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Capitulo 1

Introduccion

Las companias de seguros se dedican a asumir riesgos, por lo que es na-
tural que los portafolios incurran en pérdidas grandes o pequenas que se
pueden medir en intervalos determinados de tiempo, por ejemplo un ano, al
final del cual se tendra un monto acumulado de pérdida. El monto acumu-
lado de pérdida anual futuro se estima generalmente en la frecuencia y la
severidad de las reclamaciones individuales promedio, sin embargo, debido a
la naturaleza misma del problema se incurren en grandes desviaciones. Esto
puede provocar que no se puedan prever a tiempo la ocurrencia de grandes
eventos repentinos que puedan causar estrés en los flujos y el capital de la
compania.

Para evitar pérdidas inesperadas es comiin que una compania de seguros
decida transferir parte de su riesgo a una tercera parte: una compania rease-
guradora. Uno de los principales objetivos del reaseguro es limitar el impacto
de las pérdidas no esperadas, siendo entonces una herramienta tutil para la
administracion de los recursos de una compania aseguradora. El transferir
riesgos también implica transferir recursos, por lo que se tiene una continua
negociacion en la cesion de riesgos y recursos, de tal manera que del modo
en que se midan y estimen las posibles pérdidas (principalmente las grandes)
puede depender no solo la eficiencia de la compania, sino también la solvencia
de la misma.

Por lo anterior, se busca una manera de modelar los eventos grandes, es
decir, tratar de estimar la pérdida no esperada y medir que tan grave puede
ser, en otras palabras tratar de responder a la pregunta: si las cosas van mal,
Lqué tan mal pueden ir?

Para esto hay que empezar por definir que es un evento grande, y que
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evento son los que se quiere analizar. Por ejemplo, un evento grande puede
definirse como aquel evento que esta en el 10% de las reclamaciones mas
grandes, o los eventos que son mayores al 5% de la suma de todos los si-
niestros, otro modo podria ser asumir una distribuciéon y tomar los siniestros
que te tengan menos de 0.001 de probabilidad de ocurrencia, incluso tam-
bién las podria definirse como reclamaciones que superan cierto porcentaje
de la prima, o algiin monto especifico. Es posible tomar distintas definicio-
nes pero, en el fondo, se tiene que los eventos extremos son aquellos eventos
inusuales o raros que por su naturaleza causan estrés en los flujos y capital
de la compania. Estos eventos, generalmente se etiquetarian como outliers
e ignorados del modelo, lo que significa que, en el ajuste del modelo, no se
toman en cuenta. Si se buscara estimar eventos esperados tendria un efecto
de relativa menor importancia el quitar estos valores extremos, sin embargo,
lo que se pretende en este trabajo es analizar el impacto que pueda ocasionar
la ocurrencia de dichos eventos y una herramienta para abordar este trabajo
es la teoria de valores extremos.

La teoria de los valores extremos ha tenido un gran auge en los tltimos
anos en diversas areas como es la ingenieria, meteorologia, finanzas, segu-
ros, entre otras ya que, por ejemplo, terremotos, huracanes, colapsos en el
mercado, resistencia de materiales bajo ciertas condiciones, entre otros, son
fendbmenos que no siguen reglas especificas y que la teoria de valores extremos
ayuda a modelar distribuciones aceptables para estos eventos, y estudiar asi
el comportamiento en las colas de las distribuciones que describen los obje-
tos de estudio. Esta teoria provee un fundamento teérico para describir el
comportamiento de los extremos que se encuentra descrito por las colas de
las distribuciones independientemente de la regla que éstas sigan.

Recapitulando, la teoria de valores extremos tiene como objetivo estimar
la cola de una funcién distribuciéon de una variable aleatoria que describa el
fenémeno. Los principales problemas que hay que abordar son que, precisa-
mente al tratarse de valores extremos, existen pocos datos, y con frecuencia,
los valores que se buscan estan mas alla del valor més grande en la muestra,
ademas que las técnicas para estimar distribuciones generalmente no permi-
ten estimar bien la parte de la cola. La teoria de valores extremos es ttil
para extrapolar los datos de la muestra para encontrar escenarios adversos
probables que podrian ocurrir una vez cada cien anos como un terremoto
muy fuerte o un huracan, sin embargo, aunque su frecuencia es baja, su ocu-
rrencia implica grandes pérdidas para las companias.

De la ley de los grandes ntimeros: Con X1, X, ..., X, variables aleatorias
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idénticamente distribuidas, si p = E(X;), entonces

i=1

al estandarizar se llega a que (X — ) /o ~ N(0,1). Muchos modelos, se basan
en esta convergencia para estimar pérdidas, pero ahora en vez de tomar X
se quiere ver el resultado de tomar el méaximo M, puesto que el objetivo es
analizar los valores mas grandes. Ejemplificando esto, supéngase que interesa
modelar el nivel de un rio, aproximarse mediante la media no seria muy ttil ya
que ésta también se ve afectada por los niveles bajos del rio y las variaciones
que pueda tener alrededor de la media no tendréan las repercusiones que
pueda tener el evento extremo que representa el nivel a que sube el rio una
vez en H0 anos, entonces lo interesante es buscar como modelar ese nivel
extremo, o la probabilidad que sobrepase cierto limite establecido. Por lo que
es posible abordar el asunto del siguiente modo: sea = la variable aleatoria
que representa el nivel del rio y suponiendo que de un ano a otro los sucesos
son independientes, entonces:

X =

3|

P (M < x) = F"(ayz + by) = G(x)

an

donde F"(x) es la funcion de distribucion del n— ésimo estadistico de orden.

Se analizara en el Capitulo |3] es decir, como es G, las caracteristicas que
deben cumplir las constantes normalizantes a, y b, para que se cumpla el
limite asi como las condiciones para la funcion de distribucién de los sinies-
tros F'(x). Retomando el ejemplo del nivel del rio, la funciéon de distribucion
evidentemente tiene una cola méas pesada que la distribucién que describe la
altura de los habitantes de una poblacién , que en general, se modela con
una distribucién normal, si se analiza la cola de esta distribucién, es decir, la
distribucién de la poblacion de mayor estatura, sera distinta a la que resulte
de analizar la cola de la distribucion de la cola del rio, es decir, la distribucion
de los registros del nivel més alto.

En el mundo real, no siempre se puede ajustar una distribucién a una
poblacién o muchas veces la regla que los describe es muy complicada para
operar, sin embargo, se mostrara que, aunque solamente se tengan datos em-
piricos, se puede encontrar una aproximacioén para encontrar los extremos y
que se pueden encontrar equivalencias para operar con funciones menos so-
fisticadas que se comporten de igual modo en la cola y como se puede medir
el comportamiento de la misma. El fundamento tedrico de estos temas que



se han mencionado, se veran a lo largo del Capitulo 2.

Finalmente en el capitulo 3 se aplicara la teorfa a una cartera de incendio
y se veran resultados aplicados y como se puede utilizar en el reaseguro, més
especificamente en el cilculo del limite de retencion.
En el capitulo 1 se describe el marco sobre el cual se utilizara la teoria de
valores extremos, en este se describen a grandes rasgos los seguros de danos
y los distintas formas de reaseguro que se han creado para proteger a las
companias aseguradoras de grandes desviaciones que van desde una simple
regla de dedo, un cociente, hasta simulaciones, entre otras. Muchas veces se
ve este limite como un requisito a cumplir, sin embargo, deberia representar
el equilibrio entre el riesgo que se asume y los recursos que se ceden junto
con el riesgo. Por ejemplo, supongase que un alcalde decide construir un di-
que para proteger la ciudad para el caso del rio que se habia planteado: si
lo construye demasiado bajo el dique no servira de nada, por otro lado si
decide construirlo de mas de cien metros de altura, en efecto, resultaria inve-
rosimil pensar que el rio pueda sobrepasar el dique, sin embargo, se habran
desperdiciado una infinidad de recursos que pudieron haber sido utilizados
més eficientemente en otras areas de la ciudad.

De este modo, la teoria de valores extremos es una herramienta ttil para
encontrar eventos graves plausibles que ayuden encontrar el equilibrio entre
el riesgo asumido y la utilizacion eficiente de recursos. Para una compania
aseguradora, reservar el monto equivalente al total de las sumas aseguradas
o ceder todo el riesgo, evidentemente proporciona mayor certeza de tener
disponibilidad de recursos para afrontar cualquier eventualidad, tal como el
dique de cien metros evitaria cualquier inundaciéon en la ciudad, sin embargo,
se podrian usar los recursos de manera mas 6ptima sin necesidad de caer en
el extremo opuesto de asumir riesgos excesivos.

Por lo anterior, la teoria de valores extremos es una herramienta més
que proporciona una cota para la siniestralidad, y que aporta més luz en
el comportamiento de acontecimientos adversos, para un mejor uso de los
recursos.



Capitulo 2

Los seguros de danos y el
reaseguro

2.1. Seguros de danos

Segin el Diccionario de Seguros Mapfre "el sequro es una operacion en
virtud de la cual, una parte (el asegurado) se hace acreedor, mediante el pago
de una remuneracion (la prima), de una prestacion que habrd de satisfacerle
la otra parte (el asequrador) en caso de que se produzca un siniestro .

El contrato de seguro puede tener por objeto toda clase de riesgos mien-
tras exista un interés asegurable, siempre y cuando no esté fuera de la legis-
laciéon vigente.

La funcién principal del seguro es combatir la incertidumbre de una pér-
dida econémica probable mediante la transferencia del riesgo. Su operacion
se lleva a cabo al cubrir las consecuencias financieras de eventos fortuitos
no deseados por el asegurado. Esto se realiza mediante la distribucion del
monto de las pérdidas entre los asegurados, que de otro modo tendria que
ser enfrentado por un solo individuo en su totalidad.

Los seguros de danos son todos aquellos que tienen como fin principal
reparar la pérdida sufrida en el patrimonio del asegurado a causa de un
siniestro. Estos seguros se pueden dividir en dos grandes grupos:

= seguros de pérdidas materiales: destinados a resarcir al asegurado
de las pérdidas materiales directamente sufridas en un bien integrante
de su patrimonio.
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= seguros de responsabilidad civil: que garantizan al asegurado con-
tra la responsabilidad civil en que pueda incurrir ante danos provocaros
a terceros por actos de los que sea responsable.

Los seguros de danos se pueden clasificar en los siguientes ramos segtin los
articulos 7 y 8 de la Ley General de Instituciones y Sociedades Mutualistas
de Seguros:

1. Responsabilidad civil y riesgos profesionales: El seguro de res-
ponsabilidad civil otorga proteccién al asegurado si un tercero le exi-
giere indemnizaciéon por danos y perjuicios a consecuencia de un acon-
tecimiento que, produciéndose durante la vigencia del seguro, ocasione
la muerte, lesion o menoscabo de la salud de la persona (dafios perso-
nales) o el deterioro o destruccion de sus bienes (dafos materiales).

El seguro comprende la proteccion sobre la responsabilidad civil legal,
producto de la propiedad o arrendamiento de terreno, edificios o locales
y de las actividades normales inherentes al giro del asegurado.

Existen companias de seguros, que ademés ofrecen este tipo de protec-
cion a ciertos mercados especificos, como el de la construccion, medi-
cina, para los arrendatarios de inmuebles, para quienes se dedican a
organizar eventos, para quienes realizan filmaciones, etc. A este tipo de
polizas se les llama sequro de responsabilidad civil profesional.

2. Maritimo y transporte: La compania de seguros se compromete al
pago de determinadas indemnizaciones a consecuencia de los danos so-
brevenidos durante el transporte de mercancias y se divide en maritimo,
aéreo y ferroviario:

a) Seguro Maritimo: Garantiza los riesgos de navegacion que puedan
afectar, tanto al buque transportador como a la carga transpor-
tada, y puede ser seguro de buque, carga o flete.

b) Seguro de Aviacion: Tiene por objeto el pago de una indemniza-
cion derivada de accidentes sufridos por aeronaves.

c¢) Seguro Ferroviario: Tiene por objeto el pago de una indemnizacion
derivada de accidentes sufridos por ferrocarril.
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3. Incendio: Es aquel que garantiza al Asegurado el pago de una indem-
nizacién en caso de incendio de los bienes especificados en la poliza o
la reparaciéon o reposicion de la piezas averiadas, y puede contemplar
coberturas adicionales como pueden ser:

Responsabilidad civil, pérdida de rentas, pérdida de beneficios, gastos
y danos.

4. Agricola y de animales: Tiene por objeto la cobertura de los riesgos
que puedan afectar a las explotaciones agricolas, ganaderas o foresta-
les y sus principales modalidades son: Seguro de Ganado, Seguro de
Incendio de Cosechas y Seguro de Granizo.

5. Automoéviles: Este seguro protege el automovil del asegurado contra
riesgos como: choque, robo, lesiones a ocupantes y danos a terceros en
su persona y en sus bienes en caso de accidentes vehiculares.

6. Crédito: Tiene por objeto garantizar a una persona el pago de los
créditos que tenga a su favor cuando se produzca la insolvencia de sus
clientes deudores por créditos comerciales.

7. Crédito a la vivienda: La finalidad de este seguro es proteger a las
instituciones financieras contra el incumplimiento de pago de préstamos
hipotecarios, trasfiriendo el riesgo a una compania aseguradora. Este
tipo de seguro ayuda a incrementar el mercado hipotecario ya que per-
mite enganches bajos y por tanto que méas personas puedan acceder a
él disminuyendo el riesgo de la entidad financiera que hace el préstamo.

8. Garantia financiera: Cubre el incumplimiento del pago de las obli-
gaciones de instrumentos financieros, titulos de crédito y documentos
objeto de oferta publica o de intermediacion financiera. De este modo es
posible el apoyo a proyectos publicos, infraestructura y obtener capital
a menor costo.

9. Diversos:

a) Seguro de Robo: La compania de seguros se compromete a pagar
los danos sufridos por la desaparicion, destruccién o deterioro de
los objetos a causa de robo, asalto o tentativas.

b) Seguro de Cinematografia: Tiene por objeto cubrir los danos du-
rante una producciéon cinematogréfica.
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c) Seguro de Cristales: Este garantiza al asegurado el pago de una
indemnizaciéon o reposiciéon en caso de rotura accidental de las
lunas o cristales descritos en la poéliza.

d) Seguro de Ingenieria: Consiste en un grupo de modalidades de
cobertura que amparan determinados riesgos derivados del fun-
cionamiento, montaje o prueba de maquinaria o inherentes a la
construccion de edificios. Sus principales modalidades incluyen :

s Sequro de Construccion: Garantiza los danos que puedan su-
frir los bienes integrantes de una obra ejecutada.

» Sequro de Maquinaria: Garantiza los danos que puedan sufrir
maquinaria, equipos o plantas industriales.

» Seguro de Montaje: Se asemeja al de construcciéon pero en el
momento de su instalaciéon o montaje.

» Sequro Electronico: Se garantizan los equipos de procesamiento
de datos descritos en el contrato.

» Sequro de Calderas: Asegura a las calderas en caso de explo-
sion, entre otros.

10. Terremoto y otros riesgos catastroéficos: Es aquel que garantiza al
Asegurado el pago de una indemnizacién en caso de ocurrir pérdidas por
un siniestro como huracan terremoto u otro especificado en el contrato.

11. Especiales: Son aquellos que sean autorizados especialmente por la
Secretaria de Hacienda y Crédito Publico de acuerdo a lo establecido
en la Ley.

2.2. Reaseguro

La Ley General de Instituciones y Sociedades Mutualistas de Seguros en
el articulo 10 define el Reaseguro como "el contrato en virtud del cual una
empresa de sequros toma a su cargo total o parcialmente un riesgo ya cu-
bierto por otra o el remanente de danos que exceda de la cantidad asequrada
por el asequrador directo ". Es decir es un contrato por el que una entidad
de seguros (reasegurada) cede a otra entidad aseguradora (reaseguradora)
parte de los riesgos que componen su cartera, siendo entonces la funcion del
reaseguro la de obtener y conservar el adecuado equilibrio técnico-financiero.

Existen varios motivos por los cuales una compania de seguros decide con-
tratar un contrato de reaseguro tales como: estabilidad financiera y solvencia,
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incrementar su capacidad de suscripcion, disminuir el riesgo por una proba-
ble pérdida muy grande, reducir la volatilidad del portafolio, entre otros.

La entidad reasegurada debe pagar una cantidad a la entidad reasegura-
dora llamada prima por sus servicios, y ésta, a cambio le abonara en caso de
producirse la circunstancia que cubria el seguro la cantidad que en concepto
de indemnizacion tuviera que entregar al asegurado original.

Es importante mencionar que no existe ningtin vinculo entre el asegurado
y la reaseguradora, en caso de siniestro, la cobertura del mismo, tanto por
parte de la aseguradora, como de la reaseguradora esta bajo contratos dife-
rentes, por tanto, si la reaseguradora cae en insolvencia, la cedente asumiré
todo el pago del siniestro.

Existen principios en el reaseguro para que no existan reclamaciones ex-
cesivas o incumplimientos. El primero de estos principios es el de uberrima
fides o principio de buena fe. Bajo este principio la compania de seguros esta
obligada a dar toda la informacion relevante a la reaseguradora respecto a los
siniestros, ya que aunque ambas enfrentaran los mismos riesgos la compania
reaseguradora no tiene acceso a toda la informacion, por lo que es deber de
la compania de seguros proporcionarla, con el fin de que la reaseguradora
pueda analizar los riesgos presentados.

Otro principio del reaseguro es follow the fortune lo cual quiere decir que
la reaseguradora seguiré la suerte de la aseguradora. Si la aseguradora tiene
muchas pérdidas también la reaseguradora las tendra, si el portafolio es muy
bueno y sblo hay ganancias, esto beneficiara también a la compania de rease-
guro, la cual esta obligada a cumplir los contratos que tenga con la cedente
por mas mala que sea la situacion, salvo las excepciones que se hayan esta-
blecido previamente en los contratos.

El contrato de reaseguro se puede clasificar:

1. Por la forma de contratacién: Ver Introduction to Reinsurance|23|,
p. 21.22, Reinsurance Matters|36] Cap 2.

a) Facultativo: Bajo este tipo de contrato el reaseguro de cada riesgo
es tratado de manera individual y la reaseguradora puede aceptar
y decidir la amplitud con la que asume o rechaza el riesgo, segtn le
sea conveniente. En este tipo de contrato tanto la cedente como la
reaseguradora tienen absoluta libertad de aceptar o no los contra-
tos, ambos pueden aplicar su criterio para cada riesgo de manera
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individual.

El reaseguro facultativo se utiliza principalmente cuando los con-
tratos automaticos estan cubiertos, cuando el riesgo no esté con-
siderado dentro de los contratos automaticos, para no sobrecargar
los contratos de reaseguro con riesgos principalmente graves, asi
como cuando una aseguradora no dispone de contratos en un ramo
en el cual emite polizas raramente.

Automadtico o no facultativo: Es un contrato para carteras enteras.
Esta forma de reaseguro consiste en un acuerdo establecido por es-
crito entre la aseguradora y la reaseguradora, en virtud del cual la
compania aseguradora se compromete a ceder y la reaseguradora
a aceptar los riesgos cedidos centro de los limites establecidos, por
lo tanto la reaseguradora no puede denegar la cobertura para ries-
gos individuales, asi como la aseguradora tampoco puede decidir
no ceder tales riegos a la reasegurdora. Por regla general este tipo
de reaseguro tiene un periodo de vigencia anual.

2. Por la forma de cobertura: Ver Introduction to Reinsurance|23], p.
21-30, Reinsurance Matters|36] Cap 3,4., El Reaseguro Proporcional y
No Proporcional|7|.

a)

Proporcional: En este tipo de contratos primas y siniestros se re-
parten entre la aseguradora y la reaseguradora en una relacion fija
establecida previamente en un contrato, cumpliéndose el principio
de proporcionalidad, ademas que el riesgo es cedido en las condi-
ciones originales, tanto en las obligaciones como en los derechos.
Entre las modalidades incluidas en este tipo de contrato es posible
encontrar:

1) Cuota-Parte: Dentro de esta modalidad la proporcion es un
porcentaje fijo e invariable, que se aplica en general a toda la
cartera de riesgos suscritos en un ramo o ramos particulares
definidos en el contrato. La excepcion la constituyen los ries-
gos que superan el limite en importe de la cuota. Por regla ge-
neral, la cedente conserva la retenciéon porcentual uniforme de
cada riesgo y por consiguiente cede siempre la misma propor-
cion a la reaseguradora. Esta modalidad es sencilla de manejar
y ahorra costos, aunque tiene como principal desventaja que
los valores a riesgo de cargo de la cedente quedan heterogé-
neos, solo reducidos a valores menores cubriendo posiblemente
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riesgos que no eran necesarios, reduciendo las ganancias de la
aseguradora. Sin embargo, se pueden encontrar aplicaciones
para este tipo de contratos ya que puede ser 1til a companias
jovenes o a las que se inician en un nuevo ramo de seguro
pues al carecer de experiencia pueden tener dificultades para
determinar la prima correcta, y asi la reaseguradora asume
el riesgo de un posible céalculo erréneo de las primas. Tam-
bién puede ser 1til este tipo de contratos cuando se quieren
mantener dentro de ciertos limites los riesgos de fluctuaciones
inesperadas y riesgo en los cambios.

Ejemplo: CP (40]60)con limite de cobertura de $1,000,000

Riesgo | Suma Asegurada Cedente Reaseguradora
A $600,000 $240,000 $360,000
B $2,500,000 $1,900,000 $600,000
Riesgo Siniestro Cedente Reaseguradora
A $300,000 $120,000 $180,000
B $2,000,000 $1,520,000 $480,000
Riesgo Prima Cedente Reaseguradora
A $14,000 $5,600 $8,400
B $58,000 $23,200 $34,800
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Del ejemplo anterior se puede notar que para el riesgo B la
suma asegurada no se distribuye como en el riesgo A: 40 % la
compania de seguros y 60 % la compania de reaseguro. Esto
es porque el contrato cubre tnicamente hasta $1,000,000 su-
poniendo que la compania se hace cargo de lo no cubierto por
el contrato de reaseguro. Sin embargo, todo lo que esta dentro
del limite del contrato se distribuye proporcionalmente. Para
la parte que no cubre el contrato, se suelen adquirir otro tipo
de contratos que se veran a continuacion.

2) Excedentes: (Surplus Reinsurance) A diferencia del contrato
cuota-parte, en el reaseguro de excedentes la reaseguradora
participa de distinto modo en cada riesgo. La responsabilidad
en la retencion de la cedente esta determinada con un importe
fijo; los riesgos dentro de este importe los retiene en su tota-
lidad la aseguradora por cuenta propia, y es a partir de este
monto que los riesgos que superan esta retencion se ceden a
la reaseguradora.

Los porcentajes para la retenciéon y la cesiéon son variables y
dependen de la magnitud de cada riesgo, de la capacidad del
contrato y de una tabla de plenos[l] ya que la cobertura siem-
pre es un multiplo del pleno (linea). De la reparticion de la
retencion y la cesion resulta un coeficiente por riesgo rease-
gurado, el cual determina la reparticion entre la aseguradora
y la reaseguradora de la responsabilidad, de las primas y de
todos los siniestros.

Este tipo de contrato ayuda a que la cartera de la aseguradora
sea mas homogénea y a darle un mejor equilibrio limitando
las exposiciones excesivas, puesto que el nivel de retencién de-
pende de la clase de riesgo y de la siniestralidad esperada. Una
ventaja de lo anterior es que se puede tener més retencion de
primas.

Para este tipo de contrato es posible tener contratos subse-
cuentes, es decir, cuando el contrato ordinario llamado primer
excedente sobrepasa su capacidad se puede tener otros contra-
tos: segundo excedente, tercer excedente y asi sucesivamente.

'En la tabla de plenos se determina cual es el méximo de riesgo que asumiré la compania
cedente de acuerdo a la peligrosidad de cada riesgo
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La prima y el siniestro son repartidos de manera proporcional.

Ejemplo: Limite de retencion $1,000,000. Seran utilizados ade-
mas dos contratos de excedentes, el primero de 15 lineas y el

segundo de 5 lineas en base a la siguiente tabla de plenos:
Tabla de plenos

Tipo

Retencion

I $1,000,000
II $900,000
IIT $750,000
v $500,000

Riesgo Tipo Suma asegurada
A I $18,000,000
B II $2,500,000
C I $900,000

Riesgo Siniestro Cedente ler Excedente | 20. Excedente
A $16,000,000 $888,888.89 $13,333,333.33 | $1,777,777.78
B $1,200,000 $432,000 $768,000 -

C $400,000 $400,000 - -
Riesgo Prima Cedente ler Excedente | 20. Excedente
A $900,000 $50,000 $750,000 $100,000

B $40,000 $14,400 $25,600 -
C $18,000 $18,000 - -

Monto (Mill)
18
. [
14 ——
12 ——
10 ——
8 ——
6 |——
4 —
p R —
o L ——
A B C
B Aseguradora ler Excedente M 20. Excedente

La compania cedente asume la totalidad los riesgos cuya suma
asegurada no supera el limite de retencion tal como en la po6-
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Figura 2.2: Distribucion del siniestro

liza C del ejemplo anterior. Es importante recordar que no
siempre el limite de retencion es el mismo, en el ejemplo la
poliza B, tiene un limite distinto ( $ 900,000) de acuerdo a la
tabla de plenos. A partir de dicha cantidad entran los otros
contratos distribuyendo en la misma proporciéon la suma ase-
gurada, las primas y los siniestros.

Existe también un tipo de contratos como el Open Cover, donde
el limite de responsabilidad no se establece a partir de el limite
de retencion, no se tienen limitaciones precisas y se maneja como
un reaseguro facultativo. Por sus caracteristicas puede provocar
grandes desviaciones en la cartera por lo que es poco utilizado.

Otro tipo de contrato proporcional es el llamado pool en el cual
participan dos o mas companias reaseguradoras, las cuales para
ampliar su limite de retenciéon forman un contrato donde dicho li-
mite es la suma de los limites de cada compania. El contrato puede
funcionar por medio de contrato cuota parte o por excedentes y
para los siniestros y primas las companias participan de acuerdo
al contrato y en la proporciéon que su limite de retenciéon sea parte
del limite total.

Con el fin minimizar la desviaciéon en la siniestralidad es comin
encontrar que exista combinaciéon en los contratos, el mas comun
es la aplicacion de un seguro cuota parte y después uno de exce-
dentes.

Ejemplo: Contrato CP (40/60) con un limite de $1,000,000 y un
contrato de excedentes de 8 lineas ($1,000,000 cada linea). Para
el contrato de excedentes se supondra que no existe limite para la
cantidad que puede retener la aseguradora.
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Riesgo | Suma asegurada
A $800,000
B $6,000,000
Riesgo Siniestro Cedente Cuota parte | Excedente
A $500,000 $200,000 $300,000 -
B $3,000,000 $200,000 $300,000 $2,500,000
Riesgo Prima Cedente Cuota parte | Excedente
A $12,000 $4,800 $7,200 -
B $80,000 $5,333.33 $8,000 $66,666.67

b) No proporcional: A diferencia del reaseguro proporcional, que se
basa en la responsabilidad original y en la cesién proporcional,
en el reaseguro no proporcional figuran la suma de los siniestros
y la cobertura (limitada en el importe) en primer término. Por
ello también se tiene el reasequro de exceso de pérdida. Algunas
caracteristicas de este tipo de contrato son:

= Uno o varios ramos de los que se aseguran siniestros.

» Un importe limitado denominado prioridad, hasta el cual la
aseguradora asume los riesgos por cuenta propia.

= Una cobertura denominada capa, hasta cuyo importe la rease-
guradora paga partes de siniestros por encima de la prioridad.

= Vigencia anual.

Con esta modalidad de reaseguro la aseguradora puede recortar
probables puntas de siniestros a niveles de retenciéon més acepta-
bles, siendo la reparticion de los siniestros y las responsabilidades
distintos, asi que la ocurrencia de siniestros e importe de los mis-
mos son aleatorios con distinta medida de probabilidad.

Este tipo de contrato es utilizado principalmente por las asegu-
radoras que quieren retener la mayor parte de prima bruta sin
tener que renunciar por ello a la protecciéon de reaseguro en caso
de grandes siniestros, sin embargo, se tiene mayor riesgo que con
el reaseguro proporcional, puesto que en el caso de siniestros me-
nores a la prioridad el reaseguro no aporta nada. De este modo,
con el reaseguro no proporcional se aumenta considerablemente el
peligro de que la aseguradora tenga que pagar efectivamente con
fondos propios el monto del siniestro, dependiendo del importe de
la retencion elegida, de aqui la importancia de encontrar el nivel
de retencion 6ptimo que ofrezca el menor riesgo.
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En el seguro no proporcional el monto de la prima que la compania
de seguros debera pagar por el reaseguro es una cuota del ingreso
de primas de la aseguradora. En cada contrato queda especificado
si esta cuota o porcentaje se aplica a las primas cobradas o a las
primas pactadas en las poélizas sin tomar en cuenta las primas que
son devueltas o las poélizas canceladas. El monto de la prima de-
pende también de el deducible, la cobertura y la composicion del
portafolio, por lo que lo que la compania aseguradora tendra que
pagar por cada periodo de cobertura dependera de las condiciones
especiales de cada contrato. La reaseguradora decide al final del
periodo la prima, aplicando la cuota a las primas obtenidas totales
por la aseguradora. Sin embargo, al principio del periodo se debe
pagar un depoésito minimo de la prima que se establece desde el
principio, haciendo al final del periodo los ajustes pertinentes.

Para calcular la prima de riesgo existen varios métodos, por ejem-
plo, se puede utilizar la proyecciéon de eventos pasados, en el caso
de que los datos no se consideren representativos se puede distri-
buir calculando la exposiciéon al riesgo de cada parte por medio
de curvas basadas en la distribucion de las reclamaciones, para
el caso de eventos raros se pueden utilizar también otro tipo de
modelos matematicos. Finalmente al hacer los recargos de gastos
de administracion, de seguridad y otros se obtiene la prima final.

Los seguros no proporcionales permiten también reinstalaciones,
esto es: cuando un siniestro o conjunto de ellos son cubiertos de-
bido a su ocurrencia, éstos pueden ser cubiertos total o parcial-
mente mediante un pago adicional llamado prima de reinstalacion,
en algunos casos esta se incluye en la prima original. El ntimero,
la cobertura y el costo de las reinstalaciones dependen de cada
contrato.

1) Ezceso de pérdida El reaseguro por exceso de pérdida tiene
una estructura muy diferente a la de las modalidades propor-
cionales. En el reaseguro proporcional la cesion esta deter-
minada por la obligacién original, es decir, es determinada a
partir de la suma asegurada, sin embargo, en el reaseguro de
exceso de pérdida la cesion se determina a partir de los sinies-
tros.
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Es condicion para el pago de un siniestro en base a una co-
bertura de seguro que se haya producido un dano al bien ase-
gurado. Sin embargo, los siniestros pueden ser diversos de-
pendiendo del ramo y del riesgo asegurado, siendo diferente
la cuantia del dano y su composiciéon. La compania tiene que
enfrentar siniestros, por ejemplo, cuando un incendio destruye
por completo un edificio grande o cuando un huracan provoca
una serie de muchos danos pequenos y menores, sin embargo,
son de naturaleza muy distinta.

De este modo la cobertura de exceso de pérdida tiene que
estructurarse diferente en funcion de las diversas clases de
siniestros y ramos, y se puede dividir del siguiente modo:

» WXL/R: Este tipo de reaseguro de exceso de pérdida se
utiliza cuando la aseguradora busca una limitacion de si-
niestro por riesgo, considerando los siniestros separada-
mente por riesgo. Se habla entonces de cobertura de ex-
ceso de pérdida por riesgo (en inglés working excess of
loss cover per risk), abreviado WXL/R o Working Cover
dado que empieza a operar tras un siniestro por un solo
riesgo y consecuentemente estd expuesta por riesgo, si un
evento siniestral afecta varios riesgos esto resultara en va-
rios siniestros para el exceso de pérdida. Esta modalidad
se utiliza comunmente en el reaseguro contra incendio.

Se busca principalmente en este tipo de contratos incre-
mentar el volumen de primas y al mismo evitar que las
aportaciones a los siniestros de los riesgos individuales ex-
cedan de cierto limite.

Ejemplo: Contrato con una prioridad a cargo de la cedente
de $40,000,000 en exceso de $100,000,000
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Figura 2.3: Distribucion de siniestros
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Debido a que el riesgo D no supera el limite establecido la
compania aseguradora se hace cargo de todo el siniestro.
Para los casos A y B la reaseguradora paga respectiva-
mente $40,000,000 y $80,000,000 respectivamente que es
el monto que supera la prioridad. El caso C el siniestro so-
brepasa la capacidad del contrato, y lo no cubierto puede
estar ya sea a cargo de la aseguradora o bajo otro contrato
de reaseguro.

s Clatastrdfico: En inglés catastrophe excess of loss cover -
CatXL. Principalmente se utiliza en los seguros de danos
para proteger la retencion neta de la compania. Este tipo
de reaseguro solamente puede ser afectado cuando la suma
de todas las pérdidas individuales a consecuencia de un
mismo evento o causa producen una pérdida superior al
monto establecido como prioridad, es decir, se ofrece pro-
teccion contra siniestros por cimulos y la pérdida se fija
por evento siendo configurados de tal modo que no pue-
dan ser afectados por riesgo.
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Ejemplo: CatXL $60,000,000 en exceso de $40,000,000.

Monto (Mill)
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50 Deducible
50 |

40 Siniestros ocurridos e‘n el mismo evento

30 | f 1

20 +
10 + B
0

Figura 2.4: Distribucion de siniestros

Es importante tener en cuenta que la suma de los sinies-
tros que contribuyen a la suma total deben haber sucedido
por el mismo evento, una vez que la suma de estos eventos
supere la cantidad pactada en el contrato la reaseguradora
asumiré su responsabilidad.

s LCR (Largest Claims Reinsurance): Este tipo de contra-
tos es poco comun, y consiste en que la compania reasegu-
radora asumira las k reclamaciones més grandes ocurridas
durante la vigencia del contrato. Es interesante notar que
en este tipo de reaseguro la retencién también es aleatorio,
pues la retencion no depende de ningtin monto ya estable-
cido, sino del monto de los siniestros de mayor magnitud.

» FCOMOR (Excédent du cout moyen relatif): Esta forma
de ceder riesgos es parecida al reaseguro working cover,
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sin embargo, como en el LCR el limite a retener es aleato-
rio. Se establece que el monto de la k-ésima reclamacion
més grande definiré el la retencion, esto significa que la
reaseguradora asumira los montos que excedan dicha re-
clamacion, haciendo necesario para su calculo el estudio
de estadisticos de orden, en especial de los valores mas
grandes.

2) Exceso de siniestralidad o Stop Loss: Este tipo de reaseguro
podria decirse que es poco frecuente. Es un reaseguro muy es-
pecifico y se utiliza para determinados ramos, por ejemplo, el
de granizo o cosechas. La reaseguradora se compromete a asu-
mir una determinada parte de la siniestralidad total aunque
supere una prioridad, o un importe fijo o absoluto, expresado
normalmente en un porcentaje de la prima anual, siendo irre-
levante si la retenciéon es superada por un ciimulo de siniestros
menores y medianos o por grandes acontecimientos de riesgos
individuales. La reaseguradora asume su parte cuando la pér-
dida agregada por unidad de tiempo, es decir, el periodo del
contrato, excede el monto fijado.

El contrato de exceso de siniestralidad no tiene por objeto li-
berar a la aseguradora de ningtn riesgo empresarial, por tanto
la obligaciéon de la reaseguradora comienza cuando la asegu-
radora ha sufrido un dano técnico, es decir, que la suma de
siniestros mas costos exceda el monto de las primas y por
tanto no es una garantia de ganancia para la aseguradora, es
decir, pretende proteger los resultados finales de la empresa.

Este tipo de reaseguro ofrece la proteccion més amplia y puede
ser una solucién practica cuando la aseguradora necesite pro-
teccion contra una verdadera amenaza su existencia por causa
de circunstancias adversas en un mismo ano de ocurrencia. A
diferencia de los otros contratos en este no se hace la com-
pania reaseguradora cargo de ningin siniestro, el pago se da
cuando la siniestralidad excede un porcentaje establecido de
primas, y a partir de ese punto se pagan todos los siniestros
hasta el limite pactado.

La reaseguradora, para este tipo de cartera, generalmente
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exige requerimientos muy elevados especialmente que la car-
tera que se va a reasegurar esté equilibrada. Esto se puede
conseguir utilizando los otros tipos de reaseguro, por ello ge-
neralmente el Stop Loss se utiliza para la responsabilidad que
queda a la aseguradora después de haber contratado adecua-
damente los otros tipos de reaseguro.

El poco uso de esta modalidad puede deberse a que las compa-
nias reaseguradoras prefieren ser reservadas para tomar este
tipo de contratos puesto que existe una elevada transferencia
de riesgos a la reaseguradora y que existe una enorme necesi-
dad de informacién de las reaseguradoras.

Ejemplo: Se tiene un contrato stop loss 40 % xs 95 %. El to-
tal de primas obtenidas de $100,000,000 y el total de sinies-
tros es de $102,000,000. Entonces la cedente se hara cargo
de $95,000,000 en siniestros y la compania reaseguradora de
$7,000,000. En este ejemplo el limite superior de cobertura
seria de $135,000,000.

Regularmente en las carteras se utilizan varias formas de cobertura, pri-
mero se utilizan las formas proporcionales: cuota parte y excedentes, después
las no proporcionales: de exceso de pérdida y stop loss. Es importante sena-
lar que los seguros no proporcionales se aplican sobre el monto retenido y no
sobre el siniestro en si.

Ejemplo: Sea un portafolio de reaseguro con las siguientes coberturas y ries-
gos asegurados, donde todos los siniestros son causados por un mismo evento:

(Cantidades x 1,000)

CP (80|20) con un limite de $5,000

Linea: $5,000
Primer excedente: 3 lineas
Segundo excedente: 2 lineas

WC $1,600 xs $2,000
CatXL $24,000 xs $14,400
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» Stop loss 10 % xs 100 %

» Primas retenidas: $14,000

Riesgo | Suma Asegurada | Retencion | Cuota parte | ler Excedente | 20. Excedente | Facultativo
A 800 640 160 - - -
B 1,500 1,200 300 - - -
C 7,500 4,000 1,000 2,500 - -
D 10,000 4,000 1,000 5,000 - -
E 25,000 4,000 1,000 15,000 5,000 -
F 40,000 4,000 1,000 15,000 10,000 10,000
G 80,000 4,000 1,000 15,000 10,000 50,000
I 100,000 4,000 1,000 15,000 10,000 70,000
J 400,000 4,000 1,000 15,000 10,000 370,000

Total de sumas aseguradas: $754,800.

Riesgo | Siniestro | Prioridad | Working cover | ler Excedente | 20. Excedente | Facultativo

A 600 320 - - - -

B 1,200 960 - - - -

C 6,000 2,000 1,200 2,000 - -

D 2,000 800 - 1,000 - -

E 18,000 2,000 880 10,800 3,600 -

F 40,000 2,000 1,600 15,000 10,000 10,400
G 55,000 2,000 750 10,312.5 6875 34,375
H 90,000 2,000 1,600 15,000 10,000 60,400
I 100,000 400 - 1,500 1,000 7,000
J 249,000 2,000 490 9,337.5 6,225 230,325

Monto total retenido de los siniestros: $14,480.

Al aplicar el reaseguro catastrofico quedan a cargo de la aseguradora
$14,400, finalmente para stop loss se van $400 y la aseguradora retiene
$14,000.

2.3. Limite de retenciéon

En la secciéon anterior se hablé de la retencion de manera intuitiva, el
seguro proporcional se tomé como una porciéon del contrato original donde
tanto suma asegurada, siniestros y primas se distribuian del mismo modo.
Para los contratos no proporcionales se establecia un monto méximo del cual
la aseguradora se hacia cargo, nombrado a esta responsabilidad a cargo de la
cedente, el cual puede ser nombrado de diversas formas: deducible, prioridad,
linea retenida, dependiendo del tipo de reaseguro. Se daré ahora una defini-
cion precisa y las causas que hay que tomar en cuenta para la determinacion
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de esos limites. (ver Reinsurance Matters|36] C.2, Setting Optimal Reinsu-
rance Retentions|34|, Setting Retentions Theorical Considerations|18]), Op-
timal Reinsurancel8].

La retencion, resumiendo algunas definiciones que da Swiss Re en algunos
de sus articulos ([18],[34]) es la parte del riesgo o negocio que la compaiia
asumira por cuenta propia. La compania decidira el tipo y la extension de
los riesgos que asumira, es decir, la retencion representa la méxima pérdida
potencial que la compania esta preparada y desea pagar ya sea en un riesgo
individual, en un grupo de riesgos, en la acumulaciéon de pérdidas o en la
carga total de reclamaciones de un portafolio en un periodo determinado.

Existen muchos aspectos que se toman en cuenta al momento de fijar la
retencién, tanto internos, es decir, que son inherentes a la compania como
externos referentes al medio donde opera. Algunos factores son:

» Seguridad financiera: La compania de seguros busca tener solvencia
y liquidez, es decir, desea tener la capacidad de poder hacer frente al
pago de los siniestros en su totalidad al momento de que ocurran. Otro
motivo es obtener estabilidad en las ganancias, ya que al reducir las
fluctuaciones el control sobre los ingresos es mayor, sin embargo, el as-
pecto negativo es que al reducir las pérdidas las ganancias también se
veran afectadas; por supuesto se busca siempre maximizar las ganan-
cias y acotar lo més posible las pérdidas. Debido a esto la composicion
de cada portafolio influira en la decision de que tanto se debe retener,
entre més riesgoso sea el portafolio se cedera mas riesgo.

= Proteccidon contra imprevistos: Existen situaciones no planeadas
que son potenciales causa de pérdida, por ejemplo: la ocurrencia de
mayor numero de catastrofes naturales esperadas o con una intensidad
mayor a la contemplada lo que incremente los gastos previstos. Puede
suceder que también existan cambios legales, tecnolégicos u otros no
previstos en los contratos que incrementen el volumen de pérdidas. El
reaseguro permite también homogeneizar el portafolio y de esta ma-
nera reducir las desviaciones y la probabilidad de que las primas sean
insuficientes para hacer frente a las responsabilidades, no solo porque
estén mas alla de lo previsto si no por una posible mala valuacién del
riesgo, aunque por supuesto, se espera que esta situacion no se presente.
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» Intereses financieros: Entre los diversos motivos para ceder o no
cierta parte de los riesgos asumidos por una compania de seguros pue-
den encontrarse el que tanto le ayuda esta operacién mejorar sus re-
sultados y tener un mejor balance en los mismos; que tanto le permite
reducir sus costos: por ejemplo, la cantidad de impuestos a pagar o los
gastos de administracion que adquiere al asumir los riesgos. Es posible
ademas,que al tener una mayor capacidad de suscripcion se pueda ad-
quirir capital con menos costo que con otros métodos y por tanto tener
mayor crecimiento y ganancias.

= Mercado: Este es otro factor muy importante para determinar la re-
tencion por ejemplo: que tanto se incrementa la prima al asegurado y si
permite seguir siendo competitiva a la aseguradora. Depende también
del mercado de reaseguro y de como como este afecte el precio de los
contratos: si es mas barato tener contratos proporcionales o no propor-
cionales, los servicios que ofrezca y los requerimientos de reciprocidad
que establezca la reaseguradora para proporcionar sus servicios, la ca-
pacidad en el tamano y tipo de riesgos que esté dispuesta a afrontar la
compania de reaseguro, la existencia o no y el costo de intermediarios
y otras practicas propias del mercado.

= Factores econémicos: La situacion econémica del lugar o de los luga-
res donde la compania opera influye también ya que de acuerdo a esta
se tendran las tasas de interés, la inflacion y otros aspectos que influyen
en el modo y el monto de las inversiones que se llevaran a cabo, el tipo
de suscripciones que se tendran y el alcance de las mismas.

= Regulaciéon: Es posible que la regulacion establezca la cantidad ma-
xima o minima a retener. Por ejemplo, en México en la Circular Unica
de Seguros los limites maximos de retencién permitidos.

= Diversos: A parte de los ya mencionados puede haber otros factores
para elegir la retencion como la fortaleza financiera, esto quiere decir: el
monto esperado de los siniestros y a sus desviaciones en si no represen-
tan mucho para decidir el limite de retencion. Ya que, por ejemplo, una
empresa grande pudiera afrontar el pago de $10,000,000 con relativa
facilidad, sin embargo, para una compania pequena pudiera represen-
tar incluso la ruina. Una manera de medir este factor es comparando el
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capital con el volumen de primas, peor depende de cada empresa que
cantidad de capital puede y esta dispuesta a poner en juego.

Se pueden encontrar otros factores que determinan el limite de reten-
cion, como puede ser: la aversion que cada empresa tiene al riesgo es un
factor que puede influir en la determinacion de la retenciéon. Esto tiende
a ser un tanto subjetivo, y por lo tanto podria decirse casi imposible de
cuantificar, y depende el criterio de cada empresa. Existen incluso otros
factores que no tienen nada que ver con un estudio actuarial o factores
econdémicos como puede ser la tradicion de la empresa, las relaciones
personales, aspectos morales o algunos otros.

Estos otros factores no siempre giran en torno a un monto de dinero,
y esto puede ser , por ejemplo, porque no a todas las companias les
afecta del mismo modo una pérdida: lo que para una empresa grande
el afrontar el pago de un siniestro de $10,000,000 puede ser de relativa
menor importancia, para una empresa pequena podria representar in-
cluso la ruina. Entonces otra manera de establecer el limite, seria el
volumen de primas, capital, étc.

Existen hasta ahora diversos métodos para calcular el limite de retencion,
los cuales pueden estar basados en la experiencia de la compania, en mode-
los matematicos, en la intuiciéon u otros aspectos relevantes a la compania
de seguros. Se presentaran a continuacion ejemplos de dos formas diferentes
que se utilizan para abordar el problema: la primera es conocida como rule
of thumb, literalmente regla de dedo, que consiste principalmente en porcen-
tajes de primas, reservas, capital, u algin otro indicador establecido por la
compania generalmente de manera empirica. Es comiin que las condiciones se
establezcan més para los riesgos de exceso de siniestralidad y por lo general
suponen homogeneidad en la cartera. Por ejemplo:

= Si la compaiifa desea que un riesgo o ciimulo de riesgos no le afecte més
del 5% de sus reservas mas capital puede establecer que la retencion
no exceda ese monto.

= Es posible también que la compania esté dispuesta a asumir hasta un
10 % extra de la prima neta retenida, entonces se establece asi el limite.

= No siempre el limite de retencion se encuentra explicito en las reglas,
muchas veces pueden existir otro tipo de relaciones: por ejemplo, que
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el monto de las primas netas retenidas sean aproximadamente la mitad
del monto de capital més reservas.

Que las primas de reaseguro facultativo no excedan al 5% de el volu-
men total de primas.

Otro criterio puede ser el de establecer un minimo de lo retenido, por
ejemplo, que el monto de las primas netas retenidas represente al menos
el 20 % del volumen total de primas.

Puede ser también que se establezca que la retencion sea de cuatro a
seis veces mayor que el activo liquido de la compania.

= A veces estas reglas pueden ser establecidas por gente ajena a la compa-
nia. Por ejemplo, en México la Comision Nacional de Seguros y Fianzas
establece en la Regla 24 en el caso de las sociedades mutualistas de se-
guros que cada riesgo asegurado el limite no puede ser superior al 5%
de su patrimonio. En el caso de las companias de seguros, por cada
riesgo asegurado, se toma el 5% de los activos computables al capital
minimo de garantia mas los activos computables al capital minimo de
garantia en exceso a los limites de inversion, sin embargo, en este caso
el limite puede ser excedido siempre y cuando se tenga una opinién de
un actuario independiente certificado.

Existen ademas muchas otras reglas de este tipo, y no existe un método
definido para crearlas. Generalmente se utilizan varias reglas a la vez que se
complementan y evidentemente hay veces que no se pueden conjuntar algunas
reglas. Esta es una primera aproximacion para encontrar la mejor retencion
para la compania, sin embargo, puede llegar a ser un tanto burda y no repre-
sentar el verdadero riesgo subyacente al fenémeno, y por tanto ser solamente
delimitador del escenario, cuyas fronteras estdn basadas meramente en la in-
tuicion.

A través del tiempo se han presentado diversos resultados de modelos
matemaéticos que tratan de encontrar el mejor limite de retencion. Ya desde
1940 de Finetti habia abordado el problema para el reaseguro cuota parte,
asumiendo que se tenfan n riesgos independientes encontrar la retencion que
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minimizara la varianza del riesgo retenido manteniendo la ganancia esperada
en una cantidad determinada. en 1969 Borch abordé el contrato stop loss,
y encontrd que era la forma de reaseguro 6ptima bajo los supuestos de que
la prima de reaseguro era fija y tomando como fin minimizar la varianza de
la retencién. Sin embargo, en 1977 Beard y otros mostraron que bajo ciertos
supuestos el contrato cuota parte es la manera més barata de minimizar el
riesgo.

Ya para 1979 Gerber abordé el problema tomando los riesgos de modo
individual, para la prima el principio de valor esperado y buscaba minimizar
la probabilidad de ruina maximizando el coeficiente de ajuste R, y mostro
que en este caso la mejor forma de reaseguro era la de exceso de pérdida.

Mas recientemente en el afio 2004 Leslaw Gajek y Dariusz Zagrodny con-
sideraron que una aseguradora desea retener tanto riesgo como sea posible
estableciendo un limite de prima a pagar por el reaseguro, dicha prima se
rige bajo el principio de desviacion estandar y el monto a ceder esta acotado
inferior y superiormente. Se propone una funciéon de pérdida v : R — R
y el objetivo es minimizar E [v(S — S, — E(S — S,))] donde S representa
el monto agregado de reclamaciones y S, representa el monto agregado de
reclamaciones pagadas por la reaseguradora.

En general casi todos los trabajos consistian principalmente en disminuir
la varianza de lo retenido, minimizar la probabilidad de ruina, emplear fun-
ciones de utilidad o pérdida y variando supuestos como los principios de la
prima del reaseguro, tomando el monto agregado de reclamaciones o indivi-
dual, entre otros.

A finales de 1980 surge un concepto denominado Value at Risk (VaR)
como una manera de medir el riesgo, principalmente en el area de finanzas.
Se definira el VaR del siguiente modo: dado que se toma un nivel de confianza
1 —«a el VaR esta dado por el nimero mas pequeno s tal que la probabilidad
de que la variable aleatoria no negativa S no exceda «. Entonces VaR(a) =
inf{s: P(S > s) < a}. A pesar de que el VaR no es muy complicado de usar
tiene la desventaja de que no provee informacion de la severidad del dano
que pueda ocurrir mas alla del limite establecido. Para medir el riesgo que
excede el limite se utiliza una herramienta llamada Conditional Tail Expec-
tation (CTE), cuya definicion es: CTE(a) = E'[S | S > v] donde v = VaR(«).

En 2007 y 2008 Jun Cai y Ken Seng Tan, desarrollaron escritos donde
buscan bajo estas medidas de riesgo encontrar el limite mas adecuado prin-
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cipalmente para los contratos cuota parte y stop loss.

Como se ha podido ver, al tratar de encontrar el mejor limite de retencion
es muy importante tener clara la manera de medir riesgo: minimizando la va-
rianza, minimizando la pérdida esperada, maximizando la utilidad esperada,
utilizar medidas como VaR y CTE, entre otras. A lo largo de este trabajo se
presentaran propuestas para tratar con este problema.



Capitulo 3

Teoria de valores extremos

Sean X1, X,,..., N, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Se quiere encontrar el comportamiento limite en el extremo. Una
manera de tratar de resolver el problema es encontrando la posible distribu-
cion del maximo: méx(Xi, Xo, ..., X,). El estudio analisis sobre el minimo
se omite, pues min(Xy, Xo, ..., X,) = —méax(—X;,— X, ..., —X,,). Ver Ez-
treme Value Theory|19].

Sea F' una funcion de distribucién continua y estrictamente creciente.
Sea x* := sup(z : F(z) < 1)y Xpmar = max(Xy, Xo, ..., X,), el cual también
puede ser infinito.

P(limy, oo {Xmazn = %) = 1y { Xz fn>1 €s una sucesion no decre-
ciente, es decir, X,,q, converge de manera casi segura a x*.

Supoéngase ahora que existe una sucesion {a, },>1 de nimeros positivos y
una sucesion {b, },>1 de numeros reales tal que para todos los valores reales
2 en los cuales los limites son continuos

Xonaz — b
lim P (M < x> = G(x) (3.1)
n—00 an
que es equivalente a:
lim F"(ap,x + b,) = G(x) (3.2)
n—oo

donde G es una funcién no degenerada.

Se quieren encontrar todas las distribuciones G que son el limite de la
ecuacion [3.1] las cuales seran llamadas Distribuciones de valores extremos.

31
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Las distribuciones F' que satisfacen la ecuacion [3.1] seran llamadas dominio
de atraccion de G.

Ahora, se tiene para cada punto continuo z para el cual 0 < G(z) < 1
que

lim nlog [F(an,x + by,)] = log [G(z)]

n—oo

por otro lado se puede ver que:

. —log[Flasz+b,)] —
T Flanet by a F o) =1

entonces

lim n(1 — F(a,z +b,)) = —log [G(x)]

n—oo

y de aqui

lim ! = !
oo n(1 — Flagz +b,))  —log [G(2)]

(3.3)

Lema 3.0.1. Supdngase que {F,,} es una sucesion de funciones no decrecien-
tes y que G es una funcion no decreciente. Ademds, si se supone para cada x
en el intervalo (a,b) que es un punto continuo de G lim,,_,, F,,(z) = G(z).

Entonces para cada x en el intervalo (G(a), G(b)) que es un punto continuo
de G~ se tiene que lim,, o F)7 (y) = G (y).

Donde F* (y) =inf{zx : F(z) > y} es la funcion inversa continua por la
1zquierda de F.

Demostracion. Sea x un punto continuo de G, ¢ > 0. Se tiene que demostrar
que

Fi(z)—e< G (x) < Fi(z)+e

Sea 0 < € < € tal que G () — € es un punto continuo de G. Esto es
posible puesto que la continuidad de puntos de GG forman un conjunto denso.
Puesto que G es continuo en x, G es un punto de incremento para G,
de aqui G(G* (z) — €1) < z. Sea ahora § < x — G(G* (x) — €). Puesto que
G* (z) — €; es un punto continuo de G, existe ng tal que F,,(G* () — €;) <
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G(G*(r) — 1) + & < z para n > ng. De la definicion de FI implica que
G (x) — 1 < F. La otra desigualdad es analoga. O

Aplicando el lema anterior

Fe(l—21)—-b,
lim 0= =G (eil/x) =g(y). (3.4)

n—oo an

Sea U(y) = F* (1 — i) = x teniendo de este modo F(x) =1 — i

Por otro lado, de la ecuacion siendo y un punto continuo de g(y) para
t>1

U(tly) —by _ Ulty) by _ Uty (L +1/[t]) — by

ag B ag) ag)

donde [t] representa el valor entero de t.

Para cualquier punto continuo =’ > x con g(y') > g(y) el lado derecho es
cada vez méas pequeno que g(y') llegando a que:

U(ty) —0b

t—o00 a[t]

9(y)-

Supongase que 1 es un punto continuo de g y sea a(t) : ay, al tomar
g(y) — g(1) se tiene para los puntos continuos de y > 0

tomando z > 0 se puede escribir:

Utyz) — U(t) _ Ultyz) — U(tz) a(tz) N U(tz) = U(t) (3.5)
a(t) a(tz) a(t) a(t) ' '
Ahora se busca la existencia de los limites de H(y) y de
limHooaa((tg) := h(z). Supongase que no existen, entonces hay A; # A; o
By # Bs, siendo B; puntos limite de H(y) y A; puntos limite de h(z), de esta

manera

H(yz) = H(y)A; + B;

restando para i = 1,2

H(y)(A1 —Ay)) =B, — B
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para y > 0. Puesto que G no es una funcién degenerada, se tiene que H no
puede ser constante por lo que A; = Ay y By = Bs.

Ahora que se sabe que el limite anterior existe es posible continuar con el
analisis de h(y) y para y, z > 0 se cumple que:

a(tyz)  a(tyz)a(tz)

a(t)  a(tz) a(t)
que satisface la ecuacion funcional de Cauchy h(yz) = h(y)h(z) que para
y,z > 0 es de la forma h(y) = y” para vy real. (Ver Statistics of Extremes)|5|.

Entonces tomando h(y) = 37 es posible reescribir la ecuacion
H(yz) = H(z)y" + H(y).

Para el caso 7 = 0 se puede encontrar una constante ¢ tal que H(y) =
clog(u). Para el caso v # 0 y para y,z > 1 por simetria se tiene que

H(yz) = H(z)y" + H(y) = H(y)2" + H(2)

de aqui, para alguna constante d, H(y) = d(y” — 1) reescribiendo ¢ := ~d. El
caso ¢ = 0 queda excluido pues las funciones son no degeneradas y el caso
¢ # 0 puede ser incorporado a la funcion a(t) llegando a que H(y) es de la
forma

yr—1
7
siendo v # 0; para el caso v = 0 se llega a que H(y) = log(y).

C

Retomando la ecuacion con a, = a(t) y b, = U(t) la funcion distri-
bucion G(z) que satisface la ecuacion [3.1] es :

-1
Gla) = exp (—(}x—l—vx) My, I+~ >0
exp (_6 ) ’ v = 0
G(z) es conocida como la funcion de valor extremo generalizada, sin em-
bargo, haciendo un cambio en los parametros, se hace una divisiéon en tres
familias de funciones:

» Fréchet: v > 0, tomando G((x —1)/y) ya=1/y>0

—x %), >0
Gmm:{gm(x ) t2y
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s Gumbel: v=10

Ga(z) = exp (—e77) , —00 < < 00
. Weibull: v < 0, para G(—(1+2z)/y) ya=—-1/y>0

Galo) ={ {7 e

Evidentemente los tres tipos de funciones estéan relacionadas, y mediante
transformaciones es posible llegar de una a otra. Supongase X > 0 donde
X ~ Gy(x), se tendra entonces que:

log (X®) ~ Ga(2),
“1/X ~ Gsla).

Ahora se encontraréan los momentos de una variable aleatoria que se distri-
buye Gumbel (Ver Extreme Value Distributions Theory and Aplications)|33].

g2 = e Texp(—e "), para — oo < r < 00

E[e™] :/ e e exp(—e ") dr

—0o0

al realizar un cambio de variable de e™* por z se tiene:

dZ
—t —
== / Zl te F—
0 z

Para encontrar el primer momento se utilizara la siguiente relacion:

- H8 o1 o325 (b )

donde 7y es la constante de Euler. Al evaluar en cero IV(1 — t) se tiene que
E [X] = —. Para el segundo momento:

IM(z) = K ()T (x) + k(2)[(x)

L 1 ,
:(_+ +.‘.+m+~u+)F(x)+k(:c)F(:c)
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2
i 2
=—+
6 gl
de aqui Var(z) = %2. En el caso de las variables que tienen distribucion
Fréchet o Weibull se tiene que: si X ~ Gy (z):

EIX]=T(1-7)

E[X?] =T(1-2y)

ElX]=T(1+7)

E[X?*] =T(1+2y)

en ambos casos la existencia de los momentos depende de los parametros.

3.1. Dominios de atraccion

Una funcion F' pertenece al dominio de atraccion G (se denota F' € D(G)
) si existen constantes normalizantes a,, > 0,b, € R tal que F"(a, + b,) —
G(z), se quieren encontrar las condiciones necesarias y suficientes para que
F € D(G) siendo G alguna de las tres distribuciones de valores extremos.
(Ver Eztreme Value Theory an Introduction|19], Extreme Values, Regular
Variation and Point Process|31]).

3.1.1. Dominio de atracciéon Frechet ®

Proposicion 3.1.1. F' € D(®) si y solo si 1 — F € RV_,,, en este caso se
tendrdn como constantes normalizantes a, = U(n) y b, = 0.

Asi que de este modo solo distribuciones donde x* sea infinito pueden
pertenecer a D (¢, (x))

Demostracion. Primero se demostrara que si 1 — F' € RV_,, entonces F' €
D(®,(x)) con a, =U(n) y b, =0.
Dado que 1—F € RV_, entonces lim,, oo (1—F(a,z))/(1—F(a,)) = x~*.

Por otra parte, de la definicion de que U(n) es la funcion inversa de
1/(1 — F) se tiene que
limp ool — F(a,) — 1/n de donde n(1 — F(a,z)) — 2@ por la ecuacion
x™* = —log|G(z)] con lo cual F' € D(®(a,(x))).
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Ahora supéngase que F' € D(®(a,(x))), por la ecuacion se tiene que

limp—oon(l — F(ayx + by,)) — % lo que es equivalente a

U(ny) —bn

Qn

limy 00 —y’

tomando en cuenta esto y al cambiar or funciones continuas a, y b, por a(t)
y b(t)

Ulty) - U@®) _ Ulty) —b(t) _ U(t) —b(t)

= - =y —1 3.6
a(l) e an Y (36)
véase que a(z) € RV,
Ulta)—U(t)
lim, o) o (27 = 1) )
th—mo _— g =T
a(t)  _ (Uum—(l);rf(tx)) —(1/x7 = 1)
a(tx

del mismo modo se tiene que U(ty) —U(t) € RV, para y > 0 y como funciéon
de t. Esto implica tomando en cuenta el teorema de Karamata que

. "(U(sz) —U(s))ds 1
imi oo /0 HU(tz) —U1) A +1 (37)

integrando la ecuacion [3.6)sobre y y observando que se tiene la convergencia
de funciones monoétonas a un limite continuo y puesto que la convergencia es

uniforme:
[ o

1 [? (z—1)U(t) 271 1

a(t)

analizando el lado izquierdo

+1

— [ = [t U(x)dr — =~ tU(x)dx} — —(Zfal()t)U(t)
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- [/j U (=) — [ U(x)da:} + % [/j U()de — tU(t)]

de las ecuaciones y se tiene para el primer sumando

[[U@)de — [[U(x)de a7 —1

ta(t) TN
de donde
—17 YLyl 1 _q
= U U(m)dm—tU(t)} L2z  (—1)— _ -1
ta(t) |4 v+1 y+1 v+1 v+1
con lo que:
L valt)
Uit)— - U(x)d —Z. 3.8
0= [ Uiz 220 3:5)

Si se toma V(t) = flt y V'(t) = U(t) se obtiene la ecuacion diferencial
- = +

sz _ a(t)
2V (t) = va(t)/(y+1) cuya solucion es V (t) = tv [ -

con la forma V'(t)

Si se toma la ecuacion y se divide entre t y e integra respecto de t se
obtiene V()

[ fvea= [ [ v [ et

intercambiando el orden de integracion en el segundo término:

/j%U(t)dt _ /1 (/ t%dt) U(z)da
_ /:%U(t)dt— (/:%U(:v)d:p—é/lz U(x)dm)

de la ecuaciéon

= /1 %U(t)dt - /1 %U(x)dx + %(Z) - U(z)

v

finalmente:

U(2) ~ya(z) +/Z va(x)dx

:1+7 z(1+7)
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por el teorema de convergencia dominada
U 1 z d 1 1
l@mzﬁwm — 1 + lzmz—K)o\/ a([l’) x — 1 +/ x’y—l — 1 + -
va(z) 1 za(z) 0 v

Esto lleva a que U(z) — a(z) y de acuerdo al Apéndice y la definicion
de U(z) se tiene que 1/(1 — F(2)) € RViyporloque 1 — F e RV_y,, O

Proposicion 3.1.2. Supongase que F' es absolutamente continua con densi-
dad positiva F' en alguna vecindad de oo, entonces

i St para algin v > 0 se tiene que

., xF'(x) 1
lim ———— ==
w0l = F(z) oy

entonces F' € D(®1,,), y se puede elegir a,, tal que a,F'(a,) ~ 1/(yn).

i Si I es no decreciente y ' € D(®y,,) entonces se satisface el limite

de 1.

i Bl limite en 1. se satisface sty solo si 1 — F tiene la siguiente repre-
sentacion:
(1)

| — F(z) = o) exp {— /1 ' Tdt]

para x > 1,1im, o c(z) = ¢ € (0,00),lim, o, = 1/7 € (0, 00)

Demostracion. Ver demostracion en el Apéndice [A.2] O

3.1.2. Dominio de atraccion Weibull ¥

Proposicion 3.1.3. F € D(V) siy solo si x*<oco y1—F(z*—1/x) € RV_,,
en este caso se tendrdn como constantes normalizantes a, = x* — U(n) y
b, = x*, entonces:

lim F"(z* — (2" = U(n))) = G(x) € D(¥)1/,(x) x<0

T—r00
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| Distribucion ‘ 1 — F(z)
Pareto x
r>1La>0
Pareto Generalizada (1 + %)_1 7
x;y,0 >0
py
Burr (Tipo XII) (pfﬂ)
x;p, T, A >0
py
Burr (Tipo III) 1-— (#)
x; 0, T, A >0
o () m/2 _ (m—+n)/2
F 2 m w21 (1 4+ 2o dw

xz;m,n >0

00 QF(nTH) w? —(nin)/2
T 17 ey (1)
x;n >0
Gama Inversa % exp(—A/w)w™ > dw
;A 7y >0
Log Gamma [ F’\(Z)w’\_l(log w)* tdw
x>1Ay>0
Frechet 1 —exp(—27%)
r,a >0
Cauchy % — %arctan (“:—“)
i eRvy>0

Cuadro 3.1: Funciones pertenecientes al dominio de atracciéon Frechet @

Demostracion. Supongase que 1 — F(z* — 1/x) € RV_, y que z* <00 y sea

Ro)={ g 10

entonces: lim, 0o F}'(anz) — exp(—x~1/7) de donde

1
lim 1 - F <:c* - —) — exp(—217)
T—00 a,nx

con z >0y al tomar y = —1/z se llega a que

lim 1 — F(z* +y/a,) — exp(—(—y)*?)  y <0,

Yy—00
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Por otro lado, se tiene que a, = (1/(1 — F}))* que es equivalente a
(1/(1 = F(z* — 1/x)))*. Obteniendo la funcién inversa se tiene que a, —
1/(z*—=U(n)) y de la ecuacion [3.9 para z <0 lim, oo F™(anz+b,) = G(z) €
W1/, (z) donde a, = xx —U(n) y b, = w*.

Para demostrar la implicaciéon en el otro sentido supéngase que

lim F"(a,z +b,) = G(z) € ¥y, ()

n—oo
entonces analogamente a la seccién anterior, al invertir la igualdad y tomar
funciones continuas para a, y b, se obtiene:

LUy
tlim o) — —( ) < 0.

Sea y = —x, entonces

Ulty) —U(t) _ Ulty) —b(t) UE)—bt) .  _,
e == ey 1—y (3.10)

lo cual implica que como funcién de t a(t), U(ty) — U(t) € RV_, ya que

U(tz)—U(t)

t T 1—1/2"
tm 200 _ © A=) e
t—oo aft) _ (U(tmf(l);U(m)> —(1—a7)
a(tx
De la construccion de U(n) se definird U(oo) := 2* y se probard que

U(oo) <oc.

Puesto que U(ty) — U(t) € RV_, se tiene para Z>1

E+1y k
LU — U2

Z_'Y
ke U(ZR) — U(ZF1)

tomando 0<e<Z? — 1 y para algin k > ng(e) se cumplird que

U(ZMYY —U(ZF) <U(ZF) - U(ZFNZ77(1 +¢)
reescribiendo:

lim [U(Z"*) —U(Z™)]

N—o0

N n

, . o U(Z+) — U(Z*
Nll—r>noo Z u(zm) -u(z™™) H UEZk) _) U(Z(k:—1;

n=ng k=no
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<U(Z™) —U(Z™™) i (T+e)z Mt <1/(1+e)Z77) < o0

n=ng

dividiendo entre 3?2, integrando la ecuacion en el intervalo (1,00) y
aplicando el teorema de convergencia dominada se tiene

e [TV [y
1 a(t)y 1

lo que lleva a que

S [T -U),
) e =
- U(t) - t/loo %(w* — U(y))dy = %(2 (3.11)

ahora al dividir entre ¢ e integrar respecto de ¢

/:O L~ UH)dt /:o /100 %@* — U(y))dydt = /:o %

intercambiando el orden de integracion del segundo término

/:O %(m* —U(t))dt — [/ZOO l(x* — U(y))dy — Z/ZOO é(x* _ U(y))dy]

Y
_ /°° a(t)
- t(1+7)
de la ecuacion B.11]
— [ vy~ [ 2w~ vty + 15 - @ - o)

llegando a que
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v = 2Ly [ )

1+ t(1+7)
de donde

0o Ya(yz)

yya(2)

(14+~)

ya(z)

(14+~)

*— 1
limz%mwzl—l—/ ke dy — 1+ —
1 Y

Lo cual lleva a que

43

lim,_oo(z* — U(2)) — a(z) por lo que (z* — U(z)) € RV_, (ver Apéndice

A3).

Si definimos V (t) como (z* — U(t)™!), entonces V (t) € RV,

Al despejar U(t) se tiene que U(t) = z* — 1/V(1).
Sacando el inverso de ambos lados se obtiene:

(= F(y) = V(1/(=" =)

*

ahora si se toma = = 1/(2* — y) entonces 1/(1 — F(x

que utilizando el Apéndice se llega a que 1 — F(z* — 1/x) € RV_,.

—a71)) € RV, con lo

]

Proposicion 3.1.4. Supdngase que F tiene x* < oo y es absolutamente
continua en una vecindad izquierda de x* con densidad positiva F', entonces:

i Sipara algin v > 0 se tiene que lim, (2" —x)F'(x)/(1—-F(x)) =1/v

entonces F '€ D(Vy,,).

i Si I es no decreciente y F' € D(¥y,,) entonces se satisface el limite

de 1.

11 Bl limite en 1. se satisface sty solo si 1 — F tiene la siguiente repre-

sentacion para xr < T*:

1 — F(z) = o(z) exp {_ /1 ")

para * < 00, limy4, ¢(x) = ¢ € (0,00), lim,p,« = 1/ € (0, 00).

:
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Demostracion. Para la primera parte hay que recordar que F' € D(¥y,,) si
y solo si Fi(z) = F(2* — 1/z) € D(®y,,), ahora

1y = lin 2Ry (2)/(1— Fy(x)) = lim oF'(a* —1/2)/(@*(1 ~ F(z" ~ 1/x)))

entonces 1/y = lim, ,0(2* — $)F'(s)/(1 — F(s)).
Para iii se tiene que si F' € D(¥y/,) entonces 1 — F(z* — 1/x) € RV_y,,

ast que
= F(a" — 1) = e(2) exp {— /1 ' @dt}

T

tomando y = x* — 1/x se tiene para y << x* que

1/(z"~y)
1= F(y) = c(1/(z" —y)) exp [—/1 @dt]
ahora si s = z* — 1/t

1= F(y) = e(1/(z" — y)) exp [— / / Lj”d}

ool [ £

O
Distribucion ‘ 1—F(z*—1/x) |
Uniforme 2
r>1
Beta f1 " Fr(g;z uP~H(1 —u)tdu
z>1,p,q>0
)
Burr Volteada < 3 fx7>
T\, B, 7 >0
Weibul de Valor Extremo 1 —exp(—z~%)
;o >0

Cuadro 3.2: Funciones pertenecientes al dominio de atraccion Weibull ¥

De forma més general se puede decir que pertenecen a este dominio de
atraccion las distribuciones con x* < oo y tenga un comportamiento que
obedezca a la ley de potencias. Si se toma 1 — F(z* — x) con * — K1/ <
r < z*y K,a > 0 por la proposiciéon F € U por lo que las funciones
de la forma F(z) =1 — K(z* —xz)* € V.
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3.1.3. Dominio de atraccion Gumbel A

Proposicion 3.1.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. FeD(A) (3.12)
ii. }ES —F @) = exp(—e ") (3.13)
. Ultr) = U()

0. tlgglo O log x (3.14)

Demostracion. Primero se demostrara que ¢ implica iii. Si F' € D(A), enton-
ces:
lim F"(a,x +b,) = exp(—e™™)

n—oo
nlog F(a,z +b,) — —e™
1
n(l — Flanz + by))

sacando inversa de ambos lados y cambiando a funciones continuas

T

— €

Fe(l— 1) — b(t)

a(t)
Ufty) — b(1)
a(t)

— logy

— logy

de donde, reescribiendo:

Ulty) —o(t) _ U(®) —b(t)
tliglo o0 — o(0) = logy — log 1.

Se demostrara que ¢ implica 77i. Tomando la inversa en ii:

(1 — 1=F0)y _
Fo(l - =0y

Lim g F) = logy
tomando ¢t = U(¢)
: Uu=(UE) -v@) _
B 11

Analogamente se demostrara que iii implica ii. Enii seat =1/(1—F) =
U (t), se puede reescribir
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UyU™(t)) —UUT (1))
(U~ (D)
que de acuerdo al Apéndice [A.3 es similar a escribir
UyUe(t)) —t
a(U(t))
sacando inversa de ambos lados segiin las propiedades en el Apéndice
se obtiene el resultado deseado.
Finalmente para terminar la demostracion hay que ver que iz implica 1.
Dado que 1/(1 — F(U(t))) =t y sustituyendo en i
1
n(l— F(anz + b))

— logy

— logy

T

— €

x

nlog F(a,z + b,) — —e~

de donde,
lim F"(a,x + b,) = exp(—e™™)
n—oo
por lo cual 7,47, 772 son equivalentes. O

Proposicion 3.1.6. Sea F' una funcion absolutamente continua en una ve-
cindad izquierda de x* con densidad F'.

i. Si ) "
[T 1-F1)
P [ gt =1

entonces F' € D(A), y en este caso es posible tomar:
1 - F(s)
H=| 2y

b= (=) " 00), an = S00)

ii. Si [ es no decreciente y F' € F(A) entonces el limite i. se satisface.

1. Bl limite en 1. se satisface si y solo si para zy < x < x*

“g(t)
1—F(x) =c(x exp[—/ —dt]
(z) = c(2) W)
donde limy,- g(x) = 1, f es absolutamente continua con densidad

f'(x) = 0 cuando x T x* y limy,- ¢(t) = ¢ € (0, 00)
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iv. El limite en i. o f son equivalentes a tF'(U(t)) € RVy
Demostracion. Con la eleccion de f se tiene

—(1— F(x))* + [7( s))dsF'(z)
(1 - F( ))2

Ahora si se toma R = —log(1 — F') entonces R = F'/(1 — F') = g/ f donde

o) = Fa) [ G

/R/ fi

1—F(z)= e~ R o= [ (a(s)/ f(s))ds

f(z) = - —-14+1=0

y entonces

de donde

Ahora resta ver que F € D(A) si y solo si se cumple la ecuacion anterior.
Primero, supéngase que 1 — F' se puede escribir segin la funcién anterior,
entonces para r € R

1—F(t+33f(t)) 11/

limy - 1—F(t)

mt—)x* exp[— fttJrz(t) @d ]

= limuseeoxp [ J7 g0+ 57 (0) s

ahora es necesario ver que el integrando es igual a 1, para esto hay que se-
parar el analisis en dos casos:

i. Primero, en caso que x* = oo, se tiene que cuando t — oo

1,
@t~ [ 7

puesto que el integrando converge a cero y utilizando el promedio de Césaro
se llega al resultado deseado, ademas que

t+af(t) = (1+af(t)/t) ~t. (3.15)

ii. Para el caso en el que z* < 0o, 1 — F/(z*) = 0 y por hip6tesis tomando

g(u) =1 se reescribe
LA |
——du =
/ac fw)
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para x € (zp,z")
sup 1/f(u) = oo

r<ulz*

inf f(u) =0

r<u<z*
por continuidad, existe una sucesion w,, T 2*y f(u,) = Oque f(z* = 0), por

esto .
. filu) .

tte* ¥ —t  tfa* ;T =t

haciendo un cambio de variable y = z* —uy s=2* — 1

o1
lim —
sl0 S

/ - )y

lo que es claramente cero puesto que f'(z*—y)dy — 0. Finalmente t+z f(t) —
x* cuando t — z*. Satisfaciendo estas condiciones se puede ver que

L f (D)
tra* f(lf)

localmente en z € R. Sea x(t) una funcion tal que lim; .- z(t) = = € R,
entonces

=1

t+x(t) f(t)
[f(E+2@)f(1) = F(B)] <] /t f'(w)du |

de la ecuacion se tiene que t + z(t) f(t) — 2™y se sigue de f'(u) — 0
cuando u — z* que dado € > 0 para t > ty(e)

tref@)
[ rwde < des o)
t
entonces para t > t(¢)

| St +x(t) (1))
f(t)

y puesto que es posible elegir ¢ > 0 arbitrariamente y |z(t)| es acotado se

llega a que f(t+xf(t))/f(t) — 1. Esto finalmente lleva a que

1= Fl+af(t)
A O

— 1< elz(t)]

es decir, F' € D(A). Supongase que F' € D(A), entonces se tiene que

Ul(tz) — Uy (t) _ U(tz) — U(t) N U(t) — Uy (t)
a(t) a(t) a(t)

—logzr — 1
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invirtiendo, para y € R

U (a(t)y + Ui (1))

; — exp(y + 1)
tomando y = 0
%
i 90 _
t—o00 t

tomando en cuenta que U; es continua y estrictamente creciente

N
i L (5)

o Uf(s)

sea G = Fy tal que 1 — G = 1/Us y R = —log(1l — G) se quiere ver que
G'/(1-G)—0.

1 1-G Uy (U5)

p— e — — U<—Ul U(—
R-G Cwyey w2
asi que
U//(Ue) (U/(Ue)
1 R/ / — U(— 2 2 + 2 2
WRY =V ey * oy
entonces
lm (1/R'(z))" = ltm (yU3 (y)/Us(y)) +1==1+1=0 (3.16)
x* —00

ahora, puesto que (U(tx) —U(t))/a(t) — logx y por convergencia dominada:

 Ute) — Ut ]
i [ L) U0, / 08Ty =
t—oo J; z2a(t) . a2

/loo (/j 1/udu> r2dr = /10o </:O a;—2da:) 1/udu

:/ l/ul/udu:/ u 2du = 1
1 1

del lado izquierdo utilizando el teorema de Fubini se tiene que
tK(t)t [ U(uyuldu —Ut)  t ;7 1/ul(du)
a(t) a(t) B a(t)

ahora, véase que a(t) ~ t(K(t)). Puesto que a(t) € RV, entonces K(t) ~
a(t)/t € RV_4, por otro lado:

/j K(u)du = /j /too U(du)/udt = /100 (/f/\xdt) 1/uU (du)
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/j(u ~ 1) JulU(du) + /Oo(x 1) /ulU(du)
U(x) —U(Q1) — (K(1) — K(z)) + (z — 1) K(z)
de donde N
U(x) — U(1) = /1 K(u)du — oK (z) + K(1)

analogamente si H € RV_; entonces

U(tz) — U(t) _ /I K(ut)du  xK(tx)
1 K@)

50 K@) 0

1
—>/ —duE—l—lzlogx.
LU

Ahora, si U cumple lo anterior existe una funciéon estrictamente creciente
tal que Uy(t) > U(t) y (U1(t) —U(t))/a(t) — 1, de hecho existe Uy(t) > U(t)

dos veces diferenciable que cuando z — oo

1 /
—m € R‘/l, —LUUQ(J?) ~ U2($)

por monotonfa y de la definicion de K, tomando Uy (t) =t [~ U(u)u=?du se
tiene que (U (t) — U(t))/a(t) = 1y

U (t) = —1/tU(t) + /OO u=2U (u)du = K(t)
ahora sea Uy = U y
Us(t) = t/too Uy (uw)u™2U(u)du

entonces son equivalente en la cola ya que (Ux(t) — Uy (t))/a(t) — ¢o de igual
modo U; ~ U, Uy ~ U. Ahora témese:

Uy(t) = —1/tUy(t) + /OO Uy (u)u*du

t

= [~Ui(t) + t/t ool (u)u™2du) /t = [Uy(t) — Uy (t)]/t

de donde
U, (t) = [tU,(t) — Uy(8)] — (Ua(t) — UL (t))]/#?
UL (t) — Uy ()] — tU, (1)) /12 = —U,y (8)/t = —K(t)/t
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por lo que se tiene que —1/(zU,(t)) = 1/K(z) € RV, ya que K € RV_;.
Ahora, como U, (t) = [Uy(t) —U,(t)]/t se tiene U, € RV_, y U,(t) — 0 cuando
t — o0. Esto es:

UL(t) = /t T Ul (5)ds = /t T K(s)/sds

puesto que U, (t) = —K(t)/t
Upt) [ K(s)
—tUy(t) )y sK(t)
y puesto que K € RV_; y utilizando el teorema de Karamata se puede decir
finalmente que si F' € D(A) entonces:

1= F(z) = c(z)(1 = G(x)) = c(x) exp {— /x(l/f(U)dU)]

20

ds

[
| Distribucion | 1— F(x) |
Benktander 11 p=(=Aexe(5e7)
x;o, >0
Benktander I | (1+ 2 (g) Inz)exp[—(B(Inz)? + (a + 1) Inz)]
x>La >0
Gamma % [ umt exp(—Au)du
x;A,m >0
Logistica 1+e+p(x)
x>0
Lognormal fwoo \/%au exp (—#(log u— u)z) du
x;0>0,u€eR
Normal I =75z exp(—(x — p)*/207)
rueR o>0

Cuadro 3.3: Funciones pertenecientes al dominio de atracciéon Weibull ¥

De forma un poco mas general se puede decir que las funciones que per-
tenecen a alguno de los siguientes grupos pertenece al dominio de atraccion
Gumbel A utilizando el teorema de representacion:

= Funciones con comportamiento exponencial y que cumplan que
r<oo:F=1—-Kexp(—a/(z* — 1))

conx <z*ya K >O0.
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» Tipo Weibull: F' =1 — Kz“exp(—cz™) con x; K,c,t >0y 7 € R. En
particular al tomar &« = 0 y 7 = 1 se obtienen las funciones del tipo
exponencial.

3.2. Equivalencia de colas

Se dird que dos distribuciones son equivalentes en la cola si tienen el
mismo punto final * y para algin C' > 0 se cumple que
1—-F

i L= E@

rtx* 1— G(,CL’)
Proposicion 3.2.1. Sean F, G funciones de distribucion y Hq, Hy distribu-
ciones de valor extremo. Supongase que F' € D(H,), es decir, F"(a,x+b,) —
Hi(x) para constantes normalizantes a,, > 0,b, > 1. Entontes G € Hy sty
solo si para algin a > 0,b € R

HQ(ZL‘) = Hl(ax + b)

F y G son de colas equivalentes con punto final x* y si

i. Hy=®, entonces b=0 y lim, (1 —F(z))/(1-G(z)) =a'/"
it. Hy =V, entonces b=0 y lim, ,o(l— F(z))/(1 - G(z)) =a"'/7
iti. Hy=A entonces a=1 y lim, (1 —F(z))/(1—-G(z)) =e/?

Este resultado ayuda a calcular constantes normalizantes haciendo un

intercambio para encontrar colas equivalentes con funciéon de distribucion
més facil de trabajar.

Demostracion. Supoéngase que F'y G € Ry tienen colas equivalentes, enton-
ces se tiene que n(l — F(a, +b,)) — —log Hy(z) para x tal que Hy(z) > 0.
Para tales x, a,x + b, — =* y puesto que son equivalentes de cola

n(1 —G(ayz +b,)) ~n/C(1 — F(ay,x) + b,) — —1/Clog Hy(x)

es decir,
G™(an + by) — HY'C(z)

de donde F' € D(H;), anadlogamente para G.
Ahora se analizara la implicaciéon contraria, para esto se supondri que

F € F(Hy) y G € D(H,), con el objetivo de observar que son equivalentes
en la cola. De la ecuacién |3.3| para y > 0
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’ U —b
hmt_mo F(IZJ&) ®) - lolg H, (y)
, U —b
hmt_m G(Zy&) ) = 102; Ho (y)

El primer caso es v > 0. Supéngase que H; = ®;,,(z), entonces de la
Seccion a(t) € RV, y b = 0. Por hipotesis se tiene que Hy = @1/, (ax+b)
y como G € D(H,) para y > 0

= v
—log H,

t—oo  a(t) a

por otro lado puesto que a(t) € RV,

i Jety) _ o Uslty) alty) _ (1-b)y”
tweoaft)  tmee alty) a(?) a

de estos dos resultados (y” — b)/a = (1 — b)y”/a lo cual se reduce a b = by”
de donde igualmente en este caso b = 0. De aqui el hecho que F' € D(H;y) y

G € D(H,) lleva a que
Ur(ty) v
o — v
Uelty) _, y
a(t) — a

es decir, Up(t) ~ aUg(t), de la definicion de U, invirtiendo ambos lados:
1 a/fl/'y

1—F@)  1-G{)

llegando al resultado deseado lim;_,..(1 — F(t))/(1 — G(t)) = a'/".

Ahora para el segundo caso v < 0 supéngase que H; = ¥y, por la Seccion

se tiene que a(t) € —y y para y > 0 (Up(ty) — b(t))/a(t) = —(y77),
ademas que a(t) ~ z* — Up(t), de aqui se puede ver

b(t) —x*  b(t) —Up(t) Upr—2a"
a(t) a(t) a(t)
De la hipotesis se tiene que Hy = ¥y, (ax + b), entonces

Us(ty) —b(t) , —(y" )
a(t) a

—1-1=0 (3.17)

usando la ecuacion B.17
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por otro lado

vt —Uglty) o —Uglty) alty) . (1_+b) . (y—v + b)

a(t) T alty)  a(d) a a

entonces b = 0. Por lo tanto z* — Ug(t) ~ a(t)/a y x* — Up(t) ~ a(t),
combinando los resultados

Tr* — Ug<t)
es decir,
1 1
~a
x* — Ug(t) x* — Up(t)

invirtiendo - -

;(t) ~ a7 1 (t)

Tr* — Ug) xr* — UF
esto es

1 Py 1
1— G — 1/t) 1— F(z"— 1/t)

lo que conduce al resultado deseado:

1 — F(z* —1/t)

-1/
— G 11

Finalmente, para el ultimo caso v = 0. Supongase que H; = A(x), enton-
ces derivado de la hipotesis se tiene que

Us(ty) —b(t) | logy—b

o) : (3.18)

por otro lado

Us(ty) —b(t) _ Ualty) —blty) alty)  blty) —b(t)
a(t) a(ty) a(t) a(t)

logl —b
| logl—b

b
+logy = —- +logy

entonces se tiene que (logy—>b)/a = —b/a+logy lo cual significa que alogy =
logy de donde @ = 1. Tomando en cuenta que (Ugp(t) — b(t))/a(t) — 0
sustituyendo en la ecuacion

Us(ty) — Ur
a(t)

— logy — b
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invirtiendo .
U (ra(t) + Ur(t) v
t
para x € R. Tomando s = Vg(t)
Vi (s) b
Vi)
es decir,
1— F(s) b
1i =
oo 1—G(s)

3.3. Variacion Regular de Segundo Orden

Sea una funcion U que cumpla lim; o (U(xt) — b(t))/a(t) = (7 — 1) /v
para x > 0. Se asume que existe una funcioén positiva A — 0 tal que
Ufxt) —U(x) 27 -1
a(t) gl
exista no trivialmente en (0, c0).

At)!

Reescribiendo a; = a(t)A(t) =
Ulat) —U(#) —a(®)(z” = 1)/

t—o0 al(t)

o(a(t),t) — oo se define para x > 0

Un limite no trivial se refiere a que el limite de la funciéon H no sea un mul-
tiplo de (27 — 1), en particular que H <> 0.

Para v € R con funciones a, a; de acuerdo a lo anterior tal que H exista
y no sea un miltiplo de (x7 — 1)/, existen constantes ¢, ¢y € R tal que para
algin parametro p < 0 para x > 0

H(Q;):cl/ 37_1/ u "t du ds+02/ sPT s (3.19)
1 1 1

de hecho se tiene que:

lim (tz)Va(tz) —ta(t) _ zf — 1
t—00 t™7a, (t) p

(3.20)

lfm “(2)
t—o0 al(t)

— 2t (3.21)
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Demostracion. para x,y > 0

ol U(tym)—U(t)—a((t))((wy)”—l)/v _ U(tr)—U(t)—?()t)(w"’—l)/v
ay(t ay(t
_ Ultzy)-U(tx)—a(tz)(y?—1)/y  (tz)"Ya:(tz)
a1 (tz) t—Ya1(t)
(tz) " Ya(tx)—t~Ya(t)
t—7a1(t)

yr=1
M
con t — 0o se obtiene 7 V[H (zy) — H(x)]

(tx)Vai(tr) y? —1(tx)Va(tx) —ta(t)
t=aq(t) o v t=7ay (1) }

t—o00

= lim {H(y)(l +0o(1))

por suposicion existe yi, 92 € R tal que (H(y1), (yv7 — 1)/7) v (H(y2), (yg —

1)/~) son linealmente independientes, es decir tomando A = (y{ —1)/(yg —1)
se puede obtener H (y;)—AH (y2) # 0, de esto, tomando con argumento y = y;
y restando A veces el argumento y = ys se puede reescribir del siguiente modo:

o o)~ @) - = e - 1)

- tlggo {(H(yl) — AH (y2))(1 + o(l))M} '

t“*al(t)
De aqui se concluye que lim; o (tx) Yay (tx)/(t"7a1(t)) existe para x > 0.
La existencia de este limite junto con la ecuacién anterior implica que

Jim (t2) a(tz) — +7a(t))/(t e (1)

también existe para x > 0. Entonces se tiene que la ecuacion [3.21] es cierta
para p € R. Por los argumentos de variaciéon regular se puede asumir que
c1 # 0, de lo que se debe tener p < 0. De esto se obtiene

Y 17—
A (3.22)

H(zy) = H(y)z"" + H(x) + 127 ;

Una solucién particular de la ecuacién anterior es:

H(z) :cl/ 571/ u” duds
1 1

entonces G(z) = H(x) — Hi(x) satisface la ecuacion homogénea G(zry) =
G(y) + G(x)y”™ para z,y > 0. Ahora si p + v = 0 resulta ser la ecuacion
de Cauchy con solucion c; log z; cuando p 4+ v # 0 por simetria se tiene que
G(zy) = G(y) + G(x)y”*" de donde para algin ¢, € R, G(x)(1 — y**7) =
G(y)(1 — xP™), es decir, G(z) = co(z"t —1)/(p + ), d lo que lleva a la
solucion general a la ecuacion [3.19

[]
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De lo anterior se tiene que A describe la tasa de convergencia para
limy 0o (U(tx) — b(t))/a(t) y que H puede ser escrita como:

c1(logx)?/2 + cylog x p=7=0
SLavlogw + 24 —”7*1 p=0,7#0
H@) =3 (2 +0) 2ot —as=l p<0,p+7£0

%+c2 logx—%% p<0,p+v=0

3.4. Estimacién del indice y cuantiles de valor
extremo

. Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de
distribuciéon F', se define la funcién de distribuciéon empirica F' como:

A 1
Fn(I) = E Z ]{xigx}
i<n
donde la funcién indicadora I{x,<xy = 1 si X; < 2y 0 en otro caso. Si se
ordenan los valores de menor a mayor y se denotan por X;,,< ..., < X, ,

se tendra que Fn(Xm) =1i/n.

Tomando la definicién de inversa continua por la izquierda se tiene que la
funcién FT‘L_ seré una funcion definida en (0, 1) tal que para y € (0, 1)}71;_ (y),x
es el menor valor a la izquierda tal que F'(z) > y. Tomando los estadisticos
de orden se tiene que F () = X;, si z € (=2, 4],

n ’'n

3.4.1. Estimador de Hill

Este estimador aborda el caso v > (0. Para este caso se tiene que para
x> 1:
lim i(ta:) — U
De la definicion de probabilidad condicional se puede ver el resultado
anterior como P(z < tz|r > t) cuando x > 1 y t — co. Tomando la funcion
de exceso Y; = X/t sobre el nivel ¢ tomando en cuenta que t < X; y siendo 4
el indice del j - ésimo excedente 7 = 1,..., N;, se puede construir la funcién:

Ny

1
L(Yy,...,Yy,) = H _;yfl/'Yfl

i=1
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de donde
1 il
log L(Y1,...,Yy,) = —N,log v + {— (1 + —)} (Zlogx)
v =1
Ny
dlog L N, 1
=t logY;
dy v ;
lo que lleva a:
1 &
V= — logY;
= Z_; g

ahora, tomando £ = N, y dado lo anterior es posible elegir ¢t como el estadis-
tico de orden X,,_, lo que lleva al estimador definido por Hill(1975).

k
R 1
Y= % ; log X,,—it1n — log Xy i

A continuacion se probara la consistencia del estimador, pero primero es
necesario analizar dos resultados:

Lema 3.4.1. Sean Y1, ...,Y, variables aleatorias i.i.d con distribucion 1 —
1)y cony > 1y sean Yi,,...,Ys, los estadisticos de orden. Se quiere ver
que tomando k = k(n) tal que lim,_,o k/n =0, sin — oo entonces

lim Y,,_j, = 00 (3.23)
n—oo
Demostracion. Supéngase que Y,,_j j es finito, entonces para r = 1,2,... es

posible tomar para algtin r tal que Y,,_;,, < r infinitas veces; de la ley fuerte
de los grandes ntimeros:

k 1

1271:] >1I >
= Yi>Y, i Y B
noon Thnekdk T THET T o

infinitas veces, lo cual lleva a una contradiccion, por tanto Y,,_j, — oo bajo
los supuestos establecidos. O

El segundo resultado es referente a la distribucion exponencial estandar.

Lema 3.4.2. Sean X,...,X, variables aleatorias i.i.d de una distribucion
exponencial estindar, y X1, ..., Xn, los estadisticos de orden. Se tiene que
la distribucion conjunta f(z1,,...,%Tn,) = nlexp(— Y i, Tiyn). Se quiere ver

que las variables Z; :== (n—i+1)(X; ,,—X,;_i ) tienen distribucion exponencial
estandar y son independientes entre si.
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Demostracion. Se tiene que

INTrm, - s Tnn)

L1y )= f(Xin, s X ’ :

F(,es Zn) = (X, N B Z)

donde | - | es el determinante del jacobiano. Ahora:
[ n 0 0 0 0]
“(n-1) n—-1 0 0 ...0
N2y, Zn) _ 0 —(n—2) n—1 0 ... 0
O(T1ms - s Tpm) :

0 0 -1 1

se tiene que

oZy,.... 7,
(1, Zn) =nn—-1)...2-1=n!
8(1’1771, Ce 7xn,n)
dado que
O T, Tun)| | O(Z,....Z,) |7
8(Z1,...,Zn) - 8(1‘177“...,1‘”7”)
La funciéon de distribucion f(z1,...,2,) = nl/nlexp(=>_, = 1"2;) esto es
[T-, exp(—=2;) con lo que se llega a que son variables aleatorias i.i.d. con
distribucién exponencial estdndar. O

Para ver que el estimador es consistente hay que ver que 7 ER v:

Demostracion. Recordando la definicion de U como la funcién inversa por la

D
izquierda de 1/(1 — F') U(Y;) — X;, entonces basta probar que

k
1
2> 10gU(Yamii1n) = log U(Yaoin) =7
=1

Utilizando el hecho que lim;_,o, U(tz)/U(t) = 27 y del teorema de repre-
sentacion:

U(tr)  c(tx) /z p(ts)ds

Uy o) V) s
si se toma t >t tal que p — e < p(ts) < p + € entonces

log(14¢€) + (y+¢€)loga <logU(tx) —logU(t) < log(l+€) + (y+¢€)logx
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utilizando el primer resultado y tomandot =Y,y , v = Yo iv1.n/Yn—kn
se tiene que

Ynfi n
log(1+€) + (7 +¢€) log ( v +L ) <logU(Yo—it1) —logU(Yo—gn) <

n—k,n

Yn—z' n
< log(1+€)+(7+6)10g< T )
n—k,n

para i € {1,2,...,k}, entonces

Yn—i n ~
log(1+€)+ (v +¢€)log (Y—+1) <q <

n—k,n

Ynfi n
<1og<1+e>+<v+e>log( nt )
n—k,n

Para finalizar la demostracion se probaréa que
i Y,
Im =Y log [ —=2n ) Ly
n—oo k Zl & ( Ynfk,n

Primero, P(Y < y) = 1 — 1/y si se toma X = logY entonces P(X <
x) = P(logY <z) = P(X <e¢"), de donde logY se distribuye exponencial.
Por otro lado se tiene que

k k
! Yn—i-l—l,n . .
k ;log ( Yo _kn ) B ;Z(log Yo—iv1n —log YTH.’”)

Del segundo resultado: i(log Y, —it1, — logY,—;n) = Z; tiene una distri-
bucién exponencial estandar. Entonces es posible reescribir:

1< Yoiiin) 1<
E;log<y—+l):EZZi

n—k,n

Puesto que k£ — oo y de la ley de los grandes ntimeros se llega al resultado
deseado. O

Otra propiedad del estimador es que si I’ cumple las condiciones de se-
gundo orden y ademas k — oo, n — 00, k/n — 0o entonces asintéticamente

VEH =) ~ N(0,?)
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3.4.2. Estimador negativo de Hill

Como se vio en la Seccion B.1.2) Y = 1/(zx — X) € ® y tomando en
cuenta que x* < oo se puede abordar el caso 7 < 0 aplicando el estimador de
Hill a Y, sin embargo, como se analizara en la Seccion cuando v < —1/2
se puede aproximar mediante X, .

Bajo las condiciones k = k(n) — oco,n — 00, k/n — 0 se puede demostrar
que el estimador cumple del mismo modo con ser consistente, tiene la pro-
piedad de ser invariante ante escala y traslacion, se cumple que \/E(’yN H—")
tiene una distribucion asintética normal con varianza +? y media

N
s P <0
A p=20

tomando en cuenta que vVkA(n/k) — X, donde p y la funcién A provienen
de la condicién de segundo orden.

3.4.3. Estimador de momentos

El estimador de Hill no provee informacion si v < 0 puesto que converge
a cero en este rango. se define para 5 = 1,2

k
) 1 ;
M) = z Z(log Xo—ivin —log Xp_kn)’
i=1
y véase que
(M) p 1-27-
My 2(1—9-)
donde y— = min(0, ), utilizando esto se llega al estimador:
-1
1 (M})?
=M 41— =[1-—-‘2
Y= M ¥ 2< M2

Se puede mostrar que cuando n — oo, k = k(n) — oo, k/n — 0 este esti-
mador es consistente y vk(5p — ) tiene una distribucion asintética normal
con media cero y varianza

1+~° 7>0
(1= 721 - 29) [4—8}=2 4 G20l <o

(1-37)(1-4v)
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3.4.4. Estimador de Pickand

Pickand (1975) propuso el siguiente estimador, que se basa en la funcion
de cuantiles, y puede ser utilizado para estimar v € R. De lo visto en el

Capitulo 3| F € D(F') si y solo si
U(te) —b(t) a7 —1

If —
e afl) gl

esto es equivalente, para el caso v <> 0, a:

Ulte) —b(t) z7—1
Ulty) —b(t) g7 —1

y en el caso v =0
Ute) —b(t) logx

Ulty) —b(t)  logy

de manera particular

Uz) —b(t) 201

U -l 1oz 2

a partir de esta relacion, utilizando los cuantiles empiricos se llega al estima-
dor de Pickand:

~ 1 1 Xn—k:—i—l,n - Xn—2k+1,n
TP = oo 2 0g X
0g n—2k+1n = An—4k+1n

Se puede mostrar que cuando n — oo, k = k(n) — oo, k/n — 0 este esti-
mador es consistente y \/E(’Ayp — ) tiene una distribucion asintética normal
con media cero y varianza (227 4 1)[2(27 — 1) log 2] 72 cumpliendo la con-
dicion de segundo orden, sin embargo, a pesar de que es un estimador simple,
tiene la desventaja de tener una varianza asintética muy grande y una gran
volatilidad como funcién de k por lo que se prefiere utilizar otros estimadores.

Hasta ahora se han visto estimadoras derivados a partir de la funcién de
cuantiles, sin embargo, otro modo de aproximarse es mediande la funcion
de probabilidad de excesos o mediante el método de bloques de méximos,
el cual consiste en agrupar los datos en conjuntos de igual longitud, tomar
el méaximo de cada conjunto y sobre esta muestra realizar una inferencia. A
continuaciéon se mostraran estimadores bajo estos conceptos.
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3.4.5. Estimador de maxima verosimilitud

Retomado la distribucion generalizada de valor extremo se tiene que para
L+((x —p)/o) > 0:

1_F($)%H1+7<x;M)1_IM

tomando x grande y y > 0 se tiene

1 _ _1/7
1_F(x+y)%_[1ﬂ<x_W>] .
n g

De la definicién de probabilidad condicional se obtiene que

1 [1+v(ﬂ:+y—u)] —

PX>z+ylX >z)—

[

1 |:1+’Y(3?—N)] A

multiplicando por o

otz +yutay]
O+ YT + YW

reacomodando

_ {1 VY }_1”
= 4+ —
o+7(z— p)

si f =0+ v(x — u), entonces:

— /r\/
’}//8

que es equivalente a la representacion de la funcién de distribucién Pareto
Generalizada (PG), puesto que

exp (—(1+~yz/B)~ /7Y, 1+~xB >0
p\—¢€ ) 7 =U.
Esto sugiere que es posible obtener un estimador 7,y de la distribucion

PG, de la cual se obtiene

k
L(Yy,...,Y,) = H _%(1 + ’YY/B)_IM_I

i=1
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utilizando el logaritmo:

k
log L(Yy,...,Y) = —klog’y+klog%+ [— (1 + %)} (Zlog(l + %K))
=1

vy — (1 Yi/B
0g (1 T 6Yl> <7 T 1> TY:/5

obteniendo

2 1k ( AMv
=" log(1+ LY,
MV k ZZ_l 8 Barv "
s 1 . 0 v,
Py B <%1V + Zi:l 1+9mvYi/Buv
las ecuaciones se pueden resolver numéricamente. Cabe mencionar que este

método funciona cuando v > —1/2 por lo que es un buen complemento para
el estimador negativo de Hill, en este caso

\/E<’AYMV_%BMV/B_1> 2>N(O,M)
donde

M:(1+7)<11L7 ;)

cumpliéndose de igual modo la consistencia y la normalidad asintotica, ade-
més de que este estimador es invariante ante escala y traslacion.

Es posible obtener los parametros utilizando la funcién general de valores
extremos también para v < —1/2, en este caso la funcion resulta ser:

k k -1/
1 Y, - Y -
log Lg.,, = —klog f— (; + 1) E log (1 + v 3 #) — g <1 +7 3 M)
i=1

=1

en el caso que v = 0 se tiene Lg ,. Si se estima f3, ji, 7 de este modo solo se
pueden obtener mediante métodos numeéricos.

3.4.6. Estimador de momentos ponderados por proba-
bilidad

La idea basica de este estimador es igualar los momentos basados en la
distribucion general de valores extremos y los momentos empiricos, al con-
siderarse que en los valores extremos los estimadores son poco confiables se
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ponderan por probabilidad. Se define para una variable aleatoria con funciéon
de distribucion F:
My = E[XP (F(X)") (1 = F(X))’] (3.24)

en este caso conviene trabajar con la funciéon de distribucién inversa por tanto
se reescribe

1
g - T S
Mye= [ |u= 20 Clogn) | ya-wrar )
0
A fin de encontrar los estimadores se trabajara con la funcion M, ,. o donde

r €0,1,2,.... Puesto que paray > 1 M, oo resulta ser infinito solo se tratara
el caso v < 1.

1
g o
Mo = / py" — =y’ + —(—logy)"y"dy
0 v 8

es facil ver que

1 _c
o 2
r_ 2,0 — 2l
/Ouy vy r+1

ahora, para el tercer sumando se haré el cambio de variable y = e™*:

/OO nyefz(lJrr)dZ
0

con un nuevo cambio de variable x = z(1 + r) se obtiene

1 o
/ xz Te " dx
1+7rJy

entonces finalmente

Mira = s [ 20 =T =)+
de aqui se observa que
Migo = p=—(1=T(1=7)) (3.26)
OMy10— Mgy = %m — ) (2" - 1) (3.27)
3Myso— Migg = —I(1—~)(3" 1) (3.28)

v
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Se divide la ecuacion 2.27 entre la ecuacion 2.28 de donde se obtiene nu-
méricamente ,,p, una vez obteniéndolo se estiman los otros dos parametros
del siguiente modo:

. (2My10 — Migo)iup
omp =
M- @ - 1)

fivp = M100+ 7(1 —-I'(1-7%))

M, o se puede obtener de varias formas, por ejemplo, tomando de la
definicién de la ecuacion [3.24] se obtiene

. 1
M r0 — — Xz nGr Xl 1
1,r,0 n ; ) ( J)
donde G es la distribucién general de valores extremos, ahora dado que
(G(X1n), -, G(Xpnn) 2 (Uia,...,Upp) donde U, es el i-¢simo estadistico

de orden de una sucesién de variables i.i.d reescribimos
n
. 1 .
Ml,r,O = — E Xi,nUi,n
n <
/L:

para obtener otros posibles estimadores se reemplaza U], por otro estadistico,
por ejemplo:

(mn—i)n—i—1)...(n—i—r+1)
m—=1)n-2)...(n—r)

Este estimador es consistente, ademés que /n(f — 0) para v < 1/2,
cumpliendo las condiciones de segundo orden y cumple ademés que k =
k(n) — oco,n — oo y k/n — 0 tiene una distribucion asintotica normal con
media cero y varianza GV GT donde 6 = (0,7, 1), 6 = (6,%,01), G denota
una matriz de 3 x 3 cuyos elementos son g; ; = df;/OM; ;o parai,j € 1,2,3
y V esta dado por:

E(U7,) =

vy = (204 10] (O - 29K/ + 1) -T2~ )
L2) {r +2)2T(1 = 29) K (r/(r +2))
1) [(r+1)7 = 2(r + 2)]T%(1 — )}
(% {(r+s+1)"T(1—=29)K(r/(r+s+1))
(

(r4+s)TA—=29)K({(r+1)/(r+s))
F2(r + 1) [(r+8)" = (r+ s+ 1)]T?(1 - )

Ur 41

+

(

Ur4s

N[

)
j
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y K(x) = Hi(—v,—27v;1 —7; —x), donde H; es la funcion hipergeométrica.

De modo similar a como se hizo en el estimador de méaxima verosimilitud,
se puede trabajar con la funcién Pareto Generalizada, es decir tomando p =
0. Para estimar v y o de la ecuacion se considera M o 5, que para v < 1
es:

siendo el estimador

resolviendo para s =0y s = 1 se tiene

o Mio0
= 2 _——_——
TMPGP Mi,0,0—Mi,0,1

2M1,0,0M1,0,1

o = = £
MPGP Mi,0,0—2M1,0,1

3.4.7. Estimacion del cuantil extremo

Considérese un modelo donde se tienen disponibles n variables i.i.d., y se
quiere encontrar el punto z, ,, tal que Pmax(Xy,...,X,) < Znp) =1 — po,
esto es, F"(xpp,) = 1 —po. De aqui y de la definicion de U(z) = (1/(1—F))*

e

donde p :=1 — (1 — py)"/™. Tomando en cuenta que Xn—itin = U(n/z) y los
argumentos vistos para estimar v en la Seccion m para p < 1/n es posible
escribir

(Y U Uy
ir =0 (5) = G P SO0 ) — U 2] + U )

utilizando la parte empirica

R m/(p,n))’ —1

Tpn = ( /i z 2)z’y [aniJrl,n - an2i+1,n] + aniJrl,n
se ha encontrado un estimador para los cuantiles, ahora de la definicion
x* = sup(x : F(z) < 1), para las distribuciones tales que v < 0, es de-

cir, distribuciones con z* finito se tendré que:

~ % Xn—i+1,n - Xn—2i+1
xr = 2% _1 + Xn—i+1,n-
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Otro modo de encontrar los cuantiles es tomando del Capitulo [3] y con
las condiciones usuales k = k(n), k/n — 0,n — oo que

Ultr) ~ b(#) + a(t) —1

Y
se define A
() 0 () Gl

Y

al estimar z* se busca el valor tal que esté a la derecha de todos los datos,
por lo que al tomar p — co se tiene:

~

4

~/n a(n/k
= b <_> _ a(n/k)
k
Este resultado es congruente con el que se obtiene al abordar el la estima-
cion tomando el inverso de la funciéon de distribucidon Pareto Generalizada.

Py =" (1 N @) ~1/4

n

entonces . ; v
U(_) (k)
p Y

donde t es el limite elegido, y #,0 son los estimadores segtiin los métodos
vistos. De igual modo, al tomar p — oo para calcular z*:



Capitulo 4
Aplicaciéon

En este capitulo se trabajara con una cartera de incendio con un total de
1,131 polizas, donde la suma asegurada se distribuye del siguiente modo:

Suma Asegurada

N Rango(mill) | Frecuencia
- 0-50 857
50-100 105
. 100-150 54
$ 150-200 44
= 200-250 17
5 9250-300 11
g 300-350 11
- 350-400 7
450-500 5
) —’_'_‘_ 500-550 8
g — o 550+ 12

| T T T T 1
0e+00 1e+08 2e+08 3e+08 4e+08 5e+08

Figura 4.1: Distribucion de suma asegurada

Claramente se puede ver que se tiene una cartera muy heterogénea. Como
se mencion6 en el Capitulo [2] el ideal es que se tengan riesgos similares y
equivalentes para conformar una cartera homogénea que tenga relativamente
pocas desviaciones, aunque esto no le exente de la posible ocurrencia de des-
viaciones inesperadas. En las carteras heterogéneas como la que se presenta
en este caso se tienen compromisos gigantescos con un nimero relativamente
bajo de objetos de seguro, por ejemplo, se puede ver que el grueso tiene una
suma asegurada menor a 50 millones de pesos, sin embargo, se tienen 20
contratos mayores a 500 millones de pesos, méas aiin existen 5 contratos que

69
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superan los 1,000 millones. Este tipo de compromisos resultan en un ciimulo
de sumas aseguradas que no podrian ser soportada por una sola compania
de seguros por lo que es necesario el reaseguro, este tipo de cimulos resulta
dificil de modelar por la poca informacion que se tiene.

La interrogante se centra en la cantidad de riesgo a ceder, la respuesta
a esto es muy variada y depende de factores como el apetito al riesgo, las
politicas de la companfia, la legislacion, etc. Desde la 6ptica de este trabajo
se considera que utilizando la teoria de valores extremos se puede estimar
el comportamiento del monto acumulado de siniestros, con esto y con otros
factores sobre los cuales se supondra que se tiene mayor control tales como
las primas cobradas, los pagos al reaseguro, los gastos, el capital disponible,
entre otros, se puede calcular el limite de retencién, que seré el que tomando
todos los elementos mencionados tanto de ingreso como de pérdida y gastos
proporcionen un mejor margen de solvencia para enfrentar la posible ocu-
rrencia de siniestros.

Se asumira que los siniestros son independientes entre si, y se tomara
un periodo de un ano para analizar los que hayan ocurrido dentro de la
cartera mostrada anteriormente. La distribucién de los mismos se muestra
en la Figura [4]

Monto de Siniestros

- Rango(miles) | Frecuencia

0-200 264

g 200-400 37

& 400-600 13
600-800 9
z % 800-1000 6
8 1000-1200 3
. 1200-1400 4
£ 1400-1600 2
1600-1800 2

g | —|_!—v—»_— — 1800-2000 4
) (; 500I000 100(I)000 150(|)000 200(I)000 2000+ 8

Figura 4.2: Distribucién del monto de siniestros

La distribucién de monto de siniestros tiene una distribucién similar a la
que presenta la suma asegurada, se podria pensar que es logico puesto que
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Figura 4.3: Relacion entre monto y suma asegurada

es proporcional a la suma asegurada, sin embargo, esto no es del todo cierto,
se puede ver en la Figura que la severidad, (monto del siniestro/ suma
asegurada) es mayor para las obligaciones pequenas y tiende a ser menor
para los montos grandes.

Los valores que a una compania de seguros debiese preocuparse y los
cuales hay anticipar son aquellos que se encontrarian en la parte superior
derecha de la gréfica, ya que la ocurrencia de un siniestro en esta seccion
podria poner en problemas a una empresa aseguradora. De igual modo, la
acumulacion de puntos en el lado izquierdo, aunque son de monto pequeno
la suma de todos ellos podria significar en su momento grandes pérdidas.

A partir de los datos de la cartera actual, se supondré que para el siguiente
ano la cartera se comportara de modo similar y se modelaré el monto de los
siniestros a ocurrir, tomando en cuenta los siniestros grandes que puedan
afectar la cartera; esto ese hard mediante el uso de la teoria de valores ex-
tremos, aunque se haran diversas aproximaciones al resultado con diversos
métodos para evaluar su eficacia y mostrar la utilidad que tiene en el ahorro
de tiempo y recursos.

A grandes rasgos, el proceso a seguir sera el siguiente: tener una proyec-
cion y posibles ocurrencias de siniestros. Evaluar los programas de reaseguro
que se tengan determinando de este modo el limite de retenciéon. Posterior-
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mente se evaluaran los resultados anteriores en el resultado técnico tomando
en cuenta ingresos y egresos a modo de evaluar que el limite de retencion sea
el adecuado para poder enfrentar sin excesivo riesgo las obligaciones. A lo
largo de las siguientes paginas se irdn desarrollando y aclarando cada uno de
los pasos.

Una manera de modelar los riesgos puede ser ajustando una funciéon de
distribucién a partir de la cual se realizaran simulaciones para obtener posi-
bles ocurrencias de siniestros en la cartera actual, sin embargo, esta manera
no seria la mas adecuada en este caso, ya que la cartera es muy heterogeé-
nea y se perderia informacion de nuestra cartera, asi como de los riesgos que
asumimos por lo que no se estarfa enfrentando del mejor modo, por ejemplo,
un siniestro de $ 500,000 no se podria decir si corresponde a un siniestro
pequeno de una poéliza son suma asegurada grande (parte inferior derecha de
la Figura o a un siniestro grande respecto de la poliza (parte superior
izquierda de la Figura , incluso se podria estar cometiendo el error de
simular siniestros mas grande que la suma asegurada para dicha poéliza. Una
manera de resolver lo anterior es tomando la severidad de los siniestros, esto
es: dividir monto del siniestro entre suma asegurada y a partir de esto simular
y obtener la proyecciéon de los siniestros. En caso de una cartera homogénea
se podrian simular directamente los siniestros.

4.1. Proyeccién de siniestros

Para la proyeccion de siniestros se supondré la fecha de valuacion en di-
ciembre de 2012, que se tiene disponible el monto de los siniestros y su suma
asegurada del ano 2012; se quieren encontrar los siniestros de la cartera para
2013, la cual serd similar a la cartera 2012, por lo que la informaciéon de
las sumas aseguradas y las primas de cada poliza se supondran conocidas.
Considerando que la cartera ha permanecido constante se puede considerar
que las variables son idénticamente distribuidas, y dado que los siniestros no
tienen relacién uno con el otro, se consideran independientes, por lo que se
cumplen los supuestos.

El primer paso consiste en obtener el nimero de siniestros en cada ensayo,
se harédn mil ensayos, con base en esto, se obtendra un vector de mil entradas,
donde cada una contendra un ntmero proveniente de una distribucién pois-
son poi(A), A en este caso valdra 352, que es el valor esperado de siniestros.
Este valor se puede estimar analizando el ntimero de eventos ocurridos cada
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ano.

A continuacion, se obtiene la severidad de todos los siniestros de 2012, a
esta severidad se le tratara de ajustar alguna funcion de distribuciéon. Una
vez obtenidos los parametros de dicha distribucion, se obtendra una matriz
de severidades con mil columnas correspondientes a mil ensayos a realizar y
el nimero de renglones en cada columna corresponderan a cada entrada del
vector de ntiimero de siniestros del paso anterior.

Posteriormente, se tomara una matriz con una muestra aleatoria de su-
mas aseguradas, igualmente de mil columnas. El nimero de sumas aseguradas
para cada columna correspondera a cada entrada del vector de niimero de
siniestros. Esta matriz se multiplicara entrada por entrada a la matriz de
severidades, de esta manera los siniestros proyectados representan de mejor
modo los riesgos asumidos ya que no existiran siniestros mas grandes que la
suma asegurada. Entonces la suma total de siniestros para cada ensayo sera:

N(t)
> X
i=1
Donde N(t) corresponde a un nimero proveniente de una distribucion
poisson(352) y X; corresponde a la severidad ¢ multiplicada por la muestra
de la suma asegurada correspondiente.

A continuacion se mostrara lo anterior con dos funciones de distribucion
distintas: Weibull, Pareto Il y Log logistica, la distribuciéon Weibull pertenece
al dominio de atraccion Gumbel A y las otras dos al dominio de atraccién
Frechet ®, esto para mostrar los distintos comportamientos asintoticos.

4.1.1. Proyeccion de siniestros con distribuciéon Weibull

La funcién de distribucion Weibull se define como sigue:

F(z) =1—exp [— (%)a] (4.1)

Con z;a,b > 0, b es el pardmetro de escala y a el parametro de forma. Se
puede ver que esta distribucion se ajusta bastante bien. Para probar la bon-
dad de ajuste se utilizara la la prueba Kolmogorov Smirnov (KS), que en este
caso arrojo un p-value de 0.06258 con lo que no se rechaza la hipotesis de que
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Figura 4.4: Distribucion de la severidad de siniestros

se distribuye Weibull con pardmetros a = 0,416549594 y b = 0,003211875.

De acuerdo a la Seccion la distribuciéon Weibull, corresponde al do-
minio de atraccion Gumbel A, de donde la distribuciéon generalizada de valor
extremo tiene el parametro v = 0. De acuerdo a la proposicion las
constantes normalizantes son:

1 <
b = (ﬁ) (n),  an=f(bn)
De donde:

a

b 1/a—1
= — (b*1
a, - (b*Inn)

b, = (b*Inn)"/*

Al sustituir los pardmetros se tiene que a,, = 0,09184242 y b,, = 0,2243245.
Por otro lado, se tomaron los maximos de cada uno de los mil ensayos y se
le ajusto la funcion Gumbel mediante maxima verosimilitud, los parametros
resultantes fueron ¢, g = 0,09309542 v d,, e = 0,23322885. Se compard
la muestra de méximos de los mil ensayos con cada una de las distribuciones,
y en ninguno de los dos casos no se rechazé bajo una prueba KS con un nivel
de significancia o = 0,01 (se utilizara este nivel de confianza en adelante)
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Figura 4.5: Distribucion de méximos

que la muestra se distribuyera Gumbel, en el primer caso con un p-value de
0.01208 y en el segundo un p-value de 0.1917 esto se puede ver en la Figura
4.0l

En caso de tener una cartera homogénea y la distribucion de siniestros, se
podria tener la distribucién del maximo de siniestros teniendo la posibilidad
de escoger, por ejemplo, un cuantil para determinar el limite de un contrato
working cover. En este caso, se tomaré la muestra de sumas aseguradas para
obtener las severidades y los siniestros.

Al trabajar con la severidad, como en este caso, es importante mencionar
que existen distribuciones cuyo dominio excede el valor de 1, al contrario
de otras funciones como la Beta. En este caso se limitara ese valor a 1, ya
que, aunque el siniestro haya sido mayor a la suma asegurada, la aseguradora
solamente asumira su responsabilidad representada sobre esta tltima.

En la Figurad.6]se puede observar que eventualmente ocurre algin evento
grande, este tipo de eventos son los que se tratan de prevenir, ya que son
los que pueden afectar de forma més directa la solvencia de la compania.
Como ya se habia mencionado, al analizar este comportamiento se puede
empezar a analizar un posible escenario para reaseguro. Del mismo modo, en
la Figura [4.7 se puede observar que el comportamiento de la suma del monto
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Figura 4.6: Maximo monto de siniestros provenientes de una distribuciéon
Weibull

de siniestros es un tanto similar al comportamiento del monto del siniestro
maximo, esto deja ver nuevamente la relevancia de modelar los siniestros més
grandes, ya que son los que sobresalen de las pérdidas esperadas y mas que
ser eventos aislados, mueven el comportamiento de toda la cartera.

4.1.2. Proyecciéon de siniestros con distribucién Pareto
IT

La distribucion Pareto 11 se define como:

Fr)=1-[1+ %] - (4.2)

Con x;b,qg > 0, b es el parametro de escala y ¢ es el parametro de forma.
En este caso, la prueba KS arrojé un p-value de 0.038977154 y los para-
metros ajustados mediante maxima verosimilitud fueron: b = 0,000262258 y
q = 0,520231235019137. La distribuciéon empirica y la que se ha ajustado se

pueden ver en la Figura [4.1.2]

La distribucion Pareto II pertenece al dominio de atraccion Frechet & y
usando la proposicion se tiene que las constantes normalizantes son:
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Figura 4.7: Suma de siniestros provenientes de una distribuciéon Weibull
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Figura 4.9: Distribucion de méximos

Entonces en este caso:

a, =b [nl/q — 1}

También se tiene que 7 = 1/q con lo que la funcion Frechet ¥ queda
caracterizada con los parametros a, = 20,59413 y v = 1,922222. Del mismo
modo, se tomd la muestra de maximos y se le ajusté una distribucion Pareto
Generalizada, que corresponde a la funciéon de Valor Extremo Generalizada
con parametro u = 0, es decir, b, = 0. Los parametros obtenidos fueron:
anyvipepa = 26,30340 v varpepa = 1,93456. Los valores del p-value para la
prueba KS fue: 0.01884 para la funciéon con los parametros teéricos y 0.3477
para la funcién cuyos pardmetros se estimaron mediante méaxima verosimili-
tud. En ambos casos no se rechaza la hipotesis nula que en efecto la distribu-
cion de maximos se distribuye Frechet. La comparacion de las distribuciones
se puede ver en la Figura [4.9]

Las distribuciones mencionadas ajustaron bien, sin embargo, es impor-
tante mencionar que como se estudi6 en la proposicion la constante
normalizante b,, puede ser cero y la distribucién va a converger, sin embargo,
puede no ser cero. Para analizar esto se ajusté una distribucion de valor
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Figura 4.10: Maximo monto de siniestros provenientes de una distribucion
Pareto II

extremo generalizada a la muestra de maximos. Los parametros obtenidos
fueron: a, = 17,782679, b, = 33,631100 y v = 1,891713. La prueba KS
arroj6 un valor de 0.9519, en efecto tiene un mejor ajuste al tener un para-
metro mas, sin embargo, con menos calculos las aproximaciones anteriores
son bastante buenas.

El rango en el que se encuentra la severidad en la Figura [1.9)excede de 1,
esto se debe a que la cola es muy pesada y eventualmente se tienen valores
muy grandes, sin embargo, estos valores que exceden del 1.4 % del nimero
de siniestros, son topados a 1 como ya se habia mencionado. El resto de los
valores se encuentra dentro de los valores esperados.

Al comparar el monto y la suma de siniestros provenientes de la distri-
buciéon Pareto II en las Figuras N con las provenientes de una
distribucion Weibull en las Figuras y [£.7] se puede ver que existen mas
siniestros grandes en la Pareto II, ya que tiene una cola mucho més pesada.
Se analizaran ambos comportamientos y su interpretacion mas adelante.
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Figura 4.11: Suma de siniestros provenientes de una distribuciéon Pareto 11

4.1.3. Proyecciéon de siniestros con distribucién Log lo-
gistica
La distribucion Log logistica se define:

1
14 cx /s
Con x;¢,s > 0 c es el parametro de forma y s es el parametro de escala. El
ajuste a la severidad arrojo para la prueba KS un p-value de 0.6926, teniendo
un mejor ajuste que la distribucion Pareto II, los pardmetros obtenidos me-
diante maxima verosimilitud fueron: s = 1,41081454, y ¢ = 144,0489237.

De acuerdo a los resultados anteriores, se ajustara una distribucién de
valor extremo generalizada mediante maxima verosimilitud a la muestra de
mil maximos. Los parametros resultantes son: a,, = 4,577086, b,, = 3,386254
y v = 1,340335. Este ajuste arroj6é un p-value en la prueba KS de 0.3962. La
grafica se encuentra en la Figura [4.13]

(4.3)

Las gréaficas de montos méximos y suma de siniestros se pueden ver en
las Figuras y .15 Claramente presenta menor cantidad de siniestros
grandes respecto de los obtenidos de la distribucion Pareto II. Esto se debe
a que las distribuciones ajustadas a la severidad tienen un ajuste distinto:
La distribucién Log logistica ajusta mejor a la cola, mientras que la Pareto
IT ajusta por debajo como se muestra en las Figuras , respectiva-
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Figura 4.14: Maximo monto de siniestros provenientes de una distribuciéon
Log logistica

mente, lo que permite mayor severidad en la simulaciéon. Se vera méas adelante
la implicacién de la eleccion correcta de la distribucion.

4.1.4. Uso de otros estimadores

Como vimos en la Seccion [B.4] existen formas también otros métodos de
estimacion basados en muestras de maximos, excedentes sobre umbral, en
cuantiles de las distribuciones extremas, entre otras que no hace supuestos
sobre una distribucion inicial, sino que a partir de la muestra se pueden en-
contrar los parametros de la distribucion de valor extremo y poder analizar
de igual modo los siniestros grandes, aunque no se tenga una distribucion
explicita para la distribucién de siniestros.

Se esbozara a continuacion la idea basica de los principales métodos:

= Mdzximo por bloques: Sea Y el méximo de una muestra X1, ..., X,,. Te-
niendo una muestra Y7, ...,Y,,, se pueden estimar sobre esta muestra
de maximos los pardmetros de la distribucién de valores extremos; este
puede ser principalmente estimado mediante maxima verosimilitud o
mediante momentos de probabilidad ponderados.
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Figura 4.15: Suma de siniestros provenientes de una distribucion Log logistica

s Aproximacion por cuantiles: este método se basa principalmente en en-
contrar una relacion entre la distribucion inversa teodrica y los cuantiles
provenientes de la muestra. En este tipo de estimadores se encuentran,
por ejemplo, el estimador de Pickand y el estimador de momentos, ade-
més se puede llegar al estimador de Hill mediante esta aproximacion.

» Peak over threshold (POT): Este método se basa en que la funcion
de cuantiles puede ser interpretada como la funciéon condicional de su-
pervivencia de excesos. Tomando Y = X — ¢ sobre el umbral ¢ . Esto

1 — F(yb(t)) := P(Y > yb(t) | Y > 0)
(Xt 1= F(t+yb(t))
‘P( o) ’X”) EEEENI0
de aqui

1— Fi(y) ~ (1 + %)W
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que corresponde a la distribuciéon Pareto Generalizada. Como ejemplos
de estimadores bajo este método se puede encontrar: méxima verosi-
militud, momentos ponderados de probabilidad y el estimador de Hill.

s Aproximacion por media de excesos: Basado en la funcién de media de
excesos de los datos bajo una transformaciéon logaritmica. Si 1 — F' €
RV_y,, con v > 0 cuando  — oo

*1— Flay)dy
EloX—10$X>:B:/ _—

El estimador de Hill se puede encontrar mediante la siguiente aproxi-
macion:

*1—F(u)du
- SR

Ya se ha utilizado para la proyeccion de siniestros la maxima verosimili-
tud, sin embargo, también se analizara el uso de otras herramientas. Primero
se analizara el caso de la severidad bajo la distribuciéon Pareto II.

En la Figura [4.16[es posible analizar el comportamiento de los estimado-
res, como ya se habia mencionado, el estimador de momentos ponderados de
probabilidad no estima de manera adecuada para valores de v > 1, aunque
es un muy buen estimador para valores de v adecuados. En este caso, el es-
timador de Hill y el de momentos, ademéas del estimador de Pickand en la
Figura [£.17 proveen mejores resultados.

Los estimadores de pardmetros son de gran utilidad, sin embargo, deben
usarse con cuidado para no obtener resultados que no sean correctos, verifi-
cando que rangos abarcan y complementando con otras herramientas como
g-q plots, transformacion de datos (por ejemplo logaritmica) y el anélisis de
las distribuciones subyacentes.

4.2. Estimacion del limite de retencion

Como ya vimos, el limite de retencién depende de muchas variables. Desde
esta aproximacion se desea asegurar que la compania aseguradora sea capaz
de enfrentar todos los riesgos aunque sean riesgos méas grandes de lo espe-
rado. El reaseguro es una herramienta que puede ayudar a afrontar de mejor
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modo los riesgos; este a su vez tiene un costo y la idea es tratar de asumir el
riesgo de una forma segura minimizando los costos. Se analizara ahora como
afectan a la cartera diversos programas de reaseguro.

Es importante ver primero algunos conceptos:

» Prima Emitida (PE): Primas correspondientes a contratos perfecciona-
dos o prorrogados en el ejercicio, cuyos recibos se hayan emitido durante
el ejercicio.

» Gastos de Adquisicion (GAdgq): Los derivados directa o indirectamente
de la actividad comercial de la entidad aseguradora; es decir, retribu-
cion de personal productor (comisiones, incentivos, bonos, subvencio-
nes, etc.) publicidad y otros semejantes.

» Gastos de Administracion (GAdm): Los derivados del desarrollo de la
actividad empresarial, tales como alquileres de locales de oficina, com-
pra de material y mobiliario, consumo de energia eléctrica, obras e ins-
talaciones, teléfono, correo y otras comunicaciones, viajes y locomocion
en general, amortizacion de maquinaria y equipo, etc.y los derivados de
la retribuciéon econdémica de los servicios prestados por los empleados
de la empresa incluidos en su némina.

» Resultado Técnico: el resultado de PE*(1- %Gaadg- %Gadm)*(1- %PC)-
Siniestros*(1- %PC)+MRRNP - CRNP, donde %PC es el porcentaje de
cesion en contrato de reaseguro proporcional, Siniestros es el monto to-
tal de siniestros, MRRNP representa el monto recuperado de siniestros
bajo contratos no proporcionales, y CRNP el costo del reaseguro no
proporcional.

La distribucion del resultado técnico bajo siniestros Weibull Pareto II
v Log logitica se puede ver en la Figura [£.18 En efecto, existe una mayor
probabilidad de un escenario adverso bajo el supuesto Pareto que para las
otras dos distribuciones. Considérense los resultados del Cuadro 3.1. Estos
resultados provienen de la simulacién de la severidad después de multiplicar
por la muestra de sumas aseguradas en cada uno de los mil ensayos.

El total de suma asegurada de la cartera proyectada es de 75,000 millones,
por la cual se cobra una prima de 436 millones. Los siniestros utilizados para
la proyecciéon suman un total de 116.5 millones. Como se ve en el Cuadro
3.1 se preveen siniestros més grandes. El promedio de la suma de siniestros
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Distribucion del resultado técnico

1.0

—— Resultado a partir de siniestros Weibull
— Resultado a partir de siniestros Pareto Il
Resultado a partir de siniestros Log logisticg
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Figura 4.18: Resultado técnico

es superior al actual, sin embargo, dada la ocurrencia de eventos muy gran-
des en algunos escenarios, el promedio se ve afectado. Dados los escenarios
mostrados se intentara encontrar el limite de retencién que ayude a enfrentar
de la manera mas adecuada las responsabilidades asumidas, tomando como
supuesto que las primas y gastos se mantienen constantes. Respecto del costo
del reaseguro para el caso proporcional, se restaran las primas proporcionales
correspondientes y para el reaseguro no proporcional se tiene la simulacion
de los siniestros, por lo que se tomara un costo de 0.2 % de la parte cedida.

El reaseguro proporcional es una herramienta que ayuda a reducir la vo-
latilidad de la cartera, es decir, hace que la pendiente en la grafica de la
distribucion del resultado técnico sea mayor (més vertical); mientras que el
reaseguro no proporcional disminuye el tamano de las colas y se quiere que
bajo los supuestos, se tengan suficientes escenarios aceptables para la com-
pania, es decir, se busca que el resultado técnico sea mayor que cero. Es
importante tener en cuenta que el reaseguro aunque es una buena herra-
mienta para reducir el riesgo también tiene un costo por lo que se reducira la
probabilidad de grandes pérdidas asi como la de ganancias grandes (en caso
que haya pocos siniestros por ejemplo).

Considérense ahora 3 escenarios:
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Distribucion Weibull Pareto II Log logistica
Siniestro Maximo 2,516,282,457 5,223,958,172 5,223,958,172
Maxima suma de siniestros | 2,640,099,658 | 5,772,057,823.03 | 5,886,922,738
Minima suma de siniestros 59,313,512 116,845,080 49,737,921
Promedio de Suma 212,981,751 634,368,944 458,276,569
Promedio de maximos 60,194,649. 286,670,175 203,959,869
Resultado técnico mayor 76,462,002 18,930,434 268,537,593
Resultado técnico menor | -2,503,633,859 | -5,636,282,307 | -5,568,647,223
Resultado técnico promedio | -77,205,545 -498,591,335 -140,001,054

Cuadro 4.1: Resultados

El primer escenario (Figura[f.19) tiene solamente un contrato working co-
ver. Para el caso Weibull se tiene un contrato con una linea de 27,000,000 con
un costo de 84.5 Millones, esto representa una retencion del 80.16 %. Para el
caso Pareto Il y para el caso Log logistico se tiene un working cover con una
linea de 100,000,000 con un costo de reaseguro de 1 Millon que representa
respectivamente una retencion del 63.56 % y 69.07 % respectivamente. En en
este caso se puede ver que las colas se hacen méas pequenas significativamente,
conservando el lado derecho de la probabilidad. Se eligi6 este limite después
de varias pruebas, ya que al aumentarlo o disminuirlo empieza a afectar la
parte derecha de las distribuciones representando menores resultados técni-
cos positivos.

Para el segundo escenario (Figura se tomo el mismo contrato wor-
king cover para los tres modelos y se agregdé un contrato cuota parte por el
50 %, esto representa una retencion de 43.85 % para el caso Weibul, 37.75 %,
para el caso Pareto IT y 39.71 % para la distribucion Log logistica.

Finalmente el tercer escenario (Figura , corresponde a un contrato
cuota parte con una retencion del 60 % en todos los casos, se puede observar
que no aporta tanto a disminuir las colas del lado izquierdo y el lado derecho
también se ve afectado.

Se ha mostrado como se puede modelar a partir de una cartera inicial po-
sibles escenarios de siniestralidad asumiendo una funcién de distribuciéon, en
este caso para la severidad, aunque para una cartera mas homogénea se puede
modelar directamente sobre los siniestros. También vimos que es posible mo-
delar las maximas pérdidas sin tener una distribuciéon explicita. Como se ha
mostrado a través de la teoria y los ejemplos, las funciones que pertenecen al
dominio Gumbel son de cola més ligera, mientras que las funciones que per-
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Distribucion del resultado técnico
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Figura 4.19: Resultado técnico Contrato Working Cover

Distribucién del resultado técnico
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Figura 4.20: Resultado técnico Contrato Working Cover y Cuota Parte
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Distribucion del resultado técnico
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Figura 4.21: Resultado técnico Contrato Cuota Parte

tenecen al dominio de atracciéon Frechet son de cola mas pesada. Si elegimos
funciones de cola ligera, técnicamente se estaran modelando los siniestros
esperados, mientras que al elegir funciones de cola mas pesada, es posible
modelar los siniestros grandes que son el principal objetivo de este trabajo.
Hay que tener cuidado al elegir la distribucion, ya que aunque se quiere un
escenario conservador, se desea que este sea plausible. Por ejemplo, en este
caso el caso Pareto II es demasiado extremo, como ya vimos fue porque esta
funcién ajusta en la cola por debajo la severidad. Se tomara entonces en este
caso el caso Weibull como el modelo esperado y el caso Log logistico como
el caso de estrés de la cartera. Tomando como maxima retencion la obtenida
para el caso Log logistico del primer escenario, esto es 39 %.



Capitulo 5

Conclusion

La teoria de valores extremos es una buena herramienta para poder medir
las posibles pérdidas. Directamente no es una medida para establecer cotas
de pérdida, sin embargo, resulta ser una herramienta muy poderosa para
medir las posibles pérdidas extremas. En el caso de reaseguro, por ejemplo,
puede ayudar a determinar si el contrato que una aseguradora adquiere es
realmente tutil para protegerla contra una eventual ocurrencia de siniestros
grandes o si esta cubriendo en una medida mayor a la necesaria su cartera y
por tanto desperdiciando recursos.

Es cierto que muchas veces la informaciéon disponible es limitada, pero
gracias a la capacidad de las computadoras es posible solventar esa falta de
informaciéon mediante simulacion, sin embargo, la simulacién no siempre es
la solucion mas 6ptima debido a que ocupa recursos y tiempo, ademas que
con la sucesion de célculos se puede generar un error computacional, ade-
mas, en ocasiones tampoco es posible ajustar una distribuciéon. Es en este
tipo de casos donde se vuelve relevante la teoria de valores extremos, ya que
puede dar informacion de como se comportan las colas de las distribuciones
sin necesidad de simular, incluso cuando no existe una distribucién explicita
(lo cual no permitiria una simulacion).

La teoria de valores extremos no da la convergencia sin necesidad de hacer
calculos excesivos, y por lo tanto una pauta a seguir. Se probo tedricamente
la consistencia de el estimador de Hill y al comparar con el desempeno de los
otros estimadores empiricamente, de donde se puede hacer uso de ellos para
ajustar una distribucion de valores extremos para poder tener disponibles los
escenarios plausibles donde se puedan registrar pérdidas extremas.

La teoria de valores extremos también es til para modelar los siniestros
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sobre determinado umbral, dando medidas de riesgo sobre el mismo, me-
diante la funcion de media de excesos y probabilidad de excesos, esto puede
ser de utilidad para tener contratos de reaseguro mas adecuados y poder me-
dir mejor la relacion precio - riesgo cedido, haciendo de este modo los costos
més eficientes. Ademés se puede verificar si la prima cobrada para cada po-
liza es adecuada al riesgo que se estan asumiendo.

En este trabajo se hicieron simulaciones para efectos ilustrativos, sin em-
bargo, la teoria de valores extremos es una herramienta que permite obtener
los resultados més adversos a partir de la muestra inicial, minimizando la
necesidad de muchos calculos.

De este modo, la teoria de valores extremos es una herramienta tutil para
encontrar eventos graves plausibles que ayuden encontrar el equilibrio entre
el riesgo asumido y la utilizacion eficiente de recursos. En el reaseguro, por
ejemplo, reservar el monto total de la suma asegurada o ceder todo el riesgo
evidentemente asegura la disponibilidad de los recursos ante cualquier even-
tualidad, tal como el dique de cien metros evitaria cualquier inundacién en
la ciudad, sin embargo, se podrian usar los recursos de manera més 6ptima
sin necesidad de asumir riesgos excesivos.

Los siniestros grandes son los que méas dano pueden causar a una compa-
nia de seguros, sin embargo, al considerarse éstos como outliers se sacan de
la muestra. Esto es por que dichos valores sesgan la informacion del resto de
la poblacién, sin embargo, el hecho de que son poco probables no implica que
no ocurriran nuevamente. Por dicha razon, en vez de ser omitidos, debiesen
ser estudiados para prevenir pérdidas grandes, este estudio es factible gracias
a la teoria de valores extremos, la cual permite conocer el comportamiento
de éstos a pesar de que exista poca informacion. Mas aun, provee informa-
cion acerca del riesgo cedido y asumido, lo cual permite a una compania de
seguros medir que tan adecuado es su plan de reaseguro.

La teoria de valores extremos ayuda a prevenir grandes pérdidas que
puedan afectar de manera significativa a una compania y medir riesgos,dicha
teoria no depende de simulaciones, gran cantidad de datos atipicos o gran-
des célculos, es por eso, que es una herramienta de gran utilidad que puede
ayudar en el sector asegurador a medir riesgos a un bajo costo.



Apéndice A

A.l1. Funciones de variaciéon regular

Definicion A.1.1. Una funcién medible U : R, — R, es de variacion
regular en oo con indice v denotado U € RV, si para x > 0

Ultz)
O

~

Sea v el exponente de variacion, si v = 0 decimos que U es de variacion lenta
y se denota por L(z). Si U € RV, entonces U(x)/27 € RVj, de donde se
puede representar U como z? L(x) (Ver Heavy-Tail Phenomena Probabilistic
and Statistical Modeling|32]).

Proposicién A.1.2. i. Si U € RV, entonces lim,_,.,logU(x)/logxvy asi
que para —oo < v < 00

. ] 0 v <0
3311—>I£1<>U(x){ 00 >0

it. Supongase que U inRV,. Tomando € > 0 se tiene que 3ty tal que para
r>1lyt>t

(I1—ea" < U[v]((t:;) < (1+e)x™*e

ii. Si U € RV, y {a,}, {a,} satisfacen 0 < a, — o0, 0 < a, — 00 ¥
an ~ ca, con c € (0,00), entonces Ula,) ~ c'Ula,,). Andlogamente las suce-

stones pueden ser reemplazadas por funciones.

. StUy € RV,, yUy € RV, ylim,_ . Us(z) = oo entonces UyoUy € RV,
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v. Supdngase que U es no decreciente, U(oo) = 0o y U € RV,, 0 < v < 0.
Entonces U™ € RV,

vi. Supdngase que Uy, Uy € RV, donde v € (0, 00), entonces para 0 < ¢ < 0o
cuando x — oo se tiene que Uy ~ Uy sty sdlo si U ~ ¢ VUS

vis. S1 U € RV, con v # 0 entonces existe una funcion U* que es absoluta-
mente continua, estrictamente mondtona y U(z) ~ U(x)* cuando x — oo

A.2. Teorema de Karamata

Teorema A.2.1. a) Supdngase quey > —1 yU € RV,. Entonces [, U(t)dt €
RVyi1y
lim 2U(x)

— = 1
w0 [FU(t)dt v

siy<-—1(osiy=—-1y fxoo U(s)ds < o0), entonces U € RV, implica que
[ZU(t)dt es finita, [~ U(t)dt € RVy41 y

2U(z)
lfm -
500 [ZU(t)dt 7
b) Si U satisface
V(L) _ 5 ¢ (0, 00)

lfm )
50 Jy U(t)dt
entonces U € RVy_y. Si [° U(t)dt es finito y

zU(z)
i o o~ . — A € 0,
2mr00 [ U(t)dt (0,00)

Demostracion. Primero hay que ver que si v > —1 entonces fooo = o0. Puesto
que U € RV, entonces

U(2s)
U(s)

por lo tanto existe sy tal que s > sy necesita U(2s) > U(s)/2. Para 2" > s
se tiene

=27 > 97!

limig_y o0

on+2 on+1

/2n+1 U(S)ds:2/2n U(25)ds>/22 U(s)ds

2n+1
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y estableciendo ng = infn : 2" > s se tiene

2n0+2

/50 s)ds > Z /m s)ds > Z/+ — o0

n>ng

entonces para v > 1,z > 0 y cualquier N < oo cuando t — oo

/0 U (sa)ds ~ /]: U(sz)ds

puesto que U(sz) € RV, para z fijo dado €, existe N tal que para s > N
(1 —€)2"U(s) < U(sx) < (i +€)x"U(s), de aqui

fom s)ds xfo (sx)ds

limsup,_, ., lim sup,_, o

[ Jo s
, x sx)ds
= limsup, fNU—
41 f Ul(s)ds
< lim SUP; 00 7 (1 + 6) fN U(s)ds
= (1 -+ E)x’y—’—l

analogamente para el lim inf, entonces fox U(s)ds € RV,4; cuando v > —1.

En el caso v = —1 puede suceder que fooo U(s)ds < 00, en cuyo caso
Jo U(s)ds € RV_141 = RV, 6 que [, U(s)ds = oo aplicando el procedi-
miento anterior. por tanto [ U(s)ds € RV, 1. Sea:

zU(z)

b(z) = W (A.1)

integrando b(z)/z se llega a:

/Ox U(s)ds = zexp Ul %t)dtl

U(z) = (c/2)b(x) exp [ /1 ’ Tdt] (A.2)

hay que observar que

Ut 1
lim inf L = lim inf Mdt = lim inf/ U(sz) ds

de donde

haciendo el cambio de variable s = t/x y utilizando el teorema de Fatou:

1 1
Z/ lim inf Ulsz >d —/ s”cls:L
o @ U(x) 0 v+1
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analogamente limsup,_, . b(z) < v + 1. b(z) es de variacion lenta ya que
aU(z) € RV, y [ U(s)ds € RV, 1, entonces se tiene que b(xt) —b(x) — 0
cuando z — oo. Utilizando esto y el teorema de convergencia dominada

lim / wdtzo
1

T—00

® b(xt)dt
lim / (xt) —b(x)logs =0
1

reescribiendo

T—00

por otro lado

lim b<ix)dt— lim / b(t) 4

=00 Jq T—00 t

, S U(t)dt
Iim log | *%—7—
2—00 Jo Ut)dt

y utilizando la propiedad de variaciéon regular:

utilizando la ecuacion [AL2]

(v +1)log s = b(x)log s

de donde finalmente b(z) — v+ 1. Para el inciso b se supondra que b(z) — A.
De la ecuacion [A.2]

U(x) = ¢/zb(x) exp [ /1 ' b(t—t)dt] — cb() exp [ /1 "hY) = 1dt]

t
puesto que b(t) — 1 — A — 1, entonces U € RV, ]

Corolario A.2.2. i. La funcion L es de variacion lenta si y solo si L se
puede representar del siguiente modo:

L(z) = ¢(x) exp { /1 ) #dt} (A.3)

donde ¢ : Ry —» Ry, R, — Ry, para x > 0 y lim, o c(z) = ¢ € (0,00) y

1. Una funcion U : Ry — Ry, es de variacion regular con indice v si y
solo si tiene la representacion
Ty(t
U(z) = c(x)exp [/ th] (A.4)
1
donde lim, o c(x) = ¢ € (0,00), lim; o y(x) = 7. (Esto es escribiendo de
i. U(x) = 27 L(z) y utilizando la representacion de L)
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Demostracion. Supdngase primero que L tiene representacion la ecuacion

[A.3], entonces
tx
i 208 o ) { / @ds}
. S

s L) i )

dado que €(t) — 0 existe t > t, tal que —e < €(t) < € tal que

txl tx t:tl
—eloga::—e/ —dtg/ d—s)dsge/ —ds = elogx
¢t t S t S

entonces limy_, o, ftm €(s)/sds = 0 por lo que limy_,, L(tz)/L(x) = 1. Para la
implicacion contraria supéngase que L € RV, y nuevamente sea

b(x) =xL(x)/ /Ox L(s)ds

por el teorema de Karamata b(x) — 1 cuando x — oo. Tomese €(x) = b(z)—1
entonces €(z) — 0, de la definicion de b(x)

[Te(d)/tdt = [* [L(t) / [E L(s)ds| dt — log
= [ 4 |log [, L(s)ds| —logs
= =log |z~ [} L(s)ds/ fol L(s)ds]
tomando ambos lados exp y ¢(s) = b(z)/ folL(s)ds se llega al resultado

deseado.
O]

A continuacion se describira la condicion de von Mises.

Proposicion A.2.3. i. Supongase que U : Ry — R, es absolutamente con-
tinua con densidad u tal que

St

lim

o Ua)

entonces U € RV,.
ww. S1U € RV, v € R yu es una funcion mondtona, entonces

1 =
so0 U(x)

y siy # 0, entonces |u|(x) € RV,_1
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Demostracion. i.Sea b(x) = zu(x)/U(z). como anteriormente se encuentra
que U(z) = U(1)exp [[" b(t)/tdt] asi que U satisface el teorema de repre-
sentacion con una funcion U € RV,

ii. Supoéngase que u es no decreciente. Sea 0 < a < by véase que

U(xb) — U(za)  [* u(t)
U@ /aca Ulx)

dy

por se monotona se tiene que

u(zb)z(b—a) _ U(xb) —U(za) _ u(za)z(b— a)
U@ = U@ = U@

de aqui y del hecho de que U € RV, se concluye que

b
L sup zu(za) a

para cualquier b > a > 0. Entonces sea b | a, lo cual es equivalente a tomar

la derivada, entonces la ecuaciéon anterior se convierte en

, zu(za) .
lim su < ~a”

para cualquier @ > 0. De modo similar tomando ahora a T b

, . . xu(zb)
hg})rolf U(x)

> bt

para cualquier b > 0. Entonces lim, .., zu(z)/U(x) = ~ resulta tomando
a = 1 en el limite superior y b = 1 en el limite inferior. Andlogamente en el
caso no creciente. O

A.3. Inversa Generalizada

Para una funcion creciente F' : R — R con F(—o0) = lim,| ~ F(2)
y F(o0) = limgje F'(z) se defina la inversa generalizada o inversa por la
izquierda F~ como (A Note on Generalized Inverses|15]):
F(y)=mmf{z eR: F(z) >y}, ye€R
tomando inf () = oo.

Proposicion A.3.1. Sea F': R — R una funcion creciente tomando F(00)
y F(—o0) como se definieron arriba.
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. F¥(y) = —o00 <= F(x) > y Vx € R. Andlogamente, F* (y) =
<= F(r) <y VreR.

1I. F'< es creciente. Si F< (y) € (—o0,00), entonces F*~ es continua por la
1zquierda en y.

1. F<(F(x)) <x. SI F es estrictamente creciente, entonces F*< (F(x)) =
T.

V. Sea I continua por la derecha. Entonces F'< (y) < oo implica F(F* (y)) >
y. Sty € ran(F U inf{inf ran F,supran F'}) implica que F(F*(y)) = y.
Siy < infran F' entonces F(F* (y)) > y y si y > supran F' entonces
F(F(y)) <y

V. Si F(z) > y entonces x > F*<(y). Si F' es continua por la derecha y
x > F(y) entonces F(x) > y. St F(x) <y entonces v < F*< (y).

Demostracion. 1. Se sigue de la definicion.

II. F'< es creciente puesto que {x € R: F(z) >y} C {x e R: F(z) >
Y1 }Vy1,y2 € R yp < yo. Ahora sea F< (y) € (—o00,00) y por con-
veniencia, sea 39 = y. Ahora, para mostrar la continuidad en yq, sea
(Yn)ner € Ry, 1T yo. Entonces x, = F(y,) < xo := F*(yo), en-
tonces z, ' r < xy para n — oo para alguna x € R. Por definicion
de F© F(zy, —€) <yn) < F(z, +e¥e >0y neNy=1{0,1,2,..}. Si
xr < xg, entonces € = (xg—x)/2 implica y,, < F(z,+€) < F(xg—e€) < yo,
entonces yo = lim,y,, < F (2 — €) < yo, lo cual es una contradiccion.

Para mostrar que F'~ admite un limite por la derecha a y, sea y, | y €
R : F<(y) > —oo y notese que (F (y,)nen es decreciente y acotado por
abajo por F* (y).

111. Para la primera parte se sigue de la definiciéon de F< . Para la segunda

parte, siendo F' estrictamente creciente entonces no existe z < x tal que
F(z) > F(x) por lo que F* (F(x)) > x.

Iv. Para la primera parte, F* (y) < oo implica que A = {x € R: F(z) >
y} # 0, de aqui se tiene que existe (,)ner € A con z, | inf A =
F*(y) paran — oo. Por continuidad por la derecha de F', F(F* (y))
F(z,) > vy, asi que F(F*(y)) > y. Para la segunda parte tomese y €
ran F'y sea A = {z € R: F(z) = y} # 0. Se tiene que inf A = F* (y)
de donde F(F*(y)) v F(x,) =y, entonces F(F* (y)) = y. Ahora sea
y = infran F' y sin pérdida de generalidad sea y no pertenece a ran F’
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(de otro modo se aplica la otra parte). Esto implica que F< (y) = —oo
ya que F' es creciente, se tiene que F(F* (y)) = F(—o0) = inf{F(x) :
r € R} = infran F = y. Analogamente para y = supran F.

V. La primera parte se sigue de la definicién. Para la segunda parte hay

que ver que F*(y) < x implica que y < F(F*(y)) < F(z), donde

y < F(F*“(y)) de IV. ya que F es continua por la derecha. Para la

tltima parte tomese x € R tal que F(z) <y y z € R tal que F(2) > y.
Puesto que F' es creciente, z > z, lo cual implica que F'< (y) > z.

]

A.4. Proceso Poisson

Se considera el nimero de reclamaciones como el proceso {N(t),t > 0},
el cual es considerado como un sistema de conteo por lo cual satisface para
cualquier t,h > 0 que: comienza en cero, es decir N(0) = 0, N(¢) € N, y
que N(t) < N(t + h). Este proceso de conteo es una funciéon monotona, no
decreciente y continua por la derecha. Se asumira que a un mismo tiempo a lo
mas puede ocurrir un solo salto. El proceso de renovacion es una herramienta
muy util para modelar el nimero de las reclamaciones.

Ahora, se definira el proceso de renovacion. Sea 17, T, . . . una sucesion de
variables aleatorias no negativas, independientes e idénticamente distribui-
das las cuales representan el tiempo ocurrido entre dos reclamaciones y se les
denominaré tiempo de interarribo. La sucesion {W,,,n € N}, donde W, = 0
y W, =1T,+---4+T, paran > 1 indica el tiempo de las renovaciones, siendo
W, el tiempo de espera para la ocurrencia del n-ésimo evento.

El proceso de conteo del proceso de renovacion {N(t),t > 0} se define
como N(t) = méx{n > 0 : W, < t}, para cada t > 0. Los dos procesos
{N(t)}, y {W,} son equivalentes, pues N(t) =nsiysolosi W,, <t < W, ;.

Cuando los tiempos de interarribo tienen distribucion exponencial, el pro-
ceso N(t) tiene distribucion poisson(At), por lo que es conocido como el pro-
ceso poisson.

El monto agregado de las reclamaciones, para cada tiempo ¢ > 0 esta dado
por:

o N(t)
St) =Y Xilpy(T) =Y X;
=1 =1
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Donde X; representa el monto de cada reclamacion, suponiendo que el monto
de una reclamacion es independiente de otra y que en cada portafolio los si-
niestros tienen comportamientos similares se asumira que son variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas. N (t) representa la magni-
tud de el niimero de las reclamaciones, modelada por el proceso de renovacion.
También se asumira {N(¢)} v {X,,} son independientes.

A.5. C(Codigo para estimacion del parametro v

# estimador de HILL
mto_ord = sort(mto,decreasing=FALSE)
mto_ord = sort(maxmont,decreasing=FALSE)
hill_est = NULL
for (k in 1:length(mto_ord))
{
k
hill_est [k]=0
for (i in 1:k)
{
hill_est[k] = log(mto_ord[length(mto_ord)-i+1]) -
log(mto_ord[length(mto_ord)-k|)+hill_est[k] }
hill_est[k] = hill_est[k]/k

}

# Fin estimador de Hill

hill_est[length(hill_est)|=hill_est[length(hill_est)-1]
plot(hill_est, type="1", xlab=, ylab="Parametro gamma")

# momentos

m1=NULL

for (k in 1:length(mto_ord))

{

k

mijk] = 0

for (i in 1:k)

{

mi[k]=log(mto_ord[length(mto_ord)-i+1]) -
log(mto_ord[length(mto_ord)- k|)+ml[k]

}



APENDICE A. 102

mi[k]=m1[k|/k

}

m2=NULL

for (k in 1:length(mto_ord))
{

k

m2[k]=0

for (1 in 1:k)

{ m2[k|]=(log(mto_ord[length(mto_ord)-i+1]) -
log(mto_ord[length(mto_ord)-k|))" 2+m2[K|

}

m2[k]=m2[k]/k

}

est_mom = m1+1-1/2((m1 ~ 2/m2)~ -1)

lines(est_mom, col="blue",type="1",add=TRUE)
# fin momentos

# Pickand

pik_est=NULL

for(k in 1:length(mto_ord)/2-50) {

pik_est[k|=1/log(2) (mto_ord[length(mto_ord)-k+1]| -
mto_ord[length(mto_ord)-2 k+1])/(mto_ord[length(mto_ord)-2 k+1]| -
mto_ord[length(mto_ord)-4 k+1]) }

plot(pik_est, type="1",xlab=,ylab="Parametro gamma")

# Fin Pickand

rob_ponderadas
0 =NULL
1 =NULL
2 =NULL
0 =0

(i in 1:length(mto_ord))

_1_0=(i/(length(mto_ord)+1)) ~ 0 mto_ord[i] + m_1_0

_1_0=m_1_0/length(mto_ord)
m_1_1=0

for (i in 1:length(mto_ord)) {
m_1_1=(i/(length(mto_ord)+1))~ 1 mto_ord[i] +m_1_1

}
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m_1_1=m_1_1/length(mto_ord)

m_1_2=0

for (i in 1:length(mto_ord)) {
m_1_2=(i/(length(mto_ord)+1))~ 2 mto_ord[i] +m_1_2
}

m_1_2=m_1_2/length(mto_ord)
con=(3m_1_2-m_1_0)/(2m_1_1 - m_1_0)

rc < — uniroot(function(x) (3 =~ x-1)/(2
lower=-2, upper=10, tol = 1le-9)
gmom=NULL

for (gm in 1:length(mto_ord))

{

gmom|gm|=rc

}

lines (as.matrix(gmom),add=TRUE,col="brown")
# fin prob_pond

~

x-1) - con,

vec=NULL
for (z in 1:length(mto_ord))

{

vec|z]=k8|3]

}

lines (as.matrix(gmom),add=TRUE,col="brown")
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