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Introduccion

La no-conmutatividad [1, 2] en la actualidad se ha convertido, en una de las areas
mas importantes de la fisica tedrica. En un sentido puramente matemaético, la no-con-
mutatividad es una generalizacién de la no-conmutatividad cuantica del espacio-fase al
espacio-tiempo [3]. Otros desarrollos teéricos que introducen la no-conmutatividad del
espacio-tiempo [4] son, por ejemplo, teorias de campos en el contexto de renormalizacién
[5], fenomenologia del Modelo Estandar de la fisica de particulas, teoria de cuerdas [6] y
efecto Hall cudntico [7]. Por otra parte, los primeros indicios de la no-conmutatividad,
histéricamente inician con Heisenberg, el conjeturd que la posibilidad de introducir rela-
ciones de incertidumbre en las coordenadas como una manera de evitar singularidades
en las auto-energias del electron. Peierls utilizo esta idea en su trabajo del problema de
Landau [7, 8], en éste la no-conmutatividad se presenta para campos magnéticos muy
fuertes o equivalentemente en el limite de masa cero. Sin embargo, la no-conmutatividad
a este nivel surge, ya sea tomando alguna clase de limite [10] en los pardmetros de la
teorfa o de considerar estructuras simplécticas no-canénicas [11]. En otro contexto, que
no sea considerar alguna clase de limite o estructura simpléctica no-canénica, en esta
tesis se muestra que la no-conmutatividad surge de manera natural como consecuencia
de las teorias de orden superior. La demostracion de este hecho se hace utilizando el
modelo de Chern-Simons con segundas derivadas temporales. Sin embargo, este tipo de
teorias con esta clase de derivadas poseen problemas con el estado de minima energia
[12, 13, 14], para solucionar este conflicto se aplicard un método perturbativo, el cual
utiliza las ecuaciones de movimiento para eliminar las derivadas temporales de ordenes
superiores [8]. Este método permite escribir una teoria sin los problemas mencionados,
ademads proporciona de manera natural una estructura simpléctica no-canénica, la cual
muestra no-conmutatividad entre todas las variables del sistema.

No obstante, la importancia de las aplicaciones de la no-conmutatividad en las
diferentes dreas de la fisica tedrica, esta viola la simetria de Lorentz [15, 16, 17, 18],
debido fundamentalmente a que el pardmetro de no-conmutatatividad es constante,
parece plausible entonces que si se introduce una dependencia local en el parametro
de no-conmutatividad, se pueda recuperar la simetria de Lorentz. H. Snyder contruyé un
espacio-tiempo no-conmutativo con esta extraordinaria peculiaridad, dicho espacio-tiempo
con esta caracteristica es compatible con la simetria de Lorentz, sin embargo, éste no es
compatible con la simetria de Poincaré, debido a la dependencia local del parametro de
conmutatividad. C. N. Yang construyé un espacio-tiempo que posee tanto la simetria
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de Lorentz y que ademas es invariante bajo traslaciones, es decir, es invariante de
Poincaré [19], pero que sélo tiene sentido en cinco dimensiones [20]. En vista, de que el
parametro de no-conmutatividad es constante, las teorias que poseen dichas relaciones
de conmutacién son invariantes bajo traslaciones, pero no bajo empujones y rotaciones.
Uno de los modelos que introduce términos que rompen con la simetria de Lorentz, es
el Modelo Estandar Extendido SME [15]. El sector fermiénico de este modelo, intro-
duce relaciones de dispersion que generaliza la relacion de dispersion de la particula
libre relativista, dicha relacién contiene términos que violan la simetria de Lorentz. En
este trabajo se estudia el Lagrangiano que da origen a esta relacién de dispersién. Las
simetrias de este Lagrangiano son extendidas, cuando se recupera la simetria de Lorentz,
haciendo que los vectores constantes que aparecen en el Lagrangiano sean locales en los
campos. Cuando esta simetria se recupera, se obtiene via el formalismo de Dirac el
Hamiltoniano de la fisica de dos tiempos [22, 24, 25, 26, 27, 28], esta teoria es una teoria
de unificacion, sélo que para llevarla a cabo se tienen que considerar dos coordenadas
temporales. Para diferentes elecciones de norma de esta teoria se obtienen diferentes
modelos de la fisica, por ejemplo, la particula libre no masiva, el atomo de hidrégeno
o modelos que poseen relaciones las conmutacién de Snyder. Por otra parte, cuando se
restaura la simetria de Poincaré se tienen que considerar objetos unidimensionles ex-
tendidos, es decir, cuerdas. Con lo cual se tiene que introducir una dependencia extra
en el espacio de pardmetros de los campos, ademas de la dependencia temporal, de tal
manera que obtiene la accién de la cuerda bosénica. En el contexto de las simetrias,
como ya se mencion6 C. N. Yang contruyé un espacio-tiempo no-conmutativo en cinco
dimensiones. En el caso presente la dependencia extra de un nuevo parametro en los
campos, introduce una nueva dimension en la teoria pero a nivel de la hoja del mundo
no de los campos, tal que de esta manera se recupera la simetria de Poincaré [20].

Por otra parte, teorias con derivadas de orden superior (terceras derivadas o derivadas
superiores en el tiempo en las ecuaciones de movimiento, segundas derivadas o derivadas
superiores en las Lagrangianas) surgen de manera natural por varias razones en diver-
sas areas de la fisica. Los términos con derivadas de orden superior son agregados a
las teorias con derivadas de orden inferior como correcciones de la teoria. Esto ocurre
en la Relatividad General, por ejemplo, cuando las correcciones cudnticas naturalmente
contienen derivadas de orden superior en la métrica, o modelos no-lineales de la teoria
de cuerdas predice términos de orden R* [30] y ordenes mds altos. Modelos cldsicos
también contienen dichas correcciones, tales como el modelo relativista de Dirac de la
radiacién del electrén [13]. La presencia de estos términos de correccién no importa que
tan pequenas sean, hace que la nueva teoria con derivadas de orden superior en el tiempo,
tenga propiedades radicalmente distintas a las teorias de primer orden. Una de las nuevas
caracteristicas de estas teorias, es que poseen mas grados de libertad que las teorias de
orden inferior. Si se asume que el orden de la teoria es n y se supone que la energia
cinética es cuadética en estas n-velocidades; las cuales se definen como z(™ = 4Z En-

dtn
tonces las ecuaciones de Euler-Lagrange serdan de orden (2n) y como consecuencia se
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necesitan (2n) condiciones iniciales para determinar completamente su movimiento, es
decir, el espacio consta de (2n) variables. Ademds, como se sabe a través de la repre-
sentacion Hamiltoniana se puede escribir estas mismas ecuaciones de movimiento, sélo
que en esta representacion se pueden escribir como ecuaciones de primer orden, en con-
secuencia se tendran (2n) ecuaciones, por lo tanto, resultan (2n) variables en el espacio
fase. Este hecho hace evidente que el andlisis de estas teorias es bastante mas complejo
que el caso de teorias con ecuaciones de Euler-Lagrange de segundo orden.

Otra de las caracteristicas y quiza la mas grave de todas, es que las teorias con
derivadas de orden superior, es su pérdida del estado de mas baja energia [12]. Anali-
cemos brevemente como surge este conflicto con el estado de minima energia. Como se
sabe para el caso de teorias de orden inferior las velocidades no son parte del espacio fase,
por consecuencia esta tienen que ser eliminarlas, esto puede ser hecho despejandolas de
los momentos (siempre y cuando la teoria sea no-degenerada). Si se asume que la teoria
es cuadratica en las velocidades, ademas de considerar potenciales también cuadraticos
en las coordenadas, esto proporciona Hamiltonianos cuadraticos en los momentos y como
consecuencia se tiene una teoria con Hamiltoniano acotado por abajo. Para el caso de
teorias de orden superior se realiza algo similar, se tienen que despejar las derivadas
temporales mas altas de la teoria, sin embargo, estas proporcionan Hamiltonianos que
son lineales en por lo menos en uno de los momentos, es decir, estas teorias no son
acotadas por abajo, ya que los momentos pueden tomar tanto valores positivos como
negativos. Clasicamente estos valores negativos en el Hamiltoniano estan bien definidos,
sin embargo, cuanticamente este hecho tiene problemas, ya que en este caso no se posee
estado de minima energia, debido a que el Hamiltoniano no es acotado por abajo. Existen
varias maneras de remediar este problema, una de ellas es utilizar el metdédo perturbativo
descrito en este trabajo. Dicho método consiste en remplazar las derivadas de orden
superior, ya sea por derivadas de primer orden o por las coordenadas dependiendo de la
paridad del orden de las derivadas, esta perturbacion se hace a partir de las ecuaciones
de movimiento. Se aplica este método a los modelos de orden superior propuestos en
este trabajo. Sin embargo, en estos modelos sus variables son no-conmutativas y la
cuantizacion de estos sistemas no puede ser llevada a cabo directamente debido a la no-
conmutatividad de sus variables. Para remediar, este hecho varios procedimientos pueder
ser realizados: Uno de ellos es utilizar el mapeo de Darboux, el cual consiste en mapear
las variables no-conmutativas a variables que satisfacen las relaciones de conmutacién
canoénicas. Otro procedimiento es utilizar bases cruzadas, el cual consiste en elegir las
observables que formen un conjunto completo de observables que conmuten y describir el
sistema con estas variables. Este procedimiento aunque mas complicado tiene la ventaja
de cuantizar directamente en las variables originales, es decir, las observables de la teoria
corresponden a variables en las cuales estaba descrito originalmente el sistema. En estas
teorias se propone un marco general para lograr la cuantizacion en este tipo de bases.

Uno de los principales propdsitos de esta tesis es mostrar, la relacion que existe entre
la no-conmutatividad con las teorias de orden superior. La demostracién de este hecho,
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se hace introduciendo una extensién del modelo de Chern-Simons de primer orden a
segundo orden en las derivadas temporales. Sin embargo, como se menciono estas teorias
no tienen estado de minima energia. La solucién a este problema es superado utilizando
el método perturbativo descrito en la seccién 2,2 del capitulo dos. Este método proyecta
los estados de energia a los estados de minima energia, dicha proyecciéon tiene como
resultado el producir una estructura simpléctica no-candnica, de tal manera, que la
no-conmutatividad surge de manera natural. Otro de los resultados obtenidos de la
palicacién de este método es eliminar los problemas con el estado de minima energia.

Como es bien sabido, la no-conmutatividad rompe con la simetria de Lorentz. Otro
de los propdsitos es estudiar un modelo que presenta dicho rompimiento. Especificamente
se muestra que dicho modelo, cuando se extienden las simetrias, tales como la simetria
de Lorentz y Poincaré, se obtienen el Hamiltoniano de la fisica de dos tiempos y la accién
de la cuerda bosénica. Todo el estudio se realiza a través de formalismo de Dirac.

Por otra parte, la mayor parte de las teorias importantes de la fisica son sistemas
contrenidos, dichos sistemas son analizados con el formalismo de Dirac, para entender
esto, en el primer capitulo esta dedicado a introducir brevemente la teoria de Dirac
para sistemas singulares. Se presenta también, un par de ejemplos de cémo se utiliza
dicho formalismo, uno para el caso de la teoria de cuerdas, la cual posee constricciones
de primera clase y un sistema mecanico con constricciones de segunda clase. La impor-
tancia en la clasificacién de las constricciones, radica en el hecho de que la estructura
de Poisson es modificada. Las constricciones de segunda clase requieren de la introduc-
cion del paréntesis de Dirac, este hecho es utilizado en este trabajo para introducir la
no-conmutatividad en las teorias con derivadas superiores.

Las teorias de orden superior, poseen ciertos problemas y quiza el mas importante
de estos problemas es que no son acotados por abajo, es decir, no poseen estado de
minima energia. Fn el segundo capitulo se hace un pequena introduccion al formalismo
de Ostrogradski, el cual es la extension del formalismo Hamiltoniano de teorias de orden
superior. En este capitulo se muestra de manera detallada como éstas teorias son no-
acotadas por abajo. Sin embargo, una manera en que se puede superar el problema de
la cota inferior en la energia es, en principio, eliminando las derivadas de orden superior.
Se muestra un metodo perturabativo que consiste en utilizar las ecuaciones de Euler-
Lagrange, y con estas poder sustituir las derivadas de orden superior por derivadas de
primer orden o por las coordenadas dependiendo de la paridad del orden de la derivada.

En el tercer capitulo se muestra, como a partir de una estructura simpléctica arbi-
traria se puede definir varias opciones de variables candnicas tan sélo con resolver un
conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales tienen su origen en el concepto de poten-
cial simpléctico. Como consecuencia de las diferentes opciones de variables candnicas, re-
sultan diferentes teorias cudnticas, las cuales no son unitariamente equivalentes. Ademas
se realizan algunos ejemplos con diferentes estructuras simplécticas.

En el cuarto capitulo se estudian un par de modelos que presentan no-conmutatividad.
El primer de los modelos presentados, presenta no-conmutatividad en sus coordenadas,
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solo cuando se considera el limite de masa cero o equivalentemente campos magnéticos
muy intensos. En el caso del segundo modelo la no-conmutatividad es introducida a
través de una estructura simpléctica no-canénica. Es decir, en los dos modelos pre-
sentados la no-conmutatividad no surge de manera natural, en el sentido de que ya
sea se tienen que tomar limites en los pardametros de la teoria o de postular la no-
conmutatividad en las variables del sistema.

Como ya se mencioné la no-conmutatividad presentada en los modelos estudiados
en el capitulo cuatro, se presenta de manera por decirlo de alguna forma no-natural.
En el capitulo cinco se realiza la extension del modelo de Chern-Simons presentado
en el capitulo cuatro, de primer orden en las derivadas temporales a segundo orden
en las derivadas temporales. Con este modelo se muestra de manera explicita que la
no-conmutatividad surge de manera natural, sin tomar ninguna clase de limite o de
considerar estructuras simplécticas no-canénicas. No obstante, que las teorias de orden
superior poseen problemas con el estado de minima energia, éste problema se elimina
por la implementacién del método perturbativo desarrollado en el segundo capitulo. Si
embargo, tal y como se explico en el segundo capitulo. La implementacion del método
perturabativo elimina las derivadas de orden superior y las remplaza por derivadas de
primer orden o por las coordenadas, dado este hecho la no-conmutatividad no pudo ser
eliminada una vez hecha la perturbacion.

En el capitulo seis se introduce el método de bases cruzadas, este método tiene como
principal caracteristica tomar en cuenta la no-conmutatividad de la teoria. Es decir, la
base en que el sistema cuantico estara descrito se sigue de considerar la estructura sim-
pléctica que las variables del espacio fase satisfacen, explicitamente se elige un conjunto
completo de observables que conmutan. Se muestra que la elecccién de la base, hecha
a partir de la estructura simpléctica clasica, es completamente equivalente a la eleccion
de la representacién del algebra de conmutadores. La demostracion de este hecho es
a partir de la accion clésica, especificamente, se calculan las ecuaciones de movimien-
to de las variables auxiliares, una vez obtenidas estas se introducen en la accion, de
aqui resulta un Lagrangiano que esta descrito por las variables que fuerén elegidas como
base. El Lagrangiano final, por construccién estara descrito en variables que satisfacen
relaciones de conmutacion candnica, por lo cual la cuantizacién se realiza de manera di-
recta. Esta cuantizacion es completamente equivalente a la eleccién de la representacion
de observables cuanticos que satisfacen las relaciones de conmutacion no-candnicas. Por
ultimo se cuantiza el modelo que resulto de la aplicacién de la aproximacién perturbati-
va, aplicando el método de bases cruzadas. El resultado de la cuantizacién muestra que
los espectros resultantes de la aplicacion del mapeo de Darboux y el de bases cruzadas
son completamente diferentes, concretamente debido a que se estan empleando bases
diferentes.

En el capitulo siete se hace una vez mas una extension al modelo de Chern-Simons,
nuevamente esta extension es en el orden de las derivadas temporales, explicitamente el
orden de las derivadas son n. Esta extensién muestra basicamente los mismos resultados
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que su contraparte de segundo orden, ademas los resultados se pueden recuperar con-
siderando n = 2. Se muestra que, tanto el Hamiltoniano como la estructura simpléctica
solo difieren del modelo de segundo orden en las potencias de los parametros de la teoria.

En el capitulo ocho se hace una breve introduccién a la fisica de dos tiempos y
al concepto de violacién de Lorentz. Este capitulo sirvird como un preambulo para
el itimo capitulo de este trabajo. En éste se construye la accion de la fisica de dos
tiempos, se muestra la existencia de tres constricciones, que bajo la clasificacién de
Dirac corresponden a constricciones de primera clase. Se demuestra que esta teoria tiene
solo sentido con dos coordenadas temporales. Ademads se realiza un ejemplo de como
funciona esta teoria. Se muestran ademas algunos aspectos importantes del concepto
de rompimiento de la simetria de Lorentz, en particular, nos enfocamos en el sector
fermionico del Modelo Estandar Extendido SME. Este sector contiene una extension
de la relacion de dispersion de la particula libre relativista. Esta relacién de dispersion
serd objeto de estudio en el capitulo nueve.

En el capitulo nueve, se estudia la relacion de dispersién construida en el capitulo
ocho. El estudio de este relacion de dispersion no se hace sobre la relacion de disper-
sion misma, sino de la accion que la contiene. Se muestra que esta accion, posee un
rompimiento explicito de la simetria de Lorentz, a partir de este hecho, se demuestra
que al recuperar las simetrias que esta relacion de dispersiéon viola, se obtienen como
resultado dos teorias muy importantes de la fisica tedrica. Una de las teorias que se
recuperan, cuando se considera el régimen ultrarrelativista y haciendo que los vectores
constantes que contiene la accion inicial sean dependientes de los campos, es la fisica de
dos tiempos. Para recuperar la simetria de Poincaré, se debe considerar una extension
mas en los vectores constantes ya mencionados, ademas de la dependencia de los campos.
Esto es, se tiene que hacer que estos dependan no sélo del tiempo sino también de un
parametro mas, extendiendo de esta manera su espacio de pardmetros. Esta extension es
a nivel de la dimension de los parametros de los campos, es decir, ademas de la depen-
decia temporal de los campos ahora se considera un nuevo parametro, el cual define ya
no una trayectoria unidimensional sino mas bien una trayectoria bidimensional, es decir,
se estd tratando con cuerdas en la hoja del mundo. Con esto la accion que se obtiene es
la accién de Nambu-Goto para la cuerda bosoénica.



Capitulo 1

Formalismo de Dirac

Las teorias que describen interacciones fundamentales son teorias de norma, dichas
teorias son sistemas que poseen Lagrangianos singulares, es decir, Lagrangianos para
las cuales no se puede definir el momento candnico en términos de las velocidades. Sin
embargo, estas teorias pueden ser tratadas con el formalismo desarrollado por Paul M.
Dirac [37]. En este capitulo, se hace una breve introduccién al formalismo de Dirac,
ademads se presentan un par de ejemplos con constricciones; uno con constricciones de
primera clase y otro con constricciones de segunda clase. Estos ejemplos serviran para
preparar el terreno de los siguientes capitulos, en los cuales se aplica dicho formalismo.

1.1. Formalismo de Dirac

Uno de los conceptos fundamentales de la fisica tedrica, es el concepto de accién en
la cual los movimientos clasicos de algin sistema son aquellos que hacen que ésta

S — /t.fL(q,q’)dt, (1.1)

sea estacionaria bajo variaciones 0¢"(t) de las variables del Lagrangiano ¢"(n =1, ..., N),
las cuales son nulas en los puntos extremos t;, t;.

Las condiciones bajo las cuales la accion es estacionaria, son las ecuaciones de Euler-
Lagrange

d (0L oL

Las cuales pueden ser escritas de manera mas explicita como

L 0L . 0L
O o=, 4 T (1.3)
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Inmediantamente de esta expresion puede verse que las aceleraciones en un tiempo dado
estan determinza/udas por las posiciones y las velocidades en este tiempo, si y sélo si, la
matriz 0?L/9¢" 0¢" puede ser invertida, es decir, si el determinante

oL
det( —2= )0, 1.4
‘ (aq‘" 8q‘")7é (14

es diferente de cero. De otra manera, si el determinante es cero, las aceleraciones no
pueden ser determinadas de manera tinica por las posiciones y las velocidades, en con-
secuencia, las soluciones de las ecuaciones de movimiento pueden contener funciones
arbitrarias del tiempo. Tal es el caso de interés para sistemas que contienen grados de

libertad de norma y son aquellos para los cuales la matriz 9*L/ 8q‘"/ J¢™ no puede ser in-
vertida. Por lo tanto, se tiene que adoptar otro punto de vista ya que se poseen funciones
de las coordenadas y los momentos, las cuales hacen que el sistema sufra una reduccién
en los grados de libertad.

El punto de partida del formalismo Hamiltoniano para teorias de primer orden en
derivadas temporales, es definir el momento candnico por

oL

Pn = ErD (1.5)

del cual se observa, que el hecho de que el determinante (1.4) sea nulo, es justo la
condicion para lo no-invertibilidad de las velocidades como funcién de los momentos y las
posiciones. En otras palabras, los momentos (1.5) en este caso no son todos independien-
tes, sino mas bien, existen algunas relaciones

onlqg,p) =0, m=1,..., M, (1.6)

que se siguen de la definicién (1.5) de los momentos. Es decir, cuando los momentos
en (1.6) son reemplazados por su definicién (1.5) en términos de las ¢" y las ¢". La
ecuacién (1.6) se reduce a una identidad. Las condiciones (1.6) son llamadas constric-
ciones primarias para enfatizar el hecho de que las ecuaciones de movimiento no son
usadas para obtener dicha relacion y que ademas estas no implican ninguna restriccién
en las coordenadas ¢" y sus velocidades ¢".

Asumiendo por simplicidad que el rango de la matriz 9*L/ 8q‘"/ 0¢™ es constante a
través del espacio fase (¢,p) y que las ecuaciones (1.6) definen una subvariedad suave-
mente inmersa en el espacio fase. Esta subvariedad es conocida como la superficie de
constriccién primaria. Si el rango de la matriz 9*L/ 8q‘"/ d¢" es igual a N — M, donde,
M’ son las ecuaciones independientes de (1.6), y la superficie de constriccién primaria
es una subvariedad del espacio fase de dimensién 2N — M'. Es decir, tal como se men-
ciond anteriormente existe una reduccién en los grados de libertad.

Se sigue de (1.6) que la transformacién inversa de las p" y las ¢" es multivaluada.
Dado un punto (¢",p") que satisface las ecuaciones de constriccion (1.6), la imagen
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inversa (¢", ") que resuelve (1.5) no es unica, entonces, (1.5) define un mapeo de una
variedad 2/N-dimensional de las ¢" y las ¢" a una variedad méas pequena definida por (1.6)
de dimensién 2N — M'. Por lo tanto, las imégenes inversas de un punto dado de (1.6)
forman una variedad de dimensién M. A fin de que la transformacién sea univaluada se
necesita introducir pardmetros extras, al menos M de ellos, que indiquen la localizacién
de las ¢" en la variedad inversa. Estos parametros seran introducidos en el Hamiltoniano
como multiplicadores de Lagrange.

Ahora bien, como se sabe el Hamiltoniano canénico esta definido por la transforma-
cién de Legendre

H=¢"p"— L. (1.7)

En esta definicién el Hamiltoniano H es funcién de las posiciones y las velocidades. Sin
embargo, el hecho de que las ¢™ entren en H sélo a través de la combinacién p(q, q)
definida por (1.5). Esta propiedad general de las transformaciones de Legendre es lo que
hace H interesante. Y este hecho es verificado por la evaluacion del cambio d H inducido
por variaciones independientes de las posiciones y las velocidades

oL oL oL
OH = ¢"6p" 4+ 0q"p" — 0q" -~ — 0¢" -— = ¢"0p" — 0¢" -—. (1.8)
9q dq dq

Aqui p™ no es una variacién independiente, sino, que es considerada como una combi-
nacién lineal de las ¢" y las ¢". Se puede apreciar ademds que las ¢" aparecen en (1.8)
solo a través de una precisa combinacién lineal y no de alguna otra manera. Esto significa
que H es una funcién de las ¢" y las p".

El Hamiltoniano definido por (1.7), sin embargo, no estéd determinado uinicamente
como funcién de ¢" y las p". Esto puede ser entendido por notar que las dp" en (1.8)
no son todos independientes, sino que estdan restringidos a preservar las constricciones
primarias ¢,, ~ 0.

En consecuencia, se tiene que el Hamiltoniano candnico esté bien definido sélo en la
subvariedad definida por las constricciones primarias y puede ser extendido arbitraria-
mente a toda la variedad. Se sigue que el formalismo debe ser invariante por el reemplazo

H — H +c"(q,p)¢n. (1.9)

Es claro entonces que de la forma del principio de accién, que la teoria es invariante
bajo H — H + ¢"(q,p)¢n, entonces este cambio resulta inicamente en una forma de
renombrar los multiplicadores de Lagrange u™ — u™ + ¢".

Por otra parte las ecuaciones de movimiento derivadas del formalismo Hamiltoniano
pueden ser escritas de la forma

F = [F, H] + u"[F, ¢], (1.10)
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donde, F'(q,p) es una funcién arbitraria de las variables canénicas y los paréntesis de
Poisson estan definidos de la manera usual, es decir,

OF oG 0F 0G
F.G] = — . .

Ahora se analizara algunas de las consecuencias de las ecuaciones de movimiento
(1.9). Un requerimiento bésico de consistencia es que las constricciones primarias sean
preservadas en el tiempo. Es decir, si se sustituye ¢, por F' en la ecuacién (1.9) se tiene
que cumplir que ¢, = 0. Y esto da lugar a las condiciones de consistencia siguientes

[Gn, H] + 1" [dn, o] = 0. (1.12)

Las ecuaciones (1.12) pueden ya sea reducirse a una relaciéon independiente de las u™ o
pueden imponer restricciones en las u™. En el caso anterior, si la relacion entre las ¢" y las
p" son independientes de las constricciones primarias, estas son llamadas constricciones
secundarias. Las constricciones secundarias difieren de las constricciones primarias, en
que las segundas sélo hacen uso de la definicién de momento candnico y las primeras
en que son una consecuencia de las ecuaciones de movimiento. Si existen constricciones
secundarias estas pueden definir nuevas constricciones secundarias Y, es decir, imponen
nuevas condiciones de consistencia,

[Xns H| + 1" [Xn, $m] = 0. (1.13)

Después de hacer esto, se checa que las ecuaciones (1.13) implican nuevas constricciones
secundarias o sélo restringen los valores de u™. Después de que el proceso estd terminado,
se obtiene un conjunto de constricciones secundarias, las cuales son denotadas como

Xk, k=M+1,... M+ K, (1.14)

donde, k es el nimero de constricciones secundarias.

Por otra parte, la presencia de las funciones arbitrarias u™ en el Hamiltoniano total
dice que no todas las ¢, y las p, son observables. En otras palabras, el estado fisico
estd definido para mas de un conjunto de ¢, y p,. Por tanto, existen mas de un conjunto
de valores de las variables canonicas representando un estado fisico dado. Para ver como
se obtiene esta conclusion, nétese que si se toma un conjunto de variables canonicas en el
tiempo ¢; y por lo tanto, define completamente un estado fisico en ese tiempo, entonces,
las ecuaciones de movimiento determinan los estados fisicos en otros tiempos.

Ahora bien, los coeficientes u™ son funciones arbitrarias del tiempo, lo cual significa
entonces que el valor de la variable canonica en t, dependerd de la eleccion de las u™ en
el intervalo t; <t < ty. Considérese, en particular, to = t; + dt. La diferencia entre los
valores de una variable canénica F' en el tiempo ty para dos diferentes elecciones de u"
y 4" de funciones arbitrarias en el tiempo t;, toma la forma

SF = Su"[F, ¢n), (1.15)
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con du"™ = (u" — u")dt. Por lo tanto, la transformacién (1.15) no altera el estado fisico
en el tiempo t,. Se puede decir entonces, extendiendo la terminologia usada en teoria de
campos de norma, que las constricciones de primera clase generan transformaciones de
norma. Ademads se sabe las teorias fisicas que pretendan describir la realidad natural,
deben ser invariantes de norma.

Ahora considérese nuevamente las constricciones de segunda clase, las cuales surgen
cuando la matriz A, = [¢n, dm] es diferente de cero en la superficie de constriccion,
entonces como se dijo anteriormente que sélo las constricciones de primer clase generan
transformaciones de norma, entonces se tiene que idear una forma de eliminarlas del
Hamiltoniano extendido. La manera de eliminar las constricciones de segunda clase fue
ideada por Dirac a través de introducir un nuevo paréntesis el cual esta definido como

[F> G]D = [F> G] - [F> Xn]Anm[F> Xm]' (1-16)

Como se puede observar estos paréntesis contienen una parte que vincula las viariables
del sistema y otra parte que relaciona las variables del sistema con las constricciones.
Ademas como ya se mencioné estos solo tienen sentido si y solo si la matriz que definen
las constricciones es diferente de cero. Otra cosa interesante acerca de estos paréntesis,
es que se puede obtener un sistema con variables no-conmutativas si las variables del
sistema poseen paréntesis no-triviales con las constricciones.

1.2. Cuerda Bosonica

Como es bien sabido, la trayectoria de una particula en el espacio-tiempo es la
llamada linea universo. Ademas se sabe que su accion es proporcional a la longitud de
la linea universo, es decir,

S = —m/dﬂ/:i:“:b“, (1.17)

donde z,, es un vector tangente a la linea universo y representa la velocidad de la particula
con respecto a la coordenada 7 que parametriza la linea universo.

Ahora bien, cuando se trata con objetos extendidos unidimensionales, el concepto
de particula debe ser abandonado y ser remplazado por el concepto de cuerda. En con-
secuencia, ya no se puede hablar de una trayectoria como en el caso de una particula
puntual, sino de la llamada hoja del mundo, por lo tanto, tal como en el caso de la
particula puntual relativista traza la linea universo al cambiar de posiciéon y su accion
es proporcional a la longitud de esta, las cuerdas barren la hoja del mundo y como
consecuencia la accion de la cuerda serd proporcional al area de la hoja del mundo, esta
accion es lo que se conoce como la acciéon de Nambu-Goto.

Denoétese como o la posicion a lo largo de la cuerda. Sea 7 el pardmetro de la evolucién
temporal de la cuerda. Ademds considérese a X (o, 7) como el mapeo del espacio de



6

parametros a la hoja del mundo. La accion de la particula relativista es proporcional
a la longitud de la linea universo. La acciéon de la cuerda es una generalizacion natu-
ral a dimensiones extras de este resultado. En consecuencia, la accién de la cuerda
serd proporcional al area de la hoja del mundo. De la geometria Riemaniana, dicha area
estd dada por la expresién

Area(X) :/dO’dT\/——, (1.18)

donde ¥ y g, denotan la superficie de la hoja del mundo y el determinante de la métrica
respectivamente.

A fin de derivar la forma explicita de la anterior accién, se puede considerar el
elemento de linea siguiente:

(ds)? = G, dxtdz”. (1.19)
Si los desplazamientos permanecen en la superficie X, se tiene
DG DG
drt = (o 7-)ala - (o, T)dT. (1.20)
do or

Sin embargo, si los desplazamientos permanecen en la superficie, luego se puede escribir
la ecuacién (1.19) en términos de la métrica definida por la relacién
0XH(o,1)0X"(0,T)

og o

hab = G,uz/ (121)

Sustituyendo (1.21) en (1.19) y regresando a la notacién original (7,0 ), se encuentra que
la accién de la cuerda toma la forma

B 6XM8XM OXp OXMYN (0X )y OXM
__T/dea\/ 80 or ( do  do )( or or )’ (1.22)

donde T es la tension de la cuerda.
De la accion (1.22) se infiere la densidad Lagrangiana, la cual estda dada por

OXn OXMN?  (9X) OXMY (09X )y OXM
- _ - ) - ) 1.2
£ T\/( dJdo Ot ) ( do  0do or Ot (1.23)
Para simplificar la notacion se hard las siguientes definiciones
XH =" X == 1.24
ar 7 . do (1.24)

En consecuencia, la densidad (1.23) toma la forma

L= —T\J(rX",)2 — (XEX,) (XX, (1.25)



Esta densidad define los momentos

‘“ ! //J,_ /“ ! ‘“
o 0L . (XX)XT - (XXX | (1.26)

0X, \/( XnX')? — (XeX,)(X"X',)

De la forma de estas ecuaciones, se sigue que
PX, =0, P'P,+T*X"X,)=0. (1.27)

Este conjunto de ecuaciones definen las siguientes constricciones, las cuales escritas de
manera explicita estan dadas por

oXH
@1 :P

0X*0X,
G PR (TR,

90 o (1.28)

Ambas constricciones son de primera clase, ya que

0P (o, 7) 5@2(0/,7) dDy(0, 7) 5@1(0/,7)
{®1(0,7), Do U T = /da {5Xﬂ ) 6PH(a”, T) B o X", T) 5?#(0”,7‘)} (1.29)

0X"0X,
Jdo Oo

- /da” {Rﬂ’“&,é(a — )0 —0") —T?*— 9,0(c — 0 )o(o — a”)]

Si se utiliza la siguiente identidad

f(:c)%é(a: — a:l) = —ag—g)é(:c — a:l) + f(zl)%é(a: — I/), (1.30)

se obtienen términos de la forma

5®1(U>T) 5®2(0/77) _
§Xn(o", 1) 6PH(o",T)

—0, [PM(U)(S(U — U”)}PM(UI)(S(UI — g”)_|_

[Pr(0)PM(0)o(0" — 0") + Pula ) PM(07)o(0 — 07)]9s6(0 — o).
La otra parte de los paréntesis, esta dada por

0Dy(o, 7) 5@1(0/,7)

_ 2 o My sl N
5X“(0”,7‘)673“(0”,7)_Tag[aUXM(U)a(U 0 )]0, X" (0)é(0 —0)

17210, X0 (0)0, XM (0)o(0" — 07) + 0o X1 (0) 0o XM (07) (0" — 07)]0,0(c — & ).

El primer término de estas relaciones es cero cuando es realizada la integracion, por lo
tanto, se obtiene finalmente

{®1(0,7), ®2(0, 7)} = [21(0,7) + Do(0,7)]0sb(0 — 0 ).
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Los otros paréntesis de Poisson se obtienen de manera analoga. Finalmente resultan los
paréntesis

{®1(0,7), @1(0, 7)} = AT? [®o(0, 7) + o0, 7)] Db (0 — ),

{D2(0,7), Ba(0,7)} = [D2(0,7) + Do(0,7)] 056 (0 — 7).

El lector interesado en la cuantizacion de este sistema, puede consultar en una gran
variedad de libros de texto dedicados al tema. En esta seccion sélo se mostré la existencia
de las constricciones (1.28), ademés de mostrar que se trata de constricciones de primera
clase.

1.3. Modelo con Constricciones de Segunda Clase

Para tratar las constricciones de segunda clase considérese el siguiente modelo mecanico

1 . . 1
L= gm(dy +dz) = 59s(ai + a3 — 1), (1.31)
Es facil ver que se trata de una particula de masa m que se mueve en un circulo de
radio r, en un espacio bidimensional generado por ¢; y ¢o sujeta a una fuerza gz que la
mantiene en el circulo. Los momentos estan dados por las expresiones

oL oL oL

P= g =L = ge =ml, = e (1.32)

Notese que el tercero de estos momentos define una constriccion, la cual estd dada por

Y1 = ps. (1.33)

Para poder encontrar el Hamiltoniano, se resuelve ¢; v ¢o en términos de p; y po, €
insertando estas soluciones en la transformacién de Legendre H = p;q; — L. El valor
de ¢3 se trata de manera diferente, tal como lo vio en las secciones anteriores. Dicho lo
anterior se obtiene el Hamiltoniano

H= %(pf F02) + saa(? + a2 — 1) + Mt (1.34)
m 2
Estrictamente hablando, de las definiciones hechas en la seccién anterior este Hamiltonia-
no en realidad no es el Hamiltoniano canoénico, sino el Hamiltoniano total. La condicién
de consistencia exige que la evolucién de la contriccién (1.33), sea constante en la su-
perficie de constricciéon. Se tiene que pedir como consecuencia de esta condicion

. 1
Y= {1, H} = §(Q% +q;—1°) ~0. (1.35)



Esta condicion define otra constriccion, la cual se puede escribir como

1
o = 5@% +q5—17). (1.36)

El proceso tiene que continuar, hasta que dejen de existir mas constricciones o que la
evolucién de las constricciones determine los multiplicadores de Lagrange. Por lo tanto,
la evolucién de la tltima de las constricciones, se tiene

. 1
Py = {1, H} = E(Pl% + paga) ~ 0. (1.37)

La cual define nuevamente una constricciéon

Y3 = p1q1 + P2ge. (1.38)

Evolucionando nuevamente ésta, se obtiene

1
(pi +p3) = 0. (1.39)

Uy = {3, H} = —q3(¢? + ¢3) + -

Esta ecuacién nuevamente como en el caso anterior es una constriccion, sin embargo,
esta puede ser simplificada utilizando la constriccion

1
Py = q31Pg — W(P% + p3). (1.40)

Utilizando el mismo procedimiento, resulta

: 2
VYo ={vs, H} =M\ + %(Pﬂl + pag2) ~ 0. (1.41)

Sin embargo, esta condicién ya no define una nueva constriccion. Esta condicion deter-
mina el multiplicador de Lagrange A;.
En consecuencia el sistema queda de la forma

1 1
H= %(pf +p3) + §Q3(q% + @3 — 1)+ Mthy + Aot + A3tz + Agtby, (1.42)

donde los paréntesis de las constricciones son

1
{¢1>¢2} = 07 {w17w3} = 07 {¢1>¢4} = _17 {¢2>¢4} = _Wd% ~ 07

1 1

{o, 03} = 2ps + 17 mr?, {93, s} = 20hy — JU8 ™ —50s (1.43)

Como se mencioné al principio de este capitulo, el hecho de que la evolucion de las
constricciones sea diferente de cero y sus paréntesis sean no-triviales. Indica entonces
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que se trata de constricciones de segunda clase, los cuales definen los paréntesis de Dirac
siguientes, entre las diferentes variables

_ 043 _ 293 _ 2g3p
{as,mip =575, Awspbo=-77, Aanalp o
2q3p2 @1
{q3>q2}D = - 9 {q3>p3}D = 27 {p1>p2}D = 3 (144)
mr r
Ademads los multiplicadores de Lagrange, estdn dados por
2q3 Vg — mr?
Al =——= =0, A3g=-— A = Ua. 1.45
1 mr2w3’ =0, A3 (205 +r2)w3’ 4 =1 (1.45)

La importancia de los paréntesis de Dirac, radica en que estos seran promovidos a
conmutadores en la teoria cuantica y el hecho de que estos no sean constantes, implica
una barrera practica importante para lograr la cuantizacén de la teoria. Mas adelante se
construiran dos modelos: uno en el cual los paréntesis de Dirac son constantes y otro en
el cual no lo son, implicando problemas para llevar a cabo la cuantizacion del sistema.



Capitulo 2

Teorias de Orden Superior

Para poder llevar a cabo la cuantizacion de algin sistema fisico, uno de los caminos en
que dicha cuantizacion puede realizarce es construir el Hamiltoniano. Dicho Hamiltonia-
no estara escrito en variables del espacio fase, estas variables satisfacen ciertas relaciones
de conmutacién. La cuantizacion se lleva a cabo encontrando una representacion de esta
algebra. No obstante, en este trabajo se necesita construir versiones Hamiltonianas de
teorias de orden superior en derivadas temporales. El formalismo que permite cons-
truir el Hamiltoniano de una teoria de orden superior se conoce como formalismo de
Ostrogradski. A continuacién se presenta una breve introduccién al tema. Ademads se
muestra que los Hamiltonianos resultantes de aplicar dicho formalismo no estan acotados
por abajo, lo cual produce problemas con el estado de minima energia. Para solucionar
el problema con el estado de minima energia, se describe un método perturbativo, el cual
permite eliminar las derivadas de orden superior a través de las ecuaciones de movimiento
y con ello eliminar el problema.

2.1. Teorias de Orden Superior y Formalismo de Os-
trogradski

El formalismo de Ostrogradski trata con teorias que contienen derivadas de orden
superior en su version Hamiltoniana, no obstante, estas teorias tienen el inconveniente
de ser no acotadas por abajo, como se mostrard mas adelante. Una de las posibles vias
para eliminar el problema con el estado de minima energia, como se vera mas adelante
es con el método perturbativo presentado al final de este capitulo, este método permite
eliminar el problema de las energias, si y sélo si, el potencial resultante es acotado una
vez hecha la perturbacion.

Una teoria local es una teoria en la cual la accién puede ser escrita como la integral
del Lagrangiano, el cual depende hasta algin orden finito de las derivadas de ¢(t)

Sla] = /dtL(q,q’, g™, (2.1)

11
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donde, el entero NV es conocido como el orden de la teoria. Se dice que el Lagrangiano
es no-degenerado si la siguiente relacion puede ser invertida, de otra manera se dice que
la teoria es singular:

0L

= B¢
El hecho m&s importante de esta seccién es que al menos N — 1 de las 2N soluciones

independientes de cada una de las teorias tiene energia negativa. Para poder demostrar

esto se empezara definiendo las ecuaciones de FKuler-Lagrange.
En estas teorias las ecuaciones de Fuler-Lagrange estan definidas por

Py (2.2)

N n

Z(—i) oL _ (2.3)
=\ dt g™

Como se observa estas ecuaciones, porporcionaran ecuaciones diferenciales de orden n+2.
Las cuales en principio necesitan n + 2 condiciones iniciales. No obstante, aqui no se
tratard con la naturaleza de las ecuaciones de Euler-Lagrange, sino mas bien el esquema
Hamiltoniano. A continuacién se hace algunas definiciones al respecto, con motivo de
mostrar la premisa principal de este capitulo.

Como se puede inferir del tipo de Lagrangianos, estas teorias poseen muchos mas
grados de libertad, para ser precisos el doble del orden de la teoria en cuestion. El método
para tratar este tipo de teorias fue desarrollado por Ostrogradski hace mas de un siglo.
Se definen N variables de posiciéon como

Qn = ¢, n=12, .., N, (2.4)

obsérvese que las n — 1 diferentes derivadas temporales ahora se convierten en variables
de posicion.
Los momentos conjugados por otra parte se definen como:

N (k—n)
d oL

En lo que resta de esta seccién se asumira que el Lagrangiano es no-degenerado, no
obstante, se aplicara este formalismo a teorias degeneradas, pero por lo pronto en esta
seccion sélo es importante mostrar el problema con el estado de minima energia. Cuando
se dice que una teoria es no-degenerada, implica que es posible invertir la relacion (2.5)
para Py y obtener

™) = Qn+1(Q1, Qs ..., Qn, Pr). (2.6)

Aqui debe notarse que sélo un momento es requerido para escribir esta relacién. El
Hamiltoniano, por otra parte, es obtenido a través de la transformacién de Legendre

N
H=Y Pq™-L
n=1
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N
:ZPnQn—I—l _L(Q1>Q2>"'>QN+1)' (27)

n=1

De aqui se sigue de manera inmediata, que las ecuaciones de evolucién estan dadas por

Qn = 8—H, P, = _of (2.8)
0P, Q.
Con este par de ecuaciones se puede, de manera directa reproducir las definiciones
canénicas del momento (2.5) y las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.3). De esta manera
es facil ver que H genera la evolucién temporal. Entonces la invariancia bajo traslaciones
temporales muestra que el Hamiltoniano es conservado y en efecto, se puede identificar
H como la energia.

El punto clave de este capitulo, que es evidente en la expresién (2.7). Como conse-
cuencia de la definicion de H, este es lineal en los momentos P;, P,, ..., Py_1, en vista
de que los momentos pueden tomar valores tanto positivos como negativos la energia es,
por lo tanto, no-acotada por abajo. Este mismo hecho se cumple para todas las teorias
no-degeneradas con derivadas de orden superior. Un hecho importante a remarcar, es que
esta propiedad no depende del tipo de interaccién utilizado y por lo que este problema
no se puede superar ajustando pardmetros en la teoria o introducir nuevas interacciones.

2.2. Teoria Perturbativa

Como se menciond anteriormente, se pueden eliminar las derivadas de orden superior
y de alguna manera eliminar los estados de energia negativa, sin embargo, con la elimi-
nacion de las derivadas de orden superior se pierde informacion sobre altas energias,
pero se eliminan los estados de energia negativa, bajo algunas restricciones impuestas
en el potencial que se obtiene una vez hecha la perturbacion.

En muchas aplicaciones de las teorias de orden superior, la parte que contiene dichos
términos aparecen en los Lagrangianos como correcciones de bajas energias en la teoria
efectiva. Sin embargo, de acuerdo con la formulacién canénica del Hamiltoniano vista
en la seccién anterior, cuando términos de esta especie son agregados, la dimensiéon del
espacio fase se incrementa, sin importar que tan pequena sea la correccion. Intuitiva-
mente, parece ser entonces que el salto en la dimension, parece no ser compatible con la
definicién de correccién de alguna teoria perturbativa.

Para resolver este aparente conflicto conceptual, notese que la nueva dimensién del
espacio fase corresponde a aquellos grados de libertad los cuales no son accesibles a bajas
energias. Si todo lo que se desea es tener algiin conocimiento de cémo estos estados de
alta anergia afectan el comportamiento de los modos de baja energia, se elige restringir
los grados de libertad a bajas energias en el espacio fase. Por lo tanto, la principal
idea para comenzar esta aproximacién es proyectar la estructura simpléctica de todo
el espacio fase dentro de espacio fase de estados de baja energia y luego inducir la
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formulacion Hamiltoniana para el espacio fase reducido. Esta aproximacién puede ser
también generalizada a casos en los cuales se prefiere trabajar en un espacio fase mas
grande con un numero finito de derivadas de orden superior.

Esta aproximacion se puede ilustrar por considerar tan sélo una teoria en (0 + 1)
dimensiones con un Lagrangiano general de la forma

1 m

L=-*—Z—¢>—qgV(g.¢.d...). 2.9
50— 50— (¢,4,4, -..) (2.9)

Considérese el caso en la cual la teoria contiene derivadas de orden infinito. Bajo varia-
ciones, la accion estd dada por

oo tf
68 = — / dt(EOM)éq + {Z Pkéq(k)] , (2.10)

k=0 ti

donde, las ecuaciones de movimiento son

=/ d\" oV
EOM = §+m? —— ] == =0 2.11
v Ps es el momento canénico para ¢™
- d\"" oV
P = Goro — —— —_—. 2.12
n=k+1
La dos-forma simpléctica estd dada por
Q= "dP; ndg®. (2.13)

k=0

Habiendo hecho las definiciones anteriores, se desarrollara la aproximacién pertur-
bativa a primer orden. En el tratamiento exacto, todas las derivadas de orden superior
¢ son independientes. En la aproximacién de bajas energfas, sélo sobreviven ¢ y .
Usando las ecuaciones de movimiento, se reemplaza las derivadas de ¢ por derivadas de
menor orden. En la aproximacion a orden més bajo se hacen las sustituciones

¢™ =~ (=m*™"2%q  n=par (2.14)

(n)

Q

q (—=m2) ™= Y/26 p = impar. (2.15)

Los términos de frontera de 65 (2.10) se reducen a

([odg + 1,64)," = [(4 — g&)dq — g&184],, (2.16)
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B 00 00 - d n—2k—1 oV
=YY (-m’ (_E) D’ (2.17)

00 o] d n—2k—2 oV
a=> > (—mz)’f(—%) EROE (2.18)

k=0 n=2k-+2

Se debe enfatizar el hecho de que &, y & ambas son funciones de ¢ y ¢ via las sustituciones
(2.14) y (2.15).
Con todo esto la dos-forma simpléctica, resulta segin (2.13) como

Q=dllg ANdg+ dll1d A\ ¢ = (—1—|—gaa—§]—gaa—il)dq/\dq'. (2.19)

De aqui se sigue que los paréntesis de Poisson, estan dados por

(¢,4) ~ 1+ g% - g%- (2.20)
q q

Esto muestra que dada la modificacion de la estructura simpléctica puede aparecer no-
conmutatividad como resultado de la proyeccién a bajas energias de una teoria de orden
superior. Asi la clave de este trabajo sera considerar la cuantizacion de sistemas de orden
superior a este nivel. Ya que asi se tendra una teoria no-conmutativa. Un camino para
llevar a cabo la cuantizacién del sistema, es realizando el mapeo de Darboux (En otro
capitulo utilizaremos bases cruzadas). Este mapeo permite pasar cldsicamente a una
estructura simpléctica usual; es decir, esto es hacer a orden més bajo en g simplemente
escribiendo este paréntesis como

(z,p) =1, (2.21)
donde,
r=q+9&, p=4q—g. (2.22)

Con estas definiciones el Hamiltoniano esta dado por
H=Tlyg+ 1§ — L, (2.23)

donde, se reemplaza todas las derivadas de orden superior por las definiciones (2.14) y
(2.15). Entonces el Hamiltoniano queda de la forma

H—12 m 1% 2.24
=P+t (z,p), (2.24)
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donde, V(z,p) = V(x, p, —m2z, ...). De esta tltima relacién se observa que si V(z,p) es
acotado por abajo el Hamiltoniano también lo es.
Es facil checar que las ecuaciones de Hamilton

G=(q,H), ¢=1(¢H), (2.25)

reproducen las ecuaciones de movimiento (2.11) a primer orden en g. El correspondiente
Lagrangiano esta dado por
2
L=pi—H-= l:i“z S gV (z, ). (2.26)
2 2
Sus ecuaciones de Euler-Lagrange concuerdan con las ecuaciones de movimiento origi-
nales a primer orden en g. En consecuencia, la expresiéon final sélo contiene derivadas
de primer orden y su cuantizacién se puede obtener de manera directa. Asi, uno de
los objetivos de este proyecto sera comparar la cuantizacién en variables originales y la
cuantizacion en variables de Darboux y ver que diferencias fisicas aparecen entre dichos
procedimientos.
Para correcciones de orden superior, primero se iteran las ecuaciones de Euler-
Lagrange hasta cierto orden en g. Por ejemplo, a primer orden

—( d\" oV
2 2
g — —-m q—gzo(—a) m> (2:27)

donde se debe usar las sustituciones (2.14) y (2.15), de tal manera que el tltimo término
sea una funcién unicamente de ¢ y ¢. Derivadas de orden superiores de g pueden ser
sustituidas de igual manera por las definiciones (2.14) y (2.15) y con este obtener una
expresion que sea funcién de ¢ y ¢, al menos, hasta algiin orden en g. Diferenciando
(2.27) con respecto al tiempo repetidamente, se obtiene

n) o (_n2\n/2 ooa2\n/2-1 % _
0 =g SOty (<5) g e, (229)
=1 k=0
(n—1)/2 oo k+1-1
d oV
(n) 2\(n—1)/2 - nn-1)/2-1[ @& .
0w ) =g ST S e () S (o ).
=1 k=0
(2.29)

En general, se puede expresar todas las derivadas de orden superior en ¢ como
funciones de ¢ y ¢ solo hasta cierto orden en g. Esto ayuda a construir la dos-forma
simpléctica mas general

om, ot

+ —) dq A dq. (2.30)

Q=Y dP, Ndq"™ = dlIy A dg +dIly Adg = (— 0 T g
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El Hamiltoniano final esta definido por (2.23) con todas las derivadas de orden supe-
rior expresadas como funcion de ¢ y ¢. Las ecuaciones Hamiltonianas dan las ecuaciones
de movimiento hasta un orden ¢g"**.
Una Lagrangiana efectiva puede ser definida como

~

L =pi—H, (2.31)

para un par de variables conjugadas (x,p) = 1. Para tales Lagrangianas no se espera que
se viole la unitariedad ya que estas solo dependen de primeras derivadas. Para entender
de manera mas coherente el método, en la siguiente seccion se hard un ejemplo.

2.3. Ejemplo

Para aclarar ideas, se propone el siguiente modelo como una simple aplicacién de la
teoria perturbativa desarrollada en la seccién anterior

1, a .
L=354"+ 54 + 94" (2.32)

La ecuacién de Euler-Lagrange se sigue
i = aq+ 9q° + 29(¢)?, (2.33)

donde (2) significa la segunda derivada con respecto al tiempo. Los momentos, por otra
parte, estan dados por el siguiente par de expresiones

p=3q-29(qi)", =294 (2.34)

Considerando que g es el parametro de perturbacién (este pardmetro es mucho menor
que uno), se utilizara el método desarrollado en la seccién anterior. Lo primero por hacer
es iterar las ecuaciones (2.33). Hecha la iteracién se obtiene a primer orden en g

i~ aq+ g(5a’¢* + 4a¢*) + O(g*). (2.35)

Introduciendo esta aproximacién en los momentos (2.34). Estos a primer orden en
g, quedan de la forma siguiente:

p=q—4g(aqq) + O(¢®), m=2g(aq®) + O(g*). (2.36)

Se puede ver de este par de momentos que unicamente dependen de ¢ y ¢, tal como lo
se habia mencionado anteriormente. E1 Hamiltoniano por otro lado segin el formalismo
de Ostrogradski esta dado por

H=pj+mi— L. (2.37)
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Introduciendo la aceleracién (2.35) y los momentos (2.36), se obtiene el siguiente Hamil-
toniano a primer orden en g

1. a .
H= §q2 - §q2 + g(ag® — 4aqq®) + O(g°). (2.38)

Para poder obtener los paréntesis de Poisson, se tiene que construir la dos forma
simpléctica. Esta estd dada a primer orden en ¢ dada por

Q =~ [1+ 8agq + O(g*)|dg A dq. (2.39)
En consecuencia los paréntesis estan dados por
{g,4} = 1+ 8agg + O(g?). (2.40)

Sin embargo, el Hamiltoniano esta definido en términos de los momentos y no de las
velocidades, por lo cual definimos el momento como

P~ ¢ — 8agqq + O(g°). (2.41)
Esta definicién se sigue de

{¢.p} = 1. (2.42)

De la ecuacién (2.41), se puede despejar las velocidades en términos de g y p, es
decir,

q ~ p +8aggp + O(g?). (2.43)
Introduciendo esta ecuacion en el Hamiltoniano (2.38), se tiene

H = %pz - ng +g(ag® — dagp®) + O(g°). (2.44)
Obsérvese que este Hamiltoniano depende tinicamente de p y de ¢, los cuales satis-
facen relaciones de conmutacion canénica. Con lo cual, en principio, se puede promover
estas variables a oparadores Hermiticos y obtener la teoria cuantica. En los préximos
capitulos se utilizara este formalismo para mostrar la relacion entre la no-conmutatividad
y las teorias de orden superior.



Capitulo 3

Estructuras No-canonicas

En este capitulo, se hace una breve introducciéon de teorias no-conmutativas, desde
el punto de vista del potencial simpléctico. La no-conmutatividad en este sentido se
introduce por medio de una estructura simpléctica no trivial. Por otra parte, la solucién
de la teoria cuantica con el método que se describira a continuacién, proporcionara una
teoria en variables que satisfacen las relaciones de conmutacion canodnica, sin enbargo,
estas variables inducen nuevos géneros de interacciones proporcionales a los parametros
de conmutatividad en el sistema.

3.1. No-conmutatividad y Paréntesis de Dirac

Considérese el siguiente conjunto de variables 2% = {¢°, ¢*, po, pi}, cona =1, ..., 2N +
2 hasta las 2N + 2 variables del espacio fase, de un sistema reparametrizado en la
formulacion Hamiltoniana. En este caso no se tiene una accién de segundo orden. Sin
embargo, se puede considerar la accion de primer orden, dada por

S — / P AL(2)E — Ad(2)], (3.1)

1

donde A,(z) es el vector potencial, el cual se usara para generar una estructura simplécti-
ca arbitraria, asociada con los paréntesis de Poisson en la formulacion Hamiltoniana.

Para analizar este sistema se utilizara el método de Dirac para sistemas constrenidos.
De manera inmediata se puede inferir de la forma de la accién que el Hamiltoniano
canoénico esta dado por

H. = A\p(). (3.2)
Los momentos, por otra parte,

Pza = Aa(z)> (33)

19
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es decir, dado el hecho de que los potenciales simplécticos no dependen de las derivadas
temporales de las variables, se concluye que se trata de constricciones del sistema. Por
consecuencia, estos momentos guian al conjunto de constricciones siguientes:

Xa = Pza — Aa(2). (3.4)
Consecuentemente, el Hamiltoniano total para esta teoria es
Hp = Ap(z) + 1 Xa- (3.5)

Por otra parte, de la evolucién de las constricciones se obtienen las siguientes condiciones
de consistencia

0
Xa = {pza - Aa(z)> HT} =—A gij) ,Ubwab ~ 0> (36)
donde,
Wap = 04 Ap — OpAq = {ch Xb}- (3-7)

Esta matriz antisimétrica, jugara el papel de la estructura simpléctica de la teoria. Se
asumira en lo que sigue, que la matriz wg, es invertible, de manera que se determinard to-
dos los multiplicadores de Lagrange p®, se sigue entonces que todas las constricciones
Xa, son de segunda clase. Nétese que en el caso en el que la estructura simpléctica es
degenerada, al menos una de las y, es de primera clase, pero en este caso el nimero de
grados de libertad de la teoria generalizada, no corresponderd a los grados de libertad
de la teoria original. En consecuencia, en lo que sigue se asumira que las constricciones
X son de segunda clase.

Ahora, a fin de imponer estas constricciones como condiciones fuertes en la cuanti-
zacién, se debe construir los paréntesis de Dirac asociados a dichas constricciones

{A, B}p = {A, B} — {A, xa}w""{x», B}, (3.8)

donde w™, es la matriz inversa de wy. Calculando los paréntesis de Dirac de las coorde-
nadas con la anterior expresion, se obtiene

{2%, 2"} p = w™. (3.9)

es decir, cudntizar una teoria con un potencial simpléctico no trivial, resulta en la no-
conmutatividad de los operadores cuanticos correspondientes a las coordenadas del es-
pacio fase:

(2%, 2% = ihw™. (3.10)

El caso mas simple corresponde, a la usual dlgebra de Heisenberg de la mecéanica cuantica
ordinaria, para la cual la matriz inversa de la estructura simpléctica, toma la forma

W = ( _% g ) (3.11)
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Es decir, se ha construido un procedimiento general para cuantizar una teoria con una
estructura simpléctica arbitraria. Una interesante caracteristica del formalismo es que
por incluir al tiempo como una variable candnica, permite considerar la no-conmutativi-
dad entre el tiempo y las coordenadas del espacio. Ademds, dada una estructura sim-
pléctica se puede construir la correspondiente accion y luego cuantizarla ya sea por uso
de la integral de trayectoria con constricciones de primera y segunda clase, o por uso del
método de Dirac, donde las constricciones de primera clase actian como operadores en
los estados, imponiendo condiciones suplementarias sobre ellos. Es interesante notar que
dada una estructura simpléctica la solucién para los potenciales A,, no son determinados
de manera unica, entonces todos estos sistemas tienen la misma estructura simpléctica,
todas las teorias posibles estan conectadas por una transformacién candnica. La cual
puede no ser unitaria dando lugar a macanicas cuanticas no equivalentes.

3.2. No-conmutatividad del Espacio Tiempo

3.2.1. Momento Conmutativo

Como primer ejemplo del formalismo desarrollada en la seccién anterior, considérese
el caso en el cual los momentos conmutan, es decir, un algebra de Heisenberg generada
por

t,z] =1k, [z,p;] =ih, [t,p] =1h, [pi,p:] =0. (3.12)

La estructura simpléctica es

0 0 10

-6 0 01

ab
w 1 o000 b (3.13)
0 -1 00
con inversa, dada por

00 —-10

00 0 -1

01 —6 0

De la ecuacién (3.7), obsérvese que se tiene que resolver el siguiente conjunto de ecua-
ciones, para el potencial simpléctico

OA 0y 0Ay 0Ay _ OA_ 04

op. ot Op. oz Op Op.

(3.15)
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Ahora, es facil ver que la solucién de estas ecuaciones no es unica, ya que se tiene la
misma estructura simpléctica relacionada via una transformacion canénica. Se tienen las
siguientes dos posibles soluciones

Al = P, A2 = Pz, A3 = 07 A4 = ept (316)

0 0
Av=pi,  As=pe, As=—gpe,  Ai=gpr

Con el primer conjunto de ecuaciones (3.16), la accién canénica toma la forma

SZ/EWWG+@W+m@—Mm+H@LMM- (3.17)

T1

De esta ecuacion se puede ver que es natural introducir la variable candnica asociada al
tiempo, luego se define

t=t+0p,. (3.18)

Para esta nueva variable, la estructura simpléctica es reducida a la estructura usual.
Este nuevo tiempo es conmutativo y satisface

[t,pt] =ih, [t,x] =0. (3.19)

Sin embargo, ahora introduciendo este nuevo tiempo en la acciéon, se tiene una modifi-
cacion para el Hamiltoniano. La accion resultante es

S= [ dripd + pi — A+ HGE ~ 0p2,.2)) (3.20)

T1

Obsérvese que si el Hamiltoniano depende del tiempo, se introduce un nuevo género
de interaccion que es proporcional al pardmetro de conmutatividad # y al momento
en la direccién espacial. En esta teoria tiene un conjunto completo de observables que
conmutan, dado por (£,7). De manera tal, que en la representacién de coordenadas
definen los estados

t, x> (3.21)

La condicién de cuantizacién de Dirac, se vuelve ahora en
L0 y
—zha — H(t —0p,,x,p.) |(x,t) = 0. (3.22)

Aqui, se observa que en el caso en el que el Hamiltoniano no depende del tiempo, la
ecuaciéon de Schrodinger no ha sido modificada.
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Otra forma de cudntizar la teoria (3.20) es por medio de la integral de trayectoria.

Usando la base (3.21), es muy facil ya que se sigue el procedimiento usual. Por ejemplo,
si se desea calcular el propagador

< E2,1’2|E1,[L’2 > . (323)

Se puede usar el procedimiento normal para cuantizar una teoria con constricciones de
primera clase. Se tienen tan sélo dos puntos extras a considerar: primero se tiene que
imponer una condiciéon de norma. Para este caso se puede usar una norma candnica
usual, por ejemplo, t = f(7). Por lo tanto, se impone la no-conmutatividad a nivel de la
accion usando la estructura simpléctica y no a nivel de la condicién de norma. El segundo
punto que se tiene que tomar en cuenta, es que cuando se tiene una teoria dependiente
del tiempo, el Hamiltoniano aparecera en la misma manera una dependencia extra en el
momento p,, que puede implicar la imposibilidad de calcular la integral de trayectoria
sobre el momento. Sin embargo, estos son los problemas usuales que se tiene al calcular
integrales de trayectoria con acciones en términos de variables con potencias méas grandes
que dos.

Ahora, si se considera las otras posibles soluciones a las ecuaciones (3.15) la accién
resultante esta dada por

2 0 ° 0 °
S = / dr {pt (t + 52%) +Ps (t - 52%) —A(pe + H(t,:v,pm))]- (3.24)

En esta ecuacién, es natural introducir un nuevo conjunto de variables, correspondientes
a un nuevo tiempo y una nueva coordenada espacial t =t + gpm vy =1t-— gpm. En este
caso la accién (3.24) se reduce a

2 . . 0 0
S = / dr {ptt + P — )\(pt + H(t + §pm,t — §pm,pm))}. (3.25)

Este nuevo conjunto de variables satisface las siguientes relaciones de conmutacién:
6,2 =0, |[f,p]=1ih, [Z,p.]=ih. (3.26)

Usando como conjunto completo de observables que conmutan (£, %), la nueva ecuacién
de Schrodinger es

(—z’h% — H(f — gpm,f+ gpm,pm))w(:it, f)=0. (3.27)
Para esta ecuacion de Schrodinger se ve que, inclusive en el caso en el que el Hamiltoniano
no dependa del tiempo, existen modificaciones originadas por la no-conmutatividad. En
consecuencia, se puede ver que la nueva teoria puede ser no-unitaria, entonces, las par-
ciales con respecto a { y que dependen de algiin género de interaccién. Este tipo de cuan-
tizacion es producido usando el producto de Moyal para teorias con no-conmutatividad
espacio-temporal.
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Sumarizando, obsérvese que dependiendo el tipo de soluciones que se propongan
para las ecuaciones (3.15), se tienen teorias cuanticas completamente diferentes, pero las
teorias clasicas son equivalentes en el sentido de que estan relacionadas por transforma-
ciones candnicas en el espacio fase extendido. Un punto a notar es que para ambos tipos
de soluciones de las ecuaciones (3.15), las constricciones no son modificadas, entonces
en ambos casos el nuevo tiempo es la variable canénicamente conjugada a el original p;
y entonces las constricciones generadas por la invariancia bajo reparametrizaciones. Se
vera en la proxima seccién que este no es el caso cuando los momentos no conmutan con
ellos mismos.

3.2.2. Momentos No-conmutativos

Considérese el caso en el cual los momentos no conmutan. Si se asume que la estruc-
tura simpléctica esta dada por

[t> l’] = 2h9> [$>pm] = Zh> [t>pt] = Zh> [pt,pm] = Zhﬁ (328)

Para este caso la estructura simpléctica esta dada por la siguiente matriz:

0 ¢ 10
-6 0 01
ab __
W= 0 08 | (3.29)
0 -1 =8 0
con inversa, dada por
0 o6 ~ O
-6 0 0 v
-1
Wab = 3 0 0, | (3.30)
0 —y —p O

Donde los pardmetros «, 9, v y p, dependen sélo de los parametros no-conmutativos 6
y (3, de la siguiente forma:

a=1-280+p%? ~=-1+p0, 6=03-73%, p=0-—736% (3.31)

Ahora se resuelven las ecuaciones (3.7), obteniendo la solucién méas simple, la cual
estd dada por

1
(’}/pt + 61’), A2 = _%pm> Ag = —gpm, A4 =0. (332)

«

Ay

Introduciendo esta solucién dentro de la accion, se tiene

S = /:2 dT((—’}/pt - 5z)é + L (—yz — ppe)° — )\gb). (3.33)

i
1 «
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Para esta accion se observa que las coordenadas simplécticas naturales son

1(7z—+pp0- (3.34)

1
(vpe +0z), T=-——
(6]

Pt =——

a
El conjunto de variables del espacio fase (t,Z,p:,p.) satisface las relaciones de con-
mutacién canénica. En términos de estas variables la accién (3.33) es

S = / A7 (Pet + pu — AG(t, T, B, D)) (3.35)

T1

Ya que, el momento conjugado al tiempo es ahora p;, la forma funcional de la constriccion
cambia, en vista de que se necesita escribir la constriccién en términos de las nuevas
variables. La nueva constriccion esta dada por,

O(t, T, Py, pz) = Pr + BT+ H(t, T + 0Dy, Da). (3.36)

En este caso se ve que la nueva constriccion adquiere un término extra, el cual es nulo
para el caso de la conmutatividad del momento. También en el Hamiltoniano se obtienen
modificaciones, inclusive en el caso de Hamiltonianos independientes del tiempo. Sin
embargo, si se considera una transformacion canénica generada por F = —é(PPth—l-&Bt),
las nuevas variables candnicas son,

1(7t—-ppm) (3.37)

1 _
, —6t), f=——
(vp ) o

Do = ——
«

De (3.34), se sigue que para este caso la constriccion toma la forma

¢({>$>pt>pm) :pt+H({_9pm>zapm_ﬁi)' (338)

A nivel cudntico se observa que en el caso de t —0p,, es independiente de la constriccidén,
de lo cual se sigue que ésta adquirird una dependencia temporal en el nuevo tiempo ¢,
pero la teoria serd unitaria, se tienen entonces derivadas lineales en t.

Tal que, la no-conmutatividad del espacio tiempo en el sentido de la mecénica cuanti-
ca serd unitaria o no dependera esencialmente en la selecciéon de la base en la que se
cuantiza la teoria. A nivel clasico todas estas bases son relacionadas por medio de una
tranformacion candnica, pero a nivel cudntico cada seleccion producira diferentes teorias
cuanticas. Sin embargo, aiin se tiene un tipo de base extra que se puede elegir, donde
el uso de la integral de trayectoria en una teoria no-conmutativa en dos dimensiones
[, y] = ih, una base cruzada, que se puede usar como un conjunto completo de observa-
bles de los operadores (x, p,). En el caso que se trata aqui implicard usar la base |t, p, >
o la base |z, p; >.
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3.2.3. Bases Cruzadas

Para entender més claramente la diferencia entre el uso de bases cruzadas y las bases
usadas en las secciones anteriores, se asumird que la estructura simpléctica (3.29) y el
Hamiltoniano son de la forma

2
Py
2m

H=2 1 v (3.39)

Astumase, ahora que se desea una teoria cuantica en la base |t, p, >, esto implica que a
nivel clasico se considerara una accion donde se fijen las condiciones de frontera en las
variables t y p,. Con esto en mente, la accién equivalente a (3.17) estd dada por

T2

S = / dr[pit + Opipr — xpr — Mpe + H(t, 7, p2))]. (3.40)
T1

Se observa que esta ecuacién difiere de (3.17) por una derivada total. Para cuéntizar

la teoria se pueden seguir dos procedimientos de las secciones anteriores, por uso de

la ecuacién de evolucion cuantica se necesita realizar los operadores Z y p, en la base

|t, pr >, esto puede ser hecho muy facilmente dando el resultado

iw(t>pm) = Zh(apz - 93t)¢(t>Pm), ﬁtw(t>pm) = _Zhatw(t>pm) (341)

A fin de obtener la evolucién cuédntica, sustitiyanse (3.41) dentro de las constricciones
para obtener

(—mat + % V(¢ iR(D,, — eat)))w(t, ps) = 0. (3.42)

Se ve que la teorfa cudntica que aparece en la base cruzada |t, p, > no es equivalente ni
a (3.22) ni a (3.27). Pero desde luego todas son equivalentes en § = 0. También se tiene
que el mapeo de la accién (3.40) a la accién (3.20) es un mapeo no-canénico, mapeo
dado por (3.18). En consecuencia, la teoria cuantica (3.41) puede ser no-unitaria por
una simple dependencia en la coordenada x, porque esta realizada como en (3.40).

Una posibilidad extra es construir la teoria cuantica para la estcructura simpléctica
(3.29) es usar la base |z, p; >, en este caso la accién serd

S = / dr[pe® — Opupr — tpe — Mpe + H(t, 2, p))]. (3.43)

T1

y la ecuacién de la evolucién cuantica resulta,

(= g2+ V(0,i000, +00.) ) t,) = 0. (340

Un punto interesante para esta base, es que para un potencial independiente de t, la
teoria cudntica no da correcciones de la no-conmutatividad del espacio-tiempo.

En el capitulo seis se mostrara ampliamente el uso de bases cruzadas, se mostraran
los puntos méas importantes del uso de bases cruzadas a través de varios ejemplos, los
cuales demuestran con gran amplitud los alcances del uso de bases cruzadas.



Capitulo 4

Modelos Mecanicos de Teorias
No-conmutativas

En este capitulo se realiza un resumen de algunos modelos que muestran no-conmuta-
tividad, sin embargo, los modelos presentados aqui muestran que la no-conmutatividad
surge de tomar ciertos limites de los parametros de la teoria o bien ésta se postula como
una propiedad intrinseca del espacio fase. En el proximo capitulo se contrasta con los
resultados obtenidos de los modelos presentados en este capitulo.

4.1. Modelo de Chern-Simons de Primer Orden

El estudio de la teoria cudntica de campos en el espacio-tiempo tridimensional (2+1),
especialmente en modelos de norma, fue iniciado en los anos ochenta y en la actualidad
es un amplio campo de investigacion, no sélo por razones pedagdgicas y matématicas,
sino que son teorias importantes en la dindmica planar [40, 42], cuerdas cosmoldgicas
[31] y efecto Hall cudntico [38]. Estos modelos son de particular interés ya que contienen
una estructura especial. Esta estructura estd contenida en los términos de Chern-Simons,
que son convenientes en tres dimensiones (més generalmente en dimensiones impares),
ya que dan lugar a fendmenos topoldgicamente intrincados sin andlogos en dimensiones
pares. Los modelos que estudian dichos fendmenos estan descritos, en el caso general,
por Lagrangianos que surgen como consecuencias de las fuerzas de Lorentz

L= %qz + Zq -A(q) - eV(q). (4.1)
Este Lagrangiano describe una particula de masa m y carga e que se mueve en un
campo magnético externo B; = ¢€;;;,0;A; y un campo eléctrico, E; = 0;V, respectiva-
mente. Considérese el caso mas simple, donde, el movimiento es bidimensional ¢ = 1,2
y posee simetria rotacional, A*(q) = ¢“¢’ A(q), V(q) = V(q). Sin embargo, si se resuelve
el modelo simplificado del modelo anterior, tomando un campo magnético constante,
A(q) = —B/2 < 0 y un potencial escalar cuadratico V(q) = kq*/2 > 0. Es decir, se
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estudiara el Lagrangiano
m B k
5 q + 5 qxq 2q ) (4.2)
donde se ha hecho e, ¢ y h iguales a la unidad.
Es claro que la ecuacion (4.2) es andloga a la densidad Lagrangiana £ de la elec-
trodindmica tridimensional topolégicamente masiva en la norma de Weyl (A° = 0):

L= %Az + gA x A — %(V x A)?. (4.3)

Las correspondientes variables dindmicas son A(t,x) y q(t) de (4.2) y (4.3) respectiva-
mente; los términos potencial y cinetico en (4.2) son anélogos a los términos de Maxwell
(primero y ultimo) en (4.3); la dependencia de la velocidad, campo magnético e inter-
accién de Lorentz en (4.2) son términos de Chern-Simons proporcionales a p en (4.3).
Reescalando A — \/k/pA y haciendo tender y — oo, los términos de Maxwell desa-
parecen de (4.3), dejando sélo el término de Chern-Simons en un espacio fase reducido:

,CCS = gA x A. (44)

Para el correspondiente limite en (4.2) se considera m y k iguales a cero; en efecto, la
reduccién del espacio-fase ha sido llevada a cabo sélo con m = 0:

B k

Lo= —qx{— ~q°. 45
0=54x4-35q (4.5)

Como se mostrard mas adelante la reduccién en las variables del espacio fase altera la
estructura simpléctica.
Para la teoria (4.2), el momento canénico estd dado por

oL . B

V=g = mi = 50, (16)
y su Hamiltoniano
1 7. B. 1. B. E oo
H — |t Zgi | |t Sk gk | L it 4.7
(p,q) 2m{p+26 quJr2e q]+2qq (4.7)

Los conmutadores de las variables anteriores son:
4. ¢’ =0, [p,p]=0, [¢' p]=1i0". (4.8)

De estos conmutadores las ecuaciones de Hamilton pueden ser escritas como

B =ilH,p] = 5 € {p’ + 56’%'“]—1{@,
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Estas son resueltas via la sustitucion

i i L1, B
qzwmng&+—wﬂ. (19)

2(t) = ¢'(t) +ig*(t)

— ilB/2m)t [Z(o) cos Ot + % sin Qt] : (4.10)
p(t) = p'(t) +ip*(t)
— ¢ UB2Mp(0) cos QU — mz(0)Qsin Q] (4.11)
2 1/2
o= | B kT (4.12)
am?  m

De otra manera, la teoria (4.5) estd descrita por un Lagrangiano de primer orden.
Los pasos formales que efectuan la reduccién a nivel de operadores puede ser hecha
considerando lo siguiente: de (4.6) y (4.7) se ve que tomando el limite m — 0 requiere
constrenir a cero las siguientes cantidades

% %

B ... .
X'=p"+ =€'¢ (=mq"). (4.13)

2

En el formalismo de Dirac descrito en secciones anteriores, estas constricciones son de
segunda clase, ya que se tiene
X' Xl = iBe? # 0, (4.14)
lo cual indica que la estructura simpléctica debe ser modificada por los paréntesis de
Dirac entre el par de operadores A y B:
]

(4. Blp = [4,.B] ~ ilA.x] 5[ B, (4.15)

Por otra parte, el Hamiltoniano para ésta teoria reducida esta dado por

k
Hy = §q2. (4.16)

Con la ayuda del conmutador (4.15), se obtiene lo siguiente:

4", ¢’ = —EE”, (4.17)

las ecuaciones de Euler-Lagrange de (4.5) son reproducidas

q = Z[H(bq] = _EE qu> (418)
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y resueltas por la siguiente funcién:

2(t) = ¢Ht) +ig?(t) = 2(0)e! /B, (4.19)

De esta manera el conmutador (4.17) de la teoria reducida permite construir la
estructura simpléctica via el paréntesis de Dirac del modelo constrenido.

Finalmente, nétese que en el limite m — 0 las soluciones (4.11) de las ecuaciones
dindmicas, satisfacen la constriccién (4.13) y pasan a ser (4.19). Esto se observa, cuando
se reconoce que en el limite de masa cero se tiene

B k
O g :
2m + B’ (4.20)

y aquellos términos que oscilan cuando m — 0 deben ser despreciados.

Todos los operadores se comportan suavemente en el limite m — 0, los valores
propios y las funciones propias poseen un comportamiento interesante. Los estados que se
consideran son estados propios simultaneos del Hamiltoniano y del operador de momento
angular.

Para la teoria completa, el momento angular esta dado por

M=q X p, (4.21)
el cual genera rotaciones bajo conmutacién, con la ayuda de (4.9)

iM, ¢'] = —e¢’. (4.22)
En la teoria reducida, el operador de momento angular, obtenido del teorema de Noether

de (4.5) o por imponer la constriccién (4.13) en (4.21), es dado por la siguiente expresién:

B
MO = qua (423)

la cual también genera rotaciones con el conmutador (4.17)
i[My, ¢'] = —€“¢’. (4.24)

Los estados propios simultaneos de M y H, son los siguientes:

M|N,m >=n|N,m > (4.25)

H|N,m >= E(N,n)|N,m > (4.26)
B

E(N,n) = Q2N +|n|+1) — o (4.27)
m

y estan dadas en la representacién de coordenadas por normalizacion de las funciones
de onda como

NI 1/2 . 2
_ (1+|n))/2,.|n| ind —(m/2)Qr? 1 |n| 2
< q|N,n >= {77T(N—|—|n|)!] (m€) re™e Ly (mQr?)
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(4.28)
Aqui L'ﬁ' estd asociada con los polinomios de Laguerre, que satisfacen la ecuacion diferen-
cial
L)+ (il 41— )L () + NI @) =0 (.29
wo— Ly (W n w) oLy (w N (w)=0. .

donde N es una entero no-negativo que asegura la normalizacién.

En la teoria reducida Hy (4.16) y My (4.23), esencialmente coinciden. Del conmutador
(4.17) y las expresiones cuadraticas para el Hamiltoniano (4.16), se puede reconocer que
Hy tiene la estructura de un oscilador arménico. (Identificando ¢! y —Bg? con el momento
canénico conjugado del par de variables) Entonces el espectro de energia es

Hyln >= Ey(n)|n >

k 1
Eo(n) = E{n—l—ﬂ, n=20,1,... (4.30)

Sin embargo, el espectro del momento angular consiste de semienteros positivos

Myln >= (n+1/2)|n > . (4.31)

Para describir estos estados propios de la teoria reducida por funciones de onda,
una direccién debe ser elegida, de tal manera, que se elige una o dos coordenadas que
conmuten. Para el presente caso, es conveniente usar la representacion holomérfica. Esta
representacién esta definida como

. B .
i= /50— i), (4.32)

junto con su conjugado

B
&T==\/g§(q1%—iq2% (4.33)

los cuales satisfacen

[a,a] = 1. (4.34)
Por lo tanto, si se elige los estados < «f tal que

< ala =< ala’ =< a|y/B/2re®, (4.35)
luego los estados |1 > pueden ser descritos por funciones de onda que dependen de «

<alyp >=y(a), (4.36)
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El operador a' actud en estas funciones por multiplicacién y & por diferenciacidn;
la relacion adjunta entre los dos operadores sigue siendo mantenida por virtud de la
medida.

< ala'ly >= ap(a),

< afaly >= L(a), (4.37)
do
i do*dala >< ale™1*” =1,
2im
1 B , , B
——dotdo = — = . 4.
2mda dov 27qu dq 27T7’drd9 (4.38)

Dentro de la representacion holomorfica, se tiene

n
vl

La energia y las funciones propias del momento angular son las funciones de onda del
oscilador arménico, las cuales involucran los polinomios de Hermite H,, y la frecuencia

k/B:

< aln >=

(4.39)

Un(z) = Hﬂ%]m ! ]l/an(m)e—<k/2B>m2. (4.40)

21

Ahora se examinaran como todas las cantidades de la teoria completa en el limite
m — 0 y las correspondientes cantidades de la teoria reducida son obtenidas en este
limite.

El espectro de energia (4.27) diverge conforme m — 0:

B k
2N+ n|—n+1)+ =S(2N + |n| +1). (4.41)

E(N —

Sin embargo, se puede remover esta cantidad infinita en N = 0, n > 0 estados, de lo
cual se tiene

Bk
E,|n]) = 5—

-+ glnl+1). (4.42)

Es decir, en el limite m — 0 todos los estados con N > 0, asi como aquellos con N = 0
y n < 0 son separados por una banda infinita que separa los estados con N = 0y
n > 0. Los estados sobrevivientes, en los cuales el momento angular esta alineado con
un campo magnético externo estan en correspondencia uno a uno con los estados de la
teoria reducida.
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Una similar discrepancia esta presente en el espectro de momento angular para la
teoria completa. El espectro del operador M contiene sélo valores enteros; en la teoria
reducida M, posee sélo valores semienteros.
Las funciones de onda que sobreviven, en el limite de masa cero son

1/2 Inl/2
<ql0, |[n[ >— {E] {E} ! plnlgilnl o= (B/4)r?

w) 2]

B1'* 1 . B1'? .
= { } /"2 = {—] <aln>e @2 (4.43)

2r]  /Inl! o

Es decir, las funciones de onda de la teoria completa no se aproximan a las de la teoria
reducida. No se puede de otra manera, formar una dependencia en las dos variables
¢' v ¢* (o a y a*), dnicamente por la eleccién de la polarizacién. Sin embargo, las
funciones de onda estan normalizadas y su correspondencia en sus argumentos no puede
desaparecer. Nétese, sin embargo, que en la representacién holomoérfica la normalizacién
de la polarizacion estd relacionada en el limite de masa cero por

b1 . da*d .
d*q| < q0, |n| >— dqldq22——a*a|n|e_a a2 Oé| <aln > [Pem, (4.44)
7T

n! 2w

Desde luego, las relaciones que se obtienen del limite de masa cero entre las funciones

de onda toman diferentes formas en las diferentes representaciones. Como es bien sabido,

el Hamiltoniano (4.7) es equivalente a dos osciladores desacoplados unidimensionales,
descritos por el par de variables canonicas (p4,q+) v frecuencias w:

- 1/2 1/2
Wi mw
pr = ] p' { ] 7,

| 2m(2 2
TmQY? 1 )
_ 4.45
G+ _2%] TF (4.45)
B
wi:Qj:—.
2m

Es decir, las funciones de onda del problema completo pueden ser representadas en las
coordenadas modificadas:

< q+|N,n >=uy (q4)u, (q-),

In| £ n
2 )

donde u son las funciones de onda de los osciladores arménicos (4.40) con frecuencia
wt. En el limite de masa cero, wy ~ B/m + k/B, w_ ~ k/B, s6lo los osciladores con
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signo menos sobreviven y las relaciones limite ahora conectan las funciones de onda
(4.49) y (4.40), en una manera consistente con la preservacién de las normas:

| dael < aulodnl > P = fun (o) (1.47)
Alternativamente, uno puede usar las versiones holomorficas de (4.49),
i

1
= — |y +
a+ \/5 { wig+ mpi

< aylal =< asloy, (4.48)

y las funciones de onda son simplemente

an+ an,
<ai|N,n>=—2 S— (4.49)
n+! n_!
entonces, se tiene
In|
< 4|0, |n| >= —.
n]!

En consecuencia, se observa que la relacién entre (4.49) y (4.39) es directa. Por otra
parte, la normalizacién propia estd asegurada por el factor de medida holomérfica.

En el capitulo siguiente se hace una extension del modelo presentado en esta seccién,
la extension consiste en incrementar el orden de la teoria, es decir, en el término de
Chern-Simons se introduce una segunda derivada con respecto al tiempo. El motivo de
esta extensiéon es mostrar la relacién de la no-conmutatividad y el orden de la teoria.

4.2. Oscilador Armoénico Anisotrépico

En la seccion anterior se mostrd que la no-comutatividad en las variables espaciales,
surgia de tomar el limite de masa cero o equivalentemente de tomar un campo magnético
intenso. En esta seccion se considerard la no-conmutativida desde otra perpectiva. Dicha
perspectiva serd considerar el algebra:

[l’k, [L’j] = 'é@kj, (450)
[pk,pj] = 'éBkj, (451)
[a?k,pj] = z'ékj, (452)

donde Oy; y By, son matrices antisimétricas, dichas matrices generalizan la no-conmutati-
vidad de la geometria del espacio fase. No obstante, lo interesante de esta generalizacion
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de las relaciones de conmutacion, es que estas no satisfacen las relaciones de conmutacién
canonicas, en el caso canénico como se sabe, la forma para construir la teoria cuantica,
es considerar operadores Hermiticos en un espacio de Hilbert que satisfacen relaciones
de conmutacién canodnicas, sin embargo, también es posible construir representaciones
para el caso no-canénico considerando bases asociadas a los observables. En esta seccion
solo se estd interazado por representaciones del algebra candnica, para ello, se tiene que
construir el mapeo de Darboux y hacer que se cumplan las relaciones de conmutacién
canodnicas. Explicitamente el mapeo de Daboux esta dado por el mapeo lineal siguiente:

Ti = Q50 + bijﬁj, (453)

pi = cij3; + dija. (4.54)
donde las variables «; y [3; satisfacen

lag, aj] =0, (4.55)

[Br, 8] = 0, (4.56)

[Oék, ﬁj] = Z(Skj (457)

ademas, a, b, ¢ y d son matrices de N x N. Antes de iniciar en los detalles del método,
primero se tienen que determinar las condiciones que estas matrices deben satisfacer.
Estas condiciones son obtenidas por requerir la preservacion de las relaciones de con-
mutacién (4.50), (4.51), (4.52) y (4.55), (4.56), (4.57). Los resultados de preservar las
relaciones de conmutaciéon son los siguientes:

ab® —ba’ = ©, (4.58)

cd® — dc' = -B, (4.59)
ca’ —bd" =1 (4.60)
Las ecuaciones (4.58), (4.59) y (4.60) determinan la estructura de las matrices de trans-

formacion. A fin, de ilustrar como el procedimiento precedente trabaja, considérese un
oscilador bidimensional no-conmutativo, descrito por el Hamiltoniano

1
H = Z[p? 21 4.61
5 [P + 7] (4.61)

Por simplicidad, se ha elegido la masa y la frecuencia como unitaria. Introduciendo
las ecuaciones (4.53) y (4.54) en el Hamiltoniano (4.61), se encuentra una forma equiva-
lente del oscilador armoénico en variables canénicas

1
H = (aikaim + digdim ) Qg O, + B (Ckicim + bribim ) BrBm

N —

1
+§ (Cikbim + Cimdir) (B + Bmaur). (4.62)
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Notemos algunas cosas interesantes con respecto a este Hamiltoniano: la primera de
ellas es que aparece un término mezclado debido a la naturaleza cuadratica del Hamil-
toniano y al hecho de que los mapeos (4.53) y (4.53) son lineales en las variables a; y
0;. Este es un punto fundamental de la no-conmutatividad, ésta introduce interacciones
sin que las teorias originales las posean. La segunda de ellas, es que bajo una eleccién
adecuada de las matrices a, b, ¢ y d el Hamiltoniano puede tomar una expresion menos
compleja que la que aparece en (4.62).

Resolviendo las ecuaciones (4.58), (4.59) y (4.60), se tiene una de las solucionas mas
simples que se pueden encontrar y el Hamiltoniano toma la forma

1 1
donde

Q= %[9+B+nt\/4+(9—3)2}, (4.64)

1
92:%[9+B—nt 4+ (0 — B)?, (4.65)

ademas t y n pueden tomar los valores de +1. Estos parametros toman el valor de 1
si B <1/0y —1si B > 1/6. Hasta este punto, se ha encontrado una solucién con
un oscilador armonico isotropico. No obstante, no es la tnica soluciéon que existe y en
realidad dichas soluciones son infinitas, pero lo sorprendente es que todas las soluciones
tienen el mismo espectro cuantico.

Otra elecciéon de matrices, proporciona el siguiente Hamiltoniano

B
H = hia? + h 37 — Q%Eijaiﬁja (4.66)
2
1
b= [+ 50 F VR, (4.67)
62 1
hy = o [1+ ﬁ(l +vk)?]. (4.68)

Se puede reconocer el Hamiltoniano (4.66), como el Hamiltoniano para un oscilador
armoénico conmutativo e isotropico en dos dimensiones con un término adicional propor-
cional al momento angular bidimensional L = €;;c;03;. Este término es un remanente de
la no-conmutatividad, uno de los efectos mas importantes de la no-conmutatividad. Un
término similar surge del acoplamiento del momento angular con un campo magnético
externo.

La solucién cuéntica de este sistema es

Enpan = 23/ hiha(2n, + m| +1) + (6 + B), (4.69)
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con los nimeros cuanticos tomando los valores n, = 0,1,2,..., m =0, £1,+2, .....
Insertando los valores de hy y hy en

(UZQ\/ hlhg = %\/44—(9—3)2. (470)

Esta ecuacion nos muestra la independencia del espectro del parametro a y tal como se
menciond anteriormente, el espectro cuantico queda determinado de manera tinica por
los parametros iniciales de la teoria.

Como ya se menciond, uno de los principales motivos de la presente tesis es mostrar
la relacion entre la no-conmutatividad y el orden de la teoria. En los capitulos 5 y 6 se
muestra este hecho, sin embargo, la cuantizacién de estos sistemas no se puede hacer
de manera directa ya que estas no satisfacen las relaciones de conmutacion candnicas,
que como se sabe son cruciales para llevar a cabo la cuantizacién. No obstante, este obs-
taculo puede ser superado llevando a cabo el mapeo presentado en esta seccién (mapeo
de Darboux) y pasar a variables con relaciones de conmutacién canénica. Después de
realizado el mapeo la cuantizacion es directa, tan soélo con identificar las variables con
operadores Hermiticos y los paréntesis de Dirac con conmutadores.
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Capitulo 5

Teoria No-conmutativa a partir de
una Teoria de Orden Superior

Hasta este punto se ha mostrado que, la no-conmutatividad para el caso del modelo
de Chern-Simons de primer orden, solo se presenta para el caso del limite de masa cero.
Para el caso del oscilador armoénico la no-conmutatividad se introducia a mano, es decir,
de alguna manera se forzaba a que las variables del sistema fueran no-conmutativas. En
este capitulo se introduce una extension del modelo de Chern-Simons. Esta extension se
hace en el contexto del orden de las derivadas temporales. La extensién mostrara que
la no-conmutatividad surge de manera natural como consecuencia del modelo de orden
superior. Ademads se cuantiza el sistema a través del uso del mapeo de Darboux. Es-
ta cuantizaciéon muestra un espectro cuantico con un estado de minima energia bien

definido.

5.1. Ecuaciones de Movimiento Clasicas

Con motivo de mostrar la relacién entre las teorias de orden superior en derivadas
temporales y la no-conmutatividad, tomese como ejemplo la extension del modelo de
Chern-Simons de primer orden en derivadas temporales a orden superior (segundo orden
en derivadas temporales). La teoria serd estudiada en el contexto de la teoria de Dirac. La
extension se hara sustituyendo las derivadas de primer orden por derivadas de segundo
orden y las variables espaciales por derivadas de primer orden, todo esto en el término
de Chern-Simons, de tal manera, que el Lagrangiano por estudiar serd

m K . :
L= 51’72 — §x2 + a€z 2, 1=1,2. (5.1)
Un punto importante debe destacarse en este Lagrangiano, este punto es que el
término con derivadas de orden mayor no es una derivada total por lo cual no se puede
eliminar, ya que contendra resultados importantes en la teoria. Como es bien sabido
en las teorias de orden superior, las ecuaciones de Euler-Lagrange son diferentes de las

39



40

usuales de primer orden. Estas ecuaciones involucran derivadas temporales relacionadas
con el orden de la teoria y derivadas parciales de las diferentes derivadas temporales, es
decir, para una teoria de orden (n), estas se escriben como

k
S (-5) i =0 (5.2
- dt 8x§")
donde k denota el orden de la teoria y (n) es la derivada temporal de las variables de
configuracion.
En particular, para teorias de segundo orden estas ecuaciones son:
OL d /0L d* /0L
on: ~ i\ ) " ()~
Las cuales como ya se menciond, tienen tanto derivadas totales temporales como parciales
de las aceleraciones, velocidades y de las posiciones.
En particular, para el caso de el Lagrangiano (5.1), se obtienen las siguientes ecua-
ciones:
dgl’j dzl’i
20065 e + pTE
No obstante, que estas ecuaciones son lineales en las variables, no pueden ser resueltas
de manera inmediata, ya que estan acopladas. Sin embargo, existe una forma simple de
resolverlas, esto es, se puede definir una nueva variable z = x; 4 ix2 y escribir una sola
ecuacion diferencial en la variable z. Utilizando la nueva variable, la ecuacién a resolver
toma la siguiente forma:

Bz d?

(5.3)

+ rkx; = 0. (5.4)

~2ia— + d—tj t 2 =0, (5.5)
Esta es una ecuacién de tercer orden lineal en z, que tiene por solucion
T, = ¢y cos Bt + [czeCt + 036_Ct] cos Dt, (5.6)
To = ¢y sin Bt — [czeCt + 036_Ct] sin Dt, (5.7)
donde, las diferentes constantes estan dadas por
A= (=14 54ra® + 6vV3V—ka? 4 270t k2)/3, (5.8)
B:—é%—@%—%, (5.9)
- B4 (5.10)
p-2t, L A (5.11)

6 12aA  12a°
Como se puede observar, la solucién de la ecuacion diferencial ha dado un par de solu-
ciones con tres constantes de integracion, para resolverla de manera tinica es necesario
definir tres condiciones iniciales.
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5.2. Constricciones y Hamiltoniano

El Lagrangiano (5.1) contiene derivadas de orden dos, por lo tanto, el formalismo
canoénico no puede ser ya utilizado. Sin embargo, como se vio en el capitulo dos, se puede
utilizar el formalismo de Ostrogradsky. En este capitulo se mostré que esta teoria requiere
de una mayor cantidad de momentos, en particular para el caso que se esta tratando se
tiene el siguiente par de momentos:

oL d <8L) v o= OL (5.12)

Pi= a5 a4t \ ok, = 0,

es decir, se han aumentado los grados de libertad de la teoria. Estos grados de libertad
estdan dados por el par de variables conjugadas (x;,p;) y (&, m;), con lo cual, se puede
observar que las velocidades @; pasan a ser variables conjugadas de m; y variables de
configuracion del sistema.

En particular, para el caso del Lagrangiano (5.1), los momentos estdn dados por

Di = mzl + QOéEiji’j y T, = —aEiji’j. (513)

De estos dos momentos se observa que el segundo de estos es proporcional a su variable
conjugada, implicando que que se requieren un par de constricciones del tipo de Dirac,
tal como fue tratado en el capitulo dos. Segun este formalismo, como la segunda de estas
ecuaciones no depende de las aceleraciones se estda hablando de una constriccién de la
teoria, la cual se define como:

O = T + QT (5.14)

Por otra parte, de acuerdo con el formalismo de Ostrogradsky el Hamiltoniano
canénico queda de la siguiente forma
_ Di%i €ij

KR m .
H.= 5 + Eif + geijma?j — gﬂipj- (5.15)

Obsérvese que este Hamiltoniano sélo depende de las variables canénicas ya mencionadas,
ademds se verifica que el primer término es lineal en los momentos, indicando que el
Hamiltoniano no es acotado, ni por arriva ni por abajo.

Hasta este punto inicamente se ha definido el Hamiltoniano canénico. Sin embargo,
las constricciones aun no han sido consideradas, no obstante, tal como fue tratado en el
capitulo uno, la manera de introducir las constricciones en la teoria es agregarlas como
multiplicadores de Lagrange al Hamiltoniano candnico y con esto obtener el llamado
Hamiltoniano total, el cual en el caso presente estda dado por
DT | K €

m . ..
9 + 51’? + %Eijﬂ-il’j — impj + )\z¢z (516)

H
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Con este Hamiltoniano, se puede calcular la evoluciéon de las constricciones, es decir,
lo que se desea observar es si esta evolucion define nuevas constricciones o bien deter-
mina los multiplicadores de Lagrange. Con esto en mente, se tiene la evolucion de las
constricciones

b = {0 H} = 526, + 2aeud. (5.17)

Como se observa, estas ecuaciones definen dos términos: el primero de ellos es pro-
porcional a las constricciones y el segundo a los multiplicadores de Lagrange. De esta
combinacion, se infiere que dichas ecuaciones ya no definen nuevas constricciones sino
mas bien determinan los multiplicadores de Lagrange, los cuales tienen la forma

i

)\i ~ — .
4ot

De esta manera se muestra que ya no existen mas constricciones. Un punto impor-
tante aqui es que una vez determinado el nimero de constricciones, tal como se vio en
el capitulo dos, se debe determinar a que clase pertenecen, para realizar esto se tiene
que calcular el paréntesis de Poisson entre las mismas. Bajo esta consideracion estos
paréntesis son:

{¢i>¢j} = QOéEZ'j, (518)

Consecuentemente, puesto que los paréntesis de Poisson son diferente de cero se trata
de constricciones de segunda clase. Fue este hecho el que permitié obtener los multipli-
cadores de Lagrange de la ecuacién (5.17). Como se vio en el capitulo dos, la importancia
de clasificar las constricciones, son las importantes consecuencias que se reflejan en la
estructura simpléctica. Dado que las constricciones resultaron ser de segunda clase, la es-
tructura simpléctica es definida por los paréntesis de Dirac. De ecuerdo a este formalismo
estos paréntesis se definen de manera general por el siguiente paréntesis

{A,B}p = {A, B} = {A, ¢:}{¢i, ¢} {0;, B}. (5.19)
Para el caso de la teorfa que se trata aqui {¢;, ¢;} " estd dado por
-1 Gd
(o0} = —52, (520)

por lo tanto, el paréntesis de Dirac toma la forma

(4, Blo = {4, B} + 5—{A, or}es{oy, B} (5.21)

Habiendo obtenido el Hamiltoniano total y los multiplicadores de Lagrange, se puede
seguir por obtener los paréntesis de Dirac para las diferentes variables del espacio fase,
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esto se puede hacer con el paréntesis definido en la ecuacién (5.21). Identificando las
diferentes variables con A y B, resulta la siguiente algebra

{zi,pi}p =05, {&i,35}p = —%Em {ai,mi}p = %5@» {mi mitp = —%Eij- (5.22)
De esta algebra se observa lo siguiente: las variables de posiciéon y el momento asocia-
do satisfacen las relaciones de conmutacion usual. Sin embargo, las velocidades y los
momentos asociados a estas son no-conmutativas. Tal como se mencioné en capitulos
anteriores la no-conmutatividad y el orden de la teoria poseen una relacién estrecha.
No obstante, el hecho de que se hayan considerado las constricciones (5.14) es que se ha
supuesto la extension de nuestro espacio a toda la variedad. Por otra parte, si se considera
la dos-forma simpléctica que definen estos paréntesis, esta resulta ser degenerada. Para
evitar esta degeneracion se tienen que hacer fuertes las constricciones y con esto reducir
los grados de libertad de 2% = {z;, &y, pi, 7} a 24 = {x;, @4, pi}. De tal manera que, la
dos-forma simpléctica ya no es degenerada. Los paréntesis una vez hecha la reduccién
del espacio fase, estan dados por

1

{zi,pitp =0y, {di, 25 p = —
Con estos paréntesis la dos-forma simpléctica resulta no-degenerada. De estos utimos
paréntesis se puede apreciar una no-conmutatividad en las velocidades, derivada de los
paréntesis de Dirac, sin embargo, esta no-conmutatividad es presente en todos los casos
en que se tengan constricciones de segunda clase, esto en realidad sucede en general
con los sistemas que poseen derivadas de orden superior. Lo que hace interesante esta
no-conmutatividad es cuando se proyecta el sistema a los estados de minima energia,
dando como resultado una no-conmutatividad en todas las variables del espacio fase
reducido. Esta no-conmutividad surge de manera natural como consecuencia de esta
proyeccién, de tal menera, que dicha proyeccion a los estados de minima energia, tiene
como finalidad eliminar los problemas con el estado de minima energia, por consecuencia
para remediar dicho problema, parece plausible concluir que al remediar el problema con
el estado de minima energia el sistema resultante directamente serd no-conmutativo en
todos los casos.

5.2.1. Aproximacion Perturbativa y Espectro Cuantico

Con la finalidad de obtener una teoria sin derivadas de segundo orden en el modelo
aqui tratado y con esto poder cuantizarla sin los problemas inherentes de las teorias
con derivadas superiores. Se utilizard el método perturbativo propuesto y desarrollado
en el capitulo dos. Este método permitird escribir los términos con derivadas de orden
superior en términos de las coordenadas.
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En la aproximacién a orden mas bajo en «, las segundas derivadas temporales estan
dadas por la aproximacion

BA =+ O(a?). (5.24)
m

Antes de hacer las aproximaciones en los momentos, se construird la dos-forma sim-
pléctica; la cual se define como

_ WaB

0 =245
2

dz A d2P. (5.25)
Como ya se menciond para que la dos-forma no sea degenerada, se tiene que eliminar
m; del sistema, esto se logra haciendo fuertes las constricciones, con lo que los grados de
libertad se reducen a z* = {x;, @;, p;}. Los paréntesis (5.23) definen la matriz

0O 0 00 10
0 0 00 0 1
0 0 0 —+ 00
wAB: 2 (526)
0 0 5 0 0 0
-1 0 00 00
0 -1 00 00

0 0 00 —-10
0 0 00 O -1
00 0 2« 0 O

WABZ L 00 —20 0 0 0 (5.27)
10 00 0 O
0 1 00 0 O

Por lo tanto, la dos-forma simpléctica en el espacio reducido esta definida por
Q= wA;BdZA VAN dZB = —5ijdl’i N dpj + OéEijdl"i N dl"j, (528)

2

Introduciendo la aproximacion (5.24), los momentos (5.13) a primer orden en «
toman la forma

2
Di = mzl — ﬁ@jl’j + O(Oéz) y T = —aEiji’j. (529)
m

introduciendo los momentos (5.29) en la dos-forma (5.28), se obtiene

2
Q= —méijdzi VAN dl’j + %Eijdl’i VAN dl’j + OéEijdl"i N dl’j + O(Oéz). (530)
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Ahora para definir la dos-forma simpléctica de la manera candnica y con ello resaltar
que los términos restantes son parte de las correcciones a ésta, definase p; = ma;, con
lo cual se obtiene lo siguiente:

2
Q= d,OZ' Adx; + %Eijdl’i VAN dl’j + %Eijdpi N d,Oj + O(Oéz). (531)

Se debe poner énfasis que esta dos-forma es una aproximacion a primer orden en «, ya
que proviene de las correcciones a primer orden de los momentos. Notese que en este paso
se ha realizado una reduccién adicional a la dimensién del espacio fase, el cual es ahora
de dimension cuatro con variables z, = (x;, p;). En consecuencia, la matriz simpléctica
sera

0 4= —1 0
—dar -1
0 1 -2 0

y su inversa a primer orden en o« como

0 2% 1 0
-2 00 1

w® ™00 on |- (5.33)
0 —1 —fe= g

Como ya se habia mencionado la importancia de la dos-forma, es que permite obtener
la estructura de Dirac que satisfacen las variables del sistema. En efecto, de esta tltima
matriz cada una de las entradas permiten leer los paréntesis de Dirac w® = {z;, z;}, los
cuales escritos explicitamente son:

2a dak
{zi,z5}p = i {pispi}p = — i {7i, pi}p = dij. (5.34)

Estos paréntesis muestran que no importa, que se haya eliminado las derivadas de se-
gundo orden de la teoria, la no-conmutatividad permanece y asi de manera natural se
ha generado a partir de la teoria inicial de orden superior, una no-conmutatividad tanto
en los momentos como en las coordenadas definida en el espacio fase reducido (x;, p;).
Tal como se mencioné anteriormente esta algebra fue postulada como una carateristica
inherente al espacio fase en el caso del oscilador arménico, en el caso aqui tratado surge
de manera natural. Esto representa un gran cambio en comparacién de las teorias usual-
mente investigadas. Ademads, se puede observar que no existe el limite de masa cero, ya
que, la dependencia de la masa en los paréntesis es proporcional a 1/m, implicando la
inexistencia de tal limite. Si se toma el limite a cero la no-conmutatividad desaparece
volviendo la teoria trivial.
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Por otra parte, si se introduce la aproximacién (5.24) en el Hamiltoniano

H = pwl + Wzl’z — L,
y la definicién de la variable p;, se obtiene el Hamiltoniano a primer orden en «

K 3ak _ pF K 3ak
7+ Weij:zixj = om + 51’? + Weija?ipj + O(Oéz). (535)

Como se puede ver este Hamiltoniano tiene un término que se puede identificar con un
oscilador armoénico y otro término proporcional al momento angular. Apréximaciones
a ordenes mas altos en «, sélo proporcionan correcciones en el tercer término de este
Hamiltoniano, dejando la forma general de este invariante. En la préxima seccion se
cuantizara este sistema utilizando el mapeo de Darboux. Ademas, en el préximo capitulo
se resolvera este mismo sistema, pero bajo el método de bases cruzadas, se mostrara que
la solucion de este sistema con el método de bases cruzadas, es completamente diferente
del resultado de la aplicacion del mapeo de Darboux.

5.3. Cuantizacion del Sistema

Con todo lo ya hecho hasta aqui, se podria pensar que se puede realizar la cuanti-
zacion del Hamiltoniano (5.35). Sin embargo, sucede que este Hamiltoniano esta escrito
en variables no-conmutativas. Para poder cuantizar este Hamiltoniano se puede pro-
ceder de dos maneras diferentes: i) La primera es definir un mapeo de las coordenadas
no-conmutativas a un nuevo sistema de coordenadas candnicas, con las relaciones de
conmutacién usuales, es decir, se construye el mapeo de Darboux de la estructura sim-
pléctica (5.32) a la usual. ii) La otra alternativa sera considerar una base cruzada, es
decir, tomar un conjunto completo de observables que conmutan, por ejemplo, las vari-
ables (x1, p2) 6 (x2, p1). La ventaja de utilizar el primer procedimiento es que una vez
hecho el mapeo de Darboux, los pasos para realizar la cuantizacion son los mismos de
la macanica cudntica usual. Este procediemiento ya fue hecho en el capitulo cuatro. El
método de bases cruzadas fue tratado de manera muy breve en el capitulo tres; el de-
sarrollo explicito se hara en el siguiente capitulo, aqui sélo se tratara con el mapeo de
Darboux.

El mapeo de Darboux de manera general, tal como se vio en el capitulo dos, se define
como

Xr; = aijij + bijﬁj, Pi = Ciji’j + dijﬁj, (536)
donde, las nuevas variables satisfacen las relaciones canénicas

{1z, 2} ={pi,pi} =0, {Zi,p;} = i (5.37)
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Puede destacarse de esta algebra, que la finalidad de construir el mapeo de Darboux

es construir las observables del sistema, en particular en este caso se tratard con las

coordenadas como una base del sistema, desde luego, también pueden ser utilizados los

momentos. Introduciendo las ecuaciones (5.36) en los paréntesis (5.34), se obtiene el
siguiente conjunto de ecuaciones

200 dak
AiBjr —BiAj, = € CitDjr —DirCjp = € AyDjr —BipCjr = 6;5. (5.38)

Si se hacen las matrices A;; = ad;; y D;j = bd;; proporcionales a la identidad resulta

2c 4ok
a(Bji — BZJ) = WEU’ b(Cw — Cﬂ) = WEU’ abéij — szcjk = (SZJ (539)

Para poder resolver estas ecuaciones, lo que se hace es pedir que tanto B y C sean
matrices anti-simétricas, por lo tanto,

2
a €ij, Cij = ﬁ@j, Bikcjk = (ab — 1)(5@', (540)

Bij=- bm

m2a

introduciendo los valores de las matrices B y C en la ultima de estas ecuaciones, se tiene

202k
b—1=—-—"—, 5.41
¢ abm?3 (541)
esto implica, que
1 1 8a?k
b==-+-y\/1——— 5.42
Ww=35%3 m3 (542)
resolviendo para b a orden cuadratico en «, se tiene
1 2a?
b - — 2 ? (5.43)
a am
Por lo tanto, las transformaciones toman la forma siguiente
~ a pi  2aka _ 20%k _
r; = axr; — %Eijpja Pi = E + Teijzvj — W'OZ + ... (544)

Habiendo calculado las constantes del mapeo (5.36) se puede proceder a cuantizar
el Hamiltoniano (5.35), para poder lograr esto primero exprésese este Hamiltoniano
en términos de las nuevas variables. Introduciendo las transformaciones (5.44) en el
Hamiltoniano (5.35), este toma la forma

H = A(a> K, m)ﬁzz + B(a> K, m)j? + C(Oé, K, m)eijjiﬁ% (545)
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donde, las constantes hasta orden cubico en « son

1 1 90 402 K?
A(a,/{,m):—( QK%—...), B(a,/{,m):az(i— an —l—...),

a2\ 2m  2m* 2 m3

8adK?

mS8

C(a, k,m) = (5.46)

Cabe la pena observar algunas propiedades sobre estas constantes. Quiza las mas impor-
tantes de ellas son que A es proporcional a a=2 y B es proporcional a a?, por lo cual, es de
esperarse que el espectro sea proporcional al producto de A y B, de tal manera, que este
no dependa de a. De esta forma se determinard el espectro de energias de manera tnica.
Otra carateristica importante, es que la forma de dichas constantes proporcionan un
Hamiltoniano muy similar al Hamiltoniano resultante de la aproximacién perturbativa,
solo que a diferencia del caso del Hamiltoniano perturbado, en este nuevo Hamiltoniano
la masa, la frecuencia y la constante de interaccién han sufrido una modificaciéon debido
al mapeo de Darboux.

Como ya se mencioné las nuevas variables satisfacen las relaciones de conmutacion
canénicas. Para poder hacer que el Hamiltoniano (5.45) sea un operador cudantico, se
tiene que pasar de numeros que satisfacen el dlgebra de Poisson (5.37) a operadores
Hermitianos que satisfacen las relaciones de conmutacion siguiente:

[Zi, 2] = [pi, 5] = 0, [T4, pj] = 035, (5.47)

donde, se ha hecho h = 1. Los operadores explicitamente estan identificados por

0
T — Ty,  Pi — o, 5.48
B By i i (5.48)
y en consecuencia el Hamiltoniano (5.45) queda de la forma siguiente:
. 0? 0

—92 Pl )
0x; 0z,
ademas se puede reconocer el tltimo término de este operador como el operador de
momento angular, es decir,
A ) 0
L= AT i~ (550)
8l’j
Las coordenadas més naturales en las que se puede escribir este operador: es en
coordenadas polares, de tal manera, que este toma la forma siguiente:

5 »#? 10 L s
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aplicando la funcién de onda 1 (r, ) al operador se tiene

”? 10 I? .
Al — — — = |-Br*-CL
[ <87’2 t ror 7’2> "
Esta ecuacién puede ser resuelta de manera mas facil si se introduce el siguiente cambio
de variable [11]

L \/%“2- (5.53)

Antes de hacer el cambio de variable, se tiene que aplicar ¢ (r, ) al operador de
momento angular, de lo cual se tiene

Ly (r, 0) = map(r, 0), (5.54)

donde m toma los valores 0, +1, 42, ..., por lo tanto, la ecuacion (5.33) queda de siguiente
forma

2 2
A<8—+ 1£—m—>—Br2—Cm

U(r,0) = EY(r,0). (5.52)

U(r,0) = EY(r,0). (5.55)

or?  ror 72

Haciendo el cambio de variable mencionado, la ecuacion anterior queda como

4V AB
0z 4z 4

2
< ’ )—’"— - f] U (2.0) = [E + CmJi(2.6). (5.56)
y la funcién de onda (z, ) es de la forma

b(z,0) = Z(2) exp(—g + z'm@), (5.57)

donde, la funcién Z(z) estd sujeta a satisfacer la ecuacién
2

22 () + (1= 2)7'(2) + [E - T—Z} Z(2) =0, (5.58)

con E dada por
1 1
E—m(C] - —. 5.59
4@[ mc (5:59)

2
Ademas la ecuacién (5.58) puede ser resuelta con los polinomios asociados de Laguerre,
los cuales son:

E=

Un,m(2,0) = Nz|m|/2L|gf|(z) exp(—g + z'm@). (5.60)



50

n

L'(z)=2"" exp(z)j? (z"” exp(—z)). (5.61)

donde, N es la constante de normalizacién de los polinomios y n, es el numero cuantico
radial. Por lo tanto, en general el espectro del sistema estd dado por

En.m=2VAB(2n, + |m|+ 1) — mC, (5.62)

donde las correcciones solo estan dadas en las constantes del Hamiltoniano. Ademas los
nimeros cuanticos toman los valores n, = 0,1,2,..., m = 0,£1,£2, ...

Obsérvese que este espectro no depende de la constante a, inicamente de las con-
stantes k, a, de la masa m y de potencias de estas constantes contenidas en las constantes
del Hamiltoniano, lo cual determina el espectro del sistema de manera tnica. Adema&s
este espectro tiene un estado de minima energia bien definido, sin embargo, tal como
estd escrito este hecho no es evidente. Para poder hacer evidente esto, definanse los
siguiente numeros positivos ny,n_ = 0,1,2,3..., los cuales estdn determinados de la
siguiente forma

m — |m|

n.=mng + 5 v M=ne N (5.63)

Introduciendo estos nuevos nimeros cuanticos y los valores de las constantes A, By C
se obtiene

g . S8a’k3
ne,n_ — — |1
+ ms

- +0(@®" ™) | A(ny—n_).

K 170%k 360t K? on
1D L0 1) |

(5.64)

Por lo tanto, para el estado de minima energia se tiene

K 176%k  36a*K?
Eop=1/—|1— n :
0,0 m { 23 + 6 + O(«a )} , (5.65)

el cual es positivo ya que a es mucho menor que la unidad. Cuando se toma a = 0, se
recupera el caso usual de dos osciladores arménicos desacoplados.

5.4. Relaciones de Conmutacion con Parametro de
Conmutatividad Local

Como se mostrara brevemente en el capitulo ocho, la simetria de Lorentz no se con-
serva debido a que, en las relaciones de conmutacién el pardmetro de no-conmutatividad
es constante. En el modelo considerado en las secciones anteriores de este capitulo, dicha
simetria no tiene importancia, ya que no se esta tratando con un sistema relativista. Sin
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embargo, se puede considerar una extensién del modelo anterior el cual, en principio,
puede servir de ejemplo para una posible extension a un sistema relativista que no viole
la simetria de Lorentz. Dicho modelo estd dado por el siguiente Lagrangiano:

-2
myrT . 22 E 2 Qf(r)
5 V(r)+ —=; 2:17Z + 5

L —

SIE

Donde, debe destacarse que a diferencia de la teoria con parametro de conmutatividad
constante, en esta nueva teoria se ha agregado a la dinamica la variable r y ademas se
ha hecho a = 0f(r)/2, en el cual existe una dependencia explicita de la variable r. Esto
implicara posteriormente un pardmetro de conmutatividad local.

Por otro lado, los momentos asociados a este Lagrangiano estan dados por

of (r Of(r
DPr = mﬂ", Di = ma:l + Qf(r)eij:ij + &preljjﬁj, T, = —&jS’j. (567)
2m, 2
Del ultimo de estos momentos se infiere que se trata de una constriccion, de acuerdo con
el formalismo de Dirac. Esta se define como
0f(r)

Xi = T + Teij:i?j. (568)

El paréntesis de Poisson entre las constricciones, por otra parte, estd dado por

{xi X} = 0f(r)eij, (5.69)

ademas puede observarse que estos paréntesis tienen una estructura muy similar a los
paréntesis en los cuales el parametro de conmutatividad era constante. De la no-nulidad
de este paréntesis, se infiere que las constricciones son de segunda clase. Por lo tanto, se
tienen que construir los paréntesis de Dirac, los cuales tienen la forma:

{A,B}p={A B} + {A,xi}e%{xw}. (5.70)

Antes de pasar a construir el dlgebra de las diferentes variables del espacio fase, se
construira el Hamiltoniano de la teoria. Esto puede ser hecho despejando las aceleraciones
de la segunda de las ecuaciones (5.67), lo cual resulta en

.. m . 1 f/ (r)pr .
= T e 2t o7
Introduciendo esta relacién en el Lagrangiano (5.66), se tiene
L=y P Ko (5.72)
2m,, 2 27 '
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Ahora bien el Hamiltoniano de manera general se define como

Nuevamente introduciendo las aceleraciones en el Hamiltoniano anterior, resulta

H=2 v+ 22 B2y

€4 £ .
.74
2m, 2 2 (5 7 )

m .. . y . . .
67 T RR ) T 2m, f(r)

2mrf(r)m$l'
Este hamiltoniano estd escrito en las variables z? = {r, x;, @;, p,, p;, 7 }. Sin embargo,
para poder superar la degeneracion de la matriz simpléctica, se tiene que hacer, tal como
en el caso anterior las constricciones (5.68) fuertes. Esto hard una reduccion en el espacio
fase a 2 = {r, x;, @4, p,, p; }. Tal como en el anterior caso este espacio define la siguiente
algebra

__Cij _ [
0f(r)’ 2f(r)
Ademds de manera andloga al sistema de pardmetro de conmutatividad constante, es-

ta algebra define la matriz w?? la cual es no-degenerada, consecuentemente se puede
calcular la inversa. Esta estd dada por

{’f’, pT}D = 17 {$Z>pJ}D - 51]7 {$17$J}D = {pT>ii}D ii? (575)

00 0 —0f(r)iz/2 0f(r)i/2 =1 0 0

000 0 0 0 -1 0

000 0 0 0 0 —1

_ 0f (r)ig/2 0 0 0 6f(r) 0 0 0
CAB T o (1)in/2 0 0 —0f(r) 0O 0 0 0 (5.76)

100 0 0 0 0 0

010 0 0 0 0 0

001 0 0 0 0 0

Esta matriz define la dos-forma simpléctica, siguiente:

0 0f
dQ) = W?deA/\dzB — —dr Adp, — b,z Ndp; + @eijd:bi/\dj:j - weiﬂ;«jdmdzi
(5.77)

Antes de proseguir con el andlisis, se calcularan las ecuaciones de movimiento, de
tal manera, que estas ecuaciones proporcionen las derivadas de segundo orden en las
variables z; y poderlas eliminar del Lagrangiano y del Hamiltoniano. Estas ecuaciones
estan dadas por

T + V/(r) — Lewl’zl’j = 0, (578)
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y
30F (r)pr ) ) 0f (rp: . 0 (1)
WEU +moij| T = Aiji; = —kw; — ngeiﬂj - Tmr 5 — 0f(r )ew
(5.79)
Multiplicando la ecuacion anterior por
. Amby; — 60f p./myeg;
1_ i
A = i (5.80)

Debe ponerse énfasis en que la ecuacion anterior es una aproximacién a primer orden en
6. Una vez multiplicado se tiene la ecuacion siguiente a primer orden en 6

B 1o DO . O SV 0 2
e Tt~ et (81)

El momento canénico queda a primer orden en # como

Okf(r), 08 )

pi = mi; — ———€;T;
m I 2m,

En consecuencia, el Hamiltoniano toma la forma

Eiji’j + 0(92) (582)

2
B koo, Okf(r) 2
H_%m+vv) F& 5+ %l%ZJ+OW) (5.83)

Por otra parte, la dos-forma simpléctica a primer orden en 6, estd dada por la
siguiente expresion:

1 [ 9f/(7’)pr Okf (r)  0f (pe ] -
dQ) = ideAdr+§{5lj Qmmr pi Ndz +2 - T S — pi | €iidr Ndz;
0f (r)
4m

—€;, Zd T/\dl"
m, jPiaAp j

0f(r)

Eijdl’i/\dl’j—l— ijzd /\d ‘l‘ dm

—I-M 5€ijdpiNdp;, (5.84)
2m

0f (7’)
4
donde se ha hecho p; = mx;. De esta dos-forma se pueden leer las componentes de wag,
ademads tomando su inversa se obtienen los paréntesis de Dirac, los cuales estan dados
por

Of (r)p, 0f (r)p, Ok f'(r)
{r.pe}p =1, {2, pi}p =05+ Dm0 {pr.pi}p = o, P T T T
0f(r) Of (r)
{zi, xi}p = —z €l {pr,wi}p = — o2 CiiPi
of (r) Okf(r)
{7’, pi}D = _meijpja {pi>pj}D = m €ij- (5-85)

Se puede notar que en esta algebra, el parametro de conmutatividad posee depen-
dencia de algunas de las variables del sistema. Sin embargo, en este caso no existe una
manera simple de implementar el mapeo de Darboux, de manera que no se puede realizar
la cuantizacion del sistema como en el caso del parametro de conmutatividad constante.
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Capitulo 6

Cuantizacion No-candnica y Bases
Cruzadas

El principal punto mostrado en el capitulo anterior, fue la relacién entre la no-
conmutatividad y la teoria de orden superior. Ademads se realizé la cuantizaciéon uti-
lizando el mapeo de Darboux. Dicho mapeo relaciona las variables no-conmutativas a
variables que satisfagan las relaciones de conmutacién canénicas, de tal manera, que una
vez realizado el mapeo la cuantizacion del sistema se llevo a cabo de la forma usual. Sin
embargo, este esquema no es la tinica manera de realizar la cuantizacion del sistema. En
este capitulo, se realizard la cuantizacion utilizando una base cruzada. De esta manera,
el punto inicial es seleccionar un conjunto completo de observables conmutativas y dado
que las teorias de interés en este capitulo son teorias con algebras no-canodnicas, por con-
secuencia el conjunto de observables serd una combinacion de coordenadas y momentos.
Este método proporciona diferentes resultados a los obtenidos para el caso del mapeo de
Darboux, fundamentalmente debido a que se estda empleando un conjunto de observables
distinto.

6.1. Potencial Simpléctico

En el capitulo anterior, se mostro la relacién entre la no-conmutatividad y la teoria
de orden superior, por otra parte, bajo el método perturbativo pudierén ser eliminados
los problemas con el estado de minima energia, como se sabe dicho problema es inherente
a las teorias de orden superior. Sin embargo, la teoria Hamiltoniana resultante, una vez
realizada la aproximacién perturbativa, se encontraba en un espacio fase no-conmutativo,
lo que motivo la utilizacién del mapeo de Darboux, este mapeo permitié construir las
observables de la teoria. En el presente capitulo, se utilizara otro enfoque de cuanti-
zacién, dicho enfoque se basa en la eleccién de un conjunto completo de observables que
conmutan, es decir, a diferencia del mapeo de Darboux en el cual las observables fueron
construidas, en este esquema las observables son elegidas directamente a partir de las
observables originales.
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Antes de empezar a describir el método de manera general que se propone en este
capitulo, primero se hard un breve sumario acerca de la descripcién Hamiltoniana desde
el punto de vista de su estructura simpléctica. En el formalismo Hamiltoniano la des-
cripcién de un sistema con n grados de libertad es determinado por 2n ecuaciones de
movimiento. Denotense por 2 los grados de libertad, donde o = 1, 2, ..,2n. La estructura
simpléctica J asociada con este formalismo define los paréntesis de Poisson

op 9F 909

{far=J" 55 (6.1)

donde, se ha asumido la convenciéon de suma sobre los indices repetidos. Ademds los

paréntesis son reales antisimétricos y lineales. Se sigue de manera inmediata de (6.1),
que los paréntesis que satisfacen las variables del sistema definen la matriz simpléctica

{22 29} = JoF = — JPe, (6.2)

Hasta este punto no se ha asumido nada acerca de la matriz J, simplemente que se trata
de una matriz real antisimétrica y lineal. El punto clave aqui es introducir estructuras
simplécticas no-candnicas. Tomando esto en cuenta, definase la matriz inversa de la
matriz simpléctica para su futura utilizacion, como:

TV, = 6. (6.3)

Las ecuaciones de movimiento descritas por el Hamiltoniano H(z), en un espacio
fase con estructura simpléctica J estan dadas por
0H(z)

o « _ gap —

z = {Z ,H(Z)} =J W, Oé,ﬁ = 1,2, ,2’)7, (64)
de aqui se deduce inmediatamente que las z* contienen tinicamente posiciones y momen-
tos. Sin embargo, el punto general de interés son estructuras simplécticas no-candnicas,
introducidas a través de los paréntesis de Dirac y estudiar sus posibles representaciones
cuanticas dadas diferentes elecciones de bases.

La forma en que se introduce el concepto de potencial simpléctico es a través de la
accion

S[a()] = / dr[Au(2)5" — H(2)], (6.5)

donde, se esta asumiendo que dichos potenciales son funciones de las variables del sis-
tema. Por otra parte, tomando variaciones virtuales, se obtiene

dé=*  OH(z)

B
7 5.7 627]. (6.6)

6S[z(t)] = / df[a%éz)zaazﬁ + Aq(2)
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Ahora para obtener la estructura simpléctica, considérese la siguiente relacion:
d(Aa(2)02%)  0Ap(2)

— sag.8 4 A
7 5,0 29027 + Au(2)

doz®
dt '’

(6.7)

despejando el segundo término y sustituyéndolo en la relacién (6.6), se sigue que

3S[2(t)] = / dT{aAa(z)z’aézﬁ _ 0452 ag ey AMA()0Z)  OHE) 5 51 6

0P 0z dt 0P

Factorizando d2° y observando que se tiene una derivada total, se obtiene

§S[z(t)] = / dr {waﬁz‘a - agz (BZ)} 027 + (Aa(2)827)],". (6.9)
donde
Wag = (%Ag(z) — (%Aa(z), (610)

ademads se obtienen las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas, esto es

0H(z)
028’

Wagi® = (6.11)
aqui como se mencion6 anteriormente w es la inversa de la matriz simpléctica J.

Se concluye entonces, que dada una matriz simpléctica arbitraria J con tan sélo
calcular su inversa w, e igualar cada una de las componentes de ésta a través de la
ecuacién (6.10), se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales para que relacionan
los potenciales simplécticos.

Un punto importante a destacar es, que el camino seguido aqui fue ligeramente dife-
rente del camino seguido en el capitulo tres, no obstante, los resultados son exactamente
lo mismos. La razon de seguir este camino se debe a que se quizo resaltar el hecho de
que el formalismo desarrollado en el capitulo tres, no sélo es 1til para Hamiltonianos
que son proporcionales a sus constricciones, sino para toda clase de Hamiltonianos, sin
importar si estos sean proporcionales a sus constricciones o no.

6.2. Cuantizacion Canodnica

Dada un estructura simpléctica, que modele la mecanica clésica de un sistema fisico,
considérese el algebra de los observables correspondiente. El proceso de cuantizacién
comienza por encontrar un espacio de Hilbert H y una representacién de dicha élgebra,
la cual esta contenida en el algebra de operadores autoadjuntos actuando sobre H. Una
vez identificados, el espacio de Hilbert y la representacion del algebra de observables, la
mecanica cuantica del sistema puede llevarse a cabo de multiples maneras, ya sea con
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funciones de onda que evolucionan en el tiempo o con evolucion temporal de operadores.
Por otra parte, una teoria cudntica admisible debe asociar a cada observable cldsico f
un observable cudntico f (actuando sobre H y perteneciendo al dlgebra correspondiente
con conmutador [j?, 9] = fo—af ), ademds debe verificarse que

1. La aplicacion f — f es lineal.

2. Si f es constante, entonces f debe ser el operador multiplicacién (por la constante f).
3. Debe haber una correspondencia entre la mecdanica clasica y cuantica en el siguiente
sentido: Si {f, g} = h, entonces

~

£, 3] = —in{f. g, (6.12)

donde h es la constante de Planck.

La tercera condicion también llamada principio de correspondencia, es quiza la mas
importante (fisicamente) y dificil de satisfacer (matematicamente). Matematicamente
significa que la no-conmutatividad del algebra de observables sobre el espacio de Hilbert
es una caracteristica de la descripcién cuantica.

Por otro parte, es bien sabido que en formulacién Hamiltoniana de sistemas dinami-
cos, que el conjunto de ecuaciones de evolucion para las variables del espacio fase, estan
dadas por

_O0H . OH
_8pl7 pl_ 8(]@’

Qi L= 1,2,...,77,, (613)
donde H es el Hamiltoniano del sistema y (g;, p;) son variables canénicamente conjugadas
una a otra en el sentido de los paréntesis de Poisson (de ahi que se le llame cuantizacién
candnica).

{94} =0, A{aq,pi} =045, Api,pi} =0 (6.14)

Si el sistema clasico admite la formulacion Hamiltoniana previamente mencionada, luego
de manera directa se puede obtener, a partir de la descripcion clasica la descripciéon
cuantica. La receta fue desarrollada en los tres puntos citados previamente. Segin este
esquema se tienen que identificar las variables candnicas clasicas con operadores auto-
adjuntos en un espacio de Hilbert y los paréntesis de Poisson con conmutadores, es decir,
se tiene que cumplir

[Z]\h Z]\J] =0, [Z]\wﬁj] = ihéiﬁ []/9\“]/9\3] =0. (6'15)

Por otra parte, las posiciones y los momentos son cantidades fisicas medibles (observa-
bles). Ademas, es bien sabido que para poder encontrar una base de la representacién de
observables, dichos conmutadores asociados a la representacion tienen que ser nulos. La
idea fundamental de este hecho es: dado un operador, por ejemplo, 1 se puede encontrar
un estado propio |x; > para este, el cual genera el espacio de Hilbert de estados propios,
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lo mismo es cierto para Zs. Es bien conocido el hecho de que si dos operadores conmutan,
se puede encontrar un estado propio comin a ambos operadores, dicho de otro modo
se puede formar el estado |z1,x2 >= |r; > ®|ry >, el cual es estado propio comun de
71y To. En el presente contexto, se desea encontrar inicamente bases asociadas a las
posiciones 60 a los momentos. Para poder llevar a cabo la cuatizacion en estas bases, se
tiene que pedir tanto la relacién de completez como la relacion de ortogonalidad, las
cuales poseen respectivamente las siguientes expresiones

1= /dl’ldl’2|l’1,l’2 >< @ < @y, walry, wy >= 6(x) — x1)0(xy — 2), (6.16)

donde, por razones de simplicidad se estda tratando con un espacio bidimensional. Lo
mismo puede demostrarse para la base representada en los momentos

/

1= /dpldpzlpl,pz ><pi,pa| < prypelpr e >=0(py — p1)d(py — p2). (6.17)

Aqui es donde el hecho de que se halla pedido conmutadores nulos toma relevancia, ya
que de no ser nulos estos, la medida asociada a la relacién de completez tanto de (6.16)
como de (6.17) no podria definirse sin problemas de ordenamiento, asi como tampoco
los estados propios comunes a ambos observables.

Ahora bien, las relaciones de completez junto con sus relaciones de ortogonalidad,
son cruciales para la definicion de la representacion del dlgebra de observables, ademas
del producto punto de estados y los valores esperados de las observables. Considérese lo
siguiente:

U(zy,x9) =< x1, 2|V >= /da:lld:z; < @y, Ba|Ty, Ty >< Xy, 2| U > (6.18)

! ! ! ! ! !
= /da:ld:zz < Ty, To|Ty, Ty > (X, Ty).

Donde, como puede observarse este hecho es relevante para la definicién de producto
punto y valores esperados de los observables fisicos y de la propia funcién de onda en la
representacion de las coordenadas. Lo mismo puede demostrarse, para el caso en que la
funcién de onda dependa de los momentos V(py, p2).

Hasta este punto, se han desarrollado las funciones de onda en la representacion de
las coordenadas 6 de los momentos, sin embargo, las relaciones (6.16) y (6.17) también
pueden relacionar estas dos representaciones a través de una transformada de Fourier,
es decir,

1

V(1 12) = s

/dpldpzt?%(plmlﬂm)q’@b P2), (6.19)

1 ;
V(p1,p2) = %/dIldzvgeF(plm”pm)\If(:vl,:Bg). (6.20)
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Aqui se ha utilizado lo siguiente:

L i
< @1, Ta|pr, p2 >=< 1, p2|v1, 12 >T= %6’1@1 1pem2), (6.21)

Por razones de simplicidad se asumird que se estd tratando con el caso estacionario,
es decir, las funciones de onda s6lo dependeran de las posiciones o de los momentos.
Utilizando la relacién (6.16), del algebra (6.15) se puede inferir que la representacién se
logra a través de la identificacién

~ L0
piV(zy,x0) = zhazi
Con estas dos identificaciones se puede construir la ecuacion de Schrodinger, una vez
hecho esto, ésta sélo dependera de las posiciones y derivadas de estas para el caso en
que se ha elegido la representacién en las coordenadas.
Como ejemplo, de la aplicacién de la realizacion (6.22) considérese la particula libre
no-relativista en dos dimensiones, cuyo Hamiltoniano esta dado por

\11(1’1,1’2), Z/L’\i\lf(l’l,l’g) = l’i\lf(l’l,l’g), (622)

2 2
H=2 P2 (6.23)
2m  2m
donde las variables del sistema poseen la estructura algebraica canénica. Elijase la repre-
sentacién en las coordenadas, esto es, la funcién de onda serd W(x1, z2). En consecuencia,
dada la representacién (6.22) el Hamiltoniano cudntico tomaré la forma siguiente:

h_zaz\lf(l’l,l’g) _h_zaz\lf(l’l,l’g)

HU =—
(21, 22) 2m  Oz? 2m Oz’

donde, FE es la energia del sistema.

Como se menciond anteriormente, otra posible eleccion de una base, es considerar la
representacién en los momentos. Dicha representacion tendra una funcién de onda de la
forma W(py, ps). La representacion del algebra de observables es la siguiente:

. N h 0
pi¥(p1,p2) = pi¥(p1,p2), T¥(p1,p2) = 7 8}9,\1’(291,292)- (6.25)

De manera directa se puede obtener el Hamiltoniano del sistema, el cual tiene la siguiente
forma:
R 2 2
W) = | 25+ 220 ) = B 1o, (6.26)
2m  2m
Como se puede observar de las dos elecciones de observables anteriores, en principio,
parece que se trata de dos teorias cuanticas distintas, sin embargo, como se menciond an-
teriormente se puede conectar una representacién con otra a través de (6.19) y (6.20).
Por lo tanto, lo que parecia en un principio diferente, a través de estas transformadas
de Fourier resultan ser la misma teoria cuantica.
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6.3. Particula Libre

6.3.1. Base (z1,p»)

En esta seccién se empezara a mostrar el método de bases cruzadas. Aqui se propone
una eleccion de base cruzada, luego partiendo de la accién cldsica se demuestra que
la teoria cudntica resultante de este procedimiento, es equivalente a la de elegir una
representacion de los operadores cuanticos. Por simplicidad, los calculos seran realizados
en dos dimensiones. Para empezar a mostrar el método se partira del modelo de la
particula libre no-relativista, ademas se considerara en lo que sigue de este capitulo que
la estructura simpléctica, esta dada por

{z1, 22} =0, {p1.p2} =7, {z1,;m} =1, {2202} =1, (6.27)

con 6 y v constantes. Esta algebra es muy ampliamente usada en mecanica planar, como
una generalizacion de un espacio fase no-conmutativo. Por otra parte, en el capitulo cinco
se obtuvo esta misma algebra de manera natural como una consecuencia del mode-
lo de orden superior. Para mostrar el método de bases cruzadas, se consideraran dos
modelos: el de la particula libre no-relativista y la particula en caida libre . Para el
caso de la particula libre no-relativista sélo se consideraran los momentos conmutativos,
por otra parte, para el modelo de la particula en caida libre seran contempladas otras
posibilidades.

El primer caso a considerar, como ya se menciond anteriormente, es cuando los
momentos conmutan. Para este caso la matriz simpléctica esta dada por

0 g 1 0

—0 0 0 1

wo_
w 1 o000 I (6.28)
0 -1 0 0
con inversa

00 —1 0

0 0 0 —1

01 -6 0

Por otra parte, como se vio en la primera seccion de este capitulo, las componentes
de esta matriz definen ecuaciones diferenciales para los potenciales simplécticos A(z),
donde z* = {x1, z2, p1, p2}. Explicitamente, las componentes no triviales de esta matriz
proporcionan el siguiente conjunto de ecuaciones:

0A;  0A3 0Ay  0Ay 0A, 0A3

ks T T N i ) 6.30
opr Oz, Ops  Oxs Y op1  Opo (6.:50)
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Una solucién esta dada por los potenciales

0 0
Av=p1, Ao=p, As= P2 Y Ay = 5P (6.31)

donde, estos potenciales estan definidos hasta una transformacién de norma. En conse-
cuencia, estos potenciales definen segin (6.5), la accién

T
S = / dr {plil + poto — €p2p1 + gplpg — H|. (6.32)
. 2 2
Un punto importantisimo de esta accion, es que dado que aparecen derivadas tem-
porales en todas las variables del sistema y dado que la estructura de los potenciales
simplécticos es no-trivial, se sigue que todas las variables son elevadas a variables de
configuracion del sistema. Por otra parte, con esta accién se mostrard que dada una
eleccion de una base cruzada, la mecanica cuantica resultante es completamente equiva-
lente a la obtenida de la elecciéon de la representacién de operadores cuanticos del algebra
no-canoénica. El punto clave de esta equivalencia es, que dada el dlgebra (6.27) se puede
elegir una base para el conjunto de observables, si y solo si, los observables conmutan, en
el presente contexto esto sélo sucede para el caso de los momentos, sin embargo, bajo una
breve inpeccion del algebra, se concluye que también se pueden elegir x1 v p2 6 22 ¥ p1
como el conjunto completo de observables que conmutan. Una vez elegida la base, lo que
sigue es fijarla en la frontera y hacer la variacién en las restantes variables del sistema
(variables auxiliares), todo esto a nivel de la accién clasica. La variacién de la accidn,
tiene como finalidad obtener las ecuaciones de movimiento para las variables auxiliares.
Con las ecuaciones de movimiento, se puede despejar estas variables y sustituirlas en la
accion. Una vez realizado esto, el sistema resultante estarda descrito tinicamente en las
variables o sus derivadas temporales elegidas como la base del posible sistema cuantico.
Este hecho sera crucial ya que, dependiendo de si la variable tiene asociado un térmi-
no cinético o no, esta proporcionara un momento canénico conjugado asociado a dicha
variable. De no contar con un término cinético, la variable sélo jugara el papel de tér-
mino de potencial. Para justificar lo dicho enteriormente témese el caso de un oscilador
armoénico bidimensional, el cual esta definido por la siguiente acciéon Hamiltoniana

’Tf K
S:/ df{pm:i:%—pyg)—p—m—p—y——a:z—
T m

Para este caso considérese las posiciones como la base del sistema cudntico, conse-
cuentemente los momentos seran las variables auxiliares, por lo tanto, las ecuaciones
de movimiento para los momentos estan dadas por

y?l. (6.33)

ML =Py, MY = Dy, (6.34)
introduciendo los valores de estos momentos en la accién (6.33), se tiene el Lagrangiano

L= %:‘52 + %gf - g:ﬁ - gy? (6.35)
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El cual resulta ser el Lagrangiano usual del oscilador armoénico bidimensional, por lo tan-
to, de este Lagrangiano se desprende que bajo este procedimiento, se estd construyendo
el Lagrangiano de la versiéon Hamiltoninana en las variables elegidas como la base, para
el caso en el que se toman los momentos como base se tiene el Lagragiano

. 22 2
L_ﬁ Py pi Py

— 6.36
2k 2k 2m  2m’ ( )

el cual luce completamente diferente del Lagrangiano (6.35), sin embargo, si se considera
la simetria que posee estd teorfa p, — x, p, — y y kK — 1/m, se tiene que el Lagrangiano
(6.35) es exactamente el mismo que (6.36).

Por otra parte en este ejemplo se encontrd dos ecuaciones de movimiento algebraicas
y en el caso anterior sélo se tiene una séla ecuacion algebraica, para justificar el por qué se
toma sélo la ecuacion de movimiento algebraica y se ignora la no-algebraica, nuevamente
considérese un oscilador arménico unidimensional que se desplaza en alguna direccion
del plano, es decir, se considerara la acciéon Hamiltoniana

Tf 2 2
- - pm py K 2
S = dr | p, s Y 22 6.37
/n T{p R T e WY (6.37)
Si se consideran las posiciones como la base del sistema, se tiene el Lagrangiano
m m K
L=—i*+ —9* — =42 6.38
2 T gY T (6.38)

En este caso la simetria mencionada anteriormente ya no se cumple, debido a que se
suprimié z de la accién. Si ahora se consideran los momentos como la base del sistema,
la accién por estudiar esta dada por

s . . [ ™
S = / dr {—pmz Dy 2 2. (6.39)

Si se calculan las ecuaciones de movimiento de las variables auxiliares, considerando los
momentos como las variables fisicas, se tiene

Pr =0, py=—ry. (6.40)

Ahora se mostraran las inconsistencias que surgen de tomar las dos ecuaciones de
movimiento, es decir, la algebraica y la no-algebraica. Introduciendo estas en la accién
el Lagrangiano resultante esta dado por

) 9 2
L=t _ PPy (6.41)
2k 2m  2m
si se calculan los momentos se obtiene
oL oL )
M,=—" =0, I=—=2% (6.42)
Opz Opy K
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esto da lugar a una constriccién y; = II,. El Hamiltoniano total estd dado por
2 2
Hr = gﬂj + 229—7; + % + A1, (6.43)

Desde el punto de vista variacional la primera de las ecuaciones (6.40), es incorrec-
ta ya que implica que se estd fijando en los extremos a p,, mientras que el principio
variacional (6.39) dice que lo que esta fijo en los extremos es p, y py.

Ahora se considerara la evolucién de la constriccion. La condicion de consistencia da
como resultado la segunda constriccion xo = p,. El paréntesis de Poisson entre estas dos
constricciones es {x1, x2} = —1, lo que implica que se trata de constricciones de segunda
clase, como consecuencia el paréntesis de Dirac tiene que ser construido, sin embargo,
una vez construido el paréntesis de Dirac este asegura que las constricciones se vuelven
cero, dejando el Hamiltoniano total como

Hp = —112 + -2~ (6.44)

Una breve inspeccion de este Hamiltoniano muestra que el hecho de poseer constricciones
de segunda clase, hizo que redujera las variables del espacio fase, lo cual es inconsistente
con lo esperado. Ahora se considerard sélo la ecuacion (6.39) algebraica de movimiento,
es decir, que una vez introducida en la accién, el Lagragiano resultante estd dado por
2 2
pm py

p2
L="Y _—poxr—2_YL 4
2K P 2m  2m (6.45)

Nuevamente calciilense los momentos, los cuales son

oL I aL:& P_aL_

H(E - . - z) - 5. ) T — . —

0, (6.46)
estos momentos definen un par de constricciones x; = I, + x vy x2 = P, las cuales
tienen paréntesis de Poisson diferente de cero, esto implica que la estructura simpléctica
estarda dada por la estructura de Dirac. El Hamiltoniano canénico esta dado por

v, P

12 + p, Loy Y 4
y+p$+%n+2m (6.47)

K

Ahora se tiene que tomar la y; constriccién como fuerte, con esta consideracién se tiene
el Hamiltoniano

2 2
K2 | Pa Py

m2 4 o 4 2 (6.48)

Ho = — .
“T o v 2m ' 2m

Las constricciones se agregan como multiplicadores de Lagrange para formar el Hamil-
toniano total, sin embargo, sélo se tomo el Hamiltoniano canénico ya que una vez cons-
truidos los paréntesis de Dirac las constricciones autométicamente se vuelven cero. En
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conclusion dado que sélo se posee una sola ecuacion algebraica de movimiento, solo esta
se sustituye en la accién, la restante generara una constricciones en el sistema lo cual
permitird eliminar la variable auxiliar del sistema con dicha constriccién, esto dard como
resultado el Hamiltoniano esperado, ya que el sistema sera consistente con las condiciones
de borde del principio variacional.

Para extender lo hecho con el caso del oscilador armoénico para el caso en que se tiene
una estructura no-canonica, se considerara el modelo de la particula libre no-relativista,
cuyo Hamiltoniano esta dado por la expresiéon

2 2
=245 (6.49)
2m  2m

Para la base (1, p2) la accién a considerar esta dada por

K pi P
S = / dr | (&1 + Op2)p1 — poxs — - — 22|, (6.50)
. 2m  2m

donde, se ha hecho una integracion por partes en el segundo y tercer términos de la
accién (6.32), esto tiene como finalidad obtener un principio variacional en el cual las
variables que quedan fijas son precisamente (xy,ps). Por otra parte, la derivada total
puede ser eliminada ya que no contribuye a la dindmica del sistema.

Ahora tomese la variacién de esta accién en la viaribles x5 v p;. La finalidad de
de tomar la variacion es obtener las ecuaciones de movimiento, dichas ecuaciones estan
dadas por

pr=m(1+0p2) y p2=0. (6.51)

El punto clave aqui es que dadas las ecuaciones de movimiento, se puede despejar
las variables auxilires del sistema (para esta base las variables auxilires son zs y py),
y con ello dejar el sistema escrito en términos sélo de las variables elegidas como la
base y derivadas temporales de estas variables. Sin embargo, de estas dos ecuaciones se
desprende que existe una ecuacion algebraica de movimiento para p; pero no existe para
T2, €n consecuencia, T, no podré ser eliminada de la accién (6.50) algebraicamente. No
obstante, se mostrara que dicha variable puede ser eliminada, si se considera a po diferente
de cero, esto es posible ya que como se mostrara esta variable define una constriccion en
el sistema. Sustituyendo p; en la accién (6.50), se sigue que el Lagrangiano resultante
estd dado por

2
m, . N2 Ps

L=— 1+ 9]92 —pP2To — —. 6.52

5 ( ) o (6.52)

Ademas tal como se mencioné anteriormente el 1iltimo término de este Lagrangiano no

definird ningin momento, en consecuencia este serda unicamente término de potencial.

De este Lagrangiano se puede apreciar que los momentos pueden ser calculados de la



66

manera usual, es decir, esto puede ser logrado tan soélo con tomar las derivadas parciales
del Lagrangiano con respecto a las derivadas temporales de las variables. Explicitamente,
se tiene

oL . . OL oL
I = — =m(i1+0ps), Ily= =0 y Iy =—— =mb(i1+ Ops)—x2. (6.53)
Oy Dicy 8292
Aqui se ha considerado el momento asociado con x5, ya que esta es una variable del
sistema. Por otra parte, de estos momentos se puede ver que se trata de constricciones

del sistema, es decir, estas son de la forma
xe =12 y xa=1I4 — 011 + o (6.54)

Del Lagrangiano (6.52), puede observarse que de no haber tomado diferente de cero
p2, el momento asociado a esta variable y el asociado a x2 no habrian existido y en conse-
cuencia tampoco las constricciones (6.54) asociadas. Estas constricciones serdn cruciales
para eliminar las variables auxiliares como serd mostrado mas adelante, ademas este
hecho serd muy recurrente en las diferentes elecciones de bases. Por otro lado, como se
vio en el capitulo uno, una vez obtenidas las constricciones lo que sigue es clasificarlas.
La importancia de la clasificacién radica en la estructura simpléctica que estas definen.
Para las constricciones encontradas el paréntesis de Poisson estd dado por

{Xas X5} = —€ap, donde, a,f =24. (6.55)

consecuentemente de este paréntesis, se concluye que se tratan de constricciones de
segunda clase. Mas adelante se construiran los paréntesis de Dirac asociados a estas
constricciones.

Antes de construir los paréntesis de Dirac primero se construird el Lagrangiano y el
Hamiltoniano del sistema. Para el presente sistema, el Lagrangiano y el Hamiltoniano
canoénico en términos de los momentos, son respectivamente

H2 p2
I = 1 _ 22 6.56
2m D222 2m’ (6.56)
y
H2 2
H, =iy + ypo — == + poxa + Lo (6.57)
2m 2m

Haciendo fuerte la segunda constriccién (6.54), se obtiene xo = 0I1; —I14. Ahora con
esta relacién se sustituye en (6.57). Dado este hecho, el Hamiltoniano se reduce a:

H, = —+ 2 (6.58)

En consecuencia, el Hamiltoniano total es

H
Hr = —+ & + Aax2 + Aaxa. (6.59)
2m  2m
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Aqui puede destacarse el hecho de que el sistema final sélo depende de una las vari-
ables elegidas como base, no obstante, como se mostrara mas adelante la realizacién
cuantica del sistema proporcionara una derivada parcial con respecto a s, lo cual deja
el sistema en términos de las variables de la base 6 al menos a través de una deriva-
da de estas. Un punto clave en la obtencién del Hamiltoniano, fue la existencia de las
constricciones, esto se siguié de tomar py diferente de cero. Por otra parte, con el Hamil-
toniano total se puede calcular la evolucién de las constricciones, sin embargo, esta
evolucion inicamente determina los multiplicadores de Lagrange, es decir, ya no existen
maés constricciones. Para este caso los mutiplicadores tienen los valores Ao = pa/m y
A4 = 0. Ahora bien, dado que el paréntesis de Poisson resulté ser no-nulo, se trata de
constricciones de segunda clase, por lo cual se tienen que construir los paréntesis de
Dirac asociados a estas constricciones, éstos fueron definidos en el capitulo uno. Para el
sistema bajo estudio estos paréntesis tienen la forma

{A, Bip = {4, B} = {A, x2H{x4, B} + {4, xa}{x2, B}, (6.60)

donde, se ha tomado la inversa de (6.55) para obtener la forma explicita de estos parénte-
sis.

Indentificando las variables del sistema, con A y B se llega a que los tinicos paréntesis
no-triviales estan dados por

{z1,22p =0, {ve,p2}p=1, {z,li}p=1, {p2,ll4}p =1 (6.61)

Sin embargo, dado que se esta tratando con un sistema que contiene constricciones, estas
se tienen que considerar en la teoria. En un principio la teoria inicial contaba con los
grados de libertad (z1, 2, po, Iy, I12, I14), entonces dadas las constricciones estos grados
de libertad se reducen a (z1, pa, [11,114), es decir, haciendo fuertes las constricciones se
ha efectuado esta reduccion del espacio fase. Como una consecuencia de hacer fuertes
las constricciones, resulta que dos de los paréntesis son redundates, explicitamente los
Unicos paréntesis que sobreviven al momento de tomar fuertes las constricciones son

{$1>H1}D = 17 {p2>H4}D = 1. (662)

Desde luego, el paréntesis de Dirac entre x1 y po es cero, esto es consistente con el hecho de
que es el conjunto completo de observables. La consecuencia que se sigue directamente de
estos paréntesis es que la cuantizacion candnica puede ser implementada. Estrictamente
se tiene la identificacion

I = —ihi, Iy = _in2

81’1 8]92 ’
Consecuentemente la teoria cudntica que resulta de tal identificacion es
~ h? 0%W(xy, 2
HU(z1,p2) = —— (1,p2) + 22 G (21, ps) = BV (a1, p2)- (6.63)

2m 01? 2m
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Como se menciond anteriormente, una vez obtenido el Hamiltoniano partiendo de la
accion clasica, lo inico que resta es representar los momentos bajo la accién sobre la base.
La cuantizacién por tanto se lleva de la manera usual. Otro punto importante a notar,
es que las constricciones ya no aparecen a la teoria cuantica final, esto se debe a que en
el esquema de Dirac las constricciones son cero tanto como constricciones clasicas como
cudnticas Y2 = 0y x4 = 0, una vez construido el paréntesis de Dirac como la estructura
simpléctica de la teoria.

Antes de elegir otra base, se relizara la cuantizacion del sistema pero tomando una
realizacion del algebra de conmutadores. Esto tiene como finalidad el contrastar los dos
métodos. El algebra de conmutadores de la estructura canénica (6.27), estd dada por

[T1,72) = ih8, [p1,p2] =0, [T1,D1] = [22, 2] = ih, (6.64)

donde, se han tomado los momentos conmutativos. La eleccién de base sera la misma,
es decir, x1 v po. Por lo tanto, en analogia con el esquema de cuantizacion candnico,
dado que se ha elegido la base x1 y py. La funcion de onda dependera de estas variables
U(z1, p2), donde ahora el momento de la teoria inicial juega el papel de coordenada, esto
ya se habia mencionado cuando se dijo que dado el hecho de que los cuatro potenciales
hubieran sido diferentes de cero, eleva a todas las variables del sistema a variables de
configuraciéon, por tal motivo, las variables que en el sistema original jugaban el papel
de momentos, en el nuevo sistema ya no lo son mas. Elegida la base, la representacién
que satisfacen los operadores cuanticos, es la siguiente:

21U (21, p2) = 1Y (21, p2).

. .0 .0
T2V (xy, po) = _Zhea—athj(zl’pz) + zha—pzllf(a:l,pg). (6.65)

~ .0
PV (z1,p2) = —Zha—‘l’(ifbpz)-
X1

ﬁz‘l’(ifl,Pz) = Pz‘l’(ifbpz)-

Por otra parte, se sigue que la ecuacién de Schodinger dada esta realizacion, toma la
siguiente forma:

~ h? 0%W(xy, 2
HU(z1,p2) = —%% + 5—;‘1’(551&2) = EV(z1,p2). (6.66)
1

Como puede observarse, la teoria resultante de la realizacion del algebra de conmutadores
(6.65) es exactamente la misma que la teoria cudntica resultante de la accién clasica. En
conclusion, se ha mostrado que los dos métodos son completamente equivalentes a nivel
cuantico. Otro punto importante a destacar es que los efectos de la no-conmutatividad
no son visibles, dada la simplicidad del sistema.
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6.3.2. Base (79,p)

La mayor parte del método propuesto en este capitulo ha sido ya mostrada, sin
embargo, la base elegida en la seccién anterior no es la tnica posible. Para esta seccion
se elige la base (g, p1). Los pasos a seguir serdan los mismos de la seccién anterior. Con
esto en mente, la accion apropiada es

Tf p2 p2
S = /TZ d’7'|i(l’2 — 9]51)]92 —pll’l — ﬁ — ﬁ s (667)

ya que para esta se tienen fijos en los extremos de la base (x2,p;). Ahora bien se tienen
que calcular las ecuaciones de movimiento, sin embargo, de estas ecuaciones solo se
podra utilizar la que tenga una expresion algebraica, la ecuacion restante se ignorara.
No obstante, la ecuacion ignorada generara constricciones en el sistema. Tomando la
variacién en x1 y pa, se tiene

p2=m(z2—0p1) vy pr=0. (6.68)

De manera que por lo discutido anteriormente, se considerara que p; es diferente de cero
y se hara la sustitucién de ps en la accién (6.67). Bajo esta consideracién, se obtiene el
Lagrangiano
2
m, . .\ 2 . p1
L=—(ty—10 —p1ry — —. 6.69
5 ( 2 Pl) P11 om ( )

Los momentos pueden ser calculados de manera directa. Dicho calculo da como resultado

oL oL . i oL . i
= 8—1’1 = 0> I, = 8—1’2 = m($2—9p1) y Hg = — = —m@(atg—epl)—:vl. (670)

Op1
Como se mencioné anteriormente, el hecho de que se haya tomado p; diferente de cero
es lo que originé la existencia de los momentos Il; y Il;. Tal como se anticipo, estos
momentos definen las constricciones

I,

xi=1IL y x3 =15+ 0l + 1, (6.71)

cuyo paréntesis de Poisson estd dado por {Xa, X3} = —€as, donde los indices toman
unicamente los dos valores o, 3 = 1,3. De aqui se sigue que la forma de los paréntesis
de Dirac estda dada por

{A,Bip = {4, B} = {A, xaH{xs B} + {4, xa}{x1, B}. (6.72)

Antes de calcular los paréntesis de las variables del sistema, primero de construira el
Lagrangiano y el Hamiltoniano, los cuales en términos de los momentos son respectiva-
mente

H2 p2
L=—2—pz — - 6.73
2m n om’ ( )
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y
. ) s . 2
H, = Tty + Mapy — —2 + pray + . (6.74)
2m 2m
Nuevamente tomando en cuenta la relacion que define Il3, se obtiene xy = —II3 — 0115,

en consecuencia, el Hamiltoniano canénico toma la forma

El Hamiltoniano total, se forma tnicamente agregando las constricciones como mul-
tiplicadores de Lagrange, este tiene la forma

HT = H— + & + )\1)(1 + )\3)(3 (676)
2m  2m
La evolucién de las constricciones de igual manera, que en el caso anterior iinicamente
determinan los multiplicadores de Lagrange, para este caso estan dados por Ay = p;/m
y A3 = 0. Los paréntesis de Dirac, por otra parte tienen la estructura (6.72), de lo cual
se sigue que los Unicos paréntesis no-nulos son

{zr,22p =0, A{zi,m}p=1, Az ll}p=1, {p,Il3}p=1, (6.77)

Nuevamente se tiene el mismo hecho que en el caso anterior, por lo cual en un princi-
pio el espacio fase constaba de (z1,x,p1, 1y, o, II3) y una vez que se consideran las
cosntricciones como fuertes, este se reduce a (z, p1, [lo, I13), con paréntesis de Dirac

{o,p1}p =0, A{xo,Ila}p =1, {p1,Us}p =1 (6.78)

Por lo tanto, llevando a cabo las identificaciones cuanticas, se sigue de manera directa
la cuantizacién.

En este caso también se encontrard una relizacion para el algebra de conmutadores
de la estructura canédnica (6.64). Estd nueva realizacion esta dada por

- L0 .0
11V (22, p1) = 10—V (22, p1) + ihz—V (22, p1).

0z apl
oV (x2, p1) = 22V (22, p1). (6.79)
p1¥Y(z2, p1) = p1¥(z2,p1).
2V (zo, p1) = —zhaiz\lf(:cg,pl).
La ecuacién de Schodinger dada esta base es:
HU(z9,p1) = W 9" (w3, p1) + —\If(asz,pl) = EV(xa,p1). (6.80)

“2m Oxl 2m
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Consecuentemente al igual que la base x1,ps, se tiene que los resultados obtenidos de
los dos esquemas son equivalentes a nivel cuantico. Puede verse ademas que las teorias
cuanticas resultantes de la eleccién de las dos bases, son muy parecidas. Esto se debe
fundamentalmente, a que el hamiltoniano de la particula libre posee una simetria bien
definida, dicho hamiltoniano es invariante ante el intercambio de momentos, es decir, se
puede cambia p; por ps v el Hamiltoniano preserva su forma, esto también es cierto si se
miltiplica por un signo negativo ambos momentos, lo mismo se verifica para el sistema
cuantico.

6.3.3. Base (p1,p)

Por 1ltimo para este Hamiltnoniano se eligird la base p; y p2. Otras elecciones de
base ya no son posibles, ya que no existen mas pares de variables que conmuten. Para
este caso también pueden tomarse las coordenadas conmutativas y los momentos no-
conmutativos, sin embargo, con este Hamiltoniano ya no se haran estos casos, esto se
hard para el caso de la particula en caida libre. Para esta base la accion esta dada por
la siguiente expresion:

0 0
S = /d’T |i—p11’1 — P2y — 5]92]91 + 5]91]92 — H|. (681)
Como en los dos casos anteriores, la variacion tiene que ser tomada en las variables
auxiliares, una vez elegida la base, con lo cual la variacién tiene que ser hecha con
respecto a x1 y 9. Esta variacién proporciona las siguientes ecuaciones de movimiento:

pr=0, p2=0, (6.82)

Aqui puede verse que no existe ninguna ecuacién algebraica para las variables auxiliares.
Por lo tanto, para tener una teoria consistente se tienen que tomar diferente de cero las
dos ecuaciones de movimiento. Por lo visto en los dos casos anteriores, esta consideracién
generara constricciones. En vista de esto se obtiene el Lagrangiano
2 2
b1 D

) ) 0 . 0
L = —p1x1 — powo — =pap1 + =p1P2 — ~— —

6.83
2 2 2m  2m’ ( )

De este Lagrangiano puede verse que depende de todas las variables del sistema, por
consecuencia, tendra momentos asociados a todas las variables. Estos momentos son

oL oL oL 0 oL 0

(6.84)

I

A diferencia de los dos casos anteriores, estos momentos definen cuatro constricciones
(recuerdese que en los casos anteriores s6lo se tenian dos constricciones), las cuales tienen
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la forma
0 0
x1=11, xe=1z, x3=1I3+z1+ §p2 y xa=1I4+wz— 52917 (6.85)
los paréntesis no-nulos entre estas constricciones son
{xuxst=-1, {exat=-1 {xsxat=0. (6.86)

Por otra parte, el Lagrangiano en términos de los momentos toma la forma

D
L =TI3p Mypy — — — == )
3p1 + Lypo o om’ (6.87)
consecuentemente el Hamiltoniano total
» P
Hr =1 4+ 22 4 Xjxa + daxae + Asxs + Aaxa (6.88)
2m  2m

Si se toma la evolucién de la constricciones, se tiene bajo la condicién de consistencia
que estas determinan los multiplicadores de Lagrange, concretamente tienen los valores
A = pi/m, A2 = pa/m A3 = Ay = 0. Ahora bien, de la no-nulidad del det{xa, xs3} se
sigue que se trata de constricciones de segunda clase, por lo cual se tiene que construir
los paréntesis de Dirac, los cuales tienen la forma definida en le capitulo uno, con C'*”
como

0 610

o —6 00 1
e (6.89)

0 -1 00

De manera explicita los paréntesis de Dirac estan dados por la expresién
{A,Bip ={A, B} = 0{A, xaH{x2, B} + 0{A, x2}{x1, B} — {A, x:{xs, B}
+{A> X3}{X17 B} - {A> XQ}{X4> B} + {A> X4}{X27 B} (690)

De los paréntesis (6.90) se deduce bajo la identificacién de cada una de las variables del
sistema con A y B, que los Unicos paréntesis no-nulos de Dirac son:

{z1,22}p =0, {x1,p1}p = {x2,p2}p = {p1, Us}p = {p2, lu}p = 1. (6.91)

Nuevamentes como en los casos anteriores se van a tomar en cuenta las constricciones
fuertes, por lo que con esto se concluye que la cuantizacion canénica se realiza de manera
directa, es decir, el espacio fase estaba constituido por (xy, za, p1, p2, I11, 1o, I13, I14), una
vez tomadas las constricciones fuertes, este se reduce a (py, pe, I3, [14). Este espacio fase
reducido tiene paréntesis de Dirac candnicos

{p1,p2}p =0, A{p1,Us}p = {p2, la}p = 1. (6.92)
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Sin embargo, el Hamiltoniano resultante no depende de ninguno de los momentos
(I3, I14), por lo cual dnicamente se tratd de un nimero positivo.
Para el caso de esta base la realizacién del algebra de conmutadores (6.64) esta dada
por

~ . 8\If(p1,p2) 0
U _ i) 0y, ,
T1W(p1, p2) = ih o 5P2¥ (1, p2)
N 0V (py, 0
T2V (p1, p2) = Zhig?l ) + 501 (p1, p2). (6.93)
D2 2

ﬁl‘l’(%,Pz) = Pl‘l’(ffbpz)-
ﬁz‘l’(%,Pz) = Pz‘l’(ffbpz)-

Se sigue que la ecuacién de Schodinger dada esta base, toma la siguiente forma:

2 2
73 p p
W) = (5% + 32 ) W) = BV po). (6.94

A manera de resumen, se puede decir que las tres bases tratadas aqui coninciden
completamente con la realizacién del algebra de conmutadores a nivel cuantico. Ademas
puede observarse que la no-conmitatividad no tuvo gran efecto en el sistema aqui tratado,
esto se debe principalmente a que el sistema tratado era muy simple, ademas de que
dicho sistema sélo dependia de los momentos y estos se considerarén conmutativos, se
puede mostrar que los efectos de la no-conmutatividad son mas evidentes si se consideran
los momentos no-conmutativos, sin embargo, este caso ya no sera tratado.

En la préxima seccién se tratard con un sistema mas complejo, con este sistema se
consideraran otras posibilidades no tratadas en este sistema. En este modelo los efectos
de la no-conmutatividad seran mas evidentes.

6.4. Particula en Caida Libre

6.4.1. Base (z1,p)

Como se mostro en las secciones anteriores los efectos de la no-conmutatividad, en
realidad no fuerén observados debido a la simplicidad del modelo considerado. Aho-
ra se abordara el formalismo desarrollado en las secciones anteriores, para el caso de
una particula en caida libre. Este modelo mostrara evidencias explicitas de la no-
conmutatividad. Por otro lado, es bien sabido que el Hamiltoniano para este modelo
estd dado por la expresién

=2 % + mgs. (6.95)
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Para este Hamiltoniano se empezara con el caso en que los momentos conmutan.
Bajo esta consideracién la accién a tratar serd la misma dada por la ecuacion (6.49).
Aqui también se considerardn las tres bases del caso de la particula libre, salvo que a
diferencia de este caso, también se consideraran las coodenadas conmutativas, esto se
abordard en la préxima seccién. Todo lo hecho para el anterior caso se puede utilizar en
este caso, ya que las ecuaciones de movimiento se pueden obtener de las mismas acciones
que para el caso de la particula libre. Esto puede ser hecho con tan sélo considerar el
Hamiltoniano aqui propuesto. Con esto en mente la accién a estudiar estda dada por

o n D
_ . . o _ 2z Le 6.96
S /ﬂ i {(Il 9292)}91 a2 2m  2m gLz, ( )

Como se ha mostardo reiteradamente, ahora se tienen que obtener las ecuaciones de
movimiento, si estas proporcionan ecuaciones algebraicas que involucren las variables
auxiliares, estas ecuaciones permitiran eliminar dichas variables de la accion, de otra
manera definiran constricciones en el sistema,; estas también ayudaran a eliminar estas
variables. Para encontrar las ecuaciones de movimiento tomese la variacion en zs v py,
al hacer esto se tienen las ecuaciones

pr=m(i1+0ps) y po=—mg. (6.97)

De estas dos ecuaciones se desprende, que se cuenta con una sola ecuacion algebraica de
movimiento, especificamente sélo se cuenta con la ecuacion relativa a p;, pero no existe
una para Ty, en consecuencia, rs no podra ser eliminada de la accién (6.96) de manera
algebraica. Por lo pronto, considérese que po es diferente de —mg. Sustituyendo p; en la
accion (6.96), se sigue que el Lagrangiano esta dado por

m, . N2 . P%
L=—(&+ ng) —Paly — == — Mgxs. (6.98)
2 2m
Aqui como en los casos anteriores el hecho de no tomar la ecuacion no algebraica, es lo
que propiciara la existencia de los momentos asociados a las restantes variables auxiliares
que no poseian ecuaciones algebraicas. Concretamente este Lagrangiano tiene asociados
los momentos

oL OL OL
o e 0, vy I ml(i140p2) —x2. (6.99)

1T, = —
Opa
Estos momentos definen las constricciones

= m(i1+0p2), Il

xe=1l 'y xa=1ILs— 0l + . (6.100)

Lo que sigue es calcular el paréntesis entre las constricciones, sin embargo, estas son
exactamente las mismas que para el caso de la particula libre con esta misma base. Por
consecuencia, los paréntesis de Dirac son identicos a ese caso. Para tal caso se obtuvo

{z1,p2}p =0, A{x,ILi}p =1, {p2,s}p =1, (6.101)
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donde, se tomarén las constricciones fuertes para eliminar los grados de libertad re-
dundantes y con esto reducir el nimero de paréntesis no-triviales. No obstante, aqui se
incluyo el paréntesis entre las variables de la base, esto con motivo de resaltar el hecho
de que estas bajo el paréntesis de Dirac siguen conmutando, lo cual es consistente con
el hecho de que forman un conjunto completo de observables. Mas adelante con esta
algebra se mostrara la cuantizacién del sistema.

Por otro lado, el Lagrangiano en términos de los momentos esta dado por

H2 2
L=—1—poxy— P2 mgrs. (6.102)
2m 2m

El Hamiltoniano candnico, se sigue de manera directa

H2 ) 2
H, = iy + TLps — —L + pozs + L2 + mgms. (6.103)
2m 2m

Haciendo fuerte la segunda de las constricciones se tiene, xo = 011 — Il4, ademas con-
siderando &1 = II;/m — 6ps. Se deduce que el Hamiltoniano canénico es

I3 P
H, = — +mg (0l — II;)+——=. (6.104)
2m 2m
Ahora bien, dada la existencia de constricciones el Hamiltoniano total estd dado por
113 P
Hy = — 4+ mg(011; — IL4) + 2= + Aax2 + AaXa- (6.105)
2m 2m

Con este Hamiltoniano se puede explorar la evolucion de las constricciones para encon-
trar posibles constricciones secundarias. Sin embargo, la evolucién de estas solo fija los
valores de los multiplicadores de Lagrange, de tal manera que los valores de dichos mul-
tiplicadores son Ay = po/m y Ay = mg. La cuantizacién del sistema es ahora inmediata
como una realizacién del algebra (6.101), con esta realizacién se obtiene (6.106). Por
otra parte, si se realiza la cuatizacién usando una realizacién del dlgebra (6.64) en la
base (1, p2) se obtiene el mismo resultado. Es decir, que de las dos realizaciones resulta
2 92 2
_;L_m%g’pz) _ngh(eail’l — aipg) \If(l’l,pg) + 229—7721\11(1’1,]92) = E\If(l’l,pg). (6106)
Como se dijo anteriormente los efectos de la no-conmutatividad surgen en este operador
Hamiltoniano. Esto puede verse en el segunto término del operador, ya que este posee
una dependencia del parametro de no-conmutatividad.

6.4.2. Base (12, p1)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, la acciéon apropiada para
la base (x2,p1) es

Tf
S = / dr |i(l’2 — 9]51)]92 —pll’l — p—;’L — p—2 — mgrsa|. (6107)
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Tomando la variacién en x; y ps, se tiene
po=m(is—0p1) y p1=0. (6.108)

De igual manera que en el caso anterior se considerara que p; es diferente de cero y se
hard la sustitucién de ps en la accién (6.107). Bajo esta premisa, se obtiene el Lagrangiano

2

m. . . .
L= 5(552 - 9291)2—291331 - 229_7711 — mgras. (6.109)

Con los momentos

oL oL oL
IIi=—=0, II = m(xy—0p II = —mb(xy3—0p1)—x1. (6.110
1 Oy 2= 89:2 (@2 pl)y 3= 81 (@2 Pl) 1 ( )
Nuevamente como en los casos anteriores estos momentos definen constricciones, las
cuales estan dadas por

xi=1IL y x3=1II3+ 0l + 2. (6.111)

Este par de constricciones son exactamente las mismas que las resultantes del tratamien-
to de la particula libre bajo el estudio de la misma base, en consecuencia, los paréntesis
de Dirac poseen la misma esctructura. Aqui también deben tomarse las constricciones
fuertes, lo cual reduce los paréntesis de Dirac a los candnicos, por lo cual la cuantizacion
usual puede ser implementada.

Po otro lado, el Lagrangiano y el Hamiltoniano en términos de los momentos Il y
II3 son

H2 2

pi
L =—=— - — 6.112
om JLES om + mgxo, ( )

el Hamiltoniano

H2 2
HC = Hgi’g + ngl B —1 —I—pll’l + p—l + magxsy. (6113)
2m 2m

Para este caso también se hace la segunda constriccién fuerte, donde se obtiene x; =
—II,—011;, ademas se tiene que considerar &5 = IIy/m-+0p,. Haciendo estas sustituciones
el segundo y tercer término del Hamiltoniano se anulan, reduciendo el Hamiltoniano a
2
1135 Pl

H.= —+ — +mgx,. (6.114)
2m  2m

El hamiltoniano total, por otro lado,

H
Hr = —=+ _p1 + mgzrs + A x1 + Aaxa. (6.115)
2m  2m
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En suma, se mostré que dada una eleccion de base cruzada, la teoria cuantica re-

sultante de fijar la base en la accién clasica es completamente equivalente a la teoria

obtenida de la realizacion del algebra de conmutadores. Concretamente para la base
elegida en esta seccién las teorias cuanticas resultantes, estan dadas por

h? 02U (2, 2
——M + p—l‘I’(iﬂz,Pl) + mgro¥ (22, p1) = EV(22, p1). (6.116)
2m T5 2m

De la teoria resultante, puede verse que los efectos de la no-conmutatividad son nulos,
ya que se trata de la teoria cuantica usual de la particula en caida libre. Los efectos son
mas evidentes en la base anterior, en el cual la no-conmutatividad se refleja en derivadas
extras en la teoria final.

6.4.3. Base (p1,p)

Como ultima base para los momentos conmutativos se tratard con p; y po. Se
mostrard que para esta eleccién no existe una soéla ecuacion algebraica de movimiento,
al igual que en la particula libre, no obstante, por lo expuesto anteriormente existiran
constricciones debido a este hecho. Para esta base una accion es

. : 6 . 0 . P
S = dr —P1T1 — P2Xa2 — —P2pP1 + —P1P2 — — — —— — Mgry|. (6.117)
2 2 2m  2m
La variacion con respecto a x1 y xo proporciona las siguientes ecuaciones de movimiento

p1 = 0, pg = —mg. (6118)
Como se mencioné para esta base no existe ninguna ecuacion algebraica, sin embargo,

se hard lo hecho en los casos anteriores. Se ignoraran estas ecuaciones, dado esto se tiene
el Lagrangiano

L:—px—pzv—gpp +€pp—ﬁ—p—%—mga: (6.119)
141 242 221 212 om, om, 2. .

Para este Lagrangiano existen los cuatro momentos, debido que se ignorarén las ecua-
ciones de movimiento. Explicitamente los momentos son

oL oL oL 0 oL 0
YT 0 T 01y T Oy gk Y =, T2t 5P
(6.120)

El hecho de haber ignorado las ecuaciones de movimiento, hace que existan constric-
ciones. Para el presente caso se pasarén por alto las dos ecuaciones de movimiento,
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esto tiene como consecuencia mas constricciones en la teoria. Dichas constriciones estan
dadas por

0 0
x1=11, xe=12, x3=1I3+z1+ QP2 ¥ X4 = Iy + oy — oPr (6.121)
los paréntesis no-nulos entre estas constricciones son
{xi,xst=-1, {xaxab=-1 {xsxa} =90 (6.122)
Por otra parte, el Lagrangiano en términos de los momentos toman la forma
2 2 2
L= ngl + H4p2 - & - & + mgqg H4 + =pP1 ], (6123)
2m  2m 2
donde se ha hecho la cuarta constriccién fuerte, consecuentemente el Hamiltoniano total
P P 0
Hr = —+ = —mg| Ils — 5p1 | +A1x1 + Aax2 + Asxs + Aaxa (6.124)
2m  2m 2

Si se toma la evolucién de la constricciones, se tiene bajo la condicién de consistencia
que estas determinan los multiplicadores de Lagrange. Ahora bien, de la no-nulidad de
las constricciones se sigue que se trata de constricciones de segunda clase, por lo cual se
tiene que construir los paréntesis de Dirac, no obstante, dado que las constricciones son
las mismas que las encontradas para el caso de la particula libre y que las variables del
sistema son las mismas, nada nuevo se obtiene de estos paréntesis. Si se consideran las
constricciones fuertes inicamente los paréntesis {p;,1I3}p = 1 y {p2,ll4}p = 1 sobre-
viven, los restantes son los triviales. Con estos paréntesis se concluye que la cuantizacion
canodnica se realiza de manera directa.

Para el caso de esta base la realizacién del algebra de conmutadores (6.64) esta dada
por

U — 2 T ,
71V (p1, p2) = ih o 52 (p1,p2)
N 0V (py, 0
T2V (p1,p2) = zhig; P2) + 5]91\1](291,]92)- (6.125)
2

ﬁl‘l’(%,Pz) = Pl‘l’(ffbpz)-
ﬁz‘l’(%,Pz) = Pz‘l’(ffbpz)-

Se sigue que la ecuacién de Schodinger dada esta base, toma la siguiente forma:

2 2
7 P1 1 0 0

HU(p1,p2) = | — + — + mgth— +mg=p1 |V(p1,p2) = EV(p1,p2). 6.126

(p1,p2) (2m om TG 92291) (p1,p2) (p1,p2) (6.126)

Para los casos antes tratados y el caso presente, los dos esquemas coinciden com-

pletamente con la realizacion del algebra de conmutadores. En la préxima seccion se

tratard con el caso en que las coordenadas conmutan.
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6.4.4. Coordenadas Conmutativas y Momentos No-conmuta-
tivos

6.4.5. Base (21, ps)

En las secciones anteriores se tratd con el caso en el cual las coordenadas eran no-
conmutativas y los momentos conmutativos, para estudiar los efectos de la no-conmutati-
vidad en otras variables del sistema, ahora se consideraran las coordenadas conmutativas,
pero con momentos no-conmutativos. En esta seccion se tratara también con el Hamil-
toniano de la particula en caida libre. Para este caso se tiene la siguiente estructura
simpléctica

{1’1,1'2} = 0> {php?} =7, {zlapl} = 17 {=T2>p2} = 1. (6127)
Estos paréntesis definen la matriz simpléctica siguiente:
0 010
0 0 01
0 -1 ~ 0
con la inversa como
0 v -1 0
|l = 0 0 -1
W = 10 00 . (6.129)
01 00

Para esta matriz, se concluye facilmente de las componentes no-triviales, las ecuaciones
diferenciales para los potenciales simplécticos siguientes:

0y DA 0A 0Ay_ | 04y 04| 6130
81’1 81’2 8p1 81’1 8p2 81’2

Una solucién hasta una libertad de norma es
A= —%{L’g, Ay = %1’1, Ag =—I1 Yy Ay = —x2. (6'131)

En consecuencia, estos potenciales definen segin (6.5), la accién

Tf
S = / dr |i—%l’2i’1 + %[L’li’g - [L’lpl — [L’gpg — H:| . (6132)

Primero se empezara por la base x1 y po. Para obtener una accién apropiada, primero
intégrese por partes el segundo y tercer términos en (6.132). Por lo tanto, la accién a
considerar esta dada por

[ : : , P1 P3
S = dr | = (P2 + 1) w2 + Tipr — om  om Ttz (6.133)
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Ahora tomese la variacién de esta accién en la viaribles x5 v p;. La finalidad de
de tomar la variacion es obtener las ecuaciones de movimiento, dichas ecuaciones estan
dadas por

po+yi1=—mg y p1=mi. (6.134)

De estas dos ecuaciones se desprende, que existe una ecuacion algebraica de movimiento
para p;, pero no para s, en consecuencia xo no podra ser eliminada algebraicamente de
la accién (6.133). Por lo pronto, considérese sélo el caso de p; en la accién. Sustituyendo
p1 en la accién (6.133), se sigue de esta que el Lagrangiano estd dado por
2
P

L= —(pa+vi1)ra + %ZE% = o, Mgt (6.135)

Este Lagrangiano tiene asociados los momentos

oL oL

= O = mxiy — VT2, 2 = O =

IT, 0, y IlIj=—=—=—x. 6.136
Op2 ( )
De una breve inspeccién de estos momentos, se desprende que se tienen dos constricciones

en el sistema. Explicitamente estas son:
x2 =1, x4 =114 + 2o. (6.137)

Maés adelante se mostrard que se trata de constricciones de segunda clase. Por el mo-
mento el punto importante es construir el Hamiltoniano canénico. Para esto, se tiene
que despejar &1 y o, del primero y cuarto de los momentos (6.136) respectivamente, e
introduciendo estas en el Lagrangiano. De tal forma que resulta

2

1 2 . 2 Dy
L=— (I —~II Iy + —1I, (11 — A1) —=—= — mgll,. 6.138
Qm( 1= 4) + p2 4+m 4( 1= 4) o mglly ( )

El Hamiltoniano candnico, por otra parte, estda dado por
H.=1l1z1 + Iyps — L. (6.139)

Nuevamente sustituyendo la condicién &y = Iy /m—~Il,/m. Se sigue que el Hamiltoniano
se reduce a
H, = L(H — Il )%—ﬁ — mgll (6.140)
e = 5 (h 4 o 4 .

Y consecuentemente el Hamiltoniano total

1 2
Hy = = (T = 4T1)*+ 22 + mgTL + Aoxa + Aaxa (6.141)
2m 2m
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Para completar el analisis se tiene que calcular el paréntesis entre las constricciones,
estos estan dados por

{A,B}p ={A,B} — {A, x2}{xs, B} +{A, xa}{x2, B}

al momento de identificar A y B con las variables de espacio fase (1, z2, p2, I11, I1o, I14),
se llega a que los uinicos paréntesis de Dirac no-triviales son {zo, p2}p = 1, {z1,11}p =1
y {p2,Il4}p = 1. Sin embargo, si se toman las constricciones como fuertes, el espacio
fase se reduce a (1, pa, Iy, I1y), con paréntesis de Dirac {z1,p2}p =0, {z1,Il1}p =1y
{p2, 4} p = 1, es decir, dados estos paréntesis la cuantizacién usual puede ser llevada a
cabo de manera directa. De (6.141) se obtiene que el operador Hamiltoniano en la base
(21, p2) es

. B2 [0 o\ p? )
H=-—|_- _~— 2 ) h—— 142
o ((%1 78}92) +2m +1mg O (6.142)

Otra manera de obtener obtener el mismo resultado es encontrar una realizacién
directa del algebra

[21,2] =0, [p1,p2] = ivh, [T1,p1] = ih, [X2,p2] =il (6.143)
Esta realizacion es de la forma

21U (21, p2) = 1Y (21, p2).

_ O (ay,
T2V (xy, po) = zh%.
ov U
P (a1, pa) = —mw AL (6.144)
x1 apz

ﬁz‘l’(%,Pz) = Pz‘l’(ffbpz)-

Por lo tanto, los dos procedimientos son equivalentes a nivel cuantico. En este caso
también pueden apreciarse de manera explicita los efectos de la no-conmutatividad,
contenidos en la derivada del operador.

6.4.6. Base (22, p1)

Para el caso en que las coordenadas conmutan existe también la base z2 y p;. Para
esta base se seguird el mismo procedimiento realizado para la base (x1,p2). La accién a
considerar sera

Ty
S = / dT{(va‘:Q —pl)xl + Topy — % _ P mgzrs| . (6.145)
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Tomando la variacién en x; y ps, se tiene

’Yl"g - p1 =0 Yy D2 = MmTs. (6146)

De igual manera que en el caso anterior se hard la sustitucién de py en la accion (6.145).
Bajo esta consideracion, se obtiene el Lagrangiano

. m., pi
L= (yia—p1)ar + %2~ 5 -~ Mgz (6.147)

Con los momentos

oL oL oL
1 Ers 2 Oty 2 TYr1L Y 3 91 1 ( )
De la primera y la tercera relaciones, se puede concluir de manera directa que se trata
de constricciones de la teoria. Las cuales se pueden definir como

xi=1IL vy xs=Us+z. (6.149)

Inmediatamente se puede encontrar que {xa, X3} = —€ap, donde o, = 1, 3.
Las relaciones siguientes son nesesarias, para la construccion del Hamiltoniano canénico

1
jj2 - E(H2 + 71_-[3)7 X1 = _H37 (6150)

el cual esta definido como

2
H, = Tlyiy + apy — (yido — pr)x1 — E:E% + 229—7; + mgxs. (6.151)
Introduciendo las relaciones (6.150) en este Hamiltoniano, se obtiene

2

(H2 + 7H3)2+p—1 + mgxs. (6.152)

1
H.=
2 2m

2m
El Hamiltoniano total, por otro lado, estda dado por

2
Hy = (T + A1)+ 2o gy + AT + AT, (6.153)
2m 2m
Si se consideran la evolucion de las constricciones, resulta que ya no existen mas
constricciones. Estas s6lo determinan los multiplicadores de Lagrange. Dado que los
paréntesis entre las constricciones resultaron ser diferentes de cero, se esta tratando con
constricciones de segunda clase. Los paréntesis de Dirac son

{A,B}p ={A,B} — {A, xa}{xs, B} +{A, x3}{x1, B}
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con este peréntesis se pueden identificar A y B con las variables de espacio fase, el cual
estd dado por (x1, g, p1, I1;, Iy, I13), de aqui se llega a que los tinicos paréntesis de Dirac
no-nulos son {x1,p1}p = 1, {z2,la}p = 1y {p1,1I3}p = 1. Sin embargo, si se toman
las constricciones como fuertes, el espacio fase se reduce a (x2, p, lls, I13), con paréntesis
de Dirac {za,p1}p =0, {z2,1Ia}p =1 y {p1,13}p = 1, es decir, los paréntesis de Dirac
se han reducido a los usuales, de manera que la realizacién cuantica se sigue de manera
inmediata.

La realizacién del algebra de conmutadores para esta base, estd dada por

~ . 0V(xo,

71V (29, p1) = zh%‘

E5\2‘11(552#91) = 552‘1’(552>P1)-

P (z2, ;1) = p1¥(z2, p1). (6.154)
ov ov

Z’j\z\lj(l,z’pl) — —'lh ($27p1) —'lh’}/ ($2>p1).

0z apl

La teoria cuantica resultante de estd realizacion se sigue de manera inmediata, resultando
la ecuacion de Schrodinger siguiente:

B2 /O ’ O (2, 2 2
R (22 291)%_7 (22, p1) +&\If(l’2,p1)+mgl'2\lj(l'2>pl) = EV(x2,p1). (6.155)
2m 0xs o m

2

Para el presente caso en el cual se consider6 las coordenadas conmutativas, los efectos de
la no-conmutatividad son méas evidentes que en el caso de los momentos conmutativos.
Esto puede verse incluso desde el Hamiltoniano clasico en el cual aparecen los parametros
de conmutatividad.

6.4.7. Base (11, 19)

Como tltima base se seguira considerando que las coordenadas son conmutativas,
es decir, que dado este hecho se puede elegir como base las coordenadas. Para esta base
la accién esta dada por

T 2 2
S = dr —zl’gi’l + 11’11"2 + :i?lpl + l"ng — p—l — p—2 —mgxsy|. (6156)
- 2 2 2m  2m

Tomando las variaciones en p; y ps, se tiene
pL=mi; Yy P = mis. (6.157)

Aqui puede observarse que por primera ves se han encontrado dos ecuaciones algebraicas
de movimiento, a diferencia de los casos anteriores en los cuales sélo se contaba con
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una séla ecuacion algebraica, esto mostrara que no existen constricciones en el sistema.
Introduciendo estas dos relaciones en la accién (6.156), resulta el siguiente Lagrangiano

L= %;‘zf + %z% - %xm + %atli“z — mgis. (6.158)
Con momentos dados por
OL o OL 0l
I, =—=mit; — = [y = — =mai —Iy. 6.159
1 81’1 mxiy 21’2 y 2 81’2 mxa + 21’1 ( )

De estas relaciones se puede observar que no existen constricciones, tal como se habia
anticipado. Si se despejan las velocidades de los momentos, se obtiene
IT I1
f1= 2t L py =2 L, (6.160)
m  2m m  2m
Introduciendo estas relaciones en el Lagrangiano, se obtiene el Hamiltoniano a través de
la tranformada de Legendre

H = ﬁ(ﬂl + %1’2)2+Lm(ﬂ2 - z$1)2+mga72. (6161)
donde, x; y II; y x2 y Il por construccién satisfacen los paréntesis {xq, [Io} = {p1, I3} =
1. De manera que la cuantizacién canénica puede realizarse sin problemas. Ademaés esta
cuantizacion sera totalmente equivalente a la obtenida de la realizacion del algebra de
conmutadores.

Explicitamente la realizacién del algebra de conmutadores para esta base esta dada
por

31\11(1’1, [L’g) = 1’1\11(1’1, [L’g).

32\11(1’1, [L’g) = 1’2\11(1’1, [L’g).

ov
]/9\1\11(1’1,1’2) = —ZFLM + 11’2‘1’(1’1,1’2). (6162)
81’1 2
L OV (1, m2)

]/9\2\11(1’1,1’2) = —ih — 51’1‘1’(1’1,1’2).

81’2

De la cual se deduce que la teoria cuantica resultante es equivalente a la obtenida del
Hamiltoniano.

[T A P N G P (6.163)
= —\|ih—— <z — | th— + =z mgxs. .

2m or, 2 2 2m Ores 2 ! g2
Este operador muestra que las dos teorias cuanticas son equivalentes. Nuevamente lo
efectos de la no-conmutatividad son apreciables en el resultado final, en la préxima

seccion se tratara el caso general en el cual tanto las coordenadas como en el cual los
momentos no-conmutan.
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6.5. Momentos y Coordenadas No-conmutativas

6.5.1. Base (x1,p2)

En esta seccién se seguird tratando con el Hamiltoniano de la particula en caida
libre. Sin embargo, aqui se tratara con el caso en que las coordenadas y los momentos
son no-conmutativos. Para este caso se tiene la estructura simpléctica

{1’1,1'2} = 97 {p1>p2} =7 {x1>p1} = {l’g,pg} =1 (6164)

Estos paréntesis definen la matriz simpléctica

0 6 10
-6 0 0 1
p
“ 1 00 ~ (6.165)
0 -1 ~ 0
con inversa
0 v -1 0
_1| 0 -1
Wy = 10 00 ; (6.166)
01 -0 0
donde, &« = 1 — v6. De esta matriz se deduce de sus componentes no-triviales, las
ecuaciones diferenciales para los potenciales simplécticos siguientes:
8/12 aAl Y aAl aAg 1 8A4 aAg 0 aAg 8A4 1
— =L, — —— == — ——=— — ——— =—_ (6.167)
Jdry  Oxy o Opm or;y o Oy Opo a’ Ops 0ry
Una solucién a este sistema de ecuaciones es
0
A1 = —ll’g, A2 = ll’l, Ag = —E, A4 = —pP1 — ﬁ (6168)
2c0 2c0 « « «

En consecuencia, estos potenciales definen segin (6.5), la accién

K . .0 .1 2 2
S:/ dr —lx2x1+lx1x2——x1p1+—p1p2——argpg—p—l—p—l—mgarg . (6.169)
- 200 200 Q Q Q m  2m

En este caso solo existen dos bases x1 v p2 6 2 v p1. El primer caso a estudiar sera
y p2, para esta base la accién mas apropiada esta dada por

s 1, . , 1. .
S = / dr {——(vxl +p2)x2 + —(xl + ng)pl - = mgarg}, (6.170)
n o o m
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donde, se han realizado algunas integraciones por partes, para dejar la acciéon lineal en
las variables x5 y p;. Haciendo la variacién en estas variables, se tienen las ecuaciones
de movimiento

m . . 1, . .
D1 = —(Il + 9292), —(7551 ‘|‘P2): —mg- (6.171)
o o
Nuevamente como en los casos anteriores, solo se cuenta con una ecuacién algebraica,
esto indica que la unica variable que sera introducida en la accion sera la asociada a

dicha variable. Introduciendo p; en la accién (6.170), resulta el Lagrangiano

m [ 0 \* i 1. 5
L=— (—1 + —pz) — (1581 + —pz)ffz S mgxs. (6.172)
2\« o o o m

Para este Lagrangiano, se puede apreciar que depende de las variables zi, x5 y po,
consecuentemente tendra asociados momentos o bien constricciones con dichas variables.
Haciendo el calculo se obtienen los siguientes momentos

oL m [z 0 oL
IT, = — (—1 + —Pz) —ZCE% 11, =0,
a a

T 9h  ala T 0iy
I, = 8_L - m_@(ﬁ + gpz)_ﬁ‘ (6.173)
Opo a \a « «

Como ya se menciond, de estos momentos se pueden encontrar las siguientes constric-
ciones

xe =1Ilo,  xa =14 — 0lL; + zo. (6.174)

El Hamiltoniano candnico por otra parte esta dado por

. omfir 0.\ .1, 2
H. =1Lz 4+ yps — — =1 + —p2 ) + 1551 + —p2 |22 + P2 + mgxa, (6.175)
2\« o o o 2m

de los momentos (6.173) se pueden despejar las relaciones

0 a
D = S 4 Lay, oy =0T - T (6.176)
o« m m

Introduciendo éstas en el hamiltoniano candnico

1 2
H, (I +72) 4+ % + mg (611 — IL,). (6.177)

" om

Ahora utilizando la relacién

OéHl + Yo = H1 — ’}/H4, (6178)
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e introduciendola en el Hamiltoniano, se tiene

2

1 p
He = 5 (T = TL) >+ mg (011, — IL). (6.179)

En vista de este resultado se tiene el Hamiltoniano total

2
Hy = (T — A1)+ 22 g (01T, — TL) + Aoxa + Ava. (6.180)
2m 2m
Para terminar con el anélisis de las constricciones, atin falta por definir los paréntesis de
Dirac y construir la realizacién del dlgebra de conmutadores. No obstante, de una breve
inspeccion de la forma de las constricciones se deduce que el paréntesis entre estas es
diferente de cero, como consecuencia se desprende que estas son de segunda clase, por
lo tanto, los paréntesis de Dirac tienen que ser construidos, estos son

{A> B}D = {A> B} - {A> XQ}{X4> B} + {A> X4}{X2> B} (6181)

Indentificando las variables del sistema, con A y B se llega a que los tinicos paréntesis
no-triviales estan dados por

{zr,22p =0, {ze,p2}p =1 A{z,li}p=1, {p,u}p=1 (6.182)

Aqui se tiene que considerar que en un principio la teoria inicial contaba con los grados de
libertad (x1, xa, pa, I13, Iy, I14), entonces tomando las constricciones fuertes estos grados
de libertad se reducen a (x1,pq,11;,114), es decir, se ha efectuado esta reduccién del
espacio fase. Como una consecuencia de hacer fuertes las constricciones, resulta que dos
de los paréntesis son redundates, de esto se sigue que los 1inicos paréntesis que sobreviven
al momento de tomar fuertes las constricciones son

{zi,Ihi}p =1, A{p2,Hs}p=1. (6.183)

Desde luego, el paréntesis de Dirac entre x; y py es cero. La consecuencia que se sigue
directamente de estos paréntesis es que la cuantizacién candénica puede ser implementada.

Por otra parte, la realizacion de las observables cuanticas se deducen de los siguientes
conmutadores:

[ZE\MZE\Q] = zh@, [ﬁl)ﬁQ] = 2h77 [Zflaﬁl] = [ZE\%Z/)\Q] = ih. (6184)
La realizacién de esta dlgebra, toma la forma
T1W(r1, p2) = 219 (21, p2).

8‘11(551,292) + iha‘I’(Ibpz)

$2\P($1>p2) = —'lhe 81’1 8]92
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8\11(171,]92) iha‘I’(IbPz)

S _ B B
P (Ibpz) vy s o7,

ﬁz‘l’(%,Pz) = Pz‘l’(ffbpz)-

Con estos operadores, se concluye de manera directa que las dos teorias cuanticas resul-
tantes son completamente equivalentes, dando como resultado el operador Hamiltoniano
siguiente:

~ K2 [0 o\° p2 ) )
H=— = o) 422 = ). .
Qm(&zl 78]92) +2m thg(e&cl 8p2) (6.186)

(6.185)

En este operador se puede apreciar que los dos parametros de conmutatividad aparecen
explicitamente, es decir, los efectos de la no-conmutatividad son apreciables. Sin embar-
go, la cuantizacién del sistema se vuelve mucho més compleja que los casos anteriores
precisamente, debido a la no-conmutatividad.

6.5.2. Base (12, p1)

Hasta este momento se han mostrado todos los posibles casos de bases, en los cuales
los momentos conmutan y las coordenadas conmutan, ademads se ha estudiado una de
las posibles bases para el caso en que ni los momentos ni las coordenadas conmutan. Las
principales caracteristicas del método han sido analizadas, se ha mostrado que cuando
existe so6lo una ecuacion algebraica de movimiento, la ecuacién relacionada a la varia-
ble restante genera constricciones en el sistema, ademas el nimero de constricciones
depende del nimero de ecuaciones de movimiento no-algebraicas. Es decir, se tienen
dos posibilidades para despejar las variables auxiliares, una de ellas es a través de las
ecuaciones algebraicas de movimiento y la otra es a través de las constricciones. Por
ultimo se analizara la base (z2,p;). Para esta base, una accién més conveniente es

SZ/deT b )+ L —ep)p—ﬁ—ﬁ—mx (6.187)
: o 2 1)T2 o 2 1)D1 om  om gra |, .
Tomando la variacién en las variables x; y po, se tiene
m, . . 1, . .
p2=— (22 — Op1), 5(7552 —p1)=0. (6.188)

Introduciendo ps en la accién (6.187), resulta el Lagrangiano

0 p \? 1 2
L= %(ﬁ - —P1) - (lsz - —Pl)iﬁ ~ 2 g, (6.189)
o« o o m

De este Lagrangiano se obtienen los siguiente momentos:

H e _ = _ 7’ .
! 81’1 0’ H2 81’2 (6] ( )
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I, — %L _ _m_e(ﬁ _ ﬁpl)_ﬂ (6.190)
P a\a « o)

De estos momentos de pueden encontrar las siguientes constricciones:
X1 = Hl, X4 = Hg + 91_.[2 + z1. (6191)
El Hamiltoniano candnico por otra parte esta dado por

. 2

. . m iy 0. . 1. 2

H. = 1lxy + 13p; — — = —p1 | — 1552 — —p1 o1+ L + mgxa, (6.192)
2\« o o o 2m

Dados los momentos (6.190), se pueden despejar las relaciones

i 0
2 =S Lay, = —01, — 10, (6.193)
(6] (6] m m

Introduciendo éstas en el hamiltoniano candnico, resulta

1 2 Py
H. = —(1I II — ) 6.194
2m( 2+ 7y 3) +2m+mga72 ( )

En vista de este resultado se tiene el Hamiltoniano total

1 2
Hyp = —— (I3 + 7H3)2+p—1 +mgzs + Aixa + Asxs. (6.195)
2m 2m

La evolucién de las constricciones de igual manera, que en el caso anterior iinicamente
determinan los multiplicadores de Lagrange, para este caso estan dados por Ay = p;/m
y A3 = 0. Los paréntesis de Dirac, por otra parte tienen la estructura (6.72), de lo cual
se sigue que los Unicos paréntesis no-nulos son

{$17$2}D = 9> {$1>p1}D = 17 {$2>H2}D = 17 {p1>H3}D = 17 (6196)

Nuevamente se tiene el mismo hecho que en el caso anterior, por lo cual en un princi-
pio el espacio fase constaba de (z1,x2,pi, 1y, 1o, II3) y una vez que se consideran las
constricciones como fuertes, este se reduce a (2, p1, s, Il3), con paréntesis de Dirac

{wo,p1}p =0, A{x,Ila}p =1, {p1,Us}p=1. (6.197)

Por lo tanto, llevando a cabo las identificaciones cuanticas, se sigue de manera directa
la cuantizacién.

Para la realizacion de las observables cuanticas, por otra parte se deducen de los
siguientes conmutadores:

30,7 = b0, [prop) = ihy, (30, 51] = [32, o] = ih. (6.198)
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La concreta realizacién de esta dlgebra tiene la forma

~ . 8‘11(55%291) . a‘ll(fz,Pl)

U = .
71V (22, p1) = ih0 07s +1ih o
oW (22, p1) = 22V (22, p1).
ﬁl‘l’(%,Pl) = Pl‘l’(%,Pl)- (6-199)
~ . O0Y(xy, OV (xo,
P2V (2, p1) = —ihy (82 p1) —th S p1)‘

P1 O0xs

Con estos operadores, se concluye de manera directa que las dos teorias cuanticas resul-
tantes son completamente equivalentes, ya que de las dos teorias cuanticas, estan dadas
por el operador Hamiltoniano

g (0 . 9 Ly mgts. (6.200)
op1 2m

A diferencia de la base anterior en este operador Hamiltoniano, sélo aparece un parametro
de conmutatividad, especificamente el asociado a los momentos. De tal forma, que como
se menciono anteriormente los efectos de la no-conmutatividad son mas evidentes en este
caso que los casos anteriores.

6.6. Cuantizacion de los Sistemas

6.6.1. Particula en Caida Libre (Coordenadas No-conmutativas)

Como se menciono en las secciones anteriores, uno de los objetivos de este trabajo
es cuantizar los sistemas aqui tratados con el mapeo de Darboux y las bases cruzadas
y comparar los resultados obtenidos de ambos esquemas. Para empezar a realizar la
cuantizacién, se consideraré el algebra

[T1,%2) = 16h, [p1,p2] =0, [T1,D01] = X2, p2] = ih. (6.201)
El mapa de Darboux que se considerara para esta algebra, esta dado por
T=21, Y=22—0p, D.=D1, Dy=Do, (6.202)
donde, las nuevas variables satisfacen las relaciones de conmutacién canénica
50 = Fop) =0, [3.5.) = [5.5] = ih. (6.203)
El sistema por estudiar, estd dado por el Hamiltoniano
pi D

H=1 72 z 6.204
om T oy T 9T ( )



91
con las nuevas variables este Hamiltoniano toma la forma

~9 ~)
=2 Py 5 1 mgtp,. (6.205)
2m  2m

Como puede observarse en estas nuevas variables aparece un término extra proporcional
al parametro de conmutatividad.

Para estudiar la cuantizacion del sistema primero se estudiara el sistema en variables
de Darboux. Para ello primero se consideraran las coordenadas (z,y) como el conjunto
completo de observables, para este caso el Hamiltoniano toma la forma

W 0Y(x,y) 0p(x,y) K 0*P(x,y)

Ey(z,y) = BT zmg@hT om0 + mgy(x,y). (6.206)

Ahora se puede resolver la ecuacién de valores propios, tomando el ansatz ¥ (x,y) =
e* p(y) [43], introduciendo este ansatz en (6.206), se tiene

Coly) | 2m’g (&
0y? h? \'mg

~1)ot) =0, (6:207)
donde, & = E — h?k?/2m — mgkf. Si se redefine n = (y — by)/a, a = (h%/2m?g)*/? y
by = E/myg, se tiene

d?o(n)
on?

—n¢(n) = 0. (6.208)

Esta ecuacién es la ecuacion de Airy, con solucién

oly) = AAi (y - be)+BBz’ (y - 59). (6.200)

a a

Las condiciones en la frontera son ¢(0) = 0y ¢(y) = 0 cuando y — oo. Con estas
condiciones se tiene

—b
P(y) = AAi(y - 9)- (6.210)
Con esta funcion de onda se tiene el espectro
h2k? h? [3mm?2g 1\1%*
E = — 2n — — 211
o + mgkt + Zm{ 57,2 ( n 2)] , (6.211)
con n >> 1.

Las restantes bases se pueden conectar con las transformaciones de Fourier siguientes:

1 [ .
V(pespy) = 5= / dxdye PrmtPuv)/ Ty (),

o
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1 o ,
Vlop) = G | Aol ) (6.212)

1 o :
Y(x,ps) = W/—oo dif@lpzm/h?ﬂ(ff,y)-

Es decir, que con estas transformaciones de Fourier las teorias en las cuatro diferentes
bases son completamente equivalentes.

Ahora se considerardn los sistemas pero escritos en bases cruzadas. Para estos casos
se tienen los sistemas

_h_zw —img@haw(zl’pz) ghaw(ffbm) P%

) = =F 6.213
2m a$% a$1 +m ap2 + 2m w(I1>p2)7 ( )
2 B2 92 ’
P Y(wo,p1) — 5—— w(iEzz p1) + mgrop (2, p1) = B (22, p1), (6.214)
2m 2m  Oxj
2 2
P1 o L OU(pL,p2) | P _
2mw(p1,pz) +mggp +mgih Ops +o (p1,p2) = EY(p1, p2). (6.215)

Para el caso de las variables de Darboux, se encontraron sistemas completamente
solubles de la ecuacion de Schrodinger, dada la existencia de las tranformaciones de
Fourier. Para el presente caso en el que se estan considerando bases cruzadas, se puede
hacer lo mismo ya que para este caso las tranformaciones de Fourier que conectan las
dos representaciones estan dadas por

1 & .
_ ip2y/h
w(Il’p2) - (27Th)1/2 /—oo dyepzy w($>y)>
1 & .
— ip1z/h,
(22, p1) = W/—oo dxeP* ™) (x,y), (6.216)
1 & .
b(p1,p2) = 5 / ddye’ PP, y).
2rh ) _o
Los espectros cudnticos para estas tres bases, estan dados por
h2k? h? [3mm?2g 1\1%*
bE= o 2n — 5 6.217
2m +mgk9+2m{ 212 (” 2)} ’ (6:217)
R*k?  h% [3mm?Pg 1\1%*
b= |5 (2n— 5 6.218
2m+2m[2h2 (” 2)} ’ (6.218)
2k mgk®  R* [3mm?g 1\1%*
E= —— t 5= 2n — - 6.219
om 2 +2m{2h2 (” 2)} ’ (6:219)

con n >> 1. De estos espectros se desprende que la parte asociada con la ecuacion de
Airy permanece intacta, la parte asociada al pardmetro de conmutatividad es la que
cambia para el caso de la base (z3,p1), en el cual la dependencia de dicho parametro
desaparece, dejando el espectro del caso usual de la particula en caida libre.
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6.6.2. Particula en Caida Libre (Momentos No-conmutativas)

Ahora se consdiderara el caso en el cual los momentos no conmutan, para este caso
el dlgebra a considerar sera

[55\1@\2] =0, [ﬁl,ﬁz] = 17yh, [55\1031] = [55\2,232] =ih. (6.220)

Para este caso no sera necesario considerar el mapeo de Darboux ya que la cuantizacion
en la que se toman las coordenadas como base del sistema puede ser resuelta, al menos
de manera apréximada. Nuevamente como en el caso de coordenadas no-conmutativas,
el sistema por estudiar, estd dado por el Hamiltoniano
= =9
7 P1 Ps ~
H=—+ = 4+ mga,, (6.221)
2m  2m
Para estudiar la cuantizacion del sistema primero se estudiara el sistema en las
coordenadas como base. Para ello primero se consideraran las coordenadas (x1, x2) como
el conjunto completo de observables, para este caso el Hamiltoniano toma la forma

B2 O%p(wy,z0) | 72 ihry O (a1, 2)
Tom o T amuvlne) oy

(2

+mgro (w1, 12) = Ep(x1, T2).
(6.222)

Esta ecuacion ya fue resuelta en el capitulo cinco, para el caso en el que no existia campo
gravitacional. En el presente caso se considerard este término como una perturbacion,
por lo que se puede utilizar el método de perturbacion usual para encontrar la correccion
a orden mas bajo. Por otra parte las soluciones encontradas en el capitulo cinco estan
dadas por los polinomios asociados de Laguerre, es decir tienen la forma

Un,,n(z,0) = Nz|"|/2ei"96_z/2LLZ|(z), (6.223)

donde, z = (v/2h)r* y los ntimeros cuéanticos toman los valores n, = 0,1,2,..., n =
0,£1,+2,.... Con estas funciones de onda se puede calcular el valor esperado de V' (z3) =
mgry = mgrsen 6, en términos de z este potencial de perturbacion estd dado por V(z) =
mg~/2h/vz"/?sen §. Calculando el valor esparado de este potencial, dadas las funciones
de onda (6.223), se tiene la energia

h [on
Ep = ;—m(2m +|n| +n+1) +myg 7(271, + |n| +1/2). (6.224)

Recuérdese que estos niimeros cuanticos se pueden definir a través de nimero cuanticos
no-negativos como

n—|n|

Ny =n_ + 5 ,

n=ng—n_. (6.225)
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Con estos nuevos nimeros cuanticos el espectro toma la forma

h 2h
B = =20+ 1) + 22 [ 220, + 20 +1). (6.226)
T 2m 2\

Puede observarse que este espectro depende completamente del parametro de conmu-
tatividad en sus dos términos que lo constituyen, no obstante, cuando se quiere tomar
el limite en el que este parametro tiende a cero, se encuentra que el limite del segundo
término no existe.

Las restantes bases se pueden conectar con las transformaciones de Fourier siguientes:

1 > .
Y(x,p2) = W/ dzoe™"2/ M) (11, 5),
1 > .
(22, p1) = W/ dxlelplml/hw(:cl,xg), (6.227)

Es decir, que con estas transformaciones de Fourier las teorias en las cuatro diferentes
bases pueden ser conectadas.

6.7. Modelo de Chern-Simons Mecanico

6.7.1. Accidon del Sistema

En esta seccion se utilizara el formalismo desarrollado en las secciones anteriores.
Para el presente caso el Hamiltoniano es mas complicado que los casos antes tratados,
explicitamente dicho Hamiltoniano esta dado por

2
- K
H=21i ¢ —x?
2m 2
en este caso también se tratara con coordenadas y momentos no-conmutativos. La es-
tructura simpléctica a estudiar es

3
+ %Eijl’ipj + O(Oéz), (6228)

2a dak .
lon2ikp = i, Apipitp = ——=cij, {zi pitp = 0ij. (6.229)

Esta estructura simpléctica fue obtenida en el capitulo anterior como consecuencia de la
teoria de orden superior.

Ahora bien, para poder construir la accién del sistema tal como en los casos anteriores
se tiene que construir la accion. Lo primero que se debe hacer, es calcular las componentes
del potencial simpléctico. Para ello obsérvese que de las ecuaciones diferenciales que
relacionan los potenciales simplécticos y de los paréntesis (6.229), se obtiene el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales para potencial simpléctico a orden mas bajo en «

8A2 8A1 dak 8A3 8A1

pu— pu— 1
Oxr,  Oxs m ' Ory  O; ’
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8A4 8A3 2c 8A4 8A2

I O Y 9m om " (0:250

Para este conjunto de ecuaciones, se puede elegir un conjunto que simplifiquen de la
manera mas adecuada el sistema, dicha eleccién arroja el siguiente conjunto de solu-
ciones:

dak 2a
Al=——"g9—p1, Ay=—py, A3=0, Ag="pi. 6.231
1 m T2 — M1 2 P2 3 y 4T3 P1 ( )
Por otra parte, la accién esta dada por

S = /d’T[Alé’l + Agé’z + Agé’s + A42’4 — H]

Introduciendo el conjunto de soluciones (6.231) en la accién, esta toma la forma
dak . : 2a0
S= [dr|—|—x2+p1 |i1 — p2t2 + —5p1p2
m m

K K 3ok 3ok
m m

Para este sistema se eligira la base x1 y p2. Con esta eleccién, la accién a considerar
sera

. 4ak | 2, .
S = /dT[(pz - Wl'l)lé + (sz - a:1)p1

[ - S ,  3ak 3ak
T] — 5Ty — —5 T1p2 + —5Tap1 |-
m m

(6.233)

donde, se han realizado integraciones por partes para dejar la acciéon lineal en las variables
sobre las que se realizara la variacién. Esta acciéon aun contiene dependencia de las
variables auxiliares, estas como ya se mencioné pueden ser eliminadas algebraicamente
de la accion, con las ecuaciones de movimiento. En la préxima seccién se realiza dicha
eliminacién.

6.7.2. Variables Auxiliares

Tomando la variacién de la accion (6.233), con respecto a la variables xo y p1, resultan
las siguientes ecuaciones de movimiento:

3ak dak )
KTy — —Fp1 = ———T1+ pa,
m m

3ok p1 . 200,
—Wl’z + % = —To+ Wﬂz- (6234)
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Resolviendo estas ecuaciones para zs v p1, se obtiene

Tao 4903k . 1 15a?  bHda*k) |
Zo=—( "+ R R pa,

m m4 m3 mb
21’k 108a*k?)\ | S5 4502k .
p1 = _(m + — + " )x1 + (E + i )pg. (6.235)

Introduciendo este conjunto de ecuaciones en la accién (6.233). Esta toma la forma
S= [ dr|Ai?+ B2 + Cinpy — ma? — L2 290 (6.236)
1 P2 1P2 25”1 m m L1p2 |- .

Por lo tanto, se tiene por resultado un Lagrangiano escrito en términos de x1, p2, 21 y
P2, el cual estd dada por

. . .. K 2 3k
L = Ai? 4 Bps + Ciipy — §xf - 2p—7721 - Wzvlpg, (6.237)

donde A, B y C son funciones de «, § y m. A octavo y noveno orden en «, estas
constantes son

An 4902k N 4410 K? N 37738 K3 N 100440® k* O
T2 w2 T T omd 2ms mil “

1 2502 225a*k  1620a8k%?  5832a8k3
B ~ — om 2
o T T e T e PO, (6.238)

O~ 9o 11503k 9450°k? 1176307 k®  174960° k*

m md m7 mi0 mi3

+ O(a2n+1)‘

Dos puntos importantes pueden destacarse de estas constantes: i) El primero de ellos
es que, se puede observar que las dos primeras constantes inicamente poseen términos
en potencias pares de a y dos términdo que son independientes de este. ii) El segundo
de ellos es que, la tercera de las constantes Uinicamente posee potencias impares en «,
ademas de no poseer término independiente de potencias del parametro de perturbacion.
En consecuencia si se hace a igual a cero, la tercera de las constantes es la unica que
desaparece del sistema, dejando el Lagrangiano como un par de osciladores arménicos
desacoplados.

6.7.3. Lagrangiano y Método de Diagonalizacén

Del Lagrangiano (6.237), se puede concluir inmediatamente que se trata de uns sis-
tema cuadratico en las variables, una forma mas conveniente de escribir este Lagrangiano
es eliminar los términos cruzados. Una forma muy comun de eliminar los términos cruza-
dos es diagonalizar el Lagrangiano, de tal forma que el sistema se convierta en un par
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de osciladores desacoplados en las variables @1, p2, 1 y p2. Para poder eliminar esos dos
términos se debe utilizar el método conocido como modos normales, con este método se
logra escribir el Lagrangiano en forma matricial, es decir,

L=xTx" — xVx’, (6.239)
donde
B A C)/2
T = ( cir B ) (6.240)
B k/2 3ak/2m?
V= ( 3ok /2m? 1/2m )’ (6.241)

con los vectores X = (i1, p2), X = (21, p2) ¥ sus transpuestos X! y x7, respectivamente.
Este Lagrangiano puede ser diagonalizado utilizando modos normales, como ya se habia
mencionado. Es decir, se puede definir la matriz siguiente con eigenfrecuencia w

(6.242)

K 3ak C
V_sz:( FHwiA I WS )’

3ok 2C 1 2
oz TwW'3 5o twB

Tomando el determinante de esta matriz, resulta una ecuacién de cuarto orden en w.
Explicitamente se tiene que resolver la ecuacion

C? A kB 3arxC Kk 9a2kK?
V-uwT)=(AB— — |u* —t — - 24— T —=0. (6.243
det(V —wT) ( 2 )“’ +(2m+ 2 om? )“’ T Im T (6.243)

Si se redefine las constantes, como

c? A kB  3akC - K 902 K>

A=AB—-—— DB=_-—+4—"—"- = — — 6.244
2 2m + 2 2m? dm  4Am4 ( )
e introduciendo los valores de A, B y C, se tiene
q_m 7a? 179k 1172a5K? N 13099108 k3 N 1984833010 k*
4k 4m? 4mb 4ms8 mil 4mM1 ’
_ 1 32a%k  339a*k? 126830°k3  51165a8k*
B=—- 6.245
2 + m3 + mo + 4m? + 2miz ( )
-~k 9a%k?
4dm 4AmA
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién (6.243), estd dada por
B VB2 —4AC
w2 = __ 4 _ (6246)

2A 2A ’
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introduciendo cada uno de los valores de las constantes (6.245), se obtiene

4K 7o’k 1790 K2
T+
m m

1 m 640’k N 678a1K? N
4 m3 ms ’

m3

2—4AC VB2 —4ACA™! {1204 [r 84om / 2148a / ]
2A B 2

Por lo tanto, se obtienen las frecuencias

K 710&2/4, 8570&414,2
Wi Ry [ — 1-|— 3 + o
42 1 40° K?
[k Pk 070(/{ |k } (6.247)

Con estas dos frecuenmas, se puede obtener un par de osciladores desacoplados que
oscilan a dichas frecuencias. En consecuencia, la cuantizacién del sistema se vuelve tri-
vial. No obstante, como se vera mas adelante el espectro es completamente diferente del
obtenido de la utilizacion del mapeo de Darboux, porsupuesto los dos espectros coinciden
en el caso en que tiene el parametro de conmutatividad igual a cero.

BA™! & 1ok 857@4 2
= ~ 1 —I— _I_ _I_ ..

6.7.4. Espectro Cuantico

Como se menciond anteriormente, una vez utilizado el método de modos normales,
se obtienen un par de osciladores armonicos desacoplados y de esta manera se puede
llevar a cabo la cuantizacién de manera trivial. Como una consecuencia simple, se sabe
dichos osciladores tienen las energias cuanticas siguientes

Epiny = wi(ng 4+ 1/2) + we(ng +1/2). (6.248)

Introduciendo las frecuencias (6.247), se obtiene

[k 1o’k 8570&414,2
Em,nz ~A {1 + m3 + mb
42a K 10740(5&2
— o ( +1/2)
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K 710(2/{ 8570/%2
Ty +
2m
42a K 10740(5&2
| (ng +1/2).

Desarrollando, resulta

K Tlo’k  857atk?
Emnzm/—[u 53 T o T }(n1+n2+1)

\/—{GQ\/* 42om 1074045%2\/7 ...](nz—m)

Puede observarse que el espectro contiene una energia minima bien definida. Sin em-
bargo, los términos que contienen las potencias del parametro de conmutatividad son
completamente diferentes del caso de la energia obtenida por el mapeo de Darboux, esto
se debe a que para este caso las transformaciones de Fourier que conectan a una repre-
sentacion con otra no existen, como en le caso de la particula en caida libre en el cual se
pueden conectar ambos esquemas. Para el caso a = 0, las dos teorias; la resuelta con el
mapeo de Darboux y la resuelta con modos normales coinciden, lo cual es de esperarse
ya que en este caso la no-conmutatividad desaparece, reduciendo el sistema a un par de
osciladores armoénicos desacoplados.
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Capitulo 7

Modelo de Chern-Simons de Orden
n

En vista de que en el capitulo cinco se mostré que la no-conmutatividad surge de
manera natural en teorias de orden superior. En este capitulo se hace nuevamente una
extension al modelo de Chern-Simons a ordenes més altos que dos. El procedimiento
seguido en este capitulo es exactamente al mismo seguido en el capitulo cinco y los
resultados son basicamente los mismos del modelo con derivadas de segundo orden.

7.1. Modelo con Derivadas Mayores que 2

En los capitulos anteriores se trabajo con el modelo mecanico de Chern-Simons
con derivadas temporales de orden dos. En este capitulo se construira la extension de
este modelo, al modelo con derivadas temporales de orden n. También se mostrara que
los resultados obtenidos de las teorias de orden superior, especificamente ordenes mas
grandes que dos, son en esencia equivalentes a los resultados que se siguen de la teoria de
orden dos, por supuesto la dimension es mas grande en estos casos, sin embargo, una vez
llevada a cabo la aproximacion perturbativa los resultados son basicamente identicos y
la dimensién es la misma. Tal como en el caso de orden dos, sélo se tiene que sustituir las
derivadas de orden n en el término de Chern-Simons; de tal manera que el Lagrangiano
por estudiar es la siguiente:

L= %xf + gxf + aeija?gn_l)a?gn), 1=1,2, (7.1)
donde, de igual manera que con en el caso de segundo orden, « es el parametro que
de conmutatividad y jugara el papel de pardmetro de perturbacion, una vez hecha la
aproximacion, se asumird que es mucho menor que la unidad. El tensor €;; es el tensor
de Levi-Civita bidimensional. Las (n) significan el orden de las derivadas temporales.

Con este modelo se pretende investigar la no-conmutatividad, en el mismo sentido
que se hizo en el caso de su contraparte de orden dos. Como se vio en los capitulos
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anteriores, la no-conmutatividad surge de manera muy natural en esta clase de teorias,
con esta extension se desea probar que no importa que tan grande sea el orden de las
derivadas, los paréntesis de Dirac preservan una estructura muy similar a la teoria de
orden dos. Ademas de que, por supuesto la no-cnmutatividad es inherente a la teoria.

7.1.1. Momentos y Constricciones

Como se vio en el capitulo dos, la teoria de Ostrogradski tiene un nimero mayor
de momentos que el formalismo canénico. En efecto, la relacién general para teorias de
orden (n) los momentos estan dados por

A\ oL

k=m

En particular para el caso m = n, de nuestra teoria tenemos
Pni = —O(Eijl’g»n_l). (73)

Como puede observarse esta ecuacion es una constriccién, de acuerdo con el formalismo
de Dirac, esto se sigue del hecho de que en este caso el espacio fase esta constituido por
{zi, Prj, T;, Pai, 34, Py, ...,xﬁ"‘”, P,;}. Consecuentemente, dado que el momento resulto
proporcional a su variable conjugada, por lo tanto, la constriccion se define como:

¢i = Poi + ezl Y. (7.4)

Obsérvese que esta constriccion es muy parecida a la constriccién del modelo de orden
dos. Como se vio en el caso de la teoria de orden dos, la constriccion era proporcional a sus
velocidades. Las velocidades para la teoria de orden dos eran variables del espacio fase.
En el caso que se esta tratando las derivadas temporales xﬁ"‘”, también son variables del
espacio fase. En este sentido, se puede decir que se estd hablando de una generalizacion
de la teoria de orden 2, ya que si se hace n = 2 se recupera la constriccién para el caso
de la teoria de orden dos. Este tipo de resultados se encontrardan en lo que sigue del
capitulo, es decir, se pueden recuperar muchos de los resultados obtenidos para el caso
de la teoria de orden dos, inicamente tomando n = 2.

Por otra parte, los paréntesis de Poisson entre las constricciones tiene la siguiente
forma:

{¢i> QSj} = 20é€ij. (75)

Los cuales tienen exactamente la misma forma que para el caso de orden dos. No ob-
stante, en esta teoria existen méds paréntesis de Dirac, ya que el espacio fase en este caso
en mucho mas grande. Sin embargo, los paréntesis no-triviales son tan solo los paréntesis
. . (n—1) , .
asociados a la variable ;" /, esto se puede ver facilmente de la forma de las constric-
ciones. Tal como en el caso de orden dos, la no-nulidad de estos paréntesis indica que
se trata de constricciones de segunda clase. Por lo tanto, se tienen que construir los

paréntesis de Dirac, estos se construirdn en la siguiente seccién.
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7.2. Paréntesis de Dirac y Dos-forma Simpléctica

Hasta este punto se ha mostrado que la teoria de orden (n), contiene los mismos
resultados de la teoria de orden dos, esto puede ser verificado tomando n = 2. Ahora se
construiran, los paréntesis de Dirac y se mostrara que estos tienen una estructura similar
a los obtenidos de la teoria de orden dos. Como se vio en el capitulo dos, los paréntesis
de Dirac de manera general estan definidos de la siguiente forma:

{A,B}p ={A,B} — {A dil{¢1,¢;}~{¢;, B}. (7.6)

Para el sistema que se estd tratando, estos paréntesis estan dados por

{4, By = {A, B} + o {4, 0.Jes {01, BY. (7.7

Esto se sigue del hecho de que ambas teorias poseen constricciones con la misma estruc-
tura, unicamente difieren en la dimensién del espacio fase.

Para poder obtener el algebra que satisfacen la variables del espacio fase, se tienen
que identificar cada una de las diferentes variables del espacio fase con A y B. Antes de
hacer esta identificacién, se tienen que hacer fuertes las constricciones (7.4), ya que de
no hacerlo se encuentra un problema con la degeneracion de la matriz simpléctica. Con
esta observacion, el algebra del espacio fase reducido es:

n— n— n— €ij
("2 Pai}p =0y {al" V2 p = -2 (7.8)
20

Aqui nuevamente puede observarse que la estructura de Poisson es muy parecida a
la del modelo de orden dos. En efecto, si se toma n = 2 se tiene exactamente la misma
estructura. Tal como se mencioné anteriormente el modelo estd mostrando los mismos
resultados anteriormente obtenidos para el caso de la teoria de orden dos. Ademas es
posible obtener a partir de la teoria presentada aqui, los resultados obtenidos de la teoria
de orden dos con tan solo tomar n = 2.

Las constricciones reducen el espacio fase, significa que si se esta considerando las
constricciones (7.4) y ademaés si el espacio fase en un principio estaba constituido por
2n variables y cuando se toma en cuenta las constricciones se tienen 2n — 2 variables,
por ejemplo, si el sistema posee 2n variables con n = 2, este se reduce a dos grados de
libertad.

Por otra parte, tal como su contraparte de orden dos, el dlgebra (7.8) define la matriz
wB y la inversa de ésta define la dos-forma simpléctica, la cual tiene la forma

1
dQ) = §wAdeA A dzB. (7.9)

La cual escrita explicitamente esta definida como

dS) = Z dl’gm_z) N dPn—li + OéEijde’Z(-m_l) VAN dl’gn_l). (710)

m=2
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Esta dos-forma més adelante proporcionara los paréntesis de Dirac para el caso
de la teoria perturbada. Adema&s se vera mas adelante que estd perturbacién la cual
serd tomada en o como parametro de perturbaciéon, da como resultado de la perturbacién
el espacio fase resultard no-conmutativo.

7.3. Aproximaciéon Perturbativa

Tal como en el caso de la teoria de orden dos, se tienen que eliminar las derivadas
temporales de orden superior, de tal manera, que se supere el problema con el estado
de minima energia cuando se realice la cuantizacion. Sin embargo, esta perturbacién
reducira los grados de libertad de manera dramaética. Para el caso aqui tratado con
2n — 2 grados de libertad, una vez hecha la perturbacién ésta se reducira a 4 grados de
libertad.

En la aproximacién a primer orden en «, tal se vio en el segundo capitulo, depen-
diendo de la paridad del orden de la derivada, las correcciones seran o por derivadas de
primer orden o por las coordenadas. Especificamente hablando cuando la paridad es par
tenemos que aproximar por las coordenadas, cuando la paridad es impar la aproximacién
es por las primeras derivadas de estas. En consecuencia, las correcciones a los momentos
estan dadas por

Pli ~mx; + OéAl(I{, m)Eijl’j Pgi ~ QAQ(I{, m)eij:bj,

Pgi =~ OéAg(I{, m)Eijl’j, (711)
y en general para (n) mayor que tres, se tiene

Py = OéAzn(/%, m)Eiji?j Poy1i = aA2n+1(K'> m)Ez’jIj> (7-12)
donde, Ay, v As,11 son polinomios de los parametros k' y m, ademas n = 1,2, ...,. En el

caso de las derivadas se tiene

2n .
:c§ ) ~ aBsy, (k,m)x; + aCon€;id;

22 tD)

i ~ Bopy1(k, m)ai + aCopy1 (K, m)ega;, (7.13)

donde Bs,, C5, v Bani1, Cony1 son polinomios de los pardmetros k£ y m, ademas n =
1,2, ...,
La dos forma simpléctica a orden o queda de la forma

dQY = —md;idz; N\ di; + 0A(k, m)ede; A\ dej + aB(k, m)e;de; A di;, (7.14)

donde A(k,m)y B(k,m) son polinomios en x y m. Si se redefine tal como en el caso de
orden dos, la nueva variable p; = mx;. La dos-forma se reduce a

B
dQY = dp; N\ dz; + aA(k, m)e;jdx; A\ dxj + %Eijdpi A dp;. (7.15)
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Esta dos-forma define la matriz

0 2aA(k,m) -1 0
| —2aA(k,m) 0 0 —1 - 16
“AB = 1 0 0 202 | (7.16)
0 1 —28Em
con inversa
0 aD(k,m) 10
a5 | —aD(k,m) 0 0 1
YT -1 0 0 aE(k,m) |’ (7.17)
0 -1 —aFk(k,m) 0

cada una de las entradas de ésta matriz proporcionan los paréntesis de Dirac, es decir,
se obtienen paréntesis a primer orden en « de la forma

{zi,xj}p = aD(k,m)ey, {i,3;tp = aE(k, m)ey, {xi,pj}tp = 0y (7.18)

Donde D(k,m)y E(k,m) son polinomios en Kk y m.
El Hamiltoniano por otra parte, es de la forma

H = F(a,k,m)ii + G(a, k,m)z? + J(a, &, m)eiid, (7.19)

donde F, GG, y J son nuevamente polinomios en los pardmetros de la teoria. Estos
polinomios como se recordara para el caso de n = 2, tienen una forma bien especifica y
unicamente dependen de los pardmetros de la teoria.

7.4. Modelo con Derivadas de Orden 3

En la seccién anterior se traté con la teoria de orden (n), sin embargo, los resultados
obtenidos fueron considerados en abstracto, de tal manera que la mayor parte de los
resultados no son del todo obvios. Por tal motivo, para aclarar los resultados y mostrar
con precisién la analogia con la teoria de orden dos, se tratard con la teoria de orden
tres. Para ello considérese el Lagrangiano

L=202 4 202 4 aea®al®. (7.20)
2 2
Los momentos asociados a esta teoria son:
oL d { OL d*> ([ OL
Pi=—= -2\ -zt =% = matgl) — 2aeijx(»4). (7.21)
&EE )t 8:552) d? 8:553) ’
oL d{ OL
Py=—r——| —= |= 2aeijx(»3). (7.22)
8:552) dt 8:553) ’
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oL
5 3= aewa:(z) (7.23)
T

(2

Py =

Tal como se anticipd, del ultimo de los momentos se puede inferir que se trata de una
constriccién, ya que se puede ver que ésta es proporcional a su variable conjugada. Por
lo tanto, se define la constriccion como:

¢i = Py + Oéeijl'g'z)- (7.24)
Los paréntesis de Poisson entre las constricciones son:
{¢i> QSj} = QOéEZ'j. (725)

De manera que tal como se ha anticipado reiteradamente, no importa el oden de la
teoria la estructura de los paréntesis entre las constricciones es la misma y por tanto
sus paréntesis de Dirac que de estas se siguen tienen una estructura equivalente, salvo
porsupuesto la dimension del espacio fase.

7.4.1. Hamiltoniano Canénico y Hamiltoniano Total

Por definicion el Hamiltoniano Canodnico esta dado por
H,. = Puffl(-l) + PziZE( ) + Pssz(g) L

1 €ij m K
= Pzt + ZPya® — 2L pyPy — 2 7.26
15, +2 2iL; 2@3 25 — 21’ +2l’l ( )
El Hamiltoniano total, por otra parte, se encuentra agragando las constricciones como
multiplicadores de Lagrange

Hr = H, + \id. (7.27)

Con el Hamiltoniano total se puede encontrar otras constricciones o se obtiene el
valor de \;. Para el caso de la teoria que se esta tratando, se encuentra el valor del
multiplicador de Lagrange, es decir, si se evoluciona la constriccién, resulta

O = {6, Hr} = — 2= + 261\ ~ 0. (7.28)
En consecuencia, el valor del multiplicador esta dado por

€ij
N\ & o —LPy;. (7.29)

En suma, dado que el paréntesis de Poisson es diferente de cero y la evolucién de las
constricciones determinan los multiplicadores de Lagrange, se concluye que se trata de
constricciones de segunda clase. Por lo tanto, hay que construir los paréntesis de Dirac,
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los cuales de manera genérica se definen como en la ecuacién (7.7) y en particular para
la teoria aqui estudiada son

{Q%Plj}D = {%’,sz}D = 045 {ZEi,ZEj}D = —i- (7.30)

Estos paréntesis definen la matriz

0O 0O O 0 o0 01 000

0O 0O O 0 o0 00100

0O 0O O 0 o0 00010

0O 0O O 0 o0 0 00O0°1

0 0 0 0 0 - 0000

AB _ 2

“ 0 0 0 0L 00000 (7.31)

-1 0O 0 0 O 00 0O0O O

0O -1 0 0 O 00 0O0O 0

0O 0 -1 0 O 00 0O0O O

0O 0 0 -1 o0 00 0O0O

la inversa de esta matriz

0000 O 0 —1 0O 0 0

0000 O O 0 -1 0 O

0000 O O 0 0 -1 o0

0000 O O 0 0 0 -1

0000 O -2« 0 0 0 O
YABZ1 00002 0 0 0 0 0 (7.32)

1000 O O 0 0 0 o0

01 00 O O 0 0 0 o0

0010 O O 0 0 0 o0

0001 O O 0 0 0 o0

Esta matriz define la dos-forma siguiente:

dQ) = —5ijdl’i VAN dPlj — 5wdl’z N dng + OéEijdi’i VAN [L’j (733)

Las aproximaciones para los momentos y las aceleraciones a primer orden en «, son

P . 2ak?
18~ MT; — ——F €T
m2 7

20k
Py~ ——¢;;
m 7

. K 2ak?
T; ~ —El’i + Weijxj. (734)
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Introduciendo las diferenciales de estas ecuaciones en la dos-forma,

a primer orden en «
3ak? 20k
dQ) = —méijdzvi VAN dl’j + —2€ijdl’i VAN dl’j + —Eijdi’i VAN dl’j
m m
Redefiniendo p; = ma;, resulta
2

3ak 20k
dQ) = —5ijdl’i VAN dpj + Weijda?i N dl’j + Wewd,ol VAN dpj

Por lo tanto, la matriz wap es

0 8 10

o= | S0 0 -1
10 0 % |
0 1 -2

la inversa de esta matriz estd dada por

0 2on 10
—2ax 01
AB m3
A IS T 0 6ar
0 —1 S

Por lo tanto, los paréntesis de Dirac estan dados por

20k 6ak?
{wi,25tp = —5€ij {pipitp = —-€ij 12i,pi}p = 0yj.

se tiene la dos-forma

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

Por otra parte, el Hamiltoniano es de la forma (7.19). Tal como se mencioné todos
los resultados son similares al caso de orden n = 2, no importa el orden de la teoria.
Porsupuesto este es un efecto del método perturbativo usado, ya que este reduce la

dimension del espacio fase.



Capitulo 8

Fisica de Dos Tiempos y Violacion
de Lorentz

Como un preambulo al siguiente capitulo, en este capitulo se hara una breve intro-
duccion a la fisica de dos tiempos y al concepto de violacién de Lorentz. Para el caso de
la fisica de dos tiempos, se muestran los puntos fundamentales de tal teoria. Por otra
parte, para la violacién de Lorentz se presenta una relacion de dispersion que sera crucial
para el proximo capitulo.

8.1. Dualidad de Norma

Las reglas de cuantizacién de la mecanica son simétricas bajo el intercambio de coor-
denadas y momentos. Esto es conocido como la simetria simpléctica Sp(2) que trans-
forma (x,p) como un doblete. Las ecuaciones de Maxwell para la electricidad y mag-
netismo son simétricas bajo el intercambio del campo magnético y eléctrico sin fuentes.
Los campos eléctricos y magnéticos son coordenadas generalizadas y momentos generali-
zados. En presencia de particulas con cargas eléctricas y magnéticas la simetria es una
versién discreta de Sp(2). Esta simetria, conocida como dualidad electro-magnética, la
cual es aparentemente rota en nuestra parte del universo por la ausencia de monopolos
magnéticos y diones. En este capitulo se introduce un modelo que introduce la fisica de
dos tiempos, este se basa en la implementacion local de la simetria simpléctica.

En esta seccion se estudiard un sistema elemental con simetria local dual continua
Sp(2). Como inicio se partird por la reformulacion de la linea universo de la descripcion de
la particula puntual no-masiva, considerando la simetria de norma Sp(2). Con este nuevo
modelo se puede hacer una teoria mas general capaz de describir no sélo la particula
relativista, sino otros sistemas fisicos duales a este, tal como la particula no-relativista,
oscilador d&rmonico y otros.

Se haran algunas definiciones, estas serviran para remover la distincion entre x y p.
Renémbrese XM = XM y XM = PM_ Definase el doblete XM = (XM XJ). La simetria
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local actua de la manera siguiente:

6 XM (1) = e™(T) XM (1), (8.1)

en este caso, se tiene que w*(7) = W' (7) es una matriz simétrica definida con tres
parametros locales de Sp(2, R) y € es el simbolo de Levi-Civita el cual es invariante
de Sp(2, R), ademds éste sirve para bajar y subir indices. El Sp(2, R) campo AY(7) es

simétrico en los indices (ij) y transforma de la manera estandar como

0AY = 9w + Wwkey AY 4 wike, AY. (8.2)
La derivada covariante, por otra parte, esta dada por

D, XM =0, XM — e AP XM, (8.3)

Con todos estos ingredientes, una accion que es invariante bajo esta simetria de
norma, esta dada por

1 /7 N T 1 ..
So =3 / dr (D, XM)e X Ny = / dr {&XlMXéV - FAVXXT ] mun = (8:4)
0 0

T
_ / dr {&XMPM — SPMPM — AXVPM - gXMXM] NS
0

donde se ha elegido el campo de norma como A =k, A2 = A% = A y A?? =¢.
Eliminando los P por sus ecuaciones de movimiento se obtiene

r € L
So = dr |=(0; X — AX)* — = X*|=
0 2 2

T 2
/ dTF(@TX)z - %Xﬂ, Keh-2_ —aT(é),
0

2 e e

Hasta este punto la métrica es considerada como plana en d + 2 dimensiones. La
signatura de dicha métrica no ha sido especificada en esta etapa, posteriormente se
mostrara que se debe imponer la signatura, en la cual se consideran dos dimensiones tem-
poraloides. De la forma explicita de la accién se puede identificar las variables candnicas
conjugadas como XM = XM v 9S,/0XM = XM = PM | de tal manera, que la accién
es consistente con la idea de que (XM, XM) es el doblete (XM, PM) que describe dos
particulas.

Ademads de la simetria local Sp(2, R) existe una simetria manifiestamente global
SO(d,2) que actiia en las variables espacio-temporales X con d variables espacialoides
y 2 temporaloides, etiquetadas con el indice M. Esta simetria contiene la simetria
d—dimensional de Poincaré I5O(d — 1, 1) como un subgrupo, pero no existe simetria de
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traslacion en d + 2 dimensiones. Usando el teorema de Noéther se puede mostrar que los
generadores del grupo de simetria SO(d, 2), son:

LM = T XM XN = XxMpN — xNpM, (8.5)

Estos generadores, son manifiestamente invariantes de norma bajo las transformaciones
locales Sp(2, R).

Hasta aqui se ha definido la accion y las posibles simetrias que esta posee. Lo que se
desea hacer ahora es desarrollar la teoria desde el punto de vista de su dindmica. De la
accion (8.4) se puede observar que tal y como esta escrita, ésta accién posee un término
cinético y un término proporcional a X; - X;. Este término estd multiplicado por los
campos de norma, los cuales tal y como estan elegidos actian como multiplicadores de
Lagrange. Dicho término proporciona el siguiente conjunto de constricciones de primera
clase

X?=P’=X-P=0. (8.6)
Las cuales se pueden definir como:
P = X2 Dy=P? D3=X-P (8.7)

Algo interesante sucede con este conjunto de constricciones, por ejemplo, si la sigantura
de nn s corresponde a una sola coordenada temporaloide, se deduce que la unica solucién
clasica es que XV y PM son paralelos. Esta solucién es trivial en el sentido de que
no existe momento angular. Entonces para considerar soluciones no-triviales, se tienen
que al menos dos dimensiones temporaloides son requeridas, una mayor cantidad de
coordenadas temporaloides no son posibles ya que la simetria de norma no permite mas
que sélo dos dimensiones temporaloides, para no incurrir en problemas de estados de
energias negativas. Esto es, el sistema tunicamente tiene existencia fisica si se elije la
métrica con signatura (d, 2).
Estas constricciones poseen la siguiente algebra de Poisson

{®17 ®2} = 4®37 {®17 ®3} = 2@1’ {®27 ®3} = _2®2 (88)

Esta dlgebra muestra que se tratan de constricciones de primera clase, ya que sus parénte-
sis son proporcionales a las constricciones mismas. Lo que implica, que dichas constric-
ciones son los generadores del grupo de norma. Es evidente ademas que de cada sistema
del cuales son derivados los sistemas, éstos son duales entre si.

Se tiene la libertad de elegir hasta tres funciones, ya que Sp(2) tiene tres parametros
de norma. A continuacion se describira de manera general como el procedimiento opera:
(1) Se hacen n elecciones de norma (usando n = 2 o n = 3) para las 2d + 4 funciones
XM(7), PM(7). (2) Se resuelven las n constricciones, las cuales determinan n funciones
adicionales, es decir, se ha encontrado un sistema con la configuraciéon de norma fija



112

XM (), PM(r) parametrizada en términos de 2(d + 2 — n) funciones independientes
(1) y p*(7). (3) La dindmica para los restantes grados de libertad z#(7) y p*(7) estan
determinados por insertar X} (1) y PM(7) en la accién (8.4), esto es, se ha construido
un sistema con una sola coordenada temporaloide.

S(x,p) = So(Xy' (1), By (7)) Z/dTL(I(T),p(T),A(T))- (8.9)

Para poder ver de manera muy clara el alcance de esta teoria, se hard el ejemplo
de la particula relativista no-masiva. Para poder obtener dicho sistema, considérese la
siguiente base de coordenadas XM = (X* X~ z#), con la métrica n™* que toma los
valores n*~ = —1 y n*¥ =Minkowski. Elfjase dos normas X+ =1, y P = 0, con estas
dos normas se puede realizar las constricciones X? = X - P = 0, es decir, se ha elegido

M= (+,—,p), (8.10)
X3 = (1. (), 8.11)
B (1) = (0,2"(7) - p(7), (7)), (8.12)

Introduciendo estas ecuaciones en la accién (8.4), se obtiene

T
S(z,p) = /0 dr (—X‘P‘ — X~ Pt +itp, — gpz). (8.13)

T (&
= / dr (iﬂ“pu — —pz), (814)
0 2

La cual se reduce a

A
S(z,p) = l/ dTCE—, (8.15)
2 Jo e

la cual es obviamente la accién de la particula relativista no masiva.

Este es tan sélo un ejemplo de los posibles modelos que produce este formalismo,
tan sélo con hacer diferentes elecciones de norma y resolviendo las constricciones. Por
ejemplo, la eleccién de 27 (1) = 7 como norma y resolviendo la constriccién P? = 0,
proporciona la particula relativista no masiva, pero escrita en la norma del cono de luz.

8.2. Violacion de Lorentz

La simetria de Lorentz es la invariancia de las leyes fisicas bajo rotaciones y empu-
jones. Como una simetria global en el espacio-tiempo de Minkowski, la cual es importante
en la relatividad especial y el Modelo Estadar de la fisica de particulas, donde también
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implica la invariancia CPT. Como una simetria local en los marcos en caida libre, el
cual es esencial en la Relatividad General. Sin embargo, desviaciones de dicha simetria
pueden presentarse y estas pueden ser utilizadas como senales potenciales de una nueva
fisica al nivel de escalas de Planck y teorias unificadas.

Una manera simple de estudiar sistemas que violen la simetria de Lorentz, es modi-
ficar las transformaciones de Lorentz. Una implementacién de esto es estudiar versiones
alternativas a las relaciones de dispersion. Sin embargo, modificaciones de las relaciones
de dispersién pueden solo describir cambios en la propagacion de particulas libres. No
obstante, la fisica en realidad es mas que solo propagacién libre de particulas y es nece-
sario considerar las interacciones. En particular, calculos con modificaciones de las rela-
ciones de dispersion, guian a cambios aparentes que son insuficientes para demostrar la
violacién de Lorentz. Un simple ejemplo de una modificaciéon de una relacion de dis-
persién, que no tiene consecuencias observables en el espacio-tiempo de Minkowski es
pup = m*+a,p*, donde a,, es un vector de cuatro niimeros en un marco dado. Célculos
directos con esta relacion de dispersién parecen dar propiedades que implican violacién
de Lorentz que dependen de un vector a,, pero que son inobservables, ya que, a, puede
ser eliminado por la redefinicion de la energia y el momento. Se ve entonces, que ideal-
mente para obtener una teoria satisfactoria que describa la violacién de Lorentz, debe
comprender un tratamiento con interacciones y particulas libres de todas las especies de
particulas.

Iniciando desde el Modelo Estandar acoplado a la Relatividad General, se pueden
agregar a la accion todos los posibles términos escalares, formados por la contraccion de
operadores que violan la simetria de Lorentz con coeficientes que controlan la intensidad
de los efectos. La teoria efectiva resultante es la llamada Extension del Modelo Estdandar
(SME). Sin embargo, el SME maneja simultdneamente todas las especies de particulas,
incluyendo interacciones y propagacion, de tal manera, que sus ecuaciones de movimiento
contienen todas las modificaciones de las relaciones de dispersién. El SME permite tanto
violaciones locales como globales de la simetria de Lorentz, bajo interesantes efectos que
surgen en la Relatividad General.

Otra de las teorias importantes en las que se viola la simetria de Lorentz, son las
teorias no-conmutativas. La idea de que el espacio-tiempo pueda intrinsecamente involu-
crar no-conmutatividad, posee ciertos inconvenientes que se varan méas adelante en esta
seccion. La no-conmutatividad del espacio-tiempo satisface

[zt 2" = 16", (8.16)

donde 6" es real y antisimétrico.

La violacién de la simetria de Lorentz es intrinseca a las teorias no-conmutativas por
virtud de que 0" es diferente de cero y constante en la mayoria de los casos. Tomando
en cuenta este hecho, en el capitulo cinco se introdujo un tipo de no-conmutatividad
dependiente de las coordenadas, que quizas podria restaurar la simetria de Lorentz.

Una de las aproximaciones para construir teorias de campo cudnticas no-conmutativas,
es promover la teoria conmutativa ordinaria a una teoria no-conmutativa por remplazar
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el producto normal de los campos, por el producto de Moyal, definido como

fxg(z)= exp(%z’@“"@muayu) f(z)g(y) , (8.17)

=y

A manera de ejemplo, de como se utiliza este producto considérese teorias de norma,
tal como la electrodindmica cudntica (QED), las transformaciones ordinarias de nor-
ma deben ser modificadas por sus generalizaciones no-conmutativas. Para la teoria no-
conmutativa QED, el Lagrangiana esta dado por

1= — - A 1 - .
L= i %Dy i = B (8.18)

~ ~

Donde cada uno de los siguientes términos significan F), = aMAV - 0,A, — z'[flu, Ale,y
f)ﬂd = O — iA, x 1 con f*f)“g = f*Dﬂg—Duf*g.

La implementacién de las transformaciones de Lorentz en una teoria no-conmutativa
es mas complicada que la teoria usual, ya que el tensor 8*” contiene indices de Lorentz.
Existen dos tipos de transformaciones de Lorentz, por ejemplo la densidad Lagrangiana
(8.18) es completamente covariante bajo las transformaciones de Lorentz; rotaciones o
empujones del marco de un observador inercial deja la fisica invariante, ya que ambos
el campo y el tensor #*transforman covariantemente. Sin embargo, estos cambios de
coordenadas difieren profundamente de las rotaciones o empujones de una particula o
dentro de una configuraciéon localizada de un campo dentro del marco de un observador
fijo. En lo que sigue se llamara a los casos anteriores, transformaciones de particula de
Lorentz las cuales dejan 0*” inafectada y en consecuencia modifica la fisica. Por lo tanto,
cualquier teoria de campo no-conmutativa viola la simetria de Lorentz.

El procedimiento que permitié obtener la densidad Lagrangiana (8.18), pierde direc-
ta informacién acerca de la identificacion de variables fisicas realistas con sus especificos
operadores. Por ejemplo, el campo de los electrones en la version no-conmutativa de
QED, es asi mismo no-conmutativo y obedece a las convencionales leyes de tranforma-
cién de norma, tal que la identificacién con su contraparte cuantica no es trivial. Aunque
es presumiblemente factible, en principio, calcular las observables fisicas via campos no-
conmutativas, aqui se puede usar una correspondencia entre una teoria no-conmutativa
y la teoria de norma convencional, llamada mapeo de Seiberg-Witten, este mapeo per-
mite la construccién de una teoria ordinaria con transformaciones ordinarias, las cuales
garantizan el contenido fisico equivalentes a la teoria no-conmutativa.

Como se menciond al inicio de esta seccién, la combinacién de la teoria de la Relativi-
dad General y el Modelo Estandar de la fisica de particulas provee una extraordinaria y
exitosa descripcion de la naturaleza. Sin embargo, incorporando a este modelo términos
adicionales independientes de las coordenadas que violan la simetria de Lorentz, guian
a una teoria de campos efectiva, este modelo conocido como modelo estandar extendi-
do (SME). En este capitulo inicamente se estudiard, el sector fermiénico, dicho sector
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lo estudiaremos con algin detalle como preambulo del siguiente capitulo, la parte que
interesa aqui es unicamente la relacion de dispersion que posee dicho sector.

Una forma general para el sector cuadratico de un Lagrangiano renormalizable, que
viola la simetria de Lorentz y que describe un fermién masivo con espin un medio es

1 - _

L= iz'wr”ayw — M. (8.19)

donde
1

I :=~"+a"y, + d""vsv, + " +if"'ys + 59””0,\,,, (8.20)

y
i v 1w
M :=a+a" + b,y + §H T - (8.21)

En las anteriores ecuaciones las matrices gamma 1, 75, v*, v57* y 0*” tienen las propiedades
convencionales de las matrices gamma de Dirac.

La Hermiticidad del Lagrangiano (8.19) implica que los coeficientes que violan la
simetria de Lorentz son todos reales. Sin embargo, los coeficientes ¢, y d,, pueden ser
considerados que poseen traza cero, gy, antisimétrico en los dos primeros indices y H,,,
antisimétrica. Todos los anteriores coeficientes violan la simetria de Lorentz, ademas los
coeficientes de la ecuacién (8.20) y (8.21) son adimensionales y tienen dimensiones de
masa respectivamente.

La construccién del Hamiltoniano de la densidad Lagrangiana (8.19) en el contexto
de la teoria cudntica relativista, requiere cierto cuidado ya que (8.19) contiene derivadas
temporales ademas de los usuales. En un marco concordante y una larga clase de ob-
servadores asociados a diferentes marcos de referencia, esta dificultad puede ser resuelta
por la eleccion de un nuevo espinor y con ello eliminar los acoplamientos de las derivadas
temporales. Escribiendo ¢y = Ay, donde A es una matriz singular independiente de las
coordenadas espacio-temporales, la cual satisface

ATATOA =1, (8.22)

donde A es la matriz unitaria de 4 x 4. Con esta eleccién la densidad Lagrangiana no
posee derivadas temporales fuera de las conocidas.

Entonces, con la definicién del nuevo espinor, las ecuaciones de Euler-Lagrange gene-
ran una ecuacién de Dirac modificada que depende del nuevo espinor x. Esta puede ser
escrita como

(100 — H)x = 0, (8.23)
donde el Hamiltoniano es

H=—-A"@T79;, — M)A. (8.24)
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Como es usual, una solucién de la ecuacion (8.23) es una superposicién de ondas
planas de la forma

x(x) = e M (). (8.25)
Aqui el 4-espinor w(X) debe satisfacer
(Ao — H)w(X) =0, (8.26)

donde H esta definido ahora en el espacio A-momento y X debe satisfacer la relacién de
dispersién

Una forma alternativa de esta relacion de dispersion es
det(T* ), — M) = 0. (8.28)

Para obtener de manera explicita la relacién de dispersién, escribanse I'*\, — M
como

Ny — M =S + 1Py + Viy, + A ysy, + TH o, (8.29)
donde se ha introducido
S=e'\,—m, P=fr\, VF=XN+I"\ —ad,

1 1
AF = A, =B T = g, - CHM (8.30)

La expansion explicita del determinante (8.28), da la siguiente relacién de dispersién
4(V, Ay — AV = ViV + AyAy + PTyy — STy + Ty T + ToaT2)” (8.31)

V2= 82— A% — P2 g (V2 — 42 46(epmapA°VP) = 0,
o

donde TH = %e““aﬁT o3 denota el tensor dual. Esta relacién de dispersion permite obte-
ner la energias en términos de los momentos espaciales. Ademas esta relacion de disper-
sion serd crucial en el siguiente capitulo, ésta mostrara como al recuperar las simetrias
que esta viola, se obtienen algunas teorias importantes de la fisica desde el punto de
vista de la unificacion.



Capitulo 9

Violacion de Lorentz, Fisica de Dos
Tiempos y Cuerdas

En este ultimo capitulo se muestra algunas carateristicas importantes de la relacién
de dirpersion presentada en el capitulo anterior. El punto importante es que esta relacién
de dispersion viola la simetria de Lorentz. El estudio de esta relacion de dispersién se
hace a partir de su acciéon. Se muestra como al considerar ciertos limites y al restablecer
las simetrias de la misma se recuperan dos modelos importantes de la fisica tedrica.

9.1. Sistema

El sector para un sélo fermion de extensiones del Modelo Estandar, contiene todos
los operadores cuadraticos que violan la simetria de Lorentz, para un fermién masivo de
dimensiones tres y cuatro. Dichos términos son controlados por coeficientes con dimen-
sién a,, b, y H,,, y por coeficientes adimensionales ¢, d,., €4, fu ¥ 9w, Tespectivamente.
La correspondiente relacion de dispersion exacta puede ser obtenida de la generalizacién
de la ecuacién de Dirac para ondas planas de cuadrimomento p,. Esta relaciéon puede
ser escrita en forma compacta como

1 ) )
Z(V2 —S§?— A= B*)"4+4[B(VTA) — S(VTA) — VITA+ ATTA)] (9.1)
+V2A? — (VAP - X (VP -S> - A* - B*)-2YSB+ X*+Y? =0.

donde la cantidad escalar es S = —m + e - p, el pseudoescalar B = f - P, el vector

Vi, = P, + (cP),, el vector axial es A, = (dP), — b, y el tensor T}, = 3(gP — H),, . Las
dos cantidades invariantes de 1), son, X =T, 7" y Y =T,,T", con el dual definido
como T = %e“,,agT @8 Noétese que para los coefiecientes que violan la simetria de Lorentz
la relacién de dispersién (9.1) se reduce a la forma usual (P? —m?)? = 0. La naturaleza
cuadratica es retenida unicamente cuando los a,, ¢u, €, ¥ f, son cero. Sin embargo, la
relacion de dispersion es generalmente cuadratica si by, d, g ¥y Hyw son diferentes
de cero.

117
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Ahora bien, como se sabe la relacién de dispersion P? — m? = 0 se sigue de un
Lagrangiano bien definido. Este Lagrangiano porsupuesto es el de la particula libre rela-
tivista. Sin embargo, de la relacién de dispersion (9.1) no es obvio cual es su Lagrangiano.
No obstante en [15] se desarrolla un método que permite obtener el Lagrangiano a partir
de su relacién de dispersién y dos condiciones extras sobre ésta. A manera de ejemplo,
considérese el Lagrangian de la particula libre relativista. La particula relativista posee
la siguiente relacion de dispersién

R(p) = (PP —m?)® =0, (9.2)

Sin embargo, este Lagrangiano depende de las derivadas temporales, para poder
obtener de la relacién de dispersion las velocidades, se pueden considerar las velocidades
clasicas, dichas velocidades se pueden obtener de la siguiente férmula

0F
OP;"

U =-U" (9.3)

Por otra parte, el Lagrangiano de la particula relativista es de primer orden e in-
variante bajo reparametrizaciones, esto significa que el Hamiltoniano es cero. En conse-
cuencia, el Lagrangiano es de la forma

L=-P,U" (9.4)
de la relacién de dispersién (9.2) se despeja Py, es decir

Py = \/ Piz - m2> (95)

si se toma la parcial de Py con respecto a P;, se tiene

o pi (9.6)
oP,  \/pi? _ 2 '
por lo tanto, la tres-velocidad esta dada por
) Pt
U= U’ ———, (9.7)
V P?® —m?
de esta ecuacion se puede despejar el tres-momento, el cual estda dado por
Ui
P=m—— (9.8)
v/ -U, U+
si se introduce estos momentos en la relacién de dispersién (9.2) se obtiene Py
Ui
Py = m———o (9.9)

N
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En consecuencia, el momento general esta dado por

U,
P, =m—t (9.10)

/U, 0"

Introduciendo este momento en el Lagrangiano (9.4), se encuentra

L =—my/—U,U" (9.11)

La cual, como puede observarse este resultado es precisamente el Lagrangiano para la
particula libre relativista. Porsupuesto por razones de simplicidad se utilizé una relacion
de dispersion muy simple, para relaciones de dispersion mas complicadas las cosas se
complican debido a que para poder despejar los momentos se tienen que resolver ecua-
ciones algebraicas més complicadas.

En resumen, se puede decir que con el siguiente conjunto de ecuaciones, se obtiene
la accién de la particula asociada con alguna relacién de dispersion

oPY
OP;’

R(P)=0, U'=-U° L=-P,U" (9.12)

De la relacion de dispersién (9.1) se puede ver que esta en general es intratable, sin
embargo, para su estudio en este capitulo se consideraran ciertas simplificaciones. Ahora
considérese el caso cuando los tnicos coeficientes que violan la simetria de Lorentz son
a, y b,. Para este caso, el escalar se reduce a S = —m, el vector V, = P, y el vector
axial A, = —b, son las unicas cantidades que no se reducen a cero, todos los demés

términos son nulos.
Por lo tanto, la relacién de dispersién (9.1) se reduce a la siguiente expresién

R(P) = [-(P — a)? + 0* + m?]*—4[b- (P — a)]*+40*(P — a)® = 0. (9.13)

Por el mismo procedimiento seguido para obtener el Lagrangiano para la particula relati-
vista, la siguiente accién fue obtenida en [15]

S:/df(—mm—a-Xi\/(b-X)Q—(b-b)(X-X)), (9.14)

donde A-A = Ay AM =y ANAM con NyM = 0,1,2,..., Dy signyw) = (—1,1,..., 1),
ademas ap; y by son vectores constantes. Notese que la accién es invariante bajo
reparametrizaciones % = %%, ademas se puede observar que el primero de los térmi-
nos es el de la particula libre relativista. El segundo de los términos, dado que aj; es
constante se trata de una derivada total, méas adelante se descutird a este respecto. El
tercer término es el que proporcionara los modelos de la fisica tedrica al momento de

tomar ciertas consideraciones, esto se vara mas adelante.
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Por otra parte, los momentos candnicos del sistema son

X - X (b D)Xy

VX X \/(b-X)2—(b-b)(X-X)‘

Una breve inpeccion de este momento, muestra que si se toma el producto de este por
el vector velocidad XM, este producto es precisamente el Lagrangiano, por lo cual de
deduce que el Hamiltoniano cumple con

(9.15)

H =P -X—-L=0. (9.16)

Es plausible asumir que los momentos (9.15) definirdn constricciones, ya que el Hamil-
toniano resulté ser nulo. Concretamente, puede verse que se cumplen las relaciones para
estos
X b
(P+a) b=m—————, (9.17)
-X-X

VX2 — (b 5)(X - X)

(Pa + ay)? = —m? £ 2m — —b-b, (9.18)
v—-X-X
sustituyendo (9.17) en (9.18), se encuentra
(Par+ap)> +m?4+b-b£2y/(P-b+a-b)24+m2(b-b)=0. (9.19)

Esta relacion de dispersién es consistente con varios modelos construidos para probar una
posible violacién de la simetria de Lorentz. Esto se sigue del hecho de que los coeficientes
de la violacién de Lorentz aparecen de manera explicita.

Dado el hecho de que el Hamiltoniano resulté nulo, se sigue del formalismo de Dirac
que el Hamiltoniano total es proporcional a la constriccion

Hr = \o, (9.20)

q>=%{(PM+aM)2+m2+b-bi2¢(P-b+a-b>2+m2(b-b> ) (9-21)

donde X es el multiplicador de Lagrange. La accion Hamiltoniana, en consecuencia, es
S = /dT(P-X—)\CD). (9.22)

Estas accién es una simple consecuencia de la tranformacién de Legendre. El caso en que
el Hamiltoniano es cero, es comin en los casos en que se tienen Lagrangianos de orden
uno. Una de las teorias mas importantes en las que se presenta este tipo de situacion,
es en la Relatividad General, en el capitulo tres también se mostro esta situacién.



121
9.2. Accion Cuadratica

Para la particula relativista e inclusive para cuerdas y membranas una accién mas
conveniente para describir principios variacionales es evitar raices cuadradas, con la
inclusién de multiplicadores de Lagrange. En el caso de la particula (9.14) se tienen dos
raices cuadradas independientes, de tal manera, que se necesita introducir un par de
multiplicadores de Lagrange. La accién resultante estda dada por

S=/W{%{¥—Am2—2m)‘(i (b'X)z_(bﬁ' HX-X) iﬁ]}. (9.23)

Esta accién es equivalente a (9.14), esto puede demostrarse utilizando las ecuaciones de
movimiento de los dos multiplicadores de Lagrange, explicitamente si se toma la variacién
en los dos multiplicadores de Lagrange y se introducen los resultados de esta, la accién
se reduce a (9.14). La accién (9.23), puede ser escrita en una forma més conveniente
como

S = /dT{% {gNMXNXM —am?—2a- X + ﬁ] } (9.24)

donde la métrica gy es una deformacion de la métrica estandar de Minkowski, la cual
estd dada por

2
gNM = (ﬁ :{;ﬁ)\b )77NM + % (9.25)

Usando la accién (9.24), es fécil ver que tomando el limite b — 0 se recobra la particula
relativista acoplada a un campo magnético externo a. Para calcular el Hamiltoniano
canodnico, primero se tiene que calcular el momento, el cual estd dado por

Pym = gNMXN — ap. (926)

Por lo tanto, el Hamiltoniano canénico esta dado por
NM

e = Loy -+ ax) (pas + axe) + 5 (0 5 9), (9.27)

con la métrica inversa g™V

G A2
NM _ mnNM ¥ SV pNpM (9.28)

Por otro lado, ya que no existe término cinético asociado a los multiplicadores de La-
grange, se concluye que se tienen el siguiente par de constricciones

0 pzxD0. (9.29)
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Como consecuencia, el Hamiltoniano total resulta

Hp = He + pups + p2ps, (9.30)

De la evolucién de las constricciones primarias, resulta

= oy = 00 ) (a4 an) — S? (9.31)
Px=1Px, A1y = 2 O\ PN Tan)(Pm T anm 2m, .

. 19gVM 1

ps = {ps, Hr} = g (pv +an)(par +anr) £ =

2 08 2

De la condicién de consistencia que estas dos ecuaciones deben satisfacer, se siguen las
dos siguientes condiciones

(B2 + (A% F 208)0™ bM] (pw + an) (par + aar) +m? (3 F b*A)* = 0, (9.32)

(£ F 0N0M ] (b + an) (par + an) + (BF B*A)* = 0, (9.33)

resolviendo (9.33) para [3, se tiene

B = A\ED + VA), (9.34)
con A dada por

A= [0 oMM (py 4 an) (par + anr). (9.35)

Debe ser notado, que es posible reescribir la métrica en términos del momento o las
velocidades. Para la métrica se obtiene

1
gNM = m(\/ZUNM + bnbar). (9.36)

Ademas debe destacarse el hecho de que si usa (9.34) en (9.32), se obtiene la constriccién
(9.21). Lo cual muestra que ambas teorias son equivalentes.

9.3. Limite de Perturbacion Fuerte

En esta seccién se estudiard la accién (9.14), para el rompimiento de la simetria de
Lorentz que se encuentra en esta. Sin embargo, los términos que en esta se encuentran,
no todos violan dicha simetria, a decir verdad, sélo el segundo y tercer término rompen
con esta simetria, no obstante, como se habia mencionado anteriormente, notése que el
término a - X en la accién (9.14) es una derivada total, en consecuencia, este término
es irrelevante para la dindmica clasica del sistema e intracendente para el estudio de la
violacion de Lorentz. En efecto, si a # 0 s6lo se tiene que efectuar el cambio de variable
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P+ a — P, implicando sélo una redefinicién del momento. Ademds la métrica (9.25) no
depende de a,.

Ahora, la accién (9.14) ha sido empleada para estudiar sistemas con rompimiento
de la simetria de Lorentz, donde el término usual es mas grande que el término que
rompe con dicha simetria. Pero es interesante estudiar a la inversa, es decir, si se toma
el término de correccién mas grande que término usual relativista. En otras palabras, se
estd considerando el régimen ultrarrelativista, donde se ha asumido que los by, son tales
que

‘m@‘<< ‘i—\/(b-XP— (b-b)(X - X)|. (9.37)

Luego, en este régimen el Lagrangiano esta dada por

L=+\/(b- X = (b-0)(X - X), (9.38)
y por consecuencia, su accién es
S:i—/df\/(b-X)?—(b-b)(X-X). (9.39)

Para el momento canodnico se tiene

(b X)bar — (b-b)Xns

Py =+ ‘ —. (9.40)
V(- %) = (b 5)(X - X)

Estos momentos, por otra parte, satisfacen las siguientes constricciones

& =P-b=0, (9.41)

Sy=P-P+b-b=0. (9.42)
De tal manera, que el Hamiltoniano del sistema, estd dado por

H=X\®; + \®s. (9.43)
Las constricciones anteriores son de primera clase, ya que

{®y, Do} = 0. (9.44)

Esto muestra que la accién (9.39) tiene mas simetrias locales que la accién original (9.14).
En este caso las simetrias de norma estan dadas por

51XM :El(T)bM, 51PM :0, )\1 :él(T),
09X = 262(T)Prr, 1Py =0, g = é(7). (9.45)

De esta manera se muestra que al tomar el limite ultrarelativista, el sistema resul-
tante posee mas simetrias que el original. Este tipo de fendmenos son los que interesan
en lo que resta de este capitulo.
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9.4. Simetria de Lorentz y Fisica de dos Tiempos

Por la eliminacién del término mv/—X - X de la accién (9.14) se pierde la particula
relativista usual. Sin embargo, se poseen mas simetrias locales. Ahora se vera que al
recobrar la simetria de Lorentz se obtendra méas simetrias locales y se puede relacionar
este sistema con la accién de la fisica de dos tiempos.

Para restaurar la simetria de Lorentz considérese el vector constante b™ como un
campo local b = BM(X), que transforma bajo las transformaciones de Lorentz como
un campo vectorial propio, en este caso la acciéon llega a ser

S — —m/dT\/(B-X)Q— (B-B)(X - X), (9.46)

la cual es invariante de Lorentz.
Ahora este sistema tiene las siguientes constricciones primarias

®, = PyBY =0, (9.47)

®y = Py BM + By BM =0. (9.48)
Por lo tanto, el Hamiltoniano total es

H =X\ + \®s. (9.49)
Ademas nétese qué

{PyBM, PyB" + By B} = 2(Py P" — By BM)oM B~ (9.50)

De la cual, inmediatamente se sigue que se obtendran ma&s constricciones y que estas
dependerén de la forma de B,

Una correspondencia interesante sucede, si se asume que BM = XM luego la accién
estd dada por

S— —m/dT\/(X-X)2 ~ (X - X)(X - X), (9.51)

con constricciones primarias

;= Py XM =0, (9.52)
®y = Py XM + Xy XM =0, (9.53)
y algebra

{D), D} = B3, D3 = (PyPY — Xy XM). (9.54)
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Por el uso del método de Dirac, se obtiene

®3 = (Py PM — X XM) =0. (9.55)
Estas tres constricciones satisfacen el algebra
{D1, Do} = @3, {Py, D3} = 2Py, {Dy, D3} = 8D;. (9.56)

Luego se sigue que estas constricciones son de primera clase y que no existen mas con-
stricciones. Es decir, el Hamiltoniano extendido toma la forma

Hp = M (PyPY + Xy XM) 4 NPy XM 4 X3(Py PM — X XM, (9.57)
Redefiniendo
1 1
¢1 = §PMPM> ¢1 = PMXM> ¢1 = iXMXMa (958)
A+ A AL — A
"= 12 2> Vo= A2, 3= 12 2- (9-59)

Con lo cual, el Hamiltoniano (9.57) queda de la forma

Hg = v1¢1 + v202 + 713¢3. (9.60)

Se puede observar que este es el Hamiltoniano de la fisica de dos tiempos. Se sabe que el
Lagrangiano de la fisica de dos tiempos tiene una simetria local del grupo Sp(2) y como
simetria global el grupo conforme. Luego, la accién Hamiltoninana de este sistema tiene
maés simetrias que la accién original (9.14), como ya se habia mencionado.

Obsérvese, finalmente que la fisica de dos tiempos contiene diferentes sistemas cuan-
do se consideran una sola coordenada temporal y actia como un modelo que unifica la
dindamica de diferentes sistemas. En particular, contiene la particula libre relativista. En
consecuencia, al restaurar la simetria de Lorentz a el Lagrangiano (9.38) se obtiene un
modelo que unifica varios sistemas a nivel de particula puntual. Tal como se menciono
en el capitulo anterior.

Finalmente, se debe enfatizar que por consistencia, este sistema requiere dos coor-
denadas temporales y la signatura debe de ser de la forma sig(n) = (—, —, +,+, ..., +).
Es decir, para dar consistencia a este sistema se debe hacer la transicién de sig(n) =
(— +,+, .., ) asign) = (—, —, +,+, ..., +).

9.5. Simetria de Poincaré y Teoria de Cuerdas

La accién (9.51) es invariante de Lorentz, pero no es invariante bajo el grupo de
Poincaré. Ahora, lo que se desea es hacer explicita dicha invariancia, para lograr esto se
tiene que hacer que BM sea invariante bajo traslaciones. Nétese, que si se hace BM =
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ag_TM’ el Lagrangiano (9.38) es invariante de Poincaré. Sin embargo, las ecuaciones de
movimiento no seran independientes y en consecuencia habran constricciones. Otro caso
en el cual se restablece la invariancia de Poincaré, es en el caso en que se trabaja con
BM — XM _Sin embargo, en este caso se tiene Lagrangiano nulo.

Otra manera de recobrar la invariancia de Poincaré, es considerar que la accién
(9.14), que fue construida tomando como punto de partida la relaciéon de dispersién
obtenida en la teoria de campos. Esta accion fue establecida de la simplificacion de la
teoria de campos a una particula puntual. Debe enfatizarse que la accion de la fisica
de dos tiempos fue obtenida de la misma forma. Luego para recobrar la invariancia de
Poincaré se tomara el camino inverso, es decir, se considerara el modelo de particula, den-
tro de una teoria de campos. En efecto, asumiendo que las coordenadas dependen de un
pardmetro extra o, es decir, X = XM (7, 7), es equivalente a suponer que las particulas
no son puntos, sino que son objetos lineales extendidos. En este caso se puede tomar
BM =T a()()(_:f’ donde T es una constante. Bajo estas consideraciones el Lagrangiano
(9.38) serd invariante bajo transformaciones de Poincaré.

Se pueden considerar las expresiones BM = T ag—:], dentro de las constricciones
(9.52) y (9.53). Haciendo esto, las constricciones son ahora

oxXM
@ = Py—— =0, (9.61)

00X OXM B
do  Odo

Las ecuaciones (9.61) y (9.62) son las constricciones del Hamiltoniano de la accién de la
cuerda relativista. Por ejemplo, si se usa BM = T2X— 8X en el Lagrangiano (9.38) resulta

Py = Py PM + 17

(9.62)

B OXn OXMN? (09X OXMY (0Xy OXM
L__T\/( dJdo Ot ) _( do  Jo )( or Ot ) (9.63)
De esta expresion, la acciéon toma la forma
8XM8XM OXpy OXMN (0X )y OXM
/deOT\/ 80 or ( do  do ) ( or or )’ (5.64)

la cual resulta ser la accién de Nambu-Goto de la cuerda relativista.

De esta manera, por imponer las simetrias de Lorentz y Poincaré a el Lagrangiano
(9.48), se obtiene la accién de la cuerda bosénica. Debe mencionarse que para hacer in-
variante el espacio de Snyder, Yang propuso una dimensién extra. En el caso aqui tratado
se uso un proceso similar, es decir, se introdujo la dependencia en el espacio de parame-
tros de o y con esto se restablecio las simetrias de Lorentz y Poincaré.
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Ahora, se puede usar la accién de Nambu-Goto (9.64) para poder recobrar la accién
(9.51), en efecto, para poder hacer esto, se empleard la expresion

oxM
S =aX", (9.65)
luego
XM (1, 0) = e*u(r). (9.66)

Introduciendo este resultado en la accion 9.64, se sigue

S = —ﬁ/dT\/(u )2 — (u-u) (- ), (9.67)

con 3 =T|a| [ doe?**?. Esta accién es equivalente a (9.51).

De esta manera, puede verse que al restaurar simetrias del sistema original, resulta
en modelos importantes de la fisica tedérica. Recuérdese que la cuerda bosénica es una
generalizacion de la particula puntual relativista, esta generalizacién es a nivel de las
dimensiones.
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Capitulo 10

Conclusiones

Las teorias de orden superior en derivadas temporales, son naturalmente no-conmuta-
tivas, tal como se mostré en este trabajo. Sin embargo, estas teorias tienen el inconve-
niente de no tener un estado de minima energia. La solucién a este problema, fue realiza-
do a través de la proyeccién a los estados de minima energia, esto con la implementacion
del método perturbativo propuesto por Tai-Chung Cheng, Pei-Ming Ho y Mao-Chuang
Yeh [8]. Esta proyeccion, produjo una dos-forma no-canénica, la cual extendié la no-
conmutatividad a todas las variables del sistema. No obstante, las amplias aplicaciones
de la no-conmutatividad esta rompe con la simetria de Lorentz. Una de las posibles
soluciones a esta ruptura, es pedir que el parametro de no-conmutatividad sea depen-
diente de las variables de la teoria bajo estudio. La violaciéon de Lorentz tiene su mayor
aplicacién a la Extension del Modelo Estandar SME. Este modelo posee una relacion
de dispersion para el sector fermionico. Esta relacién de dispersién para un caso muy
particular, posee un Lagrangiano propuesto por Kostelecky. Este Lagrangiano es una
extension de la particula relativista, los términos de correccién rompen con la simetria
de Lorentz, al restaurar la simetria de Lorentz del modelo se encuentra el modelo de la
fisica de dos-tiempos, ademas al restaurar la simetria de Poincaré se obtiene la accién
de la cuerda Bosénica.

Por otra parte, los modelos que son no-conmutativos tienen problemas para rea-
lizar la cuantizacion debido precisamente a esta no-conmutatividad, dos de las posibles
soluciones son: i) La utilizacién del mapeo de Darboux, el cual mapea la estructura
simpléctica no-candnica a una estructura simpléctica candnica, de tal forma que una vez
encontrada la forma explicita de dicho mapeo, la cuantizacién se lleva a cabo de manera
usual. Concretamente en este mapeo las observables del sistema son construidas por tal
mapeo. ii) En el contexto de la cuantizacién canonica, el esquema inicia por elegir la
base en la cual estara descrito el sistema, esto se sigue de considerar las relaciones de
conmutacién que satisfacen los observables del sistema, especificamente la base es elegi-
da a partir de los observables que conmutan. Sin embargo, cuando se trata con sistemas
con relaciones no-conmutativas, es mas complicada dicha eleccién. No obstante, existen
posibles bases tal como fue mostrado en este trabajo. Una vez elegida la base, lo que
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sigue es encontrar una representacién del algebra de conmutadores, dicha representacién
tal y como fue mostrado tnicamente contiene a las variables elegidas como la base del
sistema o de derivadas de estas variables, lo que resulta en una ecuacion de Schrédinger
que describe el sistema cuantico. El método de bases cruzadas propuesto aqui, tiene
como resultado el mismo sistema cuantico que resulta de la representacion del algebra
de conmutadores. El método consiste en lo siguiente: dada una estructura simpléctica
no-canénica, tal como fue mostrado se puede calcular la accién a través del potencial
simpléctico. El hecho de que se este tratando con una estructura simpléctica no-canénica,
tiene como principal efecto el elevar todas las variables del sistema a variables de configu-
racion. Una vez construida la accidn, lo que sigue es elegir de manera consistente con la
estructura simpléctica un conjunto completo de observables conmutativas. Con el con-
junto de variables elegidas, estas se fijan en la frontera y se hace la variacién en las
variables restantes, estas variables dada la base jugaran el papel de variables auxiliares,
en consecuencia, estas tienen que ser eliminadas algebraicamente del sistema a través
de las ecuaciones de movimiento. Se mostré que si existen ecuaciones algebraicas de
movimiento, las variables auxiliares se pueden eliminar de la accion. Cuando no existen
ecuaciones algebraicas de movimiento, lo que sucede es que estas generan constricciones
en el sistema ya que cuando se ignoran estas, el sistema resultante se encuentra en un
espacio extendido, sin embargo, ain se tiene que hacer una extension en el espacio fase,
es decir, se construye la representacion Hamiltoniana, la cual duplica el nimero de gra-
dos de libertad. Esta duplicacién tiene como una consecuencia inmediata constricciones
en el sistema, las cuales tienen expresiones algebraicas bien definidas para las variables
auxiliares. Estas constricciones en todos los casos son de segunda clase, ya que provienen
de un Lagrangiano de primer orden, para eliminar estas constriccions se tiene que im-
plementar el paréntesis de Dirac, el cual hace que todas éstas sean nulas, de manera
que se pueden despejar las restantes variables auxiliares que no poseian una expresion
algebraica en la representacién Lagrangiana. Los paréntesis de Dirac resultantes, una
ves hechas las constricicones fuertes, son los paréntesis canénicos, por consecuencia, la
cuantizacion puede ser llevada a cabo de manera usual.

A lo largo de este trabajo se mostré que la no-conmutatividad y el orden de la teoria
guardan una relacién directa, es decir, las teorias de orden superior son naturalmente no-
conmutativas. La demostracion de éste hecho fue realizado, con la extension del modelo
de Chern-Simon de orden superior, en particular, se utilizo el modelo de segundo orden
con el cual se hizo un andlisis profundo del sistema. FEste andlisis mostré que la no-
conmutatividad se producia en las velocidades, las cuales en este caso son variables del
espacio fase del sistema. No obstante, que la demostracion de la relacion entre la no-
conmutatividad y el orden de la teoria se realizo en base a un ejemplo, este ejemplo
contiene todos los ingredientes que poseen las teorias con derivadas de orden superior, es
decir, en general estas teorias poseen constricciones de segunda clase, lo que requiere de la
modificacién de los paréntesis de Poisson a los paréntesis de Dirac. Dichos paréntesis son
una modificacion de los usuales, a otros paréntesis con un término que es proporcional
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a los paréntesis de las constricciones con las diferentes variables de nuestro sistema.
Por otra parte, las teorias de orden superior como se sabe poseen problemas con el
estado de minima energia. En el andlisis aqui tratado, la manera en que se supero
este problema fue con la utilizacién del método perturbativo mostrado en este trabajo.
Este método no sélo ayudo a superar el problema del estado de minima energia, sino,
que mostré que la no-conmutatividad permanecia en este modelo y no sélo eso sino
que esta no-conmutatividad era extendida a todas las variables del sistema. Esta no-
conmutatividad surge como consecuencia, de la modificacién de la dos-forma candnica a
una no-canoénica, es decir, se obtuvo los paréntesis canénicos mas paréntesis no-triviales
entre las variables. De tal manera que la proyeccion a los estados de minima energia de
sistemas con derivadas de orden superior, tiene como principal efecto producir una no-
conmutatividad de manera natural, porsupuesto también la eliminacién de los problemas
con el estado de minima energia.

Para complementar el trabajo, la cuantizacién del sistema se realizd a través del
mapeo de Darboux. Con el mapeo las observables del sistema fuerén construidas, de
manera que una vez escrito el sistema en estas variables, la cuantizacion se llevo de mane-
ra directa. La cuantizacién del sistema mostrd que las energias, en efecto, no poseen los
problemas con el estado de minima energia. Ademas de estar determinadas de manera
unica, es decir, éstas sélo dependen de los parametros de la teoria. Otra de las carac-
teristicas importantes del modelo de segundo orden, es que la no-conmutatividad no
depende de tomar alguna clase de limite, como sucede en el caso de la teoria de primer
orden. Ademads de que la estructura simpléctica no-canénica surge de manera natural.
En vista de los resultados obtenidos del modelo con derivadas de orden dos, se realiza
una extensiéon mas de dicho modelo, esta vez la extensién fue hecha a un modelo con
derivadas de orden n. Los resultados obtenidos de dicha extensién, fuerén basicamente
los mismos que los resultados de su contraparte de orden dos. Concretamente los resul-
tados obtenidos de la teoria de orden n, recuperan los resultados de la teoria de segundo
orden, esto se logra con tan solo tomar n = 2.

No obstante, como se sabe la cuantizacién de algin sistema fisico se puede realizar
de diferentes formas. Se realizé la cuantizacion del sistema utilizando bases cruzadas. En
particular, se cuantiz6 el modelo de la particula libre, la particula en caida libre y el sis-
tema resultante de aplicar el método perturbativo (modelo de Chern-Simons de segundo
orden). De la utilizacién de las bases cruzadas, dio como resultado un Lagrangiano que
describia un par de osciladores arménicos acoplados, la forma de resolver dicho sistema
fue, a través de la diagonalizacion del sistema, de tal manera que resultaran un par de
osciladores armonicos desacoplados. La cuantizacion de este sistema una vez hecho esto
se vuelve trivial. Ademads dicha cuantizacién, muestra un espectro sin problemas con el
estado de minima energia. Sin embargo, el espectro resultante de usar bases cruzadas,
con respecto al espectro encontrado utilizando el mapeo de Darboux, era completamente
diferente, dicho espectro coincide en el limite de parametro de conmutatividad cero.

Se estudio un modelo con violaciones explicitas a la simetria de Lorentz, la cual
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unifica la propagacién libre de particulas a nivel relativista, es decir, la acciéon contiene
un término que es explicitamente la particula libre relativista, mas términos que corrigen
a ésta. Los términos que corrigen a la particula libre relativista son lo que contienen las
violaciones a la simetria de Lorentz. Especificamante estos términos contienen vectores
constantes, los cuales requieren de marcos de referencia privilegiados, para no perder este
caracter. El estudio de este sistema se realizo, desde el punto de vista de la extensién
de las simetrias del modelo, por ejemplo, cuando se restaura la simetria de Lorentz se
obtiene el Hamiltoniano de la fisica de dos tiempos. Dicha restauracion, requiere que los
vectores constantes que contienen los términos que la violan, pierdan esta constancia.
Esto se logra pidiendo que estos dependan de manera local en los campos de la teoria, en
particular, que estos vectores sean los propios campos. Con estos ingredientes se obtiene
la fisica de dos tiempos. Este mismo hecho fue el que se considerd en el capitulo cinco,
es decir, se eligié que el parametro de conmutatividad fuera dependiente de las variables
del sistema, esta dependencia como se mencioné puede ser utilizado en sistemas que sean
realmente relativistas, el cual no fue el caso tratado en el capitulo cinco. Ahora bien,
cuando se restaurd la simetria de Poincaré y de Lorentz de manera conjunta, se obtiene
la Lagrangiana de Nambu-Goto de la teoria de cuerdas. La manera en que se recupera
la simetria de Poincaré, es por hacer un incremento en las dimensiones del espacio de
parametros. La teoria originalmente sélo dependia de un pardmetro que describia la
evolucién temporal del sistema, este sistema dada esta dependencia en el parametro, es
un objeto unidimensional que se desplaza en la linea universo, con el incremento en la
dependencia de los parametros de la teoria ahora, dichos objetos son bidimensionales
que se desplazan en la hoja del mundo. Tales objetos, son las llamadas cuerdas, en
consecuencia, cuando se restaura la simetria de Poincaré, resulta la accién de la cuerda
bosénica.

Posibles extensiones del presente trabajo, para el caso de las teorias de orden supe-
rior. Son, por ejemplo, extensiones a teorias de campos de la teoria de Chern-Simons,
estd en principio podria darnos una teoria de campos no-conmutativa. Para el caso de
el Lagrangiano propuesto por Kostelecky, se puede estudiar también una extensién a
campos, desde otro punto de vista diferente al caso de las cuerdas. Como se sabe para
el caso de la particula libre relativista, se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon. Es-
ta extension, proporcionarida una ecuacién generalizada de Klein-Gordon. Para el caso
de las bases cruzadas, la extensién puede ser hecha para el caso de un parametro de
no-conmutatividad local. Para el caso de parametro de no-conmutatividad constante, se
pueden clasificar los Hamiltonianos para los cuales se tienen ecuaciones algebraicas y no-
algebraicas de movimiento, lo cual como vimos en este trabajo da lugar a constricciones
para el caso de las ecuaciones de movimiento no-algebraicas.



Bibliografia

[1] M. R. Douglas, and N. A. Nekrasov, Rev. Mod. Phys. 73 (2001) 977.
2]  R. Szabo, Phys. Rept. 378 (2003) 207.

[3]  Cornelliu Sochichiu, A Note an Noncommutative and False Noncommutative
Spaces, [hep-th/0604025v2].

[4]  H. S. Snyder, 1947, Quantized space-time, Phys. Rev. 71, 38.

[5] S. Minwalla, M. Van Raamsdonk and N. Seiberg, Noncommutative Perturbative
Dynamics, J. High Energy Phys. 0002 (2000) 020.

6] N. Seiberg and E. Witten. String Theory an noncommutative geometry, JHEP
9909 (1999) 032, hep-th/9908142.

(7] Y.S.Myung and H. W. Lee, Noncommutative Space-time and Fractional Quan-
tum Hall Effect, [hep-th/9911031].

[8]  Tai-Chung Cheng, Pei-Ming Ho, Mao-Chuang Yeh, Nucl. Phys. B 625 (2002)
151.

9]  Merced Montesinos and G. F. Torres del Castillo, Phys. Rev. A, 032104 (2004).
[10]  G. V. Dune, R. Jackiw, and C. A. Trugenberger, Phys. Rev. D 41, 661 (1990).
[11]  A. Smailagic and E. Spallucci, Phys. Rev. D 65 (2002) 107701.

[12]  D. A. Eliezer and R. P. Woodard, Nucl. Phys. B325, 389 (1989).
[13]  C. Grosse-Knetter, Phys. Rev. D 49 (1993) 6709-6719.

[14]  J. Z. Simon, Phys. Rev. D 41 (1989) 3720-3733.

[15] V. Alan Kostelecky and Neil Rusell, Phys. Lett. B (2010) 443-447.
[16] V. Alan Kostelecky, Phys. Rev. D 79, 105009 (2004).

[17] V. Alan Kostelecky, Phys. Rev. D 63, 065008 (2001).

133



134
[18]

[19]
[20]
[21]

[27]
28]
[29]

[30]
[31]
[32]
[33]
[34]

V. Alan Kostelecky, Perspectives on Lorentz and CPT Violation 2008, [hep-
th/0802.0581v1].

C. N. Yang, Phys. Rev. 72, 874 (1947).
Juan M. Romero and Adolfo Zamora, Phys. Rev. D 70 105004 (2004).

E. Witten, Bound States of Strings and p-Branes, Nucl. Phys. B460 (1996) 33,
hep-th/9510135).

I. Bars, C. Deliduman and O. Andreev, Gauged Duality, Conformal Simmetry
and Spacetime with two Times, [hep-th/9803188].

I. Bars, Two-Time Physics with Gravitational and Gauge Fields Backgrounds,
[hep-th,/0003100].

I. Bars, Two-Time Physics Field Theory, [hep-th/0002140].

I. Bars, Conformal Simmetry and Duality between Free Particle, H-atom and
Harmonic Oscillator, [hep-th/9804028].

. Bars, Shih-Hung Chen and Guiallaume Quélin Dual Field in (d — 1) + 1
Emergentes Spacetimes From A Unifying Field Theory in d + 1 Spacetime, H-
atom and Harmonic Oscillator, [hep-th/07052834].

I. Bars, Two-Time Physics, [hep-th/9809034].
I. Bars, Survey Two-Time Physics, [hep-th/0008164].

Juan M. Romero, Oscar Sanchez-Santos and J. D. Vergara, Phys. Lett. A 375
(2011) 3017-3820.

S. W. Hawking and T. Hertog, Phys. Rev. D 65 (2002) 103515.

T. L. Curtright, G. I. Ghandour and C. K. Zachos, Phys. Rev. D 43, 3811 (1986).
K. Maeda and N. Turok Phys. Lett. B 202, 376 (1998).

Juan M. Romero and J. D. Vergara, Phys. Rev. D 75 065008 (2007).

J. Lukierski, P. C. Stichel and W. J. Zakrzewski, Galilean-Invariant (2 + 1)-
Dimensional Models with a Chern-Simons-Like Term and D= 2 Noncommuta-
tive Geometry, [hep-th/9612017].

Jian Jing, Feng-Hua Liu and Jiang-Feng Chen, Phys. Rev. D 78, 125004 (2008).

Ahmed Farag Ali, Saurya Das and Elias C. Vagenas, Phys. Lett. B 678 (2009)
497-499.



[37]

[38]

[39]

[40]

[41]
[42]

[43]

135

A. J. Hanson , T. Regge and C. Teitelboim, Constrained Hamiltonian Systems,
Accademia Nazionale dei Lincei, Roma, 1976.

G. Dunne and R. Jackiw, Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.) 33 (Issue 3) (1993)
114.

Marcos Rosenbaum, J. David Vergara and L. Roman Juarez, Non canonical
structures and Dirac Constrains.

A. Horvaty, Luigi Martina and Peter C. Stichel, Exotic Galilean Symmetry and
Non-Commutative Mechanics, [hep-th/1002.4772].

M. Gomes and V. G. Kupriyanov, Phys. Rev. D 79, 125011 (2009).

C. Duval and P. A. Horvéthy, Exotic Galilean Simmetry in the Non-commutative
and Hall effect (2008), [hep-th/9510135].

K. H. C. Castello-Branco and A. G. Martins, J. Math. Phys. 51, 102106 (2010).



	Portada

	Índice General

	Introducción 

	Capítulo 1. Formalismo de Dirac

	Capítulo 2. Teorías de Orden Superior

	Capítulo 3. Estructuras No-canónicas

	Capítulo 4. Modelos Mecánicos de Teorías No-conmutativas

	Capítulo 5. Teoría No-Conmutativa a Partir de una Teoría de Orden Superior  
	Capítulo 6. Cuantización No-Canónica y Bases Cruzadas 
	Capítulo 7. Modelo de Chern-Simons de Orden
	Capítulo 8. Física de Dos Tiempos y Violación de Lorentz
	Capítulo 9. Violación de Lorentz, Física de Dos Tiempos y Cuerdas
	Capítulo 10. Conclusiones

	Bibliografía




