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Resumen

En el presente trabajo se exhibe la comparación de la transferencia electrónica hacia el átomo de oro
(Au), en diferentes sistemas, a partir de un cierto metal M . La hipótesis que se considera, es que
los metales con a�nidad electrónica menor a la del oro (Au), le trans�eren a este densidad de carga.
Basado en ello, se estudia los átomos de aluminio (Al), paladio (Pd), plata (Ag) y platino (Pt)
para formar bimetales. Estos sistemas se investigan mediante los siguientes análisis: de poblaciones de
Mulliken y de funciones de Fukui para reconocer las regiones de selectividad de densidad electrónica,
y además se observa la diferencia de densidades de carga entre el dímero y la suma de cada átomo
individual, con el �n de detectar la dirección de dicha transferencia de carga.

El desarrollo de la tesis consta de 7 capítulos, divididos de la siguiente manera: en el Capítulo 1, se
presenta una introducción a la nanotecnología, donde se desenvuelve una explicación de la motivación
para este estudio, además de su importancia, desarrollo y avances, tanto de herramientas matemáticas,
como de algunas aplicaciones en la nanociencia.

En el Capítulo 2, se expone los principios básicos que siempre hay que tener presentes en la mecáni-
ca cuántica, inherentes para el estudio en la transferencias de densidad de carga. Así mismo, en el
Capítulo 3, se ofrecen los elementos constitutivos en la mecánica estadística, fundamentales para el
mismo estudio de la transferencia electrónica.

En el Capítulo 4, se presenta una explicación breve sobre la teoría del funcional densidad (DFT),
que es la base para el tratado de las funciones de Fukui, que se presentan en el Capítulo 5.

Para el Capítulo 6, se muestran los datos obtenidos durante el proceso del proyecto, generados me-
diante el código deMon2k (density of Montréal); y el análisis de los mismos, donde se describen las
imagenes de las regiones de selectividad y de transferencia de carga, mediante la paquetería VuChem.
Y �nalmente en el Capítulo 7, se presentan las conclusiones del análisis del capítulo anterior.

Al �nal, se adjuntan a este tratamiento los anexos pertinentes, con el �n de complementar y dar una
mejor explicación a lo expuesto por los capítulos mencionados.



Capítulo 1

INTRODUCCIÓN A LA NANOCIENCIA.

1.1. INTRODUCCIÓN.

El Premio Nobel de física de 1963, Richard Feynman, el 29 de diciembre de 1959 dió una conferencia
ante la American Physical Society titulada �Hay mucho sitio en el fondo (There is plenty of room
at the bottom)�, en aquella conferencia Feynman trata sobre los bene�cios que supondría para la
sociedad el que fuéramos capaces de manipular la materia y fabricar artefactos con una precisión de
unos pocos átomos, lo que corresponde a una dimensión de 1 nm, aproximadamente. Feynman fue
el primero en hablar de técnicas para trazar �guras extremadamente �nas mediante haces de elec-
trones, incluso planteó la posibilidad de producir máquinas que nos permitan manipular moléculas [1].

Hoy en día, el desarrollo tecnológico de nuevos materiales han hecho tangibles algunas de las premisas
de Feynman, ejemplos de esto, son los discos duros de la reciente generación de computadoras capaces
de almacenar una gran cantidad de información en películas magnéticas delgadas, los instrumentos
médicos de diagnóstico son más compactos y e�cientes, las técnicas de enfriamiento, así como la ma-
nipulación por láser hacen más preciso el con�namiento de átomos y moléculas [2].

Todo esto forma parte de lo que hoy se conoce como nanotecnología, un universo en el que se uti-
lizan las propiedades físicas de los materiales en escala de nanómetros (1 nm = 0,0000001 cm) [2].
Actualmente existen sensores moleculares capaces de detectar materiales pesados, polímeros conduc-
tores, cristales líquidos y ventanas inteligentes para aviones de combate que pueden cambiar de color
según la intensidad de la luz. Además, se están elaborando estudios en el campo de la electrónica que
permitirán en un futuro el desarrollo de computadoras cuánticas y moleculares [3].

Muy en partícular nanopartículas de oro (Au), son importantes para diversos sistemas, ya que
tienen múltiples aplicaciones debido a su actividad catalítica, y permiten realizar de manera limpia y
e�ciente (usando oxígeno de la atmósfera) la oxidación de intermediarios químicos que se usan en la
fabricación de productos químicos, agroquímicos y farmacéuticos de alta calidad [4, 5].
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1. INTRODUCCIÓN A LA NANOCIENCIA. 1.2. NANOPARTÍCULAS Y NANOTECNOLOGÍA.

Figura 1.1: Nanopartícula de Oro de 20nm de Diámetro [9].

Las nanopartículas de oro, (Figura 1.1), cargadas negativamente atrapan oxígeno molecular (O2) y
facilitan la producción de oxígeno atómico a partir de O2. Por esta razón, la transferencia de densi-
dad de carga, hacia nanopartículas de Au, hace posible usar el oxígeno molecular en el proceso de
oxidación del CO (monoóxido de carbono), lo cual es una idea muy seductora, ya que es un proceso
limpio, es decir, no deja subproductos contaminantes, y el O2 se encuentra disponible de manera libre
en la atmósfera [5, 6].

En este trabajo se presenta la comparación de la transferencia electrónica hacia el átomo de Au, en
diferentes sistemas, a partir de un cierto metal M. La hipótesis que se considera, es que los metales
con a�nidad electrónica menor a la del Au, le trans�eren a este carga. Basado en ello, se estudia
la capacidad de los átomos de aluminio (Al), paladio (Pd), plata (Ag) y platino (Pt) para
formar bimetales. Estos sistemas se investigan mediante los siguientes análisis: de poblaciones de
Mulliken, y de funciones de Fukui, además de observar la diferencia de densidades de carga
entre el dímero y la suma de cada átomo individual, con el �n de detectar la dirección de dicha
transferencia de carga.

1.2. NANOPARTÍCULAS Y NANOTECNOLOGÍA.

Una nanopartícula tiene el tamaño de algunos nanómetros (1 − 100 nm), y sus propiedades tanto
físicas como químicas son diferentes a las que presenta el material en la escala de micrométrica o may-
or. Por ejemplo, se han hecho experimentos con el cobre y el oro, donde se comprueba que mejorando
su estructura molecular se obtienen mejores cualidades. Si comparamos dos cubos sólidos de cobre
de un centímetro cúbico, nos encontraremos que el cobre nanoestructurado puede llegar a resistir
cargas cinco veces mayores que el cobre natural. Se puede modi�car la resistencia a la fractura, la
plasticidad, la elasticidad, el color, la transparencia, la resistencia a la corrosión, la reacción química,
el comportamiento eléctrico y magnético, y la resistencia térmica y acústica de cualquier material
nanoestructurado [7].
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1. INTRODUCCIÓN A LA NANOCIENCIA. 1.2. NANOPARTÍCULAS Y NANOTECNOLOGÍA.

Existen diferentes tipos de nanopartículas, en las cuales es posible distinguir el tipo de organización
de la materia.

Los polímeros, se han utilizado como sistemas de administración de fármacos. Recientemente,
construcciones híbridas de polímero se han desarrollado solubles en agua [10].

Nanopartículas cerámicas son sistemas inorgánicos con características porosas que ha surgido
recientemente como vehículos de fármacos. Estos vehículos son nanopartículas biocompatibles
como el silicio, titania y alúmina, que se pueden utilizar en terapia del cáncer. Sin embargo, una
de las preocupaciones principales es que estas partículas no son biodegradables, ya que pueden
acumularse en el cuerpo, lo que causa efectos indeseables [10].

Part¢ulas metálicas, tales como las nanopartículas de óxido de hierro (15-60 nm), generalmente
comprenden una clase de agentes que pueden ser superparamagnéticas [10].

Las nanopartículas de oro, y otros agentes a base de metal, son una nueva categoría de nanopartícu-
las esféricas que consisten en un núcleo dieléctrico cubierto por una delgada cáscara metálica, que
es típicamente oro. Estas partículas poseen propiedades ópticas y químicas altamente favorables
para la formación de imágenes biomédicas y aplicaciones terapéuticas [10].

Nanomateriales de carbono, los nanotubos han sido uno de los tipos más utilizados de nanopartícu-
las, debido a su alta conductividad eléctrica y resistencia excelente. Los nanotubos de carbono
pueden ser estructuralmente de una sola hoja de gra�to enrollada para formar un cilindro trans-
parente. Hay dos clases de nanotubos de carbono de pared única (SWCNT) y de pared múltiple
(MWCNT), los MWCNT son más grandes y constan de muchos tubos una dentro de otro [10].

Los puntos cuánticos, son nanopartículas hechas de materiales semiconductores con propiedades
�uorescentes. Crucial para aplicaciones biológicas, los puntos cuÃ½nticos deben ser cubiertos
con otros materiales permitiendo la dispersión y la prevención de fugas de los metales pesados
ââtóxicos [10].
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1. INTRODUCCIÓN A LA NANOCIENCIA. 1.2. NANOPARTÍCULAS Y NANOTECNOLOGÍA.

(a) Transistor orgánico que
imita el funcionamiento de
las neuronas [13].

(b) Partículas de oro para
iluminar células cancerosas
[14].

(c) Baterías con nanohilos
de silicio [15].

Figura 1.2: Ejemplos de Nano-tecnología.

Actualmente muchos cientí�cos de diversas áreas se han dado a la tarea de encontrar nuevos métodos
de síntesis químicos y físicos para la elaboración de nano-partículas. Métodos que permiten un mejor
control del tamaño y forma, así como sus propiedades químicas, ópticas, catalíticas y de su estructura
para las diversas aplicaciones para las que serán utilizadas [11].

En apoyo a la sociedad de la infomación, la nano-electrónica aumentará la potencia de los ordenadores
y los transistores (Figura 1.2(a)) para su uso en teléfonos, autos, aparatos domésticos y otros mu-
chos aparatos controlados por microprocesadores. El proyecto BUN, se dedica a sintetizar y estudiar
moléculas hechas a la medida para futuros dispositivos mono-moléculares [12].

En la salud, permite fabricar biosensores, biometales y biochips para el tratamiento de enfermedades
como el cáncer (Figura 1.2(b)) y problemas cardiacos. Estos funcionan como implantes en el cuerpo
que liberan de manera controlada fármacos para reparar los tejidos dañados [12].

La fabricación de nanoestructuras crearán materiales (Figura 1.2(c)) con nuevas y mejores propiedades
para uso en paneles solares, recubrimientos anticorrosión, herramientas de corte más resistentes, pu-
ri�cadores fotocatalíliticos del aire, instrumentos médicos más duraderos, catalizadores químicos y en
la industria del transporte [12].
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1. INTRODUCCIÓN A LA NANOCIENCIA. 1.3. NANOPARTÍCULAS BIMÉTALICAS.

1.3. NANOPARTÍCULAS BIMÉTALICAS.

Los nanopartículas bimétalicas, también llamados nanoaleaciones, están formados por dos tipos de
átomos metálicos y se caracterizan por el hecho de que sus propiedades químicas y físicas pueden
regularse variando el tamaño, el ordenamiento atómico y su composición. Debido a esto es posible
modi�car dramáticamente sus actividades catalíticas [16].

Resulta importante encontrar la con�guración de mínima energía de un nanopartícula con una com-
posición a un tamaño prestablecido, ya que dicha con�guración determina su comportamiento físico
y químico. Para encontrar de manera teórica dicha con�guración, se emplea alguno de los métodos de
simulación computacional: [16]

Métodos Atomísticos o Clásicos; Aquí los átomos que forman el material, interactúan me-
diante potenciales modelo, cuyos parámetros se ajustan a partir de observables experimentales
del sistema en cuestión, por lo que también son llamados potenciales semiempíricos [16].

Métodos Ab-Initio; Estos resuelven la ecuación de Schrödinger con diferentes grados de aprox-
imación al hamiltoniano que toma en cuenta las interacciones electrón-electrón, electrón-núcleo y
núcleo-núcleo que hay en el sistema. Los únicos datos empíricos que se utilizan son las constantes
físicas fundamentales [16].

1.3.1. Métodos Ab-initio de Química Cua«tica.

Los programas utilizados en química computacional están basados en diferentes métodos de la química
cuántica, que resuelven la ecuación de Schrödinger asociada al hamiltoniano molecular. Métodos que
no incluyen ningún parámetro empírico o semi-empírico en sus ecuaciones, son llamados Métodos
�Ab-Initio� (De la expresión latina que signi�ca: Desde el principio). Esto signi�ca que una aproxi-
mación está de�nida a los primeros principios de la teoría cuántica y su resolución es con un margen
de error que es cualitativamente conocido de antemano [17].

En 1928, Hartree propusó la teoría orbital, la cual proponía que cada electrón tuviera su función
de onda. En 1930 Fock señalá que la función de onda de Hartree era inválida, pues no satisfacía el
principio de exclusión de Pauli. Fock también demostró que un producto de Hartree podía hacerse
antisimétrico apropiadamente agregando y restando todas las perturbaciones posibles del producto de
Hartree, de tal modo formando la función de onda de Hartree-Fock (HF), y por ende nació el tipo más
simple del cálculo de estructura electrónica ab-initio, conocido como el método de Hartree-Fock
(HF) donde el principio de exclusión se agregó como una reestrcción adicional. Así, la función de
onda del sistema de muchos cuerpos pasará ahora a ser la suma de productos entre funciones de onda
de un sólo electrón [18].
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1. INTRODUCCIÓN A LA NANOCIENCIA. 1.3. NANOPARTÍCULAS BIMÉTALICAS.

1.3.2. Métodos del Funcional Densidad.

La Teoría del Funcional de la Densidad (DFT, de sus siglas en inglés Density Functional
Theory), los métodos que se basan en los �primeros principios� se derivan en la investigación de
la mecánica cuántica, a partir de los años 20, especialmente en el modelo de Fermi-Dirac, y el trabajo
de Slater en química cuántica. DFT, se basa en modelar la correlación del electrón vía los funcionales
generales de la densidad en lugar de la función de onda [18].

Tales métodos deben sus orígenes modernos al teorema de Hohenberg-Kohn, publicado en 1964, el cual
demuestra la existencia de un único funcional el cual determina la energía y la densidad del estado
base exactamente. Sin embargo, el teorema no provee la forma de este funcional [18].

Los métodos DFT pueden ser muy precisos bajo un pequeño costo computacional, el incovenniente de
los métodos ab-initio, es que no hay manera sistemática de mejorar los métodos, mejorando la forma
del funcional. Algunos métodos combinan el intercambio de densidad del funcional con el intercambio
de términos Hartree-Fock y son conocidos como métodos de funcional híbrido [17]. En la práctica
real, la autoconsistencia de los cálculos de Kohn-Sham se llevaban a cabo de forma iterativa, análogo
al cálculo del método del campo autoconsistente SCF (con sus siglas en íngles: Self Consistent Field).
Similar a la teoría de HF. Recientemente se han formulado funcionales que incluyen una mezcla de
Hartree-Fock junto con la correlación DFT [18].

Los métodos de Hartree-Fock y DFT, comenzaron a implementarse en ordenadores a principio de
la década de los 60, debido a su naturaleza matemática, la forma más e�ciente y práctica para una
función de onda asociada a un electrón, son funciones de la familia gaussiana, por sus propiedades de
derivabilidad e integrabilidad, ya que si estas funciones no fuesen empleadas, el cálculo se volvería más
complicado y más caro computacionalmente hablando. Desde su introducción, los orbitales de tipo
gaussiana han dominado los cálculos durante casi medio siglo, y se han realizado enormes esfuerzos
para desarrollar conjuntos de funciones de base Gaussianas para Física y Química Cuántica.
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Capítulo 2

PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA
CUÁNTICA.

2.1. FUNCIONES DE ONDA Y OPERADORES.

La teoría de la mecánica cuántica postula que la única información que se tiene a cerca de un sistema
físico es la función de onda, que es una función compleja del espacio y del tiempo. Si se modela una
partícula como una onda, su ecuación de onda será la ecuación de Schrödinger [19]

ı~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ VΨ (2.1)

Cuya interpretación estadística, considera la cantidad∫ b

a

|Ψ|2dx (2.2)

como la probabilidad de encontrar la partícula entre a y b en el momento t.

El valor de la función de onda, asociada con una partícula en movimiento, está relacionada con la
probabilidad de encontrar a la partícula en un punto en el espacio en algún instante de tiempo t [20],
y más aún proporciona una descripción completa del sistema [21].

Una probabilidad negativa, o compleja, es algo sin sentido; esto signi�ca que la función de onda no
es algo observable. Sin embargo el módulo (o cuadrado) de la función de onda siempre es real y
positivo [20], esto quiere decir que es de valor cuadrado integrable [21]. Por esto, a |Ψ|2 se le conoce
como la densidad de probabilidad (Figura 2.1) [20].
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2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.1. FUNCIONES DE ONDA Y OPERADORES.

(a) Nubes de probabilidad
electrónica |Ψ|2

(b) Escala de las nubes elec-
tronicas

Figura 2.1: Probabilidad Electrónica [22].

Mientras que un operador es un objeto matemático que actúa sobre un vector, devolviendo otro.
En el caso de la mecánica cuántica, dichos operadores corresponden a los observables físicos cuyas
variables dinámicas que pueden ser medidas, esto es, para obtener un resultado tangible como lo sería
la posición, el momento y la energía [23].

La notación que se adopta, es mediante índices latinos para las variables electrónicas, y para hacer
referencia a variables núcleares se utilizan índices griegos. Es otras palabras, para la posición: (rrri, rrrα),
para el momento: (pppi, pppα), o quizá una mezcla de ambos: (rrri, pppα) [21]. En la mecánica cuántica, la fun-
ción de onda, es una función de solo de alguno de estos parámetros para cada partícula, y típicamente
se denota por Ψ(rrri, rrrα, t) [21].

La notación de Dirac, proporciona una representación abstracta del algebra lineal que le da soporte
a la teoría de la mecánica cuántica, donde [19] |Ψ〉 se conoce como ket, de�nido por una matriz
columna [24],

|Ψ〉 =


ψ1

ψ2
...
ψN

 (2.3)

También existe un espacio dual, que contiene un conjunto de vectores bra 〈Ψ| [21], de�nida por una
matriz renglón, y se considera el conjugado complejo de un vector ket [24],

〈Ψ| = (ψ∗
1, ψ

∗
2, . . . , ψ

∗
N) (2.4)
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2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.1. FUNCIONES DE ONDA Y OPERADORES.

El producto de un bra y un ket, se de�ne como producto interno o escalar [21, 25], se denota por
Dirac como 〈Φ|Ψ〉 y es simplemente un número complejo, dado por:

〈Φ|Ψ〉 = (〈Ψ|Φ〉)∗ =
∫

Φ∗Ψdrrri (2.5)

O en forma matricial como [24],

〈Φ|Ψ〉 = (φ∗
1, φ

∗
2, . . . , φ

∗
N) ·


ψ1

ψ2
...
ψN

 (2.6)

Cabe señalar que los vectores de estado que di�eren por solo una constante compleja multiplicativa
no nula, describen el mismo estado; así se puede restringir nuestro interés a un conjunto de vectores
normalizados de�nidos que el producto escalar resulte la unidad, esto es, 〈Ψ|Ψ〉 = 1. [21]

Cada observable Â tiene asociado un operador en mecánica cuántica que es lineal y hermítico Â|Ψ〉 =
a|Φ〉. Sin embargo, para cada operador existe un conjunto de estados propios normalizados dig-
amos |χN〉 [21],

Â|χN〉 = λN |χN〉 (2.7)

Cuya constante λN (siempre real para un operador hermitiano), es el valor propio asociado al operador
Â, que satisfacen la ecuación [21].

Si un sistema está en un estado descrito por la función de onda normalizada |Ψ〉 entonces el valor de
expectación de un observable Â esta dado [25],

〈Â〉 = 〈Ψ|Â|Ψ〉 =
∫

Ψ∗ÂΨdrrri (2.8)

El operador más común es el operador de energía, que se calcula mediante el hamiltoniano, deter-
minado por la integral [26],

E[Ψ] = 〈Ψ|H|Ψ〉 =
∫

Ψ∗HΨdrrri (2.9)
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2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.2. POSTULADOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA.

Existen otros ejemplos característicos de valores de expectación para las energías cinética, potencial
y momento, dadas por [25, 26],

T [Ψ] = 〈T̂ 〉 =
∫

Ψ∗T̂Ψdrrri (2.10)

V [Ψ] = 〈V̂ 〉 =
∫

Ψ∗V̂Ψdrrri (2.11)

〈p̂x〉 =
∫

Ψ∗~
ı

∂

∂x
Ψdrrri (2.12)

Con respecto a la simetría de la función de onda total debe ser antisimétrica con respecto al intercambio
de todas las coordenadas de un fermión. El spín electrónico se debe incluir en este conjunto de
coordenadas, siguiendo el Principio de Exlusión de Pauli [27].

2.2. POSTULADOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA.

Para resumir, los postulados de la mecánica cuántica según Feynman, para un sistema en el estado
|Ψ〉, son:

La probabilidad de un evento en un experimento ideal esta dado por el cuadrado del valor absoluto
de un número complejo Ψ, conocido como la amplitud de probabilidad [28]

P = Probabilidad (2.13)

Ψ = Amplitud de Probabilidad (2.14)

P = |Ψ|2 (2.15)

Cuando un evento puede ocurrir en diferentes caminos alternativos, la amplitud de probabilidad
para dicho evento, es la suma de las amplitudes de probabilidad de cada camino por separado.
Esto es interferencia: [28]

Ψ = Ψ1 +Ψ2 (2.16)

P = |Ψ1 +Ψ2|2 (2.17)

Si un experimento se realiza siendo capaz de determinar cual alternativa ha sido tomada, la
probabilidad del evento es la suma de las probabilidades para cada camino alternativo. La inter-
ferencia se pierde: [28]

P = P1 + P2 (2.18)

10



2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.3. ESTADOS ESTACIONARIOS.

2.3. ESTADOS ESTACIONARIOS.

Cualquier problema en la estructura electrónica de la materia, es cubierto por la ecuación de
Schrödinger [25], con un vector de estado que evoluciona con el tiempo [21],

Ĥ|Ψ〉 = ı
∂

∂t
|Ψ〉 (2.19)

El operador Ĥ, se conoce como Hamiltoniano y es un operador de energía, el cual para sistemas de
núcleo atómico y muchos electrones toma la forma,

Ĥ = −1

2

∑
i

∇2
i −

∑
α

1

2mα

∇2
α −

∑
i

∑
α

Zα

|rrri − rrrα|

+
1

2

∑
i

∑
j 6=i

1

|rrri − rrrj|
+

1

2

∑
α

∑
β 6=α

ZαZβ

|rrrα − rrrβ|
(2.20)

cuya masa nuclear mα y el número atómico Zα aparecen [21].

Los primeros dos términos del lado derecho representan la energía cinética del electrón y del núcleo
respectivamente, los términos subsecuentes describen la energía de interacción electrón-núcleo,
la energía de interacción electrón-electrón y la energía de interacción núcleo-núcleo, re-
spectivamente [21].

Finalmente cabe señalar, que si se resuelve la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo,
entonces la ecuación de valores propios para el hamiltoniano, y la función de onda dependiente del
tiempo toma una forma partícular, mediante la siguiente separación de variables [21],

Ψ(rrri, rrrα, t) = Ψ̃(rrri, rrrα)Θ(t) (2.21)

Siendo ε una constante de separación, conocida como energía electrónica, entonces se llega a que [21],

ĤelΨ̃(rrri, rrrα) = εelΨ̃(rrri, rrrα) (2.22)

O en notación de Dirac,

H|Ψ〉 = ε|Ψ〉 (2.23)

ı
d

dt
Θ(t) = EΘ(t) (2.24)
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2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.4. PRINCIPIO VARIACIONAL.

La ecuacion ordinaria (2.24) es fácilmente resuelta, así que las funciones propias del hamiltoniano con
energía E toman la forma [21],

Ψ(rrri, rrrα, t) = Ψ̃(rrri, rrrα, t)· exp(−ıEt) (2.25)

Estados que son funciones propias del hamiltoniano, se conocen como estados estacionarios. Usual-
mente, se trabaja directamente con la ecuación independiente del tiempo, es decir con la ecuación
(2.22), y por ende con los estados propios del hamiltoniano, dejando a un lado por el momento a la
ecuación exponencial dependiente del tiempo [21], por la sencillez para resolver.

2.4. PRINCIPIO VARIACIONAL.

El Principio Variacional establece que para cualquier función, el valor esperado de un operador es
mayor o igual al mínimo valor propio [30], en otras palabras: Dado un sistema cuyo hamiltoniano es
H. Si |Ψ̃〉 es cualquier función normalizada que satisface las condiciones de contorno del problema,
entonces [31],

〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 ≥ ε0 (2.26)

Cada medición partícular de la energía (ε) esta dada por los valores propios de Ĥ, Siendo ε0 el valor
propio mínimo posible de H [31].

Dada una función de prueba |Ψ̃〉, que depende de un conjunto de parámetros, entonces el valor de
expectación para la energía esta dada por [25]:

E[Ψ] =
〈Ψ̃|H|Ψ̃〉
〈Ψ̃|Ψ̃〉

=

∫
Ψ̃∗HΨ̃drrri∫
Ψ̃∗Ψ̃drrri

(2.27)

El proceso para minimizar la energía, se realiza mediante una expansión de Ψ̃ en términos de los
estados propios normalizados de Ĥ [25],

|Ψ̃〉 =
N∑
i=1

ci|Φ〉 (2.28)

Donde |Φ〉 es un conjunto dado de N de funciones base, entonces el problema de encontrar el conjunto
óptimo de coe�cientes ci, se puede reducir a la diagonalización de una matriz. Para ello se considera
que las funciones base son reales y ortonormales [25],

〈Φi|Φj〉 = 〈Φj|Φi〉 = δij (2.29)

,

12



2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.4. PRINCIPIO VARIACIONAL.

El valor de expectación, puede ser escrito en forma matricial como [24],

〈Ψ̃|Ĥ|Φ̃〉 =
∑
ij

ci〈Φi|H|Φj〉cj =
∑
ij

cicjHij (2.30)

El problema de minimizar una función como (2.30) sujeto a una reestricción, esta dado [24]

〈Ψ̃|Ψ̃〉 =
∑
ij

cicj〈Φi|Φj〉 =
∑
i

c2i = 1 (2.31)

Se resuelve mediante el método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange. Y para
ello se construye una función [24],

L(c1, . . . , cN , E) = 〈Ψ̃|Ĥ|Ψ̃〉 − E(〈Φ̃|Φ̃〉 − 1) =
∑
ij

cicjHij − E(
∑
i

c2i − 1) (2.32)

Se considera que cada c1, c2, . . . , cN−1 son términos independientes, pero cN se determina por la condi-
ción de reestricción (2.31); y escogiendo a E como multiplicador indeterminado, se puede encontrar
∂L

∂cN
que sea cero, y así [24, 25],

∂L

∂ck
= 0 =

∑
j

cjHkj +
∑
i

ciHik − 2Eck ; k = 1, 2, . . . , N − 1, N (2.33)

Debido a que Hij = Hji, ya que el hamiltoniano es hermitiano y simétrico. Se obtiene [24]∑
j

Hijcj − Eci = 0 (2.34)

La cuál tiene la forma de un problema de valores propios estándar para una matriz HHH, [24]

HcHcHc = Eccc (2.35)

Usando el hecho de queHHH es simétrica, la ecuación (2.35) se puede resolver medianteN vectores propios
ortonormales cαcαcα que correspondan a cada valor propio Eα, de tal manera que: E0 ≤ e1 ≤ . . . ≤ EN−1

[24].

Así se genera N soluciones para |Ψ̃〉 mediante su expansión en coe�cientes,

|Ψ̃α =
N∑
i=1

cαi |Φ〉 =
N∑
i=1

Ciα|Φi〉 ; α = 0, 1, . . . , N − 1 (2.36)

Con Ciα = cαi , la matriz de los vectores propios (C) [24].
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2. PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA. 2.4. PRINCIPIO VARIACIONAL.

Y satisfacen el hecho de que son ortonormales entre si [24],

〈Ψ̃α|Ψ̃β〉 =
∑
ij

cαi c
β
i 〈Φi|Φj〉 =

∑
i

cαi c
β
i = δαβ (2.37)

Noté, que los valores propios Eα es el valor esperado o de expectación del hamiltoniano con respecto
a |Ψ̃α〉. En partícular el menor valor propio E0 es la mejor aproximación al estado de energía base de
Ĥ. Más aún, el principio variacional asegura que: [24, 25],

E0 = 〈Ψ̃0|Ĥ|Ψ̃0〉 ≥ ε0 (2.38)
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Capítulo 3

ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA
ESTADÍSTICA.

3.1. INTRODUCCIÓN.

Lamecánica estadísticamecánica estadísticamecánica estadística proporciona el nexo de unión entre la descripción mecánica (cuántica o clásica)
y termodinámica de un sistema. Su objetivo es deducir las propiedades macroscópicas de un sistema
(entropía, capacidad calorí�ca, tensión super�cial, viscosidad ...) a partir de propiedades microsc�picas
(geometría molecular, interacciones intermoleculares, masas moleculares ...) [32].

3.2. DISTRIBUCIONES, MACROESTADOS YMICROESTA-
DOS.

Dado un sistema físico con un número grande (puede ser del orden del número de Avogadro) de
N entidades elementales (partículas, moléculas, etc), en el cuál se determina sus niveles de energía.
Usualmente se tendra una estructura de niveles discretos, como la del átomo de hidrógeno o los estados
rotacionales de las moléculas. Pero también es posible tener una estructura continua de niveles, como
los de la energía cinética de las moléculas que conforman un gas ideal [32].

Un sistema de N partículas a una temperatura T tendrá distintas partículas repartidas en los niveles
ε0, ε1, ε2, . . . (la discusión se hará entre niveles discretos de energía para simpli�carla).
La energía total del sistema será:

U =
N∑
l=1

ε(l) (3.1)
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3. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA. 3.2. DISTRIBUCIONES, MACROESTADOS Y MICROESTADOS.

donde ε(l) es la energía de la l-ésima partícula. Teniendo que las energías de interacción entre partícu-
las son mucho más pequeñas que sus energías ε propias [33, 34, 35, 36]. Es decir, la suma de las
energías de todas las partículas en un determinado nivel evaluada en todos los niveles ocupados.

Entonces la distribución relaciona a la energía de una sola partícula, para cada microestado del con-
junto de N partículas idénticas que interactúan débilmente, y se le debe asociar una identi�cación del
estado en que se encuentra. De forma que, la distribución es un conjunto de números (n1, n2, . . . , nj, . . .)
donde la distribución típica del número nj se de�ne como el número de partículas en el estado j, que
tiene energía εj. Esta distribución será a menudo, un conjunto in�nito, la etiqueta j debe contener
a todos los posibles estados de una partícula. El conjunto de los números (n1, n2, . . . , nj, . . .) en la
distribución es simplemente {nj} [35].

Por otra parte la distribución de los niveles, trata de un conjunto de números (n1, n2, . . . , ni, . . .) siendo
ahora el número típico ni de�nido como el número de partículas en el nivel i, que tiene energía εi
y degeneración gi, donde la degeneración se de�ne como el número de estados que pertenecen
a ese nivel [35].

Se de�ne un microestado del sistema como un estado descrito por todas las variables microscópi-
cas que caracterizan cada una de las entidades elementales que constituyen el sistema. Por ejemplo,
clásicamente, las posiciones y los momentos de cada una de las partículas determinan un microestado
descrito por esas 6N variables. Cuánticamente, en cada instante de tiempo, el sistema está descrito
por una función de onda, o en un estado estacionario descrito por un conjunto completo de números
cuánticos [32].

Se de�ne unmacroestado como un estado descrito por un número pequeño de magnitudes macroscópi-
cas (como: la energía total U , el volumen V , la presión media P , la temperatura T , etc) [32].

Teniendo en cuenta ambos conceptos, se tiene que para un macroestado determinado existen nu-
merosos microestados compatibles con él.

Actualmente en la mecánica cuántica, un microestado, es un estado cuántico en todo el ensamble; que
puede ser descrito por una función de onda única de N partículas, que contiene toda la información
posible sobre el estado del sistema. Por lo que, los microestados como los estados cuánticos son
discretos. Ahora, aunque el macroestado (N,U, V ) tiene un enorme número de microestados posibles,
el número no deja de ser de�nido y �nito. Este número será llamado Ω y jugara un papel muy
importante en el tratamiento estadístico del sistema [35, 34].
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3. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA. 3.3. POSTULADO DE ERGODICIDAD.

3.3. POSTULADO DE ERGODICIDAD.

Un principio básico, que rige gran parte de la mecánica estadística es que: Todos los microestados
accesibles son igualmente probables. Este postulado debe ser tratado como una hipótesis, el cual
se basa, en que cualquier medición física que se realiza en un tiempo distinto de cero, y en el momento
de la medición del sistema se han pasado a través de un gran número de microestados, por lo que, da
un promedio de en todos los microestados accesibles.

Ya que los microestados Ωmicroestados Ωmicroestados Ω del sistema no estan con certeza en el momento de interés, se les asocia un
promedio igual sobre todas las posibilidades. Esto a menudo se llama un ensamble promedio, que
se puede visualizar como una replica de la medición en un conjunto de sistemas idénticos y luego se
hace un promedio sobre todo el conjunto [34, 35, 36]. Notando que la igualdad de los promedios del
ensamble y el tiempo implica uniformidad en el sistema termodinámico.

3.4. ENSAMBLES O COLECTIVOS.

Un colectivo o ensamble es un conjunto de microestados de un sistema compatibles con un deter-
minado macroestado del sistema. La teoría permite obtener las variables macroscópicas de un sistema
a partir del estudio estadísitco de los microestados que conforman el colectivo.

Dependiendo de que magnitudes macroscópicas de�nan el macroestado, algunos de los colectivos más
importantes son:

Colectivo Microcanónico: El macroestado está de�nido por las magnitudes (N,U, V ), donde
U es la energía total, V el volumen total y N es el número de partículas [32].

Colectivo Canónico: El macroestado está de�nido por las magnitudes (T, V,N), donde T es
la temperatura absoluta del sistema, V el volumen total y N el número de partículas. Es pues,
un sistema que se encuentra en contacto con una fuente o foco de calor (Figura 3.1(a)) [32].

Colectivo Gran Canónico: El macroestado está de�nido por las magnitudes (T, V, µ), donde
µ es el potencial químico, T la temperatura absoluta y V el volumen total del sistema. Se trata
de un sistema en contacto con un foco térmico y de partículas (Figura 3.1(b)) [32].
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(a) Baño Canónico. (b) Baño Gran Canónico.

Figura 3.1: Ensambles Canónico y Gran Canónico [42].

3.5. ESQUEMA ESTADÍSTICO.

La manera de hacer un análisis, es considerar un sistema aislado que consta de un número �jo N de
partículas idénticas que interactuan débilmente, contenidas en un volumen V y energía interna U �jos
[35]. Entonces la descripción estadística para este macroestado es:

1. Resolver el problema de una partícula; el cual es puramente mecánico, y puesto que implica sólo
una partícula, el problema es soluble en muchos casos de interés. Los estados de una partícula
son etiquetados por j(= 0, 1, 2, . . .). Las energías correspondientes son εj. Notando que estas
energías dependen de V (para un gas) o de V/N el volumen por partícula (para un sólido).

2. Enumerar las posibles distribuciones; los posibles conjuntos de los números de distribución {nj}
debe contener una distribución válida que satisface las condiciones que implica el macroestado,

∑
j

nj = N (3.2)∑
j

njεj = U (3.3)

Donde (3.2) especi�ca que la distribución contiene el número correcto de partículas. (3.3) seguida
de (3.1) garantiza que la distribución corresponde con el valor correcto de U .

3. Contar los microestados correspondientes a cada distribución; para un sistema grande, cada
distribución {nj} se asocia con un número grande de microestados. Este número tiene una
dependencia de t sobre {nj}. El resultado es muy diferente para un conjunto de partículas
localizadas (en el que las partículas se distinguen por su localidad) y para un conjunto de
partículas en un gas (en el que las partículas son fundamentalmente indistinguibles).

4. Encontrar la distribución promedio; de acuerdo con el postulado de ergodicidad de todos los
microestados, el número t({nj}) es el peso estadístico de la distribución {nj}. Entonces, la
media ponderada correcta sobre todas las distribuciones posibles {nj} determina el promedio de
la distribución {nj}prom. Y esta distribución promedio, es la que describe la distribución de
equilibrio térmico.
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3.6. EJEMPLO.

Para poder describir las propiedades de un sistema grande (un caso real en termodinámica), se describe
primeramente las propiedades de un sistema pequeño utilizando el esquema anterior.

3.6.1. Montaje Simple.

El macroestado que se considera es un conjunto de N = 4 partículas distinguibles. Donde se etiqueta
a cada partículas como A,B,C y D, respectivamente. Y tiene una energía total U = 4ε, donde ε es
constante (cuyo valor depende de V ).

Por lo que se puede resolver el problema como:

Paso I. Como el problema es mecánico, hay que resolver para dar los posibles estados de una partícu-
la. Tomando la solución a los estados de energías (no degenerada) 0, ε, 2ε, 3ε, . . .. Y por conveniencia
se etiquetan estos estados j = 0, 1, 2, . . . con εj = jε.

Paso II. De�niendo los números de distribución como {nj} con j = 0, 1, 2, . . ., notando que las
distribuciones posibles deben satisfacer ∑

nj = 4∑
εjnj = 4ε

(es decir, njj = 4)

Por lo que hay cinco distribuciones posibles:

Distribución n0 n1 n2 n3 n4 n5 . . .
1 3 0 0 0 1 0 . . .
2 2 1 0 1 0 0 . . .
3 2 0 2 0 0 0 . . .
4 1 2 1 0 0 0 . . .
5 0 0 4 0 0 0 . . .
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Paso III. Un microestado especi�ca el estado de cada una de las cuatro partículas. Tenemos que contar
el número de microestados para cada una de las cinco distribuciones. Para hacer la distribución 1 por
ejemplo, podemos identi�car los cuatro posibles microestados:

(i) A está en el estado j = 4; B,C y D están en estado j = 0

(ii) B se encuentra en el estado j = 4, las otras están en estado j = 0

(iii) C está en el estado j = 4, las otras están en estado j = 0

(iv) D se encuentra en estado j = 4, las otras están en estado j = 0

Por lo tanto t(1) = 4. Para las otras distribuciones t(2) = 12, t(3) = 6, t(4) = 12, t(5) = 1. Así las
distribuciones extienden las partículas entre los estados tanto como sea posible teniendo la mayoría
de microestados, y por lo tanto son los más probables. El número total de microestados es igual a la
suma t(1) + t(2) + t(3) + t(4) + t(5), es decir,Ω = 35 para este ejemplo.

La fórmula general para este caso es

t({nj}) =
N !∏
j nj!

(3.4)

donde el denominador
∏
nj! representa el producto extendido n0!n1!n2! . . . nj! . . ..

Paso IV. El valor medio de cada número de distribución ahora puede obtenerse a través de un
promedio igual sobre cada microestado, fácilmente se calcula como una media ponderada a lo largo
de las cinco distribuciones posibles, utilizando los valores de t como el peso. Por ejemplo

(n0prom) = (n
(1)
0 t(1) + (n

(2)
0 t(2) + · · · )/Ω

= (3× 4 + 2× 12 + 2× 6 + 1× 12 + 0× 1)/35

= 60/35 = 1,71

Lo mismo ocurre con n1, n2, etc., �nalmente

{nj}prom = (1,71, 1,14, 0,69, 0,34, 0,11, 0, 0 . . .)

El resultado es parecido a una curva exponencial hacia abajo, el resultado general de un conjunto
grande.
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3.7. PARTÍCULAS DISTINGUIBLES.

En mecánica cuántica se reconoce que las mol¢ulas no sólo son idénticas, sino que pueden ser distin-
guibles o indistinguibles, dependiendo de la con�guración y descripción del microestado.

Un caso especial, es aquel macroestado que contiene un conjunto de N partículas idénticas distin-
guibles (localizadas), las partículas se encuentran en un volumen �jo V y tienen energía interna �ja
U . El sistema esta mecánica y térmicamente aislado, donde se consideran conjuntos su�cientemente
grandes, para que las otras cantidades termodinámicas (T, S, etc) esten bien de�nidas [34, 35, 36]. Por
otra parte, se etiqueta al estado j(= 0, 1, 2, . . .); donde las energías correspondientes εj. Estos estados
dependerán del volumen por partícula (V/N) para el conjunto localizado.

La distribución en los estados {nj} deben satisfacer las dos condiciones (3.2) y (3.3). De manera, que
las partículas pueden ser contadas como objetos macroscópicos. Un microestado especi�ca el estado
para cada partícula distinta. Los posibles arreglos de N objetos en pilas con nj, que se representa por
la ecuación (3.4). Así, la distribución térmica se obteniene mediante la evaluación del promedio de
la distribución {nj}prom. Lo que implica el promedio ponderado de todas las distribuciones posibles
(según lo permitido por (3.2) y (3.3)), utilizando los valores de t (ecuación (3.4)) como pesos estadís-
ticos.

Como ln x es una función creciente para x, entoncesse toma el logaritmo de (3.4) se obtiene,

ln t = lnN !−
∑
j

lnnj! (3.5)

Supongase que todos los n's son lo su�cientemente grandes para que se pueda utilizar la aproximación
de Stirling y eliminar los factoriales, para obtener

ln t = (N lnN −N)−
∑
j

(nj lnnj − nj) (3.6)

Así, para encontrar el valor máximo del lnt en (3.6) se denotan los cambios en los números de dis-
tribución como diferenciales, y el resultado se iguala a cero. Usando el hecho de que N es constante,
da

d(ln t) = 0−
∑
j

dnj(lnnj + nj/nj − 1)

= −
∑
j

lnn∗
jdnj = 0 (3.7)

donde los dnj's representan los cambios permitidos en los números de la distribución requerida {n∗
j}.
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Por supuesto no todos los cambios se permiten. Sólo aquellos que mantienen los valores correctos de
N (3.2) y U (3.3). Generando dos condiciones restrictivas, obtenidos de la diferenciación de (3.2) y
(3.3),

d(N) =
∑
j

dnj = 0 (3.8)

d(U) =
∑
j

εjdnj = 0 (3.9)

Donde se encuentra el máximo restringido utilizando el método de los multiplicadores indeterminados
de Lagrange. De manera que se añaden múltiplos arbitrarios de (3.8) y (3.9) a (3.7), tal que∑

j

(− lnn∗
j + α+ βεj)dnj = 0 (3.10)

para cualquier valor de las constantes α y β. Entonces la solución se da para cada término individual
en la suma de (3.10) es igual a cero, eligiendo los valores especí�cos de α y β. De manera que, la
distribución más probable {n∗

j} se dará por

(− lnn∗
j + α+ βεj) = 0 (3.11)

por lo que se puede escribir la ecuación (3.11) como

n∗
j = exp(α+ βεj) (3.12)

siendo está es la distribución de Boltzmann.

Para determinar los multiplicadores tenemos que, α se determina a partir del número �jo de partículas
N , y puede considerarse como un potencial para ese número de partículas. Entonces sustituyendo
(3.12) en (3.2) se obtiene,

N =
∑
j

nj = exp(α)
∑
j

exp(βεj) (3.13)

ya que exp(α) = A, es un factor en cada término de la distribución, A es una constante de normal-
ización para la distribución, elegido el modo en que la distribución describe las propiedades térmicas
del número N de partículas. Donde se puede introducir una función determinada por A = N/Z, siendo
Z la función de partición, de�nida por Z =

∑
j exp(βεj). De modo que la distribución de Boltzmann

(3.12) queda como

nj = A exp(βεj) = (N/Z) exp(βεj) (3.14)
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De manera similar β está determinado asegurando que la distribución describe un conjunto con la
energía correcta U , y se puede interpretar como un potencial de energía. Entonces, sustituyendo la
distribución térmica (3.14) en (3.3) se obtiene

U =
∑
j

njεj = (N/Z)
∑
j

εj exp(βεj)

o

U/N =
∑
j

εj exp(βεj)/
∑
j

exp(βεj) (3.15)

El valor apropiado de β da precisamente la energía interna sobre partícula (U/N) especi�cada por
el macroestado determinado por (U, V,N), β está totalmente especi�cada por (3.15), y se puede de-
scribir como un potencial de energía, en que la ecuación da una correlación directa entre (U/N) y β.

Ahora se consideran dos sistemas P y Q que están en contacto térmico entre sí, y aislados con el
resto del entorno. Con P un número �jo de partículas localizadas NP , y con estados de energía εj. El
sistema Q contiene NQ partículas cuyos estados de energía son ε

′
K . De modo que, las distribuciones

correspondientes son {nj} para P y {n′

k} para Q. Con las restricciones sobre la distribución

∑
j

nj = NP (3.16)∑
k

n
′

k = NQ (3.17)

y∑
j

njεj +
∑
k

n
′

kε
′

k = U (3.18)

la distribución más probable se da maximizando ln t con t, sujeta las condiciones (3.16), (3.17) y
(3.18). Usando los multiplicadores αp, αQ y β, tal que cada término de ambas sumas es igual a cero
por separado, de modo que

n∗
j = exp(αP + βεj)

n
′∗
k = exp(αQ + βε

′

k)

Siendo que tanto el sistema P como Q tienen distribuciones de equilibrio térmico del tipo de Boltz-
mann, con valores propios particulares de α, pero ambas distribuciones tienen el mismo valor de β;
por lo tanto, β es una función solamente de T .
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3.8. MODELO ESTADÍSTICO DE THOMAS-FERMI.

El modelo de Thomas-Fermi (TF), para un gas electrónico homogéneo ofrece el fundamento en el
moderno DFT. Las dos principales hipótesis del modelo de TF son las siguientes:

1. El electrón en un átomo o cualquier sistema de muchos electrones, se mueven bajo un potencial
efectivo. La distribución electrónica resulta de alimentar dos electrones dentro de un volumen
h3, en un espacio fase 6D; de acuerdo con el principio de exclusión de Pauli.

2. El potencial efectivo se determina mediante cargas nucleares y su distribución electrónica.

Para calcular la energía electrónica, considere el espacio 3D que se divide en celdas cúbicas pequeñas,
cada celda de longitud l, volumen ∆V = l3, que contiene ∆N electrones. El sistema esta a 0K,
las celdas son independientes, y los electrones se mueven de manera independiente uno del otro. La
expresión familiar para la energía de una partícula en una caja cúbica (con energía potencial como
cero) es: [25]

ε(nx, ny, nz) =

(
h2

8ml2

)(
n2
x + n2

y + n2
z

)
=

(
h2

8ml2

)
R2 (3.19)

donde nx, ny, nz = 1, 2, 3, . . .etc,
R es el radio de la esfera que descrito por los números cuánticos.

Para números cuánticos altos, es decir R grande, el número de niveles de energía distintos, con la
energía no mayor a ε, se tiene

Φ(ε) =

(
1

8

)(
4πR3

3

)
=
(π
6

)(8ml2ε

h2

)3/2

(3.20)

Se de�ne la densidad de estados g(ε) a una energía ε, como el número de estados entre ε y ε+ δε
[25], como

g(ε)δε = Φ(ε+ δε)− Φ(ε) =
(π
4

)(8ml2

h2

)3/2

ε1/2δε+O((δε)2) (3.21)

Para calcular la energía total de la celda con ∆N electrones, se necesita f(ε), la probabilidad para
el estado con energía ε de estar ocupado por un electrón. Dado por la estadística de Fermi-Dirac
[25],

f(ε) =
1

1 + exp[β(ε− εF )]
; β =

1

kT
(3.22)
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donde εF (energía de Fermi), es la mas alta energía de un estado ocupado. Para f(ε) será 1 cuando
ε < εF , es decir todos los estados están ocupados, mientras que f(ε) será 0 cuando ε > εF , esto es,
que todos los estaos están no ocupados [25]. Así la energía cinética total de los electrones en está celda
es

∆ε = 2

∫
εf(ε)g(ε) =

(
8π

5

)(
2m

h2

)3/2

l3ε
3/2
F (3.23)

Usando unidades atómicas, se obtiene las contribuciones de todas las celdas, y la energía cinética total
TF se convierte en un funcional de densidad electrónica

TTF [ρ] = cTF

∫
ρ5/3(rrr)drrr (3.24)

donde la constante cTF = 2,8712. La ecuación (5.10), se conoce como aproximación de densidad
local (LDA) para la energía cinética de un sistema de muchos electrones.

La energía electrónica total de un átomo de carga núclear Z, y descuidando los efectos cuánticos entre
dos electrones, tal como el intercambio y la correlación, pero incluyendo la repulsión de Coulomb, se
escribe como;

ETF (ρ) = cTF

∫
ρ5/3(rrr)drrr − Z

∫ (
ρ(rrr)

rrr

)
+

1

2

∫ ∫ (
ρ(rrr)ρ(r

′
r
′
r
′
)

|rrr − r
′
r
′
r
′|

)
drrrdr

′
r
′
r
′

(3.25)

El término (−Z/r) se le conoce como potencial externo (atracción electrón-nuclear).

Para obtener la ecuación diferencial, para determinar la densidad electrónica, ahora se lleva acabo
mediante el método de multiplicadores de Lagrange en la cual la densidad se mantiene normalizada
al número total de electrones. Donde además el multiplicador de Lagrange µTF se identi�ca como el
potencial químico de Tomas-Fermi [25]; Obteniendo así la ecuación de Euler-Lagrange para la
densidad electrónica,

µTF =
δETF [ρ]

δρ
=

(
5

3

)
cTFρ

2/3(rrr)− ϕ(rrr) (3.26)

Se puede mejorar el modelo TF, incorporando los efectos entre dos electrones dentro de ETF [ρ], el
funcional de intercambio de energía local de Dirac (con cx la constante de intercambio de Dirac)

EX [ρ] = −cX
∫
ρ4/3(rrr)drrr; cX =

3

4π
(3π2)1/3 = 0,7386 (3.27)
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con el potencial de intercambio proporcional a ρ1/3(rrr), el funcional de energía de correlación local,

EC [ρ] = −
∫
ρ(rrr)νC [ρ]drrr (3.28)

donde el potencial de correlación νC [ρ], se encuentra dado por,

νC [ρ] =
(a+ bρ−1/3rrr)

(a+ 3b
4
rho−1/3(rrr))

; a = 9,810, b = 28,583 (3.29)

En DFT, los tres funcionales de densidad ETF [ρ],EX [ρ], y EC [ρ], son algunas veces empleados como
funcionales no locales [25].
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Capítulo 4

TEORÍA DEL FUNCIONAL DENSIDAD
DFT.

4.1. INTRODUCCIÓN.

Es imposible hallar la solución exacta de la ecuaci ón de Schrödinger para sistemas de muchas partícu-
las, sin embargo se han desarrollado diversos métodos para resolver el problema de muchos cuerpos,
tomando en cuenta aproximaciones en el hamiltoniano para que éste adquiera una forma más simple.
El método desarrollado por la teoría de funcionales de la densidad con la LDA (aproximación de
densidad local), es uno de los más reconocidos para calcular propiedades tanto del estado base como,
de forma menos exacta, de estados excitados de átomos, moléculas y sólidos. [40]

4.2. DENSIDAD DE UN PARTÍCULA INDIVIDUAL.

Considere una función de onda normalizada para un sistema deN electrones, dado porΨ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN),
donde xxxi denota un conjunto de coordenadas espaciales y de spin, para el i-ésimo electrón, es decir,
xxxi ≡ (rrri, si). Ψ postula contener toda la información hacerca del sistema. Se puede de�nir la matriz
de densidad reducida de una partícula individual (RDM); y de el RDM de un par de partículas
[25], como sigue:

ρ1(xxx1|xxx
′

1) = N

∫
ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)ψ

∗(xxx
′

1,xxx2, . . . ,xxxN)dxxx2 . . . dxxxN (4.1)

Γ2(xxx1,xxx2|xxx
′

1,xxx
′

2) = (1/2)N(N − 1)

∫
ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)ψ

∗(xxx
′

1,xxx2, . . . ,xxxN)dxxx3 . . . dxxxN (4.2)
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En las ecuaciones (4.1) y (4.2), los números antes de los signos de integrales ocurren debido a que los
electrones no son distinguibles y el par de electrones, respectivamente. La densidad de un partícula
individual ρ(xxx) se de�ne como el elemento de la diagonal de la matriz de densidad de la partícula
individual ρ1(xxx1|xxx

′
1) [25],

ρ(xxx) = N

∫
ψ(xxx,x2x2x2, . . . ,xxxN)ψ

∗(xxx,x2x2x2, . . . ,xxxN)dxxx2 . . . dxxxN (4.3)

El promedio de spin de la densidad electron individual esta dado por

ρ(rrr) =

∫
ρ(xxx)dsss (4.4)

Donde ρ(rrr) cumple tres propiedades importantes:

ρ(rrr) ≥ 0 , para toda rrr;

∫
ρ(rrr)drrr = N ;

∫
|∇(ρr)1/2|2dr <∞ (4.5)

4.3. TEORÍA CUÁNTICA DEL PROBLEMA DE MUCHOS
CUERPOS.

4.3.1. Aproximacón LCAO.

La función de onda de un sistema de electrones se puede escribir en términos de orbitales molecu-
lares o funciones de onda monoelectrónicas como un producto directo o antisimétrico de éstos. Los
orbitales moleculares necesarios se generan mediante una combinación lineal de orbitales atómicos
(aproximación LCAO), donde lo más importante de este esquema es la elección de las funciones base
Φat

j [40]

Ψ =
N∑
i

cijΦ
at
j (4.6)

4.3.2. Funciones Gaussianas.

Las funciones gaussianas se basan en combinaciones lineales de funciones primitivas [40], las cuales
tienen la forma:

g(α,rrr) = cxnymzle−αr2 (4.7)
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donde α es una constante que determina el tamaño o extensión radial de la función y c es la constante
de normalización tal que ∫

Ω

g2 = 1 (4.8)

Una vez obtenidas las funciones gaussianas primitivas, se toman combinaciones lineales de éstas para
obtener las funciones gaussianas base [40]

χµ =
∑
l

dµlgl (4.9)

donde dµl son constantes �jas dado un conjunto base.

4.4. TEOREMADEHOHENBERG-KHONYDEKHON-SHAM.

Para poder entender la teoría del funcional de densidad es necesario nombrar dos de los teoremas
formulados por Hohenberg y Kohn y sus consecuencias inmediatas.

Teorema 4.1

(Primer Teorema de Hohenberg-Kohn). Existen una correspondencia uno a uno entre el estado
base de la densidad ρ(rrr), de un sistema de muchos electrones y el potencial externo que se genera al
suponer la aproximación de Born-Oppenheimer. Una consecuencia inmediata es que el valor esperado
del estado base de cualquier observable Â es un unico funcional de densidad electrónica exacta del
estado base [40]

〈Ψ|Â|Ψ〉 = O[ρ] (4.10)

Teorema 4.2

(Segundo Teorema de Hohenberg-Kohn). Sea Â el operador hamiltoniano Ĥ el estado base del
funcional de energía total Ĥ[ρ] ≡ EVext [ρ] tiene la forma

EVext [ρ] = FHK [ρ] +

∫
ρ(rrr)Vext(rrr)drrr (4.11)

donde el funcional de densidad de Hohenberg-Kohn, FHK [ρ] es universal para todo sistema de muchos
electrones. EVext alcanza su valor mínimo (igual a la energía total del estado base) para la densidad
del estado base correspondiente a Vext [40].

La implicación más importante que resaltar de estos dos teoremas. Es que se puede observar la
correspondencia uno a uno entre la densidad del estado base y el potencial externo descrita en el
primer teorema. Dado un sistema de muchos electrones con un potencial externo existe una única
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función de onda del sistema de�nida en la ecuación de Schrödinger. A partir de esta función de onda
se obtiene una densidad electrónica que contiene la misma información que la función de onda exacta
[40].

Teorema 4.3

(Teorema de Kohn-Sham). La densidad exacta del estado base ρ(rrr) de un istema de N electrones
es:

ρrrr =
N∑
i=1

φ∗
i (rrr)φi(rrr) (4.12)

donde las funciones de onda electrónicas φi(rrr) son las N soluciones de menor energía de la ecuaci óÌn
de Kohn-Sham

ĤKSφi = εiφi (4.13)

En este caso la densidad sirve como parámetro de convergencia ya que la densidad �nal debe ser
consistente con el Hamiltoniano de Kohn-Sham.

4.5. DENSIDAD PARA UN NÚMERO DE ELECTRONES
NO INTEGRABLES.

En DFT, la energía del estado base de un átomo o molécula se escribe en términos de la densidad
electrónica ρ(rrr) y el potencial externo ν(rrr) [25]

E[ρ] = F [ρ] +

∫
drrrρ(rrr)ν(rrr) (4.14)

donde F [ρ] es el funcional de Hohenberg-Kohn

F [ρ] = T [ρ] + Vee[ρ] (4.15)

donde
T [ρ], representa el funcional de la energía cinética.

vee[ρ], representa el funcional de la energía de interacción electrón-electrón.

Al minimizar la energía total, sujeto a que el número total de electrones N es �jo

N =

∫
drrrρ(rrr) (4.16)
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se tiene que la ecuación de Euler-Lagrange, es de la forma,

µ =

(
δE

δρ(rrr)

)
= ν(rrr) +

δf

δρ(rrr)
(4.17)

donde µ, el multiplicador de Lagrange, se conoce como el potencial químico. El potencial externo
ν(rrr) es el responsable de mantener los electrones con�nados en una región del espacio.
El punto inicial para DFT, en la reactividad química, es el identi�car el concepto de electronega-
tividad χ, relacionada mediante el potencial químico [25]

µ =

(
∂E

∂N

)
ν

= −χ (4.18)

El potencial químico en DFT, mide la tendencia de escape de los electrones de algún sistema. Esto
es, los electrones �uyen apartir de regiones con un alto potencial químico hacia regiones con un bajo
potencial químico, hasta el punto en el cuál µ se vuelve constante a través del espacio [25].
El segundo punto, es identi�car el concepto de dureza química η,

η =

(
∂2E

∂N2

)
=

(
∂µ

∂N

)
(4.19)

La dureza química es una propiedad global del sistema y mide la resistencia impuesta por este al
cambio en su distribución electrónica [42].

Es importante mencionar, que cuando se considera la derivada de una cantidad a un potencial externo
constante, signi�ca que los cambios en la cantidad se analizan para una posición �ja del núcleo.

En un sistema abierto con �uctuaciones en el número de partículas, se describen por un ensamble o
mezcla estadística de estados puros. Sea N0 un número entero de electrones, y N el promedio en el
intervalo N0 < N < N0 + 1. En este caso Γ es el ensamble de N0 electrones, con una función de onda
ΨN0 , y probabilidad i− τ , y para N0 + 1 electrones, con función de onda ΨN0+1, con probabilidad τ ,
donde 0 < τ < 1 [25].

Ahora a través de la reestricción en busca del mínimo de energía sobre todos los ensambles Γ, obte-
niendo una densidad sobre un número dado de electrones, de modo que la densidad del estado base y
la energía del estado base para N electrones, sujeto a un potencial químico externo ν(rrr) estan dados
por,

ρN(rrr) = ρN0+τ (rrr) = (1− τ)ρN0(rrr) + τρN0+1(rrr) (4.20)

Y

EN = EN0+τ = (1− τ)EN0 + τEN0+1 (4.21)
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donde ρN0(rrr) y EN0 , representa la densidad en el estado base y la energía en el estado base en un
sistema de N0 electrones, mientras que ρN0+1(rrr) y EN0+1, correponde a un sistema de N0+1 electrones,
en ambos casos sujeto a un potencial externo ν(rrr) [25].

4.6. DERIVADAS DE LA ENERGÍA CON RESPECTO AL
NÚMERO DE ELECTRONES.

Reescribiendo la ecuación (4.21), y tomando el límte cuando τ → 0 se tiene

ĺım
τ→0

EN0+τ − EN0

τ
=

(
∂E

∂N

)+

ν

= µ+ = −A (4.22)

y para el intervalo entre N0 − 1 y N0, se tiene

ĺım
τ→0

EN0 − EN0+τ

τ
=

(
∂E

∂N

)−

ν

= µ− = −I (4.23)

donde I y A, son el primer potencial de ionización y la a�nidad electrónica, respectivamente.

Una importante consecuencia del comportamiento de la energía como función del número de elec-
trones, es que las primeras derivadas µ− y µ+ no son iguales. Desde una perspectiva química, esta
diferenciación con respecto a la adición y eliminación de carga, es importante, debido a que las especies
químicas responden diferente ante estos dos procesos. La derivada µ−, responde a la eliminación de
carga, y la derivada µ+, responde a la adición de carga [25].

Note, que el promedio aritmético(
∂E

∂N

)0

ν

= µ0 =
1

2
(µ− + µ+) = −1

2
(I + A) (4.24)

corresponde a la de�nición de electronegatividad dada por Mulliken.

Así, se conoce las aproximaciones diferenciales �nitas

µ = −χ ≈ −1

2
(I + A) (4.25)

Y

η ≈ I − A (4.26)

32



Capítulo 5

FUNCIONES DE FUKUI.

5.1. FUNDAMENTO.

El comportamiento de un átomo o una molécula se caracteriza por parámetros en la química, y se ha
utilizado para predecir la reactividad química. La electronegatividad χ, de�nida por Mulliken como
el promedio del potencial de ionización I y la a�nidad electrónica A, χ = 1

2
(I + A), tal parámetro es

útil en la medición de la tendencia de las especies de atraer electrones [38].

La teoría del funcional densidad, tiene un extraordinario potencial para cuanti�car conceptos quími-
cos. Así la electronegatividad se identi�ca como el negativo del potencial químico µ, el cual es el
multiplicador de Lagrange en la ecuación de Euler-Lagrange en DFT [38], el cuál expresa la tendencia
de un electrón a escapar de la nube electrónica [39]

µ =

(
∂E

∂N

)
ν(rrr)

= −χ (5.1)

donde E es la energía electrónica total, N es el número de electrones, y ν(rrr) es el potencial elec-
troestático externo que un electrón en rrr siente debido al núcleo.

De forma similar, se de�ne de manera natural la dureza ν, que es

η =

(
∂2E

∂N2

)
ν(rrr)

=

(
∂µ

∂N

)
ν(rrr)

(5.2)

el cual tiene una aproximación de diferencia �nita η = I − A.

Es importante notar que la evaluación de los cambios en la energía relativos al número de electrones y
al potencial químico externo, generan un conjunto de propiedades globales y locales, que dan cuenta
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de la reactividad del sistema y su selectividad, respectivamente.
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En partícular, entre los índices globales se incluyen el potencial químico µ, la dureza ν, en el sentido
que de estos caracterizan las especies en su totalidad.

Para entender a detalle el mecanismo de los parámetros de reactividad local son necesarios para difer-
enciar el comportamiento reactivo de átomos que forman moléculas. La función de Fukui (f), es
uno de los más comunes parámetros de reactividad local.

La función de Fukui, se asocia principalmente con la respuesta de la función de densidad de un
sistema al cambio en el número de electrones N , bajo la acción de un potencial externo constante
ν(rrr) [41], los cuales re�ejan re�ejan la sensibilidad del potencial químico frente a una perturbación
externa, expresada como la variación en la densidad electrónica de los diferentes sitios de la molécula
frente al cambio en el número de electrones, donde el hecho de que el potencial externo sea constante
implica que los núcleos permanecen estáticos. En la medida en que se observa un mayor cambio en la
densidad electrónica, el sistema será más reactivo en un punto rrr, debido a que se genera un gradiente
de potencial químico que induce una mayor transferencia de carga [39].

Las expresiones del funcional de densidad en esta idea, son las funciones de Fukui, de�nidas por
Parr y Yang. La función de Fukui se denota por f(rrr), se de�ne como el cambio de carga en la
densidad electrónica [41] de los orbitales en la frontera LUMO (por sus siglas en inglés: Lower
Unoccupied Molecular Orbital (inferior orbital molecular no ocupado)) y HOMO (por sus siglas en
inglés: highest Occupied Molecular Orbital (más alto orbital molecular ocupado)) [39], debido a un
cambio in�nitesimal del número de electrones [41]. Esto es, [41]

f(rrr) =

(
∂ρ(rrr)

∂N

)
ν(rrr)

=

(
δµ

δν(rrr)

)
N

(5.3)

donde ρ(rrr) es la densidad electrónica, y

N =

∫
ρ(rrr)drrr (5.4)

teniendo en cuenta que se pierde o gana un electrón (∂N = 1), permite estimar la reactividad local
frente al ataque nucleofílico f+(rrr), ó electrofílico f−(rrr) [39], como se indica:

f+(rrr) ≈ ρLUMO(rrr) (5.5)

f−(rrr) ≈ ρHOMO(rrr) (5.6)

Sin embargo, dada la discontuinidad de la variación de la densidad electrónica con respecto al número
de electrones N , se utiliza la aproximación de diferencias �nitas, introduciendo las derivadas por la
derecha, es decir al agregar electrones al sistema.
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(a) Ataque Nucleofílico (b) Ataque Electrofílico

Figura 5.1: Funciones de Fukui f− y f+ [42].

En consecuencia f−(rrr) puede calcularse como la diferencia de cargas netas de cada átomo en la molécu-
la neutra y el respectivo ión, después de que se le retira un electrón (Figura 5.1(a)). De forma similar
para f+(rrr), será la diferencia de cargas del anión y el átomo neutro (Figura 5.1(b)).

Considerando en cada caso el signo correspondiente al cambio del número de electrones ∆N < 0 para
f−(rrr) y ∆N > 0 para f+(rrr) [39],

Resultando las siguientes ecuaciones

f(rrr)+ =

(
∂ρ(rrr)

∂N

)+

ν(rrr)

= ĺım
ε→0+

ρN+ε(rrr)− ρN(rrr)

ε
(5.7)

f(rrr)− =

(
∂ρ(rrr)

∂N

)−

ν(rrr)

= ĺım
ε→0−

ρN(rrr)− ρN−ε(rrr)

ε
(5.8)

Las regiones de una molécula que pueden aceptar electrones con un cambio mínimo de la energía, son
lugares donde f+(rrr) es mayor. Por tanto, la molécula es suceptible a un ataque electrofílico en esos
sitios (Figura 5.1(b)). De manera similar, las regiones de la molécula que pueden ceder electrones con
un cambio mínimo de energía son lugares donde f−(rrr) es grande, y en esos sitios es susceptible a un
ataque nucleofílico (Figura 5.1(a)). En la teoría del funcional de densidad (DFT), las funciones de
Fukui son los indicadores de regioselectividad de las zonas de transferencia electrónica [41].
La catálisis química, es un problema de la reactividad química, donde es posible aplicar una función
de Fukui en una acividad catalítica para metales. Se asocia la fórmula

(
∂ρ(rrr)
∂µ

)
T,V

a un ensamble gran

canónico para ciertas distribuciones de densidad de carga, estas �uctuaciones se determinan por la
catálisis [38].

Debe tenerse presente que las funciones de Fukui son siempre positivas y valores negativos no tienen
signi�cado físico, pues son función de la densidad de carga. También es interesante resaltar que para
moléculas muy grandes, la densidad electrónica puede diluirse y en consecuencia se apreciarán difer-
encias tan pequeñas que no permiten dar cuenta de la selectividad en la reactividad [39].
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5.2. DUREZA Y FUNCIONES DE FUKUI PARAMETALES.

En la formulación de Kohn-Sham para la teoría del funcional densidad a una temperatura �nita, se
obtiene la ecuación autoconsistente[

−1

2
∇2 + νeff (rrr)− µ

]
ψi = εiψi (5.9)

ρ(rrr) =
∑
i

|ψi(rrr)|2f(εi − µ) (5.10)

νeff (rrr) = ν(rrr) +

∫
ρ(r

′
r
′
r
′
)dr

′
r
′
r
′

|rrr − r
′
r
′
r
′|
+
δFXC [ρ]

δρ(rrr)
(5.11)

donde f(εi − µ) es la función de Fermi

f(εi − µ) =
1

1 + exp[β(εi − µ)]
(5.12)

y ψi(rrr), son los orbitales normalizados de Kohn-Sham. FXC [ρ], es el funcional de energía libre de
interambio y correlación.

De la ecuación (5.10), y recordando que,

N =

∫
ρ(rrr)drrr (5.13)

se tiene que,

N =

∫
g(ε)f(ε− µ)dε (5.14)

donde g(ε), es la densidad de estados a la energía ε, dada por,

g(ε) =
∑
i

δ(εi − ε) =
2V

(2π)3

∫
δ(ε(kkk)− ε)dkkk (5.15)

A T = 0, µ es igual a la energía de Fermi εF , y

f(εi − µ) = (5.16)

y a T = 0, por tanto se tiene

N =

∫ µ

0

g(ε)dε (5.17)
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y así (
∂N

∂µ

)
T,V

=
1

η
= g(εF ) (5.18)

donde V es el volumen y la estructura de la red permanece sin alteraciones en la diferenciación. Para
un metal, en el cero absoluto, el reciproco de la dureza es la densidad de estados al nivel de Fermi.
Usando la ecuación (5.18), se tiene

f(rrr) =

(
∂ρ(rrr)

∂µ

)
T,V

(
∂µ

∂N

)
T,V

= η g(εF , rrr) =
g(εF , rrr)

g(εF )
(5.19)

La función de Fukui, es la densidad de estados local normalizada al nivel Fermi. La normalización∫
f(rrr)drrr = 1 corresponde a

∫
g(εF , rrr)drrr = g(εF ). [38]

5.3. RELACIÓN CON LA TEORÍA ORBITAL.

Los conceptos de electronegatividad χ y dureza η, han sido introducidos

χ =
(I + A)

2
y η =

(I − A)

2
(5.20)

donde I y A son el potencial de ionización y la a�nidad electrónica respectivamente de cualquier sis-
tema químico. La base teorica de las estas cantidades descanza en el formalismo del funcional densidad.
Desde un marco de trabajo de la teoría del orbital molecular (MO), para los enlaces químicos,
contiene los valores de χ y η, para los fragmentos de enlace. [44]

Dentro del teorema de Koopman, las energías de los orbitales en las fronteras estan dadas por,

−εHOMO = I y − εLUMO = A (5.21)

En la (Figura 5.2), el gap de energía entre el HOMO y el LUMO es igual a 2η.
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Figura 5.2: Representa los gaps del HOMO y LUMO [43].

La cantidad (I − A) = 2η, se visualiza como la energía de repulsión de dos electrones en el SOMO
(por sus siglas en inglés: Singly Occupied Molecular Orbital (orbital molecular individual ocupado)).

Así, (Figura 5.2), muestra una manera grá�ca y concisa para el signi�cado del concepto de dureza
química: moléculas duras tienen un gap HOMO-LUMO mayor, y para moléculas suaves tienen un gap
HOMO-LUMO pequeño. [44]
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Capítulo 6

TRANSFERENCIA DE CARGA EN
CÚMULOS BIMÉTALICOS Au-M.

6.1. VISIÓN GENERAL.

Para analizar la distribución de densidad de carga de las partículas bimetálicas (dímeros) Au-M (con
M = Al, Pd, Ag y Pt), se calcula la diferencia entre la densidad del dímero y la suma de las
densidades de cada átomo aislado [ρ(AuM)− (ρ(Au)+ρ(M))]; Para explorar las regiones que pueden
ceder densidad electrónica, y las regiones pueden aceptar densidad electrónica dentro del dímero, se
hace un análisis de la funciones de Fukui, y se cálcula f+(rrr) y f−(rrr).

f(rrr)+ =

(
∂ρ(rrr)

∂N

)+

ν(rrr)

= ĺım
ε→0+

ρN+ε(rrr)− ρN(rrr)

ε
(6.1)

f(rrr)− =

(
∂ρ(rrr)

∂N

)−

ν(rrr)

= ĺım
ε→0−

ρN(rrr)− ρN−ε(rrr)

ε
(6.2)

Las regiones de una molécula que pueden aceptar electrones con un cambio minimo de la energia,
son lugares donde f+(rrr) es mayor. Por tanto, la molécula es suceptible a un ataque electrofílico en
esos sitios. De manera similar, las regiones de la molécula que pueden ceder electrones con un cambio
minimo de energía son lugares donde f−(rrr) es grande, y en esos sitios es susceptible a un ataque
nucleofílico. En la teoría del funcional de densidad (DFT), las funciones de Fukui son los indicadores
de regioselectividad de las zonas de transferencia electrónica [41].
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6.2. MÉTODO QUÍMICO CUÁNTICO.

Todos los cálculos se realizan dentro del formalismo de la teoría del funcional densidad (DFT), y se
emplea la aproximación del gradiente generalizado (generalized gradient approximation) de Perdew,
Burke y Ernzernhof. Los orbitales electrónicos y los estados propios se describen con orbitales gaus-
sianos localizados. El computo numérico se lleva a cabo mediante el uso del código deMon2k (density
of Montréal), para ello se utiliza una variación adecuada para el potencial de Coulomb, que permite
el cálculo de las integrales de repulsión electrónica en cuatro centros. El potencial de intercambio y
correlación se calcula vía la integración numérica a partir de la función auxiliar [45].
Para cada uno de los átomos en cuestión, se describen como se indica abajo:

Para el átomo de aluminio, se utiliza el potencial de core efectivo con 4 electrones de valencia
propuesto por Schwedtfeger et al.

Para el átomo de plata, se usa el potencial de core quasi-efectivo con 14 electrones de valencia
propuesto por Schwedtfeger et al.

Para el átomo de paladio y platino se utiliza el potencial de core efectivo relativista con 14
electrones de valencia propuesto por Schwedtfeger et al.

Y �nalmente para el átomo de oro, se usa el potencial de core efectivo relativista con 14 electrones
de valencia propuesto por Schwedtfeger et al.

Además de emplear el conjunto de bases GEN-A2∗, para los átomos Al,Au,Ag, Pd, P t.

En la optimización de la geometría, se utiliza el método quasi-Newton [46]. Las geometrías moleculares
y orbitales se visualizan mediante el programa de VuChem. Obteniendo así los resultados descritos
por la siguiente sección.
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6.3. RESULTADOS Y ANÁLISIS DE DATOS.

Los valores de la Función Condensada de Fukui, y las cargas atómicas de Mulliken para la partícula
bimetálica Au-M con M = Al, Pd, Ag y Pt, se muestra en la Tabla 6.1, ordenados de forma ascendente
de acuerdo a su a�nidad electrónica de cada átomo:

ÁTOMO f− (HOMO) f+ (LUMO) PROMEDIO DIFERENCIA
Al 0,447 0,702 0,575 +0,254
Au 0,553 0,298 0,425 −0,254
Pd 0,265 0,426 0,346 +0,161
Au 0,735 0,574 0,654 −0,161
Ag 0,240 0,651 0,445 +0,411
Au 0,760 0,349 0,555 −0,411
Pt 0,544 0,519 0,332 −0,024
Au 0,456 0,481 0,468 +0,024

Cuadro 6.1: Datos del ánalisis de Fukui y signo del descriptor dual.

Para el análisis de los valores, se hace uso de la de�nición del descriptor dual, dada por la siguiente
resta (6.3):

∆f(rrr) = f+(rrr)− f−(rrr) (6.3)

A partir de la interpretación dada por las funciones de Fukui, se hace notar que el signo del descriptor
dual, es importante para caracterizar la reactividad del sitio dentro del dímero. De tal forma, que
si ∆f(rrr) > 0, el sitio favorece un ataque nucleofílico (cede electrones), mientras que si ∆f(rrr) < 0,
entonces el sitio favorece un ataque electrofílico (acepta electrones).

Entonces, al observar el signo de los datos de la columna Diferencia en la Tabla 6.1, se tiene que:

∆f(rrr) > 0∆f(rrr) > 0∆f(rrr) > 0, para el Al, Pd y Ag; esto implica, que estos átomos tiene comportamiento como
agente nucleofílico, y se presupone una transferencia de densidad de carga electrónica hacia el
Au.

Por otro lado, ∆f(rrr) < 0∆f(rrr) < 0∆f(rrr) < 0, para Pt, lo que signi�ca que tiene comportamiento como agente
electrofílico, y estos se supondría transferencia de densidad de carga a partir del Au.
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Más allá de una indagación debido al signo de la transferencia de carga mediante el descriptor dual,
es necesario un análisis de imagenes en las regiones de selectividad y las diferencias de densidad. La
asimetría de la distribución de carga se indica con un sistema de colores donde en cualquiera de las
Imagenes o Figuras el verde se considera el cero. Para las Figuras 6.1 (a), 6.2 (a), 6.3 (a), 6.4 (a); los
colores del amarillo hacia el rojo indican zonas que pueden trasferir carga. Mientras que las Figuras
6.1 (b), 6.2 (b), 6.3 (b), 6.4 (b); los mismos colores indican zonas que pueden recibir carga. Y para
las Figuras 6.1 (c), 6.2 (c), 6.3 (c), 6.4 (c); nuevamente el verde es el cero, y los colores hacia el azul
indican zonas con de�cit de carga y hacia el rojo zonas con exceso de carga.

En todas las �guras, la densidad de carga del lado izquierdo de la imagen esta representada por el
metal M en cuestión, mientras que la densidad de carga del lado derecho de la imagen esta represen-
tada por la partícula de Au.
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(a) AlAu f− (b) AlAu f+ (c) Diferencia de Densidad
AlAu

Figura 6.1: Cúmulo Bimetálico AlAu

Bimetálico AlAu.

Para el caso del AlAu, la Figura 6.1 (a), indica zonas con gran disposición de transferencia para el Al
hacia la parte exterior izquierda y para el Au hacia su parte exterior derecha. Por otro lado, la Figura
6.1 (b), se observa que las zonas para recibir carga son mas notorias para el Al que para el Au. En
la 6.1 (c),indica plenamente que la transferencia de carga es a partir del átomo de Al hacia el Au, a
pesar de la disposición que hubiese parecido tener el Al para adquirir dicha carga, esto se debe a que
la a�nidad electrónica del Al (43kJ/mol) es demasiado pequeña en comparación al Au (223kJ/mol).
También se observa entre ambos átomos una sección amarilla y rojo que indica el enlace covalente
entre ellos.
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(a) PdAu f− (b) PdAu f+ (c) Diferencia de Densidad
PdAu

Figura 6.2: Cúmulo Bimetálico PdAu

Bimetálico PdAu.

Para el PdAu, las regiones de la Figura 6.2 (a), que ceden carga son más signi�cativas en el Pd que
en el Au. Y la Figura 6.2 (b), las regiones para adquirir carga muestran una tendencia hacia el Au;
entonces la predicción dada por las funciones de Fukui concuerdan con la Figura 6.2 (c), donde la
dirección de la transferencia de carga esta dada a partir del Pd hacia el Au. Donde también se observa
el enlace covalente entre el Pd y el Au, indicada por una franja amarillo y naranja entre ambos átomos.
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6. TRANSFERENCIA DE CARGA EN CÚMULOS BIMÉTALICOS Au-M. 6.3. RESULTADOS Y ANÁLISIS DE DATOS.

(a) AgAu f− (b) AgAu f+ (c) Diferencia de Densidad
AgAu

Figura 6.3: Cúmulo Bimetálico AgAu

Bimetálico AgAu.

En el caso AgAu, en la Figura 6.3 (a), las zonas más signi�cativas para ceder carga son las del Au,
aunque la Ag también tienen esa disposición. En la Figura 6.3 (b), las zonas para aceptar carga se
observan tanto para Ag como para Au. En la Figura 6.3 (c), se observa que toda la transferencia
de carga es adquirida por Au a partir de Ag; También se observa una franja amarilla entre los dos
átomos, que respresenta el enlace covalente entre ellos.
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6. TRANSFERENCIA DE CARGA EN CÚMULOS BIMÉTALICOS Au-M. 6.3. RESULTADOS Y ANÁLISIS DE DATOS.

(a) PtAu f− (b) PtAu f+ (c) Diferencia de Densidad
PtAu

Figura 6.4: Cúmulo Bimetálico PtAu

Bimetálico PtAu.

En el caso del PtAu, la Figura 6.4 (a) se observa que la región para ceder carga es más signi�cativa
en el Pt en comparación del Au, mientras que en la Figura 6.4 (b), las zonas para aceptar carga se
presentan más en Au que en el Pt. Así concuerdan las predicciones dadas por Fukui con la Figura 6.4
(c), donde el Pt cede totalmente la carga hacia el Au. Al igual se observa aunque en menor medida
el enlace covalente entre el Pt y Au, indicada por una franja amarilla muy delgada.
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Capítulo 7

CONCLUSIONES.

En resumen los átomos de Al, Pd, Ag, y Pt, le trans�ere densidad de carga al Au.

Para los cuatro metales mencionados se comprobo la hipotesis, que metales con menor a�nidad
electronica que el oro le ceden carga.

Como el Pd y Ag, se encuentran en el mismo período en la tabla periódica, su comportamiento
como agente nucleofílico es muy similar.

La prediccion de la direccion de transferencia de carga dada por el descriptor dual concordo con
los resultados de transferencia de carga determinada con diferencia de densidades, con excepcion
del Pt.

Se observa que las funciones de Fukui predicen razonablemente las zonas de la molecula que
pueden ceder y las que pueden aceptar carga, con excepción del Al.

Se puede decir que los metales que mejor trans�eren carga son Ag, Pd y Pt.

Los resultados del análisis de poblaciones de Mulliken indican que en todos los casos el oro
recibe carga y con ello con ello concuerdan razonablemente co los resultados de obtenidos con
el metodo de diferencia de densidades.
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Apéndice A

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE.

El método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange, está vinculado a la resolución de prob-
lemas de optimización de campos escalares sujetos a alguna reestricción de las variables [65]. b

Suponga que se desea encontrar los puntos estacionarios de una función, dada por ejemplo, f(x, y) =
4x2 + 3x+ 2y2 + 6y = 0 sujeto a la reestricción y = 4x+ 2. b

En el método de Lagrange, la reestricción se escribe en la forma g(x, y) = 0, b

g(x, y) = y − 4x+ 2 = 0 (A.1)

Para encontrar los puntos estacionarios, primero se determina la derivada total df , que debe ser igual
a cero, b

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = (8x+ 3)dx+ (4y + 6)dy = 0 (A.2)

Sin la reestricción, los puntos estacionarios se determinan con ambas derivadas parciales igual a cero,
ya que x y y son independientes. b

Pero bajo la reestricción, x y y no son independientes, pero estan relacionadas mediante la derivada
de la función g: b

dg =
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy = −4dx+ dy = 0 (A.3)

La derivada de la acción, se multiplica por un parámetro λ (el multiplicador de Lagrange) y se le suma
a la derivada total df : b (

∂f

∂x
+ λ

∂g

∂x

)
dx+

(
∂f

∂y
+ λ

∂g

∂y

)
dy = 0 (A.4)
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A. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE.

El valor del multiplicador se obtiene igualando cada término entre paréntesis de (A.4) a cero, b

8x+ 3− 4λ = 0 (A.5)

y

4y + 6− λ = 0 (A.6)

De este par de ecuaciones, se obtiene una ecuación que relaciona x con y; y si se combina con la
ecuación de la reestricción, permite identi�car el punto estacionario, que es (−59

72
,−23

18
). b

El método de los multiplicadores de Lagrange provee de una poderosa aproximación, con una extensa
aplicación a problemas bajo acciones dinámicas y en mecánica cuántica. b

n Cabe señalar que se agrega un multiplicador de Lagrange, por cada reestricción a la que es
sometida la función.

b � Molecular Modelling. Principles and Applications �; Andrew R. Leach; Longman.
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Apéndice B

UNIDADES ATÓMICAS.

Símbolo Cantidad Valor en u.a Valor en el Sistema Internacional

me Masa del electrón 1 9,110× 10−31kg

e Carga del electrón 1 1,609× 10−19C

~ h/2π (Unidad de momentum) 1 1,055× 10−34Js

h Constante de Planck 2π 6,626× 10−34Js

a0 Radio de Bohr (Unidad de longitud) 1 5,292× 10−11m

EH Hartree (Unidad de energía) 1 4,360× 10−18J∗

c Velocidad de la luz 137,036 2,998× 108m/s

µB Magnetón de Bohr 0,5 9,274× 10−24J/T

µN Magnetón núclear 2,723× 10−4 5,050× 10−24J/T

4πε0 Permitividad del vacío 1 1,113× 10−10C2/Jm

µ0 Permeabilidad del vacío 6,692× 10−4 1,257× 10−6Ns2/C2

n ∗1 u.a. = 627,51kcal/mol; 1 kcal/mol = 4,184kJ/mol. [62]
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Apéndice C

CONSTANTES USUALES.

Cantidad Símbolo Valor
Velocidad de la luz en el vacío c 2,998 × 108m/s

Magnitud de la carga del electrón e 1,602 × 10−19C

Constante de Planck h; ~ =
h

2π
6,626 × 10−34Jseg ; 1,055 × 10−34 = 0,6582 × 10−15eV seg

Constante de Boltzmann k 1,381 × 10−23J/K = 8,617 × 10−5eV/K

Número de Avogadro N0Na 6,023 × 1023mol

Constante en la ley de Coulomb
1

4πε0
8,988 × 109Nm2/C2

Masa en reposo del electrón me 9,109 × 10−31kg = 0,511MeV/c2

Masa en reposo del protón mp 1,672 × 10−27kg = 938,3MeV/c2

Masa en reposo del neutrón mn 1,675 × 10−27kg = 939,6MeV/c2

Unidad de masa atómica (C12 = 12) u 1,661 × 10−27kg = 931,5MeV/c2

Magnetón de Bohr µb =
e~

2me
9,27 × 10−24Am2(J/T )

Magnetón nuclear µn =
e~

2mp
5,05 × 10−27Am2(J/T )

Radio de Bohr a0 =
4πε0h

2

mee2
5,29 × 10−11 = 0,529A

Energía de Bohr E1 = −
mee

4

(4πε0)22h2
−2,17 × 10−18J=−13,6eV

Longitud de onda de Compton para el electrón λC =
h

mec
2,43 × 10−12m

Constante de estructura �nal α =
e2

4πε0hc
7,30 × 10−3 '

1

137

kT a temperatura ambiente k300K 0,0258eV '
1

40
eV

n 1eV = 1,602× 10−19J 1J = 6,242× 1018eV 1A = 10−10m 1F = 10−15m
1 barn = 10−28m2 [63]
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Apéndice D

APROXIMACIÓN DE
BORN-OPPENHEIMER.

La masa relativamente grande de lo nucleos atómicos, es tal vez uno de los hechos mas importantes en
la química y la física molecular. Si no fuera por este hecho, no sería posible la localización razonable,
de los nucleos dentro de las moléculas. [64]

Así en un sistema físico tiene variables que cambian lentamente, y variables que cambian rápidamente.
Un desacoplamiento tal, entre las variables lentas y las rapidas, es la base de la aproximación de Born
Oppenheimer. [64]

En un sistema molecular, los electrones y los nucleos están con�nados en un volumen correspondiente
al tamaño de la molécula. El desacoplamiento entre las velocidades de los nucleos y las de los elec-
trones permiten plantear la resolución del sistema molecular (aproximación Born-Oppenheimer) de la
siguiente manera: [64]

Primero a los nucleos se les asigna posiciones �jas y entonces el movimiento de los electrones en el
entorno nuclear �jo se determina a partir de la ecuación de Schrödinger. La distribución electrónica
resultante origina un campo actuando sobre los nucleos, y estos se mueven gobernados por la energía
potencial de interacción de los nucleos y el campo de los electrones. Para moléculas estables, las posi-
ciones de equilibrio de los nucleos son aquellas en las cuales la fuerza sobre cada nucleo debida al
campo total es cero. Lo nucleos no permanecerán siempre en sus posiciones de equilibrio, y el aban-
dono de estas ocasionara la aparición de fuerzas restauradoras, las cuales, en primera aproximación,
dependen linealmente de los desplazamientos nucleares individuales. [64]
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D. APROXIMACIÓN DE BORN-OPPENHEIMER.

Para operar como se ha expuesto, se considera el hamiltoniano electrónico que describe el movimiento
de N electrones en un campo de M cargas puntuales [24]

Hel =

[
−1

2

∑
i

∇2
i −

∑
i

∑
α

Zα

|rrri − rrrα|
+
∑
i

∑
j 6=i

1

|rrri − rrrj|

]
(D.1)

Y requiere que Ψ(rrri;rrrα), satisfaga la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo [21][
−1

2

∑
i

∇2
i −

∑
i

∑
α

Zα

|rrri − rrrα|
+
∑
i

∑
j 6=i

1

|rrri − rrrj|

]
Ψ(rrri;rrrα) = εel(rrrα)Ψ(rrri;rrrα) (D.2)

Esto es, HelΨ(rrri;rrrα) = εel(rrrα)Ψ(rrri;rrrα)

Donde la dependencia del valor propio εel en la posición núclear es conocida.

Las coordenadas nucleares no aparecen explicitamente en Ψ. La energía total para un núcleo �jo ,
debe incluir la constante de repulsión nuclear [24]

εtotal = εel +
M∑
α=1

M∑
β>α

ZαZβ

|rrrα − rrrβ|
(D.3)

Como los electrones se mueven de manera más rápida que los nucleos es razonable que la aproximación
para el hamiltoniano (2.20), reemplacen las coordenadas electrónicas por los valores promedio sobre
la función de onda electrónica. Esto genera un hamiltoniano nuclear para el movimiento de los nucleos
en un campo promedio de los electrones [24]

Hnuc = −
m∑

α=1

1

2mα

∇2
α −

N∑
i

1

2
∇2

i=1

M∑
α=1

Zα

|rrri − rrrα|
+

N∑
i=1

N∑
i>i

1

|rrri − rrrj|
+

M∑
α=1

M∑
β>α

ZαZβ

|rrrα − rrrβ|

= −
M∑
α=1

1

2mα

∇2
α + εel(rrrα) +

M∑
α=1

M∑
β>α

ZαZβ

|rrrα − rrrβ|

= −
M∑
α=1

1

2mα

∇2
α + εtot(rrrα) (D.4)

La energía total εtot(rrrα), provee de un potencial para un movimiento nuclear. Esta función constituye
una energía potencial super�cial, re�ejando que un núcleo en la aproximación de Born-Oppenheimer
sigue adelante sobre la super�cie de una energía potencial, que se obtiene de resolver el hamiltoniano
electr�onico. [24]
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D. APROXIMACIÓN DE BORN-OPPENHEIMER.

Las soluciones de la ecuación de Schrödinger nuclear HnucΨnuc = εΨnuc, describe la rotación, vibración
y translación de una molécula. Y ε, es la aproximación de Born-Oppenheimer a la energía total de
(2.23), incluyendo las energías electrónicas, vibracionales, rotacionales y translacionales. [24]

La aproximación correspondiente a la función de onda total de (2.23) es,

Ψ(rrri, rrrα) = Ψel(rrri, rrrα)Ψnuc(rrrα) (D.5)

Átomo de Helio.

Para el análisis del átomo de Helio, se debe tomar en cuenta las interacciones entre electrones de
manera que, el operador hamiltoniano Ĥ, tiene funciones propias ortonormales, por lo que la función
arbitraria Ψ se puede expresar como una combinación lineal de funciones propias de Ĥ, como se hace
en la aproximacíon Born-Oppenheimer; entonces

Ψ =
∑
n

cnΨn (D.6)

De manera que para un estado arbitrario se tiene,

〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 =
∑
n,m

c∗ncm〈Ψn|Ĥ|ψm〉

=
∑
n,m

c∗ncmεm〈Ψn|Ψm〉

=
∑
n

|cn|2εn ≥ ε0
∑
n

|cn|2 (D.7)

Con ε0 la energía en el estado base. Siendo Ψ normalizada, tenemos que
∑

n |cn|2, entonces ε0 ≤
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉.

De esta forma ahora se puede ver que el Hamiltoniano se escribe como, Ĥ = Ĥ0 + Ĥ
′
, y escogiendo

Ψ = Ψ0, siendo Ψ0 las funciones propias de Ĥ0 que corresponde al valor propio ε0 entonces,

ε0 ≤ 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 = 〈Ψ0|Ĥ0 + Ĥ
′|Ψ0〉

= 〈Ψ0|Ĥ0|Ψ0〉+ 〈Ψ0|Ĥ
′|Ψ0〉

= ε0 + 〈Ψ0|Ĥ
′|Ψ0〉 (D.8)
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D. APROXIMACIÓN DE BORN-OPPENHEIMER.

Así se usa el método variacional al estado base del átomo de Helio, de modo que se escoge la funcion
Ψ como una función propia del hamiltoniano, sin el término de repulsión entre los electrones, de modo
que

Ψ = Ψ100(1)Ψ100(2)

= R10(r1)Y00(Θ1,Φ1)R10(r2)Y00(Θ2,Φ2) (D.9)

Además se sabe que,

Y00(Θ,Φ) =
1√
4π

; R10(r) = 2

(
Z

a0

)3/2

e−Zr/a0 (D.10)

Entonces

Ψ =
1

π

(
Z

a0

)3

e−Z/a0(r1+r2) (D.11)

Si se sustituye Z por un parárametro varacional ζ, es decir

Ψ =
1

π

(
ζ

a0

)3

e−ζ/a0(r1+r2) (D.12)

Ahora si se hace que Ψ = f1f2 donde

f1 =
1

π

(
ζ

a0

)3/2

e−ζr1/a0

f1 =
1

π

(
ζ

a0

)3/2

e−ζr2/a0

De esta manera tenemos que el hamiltoniano se reescribe como

Ĥ =

(
− ~2

2m
Ô2

1 −
ζe2

r1
− ~2

2m
Ô2

2 −
ζe2

r2

)
+ (ζ − Z)

e2

r1
+ (ζ − Z)

e2

r2
+
e2

r12
(D.13)

Donde se ha sumado y restado los términos en ζ. Sabiendo que los términos que se encuentran encerra-
dos dentro del primer paréntesis son la suma de los dos hamiltonianos correspondientes a un electrón
que se mueve en un potencial electrostático dado por −ζe2

r
.

Por lo que se tiene que(
− ~2

2m
Ô2

1 −
ζe2

r1
− ~2

2m
Ô2

2 −
ζe2

r2

)
Ψ = 2

(
ζe2

2a0

)
Ψ = 2(−13,6ζ2)Ψ (D.14)
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Y

〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 = 2

(
− ζe2

2a0

)
+ (ζ − Z)e2 〈Ψ| 1

r1
|Ψ〉+ (ζ − Z)e2 〈Ψ| 1

r2
|Ψ〉+ (ζ − Z)e2 〈Ψ| 1

r12
|Ψ〉 (D.15)

entonces tenemos que para

〈Ψ| 1
r1

|Ψ〉 = 〈f1f2|
1

r1
|f1f2〉

= 〈f1|
1

r1
|f1〉 〈f2| f2 〉

= 〈f1|
1

r1
|f1〉

=
1

π

(
ζ

a0

)3 ∫ ∞

0

e
−2ζr1

a0
r21
r1
dr1

∫ π

0

sinΘ1dΘ1

∫ 2π

0

dφ1

= 4

(
ζ

a0

)3 ∫ ∞

0

r1e
2ζr1
a dr1

= 4

(
ζ

a0

)3
(
1

4

(
a0
ζ

)2
)

=
ζ

a0
(D.16)

Y para 〈Ψ| 1
r2
|Ψ〉 = ζ

a0
; ahora para 〈Ψ| 1

r12
|Ψ〉 tenemos, que sea

1

r12
=

1

r̄1 − r̄2
=

1

(r21 + r22 − 2r1r2 cosα)1/2
=

∞∑
0

rl

rl+1
Pl(cosα)

con Pl(cosα) =
4π

2l+1

∑l
m=−l Y

∗
lm(Θ1,Φ1)Ylm(Θ2,Φ2) asi tenemos que

1

r12
=

∞∑
0

rl

rl+1

4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗
lm(Θ1,Φ1)Ylm(Θ2,Φ2)

Se integra la ecuación, obteniendo

〈Ψ| 1

r12
|Ψ〉 = 5

8

ζ

a0

61



D. APROXIMACIÓN DE BORN-OPPENHEIMER.

Así se tiene que

〈ψ|Ĥ|Ψ〉 = 2

(
−ζe

2

2a0

)
+ 2(ζ − Z)

e2ζ

a0
+

5

8

e2ζ

a0

=

(
− e2

2a0

)(
4Zζ + 2ζ2 +

5

4
ζ

)
(D.17)

Ahora, se minimiza la expresión

d

dζ
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 =

(
− e2

2a0

)(
4Z + 2ζ +

5

4

)
= 0 (D.18)

Entonces el mínimo de energía se tiene cuando

ζ = Z − 5

8
(D.19)

Lo cual sustituye este valor en (D.17), donde se obtiene para una energía de −77,45eV . Siendo la
funci« de onda

Φ =
1

π

(
Z − 5

16

a0

)3

exp−Z − 5/16(r1 + r2)

a0
(D.20)

Teniendo que los electrones se mueven de manera independiente en un campo producido por una carga
nuclear igual a

(
Z − 5

16

)
e; y la diferencia de carga nuclear con la carga real es Ze, que representa una

aproximación del efecto de apantallamiento de la carga que siente cada electrón debido a la presencia
del otro.
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