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Objetivos

La tesis que se presenta tiene como objetivo desarrollar la teoria y los concep-
tos necesarios, para desarrollar las herraminentas que se usan en la demostracién
del Teorema de Moser, el cual demuestra la existencia de un difeomorfismo entre
formas de volumen.

El trabajo esté esencialmente autocontenido, sin embargo el lector debera te-
ner conocimientos generales de de cédlculo avanzado, algebra lineal y multilineal,
asi como algunos conceptos de topologia general. Las definiciones y conceptos del
calculo y del algebra seran de gran ayuda, para definir ideas mas generales que
desarrollen la teoria en variedades.



Introduccion

Las variedades son espacios topoldgicos las cuales se caracterizan por una
topoldgia que depende de los subconjuntos del espacio, es decir, tiene una colec-
cién de subconjuntos abiertos con ciertas caracteristicas. Las variedades son es-
pacios topologicos que se parecen mucho a los espacios euclidianos, los ejemplos
de variedades son superfies suaves, como la esfera y el toro. Para dar una definion
matematica de variedades, sera necesario introducir las definiciones de mapeos
y difeomorfismos suaves; los difeomorfismos tienen asociada de manera natural
una tranformacion lineal conocida como la diferencial, la cual define el espacio
tangente y el haz tangente. Uno de los mapeos que es de gran importancia en
la demostracién del Teorema de Moser es el pullback, el cual es un difeomorfismo.

Una parte del trabajo desarrolla el dlgebra necesaria para definir los tensores
alternantes en espacios vectoriales y campos tensoriales sobre variedades com-
pactas, el subconjunto de tensores alternantes sobre una variedad, tales objetos
son llamados formas diferenciales, que son expreciones que se integran y se derivan
con atributos indispensables, se manejan como los tensores alternantes.

Después de introducir la definicién de formas difenciales, se abordara el tema
de orientacién en espacios vectoriales y espacios euclidianos, para luego desarrol-
lar estas ideas en variedades suaves, con lo que se generalizara la orientacion e
integracion en variedades .

En el dltimo capitulo se enunciara y demostrara el Teorema de Moser, que
demuestra la existencia de un difeomorfismo que transforma dos formas de volu-
men uno en el otro conservando su masa total.



Capitulo 1

Variedades Suaves

Una variedad topoldgica es un espacio topoldégico con tres propiedades espe-
ciales que expresan la idea de ser a nivel local como el espacio euclidiano. Estas
propiedades son compartidas por los espacios euclidianos y por toda la familia de
objetos que se ven a nivel local como espacios euclidianos y como superficies.

Se vera con cierto detalle como las coordenadas locales pueden ser utilizadas
para identificar partes de una variedad suave localmente con parte del espacio
euclideano. Se va a introducir una estructura adicional, llamada atlas maximal
suave, que se puede anadir a una variedad topoldgica que permite definir funciones
suaves en variedades y mapeos suaves entre variedades. Aunque los términos “fun-
cién” y “mapeos” son técnicamente sinéonimos, cuando se estudia variedades suves
a menudo es conveniente hacer una ligera distincién entre ellas. Luego se definen
los difeomorfismos, para estudiar las propiedades entre variedades.

Al final del capitulo, se presentan algunas herramientas muy utiles, llamada
funciones bump y particiones de la unidad.

1.1. Variedades Topoldgicas

Esta seccion esta dedicada a una breve descripcion de la definicion y propiedades
de las variedades topoldgicas.

Definicién. Sea M un espacio topolégico. Se dice que M es una variedad
topolégica de dimension n o una n-variedad si esta tiene las siguientes propiedades:

= M es un espacio de Hausdorff: si para cada par de puntos que p,q € M,
hay subconjuntos discontinuos abietos U,V € M tal quepe U ype V.
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Figura 1.1: Una carta de coordenadas

= M es segundo numerable: Esto es exite una base numerable para la topologia
de M.

= M es localmente un espacio euclidiano de dimensiéon n: Para cada punto
se tiene una vecindad abierta no vacia que es un homeomorfismo a un
subconjunto abierto de R™.

La propiedad del espacio euclidiano local para cada p € M, tiene las siguientes
propiedades:

= Un conjunto abierto U C M contiene a p.

= Un subconjunto UcC R™; y un homeomorfismo ¢ : U — U (i.e un mapeo
continuo biyectivo con inversa continua).

El ejemplo de una varieda topoldgica es, por supuesto, R". Es Hausdorff de-
bido a que es un espacio métrico, y es segundo numerable debido a que el conjunto
de todas las bolas con sus centros en los raciolanes y radios racionales es una base
numerable.

Definicién. Sea M una variedad topolégica de dimensiéon n. Una carta coor-
denada (o simplemente una carta) sobre M es un par (U, ¢), donde U es subcon-
junto abierto de M y ¢ : U — U es un homeomorfismo de U a un subconjunto
abierto U = ¢(U) C R" (Figura 1.1). Si ademés U es una bola abierta en R”,
entonces a U se le llama una bola coordenada.

La definiciéon de una variedad topoldgica implica que cada punto p € M
estd contenido en el dominio de alguna carta (U, ¢). Si ¢(p) = 0, decimos que la
carta esta centrada en p.

Definicién. Sea una carta (U, ¢), llamamos al conjunto U el dominio de coor-
denadas, o vecindad de cocoordenadas de cada uno de los puntos. El mapeo ¢ es
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llamado mapeo de coordenadas(local), y las funciones componentes de ¢ se llaman
mapeo de coordenadas locales en U.

Sea S" la esfera de dimension n unitaria, que es el conjunto de vectores de
longitud unitaria en R*! :

S" = {z e R : |z = 1}.

Este conjunto es Hausdorff y segundo numerable, ya que es un subespacio de
R". Se afirma que es localmente euclideano, y para cada indice i = 1,...,n + 1,
sea U;" el subconjunto de S™ donde la coordenada i-ésima es positiva:

Ur={(z1,...,2,...,2041) € S" 1 7; > 0}.

Similarmente U, es el conjunto donde z; < 0. Para cada ¢, se define el mapeo
©F : UX — R" por

QO'E‘:(xla"wxn) = (xly"'afiw"axn-i-l)a

donde 7; indica que se omite x;. Cada ¢ es un mapeo continuo, siendo la
restriccién a S™ de un mapeo lineal sobre R**!. Es un homeomorfismo sobre su
imagen, en la bola B" C R", porque tiene una inversa continua dada por

(gpl-i)_l(ul, e Up) = (ul, ce Uimg, BT = |ul? g, ,un).

Puesto que cada punto en S"*! estd en el dominio de una de estas 2n + 2
cartas, S"” es localmente euclideano de dimension n, y es por tanto una variedad
topoldgica de dimension n.

Definicién. Si U y V son subconjuntos abiertos de espacios euclideanos R™
y R™ respectivamente, un mapeo F': U — V se dice que es suave, si cada una
de las funciones componentes de F' tiene derivadas parciales continuas de todos
ordenes. Si ademds F' es biyectiva y tiene un mapeo inverso suave, se llama un
difeomorfismo.

Definicién. Sea M una variedad topoldgica de dimension n. Si (U, p), (V, 1))
son dos cartas tales que U N'V = (), entonces el mapeo compuesto 1) o =1 :
e(UNV)—y(UNV) es una composicién de homeomorfismos llamado el mapeo
de transicion de ¢ a1, por lo que es un homeomorfismo en si mismo (Figura 1.2).

Definicién. Sean dos cartas (U, ) v (V,) se dice que son compatibles si
UNV # 0 o el mapeo de la transicién 1) o ¢! es un difeomorfismo. (Dado que
e(UNV) y p(UNV) son subconjuntos abiertos de R™, la suavidad de este mapeo
es interpretado en el sentido de tener derivadas parciales continuas de todos los
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Figura 1.2: Un mapeo de transicion

ordenes).

Definicién. Se define un atlas A para M como una colecciéon de cartas cuyos
dominios cubren a M. Un atlas A es llamado un atlas suave, si cuales quiera dos
cartas en A son compatibles entre si.

Definicién. Sea un atlas suave en M, se dice que es un mazimal, si no esta con-
tenido en cualquier atlas suave. Esto simplemente significa que cada carta com-
patible con otra carta en A ya estd en A.

Generalmente no es muy conveniente definir una atlas suave maximal suave
por la explicita descripcion de un atlas suave maximal, ya que este tipo de atlas
contiene muchas cartas. Afortunadamente, sélo se tiene que especificar algun atlas
suave, como lo muestra el siguiente lema.

Lema 1.1 Sea M wuna variedad topoldgica.
(a) Cada atlas suave para M estd contenido en un tinico atlas suave mazximal.

(b) Dos atlas suaves para M determina el mismo atlas suave mazximal si y sélo
st su union es un atlas suave.

Demostracién. Sea A un atlas suave para M, y A denota el conjunto de
todas las cartas que son compatibles con cada carta en A. Para demostrar que A
es un atlas suave, se tiene que mostrar que cualquiera dos cartas de A son com-
patibles entre si, lo que se quiere decir es que para cualquier (U, ¢), (V,¢) € A,
Yo l:ipUNV)—(UNV) es suave.

Sea z = ¢(p) € p(UNV) arbitraria. Debido a que los dominio de las cartas en
A cubren a M, hay una cierta carta (W, ) € A tal que p € W. Puesto que cada
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carta en A es compatible con (W, ), los mapeos 6 o ! y p 007! son suaves en
donde se definierén. Como p € UNVNW, se sigue que ¢op=! = (pof~1)o(hoyp™t)
es suave en una entorno de x. Asi ¢ o p~! es suave en un entorno de cada punto
de o(UNV). Por lo tanto A es un atlas suave. Para comprobar que es maximal,
s6lo se tiene que tener en cuenta que cualquier carta compatible en A devera
ser compatible con cualquier carta en A, por lo que va se encuentra en A. Esto
demuestra la existencia de un atlas suave maximal que contiene A. Si B es otro
atlas suave maximal que contiene A, cada una de las cartas es compatible con
cada carta en A, por lo que A C A. Por ser B, B=A.

La parte (b) es consecuensia de (a). MW

Se mostrara con un ejemplo, que la esfera S* C Rn+ 1 es una variedad
topoldgica de dimension n. Se coloca un atlas suave maximal en S™ como sigue.
Para cadai=1,...,n+ 1, sea (UijE ©*) indican la carta coordenada contruida
anteriomente. Para cualesquiera indices distintos ¢ y j, la transicién ()0;-': o (¢F)~!
se puede calcular. En el caso de i < j, se obtiene

goj.[o(gpii)*l(ul,...,un) = (w1, Uy V1= Juf?, )

y una férmula similar cuando i > j. Cuando i = j, el célculo da ¢ o () =
Idpgn. Asi, la coleccién de cartas { (U, o)} es un atlas suave, y por lo tanto define
un atlas suave maximal en S". A esto se le llama atlas suave mazximal estandar.
Las coordenadas definidas anteriormente son llamadas cartas coordenadas, porque
surgen de la consideracion de la esfera local como la grafica de la funcién u; =
+4/1 — |ul?

Lema 1.2 Sea M un conjunto, y supongase que se da una coleccion {U,} de
subconjuntos de M, junto con un mapeo inyectivo ¢, : U, — R" para cada o, tal
que que las siguientes propiedades se satisfacen.

(i) Para cada o, U, = po(Uy) es un subconjunto abierto de R™.

(11) Para cada o y 5, po(Us NUg) y ws(Us NUg) son abiertos en R™.
(iii) Siempre que U, NUz # 0, oot : U, NUz — Uy, NUp es suave.
(i) Una cantidad numerable de conjuntos U, cubren M.

(v) Siempre que p,q sean puntos distintos de M, o bien existe alguin U, que
contiene p y q o existen conjuntos disjuntos U,,Ug con p € U, y q € Ug.

Entonces M tiene un unico atlas suave maximal de tal manera que cada
(Un, o) €s una carta suave.
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Demostracion. Se define la topologia tomando los conjuntos de la forma
01 (V), donde V C U, es abierto, como una base. Para demostrar que esta es
una base para una topologia, sea =1 (V) y ¢ }(WW) dos bases. Las propiedades
(79) y (4i7) implican que @, 09051 es un subconjunto abierto de ¢, (U, NUg), y por
lo tanto también de U,. Por lo tanto si p es cualquier punto en oM (V)N Y (W),
entonces

0o (VN a0z (W) = (U) Nz (W),

es una base abierta que contiene p. Cada uno de los mapeos ¢, es entonces un
homeomorfismo (por definicién), por lo que M es localmente un espacio euclideo
de dimensién n. Si {U,,} es una coleccién numerable de conjuntos de los U, que
cubren a M, cada uno de los conjuntos U,, tiene una base numerable, y la unién
de todos ellos es una base numerable de M, entonces M es segundo numerable,
y la propiedad de Hausdorff se sigue a partir de (v). Por dltimo, (iii) garantiza
que la coleccion {(U,, ¢a)} es una atlas suave. Por lo tanto esta topologia y el
atlas suave maximal satisfacen las conclusiones del lema. W

Una vez que se elija una carta (U, ¢) de M, el mapeo de coordenadas ¢ : U — U
y UCR"se puede pensar como una identificacién entre U y U. Usando esta iden-
tificacion, se puede pensar en U al mismo tiempo como un subconjunto abierto de
M y como un subconjunto abierto de R™. En virtud de esta identificacién, se puede
representar un punto p € M por sus coordenadas (1, ..., x,) = @(p), y pensar en
esta n-tupla como un punto p. Por lo general se expresa esto diciendo (x1, ..., z,)
es la representacién de coordenadas (local) para la p 6 p = (z1,...,x,) en coor-
denadas locales.

Definicién. Una variedad topoldgica con frontera de dimension es un espacio
segundo numerable Hausdorff en el que cada punto tiene una vecindad homeo-
morfa a un subconjunto abierto del hemiespacio superior H" = {(xy,...,z,) €
R™: z, > 0}.

Definicién. Un subconjunto abierto U C M junto con un ¢ homeomorfismo
de U a un subconjunto abierto de H" se llama un carta generalizada para M.

La frontera de M (el conjunto de todos sus puntos frontera) se denota dM,
del mismo modo su interior se denota por Int M.

Definicién. La frontera de H™ en R” es el conjunto de puntos donde z,, = 0.
Si M es un variedad con frontera, un punto que esta en la imagen inversa de 0H"
en alguna carta generalizada es llamado punto frontera de M, y un punto que
esta en la imagen inversa de Int H". se llama punto interior.
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1.2. Funciones Suaves y Mapeos Suaves

Si M es una variedad suave, una funcién f : M — R* se dice que es suave
si, para cada carta suave (U, ) de M, la composicién f o ¢! es suave en el
subconjunto abierto ¢(U) C R™.

Un caso especial son las funciones de valor real f : M — R; el conjunto de
todas las funciones se denota por C*°(M). Debido a que las sumas y las multi-
plicacién por un escalar son funciones suaves, por lo que C*>°(M) es un espacio
vectorial.

Lema 1.3 Supongase que {(U,, pa)} es un atlas suave para M. Si f : M — RF
es una funcion tal que f o p~! es suave para cada o, entonces f es suave.

Demostracién. Sélo se tiene que comprobar que fo ™! es suave para cualquier
carta suave (U, p) en M. Es suficiente con demostrar que es suave en una vecin-
dad para cada punto z = ¢(p) € ¢(U). Para cualquier p € U, existe un carta
(U, @) en el atlas cuyo dominio contiene a p. Puesto que (U, ¢) es compatible con
(U, a), €l mapeo de transicion ¢, o ¢—1 es suave en su dominio, que incluye z.
Por lo tanto fop™! = (fop,!) o (a0 p—1) es suave en e una vecindad z. W

Definicién. Sea una funcién f : M — R* y una carta (U, ) de M, la funcién
f: o(U) — RF definida por f(z) = f o ¢ (z) se llama la representacion de
coordenadas de f.

Definicién. Sean M, N variedades suaves, y sea F' : M — N cualquier mapeo.

Se dice que F' es un mapeo suave si, para cualquier carta suave (U, ¢) para M y
(V, 1) para N, el mapeo ¢ o F o p—1 es suave de (U N F~1(V)) a (V).

Definicién. Un difeomorfismo entre las variedades M y N es un mapeo suave
F : M — N que tiene una inversa suave. Decimos que M y N son difeomorfas
si existe un difeomorfismo entre ellas.

Definicién. A F' : M — N se le llama un difeomorfismo local si todos los
puntos p € M tienen un entorno U tal que F'(U) es abiertoen Ny F : U — F(U)
es un difeomorfismo. La definicién de un difeomorfismo local es, en particular, un
homeomorfismo local y por lo tanto un mapeo abierto.

Definicién. Si f es una funcién de valor real o una funcién vectorial sobre una
variedad M. El soporte de f, denotado por supp f, es la cerradura del conjunto
de puntos donde f es distinto de cero:

supp f = {p: f(p) # 0}
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Si el supp f estd contenido en un conjunto U, se dice que f esta soportada en
U. Una funcion f se dice que tiene soporte compacto si el supp f es un conjunto
compacto. Una funcién sobre una variedad compacta tiene soporte compacto.

Lema 1.4 La funcion f: R — R definida por

et >0

es suave.

Demostracién. Se afirma que es suave en R\ {0}, solo se necesita observar que
todas las derivadas existen y son contiuas en el origen. Se comienza por notar
que f es continua porque lim, e~!/t = 0. En realidad, aplicando la regla de
I’'Hopital’s e inducciéon se observa que para algun nimero entero 0 < k,

e—l/t t_k
lim =lim — =0 (1.1)
t—0 1 el/t

Se observa que para t > 0, la k-esima derivada de f es de la forma

FO) = #e‘l/t (1.2)

para algun polinomio p(t). Esto es verdadero (con p,(t) = 1) para k = 0,
ahora se supone verdadero para alguna 0 < k, y por la regla del producto

f(kH)(t) _ p?c(t)e—l/t 2kpy(t) —1/t pr(t) 1 1/t

t2t t2t+1 t2t t2

t2p§€(t) — 2kpi(t) + pi(t) —1/t
$2t+2 € )

que es de la forma requerida. Nétese que (1.2) y (1.1) implica que
lim f*(t) =0, (1.3)
t—0

para un polinomio continuo en cero.

Finalmente, se probara que para k < 0,
FP0) =0

Para k£ = 0 esto es verdadero por definicién, se asume que es verdadero para
una k < 0. Es suficiente observar que f tiene por ambos lados derivadas y son
iguales en cero. La derivada del lado izquierdo es cero. Usando (1.1), se tiene

t
p()e—l/t_o

t)
#41(0) = 1 i 220 g
f ( ) o 0 $2t+1

Por (1.3), esto implica que f (k) es continua, y por lo tanto suave. M
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Lema 1.5 Euxiste una funcion suave h : R — I, donde I = [0,1] y tal que
h(t)=1parat <1,0<h(t) <1lparal <t <2, yh(t)=0 parat> 2.

Demostraciéon. Sea f la funcién del lema anterior, y sea

f2-1)
fQ=t)+ f(t—=1)

El denominador es siempre positivo para toda t, porque una de las expreciones
2 —tot—1 essiempre positiva. Dado que siempre f > 0, se observa que h(t)
estd entre 0y 1,y es cero cuando t > 2. Cuando t < 1, f(t—1) =0, asi h(t) =1
|

h(t) =

Una funcién con las propiedades de h en este lema se llama funcion flan.

Lema 1.6 Existe una funcion H : R" — I tal que H =1 en B1(0) y supp H =

Ba(0).

Demostracién. Sea H(z) = h(|x|), donde h es la funcién del lema pasado. La
funcién H es suave sobre R™ \ {0}, porque esta es una composicién de funciones.
Dado que es igual a 1 sobre B;(0), es suave alli tambien. W

La funcién H construida en este lema es un ejemplo de una funcion bump
una funcién suave que es igual a 1 en un determinado conjunto cerrado (en este
caso B1(0)) y su soporte en un conjunto abierto especificado (en este caso algun
conjunto abierto que contiene By(0)).

Definicién. Una coleccién de subconjuntos {U, }aca de un espacio topolégico
X se dice que es localmente finito si cada punto p € X tiene un vecindad que
interseca a lo mas un nimero finito de los conjuntos de U,.

Definicién. Dada una cubierta abierta U = {U, }aca de un espacio topologi-
co, otro conjunto de abiertos V = {Vz}sep es llamado un refinamiento de U si
para cada Vg € V existe algin U, € U tal que V3 C U,.

Definicién. Un espacio topoldgico se dice que es paracompacto si para cada
cubierta abierta admite un refinameinto finito.

Definicién. Se dice que una {W;} cubierta abierta de M es reqular si esta
satisface las siguientes propiedades:

(i) La cubierta {W;} es numerable y localmente finita.

(i) Para cada 7, existe un difeomorfismo v : W; — B3(0) C R"
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(iii) La coleccién {U;} cubre a M, donde U; = ;' (B;(0)).

Definicién. Sea U = {U,}nca una cubierta abierta de M. Una particién de
la unidad subordinada a U es una coleccién de funciones suaves

{(Pa M — R}aeA

con las siguientes propiedades:

(i) 0 < po(z) <1 para toda o € A y para toda = € M

(ii) supp pa C Uy;

(iii) El conjunto de soportes { supp ¢, }aca es localmente finito; y
(

V) > nea al®) =1 para toda x € M.

Teorema 1.7 (Existencia de particiones de la unidad) Sea M una variedad
suave y X = Xoea cualquier cubierta abierta de M, entonces existe una particion
de la unidad subordinada a X .

Demostracion. Sea W; un refinamiento regular de X. Para cada ¢, sea v; :
W; — B3(0) el difeomorfismo cuya existencia estd garantizada por la definicién
de una cubierta regular, y sea

U = M (B0),
Vi = 0 (Ba(0).

Para cada 7, se define una funcién f; : M — R por

f = Hovy; enW,;
10 en M\ V;,

donde H : R" — R es la funcién bump del Lema 1.6. En el conjunto W; \ V;
donde las dos definiciones se traslapan, y ambas definiciones dan la funcién cero,
asi f; esta bien definida y es suave, y supp f; C W;. Se define una nueva funcién
gi - M — R por:

fi(z)

Debido a la finitud local de la cubierta {W;}, la suma en el denominador tiene
s6lo un nimero finito de términos no nulos en un entorno de cada punto y por
lo tanto define una funcién suave. Debido a f; = 1 en U; y cada punto de M
esta en algun U;, el denominador es siempre positivo, asi g; es una funciéon suave
sobre M. Es inmediato de la definicién que 0 < ¢g; < 1y >, g; = 1. Por tltimo, se
necesita reacomodar los indices de las funciones de tal manera que sean indices en
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el mismo conjunto A de la cubierta abierta. Para cada ¢, hay un indice a(i) € A
tal que W; C X,(;). Para cada o € A, se define ¢, : M — R por

Z 9i-
i:a(l)=«

Cada ¢, es suave y satisface 0 < ¢, < 1y supp ¢, C X,. Ademads, el con-
junto de soportes {supp @a }taca €s localmente finito, y Y ¢o =), 9; = 1, por
lo que esta es la particion de la unidad deseada. W

Corolario 1.8 Sea M una variedad suave. Para cualquier conjunto cerrado A C
M y cualquier conjunto abierto U que contiene a A, existe una funcion suave
o: M — R tal que p=1en Ay supp p CU.

Demostracién. Sea Uy = U y Uy = M \ A, y sea g, 1 una particién de la
unidad subordinada a la cubierta abierta Uy, U;. Debido a que ¢; = 0 en A y por
lo tanto, o = >, ¢; = 1 alli, la funcién ¢ tiene las propiedades requeridas. W

Cualquier funciéon con las propiedades descritas en este lema se llama una
funcion bump para A con soporte en U.

Definicién. Supongamos que M es una variedad. Se dice que una funcion
definida en un subconjunto arbitrario A C M es suave en A si admite una exten-
sion suave a un conjunto abierto U que contiene a A.

Lema 1.9 (Lema de Extensién) Sea M wuna variedad suave, y supongamos
que [ es una funcién suave definida en un subconjunto cerrado A C M. Para
cualquier abierto U que contiene a A, existe una funcion suave f € Coo(M) que

Fla=flaysupp fCU.

Demostracion. El hecho de que f es suve en A significa por definicion, que
f se extiende a una funcién suave, en alguna vecindad W de A. Sustituyendo
W por W N U, se puede suponer que W C U. Sea ¢ una funciéon bump para A
soportada en W, se define

3 ) f(p), peW
f(p)_{gp g ];EM\suppap.

Esta funcion es una extensién suave de f cuyo soporte estd contenido en W
y por lo tantoen U. W



Capitulo 2

El Espacio Tangente

Una de las herramientas clave para el estudio de las variedades suaves es la idea
de aproximacion linea, donde una funciéon de una variable puede ser aproximada
por su tangente, una curva en R™ por un vector tangente, y un mapeo de R" a
R™ por su derivada total. Con el fin de dar sentido a la aproximacién lineal de
variedades, se introducira la nocién de espacio tangente a una variedad en un
punto. Debido a la abstraccién de la definicién de una variedad, la mayor parte
del capitulo se dedicara a dar las definiciones necesarias. Empezaremos con el
estudio del espacio tangente geométrico en R™, que son objetos concretos en R”.
Devido a la definicion de variedades suaves que esté construida con el concepto
de funciones suaves, se observa que al tomar sus derivadas dan un mapeo natural
entre los correspondientes espacios tangentes geométricos vectoriales y mapeos
lineales de C*°(R™) a R que satisfacen la regla del producto, con esto se definira
el espacio tangente sobre una variedad con deivadas de C*°(M). La definicién
abstracta de carta de coordenadas (U, ¢) da un isomorfismo natural entre el
espacio tangente de vectores en p € M con el espacio geométrico tangente de
vectores en ¢(p) € R". Asi de cualquier carta coordenada se obtiene una base
para cada espacio tangente.

2.1. Vectores Tangentes

Se suele pensar en un vector como un punto en el espacio, cuya tnica propiedad
es su ubicacién expresada por las coordenadas (z1, ..., z,,). Por otro lado, al hacer
los célculos correspondientes, a veces se piensa como un objeto que tiene magni-
tud y direccion.

15
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Definicién. Sea R" el espacio euclidiano y a un punto fijo en R", el espacio
tangente geométrico se denota por R y, es el conjunto

R2{(a,v) : v € R"}.
Un vector tangente geométrico en R es un elemento de este espacio.

Como una cuestién de notacién, se abrevia (a,v) como v, (0, a veces, vl,).
Se piensa en v, como el vector v con su punto inicial en un determinado a. Este
conjunto de R? es un espacio vectorial real (isomorfo a R™ ) con las operaciones
naturales.
(v +w)g = v + W,

(cv)q = cv,.

Los vectores ¢;|, con i = 1,...,n, es una base para R”. De hecho un espacio
vectorial R} es en si mismo R". La razon para anadir el indice a es para poder
distingir los espacios tangentes geométricos R} y R} que son conjuntos disjuntos.

Ahora, un elemento del espacio euclidiano proporciona un medio de tomar
“derivadas direccionales” de las funciones. Por ejemplo, para un vector tangente
geométrico v, € R?, define un mapeo v, : C*°(R") — R como la derivada direc-
cional en la direccion de v hacia a:

B = Duf(@) = 4| flat 1) 2.1)
t=0

Esta operacién es lineal y satisface la regla del producto:

Ua(fg) = f(a)va(g) + g(a)va(f)

Si v, = vi€;, en términos de una base estandar para R?, entonces por la regla
de la cadena, v, f se puede escribir concretamente como:
U f = v»—af (a)
a - (] .
(3x,~
Aqui se esta utilizando la adicién, por lo que la expresién del lado derecho se
entiende que es una suma sobre ¢ = 1 hasta n. Por ejemplo, si v, = ¢€,|,, entonces

of

Vo f = am(cz).

Definicién. Un mapeo lineal X : C*°(R") — R es llamada derivada en a si
se cumple la regla del producto:

X(fg) = fla)Xg+g(a)Xf. (2.2)
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Definicién. Se define a T, (R") como el conjunto de todas las derivaciones de
C>°(R") en a.

Es claro que T,(R™) es un espacio vectorial bajo las operaciones

(X+Y)f=Xf+Y]f
(eX)f = (X )

Lema 2.1 (Propiedades de las derivadas) Supongamos que un a € R" y
X € T,(R").

(a) Si f es una funcion constante, entonces X f = 0.

(b) Si f(a) = g(a) =0, entonces X(fg) = 0.

Demostracidén. Es suficiente con probar (a) para la funcién constante fi(x) =
1, entonces f(x) = ¢ implica que X f = X(cf1l) = ¢X fi = 0 por la linealidad.
Para f7, se sigue de la regla del producto:

Xfi=X(fifi) = fil@)Xfi + fila) X f1 =2X[i,

lo que implica que X f; = 0. Del mismo modo, (b) también sigue a partir de
la regla producto:
X(fg) = f(a)Xg+g(a)Xf=0.

Proposicién 2.2 Para cualquier a € R, el mapeo v, — v, €s un isomorfismo
de R sobre T,(R™).

Demostraciéon. El mapeo v, — v, es lineal. Para ver que es inyectivo,
supongamos que v, € R? tiene la propiedad que v, es la derivada constante
cero. Se escribe v, = v;e;|, en términos de la base estdndar, y tomando a f por
la j-ésima funcién de coordenada z; : R" — R, considerada como una funcién
suave en R",

- 0
0 = Va(z5) = Uiﬁ_xi(%) S

Dado que esto es cierto para cada j, se deduce que v, es el vector cero.

Para probar sobreyectividad, sea X € T,(R") arbitraria. Teniendo en cuenta
lo mencionado en el parrafo anterior, definimos los niimeros reales vy, ..., v, por
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Se va a demostrar que X = v,, donde v, = v;€;,.

Para ver esto, sea f una funcion suave en R™. Por la férmula de Taylor de
primer orden con residuo, existen funciones suaves g1, ..., g, definidas en R" tal

que g;(a) =0y

)+ Z 89@ —a)+ Zgl —a;). (2.3)

La aplicacion de X a esta férmula y usando el Lema 2.1, se obtiene

Xf =X +X< 8:61 )—FX(ZQZ 1—@)

a)) + Z X(gi(2)(2i — a;))

= aaf'

Esto demuestra que X =v,. W

Corolario 2.3 Para cualquier a € R", las n derivadas

9 9

8;1:1 a’“"ﬁxa n7
definidas por

0 B 8f( )

8@- a N 8@ @

forman una base para T,(R™).

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la proposicién anterior, una
vez que se tenga en cuenta que 0/0z;|, = €;|,. W

Definicién. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Un mapeo lineal
X : C®(M) — R se llama derivada en p si satisface

X(fg)=fp)Xg+g9p) X/,

para toda f,g en C°(M).
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Definicién. El conjunto de todas las derivadas de C*°(M) en p es el espacio
tangente a M en py se denota por T, M. Un elemento de T,M es un vector tan-
gente a p.

Antes de proseguir, se resolvera una ambigiiedad en la definicién de T,M.
Mientras que el espacio tangente se define en términos de funciones suaves so-
bre una variedad en general, las cartas coordenadas son en general definidas sélo
en subconjuntos abiertos. Se mostrard que la definicién de espacio tangente no
depende de la parametrizacion local, es decir al elegir otra parametrizacién se ob-
tiene el mismo espacio tangente. Sea ¢ : U — M y supongamos que ¢ : V — M
es otra opcién, también con ¢(0) = z. Si reducimos U y V', podemos suponer
que Y(U) = (V). Entonces la transformacién ¢ = o=t o) : U — V es un difeo-
morfismo. Escribimos a ¢ = ¢ o ¢ y derivamos, dyy = dyg o d¢g. Esta relacion
implica que la imagen de diy estd contenida en la imagen de dyq. El reciproco
se sigue al intercambiar los papeles de ¥ y o, de modo que diy(R*) = dipo(R¥) y
T, (M) estan bien definidos.

El siguiente Lema es el analogo del Lema 2.1 para los colectores.

Lema 2.4 (Propiedades de los vectores tangentes en variedades) Sea M
una variedad suave, p € M y X € T,M.

» 51 f es una funcion contante, entonces X f = 0.

» Si f(p) =g(p) =0, entonces X(fg) =0.

La demostracion es andloga a la del Lema 2.1. En el caso especial de M = R",
la Proposicion 2.2 muestra que T,R" es isomorfo al espacio tangente geométrico
R, v por lo tanto también a R"™.

Definicién. Si M y N son variedades suaves y F' : M — N es un mapeo
suave para cada p € M, se define un mapeo F, : T,M — Ty M llamado el push
forward asociado con F, dado por

(BX)(f) = X(f o F).

Hay que tener encuenta que si f € C*°(N), entonces (f o F') € C*(M), por
lo que X (f o F) tiene sentido. El operador F,X es lineal y es una derivada de
F(p) debido a que

(F.X)(fg) = X((fg)oF)
= X((foF)(goF))
= [oF(p)X(goF)+goF(p)X(foF)
= f(FP)(FX)(g) + g(F(p)(F.X)(f).
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Debido a que la notacién F, no se meciona de forma explicita en el punto p,
lo que se va hacer es tener cuidado cuando sea necesario para evitar confusiones.

Proposicién 2.5 Si F': M — N es un difeomorfismo y p € M, entonces dF' :
TyM — TrpyN es un isomorfismo.

Demostraciéon. Supongase que ¢ : U — M parametriza a M en un punto
pyque:V — N parametriza a N en un punto ¢, donde U C R*, V Cc R y,
digamos ¢(0) = x, ¥(0) = y. Si U es suficientemente pequenio, entonces se tiene
el siguiente diagrama conmutativo:

M—2= N
4 !
v h=y~loFog

La regla de la cadena dice que al derivar el diagrama anterior, se convierta en
cuadro conmutativo de transformaciones lineales:

To(M) ——=T,(N)

dqu wa

R* R!

dh

Como d¢ es un difeomorfismo, dF = dip o dh o dp~" es un isomorfismo. W

Proposicién 2.6 Sea M una variedad suave, p € M, y X € T,M. Si f y g son
funciones sobre M que coinciden en alguna vecindad de p, entonces X f = Xg.

Demostracion. Sea h = f — g, por la linealidad es suficiente para mostrar
que Xh = 0 siempre que h sea nula en un entorno W de p.

Sea A el subconjunto cerrado M \ W. Por el Lemma de Extensién 1.9, existe
una funcién suave definida globalmente v € C*°(M) que es igual a la funcién
constante 1 en A y con soporte en M \ p. Debido a que v = 1 donde h es distinto
de cero, el producto h * u es idénticamente igual a h. Como h(p) = u(p) = 0 el
Lema 2.4 implica que Xh = X(hu) =0. N

Proposicién 2.7 Sea M una variedad diferenciable, sea U C M una subvariedad
ysear: U — M el mapeo de la inclusion. Para cualquier p € U, v, : T, U — T,M
es un isomorfismo.
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Demostracién. Sea B una vecindad de p tal que B C U. Primero supéngase
XelbUyuX=0eT,M. SifeC*U)es arbitraria, el Lema 1.9 garantiza que
fC*(M) es una funcién suave, tal que f = f sobre B. Entonces por la Proposicién
2.6,

Xf=X(fl,) =X(for)=(uX)f=0.

Dado que esto es valido para toda f € C*(U), se deduce que X = 0, por lo
que es 12, es inyectiva.

Por otro lado, supongase que Y € T,M es arbitraria. Definase un operador
X : C®(U) — R fijando X f = Yf, donde f es cualquier funcién sobre toda
M que coincide con f en B. Por la Proposicién 2.6, X f es independiente de
la eleccién de f, por lo que X esta bien definido. Entonces, para cualquier g €
COO(M)7
(1. X)g = X(go1) =Y(go1) =Yy,

donde la tltima igualdad se sigue del hecho de que g o coincide con g en B.
Por lo tanto, 2, es sobreyectiva. W

Proposicién 2.8 Para cada espacio vectorial V' de dimension finita, para cada
punto a € V' y cualquier mapeo lineal L : V' — W, existe un isomorfismo natural
V=T,V que hace el siguiente diagrama conmute:

R

1% — T.V (2.4)

A .

W =~ TL(a) w

Demostracién. Para cualquier vector v € V', se define una derivada v, por

~ d
Uaf = %f(a—l—tv).

Tal que es independiente de cualquier eleccion de la base. Con los argumentos
utilizados para el caso de R", se muestra que v, es una derivada y el mapeo
v — 7, es un isomorfismo. Ahora supéngase que L : V — W es una aplicacién
lineal. Desarrollando las definiciones y utilizando la linealidad de L, se calcula

(L*@Ja)f - 5a(foL>

d
2|, f(Lla+tv))

d
o (@ + 020

= LUL(a)f.
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quees (2.4). N

Si (U, ¢) es una carta coordenada suave sobre M. Nétese que ¢ es, en particu-
lar, un difeomorfismo de U a ¢(U). Asi, combinando los resultados de la Proposi-
cién 2.8 y el Lema 2.5, ¢, : T,M — T, R" es un isomorfismo.

Por el Corolario 2.3, T,y R" tiene una base formada por las derivadas 0/0x;| ), ¢ =
1,...,n. Por lo tanto, el push forward de estos vectores bajo (¢~!), forma una
base para T,M. Se usard la siguiente notacién para el push forward:

0
azv,-

0
_ —1

p

®ep

Desarrollando las definiciones, se vera como £|p actia sobre una funcién
7
suave f: U — R

0
81’7;

0
P oz,
_f

(fop™)

donde fes la representacién de coordenadas de fy p = (p1,...,pn) = ©(p)
es la representacion de coordenadas de p. En otras palabras, 0/0z;|, es justo la
derivada que toma la i-ésima derivada parcial de (la representacién en coorde-
nadas de) f en (a la representacién de coordenadas de) p. Son llamados vectores
coordenados en p asociados con el sistema de coordenadas dado. En el caso espe-
cial en que M = R", los vectores coordenados 0/0x;|, corresponden a los vectores
de la base estandar de e;|, bajo el isomorfismo T,R"™ <+ R”.

Dado que los vectores coordenados forman una base para T,M, cualquier
vector tangente X € T, M puede ser escrito tinicamente como una combinaci’on

lineal
X = En X-i
N i=1 "0

Los numeros (X, ..., X,) son llamados los componentes de X con respecto
al sistema coordenado dado.

p

A continuacion se explora céomo el push forward se ve en coordenadas. Se
empezara por tener en cuenta el caso especial de un mapeo suave F' : U — V,
donde U C R™ y V C R™ son subconjuntos abiertos del espacio euclidiano. Para
cualquier p € R", se va a determinar la matriz de F, : T,R" — Ty, R™ en
términos de las bases de coordenadas estandar. Sea (z1,...,x,) para indicar las
coordenadas en el dominio y (y1,...,yn) para designar a las coordenadas en la
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imagen, se utilizara la regla de la cadena de para calcular la acciéon de F, en un
vector de la base tipica como sigue:

0
(F*%

0
p)f = o)
= A B
CAfof)
= a—yj(F(p))

o(F;)

e ()
o 0
B (&Ei 0y; F(P)) /
0 0 0

al’i p &L’l )33/1 F(p)
En otras palabras, la matriz de F, en términos de las bases de coordenadas
estandar es

Asi

F, (2.5)

0F, oF,
OF, - 0F,

Esta matriz no es otra que el jacobiano de F', que es la representacion de la
matriz de la derivada total DF : R™ — R™. Por lo tanto, en este caso especial,
F, : T,R" = Tp)R™ corresponde a la derivada total DF, : R® — R™ bajo la
identificacién habitual del espacio euclidiano con su espacio tangente.

2.2. El Haz Tangente

Definicién. Para cualquier M variedad suave , se define el haz tangentes de
M denotado por T'M, siendo la union disjunta de los espacios tangentes en todos
los puntos de M:

™ =[] 7M.

peEM

Un elemento de esta unién disjunta es un par (p, X), dondep € My X € T,M.

Definicién. Se define la proyeccion ©: TM — M como w(p, X) = p.
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Lema 2.9 Para cualquier M variedad suave de dimension n, el haz tangente T'M
tiene una topologia natural y una estructura suave que hace a este una variedad
suave de dimension 2n tal que m: TM — M es un mapeo suave.

Demostracion. Se empezard por la definicion de los mapeos que se con-
vertirdn en cartas suaves. Teniendo en cuenta que cualquier carta (U, ) de M

describe las funciones componentes de ¢ como ¢(p) = (z1(p),...,z.(p)), v el
conjunto U = ¢(U) C R™ define un mapeo ® : 7~ 1(U) — R?" por
(0| ) = (@) mp).vne )
i = sy Ly ,U1y...,Up),
oz |y 1\p p), 1

la imagen resultante es U x R”, que es un subconjunto abierto de R?". Se trata
de una biyeccién sobre su imagen, ya que su inversa puede escribirse de forma
explicita como

0
(x,v) — v Ot

Ahora supongase que se dan dos cartas (U,¢) y (V,¢) para M, y sean
(771 (U),®) y (7~1(V), V) las cartas correspondientes en T'M. Los conjuntos
Ot U)Na (V) =pUNV)xR"y U(r Y U)Na (V) =p(UNV) x R"
son abiertos en R*", y el mapeo W o @1 : o(UNV) x R* — (U NV)R™ puede
escribirse de manera explicita como

o 0%,
\IJO¢_1<.’L'1,...,.In,'Ula..-,Un) = ($17"'axn’£(x)vj""’aiwj(x)vj) ’

que es suave.

Sea una cubierta numerable U; de M por dominios coordenados, se obtiene
una cubierta numerable de T'M por los dominios coordenados {7~ *(U;)} que sa-
tisfacen el Lema 1.2. Para comprobar la condicién de Hausdorff, se tiene en cuenta
que dos puntos cualesquiera de la imagen de 7 viven en una carta; mientras que
si (p,x) y (¢,Y) se encuentran en diferentes conjuntos, entonces existen dominios
coordenados disjuntos U;, U; para M tal que p € Uiy ¢ € Uj, por lo que los con-
juntos 7~ 1(U;) y 7—1(U;) son abiertos disjuntos que contienen a (p, X) y (¢,Y),
respectivamente.

Para comprobar que 7 es suave, se observa que la representacién de coor-
denadas con respecto a las cartas (U, ) para M y (7 1(U),®) para TM es
m(x,v)=z. N

Debido a que la unién de espacios vectoriales forman entre si el haz tangente,
el cual tiene una estructura que da una variedad suave. Este tipo de estructura
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se produce con frecuencia, como se vera mas adelante, por lo que se introducira
la siguiente definicién.

Definicién. Sea M una variedad suave. Un haz vectorial de rango k sobre una
M variedad suave y junto con una transformacién suave sobrayectiva 7 : £ — M
satisface:

(i) Para cada p € M, el conjunto E, = 7~ !(p) C E esta dotado con la estructura
de espacio vectorial real.

(ii) Para cada p € M, existe un vecindad U de p en M y un difeomorfismo
®: 77 1(U) — U x R* tal que el siguiente diagrama conmuta:

~1(U) e U x RF

y la restriccién de ® a Ep es un isomorfismo lineal de E, a {p} x R* = R*
(donde 7 es la proyeccién sobre el primer factor).

Un ejemplo particular de un haz vectorial de rango k en cualquier variedad
M es el producto de variedes E = M x R* con 7 = m; : M x RF — M. Este haz
es trivial (con el mapeo identidad), pero hay haces que no son triviales, como se
vera mas adelante.

Definicién. Sea E un haz vectorial suave sobre una variedad M suave, con
una proyeccion 7 : E — M. Una seccion de E es una seccion del mapeo 7, es
decir, un mapeo continuo o : M — E tal que moo = Idy,.

Definicién. Si U C M es un abierto, una seccién del haz restringido F|y
se llamado una seccion local de E. Una seccién suave es una seccién (local o
global), que es suave como un mapeo entre variedades. La seccion cero es el
mapeo ( : M — E definido por

((p) =0 € E, para cada p € M.

Al igual que para las funciones, el soporte de una seccion o se define como la
cerradura del conjunto {p € M : (t) # 0}. Una seccién se dice que tiene soporte
compacto si su soporte es un conjunto compacto.
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Definicién. Si U C M es un conjunto abierto, un marco local para E sobre
U es una k-tupla ordenada (oq,...,0k), donde cada o; es una seccién suave de
E sobre U, y que tal que (01(p), ..., 0k(p)) es una base para E, para cada p € U.
Es un marco global si U = M.

Definicién. Sea M una variedad suave. Un campo de vectores sobre M es una
seccién de T'M. Mas concretamente, un campo vectorial es un mapeo continuo
Y : M — TM, por lo general se escribe como p — Y, con la propiedad de que
para cada p € M, Y, es un elemento de 7,,M. (Se escribe el valor de Y en p como
Y, como lugar de Y(p) para evitar conflictos Y con la notacién de Y (f) por la
accién de un vector en una funcién).

Si (z;) son cualesquiera coordenadas locales en un conjunto abierto U C M,
el valor de Y en cualquier punto p € U puede escribirse

0

0:1;1- p‘

Y, = Yi(p)

Y para algunos valores Yi(p), ..., Y,(p). Esto define n funciones Y; : U — R,
que son llamadas las funciones componentes de Y con respecto a la carta dada.

Lema 2.10 Sea M wuna variedad suave, y sea Y : M — TM cualquier mapeo
(no necesariamente continuo) de manera que Y, € T,M para cada p € M. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) Y es suave.
(b) Las funciones componentes de Y en cualquier carta suave son suaves.

(c) Si f es cualquier funcion de valor real en un conjunto abierto U C M, la
funcion f: U — R definida por'Y f(p) = Y, f es suave.

Demostracién. Dadas las coordenadas (x;) en un conjunto abierto U C M,
sean (r;,v;) que denotan las coordenadas estandar de 7= (U) C T'M construido
en el Lema 2.9. Por definicién de las coordenadas estandar, la representacion de
coordenadas de Y : M — T'M en U es

~

Y = (ml, ... ,CL’n,Y1<17), e ,Yn(l’)),

donde Y; es la funciéon componente z-ésima de Y en la coordenada z;. De ello
se deduce inmediatamente que (a) es equivalente a (b).
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Ahora supongamos que Y es un mapeo para que (b) se cumpla. Si f es una
funcién definida en un conjunto abierto U C M, y (x;) son cualequiera coorde-
nadas en un conjunto abierto W C U, la representaciéon de coordenadas de Y f

&L‘i

en W es
)
of

= Vi) (@)

0

Vi = (Yi@)

Puesto que las funciones Y; son suaves en W por hipdtesis, se deduce que Y f
es suave. Asi, (b) implica (c).
A la inversa, supongamos que (c¢) se cumple. Si (z;) son coordenadas locales en
cualquier U C M, se puede pensar en cada coordenada x; como una funcién suave
sobre U, y luego Y; = Yx; es suave en U por (c), por lo que se tiene (b). N

Lema 2.11 Sea M una variedad suave. Sip € M y X € T,M, existe un campo
vectorial suave en M tal que Xp = X.

Demostracién. Sea (z;) coordenadas en una vecindad U de p, y sea X;0/0x;|p
la expresién de coordenadas de X. Si ¢ es una funcién bump con soporte en U y
con ¢(p) = 1, el campo de vectores X definido por

0
> XZ Uv7
g wloXig-| g
0 q# U.

Se ve que un campo vectorial suave cuyo valor en p es igual a X. W

Se usara la notacién T (M) para denotar el conjunto de todos los campos
vectoriales suave en M (muchos autores usan X(M)). Es un espacio vectorial real
bajo la suma y multiplicacion por escalar. Ademas, los campos de vectores se
puede multiplicar por funciones suaves: Si f € C*(M)y Y € T(M), se obtiene
un nuevo campo vectorial fY dado por

(fY)p = f(P)Y).

Si M es una variedad diferenciable, utilizaremos el termino marco local para
M para referirnos a un marco local de T'M en algin subconjunto abierto U C M.
De manera similar, un marco global para M es un marco global para T M.

Definicién. Decimos que M es paralelizable si admite un marco global suave.
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2.3. El Haz Cotangente

Definicién. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita. Se define un
covector en V por un mapeo lineal:

w:V —=R.

El espacio de todos los covectores en V' es en si mismo un espacio vectorial
real bajo la operacion de suma y multiplicacién por un escalar.

Definicién. Se denota por V* al espacio de todos los covectores y es llamado
el espacio dual de V.

Proposicién 2.12 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Si (Ey, ..., E,)
es una base para V', entonces los covectores (e1,...,&,), definidos por:

1 sii=j,

eilBy) = 0y :{ 0 siij,

forman una base para V* llamada la base dual de (E;). Por lo tanto la dimen-
sion de V* es igual a la dimensién de V.

Demostracién. Sea cualquier € € V* y § = {ey,...,e,}. Se demostrard que

€= Zn: e(Ey)ei,
1

entonces [ es para V*. Sea

3

Para 1 < 5 < n, se tiene que
S = (Y e(Be)elEy)

= 5(E2>5zg = €<Ej).

-

S,
Il
—_

Por lo tanto como ¢'(E;) = ¢(E;), entonces ¢’ =¢. W

Por ejemplo, si eq,..., e, es la base candnica para R"™, entonces se denota la
base dual por (e, ..., e") (hay que considerar los indices superiores), y se llamar4 la
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base dual estindar. Estos covectores estandar son las funciones lineales de R™ a
R dadas por:
e =¢e(v,...,v,) =v,.

En otras palabras, e; es s6lo la funcién lineal que selecciona el j—ésimo com-
ponente de un vector.

En general, si Fy,..., E, es una base para V' y €1,...,¢, es su base dual,
entonces la Propoposicion 2.12 muestra que podemos expresar un covector arbi-
trario w € V* en términos de la base dual como:

W = w;&;,
donde las componentes w; son determinadas por:
wi = w(E;).
Entonces la accién de w sobre un vector X = X, E; es
w(X) = w X, (2.6)

Definicién. Supongamos que V' y W son espacios vectoriales y A : V — W
es una transformacién lineal. Se define la transformacion lineal A* : W* — V*
dada por:
(A*w)(X) = w(AX), paraw e W* X €V,

llamada la transformacion dual o transpuesta de A.

Proposicion 2.13 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Hay un iso-
morfismo candnico entre V y V**,

Demostracion. Dado un vector X € V, se define una funcién lineal X en

V* por: B
X(w) =w(X), paraw € V™.

Se puede comprobar que X (w) depende linealmente de w, de modo que X €
V** y el mapeo X — X es lineal de V a V**. Para demostrar que es un isomor-
fismo, es suficiente verificar que es inyectiva. Supongamos que X € V no es cero.
Extienda X a una base (es decir, X = Ej,...,E,) para V y sea (e1,...,&,) base
dual de V*, entonces

X(e1) =e1(X) =ei(Er) =1#0,

por lo que X 0. N
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Definicién. Sea M una variedad suave. Para cada p € M, se define el espacio
cotangente en p, denotado por Ty M, siendo el espacio dual de T),M:

T*M = (T,M)*.

Los elementos de Ty M se llaman covectores tangentes en p, o simplemente
covectores en p.

Sixy,...,x, son las coordenadas locales en un subconjunto abierto U C M,
entonces para cada p € U, la base de coordenadas (%\p) da lugar a una base
dual (g;,). Por lo tanto, cualquier covector £ € Ty M puede ser escrito unicamente

0

como § = e, donde

Ahora se supone que (Z;) es otro conjunto de coordenadas cuyo dominio se
intersecta con U, y sea (€;,) la base dual de T M a (0/0;|,). Se puede calcular las
componentes del mismo covector £ con respecto al nuevo sistema de coordenadas.
En primer lugar se observa que los calculos muestran que los campos de vectores
coordenados se transforman como sigue:

0| 01, 9
(9.%11)_8.’171])85] p.

Escribiendo a £ en ambos sistemas como:

§= fz‘ffip = fz‘gz‘p,

(2.7)

y usando (2.7) para calcular los componentes &; en términos de Ej, se obtiene:

p) = 5(2—2@)%

0
(9x,-

0%; .~

)= 5 05, (28)

&=¢(

con la propiedad que las n—tuplas (X, ..., X,,) vy (X1, ..., X,,) asignadas a dos
diferentes sistemas de coordenadas (z;) y (Z;) se relacionan por la transformacion:

~ 07
X = @x?

(p) X
Del mismo modo, un covector tangente se puede pensar como una n—tupla

(&1, -+, &,) que se transforma, en virtud de (2.8), como sigue:

~0xy

= Bz, ()& (2.9)

&i
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Definicién. La unién disjunta

M =[] T;M,

peEM

es llamada el haz cotangente de M. Una secciéon de T*M se llama un campo
de covectores sobre M.

Se escribira el valor de un campo de covectores ¢ en un punto p € M como
(0p) en lugar de o(p), para evitar conflictos con la notacién de la accién de un
covector en un vector.

Si (eip) es la base de coordenadas dual para 7,M en cada punto en algin
conjunto abierto U C M, entonces o puede ser expresado localmente como
o, = 0i(p)e;, para algunas funciones oy,...,0, : U — R, llamadas las fun-
ciones componentes de o.

Definicién. Un campo de covectores se dice que es suave si el mapeo de M
aT*M es suave.

Los campos de covectores suaves son llamados 1—formas (diferencial) (la
razén para esta tltima terminologia se pondra de manifiesto en el siguiente capitu-
lo cuando se definen las k—formas diferenciales para k > 1).

Sea M una variedad diferenciable y sea o : M — T7M un mapeo (no se
supone que es continuo) de tal manera que o € T M para cada p € M. Si X es
un campo de vectores suave definido en cualquier subconjunto abierto U C M,
entonces se define la funcién (o, X) : U — R dada por

(0, X)(p) = (0, Xp) = 0p(Xp).

Definicién. Una ordena n—tupla de campos de covectores suaves (01,0, 0y,)
definida sobre algin conjunto abierto U C M es llamada comarco local en U si
(0p) constituye una base para T>M en cada punto p € U. Si U = M, se llama
comarco global.

Dado un marco local (Ey, ..., E,) de TM en un conjunto abierto U, entonces
hay un dnico comarco suave local determinada por (e1,...,&,) que satisface la
relacién €;(E;) = §;;. Este comarco es llamado el comarco dual al marco dado.

Noétese que cada coordenada del campo de covectores ¢; (cuyo valor en p es
el i—ésimo elemento de la base dual ¢;,) es suave, porque cada una de las fun-
ciones de sus componentes es idénticamente 1 o idénticamente 0. Por lo tanto
(€1,...,&,) es una marco local en el dominio de coordenadas, que es llamado una
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comarco de coordenadas.

Se denota el conjunto de todos los campos de covectores suaves en M como
T*(M). Dados 0,7 € T*(M) campos de covectores, cualquier combinacién lineal
ao + bt con coeficientes reales es de nuevo un campo de covectores suaves, por lo
que 7T*(M) es un espacio vectorial. Por otra parte, al igual que los campos vec-
toriales, los campos de covectores pueden ser multiplicados por funciones suaves:
si feC®(M)yoeT*(M),se define un campo de covectores fo por:

(fo)p = f(p)op. (2.10)

Se observa que (fo), es suave.

2.4. La Diferencial de una Funcion

En el calculo elemental, el gradiente de una funcién suave f en R" se define
como el campo vectorial cuyas componentes son las derivadas parciales de f. En
esta seccion se generaliza la idea de derivada.

Definicién. Sea f una funcién suave sobre una variedad M (toda discusién se
aplica a las funciones definidas en un subconjunto abierto U C M simplemente
mediante la sustitucién de M por U en todas partes). Se define un campo de
covectores df, llamada la diferencial de f, por:

df,(X,) = X, f para X, € T,M.

Lema 2.14 La diferencial de una funcion suave es un campo de covectores suaves.

Demostracion. En primer lugar se va a verificar que en cada punto p € M,
df,(X,) depende linealmente de X,,, de modo que df, es sin duda un covector p.

Para cualesquiera a,b e Ry X,,Y, € T,M,

dfp(aX, +bY))
(aXp +0Yp)f = a(Xpf) + (Y, f) = adfy(X,) + bdf, (V).

A continuacién se mostrara que df es suave. Sean (z;) coordenadas locales en
un subconjunto abierto U C M, y sean (g;) las correspondientes coordenadas de
comarco en U. Se escribira df en coordenadas como df, = A;(p)e;, para algunas
funciones A; : U — R, la definicién de de df, implica

0

0
Aip) = dfy (5 - -

J = (p)-

0
x p> B ox;
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Puesto que esta 1ltima expresién depende suavemente de p, se deduce que la
componente de las funciones A; de df son suaves, por lo que df es suave. W

Una de las consecuencias de la prueba anterior es una férmula para la reprensentacion

en coordenadas de df:
of
df, = o (p)eip- (2.11)

Asi, las componentes de df en cualquier sistema de coordenadas son derivadas
parciales de f con respecto a esas coordenadas.

Si aplicamos (2.11) para el caso especial en el que f es una de las funciones
coordenadas dz; : U — R, se observa que

Ox;

dx;, = D)Eip = 0ijEip = Eip-
P axl ( ) P J=wp P
En otras palabras, las coordenadas de los campos de covectores €; no es otro

que dz;. Por lo tanto, la féormula (2.11) para df, puede reescribirse como

ox;
dfp = aw] (p)dxlpa

0 como una ecuacion entre los campos de covectores en lugar de covectores:

0x;
df = ——dux;. 2.12
f = 52da (212
En particular, cuando la dimensién es 1 se reduce a
df
df = —dx.
/ dx v

Por ejemplo, si f(z,y) = z?ycos(x) sobre R?, entonces df estd dada por la
expresion

_ O(z?ycos(x)) O(x?ycos(z))
df = e dz + 3y

= (2wycos(x) — z*ysen(x))dx + x*cos(x)dy.

dy

Como hemos visto, una transformacién suave proporciona una aplicacion lin-
eal sobre los vectores tangentes como el push-forward. Dualizando esto conduce
a una aplicacion lineal sobre covectores que va en la direccién opuesta.

Definicién. Sea F': M — N una tranformacién suave. El mapeo

F* : TpM — TF(p)N,
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produce un mapeo dual
llamado el pullback.

Para evitar la proliferacion de estrellas, se escribe el mapeo pullback asociado
con F' como

Concretando las definiciones, F* se caracteriza por
(F*&)(X) = §(F.X), para € € Ty, N, X € TpM.

Dado un mapeo suave G : M — N y un campo de covectores suave o en N,
se define un campo de covectores G*o sobre M por

(G"a)p = G*(0(G(p)))- (2.13)

Lema 2.15 Sea G : M — N un mapeo suave y supongase que f € C*°(N) y
o € T(N). Entonces
G*df =d(f o G); (2.14)

G*(fo) = (f o G)G"o. (2.15)
Demostracién. Para demostrar (2.14), sea X, € T,M arbitraria y se calcula

(G*df)p(Xp) = (G*dfG’(P)>(Xp)
= dfop)(G.Xp)
= (G*Xp)f
= Xp(foG)
= d(f o G)y(Xp).

De forma similar, para (2.15) se calcula

(G (fo))p = G*((fa)

que es lo que se queria demostrar. W
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Proposicién 2.16 Supongase que G : M — N es suave y sea o un campo de
covectores suave en N. Entonces G*o es un campo de covectores suaves en M.

Demostracién. Sea p € M arbitraria y elijanse coordenadas locales (z;) para
M cerca de p y (y;) para N cerca de G(p). Se escribe a o en coordenadas como
o = o;dy; para funciones suaves o; definidas cerca de G(p) y usando el Lema
2.15 dos veces, se calcula

G'o = G*(0)
— (00 G)Gdy,
— (00G)d(y 0 G).

Debido a que esta expresion es suave, se deduce que G*o es suave. W

En el curso de la prueba anterior, se deriva la siguiente formula para el pullback
de un campo de covectores con respecto a las coordenadas y;:

G*o = G*(O'jdyj) = (O’j o) G)d(ylj o) G) = (Uj o) G)dG], (216)

donde G es la j-ésima funcién componente de G en estas coordenadas. Esta
formula hace que el calculo de el pullback en las coordenadas se haga mas facil,
tal como lo muestra el siguiente ejemplo.

Sea G : R? — R? un mapeo dada por
(u,0) = Gla,y, 2) = (¢%y, ysen(2)),
y sea o € T*(R?) el campo de covectores
o = udv + vdu.

De acuerdo con (2.16), el pullback G*o esta dado por

Gxo = (uoG)d(voG)+ (voG)d(uoG)
= 2%y(sen(z2)dy + ycos(2)dz) + ysen(z)(2zydx + x*dy)
= 2xysen(z)dr + 22sen(z)dy + x*ysen(z)dy + x*y*cos(z)dz.
En otras palabras, para calcular G*o, todo lo que se tiene que hacer es sustituir

las funciones componentes de G por las funciones de coordenadas de N en todas
partes donde aparezca o.



Capitulo 3

Algebra Exterior

El calculo dice como aproximar los objetos suaves por objetos lineales, y las
definiciones abstractas de la teoria de variedades dan una manera de interpretar
aproximaciones lineales en coordenadas invarientes. En este capitulo se dara un
mayor énfasis a esta idea, mediante la generalizacion de los objetos lineales. Esto
conduce a los conceptos de tensores y campos tensoriales en variedades.

Después se describen las representaciones de las coordenadas de campos tenso-
riales, para introducir una clase especial de los tensores, cuyos valores son iterados
por las permutaciones de sus argumentos, llamados los tensores alternantes. El
algebra de los tensores alternantes da una construccion algebraica que es una
operacién entre tensores que se conoce como producto exterior.

3.1. Algebra de Tensores

Definicién. Supongamos Vi, ..., Vi y W son espacios vectoriales. Una apli-
cacion F' : Vi x ... x V, — W se dice que es multilineal si es lineal como una
funcion de cada variable por separado:

F(uy,...;av;+advi,...;0p) = aF(v1, ... 050 08) + ' F(og, .o 00 00 vg).
Aqui hay algunos ejemplos:

= El producto punto en R™ es una funcién con valores escalares bilineal de
dos vectores.

» El producto cruz en R? es una funcién vectorial bilineal de dos vectores que
se utiliza para encontrar un tercer vector ortogonal a dos mas propuestos.

» El determinante es una funcion multilineal de valor real de n vectores en
R™ utilizado para detectar independencia lineal.

36
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Definicién. Un k-tensor en V es una funcion multilineal de valor real de k
elementos de V:
T:Vx..xV =R
k
El nimero £ se llama rango de 7. Un O—tensor es, por convencién, sélo un
numero real.

Definicién. El conjunto de todos los k—tensores en V se denota por J%(V);
es un espacio vectorial bajo las operaciones habituales de adicion y la multipli-
cacién por un escalar:

(aT)( Xy, ..., Xg) =a(T(Xq,..., X)),

(T+T)(Xy, ..., Xe)=T(X1,....X) +T'(Xu1, ..., Xp).

Cada aplicacion lineal w : V' — R es multilineal, por lo que un 1—tensor es
s6lo un covector. Por lo tanto J¥ (V) es, naturalmente identificado con V*.

Un 2—tensor de V' es una funcion bilineal de valor real de dos vectores, que
es también llamado una forma bilineal. Un ejemplo es el producto punto en R”.
Maés en general, cualquier producto interno en V' es un 2—tensor.

El determinante, considerado como una funcién de n vectores, es un n—tensor
en R™.

Definicién. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y sea S €
JEWV), T € JY(V). Se define un k + [—tensor

SRT: Vx..xV >R
K+l

dado por
ST =85(Xq1,..., Xp)T(Xgat1, - Xiwa),

el (k4 l)—tensor es llamado el producto tensorial de S'y T.

Debido a la definiciéon anterior, se puede escribir el producto tensorial de tres
0 mas tensores. Si 17, ...,T; son tensores de rango ki, ..., k;, respectivamente, su
producto tensorial 77 ® --- ® 1} es un tensor de rango k = k; + --- + k;, cuya
accién sobre los k£ vectores se indroducen en los primeros k; vectores en 17, los
ko vectores siguientes en 15 y asi sucesivamente, y multiplicando los resultados
juntos. Por ejemplo, si R y S son 2—tensores y 1" es un 3—tensor, entonces

R®S® T(X17 s 7X7) = R(leXZ)S(X37X4)T(X5a X67X7>‘
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Proposicién 3.1 Sea V' un espacio vectorial real de dimension n, (F;) alguna
base para V' y sea (g;) la base dual. El conjunto de todos los k—tensores de la

formae, ®...®¢e; paral <iy, ..., <n esuna base para J*(V), tal que tiene

dimension n*.

Demostracién. Sea el conjunto B = {&;, ® --- ®¢;, : 1 <'iy,...,0 < n}.
Se tiene que demostrar que B es linealmente independiente y genera a J*(V).
Supéngase que T' € J*(V) es arbitraria. Para cualquier k—tupla (i, ..., i) de
enteros tal que 1 <1i; < n, se define un nimero 7;, _; por

Tiin =T(Eiy,....,E;). (3.1)

Se demostrara que
T =T, i @ D&,

de donde se sigue que B genera a V. Por tanto,

Tiiin€ii ® @€, (Ejy, ..., Ej) = Ty (Ejy) e ()
= Ti..iy0ijy Vi
= Tj ..
= T(E;,...,Ej).

Por multilinealidad, un tensor se determina al evaluar en vectores de la base,
asi que esto demuestra que B genera a V.

Para demostrar que B es linealmente independiente, se supone que alguna
combinacion lineal es igual a cero:

T i€, @ - Q&3 =0,

evaluando en cualquier secuencia (Ey,, ..., Ey,.) de vectores de la base. Por el
mismo calculo anterior, cada coeficiente de T, ;, es cero. Asi, la tnica combi-
nacién lineal de elementos de B que suma a cero es el trivial. W

Es 1til ver de forma explicita lo que ésta proposicion significa para los tensores
» k=0:7J%V) es justo R, asf la dimencién de J°(V) =1 = n°.
» k=1:JYV)=V* tiene dimensién n = n'.

» k=2:J%V)=V*esel espacio de las formas bilineales sobre V. Cualquier
forma bilineal se puede escribir de manera tinica como 1" = Tjje; ®¢;, donde
(T};) es una matriz arbitraria de n x n. Por lo tanto, dim J?(V) = n?.
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Definicién. Se define el haz de k—tensores sobre M por

JM = ] 7HTM),

Mep

y es llamado el haz tensorial sobre M. Se puede observar que hay relaciones
naturales

J°M = M x R.

JT'M = T"M.
Definicién. Una seccién de un haz tensorial se llamado un campo tensorial
sobre M. Un campo tensorial suave si es una seccion que es suave en el sentido

usual de las secciones suaves de haz de vectorial. Se denota el espacio vectorial
de secciones suaves de este haz por

T*(M) = {secciones suaves de J*M}.

En cualesquiera coordenadas locales (z;), las secciones de este haz se pueden
escribir como

o = Z O-il...ikdxil X...Q dl’zk

1<iy..ip<n

La funcién oy, ;, se llama funcidn componente de o en estas coordenadas.

Si M es una variedad diferenciable y o : M — J¥M un mapa (no se
supone que es continuo) de tal manera que o, € J*(T,M) para cada p € M.
Si X1,..., X, es un campo vectorial definido en cualquier subconjunto abierto
U C M, la funcién o(Xy,...,Xy) : U — R se define por

o(X1,. .. X0 (D) = 0p(Xilpe- -, Xily)

Ademas esta funcion es suave.

Los 1—tensor suaves son s6lo campos covectoriales. Recordando que un 0—tensor
es s6lo un nimero real, un 0—tensor es lo mismo que una funcién real.

Definicién. Si F': M — N es una transformacién suave y o es un k—tensor
en IV, se define un k—tensor F*o sobre M llamado el pullback de o por

(F*O')p(Xl, Cee ,Xk) = O'F(p)(F*Xl, ey F*Xk)

Proposicién 3.2 Supiongase que F': M — N y G : N — P son transforma-
ciones suaves, o € J*(N),7 € JY(N), y f € C*(N). Entonces,

(a) F* es lineal sobre R.
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(b) F*(fo) = (fo F)F*o.
(c) F¥*(c ®T) = F*o ® F*r.
(d) (Go F)* = F*oG*.

Demostracién. Sean 0,0’ € 0 € J*(R") y F': M — R" una transformacién
suave y se observa que o + o’ € J*(R")

(Fx(o+0)p(X1,.... X)) = (0+0)pp)(FX1,...,FiXy)
= O'F(p)<F*X1,,F*Xk>+0'}7(p)(F*X1,7F*Xk)
= F'o(F.Xy,....,F.Xy) + Fo'(F.X, ..., F.X}).

Para demostrar (b), sean o € J*(N) y f € C®(N) y se eval’'ua en un punto p

(Fx (fo)y(Xrrerr s Xe) = (fO)rgn(EXo, ... F. X))
= [(F(p))ore (FXy, ..., F.X})
— (F)F oy (F.X,. ... F.Xy).

Para demostrar (c) se toman k + [ vectores Xi,..., X,y € V. Entonces, por
definicion del operador F™ tenemos

Fro@T)p(X1,.... X)) = (0@7)pep)(FuXa, ..., FiXey)
= opp(FX1, . F X e (FuXig, - Fo X))
= oppy(FX1, .. F X)) (FXisn, - Fo X))
= F'(o)® F (T)(X1, ..., Xgs1)

Ahora se tomardn F' y G como se definieron anteriormente, o € J*(N) y k
vectores Xq,..., X, € V.

(GoF)o(Xi,....Xk) = 0Gorp((GoF)Xi,...,(GoF).Xy)
= 0Gorp)(Gx o (F.X1),...,Gy o (F.X}))
— Gopy(FXi,... F.X})
= G (Frop(Xy,...,Xy))
= (G"oF")o,(Xy,..., X))
|

Corolario 3.3 Sea F : M — N suave y que 0 € J*(N). Sip € M y y; son
las coordenadas de N en un abierto no vacio de F(p), entonces F % o tiene la
siquiente expresion cerca de p:

F*(Ujd ----- jkdyjlv SR 7dyjk) = (le ----- ir © F>d(yj1 © F) K& d(yjk © F)
Entonces F*o es suave.

El corolario es una consecuencia de la proposiciéon anterior, ademas de que
muestra cémo se calcula F*o.
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3.2. Algebra de Tensores Alternantes

Definicién. Un k—tensor 7' sobre un espacio vectorial V' de dimension finita
se dice que es alternante si tiene la siguiente propiedad:

T(Xl,...,XZ',...,Xj,...,Xk) :—T(Xb...,Xj7...,Xi,...,Xk).

Teorema 3.4 Supongamos que £ es un k—tensor en un espacio vectorial V con
la propiedad que Q(Xy, ..., Xg) = 0 siempre que X1, ..., Xy son linealmente de-
pendientes. Entonces ) es alternante.

Demostracion La hipotesis implica, en particular, que €2 es cero siempre que
dos de sus argumentos sean iguales. Esto a su vez implica

0 = Xy, . X+ X5, X+ X5, ..., Xp)
= Xy, XX LX)+ QUX X XX
FOUXL, XX X)X X X

= QXy,..., Xi+ X, X+ X, X)) QXL XL X X,
Por lo tanto 2 es alternante. W

Definicién. Para cualquier espacio vectorial real V' de dimension finita, sea
A (V) el subespacio de J*(V) que consiste de los tensores alternantes.!

Recordar que para cualquier permutaciéon o € Sy, el signo de o denotado por
sgn o, es igual a 1 si o es par (es decir, que se puede escribir como una composi-
cién de un numero par de transposiciones) y —1 si o es impar.

Definicién. Dado un k—tensor 7'y una permutacién o € S, definimos un
nuevo k—tensor, 17, por

T7(Xq,. .., Xi) = T(Xoqys - Xow)-

Definicién. Para cualquier vector Xy, ..., X y cualquier permutacion o €
S}, se define
T(Xo(l), e ,Xg(k)) = (sgn T(Xl, e ,Xk))

Cada 0—tensor (que en esencia, es un numero real) es alternante, ya que no
hay argumentos para intercambiar. Del mismo modo, todos los 1—tensor son
alternantes. Un 2—tensor es alternante en una forma bilineal antisimétrica en
V. Se observa que cualquier 2—tensor 71" se puede expresar como la suma de un
tensor alternante y de uno simétrico porque

! Algunos autores utilizan la notacién A¥(V*) en lugar de A¥(V') para este espacio.
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T(X)Y) = %(T(X, Y) = T(Y, X)) + %(T(X, Y) + T(Y, X)).

Definicién. Se define una proyeccién Alt : J5(V) — A¥(V) llamada la
proyeccion alternante, como sigue

1 o
A T = o Z(sgn o)T7.

" o€es

De manera explicita, esto quiere decir

1
Al (X, X) = > (sgn 0)T(Xoq1), - Xow)-

" oes

Si T es cualquier 1—tensor, entonces Alt T'=T. Si T es un 2—tensor, entonces
1
At T(X,Y) = §(T(X,Y) —T(Y, X)).

Lema 3.5 (Propiedades de la Proyeccién Alternante)
(a) Para algin tensor T, Alt T es alternante.
(b) T es alternante si y solo si Alt T =T.

Demostracién. Séa T' € J*(V). Si 0 € Sk es alguna permutacién, entonces

1 g
(Al T)(Xrqy, - Xow) = 45 > T ( Xy, Xory)

€Sk
1 oT
€Sk
1
= EZTW(X177XIC>
NESk

= (Al T)(X1,..., X),

donde se ha sustituido 7 = o7 en la segunda linea a la tltima y se utilizé el
hecho de que 7 recorre sobre todo Sy como lo hace . Esto demuestra que Alt T’
es alternante.

Si T es alternante, entonces T° = T para cada o € S, de donde se deduce
que Alt T = T. Por otro lado, si T' = AltT, entonces T es alternante porque la
parte (a) muestra que es Alt 7. W
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Sea k un entero positivo. Una k—tupla ordenada I = (iy,...,ix) de enteros
positivos se denomina un multi-indices de longitud k. Si I y J son multi-indices
tales que J se obtiene a partir I por una permutacién o € Si en el siguiente
sentido

J1 = lo(1) -+ Jk = lo(k)s

y se denota J = ol. Esto es 1til para extender de la notacion de la delta de

Kronecker de la siguiente manera: si I y J son multi-indices de longitud k, se
define

sgn o, si Iy J no tienen indices repetidos

y J = ol para alguna o € Sy,

org = . . . . (3.2)
0, si I o J tienen indices repetidos
o J = ol no es una permutacién de .
Sea V' un espacio vectorial de dimensién n y supongamos que (e1,...,&,) es

una base para V*. Se define un conjunto de tensores alternantes sobre V', tal
que generaliza la funcion determinante en R". Para cada indice de multi-indices

I = (iy,...,i) de longitud k tal que 1 <iy,..., < i <n, define un k—tensor ;
por
Eiy (Xl) cee Eyy (Xk)
5[(X1,...,Xk> = det
Eir (Xl) e &gy (Xk)
X oo Xk
= det : : (3.3)
Xl,i1 e Xk,ik

Lema 3.6 Sean (Ei) una base para V', (¢;) la base dual de V* y (1) con su
definicion.

(a) Si I tiene un indice repetido, entonces (1) = 0.
(b) Si J = ol para alguna o € Sy, entonces er = (sgn) €.

(¢) El resultado de evaluar e; en una sucesion de vectores de la base es

E

er(E; ) = 017

Ji

Demostracion. Si [ tiene un indices repetidos, entonces para cualquier con-
junto Xi,..., X}, el determinante en (3.3) tiene dos renglones idénticos y por
lo tanto es igual a cero, lo que demuestra (a). Por otro lado, si J se obtiene de
I por intercambio dos indices, los determinantes correspondientes tienen signos
opuestos, lo que implica (b).
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Para demostrar (c), se consideran varios casos. En primer lugar, si [ tiene un
indice repetido, entonces €; = 0 por la parte (a). Si J tiene un indice repetido,
entonces €7(Ej, ... Ej; ) = 0 por ser alternante. Si ninguno de los multi-indices
tiene algin indice repetido, pero J no es una permutacién de I, entonces el factor
determinante en la definicién de €7(Ej, ... E;,) tiene al menos una fila de ceros,
por lo que es igual a cero. Si J = I, entonces €;(E}, ... Ej, ) es el determinante de
la matriz de identidad, que es 1. Finalmente, si J = o, entonces

er(Ej, ... E;) = (sgno)ey(Ej,...Ej,) =sgno, por (b)) N

P

Un multi-indice I = (iy,...,i) se dice que es creciente si iy < -+ < .
Sera 1util denotar una suma sélo sobre multi-indices crecientes, por ejemplo,

ZT[(?] = Z TIf':I-
1

{I:1<i1 << <n}

Lema 3.7 Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Si (g;) es una base para
V*, entonces la coleccion de k— covectores

{er: I es creciente },

es una base para A*(V). Por lo tanto,

dim A*(V) = ( . ) - Wn”—lk)'

Demostracién. Sea (F;) una base para V' y ¢; su base dual, y sea ademads
E = {e; : I es creciente }. Se tiene que demostrar que el conjunto £ genera a
A¥(V) y es linealmente independiente.

Para mostrar que £ genera a A¥(V), sea T € A*(V) arbitraria. Para cada
multi-indice I = (iy, ..., 1), se define un nimero real T; dado por

T, =T(E;,....E;).

El hecho de que T es alternante implica que 77 = 0 si I contiene un multi-
indice repetido, y Ty = (sgn o)I si J = ol para 0 € Si. Para cualquier multi-
indice J, el Lema 3.6 da como resultado que 7' sea alternante, lo que implica que
T; = 0 si contiene un multi-indice repetido, y T, = (sgn o)1y si J = ol para
o € Sk. Para cualquier multi-indice J, el Lema 3.6 da

> Tie(Ejy,... E) =Y Tioy =T; = (Ej,....E;,).
I I

Entonces Y, Tre; = T, asi € genera a A*(V).
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Ahora hay que demostrar que £ es linealmente independiente. Supongamos

que
Z Tier =0,
I

para algunos coeficiente T7. Sea J algin multi-indice creciente. Aplicando en
ambas partes (Ej,, ..., Ej,.) v utilizando el Lema 3.6,

0= ZTIEI(EJU "'7EJK> = TJ.
I

Asi, cada coeficiente de T); es cero. W

En particular, para un espacio vectorial V' de dimensién n, este lema implica
que A"(V) es de dimensién 1, y es generado por €1, ,. Puesto que no hay multi-
fndices crecientes de longitud mayor que n, el espacio A*(V) es el espacio trivial
para k > n.

Definicién. Si w € A¥(V) y n € A¥(V), se define el producto cunia o el
producto exterior de w y n como el (k + [)—tensor alternante

wAn= (kk—;!l)! Alt (w®n). (3.4)

Lema 3.8 Para cualesquiera dos multi-indices I = (i1,... 1) ¥y 7= (J1,---,71)
erNe;=c¢€ry, (3.5)

donde IJ es el multi-indice (iy,...,ik, J1,---,j1) obtenidos mediante la concate-

nacion de I y J.

Demostracion. Por multilinealidad, es suficiente demostrar que

er N €J(Epl, ey Epk+l) = EIJ(Epl, oo 7Epk+l)7 (36)
para cualquier sucesion (E,,,. .., E,, ) de vectores de la base.
Caso I: P = (p1,...,pks) tiene un indice repetido. En este caso, ambas partes

de (3.6) son iguales a cero por ser tensores alternantes.

Caso II: P contiene un indice que no pertenece a I ni .JJ. En este caso, el lado
derecho es cero por el Lema 3.6(c). Del mismo modo, cada término en la
expresion del lado derecho, ya sea €; o £ evaluado sobre una sucesion de
vectores de la base que no es una permutaciéon de I o J, respectivamente,
por lo que el lado izquierdo es también cero.
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Caso III: P =1J y P no tiene indices repetidos. En este caso, el lado derecho
de (3.6) es igual a 1 por el Lema3.6(c), por lo que se necesita demostrar
que el lado izquierdo es también igual a 1. Por definicién,

5[/\€J(Ep17""Epk+l>

(k +1)!
= Alt (7 ®¢5)(Epys -5 Ep, )
1
= Z (sen 0)er(Ep, - s By )Es (Bprys -+ B ny)-
o UESk+l

Por el Lema 3.6, de nuevo, los tnicos términos en la suma anterior que
dan valores distinto de cero son aquellos en los que ¢ permuta los primeros
indices k y los ultimos indices [ de P por separado. En otras palabras, o debe

ser de la forma o = 7n, donde 7 € S), actia permutando 1,..., K yn € .5
actia permutando k + 1,...,[. Por lo tanto, sgn (1) = (sgn 7)(sgn 7n), se
tiene

EIAEJ(EPI,...E )

) T Pk+1

1
= W Z (Sgn T) (sgn n)gf(EpTu)v T Epr(k>>5J(Epn(1)v T Epn(k+l>)

TESK

nesS)
1
= <E Z(sgn T)Er(Ep, s - - .,EpT(k))> X
) TESK
1
(l_' Z(Sgn n)gj(Epn(k+l)7 T Epn(k+z))>
" neS,
= (Alt &) (B, ..., By (Alt £5) (Epy s By

- 51(Ep17 SRR Epk)gj(Ekarl? SRR Epk+z)

Caso I'V: P es una permutacion de IJ. En este caso, aplicando una permutacién
a P nos lleva de nuevo al Caso III. Dado que el efecto de la permutacién es
multiplicar ambos lados de (3.6) por el mismo signo, el resultado es también
valido en este caso. M
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Proposicién. (Propiedades del Producto Cuna)

(a) Bilinealidad:
(aw +d'W')An=alwAn)+dW An).

n(aw + d'w') = aln Aw) +d'(n AW').

(b) Asociatividad:
WA AL = (wAn)NE

(c) Anticonmutatividad: para w € A¥(V) y n € AY(V),

wAn=(=1)"nAw.

(d) Si (e1,...,&x) es una base para V* e I = (iy,...,1) es algin multi-indice,
e N...Ney, = €. (3.7)
(e) Para cualesquiera covectores wy, ...,wy y vectores X7, ..., Xy,
wi A A wR(X, ., X)) = det(wi(X)). (3.8)

Demostracion. La bilinealidad se sigue de la definicion, ya que el producto
tensorial es bilineal y el operador Alt es lineal. Para probar la asociatividad, por
el Lema 3.8 se tiene

(5[/\8])5[{:EIJ/\EK:€[JK:€[/\€JK:€[/\(€J/\€K).

El caso general se sigue de la bilinealidad. De manera similar, usando el Lema
3.8, nuevamente se obtiene

erNeyg=cery = (sgn 7)es Ney,

donde 7 es la permutacién de I.J a JI. Se puede comprobar que sgn 7 = (—1)*,
porque T se puede descomponer como una composicion de kl transposiciones (ca-
da indice de I debe ser movido més alla de uno de los indices de J). Anticonmu-
tatividad entonces se sigue de bilinealidad.

La parte (d) es una consecuencia inmediata del Lema 3.8 ¢ induccién. Para
demostrar la parte (e), se observa que el caso especial en el que cada w; es uno
de la base de covectores ¢;; sélo se reduce a (3.7). Es suficiente con observar que
ambos lados de (3.8) son multilineales en (wy, ..., w).

Debido a la parte (d) de este lema, por lo general se utilizan las notaciones e;
y €, N ... N¢gj, indistintamente. W
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3.3. Formas Diferenciales

Sea M una variedad suave de dimensién n. El subconjunto de J*M que consta
de tensores alternantes y que se denota por A¥M, es:

AM =TT AT, M).

Mep

Definicién. Una seccién suave de A¥(M) se llama una k—forma diferencial
o simplemente una k—forma. Es un campo tensorial suave cuyo valor en cada

punto es un tensor alternante. Se denota el espacio vectorial de las secciones de
ARM como A*(M).

En cualquier carta coordenada, una w k—forma se puede escribir localmente

como
w= Zwldxil A Ndy, = Zw[dx[,
I I

donde los coeficientes w; son funciones suaves definidas sobre una vecindad
abierta no vacia, y se usa dx; como una abreviatura de dxy A ... A dzy (no con-
fundir con la diferencial de una funcién x;). En términos de formas diferenciales,
el resultado del Lema 3.6(c) se traduce a

0 0
d.fl?zl/\/\dl'lk< )ZCS[J.

gy
8% 8xjk

El producto cufia de una k—forma con una [—forma es una (k+1)—forma. Un
0—forma es sélo una funcién real e interpretamos el producto exterior de f A n
una 0—forma f, con 1 una k—forma en sentido del producto fn.

Una 1—forma es justamente un campo suave de covectores. Sobre R?, algunos
ejemplos de 2—formas estan dadas por

w = (sen(xy))dy A dx;

n=dx Ndy+dz N\dz+dy N dz.

Definicién. Sea F' : M — N es un tranformacién suave y w una forma
diferencial en N, el pullback F*w, que es una forma diferencial en M, se define
como un campo tensorial suave:

Fro(Xq,..., X)) =w(FX1, ..., FXy).

Si F': M — N es una transformacion suave y w es una forma diferencial en
N, el pullback F*w es una forma diferencal en M. Si F'(x) = y, entonces F' induce
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una transformacién derivada dF, : T,(M) — T,,(N). Como w(y) es un p—tensor
alternante en 7, (/N), podemos hacer una induccién sobre T, (M). Sea

fro(r) = w(f(z))(df:)".

Mas explicito en el espacio euclidiano, sea F' : R™ — R™ una transformacién
diferenciable. Entonces, F' induce una transformacién F™* tal que lleva k—formas
en R™ sobre k—formas en R™. Ahora, sea w una k—forma en R™. Por definicién,
F*w es una k—forma en R™ dada por

(Erw)(p)(vrs - - on) = w(E@)(dfp(01), - - dfp(vr),

donde p € R",vq,...,v, € T,R" y df, : T,R" — T,R™ es la diferencial de F’
en p. Se establece la convenciéon de que si G es una 0—forma, entonces

F*g=goF.

Lema 3.9 Supongase que F': M — N es suave.
a) F*(wAn) = (F*w) A (Fn).

b) En alguna carta coordenada,

F* (Z widyi, A ... A dyik> = (wroF)d(y, o F)A... Nd(y;, o F).
I

Demostracién. a) Sea F(z) =y, w =) ;ardy; y ¢ = »_; bidy;, entonces

Frlwny) = F~ (Z arbydyr A dyJ)

1J
= ZCL](F)bJ(F)dF[ N dFJ

1J

= > ai(F)dFy A by (F)dF,
I J

= F'w A Fro.

b) Sea w =), a;dy; una k—forma en N, entonces

F*w = F~ (Zaldyil/\.../\dyik>
1J

= 3 F(an)(Frdyy) A A (F dy,,),

ya que
F*dy; = dy;(dF) = d(y; o F).
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Por tanto, se obtiene
Frw=> (wroF)d(y, o F)A...Nd(y; 0 F). W

Sea w = dxAdy una 2—forma sobre R%. Tomando la transformacién de coorde-
nadas polares z = rcos() y y = rsen(f) como una expresién de la transformacién
identidad con respecto a las coordenadas diferentes en el dominio y rango, se tiene

w = dxANdy
= d(rcos(#)) A d(rsen(d))
= (cos(@)dr — rsen(6)df) A (sen(0)dr + rcos(0)dd)
= rcos®*(0)dr A df — rsen®(6)df A dr.

donde se ha utilizado el hecho de que el dr A dr = df A 8 = 0. Debido a
dr N\ df = —df A dr, esto se simplifica

dr N\ dy = rdr A\ df.

La similitud entre esta formula y la férmula para cambiar una integral doble
de coordenadas cartesianas a polar es sorprendente.

Lema 3.10 Sea F : M — N wuna transformacion suave entre variedades de
dimension n. Si (x;) y (y;) son las coordenadas sobre conjuntos abiertos U C M
yV C N, respectivamente, y u es una funcion suave sobre V, entonces se cumple
lo siguiente en U U F~1(V):

J

F
F*(udy; A ... ANdy,) = (uo F)det (8

o ) dry A ... Ndxy,. (3.9)

Demostracién. Debido a que A" M es generado por dzy A ... A dzx, en cada

punto, es suficiente mostrar que ambos lados de (3.9) dan el mismo resultado
cuando son evaluadas 0/0xy,...,0/0z,. Del Lema 3.9

F*(udyy A ... ANdyp) = (uo F)dFy A ... NdF,.

La Proposicion 3.2(e) muestra que

i b () = (5 (5 ) =0 (57).

Por lo tanto, el lado izquierdo de (3.9) da (uo F) det(0/0x;) cuando se aplica a
(0/0xq,...,0/0x,). Por otra parte, el lado derecho da el mismo resultado, porque
dxiN, ..., Ndx,(0/0xq,...,0/0x,) =1. W
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3.4. Derivada Exterior

En esta seccidn, se define un operador diferencial natural llamadao la derivada
exterior de una forma. Es una generalizacién de la diferencial de una funcién.

Dada w, una condicién necesaria para la existencia de una funcion f tal que
w =df es
awj 8wi

Ox; Oz,

Definicién. Se define una 2—forma dw por

&,uj (9601'
dw = Z (@xi — &Ej) dx; N\ dx;.

i<j

=0

Esta férmula tiene una generalizacién significativa a las formas diferenciales
de todos los grados. Para cualquier variedad, se va a mostrar que es un operador
diferencial d : A¥(M) — AF*1(M) que satisface d(dw) = 0 para toda w. Por lo
tanto, se sigue que una condicién necesaria para una k—forma w que es igual a
dn para alguna (k — 1)—forma 7, es dw = 0.

Definicién. Sea w una k—forma en una variedad. La derivada exterior dw
esta definida por
d( 3 w;dx,-) =3 dwr Aday. (3.10)
I I

donde dw; es sélo la diferencial de la funcién w;. Un poco mas detallado, esto

d (Z wdx;, N ... A\ da:ik) = Z Z %dwmdmil AN
I I ‘

Obsérvese que cuando w es una 1—forma, esto se convierte en

€S

Ow; awi
d(wjdz;) = dx; A dr; = ; <3xj - ax]) dx; A da;,
con el hecho de que dz; A dv; = —dx; A dx;, por lo que es consistente con la

definicién anterior.

Teorema 3.11 (La derivada exterior) En cualquier variedad diferenciable M ,
eziste una tnica tranformacion lineal d : A¥(M) — A*L(M) para cada k > 0
que satisface las siguientes condiciones:

i) Si f es una funcion suave (una 0—forma), entonces df es el diferencial de f,
definida como siempre

df (X) = X .
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i) Siw e A¥(M) yn e A(M), entonces
dwAn) =dwAn+ (=1)FwAdn.

iii) d* = 0. Mds precisamente, para cualquier w k—forma, d(dw) =0

En cualesquiera coordenadas locales, d viene dada por el Lema 3.10.

Demostraciéon. En primer lugar se demostrara la unicidad. Supéngase que
d: A*(M) — AL (M) es un operador lineal que satisface (), (i7) y (i4i). Se va
a demostrar que también satisface (3.10) en cualquier carta coordenada local, lo
que implica que es la 1inica determinada.

Se comenzara mostrando que d es local, en el sentido siguiente: Si w y w son
k—formas sobre M que coinciden en un subconjunto abierto U C M, entonces
dw = dw sobre U. Escribiendo a n = w — w, es suficiente mostrar que dn = 0 en U
si 1) se anula sobre U. Sea p € U arbitrario, y sea ¢ € C*°(M) una funcién tal que
es igual a 1 en un entorno de p y con soporte en U. Entonces, ¢n es idénticamente
cero sobre M, por lo que

0 = d(en)y, = dwp A1y + @dn, = dny,

porque ¢ = 1 en un abierto no vacio de p. Como p es un punto arbitrario de
U, esto demuestra que dnp =0 en U.

Supéngase que (x;) son coordenadas en un subconjunto abierto U C M.
Sea w € AF(M) expresada como w = >, wrdx; en coordenadas en U. Se va
mostrar que (3.10) en cada punto p € U. Por el Lema de Extensién 1.9, se
puede extender las funciones de coordenadas x; a funciones suaves x; sobre toda
la variedad M tal que concuerda con z; en alguna vecindad de p. Del mismo
modo, se extienden las funciones componentes w; a las funciones w; sobre M. La
k—forma w =, w;dx;, A ...\ dz;, se define globalmente en M y coincide cerca
de p. Usando la linealidad de d junto con (i) y (i), se calcula

o = d(Z&,d@lA...Ad@k>
I
= Y diy ATy, AL AT, 4 (1)) @d(dT, A A dE),
I I
porque w; es una 0—forma. Ahora, utilizando (i) una vez més, el tltimo

término se expande en una suma de términos, cada uno de ellos contiene un
factor de la forma d(dx;,), que es cero por (iii). Por lo tanto, ya que d es local

dwy, = d@y = dyly NdTiy Ao ANdTyp = dwily Adwiy A A dag,
I I
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Puesto que p es arbitraria, (3.10) se cumple sobre todo U. Esto demuestra
que dw esta determinada de manera tnica.

Ahora se demostrard que dicho operador existe, se empezard por asumir que
M esta cubierta por una sola carta coordenada y se define a d por (3.10). Este
operador es lineal y satisface (i). Tenemos que comprobar que satisface (i7) y
(77i). Antes de hacerlo, tenemos que saber que d satisface

d(f(dzyy A ... Ndxy,)) =df Ndzy, A ... Ndxy,),

para cualquier multi-indice. Si I repite indices, entonces ambos lados son
iguales a cero. Si no, sea ¢ la permutacién de I a un multi-indice creciente J.
Entonces

d(f(dxi, Ao ANdxy,)) = (sgn o)d(fdxy, A...Ndz;,)
(sgn o)df Ndxzi A ... Ndx;,

Para probar (i), es suficiente con considerar términos de la forma w = fdz; =
fdxy A ... Ndx;, vy n=gdr;. Se calcula

dwAn) = d(fdxr) A (gdzy)
= d(fgdxr Ndxy)
= (gdf + fdg) Ndx; N\ dxy
= (df Ndxzy) A (gday) + (=1)*(fdx;) A (dg A dxy)
= dwAn+ (—=1)FwAdy,

donde (—1)* viene de dg A dz; = (—1)*dx; A dg.

Se va a probar (ii7) primero para el caso especial de una 0—forma, es decir,
una funcion real suave. En este caso,

_ (9
O f
92 f 92 f

1<j

= 0.
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Para el caso general, se utiliza el caso k = 0 junto con (ii) para calcular

d(dw) = d(Zde/\da:il/\.../\dxik>
I

= Y d(dwy) Adai, A Ada,
I

k
+ N (1 dwr Adg, A A d(dr) AL A da,
I

J=1

Por ultimo, se considera el caso de una variedad M arbitraria. En cualesquiera
coordenadas de dominio U C M, se tiene un unico operador lineal dy que se de-
fine como se mostré anteriormente y que satisface las propiedades (i), (it) y (7).
En cualquier conjunto U U U’ en la interseccién de dos cartas, las restricciones
de dyw y dyrw a U U U’ concuerdan por la unicidad, por lo tanto, la definen dw
por (3.10) en cada carta coordenada. Asi se tiene un operador que satisface (i) a
(ii5). W

Cualquier 1—forma en R? puede ser escrita como
w = Pdx + Qdy + Rdz,

para algunas funciones suaves P, () y R. Usando (3.10) y el hecho de que el
producto cuna de cualquier 1—forma con si mismo es cero, se calcula

dw = dP Ndx+dQ ANdy+dRANdz
(0P oP oP oQ 0Q oQ
= <axdx—|- 8ydy+ azdz)/\da;+<a$dx+ ayder 8Zdz)/\dx

+ (ﬁdx + @dy + @dz> Adz

ox oy 0z
0Q 0P oP OR
= <%—a—y>dx/\dy+(§—%)d2/\dx

OR 0Q
+ (a—y - %—F) dy A dz.
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Lema 3.12 Si G : M — N es una transformacion suave, entonces la transfor-
macién pullback G* : A¥(N) — A¥(M) conmuta con d: para toda w € AF(N),

G (dw) = d(G"w). (3.11)

Demostracién. Sea w € A*(N) arbitraria. Debido a que d es local, si (3.11)
se cumple en una vecidad de cada punto, entonces se cumple sobre todo M. En
una vecindad, w se puede escribir como una suma de términos fdz;, A... Adx;,,
asi que por linealidad es suficiente comprobar (3.11) para una forma de este tipo.
Para alguna forma, el lado izquierdo de (3.11) es

Grd(fdzy N ... Ndx;) = G(df Ndxy N...Ndzy,)
d(foG)Nd(xy;, oG) N ... Nd(z4, 0 G),

mientras que el lado derecho

dG*(fdzyy N ... Ndxy,) = d((foG)d(x;, o G)N...Nd(x;, 0 Q))
= d(foG)Nd(z;; o G)N...Nd(z, 0 G). N

Se dice que una forma diferencial w € A*(M) es cerrada si dw = 0, y exacta si
existe una (k — 1)—forma 7 sobre M, tal que w = 7. El hecho que d* = 0 implica
que toda forma exacta es cerrada. El reciproco no es cierto.



Capitulo 4

Integracion en Variedades

Hemos introducido las formas diferenciales en el capitulo anterior, y que seran
los objetos que se pueden integrar en variedades en una manera independiente
de las coordenadas. En este capitulo, se dara la definicion de la integral de una
n—forma diferencial sobre una variedad suave de dimension n.

En la primera parte de este capitulo se desarrolla la teoria de orientacion, que
es una forma sistematica de control de las transformaciones para coordenadas con
determinante positivo, eliminando asi el problema de signo. Se inicia con con las
orientaciones de los espacios vectoriales y se muestra cémo esta teoria se puede
llevar a variedades.

Posteriormente se trata la teoria de integracion. En primer lugar, se define la
medida cero para un conjunto y en seguida se enuncia el criterio de integrabilidad
de Lebesgue, para asi definir la integral de una forma diferencial sobre un dominio
en el espacio euclidiano. A continuacion se muestra como utilizar la invarianza de
los difeomorfismo y las particiones de la unidad para extender esta definicién de
la integral de una k—forma con soporte compacto sobre una variedad orientada
de dimensién k. La principal caracteristica de ’esta definicion es que permanece
invariante bajo difeomorfismos que preservan la orientacion.

4.1. Orientacién de Espacios Vectoriales

La palabra “orientacién” tiene algunos significados familiares de nuestra ex-
periencia, que puede ser interpretado como reglas para senalar ciertas bases de
R!, R? y R3. Por ejemplo, se entiende por una “orientacién” de una linea en el
sentido de una eleccion de la direccion preferida a lo largo de la linea, por lo que
podrfa declarar una base orientada para R! que apunta a la derecha (es decir, en
la direccién positiva). Una base de vectores para R? es aquella para los cuales la

o6
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rotacién del primer vector al segundo se encuentra en el sentido antihorario.

Aunque “derecha” e “izquierda” no son términos matematicos, se puede tra-
ducir las condiciones para la eleccién orientada de las bases de R!, R? y R3.
En términos matematicos rigurosos, se puede comprobar que en los tres casos,
las bases preferidas son aquellas cuya matriz de transicién a partir de la base
estandar tiene determinante positivo.

En un espacio vectorial abstracto para el cual no hay una base candnica, no
hay ninguna manera de determinar qué bases estan “orientadas correctamente.”
Por ejemplo, si V' es el espacio de polinomios de grado a lo sumo dos, jquién
puede decir cual de las bases ordenadas (1, z,2?) o (2%, x,1) es “ derecha”? Todo
lo que podemos decir, en general, es el significado de que dos bases tengan la
misma orientacion.

Definicién. Sea V un espacio vectorial de dimencion finita. Una base orde-
nada para V es una base establecida con un orden especifico; es decir, una base
ordenada para V es una secuencia finita de elementos de V' linialamente indepen-
dientes que generan a V.

Definicién. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n > 1. Decimos que dos

bases ordenadas (E1,...,E,) y (B, ..., E,) son consistentemente orientadas si
la matriz de transicién (B;;), definida por
E, = ByE;, (4.1)

tiene determinante positivo.

Observese que (Ey,...,E,) y (El, e ,En) estan relacionadas por la matriz
Bi;, y la relacion es de equivalencia simpre que F; = B;;E;, es decir siempre que
exista (B;;).

Definicién. Sea V un espacio vectorial de dimencion n, se define una ori-
entacion para V como una clase de equivalencia de bases ordenadas. Si E1, ..., E}
es una base ordenada de V', se denota la orientaciéon que esta determinada por
[Ey, ..., E,).

Definicién. Un espacio vectorial con una eleccion de la orientacién se llama
un espacio vectorial orientado.

Definicién. Sea V que esta orientado, cualquier base ordenada F,..., E}
que se encuentra en la orientacion dada, se dice que es orientada positivamente.
Una base que no esta en la orientacién se dice que esta orientada negativamente.
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Para el caso especial de un espacio vectorial V' de dimension 0, se define una
orientacién de V' simplemente por una elecciéon de uno de los nimeros +1 6 —1.

Hay una importante relacién entre las orientaciones y los tensores alternantes,
expresados en el siguiente lema.

Lema 4.1 Sea V' un espacio vectorial de dimension n > 1, y supongamos que
Q es un elemento distinto de cero de A"(V). El conjunto de bases ordenadas
(Er, ..., E,) tal que Q(Ey, ..., E,) >0 es una orientacion para V.

Demostracion. Sea Og el que denota el conjunto de bases ordenadas so-
bre el que €2 toma valores positivos. Se tiene que demostrar que Og es exacta-
mente una clase de equivalencia. Elfjase una de las bases (Ej,..., E,) tal que
Q(Ey,...,E,) > 0 (dicha base siempre puede ser encontrada partiendo de una
base arbitraria y reemplazando a E; por —F; si es necesario). Sea €1,...,¢&, la
base dual. Puesto que €1 A ... A g, es una base para A"(V), se escribe a ) de
la forma Q = f(x)ey A ... Ae, donde f es una funcion de valor real, entonces
QEy, ..., Ey) = f(@®)ea A...Aey(Ey, ..., E,), de tal manera que existe un cierto
nimero ¢ (necesariamente positivo) tal que Q = cey A ... Agp.

Ahora, si (E\,...,E,) es otra base, con matriz de transicién (A;;) definida
por B

E; = A E;,

se tiene entonces que

Q(E1,...,En) = calA.../\an(El,...,En)

= cdet(g(E;))
= C det(A”)

Se sigue que (E;) es consistente con la orientacién (E;) si y sélo s

Q(E,,...,E,) >0,
por lo tanto Oq = [Ey,..., E,]. A

Si V' es un espacio vectorial orientado y w es un n—covector que determina la
orientacion de V' como se describe en el Lema 4.1, se dice que w, un n—covector, es
una orientacion (o de orientacién positiva). Por ejemplo, el n—covector e; A. .. Ae,,
es una orientacién positiva para la orientacién estandar sobre R”.
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4.2. Orientacion de Variedades

Definicién. Sea M una variedad diferenciable. Se define una orientacion pun-
tual en M por una eleccién de orientacion de cada espacio tangente.

Por si mismo, esto no es un concepto util, porque las orientaciones de los lu-
gares puede no tener relacion entre si. Por ejemplo, una orientaciéon punto a punto
en R"” podria cambiar aleatoriamente punto a punto entre la orientacion normal
y su opuesta. A fin de que las orientaciones que tienen alguna relacién con el
atlas suave maximal suave, necesitamos una condicion adicional para asegurarse
de que las orientaciones de de espacios tangentes cercanos sean coherentes entre si.

Recordemos que un marco local de M es una n—tupla de campos vectoriales
suaves (E1, ..., E,) en un conjunto abierto U C M tal que (E;|,) constituye una
base para T,M en cada p € U.

Definicién. Una marco local (FE;), se dice que es orientado positivo si
(Eilp, - ., Enlp) es una base orientada positiva para T,M en cada punto p € U.
Una marco orientada negativamente se define de forma andloga.

Definicién. Una orientacion puntual es continua si cada punto esta en el
dominio de un marco local orientado. Una orientacion para M es una es una
orientacion puntual continua.

Definicién. Una wvariedad orientada es una variedad suave junto con una
eleccion de la orientacién. Se dice que M es orientable si existe una orientacién
para ella y no orientable en caso contrario.

Si M es de dimensién 0, esta definicién solo significa que una orientacion de
M es una eleccién de 1 a cada uno de sus puntos.

Las siguientes dos proposiciones dan formas de especificar la orientacién sobre
variedades que son algo mas practico de usar que la definicién anterior.

Definicién. Una carta coordenada (U, ¢) suave se dice que es orientada posi-
tivamente si el marco coordenado (0/dx;) es una orientacién positiva, y orientada
negativamente si la marco coodenada esta orientada negativamente.

Definicién. Una coleccién de cartas {(U,, pa)} se dice que estd orientada
consistentemente si para cada «, f la transformacion de transicién pzo @, ! tiene
jacobiano positivo para todo p sobre ¢, (U, N Up).
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Proposicién 4.2 Sea M una variedad suave de dimension n y supongase que
tiene un recubrimiento abierto de M por cartas {(Uy, pa)} orientadas consisten-
temente. Entonces hay una unica orientacion para M con la propiedad de que
cada carta p, es orientada. Inversamente, si M es orientada, la coleccion de
todas las cartas orientadas es una cubierta consistentemente orientada de M.

Demostracién . Para cualquier p € M, la condicién de “consistentemente”
significa que la matriz de transicién entre las bases de coordenadas determinadas
por cualesquiera dos de las cartas en la cubierta dada, tiene determinante positivo.
Asi, las bases de coordenadas para todas las cartas propuestas determinan la
misma orientacién en T,M. Esto define una orientacién punto a punto sobre
M. Cada punto de M estd en el dominio de al menos una de las cartas, y el
marco coordenado correspondiente es orientado por definicion, por lo que esta
orientacién punto a punto es continua.

Sea {(Uy, ¢a)} una cubierta para M, se elige una orientacion(positiva) para
M , asi cada carta coordenada determina una orientacién para cada T,M, esta
es una orientacion punto a punto continua por ser M orientable, asi para cua-
lesquiera dos cartas ¢, s las bases inducidas van a tener la misma orientacion
y estan consistentemente orientadas, la matriz de transicién tiene determinante
positivo y como la matriz de transicién es la matriz asociada a d(pg o ¢ '), por
lo tanto la coleccion de cartas coordenadas es consistentemente orientada. W

Definicién. Cualquier n—forma no nula sobre una variedad M de dimension
n se llama una forma de orientacion.

Si M es una variedad orientada y €2 es una forma de orientacién dada, se dice
que Q es (positiva) orientada. Se puede comprobar que si Q y € son dos formas
orientadas positivamente en la misma variedad M orientada, entonces Q = f{
para alguna f funcién suave estrictamente positiva.

Proposicién 4.3 Sea M una variedad diferenciable de dimension n > 1. Una
Q € A(M) n—forma no nula, determina una unica orientacion de M para las
cuales 2 es orientada positivamente o negativamente en cada punto. Inversa-
mente, si a M se le da una orientacion, entonces hay una n—forma no nula de
M que es positivamente orientada en cada punto.

Demostracion. Sea una n—forma no nula sobre M. Entonces €2 define una
orientacion punto a punto por el Lema 4.1, por lo que se tiene que comprobar es
que es continua. Sea (x;) cualesquiera coordenadas locales en un dominio conexo
U C M. Escribimos Q2 = fdxy A ... ANdz, en U, el hecho de que €2 es no nula
significa que f no se a nula y por lo tanto

0 0
Ql —,....,— | =
(axl7 7a$n) f%()?
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en todos los puntos de U. Dado que U es conexo, se sigue que esta expresion es
siempre positiva o bien siempre negativa en U, por lo tanto la carta coordenada
es simpre orientada positiva o bien orientada negativamente. Si es negativamente,
podemos reemplazar x; por —x; para obtener una nueva carta coordenada de tal
modo que el marco coordenado es orientado positivamente. Asi, la orientacién
puntual dedeterminada por €2 es continua. Inversamente, supongamos que M es
orientada. Sea {(U,, ¢a)} €l conjunto de todas las cartas orientadas para M. En
cada dominio coordenado U,, la n—forma €, = dx; A ... A dx, es orientada
positivamente. Sea {1,} una particiéon de la unidad subordinada a la cubierta

{Us}, v se define
Q= vl

Como ambas funciones son continuas, entonces €2 es continua. Para completar
la prueba, se tiene que demostrar que 2 nunca se anula. Sea p € M arbitraria y
(Ey, ..., E,) una base orientada para T,M. Para cada « tal que p € U, tenemos
Qalp(Er ... E,) > 0. Puesto que ¢,(p) = 0 para todas las demds a’s, hay al
menos una « para la cual ¥,(p) > 0, y en este caso se tiene

Q(Er . Ey) =) 0a(p)Qalp(Br ... Ey) > 0.

AsiQ, #£0. W

Si M es una variedad de dimensién 0, la Proposiciéon sigue siendo valida si
interpretamos una forma orientada como una funciéon no nula §2 que asigna a la
orientacién +1 a los puntos donde 2 > 0 y —1 a los puntos donde € < 0.

Proposiciéon 4.4 Todas la variedades paralelizable son orientables.

Demostracién. Supongamos que M es paralelizable y que (Ey, ..., E,) un
marco global para M. Definase una orientacién puntual al decir que (E\ |, . . ., E,lp)
es una orientaciéon positiva en cada p € M. Esta orientacion puntual es continua
porque cada punto de M esta en el dominio del marco orientado (global) (£;). B

Sean M y N variedades orientadas positivamente y sea F' : M — N un difeo-
morfismo local. Decimos que F' conserva la orientaciéon si para cada p € M, F,
lleva bases orientadas positivamente (o negativas) de 7,M a bases de orientadas
positivamente (o negativas) de Tp) N e invierte la orientacién si se lleva bases
orientadas positivamente (o negativas) de T, M a bases orientadas negativamente
(o positivas) de Tpp)N. Observar que un mapeo suave F' : M — N preserva
orientacién si y solo si su matriz jacobiana con respecto a cualesquiera cartas
coordenadas orientadas para M y N tiene determinante positivo, e invierten la
orientacién si y sélo si tiene determinante negativo.
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4.3. Integracion de Formas Diferenciales sobre
el Espacio Euclidiano

Definicién. Si a = (ay,...,a,) y b= (b1,...,b,) son dos n-adas tales que
ai <bl,...,an<bn

denotamos con S(a, b) al sélido rectangular formado por los puntos (z; ... xz,) €

R" qie satisfacen a; < x; < b;, © = 1,...,n. El producto
H(bi a;)
i=1
es el volumen de S = S(a, b), que denotamos con Vol(S) (siby—a; = - - b,—ay,

es un cubo).

Definicién. Un subconjunto A C R" se dice que tiene medida cero si para
cualquier 0 > 0 existe una cubierta numerable para A por cubos abiertos C; tal
que Y. Vol(C;) < 6.

Proposicién 4.5 (Criterio de Integrabilidad de Lebesgue) Sea A C R™ un
rectangulo y sea f: A — R una funcion acotada. Si el conjunto

S ={xe€A: fno es continua en x},
tiene medida cero, entonces f es integrable.

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado. Por definicion de los conjuntos de medida
cero, S puede ser cubierto por una colecciéon numerable de cubos abiertos {C;}
con un volumen total menor que e.

Para cada punto ¢ € A\ S, ya que f es continua en ¢, hay un cubo D, centrado
en ¢ tal que |f(z) — f(q)| < € para todo x € ND,N A. Esto implica que supp, f —
infp, f < 2e.

La coleccion de todos los cubos abiertos de la forma Int C; o Int D,. es una
cubierta abierta de A. Por compacidad, un nimero finito de ellos cubren A. Se
reetiquetan estos cubos como: {C, ..., Ck, Dy, ..., D;}. Remplazando a cada C; o
D; por su interseccién con A, se puede suponer que cada C; y D; son rectdngulos
contenidos en A.

Dado que hay s6lo un nimero finito de rectangulos {C'i, Dj}, existe una particién
P con la propiedad que cada C; o D; es igual a una unién de subrectdngulos de
P. (Sélo se tiene que utilizar la unién de todos los extremos de los intervalos de
los rectangulos de los rectangulos C; y D; para definir la particién). Se puede
dividir los subrectangulos de P en dos conjuntos disjuntos C y D, de modo que
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cada subrectangulo en C se encuentra en C; para algin 7, y cada subrectangulo
contenido en D esta en Dj para algun j. Entonces

U(f,P) = L(f,P)
= _(sup ))rVol(R;) = > _(inff), Vol(R;)

1

= Z (supg, — infg,)Vol(R;) + Z (supp, — infg, ) Vol(R;)

R;eC R,eD
< (sup, — infa) > Vol(R;) +2¢ Y Vol(R;)
R;eC R;eD

< (supy — infa)e + 2¢Vol(A).

Se sigue que

7de — /de < (supy —infa)e + 2¢Vol(A).
A JA

que se puede hacer tan pequeno como se desee tomando e suficientemente
pequeno. Esto implica que las integrales superior e inferior de f deben ser iguales,
por lo que f es integrable. W

Definicién. Supongamos que D C R" es un conjunto acotado y sea f : D —
R una funcién acotada. Sea A cualquier rectangulo que contiene a D y se define
a fp:A— R por

folz) = { el (42)

Definicién. Se dice que f es integrable sobre D, si la integral

/A FpdV. (43)

existe. La integral (4.3) se denota por [, fdV y se llama la integral de f sobre D.

Definicién. Un subconjunto D C R" se llama dominio de la integracion si
D esta acotado y 0D tiene medida cero en R".

Proposiciéon 4.6 . Si D C R" es un dominio de integracion, entonces cada
funcion continua y acotada en D es integrable sobre D.

Demostracion. Sea f : D — R una funcién acotada y continua y sea A un
rectangulo que contiene a D. Para demostrar la proposicion, se tiene que mostrar
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que la funcién fp : A — R definida por (4.2) es continua excepto en un conjunto
de medida cero.

Six € Int D, entonces fp = f en una vecindad de x, por lo que fp es continua
en z. Del mismo modo, si z € A\ D, entonces fp = 0 en una vecindad de x, por
lo que una vez mas f es continua en x. Asi, el conjunto de puntos donde fp es
discontinua esta contenido en 0D y por lo tanto tiene medida cero. W

El siguiente teorema se puede enunciar de distintas formas, algunas mas
fuertes que otras. La version que se da aqui sera suficiente para nuestras apli-
caciones.

Teorema 4.7 (Cambio de variable) Supdngase que f : U — V es un difeo-
morfismo de conjuntos abiertos en R* y que g es una funcion integrable en V.
Entonces

[ gdoiedae = [ (g0 pldetfldy, - dye
1% U

Demostracidén. [Spivak. Michael. Céculo en variedades, p.62]

Se consideraran las formas diferenciales en los subconjuntos de R”. Sea D C R"
un conjunto compacto de integracion, y sea w una n-forma sobre D. Cualquier
forma puede ser escrita como

w= fdxi A ... \Ndx,. (4.4)

Definicién. Sea una funcién f € C°°(D). Se define la integral de w sobre D

Ccomo
/ W= / Fdv.
D D

Esto puede escribirse mas apropiadamente como

/fdzl/\.../\dxn:/fdwl...dzz:n.

Lema 4.8 Supongase K C U C R", donde U es un conjunto abierto y K es
un compacto. Entonces existe un dominio compacto de integracion D tal que
KcDcU.

Demostracion. Para cada p € K, existe una bola abierta que contiene a
p cuya cerradura estd contenida en U. Por compacidad hay una cantidad finita
de bolas abiertas Uy, ..., U,, que cubren a K. Dado que la frontera de una bola
abierta es una subvariedad de dimensién n — 1, tiene medida cero y asi cada bola
tiene un dominio de integraciéon. El conjunto D = U,U...UU,, es el dominio de
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integracion requerido. W

Definicién. Sea U C R™ un abierto y w una n-forma con soporte compacto

\/1/ /
D

donde D es un dominio de integracion tal que el supp w C D C U.

De manera similar, si V' es un subconjunto abierto en el hemiespacio H" y w
es una n-forma con soporte compacto en V', se define

Jo=] w
\%4 DNH™

Proposicion 4.9 Sean D y E dominios de integracion en R", y sea w una
n-forma en E. Si G : D — E es un mapeo suave cuya restriccion a Int D
es un difeomorfismo que conserva la orientacion o invierte la orientacion sobre
el Int E, entonces

/ ( =
E

— f I G*w si G invierte la orientacion.

Demostracién. Sean (yi,...,y,) las coordenadas de F y (x1,...,z,) para
referirse a las de D. Supdngase primero que G preserva la orientacién. Escribire-
mos w = fdy; A...A\dy,, por el teoreme de Cambio de Variable y por el resultado
del Lema 3.10 para pullbacks de n-formas, se obtiene

- o
- [ue6)
_ /D(foG)det(
_ /D(foG)det(
- [

Si G invierte la orientacién, el cdlculo es el mismo, excepto que mantiene un signo
negativo que se presenta cuando los signos de valor absoluto se eliminan. W

det (aG") ‘ A%
8@-

Gi) dV
x.
G;

Ly

)

Q

<

)

Q

)d:ﬂl/\.../\dxn
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Corolario 4.10 Supongamos U,V son subconjuntos abiertos de R", G : U — V
es un difeomorfismo que preserva la orientacion, y w es una n-forma con soporte

compacto en V. Entonces
/ w= / G'w.
v U

Demostracion. Sea £ C V un dominio de integracion que contiene a supp w.
Dado que las tranformaciones suaves mandan conjuntos de medida cero a conjun-
tos de medida cero, D = G7'(FE) C U es un dominio de integraciéon que contiene
a supp G*w. Por lo tanto, el resutado se sigue de la propocion anterior. W

4.4. Integracion sobre Variedades

Utilizando los resultados previos, tiene sentido hacer la integral de una forma
diferencial sobre una variedad orientada.

Definicién. Sea M una variedad de dimensién n, a una n—forma en A" (M)
no nula se le llama forma de volumen si determina una orientacién positiva para

M.

Definicién. Sea M una variedad suave, orientada de dimensiéon n y w una
n—forma sobre M. Supdngase que w tiene soporte compacto en el dominio de
una unica (U, ¢) carta coordenada orientada. Se define la integral de w sobre M

por
/wz/ (™) w.
M o(U)

Puesto que (¢~ !)*w es n-forma que tiene soporte compacto en el subconjunto
abierto p(U) C R™, su integral esta definida.

Proposicién 4.11 Sea w una n-forma, wa no depende de la carta coordenada
orientada cuyo dominio contiene supp w.
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Demostracion. Supéngase que (U, @) es otra carta orientada tal que el supp
w C U. Dado que ¢ o o~ ! es un difeomorfismo que preserva la orintacién de
o(UNU) a@UnU), el Corolario 4.10 implica que

/95(0)(95_1)*00 - /SE(UWU)(Sb_l)*

Por lo tanto, las dos definiciones de [ 2w concuerdan. W

Si M es una variedad suave, orientada con frontera y w es una n—forma so-
bre M con soporte compacto en el dominio de una carta, la definicion de f AW
la afirmacion y demostracion de la Proposicion 4.11 pasan sin cambios, siempre
que todas las cartas de coordenadas se interpreten como cartas generalizadas, y
calculando las integrales sobre subconjuntos abiertos de H™ en la forma en que
se ha descrito anteriormente.

Para integrar sobre la variedad completa simplemente se aplica la misma
definicién junto con una particién de la unidad.

Definicién.. Supongamos que M es una variedad suave, orientada de di-
mensién n y w una n—forma con soporte compacto sobre M. Sea {(U;, ¢;)} una
cubierta finita para el supp w dado por cartas orientadas, y sea 1; una particion
de la unidad subordinada a la cubierta. Se define la integral de w sobre M como

/MWZZZ:/MMW. (4.5)

Dado que para cada i, el soporte compacto de ¥;w; n-forma esta en Ui, cada
uno de los términos en esta suma estd bien definido de acuerdo con la discusiéon
anterior. Para demostrar que la integral estd bien definida, sélo se tiene que ex-
aminar la dependencia en las cartas y la particién de la unidad.

Lema 4.12 La definicion de wa dada anteriormente no depende de la eleccion
de las cartas orientadas o de la particion de la unidad.

Demostracion. Supongamos que ((7 , ) es otra coleccién finita de cartas
cuyos dominios cubren a supp w, y ¥ es una particiéon de la unidad subordinada
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a la cubierta. Para cada 7, se calcula

[oww = [ (Zw) b
= ; /M i,
Sumando sobre 7, obtenemos
> IRCE > |

Se observa que cada término de ésta ultima suma es la integral de una forma
con soporte compacto en una sola carta (U;, por ejemplo), por la Proposicién
4.11, cada término esta bien definido independientemente del mapeo que se haya
elegido. El mismo argumento, comenzando con f M ﬂjw, muestra que

zj:/M@ij = %:/M@/N)ﬂ/%w

Asi, ambas definiciones toman el mismo valor para | yw N

Como es habitual, se tiene una definicién especial en el caso de dimensién 0.
La integrante de una 0—forma con soporte compacto (es decir, una funcién) f
sobre una variedad de dimension 0 orientada, se define como la suma

| 1=% ).

peEM

donde se toma el signo positivo en los puntos donde la orientacion es positiva y el
signo negativo en los puntos en los que es negativa. La suposicién de que f tiene
soporte compacto supone que solo hay un nimero finito de términos diferentes
de cero en esta suma.

Proposicién 4.13 (Propiedades de integrales de formas.) Supongase que M
y N son variedades suaves, orientadas de dimension n con o sin frontera, y w,n
son n—formas con soporte compacto sobre M.

a) Linealidad: Si a,b € R", entonces

/aw—l—bn:a/uH—b/ 7.
M M M
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b) Inversién: Si M denota a M con la orientacién opuesta, entonces

oo

¢) Positividad: Si w es una forma de volumen sobre M, entonces [, w > 0.

d) Difeomorfismos: Si F' : N — M es un difeomorfismo que preserva la ori-
entacion, entonces [, w = [y F*w.

Demostracién.
a) Sea (U, ) una colecién finita de cartas cuyos dominios cubren a supp w, y ¢
una particién de la unidad subordinada a la cubierta. Para cada i, se tiene que

/Maw—l—bn = ;/Mz/}i(aw—irbn)
- Z /M aviw + b
= CLZ/MQ/Jiw—l—bZ/Mwm

= a/w—l—b/n.
M M

b) Supongamos que w tiene soporte compacto en una unica carta de coordena-
da. Asi supongamos que (U, ) es una carta coordenada orientada positivamente
en M. Ahora supongase que ¢ es otra carta coordenada orientada negativamente
en M, donde M es M con orientacién opuesta, por Proposicién 4.11 f W no
depende de la carta coordenada. Dado que el difeomorfismo ¢! o ¢ invierte la
orientacién por la Proposicién 4.9

/@ L= / e

se sigue que



CAPITULO 4. INTEGRACION EN VARIEDADES 70

/Mw: Mde

-y /Mmfoandet(d@ndv

— _Z/Mwi(fo(;)det(dc;)dx

:—/G*w
M

¢) Sea w una forma de volumen sobre M. Esto significa que para cualquier
carta orientada (U, ¢), (¢*)'w es una funcién positiva dz; A ... Adx,. Asi, cada
término en la suma (4.5) es positiva definicién de | 4 W es positivo, y al menos
un término es estrictamente positivo. Por lo tanto f yw >0

d) Es suficiente suponer que w tiene soporte compacto en una tnica carta de
coordenadas, porque cualquier n—forma en M puede ser escrita como una suma
finita de tales formas por medio de una particiéon de la unidad. Asi, supongamos
que (U, ¢) es un carta coordenada orientada en M, cuyo dominio contiene el so-
porte de w. Se puede comprobar que (F~1(U),p o F') es una carta coordenada
orientada y sobre N cuyo dominio contiene el soporte de F*w, y el resultado es
inmediatamente del Corolario 4.10. W

Proposicion 4.14 Sea M una variedad compacta, suave y orientada de dimen-
sion n con o sin frontera, y que w es una n—forma sobre M. Supongamos que
Ey, ..., E; son dominios compactos de integracion en M; Dy, ..., Dy son domi-
nios compactos de la integracion en R™, y para F; : D; — M, 1 =1,... k, son
mapeos suaves que satisfacen

(i) Fi(Di) = E;, y Fil [y p, €s un difeomorfismos que preserva la orientacidn de
Int D; sobre Int E;.

(i) M = EyU...U Ey.

(111) Para cada i # j, si E; y E; se intersectan sélo en su frontera.

/Mcu:;/DiFiw.

Entonces



CAPITULO 4. INTEGRACION EN VARIEDADES 71

Demostracion. Al igual que en la prueba anterior, es suficiente suponer que
w tiene soporte compacto en el dominio de una sola carta orientada (U, ). De
hecho, comenzando con una cubierta de cartas para M suficientemente buena, se
puede suponer que M tiene medida cero y que ¢ se extiende a un difeomorfismo
de U a un dominio de integracién compacto K C H™.

Para cada 7, sea B
Ai =UnNk; C M.

Entonces A; es un subconjunto compacto de M cuya frontera tiene medida
cero, ya que 0A; C OUNF;(0D;). Se definen subconjuntos compactos B;, C; C R™
por

B; = F7'(4),

Ci = ().

Como los mapeos suaves mandan conjuntos de medida cero a conjuntos de
medida cero, los conjuntos B; y C; son los dominios de la integraciéon, y ¢ o F;
mapea B; a C; y se retringe a un difeomorfismo de Int B; a Int C'. Por lo tanto,
la Proposicién 4.9 implica que

[ eyw= [ Fro
C; B;

Sumando sobre 7 y teniendo en cuenta que los interiores de los distintos con-
juntos A; son disjuntos, se obtiene

/Mw = /k(wl*

)w
= Z/Ci(so‘l)*w

i

= ;/&Fiw
= ;/Dlﬂw |

Se va a calcular la integral de una 2—forma sobre S?, orientada por medio del
campo de vectores que apunta hacia afuera N = x0/0x + y0/0y + z0/0z. Sea w
la siguiente 2—forma:

w=xady Ndz + ydz N\ dx + zdx N\ dy.
Si D es recténgulo [0,7] x [0,27] y F': D — S? es el mapeo coordenado

F(¢,0) = (senpcosh, senpcosh, cosp),
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entonces el inico mapeo F : D — S? satisface las hipdtesis de la Proposicién
4.13, siempre y cuando se conserve la orientacién. Asumiendo esto, observamos
que

F*dx = cospcosfdy — senpsenfdo,
F*dy = cospsenfdp + senpcosfdb,
F*dz = senpdp.

Entonces

/w:/F*w
s2 D

= / —sen®pcos?0df A dp + sen®psen0dp A df
D
+cos®psenpcos?Odp A df — cos*psenpsen0df A dyp
= / senpdp A df
D

2m ™
= / senpdpdl
o Jo
= A4m.
Para comprobar que F conserva la orientacién, es necesario observar que
(F.0/0¢, F.0/00) es una base orientada para S* en cada punto, lo que significa

que por definicién (N, F,0/0p, F,0/00) es una base orientada para R3. Calculan-
do en un punto arbitrario (x,y, z) = F(y,0), se tiene que

0 0 0
N = sengpcosG% + sengpsen@a—y + Cosp o

F. i = cos COS@3 + cos senQ2 — sen 2
0p P o 7 oy Yoz
F*% = —sengpsen@% + sengpcos@(%.

Por lo tanto, la matriz de transicién es

senpcosf  senfisenfl  cosp
cospcosf  cosfsenf —senyp |,
—senypsent senflsend 0

que tiene determinante senp > 0.



Capitulo 5

Equivalencias de Formas de
Volumen

5.1. Teorema de Moser

Vamos a considerar variedades orientadas M de dimension n, cerradas, conexas
y compactas. Por una forma de volumen nos referimos a una forma diferencial de
grado n, positiva. En coordenadas locales z1, ..., x, tal forma de volumen toma
la forma
7 = g(x)dx donde dx = dxy A - -+ ANdxy,

y g(x) >0
Cualesquiera dos formas de volumen estan relacionadas por

o=fr (5.1)

donde f es una funcion escalar positiva sobre M. Siempre supondremos que M
es una variedad C'™° y en conscuencia se supondremos f, g son funciones C'*

El problema a estudiar es la equivalencia de tales formas de volumen sobre
una variedad M bajo difeomorfimos C'™°. Si ¢ es un difeomorfismo sobre M que
preserva orientacién y una forma de volumen 7 es transformada en otra forma de
volumen ¢*7 tal que

O'T = / T para toda S C M.
#(S) S

Cualesquiera dos formas de volumen 7 y o, tal que 7 ~ ¢ para un difeomorfis-
mo ¢ que preserva la orientacion, las llamaremos equivalentes. Si 7 ~ ¢ entonces

su volumen total
f=/-
M M
73
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es invariante bajo difeomorfismos.

Teorema 5.1 (Teorma de Moser) Sean 7,0 dos formas de volumen con la
misma masa total sobre una variedad, entonces existe un difeomorfismo ¢ : M —
M homotopico a la identidad tal que

0~ AT,

donde \ es la constante
)\ — fM 4
S 7

La afirmacién anterior puede plantearse de modo algo mas general: Sean dos
variedades M, N con formas de volumen 7 y o respectivamente. Si

fr=he

entonces existe un difeomorfismo ¢ de M sobre N tal que ¢*1 = 0.
La prueba que sigue proveé la construciéon de un difeomorfismo que preserva
orientacion.

Esto se hara mediante la reduccién del teorema localemte donde f es diferente
de 1 sol6 en coordenadas locales. La construcion de un difeomorfismo en estos
casos pude estar dado por una integral.

Para reducir el problema observamos que es suficiente probar el teorema para
formas de volumen 7, 0 = f7 con f: M — R™ tal que

[ f—1l<e (5.2)

donde € es cualquier nimero positivo predeterminado. Concretamente, si defin-
imos
o= flrpara0 <t <1

entonces se seguird que

O ~ COy

siempre que | t” —t' |< 0 para ¢ positiva “suficientemente” pequena. A saber
d = log(1 + €)/max|log f| héra el truco.

Por lo tanto en un ntimero finito de pasos se obtiene 0 = o1 ~ coy = ¢7 donde
¢ es alguna contante positiva. Supondremos que esta constante estd normalizada

a uno, de ahora en adelante.
/ o= / T=1
M M
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Por la continuacion de un argumento similar se reduciré el teorema a un
problema local. Para este propdsito sea la variedad M cubierta por parches co-
ordenados Uy, Uy, - - - , U, difeomorfos al cubo unitario en R".

Lema 5.2 Sig: M — R es una funcion continua sobre M la cual satisface

/gTIO,
M

entonces existe una descomposicion de g como

9=">_9; (5.3)
=0

donde g; tiene soporte en U; y ademds se cumple que

/ g =0 (5.4)

Mds aun, | g; |< ¢ sup | g | donde ¢ solamente depende de M y de la cubierta.
Sig e C" entonces gj € C".

Este lema permite reducir la prueba del Teorema de Moser a una funcién
f que es diferente de 1 solo en un U;. Concretamente, aplicando el Lema 5.2 a
g = f — 1, interpolamos 1 y f.por

fltsp) =1+ tig; peM,

J

donde t = (to,t1, -+ ,tm) y 0 <t; <1. Parat=(0,---,0) se tiene f(t,p) =1
y para t = (1,---,1) la funcién f(¢,p) coincide con la funcién f. Para todo
valor de ¢ el volumen total es fijo y igual a uno. Finalmente, elegimos en (5.2)
e < (m+1)"'c ! de modo que

f>1—(m+1)ce>0

Podemos conectar los dos esquinas ¢t = (0,--- ,0) y t = (1,---,1) de el cubo
0 <t; <1 alolargo de las (m + 1) aristas. Si t’,¢" representan los vértices de
dicha arista se ve que

f(tﬂvp) - f(t/7p)
tiene soporte en un parche, digamos en U;. Por lo tanto si

Ot = f(t,p)T

se nota que
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Oy — hO’tl

donde ,
f(@",p)

ft',p)

es diferente de 1 solo en Uj. Si la equivalencia de tales elementos de volumenes
se muestra entonces se sigue que o, ~ oy y sucesivamente o ~ 7. Por lo tanto
es suficinte demostrar la equivalencia de 7 y f7 en caso que f — 1 tiene soporte
en un solo parche coordenado.

Este caso puede ser expresado en coordenadas como sigue:

Lema 5.3 Sean
7 = g(z)dx, o = h(z)dz,

dos formas de volumen en el cubo I™ C R", donde g, h son funciones positivas
tales que g — h tiene soporte dentro de I™ si

/ gdx = / hdx
m m

entonces alli existe una transformancion de coordenadas

y = u()

que mapea el cubo unitario uno a uno en st mismo y tal que

g(u(z))det u, = h(x) (5.5)

9(y)dy = h(z)dx

y tal que u(z) = x cerca de la frontera de I™.

Para la prueba del Lema 5.2 nosotros haremos uso de una particion de la
unidad ¢; > 0, donde cada funcién ¢; tiene soporte en U;. Claremente g¢; tam-
bién tiene soporte en un parche U; pero la condicion (5.4) requiere especial aten-
cion. Como M es conexa, las U; pueden siempre ser ordenadas de tal manera que
para cada k = 1,...,m el parche U, intersecta Uj<k U;. Escogamos un entero
p(k) < k tal que

Ui N Up(k) (5.6)

es no vacio. Definamos la matriz o = (aj;) por
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1 sij==k
ajp=4q —1 sij=pk)
0 deotromodopara0 <753 <m,1 <k<m.

Cada una de las m columnas contiene exactamente un par +1, —1 asi que

j=0

Para construir las funciénes g; se necesitan funciones n,(k = 1,...,m) con
soporte en el conjunto abierto descrito por (5.6) y tal que

/nszl.

Tales funciones pueden ser siempre encontradas. Entonces las funciones g; del
lema 1 pueden ser representada en la forma

9; = 995 — Z A
k=1

Verificaremos que la funcién satisface todos los requerimeientos si las A\ ... A\,
son elegidas apropiadamente. Por (5.7) las ¢g; suman a g. Mds aun, para una
derminada j tenemos a;, # 0 sélo si k = j 6 p(k) = j y para esos indices k el
soporte de 7 esta contenido en

U, N Up(k) C Uj

con lo que se observa que tambien g; tiene soporte en U;. Finalmente, para
satisfacer (5.4) determinaremos las Ay, ..., \,, de las m+ 1 ecuaciones resultantes

Z )\kajk = / g¢jT.
k=1 M
Debido a (5.7) y

g7 = /gfb'T—O,
=% e

la primera ecuacién (j = 0) es redundante. Las otras m ecuaciones son univo-
camente solubles debido que el rango de av es m. La mencién adicional del lema es

inmediata a partir de esta construcciéon y la prueba de el lema se ha completado.
|
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Finalmente se probara el Lema 5.3 y resolveremos la ecuacién diferencial (5.5).

Para evitar el cardcter lineal de la ecuacién representaremos a v de la forma w=tov

z =v(x), z = w(x),

donde v, w satisfacen

det v, = ch(x); det wy, = cg(y) (5.8)

Esto implica que u = w™! o v satisface (5.5). Para que u(z) = x cerca de OI"

dispondremos las cosas para que v(x) = w(z) cerca de la frontera de I™. Daremos
la construccién de h y encontraremos a v(x) en la forma especial de

zi = vy, ..., x;) i=1,...,n
de tal modo que las caras del cubo son preservadas, esto quiere decir que:
vi(T1, .., 1,€) =€ para ¢ =0, 1.

Sin pérdida de generaliad supondremos que ¢ = 1 de manera que vemos de
(5.8) que el requerimento para v; es

ov;
H or; B

para este propdcito el factorizamos h = h(zy,...,z,) como

n

=1

tal que

1
/ hi(l'l,...,.]?i,l,t)dt:l
0

Esto es posible de manera unica como se puede observar por induccién con
respecto a n. De aqui
h(z)
1
fO h(l’l, ey Tp—1, t)dt

Ahora es suficiente encontrar una transformacion v para uno de los factores
arriba considerados, digamos h,. Esto requiere la solucion de

hy =

det v, = hy(x1, ..., xp)

dada explicitamente por
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Tp
v = T para i # p; vy = / hp(xy, ..., xp_1,t)dt
0

|
Este mapeo transforma I™ sobre si mismo, cosa que se verifica mediante la
siguiente constuccion: si g — h tiene soporte en D C [I"™ entonces las soluciones
correspondientes v, w concuerdan fuera de todo cubo que contenga a D. Por lo
tanto u = w! o v tiene todas las propiedades deseadas. A propésito, si h es C"
entonces v tambien, pero no necesariamente es C"*1. Esto prueba el lema 2 y por
lo tanto. el teorema de Moser.



Conclusiones

Para la demostraciéon del Teorema de Moser, se requiere de todas la her-
ramientas que se exponen en el trabajo, unas de las definiciones mas importantes
son las formas de volumen y el pullback, que es un difeomorfismo, que esta pre-
sente en todo el trabajo, para lo cual las demas definiciones y conceptos son de
gran utilidad para desarrollar las herramientas que ayudan a la demostracion del
Teorema de Moser.

Las formas de volumen son n—formas sobre una variedad orientada, y si es-
tas dos formas de volumen son equivalentes, entoces existe un difeomorfismo que
transforma una en la otra, Moser demuestra la existencia de un difeomorfismo,
con lo cual se da una forma de encontrar el difeomorfismo buscado, con las her-
ramientas que se exponen a lo largo del trabajo.

El objetivo de ésta tesis se cumple desde el punto de vista de la exploracion
y revision de conceptos para el estudio del Teorema de Moser asi como para su
demostracion.

Como trabajo futuro se presenta el caso de encontrar el difeomorfismo so-

bre variedades no compactas. Cabe senalar que existen grandes avances en estos
temas.
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