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“One of the many unsolved problems connected with the general theory of
relativity is whether the theory belongs to physics or rather to mathematics.
One of my colleagues at this Summer School said that those who work
in the theory of relativity do so because of its mathematical beauty rather
than because they want to make predictions which could be checked against
experiment. I think there is some truth in this statement, and probably I

am no exception to it.”
A Trautman

A la memoria del Dr. Ize y a el Dr. Nahmad

Quienes modularon mis pasos sobre la fisica



Resumen

El objetivo de esta tesis es formular el teorema de Noether en el contexto de espa-
cios curvos en un sistema general que incluye campos de materia ademds del campo
gravitacional. Se deducen las ecuaciones de Einstein a partir de un principo varia-
cional y se obtienen diversas cantidades pseudotensoriales de energia-momento cuya
divegencia es nula. Se define el operador de Noether y se demuestra que es equivalente
a los tensores y pseudotensores de energia-momento conocidos. Con este operador se
enuncia el teorema de Noether correspondiente a la invariancia de norma de una teoria
relativista. Se aplica este teorema al caso de un fluido perfecto y se concluye enunciado
el teorema de Noether para la energia en un sistema invariante ante un flujo de tipo
temporal.
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Capitulo 0

Introduccion

A través del tiempo el hombre en su afdn de comprender la naturaleza que nos rodea
se ha valido de herramientas tan importantes y ttiles como son las simetrias y las
cantidades conservadas. Con ellas ha clasificado e intentado dar orden a lo que en un
principio parece caos. Asi, por ejemplo, los antiguos egipcios ya poseian un calendario
en el cual reflejaban la periodicidad de los dias al rededor del sol, un ano. Los antiguos
griegos ya concebian una idea de lo que podria ser la conservacién de la masa-energia
al pensar que todo lo que nos rodea esta compuesto por cuatro elementos: agua, tierra,
aire y fuego, y que sélo existen tranformaciones entre estos elementos para constituir
una sustancia especifica.

0.1. Cantidades Conservadas

Con el desarollo de la fisica contemporanea los conceptos de simetria y cantidad con-
servada no solo se ven fuertemente vinculados a los sistemas fisicos sino que también
pasan a contribuir en la obtencién de la solucién de cualquier problema. El primer
ejemplo revolucionario de ello son las leyes enunciadas por Johannes Kepler a partir
de las observaciones hechas por Tycho Brahe [1]:

1. Todos los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo drbitas elipticas.
El Sol se encuentra en uno de los focos de la elipse.

2. El radio vector que une un planeta y el Sol barre areas iguales en tiempos iguales.

3. Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente pro-
porcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su orbita eliptica.

La segunda ley ahora sabemos que se debe a la conservacién del momento angu-
lar, pero en su redaccién original ya se hace evidente la constancia de una cantidad
dindmica.
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El principio de relatividad Galileano [2] “La leyes que describen el comportamien-
to de la naturaleza toman la misma forma para dos sistemas de observacion que se
mueven, uno respecto del otro, con velocidad constante” aunado a la primera Ley de
Newton “Ezisten sistemas de referencia en los cuales toda particula puntual aislada se
mueve en linea recta con rapidéz constante”, nos dicen que las leyes de las fisica son
las mismas en todos los sistemas de referencia “inerciales”, es decir invariancia de la
descripcién de un sistema fisico para observadores inerciales.

La misma tercera Ley de Newton es una ley de conservacién, a cada accién le perten-
ce una reaccién. Una manera moderna de escribir este principio es: Para dos particulas
aisladas del resto de la materia que intereaccionan entre si, es posible encontrar dos
constantes my y me, tales que puede construirse un vector constante,

—

mivy (t) + Mmoo (t) =P

Este es el principio de conservacion del momento. En este principio, al igual que en
la primera Ley de Newton, se hace énfasis en un sistema aislado. Estamos pensando
que no hay interaccién exterior de ningun tipo, es decir, nos aseguramos también de
la conservacién de la energia a priori. El principio de conservacién de la energia en
mecdnica clasica siempre lo suponemos valido para todo aquel sistema aislado cuyo
campo de fuerzas no depende del tiempo sino solo de la posicién. En la teoria de
la Relatividad Especial, el principio de conservacién de la energia y del momento ya
no pudieron ser mas vélidos por separado y hubo la necesidad de generalizarlos a una
cantidad que incluyera a ambos; el cuatro-momento. Dicha conservacién ha demostrado
ser de rotunda importancia en problemas de dispersion y en decaimientos de particulas.

Asi como la energia o el momento pudieran resultar conservados en un sistema
fisico general, también podrian resultar conservadas otras cantidades: el momento an-
gular o en general el momento asociado a una coordenada generalizada, una corriente
elétrica, el vector de Laplace-Runge-Lenz, el vector de Poynting, la entropia, el flujo
magnético, el modulo cuadrado del momento total, etc, etc. Con cantidades conserva-
das nos referimos a que no cambian en el tiempo, es decir si {¢; }i=1, ., son k cantidades
conservadas en un sistema cuyo Hamiltoniano es H, entonces

do; i
7 {0is H}(gp) + 5 0

si ademas estas cantidades no dependen explicitamente del tiempo entonces

do;
dt = {¢iaH}(q,p) =0

y diremos en este caso que son integrales de movimiento.

En mecénica cldsica, si un sistema es descrito por n grados de libertad, sus ecua-
ciones de movimiento correspondientes, dadas por la segunda Ley de Newton, son n
ecuaciones diferenciales de segundo orden que en general estaran acopladas. La utili-
dad de las constantes de movimiento, como ya se mencioné antes, radica en que nos
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ayudan a resolver dichas ecuaciones. De hecho, se establece que por cada integral de
movimiento que el sistema posea, una de sus ecuaciones diferenciales se reduce en un
orden [3]. Incluso existe un resultado muy poderoso al respecto; el teorema de Liou-
ville, el cual establece que “Un sistema con n grados de libertad es integrable si posee
n integrales de movimiento en involuciéon”, en donde debemos entender por sistema
integrable aquel sistema hamiltoniano cuyas ecuaciones de movimiento puden ser re-
sueltas para cualquier conjunto de condiciones iniciales mediante cuadraturas. Esto
justifica de manera contundente el por qué buscar un nimero suficiente de cantidades
conservadas en un sistema fisico.

0.2. Las Simetrias

A lo largo de la construccién analitica de la mecanica cldsica no quedé especificada
una manera clara de como buscar integrales de movimiento en un sistema o incluso de
sélo sopesar la idea de que un sistema mecanico anidara una cantidad conservada. La
respuesta la dio la matemdatica Emmy Noether en 1918 [4]. Este problema se resolvié no
solo para sistemas mecdnicos sino también para todos aquellos sistemas fisicos que
pudieran ser descritos mediante un principio variacional, ya que la manera de cémo
buscar cantidades conservadas vino desde el calculo de variaciones y la teoria de grupos.
De manera coloquial, el teorema que Noether establecié en forma expresa que cualquier
simetria diferenciable, proveniente de un sistema fisico, tiene su correspondiente ley
de conservacion.

En la fisica, ademés de la mecanica analitica, existen muchos otro sistemas a los
que se les puede aplicar un principio variacional [5]: la 6ptica geométrica, el campo
gravitacional, los sistemas cudnticos, los campos de Dirac, etc. Asi, la aplicabilidad del
Teorema de Noether va més alla de la mecanica analitica. Si el sistema es descrito por
un funcional J y éste es invariante ante un grupo uno-paramétrico, entonces existe una
cantidad conservada. El grupo uno-paremétrico es lo que llamamos una simetria del
sistema. Pero el trabajo original de Noether, es mucho mas general, no sélo se enfoca a
la invariancia de J ante grupos uno pardmetricos, también lo hace para grupos finitos
e infinitos, lo que hace al resultado muy sofisticado y da la posibilidad de aplicarlo a
campos donde los grados de libertad son infinitos. Requerir invariancia de coordenadas
de un campo, es requerir invariancia ante un grupo G, caso que bien cubre el teorema
de Noether.

El teorema de Liouville aunado al teorema de Noether soportan firmemente la idea
del humano de servirse de simetrias para tratar de comprender las leyes que dictan la
dindmica de la naturaleza. Es por ello que teorias completas de la fisica estan totalmente
cimentadas sobre simetrias y teorias de grupos.

La teoria de la Relatividad General, de una manera abstracta, se formula sobre
una variedad Lorentziana 4-dimensional y cuyas ecuaciones de campo son derivables
de un principio variacional. Una de las bases que soportan esta teoria es el principio de
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equivalencia. Este principio establece una invariancia de la accién S, que describe al
sistema, ante cualquier arrastre de Lie. Dicho de otra forma, un sistema en Relatividad
General cumple con ser invariante ante el grupo Gooy [6].

En un sistema que incluye un campo gravitacional los coeficientes de la métrica
adquieren un caracter dindmico y se comportan de la misma manera en que lo hacen
las variables que describen al campo de materia, es decir, la métrica da arribo a unas
ecuaciones de campo (las ecuaciones de Einstein). Visto de otra manera, un sistema
masivo provoca un campo gravitacional y la geometria del espacio curvo estara dic-
tada por el campo de materia. De igual manera, el campo gravitacional en forma de
geometria del espacio dicta la dindmica del campo de materia. Aunque la energia total
en este tipo de sistemas se conserva si no hay fuentes externas o pérdida de materia,
ya no es posible asociar por separado una energia al campo de materia y otra energia
complementaria al campo gravitacional de una manera satisfactoria, como se hace en
un sistema mecénico por ejemplo, donde hay una energia cinética y una energia poten-
cial. Entonces, si no hay una definicién precisa de densidad de energia-momento en este
tipo de sistemas, segin el teorema de Noether ;qué cantidad conservada asociamos a
la invariancia de norma de un sistema en el marco de la Relatividad General?

En esta tesis, como un primer objetivo, nos proponemos hacer una definicién satis-
factoria de energia-momento asociada a un campo de materia y la asociada al campo
gravitacional. Veremos que al hacer esto caemos en cantidades de caracter pseudoten-
sorial (las cuales se pueden hacer nulas en cualquier punto de la variedad) haciendo
evidente que el concepto de densidad de energia-momento en Relatividad General es
dependiente del observador.

Motivados por la derivabilidad desde un principio variacional de las ecuaciones
de campo y la invariancia de norma que cumple la teoria de la Relatividad General,
como un segundo objetivo nos proponemos formular el teorema de Noether asociado a
dicha simetria. En particular demostraremos que la energia se conserva y ademas es un
extremo si y sélo si se cumplen las ecuaciones de campo de Einstein, cuando el sistema
relativista posee un subgrupo uno paramétrico definido por las lineas integrales de un
campo vectorial £ de tipo temporal.

Aunque esta formulacién del teorema de Noether incluye el manejo de cantidades
pseudotensoriales, nos permite resolver problemas de la misma manera en que lo hace
en mecanica clasica. Esto se verd hacia el final de este trabajo.

En el Capitulo 1 daremos un esquema formal del célculo de variaciones y algunos
elementos de analisis matematico para poder demostrar rigurosamente el teorema de
Noether en un sistema invariante ante un grupo uno-paramétrico. En el Capitulo dos
iniciaremos definiendo las variaciones que podemos aplicar a un sistema en un espacio
curvo e introduciendo el Lagrangiano para un sistema que incluye materia mas campo
gravitacional, y con ello deduciremos las ecuaciones de Einstein. Posteriormente ex-
hibiremos varios pseudotensores asociados al campo gravitacional cuya divergencia se
anula como una consecuencia de la invariancia de norma. En el Capitulo 3 a través de
variaciones con frontera libre hechas a un sistema general definiremos el operador de
Noether y demostraremos que es equivalente al tensor de energia-momento de Landau
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y Lifshitz y ademas que define de una manera satisfactoria a la energfa de un sistema.
Usando este operador demostraremos el equivalente del Teorema de Noether en Relati-
vidad General. En el Capitulo 4 iniciaremos con la aplicacion de los resultados previos
a un sistema que consiste de un fluido perfecto. Finalmente terminaremos enunciado
que cuando un sistema es invariante ante un vector de Killing de tipo temporal, la
energia es un extremo si y solo si se cumplen las ecuaciones de campo de Einstein.
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Capitulo 1

Base matematica

En este capitulo se abordardn temas acerca del calculo de variaciones. Se hace nece-
sario primero definir los espacios de trabajo, posteriormente se da una introduccién
a operadores y funcionales, se definen las derivadas funcionales y después de probar
algunas de sus propiedades se aplican a algunos funcionales particulares. Un resulta-
do importante son las ecuaciones de Euler-Lagrange y se culmina con el teorema de
Noether. Para ampliar este tema puede consultarse [7] donde se estudia al calculo de
variaciones de una manera moderna y [8] donde se definen correctamente de manera
compacta distintos tipos de espacios (vectoriales, tensoriales, duales etc).

1.1. Espacios (Lineales, Vectoriales y de Funciones)

1.1.1. Definicién (Espacio lineal sobre R)

Un espacio lineal X es un conjunto de elementos f, g, h, ..., sobre el cual se define
una adicién y una multiplicacién por un escalar real tal que:

fr9=9+f (f+g)+h=f+(g+h).

Existe un elemento 0 tal que: f+ 0 = f.
Existe un elemento —f tal que: f + (—f) = 0, para todo f en X.
Ademds 1% f = f, a(Bf) = (aB)f, (a+B)f = af + Bf, a(f +g) = af + ag, donde

1, ar, B son escalares reales.
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1.1.2. Definicién (Espacio normado)

Un espacio lineal X es normado si para todo f en X existe un nimero real tnico,
no negativo | f||, con las propiedades siguientes:

Iflh= 0&f=0
lecf |l = fed [1f1]
IF+all < [lfI+ gl

Se define la distancia entre f y g como ||f — g||

1.1.3. Definicién (Sucesién de Cauchy)

Una sucesién f,, en un espacio normado X es de Cauchy si dado € > 0, existe
N(e) € N tal que || fr, — fnl| < esin,m > N(e).

1.1.4. Definicién (Espacio de Banach)

Un espacio normado es completo si toda sucecion de Cauchy converge a un ele-
mento del espacio. En ese caso se dice que el espacio es un espacio de Banach.

1.1.5. Definicién (producto escalar sobre R)

Un producto escalar real sobre un espacio lineal X es una operacion bilineal

(f.9): X x X —R

tal que
(f.9) = (9:f)
(af,9) = alf,9)
(f+g,h) = (f.9)+(9,h)

En este caso podemos asociar como norma de un elemento f la cantidad | f| =
(£ )2
1.1.6. Definicién (Espacio de Hilbert)

Si un espacio con producto escalar (f,g) y norma asociada | f|| = (f, f)"/? es
completo se le llama de Hilbert (si no, es pre-Hilbert).
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1.1.7. Definicién (Espacio vectorial, base y dimension)

La definicién 1.1.1 cumple también con las propiedades de espacio vectorial por
lo que se hace necesario definir algunos elementos tutiles.

Sea X un espacio lineal (espacio vectorial) y sean uq, ..., u, n elementos de X:
1) Se dice que uy, ..., u, son linealmente independientes si

n
E a'u; =0
i=1

(donde a’ € R) implica que a’ =0 V 1.

2) Si esto no es asi, los elementos son llamados linealmente dependientes.

3) La minima cota superior de n tomada sobre todos los posibles conjuntos de n vectores
linealmente independientes es llamada la dimensién del espacio X. Si el espacio X
tiene dimension n, denotamos esto como:

dim(X) =n

Observemos que la dimensién de un espacio puede ser infinita.

4) Sea dim(X) = n. Un conjunto ordenado de n elementos de X linealmente indepen-
dientes es llamado una base de X.

5) Sea {e;}, i = 1,2,...,n una base de X y tomemos u € X, entonces el conjunto
{u, e;} es linealmente dependiente y de aqui existen escalares u’ tales que

n
U — E u'e; =0
i=1
es decir:
n
_ i
U= E u' e;
i=1

asi cada elemento de X puede ser escrito como una combinacién lineal de una base
{ei}, y los escalares u' son llamados las componentes de u con respecto a la base

{ei}.

6) Sea {e;} una base de X, diremos que se trata de una base ortonormal de X si
(i, €5) = di

donde 5;- =1sii =7y 0 en cualquier otro caso.

1.1.8. Definicién (Espacio dual)

Sea X un espacio lineal. Definimos al espacio dual X* como el conjunto de fun-
ciones lineales de X en el campo (los reales). Si A\, u € X* ie. \,u: X — R, tenemos
entonces
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Vee X, (A +p)(x) = Az) + p(x)
Va € R, (aX)(z) = aX(x)

Cuando X es de dimensién finita, X* es un espacio lineal de la misma dimensién.

1.2. Funcionales, Operadores y Continuidad

1.2.1. Definicién (Funcional)

Sea X un espacio lineal. Se le da el nombre de funcional J a una funcién que va
de X*, el espacio dual de X, al campo (los reales), es decir

J: X*—R

Dado que X™ es también un espacio lineal, sin lugar a confusién diremos que J : X —
R.

1.2.2. Definicién (Continuidad)

Sea J una funciéon de X a Y, dos espacios normados. J es continua en f € X si,
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que:

17(g) = J(H)lly <€

si
lg—fllx <0

1.2.3. Ejemplo

Dados a,b € R, denotamos por C'[a,b] al espacio de funciones f : [a,b] — R cuya
primera derivada existe y es continua. Sea F(z,y(z),y'(z)) € C* sobre [a,b] x R x R,
entonces la funcién

b
J(y) = / Fle,y(z),y/(z)) dz

del espacio X = C[a, ], con norma [|y|[x = [yl = max,cqp | f(2)[+maxgeiq [f/(2)],

a R, donde 3/ = d%—f), cumple con la definicién de funcional y es continua en cualquier

elemento yy de X. De hecho, para cada =,

F(m,y(x),y'(x)) - F(x,yo(x),yé(w)) =
OF (z,0,¢) d <8F(:U, 9, d))) (@) — !

= T(Z/(iﬁ) —yo(z)) + iz oy
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por el teorema del valor intermedio (el dominio de diferenciabilidad de F' es convexo),
donde 6 estd entre yo(x) y y(z), ¢ entre yy(z) y ¢/ ().

Si tomamos una primera derivada de yo en C'[a, b], consistente de todas las funcio-
nes y(z) con |y —yo|1 < 0, dando una banda de ancho § alrededor de yo(z) y de yy(z),
entonces (z, 0, ¢) estardn acotadas ([a, b] es compacto) y por lo tanto

‘8F oF

30l |57 < M para (z,0,¢) en esa banda.
Y Yy

)

Tendremos entonces:

| J(y) — J(yo| < Mla —blly — vol1
si |y — yo|1 < 6; el funcional es Lipschitz continuo. Nétese que J(y) no es continuo en
Yo si sélo se da a Clla,b], con la norma | |o.

1.2.4. Definicién (Operadores lineales)

Un operador lineal (funcional lineal si el rango es R) entre un espacio X y un
espacio Y es una funcién J(f) con las propiedades:

J(af) =alJ(f), Va eR, Vfe X

J(f+9)=J(f)+J(9), Vf. g€ X.

1.3. Derivadas de un Funcional

1.3.1. Definicién (Derivada de Gateaux de un funcional)

Sea J un funcional definido sobre un espacio normado X. Diremos que J tiene una
derivada de Gateaux en fj en la direcciéon h € X si:
1) J(fo + th) esté definido para |t| pequetio.
2) Existe el limite
J(fo+th)—J(fo) d

}1_1}(1) ; = @(J(fo +th))li=o-

En este caso se denota a este limite como Dy J(fo)

1.3.2. Ejemplo

Sea F(z,y(x),y'(x)) una funcién continua, con derivadas parciales %—5, 2—5 también

continuas en [a,b] x R?. Sea
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definido sobre un subconjunto de funciones y € C'[a,b] (la funciones estan sujetas a
las condiciones de continuidad de F'y a que la integral converja).
Entonces

Duw) = [ (B Fate) @) 1) + Pl o)) 1)) o

ya que en este caso no hay problemas de convergencia de las integrales y debido a que

d _ ﬁ / 0 / /
dg(my+my%¢hmto&wﬂ%%y0h+(a,(%%yoh

De la misma manera que en el calculo de varias variables se definen derivadas
direccionales (en particular parciales) y diferenciales, en el cdlculo de variaciones, existe
una diferencial.

1.3.3. Definicién (Derivada de Fréchet de un funcional)

El funcional J(y) tiene una derivada de Fréchet en yp, si existe un funcional
lineal continuo, DJ(yo), tal que

J(yo +h) = J(yo) + DJ(yo)h + o(||R[])

para todo h en el espacio normado X.

1.3.4. Ejemplo

4 OF OF OF
Sea F(z,y1,Y],y2,y5) continua en [a,b] x R* con derivadas parciales oy By, Bys

35 continuas en el mismo dominio, entonces
2

b
T, o) = / F(z,y1(2), 4, (), 10(2), 4 (z) da

tiene como derivada de Fréchet, sobre Cl[a,b] x C'[a,b], con la norma ||(y1,ye)|| =
lyals + lyal:

b (oF oF oF OF
DJ(Z/IayQ)(hth):/ (alh a/h’ a2t a,h’>dx

donde los argumentos en gj, g?i gy};, 35 son (x,y1(x), ¥ (x), y2(z), yh(x)).
1.3.5. Ejemplo

_ 0z 0z OF OF OF .
Sea F(x,y,z,u,v) con u = g2, v = = 5. continua, con 3=, G-, G, continuas sobre

Q) x R? donde € es un dominio acotado del plano. Entonces, para una funcién f(z,y)
en C1(Q), con norma

0 0
111 = mae| )| + max | 7 f ()] + a2 fGe.)
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el funcional

3= [[[F (2 st g s 55 day

tiene como derivada de Fréchet:

oOF OF Oh  OF Oh

donde los argumentos de %—57 %—5, %—5 son (z,y, f(x,y), %f(a:,y)7 %f(a:,y))

1.4. Propiedades de las Derivadas de Gateaux y de Fréchet

1.4.1. Proposicién (Unicidad de la derivada de Fréchet)

Si existe un funcional lineal continuo, ¢, tal que la aproximacién lineal siguiente es
valida:
(Jo+h) = J(yo) + ¢ h+o(]|h]])

entonces ¢ = DJ(yg) es unico.

Demostracion. Si hay dos funcionales ¢1, ¢ que realizan la aproximacién, entonces:

¢1h — p2h = oa([[Al]) = o1 ([[Al]) = o([|])-

Por lo tanto

(@1 = @2)(R/[IRID] = o([[Rl])/I[R]l = O([|])-

de lo cual se tiene que ||[¢1 — ¢2|| = 0 (continuidad de los operadores con |¢| =
supjfi=1l¢(f)]]) y en consecuencia ¢1 = ¢s. Q.£.D.
1.4.2. Proposicién

Si un funcional J es Fréchet diferenciable en yg, en un espacio normado X, entonces
J tiene una derivada de Gateaux en yg en toda direccién h de X, con

DyJ(yo) = DJ(yo)h

Demostracion.

J(yo +th) — J(yo) = DJ(yo)th + o(|[th]|)
Q.£.D.
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1.4.3. Proposicién

Si un funcional J tiene una derivada de Géteaux en y para y en una vecindad de
Yo, en toda direccién h del espacio normado X, y si DyJ(yo) es un funcional lineal
continuo en h y Dy J(y) es continuo en yo, es decir

1DnJ (y) — D (yo) | < O(lly = yoll) [I7]
entonces J tiene una derivada de Fréchet DJ(yp), con DJ(yo)h = Dy J(yo) Vh € X.

Demostracion. Para |y — yol| < 4, la vecindad de yg, podemos escribir y = yo + toh,
con 0 <ty < 4, ||h|| = 1. Consideremos la funcién de una variable f(t) = J(yo + th).
Por hipétesis f(t) tiene derivada

f'(t) = DpJ (yo + th)
para t entre —) y 6. Ademds

[f(t1) — f/(t2)] < O(ltr — t2| [RID/ [I2]| = O([tr — t2])

es decir f’(t) es continua para [t| < J. Por el teorema del valor medio (en una variable),
existe ¢, 0 < ¢ < tg, tal que: f(tg) = f(0) + f'(c) to es decir:

J(y) = J(yo) + toDnJ (yo + ch) = J(yo) + toDnJ (yo) + to(DnJ (Yo + ch) — Dn.J (yo))
Usando la linealidad en h de Dy J(yp), tenemos
J(y) = J(Z/O) + D(y—yo)'](yO) + O(C) to

donde O(c) no depende de la direcién h, y con la propiedad que O(c)tp tiende a 0 si ¢y
tiende a 0. Q.ED.

1.5. Extremo de un Funcional

En fisica hablamos frecuentemente de extremos de funciones (o funcionales) como
por ejemplo en el principio de Fermat o en el principio de Hamilton, por lo que se
hace necesario tener un andlogo al punto critico de una funcién en funcionales y/o
operadores, ademas de una definicién adecuada de lo que significa un extremo de un
funcional.

1.5.1. Definicién

El funcional J(y) tiene un maximo (minimo) local en yg si J(y) — J(yo) < 0 (> 0)
para todo y vecino a yp, para el cual J(y) esté definido.
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1.5.2. Teorema (Extremo de un Funcional)

Si J(y) tiene un extremo local en yo, entonces Dy J(yp) = 0 en todas las direcciones
h donde la derivada de Gateaux esté definida. En particular, si J tiene una derivada
de Fréchet en yo entonces DJ(yo) = 0.

Demostracion. Sea h una direcciéon admisible, entonces la funcion
f(t) = J(yo + th)

estd definida para t pequeno y tiene un extremo en t = 0, y del calculo elemental
sabemos que f'(0) = 0. Q.E.D.

1.6. Lemas Fundamentales

Sea ,
J(y) = / Fla,y,y) da

un funcional definido sobre C'*[a, b] con F, %—Z, 3—5 continuas. Si suponemos que tiene un
extremo en yo(x) condicionado por y(a) = A y(b) = B, entonces I(h) = J(yo+h) tiene
un extremo en 0, para las funciones h en C'[a,b], con norma |h|; y h(a) = h(b) = 0.

Tenemos entonces:
DI(O) - /b 1 (13 /) h+ —F (.’1? /)h/ dzr =0
. 83/ » Y05 Yo 3y/ » Y0, Yo

para todo h.

Debido a que en fisica la mayoria de los funcionales que se presentan son de esta
forma, nos gustaria poder transformar ésta condicién integral a una ecuacion dife-
rencial. Esto se hace precisamente con las ecuaciones de Euler-Lagrange, pero para
poderlas obtener necesitamos algunos lemas de gran utilidad, que nos facilitardan su
demostracion.

1.6.1. Lema (Lagrange)

Sea f(z) una funcién continua en [a, b], tal que:

b
/ f(z)h(z)dz =0

para todo h en Cyla,b] = {h(z) continua en [a,b] | h(a) = h(b) = 0}. Entonces
flz)=0
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Demostracion. Si f(xo) # 0 en algin punto zg entre a y b, entonces, por continuidad,
f(x) serd del mismo signo que f(zp) en una vecindad [z, z2] alrededor de xg, contenida
en [a,b]. Por hipétesis el resultado es valido para toda h(x), en particular sea h(z)
definida como:

(@ —z1)(22 — ) si x € [z, 22
he) = {0 si x ¢ [z, 2]

h estd en Cyla,b], y es positiva en [z1,x2], por lo que:

/a " Fa)h(a) o — / F(@)h(z) dz

tiene el mismo signo de f(zp), por lo tanto tenemos una contradiccién. f(x) debe de
ser 0 en el interior de [a,b] y, por continuidad, en a y b. Q.£.D.

1.6.2. Lema

El lema 1.6.1 es valido si sélo se pide que

b
/ (@) h(z)dz = 0

V h e C§°la,b] = {h(xz) € C*]a, b] con todas las derivadas 0 en ay en b}. En particular
el resultado es valido para h € C{']a, b] donde

Demostracion. Basta modificar la prueba del lema 1.6.1 tomando

| exp(—=1/(z — z1)%(x — x9)?) si z € [z,
he) = {0 si x ¢ [z1,22]

con lo cual V h € C§°[a,b] y cumple la primera hipétesis. Para el segundo caso puede
tomarse

_ ((x —x1) (22 — 3!:))"+1 si x € [z, x2]
he) = {0 si x ¢ [z, 9]

de lo cual puede verse que h € C{'[a, b]. Q.£.D.

Es importante notar que h € C° no necesariamente esta en C™ por lo que este
lema necesita menos condiciones que el lema 1.6.3.
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1.6.3. Lema

Sea f(z) una funcién continua en [a, b] tal que

b
/ @) () da = 0
para todo h en C'[a, b] () Cola, b]. Entonces f(z) = constante.

Demostracion. Observemos que si integramos por partes y por el lema 1.6.2 tendriamos
que f'(z) =0, pero f(z) no es necesariamente diferenciable. Sea

b
o [ @

CcC =

el promedio de f(z) y .
)= [ (1)~ e,

de lo cual h(a) = h(b) = 0. Por el teorema fundamental del cdlculo h'(z) = f(x) — c.
Por lo tanto h pertenece a la clase del lema. Entonces

b b
0= / F(@) () dz = / f@)(f(@) - ) da

pero )
/ c(f(x) —c)dz =ch(b) =0
Asi que
b b
0= [ @@ - o)~ (@)~ ) do = [ (f@) — P da
Por lo tanto f(z) = c. Q.£.D.

1.6.4. Lema (Du Bois-Reymond)

Sean f(z) y g(z) dos funciones continuas tales que:

b
[ @)+ glan' (@) de =0 (L1)

para todo h en Cl[a, b], con h(a) = h(b) = 0. Entonces g(z) es C! en [a, b] con derivada
g'(x) = f(z)
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Demostracion. Observemos que si nos olvidamos de la diferenciabilidad de g e in-
tegramos por partes, usando las condiciones de frontera en h, el resutado serd una
consecuencia del lema 1.6.2, pero esto no es necesario. Sea

Fo) = [ " pe)de

Entonces F'(z) = f(z), lo cual se puede usar en la primera parte de la ecuacién 1.1

/m f(z)h(z)dx = /x F'(z)h(z)dr = — /ff F(z)h (z)dx + F(z)h(2)[%

a

de lo cual la ecuacién 1.1 se escribe como:
b
[ (o) = F@)W @) ds =0
para todo h(z) € C'[a,b] () Cola,b]. Asf por el lema 1.6.3
g(z) — F(x) = constante.
de lo cual como F(z) es C*', también lo es g(z), con ¢'(z) = F'(z) = f(z) Q.£.D.

1.6.5. Nota

Los dos lemas anteriores 1.6.3 y 1.6.4 se pueden extender (Teorema de Meyers-
Serrin) a derivadas de orden superior, es decir:
1) Sea f(x) continua en [a, b] tal que:

/bf(a:)h(")da: =0

para todo h en C3°[a,b]. Entonces f(x) es un polinomio de un grado a lo mas n — 1.
2) Sean f(z) y g(z) continuas en [a,b] tales que:

b
[ (@hiz) + g ) dz =0
para todo h en C°[a,b]. Entonces g(x) € C™ con
9" (2) = (=1)" ' f(x)
Obsérvese que si uno pasa por alto la diferenciabilidad de f en el primer caso y

g en el segundo, podemos integrar por partes, usar las condiciones de frontera de h y
obtener el resultado.
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1.6.6. Lema
Sean f(z),g(x),k(x) funciones continuas en [a, b] tales que:
b
/ (f(@)h(z) + g(x)h'(z) + k(z)h"(z)) dz = 0

para todo h en C§°[a, b]. Entonces k(z) es C! y g(x) — k/(x) es C! con derivada f(z).

// F(z2) dzo day

Glx) = / glw1)day

F(z) es C?, con F"(z) = f(x); G(z) es C!, con G'(z) = g(x). Integrando por partes
tenemos:

Demostracion. Sean

b
/ (F(2) — G(x) + k(z))h" () dz = 0

para todo h en C§°[a,b]. Por lo tanto F(x) — G(x) + k(z) es un polinomio a lo més
de grado 1. Como F(x) — G(z) es C*, también los es k(z), y g(z) — k'(x) tiene como
derivada a f(x). Q.£.D.

Para tener una idea de como se extiende a mas dimensiones, podemos extender los
resultados anteriores a mas variables.

1.6.7. Lema (Haar)

Sea Q un dominio de R?, para el cual el teorema de la divergencia es valido.
1) Sea f(z,y) una funcién continua en £, tal que:

/ flx,y)h(z,y)dxdy =0

para todo h en C§°(€2). Entonces f(z,y) =0
2) Sean f(x,y) continua, g1(x,y), g2(x,y) € C* en Q, tales que:

//Q <f(x,y)h(z:,y) +91(a:,y)% +92(m,y)gz> dzdy =0

para todo h en C§°(€2). Entonces

dg1 | 0go
Ox + oy

3) Si f, g1, g2 satisfacen las mismas propiedades que en (2) excepto que g1 y g2 son
solamente continuas, entonces para todo Q' C Q:

// fdxdyz/ ady— gpde
! aQ/

f=
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Demostracién. 1) Si suponemos que existe (o, yo) en el interior de 2 tal que tenemos
que f(zo,y0) # 0, por continuidad f(z,y) serd del mismo signo que f(xg,yp) en una
vecindad Q' C Q. Sea (21, x2) X (y1,y2) C ' también vecindad de (xg, o), definimos

| exp(=1/(z - 21)(z — 2)?) si oz e (x1,22)
m(@) = {0 si x¢ (x1,22)

ha(y) = exp(—1/(y—y1)*(y —12)*) sty € (y1,2)
; 0 siy ¢ (y1,92)

y sea h(z,y) = hi(z) ha(y) con lo cual h(x,y) € C$*(Q) positiva en (z1,72) X (y1,y2).
Por lo tanto:

//Q f(z,y)h(z,y)drdy = /:2 /:2 f(z,y)h(z,y)dzdy

tiene el signo de f(xg,yo), por lo tanto tenemos una contradiccién. f(z,y) debe ser 0
en el interior de €2 y por continuidad también lo es en su frontera.
2) Usando el hecho que g1 y g2 son C! tenemos:

oh  Oh_ 0 0 O, O
gl%+925y_ax(glh)+ay(92h) Mh ayh

de lo cual tenemos que

Oh Oh
//Q <fh—|—gla$ +928y) dz dy
_ _ 991 _ 092 9 9
_//Q K 5 6y>h+c9x (glh)+8y (ggh)} dz dy

= _ 91 09 / -
_//Q< Ox 8y>hdxdy+ mh(gl,gz) nds =0

usando el hecho que h(z,y) =0 en 0Q y (1) se sigue el resultado.

3) Aqui es suficiente con probar el resultado cuando €’ es un ractangulo [a, b] X [¢, d],
ya que un dominio general puede ser cubierto por rectangulos de esa forma.
Sea

Alz,y) = /Cy/;f(ﬁ,n)dﬁdn
)
B(z,y) = /gl(w,n)dn

c

Clary) = / " gale,y) de.
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Tomemos h(z,y) = v(x) w(y) con v en C§°[a,b], w en C§°[c, d]. Tenemos entonces

oh oh B 0B , oCc
// (fh+g1+gg )dxdy / (8x8va+8y w—i—awi)dxdy
A

:/c </ab[_‘2x —Bu’+g§u]dx>w'(y)dy=o

usando el hecho que w(c) = w(d) = 0 e integrando por partes en y. Por el lema 1.6.3

tenemos que
b
/ 8£ — % v — Bv'| da = constante.
“ or Oz

Integrando por partes y evaluando la constante en y = ¢, y = d:

b
/ (A=B—=0)|y—a— (A= B = O)|y=c)?'(z)dz =0

para todo v en C§°[a, b]. Por el lema 1.6.3:

(A= B —C)ly=a — (A — B — C)|y=c = constante
en z. Evaluando esta expresibn en x =ay x = b:

A(b,d) — B(b,d) — C(b,d) + C(b,c) = —B(a,d).

Expresando cada uno de esos términos como integral, tenemos el resultado. 9.£.D.

1.6.8. Nota

Este lema nos serd muy ttil en adelante, en particular el inciso (2) cuyo resultado se
extiende facilmente a mds variables. Observemos que en la prueba de (2) en realidad
no se necesitd usar mas que continuidad en primeras derivadas de h, por lo cual si
queremos que el resultado sea valido para h(z,y) € CF(Q) con k > 0, solo basta
modificar la prueba de (1) usando funciones hy y hy de la forma
ha () = ((x —x1)(x — xg))k'H si x € [z1,22]
! 0 si x ¢ [z1,22]
S (=) =) sy e [y, el
ha(y) = :
0 sty ¢ [y1, 2]

De esta forma, para un funcional como J(y) = fab Fdx el “espacio natural” a usar
sera aquel que incluye continuidad de las derivadas exactamente del mismo orden
que aquel de las derivadas de la variable dependiente y que aparecen en F', es decir
si F' = F(x,y,y’,...,y(k)), de no indicarse lo contrario, el espacio donde se traba-
jara serd C* para la funcién F' (un hecho que nunca se suele mencionar en fisica). En
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el caso del lema de Haar vemos que, para que los resultados (1) y (2) sean vélidos, es
“suficiente” con suponer que f es continua y h, g1, g2 son C! aunque no “necesario”.
Esto nos lleva a desear trabajar en un espacio “cémodo” (suficiente) para funcionales
con varias variables independientes, es decir, para poder usar el teorema de la diver-
gencia necesitamos que F sea C?F con respecto a todos sus argumentos y donde k es
el orden de la derivada méxima en las variables dependientes que aparece en F. Asi,
cuando se trate de un funcional con méas de un parametro, de no especificar el espacio
en el que se trabaja se asumird que F' € C?(Q x RY) donde Q € R**! con n+1 la
dimension de los parametros independientes y ¢ el numero de variables dependientes
junto con sus derivadas.

Obsérvese también que para los ejemplos y las demostraciones de los lemas anterio-
res no se usé ninguna condicién de continuidad acerca de los argumentos que aparecen
en F. Asi, de no indicarse lo contrario, si F' depende de derivadas de hasta orden k
de y, asumiremos que y es C* [a,b], es decir, el espacio funcional “natural” para un
funcional J(y1, ..., yn) es C*[a,b] cuando se tiene dependencia en un sélo pardmetro.
Esta hipotesis se extiende de igual manera a funcionales que dependen de varias va-
riables independientes aunque, nuevamente, el espacio “comodo” (suficiente) para este
tipo de problemas se sigue de la necesidad de que F sea C?* para el uso del teorema
de la divergencia y en consecuencia J serd un funcional definido sobre el espacio de
funciones C?*. De hecho, de no indicarse un espacio diferente, asumiremos que éste es
nuestro espacio de trabajo. Este uso de espacios quedard mas claro en las secciones
restantes del presente capitulo.

1.7. Ecuacion de Euler-Lagrange

Sea

/me y(2)) da

un funcional donde F(z,y(x),y'(x)), %l; , 25/ son continuas en [a,b] x R?, y € C', con

norma | |1 y que satisface las condiciones y(a) = A, y(b) = B.
Suponemos que yp es un extremo local de J(y), entonces podemos escribir y(x) =
yo(x) + h(x), con h(a) = h(b) = 0, para un vecindad de yy y estudiar el funcional

b
:/F@MMHhWMM@+W@N$

sobre Ct[a,b] (N Cola,b] con norma | |;.
Asi tenemos que 0 es un extremo local de I(h) y por lo tanto su derivada de Fréchet
debe de anularse en este punto, (por el ejemplo 1.3.2, y el teorema 1.5.2), es decir:

b1/ 0 0
DI(0)h = / —F(z,y0,v0) | h+ -F(2,90,40) | | dz =0
a y 8
para todo h en C'[a, b] () Cola, ]
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1.7.1. Teorema (Ecuacién de Euler-Lagrange)

Sea yg un punto critico del funcional

b
I = [ Pyt @) da

es decir:

1) %F(az, Yo + th,yg + th'), (%,F(m, Yo + th,yy + th') son continuas en (a,b) para
todo t pequeno y h en C3°[a,b], con |h|; =1,y

2)

Du = [ (Bon+ 2 ) ar =0

para toda h en C3°[a, b].
Entonces:

9 1
@F(may()vyé)) es C" en (avb) y

d 0 0
@ <ay/F($,y0,y6)> = @F(ﬁ,yo,yé)

Demostracion. Por el lema 1.6.4 tomando como f(z) = 2 F(z,yo(z), yh(x)), g(z) =

-2
a%,F(:L‘, yo(z), yo(x)) tenemos que %F(:L‘, Y0,Y6) es C1 y su derivada es %F(w, Y0, Y0),
notando que no hay problemas en los limites de integracion. Q.ED.
1.7.2. Nota

En mecénica clédsica la funciéon F' se conoce como Lagrangiano y se suele denotar
por la letra L cuando sélo depende de una variable independiente, cuando se trata de
varias invariables dependientes se denomina densidad Lagrangiana, la cual se denota
por £.

Por simplicidad de notacién es conveniente definir la ecuacién de Euler-Lagrange en
forma de operador aplicado a F'. Definimos el operador €4, con pardmetro = actuando

sobre F' como
_d 0 0

y desde luego cuando el funcional J tiene un extremo, la funcién yy que lo extremiza
cumple con €L, (F)(x) = 0. Cuando se trate de un Lagrangiano que depende de
derivadas de orden mayor a uno la definicién de este operador se extiende de manera
tal que €Z,(F')(x) = 0 siga siendo la ecuacion que cumpla que DJ(y)h = 0.
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1.8. Integral Primera

Sea J(y) un funcional en el que F' no depende de x, es decir

b
ﬂw=/FM@dem

Si no nos preocupamos por la diferenciabilidad de F'y la de sus argumentos la ecuacién
de Euler-Lagrange puede escribirse como:

% <;y F(y, y)) ;yF(y,y’)-

- ddx (F(y,y)) = <§yF(y,y’)> y' + (86, (yvy’)> y"

y si hubiera dependencia explicita de F' en z solo se sumaria %F

Por lo tanto, multiplicando la ecuacion de Euler por y':
OFN  (OF\  ,0F aF ,OF
Y 873/ =Yy

ay) oy oy Y oy
de lo cual se puede ver que F' — (y gF,) = 0, es decir, F — o/ gF, = constante. Si se
considera dependencia de F en x este resultado solo se modifica como

oY _oF
<F Yoy ) ~ oz

Para que este argumento funcione se ha tenido que suponer que y, F' son C?; esto
no necesariamente sucede con las funciones que se usan en fisica, nos gustaria relajar
tales condiciones. En efecto, se puede si g es un extremo local de un funcional, es decir
cuando se cumple la ecuacion de Euler-Lagrange. El siguiente teorema lo muestra:

F/

1.8.1. Teorema (Segunda ecuacién de Euler)

Sea yp un extremo del funcional

b
ﬂwz/memyMMx

con y(a) = A,y(b) = B, F € C! en [a,b] x R%. Entonces

F(@,y0(x), 50(2)) = v0(w) 5 5 F (2 90(), 4 ()
es C!, con derivada %F(x yo(z), yo(x)).
En particular si F' no depende explicitamente de x, entonces gF Oy

OF
F — yy— = constante

Yy’
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Demostracion. Sea e tan pequeno que bajo la transformacién:
r=£&+en
y=n

la curva y = yp(z) se puede parametrizar por £ y dar la curva n = no(§) para £ entre
a=a—cAypf=b—cB.

As{ mismo cualquier curva y = y(x) vecina de yo(z) dard una curva n = n(&) e
inviersamente, con

n(€) =y +en(§)), n'(€) =y (£ +en€)(1+en'(£)),

es decir y'(z) =n'/(1 + e7y/).
Ahora, bajo el cambio de variables = = £ + £7(), tenemos

b
I = [ P,y @)

n'(§)
"(L4en'(6))

B .
— /F({,n,n’)d§:J(77>7

) (14 en/(6)) de

de lo cual, si J(y) tiene un extremo local en yo para la clase de y en Clla,b] con
y(a) = A, y(b) = B, entonces J(n) tendrd un extremo local en 7o para la clase de n en

C'a, ] con n(er) = A,n(8) = B. Por lo tanto 35, i

¢a % (teorema 1.7.1). Pero también tenemos que

6F 0 77/ OF /
o [E&J:F <§ +eno(€);mo(§), me> + 6y] (1 +enp(§))

d (OF oF d (0F
dg(@#) = 5( (1+e¢ ”0)1+€F>_(m<an>(l+€”°(§>)

Por lo tanto

oF 0 d [OF
b o= — [ Z=(1—enh(1 Al F
8y+€8m (2, y0,Y0) e <6y’( enp(l4+emy)™") +e¢ )
d (0F  ,0F
= — F
dx <0y 08/+€ )

Como 8F, tiene como derivada a %1; , podemos obtener el resultado

9 . d ,OF
%F(xay(%yO) =4 (F yoay,>

Q.£.D.
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1.9. Varias Funciones

Suponemos ahora que el funcional depende de varias funciones yi,...,y, con y; en
Cl[aa b]7 yz(a) = Alayl(b) = Bi7

b
Tt yn) = / F(@,51(2), oo yn (1), 4, (), ol () d

con F en C([a,b] x R?™). Veremos que el problema no es tan complicado.
Obtenemos su derivada de Gateaux (o de Fréchet) del funcional (ver ejemplo 1.3.4,
el cual sélo se extiende de 2 variables a n)

b
oF OF
D(hl,...,hn)J(yh o Yn) = / <8y hi + aT// h;) dx

donde h; pertenece a C![a, b] (N Co[a, b], 6 a C§°|a, b] si no hay problemas de continuidad
en a y b, y hay una suma implicita en los indices repetidos (notacién de Einstein),
notacién que por comodidad se usard en adelante; si algin caso precisa de no sumarse,
se dira explicitamente.

Si (y1, .., Yn) €s un punto critico de J(yi, ..., yn) entonces podemos tomar variacio-
nes (hi, ..., hy) de la forma (0, ..., 0, h;,0,...,0). En este caso la derivada de Gateaux se

reduce a:
b
oF oF
D(o,...,o,hj,o,...,o)J(?Jl; ---7yn) = / <8y hi + 87/ hi) dz =0

para todo hj en C3°[a, b], donde solamente sobrevive el término i = j. Asi, por la nota
1.6.5 se puede deducir el siguiente

1.9.1. Teorema

1) En un punto critico de J(y1, ..., Yn), 2—5 es C'! y satisface las ecuaciénes de Euler:

35 (G F @) @) 5500 ) = S0P

para i =1,...,n.
2) En un extremo local, si F' no depende explicitamente de x, entonces:

F(ys (), .t (2)) — y;;’yF<y1<x>, (@) =

para alguna constante c.
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1.10. Varias Variables

Ahora suponemos que el funcional depende de varias variables independientes, por

ejemplo
e )

donde  C R? es un dominio acotado para el cual el teorema de la divergencia es
véalido. En este caso se pide que ¢ esté en C(Q) con norma | |1, ¢ estd dada sobre
0Q y F es C'. En tales condiciones, como vimos en el ejemplo 1.3.5, J(¢) tiene una

diferencial de Fréchet:
or oF oh OF 0Oh
_//Q<a¢h 8u8x+8v8>dd

donde u = gﬁ, v = i y los argumentos de gg, gg, %—5 son (z,y, ¢, %, %)’ para toda

h en C§°(9).
Escrito de manera compacta usando la notacién usual en relatividad g—i’ = ¢,1 =

016, 5o = 2= D20,
= [ (5o o ) ox

con 7= 1,2 y dX en este caso representa drdy y en general el elemento de volumen
de la regién de integracién (es la n — forma con n la dimensién del espacio de las
variables independientes). En algunos casos se usara de manera indistinta (z,y, z, ...) =
(!, 22,23, ...), y la variable 20 estard reservada para denotar el tiempo ¢, en cuyo caso

la dimensién de las variables independientes serd n+1.

1.10.1. Definicién

Sea £ una funcién C! en Q C R™ x R* x R*™, sus argumentos incluyen las variables
independientes y varibles dependientes, es decir

p 0P 0yl oyt fwk)

T Oxl’ 0227 7 Qa1 Dam

£:£<xl,. mopt Y,

donde las variables dependientes son ' = ¢*(X), C? en Q C R™. Se introduce el
concepto de derivada parcial con respecto a las variables independientes cuando las
funciones dependientes han sido supuestas a haber sido sustituidas como funciones de

las variables independientes, es decir, se define el operador =

B actuando sobre £ como

D¢ _oc ot ow ot o
Dzt Oxt 0PI Oxt 8% Itz
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Claramente este operador es un caso particular de la formula ordinaria del célculo
elemental para la diferenciacién implicita de una funciéon y puede ser extendido a
derivadas de orden superior. En los siguientes capitulos siguiendo la notacién estandar
en Relatividad, este operador, cuando no haya confusién, también se denotaré por 9;
0 ,;. Cuando se quiera diferenciar de una derivada parcial explicita del Lagrangiano o
de alguna otra funcién en cuyos argumentos aparezcan variables dependientes ademas
de las independientes, esta se escribira completa.

Regresando al funcional anterior, en un punto critico la diferencial de Fréchet vale
0 y, sea usando las consideraciones del lema de Haar 1.6.7, o sea suponiendo que ¢ es
C? asf como F, tenemos:

oF D oF D oF
—h,;= — h|l—~h .
a¢7i ’ Dt <8¢71 > Dt <8¢)l>

con lo cual entonces la diferencial de Fréchet se convierte en

// [<a¢ D ((fif)) hot @i (;Zi h)] dx =0

y usando el teorema de la divergencia tenemos

oF oF OF
// [fw D <a¢,i>}m+ agh<&m’a¢,2>'”ds_0

Ahora, como h = 0 en 02, podemos concluir, a partir del lema 1.6.7:

1.10.2. Teorema

Sea J(¢) un funcional de la forma

=[] 7 (xo00. 55 ) ax

y suponemos que tiene un punto critico ¢, con ¢ y F en C?, ¢ dado en 9. Entonces
la ecuacion de Euler es:

oF 9 <8F

1.11. Derivadas de Orden mas Alto

En algunos problemas, el funcional depende de derivadas de orden més alto, por ejem-
plo:

b
J(y) = / F(z,y(z), o (2), " (z))de
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Como se mencioné anteriormente, el espacio de trabajo en este caso es un subconjunto
de C?[a,b] y la norma asociada a este espacio es

|fla = max [f(x)| + max |f'(z)] + max |f"(z)|
x€[a,b] z€a,b] z€[a,b]

Supondremos que y(a) = A, y(b) = B, y/'(a) = «, y'(b) = 3 son dadas. Si F es C' en
[a,b] x R3, 9o es el candidato a extremo o a punto critico, todo y se escribe como

y(x) = yo(z) + h(z)
con h(z) en C?[a,b] N Ci[a,b]. Por lo tanto

brOF oF oF

En un punto critico se tiene

oF oF oF

b
DJ h = — h+—h+=—"hn")de=0
(o) /a (ay + oy’ + oy ) x

y esto es para todo h en C?[a,b] N C}[a,b]. Si hay problemas de integrabilidad en los
extremos se tiene que reducir el dominio de h a un subconjunto de C§°[a, b].

Por el lema 1.6.6 tendremos el siguiente:

1.11.1. Teorema

ors OF 1 d (0F oF 1 ..
En un punto critico by €8 (O (ay,,) — Gy 8 C'y:

d|d (oFN _oF| _ OF
dx | dx \ Oy" oy | oy

es la ecuacién de Euler-Lagrange para un funcional que depende de segundas derivadas.
En particular, si el punto critico es C* y F es C3, la ecuacién de Euler-Lagrange se

escribe como:
OF\" [(oF\ OF
— | = — = F = 1.2
(Gy”> (01/) gy = @) =0 (1.2)
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1.11.2. Nota

Para el caso particular del teorema anterior en que F es C3 y yo es C* podemos
ver que

dF ,,,6F+ 8F+ OF | OF
dr ya// a ay O

d n OF _ ///

dr Y oy’ -

i [ OF ' B "
a’ \ay') = a z

d(OFY _ //aj+, ory
dx y(?y’ Y oy’ 4 oy’
de esto se ve que

i ,,8F_, oF /+ ,3j _///8F+//a£_/ ai_ﬁj
dr Y 8y” Y 8y” Y ay/ =Y ay// Y ay/ Y ay// 8y’

y asi para este caso tenemos que, con la ayuda de 7?7 la segunda ecuacién de Euler es

d[,0F ((OF\ OF\ ] OF
dx [y oy 4 oy +8y’ Fl = 0x (1.3)

Las condiciones bastante restrictivas de continuidad pueden ser relajadas a solo C?
haciendo una prueba formal un tanto tediosa similar a la realizada para demostrar el
teorema 1.8.1. Dado el objetivo de utilizar estos resultados en varias variables inde-
pendientes y la necesidad de usar el teorema de la divergencia, no serd necesaria una
prueba donde y es solo C?, de hecho, en el siguiente capitulo se hard una extensién de
esta misma ecuacion 1.3 a varias variables para poder incluir al escalar de curvatura
en el Lagrangiano, el cual dependera de segundas derivadas de la métrica.

1.12. Cambio de Varias Variables Independientes

/ / ey N, O, .., Opu) At L., da”

un funcional definido para u(z!,...,2") con (z!,...,2") en Q, un dominio acotado de

R™. Suponemos que F'y u son 02 para poder usar el teorema de la divergencia. Si
hacemos un cambio de variables

Sea

(x17 ""xn) I (£17"'7§n)7 Q - Ql? X —)5
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entonces
J) = / P(X, u, Ou) dX
Q

;/...§F<X( ua§a£>‘ll“
| Hd¢
o

86” la diferencial de Fréchet se calcula como

oF oF

OH OH 0Oh
—h - ) d
/, /(au +8wi8§’) &t
Podemos identificar las partes li

lineales y usar el teorema de la divergencia en cada
una, suponiendo que h = 0 en 99 (y por lo tanto en 9, si pedimos por ejemplo que
h € C§°(Q)).

/ /[ BRoT <8u,z>]th / /[ ©§Z<a}{>]hd§
LS [ () 1| e

(5 Y "”én)

d§

Haciendo w; =

dg

(1.4)
(cambiando de variables), para todo h en C§°(£Y'). Por el lema de Haar 1.6.7

oF ® (0F\]|D(',...a")| 0H D (0H
[au YT <8u,i>] ‘ D(Y, ..., en) | ou D¢ <8wi>

con lo cual tenemos el siguiente teorema

1.12.1. Teorema

Bajo el cambio de variables (z?

T 7"'7$n) - (517 :

., &™) tenemos:
D(zt, ..., 2") ( D(zt, ... x”))
CL,(F)(z!, ... a") =" —f, | P L) (¢, .. &n
2 D em D, .en ) €t
En particular los puntos criticos no dependen de las variables

Obsérvese que se ha quitado el valor absoluto en el Jacobiano puesto que éste
cambia de signo de igual manera en ambos lados
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1.13. Regla de la cadena

Si para el funcional
b
1) = [ Ploy@).y/@) do

cambiamos no solamente la variable independiente z, pero también la funcién y(z), es
decir tenemos el mapeo

(#,y) — (u,v)

en este caso la curva y = y(x) da una curva en el espacio (u,v) pero no necesaria-
mente de la forma v = v(u), como es el caso cuando solo se transforma a x. Evitamos
el papel especial de la variable x como pardmetro pasando primero a otro completa-
mente independiente, ¢ por ejemplo, en [0, 1]. La curva (z(t),y(t)) dard entonces una
curva parametrizada como (u(t),v(t)) = (u(x(t),y(t)),v(z(t),y(t)) e inversamente. Se
tiene entonces que y'(z) = % g—;. Denotando por - la derivada respecto al tiempo por
simplicidad ' _ .
1Y Y + Yo
T

asi se tiene que

1
J(z,y) = /0 F(a(t),y(t), §/d)i dt

T L, 4 20

= /01 F <$(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)) ) (Tult + 20) di

1
= / G(u,v,0,0)dt = J1(u,v)
0
es decir, tenemos la composicién de operadores:

Cla,b] x Ca,b] -  CYa,b] x CYa,b] —L5 R
(u(t),v(t)) = (z(u(t),v(t)), y(ut), v(t))) — J(z,y)

donde suponemos que la tranformacién (u,v) — (x,y) es C*.
Tenemos entonces

Ii(uyv) = J (I, ) = J o I(u,v)
y nos interesa su derivada de Fréchet.
1.13.1. Teorema (Regla de la cadena)

Sean XY, Z tres espacios normados, I, J dos operadores (no lineales en general)

x Ly 2L,z
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cuyas derivadas de Fréchet existen. Entonces J o I tiene una derivada de Fréchet con
D(J o I)(p) h = DJ(I(p)DI(¢) h
para toda h en X, donde las derivadas de Fréchet son operadores lineales.
Demostracion. Recordemos que
J(y+k) = J(y) = DJI(y)k + of[[k]ly)
donde DJ(y) : Y — Z es un operador lineal continuo. Ademas
I(¢+h) = I(p) = DI(¢)h + o(||h][x)
donde DI(p) : X — Y también es un operador lineal continuo. Entonces

J(I(p+h)) = J(I(p)) = DJ(I(p+h) = 1(p)) +o(|[I(¢+h) = I(¢)|y)
= DJ(I(p))DI(p)h+ DJ(I(p))o(||h]lx) + o[ DI(@)hlly + lo([Allx)ly)-

Como los operadores y residuos son continuos:
J(I(p+h)) = J(I(p)) = DJI())DI(e)h + o(|| ] x)-

Por la unicidad de la derivada de Fréchet, proposicién 1.4.1, el resultado queda demos-
trado. Q.ED.

Este resultado es muy 1til en los casos cuando el funcional depende en realidad de
curvas geométricas mas que de funciones. Ejemplos donde se aplica este resultado son:
Dar una curva cerrada en el plano de longitud [ que contenga la mayor area posible,
Lagrangianos donde se incluye un potencial central, etc.

El contar con herramientas matematicas como el cambio de varias variables inde-
pendientes y la regla de la cadena resultan particularmente tutiles en el tratamiento de
Lagrangianos definidos sobre variedades diferenciables. Puesto que un atlas relaciona
la variedad M de dimensiéon m con R", de manera inmediata sale la necesidad de hacer
variaciones las cuales no dependan de una carta (atlas) particular. Asi, no habra ningin
misterio ni confusién al aplicar nuestros resultados hasta aqui obtenidos a problemas
sobre una variedad diferenciable de orden r puesto que con la aplicacion de cualquier
carta (diferenciable de orden r) ya estaremos trabajando en R" con la dnica restriccion
que el orden r sea mayor o igual a 2k con k, como se ha acostumbrado, el orden de las
derivadas de las cuales depende el Lagrangiano. El Lagrangiano tendra como variables
dependientes a campos tensoriales los cuales también tienen la propiedad de no depe-
der de las coordenadas que se usan. Asf el usar un conjunto de coordenadas particular
“el cual conozcamos bien (0 m&s nos convenga)” no provocara ninguna pérdida de
generalidad de nuestros resultados.
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1.13.2. Observacion

Aunque hasta aqui hemos sido cuidadosos en especificar adecuadamente los es-
pacios requeridos en nuestros funcionales y en quitar las restricciones mayormente
posibles a nuestras derivadas funcionales, estos resultados son atn inttiles para ciertos
problemas en fisica, que normalmente se suelen pasar por alto. Por ejemplo pensemos
en el principio de Fermat: un haz de luz siguiendo la trayectoria mas corta entre dos
puntos, cuando se tiene una interfaz o un espejo, la trayectoria es continua pero no
diferenciable y no cumple con los requerimentos del tratamiento anterior. Otro ejemplo
seria una pompa de jabon restringida a una curva cerrada y que ademaéas pasa por un
punto fijo, externo a dicha curva. En estos problemas las soluciones requeridas estan
sujetas a nuestra experiencia y la herramienta matematica debe de ajustarse a ella, al
requisito de sélo soluciones continuas. Pero el problema puede ser mucho méas grave,
por ejemplo, soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein como la de Schwarzs-
child o la de Kerr que tienen singularidades las cuales, como se ha comprobado [11],
no dependen de la carta en la que se trabaje sino que es una singularidad misma de la
métrica (la solucién). Este serio problema general ain no es completamente tratado,
pero si cuando las soluciones que uno busca son necesariamente continuas, vease [7],
condicion de Weierstrass. FEn los casos en que la variedad posee una singularidad es ne-
cesario remover de ella una vencidad de la singularidad, y trabajar en la nueva variedad
resultante.

1.14. Teorema de Noether
Consideremos el funcional

t1
J(yl,...,yn):/ F(t,y1y ooy Yny U1y -y Yn) di.
t

0

Supongamos que hay una familia de aplicaciones, parametrizada por €, de R x R"™ x R™
en R x R™

(t7 Yi, Zi) — (7—67 Y;) = (Te(t7 Yi, Zi)u }/‘Fjs(u Yi, ZZ))

tal que (7, Y) sean C? (tambien en €) y
==t Yo=y
Esto implica que para € pequeno podemos invertir parcialmente de la forma
t=1(1e,Ye, 2), y=y(7e, Ye, 2). (1.5)
Si tenemos y; = y;(t), 2z = ¥;(t), entonces 7c = 7c(t,y;(t), yi(t)) = 7(t), con 79 = t,

) =
y podemos expresar, para € pequeno, t = #(7e), Ye(t,4i(t), 9i(t)) = Ye(t) = Ye(t(7e)) a
través de la trasformacion de ¢ = t(7¢).
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1.14.1. Definicién
Diremos que el funcional J es invariante bajo la familia de aplicaciones 1.5 si:

Tle

Je(Ylea ceey Yne) = /

Oe

F (TE,YZ-E(t(TE)), di

Te

Yie(t(Te))> dr,
= J(y1,..,Yn) para todo yi,...,Yn,to,t1.

Observacién No se trata de un cambio de variables sino de una sustitucion de ¢
por 7, (incluida en los argumentos de las funciones y en las derivadas) y de y; por Y.

Si se cumple esta condiciéon, diremos que tal aplicacién es una simetria de Noether
del sistema descrito por la funcién F.

De manera general podemos relajar la condicién de que Je(Yie, ..y Yne) —J (Y1, vy Yn)
sea identicamente 0 a que esta diferencia sea una contante, la cual no afectard la
derivada funcional, constante que puede verse como

bd
—Q(t ey Yp ) dt
/a dt (7:‘/17 7y)

donde €2 es una funcién en el mismo espacio de la F'. Por sustitucién directa pue-
de demostrarse algebraicamente que [€Z,];(©2) = 0, es decir, tampoco modifica las
ecuaciones de Euler-Lagrange.

1.14.2. Ejemplo

Si consideramos la familia 7. = t+e¢, Yjc = y; entonces t = 7. —e¢, y;(t) = yi(Te—€) =
Yie(t(7e))-
t1+€
Je = / F(Tayi(Te - E)?yi(TG - E)) dTe'
to+e

Al hacer el cambio de variables ¢t = 7. — € tenemos:

t1
Jo= [ F enlo) o) e
to
el cual es invariante si ' no depende explicitamente de t.
En general si hacemos el cambio de variables 7. = 7.(t) tendremos dr, = Eﬁ dt con

Te = Te(ta yi(t)’ Yi (t))

d dt d

d—TEY; (t(Te)) = diTe &Yie(uyi(t)vyi(t))

y por lo tanto

t1

— dt.
dt

JE(Y167"'7Yne) —/ dt dr

to

F (n<t>, Yie(t, al0), (1), e 4 ) dre
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1.14.3. Teorema (Noether)

Si J. es invariante bajo la aplicacion 1.5, entonces en un punto critico de Jy se tiene
la primera integral:

OF 9Y;. 4 (F . OF\ 01 tant
— — Y — = constante
0z Oc | Yoz ) ey
Demostracion. Como J. = Jy, entonces
dJe
=0
de e=0

/tl OF Or.  OF dY;e OF 0 (dY; (dn)_l dr. 9 <d76>

= — + +— = — — +F—|— dt.
to ot Je  Oy; Oe Oz; Oe \ dt dt dt Oe \ dt —o
Recordemos que hay una suma implicita en cada par de i’'s. Ahora, como 79 = t,

dre =1 dYie — dy; —
dt P | g T dt

O_/t1 %%+8F8E6+8£ i 3Yze _g 8’7’5 . +Fg ('97'6 dt
) ot Je  Oy; Oe Oz; \ dt \ Oe dt \ Oe Yi dt \ Oe

0

=0 1;, tenemos entonces:

donde hemos usado el hecho que 7, Y son C2.

Notando que para € = 0 los argumentos de g—i son (t,v;,yi), y por ser y; un punto
critico podemos integrar por partes, ya que g—z vy F— yig—i’ son C! (primera y segunda

ecuaciones de Euler) con derivadas 2—5 y %—f respectivamente:

F h
e=0 821 e e=0dtg

como el resultado debe ser cierto para todo tg y t1 obtenemos lo que deseamos. Q.£.D.

OF 0
Gzi Oe

Extender esta demostracién a varias variables independientes no resulta inmediato
pero puede consultarse [7] para el caso de dos dimensiones. Para el caso general de n
variables independientes puede consultarse [9] donde se deduce la expresién correspon-
diente.

1.14.4. Conservacion de la energia

Cuando se trata de un funcional que describe a un sistema fisico, es decir una accién
de la forma .
1
S(Qla"'aQn) :/ L(tvqlv"'7Qnaqla"'aq'n)dt
to
donde L es cualquier funcién C! (Lagrangiano en Mecénica) con condiciones ¢;(tg) =
Ai, qi(t1) = B;, podemos definir la energia del sistema como

. . oL .
E(@Qla---»Qle,---in) = %quL (16)
)
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Hay que tener en cuenta que esta definicion no necesariamente corresponde estricta-
mente con la energia fisica del sistema, esta equivalencia se tiene sélo cuando la energia
cinética es cuadratica y homogénea en las velocidades. De manera general a esta de-
finicién se le suele llamar la cantidad de Jacobi cuando se supone se han sustituido
todos los argumentos en funcién de ¢, es decir E = FE(t). Si en el ejemplo 1.14.2 se
aplica el teorema de Noether (Teorema 1.14.3) tenemos que

L—g 7L = constante
9gi
es decir, la energia se conserva.

Notemos que en este caso la conservacion de la energia también es una consecuencia
directa de la segunda ecuacién de Euler. En otras palabras, si en un sistema sélo se
busca la conservacién de su energia basta con aplicar la segunda ecuacién de Euler
que se puede ampliar sin mucha complicacién de un sélo parametro a varios como se
verd en el siguiente capitulo.

La utilidad del teorema de Noether recae en el hecho de que por cada simetria hay
una cantidad conservada. Asi por ejemplo si el Lagrangiano L(¢, q1, ..., Gn, q1, -, Gn) DO
depende explicitamente de y; podemos hacer la transformacion

Te:ta Yle:y1+€a Y;Ze:yiey 222

y puede mostrarse facilmente que el Lagrangiano es invariante ante esta familia de
aplicaciones dando como resultado del teorema de Noether que

oL . , o

a—q.i = constante sobre las soluciones de las ecuaciones de movimiento.
En este caso se dice que el “momento (lineal)” se conserva en la direcién y;. Hay
que tener en cuenta que y; no necesariamente corresponde a una coordenada fisica
ya que la formulacién Lagrangiana se hace usando coordenadas generalizadas. Otro
ejemplo seria un sistema cuyas funciones y; en el Lagrangiano son invariantes bajo el
grupo de rotaciones en tres dimensiones, es decir L es invariante bajo la transformacion
Y;e = A(e)y; donde A(e) es una familia de rotaciones en R?; en tal caso obtenemos el
momento angular como la cantidad conservada.

1.14.5. Observacion

A través del formalismo de este capitulo hemos llegado a un resultado muy impor-
tante y tutil: Por cada simetria hay una cantidad conservada (una integral de movimien-
to) y viceversa. Su utilidad es clara puesto que por cada integral de movimiento que
hay, una de las ecuaciénes de movimiento se reduce de segundo a primer orden, facili-
tando su estudio analitico y en el caso de haber las suficientes integrales de movimiento
podemos conocer la trayectoria del sistema sin resolver siquiera una sola ecuacion de
movimiento como se hizo observar en la Introduccién. Nos gustaria rescatar esta herra-
mienta en el contexto de relatividad general, es decir, ayudarnos de las simetrias que
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posee un sistema, que obedece un principio variacional, para facilitar el estudio de su
comportamiento. El lograrlo resultaria en una gran ventaja debido a que las ecuaciones
de campo de Einstein son muy complejas de resolver. La dificultad de la aplicacién del
teorema de Noether a este esquema radica en el hecho de que las densidades E y P,
densidades de energia y momento respectivamente, no estan bien definidas, ademaés de
que en mecanica clasica estas cantidades estan en términos de las velocidades mientras
que para las variables andlogas ¢®? en relatividad general, podemos siempre hacer cero
su primera derivada en cualquier punto. Ayudados por el manejo apropiado de unas
cantidades llamadas pseudotensores podremos definir una energia gravitacional del sis-
tema y con ello recuperar el formalismo de Noether. Estos pseudotensores permiten
definir densidades de momento e inclusive de momento angular también. En particular,
al final de este trabajo demostraremos que la energia total del sistema materia mas
gravedad siempre se conserva si todas su variables de campo son invariantes ante un
vector de Killing de tipo temporal.

En el Capitulo 2 se definen tanto el tensor de energia-momento canénico tg* como el
simétrico de Landau y Lifshitz 7% obtenidos del Lagrangiano de materia, y se derivan
las ecuaciones de campo de Einstein. Posteriormente se obtiene el pseudotensor de
energia candnico del Lagrangiano gravitacional. También se definen otros tensores de
energia-momento y pseudotensores de energia, y se estudian brevemente las relaciones
entre ellos.

En el Capitulo 3, en una extesién inmediata del formalismo precendente, se deriva
de una manera natural el operador de Noether, una generalizacién de los tensores
vy pseudotensores tratados en el capitulo 2. El uso adecuado de este operador nos
permite formular el teorema de Noether en el contexto de espacios curvos asociado
a la invariancia de la acciéon ante un arrastre de Lie dado por un vector £. Obtener
cantidades conservadas especificas a partir de este teorema lleva a trabajar sistemas
menos generales. En el Capitulo 4 esto se hace para la energia y se da como ejemplo a
un sistema consistente de un fluido perfecto.



Capitulo 2

Relatividad General

Es comun encontrar en la literatura méas de una definiciéon de “variacién”, segun se
deseen variar las variables dependientes o independientes e incluso si se trata de un
arrastre. En la primera parte de este Capitulo, luego de definir los espacios funcionales
de trabajo, mostraremos la equivalencia entre la derivada de Gateaux y un arrastre
(derivada) de Lie, y conforme se desarrolle este trabajo se verd que no hay necesidad
de definir mas derivadas funcionales sino sélo especificar el espacio funcional en el que
se trabaja. Posteriormente definiremos los tensores canénico y simétrico asociados a un
Lagrangiano de materia y al incorporar el Lagrangiano gravitacional deduciremos las
ecuaciones de campo. La ultima parte de este Capitulo esta dedica a obtener los pseu-
dotensores asociados a los tensores candnico y simétrico, y las cantidades conservadas
que definen. Todo esto como mera aplicacién del formalismo deducido anteriormente.

2.1. Espacios Funcionales Necesarios

Dado que en Relatividad General se trabaja sobre variedades diferenciables con una
métrica Lorentziana asociada, a partir de ahora nuestras variables independientes
(2°,...,2") = X son las coordenadas de una variedad diferenciable M de dimensién
n + 1 y nuestras variables dependientes () son tensores de rango r > 0, los cuales
siempre determinamos por sus componentes en las coordenadas X . Estas componentes
son funciones de M a R. También, dependiendo el problema particular que se trabaje,
podemos quitar el caracter especial de una carta particular X, considerando las trans-
formaciones entre coordenadas (entre distintas cartas) como un conjunto de variables
dependientes, de esta forma un atlas particular en realidad son los parametros libres
usados en nuestro cdlculo de variaciones. En breve formalizaremos la idea de estos
espacios.

El espacio funcional de las variables independientes (pardmetros) ses el conjunto
{ps} de todas las posibles cartas de M de clase s, donde s es el grado de diferencia-
bilidad requerido en el tratamiento del funcional segiin el sistema que describa. Dado

39
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que un solo atlas cubre toda la variedad, cualquiera de ellos que se tenga es suficiente
para trabajar sobre la variedad completa. Como se hizo notar en el capitulo anterior, el
tratamiento que se aplica es de manera local y se requiere sélo de una vecindad abierta
Q) C M, la cual puede ser cubierta por una sola carta. Siempre denotaremos a dicha
carta por X = (2°,...,2™).

El espacio funcional de las variables dependientes @ (las componentes usando X)
serd, C'(M,R), donde [ también ser el grado de diferenciabilidad requerido en el trata-
miento del funcional particular en el que estémos trabajando, mismo que denotaremos
por J[Q]. Desde luego las funciones componentes no seran arbitrarias sino que estén
sujetas a las leyes de transformacion de un tensor, pero dado que la suma de tensores
es un tensor, y la multiplicacién de un tensor por un escalar es un tensor, queda claro
que cumple con nuestra definicién de espacio lineal.

Debemos especificar ahora un espacio funcional para hacer variaciones entre sis-
temas de coordenadas y en general entre regiones de la variedad. Esto es con la fi-
nalidad de comparar el valor del funcional J de una region X C M y el obtenido
en otra regién “cercana” X’ C M, es decir suponemos una dependecia J[X] lo cual
tiene sentido puesto que los funcionales que trabajaremos son integrales sobre una
regién dada de M. Sea Q@ C M y ® una (o un conjunto de) carta cualquiera pa-
ra € tal que X, nuestra regién de interés, esté contenido en 2. Sea Y la restriccion
de ® a X, es decir, Y (X) = ®(X) la cual en nuestro atlas conocido la podemos ver
como Y (X 1) para todo punto donde Y esté definida y sea ¢ : R"! — R"*! cual-
quier transformacién continuamente diferenciable de orden s tal que restringidos al
codominio de X, (2% 2!, ...,2")(p) — &(X(p)) = (€°,€1,...,€"). Entonces la suma
Y (XX (p))) + t&£(X(p)) esté definida para todo t y para todo punto X (p) donde Y
tiene soporte, esto implica que para t pequeio Y +t£ € ®(Q) y @ 1(Y +t£(X)) define
un flujo tal que en ¢t = 0 tenemos la regién X y para t # 0 tenemos una regién X’.(Este
flujo no necesariamente estd definido para t grande pero no hay problema en ello pues-
to que estamos interesados en la derivada funcional la cual sélo precisa aproximacion
a primer orden). De hecho ¢(X,t) = @ 1(Y(X~Y(X(p))) + t£(X(p))) cumple con la
definicién de un grupo 1-paramétrico en t para todo punto p sobre la variedad. Asi,
nuestro espacio funcional para identificar distintas regiones sobre la variedad (mediante
un “arrastre“ dado por ¢) es un subconjunto del espacio de funciones C* de R"*! a
R™*1 con la norma | |4, lo cual no permite que & pueda diverger. Dado que al trabajar
las integrales se hace sobre R™*! y no sobre la variedad, obviaremos ® en nuestras
interpretaciones.

2.2. Relacion de la Derivada de Gateaux con la Derivada
de Lie

Frecuentemente en la literatura uno se encuentra con conceptos como “La variacion de
la variable de campo @ a lo largo de un arrastre de Lie dado por el vector £ (9:Q =
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—£¢Q),” donde @ puede ser un tensor de rango 7. En esta seccién demostraremos que
esto es un caso particular de la derivada de Gateaux.

Para darnos una idea antes de arribar al caso general en que () es una variable
tensorial de rango r > 1 iniciemos con una funcién, es decir cuando r = 0. Sea f € C' :
Q C M — R (pensada como que ya ha sido escrita en coordenadas mediante X, lo
cual de aqui en adelante obviaremos) y sea & = (€9, ..., ") cualquier campo particular
como descrito anteriormente con s = 1, es decir &# € C'. Considérese el funcional

J(yo,yl,...,y”) :f(xo,azl,...,a:”). (2.1)

donde Y = (y°,y', ..., y™) es otro conjunto de coordenadas similar a X. Es decir, este
operador representa el cambio de coordenadas X (Y ~!) de una funcién escalar. El valor
de esta funcion en cualquier punto de la variedad debe ser independiente del conjunto
de coordenadas que se le asigne por lo que tiene sentido preguntarse cudl es su derivada
de Gateaux en algiin punto Y = Y (X 1) el cual se ve arrastrado por el flujo provocado
por £. Podemos calcular esta derivada de Gateaux como

d 0 ,.1

D(£O7£17__.7En)¢](y07 yh y") (f(z", 2, ..., 2™) =0

T odt
pero como Y = Y (X 1) implica que X = X (Y1), con esto %};_t@h:o = —‘g‘;ﬁ &
de lo cual se sigue inmediatamente que
oxt 0
D(£O7EI7".7§n)f(fL’0, xl, ceey $n) = — 8yl/ é—yw (./L'O, $1, ceey xn) (22)

Como esto se hizo para cualquier £&# € C?, y se obtuvo un operador lineal, podemos
aplicar el lema 1.4.3 al caso particular en que ¥ = X y obtener que la derivada de
Fréchet es

Df($07$17“vxn)(goaélv'"aén) = D(ﬁo,fl,.‘.,ﬁn)f('x(%wla--wxn)

e

B (2%, 21, ..., 2" (2.3)

Lo que hicimos aqui es mantener fija la funcién en un punto de la variedad y mover
las coordenadas en una direccién £, y luego obtener el limite cuando las coordenadas
tienden a la configuracion inicial. En el calculo usual las coordenadas se mantienen fijas
y nos preocupamos por conocer el cambio de una funcién en una direcciéon determinada.
Asi, mientras en el calculo usual se toma el limite de la funcién hacia el punto de partida
habiendo avanzado en la direccion £, aqui la funcién se regreso en la direccién —€ y
luego se tomo su limite hacia el punto inicial. Esto justifica el signo negativo que
aparece en 2.3.

Observacién. Si mapeamos las funciones £# a los coeficientes de un campo vecto-
rial en M

0 0

3
n _ep
g Tt e e o (2.4)

0 ¢1 n _‘_()a
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entonces la direccion funcional £ pasa a ser una direccion vectorial en la variedad M,
y mediante este mapeo tenemos

D(£0’£17.._’£n)f(l'0,l'17...,l’n) = _g[f] (25)

Notemos que esto no representa ningiin misterio y de hecho era esperado puesto que a
£(X = q) lo podemos ver como un elemento del espacio tangente al punto g en R"*1,
as intuitivamente ¢ serfa un campo traido de la variedad M a R™*! mediante lo que se
conoce como el mapeo diferencial inducido por la carta X, donde £ solo estd definido
para X. En una manera burda entonces & puede verse como las coordenadas de un
campo vectorial sobre X, aunque realmente uno no puede definir Y + £ sino hasta
cuando se le asocia el flujo ¢(z,t) de la manera en cémo lo hicimos en la seccién
anterior.

De la relacion entre la derivada de Lie y la aplicacién de un vector a una funcién,
dada por £L¢f = &[f], se puede poner de una manera general la relacién entre la
derivada de Gateaux y la derivada de Lie mediante el mapeo (2.4) para cualquier f,
& en CH(Q2 € M) como

Df(a® xt, . a™) (€0, &Y . ") = — £ f (2.6)

Ahora procedemos a extender este resultado para cualquier variable tensorial 7%+
de rango k, lo cudl se logra facilmente teniendo en cuenta las reglas de transformacién
para tensores.

Nuevamente usamos las cartas X e Y donde Y tiene soporte en 2 C M. Sabemos
que la transformacién de un tensor (los coeficientes de) estd determinada por el ope-
rador T (Y) : C1(Q) x R*t1 — (), cuya relacién es, suponiendo que tenemos la
transformacién de coordenadas Y = Y (X 1),

oy~ 0y® oy~

Paf...k
r (¥) = 07 0x° " Oxr

TP (X) (2.7)
donde T es solo para remarcar que las componentes de un tensor pueden tener distinta
forma en distintos sistemas de coordenadas. Haciendo nuestros pequenos incrementos,
dados por el parametro t, a Y(X DY en la direccién £(X) = (€°(X), ¢H(X), ..., £(X)) de
la forma Y/(X 1) = V(X 1) +#£(X) donde cada £* € C, podemos obtener la derivada
de Gateaux de 7°* donde el pardmetro libre es X 1. Para ello necesitamos tener en
cuenta que dada la transformacion X ! — Y (X 1), donde la inversa es de la forma
X = X(Y71), al variar Y a Y + t£ vemos que X se modifica a X'~! = X 1Y + #£).
Para mantener fijo a X ! entonces se necesita que X (V) = X 1Y’ —t£) y con ello
la derivada de Gateaux de 75 es

DT+ (Y) = T"‘ﬁ Y+ 8)]i=0 =

_d 0 o 0 Ié; 0 K K d... I
— i B0+ 0P + 1) T )|
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de lo cual, como es V&* € C! y usando la Proposicién 1.4.3, tenemos
foozﬂ..ﬁ(y) _ DTa,B...n(y)g _

= (ga?’y y?"'yﬁap _{_yaw 5675 "'ynvp +...+ yav’y 9676 "'gnm )T'y5...p+
ozH(Y)
oy”

K

- yaV‘/ yﬂn; =Y P

gl/T'yzS...pW (28)

2.2.1. Proposicion

La derivada de Gateaux de cualquier cantidad tensorial T en el punto X en la
direccién funcional £ es equivalente, mediante el mapeo 2.4, a un arrastre de Lie en la
direccion vectorial —¢, es decir, DT'(X) = —£:T(X)

Demostracion. Suponiendo que T es un tensor de rango k la regla de transformancién
de sus componentes estd dada por la ecuacién 2.7 y tendrda como derivada de Fréchet
la ecuacién 2.8 para cualquier conjunto de coordenadas Y = Y (X). En particular si
Y = X se tiene que y?,; = 07,; y la ecuacién 2.8 se reduce a

DTQ’B'“K(X)f — 5aw T'yﬁ...n + é—,@’d Ta(?..,n + ..+ é—li’p Taﬂ,..p . g,uTa,B..,n’M

Finalmente haciendo uso del mapeo 2.4 para una direccién funcional particular &,
podemos darnos cuenta que la ecucién anterior es precisamente menos la derivada de
Lie de un tensor T" de rango k escrito en componentes bajo las coordenadas X, es decir

DeTOPH(X) = —(£eT)*PF (2.9)
Q.£.D.

En particular para el tensor métrico que se transforma como
_ o g°(X)
Oz O

su derivada de Fréchet en Y = X es el operador lineal que cumple con

Dg*P(X)e =€, g7 + 60, g™ — 1970, (2.10)

Goo(Y)

Si hacemos uso del mapeo 2.4 para un & especifico podemos reescribir la ecuacién 2.10
como

Deg™?(X) = —(£eg)*? = €57 4¢P = 2¢(@) (2.11)

Hemos visto ya la equivalencia entre la derivada de Gateaux y la de Lie para
las variables tensoriales @, lo cual se puede extender a cualquier tipo de variables
uUnicamente conociendo su regla de transformacion, y a lo largo de este trabajo también
veremos que no hay necesidad de definir més derivadas funcionales como usualmente
se hace en la literatura donde se definen distintos tipos de variaciones (6Q, 6*Q, 6Q,
etc) sino solo especificar el espacio funcional en el que se trabaja.
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2.2.2. La Variacion Lagrangiana

El resultado anterior se ha intepretado como el cambio provocado por el “arrastre”
infinitesimal de la regién X a la regién X', esto es lo que en la literatura se le conoce
como la “variacién euleriana” y como vimos no necesita una designacion especial. Algo
similar es el caso de la “variaciéon Lagrangiana”. Esta es la variacién de una funcién
f sobre un punto particular, es decir, cémo cambia la f de manera libre en cada
punto y en general como cambia un campo tensorial @), i.e., una variacién de la forma
Q'(X)—Q(X), pero desde luego esta relacién simplemente por definicién es la derivada
de Fréchet definida sobre el espacio funcional al que pertenece la () y entonces esta
variacién es tal que Q'(X) = Q(X) +h(X) +o(||h]|), donde Q, h € CQ x (TM)?,§ x
(T'M)*®] son campos tensoriales definidos sobre Q@ C M. Para cualquier F' = F(Q)
entonces, como es usual, la variacién lagrangiana es simplemente DF(Q)h. Veamos un
ejemplo.

Los simbolos de Christoffel, dependen de g, y de g,.,- por lo que podemos obtener
su variacion lagrangiana como la derivada de Fréchet en el espacio de funciones asociado
a la métrica, es decir, una variacién h,, cumple con ser un elemento de un espacio
tensorial de rango 2, diferenciable y ademds, dado que g, es simétrico, h,, también
debe serlo. Entonces, dado que Fg,y = %qu‘)‘(gg)\,7 +9v7,8 —98v>x ) v usando algunas
relaciones del Apendice A, tenemos

org org
Drep=—"p o Py
o ag;w a ag;war T
1 1
L Y P T R R L

de lo cual se obtiene que
1
Dl“gwh = —gaﬂrgvhw + §ga>‘(h/3)\,fy +hyx,g —h,g,y,)\) (2.12)
Tomando en cuenta que
(gayhﬂu);’y = galjhﬁl/w = gowhﬁua'y _gmjrgfyhéu - gowr(syyhﬁ5
mediante una sustititucion directa tenemos que

(67 1 av (e av a ao
DT, h = 5 (9% 065 + 9% hndf = g% hg, (2.13)

Hea

Es decir, la derivada funcional de los simbolos de Christoffel es la derivada covariante
de un tensor y en consecuencia también es un tensor, aunque los simbolos en si no lo
son.
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2.2.3. Algunas puntualizaciones

Antes de abordar el objetivo principal de este Capitulo donde no se hace més
incapié en la rigurosidad del formalismo matemdtico, es necesario hacer notar algunas
limitaciones importantes que usualmente no se toman en cuenta.

El dificil trabajo de haber definido un espacio funcional para lo que se conoce
como un arrastre nos llevé a poder relacionar diferentes puntos mediante un flujo,
esto representé una ventaja puesto que mientras en el excelente libro de Landau y
Lifshitz [10] se tiene ¢**(z! + ¢!) = g% (2!) + ... lo cual, siendo estrictos, carece de
sentido puesto que no podemos comparar tensores en distintos puntos hasta que se
hace uso de un arrastre de Lie, en referencias cémo [8] y [12] se toma directamente
como una definicién. Esta ventaja es ampliamente aprovechada puesto que en todo el
calculo de variaciones trabajamos sobre espacios de funciones mas que sobre tensores.

Entre las desventajas, ademas de las que ya se mencionaron como continuamente
diferenciables de orden [, también estd el hecho de que si  C M no es acotado y
X = Q necesitaremos que la carta en la que estamos trabajando ® =Y, Y(Q) C R**!
sea también no acotada. Pero esto también pasa cuando se trabaja con las variables de
campo estrictamente como tensores definidos sobre el haz tangente. Aunque esto nunca
se menciona, siempre se da por hecho cuando se utilizan argumentos como, “cuando
r — 0o la métrica debe ser asintéticamente plana” 6, nuestra regién X estard acotada
por dos hipersuperficies espaciales y “una superficie temporal que tiende al infinito”.
Desde luego para poder integrar se hace en R"*! y esto asume de igual manera, que
la carta es no acotada.

Por definicién nuestro flujo no admite ningtn tipo de singularidad, es decir que un
volumen de dimensién n+1 a lo largo del arrastre de pronto colapse a algo de dimensién
menor, por ejemplo a un punto. Pero tampoco lo hace el definir directamente un campo
puesto que este debe ser diferenciable y distinto de cero, ya que la derivada de Lie no
esta definida para campos nulos.

Cuando la region X =  no puede ser agrandada a otro abierto de M que la
contenga serd también necesario en nuestro formalismo que el codominio de Y sea no
acotado para poder definir un flujo tan cerca como se quiera de la frontera. Esta es
otra de las limitaciones en general del calculo de variaciones sobre variedades. No se
admiten variedades diferenciables con frontera dado que no es trivial definir un espacio
tangente sobre los puntos de la frontera y carece de sentido un £ ya sea para un arrastre
de campo vectorial o como arrastre funcional, excepto hacia el interior de la variedad,
i.e., una contraccion.

Una ventaja més viene de haber obtenido la derivada de Gateaux en téminos de
cualquier carta Y dada por la ecuacién 2.8. Esto es sin duda muy 1til puesto que en
mecanica clasica estamos acostumbrados a hacer cambios de variables a aquellas donde
se nos hace mas fécil resolver las ecuaciones, un ejemplo comun seria donde X son las
coordenadas cartesianas de R™ mientras que Y son las coordenadas polares, cambio
que acostumbramos hacer cuando tratamos con potenciales centrales. Asi, la ecuacion
2.8 ya nos da directamente la transformacién de la variacién entre coordenadas.
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Sea 5
— @) (o). 2 () (o
S. /QA <q (x )’8:1:'Yq (x )> dX (2.14)

el funcional (la accion) que describe un sistema de materia en un espacio plano donde
¢¥ i = 1,...,m representa a las m variables dindmicas independientes del sistema y
estamos considerando que la integral se extiende sobre todo el espacio n+1-dimensional
Q) cuyas coordenadas z%, o =0,1,...,n, son el argumento de cada q.

Para conocer las ecuaciones de movimiento del sistema necesitamos encontrar el
punto extremo del funcional. Por simplicidad suponemos por el momento que solo hay
una variable ¢ y sea ¢ un extremo local de S, (suponemos que tiene al menos uno).
Definimos el funcional

I(h) = Sp(G+ h) = /Q A (G(®) + h(@®), 0 4(c®) + 0, h(z®)) dX (2.15)

donde h € C}(Q) con ||h|| = |h|1. En este caso tenemos que I(h) tiene un extremo
en h = 0 (por lo cual su derivada de Fréchet se anula en 0) y cumple las condiciones
necesarias para poder aplicar el teorema que nos da la ecuacién de Euler-Lagrange
(teorema 1.7.1), asi tenemos que

DI(0)h = /Q [(;qA(q, 0@) ht ( aiaz\(q, a@) ha] dX = 0 (2.16)

es la derivada de Fréchet de I evaluada en su extremo 0, con lo cual su respectiva
ecuacién de Euler-Lagrange es

0 D 0
—A(G,0-9) — — | =—A(G,0+9) | =0 2.17
5 @.0:0) — oo (oA 0,0) (2.17)
Podemos extender, usando los teoremas 1.9.1 y 1.10.2, este resultado a varias variables
¢'9. Debido a que en este caso A no depende explicitamente de z* no hay confusién

) 0 .
entre el operador =5 y zo7, asi obtenemos

0 e a 0 0 R
WA(%@WQ) ~ 3 <MA(CL@7Q)> =0 (2.18)
donde ¢ = 1, ..., m, enumera las variables dependientes. Tenemos entonces m ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

También podemos obtener la segunda ecuacién de Euler (teorema 1.9.1)

0 _ oqg 0 0 -
— |65A(q —=——A(3,0,q)| =d05=——A q 2.1
oo (5800 - 35 NG00 =0 pn D) (1)
El lado derecho de esta ecuacién es 0 debido a que A no depende explicitamente de
las coordenadas z*, esto ultimo porque se trata de una cantidad escalar y debe ser
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invariante bajo cualquier transformacién de coordenadas. Definiendo al tensor candnico
de energia-momento en un espacio plano como

@ a ~ ~ 897 a ~ ~
T = —05A(G,0,9) + B %A(q,av@ (2.20)
hallamos que
Ty a=0 (2.21)

i.e., la divergencia del tensor ‘Iﬁa definido en (2.20) se anula. Aunque, siendo estric-
tos, no hemos deducido una expresién analoga a la segunda ecuacién de Euler para
varias variables independientes, lo haremos més adelante como un caso particular de
un Lagrangiano de segundo orden.

2.4. Tensor de Energia-Momento en un Espacio Curvo

Supongamos que tenemos un sistema de materia sobre un espacio cuervo. En esta
seccién no consideraremos al tensor métrico ¢*° como una variable dindmica sino mas
bien como el que define a la variedad curva sobre la que se trabaja. Esto no imposibilita
la variacién del funcional que describe al sistema con respecto a la métrica, solo que
una derivada de Fréchet igual a cero no dard arribo a unas ecuaciones de campo sino
maés bien asegura que el Lagrangiano del sistema tenga las misma forma en todos los
sistemas coordenados posibles de la variadad. Asi, ademas de ¢®® como variables en
nuesto sistema de materia, también podemos tener un conjunto de variables de campo
arbitrarias 1, con (r =1,..., N) y una funcién Z¢, a = 0, ..., n la cual describe la linea
de universo de particulas simples. El funcional que describe el sistema (la accién),
entonces, es de la forma (para més detalle puede consultarse [8])

S = /QSdX = /Q <A + /Z Lo(X — Z)ds) ax (2.22)

donde se asume que A = A(g*? 1), Da1,) es una densidad escalar y £ = L(t,, Z*) un
escalar. La integral de £ es tomada sobre toda la linea de universo de las particulas
y ya que la funcién delta es una densidad escalar, £ es también una densidad escalar,
y entonces tiene la misma forma en todos los sistemas de coordenadas.

En esta seccion estamos interesados en conocer aquella cantidad que se conserva
bajo cualquier cambio de coordenadas en la accién mas que conocer las ecuaciones
de campo, lo que incluye una variacién en las ¢g®?. Asi, dejando de lado las variables
de campo y las variables dindmicas de las particulas (puede suponerse que el sistema
satisface sus propias ecuaciones de campo y de movimiento), el funcional con el que
trabajaremos es de la forma

of
S :/A(gaﬁ, % >\/—ng (2.23)
Q

ox”
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donde el escalar A es C? en sus argumentos y no depende explicitamente de X.
Podemos pensar que hay dos tipos de espacios donde se puede obtener la derivada
funcional: que las g®® € C2(Q2 € M) son las funciones independientes a variar (S, =
Sm(g°?)), o que la variaciones libres se hacen a X € C1(€ c R*!) y en cuyo caso
hay una variacién dependiente en las g®, es decir S,, = S,,(X). Supongamos que esto
ultimo es el caso que nos interesa en este funcional, es decir, queremos la derivada de
Fréchet de S,,(X) donde los incrementos se hacen a X de la forma X + t£ y en cuyo
caso hay que aplicar el teorema de regla de la cadena, Teorema 1.13.1.
Primero obtenemos la derivada de Fréchet de S(g®”) para toda h®% € C’&, y como se
mencioné en un ejmplo anterior, tienen que ser simétricos dado que ¢*° lo es. De los
ejemplos 1.3.4 y 1.3.5 podemos ver facilmente que

fo «a 0 T\ Lo
DSm(g B)h p :/ |:a af (A —g)h ﬂ+
Q L99

— ap
oo (W) ,7] ax

Dado que /—¢ no depende de g ~ YA€ C? podemos integrar por partes y obtener

0

DSy (g*)h*P = /Q [ 5977 (AV=g) — ai,y <agfﬁ,,y (Aﬁ)ﬂ hPdX  (2.24)

2.4.1. Definicién(Tensor de energia-momento en un espacio curvo)

Definimos el tensor de energia-momento 7,3 como

1 0 0 0
——qTg = ——= (A\/—q) — — | ———— (AV/— 2.25
donde se puede ver que 1,3 es simétrico dado que g*? 1o es.
Con esta definicién la ecuacién 2.24 se convierte en

1
DSy (g*PYhP = 2/52Ta5h“5«/7—ng (2.26)

Podemos ahora aplicar el teorema de regla de la cadena (Teorema 1.13.1) para
obtener DS,,(X)¢, donde € € C}. Usando las ecuaciones 2.10 y 2.26 se tiene

1
DSm(X)f = 2/9Taﬁv -9 (fary 9%6 +€ﬁw g7 — gwgaﬂw) dX

_ ;/Q [QTaﬁ\/?gga,ﬁ— V(;g’ﬂs,a\/fg,sﬂ ax (2.27)

Dado que A es un escalar y mantiene la misma forma ante cambios de coordenadas
entonces DS,,(X){ = 0 para cualquier sistema de coordenadas X. De los teoremas
1.9.1 y 1.10.2 tendremos que

0
W (QTQB\/TQ> + TWEQPY(;M \/j =0
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usando algunas de las propiedades de la métrica que aparecen en el Apéndice (A), la
ecuaciéon anterior se desarrolla como

Ov/—yg

=27, " s V=g + 2T, T /=g — 2T, °T7 /=g
=27, "5 v/=g

implicando que
T,%5=0 (2.28)

i.e., la divergencia covariante del tensor 7 aﬁ definido en la ecuacién 2.25 se anula, esto
justifica el haberle dado el mismo nombre que el que teniamos para un espacio plano.

2.5. Lagrangiano de Segundo Orden en Varias Variables

Dado que estamos interesados en trabajar con la accién de Einstein-Hilbert nece-
sitamos obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange para Lagrangianos que dependen
de segundas derivadas de varias variables de campo () y de variables variables inde-
pendientes X = (2% 2!, ..., 2"). Suponemos que las variables @) reprensentan todo el
conjunto posible de campos de los cuales puede depender un Lagrangiano, es decir
£=2(X,Q4, 8MQA, 8WQA), Donde el superindice A representa el conjunto de indices
que puede tener () en coordenadas, que ademds puede estar compuesta de campos dis-
tintos los cuales incluso tengan distinto rango y por lo tanto vivir en espacios diferentes.
La uinica condicién que deben de cumplir es que sean continuamente diferenciables has-
ta un orden 4 en un dominio 2 C M; 2 de la dependencia en £ y 2 para poder usar
el teorema de la divergencia en dos ocasiones. En este caso la variacién h? pertenece
al mismo espacio de las Q4 con la condicién de que en la frontera de  se anulen, es
decir, h € C§(Q) y cumple con las reglas de transformacién de tensores.

La accién de un sistema descrito por un Lagrangiano general de segundo orden es

511 = [ £(X.0".0,@".0,@") dx (2.29)

y tomando su derivada de Fréchet tenemos

B o , 0L 4 e 4
DS(Q)h_/Q<6QAh +gga g ,,“,)dX

- og oe 98 1.4
= /Q ([BQA wagr, Z’WaQA,,W] h

oL o8 \ 4 0L .,
+©“K0QA,M ZD,,aQAW)h o ,l,DdX
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donde la segunda igualdad se puede comprobar por sustititucién directa y se ha usado
la continuidad en las derivadas: en £ continuidad hasta tercer orden mientras que en
Q* hasta cuarto. Ahora podemos usar el teorema de la divergencia y darnos cuenta
que dado que h y h**,, se anulan en la frontera la condicién de que el funcional esté en
un punto critico, DS(Q)h = 0 (usando el lema de Haar 1.6.7), es que Q“ cumpla con

0L 0L 0L
D + D 904 ”»

oA oQA,,
En este caso tenemos A ecuaciones las cuales llamaremos ecuaciones de campo.

Para la deducion de estas ecuaciones no nos ha importado si £ depende explicita-
mente o no de X, por lo cudl nos gustaria tener un andlogo a la segunda ecuacién de
FEuler para este Lagrangiano. Esto resultaria muy ttil en Relatividad General puesto
que no existen Lagrangianos que dependan explicitamente de X dado que la accién S
debe ser invariante ante cualquier cambio de coordenadas (invariancia de norma ante
el grupo Gg(n41)), teniendo automaticamente n + 1 cantidades conservadas [6].

Dada la continuidad que hemos pedido en las variables de campo, podemos lograr
estas nuevas ecuaciones haciendo simplemente combinaciones de derivadas y usando
2.30. Vemos que

=0 (2.30)

0L 0L 0L 0L
_ NA A A
QV’Q - Q ww aQA + Q av QA,a +Q safv 3QA,aﬁ + Oz
0L 0L 0L
A _ A A
@cx <Q 751/ aQA"l ) Q 7aﬂ1/ aQA,aﬁ +Q 7ﬁu@aaQA7a6
0L 0L 0L
A _ NA A
«a (Q W@ﬁ@QA ) = Q ’aV@ﬁGQT,ag +Q W@aﬂaQA,ag
0L 0L 0L
A Y~ — A Y~ A Y~
(@ agr,) = Qe ggn @D
y de estas relaciones se sigue que
0L 0L 0L
A Y~ A A Y~ )
« (Q 7,81! 8QA,QIQ Q ’V:‘DﬁaQA,aﬁ +Q 4 aQA,a>
0L 0L 0L 0L
_ NA _ NA A A
= Q sa By aQA7aﬂ Q w@ogﬁaQAi,a +Q sav aQA,a +Q 71/ aQA7a
0L 0L 0L
_ A Y~ A A
_Q 70151/ aQA7aﬂ +Q oV 8@’4,& +Q v 8@‘4
0L
=Dl oz?
donde hemos usado la ecuacién 2.30 en la penultima igualdad. Finalmente podemos
ordenar esto como
0L 0L 0L 0L
A A «a
(e jerd - v - - 51, = T3 - 2.31
gy~ @ (Puggi agn,) | = 2
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Asi, cuando £ no depende explicitamente de X tenemos esta divergencia total igual a
cero, lo cual podemos convertir a través del teorema de la divergencia a una integral de
frontera y mediante esto definir cantidades conservadas, como lo veremos mas tarde.
Dado que de ahora en adelante solo trabajaremos con Lagrangianos sobre variedades
los cuales no dependen explicitamente de X no habra confusién en que nuevamente
denotemos el operador D, por J,.

Noétese que cuando £ depende de hasta primeras derivadas solamente, es decir
£=£(X,0Q4, 8MQA), las expresiones 2.30 y 2.31 se reducen a

oL oL
901 QWQA,# =0 (2.32)
oL oL
A _O%  sap| _ 9%
D |QN 5 o 58 o (2.33)

respectivamente. De esto se deduce que cuando £ no depende explicitamente de X la
ecuacion 2.33 representa una generalizacién del tensor candnico, presentado en 2.20 y
2.21.

2.5.1. Regla del producto

Antes de avanzar mas, es necesario demostrar correctamente que la derivada de
Fréchet satisface la regla de Leibniz. Supongamos que J y S son dos operadores Fréchet
diferenciables en el mismo espacio funcional y que ademads el producto entre ellos
estd definido. Sean ) y h dos elementos del espacio funcional dominio de J y S,
entonces

DJS[Qh = J(Q + 1)S(Q + h) = J(Q)S(Q) + of||R]])
usando la Fréchet diferenciabilidad en J y S

DJS[QIh =(J(Q) + DJ[QIh + o([|h])(S(Q) + DS[Q]h + o] |Al]))
— J(Q)S(Q) + o([[h]])
=J(Q)DS[Qh + S(Q)DJ[QIh + DJQIhDS[Qlh
+ (J(Q) + S(@))o(|[Al]) + (DJI[Q]h + DS[QIR)o([[A]]) + o(||Al])

vemos que: DJ[Q]hDS[Q]h ya es un operador de segundo orden en h asi que ya entra
en o(||h]]), (J(Q) + S(Q))o(||h||) sigue siendo o(||h||) ya que el coeficiente no depende
de h y (DJ[Q]h + DS[Q]h)o(||h||) también es o(||h||) puesto que el coeficiente ya es
un operador a primer orden en h. De donde finalmente

DJS[QIh = J(Q)DS[Q]h + S(Q)DJ[Q]h + of[[h]])

y esto corresponde a la regla conocida de la derivada de un producto en el calculo
elemental.

Otra de las propiedades de la derivada de Fréchet es que conmuta con la derivada
parcial, cuando la derivada funcional se hace en el espacio de las variables dependientes.
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Sea F(X, Q) un operador Fréchet diferenciable en @) con derivadas 9, F'y 9, Q) continuas
(o un orden més en la @ que de aquella que depende F', sea éste s). Entonces

9y(DF[QJh) =0,(F(X,Q + h) — F(X,Q) + o(||A]]))
—9,F(X,Q +h) — 8,F(X,Q) + d,0(||h]]) = DO, FIQ]h

donde para que 0,0(]|h||) sea también o(||h||) hemos usado el hecho, aunque no lo
mencionamos, de que estamos usando la norma de convergencia uniforme ||h|| = |h|s.
Obsérvese que cuando se trata de una derivada de Fréchet en el espacio de las trans-
formaciones para X, la derivada parcial no conmuta con la de Fréchet puesto que si
G (X) = 0,F(X), entonces Gy, (X + &) # 0, F(X + &). Nétese bien que esto es para
la derivada funcional de un operador solamente, puesto que para funcionales no tiene
sentido preguntarse de la derivada parcial de DJ[Q]h puesto que esto ya es un real.

2.6. Ecuaciones de Campo de Einstein

Para poder deducir rigurosamente las ecuaciones de campo a partir de un funcional,
ademads de especificar la continuidad necesaria tanto en el Lagrangiano como en sus
argumentos también necesitamos dar condiciones de frontera tutiles, ya que intuitiva-
mente uno puede pensar que un sistema general permitiria que la métrica varie en la
frontera, mientras que anteriormente solo se ha trabajado con variaciéon de frontera
nula en las variables de campo como es el caso de la ecuacién 2.30. A continuacién ve-
remos que podemos relajar esta restriccién ademas de deducir las ecuaciones de campo
para Relatividad General.

2.6.1. La accion gravitacional

El funcional que describe un sistema gravitacional es

L[ (g2 o

afy — __— /—
Sg(g )_ 167 o ) 81’7 ) 83?76> ng (234)

donde R es el escalar de curvatura. Dada la expresion para el tensor de curvatura en
términos de los simbolos de Christoffel

oI or¢
_ B3 By n n
Ram(g = P o0 + Ff‘mf‘ﬁ(s — %FM (2.35)
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tenemos que
V=R =vV=g9" Rgs = V=99 K" 5.
or’Y, or’
/5,00 Bé By n Y M
=V =99 < - 77”/F55 Fmsrﬂ'y)

ox7 Oxd
(F 9%, ) s 5 (F 955)
<\ﬁgﬁér7 ) ﬁva 5 (\ﬁuq&) +v=99” (F%Fga F%F%)

agrupamos las divergencias y las derivadas de ¢”° por los correspondientes simbolos de
Christoffel vemos que

0

/—gR = (\/jggﬁélw _ \/fggﬁ'yp%) —V/=gg"” (p%FZv — F%FZQ

+ Fﬁva s (v=a9”) -1 ( AR >
5 5 5

— (ﬁgﬁ s —vV=99° 7Fﬂ£> - V=99 (Pgérgv - P%FZé)
- FF pag [rr’ypg —V=g (Pg'ngS + Ff’?’gﬁy)}
v (\/jggﬁépwa _ \/fggﬁvpgé) _ \/fggﬁé (I‘VJF” I‘%F%)
+ F( I VLS Wil VL) R )
77 (\/jggﬁérﬁé _ /7_9957F%6> —V/=gg" (Fgépg7 - P%F%)

+ /=g (20T — 207, 15,97 )

y finalmente obtenemos que /—gR se escribe como

9 S ) 6
Y —gR = % (\/ —ggﬁ Fg(; — —gg’gvfﬁé) + v —ggﬁ (F%Fn F%I‘%) (236)
Asi, de manera equivalente tenemos también la accién para el campo gravitacional

Sy(g%%) = / Gy=gdX donde G =g (T4}, —T7I%)  (237)
la cual solo difiere por una divergencia con aquella de la ecuacion 2.34. De esta expresion
podemos obtener la derivada de Fréchet de S, para toda funcién h*? € C?, nula en la
frontera de 2 y simétrica,

1 d
Sy(g®P)he? = 16 Q[aa (GV=g) h*? + (GV=9) h“ﬁw]dX

dg°”

- = [agaﬁ (GV=3) - (a = (Gr)” (2.38)
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de lo cual en un punto critico tenemos que se cumple que Sg(gaﬁ ) = 0 lo que implica
que

5o (Gv=3) - ( e (Gr)> (2.39)

Esta expresién resulta un tanto tediosa de calcular, por lo que, como se hace de manera
estandar, deduciremos las ecuaciones equivalentes usando la accién dada por 2.34. Para
este caso sea h una funcién con continuidad C* (asumimos que g,, también es C*),
entonces

DS,h = - i [ (Rv=glo + 0 = Ry=gls1) dX =~ | DIRV=gl(a)hdx

- 16 [WDR( )h+ R Dy/—g(g)h] dX

donde hemos usado la regla del producto para la derivada de Fréchet. Teniendo en
cuenta que R = g" R, y que D\/—g(g)h = —f\/ 99aph®® (ver apéndice A) se sigue

1 1
DSyh = ~16m [\/—gg‘“’DRWh +V—gR, Y — 2\/—ggu,,h‘“’} dX (2.40)
Q

Calculemos por separado el término \/—gg"” DR, h. Para ello usaremos algunas de las
herramientas que hemos construido, como la ecuacion 2.13.
2.6.2. Condiciéon de frontera

De la ecuacion 2.35 obtenemos que la derivada de Fréchet del tensor de Riemman
es

DR yp,h =0,(DTG,h) — 0,(DT,h) + (DT9\h)T;, + FZA(DFﬁ#h)Jr
— (DT9\h)T), — T9\(DT),h)

donde hemos usado la regla del producto y la propiedad de que la parcial y la derivada
de Fréchet en este espacio funcional conmutan. Por otro lado, ya mostramos que DI, h
es un tensor, por lo que su derivada covariante es

(DTY,h),y = 9,(DT7,h) +T5,(DI;,h) — T,(DIS,h) — T, (DL \h)
y por sustitucién directa puede verse que
DR’ ph = (D] ,h),, — (DT ,h). (2.41)
de lo cual obtenemos

V=99" DRy h = \/—gg"" [(DI%,h),, — (DT%,h).,]
= [V=g(¢"" DI§,h— g"" DTy h)|
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Sustituyendo 2.13,

V—=99" DR, h = [\/ —9 (g””g“hyx + 9" g hyx — g™ g7" hw)

N |

)

+ V=g (—g"” 9" by — g g7y + g“pg”"hw> ]
e P

= V=9 ((¢"" 9™ = ¢°° " V) |
ip

Finalmente, usando el hecho que para cualquier densidad vectorial T¢., = T¢,,, arri-
bamos a

V=99" DRyyh = [x/—g (97" g™ — g"”g“”)huu);g} (2.42)

lo que nos dice que es una divergencia total por lo que el primer término de la ecuacion
2.40 es tal que

/Q\/—ggWDRWh dX = /{m V=9(g"" " — ¢°°g" ) hyv: do, (2.43)

El desarrollo anterior se ha hecho para cualquier h en C* y no se ha impuesto
todavia ninguna condicién de frontera. Para que la integral en 2.43 se anule hay dos
maneras de lograrlo: Que h esté en C* N Cy N C} 6 que la conexién no varé sobre la
frontera. El que h y sus primeras derivadas se anulen en la frontera es la condicion
usada en el formalismo anterior y consistente con el hecho que £ = \/—¢gR es un
Lagrangiano de segundo orden, pero muy restrictiva puesto que no permite variaciones
de la métrica en la frontera. En el otro caso, dado que g = g 4+ h es la nueva métrica
perturbada, ésta debe satisfacer la nueva relacién con la conexién afin para que no
haya torsién, es decir V,g"* = 0. Si imponemos como restriccién que en la frontera
V = V, entonces ahi Vog"" = Vog"’ = Vag"’ + Vo b = h*".. y en este caso la
variacion no necesita anularse en la frontera lo cual es bastante util cuando se desea
trabajar con sistemas que incluyen radiaciéon o cuando no podemos imponer que la
métrica sea “asintoticamente plana”, incluso si la variedad tiene una singularidad.
Finalmente obsérvese que cuando se trabaja en variedades cerradas la integral en 2.43
automaticamente es cero puesto que no hay frontera.

2.6.3. Las ecuaciones en un punto critico

Sea h en C* y que cumple con alguna de las 2 condiciones para que se anule la
ecuacion 2.43, entonces tenemos que la ecuacién 2.40 se escribe como

1 1
DSyh = — / [RW - 2g,w] W /=g dX (2.44)
Q

167
Si imponemos que DSyh = 0 entonces se trata de un caso generalizado del lema de
Lagrange por lo que podemos concluir que

1
Rul/ - §guyR =0 (245)



2.7. Pseudotensor Canénico de Energia-Momento 56

Esto reprensenta las ecuaciones de campo de un sistema puramente gravitacional.
Podemos ver que una solucién trivial serd cualquier variedad que cumpla con que
R,, = 0, es decir, las soluciones a las ecuaciones de campo en el vacio son aquellas
variedades cuyo tensor de Ricci es nulo.

Conforme a la literatura definimos al tensor de Finstein como

1
S9w R (2.46)

Guw =Ry — 5

Por simple comparaciéon podemos ver de la ecuacién 2.39 que

99 aﬂ (GvV=g) - <a fﬁ (GF)) Rag — 1gagR (2.47)

2

donde ~ significa que pueden diferir hasta en una divergencia total. de hecho esta
divergencia depende solamente de de la métrica.

Un sistema en relatividad general estara constituido por una parte de materia y
otra gravitacional, asi podemos pensar que la accién total es S = Sy, + 9y,

S = / <A — R) V—gdQ (2.48)
de donde se sigue que en un punto critico tendremos que DS(g")h** = 0, es decir
DS (g"")h' + DSy(g"" )W =0 (2.49)

v haciendo uso de las ecuaciones 2.26 y 2.38 obtenemos las ecuaciones de campo gra-
vitacionales en presencia de materia

1
*guuR = 87TT;W (2.50)

RW—2

las cuales se conocen cominmente como ecuaciones de campo de Einstein.

2.7. Pseudotensor Canoénico de Energia-Momento

Ya vimos que en un espacio plano la divergencia de T¢ 5 €s cero en un punto critico,
esto es 1til puesto que con ello podemos definir una cantidad conservada que viene del
hecho de que A no depende explicitamente de X,

Pﬁ:/ T, do, (2.51)
o0

donde do, representa al elemento de volumen de la superficie n-dimensional (M es
(n + 1)-dimensional).

La generalizacién a un espacio curvo resulta en que la derivada covariante de 7%
es cero en un punto critico de S, con respecto a variaciones en el espacio region
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de integracion. Por otro lado, las ecuaciones de campo fueron obtenidas mediante
variaciones de S en el espacio de las g"” y en la cual se ha supuesto que A y R
son (densidades) escalares por lo que no dependen explicitamente de X, en realidad
esto es valido para cualquier Lagrangiano que no depende de manera explicita de
los parametros. Asi uno esperaria tener cantidades conservadas debido al hecho de
que son invariantes bajo cualquier transformaciéon de coordenadas. Estas cantidades
estaran determinadas por la divergencia en 2.31. Tal divergencia sera transformada
a una integral de frontera la cual es nula sobre toda la variedad y un propdsito 1til
consistird en buscar hipersuperficies (y condiciones) que conserven alguna cantidad
especifica, energia, momento angular, etc. El caso de la energia, objetivo de esta tesis,
se trabajara ampliamente en los dos siguientes capitulos, ahora solo daremos arribo a
las cantidades conservadas que salen de manera directa de 2.31.

Enfocdndonos en el caso en que las variables de campo son las componentes de la
métrica, reescribimos la ecuacién 2.31 de manera particular como

o 0L - oL 0L aal _
Oa 197780 m —9°°., <©ﬂag°’p,a5 — aggpﬂ) - 5,,£} =0 (2.52)

En el caso particular en el que £ sélo depende de primeras derivadas de la métrica,
esto se reduce (de manera andloga que la ecuacién 2.33) a

o .

Esta es una cantidad similar al tensor candénico de energia-momento, aunque en es-
te caso £ no necesariamente tiene caracter tensorial. De hecho podemos usar el La-
grangiano de primer orden para obetener la cantidad conservada, es decir, sea £ =
V=9(A + 1£=G), entonces tenemos que

O KA _ thc:) =g — g*,, —2 <<A _ 1G> H)] —0  (254)

Y 0¢84 167
Por un lado podemos desarollar esta expresion fiacilmente

| 0(Ay=g) 1 9(Gv=g)
1 — o | OAV=g) 1 5 9(GV=g)] _
O (AV=9) = 75 9 (GV=9) = a [g o 16 Y ogh. |

usando regla de la candena vemos que

0 2AVv—9) ON=9) 5, 3, OAV—g)

o 8‘967 89/67’0 g av =9 av 8‘95770[
—g%7 ., B4 9 (Av=g) 1 9 (Gv/=9) g% V_i 9 (Gv/=9) g%
’ 09”7 4 16w 9gP Y16 0gP,,

1 9(Gy/—9) 1 9 (Gv/—g)
By By
T Tor agir. T ien? v % age,

[PUD 00D L (00Y) 9G]

gﬁ’YW +

QUL

L 9g* Y 09PN 16w\ OgP © 097
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lo cual lo podemos identifcar con el tensor simétrico T, y el tensor de Einstein, es
decir, tenemos

1 1 1
B V=9Tpy — 167\/jg (Rﬂw 598 R)} 97,,=0

o de una manera compacta esto se escribe como

B7Tsy — Gyl V=997, =0 (2.55)

la cual resulta valida en vista de las ecuaciones de campo. Estrictamente, puede haber
una divergencia aqui metida en vista de la relacién 2.47, que no afecta la ecuacién 2.54
ya que produce una doble divergencia la cual en la frontera es cero.

Por otro lado, si generalizamos la definicién 2.20 del tensor candnico de energia-
momento obtenida para un espacio plano,

OA
a _ A S« By
T =—-N6) + 977, 397 (2.56)
tendremos que la ecuacién 2.54 se convierte en
1 1 oG
0 T — G — — g, —— —g| =0 2.57
o [( v+ 162000 19w agﬁm) Vv g} (2.57)

de donde puede demostrarse (constltese en el apéndice B) que

97" 8557& = — \/1_79 (gﬁ"\/fg) w (Fga - 531“2”) (2.58)

de lo cual definimos al pseudotensor canonico de energia-momento é pseudotensor de
Einstein como

£ 1 a_igﬁv oG

B T 16r 1617 Y 9P,

1 5 5
:ﬁéggw (FZJFM - FUpF:SYw) +

! « (62 pl 4
16m/—g (QMVTQ) 6 (05, —0,T%,)  (2.59)

Con ésta definicién la ecuacién 2.57 se convierte en
0o [ (T4 +4,") V=3 =0 (2.60)

Algunas observaciones de estos resultados son: debido a que todos los términos
de tﬁa contienen al menos un simbolo de Christoffel y a que podemos hacerlos cero
en algin punto arbitrario, queda claro que la cantidad definida en 2.59 no es una
cantidad tensorial. La generalizacién del tensor candnico de energia-momento, ecuacién
2.56, estrictamente ya no serd un tensor como en el caso de espacio plano puesto que
depende de primeras derivadas de la métrica. En el siguiente Capitulo veremos bajo
que grupo de transformaciones éste lo hace como un tensor.
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Por otro lado con ello ya podemos definir una cantidad conservada andloga a aquella
definida en 2.51 mediante simple integracién y el uso del teorema de la divergencia,
esto es

Py = /{m (zﬁo‘ + tﬁ“) V=gdo, (2.61)

Para dejar en claro éste punto, si elegimos una regién {2 acotada por dos superficies
espacialoides 771, 7% y una superficie “cilindrica” S, sobre infinito espacial, obtenemos

/ (Sﬁa + t;‘) v —g daa—/ <Tﬁa + tﬁa) v —g daa—i-/ (Tﬁa + tﬁa) V—gdo, =0
J4 I S
1 2

(2.62)
Si el término Sﬁa + tﬁa decae rapidamente, la integral sobre S se anula y esta ecuacién

justo expresa la conservacion del vector candnico de energia-momento, es decir, la
integral

Py[ ) = /f (zﬂ“ + tﬂ“) V—gdoa (2.63)

sera una cantidad conservada si se cumplen las ecuaciones de campo y no hay problemas
sobre infinito espacial. Mds adelante veremos algunas condiciones necesarias para que
la integral sobre la superficie cilindrica S se anule.

2.8. Otros (Pseudo) Tensores de Energia-Momento

El pseudotensor canénico de Einstein (2.59) fue obtenido de una manera muy natural
al aplicar la segunda ecuacién de Euler generalizada. Una serie de pseudotensores han
sido encontrados a partir tanto del mejoramiento del canénico como por otros métodos
en los que se pueden usar herramientas como teoria de grupos de Lie y el segundo
teorema de Noether. Entre las muchas objeciones y desventajas sobre el pseudotensor
canonico destacan:

i) El hecho que no siempre es simétrico por lo cual no se puede obtener una definicién
para el momento angular.

i7) La necesidad de que su traza sea cero para que tenga un sentido completamente
fisico.

El principal argumento para pedir que un pseudotensor de energia-momento deba
ser simétrico y de traza cero es el hecho que estas dos propiedades son indispensables
para que una cantidad sea fisicamente medible [13]. En otros casos, segin el sistema
que se trate, se puede pedir invariancia de escala o conforme.

2.8.1. Tensor de Belinfante-Rosenfeld

Los dos primeros procesos de mejoramiento andlogos al pseudotensor candnico fue-
ron hechos por Belinfante y Rosenfeld [14] [15]. Este mejoramiento consiste en sumar
una divergencia que simetriza al pseudotensor. Ellos inician con una accién general
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usando un Lagrangiano £ que puede depender de las coordenadas, de variables de
campo arbitrarias y de la métrica g,g. Hacen variaciones del tipo # —— z + £ con la
particularidad de que ahora las £ no necesariamente son cero en la frontera, es decir
ahora las variaciones son completamente libres y esto se refleja en la variacién de la
accién (en la derivada de Fréchet de la accién). Al hacer esto, en particular Rosenfeld
obtiene las siguientes expresiones:

([€20)*(£)c5 5) s +[€LQ)* (£)Quip = 0 (2.64)
oL
Lof — 9o Qe [@1q]*(L)cl 5+ RY% =0 (2.65)
y
R+ R = (2.66)

donde @,, son las variables de campo (en este caso w representa los posibles indices de
las variables de campo con lo cual se puede incluir a go3), ¢ 5 esta definido mendiante

o _ 7} : a
Cwlwg...wn,w - 6wp Qw1...wp_1wwp+1.‘.wn

y R3" denota
0L o
8Qw;a w,p
Con esto se define el tensor de energia-momento mejorado para variables de campo
puramente tensoriales Q-

99{047 _

0L 0L

g — L£03 — SR — < Crs 2.67
En este nuevo tensor (densidad si £ lo es) puede verse que sobre la solucién Q= de las
ecuaciones de campo ([€ZLg]¥(£) = 0) se reduce a

ga
577 0Qra

0L

= — Qg — L6 — R 2.68
5= 50, Qr:3 5 — Ry, (2.68)
Esta definicién no necesariamente garantiza que Tp *? serd simétrico de manera ge-
neral, pero esto siempre se cumplira sobre la “capa” de soluciones, es decir, que sea
simétrico es una concecuencia de las ecuaciones de campo. Esto se ve fiacilmente de la

ecuaciéon 2.65

TI gl = g7l g0, g7 0, — [edg)(2) (2, 07 — o g™)  (269)
Para el caso especifico de Relatividad General donde las variables de campo solo son
9as (£ = Llgap), £m = AV/—gy £ = R\/—g, el Lagrangiano de materia y gravitacional
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respectivamente, £ = £, + £,) y dada la restriccién de que éstas cumplen g*%;, = 0,
la derivada covariante en las relaciones anteriores se relaja a la derivada parcial y se
obtiene

ng,ﬁ = —(6) gop + 63 9p3)

0L 0L

) Yo 8 gog + 07
(6} agpa,a Cpa,,@ agpa,a ( p Y08 o gP,B)
Dada la simetria de g, se encuentra que
0L
R=-2—"T"—g 2.70
s 8970',04 oh ( )

y con esto para un sistema donde g, es una variable dindmica el tensor de Belinfante-
Rosenfeld es

oL 0 0L
a - 9% o esagad (9= 2.71
% p 8gp0,o¢gp » < A + oxY <ag'ya,a 9 ﬂ) ( 7 )

y la relacién 2.66 para este caso particular se traduce en

or _ oe -
0970,04 59040,7

En este caso podemos darnos cuenta que el tensor candnico esta relacionado me-
diante la divergencia de un tensor de rango 3 antisimétrico en dos indices (ecuacién
2.70) con el tensor de Belinfante-Rosenfeld. Ademas, de la ecuacién 2.64 y teniendo en
cuenta que gog., = 0, vemos que se cumple que

Y5 = 2.
% Bia =10 ( 73)

independientemente de si se cumplen las ecuaciones de campo o no. Cémo D‘igo; o=0
K

es claro que podemos asociar el mismo pseudotensor de energia-momento que aquel
obtenido para el tensor candnico dado por la ecuacion 2.59, satisfaciendo de igual modo
la ecuacién 2.60 donde ahora el tensor no es el candnico sino el tensor de Belinfante-

Rosenfeld.

2.8.2. Pseudotensor a segundo orden

Dado que el pseudotensor de Einstein lo obtuvimos de manera natural usando el
Lagrangiano de primer orden estamos motivados a obtener un pseudotensor equivalente
usando el Lagrangiano de segundo orden. Es decir, usando el mismo Lagrangiano con

el cual deducimos las ecuaciones de Einstein £ = (A — ﬁR)«/—g y la ecuacién 2.31
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obtenemos la divergencia de una cantidad igual cero

8(/\ — 1(157rR)\/ —g ) 8( 167r )\/ 8(/\ — 167rR)\/
8g,ullaocﬂ . g ag,uuaaﬁ aguuaa

0= 0a |:g;LZ/aB’Y

SN

OAN/— OAN/— OAN/—
= Oq [( 5aA\/ 9+ Gy —J + Guvspy —J - g,ulM’Ya < >>
8 Juvsa a Juvsap aguwaﬂ
1 OR\/—g OR\/—g
— [ SR/~ Us 2905 | =———
" 167 ( e 8 Juvra * Gy 5 (aguwaﬁ
gw/”y aR \VA
— 0 | ==L —"—2 2.74
s < 167 8gu,,,ag ( )
De la derivada de los simbolos de Christoffel
«a 1 al 1 af
U506 = 5996 (98xm F9v0s8 —98yA ) + 5977 (98276 91585 —9By>26 )

2 2

se puede mostrar facilmente que

1
OR _ (huaﬁu + h,uﬁau)

ag,uuaaﬁ (_g)

donde
hHOPY = (—g)(g"P g™ — g*F g

y es claro que un término de la forma

8F§W,5

ago’pﬂ'

es lineal en primeras derivadas de la métrica. Por lo tanto, teniendo en cuenta que A
solo depende de primeras derivadas de la métrica, no es dificil mostrar que la expresion
2.74 puede ser escrita como

o a Guv sy 0 B0 o0 < 4 « Vﬁ)
O [(T,* + %)/ =g — V=9(g"T%s — °°T%5)) 0 — | ———=h"
( Y t ) g 167 <3gyma( 9(g Bs — 9 ,35)) N 5
vV a( v v 2 auv
+ 8ﬂ 167 57( 5F€5 ) 5F1‘i5> - (_g) Guvsy heH b =0 (275)

de donde podemos ver que los términos correspondientes a segundas derivadas de la
métrica han sido agrupadas en una doble divergencia por lo que su integral se anulara y
entonces la cantidad pseudotensorial importante se encuentra en la primer linea de esta
ecuacién, la cual es claro que depende cuadraticamente de primeras derivadas de la
métrica. Hasta el momento no hay razén matematica para despreciar en un calculo la
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doble divergencia, de hecho si asumimos en una teoria que el Lagrangiano de materia
depende de segundas derivadas de la métrica y extendemos las definiciones del tensor
canénico de Einstein (ecuacién 2.56) a

OA
+ GuuvsBy 35— g

ON/—g

agw/aaﬁ

ONV/—
TINV—9=—05A =9+ Gy 39

Juvra

T 027

Guvsap
y del tensor simétrico de Landau y Lifshitz (definicién 2.25) a

;\/Tg:ragzaiﬂ(m/?g) 0, <a =) (AF)>+875 (a 33 (AF)> (2.77)

tanto las ecuaciones de campo 2.50 como la cantidad conservada 2.75 tendran exacta-
mente la misma forma. Esto constituye una generalizacién a cualquier Lagrangiano que
depende de segundas derivadas en la métrica y en el cual no necesariamente podemos
agrupar todas estas derivadas como una doble divergencia.

2.8.3. Ley de conservacion en el espacio de las ¢’s

Hasta ahora las cantidades conservadas que se han obtenido de manera muy na-
tural son asociadas a una variacién en el espacio de la métrica y suponiendo que el
Lagrangiano en cuestion no depende explicitamente de las coordenadas. Aqui veremos
que también existen cantidades conservadas asociadas al espacio de las coordenadas
para una variacién dada &.

Supongamos que en vez de que £ € C’& como se usé en los calculos precedentes ahora
¢ solamente es C, es decir quitamos la restriccién de que £ se anule en la frontera. En
tal caso, para calcular la derivada DS[X]¢ hay que considerar que ahora la regién de
integracion cambia ya que un punto p en la frontera de la imagen de X se ve modificado
ap+&(p) y por lo tanto la frontera de la regién de integracién €2 cambia. En el siguiente
Capitulo estudiaremos detalladamente esta variacion y las condiciones suficientes para
la existencia de una derivada funcional con frontera libre, por simplicidad ahora solo

pondremos el resultado (cf ecuacién 3.5) y lo aplicaremos directamente al Lagrangiano
£=2Ly+ £y = (A — 5=R)v/—g. La derivada DS[Q]¢ es

Q)¢ = / DE(X,[Q(X)]) hdX + £ doy,
Q Gi9)

Introduciendo la variacién asociada a £, (ecuacién 2.24) pero ahora sin despreciar el
término de frontera y la variacién asociada a £, dada por las ecuaciones 2.40 y 2.43,
la expresion anterior se convierte en

1 1 1
DS[Q)¢ = 2/Q <Tuv ~ % [RW — 29W]> h\/—gd X+

N L

Juvsp
(2.78)
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Teniendo en cuenta que por regla de la cadena hy, = Dguw§ = () ¥ que para una
densidad vectorial V<., = V%,,, podemos reescribir la ecuacién anterior como

psiale~- | [Fq = ;GW)W 6~ (Vo - 6ms, ) ] ax

OA 1 1 Vo
+/89 [(A£” - agwpﬁ(u;u)) V=g — Tor (Ré”\/— - (hee £<u;u));a>] doy
(2.79)

En este caso el Lagrangiano que hemos usado es una densidad escalar y de manera
automatica DS[Q2)¢ = 0, pero de manera general se pueden usar Lagrangianos que no
necesariamente tienen caracter tensorial y sin embargo podrian haber direcciones &
que dejen invariantes la accién (més adelante hablaremos mds ampliamente sobre esta
idea). En este caso, la ecuacién 2.79 es valida para cualquier ¢ y para cualquier regién
), por lo tanto se tienen que cumplir de manera separada las ecuaciones: en el interior

1
(TW - &rGW> =0 (2.80)

)

y sobre la frontera

OA

89}“/7,0

- fomev=as (e - 22 g ) v

1 1
~16n (pr\/j — ﬁ (hpvuag(u;y));a)] do, =10 (2.81)

Observemos que estas dos ecuaciones siempre se satisfacen independientemente de si las
ecuaciones de campo se cumplen o no, como consecuencia directa de usar una densidad
escalar como Lagrangiano. Asi, la ecuacién 2.80 representa la ley de conservacién local
que generaliza a la ecuacién 2.28. Por otra parte a la ecuacién 2.81 la podemos con-
vertir en una integral de una divergencia mediante el teorema de la divergencia. Dicha
divergencia serd nula debido a la arbitrariedad de €2 independiente de las ecuaciones de
campo, y esto es lo que se conoce en la literatura como una ley de conservacién fuerte
(la leyes de conservacién débiles son aquellas que se cumplen sélo si se satisfacen las
ecuaciones de campo). Es decir, obtenemos que

OA

ag,ul/ap

%p“ G =T - S%G“p)gu\/—ig * (A 9" — f(#;v)> V=g
1 1
- i <R9puqu - = (hplfuag(“;y));a> (2.82)

cumple con

9, <r§pu . §M> -0
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Esta cantidad es debida al grupo de simetria que se conoce como Goq que repren-
senta la invariancia de £ ante cualquier cambio de coordenadas, donde ¢ = n+1 es la
dimensién de la variedad. Para un tratamiento mds amplio y detallado vease [8] y [6]
donde se expone una amplia variedad de leyes de conservacién fuertes e incluyen como
caso particular al Lagrangiano £ = (A — 16LTFR)\/—ig obteniebdo un resultado al dado
por la ecuacién 2.82.

Finalmente obsérvese de la ecuacién 2.78 que cuando se satisfacen las ecuaciones
de campo, la cantidad debilmente conservada es

oA 1 1
Pl _ pre o pre T pvpo
% & (Ag 3" 89#%[)5(#;”)) 167 <Rg &uvV—9g \/fg(h g(M;V());a>)
2.83

Aunque esta expresion equivale a que se cumplan las ecuaciones de campo en 2.82,
hay una diferencia fundamental; para obtener 2.82 se utiliz6é fuertemente que £ es un
campo vectorial y £, una densidad escalar, mientras que para que 2.83 sea valida sélo
se precisa que ¢ sea un flujo que satisfaga DS[Q]¢ = 0 sin importar si £, tiene cardcter
tensorial o no.

2.8.4. Mas pseudotensores

Hasta ahora hemos obtenido de una manera natural varios pseudotensores de
energia-momento asociados a un Lagrangiano £ que describe un sistema de materia
mas gravedad, explotando de una y otra forma el hecho que £ permanece invariante
ante transformaciones de coordenadas. Un pseudotensor obtenido de manera algebrai-
ca a partir de 7", = 0 ha sido exhibido por [10], cabe mencionar que para obtenerlo
se estan asumiendo las ecuaciones de campo y el hecho que G**,, = 0, llamada la
identidad de Bianchi, la cual es una identidad algebraica dadas la simetrias que po-
see el tensor de Riemman. Para obtenerlo Landau y Lifshitz asumen la validez de las
ecuaciones de campo 2.50 y la ecuacion 2.80, y llegan a la expresién

1 1
=G 16m(—g) (RFEEZ = 7)1 (2.84)

La cantidad (h*P¥? — h*¥P7) es antisimétrica en vy p por lo que es inmediato ver que
esta ecuacién cumple

((=g)(T" + ")), =0 (2.85)

lo cual puede ser transformado mediante el teorema de la divergencia a una integral
sobre la frontera y tener de esta forma una cantidad conservada.

Entre las propiedades que cumple este pseudotensor esta el hecho de que es simétri-
co, lo cual permite formular conservacién de momento angular, es cuadratico en pri-
meras derivadas de la métrica, y no depende de segundas derivadas.

Otro pseudotensor més general y a nivel de variaciones sobre el espacio de coorde-
nadas y no sobre la métrica como el anterior es el exhibido por Schutz y Sorkin [12]
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cuya expresiéon es

871'%‘“’1, V= —\/—g GHEY + %8(1 <h“o"’3,ﬁ \/5;9) (2.86)
Esta cantidad de igual forma no depende de segundas derivadas de la métrica y su
divergencia se anula. Si hacemos &, = constante esta cantidad se reduce al pseudo-
tensor de Einstein y también, como es afirmado en [12], si hacemos &, = (const)\/—g
entonces recuperamos el pseudotensor de Landau y Lifshitz, pero esto es inconsistente
con la manera en que se obtuvo este pseudotensor puesto que en su derivacién (andlo-
ga a la realizada para obtener 2.82), como veremos en el Capitulo siguiente, se usa
fuertemente el hecho de que £ es un vector; mientras el que las componentes de un
vector sean constantes depende de las coordenadas elegidas, también el pedir que sea
una constante por y/—g le da un caracter de densidad.

Las cantidades 2.82 y 2.86 solo difieren por una divergencia puesto que ambas son
obtenidas del mismo Lagrangiano. Una manera de calcular tal divergencia se puede
encontrar en el Apéndice C.

En el siguiente Capitulo formalizaremos matematicamente la idea de hacer varia-
ciones con frontera libre a un funcional tipo accién, la cual es necesaria para obtener
cantidades conservadas en el espacio de las variaciones de coordenadas como la obte-
nida en 2.86. Posteriormente, apoyandonos en algunas expresiones de variacion libre
obtenidas rigurosamente, demostraremos un equivalente al teorema de Noether para
un Lagrangiano que consta solo de materia y donde la métrica no es una variable de
campo dindmica. Finalmente terminaremos incluyendo al Lagrangiano de gravedad y
dandole un caracter dindmico a la métrica para obtener de manera general la formu-
lacién del teorema de Noether cualquier sistema que incluye materia mas gravedad y
cuyo Lagrangiano puede tener restricciones.



Capitulo 3

Teorema de Noether en
Relatividad General

En este capitulo extenderemos los conceptos creados anteriormente sobre tensores y
pseudotensores de energia-momento con la finalidad de que sean aplicables al teorema
de Noether en cualquier espacio curvo y en particular al caso de Relatividad General.

3.1. Variacion Con Frontera Libre

En esta seccion estudiaremos el cambio de la acciéon de un sistema cuando su regién de
integraciéon es arrastrada a lo largo de un campo vectorial £. Esto es ttil, por ejemplo,
para conocer como evoluciona la accién a lo largo de un vector temporaloide lo cual
da informacién acerca del cambio de la energia al “arrastrar” la region considerada en
el tiempo.

Sea

5= [ sx @eonax (3.1)
X

la accion que describe un sistema fisico donde X representa la regiéon de integracion
sobre una variedad M, y [Q(X)] representa todas las posibles derivadas de las variables
de campo Q(X) de las que puede depender el Lagrangiano £, es decir £(X, [Q(X)]) =
L(X,Q(X),0,Q(X),0,3Q(X), ...). Las Q también pueden incluir a los coeficientes de
la métrica ¢g*?. De manera general £ no necesariamente sera un escalar o una densidad
escalar y se especificard cuando algin resultado requiera que lo sea.

Vimos en el capitulo 2 que para obtener la derivada de Fréchet (o de Gateaux)
de la accién S, donde el Lagrangiano usado es el de materia, tenemos que especificar
el espacio funcional sobre el que trabajamos, es decir si queremos obtener un punto
critico (Derivada de Fréchet igual a cero) sobre el espacio funcional de coordenadas
X o sobre el espacio funcional del cual forman parte las variables de campo Q). En el
primer caso rigurosamente solo es necesario suponer que las funciones son continuas

67
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con derivadas continuas, mientras que en el segundo se necesita continuidad en las
derivadas hasta el orden aquel del cual depende £. Por simplicidad en los cdlculos de
esta primera parte, como se manejé en el Capitulo 2, supondremos en ambos casos
continuidad en las derivadas de las variables hasta dos veces el orden que aparece en
el Lagrangiano.

Calculemos la derivada de Fréchet de S cuando la regién de integracion X se ve
arrastrada por un campo vectorial £ el cual no necesariamente se anula en la frontera.
De manera més clara, al mapear el punto p € X al punto p’ = p + £(p) (donde se
ha usado el mapeo 2.4) se “arrastra” la regién X a otra X’ y la derivada de Gateaux
nos dard el cambio a primer orden de S = S[X] a lo largo de este arrastre. Entonces,
ignorando o(]|£]|) tenemos que la derivada de Fréchet va como:

DS[x)é = S[x') — S[x] = / (X, [Q'(X))dX’ — / X [QXNAX  (32)

x

U

donde la prima en £ es sélo para enfatizar que al hacer el cambio de variables X =
X(X') o bien X' = X'(X) = X + £ el Lagrangiano pudo haber cambiado de forma.
De igual manera la prima en @’ es solo para indicar que en estas nuevas coordenadas
puede tener una nueva forma pero el mismo significado fisico ya que como variables
de campo son cantidades tensoriales y en la seccién 2.2 ya se calculé su derivada de

Fréchet para cualquier cambio de coordenadas.

oz’ __
ox¥

el
ox

De manera general dX' = dX pero dado que z/* = z* + £# entonces

5+ giﬁ, y como la derivada de Fréchet requiere de sélo calcular el operador lineal

(aproximacién a primer orden), tenemos que
ox'

dx’ i
ox

dX =

ocH 3
P —=—|dX =(1+—"—+..])dX .
5”+6xV'd < tom T )d (3.3)

y tomando en cuenta que £(X + &) = £(X) + DL(X)E + o(|[€]|) entonces

DS[x]e = /3€ (£(X) + DE(X)E) (1 LS ) dx — /3€ £(X)dX

dh
_ /3E (wg(X)+Ds(X)§) dx (3.4)

ozt
en donde hemos despreciado los términos cuadraticos en las derivadas de £ debido a
que la derivada de Fréchet debe ser un operador lineal para todo £ (un ¢ lineal en X
no cumple con tener o(|(9,£")?|2k—1). Luego, haciendo uso del teorema de la regla de
la cadena, la derivada de Fréchet del Lagrangiano se puede descomponer en una parte
debida al espacio de las Q’s y otra al espacio de las X, es decir
0L
DE(X, [Q(X)))¢ = DLX, [QIX))DRX)E + 5 ¢
donde DQ(X)E es un elemento h del espacio de funciones de posibles variaciones de
Q. Obsérvese que en este caso la parte relacionada a X no aparece con signo negativo
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como sucedid en la ecuacion 2.3, esto se debe a que en aquel caso habia un sistema de
referencia comin X desde donde se hizo la variacién de Y a Y + &, aqui se ha movido
nuestro sistema de referencia de X a X’ en la integral y nuestro flujo £ ahora se ve
en la direccion contraria, resultando positiva la derivada de Fréchet, solo dentro de la
integral. Insertando esto en la ecuacién (3.4) vemos que

oxH

DS[x]¢ = /3€ (%2(){) + DeX, QX)) h+ 25 M) dx

_ /36 (DS(X, QX)) b + 835#) X

oxH

y éste es el resultado ya bien conocido para una variaciéon de S en el espacio funcional
de las coordenadas

DS[x]E = /3E DE(X,[Q(X)]) hdX + 7@ _geda, (3.5)

Notese que si £ se anula en la frontera, este resultado se reduce a los cosos trabajados
en el capitulo anterior.

3.2. El Operador de Noether

Para el caso particular cuando todas las variables de campo ) que aparecen en el
Lagrangiano cumplen con Q., = 0 (como es el caso de la métrica, g"”., = 0) podemos
desarrollar la derivada de Fréchet de £ con respeto a estas variables como

0L 0L 0L

DL(Q)h =£(X,[Q + h]) — £(X,[Q]) = 70 h+ 0. Rya +8Q " huag =
0L

oL oL oL
aQ 9Q,a 9Q0 P\ 0Q a8

0L 0L
vy (h, 9 h>+...
Q.08 " P 0Q08

lo cual es precisamente el operador €Iy = % - 8aw% + 8045% — +... aplicado a
£ mas una divergencia:

DE(Q)h = €Xg(L)h + 0 [( 0g ot >h+ os

— =0
0Qu " 0Quap) " 9Quap
Asi, en la ecuacién 3.5 tenemos una integral sobre la regién X y otra sobre su frontera

(aplicando nuevamente el teorema de la divergencia a la obtenida anteriormente), es
decir

h,g+... (3.6)

DS[X]E = /3€ exo(Q)hdX + | 5, o, (3.7)
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En estas cantidades no hemos incluido el término \/—g ya que, como se dijo anterior-
mente, éstas en general no seran de caracter (densidad) tensorial; si lo son, entonces
ya lo incluyen. A la cantidad ]‘%“ v la llamaremos el Operador de Noether asociado a

£. Como se indica por el punto y se sugiere por el nombre, esta cantidad de manera
general serd un operador diferencial sobre £, como queda claro de la ecuacién 3.6.
Cabe mencionar también que no es tnico el operador de Noether ya que sumarle a
%“ v - & cualquier término de la forma

80((8:/“11/ : fu) con guau = _SOCMV

dejara sin cambio alguno a la integral de superficie de la ecuacion 3.7.
Veamos como ejemplo el caso particular cuando £ = £(X, Q,0,Q). Esto implica
que la ecuacién 3.6 se reduce ha

oL oL oL
be@h = <a@ - %Q,a) it O (a@ ”)

e inmediatamente tenemos que

0L
Q.

En el caso especial en que £ es un vector constante en las coordenadas X (&#,, = 0),
h =DQ(X)¢ = —£1Q,, vy la expresion %’“V - &V se reduce a g“,,ﬁ” donde

h

B eV el
T, £ = 264 +

0L

Q.

es el ya conocido tensor de energia-momento candnico ¥,*. Ahora se puede ver que no
es un tensor verdadero sino mas bien un pseudotensor ya que sélo se transforma como
tensor bajo el grupo restringido de transformaciones que dejan constantes las compo-
nentes del campo £. Podemos extender la definicién del tensor candnico a Lagrangianos
de orden maés alto por mantener la relacién:

gﬂu = Séll/t - QW (38)

&Y = constante —> %“V V= g“yf” (3.9)

o probar a obtener algin otro proponiendo un campo £ particular.

3.3. Equivalencia Entre el Operador de Noether y T;,""

Recordando la definicién 2.25 podemos reescribir al tensor simétrico T*” ahora como
una densidad tensorial (o tener el mismo cardcter que tiene £) para cualquier Lagran-
giano de materia mediante

T =2¢L, (£)=2[CL,)" (L) (3.10)

Guv
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En un Lagrangiano de materia £([Q]) podemos separar las variables Q's en gag
y las variables ¢ asociadas con la dinamica del campo de materia, con esto podemos
enunciar el siguiente

3.3.1. Teorema (Equivalencia entre el operador de Noether y el tensor simétri-
Co)

Sea £([Q]) un Lagrangiano (densidad escalar) asociado a un campo de materia.
Asumimos que se cumplen las ecuaciones de movimiento para el campo de materia

€L, (L) =

Entonces, para cualquier campo £ y cualquier region X se cumple que

. §”dou_/ax§“”g,,dau (3.11)

Demostracion. Separando a @ en la parte de gog y en la de las ¢'s, tenemos
CLo (L) h = [@L,)*F (L) hap + €L, (L) k (3.12)

donde k = Dq(X)¢ es una funcién en el espacio de las ¢'s tal que en la frontera 90X se
anula. Entonces podemos reescribir la derivada funcional de £ como

€¢I, (L) DQE :%zaﬁpgaﬁ E+eL,(0)k

1
:faﬁ(—ga;ﬁ —£gi0 ) + €L (L) k = —T0¢,:5+CL (L) k

1
- (saﬁ ga) 0+ 550 € + €2,(2) b

y dado que T £, es una densidad vectorial entonces (‘Iaﬁ fa) 8= (T’ﬁ §a) ,3 Y por
lo tanto la ecuacién 3.7 se escribe como

x)e = / (39760 ) 15 +T°%5 60 + €2y (2) K] AX + , € doy,
8%

Aplicando el teorema de la divergencia al primer término, usando que T?; 3=0 (lo
cual no es necesario suponer dada la arbitrariedad de &) y la hipétesis que €%, = 0
llegamos a que
DS[Xl¢ = ¢ F*,-&do, — 74 TP ¢, dog (3.13)
ox N ox
Para completar la prueba solo basta con recordar que £ es una densidad escalar y
que por lo tanto S es un invariante ante cualquier cambio de coordenadas con lo que

DS[X]¢ =0 Q.ED.
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Este resultado se ha hecho de manera general para cualquier regién de la variedad X
y cualquier campo vectorial £, en particular nos gustaria pensar en (hiper) superficie de
tipo espacial ya que estamos familiarizados con la idea de que en un sistema la energia
o momento se puede conservar a lo largo del tiempo, es decir, a partir del resultado
anterior nos gustaria poder decir que el operador de Noether es equivalente al tensor
de Landau-Lifshitz para una superficie de tipo espacial y de esto poder deducir que
cantidades se conservan a “un tiempo dado”.

3.3.2. Corolario

Aunado a las hipétesis del teorema anterior asumimos que toda la materia de
nuestro sistema esta dentro de una regién espacial de soporte compacto. Sea 5 una
(hiper) superficie de tipo espacial asintéticamente plana, entonces

T doy, = THEdoy, (3.14)
x N V4
Demostracién. Sea ' otra superficie de tipo espacial asintéticamente plana que no
intersecta a 77 y X la region entre estas dos superficies. Sea 91 un subcojunto compacto
de X tal que en su interior incluye la interseccién de J# con la materia pero excluye
por completo a ., i.e. M N #' = (). Elegimos a un campo vectorial £ tal que en el
complemento de M tenemos & = 0 pero en el interior vale lo que sea.

Con la region X elegida el dominio 0X de las integrales en la ecuacién 3.11 se divide
en 2, 7' y una superficie cilindrica sobre infinito. Dado el campo vectorial particular
que elegimos las integrales de superficie asociadas a .7#” y a la superficie cilindrica sobre
infinito se anulan y solo queda la asociada a ¢

z Xy &doy - /% e, doy, =0

que es precisamente lo que se queria demostrar. 0Q.E.D.

Con este corolario se hace evidente la funcionalidad que puede tener el operador
de Noether y queda totalmente justificado su nombre.

3.4. Extremo de Soporte Compacto en un Sistema de Ma-
teria

La conservacién de la energia en un sistema clésico, ademés de ayudarnos a resolver
las ecuaciones de movimiento, también nos da una forma més sencilla de visualizar la
evolucion del sistema. Imaginemos una particula moviendose en una dimensién bajo la
influencia de un potencial suave (continuidad en segundas derivadas), la inica solucién
estatica es aquella donde el potencial tiene pendiente cero. En tales puntos donde el



73 Capitulo 3. Teorema de Noether en Relatividad General

potencial es critico la energia total del sistema estd en un extremo ya que cualquier
variacion en la velocidad afectard a la energia cinética solamente a segundo orden
(E = T(i?) + V(z) = T(4?%)). Podemos parafrasear lo anterior diciendo, que una
configuacién (a) Estacionaria y (b) Solucion a las ecuaciones de movimiento debe ser
(¢) un Extremo de la energia total.

Esta relacién es parte de un caso més general: de las tres condiciones (a), (b), (c),
cualquiera dos de ellas implican la tercera. En el caso anterior, es muy facil conver-
cerse uno mismo de ello. Lo probaremos a continuacion para situaciones mucho mas
generales.

Cémo se mencion6 al principio de este Capitulo, nos gustaria incluir a funcionales
cuyo Lagrangiano £ no necesariamente es de caracter tensorial sino s6lo una densidad
afin, lo cual implica que DS[X]¢ = 0 no sea necesariamente vélida; sin embargo pueden
haber direcciones £ que dejen invariante al Lagrangiano. Para esta direccion £ particular
tendremos que D¢S[X] = 0 y la ecuacién 3.7 toma la forma particular

DeS[x] = /3€ €1(£) DeQ(X) dX + }é €, =0 (3.15)

Podemos tomar la derivada de Fréchet de este nuevo funcional en el espacio de las Q's
dada por

D(D¢S[X])(Q)h = DeS[X|(Q + h) — DeS[X](Q) — o{[A]])

lo cual, sustituyendo en la ecuacion 3.15, nos da
0 :/ CL[E(Q + 1)) De(Q + h)dX — / e1y (L) DeQ dX
x x

tf TUQE) &~ § T(Q)-¢ o,

y teniendo en cuenta que D¢(Q + h) = D¢Q + D¢h hallamos finalmente que

/D[MQ(s)] (Q)hDdeX—k/aEiQ(S) Dgth+j{
X X 0x

<Dg*ﬂ, @ h) € doy, =0

(3.16)
Como condicién suficiente para que esta ecuacién sea valida se necesita tanto que £
como las variables de las que depende (Q y X) sean continuamente diferenciables hasta
dos veces méas uno el orden de las derivadas de las cuales depende £, por ejemplo si
£ es un Lagrangiano de segundo orden, (£, @ y X) tienen que ser continuamente
diferenciables hasta quinto orden (recordemos que el operador €I duplica el orden de
derivadas de las variables de campo @ y la derivada D£(Q)h necesita un orden més
de diferenciabilidad de £ y Q). Desde luego, también tiene que converger la integral de
accién ante variaciones de X y/o @ para que D¢S[X] y D(D¢S[X])(Q)h tengan sentido.

Usando esta ultima idantidad probaremos el siguiente
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3.4.1. Teorema

Sea £ un Lagrangiano sin constricciones para un sistema de materia, que cumple las
condiciones necesarias para que la ecuacién 3.16 sea valida. Sea £ un campo vectorial
para el cual D¢S = 0 y definamos para cualquier superficie 77,

Ple, #] = /}f T, o, (3.17)

como el “6-momento” total asociado. Entonces de las condiciones siguientes, cualquiera
dos de ellas implican la tercera:

(a) Q es estacionaria con respecto a § : D¢@Q = 0,

(b) Q satisface las ecuaciones de campo: €Ly (£) = 0 donde quiera que £ # 0,

(c) Para cualquier superficie % tipo espacial asintticamente plana (regular),
P[¢, 7] es un extremo, i.e. DP[¢, . 7#|h = 0, para cualquier variacién h con domi-
nio de soporte compacto.

Demostracion. (a) + (b) = (c)
De la ecuacion 3.16 se sigue por hipoétesis que los dos primeros términos se anulan y

entonces tenemos
¢ <D5“V(Q>h>-f”dau=0
ax \ N

lo que por construccién es equivalente a

D ( THh(Q) - & dau) h=0 (3.18)
ax N

De manera analoga a la demostraciéon del Corolario 3.3.2 tomemos a h con soporte
compacto, pero arbitrario en cualquier otra manera. Elegimos a la region X como la
regién entre 7, la cual intersecta el dominio de h, con otra segunda superficie 57’
la cual no intersecta el dominio de h, donde las superficies % y ' cumplen con
los requisitos del teorema. Entonces la ecuacién 3.18 se divide en la derivada de tres
integrales de superficie: sobre .%#, sobre .’ y otra sobre una superficie cilindrica en
infinito, lo cual se reduce a

D < T (Q) - £ dau> h=0

N
y prueba el primer caso.
(b) + (c) = (a)

Como en el caso anterior, sea X la regién contenida entre # y ' y por lo tanto la
ecuacion 3.18 se divide en las tres partes ya mencionadas: la derivada de la integral
sobre las superficies J# y ' y sobre una superficie cilindrica en infinito. Como la va-
riacién h es de soporte compacto la derivada funcional de la integral sobre la superficie
cilindrica siempre se anula y solo quedan los términos

Y <£f § (@) doy = 7{% Q)¢ dU#) h=0
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los cuales siempre son nulos por separado en vista de (c). Por lo tanto usando la
hipétesis (b) la ecuacién 3.16 se reduce a

/3€ D[€Z,(2)] (Q) hD:QdX =0

Aunque @ es solucién de €Z5(£L), al momento de hacer la variacién @ + h se tiene
que €Ly, (L) # 0y, dado que h es arbitraria, €¥Lg (L) también serd arbitrario. Se
pidié continuidad en las derivadas de h y () hasta dos veces méas uno el orden que aquel
que aparece en £; sea este orden 2k + 1, dado que el operador €Ly (£) es también de
orden 2k entonces podemos garantizar que D (€Zy(£)) h es un operador continuo y
por lo tanto, aplicado a un par @@ y h da como resultado una funcién continua. En
ese caso podemos aplicar el lema de Haar y concluimos que D¢Q es cero. Esto nos
indica que £ es una direccién funcional (vectorial si usamos el mapeo 2.4) en la cual las
variables de campo ) no cambian, es decir, la direccién particular £ es una simetria
de Q: D¢Q =0
(c) + (a) = (b)

Usamos los argumentos del caso anterior para decir que el tercer término de la ecuacién
3.16 se anula y (a) para decir que el primero también. Entonces, tenemos que

/ €2(£) DehdX =0 (3.19)
X

pero h es arbitraria con derivadas continuas hasta un orden 2k + 1, por lo tanto D¢h
también es abitraria y con derivadas continuas hasta un orden 2k , entonces se concluye
(nuevamente por lema de Haar) que €¥Ly(£) =0 Q.£.D.

Veamos una utilidad inmediata de este teorema en el siguiente

3.4.2. Corolario (Aplicacién al campo Electromagnético)

No existe principio variacional sin constricciones para las ecuaciones de Maxwell
en el cual la variable de campo es el tensor electromagnético F*¥ (equivalentemente,
los campos electricos y magnéticos, E y B).

Demostracion. Sabemos que la energia de un campo electromagnético estacionario esta
dada por
1

R3 8

U= (E? + BY)d*z

Dado que los términos dentro de la integral son cuadréticos, para que la energia esté en
un extremo se necesita que estos sean nulos, por lo cual cualquier posible cambio
en E y B de soporte compacto cambia a primer orden esta cantidad a menos que
E = B = 0.De aqui que no pueda haber un principio variacional no constreniido en E
y B del cudl las ecuaciones de Maxwell puedan ser deducidas. Q.£.D.
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Dado que de manera general una variacion arbitraria se lleva a cabo en toda la
variedad (h € C?*+1(M)) nos gustarfa relajar la restriccién de soporte compacto del
teorema anterior. De lograrlo, una aplicacién inmediata seria la inclusién de la métrica
como un campo dindmico y extender los conceptos anteriores a la Relatividad General.

3.5. Operador de Noether para Gravedad

Como Lagrangiano para gravedad podemos usar el de Hilbert mostrado en el Capitulo
2, el cual es

1
167

donde R es el escalar de curvatura. En la literatura se suele definir

1
(L, (£) = ——— /=g (3.21)
167
con lo cual la ecuacién 3.7 se convierte en
1
8rDSy[X]E = — / G" Dguév/—gdX + 8#}4 T, - &doy,

2 Jx ox N

:/ G" &/ —gdX + 81 T, - doy, (3.22)

x ox N

Dado que £ es una densidad tensorial en este caso 8mDS,[X]¢ = 0 para todo & € C2M.
Posteriormente necesitaremos continuidad en derivadas de tercer orden, en este caso
no necesitamos continuidad en derivadas hasta quinto orden para una segunda varia-
cion puesto que £ es lineal en segundas derivadas por lo que su diferencial de Fréchet
sigue conteniendo solo hasta derivadas de segundo orden de manera tal que la dife-
renciabilidad estara determinada por los requerimientos del Lagrangiano de materia.

Considerando que (GH&,/=g) = (G €uy/=7)., se tiene que
’ :/36 [(Gwéﬂ\/jg)”’ a Guu;l/fu\/jg] dX +8m fif)x %u” -§doy,
:/(G“Vfu\/jg)w dX + 871’% T“V . gl’dgu
X ox N

donde hemos usado que G*”,;, = 0. Usando el teorema de la divergencia en la ultima
igualdad se tiene que

81T, = —/—g G, (3.23)

Estrictamente esta igualdad es vélida hasta una divergencia, puesto que no considera-
mos en la definicién 3.21 la divergencia dada por la ecuacién 2.43, como obtuvimos de
manera completa esta cantidad en 2.82.

Esta manera inmediata de obtener el operador de Noether es inapropiada cuando
se supone al tensor métrico como un campo dindmico puesto que se anula cuando se
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satisfacen las ecuaciones de campo (G*” = 87T""). Es necesario asi utilizar la ventaja
de que es invariante bajo una divergencia y podemos anadirle un término de esta forma
aunque en este caso no serd covariante. Schutz y Sorkin [12] proponen una divergencia
que permite al operador de Noether depender solo de primeras derivadas y ademads
lo hace de manera cuadrética y homogenea bajo la eleccion apropiada de un £. Esta
cantidad es entonces (ecuacién 2.86)

avf3
LT 157 5”) (3.24)

1
BrTH, € = —/ =g G"E" + S0a < V=9
donde solo para recordar
el = (—g)(g"g"” — g"*g"")

Este es un operador de Noether para el campo gravitacional que nos serd muy util en
la siguiente seccion. Como ya se dijo en el Capitulo 2, en el caso particular cuando
& = constante esta cantidad se reduce al pseudotensor de Einstein, mientras que cuando
& = (constante)\/—g se convierte en el pseudotensor de Landau-Lifshitz.

Hasta aqui hemos hablado de Lagrangianos de manera general y en consecuencia
su operador de Noether %“V también lo es. De ahora en adelante por convencién

y practicidad distinguiremos el operador de Noether asociado a un Lagrangiano de
materia, denotado por ]‘3\;”1, 6 TH . de aquel asociado a un campo gravitacional el cual

sera denotado por ]5 B

Con esta definicién tenemos que el &-momento del operador de Noether asociado
a un sistema completo descrito por un Lagrangiano de materia méas uno de campo
gravitacional es entonces

Ple, #) = L ) (%ﬁ - 5”) do, (3.25)

Obsérvese que en el caso especial cuando se satisfacen las ecuaciones de campo de
Einstein y usamos la definicién 3.24 la expresién anterior se vuelve

1 h“al'ﬂ,g s

Observemos que de manera general para un sistema total, materia mas campo gravi-
tacional, siempre se satisface (usando la ecuacién 3.11)

871'7{ <Tff &+ t“,,) doy, :% [— GM + 81TH] &, \/—gdo,,
ax \N N ax

N é (=G 82T 6, =g+ 0, (P do,
(3.27)
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que es idénticamente cero cuando se cumplen las ecuaciones de campo de Einstein. En
otras palabras, la divergencia de las cantidades conservadas asociada al sistema total,
materia mas gravitacion, debida a la invariancia de £ ante cualquier cambio de coor-
denadas es cero cuando se satisfacen las ecuaciones de campo, lo cual era de esperarse
siempre porque de la misma manera es como deducimos todos los pseudotensores del
Capitulo anterior.

Supongamos que las ecuaciones de campo para la materia se satisfacen y que
& = constante en la ecuacién 3.25. Entonces de acuerdo al corolario 3.3.2 pode-
mos reemplazar a %ﬁ por T#, mientras que ]5 #, se vuelve el Pseudotensor de Einstein.

Asi P es lo que usualmente se identifica como (la £&-componente de) el cuatro-momento
total del sistema. En particular si £&# = 6} entonces P[, 5] es la masa total M (con-
sultese [12] y [11]). De hecho, cuando (1) g, es asintéticamente Schwarzschild, en
coordenadas rectangulares (siempre hemos supuesto que la métricas debe ser asintéti-
camente Lorentziana), (2) £# se aproxima a &, y (3) J# es la superficie t = 0, entonces
la integral en 3.26 es justamente M.

La ecuacién 3.25 tiene sentido independientemente de si las ecuaciones de campo se
satisfacen o no. Esto no solo nos posibilita a definir M independiente de cualquier con-
junto de constricciones de valores iniciales, pero también podemos ver que, expresado
en esta forma, M es, en ausencia de radiacién gravitacional sobre el infinito espacial,
también independiente del comportamiento asintético de la métrica. Este punto lo
aclararemos en la siguiente seccién.

Notemos el hecho que para deducir 3.27 no se supuso nada mas alld de que £ era
una densidad tensorial, por lo cudl este resultado es aplicable a cualquier sistema. En
particular, se puede utilizar para estudiar un sistema con radiacién donde las varia-
ciones desde luego no seran de soporte compacto como se supuso en el teorema 3.4.1.
En la siguiente seccién trataremos el problema de un sistema de materia acotada pero
donde las variaciones dejan de ser acotadas espacialmente.

3.6. La Métrica Como Un Campo Dinamico

En esta seccién nos proponemos extender el teorema 3.4.1 a sistemas que incluyen
gravitacion ademas de materia. Esto le da a la métrica no solo un caracter auxiliar en
el Lagrangiano de materia pero también pasa a ser una variable de campo dindmica
en el Lagrangiano asociado a la parte gravitacional. Esto hace que debamos prescindir
de las variaciones de soporte compacto requeridas en la demostracién del inciso (c¢) del
teorema 3.4.1 puesto que una variacién de la gravedad afecta a la variedad completa.
Para lograr este objetivo debemos de auxiliarnos en el siguiente
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3.6.1. Lema

Sea gy = N + by, donde 1, es la métrica de Minkowski en coordenadas Carte-
sianas y supongase que cuando 7 — 00

1+

(i) hu esO@F 7))

3+e

(1) Oahyy es O(r~ 2 )

en donde € es alguna constante positiva. Sea g, = 1., + iL/W cualquier otra métrica
con el comportamiento asintético dado por (i) y (i7). Sea I cualquier integral de la
forma indicada simbodlicamente por

I= / OhOh d®z (3.28)

Entonces el comportamiento asintético de g,,, puede ser cambiado a ese de g, con
un cambio arbitrariamente pequeno de I. En particular I en si mismo converge a cero
cuando r — 0.

Demostracion. Sea R un radio fijo, y “peguemos” g a § en la region R < r < 2R por
reemplazar a g por la funcion
tguw + (1 —t)gu (3.29)

donde 0 <t <1yt=t(r)=0parar < R, 1 para r > 2R. Intuitivamente podemos
ver que t = f(r/R) donde f(z) es cualquier funcién la cual se anula para 0 <z <1y
es 1 para x > 1. Un ejemplo de tal funcion es

0 six <1
fl)=< —2234+922 — 120 +5 sil <z <2
1 six > 2

la cual tiene derivada continua y ademas f’(x) € [0, %] Se pueden ajustar polinomios de
orden mayor si se necesitan derivadas continuas de orden mas alto, en nuestro caso solo
necesitaremos primeras derivadas continuas. Con el ejemplo de f(z) anterior podemos

garantizar que

dt o laa, | 2
- — T« 2
g el =11 @) 5= 5

donde se ha usado que estamos en la regién donde r es grande por lo que |[Z=| < 1y
que |f'(z)] < 2 ademés de que se anula para x > 2 (94t = 0 parar > 2Ry r < R).
Dado que 0agu = Oahyw obtenemos que

|Oat| = |

Ot + (1 = 1)gu) = My Oat + t0ah + Oahy — (RuwOat + tdah,)

de donde podemos ver que el término que denotamos simbdélicamente por dgdg (OhOh)
se ve transformado por la ecuacion 3.29 a una expresion la cual incluye solamente
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términos de la forma: h h 0t Ot, thot Oh, ttOh Oh, h 0t Oh, tOhdh y OhOh. Asi, to-
mando en cuenta el rango de valores que puede tomar ¢, la integral I definida en 3.28
consiste en tres tipos de términos que simbdlicamente indicamos por

L):t/fﬁathhdar
L= /t@th&hd%
Igzl/ttﬁhahd%n
Ahora procedermos a demostrar que cada una de las tres integrales anteriores se anu-

la cuando R — oo. Tomando en cuenta las condiciones (i) y (i7) sobre h, existen
constantes Cj; tal que

2R 2 2R
d 4C 16C
IIo| < 00/ 19t |8t :TT < | rTtdr= S (42— R
R R —€
2R 2R
2 _9__ 201 _ 201 1— —
\[1§01/ 1-r26r2dr—/ r Cdr = (2 6—1)R€
R R 1—¢
R R
< r2dy  dr Co
Ll<o [ 1580 [ & = 22p—
m<e [ 1G-S =S

Puede pensarse que hay problemas en las desigualdades anteriores cuando € vale 1
6 2, pero si sacamos el limite cuando € — 2 en Iy y € — 1 en I; veremos que este
converge a una cantidad finita, por lo tanto I, — 0 cuando R — oo Ve > 0 y en
cosecuencia I — 0 cuando R — oo, ya que todos los términos que contiene se anulan
por separado. Q.E.D.

Como aplicaciones inmediatas de este lema estd el hecho de que podemos describir
el comportamiento asintético de alguna solucién a las ecuaciones de campo mediante
cualquier otra solucién sin afectar la energia méas que en una cantidad tan pequena
como se quiera y que podemos quitar la restriccién de variacion de soporte compacto
en el teorema 3.4.1, esto se demostrard en los siguientes dos corolarios.

En algunas ocasiones se suele hacer uso de superficies a las que se le anade el
adjetivo “asintéticamente regular”, por lo cual es conveniente definir adecuadamente tal
concepto ya que posterioremente lo usaremos. Definimos un par (§,.7) asintdticamente
regular como aquel que cumple con

a) A es una n-variedad sin frontera y con una regién asintéticamente simple en la
cual se vuelve plana y de tipo espacial.

b) En alguna vecindad espacio-temporal de su regién asintética existen coordenadas
tales que los incisos (i) y (ii) del lema anterior son vélidos

¢) Donde sea aplicable, el campo vectorial £# se vuelve constante cuando r — oc.
Este ultimo inciso es suficiente para el tratamiento del (n+ 1)-momento; para momento
angular son requeridas restricciones mas fuertes.
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3.6.2. Corolario

Cualquier solucién de las ecuaciones de campo sin radiacién gravitacional sobre
infinito espacial puede ser descrita mediante el comportamiento asintético de cualquier
otra solucién sin cambiar la energia gravitacional, P[¢, 5], por mas que una cantidad
arbitrariamente pequena.

Demostracion. De acuardo al operador de Noether dado por la ecuacién 3.24, la energia

gravil acional es
t -&do
/jﬁ” N Y f w

donde (&, .7) cumple con la definicién de asintéticamente regular y ademés £¥ — 4§ en
coordenadas asintéticamente galileanas (las coordenadas galileanas son aquellas donde
una transformacién galileana es vélida). La eleccién que hicimos de ty #,, es de la forma
3.28 (ecuacion 3.26). En particular, si £ es un vector temporaloide de Killing y £¥ = &
entonces el término 0,&, = Jaguo en la formula 3.24 es de la forma 3.28.

La hipdtesis acerca de la exclusién de radiacién gravitacional significa (ver por
ejemplo [11]) que (7) e (ii) del lema se satisfacen con € = 1, si las coordenadas se eligen
apropiadamente, por lo tanto concluimos que el cambio en P[{, 7] es arbitrariamente
pequeno cuando usamos alguna otra solucion. Q.E.D.

3.6.3. Corolario

En el Teorema 3.4.1 supongase que (£, 7) son una pareja asintéticamente regular.
Podemos relajar la restriccién de variaciones de soporte compacto en (c) a aquellas
que necesitan solamente preservar las condiciones (i) y (4i) del Lema 3.6.1.

Demostracion. La tnica demostracién que necesitamos modificar es (a) + (b) = (c).
Pero por la demostraciéon del corolario anterior, cualquier variacién del tipo més general
es (hasta una diferencia arbitrariamente pequena) equivalente en su efecto sobre la
masa M (que hemos supuesto acotada) a una de soporte compacto. 0Q.£.D.

Con este ultimo corolario hemos podido extender el teorema de Noether para la
energia (Teorema 3.4.1) para cualquier sistema descrito por un Lagrangiano no cons-
trenido que incluye materia acotada y campo gravitacional. Como un ultimo objetivo
de esta tesis es extender este teorema a cualquier Lagrangiano y que pueda incluir cual-
quier variacién, tanto en el espacio de funciones al que pertenece £ (transformaciones
de coordenadas) como en el que pertenecen las variables de campo.

3.7. Teorema Extremal General En Relatividad

Imaginemos un largo rio con flujo constante y lo suficientemente pequeno como para
que no exista turbulencia ante pequenas perturbaciones, y el cual queremos estudiar
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pensando en que las particulas que lo constituyen forman un flujo de lineas continuas.
Si nos paramos en la orilla podemos hacer mediciones acerca de cantidades como por
ejemplo la direcciéon que llevan las particulas en cierta region, la presién y temperatura
en determinado punto, etc. La otra forma de hacer mediciones es movernos a la par con
una diferencial de volumen del rio. Desde estedltimo sistema de referencia podemos
medir la curvatura intrinseca de las lineas de flujo, el cambio del volumen, el cambio de
la temperatura, etc. Asi, las perturbaciones que se le pueden hacer al flujo de un rio son
de distinta indole; variacién de la temperatura, de la direccién que siguen las particulas
y en consecuencia de las trayectorias que siguen, incluso aumento de particulas, etc.
Aunque son de naturaleza diferente nada impide el poder aplicarlas todas al mismo
tiempo, es decir, pensar en el rio como todo en conjunto y alterar su trayectoria,
presion, volumen, temperatura, cantidad de materia contenida, etc. Desde luego el
que la temperatura cambie de un punto a otro no solo puede ser consecuencia de una
fuente externa pero también al cambio del tamano y presion que sufre un elemento de
volumen a lo largo de la trayectoria que une dichos puntos. Esto nos lleva a pensar en
un Lagrangiano donde las variables de las que depende pueden tener constricciones, y
de hecho las ecuaciones de Euler para un fluido perfecto compresible (no se considera
temperatura) nunca han sido deducidas satisfactoriamente de un principio variacional
(consultese [12]). Su dificultad desde luego radica, como se hizo notar, en que las
variaciones posibles estdn sometidas a restricciones.

Un esquema similar se tiene en Relatividad General; la evolucion de una tres-
variedad (n-variedad) a lo largo de una direccién (por ejemplo) de tipo temporal, y
la evolucion de més variables de campo que describen al sistema, se sigue que una
variaciéon general puede en principio incluir tanto una perturbacién de la 4-variedad
(n + 1-variedad) de fondo en la que se hace “fluir” la 3-variedad asi como variaciones
externas en cada una de las variables de campo que le describen. Al igual que el ejemplo
anterior, pueden existir constricciones entre las variables por lo que un Lagrangio y/o
una accion que describen al sistema pueden estar constrenidos y de ahi que el teorema
3.4.1 no aplique en el caso més general posible de Relatividad General. Es posible quitar
la restriccion a principios variacionales no constrenidos de dicho teorema aunque hay
un precio que pagar como lo veremos a continuacién, pero antes debemos dejar en claro
el espacio funcional en el cual haremos las variaciones.

3.7.1. Definicion de variacién total

Hasta ahora hemos hecho variaciones esencialmente de dos tipos: arrastrar una re-
gién X a una regién X', lo cual tradujimos en una variacién de las coordenadas dada
por un parametro £ el cual define un flujo y que podemos asociarlo a las componentes
de un campo vectorial. La otra variacién ha sido de las variables de campo @, en las que
incluimos a la métrica. Al variar la métrica esencialmente estamos modificando la geo-
metria de la variedad que describimos. Podriamos pensar también que dos variaciones
distintas hechas a la metrica pueden estar describiendo dos variedades topolégimante
distintas pero que se reduzcan en el limite a la misma variedad no perturbada, como
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por ejemplo si la perturbacién tiende a contener una singularidad; es por eso que en
nuestro estudio siempre hemos tratado con abiertos solamente y no con la variedad
completa. En este sentido podemos ver que las variables de campo () diferentes de
las métrica se ven modificadas tanto por el arrastre (y cambio de la variedad) como
también debido a una posible perturbacién a priori en ellas. Esto lleva a la necesidad
de un mapeo que identifique las nuevas variables () de la nueva variedad perturbada
con las de la variedad inicial. Vedmoslo con més claridad a continuacién.

En los principios variacionales anteriores hablamos de la variacién de @ y se dijo
abiertamente que entre esta variaciéon se podria incluir a la métrica. Como ya hicimos
notar, al variar la métrica variamos el espacio base donde residen los parametros, es
decir se modifica (se perturba) la variedad en si misma y en consecuencia, debemos
identificar a las variables () distintas de la métrica en la nueva variedad perturbada
y luego hacer en ellas un principio variacional '. Sea e un mapeo que asocia a cada
punto p’ € X’ € M’ un punto p € X C M, donde M’ es el resultado de aplicar una
perturbacién a la variedad M. Dadas las condiciones de diferenciabilidad necesarias
para hacer una variaciéon a M, necesitamos que e sea un mapeo 1-1 de un abierto
(que puede ser descompuesto en una familia de superficies de Cauchy) X’ € M’ a
otro abierto X C M con la misma clase de diferenciabilidad que M y M’. Entonces e
genera un unico mapeo de campos Q' sobre campos Q' en M. Teniendo dos campos a
comparar en el mismo espacio ya podemos definir la derivada de Fréchet como aquel
operador lineal que cumple con

Q. =Q+ De(Q) k + o(|[Kl]) (3.30)

donde ahora k es un elemento de un espacio compuesto por el espacio de las ()’s y
por el de las transformaciones de coordenadas que caracterizamos por un flujo que
representan las £’s. Este espacio extendido no debe de representar ninguna confusion
ya que asi como anteriormente al decir que h era una variacién general para los di-
ferentes campos Q)’s, cuyo espacio de trabajo era la unién de los distintos espacios
tensoriales donde tienen soporte cada @ (gag, ¢, etc), asi ahora k es un elemento de la
unién de los diferentes espacios tensoriales que soportan a las @Q’s con el espacio de las
trasformaciones de coordenadas reprentadas por el parametro £. No olvidemos que el
grado de diferenciabilidad suficiente s (el cual asigna una norma al espacio | |s) para
llevar a cabo un principio variacional sobre estas variables esta dictado tanto por el
Lagrangiano asi como por el problema particular que se trabaje.

Veamos un ejemplo. Sea F(X,Q) = F (X, gag, ¢, -..), observemos que en este caso
una variacién k aplicada a las variables de las que depende F' contiene una variacién &
para las coordenadas X, una variacién h,g para las componentes de la métrica g,g, y
variaciones h para ¢ y los otros posibles campos de los cuales pueda depender F'. Por

1Obsérvese que esto no entra en conflicto con el trabajo anterior puesto que en los principios donde
variamos la métrica explicitamente no se hizo ninguna variacién de otro campo. Cuando se hablé de
una ) que puede incluir a la métrica podemos pensar que la variacién de los campos distintos de la
métrica se hacen una vez satisfechas las ecuaciones de la métrica (es decir ya establecida la variedad)
o viceversa como es el caso del Teorema 3.4.1.
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lo tanto la diferencial D.F(X, Q)k la podemos separar
DF(X,Q)k = DoF(X)E + DeF(gag)has + DeF(6) h (3.31)

donde se puede ver que aunque esta diferencial se descompone en operadores con
dominios distintos, la suma si esta bien definida puesto que el codominio de cada uno
de los términos es el mismo. Con esto podemos decir que D.F (X, Q)k es la diferencial
total y mas general posible de un operador. Hay que hacer notar también que cuando
M' = M el mapeo e es solamente una transformaciéon de coordenadas de la misma
forma en que lo hace £. Es importante darse cuenta que en ningiin momento usamos
la palabra infinitesimal como muchas veces se recalca en la literatura cuando se habla
de variaciones.
Esta nueva forma de definir la derivada de Fréchet ha incluido un mapeo arbitrario
e, podriamos pensar de igual forma en otro mapeo f que también cumple las con-
diciones impuestas a e y con ello definir otra derivada D;F'(X,Q)k, pero obsérvese
que existe una transformacién 7(p) = f(e~'(p)) que lleva el punto p € M al punto
f(@') € M y de esta forma 7 es un flujo al igual como definimos &, con ello queda claro
que
D¢F(X,Q)k = D.F(X,Q)k+ DF(X, Q)& (3.32)

lo que hace evidente que la diferencia de dos derivadas de Fréchet correspondienes a
distintos mapeos e y f es simplemente la derivada de Fréchet correspondiente a la
transformacién dada por f(e™!). Elegir un mapeo en particular dependers de cada
problema particular; por ejemplo, cuando perturbamos las lineas de flujo de un fluido
dindmico, nos gustaria mapear la linea de universo de una particula en M’ con esa linea
que corresponde a la “misma” particula en M, y el mapeo que hace esto es conocido
como “mapeo Lagrangiano” [. Otros mapeos pueden también resultar utiles como en
el caso de que M’ y M sean variedades isométricas (como en la gravedad Newtoniana)
uno puede desear que e sea una isometria.

Mientras que D F[X,Q]k la hemos podido definir para cualquier campo @, la
diferencial D.(Q)k solo estd definida para tensores, podemos incluso extenderla a
derivadas de la métrica puesto que conocemos su regla de transformacién. De esta
forma la derivada funcional del operador de Noether esta bien definida ya que depende
solamente de la métrica y de campos tensoriales y también de cualquier otro operador
que tenga este tipo de dependencia solamente.

3.7.2. Cantidad conservada general

Por completéz de esta seccidén reescribiremos algunos resultados anteriores conforme
se necesiten. Sea S la accién que describe a un sistema general en la teoria de la
Relativadad General, es decir contiene una parte asociada al campo de materia S, y
una parte asociada al campo gravitacional S;. De manera general esto es

S[X, Q] = Sm[X, Q] + 54X, gyu] Z/xﬂm(X,gW,qb)dX—k/xﬁng (3.33)
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donde los campos ¢ son diferentes de la métrica y son los que describen la dindmica de
la materia (e.g. campos electromagnéticos, temperatura, densidad, etc). £, no nece-
sariamente tiene cardcter tensorial al igual que £, pero en este tratamiento particular
supondrémos que £, es una densidad escalar y tomaremos £, = —ﬁR\/—ig.

La variacién de Sy, con respecto a £ manteniendo fija la frontera y la métrica se
hace de manera similar a como se hizo en la secciéon donde se definié por primera vez
el tensor simétrico de Landau y Lifshitz. Primero hacemos la variacién de S, en el
esapcio de las ¢’s resultando

08, 0L
DSm(¢)h—/ [ St G bt | dX

- / (€L4(,)] hdX (3.34)
x

En este caso los términos de frontera son nulos ya que h lo es ahi. Como hipdtesis
adicional suponemos que las variables ¢ son expresables en términos de la métrica,
dandole a g,,,, el cardcter de variables auxiliares por lo que, si ¢ = ¢([g,.]) (no olvidemos
que ¢ tiene cardcter tensorial por lo que el arreglo de las g,,’s y sus derivadas debe
ser tal que conforme un tensor), entonces usando la regla de la cadena y despreciando
términos de frontera

DSm(gw/)h;w :Dsm(¢)D¢(gMV)huV = / [‘ﬁlqﬁ( )] )Dd)(glﬂl)hlﬂ’ dX
- /3€ [@T (L)) ( agwh,w—k agw’phw,ﬁ ) dX
_ 0¢ ¢
_ /3E [[ad,(zm)] 5 O <[m¢(£m)] >+ ]h,w ix

aguu,p

Definimos al tensor (densidad tensorial) de energia-momento asociado a las variables
de campo ¢ como

ST = OR8] o+ 0, <[@1¢<£m>] 00 >+ (3.35)

ag,ul/ 8g;unp

Observemos que esta cantidad es simétrica ya que g, lo es y ademds cuando ¢ = g,
se reduce a /—gT"”. Con esta definicién la derivada de Fréchet de S, en el espacio
de las variables auxiliares g, es

1
DSy )y = 5 /3€ g " by dX (3.36)

En este caso el pardmetro libre es £ mientras que las variaciones h,, son depen-
dientes por lo que es natural preguntarse qué ecuacién cumple el tensor asociado a las
variables de campo. Sabemos que DgH*¢ = 2¢H¥) por lo que

DSy (X)§ = DSm(g;w)Dguug = /xglwgu;u dX

= - / THY €, dX + / (s%) X
x ¢ x
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Finalmente, usando que el campo & es nulo en la frontera de X y que T4 #”¢, es una
densidad vectorial, obtenemos que

DSp(X)¢ = — /3€ Tk dX (3.37)

Dado que £ es arbitrario, obtenemos explicitamente que

THY., =0 (3.38)

¢
Es decir, la divergencia covariante de esta densidad tensorial es cero, lo cual justifica el
haberle dado el mismo nombre de tensor de energia-momento. Notemos también que
en ningin momento especificamos algtin rango para ¢ por lo que puede ser una variable
tensorial de cualquier rango. Para que el resultado anterior tenga total validéz debemos
de suponer que el orden diferenciabilidad de ¢ (y de las variaciones h) es de dos veces
el orden aquel que aparece en £, mientras que el orden de g, (y las variaciones h,,, )
debe de ser dos veces el orden de aquel que aparece en ¢ al ser expresada en términos
de g

Para poder obtener 3.37 hemos tenido que escribir los campos ¢ en términos de g,,,,
y sus derivadas, si esto no fuera posible tendriamos que hallar una manera diferente de
definir el tensor de energia-momento para ¢ a manera de que a partir de la ecuacién
3.34, mediante DS, (X)& = DS, (¢)Dp(X)E, podamos recuperar la ecuacién 3.37, la
cual es una extension natural del tensor de energia-momento definido en un espacio
plano de variables g“.

La parte andloga a lo hecho anteriormente es suponer que las variables ¢ no cam-
bian, mientras que la métrica si, Esto es una variacion directa a la métrica, es decir
ahora la métrica es un campo dindmico. Esta suposicion nos lleva al resultado obtenido
en 2.26, esto es

1
DSm(gw,)hW = 3 / TH hyy/—gdX
X
del cual inmediatamente se obtiene
1
DSm(X)f = DSm(g,ul/)Dg,ul/(X)g = § /XTMV\/ —ngm,g dX (3.39)

donde también hemos despreciado los términos de frontera. Las variables ¢ y g,, son
independientes por lo que la variacion total en el caso de que & se anule en la frontera,
es entonces

1
DS (X)é = 3 /3€ T \/=gDg, € dX — /3€ Tk dX (3.40)

Si ahora suponemos que £ no es nulo en la frontera, es decir hay un arrastre de la
region de integracién, entonces tendremos que agregar el operador de Noether el cual
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incluye todos los términos de frontera, tanto los asociados al campo ¢ como los de g,
(definicién 3.7)

1
DS [X]¢ = Q/XT’“’\/—ngWde —/xi:/“@ygu dX—I—]ix%"y-ﬁ” do,  (3.41)

De manera similar a lo hecho anteriormente tenemos una expresién analoga asociada
al campo gravitacional. Usando el Lagrangiano particular £, que elegimos obtenemos
la ecuacién 3.22

1
DS, X]¢ = — 1~ /x G" Dgé/—gdX + ]i i h, - §do, (3.42)

donde t*, es cualquier pseudotensor asociado al campo gravitacional como los exhi-
N

bidos en las ecuaciones 2.82, 2.84 o 3.24.

Dado el cardcter tensorial que impusimos a £,, y £4 tanto DSy, [X]¢ como DSy [X]¢
son nulos, por lo que también DS[X]{ = DSy, [X]€ + DSy[X]¢ = 0. Esta es una iden-
tidad ya que la anulacién de la derivada de Fréchet no supone en ningiin momento el
cumplimiento de ecuacién alguna.

En el teorema 3.3.1 encontramos la equivalencia entre el operador de Noether y
el tensor simétrico T*” (ecuacién 3.11) suponiendo que se cumplian las ecuaciones de
campo asociadas a un Lagrangiano de materia. Con la nueva definicién de TyH", si
ahora T = \/—gTH"" +%, " entonces podremos darnos cuenta que en el teorema 3.3.1
no hay necesidad de suponer el cumplimiento de las ecuaciones de campo asociadas a
¢ para que se cumpla la siguiente identidad

Ik, & doy, = j{ T, doy, (3.43)
ax N ox

Condensando los resultados anteriores (ecuaciones 3.41, 3.42 y 3.43, el hecho de
que DS[X]¢ = DS(Q)Dh[X]¢ se anule debido al caracter tensorial de £ nos lleva a la
identidad

1/ <1G‘“’ —T‘“’) \/nggwng+/ THY &, dX :7{ (E“l,g” + t“,,-{”) doy,
2 x 8 x ¢ 9% N
(3.44)

Esta igualdad se cumple para todo campo £. Dado que una simetria de interés siempre
se da a lo largo de un campo £ especifico, podemos aplicar la ecuacién anterior a &
particulares en cuyo caso ya no tendremos la derivadad de Fréchet sino la de Gateaux,
es decir Deguy = —Legu-

Observemos que cuando imponemos las ecuaciones de movimiento en 3.44, dada la
arbitrariedad de X y £ obtenemos que Ty #,, = 0y si [£, 7] es un par asintéticamente
regular, también se cumple que

Ple, #] = /f <s~y>§”+ }VquV) do, (3.45)

es una cantidad conservada ya que no depende de la 7. De hecho es més general el
resultado, veamoslo en el siguiente
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3.7.3. Lema

Sea & un campo vectorial asintéticamente regular definido en todos lados sobre una
variedad que contiene materia de soporte espacial compacto. Entonces el £-momento
P[¢, 7] definido por la ecuacién 3.45 sobre cualquier superficie asintéticamente regular
A es conservado (independiente de ) si cualquiera de las dos condiciones siguientes
se cumple

(a) La métrica y la materia satisfacen las ecuaciones de Einstein: o

(b) & es un vector de Killing de la métrica, y el {&-momento de materia es localmente
coservado

Ou(TFvE") =0

Demostracion. (a) Por hipédtesis el primer término del lado izquierdo de la ecuacién
3.44 se anula. Dado que la variaciéon que hacemos es para cualquier campo vectorial
que sea asintéticamente regular pero arbitrario en cualquier otro caso, se cumple la
identidad de Bianchi Ty #",, = 0 y ademds

?{ <‘Z"V§V + tH, - f”) do, =0
kS N

Suponemos que la regién X es la comprendida entre dos superficie 57 y ' asintoti-
camente regulares y que no se intersectan, y una superficie cilindrica S en infinito.
Dividimos en estas tres contribuciones la integral anterior y por el lema 3.6.1 la inte-
gral sobre S no contribuye (eligiendo un pseudotensor asociado al campo gravitacional
como el dado en la ecuacién 3.24). Por lo tanto

/,;;{/ <SIJ‘1/£V + ]5”,, . f”> ddu = /JW (Iﬂygl/ + 15#11 . 5”) dO’u (3.46)

En donde ya consideramos que la diferencial do, apunta hacia el exterior de X. Dado
que este resultado es valido para cualesquiera dos 7 y #” concluimos que P[¢, 7]
se conserva. Observemos que & mas alld de ser asintoticamente regular sigue siendo
arbitrario.

(b) El que £ sea un vector de Killing de la métrica implica que D¢gyy = —£¢gu =0
por lo que el primer término de la ecuacién 3.44 se anula. El segundo término también
se anula puesto que

14 14 1% 1 14 14
3“(%“,,5 ) = (%H fu);# = %M ;#fl/ + 5(51/;# +§#;V) %u = fl,’.;ﬁ)f“ =0 (3-47)

Por lo que nuevamente tenemos que el lado derecho de la ecuacion 3.44 se anula. Dado
que la ecuacion 3.46 es para cualquier par [, 7] asintéticamente regular, en particular
también lo es para el vector de Killing £ de la métrica en cuestion, lo que concluye la
prueba.

Q.£.D.
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Cabe destacar que el resultado anterior es completamente general, puesto que en
ningin momento se ha supuesto el cumplimiento de las ecuaciones de campo de la
materia y ni siquiera se ha especificado la naturaleza de la materia con la que se trabaja.
Mis alla de las hipétesis matematicas necesarias la tinica restriccion que deben cumplir
los campos de materia es que sean expresables en términos de la métrica. Esto da una
amplia posibilidad de aplicaciones como ma&s adelante veremos en el caso del fluido
perfecto.

3.7.4. Segunda variacién

Camino hacia una versién general y sin constricciones del teorema 3.4.1, es necesario
hacer la versién equivalente a la ecuacion 3.16 la cudl la obtendrémos haciendo una
variacion general a la ecuacién 3.44. Intuitivamente, aplicar una variacién general a la
ecuacién 3.44 (la cual se obtuvo de una primera variacién) significa variar al mismo
tiempo tanto la métrica como los campos de materia y las coordenadas, y teniendo en
mente que esta variacién modifica la variedad M a otra M’ se hace necesario el uso de
los conceptos definidos en 3.7.1.

Consideremos una regiéon X sobre una variedad M con una métrica arbitraria,
conteniendo un campo de materia con soporte espacial compacto, y sobre la cual un
campo vectorial arbitrario £ es definido. Permitiremos a la perturbacién ser arbitraria
a una regiéon X’ sobre una variedad M’ y a un campo £ definido en X’. Elijamos un
mapeo e tal que e(X’) = X. Si definimos unas coordenadas X sobre X el mapeo e
automdticamente asigna unas coordenadas a X’. Aplicamos una variacién en el espacio
de las variables de campo (la cual necesita que D.&n = £, donde 7 es una variacién
vectorial) que cumpla con las condiciones anteriores a la ecuacién 3.44. Usando el
teorema de la regla de la cadena obtenemos

167
+ D, (g’“’;#> h&,} dX = D, [ygx <‘E“V£” + ]5"1, . §V) dau] k (3.48)

donde h = D.Q es la variacién del conjunto de variables de campo y hy, la variacién
asociada a la métrica. Hemos usado también el hecho de que

/ {De [1 (GH —8nTH) \/—g] h De¢gp + [1é7T (GH —8nTH) \/—g} Dehy+
X

De(DeQ)h = (QL(X +¢) — QX)) — (Q(X + &) — Q(X))
= (QLX +&) — QX +¢)) — (QLX) - Q(X))
= (DeQ)(X +§) - (DGQ)(X) = Dﬁ(DeQ)

es decir

De(DeQ)h = D¢h (3.49)

La validéz de los principios variacionales que llevan a la ecuacién 3.48 impone que
el Lagrangiano £ y las variables ¢ y X sean continuamente diferenciables hasta dos
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veces mas uno el orden de las derivadas de las cuales depende £ (supongamos que £
depende de derivadas de ¢ de hasta orden k, entonces £ y ¢ deben ser continunas
en sus derivadas de orden 2k + 1). Por otro lado al imponer como hipétesis adicional
que ¢ = ¢([guv]) necesitamos que sobre este argumento, ¢ sea también continuamente
diferenciable el mismo orden méximo de la derivada de g,, que contiene. Es decir, si ¢
depende de derivadas en g, de hasta orden s entonces la continuidad suficiente para
realizar el principio variacional sobre g, es de orden 2(k + s) + 1 y en este caso para
la métrica el espacio funcional es el de funciones que se transforman ante cambios de
coordenadas como un tensor de rango dos con norma | [y(;44)4+1- Veremos para el caso
de un fluido perfecto que s = 0 (¢ = ¢(gu) y que k = 1 ya que el Lagrangiano de
materia es de primer orden por lo que la continuidad suficiente de la métrica debe ser
3, hecho que queda claro al notar que T"" es de primer orden en g, por lo que T#",,, es
de segundo y en consecuencia DT, (g, )hu es de tercer orden. Desde luego también
hay que tener en cuenta que la integral debe converger ante las variaciones de X, ¢ o
Juv, Para que las derivadas de Fréchet en cualquiera de estos espacios tenga sentido.

Como en casos anteriores, la anulacion del lado derecho de la ecuacion 3.48 implica
la conservacién de la variacion de la integral del é-momento. Podemos determinar ahora
bajo qué condiciones esto sucede. Esto es el andlogo al teorema 3.4.1:

3.7.5. Teorema

Definamos al {&-momento P[€, 5] por la ecuacién 3.45 para un par asintéticamente
regular (£, 7). Sean las hipdtesis necesarias para que la ecuacién 3.48 sea vélida. De
las siguientes tres afirmaciones, cualquiera dos de ellas implican la tercera

(a) La métrica es estacionaria con respecto a &: D¢g = 0;

(b) Las ecuaciones de Einstein son satisfechas: G* — 8rT"” = 0 (con la implicacién
T, = 0) donde quiera que & # 0;

(¢) P[¢, ] es un extremo para un & fijo y para cualquier ¢ una vez hecha la
derivada de Fréchet en el espacio de la métrica y los campos de materia, la cual
se anula sobre alguna 7" y satisface

D. (gwm) hé, =0 (3.50)

de dos formas: como hipétesis débil sobre 72, y como hipotesis fuerte sobre la
regién entre S y .

Observacion Estamos haciendo una perturbacion alrededor de .77 la cual se anula
para una superficie distante #”, esto puede entenderse como una variacién en una
vencidad de JZ pero dicha variacién se anula en la distancia, es decir la variacién en
este teorema se hace de manera local. Desde luego este resultado tiene trascendencia
general ya que no se ha impuesto restriccion alguna sobre .77 a excepcién de que sea
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una superficie asintéticamente regular al igual que €. El que D.£{n = £ refleja el hecho
que la segunda variacién la hacemos en el espacio de las variables de campo por lo que
es independiente de coordenadas y solo estamos identificando un campo & sobre M con
otro &' sobre M. Las demostraciones (a) + (b) = (¢) y (a) + (¢) = (b) solo precisan de
la hip6tesis débil de (¢) mientras que (b) + (¢) = (a) precisa de la fuerte como veremos
a continuacién.

Demostracion. (a) + (b) = (c¢) Por hipétesis de (a) y (b) los dos términos del lado
izquierdo de la ecuacion 3.48 se anulan. Sea X la regién comprendida entre las super-
ficies # y ', que es como la regién usada en el teorema 3.4.1. De la ecuacién 3.47
(ya que en este caso £ es un vector de Killing) tenemos que

Du(TH ") =€, T,
n(THoE") = & T,

y teniendo en cuenta que la derivada parcial conmuta con la derivada de Fréchet cuando
ésta se hace en el espacio de las variables dependientes, la condicién 3.50 se convierte
en que

D, (T’“’;u> hé&, = D, <T“”;u§y) h =D, (8“(‘1“”{”)) h =0, <De <T“V§”) h>
¢ ) ¢ ¢
se anula sobre .77. Dado este resultado vemos que podemos convertir al tercer término
de la ecuacién 3.48 en una integral sobre la frontera de X, la cual consiste de las
superficies 57, ' y de una superficie S sobre infinito. Dado que la derivada de Fréchet
se anula sobre ¢, la integral sobre esta superficie no contribuye. T4 #, tiene soporte

compacto por lo que la integral sobre S tampoco contribuye, por lo que finalmente la
condicién 3.50 establece que

/ D, (‘Z“,,é,,) hdo, =0 (3.51)
H ]

De esta forma todo el lado izquierdo de la ecuacion 3.48 se anula. La integral sobre
el lado derecho también se puede dividir en tres partes: una sobre J#” cuya variacién
se anula una vez mas por que la variacién ahi no tiene presencia; una mas sobre una
superficie cilindrica S en infinito cuya variacién se anulard en vista del lema 3.6.1 y el
corolario 3.6.2, y otra integral sobre J# lo que implica que D.PI[{, #|h = 0.

(a) + () = (b)

La hipétesis (a) implica que el primer término del lado izquierdo de la ecuacién
3.48 se anula y ademds se retiene la hipdtesis de que £ es un vector de Killing por
lo que el tercer término es cero usando también la hipotesis 3.50 del inciso (¢). Por
argumentos similares al primer paso de esta prueba el lado derecho de la ecuacion 3.48
también se anula, por lo que tenemos

1
/3€ [W (G" — 87T") \/=g| Deh,ydX =0 (3.52)
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Dado que esta segunda variacién es para cualquier h,, y dada la diferenciabilidad que
impusimos, la funcién D¢h,,, es al menos continua y podemos aplicar el lema de Haar

con lo que se obtine
GH —8rTH =0 (3.53)

Obsérvese que el hecho de que se tiene que cumplir la condicén 3.50 debilmente no evita
la arbitrariedad de h,, ya que ésta es sélo una condicién de frontera pero arbitraria
en el interior.

(b) 4+ (¢) = (a) La hipétesis (b) implica que el segundo término de la ecuacién 3.48
se anula y por argumentos similares al paso uno de esta demostracion debidos al inciso
(¢), el lado derecho también se anula. La demostracién de que el tercer término se anula
ya no es como en los casos anteriores y usa la hipétesis fuerte del inciso (¢), ya que
ahora £”;, no es cero. Esto hace menos elegante la prueba. El problema de no poder
usar la hipotesis débil radica en que ahora aparece sumado al término de superficie

1
~ | D, I X
2/35 <§ St )>hd

Entonces usando la hipétesis fuerte de (¢) tenemos que

uno de la forma

1
/ D, [ (GHY — 8 TH") \/—g} h D¢gupdX =0
X 167

Dado que esta ecuacion debe cumplirse para todo h, y dadas las condiciones de continui-
dad impuestas sobre el espacio a donde pertenece, implica que D, [ﬁ (G — 8 TH) Jjg] h
es una funcién arbitraria y por lo menos continua. Usando el lema de Haar se tiene
que
Deguy =0

lo que concluye la prueba.

Q.£.D.

El incluir la restriccion 3.50 a este teorema permite poder trabajar sobre cualquier
campo de materia sea que se incluyan restricciones o no, hecho que no esté permitido
en el teorema 3.4.1. A cambio de esta mas amplia aplicabilidad hemos pagado un
precio: el resultado obtenido es menos general. El presente teorema solo nos dice que
las ecuaciones de campo de Einstein se cumplen resultando el sistema estacionario
y cumpliendo extremalidad, mientras que el teorema 3.4.1 también implica que las
ecuaciones de campo de materia se cumplen. En un fluido perfecto estas ecuaciones
resultan redundantes debido a las constricciones que satisface dicho sistema.

En el siguiente capitulo se aplican los resultados hasta aqui obtenidos al caso par-
ticular de un sisema consistente en un fluido perefecto. También incluiremos la version
del teorema de Noether para la energia en éste sistema e inspirados en este caso par-
ticular lo formularemos para cualquier sistema que posee un vector de Killing de tipo
temporal.



Capitulo 4

Fluido Perfecto

Para tener una idea mas clara del teorema 3.7.5 y comprender su gran utilidad, estu-
diaremos brevemente en este capitulo unicamente un sistema que consiste de un fluido
perfecto. Concluiremos enunciando el teorema de Noether para la energia de un siste-
ma que consiste de un campo de materia y de un campo gravitacional invariante ante
un vector de Killing de tipo temporal.

4.1. Cantidad Extremal

Se define como fluido perfecto a aquel sistema que puede ser completamente caracteri-
zado por su densidad de energia en el sistema en reposo p y por su presién isotrépica
p [16]. Ademds es no viscoso, no conduce calor y no hay tensién de corte (fuerzas
externas i.e., no ofrece resistencia a tangenciales).

En analogia con la definiciéon de un fluido perfecto en mecanica clasica, definimos
al Lagrangiano en Relatividad General como

L=—p/—y (4.1)

Veamos el limite no-relativista de este Lagrangiano. Supongamos que estamos en un
espacio de Minkowski. En un sistema que se mueve junto con un elemento de volumen
del fluido tenemos

pV/—gdX = pdV ds = (po +u)dV ds

donde dV es elemento de volumen en el sistema de referencia fijo a este y s es el tiempo
propio. Hemos descompuesto a p en la masa en reposo y en la energia interna del fluido
medidas en el sistema fijo al elemento de volumen. En un sistema en el cual el fluido
tiene velocidad v, la coordenada temporal ¢ satisface

ds =(1- v2)%dt/ = ((1 - ;1)2> dt’ + O(v*)

93
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Dado que ppdV es un elemento de la masa en reposo el cual es el mismo en todos los
sistemas de referencia, y dV ds = dV' dt’ es el elemento de volumen invariante, donde
dV' es el volumen espacial en el nuevo sistema, uno tiene

1
pv/—gdX = po <1 — 2#) dV'dt' +udV'dt' + O(v?).

Dado que ppdVdt' es una constante bajo cualquier variacién, se puede descartar y
encontramos que

—py/—gdX — — (u — ;pm)Z) dv'dt’ + O(v?h) (4.2)

Este es el Lagrangiano restringido que se usa en mecénica de fluidos cldsicos para
obtener las ecuaciones de Euler de un fluido perfecto (hay otras formas de obtener las
ecuaciones de Euler de un fluido mediante principios variaciones, como por ejemplo
usar potenciales generalizados, cosultese por ejemplo [12]).

Aunque la correspondencia anterior se ha dado entre relatividad especial y el limite
no-relativista no es inesperado suponer que un sistema consistente de un fluido perfecto
que incluye presién en Relatividad General esta descrito por la accién

S—_ / o/ =g dX (4.3)
X

Dado que en la definién de fluido perfecto precisamos de no conduccién de calor y
exclusion de fuerzas externas tangenciales, esperamos que la accién S este sujeta a las
constricciones de que la entropia y el numero de particulas son constantes. Escritas
estas restricciones de manera general significan:

D,Sh=0y DMN* =0 (4.4)

donde h es un elemento del espacio donde se llevan acabo la variacién de las variables
de campo, lo que significa que no hay ninguna adicién o alguna extracciéon tanto de
calor como de particulas provocada por la variacion. Desde luego la entropia en un
solo elemento de volumen puede cambiar debido al arrastre asi como el numero de
particulas y se puede incluir una fuente externa como veremos a contunuacién. 1 es
el el vector de flujo de densidad definido por

N =n\/—gU" (4.5)

siendo U® la 4-velocidad de cada una de las particulas. Es claro de la ecuacion 3.31
que estas restricciones se convierten en

DN*k = DNYE+ DN*h = DNYE
y para una direccién particular £ lo anterior se convierte en

DMk = DeeN® = —£N° (4.6)
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Podemos obtener la divergencia de esta expresion y dado que la variacién k afecta sélo
a los campos y a &, la derivada parcial conmuta con la derivada de Fréchet, por lo que
obtenemos.

0o (DM k) = Do0oM® k = — £(04M%) (4.7)

Estas tltimas dos ecuaciones se pueden obtener de igual forma para S con lo que
podemos llegar a la identidad

De[N®00S] k = — £6(N0,5) (4.8)

Las ecuaciones 4.7 y 4.8 se anulan para todo £% si y solo si 0,0% = 0 y 9M%0,5 =0
respectivamente, lo cual es la conservacion de particulas y de entropia del sistema no
variado. En otras palabras, no necesitamos suponer que 9,0% = 0 y MN¢0,S = 0,
permitimos a priori fuentes y pérdida de particulas y entropia, la constriccién sélo nos
fuerza a que éstas sean llevadas a lo largo de &, pero la variacién en si misma no agrega
o remueve particulas ni entropia. De esta manera estamos suponiendo un principio
minimamente constrenido. Debido a estas dos contricciones solo podemos aplicar el
teorema 3.7.5.

Ahora hacemos la variacién del Lagrangiano 4.3 sometido a la conservacién de
particulas y entropia. Esta variacién la haremos asumiendo que la métrica tiene un
caracter auxiliar y el campo £ se anula en la frontera. Es decir estamos interesados en
la derivada de Fréchet de S dada por DS[g.,]D(gu )¢, la cudl es simplemente

DS[g,uV]D(g,uu)g = ADS[Qyu]hude (49)

donde D(g")¢ = hv = 26Y) es la variacién de la métrica dada por €. Notemos de

la ecuacion 4.5 que
NoNs
n=4——28 (4.10)
g

Usando la segunda restrccién de 4.4 no es dificil mostrar que
Dn(ga)hap = —%n(go‘ﬁ + U U hags (4.11)
Por otro lado, de la primera ley de la termodinamica
dp=pdn+nTdS (4.12)
dado que la variacion de la entropia es nula tenemos

Dp(gap)hap = 1 Dn(gag)hap (4.13)

por lo que tenemos entonces

1 «a a 1 Q
Dlpv=3)(gas)hap = —51n(g P+ U U ) hagv/—g + PyV=09 Phag (4.14)
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Definiendo al tensor de energia-momento de un fluido perfecto como
T = pn(g" + U*U") — pg"" = (p+ p)U*U" +p g (4.15)

tenemos que la derivada de Fréchet de S dada por la ecuacién 4.3 con respecto a una
variacion de las variables de campo es

1
DS(g,uV)h;w = 5 /:{le\/ —gh,de (4.16)
y haciendo uso de que hy, = 2§(,,,) y que § es nulo en la frontera, mediante una
integracién por partes, llegamos a la identidad

DS(3) DX = ~ [ T8, =X (417)

Esta identidad es para todo £, con esto podemos establecer que: para un sistema que
consiste de un fluido perfecto todas aquellas configuraciones satisfaciendo TH"., = 0,
donde TH esta definido por la ecuacion 4.15, son extremos de la accion una vez que
todas las variaciones obedecen las restricciones 4.7 y 4.8.

En este caso particular, si consideramos un sistema total, materia mas campo gravi-
tacional, y en cuyo caso las g,,, son variables dindmicas, podemos ver que las ecuaciones
de campo de Einstein son

1
RM — 59“”3 =8 [(p+ p)U'U” +pg"] (4.18)

para la regién donde T*” # 0, y para la regién donde no hay materia se tiene

RM _ %g“”R -0 (4.19)
Estas ecuaciones determinan la geometria del espacio en el que se encuentra el fluido
perfecto.

La variacién 4.17 no es mas que la ecuacién 3.37 aplicada al fluido perfecto, esto
nos da la oportunidad de poder usar todas las herramientas construidas en el capitulo
anterior, entre ellas la ecuacion 3.44 y el teorema 3.7.5, cuando tratamos al sistema
general materia mas campo gravitacional.

4.2. Variacion Sobre Vectores De Killing

En el teorema 3.7.5 encontramos que, para demostrar que la métrica sea estacionaria
con respecto a un vector £ ademas de suponer que las ecuaciones de campo de Einstein
se cumplen y la variacién del &-momento asociado al sistema (ecuacién 3.45) es nula,
también hubo que suponer la hipétesis fuerte de que De (T4 #".,) h€, = 0 se anula en
toda la regién comprendida entre 7 y 7. Veamos que esta condicién no es necesaria
cuando la variacién del sistema posee un vector de Killing.
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4.2.1. Lema

Si la métrica no perturbada y el tensor de energia-momento son invariantes bajo
movimientos de un £ particular, esto es

Deguy(X) = De TH(X) =0 (4.20)

pero de otro modo arbitrarios, entonces

(a) Para una regién arbitraria X la siguiente es una identidad
1
/ D, <‘2‘“’;M> he, dX = [De <fzﬂy> ht TP hosot| € do,  (4.21)
x ¢ 0% ¢ 24

(b) Si Ty, es el tensor de energia-momento de un fluido perfecto, entonces la integral
de superficie en (a) se vuelve

— j{ (N*D Vyholt — N DV, h — V, DN h + nT\/—g D.Shéh)€E"do,  (4.22)
0x
Donde definimos
V,=pU, (4.23)
el cual es convencionalmente llamado el momento por particula.

Demostracion. En este caso h denota una variacion de los campos pero no de & por lo
que D.&R = 0, y similarmente a la demostracién realizada en el teorema 3.7.5 tenemos

D (£, & = Do (£ ) 1

[ 1
= e ., — = THE
De (% gl/)# 2 % g(u,u):| h
[ 1
_ uv _ L pv
D, (‘% §,,),u] h — De |:2§ Dggw,:| h

1 1
=D, PYeN | h—De | =F* | hDeguy — =" Do [Degu] h
(96| 1= D3 5| 1D — 3 57 D. 1D

1
= D, [T*E | h) — =F* De (De lguw] b
8u< [% f] ) 2% ¢ (De [guw] )
1
=0, | De |T*Y| & ) — =De [ S De (9] b
u( [d> } f) 2€<¢ [9#])
donde hemos usado que los operadores diferenciacién parcial y D.[Q]h conmutan debi-

do a que trabajan en espacios diferentes. Finalmente, poniendo como antes D [g,,| h =
hyw y usando que De¢p = —£¢¢ (proposicién 2.2.1), obtenemos

1
o (e osrluc) v (rnc)e oo
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Esto demuestra al inciso (a)

Para probar (b) vemos que de la definicién de V,, = /—V2VFPg,s3 de lo cual se

obtiene

1
Deph= ——u— (-V*VBh,, — 2V®.3D.V"h

= —U°D.Vyh — %Uavﬁhaﬁ

De la definicién de TH, 9t* y V,, es facil encontrar que

™, =V, + dpy/—g
de lo cual obtenemos

D", h = N D.V, + V, DN + 64\/=gDeph — %gaﬁhw\/fgag
De la primera ley de la termodindmica
dp =ndyp —nTdS

tenemos que

Dephy/—g =n Deph /—g — nT' D, Sh/—g
1
= —N*DVyh — 5mﬂ“v%m —nTD.Sh~/—g

con lo que obtenemos que
1
D3P, h =DV, + V,D N — §pgo‘ﬁhag\/—g§ﬁ —N*D V,hél

1
— Qmavﬁhaﬁég — nTD.Sh/—gb"

(4.25)

(4.26)

1
=MDV, + V, D — N*D Vyh — nTDoSh\/—gd* — izaﬂhaﬁcsg

Esto demuestra el inciso (b)

Q.£.D.

Este lema ha sido demostrado para cualquier vector de Killing y no asume que
las ecuaciones de Einstein no pertubadas se satisfacen. De hecho se puede explotar
mucho més la ventaja de que D¢gu, (X) = 0: por ejemplo, por el teorema de la regla
de la cadena D:G* (X) = DG (gag) Degas(X) = 0, sy similarmente para T+ y para

v/—g, por lo que

1

167 x
1

167 Jox

1
Ton [ (G" = 87T")\/=gDchy, dX = 1~ /fo ((G" = 87T")\/=ghyy) dX

= (G" = 8T )\/—ghuw&“do,
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y finalmente la ecuacién 3.48 se conviente en

f L(GW — 87T )/ —ghy, £ dog + f
0

x 167 o

0. [f (s o) ans o)

Obsérvese que esta identidad se cumple para cualquier £ que deje invariante la métrica
y para cualquier campo de materia acotado sin importar la naturaleza del tensor de
energia-momento. En este caso hemos escrito a las variables de campo en términos de
la métrica por lo que la anulacién de D¢ Ty #¥(X) = 0 es una consecuencia del teorema
de la regla de la cadena dado que D¢g,,(X) = 0. Este no es el caso en tensores de
energia-momento que no podemos escribir en términos de una métrica, por ejemplo el
tensor de energia-momento electromagnético. Es por ello que se ha hecho su menciéon
expléita en el lema anterior.

1
D, (", ) h+ =3 hygot| € d
x[(¢ ) Tog ot | & Ao

4.3. Teorema De Noether Para La Energia

El interés particular de esta tesis es encontrar el andlogo al teorema de Noether para
la energia en Relatividad General. Clasicamente este teorema dice: un sistema es in-
variante ante translaciones temporales (la simetria) si y solo si la energia se conserva
(la cantidad conservada), siempre y cuando las ecuacions de movimiento se cumplan
(ley de conservacién débil). El andlogo a las translaciones temporales en Relatividad
General es que la métrica posea un vector de Killing de tipo temporal &.

Dadas las variaciones que tomamos en cuenta en el teorema 3.7.5, aunado al co-
rolario 3.6.2, la ecuacién 4.27 (proceso similar a la demostraciéon del teorema antes
mencionado) puede ser puesta en la forma

1 1
}{ ——(GP — 8xTP)/—ghasetdo, + ?{ {De (z%) h+ =T hogt| € do,
A4 ].67T R4 ¢ 2 ]

=D, [ ?{f (sﬂygy + g”) da“] k (4.28)

Para que esta relaciéon sea vélida deben de cumplirse las mismas condiciones que ga-
rantizan que la ecuacién 3.48 sea valida, ya que sélo es un caso particular de ésta.
En el sistema particular consistente de un fluido perfecto tenemos el siguiente

4.3.1. Teorema (Teorema de Noether para la energia en un fluido perfecto)

Un conjunto (gag, N, S) invariante bajo un vector de Killing asintéticamente tempo-
ral £, es una solucién de la ecuaciones de Einstein si y solo si su integral de £&-momento
(definida sobre cualquier superficie regular # que en ningin lado es paralela a &,
y la cual tiene un campo normal n,) es un extremo bajo perturbaciones en J que
obedecen las siguiente restricciones:
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(a) El nimero de particulas es constante si V,£” # 0, es decir
DMn, =0 6 V,£" =0 (4.29)
(b) La entropia especifica es constante: D.Sh = 0;

(c) La perturbacién en V), es restringida por

P, UD.V,h =0 (4.30)

donde P*, = 4l — 5“"2 es el proyector de & sobre J2.

£%n

(d) Si el conjunto (gag,M,S) es invariante bajo movimientos a lo largo de un cam-
po 7 que conmuta con & (£¢n = 0), entonces las perturbaciones son también
invariantes ante éstas. (Esto aplica en particular, por supuesto, a £ mismo.)

Demostracion. Los incisos (a), (b) y (c¢) son el andlogo de la hipdtesis débil 3.50 en el
teorema 3.7.5, que garantizan que la segunda integral en 4.28 se anula. Estas condi-
ciones se han puesto en tres partes ya que cada una de ellas es una restricién sobre
las variables del campo del fluido y que fisicamente pueden tener sentido: niimero de
particulas, entropia y velocidad.

La condicién (d) es solo por conveniencia, expresa el hecho de que si la métrica
no perturbada es invariante ante dos campos, se siga compliendo dicha propiedad
después de la perturbacion, y el presente teorema siga teniendo validéz ante un arrastre
provocado por el vector 7. Desde luego, la reglas que impone este teorema siguen siendo
ciertas si prescindimos de dicha restriccién.

(=) La primera integral en la ecuacién 4.28 es nula por hipétesis y debido a las
restricciones (a), (b) y (¢) la segunda también lo es. De esta forma

D [ 7{% (zﬂygv + g”) daﬂ} k=0 (4.31)

lo que establece la primera parte del teorema

(«<=) Por hipétesis el lado derecho de la ecuacién 4.28 se anula. Las tres constric-
ciones (a), (b) y (¢) pueden ser satisfechas por las cinco perturbaciones (D M*h, D.Sh
) de tal manera que dejen a la variacién D.g,,h ser arbitraria. De esta forma si el
&-momento es extremo las ecuaciones de campo se cumplen, como consecuencia de que
De.g,h es valida para toda h en el espacio que hace vélida la ecuacion 3.48 y por el
lema de Haar.

Ahora sélo necesitamos mostrar que la restriccién (d) sobre las variaciones no afecta
la aseveracion anterior. En el caso particular donde la invariancia 7 es una isometria
de S, como lo es &, la demostracién es obviamente inalterada, ya que los valores de
Dy, DyDenth'y Dy Sh nunca entran en las integrales del lado derecho de la ecuacién
4.28. La posible dificultad es si las curvas integrales de 1 o parte de ellas viven en 7.
Supongamos que es el caso, i.e., que existe una region U C .5 cubierta por las curvas
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integrales de 7. En ese caso es posible construir coordenadas (z,y,\) en U tal que
las curvas definidas por A constante son curvas integrales de 7. Por hipdtesis &¥ y
(Go‘ﬁ — 8T8 )v/—g son independientes de A\ y do, — dxdyd\, asi, la primer integral
en 4.28, depende solamente de la integral de D.g,,h a lo largo de A a través de U. Sin
pérdida de generalidad, podemos tomar D.g,, h constante a lo largo de X en la regién
U. De manera similar, la segunda integral en 4.28 puede ser hecha nula. Entonces la
clase de perturbaciones permitidas pueden ser requeridas a ser invariantes bajo n sin
pérdida de generalidad, lo que concluye la segunda parte de la prueba. 0.£.D.

Estrictamente, este teorema no habla acerca de la extremalidad de la energia ya
que, en acuerdo con la definicion de masa a partir del &-momento, nosotros precisamos
de un vector de tipo temporal definido sobre toda la superficie 77, como lo hicimos
notar en el comentario inmediato a la ecuacién 3.26. Es decir, si £ es un vector de
tipo temporal entonces existen coordenadas de tal forma que £ = 4} y la energia esta
definida por

P[of), ] E/

<zﬂyag b 55) do, = M (4.32)
w N

en donde hemos usado el corolario 3.3.2, ]5“,, es estrictamente el pseudotensor de

Schutz y Sorkin definido en 3.24 y suponemos que la superficie 7 es ortogonal a &
(el campo unitario n, ortogonal a J# es paralelo a £). Hay que imponer que ademés
J¢ sea una superficie asintéticamente plana. Obsérvese que el construir coordenadas
en donde £ = &) no afecta la construccién asintética que deben cumplir con respecto
a la métrica para que el lema 3.6.1 sea valido, ya que esta imposicion es sobre las
coordenadas espaciales.

Para todos aquellos sistemas en donde la métrica posee un vector de Killing de tipo
temporal £ podemos establecer el siguiente

4.3.2. Teorema (Teorema de Noether para la energia)

Supongamos las condiciones suficientes de continuidad y convergencia para que
la ecuacion 4.28 sea vélida. Supongamos que la métrica g,, y los campos ¢ de un
sistema no perturbado son invariantes ante un vector de Killing de tipo temporal &,
cuyo conjunto de superficies S ortogonales a este campo son asintéticamente planas.
Sean las coordenadas (X)) tales que en ellas £ = 6); Entonces el conjunto (g, ¢) es una
solucién de las ecuaciones de campo de Einstein si y solo si el &-momento P[5y, 7] es
un extremo una vez hechas todas las perturbaciones en . que obedecen la siguiente
restriccién:

D, (gﬂ) hdy o) =0 (4.33)
donde tenemos en cuenta que {"do, = £ - n,do = g 62da

Demostracion. Se ha incluido una sola restriccion ya que al enunciar este teorema de
manera general no conocemos la naturaleza de los campos ¢ como lo fue en el caso
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especifico del teorema 4.3.1, donde queda claro que la restriccién 4.33 es la manera
compacta de escribir las contricciones (a)-(c) de dicho teorema y hemos prescindido de
la restriccion (d). Particularizamos la ecuacién 4.28 a que £ = 6§ y a que la superficie
A es ortogonal a dicho campo como lo dicta el teorema.

(=) Por hipdtesis la primera integral del la ecuacién 4.28 se anula. Dada la restric-
cién 4.33 y que hy, = Deguh, vemos que

(gaﬂ hag(s;lj) 5 05 = (gaﬁ Dega5h> 54 69 = De (g ap gaﬁ> hdly 5,
=D, <§“a> hdh 8 =0
por lo cual la segunda integral en la ecuacién 4.28 también se anula y con ello obtenemos

D, P[ol, #)h =0 (4.34)

lo que concluye la primera parte de la prueba.
(«<=) Por hipétesis el lado derecho de la ecuacién 4.28 se anula y por un tratamiento
similar al anterior la segunda integral también se anula, por lo que se obtiene

f; ) miw(c:aﬁ — 87T)\/=ghagdldo, =0 (4.35)
Como en el caso anterior, la restriccion 4.33 puede hacerse sobre las variables de campo
dejando a hy, ser arbitraria. Puede uno poner objecién sobre qué tan grande es la
arbitrariedad y decir que las variaciones h,, no son todas las funciones continuas o
al menos todas las de alguna clase C* (las condiciones suficientes garantizan que, si
existe una variacion h,, que cumpla con la restriccion 4.33, entonces ésta debe de
ser continua). Pero esto no representa ningin problema, ya que asi como evitamos
las funciones en donde un funcional J diverge o no estd definido, también podemos
prescindir de funciones en el espacio donde viven las g,,’s (este espacio es el de las
funciones C2(k+)+1 con norma | \2(k+5)+1, como detallamos previo al teorema 3.7.5) que
no cumplen con la restriccion 4.33. La tinica condicién sobre el conjunto de funciones
donde la variacién tiene sentido es que incluya al menos una funcién no nula con la
que podamos demostrar satisfactoriamente el lema de Haar y con ello concluir que

G — 8aT™P =0 (4.36)
lo que finaliza la demostracién de este teorema. Q.ED.

Este teorema es bastante general y aplica para todo sistema invariante ante un
vector de Killing de tipo temporal y cualquier superficie .7 asintéticamente regular
que en ningin lado es paralela al campo &, aunque aqui para hablar estrictamente de la
energia nos hemos restringido a que £ sea ortogonal a .#, una superficie asintéticamente
plana, y que existan coordenadas (X) en las cuales £ = dj. Este teorema va mas alla de
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la simple conservacién de la energia e impone mas a fondo que la energia debe ser un
extremo. La conservacion de la energia entonces viene como un caso particular del lema
3.7.3 una vez que se satisface este ultimo teorema.

Finalmente, podemos concluir este capitluo y este trabajo diciendo que debido al
lema 3.6.1 y a los dos corolarios que le siguen, que: el lema 3.7.3 y los teoremas 3.7.5
Y 4.3.2 siguen siendo vdlidos cuando el campo de materia no es acotado pero TH y
Tyt cumplen con las condiciones del lema 3.6.1.
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Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo tuvo como objetivo formular el teorema de Noether para la energia en
Relatividad General, el cual hemos logrado enunciar satisfactoriamente para todo aquel
sistema cuyas variables de campo @) que lo describen son invariantes ante un arrastre
de Lie a lo largo de un vector de tipo temporal £. Incluyendo algunas otras restricciones
especificas, como las dictadas por el sistema que se describe, este resultado establece
que: si las ecuaciones de campo de Einstein se cumplen entonces la energia no solo
es una cantidad conservada pero también un extremo del sistema, y viceversa, si la
energia es un extremo del sistema entonces se satisfacen las ecuaciones de campo de
FEinstein. Una de las ventajas de este resultado es que no necesitamos cumplir a priori
las ecuaciones del campo de materia, con lo que al encontrar unas variables ) que
extremicen la energia de un sistema automaticamente tendremos una variedad sobre
la cual trabajar. Visto de otra forma, si somos capaces de encontrar que un sistema es
invariante ante un vector de Killing de tipo temporal, de una manera anédloga a como
funciona el método variacional en la mecénica anlitica podemos introducir funciones
que minimicen la energfa y de esta forma obtener una solucién aproximada de g, para
las ecuaciones de campo de Einstein, sin siquiera resolver las ecuaciones del campo de
materia. Este resultado es independiente de cualquier simetria espacial intrinseca del
sistema.

En el Capitulo 1 hemos establecido de una manera rigurosa el cdlculo de variacio-
nes tradicional, haciendo énfasis en las limitaciones que tiene, como es el cierto grado
de continuidad necesario, pero también mostrando que una de sus ventajas es el esta-
blecer con exactitud el espacio de funciones en el que los resultados son validos. Esto
trae como consecuencia que no se admitan singularidades de ningin tipo, y es por
eso que sobre variedades nos retringimos a abiertos. Este capitulo lo concluimos enun-
ciando y demostrando el teorema de Noether clasico y exhibiendo algunas cantidades
conservadas que se encuentran frecuentemente en mecanica clasica.

En el Capitulo 2 establecimos los espacios de funciones necesarios para llevar a cabo
el cdlculo de variaciones sobre una variedad, y especificamos el tipo de variaciones que se
pueden aplicar a un funcional en Relatividad General. Luego de deducir las ecuaciones
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de Einstein arribamos a lo que consideramos la parte mas importante de ese capitulo:
la deduccion de cantidades pseudotensoriales cuya divergencia se anula. Todas y cada
una de estas cantidades exhibidas se lograron debido a que un Lagrangiano relativista
£ no depende explicitamente de las coordenadas. Incluso méas alld de esta propiedad
de £, pudimos ver que si ademas es una densidad escalar, la acciéon S que describe al
sistema es invariante ante cualquier arrastre de Lie dado por el vector £, y encontramos
cantidades pseudotensoriales cuya divergencia es nula independientemente de si las
ecuaciones de campo de Einstein se cumplen o no.

En el capitulo 3 extendimos el calculo a variaciones a arrastres que en la frontera
no se anulan. Esto nos permitié introducir el operador de Noether para materia, cuya
integral sobre la frontera es equivalente a ésa del ya conocido pseudotensor de Landau y
Lifshitz. Con ello introducimos un primer teorema de conservacién para un Lagrangiano
no restringido: si el campo de materia se encuentra en una regién acotada, entonces
cualesquiera 2 de las siguientes 3 aseveraciones implican la tercera: (1) las variables de
campo () son estacionarias con respecto a vector &, (2) @ es solucién de las ecuaciones
de campo, y (3) el &~-momento asociado P[{, 7] es un extremo. Aunque originalmente
este teorema fue enunciado Unicamente para materia y con la restriccién de que las
variaciones debian ser acotadas, luego de las modificaciones necesarias fue enunciado
para incluir el campo gravitacional y dejar a las variaciones tener precencia en toda una
region no acotada. El caso general de un Lagrangiano restringido pudo ser cubierto
hacia el final de este capitulo pero el resultado que logramos fue menos poderoso,
Teorema 3.7.5, el cual enuncia que de (1) la métrica es estacionaria con respecto a &,
(2) las ecuaciones de campo de Einstein son satisfechas y (3) P[{, 5] es un extremo una
vez hechas todas las variaciones que obedecen las restricciones hechas al Lagrangiano;
cualesquiera dos de estas tres afirmaciones implican la tercera. Aunque este teorema no
menciona nada acerca de satisfacer las ecuaciones de campo para materia es bastante
util para el estudio de cantidades conservadas puesto que no se menciona la naturaleza
del & ni de las variables de campo.

En el Capitulo 4, como una mera aplicacién de las herramientas que obtuvimos
en el capitulo previo a este, tratamos un sistema consistente de un fluido perfecto el
cual nos inspiré a formular el teorema de Noether para la energia en el contexto de
Relatividad General como un caso particular del Teorema 3.7.5.

Obtener una formulacién del Teorema de Nether para otras cantidades conservadas
especificas puede resultar complicado dada la naturaleza bastante abstracta con la que
ha sido definido el &-momento. Un tratamiento exhaustivo para el momento angular es
mostrado en [19] y [20]. De una manera inversa, imponiendo simetria axial se pueden
deducir las ecuaciones de Euler relativistas para un fluido perfecto en un cilindro
rotante [21].

Dado que trabajamos sobre una variedad con métrica Lorentziana, el tratamien-
to anterior no esta exento de que las cantidades conservadas y/o los invariantes sean
nulos para un sistema particular, y por lo cual no podamos describir una variedad
de trabajo satisfactoriamente. Este es el caso de las variedades Lorentzianas con in-
variantes escalares nulos (VSI por sus siglas en inglés) cuyos invariantes de curvatura
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polinomiales de todos los érdenes son nulos (R, Ram‘sRamg, RoBYo *Ropys, etc). Esta
peculiaridad que puede presentarse en un espacio-tiempo no arriba del hecho de que las
ecuaciones de Einstein solo proporcionan al tensor de Ricci R,z y haga falta el tensor
de Weyl para obtener la informacién completa del tensor de Riemman R*%7% | sino del
hecho de que la métrica tiene una signatura n — 1. Asi, mientras que en variedades
riemmanianas el tinico espacio con la propiedad VSI es el espacio plano, en variedades
Lorentzianas existen espacios no-triviales con dicha propiedad como es el caso de la
métrica solucién a un sistema consistente en pura radiacién, donde R, = ¢l,l, (¢ es
una funcién escalar y [, un campo nulo). Ha sido demostrado que con dicha solucién
guv @ las ecuaciones de campo de Einstein no podemos obtener ninguna simetria ni
construir ningin invariante no nulo [22].

“Symmetry, as wide or as narrow as you may define its meaning, is
one idea by which man through the ages has tried to comprehend and create
order, beauty and perfection.
H. Weyl
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Apéndice A

Algunas Propiedades de la
Meétrica

Debido al gran uso que se le da a muchas de las propiedades de la métrica de una
variedad M, muchas veces dificil de recordar, condenso aqui algunas de ellas.
Por definicién tenemos que g*? gap = 05 = dim (M) de lo cual gaﬁdgag—i— gagdgaﬁ =

0. Aplicando esta diferencial al vector % se obtiene

gaﬁ 9aBsy = —Yap gaﬁw (Al)
De la misma manera, de la expresién sin doble contraccién ¢*° gpy = 05 se obtiene

ga,@ 9B~y = —9py gaﬁau (A2)

y como consecuencia
9aBsv = —Yay 980 g’YUW (A3)

ademas de la version con indices arriba
gaﬁw = _gao gﬁ7 Govysu (A'4)
De esto podemos deducir también que

agaﬁw
agda’p

= —95a Yop3 5—’; <A5)

Como g = det(gqap), calculamos su diferencial dg tomando la diferencial de cada
componente del tensor g,g y multiplicindola por el coeficiente del determinante, es
decir por el correspondiente menor. Por otro lado, las componentes del tensor ¢*°
reciprocas a g, son iguales a los menores del determinante de la g,3, divididas por el
determinante. Entonces los menores del determinante g son iguales a gg®°. Asf tenemos
que

dg = 99* dgap = —g gap dg™’ (A.6)
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Si aplicamos esta tultima diferencial al vector ﬁaw es claro que

g 09"
) A.
g~ 998 0 = 9% (A7)

de lo cual se sigue inmediatamente que

oy—g 1
8g‘YV - 5\/ gg'w (AS)

=g _ 9V—g
9z7  — agas 9

y usando regla de la cadena of ~ tenemos la relacién mds usada del

Capitulo 2

ov—g 1 1
= 5vVY 9°° Gagry = — V=9 9ap g’ (A.9)

oxY

Aqui ha sido clara la manera en que trabaja el operador 6% pero cabe mencionar que

sea ha utilizado de la misma forma como usamos el operador % a lo largo de éste
trabajo.
Finalmente terminamos relacionando lo anterior con los simbolos de Christoffel, los

cuales cumplen con la ecuacién

1 v
By = 9 9" (v + Gvv,8 — 98y.v) (A.10)

y cuya contraccién '3, se reduce a:

re, = L jas 1 9y=g _ dln(y/=g) (A11)
2

gaﬂ7 Fy = /7_9 8:1;7 aajy
Luego usando A.2

1 1
5,97 = =597 159" 97 (9.5 — 9510)
v haciendo un simple cambio de 8 por v y ¢ por 3, vemos que

% g% +1%,9° = —g*, (A.12)

Usando nuevamente A.10 tenemos que

2
By

1 1
957F57 =975 9% (Gusr + G5 — 9ov) = 97 9% <gl’5n - 2%%’/)

1
989" v —=9"795,.,9"

y haciendo uso de A.9 se sigue que

L) L

,@WFa — av
g By <g 71/‘1‘\/_—9 oxV g \/fg orv



Apéndice B

Derivada de G

Este apéndice es para obtener la derivada del Lagrangiano de primer orden con respecto
a ga5,7 la cudl es utilizada para deducir el pseudotensor canénico de energia momento.

Primero calculamos la derivada de los simbolos de Christoffel; dada su definicién
A.10 se sigue que

i
ory, _ lg
ag(So"p 2 agéam

(gaﬂw +gOé’Yaﬁ _g,B'Y70é )

desarrollando y haciendo uso de A.5 tenemos que

1
9 Fﬁfv 1

agpr, — 29" [(—gaa 96005) + (_95a gwég)) — (—9sp gméfy)}

lo cual puede ser arreglado como

81%7 1 5P 1sP pp
dgdo D) [_gaﬁ 0y 05 = Gyo0s 5ﬂ + 958 9oy 9 } (B.1)
P

Una vez obtenido este primer resultado ya podemos calcular la derivada de G y
dado que obedece la ecuacién

G = g™ (T3,T%, — Tyl (B.2)

si s6lo derivamos usando regla del producto tendremos

n i
oG — gaﬂ T arz‘/‘ + I 8Fﬁ’y ™ araﬁ M aFZ’Y
89507p By 89507p ap 89607p Hy agcio?p af ag(Sa’p

Procediendo a desarrollar cada término y usando algunas de las propiedades del apéndi-
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ce A tenemos
0G 1

agT = 9 gaﬁ ng (_gaa 5:{ 5Z - guoégég + 9éa You gA/p)
P
1
+3 917, <_g'ycr 05 08 = 9op0s 0 + 955 Gory 97 )
1
= 59Ty (o0 8% 3 — 9300406 + G50 90 9"
1
- 5 gaﬁ Fgg (_go,u 5(’; 55 - g'yadgéz + 95 Gory g'yp)

quitamos parentesis y ponemos cada término por separado para poder cancelarlos

oG 1 1 1 . 5

1 1 1
TR OO ST 00007 0 T8 0

ap Yo
1 v 58 SH sP 1 Yoosa sk osp 1 v 5B Lp
—I7_ 6 555/8—1—71“ 0g 6506 — =T 05 9o 9

+2MU 9 my o 9 HY

1 1 1
+ 5T 9ou ™ 0§ + 5 Vg 950 9°7 0 — 5 Tlag 950 9™ 0

Con esto ya podemos reducir indices mudos en las deltas obteniendo

oG

- Bp 1
dg Tp

1 1 1
= - §F§5_§Fg59uogﬂp+§rgggou9 —§Fﬁ5
1 1 1 1
- §Fl5gwgap+§1“gﬂgmg“ﬂ+§Fg76§+§1“375§

1 1 1 1
= 5T 905 9" + 5 Thg 900 9™ 05 + 5 Tl 950 9°° + 5 Tl 95 9°7 0

y finalmente llegamos a que

0G 1 1
Wgw = 15,05 — f%agaagﬁp + §F25§ngaﬁ5§
1 1
+5 0o 950 9% = 5 T05 957 9°7 05 = TG (B.3)

Una vez calculado este término podemos obtener uno de los dos términos que
conforman el pseudotensor canodnico,

0G 1 1
9" gg7. = Loa 97 00 = 5 T30 0" 905 97 + 5 T05 907 9°7 9"
P
1 1
t+ 5 0 900 9" 9°7 = 5 Tap 97 9°7 6" 06 = T056°

1 1
= ?Oc gépau —§F§a gﬁp <950 g6aau) + irlg Gory gaﬁ gpgv,u

1 - 1 o
+ 5 Fgg gaﬁ (.960 96 au) ~ 35 Fgg 9sv gaﬁ gap’u _Fgé g(; gz
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Cancelando los dos términos similares, agrupando y sustituyendo lo que esta entre
parentesis por A.9 tenemos que

0G 1 —2 0v/—g
do a 0 af a p o
- I p7 +— <| P — 1 p) [ — 1 ,
g [ 5);60'7p 5049 14 2 Otﬂg Oég / ; 9]7“ O'(Sg 14

y agrupando de manera adecuada se sigue que

0G
5 5 5 5
gaaum = ( ?a(Sggam—Fgang)JF( 5005 9" = I aﬁ)

1 8\/
v/ — (930“
1

a o a 0 —9 so
= - g v 1) S : ]

1 5 \/ 4
N [(F?a 5 —T75) ( T V=9 + 7
Finalmente hemos obtenido la expresién deseada, la cudl se usa en el Capitulo 2 para
formar el pseudotensor candénico:

0
9607M 896i;,p = \/L <g \/7> (F(Sa 5p 5) (B4)
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Apéndice C

Relacion Entre Tensores de
Energia-Momento

Como se menciona en el Capitulo 2 el tensor de energia momento no es tinicamente
definido y representard al mismo sistema fisico si a éste se le suma la divergencia
de un tensor de tercer rango ¥*?7 antisimétrico en sus dos ultimos indices, es decir
B = —p®8_ Podemos ver por sustitucién directa que

OYeP s OB

07028 0xP9rY 917 0xP

de lo que se concluye que esta derivada es cero y de manera inmediatamente también

que

OBy
oxY

es decir, la divergencia de este nuevo tensor también se anula.

De manera general como también se vio al final del Capitulo 2 e inicios del 3, no
es necesariamente un tensor el cudl cuya derivada se anula sino que también puede
tratarse de un pseudotensor y se le llamé operador de Noether, el cudl describe la
densidad de energia del sistema y se vio su unicidad salvo hasta una divergencia. Asi se
hace conveniente dar una relaciéon general entre estos operadores de energia momento
que quede determinada por las caracteristicas del lagrangiano que se tiene. Aqui se
presenta la divergencia que relaciona dos distintos operadores de Noether para un
lagrangiano que no depende mas alld de primeras derivadas en sus variables de campo.
La demostracion para un lagrangiano general que puede depender de derivadas de
orden mds alto se puede consultar en [18].

TR — 7o cumple con 7%, 3 = 0 (C.1)

En el Capitulo 3 se vio que para un funcional S de la forma
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cuando se toma la derivada de Gateaux sobre X en la direccién £ se obtiene que
DeS(%) = / S (£)DO(X) £ dX + 7{ T .o, (C.2)
x 0x

Cuando se tiene que S es invariante ante cualquier direccién £ y las ecuaciones de
movimiento (campo) se cumplen, es decir DS(X) €& =0y €Ly(£) = 0 podemos definir
la equivalencia entre operadores como

‘Z“/\QQ“A@T“A—@‘AZO
donde la igualdad es salvo una divergencia, adema&s tenemos que
TH 0 = VX, V¢ %9365%\ Mo, =0 (C.3)
La condicién C.3 de que T y = 0 puede escribirse de la forma
vt (31 ) =0 (C.4)

Pero esto equivale a decir, al menos localmente, que se cumple la condicién que T" A\ N3
es la divergencia de alguna densidad antisimétrica ©#. Veremos que de la forma
particular en la que estd & en C.4 se puede dar una construccion explicita de D*” en
términos de los coeficientes de T" \r

Cémo ya se mencioné antes, ni & ni T , tienen necesariamente caracter vectorial
v tensorial respectivamente, pero esto no tiene relevancia en lo que sigue por lo cual
podemos ignorar este hecho y simplemente escribir la condicién C.4 como

VE 9,(T" - €) = 0 (C.5)

De manera general T* se puede escribir explicitamente como un operador diferencial
de orden N, a saber

TH . & = ABE + AN 0,6 + AP D,pe + ...+ AHPo, s¢ (C.6)
Como primer caso suponemos que este operador es de primer orden, es deci N = 1
TH . & = AFE 4+ AP0, (C.7)
la condicién C.5 implica entonces
0=0,(TH-§) = 0,A"E + A*0,& + 0, AP 00§ + AFY0LaE
= (0, A")E + (A% + 0, AF)0€ + (AMY)O0pa

Dada la independencia de & con respecto a sus derivadas, cada coeficiente por separado
debe anularse, es decir tenemos el conjunto de ecuaciones

9, A" =0 (C.8)
A% 4 9, AP = (C.9)
Ale) = ¢ (C.10)
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La ultima de estas ecuaciones nos dice que A tiene que ser necesariamente anti-
simétrico mientras que de la segunda obtenemos A% = —0,A"" = 0,A“". De esta
manera reescribmos el operador mediante A*& + AHY0,& = 0, AP + AF*0,€ lo que

nos da finalmente que
TH - & = 04 (AFYE) (C.11)

Segundo caso con N = 2, es decir
TH .- € = AFE 4+ AF9p€ + AFPY, ¢ (C.12)

dado que 8#(14“0‘5 0ap) = 8MA“O‘B O g€ + Ares Ouapé y ayudados por el caso anterior
tenemos que la condicién C.5 para este caso se expresa como

0= 9u(TH - &) = (9uA")E + (A% + 0, AF*) 0o + (A7 4 0, A1) Do € + (A0 D056

(C.13)
Al ser ¢ independiente de sus derivadas la relacién anterior nos da los coeficientes
igualados a cero, es decir

D A" =0 (C.14)

A% 4§, AP =0 (C.15)
Al 4 g, Arel = (C.16)
AlmeB) — (C.17)

De C.16 y C.17 puede verse que A**? = A3 v que es antisimétrico en los dos primeros
indices, con lo cual se puede definir

SHaB) — pref qonde SHOP = —gons (C.18)
Con lo cual

grve _ %(A”’Va — AVH) (C.19)

Con esto la relacién C.16 se convierte en A(*%) 4 8MS“(O‘/3) = 0 y esto nos sugiere la
definicién de un tensor S*? antisimétrico dado por

S = AP 4 g, 5P (C.20)
De esta manera la relaciéon C.15 no da
A% = 9, A% = §,(5*° — 9,8"F) = 9,5 (C.21)
Con esto finalmente vemos que
TH . & = AFE+ AF0,E + AFPO,5¢
= 00 SHOE + (SHY — 93SPH) Dk + SHP D, 5¢

= 00 (S1E) + DgSHP D€ + SHP D, 5¢
= 0a(S"€) + 95(S"*P9u€)
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y obtenemos que T" - £ en efecto es también la divergencia de un tensor antisimétrico
de rango 2, a saber
TH . € = 0p(SME 4 SHPYs¢) (C.22)

Dado que un lagrangiano que depende hasta derivadas de primer orden en las
variables de campo produce unas ecuaciones de Fuler-Lagrange de segundo orden, la
relacion C.2 implica que el operador de Noether también serd a lo méas de segundo
orden y en este caso se puede aplicar la divergencia obtenida en C.22.
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