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Prefacio

Este trabajo surgié de la idea de hacer una monografia del movimiento Brow-
niano y algunos procesos asociados a él. La intencién era crear un texto 1til para
el estudio del movimiento Browniano y una introducciéon al célculo estocastico
a un nivel de maestria. Es por ello, que en esta tesis, la cual consta de cinco
partes, se abarcan los resultados necesarios para la comprensién de los tiempos
locales para martingalas locales continuas.

En la primera parte empezaremos por definir algunos conceptos bésicos de
la teoria de los procesos estocédsticos. También se define al movimiento Brow-
niano, se prueba su existencia haciendo uso del teorema de Daniell-Kolmogorov
y también se estudian algunas de sus propiedades méas importantes.

En una segunda parte se estudiaran a las martingalas a tiempo continuo. Se
revisaran algunos ejemplos, algunos de ellos asociados al movimiento Browniano.
Ademas se probaran sus propiedades mas importantes entre ellas las desigual-
dades conocidas como maximales y el teorema de paro opcional de Doob. Cabe
senalar que las martingalas son de gran importancia en la teoria de los procesos
estocasticos ya que, como se verd en este trabajo, han ayudado al desarrollo
del célculo estocastico. En la década de los cuarenta del siglo XX Ito probé la
existencia de la integral estocdstica para el movimiento Browniano y en particu-
lar di6 una férmula que lleva su nombre. En la década siguiente Doob y Meyer
notaron que dicha férmula debia sus propiedades gracias a que el movimien-
to Browniano es una martingala. Fue entonces que el concepté de martingala,
que fue introducido originalmente por Paul Lévy a la teoria de los procesos
estocasticos, tomé importancia tedrica y en la década de los sesentas Meyer
desarroll6 gran parte de la teoria de las martingalas y a su vez de las teorias de
integracién estocastica y del compensador.

En la tercera parte se construye la integral estocéstica con respecto al movi-
miento Browniano para procesos previsibles. Mas adelante este tercer capitulo
se extiende el concepto de integral estocdastica para martingalas locales conti-
nuas y se prueban algunos resultados importantes como la célebre férmula de
1t6 y los teoremas de Lévy, de Dubins-Schwarz y de Burkholder-Davis-Gundy.

En el capitulo cuatro se estudian a los tiempos locales de martingalas loca-
les continuas, asi como las férmulas de Tanaka y de It6-Tanaka. También se
establece la férmula de los tiempos de ocupacién.

El capitulo cinco se estudian algunas propiedades del tiempo local del movi-
miento Browniano y algunos resultados relativos como el lema de Skorokhod y
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algunas propiedades de la ley arco seno de Lévy.

Este trabajo comprende resultados de la teoria de los procesos estocasticos
que van de un nivel intermedio a un nivel avanzado de cursos de maestria. Las
dos primeras partes corresponden al nivel intermedio y las ultimas tres al nivel
avanzado.
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Capitulo 1

El movimiento Browniano y
tiempos de paro.

El objetivo de este capitulo es estudiar al movimiento Browniano y algunas de
sus propiedades. Para ello vamos a introducir algunos conceptos generales de la
teoria de los procesos estocédsticos. En particular construiremos al movimiento
Browniano usando el Teorema Daniell-Kolmogorov y probaremos la propiedad
fuerte de Markov.

1.1. Procesos estocasticos.

De manera intuitiva se puede pensar a un proceso estocastico como un mo-
delo matematico asociado a un fenémeno aleatorio que evoluciona a través del
tiempo. Una definicién formal es la siguiente,

Definicién 1.1. Un proceso estocastico es una familia de variables aleato-
rias X = (Xy)ter, donde I C [0,00), definidas en un espacio de probabilidad
(Q, F,P) que toma valores en un espacio medible (E,£), al cual llamaremos
espacio de estados.

Generalmente I puede ser cualquier conjunto arbitrario pero en este trabajo
vamos a tomar a I como [0, 00).

Definicién 1.2. Las trayectorias de un proceso (X;);>o se definen como las
funciones t — X;(w) para cada w € §.

Vamos a decir que un proceso estocéstico es continuo por la derecha o por la
izquierda, si sus trayectorias son continuas casi seguramente por la derecha o
por la izquierda respectivamente. Es decir, que para casi toda w € €2 se tiene que
t — X;(w) es continuo por la derecha o por la izquierda. De manera andloga se
define la continuidad por la derecha con limites por la izquierda o la continuidad
por la izquierda con limites por la derecha.



Consideremos a dos procesos estocésticos (X¢)i>0 y (Y2)i>0 en el mismo es-
pacio de probabilidad (9, F,P). Si para toda ¢t > 0 y toda w €  se cumple
que X¢(w) = Y;(w) diremos que los procesos son iguales. Esta propiedad entre
dos procesos estocastico es muy fuerte. Enseguida veremos tres conceptos de
“igualdad” entre procesos, las condiciones de éstos son un poco mas débiles que
las de la definicién mencionada anteriormente. Dichos conceptos seran de gran
utilidad més adelante.

Definicién 1.3. El proceso (Y;);>0 es una modificacién del proceso (X;)¢>o si
para toda t > 0 se tiene que

Pwe Q:Y(w) =X (w)] =1
Definicién 1.4. Los procesos (Y;)i>0 v (Xt)i>o0 son indistinguibles si
Plw € Q: X;(w) = Y;(w); para toda t € [0,00)] =1

Definicién 1.5. Los procesos (Y)i>0 ¥y (X¢)i>0 definidos en los espacios
(Q,F,P) y (Q, F,P) respectivamente, ambos con espacio de estados (E, &) se
les llama equivalentes si tienen las mismas distribuciones finito dimensionales,
es decir , si para tq, ta, ... , t, talesque 0 < t; <ty < ...<t, <00, con A; € &,
tenemos

P[Xy, € A1, Xy, € Ay, Xy € A =P[Y;, € A1, Y, € Ao, Y, € A,].

Es claro que si dos procesos son indistinguibles uno es modificacién del otro
y por ende equivalentes. Observemos también que un proceso puede ser modifi-
cacion de otro y tener trayectorias distintas. De hecho, si consideramos a Z una
variable aleatoria positiva con distribuciéon continua, Xy =0 parat >0y

1 si t=27,
Y= { 0 en otro caso.

Es claro que el proceso (Y);>0 es una modificacién de (X;);>0, ya que para toda
t > 0 tenemos

PX, = Yi] = P[Z # ] = 1,

y ademas
P[X; = Y}; para toda t € [0,00)] = 0.

En general si un proceso es una modificacién de otro y ambos son continuos
por la derecha o la izquierda, entonces van a ser indistinguibles. Como noso-
tros sélo estamos interesados en el movimiento Browniano, vamos a probar este
resultado en el caso continuo, pero la prueba del caso general es muy similar.

Proposicién 1.1. Sea (Y3)i>0 una modifcacion de (X)i>0 y supongamos que
ambos son continuos, entonces (Yi)i>o0 y (Xt)e>o0 son indistinguibles.



Demostracion. Tomemos a A como el conjunto de trayectorias de (X;):>0 que
no son continuas, y sea B el conjunto andlogo pero para el proceso (¥;)i>o.
SiCy = {Xy # Y}, y C = Ute(@+ Cy, entonces P(C') = 0, ya que uno es
modificacién del otro. De ahi que si D = AU B U C, tenemos que P(D) = 0.
Se sigue que para cada w ¢ D se tiene X;(w) = Yy(w) para toda t € QV.
Supongamos que t es irracional y que (¢,),>1 €s una sucecién de racionales que
converge a t. Paraw ¢ D, X; (w) =Y; (w) para cada n > 1, entonces

Xy(w) = lim X, (@) = lim Y], (@) = V().

Como D tiene probabilidad nula, esto implica que (X;);>¢ es indistinguible de
(Yi)e>o0- O

Como ya se ha visto un proceso estocastico es una funcién que depende de
(w, t). Si tomamos a t fija sabemos que X;(w) € E, pero si w es fijo no tenemos
ninguna propiedad de medibilidad sobre sus trayectorias. Es por ello que es
conveniente tener alguna propiedad de medibilidad conjunta.

Definicién 1.6. Un proceso estocdstico X = (X;);>0 con espacio de estados
(E, &) se llama medible si, para toda A € &, el conjunto {(t,w) : X¢(w) € A}
pertenece a la o-dlgebra producto B[0,00) x F, es decir,

(t,w) — Xy(w) : ([0,00) x Q,B[0,00) x F) — (E, &)
es medible.

Gracias al teorema de Fubini tenemos que si X es medible entonces sus trayec-
torias son funciones B[0, co)-medibles.

1.2. Filtraciones.

Las filtraciones son un concepto fundamental en la teoria de los procesos
estocasticos. Esto se verd mas adelante cuando estudiemos a los tiempos de
paro, las martingalas y la propiedad de Markov.

Definicién 1.7. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una filtracién es
una familia (F3);>o de sub-o-algebras de F, tales que Fy C F; para s < t. Al
sistema (Q, F, (Fi)e>0,P) se le llama espacio de probabilidad filtrado.

Al proceso estocéstico (Xy);>o definido en (€, F,P) le podemos asociar la
filtracion F; = o(Xs : s < t), la cual llamaremos filtracién canénica.
Denotaremos por

Ft* =0 (U _7:5> y ftJr = m :/ts, para toda t > 0.

s<t s>t

Es claro que F;- C F; C Fu+. Fo- es la o-algebra trivial.

Introducir una filtracién nos va a permitir ver conceptos mas interesantes y
mas utiles que la nocién de proceso medible.



Definicién 1.8. Sea (Q,F, (F;)t>0,P) un espacio de probabilidad filtrado y
sea (X;)¢>0 un proceso estocdstico definido en (§2, F,P). Diremos que el proceso
estd adaptado a la filtracién (F;)¢>o si para toda t > 0 se tiene que la variable
aleatoria X; es Fi-medible.

Definicién 1.9. Sean (2, F, (F;)i>0,P) un espacio de probabilidad filtrado y
(X¢)t>0 un proceso estocastico definido en (€, F,P). Se dice que (Xy)i>0 es
progresivamente medible si para toda ¢t € R

(s,w) € [0,t] x 2 — X (w)
es B[0,t] x Fi-medible.

Es claro que todo proceso esta adaptado a su filtraciéon candnica y que todo
proceso progresivamente medible es adaptado. Pero no siempre se tendrd que
un proceso adaptado es progresivamente medible, salvo que sea continuo por
la derecha o por la izquierda. Recalcamos que nuestro interés es estudiar al
movimiento Browniano el cual es continuo, por esta razon sélo lo probaremos
para procesos con trayectorias continuas. La demostracién general es andloga.

Teorema 1.1. Sea (X;)i>0 un proceso estocdstico con valores en un espa-
cio métrico (E,B(E)), adaptado a la filtracion (Fi)e>0, y continuo, entonces
(X1)i>0 es progresivamente medible.

Demostracion. Sea A € B(E). Para probar este resultado basta ver que
{(s,w) €[0,1] x Q: X,(w) € A} € B[0,1] x F;. (1.1)

Para cadan > 1, k= {0,1,2,...,2" '} y 0 < s < t, definimos el proceso

Xn(w) X (eg1ye (LU) si % <s< W7
frd 21
s Xo(w) s§ios=0.

Dado que (X})¢>0 es continuo tenemos que lim,, ., X?(w) = X (w) para cual-
quier (s,w) € [0 t} x Q. Entonces si probamos que X" (w) es B[0, t] X Fy-medible
es claro que (1.1) se satisface. Notemos que el conjunto

{(s,w) €[0,8] x : X' (w) € A}
se puede ver como

on

U {[kt/2, (k = 1D)t/2") x { Xpgayejen () € A} FJ{{0} x {Xo(w) € A}}.
k=1
Como cada uno de los conjuntos de la unién son elementos de la o-algebra

B[0,t] x F; entonces la unién de ellos lo es. O

Definicién 1.10. Una filtracién (F;);>0 se llama continua por la derecha si
Fi: = Fu+ para toda t > 0.



Notemos que (F;+)i>0 es continua por la derecha. En efecto, sea Fyi+ = Gy,
entonces,

gtggfr:mgs:mfs*:m(ﬂfu)gm]:s:]:ﬁr:gty

s>t s>t s>t \u>s s>t

para toda t > 0. Por lo tanto es continua por la derecha.

1.3. El movimiento Browniano.

El objetivo principal de esta seccién es construir al movimiento Browniano
haciendo uso del teorema de Daniell-Kolmogorov y del criterio de continuidad
de Kolmogorov.

Primero recordemos la definiciéon del movimiento Browniano.

Definicién 1.11. [Movimiento Browniano.] El movimiento Browniano, B =
(B:,t > 0), es un proceso estocéstico con valores en R que satisface:

i) Bp = 0 con probabilidad uno.

i) Sitg < t1 < ... < t, entonces By,, By, — By, ..., By, — B, _, son
independientes.

iii) Sis,t> 0 entonces

P[(Bstt — Bs) € A] = /A m exp(—2?/2t)dx

iv) El mapeo t — B; es continuo con probabilidad uno.

En otras palabras el movimiento Browniano tiene incrementos independientes
y estacionarios. Cada incremento se distribuye como una normal con media 0 y
con varianza la longitud del intervalo.

Antes de enunciar al Teorema de Daniell-Kolmogorov recordemos la definicién
de un espacio de Luzin.

Definicién 1.12. [Espacio de Luzin.] Se dice que E es un espacio de Luzin si
este es homeomorfo a un subconjunto de Borel de un espacio métrico compacto.

Notemos que R? es un espacio de Luzin, esto se ve gracias a la proyeccién
estereogréfica de la esfera S en RI+1.

Introduzcamos otro concepto que serd de gran utilidad en nuestra construc-
cién. Sea E un espacio de Luzin y consideremos al espacio

El0:0) = {las aplicaciones de [0,00) — E}.

Sea F' C [0, 00) finito y y AF" es un conjunto medible de E*" el cual estd dotado
de la o-dlgebra producto. Definamos a IIx de la siguiente manera

O : B0 — BF.



Llamaremos cilindro de E[%) a todo conjunto de la forma H;l(AF).

Solamente vamos a enunciar al teorema de Daniell-Kolmogorov, la prueba de
este resultado puede ser consultada en [6].

Teorema 1.2. (Teorema de consistencia de Daniell-Kolmogorov.) Sean (E, &)
un espacio de Luzin y para todo subconjunto finito F C [0,00), pp una medi-
da de probabilidad en (E¥,EF). Supongamos que se satisface la propiedad de
consistencia, i.e. si F' C F y pp es la proyeccidn natural de EF o EF enton-
ces ppr es la medida imagen de g por la proyeccion p. Entonces existe una
dnica medida de probabilidad p en (E,E) tal que para todo subconjunto finito
F C [0,00) la imagen de p por la proyeccion My : B0 — EF es jup.

A partir de este momento vamos a considerar a E = R, Q = E0:>) y g
F como la o-dlgebra generada por los cilindros. Nuestro objetivo es construir
una medida de probabilidad P en (2, F) de tal forma que el proceso canénico
(Xt)t>0 definido por X;(w) = w(t) sea un proceso que cumple las tres primeras
propiedades de la definicién 1.11. Para ello definamos una medida jis, +,....+, en
R"”, tal que para cada 0 < t; < ... < t,, se tiene

Mty ta,..., tn(Al X AQ X+ X An) = / .. / Hpti—ti_l(xi—hmi)dxn .. .diL’l,
Ay A

n =1

donde Ay,..., A, € B(R), 2o =0,t0 =0y

1 (m—a)?
pt(:c,y) = WE (z=y) /2t.

Se puede ver que g +n(R X A) = py4(A). Verifiquemos que esta medida sa-
tisface la propiedad de consistencia. Consideremos

{Sla cee 7571—1} C {tlv s atn}7
y supongamos que t; ¢ {s1,...,S,—1}, entonces vemos que
usly'~'7sﬂ,—1(A1 X X Anfl) = Wiy, tn (A1 X X Aj,1 x R x Aj+1 X X An)

Por lo tanto, del Teorema de Daniell-Kolmogorov podemos concluir la existencia
de una medida de probabilidad P en (£2, F) tal que

IP’[{w : Xti(W) € AZ,]. <1< ’I’LH = Mtl,tg,m,tn(Al X Ag X -+ X An)

En resumen, hemos probado que existe una medida P en (2, F), bajo la cual
el proceso candnico

Xi(w) =w(t);  wel, 20,

tiene incrementos independientes y estacionarios. Cada incremento de la forma
X; — X, donde t > s, se distribuye como una variable aleatoria normal con



media cero y varianza t — s.

Nuestra construccién estaria terminada si probamos que
P[C([0,00),R)] =1

Donde C([0,00),R) = {aplicaciones continuas en Q}. Pero C([0,00),R) no es
F-medible y por ende dicha probabilidad no estd bien definida. Esto pone de
manifiesto que la o-algebra F no es lo suficientemente grande para el espacio 2.
En si, ningtin conjunto en F tendra restricciones en una cantidad no numerable
de coordenadas. En contraste al espacio C([0, c0), R), es imposible de determinar
a una funcién en ) al especificar sus valores en una cantidad numerable de
coordenadas.

A continuacién demostraremos el criterio de continuidad de Kolmogorov, con
el propédsito de ver que el proceso candnico que acabamos de construir admite
una modificacién continua con la cual trabajaremos y llamaremos movimiento
Browniano.

Teorema 1.3. (Criterio de continuidad de Kolmogorov.) Sea X = (X,t € I)
un proceso aleatorio indexado por un intervalo I C R con valores en (E,d) un
espacio métrico completo. Supongamos que existen p,e,c > 0 tales que

E[(d(X,, X))’ ] < clt — 8|+, s,t € L.

Entonces existe una modificacion X' de X cuyas trayectorias son localmente
hélderianas de indice o, para toda o € (0,€/p), es decir, para toda T > 0. En
particular, X admite una modificacion continua que es unica salvo indistingui-
bilidad.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que I = [0,1]. De
la desigualdad de Chebyshev tenemos que para toda a > 0y s,t € [0, 1]

E[(d(Xs,Xt))p] _ ot — S|1+5

Pld(Xs, X:) > a] <

apP = aP
Tomemos s = (i — 1)/2™, t =i/2" y a = 27",
P [d(Xg,X%) > 2—"@} S
- 3 on(l+e—pa)
De ahi que
2n 1

ST

IED|: max d(Xg—Tl,Xi )>2_na:| <c

1<4i<2n zm on(l+e—pa) - CQn(efpa)

Si € — pa > 0, entonces
c
Z 2n(e—pa) < 00.
n>1

7



Por el lema de Borel-Cantelli sabemos que existe un conjunto Q€ F con IE”[Q] =

1 y tal que para cada w € (Nl, existe ng = ng(w) finito de tal forma que para
toda n > ng,

d(Xz;nl,Xz%) < 27ne para toda 1 <4 < 2"

Entonces
d Xz—l 3 X%)
sup mix —2——2° <1,
n>ng 1<i<2n 2—na
y se sigue que
d(X, X 5)
sup max - < K(w)
n>11<i<2n 2—na

Ahora sea C' el conjunto de los nimeros diddicos del intervalo [0,1), es decir

‘ s
>

donde &, = 0,1,

N
teC & Z

y consideremos a s,t € C, s <ty p > 1 el entero mas grande que satisface
t —s < 27P. Ademés sea k = [2Ps], donde [z] < z < [z + 1] y observemos que

k=[2Ps] < [2P4] < [2P(s +27P)] = k + 1,

y
fPJrl £p+2 ngrl .
2p+2p+1+2p+2+"'+2p+la £ =0,1
gp §p+1 é:p+2 ngrm :
b= 27P+27+2p+1 2p+2+"'+2p+m, & =0,1.
Sean
€P+1 §p+2 gp—i—i .
5= 2P+2p+1+2p+2+"'+2p+ia t=0,1,...,L
gp gp+1 5p+2 £p+j .
lj = §+27P+2p+1+2p+2+.“+2p+j7 7=0,1,...,m.



Entonces

d(st Xt) = d(XSz ’ Xtm)
l m

= d(XS(N Xto) + Z d(XSm Xti—l) + Z d(th ) th—l)
i=0 j=0

l m
< K(w)27P + ZK(W)Q—@H)& + ZK(w)Q_(p+j)a
i=0 §=0

l
=K(W)2P* |[14+> 27+ i 9 I
1=0 7=0

< 2K (w)27P )y 27
=0

2K (w)27P 20Tl K(w)
= < t—s)¢
[ _oa = 1 g-a 79

esto tltimo debido a que 2~ Pt < ¢t —s. De ahi que para cada w € ﬁ, el mapeo
t — X;(w) en C es holderiano de {ndice « (uniformemente continua en C).
Definamos para t € 1

)?(w)— lim, ¢ Xo(w) si weﬁ y seC
! o€ E si weNe

Como consecuencia de la continuidad uniforme y del criterio de Cauchy, para
s € C,el limg s Xs(w) existe. Por definicién el proceso X es holderiano de
indice a. _
Ahora veremos que X es una modificaciéon de X, para esto observemos que para
tel

X, = lllg X en probabilidad.

Esto se debe a la desigualdad de Chebyshev, es decir para § > 0

c|t — s|tte

o Y

Pld(X,, X,) > 8] <
cuando s — t.
Como X; = limy_; X, c.s. y ademds X; = lim,_; X, en probabilidad, para
s € C, entonces X; = X; c.s. O

El siguiente corolario nos garantiza que el proceso candnico construido ante-
riormente admite una modificacién con trayectorias continuas.

Corolario 1.1. Sea (X;)i>0 un proceso que satisface (i), (i) y (iit) de la
definicion del movimiento Browniano. El proceso X admite una modificacion
cuyas trayectorias son localmente holderianas de indice o = 1/2 — €, para € €
(0,1/2). En particular, X admite una modificacion continua.
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Demostracion. Para e € (0,1/2) y p > 0, se tiene
E[|Xs — Xt|P] =t — 3|p/2]EUN(O, 1)|p] =c(p)|t — $‘1+(p/271)7

Donde N(0,1) es una variable aleatoria normal con media 0 y varianza 1. Si
tomamos p > 2, vemos que 1/2 —e < (p/2 — 1)/p. Al aplicar el criterio de
continuidad de Kolmogorov obtenemos el resultado deseado. O

Proposicién 1.2. FEziste una dnica medida W en (C([0,00),R), B(C)), donde
B(C) es la o-dlgebra de Borel con la topologia de los compactos-abiertos, tal que
el proceso candnico B = (By);>¢ definido por

B (w) = w(t), donde w € C([0,00),R),
es un movimiento Browniano en (C([0,00),R), B(C), W).
Demostracion. Es claro que W[dw] es la imagen de B bajo P ya que
P[(B:)i>0 € A = W[A], para toda A € B(C)).

De ahi que es facil ver que W es una medida y que B satisface todo bajo W.
La unicidad es obvia ya que dicha medida est4 determinada por las marginales
del movimiento Browniano. O

Ahora veamos algunas propiedades importantes del movimiento Browniano.
Proposicion 1.3. Sea B un movimiento Browniano. Entonces,
i) —B tambien es un movimiento Browniano.

ii) Para toda \ > 0, el proceso B} = %B)gt, es un movimiento Browniano.
(Invariante ante el cambio de escala.)

i11) Para toda s > 0, el proceso (Bgs))po, definido por Bt(s) = Bsyt — Bs, es

un movimiento Browniano independiente de o(B,,r < s). (Propiedad de
Markov.)

Demostracion. Los incisos i) y #4) son sencillos de probar, se dejan al lector los
detalles.

iii) Sean Hj el espacio vectorial generado por (B,,0 < r <s)y H, el espacio
vectorial generado por (Bsy, — Bs,u > 0). La o-dlgebra generada por B,Es) es
o(H,), la cual es independiente de o(H,) = o(B,,0 < r < s). Es claro que
BOS) = 0. Dado que Bt(j) — Bt(iszl = Bstt;, — Bsyt, 4, para 0 =11 < ... < tp,
es claro que B(®) tiene incrementos independientes y estacionarios. Finalmente,
tambien es claro que ¢t — B,gs) es un mapeo continuo con probabilidad 1. [
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Teorema 1.4. (Ley 0-1 de Blumenthal.) Para toda t > 0 sea Fy la o-dlgebra
definida por
Fi=0(Bs,s <t)

Y sea

Foy =) Fe

s>0

Entonces la o-dlgebra Fo. es trivial, es decir, para toda A € Foy, P[A] =06 1.

Demostracion. Sean 0 < t| < ty < ... < t; y sea ¢ : R¥ — R una funcién
continua y acotada. Consideramos A € Fy;. Entonces, gracias a la continuidad,

]E[]'Ag(BtU' o 7Btk):| = ELI%E[]'AQ(BH - BEa H 'aBtk - Be)]

Por otro lado, como € < ¢1, las variables aleatorias By, — B, ..., B;, — B, son
independientes de F, (propiedad de Markov), y por ende tambien lo son de la
o-algebra Fy4. Por lo tanto

E[Lag(Bu,..., By)] = lmP[AE[g(By, — B,..., By, — Bo)]
— P[A]E[¢(By,. .., By)]

Hemos visto que Fy es independiente de o(By,, ..., B, ). Como esto es cierto
para toda familia finita de reales estrictamente positivos {t1,...,t2}, tenemos
que Foy es independiente de o(Bg,t > 0). Finalmente o(By,t > 0) = o(By,t >
0) ya que By es el limite de B; cuando ¢t — 0. Como Fo4 C o(B¢,t > 0), vemos
que Fo4 es independiente de ella misma, esto implica Fy4 es trivial. O

El siguiente corolario implica que el movimiento Browniano toma valores en
todo el conjunto de los ntimeros reales, a esta propiedad se le conoce con el
nombre de recurrencia.

Corolario 1.2. Tenemos que para toda € > 0
SUP(<s<e B, >0, info<s<e Bs <0 C.S.
Para toda a € R, sea T, = inf{t, B; = a} (Inf() = 00). Entonces
para toda a € R, T, < o00. c.s.
En consecuencia,

lim sup By = 400, liminf By = —o0, c.S.
t—o0o

t—o0

Demostracion. Sea (e,) una sucesién decreciente de reales que tiende a cero.
Ademas consideremos al conjunto

A:ﬂ{ sup BS>O}.

p>1 0<s5<e¢,

11



Es claro que el evento A es Foi-medible.

Por otro lado observemos que {SUPogsgep B > 0} es una sucecién decreciente
de eventos, ya que (€,) es una sucesién decreciente de reales, entonces por la
continuidad de la medida de probabilidad tenemos que

)

]P’[A] = lim ]P’l sup Bs >0

p—o0 0<s<e¢,

]P’[ sup Bs >0

0<s<¢,

Z}P’[BEP>O]:%,

esto muestra que P[4] > 1. De la Ley 0-1 de Blumenthal tenemos que P[A] =1,
de donde deducimos que

para toda € >0, sup Bg >0, c.s.
0<s<e

Por simetria se tiene que

para toda € > 0, inf By <0 c.s.
0<s<e

Ahora notemos que para § > 0

1=P| sup BS>O} :h’m}P’[sup Bs>6].
[0<s<1 —0 Jo<s<1

Al aplicar la propiedad (ii) de la proposicién 1.3 con A = 3 tenemos que

P| sup Bs >4 :IP’[ sup B;/5>1] :Pl sup Bg>1
0<s<1 0<s<1/62 0<s<1/62

Al hacer tender § a 0, vemos
P [supBS > 1] =1.
0<s

Nuevamente por rescalamiento en el tiempo y espacio, observamos que para
C>0

P [susz > C’] =1.
0<s

Nuevamente por simetria obtenemos que
P {inf B < —C] =1
0<s

Las ultimas aseveraciones del corolario se siguen facilmente. De hecho para la
dltima basta observar que una funcién continua f : [0,00) — R toma todos los
valores reales si y solo si

limsup f(t) = +oo, litminf f(t) = —o0.
—00

t—oo
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La siguiente proposicién sera de gran importancia y utilidad, esto se vera en
el capitulo 3 donde estudiaremos el cdlculo estocastico. La demostracién de esta
proposicién se puede consultar en [1].

Proposicién 1.4. Sean 0 =t < 1} < ... <ty =t subdivisiones de [0,]
cuya norma tiende a cero, es decir sup;(tf —t_ ;) — 0. Entonces

Pn

i, z;(Bt? — By )’ =t
p

en L2.

1.4. Tiempos de paro y la propiedad fuerte de
Markov.

En esta tltima seccién del capitulo vamos a introducir a los tiempos de paro,
concepto importante para describir la propiedad fuerte de Markov del movi-
miento Browniano.

Definicién 1.13. Sea (Q,F, (F;)t>0,P) un espacio de probabilidad filtrado.
Una funcién 7 : Q — [0, 00] se llama tiempo de paro si

i) 7 es Foo =0 (Ft: t € [0,00]) medible.
ii) El conjunto (7 < t) pertenece a F; para toda ¢ > 0.

Si el conjunto de los posibles valores de 7 es discreto, diremos que 7 es un tiempo
de paro discreto.

Ahora daremos una caracterizaciéon de los tiempos de paro para filtraciones
continuas por la derecha.

Proposicién 1.5. Si la filtracién (F;)i>0 es continua por la derecha, entonces
T es un tiempo de paro si y sélo si (1 <t) € Fy para toda t > 0.

Demostracion. Sea t > 0 fijo, por ser 7 tiempo de paro
(r<s)eFy CF paratoda s<t,

entonces
(r<t)= U(T <s)eF; paratoda t>0.
s<t

Ahora probemos el reciproco. Ya que la filtracién es continua por la derecha y
ademds (7 < t) € F; para toda t > 0, tenemos que

(r<t)=((r<s)€Fp =F

s>t

13



Observemos que en la primera parte nunca se utilizé la hipdtesis de que la
filtracién (F;);>0 es continua por la derecha, en otras palabras, si 7 es un tiempo
de paro entonces (7 < t) € F; para toda t > 0.

El tiempo de entrada en A o primera vez que el proceso (X;);>o entra en el
conjunto A estd dado por

TA(w):{ inf{tEO:oft(w)eA} : gigﬁzgzggﬁig

La siguiente proposicién da condiciones suficientes para que los tiempos de en-
trada sean tiempos de paro.

Proposicién 1.6. Sea X = (X;);>0 un proceso estocdstico con trayectorias
continuas adaptado a la filtracion (Fi)i>o0, y con espacio de estados (E,E), donde
E es un espacio métrico y sea A € B

i) Si (Fi)i>0 es continua por la derecha y A es un conjunto abierto entonces
T4 es un tiempo de paro con respecto a (Fi)i>o0-

1) Si A es un conjunto cerrado entonces T's es un tiempo de paro con respecto
a (ft)tZO-

Demostracion. i) Sea Qg tal que para cualquier w € Q la trayectoria X;(w) es
continua, entonces P[Q)y] = 1. Consideremos

Cy = U (Xs € 4) para t>0 fija,

seQt
s<t

donde A es un abierto de B. Claramente C; € F; ya que el proceso X es F;-
adaptado. En consecuencia, basta ver que (T4 < t) = Cy para probar que T4 es
un tiempo de paro.
Tomemos a w € C;, entonces existe s € QT y s < t tal que X4(w) € A, por lo
tanto Th(w) < s < t, es decir, w € (T4 < t).
Como w € (T4 < t), entonces existe tg < t tal que Xy, (w) € A, y gracias a que
el proceso X es continuo y A es abierto, existe € > 0 tal que s € QN [to, to + €)
y Xs(w) € A

ii) Para « € E, definamos p(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}, y consideremos la
sucesién de vecindades abiertas de A dada por A, = {z € E : p(z, A) < 1/n}.
Gracias a (i) tenemos que (T4 < t) € Fy.
Es claro que Ty, < T4, ,,, ya que Apy1 C Ay, ademas Ty > Ty, para toda
n € N. Por lo tanto el limite de (T4, ),,>1 existe y es menor que T4. Consideremos
T =1lim, o Ta, . Bajo el evento (T4 = 0) se tiene que T4, = 0 paratodan € N.
Bajo el evento (T4 > 0) existe un entero k = k(w) > 1 tal que

Ty, =0, para 1<n<k, y 0<Ty, <Ty <Tp para n>k

n

n+1

Es suficiente ver que T' > T4 en el conjunto (T4 > 0,T < o), para tener que
T4 = T. En dicho evento tenemos, por la continuidad de las trayectorias de
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X, que limy, oo X7, = X7y X1, € 0A, C A,, para toda m >n > k. Si
hacemos tender m a infinito, obtenemos que X € A, para toda n > k, y por
lo tanto X1 € ()7~ A, = A, es decir, T4 < T. Finalmente

(TAZO):(XoeA)GfOCft,

y parat > 0
(Ta <t)=()(Ta, <t) € Fe.

n=1

Por lo tanto T4 es tiempo de paro. O

La parte (i) de la proposicién anterior vale tambien para procesos que sean
continuos por la derecha o por la izquierda, la demostracién es andloga.

Definicién 1.14. Tomemos a 7 un tiempo de paro con respecto a la la filtracion
(Ft)t>0. Denotamos por F; a la coleccién de eventos A € F tal que

AN(r<t)€F, paracada tcR"

Llamaremos a F, la o-dlgebra detenida en 7.

Proposicién 1.7. Sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracion (F;)i>o,
entonces Fr es una o-dlgebra.

Demostracion. Claramente Q € F, y ) € Fr, ya que
QNr<t)=(r<t)eFH y OnFT<t)=0¢eF.

Probemos que es cerrada bajo complementos. Dado que (7 <t) € Fy,si A€ F
entonces
ANt <)) =FT<t)N(AU(r <t)° e R

Por lo tanto A° € F,.

Tomemos {A,},>1 una sucesién tal que A, € F, para toda n € N. Queremos
oo

ver que | J,_, A, € F,

Por lo tanto F. es una o-algebra. O

(An N < t)) cF,

1C3

La siguiente serie de lemas nos serd muy util en el manejo de los tiempos de
paro. En el primero se muestra que el maximo y el minimo entre dos tiempos
de paro son tiempos de paro.

Lema 1.1. Sean § y 7 tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o,
entonces 6 AT y OV T son tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o.
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Demostracion. Como (1 <t) € Fpy (0 <t) € F; entonces
OAT>t)=@>t)N(T>t) =@ <t)’'Nn(tr<t)°eFH

de ahi que (8 AT <t) = (0 AT >1t)° € F; y entonces § A T es tiempo de paro.
Para la segunda parte ahora observemos que

Gvr<t)=0<t)N(r<t)eF
y llegamos a lo que queriamos probar. O

Ahora veamos que los limites de sucesiones de tiempos de paro tambien son
tiempos de paro.

Lema 1.2. Sea (1,)n>1 una sucesion de tiempos de paro con respecto a la
filtracion (Fy+ )i>0, entonces

sup 7, inf 7, liminf7,, limsup7,
n>1 n>1 n—oo n—o0

son tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi+)i>o0. St ademds (Tp)n>1 €S
una sucesion de tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o, entonces el
SUp,,>1 Tn tambien es un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o-

Demostracion. Observemos lo siguiente

(sup Tn < t) =

n>1

(inf Tn < t) =
n>1

limsup T, = 1’n>f <sup Tn)

(Tnét)eft,

18

(Tn<t)€ft.

1C3

Ademads como

n— 00 m= n>m
y
lim inf 7,, = sup ( inf Tn>
n—00 m>1 \n=m
el resultado se obtiene facilmente. O

En el siguiente lema veremos un par de propiedades que se cumplen entre dos
o-algebras detenidas en distintos tiempos de paro.

Lema 1.3. Sean 0 y T dos tiempos de paro con respecto a la filtracion (F;)i>o,
y B € Fy entonces BN (0 < 1) € F. N Fp En particular, si @ < T entonces
Fo C Fr.
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Demostracion. Probaremos que BN (0 < 7) esta en F, y en Fy. Observemos
que

Bn@<rmn(r<t)=Bn@<t)n@Art<7tAt)N(r <t) e F.

Dado que BN (0 <t) € Fi,(1 <t) € Fr y 0Nty T At son Fi-medibles, entonces
BN (0 <T1)e F;. Por ende

Bn@<nnrE<tHn(@<t)eF,

Bn@<rm)n(r>t)n(@<t)y=(r>t)NBN (O <t) e F.

En consecuencia

Bn@<nn@<t) = Bn@<nNE<)n@O <)
o<t

por lo tanto BN (0 < 1) € Fp.

Supongamos que 0 < 7y sea B € Fy entonces
BN <t) e F.
Observemos ademaés que
@<t)n(t<t)=(r<t)eF
ya que 0 < 7y 7 es tiempo de paro. Entonces
Bn(r<t)=Bn@<t)Nn(r <t) e F,
y por lo tanto Fy C F. O

Lema 1.4. Sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracion (F;)i>o0 y 0 una
funcion F-medible tal que 0 > T, entonces 0 es un tiempo de paro con respecto
a (ft)tZO-

Demostracion. Dado que 6 es F;-medible y ademés 6 > 7, se tiene

O<t)=0O<tn(r<t)eF

Lema 1.5. La suma de dos tiempos de paro es tiempo de paro.

Demostracion. Sean 6 y 7 dos tiempos de paro con respecto a la filtracion
(Ft)t>0, entonces 8 V 7 es un tiempo de paro con respecto a la misma filtracién,
es obvio que 47 > VT y ademads sabemos que 7 es F-medible, 6 es Fy-medible
y Fr, Fo C Frve, de ahi tenemos que 6 + 7 es F,yg-medible. En consecuencia
del lema anterior # 4+ 7 es un tiempo de paro. O
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Lema 1.6. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a (Fy)i>o entonces existe una
sucesion (Tp)n>1 de tiempos de paro discretos tal que lim, .o 7 = 7.

Demostracion. Definamos primero una sucesién de tiempos aleatorios (7, )n>1
de la siguiente manera

k i k=1 k. _
Tn(w):{ ooy St S <T(w) < g%, k={1,2,...}

00 si T(w) = oo.

Por definicién es una sucesién de tiempos aleatorios decreciente, es decir, 7, >
Tn+1 ¥ Tn €s Fr-medible para toda n. Como 7,, > 7, por el lema 1.4. vemos que
Tp, €s un tiempo de paro con respecto a (Fy)¢>o.

Es claro que lim,, . 7, = 7 ya que

|Tn = 7| < 5- — 0, si n— o0

2n
O

Lema 1.7. Sean 7 y 6 dos tiempos de paro con respecto a (Fy)i>o entonces
Fono = Fr- N Fy y cada uno de los eventos

(r<0), O<71), (TL0), (0<71), (r=90)
pertenecen a Fr N Fy.

Demostracion. Por el lema 1.3., es claro que Frr9g C F. N Fy. Para la otra
inclusién primero tomemos A € F, N Fy y observemos que

AN(rAB<t) = An[B<t)u(r<t)]
= [An@<H]ulAn(r <)) € F,

de ahi que A € Frng y Frro = Fr N Fp.

Nuevamente como consecuencia del mismo lema tenemos que (0 < 7) € F.NFy
y si intercambiamos 7 y 6 observamos que (7 < 0) € F,NFy. De esto concluimos
que (T=0)e F-NFgyaque (@=71)=0<71)N(1<0).

Por dltimo ( < 7) € FrNFpyaque (0 <7) =0 < 7)N(@ = 7)°ysi
intercambiamos nuevamente a 7y 6 entonces (7 < 0) € F. N Fy. O

Ahora probaremos la propiedad fuerte de Markov para el movimiento Brow-
niano, la cual nos indica que la propiedad de Markov también se cumple para
tiempos de paro.

Teorema 1.5. (Propiedad Fuerte de Markov.) Sea T un tiempo de paro fi-

nito c.s. y (By)i>0 un movimiento Browniano. Entonces el proceso (Bt(T)> N

definido por =0
B{") = Bry; — Br,

es un movimiento Browniano independiente de Fr.
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Demostracion. Se demostrard que para A € Fr, 0 <t <tp... <1, y F una
funcién continua de RP a R se tiene que

E(14F(B", B, ....B{")] = P[A|E[F(B,, By, ..., B,)].

p

Observemos que si A = ) esta igualdad muestra que (Bt(T)) es un movi-
>0

miento Browniano. Por otro lado la igualdad de arriba nos dard que el vec-
tor (By,, By, ..., By,) es independiente de Fr, usando un argumento de clases

monodtonas tendremos que (Bt(T)) N es independiente de Fp. Para demostrar
t>0

la ecuacién vemos que

F(B.B,....B}))

ty v

= nh_)fgoz Li(k-1)2-n<r<k2-n} F (Byo-nit, — Bra—n, ..., Byo-niy, — Bra—n),
k=0

y por convergencia dominada tenemos,

E[LrBl, B0, BD)

= nILH;OZE [1al{—1)2-n<r<i2-n}F (Bra-nst, = Bro-ny - Bra-nyy, — Bra-n)] .
k=0

Para A € Fp, el evento AN{(k—1)27" < T < k27 "} es Fpo-n-medible, de
ahi que coincide c.s. con un evento de o(B,,r < k27™). Después al aplicar la
propiedad simple de Markov observamos

E [1Aﬂ{(k71)2*"<T§k2*”}F(Bk2*"+t1 — Bjg-n,..., Bk2*"+tp - Bszn)]
=P[AN{(k—1)27"<T <k2"}|E[F(By,...,By,)].

Haciendo la suma sobre k se llega al resultado. O

A continuacién veremos un resultado que nos serd 1til para calcular la densidad
de T,, mejor conocido como el principio de reflexion.

Teorema 1.6. Para toda t > 0 denotemos Sy = sup,<, Bs. Entonces, sia >0
y b < a, tenemos que

P[St Z a, Bt S b] = P[Bt Z 2a — b]

En particular, Sy tiene la misma distribucidn que |By|.
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Demostracion. Apliquemos la propiedad fuerte de Markov a los tiempos de paro
T, = inf{t > 0, B; = a}.

Gracias al corolario 1.4.1 de la seccién anterior tenemos que T, < oo c.s. En-
tonces

P[S; > a,B, <b| =P[T, < t,B, <b| =P[T, < t, By, <b—a],

ya que BS‘IT)G = B; — By, = B; — a. Denotemos B’ = BTa)  por el teorema
anterior el proceso B’ es un movimiento browniano independiente de Fr, yen
particular de T,. Como B’ tiene la misma distribucién que —B’, (T,, B’) tiene
la misma distribucién que (T, —B’). Sea

H = {(s,w) € [0,1) x C([0,1),R);s < t,w(t —s) <b—a}.
La probabilidad anterior vale

P[(T,.B') € H] P[(T.,~B') € H] =P[T, <t,~B\'%) <b—a]

P[T, <t,B; > 2a—b| =P[B, >2a —b]

esto debido a que el evento {B; > 2a — b} estd contenido en {T,, < t}. Entonces
por la segunda aseveracién

]P)[St 2 a] = ]P)[St Z (l,Bt 2 a] +P[St 2 (L,Bt S a] = Z]P)[Bt Z a] = P[|Bt| Z a],
de donde se obtiene el resultado. O

Corolario 1.3. Para toda a > 0, T, tiene la misma distribucion que g—i Yy en
1
particular tiene por densidad

a a?
f@) = 5 exp o 1{>0y- (1.2)

Demostracion. Por el resultado anterior observamos
P[T,<t] = P[S;>a]=P[B}>ad?
2
= P[tB] > a?] :IP[ <t] :

Dado que By tiene una distribucién N(0, 1) es facil verificar que la densidad de
T, estd dada por (1.2). O
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Capitulo 2

Martingalas y el Teorema
de paro opcional.

En este capitulo vamos a introducir el concepto de martingala a tiempo conti-
nuo. Revisaremos algunos ejemplos y estudiaremos algunas de sus propiedades.
En particular estudiaremos uno de los teoremas fundamentales de la teoria de
martingalas, el teorema de paro opcional de Doob. Como veremos, las martin-
galas son una herramienta fundamental para analizar propiedades importantes
de una gran cantidad de procesos estocasticos, como por ejemplo estudiar pro-
blemas de salida.

2.1. Martingalas.

Las martingalas son procesos estocasticos que presentan una cierta relacién
entre las variables aleatorias que las componen y se han convertido en una he-
rramienta bésica en la teoria de los procesos estocédsticos y sus aplicaciones. Son
usadas para calcular probabilidades de absorcién, para analizar problemas de
salida o de la ruina, para generar desigualdades de procesos estocasticos, para
analizar modelos de control, y para muchos otros. En esta secciéon estudiare-
mos algunas de sus propiedades asi como algunos ejemplos relacionados con el
proceso de Poisson y con el movimiento Browniano.

Definicién 2.1. Sea (X;);>0 un proceso adaptado a la filtracién (F;);>¢ tal que
E[|Xt|] < oo para toda t. Decimos que es submartingala si para 0 < s < t < oo,

E[X:|Fs] > Xs
y sobremartingala si para 0 < s < t < o0,
E[X:|Fs] < X,.
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Decimos que el proceso (X;):>0 es martingala si es submartingala y sobremar-
tingala, es decir,

E[X,|Fs] = Xs, para 0<s<t< oo,
En otras palabras, una martingala es una familia adaptada de variables alea-
torias integrables tales que
/ X dP = / X, dP
A A
para toda s < t con A € Fj.
Veamos algunos ejemplos de martingalas relacionados con el proceso de Pois-

son y el movimiento Browniano.

Definicién 2.2. [Proceso de Poisson.] Sea (N;)¢>o un proceso estocéstico adap-
tado a la filtracién (F;)>0, se dice que (N¢)¢>o es un Fy-proceso de Poisson de
intensidad ¢ > 0 si:

i) Ng = 0 con probabilidad uno.

ii) (N)i>o tiene incrementos independientes. Es decir, Ny — Ny es indepen-
diente de F para 0 < s < t.

iii) Para 0 < s < t,

efc(tfs) (C(t — S))n

P[N;, — N, =n] = =

, m=0,1,...
En otras palabras, N; — N, se distribuye Poisson con media c(t — s).
El Proceso de Poisson compensado, (M, ¢ > 0) definido por
Mt = Nt —ct.

es una martingala. Para mostrar que M; es martingala utilizaremos las propie-
dades (ii) y (iii) de la definicién 2.2. Sea s < t, entonces por la independencia
de los incrementos,

E[M; — M,|F,] = E[N,—N,]—c(t—s)=0.

Por lo tanto M; es Fi-martingala.
El proceso (M7 — ct,t > 0) también es martingala. Primero observemos que

M? = N? — 2ctN; + 22

Sea s < t, entonces

N¢ —ct — Ny + ¢5)?] — c(t — s)
N2, —2c(t — 8)N;_g) + P (t — 8)%] — c(t — s)
NE ] —cA(t—s)? —ct—s)=0.
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Por lo tanto M? — ct es F;-martingala.
Otro ejemplo es el proceso (gt(‘f), t > 0) definido por

{t(Q) =exp(—qNy + ct(l —e™ 7)), ¢q>0.

Sea s < t, entonces

E[6717] = Elexp(-aNi+ct(1— e 1)|,]

E |exp
= E[exp(—q(Ny — Ng) = qNs +c(t —s)(1 —e™ %) + es(1 — e )| F]

como exp(—gN +cs(1 —e™9)) es Fs-medible entonces la parte de la derecha en
la identidad anterior es igual a

exp(—qNs + cs(1 — e 9))E [exp(—q(Ny — Ni) + c(t — s)(1 — e 9))| ]
por las propiedades (ii) y (iii) de la definicién 2.2 tenemos que

(C(t _ 5))k67c(t75)
k!

exp(—qNs + es(1— e 1) 3 exp(—gh + e(t — 5)(1 — %))
k=0
= exp(—¢qNs + cs(1 — e 9)).

Por lo tanto £” es martingala.

Ahora veamos que el movimiento Browniano, (B;):>0, es una martingala.
Gracias a que el movimiento Browniano tiene incrementos independientes, se
tiene que

= E[B; - By + B, = B,

entonces el movimiento Browniano es martingala.
El proceso (B? —t,t > 0) tambien es una martingala. Sea s < t, entonces

E[B? — t|F,| = E[B? —t — B? + s|F,| + B% — s.

Basta mostrar que el primer sumando es cero para obtener el resultado deseado,
entonces

E[B? —t — B% + s|F,] = B[(B; — B.)?] + 2E[Bs(B; — B,)|Fs] — (t — 5),
claramente el primer término es igual a (t — s) y el segundo es igual a cero, esto

gracias a que el movimiento Browniano tiene incrementos independientes. Por
lo tanto B2 — ¢ es martingala.
t

El proceso (§t(a)7t > 0) definido por
&% = exp(aB; - a’/2),
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con o € R, es una martingala. Para demostrarlo basta ver que

(@)
t+s

£

E

ft] =1 donde 0<s<oo.

Observemos que

2

o o?
E |exp | aBys — ?(t +5s) —aB;+ ?t Fi

. (“;s) E[exp (a(Buss — B)|F] = 1,

esto debido a que Biis; — By es independiente de F; y se distribuye normal con

media cero y varianza s. Esto implica que fga) es martingala.

Otra observacion importante es que si X; es una martingala tal que para toda
t, E[| X:|P] < oo, entonces de la desigualdad de Jensen se tiene que | X;|P es una
submartingala para p > 1.

Ejercicio 2.1. Sean (Mt,t > O) una martingala y 7 un tiempo de paro con
respecto a la filtracién F;, entonces (MMT, t> 0) es una martingala.

2.1.1. Desigualdades maximales.

En esta parte vamos a estudiar las desigualdades maximales para martingalas
continuas. Cabe resaltar que los resultados obtenidos para submartingalas son
validas para sobremartingalas, basta reemplazar X; por —X;.

Proposicién 2.1. Sea (X,)nes, donde J = 0,1,2,..., N, una coleccion de
submartingalas integrables y A > 0, entonces

E[Xy].

> =

P [suan > )\} <

sup E [XNl{supneJanA}} <

> =

Demostracion. Sea,

_f if{n: X, > A} siexisten <N tal que X, > A,
= N en otro caso.

Es facil ver que N > 7. Dado que (X,,)nec es una submartingala y 7 un tiempo
de paro, entonces por el Teorema de paro opcional de Doob (caso discreto)
tenemos que E[X ] > E[X,]. Sea

A= {w €0 :sup X, (w) > )\},
neJ

si w € A tenemos que X,(w) > A, ya que al menos existe una k € J tal que
Xk (w) > Xy la més pequena de ellas cumple que es mayor o igual a A. Entonces
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E[Xy] > E[X,] E[X,14] + E[X,14c]

)‘]P)[A] + E[XT]-AC]a

Y

pero en A€, 7 es igual a N, de ahi que

E[Xn] > AP[A] + E[Xn14].

Si después restamos el tltimo término en los dos lados de la desigualdad obte-
nemos que

E[Xn14] > AP[A].
0

Los siguientes corolarios son extensiones del resultado anterior y el dltimo de
ellos es conocido como las desigualdades de Doob.

Corolario 2.1. Sea (X,)ney, donde J =0,1,2,..., N, una coleccion de sub-
martingalas o martingalas y A > 0. Si E[|Xn|P] < oo para alguna p > 1,
entonces
APP <sup | X > /\) < E[|Xn]|"].
neJ
Sip > 1, tenemos

ElXnl"] < Bpup 1%, < (25 ) BXP)

neJ 1
Demostracion. Si (X, )nes s una martingala o submartingala, entonces se sigue
que (| X,,|P)nes es una submartingala positiva gracias a la desigualdad de Jensen.
Si aplicamos la proposicién 2.1 a (| X,|P)nes obtenemos que

1
P (sup | X, P > A”) < —E[|Xn]|?]
neJ AP

y dado que
P (sup | Xn| > /\) <P (sup | Xn|P > )\p> )
neJ neJ
queda probada la primera desigualdad. Para la segunda desigualdad considere-
mos a X* = sup,,c;|Xn| y a k una constante positiva. Por la proposicién 2.1,
el teorema de Fubini y la desigualdad de Holder tenemos que

[ X*Ak k
0 0
; e
= [ ovEn s xlans [ o By e A
0 0

E[(X™ A K)P]

X*Nk
= E |XN|/ pA”Qd/\] = p—p TEIXN (X AR
; -

IN

L EXn B AR
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Si dividimos entre E[(X*AE)P)] "5 en ambos extremos de la dltima desigualdad,
tenemos que

p
Bl k] < (S27) Bl
Para obtener el resultado basta hacer tender k a infinito. O

Este resultado se puede generalizar de la siguiente manera.

Corolario 2.2. Sea (X;)ico,1) una coleccion de martingalas, A\ > 0y A C [0,T]
numerable. Si sup;¢o 7y E[|X:|P] < oo para alguna p > 1, entonces

APP [sup|Xt| > )\] < sup E[|X,|"].
teA t€[0,T)

Sip>1, tenemos

p
B sl | < (S24) s B[xP.
teA p—1 t€[0,T

Demostracion. Sea (A,)n>1 una sucesién creciente de subconjuntos finitos de
A, tal que A = Up>1A4,. Por el resultado anterior, para cada A, observamos
que
PP {sup | Xy| > /\] < sup E[|X,[’] < sup E[|X.["].
teA, teA, te[0,T]

Consideremos (Y},),>1 una sucesién de variables aleatorias definidas por Y,, =
supe 4, | X¢| Yy Y = sup;e 4 | X¢|. Es claro que la sucesién mencionada es creciente
vy que ademads converge a Y. Por otra parte sea A > 0, definimos a los siguientes
conjuntos

B,={weN:Y,(w) >} Yy B={weQ:Y(w) > A},

claramente (B, ),>1 es una sucesién creciente de subconjuntos de Q. Si B =
Un>1B5, entonces

MNP[B] = X lim P[B,] < sup E[|X,|"],

n—oo te[0,T]

esto prueba la primera desigualdad.

Probemos que lim,,_,, B, = B. Notemos que w € B si y solo si Y(w) > )\, esto
es equivalente a que para toda € > 0 exista t € A tal que | X;(w)] > X — ¢, esto
iltimo sucede si y solamente si para toda € > 0 existe m € Ny t € A, tal que
| X¢(w)] > A — €, es decir, que w € Up>1 B,,.

Para probar la otra desigualdad veamos que

P
E[Y2]=E {sup Xt|1’] < < p ) sup E[|X,[7]
teEA, p—= 1 tEA,
<p>P sup ]E[\Xt|p],
p—1/ i1
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para toda m € N. Como lim, .~ Y,? = Y? si aplicamos el teorema de la Con-
vergencia Mondtona observamos que E[Y?] = lim,, . E[Y?], es decir

E {sup|Xt|p] = lim E {sup |Xt|p] ,
teA n—oo teA,
por lo tanto
P
E [sup W’} < (p) sup E[|X,]7].
teA P=1/ tepo
O
Corolario 2.3. (Desigualdades de Doob). Sea (Xt)e(o,1] una coleccion de mar-

tingalas continuas por la derecha (o por la izquierda) y A > 0.
Si supyepo, 1) E[| Xt [P] < 0o para alguna p > 1,entonces

APP[ sup |X;| > )\] < sup E[|X¢P].
t€[0,T] t€[0,7]

Sip > 1, tenemos

E

P
sup | X7 | < (p) sup E[|X;[7].
t€[0,T] p—1/ cp,1
Demostracion. Gracias al corolario anterior, sabemos que ambas desigualdades

se cumplen para A C [0,7] numerable y como tenemos continuidad por la
derecha (o por la izquierda) podemos aproximar y asf obtener el resultado. [

2.2. Regularidad y convergencia.

En esta seccion se expone la regularidad de las trayectorias de las martingalas
logran tener dadas ciertas condiciones. Ademaés estudiaremos algunos teoremas
de convergencia para estas.

Sean (X;);>0 un proceso estocéstico con valores en R, a < by I un subconjun-
to de [0,00). Ademds consideremos a F' = {t; < t3 < ... < tg} un subconjunto
finito de I y definamos de manera inductiva:

S1 = inf{ti : Xti > b}, So = inf{ti > 851 Xt,i < CL},

Sont1 = Inf{t; > son : Xy, > b}, Sopio = Inf{t; > sont1 : Xy, < a},

por convencién inf(f)) = t4. Ahora definamos al ntimero de veces que el proceso
(X¢)ter cruza por debajo del nivel a en F por

D(X, F,[a,b]) = sup{n : sa, < tq}.

De manera similar definamos al nimero de veces que el proceso (X)ier cruza
por debajo del nivel a en el intervalo I por

D(X,1,[a,b]) =sup{D(X, F,[a,b]) : F € I y finito.}.
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Proposicién 2.2. Sean (Xi)i>o una martingala y I un conjunto numerable,
entonces
(b~ @)EID(X, I, [a,b])] < sup E[(X, - b)*].
tel

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, basta probar la desigualdad para el
caso cuando I es finito. Sea I = {t;}&, tales que t; < t,41 para toda 1 <i <d
y sean Si,S2,...,S2,,... los tiempos de paro definidos como arriba. Si Ay =
{sk < tq}, entonces Ay € Fs, y Ar+1 C Ai debido a que sp < sp+1. Se sabe
que en el conjunto As,_1 se cumple que X,, , > by que en el conjunto Ay,
tenemos que X, < a. Si aplicamos el teorema de paro para el caso discreto
observamos que

0 < / (Xops — b)dP < / (Xo, — b)dP

Aon—1 Azn—1

= / (Xs,, — b)dP —|—/ (Xs,, — b)dP
Agn A27L—1\A2n

< (a—b)P[Agn] + / (X,,. — b)dP.

Azn_1\A2n
Como en el conjunto A$,, el tiempo sa, = t4, entonces
(b — a)P[Ay,] < / (Xs,, —b)TdP = / (X;, —b)TdP

Azn—1\A2n Agn—1\A2n

Pero P[As,] = P[D(X,1,[a,b]) > n] y los conjuntos As,—1\Asz, son disjuntos
dos a dos, entonces

> (b—a)P[D(X,I,[a,b]) > n] < Z/A g (X,, — b)TdP

esto es equivalente a
(b—a)E[D(X, I, [a,b])] < E[(X:, —b)T].
De aqui se sigue el resultado. O

Una consecuencia de la proposicion anterior es el Teorema fundamental de re-
gularidad para submartingalas a tiempo continuo. La prueba de dicho resultado
se puede ver en [4].

Teorema 2.1. Sea (X;);>0 una coleccidn de submartingalas tales que

sup E[| X¢]] < oo, (2.1)
>0

entonces

X (w)= lim X,(w), X; (w)= lm X (w),
slt sTt
seQ s€Q

existen casi sequramente para toda t > 0 y toda t > 0 respectivamente.
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El teorema anterior nos garantiza la existencia de los limites por la derecha
y por la izquierda de una submartingala a tiempo continuo, bajo la condicién
(2.1).

El siguiente teorema, el cual no probaremos (véase [4] para su prueba), nos
garantiza la existencia de una modificacién continua por la derecha y con limites
por la izquierda para martingalas adaptadas a una filtraciéon completa y continua
por la derecha.

Teorema 2.2. Sea (X;)i>0 una submartingala con respecto a una filtracion
(F)i>0 continua por la derecha y completa. Si la funcion t — E[X,] es continua
por la derecha entonces el proceso (X;)i>o tiene una modificacidn continua por
la derecha y con limite por la izquierda.

Gracias al teorema anterior, de ahora en adelante sélo consideraremos a la
modificacién de X que es continua por la derecha y con limite por la izquierda.
En este caso la desigualdad de la proposicion 2.2 se extiende a

(b— a)E[D(X,R", [a,8])] < fEEE[(Xt - b,

ya que podemos considerar a I como Q4 y dado que este es un subconjunto
denso de Ry se puede intercambiar a Q; por Ry en la desigualdad. Ahora
veamos un par de resultados de convergencia.

Teorema 2.3. Sea (X;);>0 una submartingala tal que

sup E[X;'] < oo.
>0

Entonces Xy — X casi sequramente, cuando t se va a infinito y X integrable.
Demostracion. Dado que |X;| = 2X," — X;, entonces es claro que
E[|X|] = 2E[X;] - E[X,] < 2E[X;] — E[X0],

esto implica que sup;sq E[|X;[] < co. Por lo tanto para toda a < b

E[D(X,R¥,[a,b])] < sup E[(X; — b)"]

(b—a) >0

(bia) (|b| +§ggE[XtH> < cc.

Entonces deducimos que D(X,R* | [a,b]) < co casi seguramente.
Entonces el conjunto

A= U {weQ: D(X(w),R",[a,b] = o0},
a,beQ

tiene probabilidad cero. De ahi resulta que
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P <h’tm inf Xy < limsup Xt> =0

t—o0

ya que de lo contrario existirian dos ntimeros racionales a y b tales que el con-
junto

{w €eQ: h'tmiant(w) <a<b< h'msupXt(w)} ,

t—o0

tendria probabilidad positiva y por ende el conjunto A tambien. Por lo tanto
X; — X cuando t — oo.
Por otro lado, por el Lema de Fatou se tiene que

E[|Xol] < h’tmianEHXtH < 00,
—00
esto prueba que X, es integrable. O

Teorema 2.4. Sea (Xi)i>0 una martingala, entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes,

i) Ellim;_o, X, existe en L*(P).
ii) Existe una variable aleatoria Xoo en LY(P), tal que Xy = E[X | F].
iti) La familia (X;)i>0 es uniformemente integrable.
Si estas condiciones se satisfacen entonces X oo = lim, oo X3 casi sequramente.
Demostracion. Primero demostraremos que (i4) implica (iii). Es claro que

sup B[ X,/] < B[ Xaol] < 00
>0
Luego, si A = {|X:| > ¢} entonces

/|Xt|dIP’:/ |E[Xoo|ft]|d]P’§/E[|Xoo||.7-'t]dIP’:/ | X oo | dP.
A A A A

Por otro lado, gracias a la desigualdad de Chebyshev, tenemos que

1 E[lX
plA] < fmpx < B Lo 6 o
C C

Ahora veamos que (i4¢) implica a (7). Si (4i7) se satisface entonces se tiene que
sup;so E[|X¢|]] < oo y por lo tanto la condicién del teorema anterior también,
entonces X, converge a X, casi seguramente. Como (X¢)1>0 también es unifor-
memente integrable, por el teorema A.1, X; converge en L!(P), lo cual prueba

(4).
Por dltimo, si (i) se cumple entonces de la igualdad
Xi = E[X¢4n|F) paratoda t>0 y h >0,

resulta que X; = E[X | F], para toda t > 0.
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2.3. Teorema de paro opcional de Doob.

Concluimos el capitulo con el teorema de paro opcional. Este resultado es
de gran importancia como veremos mas adelante. Pero antes enunciaremos una
versién més débil de dicho resultado, cuya prueba se puede encontrar en [2].

Teorema 2.5. (Teorema de Paro Opcional, caso discreto). Sea { X, }nen una
sucesion de martingalas y T un tiempo de paro.
Si P[T < oo] =1 y E[sup,, | X1an|] < 00, entonces

E[Xr] = E[X].
Ahora si, probemos el resultado que da nombre a esta seccién.

Teorema 2.6. (Teorema de Paro Opcional de Doob). Sean 7 y 0 dos tiempos
de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o0 de tal manera que 6 < T casi sequ-
ramente. Si (X¢)i>0 es una martingala continua por la derecha que satisface las
condiciones (1), (i4) o (iii) del teorema anterior entonces

i) X; y Xo son integrables.

i1) Se cumple que
Xo = E[X;|Fy] = E[X 0| Fo].

En particular E[X;] = E[X().

Demostracion. Como consecuencia del teorema de paro en el caso discreto te-
nemos que

Xy = IE[XT|‘7:9] = E[Xool}—b]’ (2'2)

para todo tiempo de paro # < 7, donde 6 y 7 toman a lo més valores numerables.
Definamos dos sucesiones de tiempos de paro discretos (6,)nen ¥ (7n)nen tal
que decrecen a @ y T respectivamente.

Sea A € Fy C Fy,, entonces

/ Xp, dP = / X, dP (2.3)
A A
para n > 1.

Gracias a la continuidad por la derecha del proceso se tiene que lim,, o, Xo, =
Xo vy lim,, o0 X, = X, casi seguramente. Debido a la igualdad (2.2) tenemos
que las familias (X9, Jnen ¥ (X+, Jnen son uniformemente integrables y por con-

siguiente los limites lfm,, .., Xy, = Xp y lim,, o X,, = X, existen en L!(P).
Entonces al pasar al limite en la igualdad (2.3) obtenemos que

/ngIP’:/XTd]P’.
A A

Esto ultimo prueba el teorema. O
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2.3.1. Algunas consecuencias del teorema de paro opcio-
nal de Doob para el movimiento Browniano.

Veamos un par de proposiciones relacionadas con el teorema de paro opcional,
pero antes definamos los siguientes tiempos de paro con respecto a la filtracion
natural del movimiento Browniano.

T, = {nf{t >0: B, = a}, T, =mf{t >0:|B| = a};

gracias a la continuidad de las trayectorias estos tiempos también se pueden
definir de la siguiente manera

T, =inf{t >0: B, > a}, T, = mf{t >0:|B;| > a}.

Estos tiempos son finitos, esto como consecuencia de la recurrencia del movi-
miento Browniano.

Proposicién 2.3. Las transformadas de Laplace de las leyes de T, y T, estdn
dadas por

E [exp (—AT,)] = exp (—a\/ﬁ) , E {exp (—/\Ta)} = (cosh (—a@))il .

Demostracion. Para s > 0, M} = exp (th — 32t/2) es una martingala, como
vimos al inicio del capitulo. En consecuencia, My, es una martingala acota-
da por e*®. Una martingala acotada es uniformemente integrable, de ahi que,
podemos aplicar el teorema de paro opcional y obtener

E[M;] =E[M;] =1,

de esto se sigue que E [exp (—%Ta” = e~ %%, el primer resultado se obtiene al
tomar \ = s?/2.

Para probar el segundo resultado el razonamiento es el mismo, se usa la
martingala N = (MtS + Mt—S)/Q = cosh (th) exp (f§t>, asi como N:ATG
estd acotada por cosh(sa). O

Aqui otra aplicacion en la cual denotamos a la ley de x + B por P,, de igual
forma denotaremos a la integral con respecto a ella por E,.

Proposicién 2.4. Para a < x < b, tenemos

IP$[TG<TZ,]:2:2, P, [T, < T,] =

r—a

b—a’

Demostracion.  Como el movimiento Browniano es recurrente se tiene
P, [Ta < Tb] + P, [Tb < Ta] =1.
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Por otro lado, tenemos que B, A7, es una martingala acotada por lo cual
podemos aplicar el teorema de paro opcional para obtener

Es [Br,az,] = Eo[Bo] = =.
Como consecuencia podemos observar
aPy [T, < T + 0P, [T, < T,] =z,

yvaque By, =ay By, =b. Con estas dos observaciones obtuvimos un sistema
lineal el cual al resolver nos arroja el resultado deseado. O

Ejercicio 2.2. Sean ¢y d dos numeros estrictamente positivos, B un movi-
miento Browniano estandar y T'=T, AT_,.

i) Probar que, para todo s € R,

senh(sd)

E [exp (=(s%/2)T) Lir=r,)] = senh (s(c + )

ii) Probar que, para todo s € R,

ofon (7)) - ST

82
2

Demostracion. i) Sea M] = exp (s (Bt — (c—d)) —

es martingala. Ahora sea

t), es claro que M}

t) |
N{\r. también es martingala y estd acotada por senh (s (%d)) Por el
teorema de paro opcional tenemos que

Nf = % = senh (s (B; — (¢ — d))) exp <_

I

E[N31(r—r,)| = E[N§] = senh(sd).

Como
2
E[N;1ir=1,)] =E [Senh(s(c +d)) exp (—2T> l(T_TC)}
2
= senh(s(c+ d))E {exp (—2T> l(T_TC)} .
Entonces )
s senh(sd)
E =T ) 1= =—
[e"p < 2 > (T—T”] senh(s(c + d))
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ii) Se prueba de manera andloga usando la martingala
s (c—d) 52
M} = exp (s (Bt 5 2t .

Ejercicio 2.3.

i) Haciendo uso de la notacién de la proposicién 2.3, si B es un movimiento

Browniano estdandar probar que T, es integrable y calcular E[Ta]. Esto
tiltimo haciendo uso de la martingala (B — ¢,t > 0).

i) Haciendo uso de la notacién de la proposicién 2.4, probar que

E,[To AT = (z — a)(b— ).

Demostracion. i) Consideremos a la martingala M; = B? — t entonces la
martingala M, . estd acotada y por lo tanto es uniformemente integrable.
Por el teorema de paro opcional tenemos que

E[My, ] = E[M,] =0,

por otro lado observamos que

E[My,] =E[B} —T.] = a® ~E[T]
Se concluye que }
E[T,] = d®
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Capitulo 3

La integral estocastica.

En este capitulo construiremos la integral estocastica con respecto al movi-
miento Browniano y estudiaremos algunas de sus propiedades méas importantes.
En particular veremos la célebre férmula de It6. También se mencionard la
extension de dicha integral estocastica con respecto a las martingalas locales
continuas y algunas de las propiedades de ella. Terminaremos el capitulo con
la demostracién de las desigualdades de Burckholder-Davis-Gundy que seran de
gran utilidad en el préximo capitulo.

3.1. La integral estocastica con respecto al mo-
vimiento Browniano.

En esta seccién se construira la integral estocéstica para procesos previsibles
con respecto al movimiento Browniano. Esto se realizara en tres pasos. Primero
lo haremos para procesos previsibles basicos, después lo haremos para procesos
previsibles simples y finalmente para procesos previsibles.

3.1.1. Procesos previsibles basicos.

En esta parte definiremos a los procesos previsibles basicos y después a la
integral estocdstica de estos con respecto al movimiento Browniano. Ademads
probaremos algunas propiedades de dicha integral.

A lo largo de este trabajo seguiremos considerando a B como un movimiento
Browniano adaptado a la filtracién (F;)>o.

Definicién 3.1. Decimos que H(s,w) es un proceso previsible bésico si
H(S7 (U) = 1(a,b] (S)C(w)
donde C € F,.
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Sea Il el espacio de todos los procesos previsibles bésicos. Si H = 1(4,,C
entonces definimos a la integral estocédstica de H con respecto a B como

/Hsst —0(B, - B.).

Notemos que estamos integrando sobre [0, c0). Establecido esto ahora vamos a
definir la integral sobre [0, ¢] de la siguiente manera:

t
(H - B); :/ H.dB; = /H51[07t](s)dB5.
0

Antes de pasar a la primera proposicién definamos a las martingalas loca-
les. Para ello primero definamos lo siguiente: si T' es una variable aleatoria no
negativa y X; es cualquier proceso estocastico entonces

xT _ | Xrae en {T >0},
t 0 en {T =0}

El proceso (X[',t > 0) es conocido como el proceso parado.

Definicién 3.2. M; es una martingala local continua con respecto a (Fi)i>o0
si existe una sucesién de tiempos de paro, (71},), creciente y no acotada tal que
MtT" es una martingala con respecto a (Fyar, )e>o0- Si (T),) cumple estas condi-
ciones, decimos que (T},) reduce a la martingala M;.

Es claro que toda martingala es martingala local.
Definamos otro concepto que serd parte fundamental de nuestro estudio.

Definicién 3.3. Si (M, ¢t > 0) es una martingala local continua diremos que
((M)¢,t > 0) es el tinico proceso creciente tal que M7? — (M); es martingala local
continua. El proceso ((M);,t > 0) es conocido como la variacién cuadrética de
M.

Ahora probemos que (H - B) es martingala y una propiedad sobre su variacién
cuadrética.

Proposicion 3.1. Sean H, K € Il acotados, entonces:
1. (H - B); es una martingala continua.
2. (H+K)-B),=(H-B);+ (K - B).
3. (H-B), = [/ H%ds.

Demostracion. La prueba de estos incisos requiere de varios casos de los cuales
sélo daremos la prueba para los mas interesantes.
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1. Observemos que

0 0<t<a,
(HB)t: C(Bt—Ba) agtﬁb,
C(By — Ba) b<t.

De esto podemos concluir que (H - B); es continuo con esperanza finita y
que (H - B); € Fi.

Si s < a < t, tenemos que F; C F,, entonces
E[C(B¢ — B,)|Fs] = CE[B; — B,] = 0.
Si s € (a,b) tenemos que C € F, C F; y por ende

E[C(B; — B,)|Fs] = E[C(B;— B,)|F,] + E[C(Bs — B,)|F]
= CE[(B; - B;)] +C(Bs — B,) = C(Bs — By)

s
/ H.dB;.
0

Si s > b entonces Fp, C Fs y de ahi que

E[C(By — Ba)|Fs] = — By)

C(B,
/ " H.dB..
0

Por lo tanto (H - B); es martingala.

2. Antes de probar lo deseado primero veremos quesia < c < by H = Cl(,
es un proceso previsible basico entonces

/Hst = /Hl(a,c]st—s—/Hl(c’b]st.
Observemos por un lado que
/HdBS = C(By — B,).
Por el otro vemos
/Hl(a’c]st + / H1.ydBs = C(B.—B,)+C(By— B.) = C(By — B,).

Lo que se acaba de probar es que la integral con respecto al movimiento
Browniano sobre un intervalo es igual a la suma de las integrales sobre dos
intervalos que son particién del primero. Este resultado se puede extender
a una particion de tamano n mediante induccién.

Ahora probemos la linealidad para la cual bastara probar la propiedad de
la suma, ya que es claro que las constantes salen de la integral. Para esto
ultimo consideraremos unicamente el caso mas interesante.
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Supongamos que a < ¢ < b < dy sean H, K € Il tales que
H = Cl(a,b] Yy K= D]-(c,d]-

Dado que C,D € F. entonces C + D € F.. Ademds por lo probado
anteriormente

t t t
/ (HS +K5)dBS = / (HS —l—KS)l(a’C]dBS-i-/ (HS +KS)1(C7b]dBS
0 0 0

t
+ / (Hs—FKs)l(b,d]dBS.
0

De ahi se sigue que

0 0<t<a,

t C(By — B, a<t<ec,

/ (Hs + K;)dBs = C(B; — B «) + D(B; — Be) c<t<b,

0 C(By - ) D(B;—B.) b<t<d,
C(By — (Bd — By) d<t.

/HdB+/KdB

. Sabemos que para a <t <b
(fra)

= (C(B - B.)),

(H - B)

Por un lado B es martingala y por ende martingala local. Ademas vimos
que (B} — t);>0 es martingala, por lo tanto de la definicién 3.3 tenemos
que (B); =t por la unicidad. Como M; = C(B; — B,) es martingala, si
nosotros probamos que M; = M? — C?(t — a) es martingala, nuevamente
de la definicién 3.3 tendremos que (M); = C%(t — a). En efecto probemos
que M/ = M? — C?(t — a) es martingala. Sea a < s < t

E[M{|F,] = E[C*(B;— B.)*|Fs] — C*(t—a)
CPE[(Bf — t)|F] — C*2B.E[By|F,] + C*(B: + a)
= C*B, — B,)* - C*(s—a).

Esto prueba que
t
(M), = C2(t — a) = / H2ds,

de donde se sigue el resultado.
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3.1.2. Procesos previsibles simples.

Diremos que H(s,w) es un proceso previsible simple si se puede escribir como
la suma finita de procesos previsibles bésicos. Al conjunto de todos los procesos
previsibles simples lo denotaremos por IIy. Si H € II; entonces H se puede

escribir como
m

H(S’w> = Z 1(ti—17ti](s)ci(w)
i=1
donde tp < t1 <...<tp y C; € F;,_,. Hemos de observar que dicha represen-
tacion no es Unica, ya que se pueden dividir los intervalos en uno o mas pedazos.
En este caso, gracias a la afirmacién 2 de la proposicion 3.1, se tiene que

/Hsst = ch(th - Bti—l)'
i=1

Por lo anteriormente mencionado la representacion de la integral anterior
tampoco es unica. Es facil probar que el lado derecho de la igualdad anterior no
depende de la representacion que se elija de H.

Los siguientes tres resultados son extensiones de la proposicién 3.1 al conjunto
I1;.

Teorema 3.1. Sean H, K € II; entonces
((H-I—K)'B)t =(H B),+ (K- B),.

Demostracion. Esto es una consecuencia directa del enunciado 2 de la proposi-
ci6én 3.1. Aparte es facil ver que (H + K) € I1;. O

Teorema 3.2. Si H € II; es acotado, entonces (H - B); es una martingala
continua.

Demostracion. Esto se sigue de la proposicién 3.1 parte 1, esta afirma que cada
uno de los sumandos de (H - B) es una martingala continua. Como la suma finita
de martingalas continuas es una martingala continua entonces (H - B) también

lo es. O]
Teorema 3.3. Si H € 1I; entonces
t
(H - B), :/ H?ds.
0

Demostracion. Basta mostrarlo para H = C1(, + D1 con C € F, y D €
Fu, luego el resultado se extiende por induccién. Supongamos que a < b <t < ¢
y observemos que

t t
/ H2%ds = / (Clgp + Dl(b,c])2d3
0 0

t
/U (C*1(qp) + D1 q)ds

= C%*0b—a)+ D*(t—0).
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Verifiquemos que M; definido por

M; = (/Ot HsdBS>2 — (C*(b—a) + D*(t - b)),

es martingala para probar que ([ HSdBS>t = C?(b—a)+ D?*(t—b). Supongamos
a <b<s<t<c, entonces

E[M,|F;] = E[(C(By— B,)+ D(B; — By))’|Fs] — C2(b— a) — D(t — b)
= C*((By — Ba)? = (b—a)) + 2CD(By — Bo)E[B; — By|Fy]
+ D’E[(B; — By)® — (t = b)| 7]

Haciendo un reacomodo y usando las propiedades de esperanza condicional y
martingalas se obtiene que

E[M,|F.] = (C(By — Ba) + D(Bs — By))* — (C*(b— a) — D*(s — b)).

Definicién 3.4. Si X y Y son martingalas continuas, vamos a definir
1
(X,Y) = 1(<X FY) — (X = Y)).

Veamos una propiedad relacionada con este tltimo concepto.

Proposicién 3.2. Si H y H' pertenecen a I1; entonces
t
(H-B,H - B); :/ H H!lds.
0

Demostracion. Como consecuencia de los teoremas 3.1 y 3.3, y la definicién
anterior tenemos que

(H-B,H'-B), = —(((H+H')-B),—((H—-H')-B),)

< / (0, H)ds - / - H;Fds)

¢
= / HH!ds.
0

g I N

3.1.3. Procesos previsibles.

En esta seccién extenderemos la integral estocdstica para los procesos previsi-
bles.
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Definicién 3.5. Sea II' la o-dlgebra de todos los subconjuntos de [0,00) x Q2
generada por los procesos adaptados que son continuos por la izquierda. Un
procesos H es predecible si H(s,w) € IT'.

Definamos a II(B), como el conjunto de todos los procesos previsibles H,

tales que
1
3
| H| 2 = (IE [/ HfdsD < oo.

Probemos que | - [|% es una norma para Ils.
Proposicién 3.3. ||H||z2 es una norma en Iy (B).
Demostracion. Sea H, K € Ily y notemos que

i) Es claro que |[H||z2 = 0 si y solo si H2 = 0, esto a su vez pasa si y solo
H, =0 c.s. (clases de equivalencia).

ii) ||H||z2 > 0, gracias a la monotonfa de la integral y a que H2 > 0.

iii) Si o € R entonces
laH g2 = ||| H| 2,

esto se debe a la definicién de || H|| z2.

iv) ||H + K||z2 < ||H||z2 + ||H||z2 como consecuencia del teorema de Fubini
y de la desigualdad de Minkowsky.

O

Sea M? el conjunto de todas las martingalas, M, que estdn adaptadas a la
filtracién {F;,t > 0} y tales que

2

M|z = <supIE[Mﬂ> < 00.
>0

El siguiente enunciado es conocido como la propiedad de isometria y es im-
portante para la siguiente extensién de la integral.
Proposicion 3.4. Si H € 11} es acotado entonces

IH - Bllz = [[H] >

Demostracion. Por el teorema 3.3 tenemos que

t
E U Hfds] =supE U Hfds]
t 0

= sgp]E[(H~B)§} =||H - BJj3.

1 H |22
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El siguiente lema nos servird para poder extender nuestra integral en II3(B).

Lema 3.1. Sea H € II5(B) entonces existe una sucesion H™ € II; acotada tal
que
|H™ — H||z2 — 0.

Demostracion. Es facil ver que si H € II; es acotado, entonces H € II5(B). Sea
H; el conjunto de los procesos previsibles que se anulan en (¢,00) y que cumple
la conclusién del teorema.

Claramente si r < s <ty A € F, entonces G = 1, 414 € H;.

Por otra parte, supongamos que 0 < G™ € ‘H; y que G | G con G acotada. El
teorema de convergencia dominada implica que

I6 -Gz, = [ (. - axyas| —o.

cuando n — oco. Esto implica que dada € > 0 podemos escoger una n tal que
G — G”H%Z <€

Dado que G™ € H; se puede encontrar una sucesiéon de procesos acotados
H™" ¢ II; tales que ||[H™™ — G"||z, — 0, cuando m — oo. En consecuen-
cia podemos escoger una m tal que

|H™™ — G"||z, <e.

Aplicando la desigualdad del tridngulo obtenemos que ||[H™™ — G|z, < 2€ y
como la e es arbitraria entonces G € H;. Por el lema de clases mondtonas
funcional tenemos que H; contiene a todos los procesos previsibles y acotados
que se anulan en (¢,00). Ahora si K € Ily(B) definimos K" = K1 x<, 10,4,
entonces por el teorema de convergencia dominada tenemos que

HKn 7K||»C2 — 0,

cuando n — oo. Dado que K™ es acotada y se anula en (t,00) se puede encon-
trar H'™ = H™™ € II; acotada que converge a K™. Aplicando nuevamente la
desigualdad del tridngulo obtenemos que K es un limite de H'™. O

Teorema 3.4. M? es completo.

Demostracion. Sea M € M?. Como sup,~,E[M?] < oo entonces (M;)i>0 es
unifomemente integrable. Como consecuencia del teorema 2.4, M, converge casi
seguramente y en £2 a un limite M, con E[M2] = sup, E[M}] y ademds
M; = E[My|Ft]. Sea Foo = 0(Fe,t > 0). Dado que My, = lim M, € F, la
observacién anterior muestra que M — My, es un mapeo uno a uno de M2 a
L%(Fs). Porotrolado, si Y € £L2(F,), entonces Y; = E[Y|F;] es una martingala
tal que Y; — Y cuando t — oo. Por la desigualdad de Jensen tenemos que

E[y?] = E[E[Y|A)?] <E[E[Y?|7]] =E[Y?],

por ende Y; € M2. De esto junto con la observacién anterior podemos concluir
que M — M, es una isometria de M? a L2(F,,) y esto prueba el teorema.
O
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Para definir (H - B), con H € Iy(B), utilizaremos que M? es completo.
Observemos lo siguiente. Sea H" € II; acotado tal que |H™ — Hl[;z — 0.
Dado que ||H" — H™||z2 — 0 cuando m,n — oo, (H™ - B), por la isometria,
es una sucesién de Cauchy en M? y por el teorema 3.4 converge en dicho espacio.
Por lo anterior definimos la integral estocastica para H € II3(B) de la siguiente
manera.

(H-B)= lim (H"-B).
n——aeo
Es facil ver que dicho limite es independiente de las sucesiones de aproximacion
elegidas. Esto se comprueba verificando que el limite para dichas sucesiones es
tnico.
Veamos un par de teoremas relativos a esta nueva extensién de la integral
estudiada.

Teorema 3.5. Si H € Ily(B) entonces (H - B) € M? y tiene trayectorias
continuas.

Demostracion. H - B € M? por definicién. Si H® € II; es acotado y tal que
|H™ — H||z2 — 0, entonces el teorema 3.2 implica que (H™ - B); es continuo.
Sea € > 0 dado que |[(H" - B) — (H - B)H2 — 0, si aplicamos Chebyshev y la
desigualdad maximal para £2 obtenemos que

IN

P |sup |(H" - B); — (H - B)| > e} 2K [Slip \(H" - B), — (H - B)|?

IN

e ?-4)|(H"-B) — (H - B), — 0.

Como esto ocurre para cualquier € > 0 diremos que (H" - B); converge unifor-
memente en probabilidad a (H - B);. Al aplicar esto a una subsucesién tenemos
que
sup |(H" - B); — (H - B)| — 0 c.s.
t

De ahi se sigue que t — (H - B); es continua. O

Teorema 3.6. Sean H,K € II2(B) entonces H+ K € II3(B) y
(H+K)-B)y=(H-B)+ (K- B):.

Demostracion. Por la desigualdad del tridngulo para ||| c2 tenemos que H+K €

IIy(B).

Sean H™, K™ € II;, acotados y tales que ||[H" — Hl|zz = 0y ||[K" — K||z2 — 0

cuando n — 0o, entonces nuevamente por la desigualdad del tridangulo tenemos
que H(H” + K™ — (H + K)H[:2 — 0. El teorema 3.1 implica que

((H"+K")-B),=(H"-B); + (K" - B)s.

Si n — oo y consideramos el hecho de que (G™ - B); — (G - B);, cuando G =
H,K,H + K, obtenemos el resultado. O
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Para finalizar esta seccién extenderemos la propiedad de isometria a los pro-
cesos previsibles.

Proposicién 3.5. Sea H € II5(B) entonces |H - Bll2 = || H||z2-

Demostracion. Sea (H™) una sucesién tal que H™ € II; es acotado para toda n
y cumple que ||[H" — H||z2 — 0. De ahi que ||(H™-B) — (H - B)H2 — 0. Ademis
por la proposicién 3.4 tenemos que

HH"HE? = ||Hn : B||2, para toda n.

Si tomamos el limite en ambos lados de la igualdad se obtiene el resultado
deseado
| Hllz2 = [[H - Bll2.

O

3.2. La integral estocastica con respecto a mar-
tingalas locales.

En esta seccién veremos algunos resultados importantes de la integral es-
tocdstica con respecto a martingalas locales. Solamente enunciaremos las pro-
piedades de esta integral, las cuales son extensiones de las propiedades de la
integral estocdstica con respecto al movimiento Browniano. Las pruebas de es-
tos resultados se pueden encontrar en [1].

Sea M una martingala local continua. Primero definamos a II3(M) como el
conjunto de todos los procesos previsibles, H tales que

| H |2 ary = (E [ / H§d<M>s]>1/2 < o0,

Definamos para una martingala local continua, M, el conjunto
t
I3(M) = {H : / H2d(M), < 00 cs., paratoda > 0},
0
donde H es un proceso previsible.

Ahora revisemos un resultado que nos serd tutil.

Proposicion 3.6. Si M es una martingala local continua, T un tiempo de paro
y H € TI3(M) entonces

H' M=H-M)T=H -M" =H" - M”.

El siguiente teorema serd 1til en la construccién de la integral estocéstica en
I3 (M).

Teorema 3.7. Supongamos que M es una martingala continua y acotada,
H,K €elo(M) y Hs = K, para s <T, donde T es un tiempo de paro, entonces
(H-M);=(K-M)s para s <T.
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Este resultado se puede extender a la siguiente propiedad.

Sean M una martingala continua y acotada, H, K € IIo(M) y Hs = K, para
S <s<T,donde Sy T son tiempos de paro, entonces (H - M)s — (H - M)g =
(K - M), — (K - M)s.

Para extender la integral a II3(M) consideremos a la sucesién de tiempos de
paro S,, tal que para toda n

t
Sn<Tn—1’nf{t:|Mt>n 0 /H§d<M>S>n}
0

y ademds S,, T oo. Sea H = Hl(4<g, ), observemos que si m < n, el teorema
3.7 implica que (H™ - M), = (H™ - M); para t < S,,. Esto nos lleva a definir
a(H-M), = (H" M), parat < S,. Para completar la definicién sélo basta
probar que (H - M); es independiente de la sucesién de tiempos de paro que se
elija. Esto ultimo es una consecuencia de la proposicién 3.6 y del teorema 3.7.

Ahora enunciaremos tres propiedades bésicas que cumple la integral estocdsti-
ca en I3(M).

Teorema 3.8. Si M es una martingala local continua y H € II5(M), entonces
(H - M) es una martingala local continua.

Teorema 3.9. Sean M y N martingalas locales continuas. Si H, K € IIg(M)
entonces H + K € II3(M) y

(H+K)-M),=(H M)+ (K -M),.
Si H € TI3(M) N1I5(N) entonces H € lI5(M + N) y
(H-(M+N)), = (H-M);+(H-N),.

Proposicion 3.7. Sean M una martingala continua, T un tiempo de paro y

r > 0 entonces
T T
</ th> :/ (M)
T T

<1(7‘7T] M> =1¢m- (M).

Teorema 3.10. Sean M y N martingalas locales continuas, H € TI3(M) y
K € TI3(N) entonces

es decir,

t
<H.M,K-N>t:/ H K d(M,N),.
0

Una generalizacién del teorema anterior para la suma de integrales estocasticas
es la siguiente. Sean

M=Y" H M y N=Y1 K Ni
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donde M?* y N son martingalas locales continuas donde 1 <: <my1<j<n.
Si ademds H® € TI3(M?) y K7 € TI3(N7) para 1 <i <m y 1 < j < n, entonces

t
<M1N>t:Z/ H;Kgd<Ml7NJ>S
ij V0

También podemos extender la propiedad de isometria para martingalas locales
continuas.

Proposicién 3.8. Si M es una martingala local continua y H € Ty(M) en-
tonces H-M € M? y ||H - M||z = ||H|| z2(ar) -

Definamos a A, = {0 = t§ < ] < --- < {f = t}, como una sucesién
de particiones de [0,¢] tales que |A,| = sup; [t — t? ;| — 0, esta notacién se
mantendra en el resto del capitulo.

El siguiente lema serd necesario para probar la férmula de It6.

Lema 3.2. Sea M; una martingala local continua con (M) < R para toda t.
Si H™ es una sucesion de procesos previsibles tales que |H™| < R para toda s,w

y sup, |[H® — Hs| — 0 en probabilidad entonces (H™ - M) — (H - M) en M?.

Del lema anterior se sigue que si M es una martingala local continuay t — H,
es un mapeo continuo, entonces cuando n — 0

n—1 t
Z Hpn {M(t},) — M(t})} — / H,dM, en probabilidad.
i=0 0

3.3. La formula de It6.

En esta seccién expondremos la férmula de It6, antes probaremos un lema ne-
cesario.

Lema 3.3. Si (u,) es una sucesion de medidas finitas en [0,t] que convergen
débilmente a loo, una medida finita. Ademds si g, es una sucesion de funciones
acotadas, |gn| < R, tales que si s, — s tenemos que gn(sn) — g(s) para s, €
[0,t], entonces cuando n — oo

/ Gndpin = / gdpioo.

Demostracion. Sea pl, (A) = pn(A)/un([0,t]). ), es una medida de probabili-
dad para toda n, ya que p,([0,¢]) es finita. Una construccién estdndar (ver el
teorema de representacién de Skorokhod, capitulo 2 de [7]), muestra que existe
una sucesién de variables aleatorias X,, con distribucién p, tal que X,, — Xoo
c.s. cuando n — oo. La convergencia de g, a g implica que ¢,(X,) — 9(X),
por ende el resultado se sigue del teorema de convergencia dominada. O
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Ahora consideremos a A = {0 =ty < t; < {2 < ...}, una particién de [0, 00),
tal que lim, t, = oo, y sea k(t) = sup{k : tx < t} el indice del dltimo punto
antes del tiempo t.

Definimos a

k(t)

QtA(M) = Z(Mtlc - Mtk—1)2 + (Mt - Mtk(r,))Qv

k=1

y ahora mencionaremos algunas propiedades de QtA(M ). Nuevamente, las prue-
bas de dichas propiedades se pueden ver en [1].

Lema 3.4. Si M, es una martingala acotada y continua entonces M — Q2 (M)
es una martingala.

Lema 3.5. Sea M; una martingala acotada y continua. Sea v > 0 fijo y sea
A, ={0=1tf <t} <--- <t} =1} una sucesion de particiones de [0,7] tales
que |A,| — 0. Entonces Q2" (M) converge a un limite en Lo.

Teorema 3.11. Sea M; una martingala local continua. Para toda t y para
toda sucesion de particiones A, de [0,t] tal que |A,| — 0 tenemos que

Sli}? ‘Qf"(M) — <M>s‘ — 0, en probabilidad.

A continuacién probaremos la célebre férmula de It6.

Teorema 3.12. Supongamos que M es una martingala local continua y f una
funcion de clase C?. Entonces, para toda t > 0 tenemos que

J(M;) — f(Mo) /f $)dM, + = /f” M,)s. c.s.

Demostracion. Para probar el resultado vamos a usar el método de localizacién,
el cual consiste en suponer que todo esta acotado y luego se extiende a dicha
cota hasta infinito. Sea Tp = inf{t : |[My| > R o (M) > R}. Sabemos que
para cualquier a y b, existe una c(a, b) tal que a < ¢(a,b) < b y ademds

f) = fla) = (b—a)f'(a) + %(b —a)*f"(c(a,b)). (3.1)

Sea t > 0, consideremos a A, = {0 = tj <t} < --- <1} = t}, como una
sucesién de particiones de [0, ¢] tales que |A,,| — 0. Por (3.1) tenemos que

n—1
FMy) = f(Mo) = f(Myn ) = f(Myr)
=0
n—1
Z Mt" Mtlﬂ“ - Mt" Zgl Mt" - Mt?)za (3.17)
1=0
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donde gj'(w) = f"(c(Myr, Myy, ). Lo que nos interesa probar es lo siguiente,

n—1

t
S (M) M, = M) — [ L), (52)
i=0 0
y
*Zgz My, = Mg — 5 [ rranyaon., (3.3)

ambas convergencias en probabilidad, cuando n tiende a infinito. Observemos
que (3.2) se sigue del lema 3.2.
Para probar (3.3) definamos a G? = gl(w) = f”(c(Mt;L,Mthl)) cuando
€ (tp,t3 ], G% = f"(M,) para s > t y sea

A? = Z (Mti+1 - Mti)Q
titip1<s
tal que

t
Z g (@) (Myp, | — Myn)? = / GrdA™.
0

Esto ultimo se reduce a mostrar al siguiente limite,

[ eraar— [ ronjaon). (3.4)

Para ello observemos que la continuidad uniforme de f” implica que cuando
n — oo tenemos que GY — f"”(Msp:) uniformemente en s. Ademds por el
teorema 3.11 deducimos que A? converge en probabilidad a (M)s. Ahora to-
mando subsucesiones podemos suponer que con probabilidad 1, A7, converge
debilmente a (M)sa¢. En otras palabras, si fijamos w y vemos a s — A" y a
s — (M) como funciones de distribucién, entonces las medidas asociadas con-
vergen débilmente. Una vez realizado esto podemos fijar a w y del lema 3.3
podemos deducir el limite en (3.4). Esto completa la prueba de (3.3).
De (3.3), (3.2) ¥ (3.1), se puede deducir que para cada t,

F(ML) — F(Mo) / F(M)dM, + & / PO, cs.

Dado que ambos lados de esta igualdad son funciones continuas de ¢, se concluye
que dicha igualdad se cumple para toda t > 0 c.s. O

Observemos que esta férmula aplicada al movimiento Browniano serd de la forma,

f(B, /f dB+/f”
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En la siguiente seccién utilizaremos la féormula de Ito para f con valores en
C. Dicha extension es trivial y estd dada por
t t
fo0) - f0d) = [ wangar, +i [ e)ona,
0 0

1/t 1/t
+ 7/ u”(MS)d(MS>S+z#/ W (M)d(M.).,
2 0 2 0

donde f =wu+ iv.

3.4. El teorema de Lévy.

En esta seccion demostraremos un par de lemas que nos permitirdn obtener
la caracterizacién del movimiento Browniano de Paul Lévy.

Lema 3.6. Sea Z = (Z;,t > 0) un proceso adaptado a (Fi)i>0 y tal que para
toda funcion medible y acotada f, se tiene

E[f(Z — Zs)|Fs) = E[f(Ze—s)]-
Entonces Z; tiene incrementos independientes.

Demostracion. Sean tg < t1 < ... <t, y f; medibles y acotadas con 1 <17 < n.
Si aplicamos la hipétesis condicionando con F;, , obtenemos que

E [H fi(th-, - th‘,—l)
i=1

n—1
= E [H fi(Ze, = Zu, ) - E[fu(Zs, = Zi )| P
=1

n—1
E lH fi(Zti - Zti—l) E[fn(Ztn*tnfl)]'
i=1

Por induccion se tiene que

E|\[]£(2. - 2Z._)| =][E[fi(Zt.—0..)] = [[E[fi(Ze, — Z._)],
i=1 i=1 i=1
lo cual implica lo deseado. [

La siguiente caracterizacién es conocida como el teorema de Lévy.

Lema 3.7. Sea M; una martingala local continua con Mo = 0 y (M) = t,
entonces Myys — My es independiente de F, y tiene una distribucion normal
con media 0 y varianza t, para toda s y t.

Demostracion. Si aplicamos la férmula de 1t6 a M. = M, — M, con respecto
a f(x) = exp(ifz), obtenemos que

t 2t
exp(i0M;) — 1= i@/ exp (10 M, )dM, — %/ exp (10 M) du.
0 0
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Sean F| = Frisy A € Fy = F{. Al primer término de la derecha en la igualdad
anterior le llamaremos V¢, el cual es una martingala local continua con respecto
a F].Sea T, T oo una sucesién de tiempos de paro que reduce a N, sustituyamos
t por t AT, e integremos sobre A. La definicién de esperanza condicional implica
que

E[Nint,|A] = E[E[Niar, | Fo]|A] = E[No|A] = 0,

esto debido a que Ny = 0. Por ende tenemos que

92 tAT),
E [exp (i0M{,1, )|A] —P[A] =0 — ?E [/ exp(i0M;,)du| A
0

Dado que |exp(ifz)| = 1 podemos tomar el limite sobre n y por el teorema de
convergencia dominada tenemos que

E [exp (i60M])|A] — P[4] —%E [ /O t exp(ieM;)du\A]

92 t
2 Jo

(E [exp(i0M)|A]) du,

donde la 1ltima igualdad es consecuencia del teorema de Fubini, ya que la espe-
ranza es finita y los espacios son de medida finita. Sea j(t) = E[exp(i0M;)|A]

entonces

Jj(t) —P[4] = —% ; j(u)du. (3.5)

Como sabemos que |j(s)| < 1, se tiene que |j(t) — j(u)| < [t —ul6?/2 y por lo
tanto j es continua. Se puede mostrar también que j es derivable. Si derivamos
la ecuacién (3.5) obtenemos que

_g2
70 = —-i). (36)

Observemos que j(0) = P[A], esto junto con (3.6) muestran que
j(t) = P[A] exp(~67t/2).

En consecuencia, para toda A € F|

E[exp(i0M})|A] = P[A]exp(—06°t/2)
/exp(—GQt/Q)d]P’.
A

Podemos concluir que
E[exp(i0M])|F)] = exp(—6°t/2). (3.7)
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Si integramos de ambos lados obtenemos que
E[exp(i0M;)] = exp(—6°t/2).

En otras palabras, la funcién caracteristica condicional de M] por F{ es la de
una distribucién normal con media 0 y varianza t.

Para probar la independencia observemos lo siguiente. Sea g € C'* una funcién
con soporte compacto cuya tranformada de fourier estda dada por

p(0) = /exp(i@a:)g(x)dm.

De lo anterior se puede concluir que ¢ es integrable y ademas

g(x) = % /exp(i@x)ga(—@)d@.

Si multiplicamos ambos lados de la ecuacién (3.7) por ¢(—6) e integramos con
respecto a 6 obtenemos que E[g(M)|F{] es constante y entonces

Elg(M})|Fo] = Elg(M)]. (3.8)

Por el lema de clases mondétonas funcional podemos afirmar que lo anterior se
cumple para cualquier funcién g medible y acotada. En particular tomemos a
g = 1. Si integramos (3.8) sobre A € F{ entonces

P[AP[M] € B] = /A E[15(M])| Fa)dP = E[La(M])15(M))] = /A 15(M])dP.

Esto como consecuencia de la definicién de esperanza condicional. De ahi obte-
nemos la independencia deseada. O

Teorema 3.13. (Teorema de Lévy.) Sea M, una martingala local continua con
My =0y (M), =t, entonces My es un movimiento Browniano.

Demostracion. Es consecuencia de los lemas 3.6 y 3.7. O

3.5. El teorema de Dubins-Schwarz.

En esta seccién probaremos el teorema de Dubins- Scharwz, el cual utilizare-
mos en la siguiente seccion para probar las desigualdades de Burkholder-Davis-
Gundy. Primero definiremos un par de conceptos ttiles.

Definicién 3.6. Una martingala continua M est4 acotada en £? si

supE [Mﬂ < 00.
>0
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Por la desigualdad de Doob notamos

E {sup Mf] < 4supE[Mtz] < oo.
>0 t>0

En particular M es uniformemente integrable y M., € £2.

Definiciéon 3.7. Una martingala continua M es cuadrado integrable si para
toda t > 0,
E[M}] < .

Observemos nuevamente que gracias a la desigualdad de Doob

E
s€[0,t]

sup MSZ] < 4E[Mt2} < 0.
Los siguientes dos resultados serdn de gran utilidad para probar el teorema

de Dubins-Schwarz.

Teorema 3.14. Sea M wuna martingala local continua tal que My = 0 c.s.
FEntonces,

i) My = limy_, o, M, existe y es finito c.s. en el evento {{M)o < 00}.

it) Para todat >0, ]E[(M)t} < oo sty solo si M es una martingala cuadrado
integrable. En este caso, M? — (M) es una martingala.

i11) IE[(M)OO} < 0o si y solo si M es una martingala acotada en L?. En este
caso, M? — (M) es una martingala uniformemente integrable.

Demostracion. Primero probemos (iii). Supongamos que M es una martingala
continua y acotada en £2. Sea (Tn)n>1 una sucesién de tiempos de paro crecien-
tes tal que

T =Mf{t>0: (M) =n).

Notemos que N; = Mp,. — (M)as, es una martingala local dominada por
SUpP;>g MP? + n, la cual es integrable. Por lo tanto N es una martingala unifor-
memente integrable. Por el teorema de paro opcional tenemos

E[M? ] =E[(M),,].

Si tomamos el limite cuando n tiende a infinito, observamos por el teorema de
convergencia monotona

E[(M).,] — E[(M)x],
y por el teorema de convergencia dominada
E[M? | — E[MZ].

Se concluye que E[(M)] = E[MZ] < oo, ya que My € L2
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Ahora supondremos que para toda t > 0, E[(M);] < co. Sea (0,,)n>1 una
sucesion de tiempos de paro crecientes tal que

Un:inf{t20:|M\t+<M>t:n}.

Notemos que M2, — (M)ino, es una martingala local acotada, entonces es
una martingala uniformemente integrable. Por lo tanto,

E[M2,,] = E[(M)ins,] SE[(M)] < ox,

y en consecuencia M., es una martingala local acotada, es decir, es una mar-
tingala uniformemente integrable. Gracias a la desigualdad de Doob, tenemos

E sup ]\4‘3/\0n S 4E [MtZ/\Un] S 4E[<M>t] .

s€[0,t]

Por el teorema de convergencia monétona vemos

E <A4E[(M),]. (3.9)

} 2
sup M.,

s€[0,t] n—oo s€[0,t]

sup Mf] = lim E

Ahora si E[(M)s] < oo, de la desigualdad anterior tenemos

E [ sup M7 | <AE[(M)] < oco.

s€[0,t]

Nuevamente por convergencia monotona tenemos

Iim E

t—o0

sup M?| =E [supMsz} <AE[(M)oo] < o0.
s€[0,t] s>0

por lo tanto M es una martingala acotada en £2. Probemos ahora que M?2 —
(M) es una martingala uniformemente integrable. Esto es claro, ya que M?— (M)
es una martingala local dominada por sup,~o M7 + (M), la cual es integrable.

(ii) Supongamos que para toda t > 0, E[(M);] < co. Como consecuencia de
(3.8) tenemos que para toda t > 0

E[M?] <E
s€0,t]

sup M?] <AE[(M)¢] < oo,

de ahi que M es una martingala cuadrado integrable.
Ahora supongamos que M es una martingala cuadrado integrable. Entonces
para toda t > 0
sup (M§)2 = sup M? e L.
5>0 u€[0,t]
Por lo tanto M? es una martingala acotada en £2. Gracias a (iii) tenemos que
E[(M*)s] < 00, recordemos que (M*)o, = (M), entonces E[(M);] < oc.
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Probemos que M? — (M) es una martingala. Para toda t > 0, M es una

martingala acotada en £2. De (iii) tenemos que (Mt)2 — (M?") es una martingala
uniformemente integrable. Por lo tanto, si s <t

E[MF — (M)e|Fo] = B[(M[)* = (M")e|Fs] = (M)* = (M")s = M7 — (M),

S

esto implica que M? — (M) es martingala.
(i) Para probar este inciso primero definamos a los tiempos de paro

Tn:Inf{t20:<M>t2n}7

y notemos que (M™) = (M), < n. Por (iii), M™ es una martingala acotada
en £2, en otras palabras una martingala uniformemente integrable. Esto tiene
como consecuencia que lim; ., M;™ existe y es finito.

Por otro lado, notemos que {(M)s < 00} = Up>1{7 = oo} y que bajo
{Tn = o0}, lims—, oo M; existe c.s. y es finito. Por lo tanto, My, existe c.s. y es
finita en el evento {(M)s, < 0o}. O

Corolario 3.1. Sea M wuna martingala local tal que My = 0 c.s. Entonces
(M) =0 c.s. para toda t > 0 si y solamente si M es indistinguible de 0.

Demostracion. Supongamos que (M), = 0 c.s. para toda t > 0, entonces
(M)s, = 0. Por (iii) del teorema 3. 14, tenemos que M? es una martingala
uniformemente integrable, entonces para ¢ > 0,

E[M?] = 0.

De ahi tenemos que para toda ¢ > 0, M; = 0 c.s. y por la continuidad de las
trayectorias de m concluimos que M es indistinguible de 0. O

Lema 3.8. Sea M una martingala local tal que My = 0 c.s. Entonces c.s. las
aplicaciones t — M; y t — (M); tienen los mismo intervalos de constancia.

Demostracion. Para toda r > 0, sean
T, =inf{t >r: My # M,} y Sy =1nf{t > r: (M), # (M), }.

Para probar este lema basta ver ver que para toda r € Q4, T, = S, c.s. Veamos
primero que 7. < S, c.s. Recordemos que 1, 7,1 - M es una martingala local y
que su variacién caudratica satisface

(L1 M) =1¢.1,) - (M),

esto gracias a la proposicion 3.7.
Observemos que, para toda t > 0

(Lm, - M)t = (11, - M)t — (Lo, - M)t = Mt pnt — Mipnr = 0.

Entonces 1, 7,1 - (M) = 0, es decir, (M)7, = (M),. Esto implica que T;. < S,
C.s.
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Por 1ltimo probemos la otra desigualdad. Para ello consideremos a la mar-
tingala local
Lis,) M= M — M,

y vemos que
(15,1 - M) = 15,1 - (M) = (M) — (M)" = 0.

Esto implica que 1, s,1- M = 0y por ende (M)Sr = (M)". De ahi que S, < T,
C.S.

O

En seguida probaremos el teorema de Dubins-Schwarz.

Teorema 3.15. Sea M una martingala local tal que My =0 c.s. y (M)oo = 00
c.s. Entonces existe un movimiento Browniano B tal que My = By, -
Demostracion. Para toda r > 0 consideremos a 7, = inf{t : (M); > r}. Dado
que (M), = oo c.s., entonces 7,, < oo c¢.s. El mapeo r — 7, es creciente y
cadlag, ya que el proceso (M) es continuo y creciente. Ademds

mpe =lmrg = inf {t: (M) > v}, 7 >0,

Sea B, = M., r > 0. Se puede ver que el proceso B estd adaptado a la filtracién
(gr = fT,r)r>0. Ademéds como la filtracién (F;);>o satisface las condiciones
habituales (reEordemos que para toda sucesién (T3,),>1 de tiempos de paro que
decrecen a T, se tiene que Fr = Ny>1F7,), la filtracién (G,),>¢ también las
satisface.

Verifiquemos ahora que B es un proceso con trayectorias continuas. Por de-
finicién el proceso B tiene trayectorias cadlag. Entonces consideremos a r tal
que B, # B,_, de otra forma M,  # M, pero esto es equivalente a 7,_ < 7,.
Si 7~ < 7, el proceso (M) es constante en el intervalo [7,_, 7] y vale r. Gra-
cias al lema 3.9, M es constante c.s. en el intervalo [r.—, 7], lo que implica
M, = M. . Por ende B tiene trayectorias continuas.

Para concluir la demostracién, veamos que By y Bf —t son (G,.),>o-martingalas
y que My = By, para t > 0. Sean s <ty n > t, entonces

(M™)oo = (M), =n.
Esto implica ]E[(M”)OC] < 00, entonces M™ y (MT")2 — (M™) o son martin-
galas uniformemente integrable. Por lo tanto,
E[B|Gs] = E [M] |F:,] = MI» = M;, = B,,

s

E[B} —t|G,] =B [(M")* — (M™), | Fr] = (MI')* = (M™)., = B — 5.
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Es decir, B es una (G, ),>o-martingala con variacién cuadrética (B); = t. Gracias
al teorema de caracterizacion de Lévy podemos afirmar que B es un movimiento
Browniano.

Por tltimo, probemos que My = By, para t > 0. Si t < 7(5),, entonces
(M) es constante en [t, T(pp),] y por el lema 3.9, M también lo es en [t, 7(pp,], €s
decir,

M, = Mz, = By,

O

Ahora enunciaremos una versién mas general del teorema de Dubins-Schwarz,
esta generalizacién abarca el caso en que (M), < 0o. La demostracién de dicha
generalizacién se puede ver en el capitulo V de [4].

Teorema 3.16. Sea M una martingala local continua que empieza en 0.
Entonces eventualmente sobre un espacio de probabilidad agrandado que verifica
las condiciones habituales, existe un movimiento Browniano B tal que M; =

By, -

3.6. El teorema de Burkholder-Davis-Gundy.

En esta parte demostraremos algunas desigualdades de martingalas locales
que nos serviran en el siguiente capitulo. La ultima desigualdad de esta seccion
es conocida con el teorema de Burkholder-Davis-Gundy.

Sea M; una martingala local continua con My = 0 y sea M} = sup,, | M.
En particular si B es un movimiento Browniano, By = sup,«, |Bs|. N

Lema 3.9. Sea 8>1yd >0 y7 un tiempo de paro. Entonces para cualquier
A>0,

a) P[B; > B\, 7% < 0N < 5253 P (B > Al

b) P[r'/2 > A, Br <A < 5P [rV/2 > )]

Demostracion. Basta probar el resultado de (a) para un tiempo de paro acotado,
T, si no es el caso reeplazamos 7 por 7 An y aplicamos el teorema de convergencia
mondtona. Sean

S = mf{t:|B{tAT) > A},
So = inf{t:|B(tAT) > LA}

Por definicién sabemos que S1 < Sp < 7y ademds si w € {B; > B, TH? < oA}
tenemos que |B(T A S1 A§%A%)| = Xy |B(T A Sa A §2X2)| = BA. De ahi que
|B(T ASa AT) = B(T AST AN > (B —1)A.
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Por lo tanto
P[B: > B\, 7Y% <A <

<

P[|B(T A S2 AG*N?) —
(B=1)"

B(1 A Sy A GNP
2)\2E [(B(T A Sy A G2A2) —

> (8- 1)A]
B(r A Sy A 62/\2))2}

donde la segunda desigualdad es una consecuencia de la desigualdad de Chebys-
hev. Supongamos que R; < Ry son dos tiempos de paro acotados, entonces por
el teorema de paro opcional de Doob

E[B(R1)B(Ry)| = E[B(R1)E[B(R)|Fr,]] =E

Entonces

E [ (B(R2) - B(R.)’|

Por lo tanto,

P[B} > B\, 7Y% < 6]

ININIA

Esto prueba (a).

Para probar (b) definamos ahora

S1
So
T

[B(R1)?] .

E [B(R2)?] — 2E[B(R1)B(R2)] + E [B(R1)?]

= E[B(R:)’] —E[B(R1)*] =E[R: — Ri].
(B—1)"2A2E [ (B(r A Sy AG2N2) = B(r A Sy A 52A2))21{51<oo}]
(B=1)72A2E [((T A S2 A6%A%) — (1 A S1 A G°A?)) 15, <o0}]
(B —1)72A72(6)0)?P[S; < ]
(B —1)"26°P[B: > Al

mf{t: (tAT)V2 >\,
inf{t: (tAT)Y2 > A},
mf{t: |B(t AT)| > dA}.

Siw e {712 > B, B* < 6A\} tenemos que SATAT = X2y Sy ATAT = B2\2.
Entonces So ATAT — S1ATAT =

P[r1/2 > X, BX < 6]

A A

IA A

(82 -1

JAZ. De ahf se sigue

P[(TAS2AT) = (T ASIAT) > (87 — 1A%, ) < o9

(B> =1)TATPE[((TAS2 AT) = (T AS1AT)) 1is, <00
(B> =1)"'A" 21@ [(B(TASoAT)? = B(t AS1AT)?) 1(s,<o0}]
(B> =1)"'AT?E [B(1 A S2 AT)?1(5, <o0}]

(B%—1)" 1>\ 2(00)2P[S; < o9

(62 1) 1 [7_1/2 > /\]
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Lema 3.10. Sean X,Y dos variables aleatorias positivas tales que para toda
6,z >0,
P[X > 22,Y < dz] < 8°P[X > x]. (3.10)

Entonces para toda p > 0 existe K(p) > 0 (constante que solo depende de p),
tal que
E[X*] < K(p)E[Y™"].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que X estd acotada
(sino es el caso, reemplazaremos a la variable aleatoria X por X An que también
verifica (3.9)). Gracias a (3.9) podemos observar

E[X?] = p/ x”fl]P’[X > x]|dx = 2pp/ 2P7IP[X > 2z]dx
0 0
< 2pp/ 2P (PIX > 22,Y < 6x] + P[Y > dz]) da
0
<

2pp/ P16 PIX > a)dr + 2pp/ oPTIPY > Sx)dx
0 0
= 2P§’E[XP] + 2P5 PE[Y?].

Si elegimos ¢ tal que 2P§2 = 1/2, obtenemos que E[X?] < 2PH15PE[YP].
O

Teorema 3.17. Para toda 0 < p < oo existen 0 < ¢, < C), < 0o constan-
tes tales que para cualquier martingala local continua M que empieza en 0, se
satisface

GoE [(M)R2] < E[(ML)7) < GE [(M)22].

Demostracion. Sean p > 0y M una martingala local continua que empieza en 0.
Del teorema de Dubins-Schwarz sabemos que existe un movimiento Browniano
B tal que My = By, B es un (G,)-movimiento Browniano, donde G, = 7, ,
y 7 = inf{t : (M); > r}. Para toda ¢, (M); es un (G,)-tiempo de paro, esto
debido a que

{<M>t S T} = {Tr Z t} S -7:7',. - g’l"'
Para obtener ambas desigualdades aplicamos el lema 3.10 a
(X,Y) = (BZ‘M>OO, <M>oo) ya(X,Y)= ( <M>ooaB<*M>m)~
Se observa que en ambos casos se cumple la hipétesis (3.9) gracias al lema 3.9
yaque M = BZ‘M

Yoo

O

Corolario 3.2. Para cualquier p > 0 y todo tiempo de paro T existen 0 <
cp < Cp < 0o constantes tales que para toda martingala local continua M que
empieza en 0 se satisface

GE [(M)P2] < E[(M;)] < G,E [(M)2?] .
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Capitulo 4

El tiempo local de una
martingala local.

El objetivo de este capitulo es construir un proceso estocastico bi-continuo
(L, t > 0,z € R), al cual llamaremos tiempo local, que cumpla casi seguramente
con la siguiente propiedad: para todo A subconjunto de R, boreliano y para toda

t >0,
t
/ 1{B56A}d8:/Ltmdx (41)
0 A

4.1. Tiempos locales de martingalas locales con-
tinuas.

Para empezar esta seccién demostraremos la existencia del tiempo local en 0
de una martingala local continua M.

Teorema 4.1. Sea M wuna martingala local continua. Existe un proceso cre-
ciente, adaptado y continuo (LY,t > 0) tal que

t
| M| = | M| +/ sgn(My)dM, + LY,
0

donde sgn(r) = —1 six <0 y sgn(z) =1 siz > 0.  El proceso (LY, t > 0) es
llamado el tiempo local en O de la martingala local M .

Demostracion. Primero lo demostraremos para M una martingala local con-
tinua y acotada. Para esto primero haremos una aproximaciéon de la funcién
f(x) = |z| por funciones C2. Sea h : R — [—1,1] una funcién C* creciente tal
que h(z) = —1 para ¢ < 0y h(z) = 1 para > 1. Lo cual es posible ya que se
puede extrapolar de f(0) = —1 a f(1) =1 con una curva suficientemente suave
y creciente.
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Para toda n > 1 definamos a f,, de la siguiente manera:

fa(0)=0 'y fu(z) =h(nz), z€eR
Se puede ver que f,, € C*, que f,(zr) = —x para z < 0y ademds que f,(z) ==

para z > % Si aplicamos la formula de It6 tenemos que

Fu(My) = fu(Mo) /f JdM, + /ﬂ )d(M),.

Notemos que f/(x) T sgn(z) cuando n — oo. Gracias a esto iltimo, a la
proposicién 3.7 y al teorema de convergencia dominada de Lebesgue si hacemos
tender a n a oo obtenemos

E[(/Om(sgn( S >)dM)2]

—& [ [" Gnon) - 00 aon)] —o
0
Por la desigualdad de Doob se tiene

sup — 0,

t>0

/0 (sgn(M.) — f1.(M.))

en L2 y casi seguramente. De ahi que fot fr(Mg)dMyg converge uniformemente a
fot sgn(M,)dM,, ademds

fn(My) = frn(Mo) — f(My) — f(Mo),

ya que f, converge uniformente a f, esto iltimo debido a que f,(x) = —z para
xSOyaquefn(x):xparamE%
Entonces

/ Mo)A(M)y = fu(My) — Fu(Mo) /fn
— 104 - f(M) - [ sgn(M.)dM..
0

Dada la continuidad y la convergencia uniforme se tiene que el limite también
es continuo, a dicho limite lo denotaremos por L!. Por lo tanto L? es continuo,
creciente y adaptado.
Ahora para extender el resultado a martingalas locales continuas no necesaria-
mente acotadas definiremos una sucesion de tiempo de paro, para n > 1, dada
por

T, = inf{t : | M| > n}.

Entonces para la martingala local MT» = (M7, ;t > 0) tenemos
t
M = M|+ [ sn(ME M + L™,
0
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Por la proposicién 3.6 observamos

t tAT,
/ sgn(MIyaM» = / sgn(M,)dMs.
0 0
Entonces para n suficientemente grande tal que T;, > ¢ tenemos
t
| M| — | M| —/ sgn(M,)dM, = LY (M™).
0
Por lo tanto el proceso LY = L?(MT") para T, > t, es continuo, creciente y

adaptado. O

El teorema anterior introduce la nocién del tiempo local en 0 de la martingala
local continua M. De la misma forma podemos definir el tiempo local de una
martingala local para cualquier x € R.

Teorema 4.2. (Férmula de Tanaka.) Sea M una martingala local continua.
Para todo x € R, existe un proceso adaptado y continuo (L7, t > 0) tal que

¢
| My — x| = | My — x| +/ sgn(Mg — x)dMg + LY.
0

Llamaremos al proceso (L7, t > 0), el tiempo local de M en z.

Demostracion. El resultado es consecuencia del anterior solo tomando en cuenta
que se hace una traslacién de M. O

Probemos ahora una consecuencia del teorema anterior.

Ejercicio 4.1. Probar que
K 1
(M; — 2)* = (Mo — )+ +/ Lnt, oy M, + S I3,
0

t
1
(Mt—l‘)_ = (Mo—l‘)_—/ 1{]V[5§:D}dM8+§Lfa
0

donde 2t =2 VO0yz~ = —(zA0).
Demostracion. Observemos lo siguiente

|M; — x| = (M — s)" + (My — )~

Mt*:ﬁ: (Mt*8)+*(Mt*I’)7.

Si resolvemos el sistema para (M; — s)* tenemos que

(My —8)" = = (IMy — x| — (M — ).

N =
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Por la férmula de Tanaka y por la férmula de Itd6 obtenemos lo siguiente
1 t
(M; —s)t = 3 <|M0 — —|—/ sen(M; — z)dMg + LY + (M — x))
0
1 t t
= 3 <|M0 — x| —|—/ sgn(Ms — x)dM, + LY + (My — ) —|—/ dMS>
0 0

1 1/
= (Mg—x)JriLeri/O (sgn(M, — z) + 1)dM,

1 I
= (MO — $)+§th + 5/0 1{M57:E>0}dMS'

Donde la tltima igualdad es consecuencia de

2 Mg—x2<0,

Sgn(Ms_x)“:{ 0 M, —z<0.

El otro caso es andlogo. O

Ahora veamos algunas propiedades del tiempo local de la martingala local
M. En el siguiente resultado estudiaremos el soporte de dL*, dicho resultado es
consecuencia de la férmula de It6 y de la férmula de Tanaka.

Teorema 4.3. Sea M wuna martingala local continua. Para todo x € R, el
soporte de la medida aleatoria dL® es un subconjunto de {s: My = x}.

Demostracion. Gracias a la formula de It6 tenemos
t
(M; —2)* = (Xo — ) + 2/ (Mg — z)dM + (M),
0
t
My — 2 = | Xo— 2 + 2/ (M, — a|dM, + (|M — a|)s,
0
Entonces por la férmula de Tanaka y la identidad (|M — z|) = (M), tenemos
t
(M; —x)* — (My — x)* = 2/ | M, — x|(sgn(M, — 2)dM, + dL*) + (M);.
0
De esto se sigue
t t t
/ |Ms — x|sgn(M;s — xz)dM, —l—/ |Ms — x|dL = / (Mg — x)dMs.
0 0 0
Como z = |z|sgn(x), tenemos

t
/ |Mg — z|dLE =0
0

Esto prueba el resultado. O
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Los resultados vistos hasta aqui solo nos dejan ver al tiempo local como un
proceso que varia en el tiempo. En el resto del capitulo lo estudiaremos como
un proceso que varia tanto en tiempo como en espacio. El siguiente resultado
nos da informacién sobre la bi-continuidad en (¢,z) del tiempo local.

Teorema 4.4. (Regularidad, Trotter.) Sea M una martingala local continua.
Eziste una modificacion (L¥;t > 0,2 € R) bi-continua en t y x.

Demostracion. Por un argumento de localizacién supondremos que M estd aco-
tada por una constante K. Gracias a la formula de Tanaka tenemos

t
Ly = (|Mt — x| —[My - xl) 7/ sgn(M;s — x)dM;.
0
Es claro que (|Mt — x| — | My — :c\) es bi-continuo en (¢, ). Si

¢
/ sgn(Ms — x)dM;
0

admite una versién bi-continua en (¢, z), entonces L tendria una versién bi-
continua. Sea N} = fg sgn(M; —x)dMj, para probar que N7 admite una versién
bi-continua en (¢, ), vamos a hacer uso del criterio de continuidad de Kolmo-
gorov y la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy. Para toda p > 0 y todas

<y,
t p
/1{z§M‘g§y}dMs ]
0

CpE [(/OOO 1{x§Ms§y}d<M>s>p/2] :

La ecuacién anterior se debe a que sgn(z) —sgn(y) = 2siz < My < yyla
desigualdad se debe al teorema de Burkholder-Davis-Gundy.
Ahora para estimar los momento de la variable

E {sup |INT — Nty|p] 2P |sup
>0

t>0

IN

f:/ Le<m, <yyd(M)s,
0

tomaremos una funcién f : R — R en C? tal que

0< f"(u) <1, u € R,
fﬂ(u) =Y u ¢ (7172)7
f(u) =1, u € [0,1],
f(u) =0, u<—1.

Observemos que 1o 1)(u) < f”(u) y que 0 < f'(u) < 3 para toda u € R.
Definamos h(u) = f(;=;) para toda u € R, y observemos

—XT
3
y—a

Loy (w) < (y—2)?h"(u) y  0<H(u) <
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Esto implica
OS/O Lia<nr, <yyd{M)s
< (- [ Wi,
=2(y — x)? <h(Mt) — h(Myp) — / h’(MS)dMs>

< 2(y — 2)*|h(My) — h(Mo)| +2(y — x)° :

t
/ K (M,)dM,
0

Como 0 < I/ (u) < -3 tenemos

2(y — x)?|h(My) — h(Mo)| < 6(y — x)|M; — M| < 12K (y — ).

[ (o
0 y—zx
/tf/<Ms_x)dMs .
0 y—zx

Nuevamente por la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, verificamos

£ [fp/ﬂ < CEy—a)P?|1+E </Ooo (f’ (Z\;s_—xx))Qd<M>s>p/4

< CF - (1+37PE [(0))""])

Entonces,

t
0< [ L cpd(M). < 12K(y — o)+ 20y~ o)
0
en particular tenemos

0<¢<12K(y—z)+2(y — ) sup
>0

< sz{(y — m)p/Q (1 + épE [igg |Mt|p/2})
< Cf(y — x)P/? (1 + épr/z) .

La segunda se sigue de |f'(u)| < 3 y la tercera es gracias a la desigualdad de
Burkholder-Davis-Gundy nuevamente.
Por lo tanto, para toda p > 0 y toda pareja (x,y) € R? se tiene

E [sup NS — Nty|p} < C(K,p)lz —y|*/?,
>0

donde C(K,p) es una constante que depende de los valores de K y p. Si se
toma p > 2 y se aplica el criterio de continuidad de Kolmogorov se obtiene el
resultado deseado. U

Gracias a este ultimo teorema a partir de ahora sélo consideraremos a los
tiempos locales bi-continuos en (¢, ).

64



4.2. La formula de Ito-Tanaka.

En esta seccién se probard la extensién de la féormula de It6 a funciones que
son diferencia de dos funciones convexas, la cual es conocida como la férmula
de Ito-Tanaka.

Antes de ver la prueba revisemos algunos aspectos de las funciones convexas.
De la definicién de convexidad, podemos ver que para x fija,

fly) — f(=)
y—z
es creciente. Gracias a esto ultimo podemos obtener, para cada z, las derivadas

por la izquierda y por la derecha de la funcién f. Las cuales denotaremos por
!y f', respectivamente. Ademds para y > x tenemos
Jr

fly) — f(=)

y—x
Ejercicio 4.2. Las funciones f’, y f’ son crecientes, continuas por la izquierda
y por la derecha respectivamente y el conjunto

{z: fL#f1}

fllz) < < fi(@).

es a lo méas numerable.

Demostracion. Como f/ < f! . la primera propiedad es consecuencia de las
desigualdades antes mencionadas. Para probar que f es continua por la derecha
intercambiamos los limites ascendentes, de tal forma que si a,, | 0y b,, | 0,

Jim fl(r+an) = lim < Jim_ f<w+an+bgz>f<z+an>)
= i IR0 g

La demostracién para la continuidad por la izquierda de f’~ es andloga.
{x : fL # fi.} es a lo mds numerable ya que f/ y f\ tienen a lo mas una
cantidad numerable de discontinuidades y donde f’ es continua, tenemos que

fL=fi. O

El siguiente resultado (el cual no se probard), estudia la segunda derivada de
f y es indispensable para la prueba de la formula de Ito6-Tanaka.

Proposicion 4.1. La sequnda derivada [ de [ en el sentido de distribuciones
es una medida de Radon; de manera equivalente para cualquier medida de Radon
w en R, existe una funcidn convexa f tal que f” = u y para cada intervalo I y
z € int(I),

fa) = 5 [ lo—clutda) + ara+
fl(x) = %/sgn(x—a)u(da)Jral,

I
donde ay y Br son constantes.
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Teorema 4.5. (Férmula de Ito-Tanaka.) Si f es diferencia de dos funciones
convexas y M es una martingala local continua, entonces

f(My) :f(Mo)+/0 f'_(Me)deL%/RLff”(dx). (4.2)

Demostracion. Basta probar el resultado para el caso en que f es una funcion
convexa. Sea f” = p una medida de Radon (ver apéndice 3 de [4]). Por un argu-
mento de localizacién supondremos que |M| < K y que supp(p) C [-K, K] en
caso contrario a esto dltimo paramos a M cuando salga del intervalo [—K, K]).
Ademaés supongamos que p(R) =1 (sino, sustituimos a conveniencia f por cf)
y que f/(x) = 0 para todo z < —K, esto debido a que si la férmula (4.2) es
véalida para f también serd valida para f(x)+ cz, sin importar el valor de ¢ € R.

Podemos observar que si supp(u) es un singulete la férmula (4.2) se reduce
a la férmula de Tanaka. Cuando el soporte de p sea un conjunto finito, por
linealidad (4.2) se seguird cumpliendo.

Sean Y una variable aleatoria con ley p y F su distribucién, es decir F(x) =
u((—o0, z]). Entonces

. J g1 J
]”(x) = 27 on < on’

De ahi que z < j,(z) <z +1/2™.

Sean Y, = j,(Y), un suley y F, su funcién de distribucién. Dada su definicién
el soporte de ., es finito.
Sea

fuo) = [ " Faw)dy.

la cual es convexa y ademds f// = p,. Por lo mencionado anteriormente tenemos

fn(Me) = fo(Mo) + /0 (fn)’_(Ms)dMs+% /]R LZ i, (dx). (4.3)

Fijemonos en que {Y < z} = Up>1{jn(Y) < z}, para toda x. Como conse-
cuencia de esto tenemos que F,(x—) crece hacia F(z—) y fn(x) hacia f(x).
Entonces,

fn(Mt) - f(Mt) y fn(MO) - f(Mo) (44)
Estudiemos al término [, LY p,,(dz) y observemos que

E[4(Y)] = / () () — E[$(¥)] = / B )ulde),

para toda funcién v continua por la derecha y acotada, esto debido a que Y,
decrece a Y casi seguramente. Ya que x — L es continua por la derecha y tiene
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soporte compacto (esto es consecuencia del teorema 4.3), tenemos que

/Lf,un(dz) H/qu(dm) casi seguramente. (4.5)
R R

Ademis

0 < (H(2) = (fa)(x) = Fz=) = Fu(z-)
=PY <z,j,(Y)> 2] <Pz —1/2" <Y < z].

De ahi tenemos, para Y independiente de M,

e[ f o]

:ﬂfMHg%ﬂ%WMM

<E Uot (P[M, —1/2" <Y < M,|M,])* d<M>s} :

converge a 0 por convergencia dominada. Esto prueba que

/ () (MM, — / M,, (4.6)

en £? y en particular en probabilidad. De las ecuaciones (4.2)-(4.5) se tiene que
para toda t > 0

F(My) = f(My) + / JL(Mg)dMg + 2/Lff”(dx) casi seguramente.

La identidad es valida para toda t debido a la continuidad en ¢. O

Teorema 4.6. (Tiempos de ocupacion.) Existe un conjunto de probabilidad
nula fuera del cual se cumple

/ F(ML)d(M), = / f(2) L da, (4.7)
0 R

para toda t > 0 y toda funcion boreliana f > 0.

Demostracion. Sea f = ¢’ donde g € C?, g es convexa ya que f > 0. De las
férmulas de It6 y de It6-Tanaka podemos deducir que (4.7) se cumple fuera de un
conjunto, Ny, de probabilidad nula para toda ¢. Ahora probémoslo para f > 0
boreliana. Sea (f,)n>1 una sucesién de dichas funciones densas en Cy(R,R),
el espacio de las funciones continua que tienden a 0 en infinito. Tomando el
limite vemos que fuera de N = U, >1 Ny, la relacién (4.7) se cumple para toda
f € Co(R,R) y toda t. Gracias al lema de las clases mondtonas, tenemos que
fuera de N se cumple (4.7) para toda funcién boreliana y acotada. De ahi se
sigue que también se cumple para toda funcién boreliana f > 0. O
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Ahora veremos una serie de ejercicios que son consecuencia de los resultados
anteriores.

Ejercicio 4.3. Si M es una martingala local continua, entonces

1
L} = lellrg 2/0 L(a—c,ate)(Ms)d(M)s.
Demostracion. Por el teorema de tiempos de ocupacién observamos que.

t 1 t
—_ 1, Ms d(M s — & 1 a—e,a+e€ Lid
% /0 (a e,a+€)( ) < > 26/0 ( ,a+ )(1‘) t 4T

1 a-+te 1 a-te a—e
:Z/afe Lfdx:%(/oo Lfdx—[m Lfdx).

Entonces tenemos que

1 [t Fla+¢)— F(a—e¢)
Z 0 1(afe,a+e) (Ms)d<M>s = )

2¢
donde

F(t)= /t Lidx.

— 00
Gracias al teorema de regularidad de Trotter sabemos que Lf es bicontinua
en t y x. Ademds si tomamos el limite cuando € tiende a 0, por el teorema
fundamental del célculo, obtenemos que el limite es L. O

Ejercicio 4.4. Sea M una martingala local continua tal que My = 0y
lim; oo (M) = oo casi seguramente. Entonces, existe un movimiento browniano
8= (Bt > 0) tal que

/ F(ML)d(M), = / " F@) Lo, (9)d,
0 —00

donde f es una funcién boreliana y positiva; y deducir que casi seguramente
L (M) = Ly, (B) para toda a y toda t.

Demostracion. Por el teorema de tiempos de ocupacién sabemos que

t
| rasaan. = [ feia
0 R
Ademas como M es martingala local continua que cumple con las hipotesis del

teorema de Dubins-Schwarz, sabemos que existe 3, un movimiento Browniano,
tal que M; = Bpry,. De ahi que

/ F(M)A(M), = / " H@) Loy, (B)da.
0 —00

Del ejercicio anterior se deduce que L§ (M) = L, () casi seguramente para
toda a y toda t. O
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Ejercicio 4.5. Seaa € Ry B = (B, t > 0) el movimiento browniano estdndar.
Consideremos al proceso (Xt(a),t > 0), donde Xt(a) = sgn(B;)|B¢|*. Entonces,
para toda a < 3/2,

i [ 4 ist
im | —=1¢B. > existe.
510 0 Xgoz) {‘ S ‘_ }

Demostracion. Observemos que

b ods 1 B tods 1 b ods 1
o Xga) {|Bs|>e} — o Xga) {Bszf}+ 0 Xga) {Bs<—¢}

[t ds 1 b ds 1
~Jo B® {Bs>e} — o (=B)@ {Bs<—e}

Por el teorema de tiempos de ocupacién tenemos que

t
ds /dx / dx
—1 a= | —1gsali— | ——1,«_ LY
/nga) {IBs|>¢} — {z>e} - {z<—e} e

dl’ z dl’ —x dl’ x —x
N /]R xia]-{xZG}Lt N /]R xial{wze}Lt - /Ral‘io‘l{xze}(Lt = L)

Sea {€p, }nen una sucesion que decrece a 0, tal que €, > 0 para toda n. Definimos
a H,, de la siguiente manera

dz T —x
Hn:/ial{mzen}(l’t _Lt )
R

Tomemos m > n, sabemos que existen C' > 0y 8 > 0 tales que

dx .
0< |Hm - Hn| = ‘/R xj(l{xzem} - l{xZen})(Ltw - L )
d m
< / x%(l{w267n} — 1{w26n})0|$ + $|B‘ = 250/ $ﬁiadiﬁ
R €n

(Em)ﬁfourl _ (en)ﬁ7a+1
f—a+1

=2°C

Como a < 3/2y (B—a+1) > 0 entonces 3 € (0,%). De ahi se sigue que
(3 —B) € (0,3). Como consecuencia de esto tenemos que

1
—a+-—f>-1
a+2 16}

lo cual implica que

ﬂ<g—a.

De todo esto concluimos que el limite de (H,)nen existe si 8 < (3 —a) A O

1
3
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Capitulo 5

Propiedades del tiempo
local del movimiento
Browniano.

En esta capitulo se estudiaran algunas propiedades del tiempo local del movi-
miento Browniano estdndar B = (B¢, t > 0). Recordemos que (L7t > 0,z € R)
es una familia bi-continua. A continuacién probaremos el lema de Skorokhod el
cual nos serd muy util para encontrar la ley del tiempo local en 0.

Lema 5.1. (Skorokhod.) Sea y : Ry — R una funcidn continua tal que y(0) <
0. Entonces existe una dnica pareja de funciones (z,a) definidas en Ry tal que
cumplen

i) z=y+a.
i1) z es positiva.
i) a es creciente y continua, a(0) =0, y la medida da(s) satisface
/ 1i.(5)>03da(s) = 0.
R
Ademds la funcidn a estd dada por

a(t) = sup (—y(s) v 0).
0<s<t
Demostracion. Primero verifiquemos (7), (i¢) y (#i7) para la pareja (a, z) definida
por
a(t) = sup (—y(s) Vv 0) y z=y+a.
0<s<t
() y (4¢) son consecuencia de la definicién de z, y y a, al igual que las propiedades
de a en (iii). Para la integral en (7i¢) observemos que cuando z(s) > 0 la funcién
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a(s) permanece constante de ahi que al integrar con respecto a la medida da(s)
la integral se anule.

Ahora probaremos la unicidad de (a, z) para culminar la prueba. Sea (a,2)
otra pareja que cumple con las propiedades (i), (i) y (4i7). Entonces, z — Z =
a — a es de variacién acotada sobre cada intervalo [0, ¢]. Si integramos por parte
tenemos

0 < (2(t) - 2(1))* = 2/0 (2(t) — 2(8))d(a(t) — a(t))-

Gracias a la propiedad (4ii), la integral anterior es igual a

t t
~2 [ 20 - 2 [ sda)
0 0
lo cual es menor o igual a 0, esto como consecuencia de (7) y (i7). Por ende
(2(t) = 2(1))2 = 0.

De ahi que

Corolario 5.1. FEl proceso 3 = (B¢, t > 0) definido por

t
8, — / sgn(B,)dB,,
0

o . . B .
es un movimiento Browniano estandar y .7-',56 = t‘ 3 Ademds,

L= SuPogsgt(—ﬁs)-

Demostracion. Observemos que 3 es una martingala local continua que empieza
en 0 y ademés

(B) = /0 (sgn(By))%ds = t.

Entonces por el teorema de caracterizacion de Lévy deducimos que 3 es un
movimiento Browniano estdndar. Si aplicamos la férmula de Tanaka tenemos

t
| By | :/ sgn(B,)dB, + LY.
0

Por el lema de Skorokhod obtenemos la identidad L = supg<,<;(—8s). Ahora
como B y LY = SUpPg<s<¢(—3) son ]-'tﬁ -medibles, de la férmula de Tanaka se

deduce que ftlB‘ C ]-"tﬂ . De la misma forma, por la férmula de Tanaka vemos
By = |By| — LY. Del ejercicio 4.3 tenemos

o . 1 !
L} :16111612*6‘/0 1{|B‘g|<e}d8,

el cual es Tt‘Bl—medible y por lo tanto ff - .7-'75|B‘. O
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Teorema 5.1. (Identidad de Lévy.) Sea Sy = supg<s<; Bs para t > 0. Los
procesos (Sy — By, Sg;t > 0) y (|By|, LY;t > 0) tiene la misma ley.

Demostracion. Recordemos que
t
| By :/ sen(B,)dB, + LY.
0

y escribimos Sy — By = —B; + S;. Por el lema de Skorokhod, tenemos que
(S — B,S) y (|B|, L°) son las parejas asociadas a los movimientos Brownianos
B y —[3, respectivamente. Como B y —/3 tienen la misma ley, concluimos que
(S —B,S) vy (|B], L") también. O

Ejercicio 5.1. Sea h > 0. Entonces, existe un movimiento Browniano # =
(Be;t > 0) tal que

|Be|\ Li. @ :
IOg 1+T ,7,1‘220 —(SHt_XH“SH“tZO)7

donde X, = By +u/2, Sy = supp< gy Xs ¥

¢ ds
H, = —_—
' /0 (h+ |Bs|)?

Demostraciéon. Por la férmula de It6 y por la definicién de tiempo local tenemos
que

|Bt|> / 1 dB| 1 / 1

log(1+ = —— | ————d{|B])s

h o 14+ B h 282 ), (H@f B
h

h

B /f 1 sgn(B,)dB, N /t 1 dr? 1 [ 1 ds
- B: B, T 9p2 2
01+% h 01+% h 2h% Jo (1_|_|BTzI)

t B,)dB, 1 [t 1 to1
:/ |Bwsgn( oJdBe 2 2d5+/ aLs
o 1+ = h 2h% Jo (1+@> o h+|B
h

h

o 1 [t ds Y
= P Bs st_f 7"‘4
| @i | G et

Por el teorema de Dubins-Schwarz sabemos que si M es una martingala local tal
que My =0cs.y (M)o = o0 c.s. Entonces existe un movimiento Browniano
tal que M; = B(nry,- Sean

1

t
M, = [ ————sgn(B.)dB, = —fg,
o= | BB, = <

¢ ds
o= || s e
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entonces

| Bt 1 LY
log (1+ =8 ) = My, — =H, + =+
Og< + 5 H, 5t + 5

LO
= 7X<M>t + f

Ahora definamos a

0
20) =tog (14 20) y a(r) = 42,
entonces por el lema de Skorokhod tenemos que
Ly
5= sup (X<M>S) = sup X
0<s<t 0<s< (M),

De lo anterior se concluye

B
log <1+t|> =—Xun, + sup X,
h 0<s< (M),

de lo cual se sigue el resultado. O

Ejercicio 5.2. Sean

t t
A§+) :/ 1{Bs>0}d3 y A,(;) :/ 1{BS<O}d3-
0 0
Ademas consideramos a sus inversos generalizados,
agﬂ = if{s: AM) >t} y af) = inf{s: A >t}
Entonces,
i) Existen dos movimientos Brownianos independientes /3 () y ) tales que
+ —
inw = QSUPOSsQ(_ﬁg )) y Lgiﬂ = 2sup0§s§t(ﬁg ))~
ii) (BY,,,t>0)y (B _,,t>0)son dos movimientos Brownianos reflejados
e a;
inde;pendientes. '

Demostracion. i)  Gracias a la férmula de Tanaka tenemos

t
1
B?Z/ 15,>04dB; + 5 L.
0

Sean z(t) = B, y(t) = fg 1(p.>0ydBs y a(t) = 3 LY, entonces por el lema
de Skorokhod observamos que (z, a) es la pareja de funciones asociadas a
y. Ademas

1

gLt = sup {—y(s)}.

0<s<t
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ii)

Por lo tanto

%ngﬂ = sup {-y(s)} = sup {—y (a%”)}.

0<s<al® 0<s<t

Ahora probaremos que y(afr)) es un movimiento Browniano, para ello
observemos que y es una martingala local continua tal que

(+)
t

<y>a§+> :/0 ' 1B,>0yds = Afl?r) =t.

, . + ..
Por el teorema de Lévy concluimos que y(ag )) es un movimiento Brow-
niano. De manera andloga se tiene que

ag_)
7)== [ p<ordb.
0

S : 0o _ (o)
es un movimiento Browniano con LaH = 28Upp<e<t {y (at )}
t

Sean ﬂf—) = y(agﬂ) y ﬂt(_) = ﬂ(a(_)). Para probar la independencia entre
B,SH y 557) basta ver que (3(F), 3(=)); = 0.

t
(B, ), = / 1.0y 1p.<0pd(BH), B)), = 0.
0

Sea Sy = supy<,<; Bs podemos escribir Sy — By = —By; + Si, ademds
por la formula de Tanaka tenemos

(+)
t

Oy 1
B:w :/O 1{BS>O}ds+§L2E+) :_(_ t<+>)Jr sup {_ﬁgﬂ}.

0<s<t

Por el lema de Skorokhod (B*H) , Sup0<s<t{ﬂ§+)}> v (Si— By, St)i0
i - >0 a

son las parejas de funciones asociadas a —3(t) y B respectivamente. Co-

mo —3) y B son movimientos Brownianos se concluye que (B+( H)e>0
at -

tiene la misma distribucién que (S; — By)i>0, pero este dltimo a su vez
se distribuye igual que (|B;|);>0 gracias a la identidad de Lévy. Por lo

tanto (B+( 5 es un movimiento Browniano reflejado. De igual forma
Ay
>0

se puede ver que <B()> también lo es.
t>0

Qy

La independencia de ambos procesos es debido a que (B+( +)¢>0 €s una
at -

funcional de g(H) y (B_(_)) de 3.
% /) 4>0
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Ejercicio 5.3. Sean y € Ry B® = (Bt(#),t > 0), donde Bt(”) = By + tpu.
Ademsds sea X* = (X!',t > 0) el proceso ”Bang-Bang”, el cual es solucién (en
ley) a la ecuacién

t
szﬁt—u/ sgn (X#)ds,
0

procesos (S — BM 5%t > 0) y (|X/|, LY(X*);¢ > 0) tienen la misma ley.

donde 8 = (B¢t > 0) es un movimiento Browniano estdndar. Entonces los

Demostracion. Sea .
Ve = / sgn (X{') dBs — pt,
0
por la caracterizacién de Lévy, v; + put es un movimiento Browniano. De ahi que
—y @ B,

, Gracias a la férmula de Tanaka tenemos que
t
XE| = [ s (X2 X2 4 LX),
0

Observemos que
t t t
[ sexyaxs = [sen(xya (5. [ s ) as)
0 0 0

t t t

= [0 s, — u [ sen (X2 sen (X2 ds = [ s (2 g~
0 0 0

= Vt-

Se concluye que
| XE| =+ LY(XH).

Por el lema de Skorokhod obtenemos que

LY(X*) = sup (—7s)-

0<s<t

Sea H(X) = ((S¢(X) — Xy, S¢(X)),t > 0), como —y 2 B entonces H(B®)
y H(—~) tienen la misma ley y

H(—y) = (X, LY (X");t > 0).

Por lo tanto (St(“) — Bg“),St(“);t >0) y (|X/], LY(X*);t > 0) tienen la misma
ley. O

Recordemos que una manera de aproximar al tiempo local del movimiento
Browniano es la siguiente
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T 7 1 !
Lt :1;£%A 1{‘BS_$|<€}d8.

Existen varias aproximaciones del tiempo local del movimiento Browniano. El
siguiente resultado, el cual se conoce como Lévy’s downcrossing theorem, nos da
otra manera de aproximar al tiempo local del movimiento Browniano.
Para € > 0, definimos

o5=0, 75 =nf{t > 0: B = x + €},

oy, =inf{t >715_,: B =z}, 75 =1inf{t > o}, : B =z +¢€}.
Sea

de(t) = max{n : o}, <t},

el nimero de veces que el movimiento Browniano bajo del nivel « 4 € al nivel x

antes del tiempo t.

Teorema 5.2. Para todat >0 y toda x € R,

h'né 2ed(t) = LY, casi sequramente.
€E—

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z = 0. Gracias a
la férmula de Tanaka, tenemos

tATS

1
‘Bz?;\’rfL - BtJ;\(Ifl = / 1{Bs>0}dB5 + 5 (L?/\‘rfl - Lg/\a;) .

tAoS,

Como B no se anula en |7, 075, 1) entonces,

ns
0 0 _ 70 0
Lt/\T;L - Lt/\afl - Lt/\a'fLJrl - Lt/\af1 :

Por lo tanto,

e’} t
1
Z(B:;\T; - B;\a;) = / XS(G)l{BS>O}dBS + §Lg,
0

n=1
donde -
XS(G) = Z 1[0;,7'5)(8)1(0,6](35)'
n=1

Ahora notemos que B;'AT; - Bj;\a; = € sobre el evento {7 < t}. Entonces

de(t) < 3" (Biury — Bihoy) < elde(t) +1).

n=1

Esto implica que

1 t
ede(t)—iLg <e+ /0 X(€)1¢p,>0ydBs| .
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Sea p > 1. Por la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy,

E l (/Ot (XS(E))21{35>0}d8>p/2] :

Por el teorema de convergencia dominada la expresién de la derecha en la de-
sigualdad anterior converge a 0. Por lo tanto hemos probado que 2ed.(t) converge
a LY en LP, para todo p > 1.

Para probar la convergencia casi segura, tomemos p = 2 en la ultima desigual-
dad. Notemos que (Xs(e))2 = Xs(e) < 1(0,q(Bs), de ahi que

p

<C(pE

t
/ X(€)1;5,-0,dB,
0

€

vV o2rs

E|[(X.(0)"] <P0<B, <<

Por lo tanto,

E [(/Ot Xs(6)1{35>0}st)

E[(2ed(t) - L9)"] < K x e,

2

< 0(2)/0 \/;Tsds - ﬁc\(/?\/ie

donde K es una constante positiva.
Sea € = ¢, = n~%. De la desigualdad de Markov, se tiene

P [ (2ende, () = LY)* = 1] < K

€n — - n2.

Gracias al lema de Borel-Cantelli, vemos que |2¢,d., (t) — L?| < n~! casi segu-
ramente para todo n suficientemente grande.
Sea € € [€n41, €n)- Dado que € — d () es creciente, tenemos

2ed(t) > 2ensrde. () > FL(LO — 1),
n t

€n
y €
2ed(t) < 2ende, ,, (1) < — (LY — (n+1)7h).
€n+1
Por ende, tenemos que lim._o 2ed(t) = LY, casi seguramente. O

Finalizaremos esta seccion con la ley arco seno del movimiento Browniano.
Es por ello que estudiaremos al conjunto de ceros del movimiento Browniano en
términos del tiempo local en 0. Sea (7%,¢ > 0) el inverso generalizado del tiempo
local LY, es decir,

m=ff{s>0:L) >t}
Por la indentidad de Lévy, vemos que L% = oo casi seguramente. Esto implica
que 73 < oo para toda t > 0. Sea



donde 19— = 0. Los intervalos (75—, 7s) son vacios excepto si el tiempo local Lo
es constante en el nivel s. En este caso (75—, 7s) es precisamente el intervalo
en el cual L° es constante en el nivel s. Esto tiene como consecuencia el que
los intervalos (75—, 7s) son disjuntos dos a dos y O(w) es una unién numerable
de intervalos. En el siguiente resultado veremos que O(w) no es més que el
complemento del conjunto de ceros del movimiento Browniano.

Proposicion 5.1. Los siguientes conjuntos
i) Z(w) = {t > 0: By(w) =0},
ii) O(w)°,
iii) el soporte X(w) de la medida dLY(w),
son idénticos para casi toda w.

Demostracion.  Sea A = U;csA; un abierto de R . Denotemos por p a la me-
dida aleatoria dL?. Observemos que p(A) = 0 si y solamente si LY es constante
en cada A;. Entonces O(w) es el abierto més grande de medida cero. De ahf se
concluye que X(w) = O(w)°.

Del teorema 4.3, ¥(w) C Z(w). Ahora demostraremos que Z(w) C X(w), para
ello observemos que LY > 0 c.s. para toda t > 0, i.e. que 79 = 0 c.s. Ademds
observemos que d; = inf{s > ¢ : Bs = 0} es un tiempo de paro y By, = 0. De la
férmula de Tanaka tenemos

dt-&-u
|Ba,+u| = /0 sgn(B,)dB,s + LY, ., (5.1)

dy di+u
/ sgn(B;)dB, + / sen(B,)dBs + LY, . (5.2)
0 dy

Observamos que si u = 0 entonces

dy

—LY = / sgn(B;)dBs. (5.3)

0

Entonces de (5.1), (5.2) y (5.3) obtenemos
u ~ ~ ~
| Ba,ul = / sgn(Bs)dBs — Lg = |Bul,
0

donde Eu = By, +v — Ba,. Por lo tanto Lgt_,_u - Lgt es el tiempo local en 0 de

B. De ahi se deduce que LSH_S — Lg, > 0 c.s. para toda s > 0. Es decir, para
cualquier ¢ fija, el punto d;(w) € ¥(w) para casi toda w. Por ende para casi toda
w fija, d.(w) € 3B(w) para toda r € Q4. Debido a esto tltimo veamos que si
Pld, € &,r € Q4] = 1 entonces P[d; € X,t > 0] = 1.

Sea s € Z(w) \ {0} y recordemos que Z(w) es cerrado debido a que t —
Bi(w) es continuo. Entonces, existe una sucesion (r,,) de racionales estrictamente
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creciente tal que r, — sy que para todan > 1, r,, ¢ Z(w). Esto es cierto, de lo
contrario existirfa un intervalo no vacio (s—¢) C Z(w) y esto contradice el hecho
de que el interior de Z(w) es vacio (ya que tiene medida de Lesbegue 0). Por
definicién, r, < s para toda n > 1y dado que By(w) = 0 entonces d, (w) < s.
De ahi que, s es el limite de (d,, (w)) € X(w) y por lo tanto s € X(w). Se
concluye que Z(w) C E(w).

0

Ejercicio 5.4. Sea 0 < ¢ < oc.
i) Probar que (B, L35t >0) y (Be, L?t‘/g)/\ﬁ, a € R tienen la misma ley.
ii) Probar que el proceso (7¢,¢ > 0) es un subordinador estable de indice 1/2.
iii) Probar que casi seguramente, B,, = B;,_ = 0 para toda ¢ > 0.
iv) Si T, = inf{t : By = a}, probar que
(L} ,2€Ra>0) y (c'LF ,x€R,a>0)
tienen la misma ley.

Demostracion. i) Si B y (8 son movimientos Brownianos, entonces
(B, L (B);t > 0) = (B, L{(B8); t > 0).

Por la propiedad de “scaling” sobre B;, tenemos que \%Bct es movimiento
Browniano de ahi se puede ver que
1

1
a%mwmzm@(ﬁﬁmw<wﬁngﬂ7

basta verificar que en ley

b

e B 2 1 (2. (5.4)

Ve

En si esto se probara c.s. Por la férmula de Tanaka, L{ (%BC) . satisface

que

1B | |+/t 1B d 1B + L} 1B
—=Deg —al =|—a SgN | —F=Des — Q —F—=D¢s —F—Lc |
NG o T\ Ve NG \Vve

es decir,

|Bet — av/e| = | = av/e| + /Ot sgn (Bes — av/e) d (Bes) + veLf (\2&) :
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ii)

De manera similar, por Tanaka, podemos obtener una ecuacién similar
para ng/E (B.). De ahi que para concluir que se satisface (5.4) falta probar
que

t ct
/ sgn (Bes — av/c) d (Bes) = / sgn (Bs — av/c) d(By).
0 0
Esto se logra con el cambio de variable u = cs en la integral de la izquierda.

Se puede ver que para cada t > 0,

T; = inf{s > 0| B, >t}:1’nf{s>0 sup B, >t}

0<u<s

y por la identidad de Lévy

(L(S)(B))S>O @ ( sup BS> .
- s>0

0<u<s

Asi, para cada t > 0

2T, (5.5)
Probemos que T' = (T;,t > 0) es un subordinador estable de indice 1/2,
para esto verifiquemos primero que es un proceso de Lévy.

Por la continuidad de las trayectorias del movimiento Browniano, se tiene
que Br, =t c.s. y por la propiedad fuerte de Markov

(Br,ts —t,5>0) € (By,s > 0).
Luego, para cada 0 <t < s
jl ggj}‘Fji—h

donde i_t es una copia de T,_; independiente de T;. Por lo tanto, T
tiene incrementos independientes y estacionarios. Ahora, gracias a la con-
tinuidad de las trayectorias del movimiento Browniano, se sigue que T'
tiene trayectorias cadlag y asi obtenemos que T es un procesos de Lévy.
Ademsds, T es un subordinador, ya que tiene trayectorias no decrecientes.
Por otro lado, para A > 0, exp (AB; — 3A%t) es una martingala. Notemos
que la martingala parada, exp (ABiar, — 3A%(t ATy)) estd acotada por
e**. Como consecuencia del teorema de paro opcional y de la continuidad
de las trayectorias de B deducimos que

—INT | _ _—)s
E{e 2 3] =e

o de manera equivalente,

E [e_qu] = e~ V2s,
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iii)

iv)

De aqui se observa que la transformada de Laplace de T coincide con la
de un proceso estable de indice 1/2, de esto se tiene que T pertenece a
esta familia de procesos estocdsticos.

Debido a que T es un proceso de Lévy y a (5.5), sélo resta mostrar que 7
también es un proceso de Lévy. Claramente es cadlag. Veamos ahora que
tiene incrementos independientes y estacionarios, para ello mostraremos
que
(@) ~
Ti4s = Tt + Tt

donde 7; es una copia de 7; independiente de 7,. Notamos que

Tevs = inf{u>0|L, >t+ s} =715+ nf{u > 75|Ly >t + L.}
= 7o+ mf{v>0|L; 41y — Ls, >1}.

Ahora todo se reduce a verificar que
@ 7
LTS-‘r’U - LT8 = Ly, v >0,

donde EU es el tiempo local del movimiento Browniano independiente a
7,. Gracias a la férmula de Tanaka

Ts+u
Browd = [ sen(B,)aB, + 12 .(B) (5.6)

Ts Ts+u
= / sgn(B,)dB, + / sgn(By)dB, + LY ,(B). (5.7)
0 T,

s

Asi mismo tenemos que

Ts

| sen(a, = B~ 18.(8) = ~12.(8) (5.8)
0
y

Ts+u u —
[ snBdB, = [ sen(Bri)dBe s, = Bosl - LUB). (59)
T 0

s

Donde Eu = B tu, B es un movimiento Browniano independiente de ;.
Sustituyendo (5.8) y (5.9) en (5.7) obtenemos el resultado que deseamos
probar.

Por la proposicién 5.1, sabemos que Z(w) = O(w)°. Observemos que
Ow)° = {74~ (w), 7s(w)|s > 0}, de lo cual se sigue el resultado. Ya que
Z(w) = {t > 0|B;(w) = 0}.

2

Si asignamos a t, T, y a ¢, ¢* en (i) se tiene que

(d) 1 a~/c
Ly (B) < %ch (B),
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entonces, en particular
x (i) 1 ac
LT,,, - E c2T, (B)

Por la propiedad de “scaling” del movimiento Browniano observamos que
, , 1
T.a = nf{t|By =ca} =inf{t|-B; =a
c

<D inf {t|B = a} = inf{s|B, = a} = 3T,.

e
De ahi que
L, (B) 2 - L, (B).

O

Corolario 5.2. Casi seguramente, para toda t € Z tenemos quet =75 6 t =
To_.

Demostracion. Seat € Z(w)\ {0} = X(w) \ {0}. Sélo hay dos posibilidades. En
la primera posibilidad LY, . — LY > 0 para toda € > 0. De ah{ que ¢ = inf{u :
LY > L9} y por lo tanto t = 75, donde s = LY. En la segunda, si existe € > 0
tal que LY, . = LY, entonces para toda § > 0, LY > LY ;. Esto ultimo implica
que t = nf{u: L% > LY} = 7,_ donde s = LY. O

Una variable aleatoria Y tiene la ley del arco seno si su densidad es de la
forma

P[Y € dz] =

La variable aleatoria Y se puede representar de varias maneras, por ejemplo

y € 7]\72 @ cos?(6) @ T
NZ 4 (N')? T+1"
donde N yN’ son dos variables aleatorias normales estdndar independientes,
0 es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [0,27] y T y T” son dos
variables aleatorias independientes con la misma distribucién que 1/N2.

Ejercicio 5.5. Probar que 77 = inf{s : B, = 1} tiene la misma distribucién
en ley que Ty deducir (usando la propiedad fuerte de Markov) que g1 =
sup{t < 1: B, = 0} tiene la misma ley del arco seno.

Demostracién. Sea T < ﬁ donde N se distribuye normal con media 0 y va-

rianza 1. Sea Sy = supy<,<; Bs, observemos que

s
S; = sup Bs; = sup Bsy, si - =u,
0<s<t 0<s<t ' t
= sup By @43 sup B, (esto debido a la propiedad de “scaling”)
0<ut<t 0<u<l1

=125,
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T) = inf{s : B; = 1} entonces como consecuencia de las propiedades de “sca-
ling” y reflexién tenemos que

P[Ty > ] =P[S, < 1] =P [Sl < t‘ﬂ =P [|Bl\ < t—%}

_ 1
=P[N? <t 1]:]P{t<N2].

g1 = sup{t < 1: B, = 0} y ademds, sean du = inf{s > u|B, = 0} y B =
((Bi4w — Bu)t>0). Se puede deducir que

Plg1 < u] = Pldu > 1].
Antes de seguir nuestro calculo de distribuciones fijemonos en lo siguiente.

du = uw+f{s > 0/Bst, =0} = u+inf{s > 0|Bs1y, — B, = —By}
= wu+inf{s >0|B, = —B,}.

Sea T, = inf{s > 0|§s = z}, por la propiedad de “scaling” obtenemos que
T, 2 22Ty y de ahi se deduce que Ty =2 Ty, donde Ty = inf{s > 0|B, = 1}. Si
ademds recordamos que B es independiente de (B, w < ), entonces

du = u+f_3u.

De esto se sigue que
du @ u+ Ty (By,)>.

Continuando con nuestros calculos de distribuciones deducimos que

Plgy < u] = Pldu>1] =P [u+Ty(B,)*> > 1] =P {1“ < Tl}

(Bu)?
_pllou 1) _pflow_ 1) g 1<N’2+N2
o lBw)? TN [uN? T N2 N2

N2
donde N es independiente de B,. Ademés, B, se distribuye normal con media

0 y varianza u. B, &£ N'u/2, donde N’ es una normal con media 0 y varianza
1. Por lo tanto, g; = sup{t < 1: B; = 0} tiene la misma ley del arco seno. [

El siguiente objetivo es determinar la ley de la funcional
“ _ [
Al = / 1{B5>0}d3'
0

Teorema 5.3. (Ley arco seno de Lévy.) La ley de Aﬁ“ es la ley arco seno en
[0, 1].
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Demostracion. Recordemos las definiciones de los inversos generalizados de las
funcionales A(H) y A=)

a§+):1’nf{520:Ag+)>t} y a(_):fnf{SEO:Ag*)>t}.

Adems3s del ejercicio 5.2 recordemos que existen dos movimientos Brownianos
independientes f() y 5(=), tales que

LO(H =2 sup (,@SH) Y LO(,> =2 sup ﬁg”.
i 0<s<t e 0<s<t

Para t > 0 fijo, vamos a probar que AT = A Tro . Para ello observe-
aiJr) Q§+)
mos que Tzo > s. Si Tro = s entonces s es un punto de crecimiento de LY, clara-

mente la igualdad es valida para s = a,(5+). Ahora si 70 > s entonces Lgie = L

para € = 770 —s > 0. En este caso el movimiento Browniano no se anula en el in-
tervalo (s,770) (ya que Z(w) es el soporte de dL%(w)). Sigamos el caso s = agﬂ.

(+)

SiTr0 > o entonces B no se anula en el intervalo a(+) Tro0 lo cual
Lo 7t o t o )
g

a

o (+) (=) _ A=)
significa que B > 0, en {at ,TLZ£+)> y que AaEH A (TLO <+>)'

“t

Como A7) es el inverso generalizado de a(~), vemos

A(T:) = {inf {u : 041(;) > Ts}
= inf {u : Lg(,) > s} (va que {7 <a}={L) > s})
= inf {u 12 sup ﬂq(f) > 3} (ya que L°_, =2 sup ﬂ£)> .
0<v<u A 0<v<u
Entonces
A(X) =AC) <TL0 ) = inf {u :osup Bq(f) > sup (f ﬁng))}.
ay o 0<v<u 0<s<t )

Recordemos que 5(7) y () son dos movimientos Brownianos independientes.
Por el ejercicio 5.5 sabemos que supg<s<; ( — ﬁ£+)) tiene la misma ley que

V/(t)|N|, donde N es una variable aleatoria normal esténdar. Ademds para
cada a > 0,

‘ . (-) w @
infqu: sup B, >ap =

0<v<u N2’
De ahi que
- w (V)
Ao = e
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donde N’ es una copia independiente de N. Dado que fooo 1ip,—0yds = 0,

(+) (=)

tenemos que u = AS[H + ASL_). Esto implica que oy’ =t + A* /. Por lo tanto,
Ay

1
1+ 3z
N

Es decir, la ley de Agﬂ es la ley del arco seno. O

Finalizaremos esta seccién con la segunda ley del arco seno, la prueba de
dicha ley se basa en las propiedades de cambio de tiempo aleatorio del movi-
miento Browniano y en un resultado de absoluta continuidad que se presenta a
continuacion.

Sea (At > 0) un proceso creciente tal que la pareja ((By, A;);t > 0) satis-
face la propiedad de “scaling”, es decir, existe € R tal que para cada ¢ > 0

((Bet, Act);t > 0) £ ((VeBy, ™1 A) 5t > 0) .

Sea a; = inf{s : Ay >t} y consideremos la medida p“*¥ sobre R, definida por

I, = /OOO P (dt)p(t) = E UOOO dAF (t7 By 0 <u < 1)90(75)} :

donde F' es una funcional definida en C([0,1],R) y ¢ : Ry — R una funcién
boreliana. De manera equivalente

pE(dt) =E [dAtF(t_l/QBut; 0<u< 1)} .

Teorema 5.4. La medida p*F satisface
ptF(dt) = Ca ptdt,

donde )
Q;

Demostracion. Por el teorema de cambio de variable tenemos
I,=E [/ duF (0 /?Bya, ;0 < v < l)w(au)} .
0

De la propiedad de “scaling”deducimos que A, @ yrtlg, V Qy @ gy,

Entonces,

I, = / dulE {F(al_l/QBml;O <v< 1)g0(u1/(r+1)041)}
0

(r+1)E [/0 (dt)t" (‘fr(?l F(ay"’Bya,;0<v < 1)} .
1

De ahi se concluye lo deseado. O
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Corolario 5.3. Seanr e R, ¢ >0y Ay = fot dsbs, donde el proceso
0 = (0:,t > 0) satisface que

((Bct, Gct);t > O) = ((ﬁBt, c’”Ot);t > 0) en distribucion,

entonces

r+1
oL

E[01F(By;0 <u<1)] IE{

F (a;”QBual;o <u< 1)] . (5.10)
Demostracion. De la definicién de p4, se tiene
M (dt) =B [0,F (82 B0 < w < 1)| = @B [0F(By;0 <u <1)].

Si aplicamos el teorema 5.4 obtenemos (5.4). O

Si aplicamos el corolario 5.3 a la funcional A(t) obtenemos la siguiente igual-

dad
1 —1/2
F((a§+>) B <+>;0§u§1> :
a(1+) uy

(5.11)

E[1(p>0F(B;0<v<1)]=E

la cual serd de gran utitlidad para probar el siguiente resultado.

Teorema 5.5. Sea T un tiempo aleatorio y
1 - 2
Zr = 7 (AP, A7, (z9)").

La tripleta Zp tiene la misma ley en los siguientes tres casos:
iy T=t i) T=aob, i) T=nr,

En particular,

A("r) A-(r+) A-(r+)
T _ Te _ v en distribucion,
T Tu ALY 4 Al

y la ley comin de estas tres variables aleatorias es la ley arco seno en [0, 1].

Demostracion. Primero vamos a probar que (i7) y (i#i) tienen la misma ley.
Recordemos de la prueba del teorema 5.3 que

Ai;l) = A0 (TLO(H> = inf {u: sup ﬂf)_) > sup (_ﬁgﬂ)}’

t 0<v<u 0<s<t

donde A=) y () son dos movimientos Brownianos independientes.  De la
independencia de 3(=) y () la propieda de “scaling” o autosimilitud y el
ejercicio 5.2, se deduce lo siguiente

2
AG) (TL()H)) @ (2 sup (— Bgﬂ)) - inf {u 12 sup ﬂq(f) > 1}
a; 0<s<t 0<v<u
2
(£20) AL
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Por otro lado, observamos que agﬂ = Af:gl) + A;% =1+ Al(;gl) y por un

cambio de tiempo aleatorio.

((z20)" <t) = (b <) = (w < a2)

De esto podemos deducir las siguientes identidades en ley
2 2 2 2
(A((X(J)m (Loagﬂ) )ang)) = ((Lg§+>> A, (LZEH) 1+ (ngﬁ) A(n_)>

w (A2 1 AT e (4D 1 m
ADTADT Al AP A A )

aglﬂ (Afxglw (L25+>>2) 2 Til (Agl_)v 1) :

Por lo tanto (i) y (4i7) tienen la misma ley. ~Para probar que (i) y (i4¢) tienen
la misma ley, vamos a utilizar el resultado de absoluta continuidad (5.5),

y concluimos que

i ) 4 o \?
el AD 40 )] = gl L Ao Auh <La£+>)
[ {Bl>0}f( AT (0) )} - a§+>f ISR
- _ 2
T1 T1 ’ T1 ’ T1

Por simetria tenemos

E [1{Bl<0}f (Ang)aAgi)v (L?)Q)} =E

_ _ 2
A£1>f<ASP AL (18) )]

T1 T1 T1 ’ T1

Si sumamos las dos tltimas ecuaciones obtenemos

f (A%* Al <L91)2>] |

T1 T1 T1

B[ (4P, a0, (£9)%)] =E

Por lo tanto (¢) y (i¢i) tienen la misma ley. O
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Epilogo

Para concluir en este trabajo vale la pena observar que dentro de la teoria
de los procesos estocdsticos hay dos procesos que son fundamentales, uno es el
proceso de Poisson y el otro el movimiento Browniano. El movimiento Brow-
niano, el cual fue parte principal de este trabajo, ha sido objeto de gran estudio
en varios libros y publicaciones. Esto debido a lo que implicé en el desarrollo
del célculo estocéstico, tal y como se deja ver a lo largo de esta tesis. Pero es
poco comun encontrar libros en los cuales se le dé un estudio tan minucioso sin
partir de resultados més generales, es decir, en la mayoria de textos de cédlculo
estocéstico los resultados que se estudian son para martingalas locales continuas
o para semimartingalas; y los resultados del movimiento Browniano se ven como
consecuencia de los anteriores.

Dadas estas observaciones se puede concluir que un resultado de esta tesis es
la exposicion de la importancia del movimiento Browniano y su riqueza tedrica.
Otro resultado a considerar es la compilacién de resultados que no se encuentran
juntos, en el orden expuesto, en otra publicacién; asi como darles una notacién
homogénea. El texto se presta a ser una buena guia para un curso introductorio
al estudio de tiempos locales del movimiento Browniano.
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Apéndice A
Integrabilidad Uniforme.

En esta parte se estudia un concepto, que se utiliza en el capitulo 2, muy im-
portante para la convergencia de las martingalas. Comenzaremos por motivarlo.

Si X es una variable aleatoria integrable, es facil ver que X1y x|>q) se va
a cero conforme « se va a infinito y estd dominada por |X|, entonces por el
teorema de convergencia dominada de Lebesgue

lim | X|dP = 0.

AT J{IX [z}

Consideremos ahora una familia de variables aleatorias integrables (X;);c.s, don-
de J es un conjunto de indices, observemos que para cada i € J se cumple

1fm | X;|dP = 0,

AT J{IXi |20}

pero el limite no necesariamente es uniforme en J.
El siguiente concepto, como se ve en el captulo 2, es de gran utilidad para la
convergencia de las martingalas.

Definicién A.1. Una familia U = (X;);cs de variables aleatorias integrables,
donde J es un conjunto de indice, se llama uniformemente integrables si

lim sup/ | X;|dP| = 0.
amee Lied J{IXi[>a}

En la siguiente proposicién se enuncian las propiedades mas importantes de
una familia uniformemente integrable, a su vez, dichas propiedades seran las
condiciones suficientes para que una familia de variables aleatorias sea unifor-
memente integrable.

Proposicién A.1. Sea U = (X;)ics una familia de variables aleatorias inte-
grables, para que U sea uniformemente integrable es necesario y suficiente que

i) sup;e s B[|X] < oo,
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ii) sup;c; P[| X;| > ¢] — 0 cuando ¢ — oo,

i) Sea Q' una medida definida en F por
Q') = [ 1.

entonces la familia {Q"}ic; es uniformemente absolutamente continua, es
decir, para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda A € F con P[A] < §
implica que sup;c; Q" (A) < e.

Demostracion. Para establecer la necesidad de las condiciones observemos que
para toda X; variable aleatoria integrable y toda A € F se tiene,

/ | X;|dP / |X1-|d]P’+/ | X;|dP
A AN{|X;|>a} An{|X;|<a}

/ | X;|dP + aP[A].
{120}

IN

Por ser U uniformemente integrable, para ¢ > 0 dada existe oy > 0 tal que

€
sup/ | X;]dP < — para « > .
ied J{xi|>a} 2

Sea A € F tal que, P[A] < 5. Por lo anterior se tiene que

2(10'
sup [ |X;|dP < sup/ | X;|dP 4+ aoP[A] < e.
icJ JA i€ J{X;|>a}

Lo cual demuestra la necesidad de (7).
Para ver que (i) es necesaria, observemos que

[xies [ (xiapta,
Q {IXi|>a}

como U es uniformemente integrable al aplicar el supremo a ambas partes de la
desigualdad se obtiene

sup/ | X;|dP < ¢ + a,
ict Ja 2

para « > «. Para obtener (i7) basta aplicar la desigualdad de Chebyshev a X;
y ver que
1 1
PI[Xi| > ] < —E[|X,[] < —sup E[|X]],
c CieJ
al hacer tender a ¢ a infinito P[|X;| > ¢] se va a cero.

Reciprocamente, si (i) y (i44) se cumplen vamos a tener que U es uniforme-
mente integrable, ya que para a > g existe € > 0 tal que

P[|X;| > a] <0,
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debido a que (i) implica (i¢). Por lo tanto

sup/ | X;|dP < e.
ied J{|Xi|za}

Lo cual prueba que U es uniformemente integrable. O

El siguiente teorema es una caraterizacion de las familias de variables aleato-
rias que son uniformemente integrables en L;.

Teorema A.1. Sean (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias integrables.
Si lim,, o X, = X casi sequramente, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

i) (Xn)nen es uniformemente integrable.
it) X, converge a X en L.

Demostracion. Supongamos que X, converge a X en L y veamos que se cum-
plen las condiciones del teorema anterior. Sea A € F, entonces

/|Xn\d1pg/ \X|dIP—|—/|Xn—X|dIP>.
A A

De esta desigualdad se deduce la condicién (). Por otro lado, sea e > 0y n € N
tal que

/|Xn—X|dIP’<§ para n> N,
Q

y sea § > 0 tal que

P[A] <o = sup / | X |dP < E,
0<i<N Ja 2

donde X, = X, esto es posible ya que la familia { Xy, X3,...,X,} es finita y en
consecuencia es uniformemente integrable. Entonces

/ | X, |dP < §+/|XH—X|dIP’<oo.
A

Por lo tanto X es integrable.
Sea ¢ > 0, definamos a X, por

Xo(w) si | Xp(w)| <cec
c _ n n 5
Xnw) = { 0 en otro caso.

v a Xpe = X, — XS, De la misma forma se define a X, y a X¢, entonces
E[l Xn — X|] S E[|X; — X°[] + E[|[ Xncl] + E[|Xc]]

Dada € > 0, tomemos a c lo suficientemente grande de tal manera que las tltimas
dos esperanzas de la desigualdad sean menores a £, independientemente del
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valor de n. Gracias al teorema de Convergencia Dominada tenemos que para n
suficientemente grande
€
E[X; - X7 < £,
ya que las variables aleatorias | XS — X ¢| estdn dominadas por | X, — X | y ademds
convergen casi seguramente a cero. Por lo tanto

E[|Xn — X[] <e,

por lo tanto X,, converge a X en L. O
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