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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta la simulación numérica acoplada campo-circuito

por elementos finitos de un motor de inducción jaula de ardilla de 7,5 kW con su control

de velocidad PID (Proporcional Integral Derivativo). El modelo acoplado incorpora el

efecto electromagnético del motor en 2D, y considera los aspectos f́ısicos de la máquina

(geometŕıa, distribución de los devanados, tipo de ranuras del núcleo magnético del

estator y rotor) y la no linealidad de los materiales magnéticos con el modelo de ele-

mentos finitos. La respuesta electromecánica del motor es controlada con un sistema

PID para la regulación de flujo y seguimiento de velocidad.

Los resultados obtenidos con el modelo motor-controlador permiten visualizar, com-

prender y analizar el comportamiento del campo magnético en el rotor y estator, desde

el arranque. Los parámetros electromecánicos que se obtienen por postprocesamien-

to numérico son la velocidad, par electromagnético, corrientes y voltajes en el estator

(señales de control).

Las ecuaciones del modelo de campo electromagnético de baja frecuencia se dis-

cretizan numéricamente utilizando el método de elementos finitos con la aproximación

de Galerkin. Se considera un análisis transitorio de los campos magnéticos y de las

variables electromecánicas bajo la condición de no carga y plena carga.
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Abstract

This thesis presents a coupled circuit-field numerical simulation by finite-element

method of a 7,5 kW squirrel cage induction motor, with its Proportional-Integral-

Derivative speed control. The coupled model incorporates the 2D distributed electro-

magnetic effect of the motor, considering the physical aspects of the machine (geometry,

windings distribution, slot type in the stator and rotor magnetic cores) and the non-

linearity of the magnetic materials. The electromechanical response of the motor is

controlled by a PID system that takes account the flux regulation and speed tracking

control.

The results obtained with the coupled model allow visualization and understan-

ding of the magnetic field behavior in the stator and rotor during motor startup. The

electromechanical parameters , that are obtained by numerical postprocessing, are the

rotor speed, the electromagnetic torque, the stator currents and voltages (wich are the

control signals).

The equations of the low frequency electromagnetic field model are numerically

discretized by the finite element method with Galerkin’s approximation. It considers a

transient analysis of the magnetic fields and electromechanical variables under no load

and rated load condition.
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Índice de figuras V

1. INTRODUCCIÓN 1
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2.2. Descripción de la Máquina de Inducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3. Ecuaciones de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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4.11. Ĺıneas de campo magnético en t = 1 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.12. Magnitud de la densidad de flujo magnético en diferentes instantes de

tiempo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.13. Comportamiento de la velocidad angular del rotor. . . . . . . . . . . . . 49

4.14. Comportamiento del par electromagnético del motor (Tnominal = 24,72
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𝑆, 𝑠 [m2] Área de sección transversal 

Sm  Deslizamiento 

Rer [Ω] Resistencia para modelar el anillo terminal del rotor 

t [s] Tiempo 
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𝑈𝑓  [V] Caída de tensión en un conductor 

𝑈𝑓𝑎 ,𝑈𝑓𝑏 y 𝑈𝑓𝑐  [V] 
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𝑢𝑏 [V] Voltaje en el estator de la fase b 

V [m3] Volumen 

v [m/s] Velocidad 

W  Función de peso en el método de Galerkin 

Γ  Trayectoria de integración 

𝜀 [C2/N∙m2] Permitividad eléctrica 
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τL [N] Par de carga 

σ [S/m] Conductividad eléctrica 

υ m/H Reluctividad 

χm  Susceptibilidad magnética 

∇  Operador nabla � 𝜕
𝜕𝑥
𝐢 + 𝜕

𝜕𝑦
𝐣 + 𝜕

𝜕𝑧
𝐤� 

𝜕  Operador diferencial parcial 

𝜓𝑠𝑎 [Wb] Encadenamientos de flujo del estator en la fase a 
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𝜓𝑠𝑏 [Wb] Encadenamientos de flujo del estator en la fase b 

𝜓𝑟𝑎 [Wb] Encadenamientos de flujo del rotor en la fase a 

𝜓𝑟𝑏 [Wb] Encadenamientos de flujo del rotor en la fase b 

𝜔  [rad/s] Velocidad angular del motor 

𝜔∗ [rad/s] Velocidad deseada 

Ω  Superficie de integración 

𝑑
𝑑𝑡

  Operador derivada 

 



Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El objetivo de este caṕıtulo es proporcionar una revisión general de lo que se ha

trabajado internacionalmente en el ámbito de la simulación de modelos acoplados de

motores de inducción. Además se plantean los objetivos de este trabajo de tesis y la

motivación de la investigación. Por último, se presenta la organización del trabajo.

1.1. Antecedentes

El Método de Elementos Finitos (FEM, por sus siglas en inglés) se ha convertido en

una de las herramientas numéricas más empleadas en la solución de problemas de valor

a la frontera. En el área de electromagnetismo, incluyendo sus aplicaciones en ingenieŕıa

eléctrica, los programas de cómputo basados en el FEM son herramientas ampliamente

utilizadas para el análisis y diseño de máquinas eléctricas (transformadores, máquinas

de inducción, śıncronas y de corriente directa). En este método el cálculo de campos

magnéticos es la parte medular del cómputo numérico (Bastos & Sadowski (2003)), en

comparación con otras técnicas, como las de circuitos equivalentes, donde las variables

son las corrientes y voltajes.

Para motores de inducción, el FEM permite resolver las ecuaciones de Maxwell

espećıficamente formuladas para modelar el comportamiento electromagnético de estas

máquinas. Los resultados que se obtienen mediante el FEM reflejan condiciones más

reales de operación del motor, ya que la solución tiene la ventaja de considerar la no

linealidad de los materiales magnéticos y básicamente puede representarse cualquier
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1. INTRODUCCIÓN

forma geométrica, ya sea en dos o tres dimensiones. Además una vez que se alcanza la

solución se pueden obtener las distribuciones precisas de flujo magnético, aśı como la

intensidad de campo magnético, densidad de corriente y corrientes de remolino en las

diferentes áreas geométricas de la máquina. Esto permite entender completamente el

funcionamiento del motor de inducción. Es interesante mencionar que muchas de estas

variables no se pueden observar o medir directamente en la máquina.

Además del análisis y diseño del motor, el control de velocidad, par mecánico y

regulación de flujo de la máquina de inducción es de interés industrial debido a los

múltiples procesos en los que se encuentra embebida. Actualmente se presentan dife-

rentes estrategias que permiten realizar el control de las máquinas de inducción: Control

Proporcional Integral Derivativo (Aström & Hägglund (1995)), Control Indirecto por

Campo Orientado (Chiasson (2005)), Control Escalar (Fitzgerald et al. (2004)), Con-

trol Directo de Par (Ponce & Sampé (2008)), Control Basado en Pasividad (Ortega

et al. (1998)). Estos controladores se proponen a partir del modelo espacio-estado del

motor de inducción que considera suposiciones como: a) saturación despreciable en el

material magnético, b) pérdidas por corrientes de remolino y pérdidas por histéresis

despreciables y c) las ranuras del estator no impactan en el par que entrega la máquina

(Chiasson (2005), Krause et al. (2002)). Sin embargo, en los últimos años se ha optado

por trabajar con modelos de la máquina más apegados a condiciones reales de operación

en los que no se consideren tantas suposiciones, y un modelo con tales caracteŕısticas

se puede realizar mediante el FEM.

En la literatura se reportan varios trabajos de control de máquinas eléctricas, donde

el modelo de la máquina se realiza con el FEM. A continuación se mencionan trabajos

que se consideran relevantes. Heng et al. (2006) modelan una máquina śıncrona de ima-

nes permanentes con control de par, basado en el método acoplado de campo-circuito.

El control que utilizan se basa en la técnica de campo orientado en el rotor. En el tra-

bajo validan los resultados de simulación con resultados experimentales de la máquina

y muestran que los datos son similares. Seman et al. (2006) realizan el estudio de un

generador de inducción doblemente alimentando de 1.7MW ante disturbios en la red,

usando un simulador de campo-circuito. El simulador consiste de un generador, que se

modela con el FEM, acoplado al modelo de circuitos de un convertidor de frecuencia,

un transformador y el modelo simple de la red eléctrica (sistema bus infinito). En este
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trabajo se usa la técnica de Control Directo de Par para el seguimiento de velocidad de

referencia, y analizan el comportamiento transitorio del generador de inducción sujeto

a una cáıda de voltaje repentina en las terminales del estator. Islam & Arkkio (2008)

analizan los efectos de la modulación por ancho de pulso sobre las corrientes de remo-

lino en un motor de inducción jaula de ardilla modelado en el FEM y alimentado por

un voltaje modulado por ancho de pulso. Herold et al. (2011) presentan la simulación

de una máquina śıncrona de imanes permanentes, cuando opera como motor en un tren

eléctrico, mediante el método acoplado de campo-circuito. Para el control de velocidad

y par en la máquina utilizan la técnica de control Proporcional-Integral en cascada.

Además en este trabajo proponen un paso de integración adaptable, de acuerdo al

cambio en la enerǵıa total del sistema (enerǵıa eléctrica, magnética y mecánica ) para

disminur significativamente tiempos de simulación en el FEM. Al final comparan los

resultados de simulación del modelo anaĺıtico de la máquina con el modelo en FEM y

concluyen que es mejor utilizar el modelo en el FEM para tomar en cuenta la saturación

magnética y el efecto de los armónicos en las corrientes debido a las ranuras del estator.

Ho et al. (2001) analizan el comportamiento de una máquina de corriente directa sin

escobillas que se modela mediante el FEM e incluye un lazo de control de histéresis de

la corriente en el estator. Roel et al. (2001) presentan el acomplamiento de diferentes

dispositivos electromagnéticos, modelados en el FEM, con un convertidor estático y su

lazo de control. Para validar el modelo campo-circuito, simulan el comportamiento de

un inductor saturado que se alimenta con los voltajes modulados por ancho de pulso

que genera un inversor de frecuencia, controlado por la técnica de modos deslizantes

y comparan los resultados con mediciones experimentales, mostrando similitud en los

resultados.

1.2. Motivación de la Tesis

El comportamiento del motor de inducción está estrechamente relacionado con la

acción combinada del motor y de su sistema de control, ya que están ı́ntimamente aco-

plados f́ısicamente uno con el otro. Sin embargo, el diseño convencional del motor y de

su sistema de control mediante modelos de parámetros concentrados no trata con rigor

todos los efectos f́ısicos entre estos dos sistemas al reducir la realidad electromagnética
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de la máquina a una aproximación simplista (Chiasson (2005)). Por ejemplo, el mo-

delo espacio-estado del motor de inducción con su sistema de control no considera la

saturación del material magnético, desprecia los efectos de las ranuras del estator, las

pérdidas por histéresis y las corrientes de remolino. Por otro lado, en el análisis del

motor mediante el FEM clásico, se considera con detalle la geometŕıa y la no lineali-

dad magnética de la máquina, pero no la parte del control. El planteamiento de una

simulación acoplada FEM-circuitos-sistema mecánico, reflejaŕıa condiciones de com-

portamiento práctico del motor de inducción y los resultados permitiŕıan mejorar los

procesos industriales.

En este trabajo precisamente se considera un modelo de elementos finitos a detalle de

la máquina de inducción, junto con una estrategia de control PID, ampliamente usada

en la industria. Con la interfaz de comunicación con las que se conectan los programas

de simulación utilizados en este trabajo de tesis (Maxwell (2012) y Simplorer (2012))

es posible obtener un modelo acoplado de los sistemas magnético, eléctrico, mecánico y

de control, permitiendo realizar estudios de control cuyos resultados son muy cercanos

al comportamiento f́ısico del sistema acoplado. El ambiente de simulación proporciona

las herramientas necesarias para observar y analizar el comportamiento exterior de

la máquina, por ejemplo corrientes y voltajes en el estator, par electromagnético y

velocidad. Además en el FEM es posible obtener la distribución de los flujos magnéticos

en la máquina, la densidad de campo magnético y el flujo magnético en el entrehierro,

entre otras variables de interés.

1.3. Objetivos

Esta tesis tiene como objetivo general analizar el comportamiento en estado tran-

sitorio de un motor de inducción doble jaula de ardilla de 7.5 kW, 380 V y 50 Hz y su

control de velocidad PID a través de un modelo numérico campo-circuito.

Los objetivos particulares de la tesis son:

Establecer una interfaz de comunicación entre un programa de elementos finitos

con el que se representa las ecuaciones de campo del motor y un programa que
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considera sistemas de parámetros concentrados para realizar el modelo del sistema

motor-controlador (Maxwell (2012), Simplorer (2012)).

Realizar simulaciones que consideren el control de velocidad y regulación de flujo

en el motor de inducción con una estrategia de control PID.

Analizar el comportamiento transitorio de los campos magnéticos, corrientes en

el estator, par electromagnético y velocidad del rotor bajo diferentes condiciones

de carga con y sin control de velocidad PID.

1.4. Hipótesis

En esta sección se resumen las hipótesis de este trabajo de tesis.

1.4.1. Hipótesis Generales

La interfaz de comunicación entre un programa de elementos finitos para modelar

un motor de inducción y un programa de parámetros concentrados para simular

el control permite analizar al sistema acoplado motor-controlador bajo diferentes

condiciones de operación.

La técnica de control directo del motor de inducción utilizada permite alcanzar

los valores deseados de velocidad y regulación de flujo magnético en la máquina.

1.4.2. Hipótesis Espećıficas

En el modelo de campo del motor se tiene las siguientes suposiciones (estas se

describen con mayor detalle en la sección 2.4.1):

La conductividad eléctrica del cobre es constante.

Un modelo en 2D del sistema electromagnético.

Las corrientes de desplazamiento son despreciables.

Materiales magnéticos isotrópicos.

Se ignora el fenómeno de histéres.
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La densidad de corriente en conductores filamentarios es uniforme.

La densidad de campo magnético B es planar.

Las suposiciones en el modelo modelo acoplado son:

El motor trabaja a una temperatura constante y con ello las resistencias de los

devanados del estator y rotor son también constantes.

Parámetros de la máquina conocidos (resistencias e inductancias).

Fuente de alimentación trifásica balanceada.

Par de carga conocido.

1.5. Contribuciones de la Tesis

Las contribuciones de este trabajo de tesis son:

Desarrollo en FEM del modelo de una máquina de inducción jaula de ardilla que

toma en consideración los detalles f́ısicos del motor tales como: las ranuras del

estator y rotor, la distribución de los devanados del estator y los materiales.

Integrar herramientas de simulación independientes de parámetros concentrados

y distribuidos para el control de velocidad de motores de inducción, sin trabajar

con los modelos espacio-estado clásicos de la máquina. Notese que no se pretende

en este trabajo de tesis el desarrollo de cada una de estas herramientas desde su

origen, sino utilizarlas como medios disponibles en forma comercial o en domi-

nio público. Aśı, el lector interesado no está obligado a utilizar una herramienta

espećıfica y puede hacer la integración de herramientas con distintos software

disponibles, desde los profesionales hasta los hechos en casa.

Se presenta una herramienta alternativa para probar estrategias de control, donde

la simulación campo-circuito de los modelos se establece primero y después se pue-

den construir f́ısicamente para verificar su correcta operación. En otras palabras

se propone reducir la construcción de prototipos experimentales.
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1.6. Organización de la Tesis

En el Caṕıtulo 1 se presenta una breve introducción al modelado númerico de mo-

tores de inducción con el FEM, abordando la importancia del estudio del motor de

inducción con su control de velocidad mediante una simulación acoplada de sistemas

f́ısicos. También se plantea cuál es el objetivo y la motivación de este trabajo.

En el Caṕıtulo 2 se presenta el modelo electromagnético del motor de inducción

(ecuación de difusión no lineal) a partir de las ecuaciones de Maxwell. Se obtienen las

relaciones que permiten el acoplamiento de las ecuaciones de campo con las ecuaciones

de los circuitos externos de alimentación y se presenta la ecuación de oscilación que

describe el comportamiento mecánico del motor. Finalmente, se describe el cálculo del

par electromagnético mediante el tensor de esfuerzos de Maxwell.

En el Caṕıtulo 3 se describe el FEM con la aproximación de Galerkin, y se aplica a

la ecuación de difusión no lineal del motor de inducción obtenida en el Caṕıtulo 2. Se

describen los tipos de condiciones de frontera utilizadas en el modelo.

En el Caṕıtulo 4 se realiza la construcción del modelo FEM del motor de inducción,

presentando las caracteŕısticas f́ısicas del motor. También se realiza la simulación tran-

sitoria del motor cuando opera a plena carga sin estrategia de control. Por último, se

analizan los resultados del modelo y se presentan gráficos del campo magnético transi-

torio de motor de inducción.

En el Caṕıtulo 5 se presenta la estrategia de control PID que se utiliza en esta tesis

para el seguimiento de velocidad del motor de inducción doble jaula de ardilla.

En el Caṕıtulo 6 se explica el modelo acoplado motor-controlador y se analizan los

resultados obtenidos para el seguimiento de velocidad y regulación de flujo propues-

to: Par electromagnético, velocidad, corrientes en el estator y penetración del campo

magnético en el rotor.
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En el Caṕıtulo 7 se dan las conclusiones a las que se llegaron en este trabajo de

tesis, aśı como las perspectivas de trabajos futuros.
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Caṕıtulo 2

MODELO

ELECTROMAGNÉTICO DEL

MOTOR DE INDUCCIÓN

2.1. Introducción

El diseño de máquinas eléctricas se basa en el conocimiento de la distribución del

campo magnético, que se obtiene de la solución de las ecuaciones de Maxwell (Hayt

et al. (2001)). Las geometŕıas intrincadas de las máquinas eléctricas y la no linealidad

debida a la saturación del núcleo de hierro hace que la solución de las ecuaciones sea

laboriosa y en muchas ocasiones imposible sin simplificaciones (Arkkio (1987)). Además

las ecuaciones de campo magnético están acopladas a las ecuaciones de voltajes y

corrientes de los devanados y a la ecuación de movimiento del rotor. Estás ecuaciones

deben ser resueltas en conjunto para obtener el comportamiento electromagnético de

la máquina.

En este caṕıtulo se presenta una breve descripción de la máquina de inducción y

se describen las ecuaciones que gobiernan el comportamiento electromagnético transi-

torio del motor de inducción. La teoŕıa básica de estas ecuaciones es bastante general

y puede aplicarse a otro tipo de máquinas eléctricas. También se describen las su-

posiciones necesarias para obtener una representación bidimensional del problema de

campo electromagnético de baja frecuencia. Se da especial atención a las ecuaciones
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de voltaje y corriente que permiten sacar las terminales de la máquina fuera del mo-

delo electromagnético. Además se presenta la ecuación de oscilación que gobierna el

comportamiento electromecánico en la máquina.

2.2. Descripción de la Máquina de Inducción

Las máquinas de inducción trifásicas comprenden tanto motores como generadores.

Una máquina de inducción trifásica (ver Figura 2.1) consta de dos partes principales:

un estator (parte estacionaria) y un rotor (parte giratoria).

Figura 2.1: Máquina de inducción trifásica.

El rotor está separado del estator por un pequeño entrehierro que va de 0.4 mm

a 4 mm, según la potencia de la máquina. El estator consta de un armazón de acero

que soporta un núcleo ciĺındrico hueco compuesto de laminaciones apiladas (ver Figura

2.2). Varias ranuras equidistantes entre śı, hechas en la circunferencia interna de las

laminaciones, proporcionan un espacio para el devanado del estator. El rotor también

se compone de laminaciones ranuradas. Están apiladas cuidadosamente para crear una

serie de ranuras para el devanado del rotor. Se utilizan dos tipos de devanados en

el rotor: de jaula de ardilla y devanados trifásicos convencionales hechos de alambre
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aislado. El tipo de devanado da lugar a dos clases de máquinas de inducción: de jaula

de ardilla y de rotor devanado (Fitzgerald et al. (2004)).

Figura 2.2: Núcleo magnético del estator.

Un rotor jaula de ardilla, como el que se muestra en la Figura 2.3, se compone de

barras de cobre o aluminio desnudo, las cuales están insertadas en las ranuras del rotor.

Los extremos opuestos se soldan a dos anillos de cobre o aluminio para que las barras

estén en corto circuito entre śı.

Figura 2.3: Rotor jaula de ardilla.

La operación de una máquina de inducción trifásica está basada en la aplicación de

la ley de Faraday y la fuerza de Lorentz en un conductor. El comportamiento es fácil

de entender por medio del ejemplo siguiente. Considere una serie de conductores de

longitud l cuyos extremos se ponen en corto circuito mediante dos barras A y B (ver

Figura2.4). Un imán permanente colocado sobre la escalera conductora se mueve con

rapidez hacia la derecha a una cierta velocidad v, para que su campo magnético B pase

a través de los conductores. Entonces ocurre la siguiente secuencia de eventos.

Se induce un voltaje E=B/v en cada uno de los conductores mientras el flujo pasa

por ellos (ley de Faraday).

El voltaje inducido E produce de inmediato una corriente I, la cual fluye por el

conductor debajo de la cara del polo, a través de las barras extremas y regresa a
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través de los demás conductores.

Como el conductor que transporta corriente queda en el campo magnético del

imán permanente, experimenta una fuerza mecánica (fuerza de Lorentz).

La fuerza siempre actúa en una dirección para arrastrar el conductor junto con

el campo magnético.

Figura 2.4: Imán en movimiento que pasa sobre la escalera conductora..

Si la escalera conductora esta libre para moverse, se acelera hacia la derecha. Sin

embargo, conforme está adquiera velocidad el imán móvil pasará con menos rapidez

por los conductores, por lo que el voltaje inducido E y la corriente I disminuirán.

En consecuencia, la fuerza que actúa sobre los conductores también disminuirá. Si la

escalera tuviera que moverse a la misma velocidad que el campo magnético, el voltaje

inducido E, la corriente I y la fuerza que arrastra la escalera seŕıan cero. En una

máquina de inducción la escalera se cierra a śı misma para formar la jaula de ardilla,

el imán móvil es reemplazado por un campo rotatorio producido por las corrientes

trifásicas que fluyen en los devanados del estator (Fitzgerald et al. (2004)).

La velocidad del campo magnético rotatorio depende de la frecuencia de la fuente

de alimentación y del número de polos que tenga el estator. La velocidad śıncrona

está dada por la expresión:

ns =
120fs
p

(2.1)
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La diferencia entre la velocidad śıncrona y la velocidad del rotor es el deslizamiento

de la máquina de inducción, expresado como un porcentaje de la velocidad śıncrona.

El deslizamiento en por unidad está dado por la ecuación:

Sm =
ns − n
ns

(2.2)

El deslizamiento es prácticamente cero sin carga y es igual a 1 cuando el rotor

está bloqueado. El voltaje y la frecuencia inducidos en el rotor dependen del desliza-

miento, por ello la frecuencia de deslizamiento está dada por:

fr = Smfs (2.3)

El funcionamiento de una máquina de inducción es similar al de un transformador,

pero con la caracteŕıstica adicional de transformación de frecuencia, producida por el

movimiento relativo de los devanados del estator y del rotor.

2.3. Ecuaciones de Maxwell

Los fenómenos electromagnéticos se describen por las ecuaciones de Maxwell. Estas

ecuaciones pueden ser expresadas en su forma integral o en su forma diferencial. A

continuación se muestran en su forma diferencial (Hayt et al. (2001), Edminister (1995),

Wu & Tseng (2004)):

∇×E = −∂B

∂t
(2.4)

∇×H = J +
∂D

∂t
(2.5)

∇ ·B = 0 (2.6)

∇ ·D = ρ (2.7)
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Las ecuaciones de Maxwell se complementan con relaciones constitutivas que des-

criben las propiedades del medio que está siendo analizado:

D = εE (2.8)

B = µ0(H + M) (2.9)

J = σE (2.10)

La relación entre B, H y M de la ecuación (2.9) puede simplificarse para medios

isotrópicos donde se define una susceptibilidad magnética χm como:

M = χmH (2.11)

Entonces se tiene que:

B = µ0(H + χmH)

= µ0µr H (2.12)

donde

µr = 1 + χm (2.13)

es la permeabilidad relativa. Se define la permeabilidad µ como:

µ = µ0µr (2.14)

y esto permite escribir la relación entre B y H como:

B = µH (2.15)

14
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2.4. Modelo Númerico del Motor de Inducción

2.4.1. Hipótesis del modelo

En general, el comportamiento electromagnético de las máquinas eléctricas de baja

frecuencia se describe completamente mediante la solución de las ecuaciones de Maxwell.

Sin embargo,es conveniente realizar algunas suposiciones para resolver estas ecuaciones

con facilidad computacional:

1. El motor de inducción que se analiza en este trabajo de tesis puede considerarse

con una aproximación cuasi-estacionaria. Esto implica que la transferencia de

potencia del estator al rotor se realiza instantáneamente. Es decir la corriente de

desplazamiento asociada a la ecuación (2.5), puede omitirse cuando se opera a

baja frecuencia (Bastos & Sadowski (2003)).

2. La reluctividad υ del material magnético del núcleo del estator y rotor es depen-

diente del campo magnético. Con ello se considera la saturación magnética del

material, pero se ignora el fenómeno de histéresis.

3. Se asume un material magnético isotrópico en el modelo Cuasi-3D del motor de

inducción que satisface la ec. (2.15).

4. La conductividad eléctrica σ del cobre es constante.

5. Se asume que la densidad de corriente en conductores delgados o filamentarios

es uniforme sobre la sección transvesal s del conductor. En el Apéndice (A.2) se

muestra una justificación.

6. Se asume un modelo en dos dimensiones del sistema electromagnético, en el cual

se pueden incorporar los efectos tridimensionales con valores de resistencias e

inductancias en las ecuaciones de circuitos.

2.4.2. Ecuación de Difusión no Lineal para el Motor de Inducción

Existen diversas formulaciones equivalentes, basadas en diferentes potenciales (po-

tencial magnético vectorial, potencial magnético escalar, potencial eléctrico escalar y
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2. MODELO ELECTROMAGNÉTICO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

potencial eléctrico vectorial (Hayt et al. (2001))), para resolver impĺıcitamente las ecua-

ciones de Maxwell. Esto quiere decir que la solución de las ecuaciones diferenciales en

derivadas parciales en términos de los potenciales representa la solución del problema

original de las ecuaciones de Maxwell (Bastos & Sadowski (2003)). Para el caso de

este trabajo de tesis se usa la formulación del potencial magnético vectorial, A, y el

potencial eléctrico escalar, V, formulación A − V , lo cual lleva a una forma sencilla

para establecer el acoplamiento entre circuitos eléctricos y las ecuaciones de campo

magnético en la máquina de inducción (Grabner (2005)).

La densidad de flujo magnético, B, puede ser expresada como el rotacional de un

campo vectorial de la siguiente manera:

B = ∇×A (2.16)

ya que la divergencia del rotacional de un campo vectorial es igual a cero, lo cual

satisface la ec. (2.6):

∇ · ∇ ×A = 0 (2.17)

Si la ec. (2.16) se sustituye en la ec. (2.4), se obtiene la siguiente expresión:

∇×E +
∂B

∂t
= ∇×

[
E +

∂A

∂t

]
= 0 (2.18)

Observando (2.18), y a partir de la siguiente identidad vectorial:

∇×∇V = 0 (2.19)

se define la siguiente expresión para el potencial eléctrico escalar (V ):

E +
∂A

∂t
= −∇V (2.20)

Aśı, la densidad de corriente J se puede escribir como:

J = σE = σ

[
−∂A

∂t
−∇V

]
(2.21)
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2.4 Modelo Númerico del Motor de Inducción

Esta ecuación satisface la ley de conservación de la carga:

∇ · J = 0 (2.22)

Las ecuaciones para el potencial magnético vectorial y para el potencial eléctrico

escalar se obtienen al sustituir la ec. (2.21) en las ecuaciones (2.5) y (2.22):

∇×
(

1

µ
∇×A

)
+ σ

[
∂A

∂t
+∇V

]
= 0 (2.23)

∇ ·
(
σ
∂A

∂t

)
+∇ · (σ∇V ) = 0 (2.24)

La unicidad de la solución requiere que se proporcione un valor a la divergencia del

potencial magnético vectorial. La condición norma de Coulomb:

∇ ·A = 0 (2.25)

se usa comunmente.

Con la solución de la ec. (2.23), se obtiene el comportamiento electromagnético

del motor de inducción. El modelo puede ser en dos o en tres dimensiones (Bastos &

Sadowski (2003), Rastko & Stanislav (2001)).

2.4.2.1. Formulación Cuasi-3D

Las máquinas eléctricas rotatorias, y en especial la máquina de inducción jaula de

ardilla, presentan geometŕıas intrincadas, que incluso, utilizando computadoras con pro-

cesadores poderosos tardaŕıan demasiado en simular el comportamiento de la máquina

mediante el modelo de elementos finitos en tres dimensiones. Por tal motivo, se ana-

liza un modelo cuasi-3D lo cual simplifica considerablemente el problema. Con una

formulación del problema en un modelo cuasi-3D el potencial magnético vectorial y

la densidad de corriente sólo tienen una componente en la dirección axial (z) de la

máquina (Arkkio (1987), Bastos & Sadowski (2003), Garćıa (2011)) tal que:
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2. MODELO ELECTROMAGNÉTICO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

A = Ak (2.26)

J = Jk (2.27)

donde k es el vector unitario en la dirección z. Con una aproximación cuasi-3D (2.23)

se simplifica en la siguiente ecuación (ver A.1 en el Apéndice A):

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
= σ

∂A

∂t
+ σ∇V (2.28)

Aplicando la norma de Coulomb de la ec. 2.25 y con la suposición que σ es constante,

la ecuación 2.24 se reduce a:

∇ · (σ∇V ) = 0

(2.29)

∂

∂z

(
σ
∂V

∂z

)
= 0 (2.30)

Una inspección de esta ecuación muestra que la primera derivada parcial de V debe

ser una constante y que V vaŕıa linealmente en la dirección axial z como:

V = V1z + V0 (2.31)

El voltaje U presente en el conductor de longitud l se calcula con la siguiente

expresión (Bastos & Sadowski (2003)):

U =

l∫
0

−(∇V )dl = −V1l (2.32)

La corriente total en un conductor se obtiene al integrar (2.21) sobre la sección

transversal s del conductor. De la ec. (2.31) se tiene que, ∇V = V1, y de la ec. (2.32),
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2.4 Modelo Númerico del Motor de Inducción

V1 = −U
l , entonces con la ec. (2.21) se puede calcular la corriente total en el conductor

con la siguiente expresión:

I =

∫
s
Jds = −

∫
s
σ
∂A

∂t
ds+

∫
s
σ
U

l
ds (2.33)

Si se introduce en (2.33), la definición de resistencia en corriente directa, R = l
σs ,

entonces (2.33) se puede escribir como:

I =
U

R
−
∫
s
σ
∂A

∂t
ds (2.34)

Finalmente, para conductores ya sea sólidos o filamentarios, se tienen las siguientes

expresiones:

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
− σ∂A

∂t
+ σ

U

l
= 0 (2.35)

U = RI +R

∫
s
σ
∂A

∂t
ds (2.36)

2.4.2.2. Ecuaciones de voltaje en conductores

El problema acoplado se aborda más fácilmente mediante la separación del modelo

de campo en regiones de diferentes caracteŕısticas de conducción. Los modelos de cam-

pos electromagnéticos en dos dimensiones de motores de inducción tipo jaula de ardilla

pueden dividirse en tres diferentes regiones (Bastos & Sadowski (2003)):

Región de conducción con conductores masivos (sólidos), donde se inducen co-

rrientes de remolino: las barras del rotor.

Región de conducción con conductores delgados (filamentarios), donde las co-

rrientes parásitas pueden omitirse: los devanados del estator. En este caso, la

distribución espacial de las corrientes siempre es conocida.

Regiones libres de corriente, donde las corrientes parásitas se omiten: el núcleo

laminado tanto del estator como del rotor, aśı como el entrehierro.
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Conductores delgados o filamentarios

El devanado de cada una de las fases del estator de los motores de inducción se

construye con conductores que pueden considerarse delgados o filamentarios, con sección

transversal s, conectados en serie. En este tipo de conductor, la densidad de corriente

es uniforme sobre la sección transversal. Si se sustituye U por Uf (voltaje aplicado en el

conductor filamentario), I por If (corriente que circula por el conductor filamentario)

y R por Rf en las ecs. (2.35) y (2.36), se obtienen las ecuaciones para conductores

filamentarios:

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
− σ∂A

∂t
+ σ

Uf
l

= 0 (2.37)

Uf = RfIf +Rf

∫
s
σ
∂A

∂t
ds (2.38)

Sustituyendo 2.38 en (2.37) se tiene que:

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
− σ∂A

∂t
+
If
s

+
1

s

∫
s
σ
∂A

∂t
ds = 0 (2.39)

De acuerdo a la hipótesis 5 presentada en la sección 2.4.1 se tiene:

1

s

∫
s
σ
∂A

∂t
ds = σ

∂A

∂t
(2.40)

el cual se cancela con el tercer término del lado izquierdo de la ecuación (2.39). Esta

ecuación se reduce a:

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
+
If
s

= 0 (2.41)

Suponiendo que la superficie total de la bobina es S = sN , se observa que:

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
+
N

S
If = 0 (2.42)

Ahora el voltaje total Uf en las terminales de la bobina se puede escribir como:
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2.4 Modelo Númerico del Motor de Inducción

Uf = N
l

σs
If +N

l

σs

∫
s
σ
∂A

∂t
ds

= N
l

σs
If +

l

s
Ns

∂A

∂t

= N
l

σs
If +

l

s
S
∂A

∂t
(2.43)

El primer término en la ec. (2.43) es la cáıda de voltaje en la resistencia de la

bobina, Rf = N l
σs . El segundo término es el voltaje inducido en la bobina. Se puede

simplificar (2.43) al introducir Rf , tal que:

Uf = RfIf +Nl
∂A

∂t
(2.44)

Finalmente, en la región de conductores delgados se resuelven las ecuaciones (2.42) y

(2.44).

Conductores sólidos

Este tipo de conductores (de sección transversal S y longitud axial l) se utilizan en

las barras del rotor jaula de ardilla.

Si se sustituye U por Ut (voltaje aplicado en cada una de las barras de la jaula de

ardilla), I por It y R por Rt en las ecs. (2.35) y (2.36), se obtienen las ecuaciones para

conductores sólidos:

∂

∂x

[
1

µ

∂A

∂x

]
+

∂

∂y

[
1

µ

∂A

∂y

]
− σ∂A

∂t
+ σ

Ut
l

= 0 (2.45)

Ut = RtIt +Rt

∫
S
σ
∂A

∂t
dS (2.46)

Las ecuaciones anteriores expresan que el voltaje total en un conductor sólido

está relacionado con la suma de la cáıda de voltaje en la resistencia de corriente di-

recta RtIt y a la cáıda de voltaje debido a las corrientes inducidas en el conductor,

Rt
∫
S

σ ∂A∂t dS.

21
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2.4.2.3. Ecuaciones para todo el dominio

De las subsecciones anteriores, se tiene que el conjunto de ecuaciones que describen el

comportamiento de un dispositivo electromagnético que está constituido de materiales

magnéticos, regiones libres de corriente y conductores sólidos y filamentarios, son:

∇× (υ∇×A) + σ
∂A

∂t
=
σ

l
Uz (2.47)

Ut = RtIt +Rt

∫
S
σ
∂A

∂t
dS (2.48)

Uf = RfIf + L
dIf
dt

+Nl
∂A

∂t
(2.49)

En la ec. (2.49) se ha introducido un término adicional, L
dIf
dt , con lo que se toma

en cuenta el flujo de dispersión debido a los cabezales en los devanados (ver Figuras

2.5 y 2.6).

Figura 2.5: Cabezales en los devanados del estator de una máquina de inducción.

Como hay dependencia del tiempo de las cantidades de campo en el modelo electro-

magnético del motor de inducción, es necesario que las ecuaciones de campo se resuelvan

por un método de integración a pasos evaluando la variación del campo en intervalos

de tiempo cortos ∆t. En el método Backward-Euler el vector potencial magnético a un

paso de tiempo k + 1 se aproxima por (Nieves & Domı́nguez (2012)):

Ak+1 =
∂A

∂t

∣∣∣∣
k+1

∆t+ Ak (2.50)
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2.4 Modelo Númerico del Motor de Inducción

Figura 2.6: Flujos de dispersión en los cabezales de los devanados.

Cuando la ec. (2.47) se escribe al paso de tiempo k+1 y k y las ecuaciones obtenidas

se juntan, se obtiene la ecuación:

∇× (υk+1∇×Ak+1) +∇× (υk∇×Ak) + σ

{
∂A

∂t
|k+1 +

∂A

∂t
|k
}

=
σ

l
{Uk+1 + Uk} z

(2.51)

Cuando la derivada en la ec. (2.50) se sustituye en la ec. (2.51) y los términos

correspondientes al paso de tiempo k se transfieren al lado derecho de la ecuación, esta

se escribe como:

∇×(υk+1∇×Ak+1)+
σ

∆t
Ak+1 =

σ

l
Uk+1k−

{
∇× (υk∇×Ak)−

σ

∆t
Ak +

∂A

∂t

∣∣∣∣
k

− σ

l
Ukk

}
(2.52)

Todos los términos del lado derecho de la ec. (2.52) al paso de tiempo k son canti-

dades conocidas. Entonces esta es una ecuación en derivadas parciales dependiente de

coordenadas espaciales para el vector potencial al tiempo t = tk+1. Comenzando de los

valores iniciales y evaluando sucesivamente el vector potencial de los pasos de tiempo

siguientes se obtiene la variación en el tiempo del campo. Los valores en la frontera y

valores inciales se deben conocer en la solución de las ecuaciones de campo.
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2. MODELO ELECTROMAGNÉTICO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

2.5. Interconexión Externa e Interna del Motor de Induc-

ción

Las condiciones de circuitos externos, necesarias para predecir de manera adecuada

la operación del motor de inducción, no se incluyen directamente dentro del modelo

de campo sino que se interconectan con éste para obtener el modelo completo de la

máquina (Ida & Bastos (1992), Pham et al. (1999)).

2.5.1. Alimentación externa del motor de inducción

Los devanados del estator de una máquina de inducción, se conectan a una fuente

de alimentación trifásica a través de la resistencia e inductancia de dispersión final de

cada devanado (ver Figura 2.7). Este circuito de alimentación externo se introduce en

la formulación de elementos finitos a través de las siguientes ecuaciones de voltaje para

cada devanado del estator (Escarela-Perez et al. (2009)):

Ufa = RfaIfa+ La
dIfa

dt
+Nal

∂A

∂t
(2.53)

Ufb = RfbIfb+ Lb
dIfb

dt
+Nbl

∂A

∂t
(2.54)

Ufc = RfcIfc+ Lc
dIfc

dt
+Ncl

∂A

∂t
(2.55)

Figura 2.7: Fuente de voltaje trifásica que alimenta al motor de inducción.
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2.5.2. Interconexión en el rotor

Los conductores del rotor también se interconectan a través de impedancias exter-

nas. En un rotor tipo jaula de ardilla, los conductores sólidos están en condición de

cortocircuito a través de anillos al final de cada extremo de las barras y cuentan con

una impedancia finita (Escarela-Perez et al. (2009)). En la Figura 2.8 se muestra el

circuito equivalente del rotor.

Figura 2.8: Circuitos equivalentes que representan la jaula de ardilla del motor de induc-

ción.

Las barras de la jaula de ardilla están representadas por los rectángulos grises en

la Figura 2.8, y pertenecen al dominio modelado por la ecuación de difusión no lineal

presentado en la Sección 2.4.2.3. Todas las resistencias Rer que se muestran en la figura

tienen el mismo valor y son incluidas para tomar en cuenta las secciones de los anillos

en los extremos de la jaula que interconectan las barras. De forma similar, todas las

inductancias Ler mostradas tienen el mismo valor y modelan, junto con las resistencias,

las secciones de interconexión de las barras.

La contribución de cada una de las resistencias de la sección entre barras del anillo

de cortocircuito Rer, a la resistencia efectiva de la jaula de ardilla, no sólo depende de

las dimensiones f́ısicas del anillo, también depende del número de pares de polos de la

máquina y de la resistividad del material con el que se construye la jaula de ardilla. A

diferencia de la inductancia Ler, que básicamente depende de la geometŕıa del anillo de

cortocircuito (Williamson & Begg (1986)).

2.6. Cálculo del Par del Motor de Inducción

Un análisis transitorio preciso de una máquina eléctrica giratoria requiere del estu-

dio de la interacción entre las cantidades eléctricas y mecánicas. El par electromagnético
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2. MODELO ELECTROMAGNÉTICO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

juega un papel fundamental en la conversión de enerǵıa dentro de la máquina de in-

ducción.

La velocidad del rotor, ω, se obtiene mediante la segunda ley de Newton, la cual

describe el movimiento del rotor y está dada por (Kundur (2005)):

Jm
dω

dt
−Dmω = Te − TL (2.56)

donde Jm es el momento de inercia del rotor en [kg − m2], Dm es el coeficiente de

amortiguamiento en [N −m − s/rad], Te es el par electromagnético en [N ] y TL es el

par de carga en [N ].

La posición angular del rotor θ, que se mide a partir del eje magnético de la fase a,

tal y como se muestra en la Figura (2.9), se obtiene de la velocidad angular ω mediante:

dθ

dt
= ω (2.57)

Figura 2.9: Variación de la posición angular del rotor.

Con el desplazamiento angular del rotor calculado de (2.56) y (2.57), es posible

determinar el comportamiento mecánico de las máquinas eléctricas tomando en cuenta

los transitorios electromecánicos. Por lo tanto, es necesario calcular con precisión el par

electromagnético obtenido de la solución de las ecuaciones de campo.
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Existen diferentes métodos, basados en varias formulaciones, para evaluar el par

electromagnético. En el análisis numérico de las máquinas eléctricas, la técnica que

más se utiliza para el cálculo de fuerzas y pares, es el método de los esfuerzos de

Maxwell (Bastos & Sadowski (2003)).

El par electromagnético se obtiene mediante una integral de superficie; sin embargo,

para el caso de dos dimensiones, la integral de superficie se reduce a una integral de

ĺınea a lo largo del entrehierro de la máquina. En la Figura 2.10 se muestra cómo la

ĺınea Γ encierra al rotor a lo largo del entrehierro. El tensor de Maxwell está dado por

(Pham et al. (1990), Bastos & Sadowski (2003)):

dF

dΓ
= −µ0

2
H2n + µ0(H · n)H (2.58)

donde H = |H| es el valor absoluto de la intensidad de campo magnético. Está expre-

sión proporciona la fuerza dF sobre un diferencial de ĺınea, sobre el cual se conoce la

intensidad de campo magnético H.

Figura 2.10: Rotor afectado por el campo magnético y encerrado por la superficie Γ a lo

largo del entrehierro.

Sustituyendo H = (1/µ0) B en la ec. (2.58) se tiene:

dF

dΓ
= − 1

2µ0
B2n +

1

µ0
(B · n)B (2.59)

donde B = |B| es el valor absoluto de la densidad de flujo magnético.

El par electromagnético se obtiene como una integral de ĺınea a lo largo de la

trayectoria Γ como:
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Te = l

∫
Γ

(r× dF)dΓ

= l

∫
Γ

(r×
[
− 1

2µ0
B2n +

1

µ0
(B · n)B

]
)dΓ

(2.60)

donde l es la longitud magnética efectiva del motor.

Con la ecuación de difusión no lineal y la ecuación de oscilación, se determina el

comportamiento en estado transitorio del motor de inducción. Debido a la compleja

geometŕıa y materiales no lineales involucrados en el análisis, es imposible llegar a una

solución anaĺıtica del modelo electromagnético del motor. Sin embargo, una solución

aproximada a la solución exacta se puede obtener con técnicas numéricas, como el FEM.
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Caṕıtulo 3

MÉTODO DE ELEMENTOS

FINITOS

En este caṕıtulo se presenta el FEM, mostrando únicamente sus aspectos prácticos,

tal y como se usan en el desarrollo de este trabajo de tesis.

3.1. Introducción

El FEM tuvo un fuerte desarrollo a principios de los 50’s con el objetivo de resol-

ver problemas de ingenieŕıa mecánica, transferencia de calor y mecánica de fluidos. En

el año de 1970 con un art́ıculo de Peter Silvester y colaboradores (Silvester & Chari

(1970)), titulado: Finite element solution of saturable magnetic fields problems, se inicia

con la aplicación del método de elemento finito en problemas del tipo electromagnético.

Aunque el art́ıculo no era el único en ser publicado en este tipo de aplicaciones, se con-

sideró como la apertura de la era del electromagnetismo computacional en la ingenieŕıa

eléctrica.

La formulación de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden surgen para la

mayoŕıa de los problemas no lineales en máquinas eléctricas. Los métodos de solución

usados antes de 1970 no eran completamente satisfactorios, en particular cuando la

estructura teńıa una geometŕıa compleja (máquinas eléctricas rotatorias) o cuando la

no linealidad se presentaba debido a los materiales ferromagnéticos.
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Actualmente el FEM se considera una técnica numérica aplicable a la mayoŕıa de

los problemas de ı́ndole matemático e ingenieril. El método transforma un problema

de infinitos grados de libertad sobre todo un dominio y lo aproxima a un número

finito de coeficientes desconocidos, posteriormente se obtiene un sistema de ecuaciones

algebraicas que, una vez resuelto, proporciona la solución del problema (Dı́az (2000)).

La evolución del método de elemento finito está intimamente ligado con el desarrollo

en ingenieŕıa y el avance en las computadoras.

De lo anterior podemos decir que las herramientas de cálculo basadas en el FEM y

aplicadas al electromagnetismo se han convertido en herramientas fundamentales para

el análisis y diseño de dispositivos. La penetración de éste y otros métodos numéricos en

el análisis de fenómenos electromagnéticos ha sido de tal magnitud, que ha dado origen

a una disciplina denominada electromagnetismo computacional. Dentro de las aplica-

ciones de la disciplina mencionada, existen las de baja y alta frecuencia, las primeras

incluyen componentes eléctricos como motores, generadores, transformadores, actua-

dores y cables, las de alta frecuencia son para antenas, circuitos de radiofrecuencia y

microondas.

El análisis mediante el FEM del motor de inducción, permite tener una representa-

ción muy cercana a la realidad (esto dependiendo del tipo de mallado que se utilice) del

comportamiento de la máquina bajo condiciones transitorias o de estado estable (Ba-

lamurugan et al. (2004)). Además se tiene una gran ventaja ya que se puede visualizar

la distribución de la densidad de flujo magnético, flujos de dispersión, la intensidad de

campo magnético, entre otras variables de interés.

Sin embargo, el FEM también tiene algunas desventajas. Debido a su naturaleza

numérica, la solución es necesariamente aproximada. Entonces, si el método no es co-

rrectamente aplicado, podŕıa generar resultados imprecisos. Por último, dado que las

cantidades obtenidas se distribuyen en el espacio, el tiempo requerido para calcular los

resultados generalmente son largos, principalmete cuando se trabaja con geometŕıas de

dispositivos electromagnéticos en 3D, o cuando se hace un estudio en el dominio del

tiempo.

Para reducir el tiempo de cómputo, y al mismo tiempo mejorar el análisis, se usan

condiciones de periodicidad y simetŕıa (geométrica y electromagnética) de la estructura

electromagnética. Para incrementar la exactitud se realiza una fina subdivisión de la

30



3.2 Método de Galerkin: Conceptos Básicos

estructura, adoptando elementos finitos de dimensiones más pequeñas. No obstante,

una excesiva subdivisión del dominio causa que los tiempos de cómputo se hagan más

extensos (Garćıa (2011)).

Generalmente, en electromagnetismo, el FEM está asociado a métodos variacionales

y métodos de residuales ponderados (Bastos & Sadowski (2003)). En el primer caso, el

procedimiento numérico no trabaja directamente con la ecuación f́ısica relacionada al

problema, sino con un funcional (función de funciones) correspondiente de enerǵıa.

Contrariamente, los métodos de residuales se establecen directamente de la ecuación

f́ısica que tiene que ser resuelta. Esta es la principal razón del porque hoy en d́ıa el

FEM es establecido con métodos de residuales ponderados.

El Método de Galerkin es una forma particular de los métodos residuales y se utiliza

ampliamente en problemas electromagnéticos. Esta formulación particular es la que se

usa para resolver la ecuación de difusión no lineal que gobierna el comportamiento del

motor de inducción considerado en este trabajo.

3.2. Método de Galerkin: Conceptos Básicos

El método de Galerkin es un método de residuales ponderados que se aplica para

minimizar el residual de una ecuación en derivadas parciales. La mejor aproximación

de los potenciales magnéticos se puede obtener cuando la integral del residual de la

ecuación diferencial, multiplicada por una función de ponderación sobre el dominio del

problema, es igual a cero. La función de ponderación puede ser arbitraria, pero en el

método de Galerkin, las funciones de ponderación se seleccionan de tal manera que

sean las mismas que las funciones usadas para la expansión de la solución aproximada.

3.2.1. Elementos finitos

En el FEM, el dominio de solución se subdivide o discretiza en pequeñas sub-

regiones llamadas elementos finitos donde la variable desconocida se aproxima median-

te una función preseleccionada, la cual con frecuencia es una función polinomial. La

determinación de los valores de la función desconocida en puntos discretos dentro de

las sub-regiones (sujetas a restricciones conocidas) representa la solución del problema

de valor a la frontera (Escarela et al. (2004)). Esta discretización se puede hacer con
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3. MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

elementos de cualquier orden y forma. Los puntos que definen los elementos son los

nodos o grados de libertad. Al ensamble de los elementos se le conoce como malla. La

Figura 3.1 muestra los elementos finitos comúnmente utilizados en dos dimensiones.

Figura 3.1: Diferentes elementos finitos. a. Elementos en 1D b. Elementos triangulares en

2D c. Elementos cuadrangulares en 2D.

Los elementos de mayor orden (segundo y tercero) son llamados elementos de alta

precisión. Existe una relación entre el orden de la aproximación y el número de nodos

que definen el elemento. Por ejemplo, en un elemento triangular, una aproximación

lineal requiere de un elemento de 3 nodos, pero una aproximación cuadrática necesita

un elemento definido por 6 nodos.

Aunque, en general, elementos de mayor orden proporcionan resultados de mayor

precisión, los elementos de primer orden han sido utilizados en el análisis de dispositivos

electromagnéticos de baja frecuencia por muchos años debido a que son más fáciles de

manejar matemáticamente (Escarela et al. (2004)).

3.2.2. Versión en elementos finitos de la ecuación de campo

En este trabajo de tesis se utiliza el método de Galerkin en la discretización de la

ecuación (2.52). Para reducir la notación de esta ecuación se escribe en la forma (Arkkio
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3.2 Método de Galerkin: Conceptos Básicos

(1987)):

∇× (υ∇×A) +
σ

∆t
A = gk (3.1)

donde el vector gk denota el lado derecho de la ec. (2.52) y se desprecian los ı́ndices

de paso de tiempo. En el método de residuales ponderados la ec. (3.1) se multiplica por

un vector función de peso Wk y se integra sobre el volumen V del dominio:

∫
V

{
[∇× (υ∇×A)] ·Wz +

σ

∆t
A ·Wz− gW

}
dV = 0 (3.2)

En el modelo en dos dimensiones A es paralelo al eje z. La ec. (3.2) se puede escribir

como:

∫
V

{
−∇ · (υ∇A)W +

σ

∆t
AW − gW

}
dV = 0 (3.3)

Usando la identidad vectorial,

∇ · (υ∇A)W = ∇ · (Wυ∇A)− υ∇W · ∇A (3.4)

y el teorema de la divergencia, la ec. (3.3) se puede escribir como:

∫
V

{
υ∇A · ∇W +

σ

∆t
AW − gW

}
dV =

∮
S

υW
∂A

∂n
dS (3.5)

En el análisis en dos dimensiones de la máquina de inducción, la integral de volumen

se convierte en una integral de superficie sobre la sección tranversal de la máquina:

∫
Ω

{
υ∇A · ∇W +

σ

∆t
AW − gW

}
dΩ =

∮
Γ

υW
∂A

∂n
dΓ (3.6)

En el FEM la aproximación del vector potencial es:

Ã =

Nn∑
j=1

ajNj(x, y) (3.7)

donde:

aj es el valor nodal asociado con el nodo j de la malla de elemento finito
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3. MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

Nj es la función de forma asociado con el nodo j

Nn es el número de nodos en la malla de elemento finito

Cuando el método de Galerkin y el método de elementos finitos se combinan, el

vector potencial es aproximado por la ec. (3.7) y las funciones de forma conectados a

los nodos libres (valores nodales desconocidos) se utilizan como funciones de peso W.

Entonces el número de ecuaciones es igual al número de nodos libres en la aproximación.

La ecuación para un nodo i es:

∫
Ω

υ
Nn∑
j=1

aj∇Nj

 · ∇Ni +
σ

∆t

Nn∑
j=1

ajNj

Ni − gNi

 dΩ =

∮
Γ

υNi

Nn∑
j=1

aj
∂Nj

∂n

 dΓ

(3.8)

En el análilis de máquinas eléctricas las valores en los nodos sobre la superficie

exterior de la máquina se fijan a un valor constante igual a cero. La integral de ĺınea

sobre está frontera (Γ) se desvanece conforme el ı́ndice i corre sobre los nodos libres

dentro de la región solución y las funciones de forma asociadas con estos nodos son cero

sobre la frontera. Entonces la ecuación se puede escribir de la siguiente forma:

∫
Ω

υ
Nn∑
j=1

aj∇Nj

 · ∇Ni +
σ

∆t

Nn∑
j=1

aj∇Nj

Ni − gNi

 dΩ = 0 (3.9)

Si el número de nodos libres es Nl, hay Nl ecuaciones no lineales para la solución de

los Nl valores nodales aj . El método iterativo de Newton-Raphson se usa para resolver

este conjunto de ecuaciones no lineales.
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Caṕıtulo 4

MODELO DE ELEMENTOS

FINITOS DEL MOTOR DE

INDUCCIÓN

En este caṕıtulo se presenta la construcción del modelo de elementos finitos del

motor de inducción de doble jaula de ardilla realizado en Maxwell v15 (Maxwell (2012)).

Este modelo se utiliza para realizar simulaciones transitorias cuando el motor trabaja

a plena carga y sin carga. Los datos del motor considerado pertenecen a una máquina

existente que ha sido documentada y caracterizada geométricamente en Flux (2006).

4.1. Descripción del Modelado del Motor

A continuación se especifican las caracteŕısticas tanto eléctricas como geométricas

del motor de inducción. Esta información es de suma importancia para crear el modelo

de elementos finitos de la máquina en Maxwell v15.

4.1.1. Especificaciones eléctricas

La máquina de inducción considerada en esta tesis es un motor trifásico de 2 polos

(ver Figura 4.1), conectado en estrella flotante. Las caracteŕısticas eléctricas del motor

son las siguientes:

Potencia nominal, Pn = 7,5 kW
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4. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

Voltaje de alimentación nominal, Vfn = 380 V (fase a neutro)

Frecuencia nominal, fn = 50 Hz

Figura 4.1: Vista exterior del motor de inducción a modelar (Flux (2006)).

El devanado del estator es un devanado de cobre de doble capa, la relación entre

ranuras utilizadas y ranuras no utilizadas por una bobina es de 8/12 y N = 208 vueltas

por fase. En la Figura 4.2 se muestra de manera esquemática la forma en que se realiza

el devanado de doble capa del estator para las fases a, b y c.

Figura 4.2: Esquema del devanado de un estator de doble capa (Flux (2006)).
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4.1 Descripción del Modelado del Motor

El devanado del rotor está compuesto por una doble jaula de ardilla de aluminio

colado.

4.1.2. Especificaciones geométricas

El motor de la Figura 4.1 está conformado f́ısicamente de la siguiente manera (ver

Figura 4.3):

La armadura del estator tiene 24 ranuras, y el núcleo del rotor tiene 20 ranuras,

espaciadas uniformemente a lo largo de la periferia de la máquina.

El diámetro externo del núcleo magnético del estator mide 212 mm.

El diámetro interno del estator es de 120 mm.

El diámetro externo del núcleo magnético del rotor mide 119 mm. La longitud

del entrehierro es de 0.5 mm.

El diámetro interno del rotor es de 40 mm

La longitud de núcleo magnético del rotor y estator es de 125 mm.

Figura 4.3: Sección transversal de la armadura del estator y rotor (distancias en mm).
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4. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

La geometŕıa y dimensiones de las ranuras del estator y rotor se muestran en la

Figura 4.4.

Figura 4.4: Dimensiones de las ranuras (distancias en mm). a) Estator b) Rotor

Con base en las caracteŕısticas y espećıficaciones geométricas del motor de inducción

antes presentadas, se realiza el modelo en el software de simulación Ansoft Maxwell

v15. El modelo realizado en el software con ayuda de la interfaz gráfica se observa en

la Figura 4.5

4.1.3. Propiedades f́ısicas del modelo

En esta sección se especifican las propiedades f́ısicas del modelo de la máquina

de inducción. Es decir, se precisan las caracteŕısticas de los diferentes materiales que

conforman los dominios del modelo y algunas constantes de la máquina. En el Cuadro

4.1, se especifican las constantes del modelo.

Los devanados del estator y rotor están constituidos con materiales isotrópicos (co-

bre y aluminio). El núcleo magnético del estator y rotor se construye de un material

ferromagnético isotrópico no lineal (acero laminado). La dependencia B(H) del núcleo
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4.2 Simulación del Motor y Análisis de Resultados

Figura 4.5: Regiones de dominio para el cálculo de los campos electromagnéticos- 1.

Núcleo magnético del estator, 2. Devanados del estator, 3. Barras de la jaula de ardilla de

rotor, 4. Núcleo magnético del rotor, 5. Entrehierro de la máquina.

magnético del estator y rotor se observa en la Figura 4.6. El valor de saturación de este

material es Bsat = 2,1 T .

Para el cálculo de las pérdidas magnéticas, basados en los valores de densidad de

flujo de la Figura 4.6, se usan las siguientes caracteŕısticas de las laminaciones del

material magnético:

Coeficiente de pérdidas de histéresis kh = 306,5 Ws/T
2m3

Espesor de las laminaciones d = 0,5 mm

Factor de apilamiento kf = 0,98

4.2. Simulación del Motor y Análisis de Resultados

En esta sección se muestran las simulaciones que se realizaron mediante el FEM,

para el motor de la Figura 4.1, cuando opera a plena carga. Además se hace un análisis

de resultados de la simulación transitoria del motor de inducción. En el ápendice (A.3)
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4. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

Cuadro 4.1: Constantes del modelo (Flux (2006)).

Nombre Valor Descripción

Va, Vb, Vc 380 [V] Voltaje RMS de fase a neutro de las fases a, b y c

N 208 Vueltas Número de vueltas por fase

Rs 1,54 [Ω] Resistencia de los devanados del estator

Ls 333x10−3 [H] Inductancia del estator

Lsr 323x10−3 [H] Inductancia mutua

σs 55,99x106 [S] Conductividad eléctrica de los devanados de cobre del estator

l 0,125 [m] Longitud axial del motor

σr 32,05x106 [S] Conductividad eléctrica de las barras de aluminio del rotor

Rer 1,39x10−6 [Ω] Resistencia de la sección entre barras del rotor

Ler 1,06x10−8 [H] Inductancia de la sección entre barras del rotor

Lr 377x10−3 [H] Inductancia del rotor

Jm 0,034 [kg −m2] Momento de inercia

τL 24,72 [N −m] Par de carga nominal

f 50 [Hz] Frecuencia nominal

Figura 4.6: Dependencia B(H) de las laminaciones del núcleo magnético (Flux (2006)).
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4.2 Simulación del Motor y Análisis de Resultados

se presenta la validación del modelo presentado en este trabajo de tesis realizando una

comparación de resultados con (Flux (2006)).

4.2.1. Condiciones de frontera del modelo

La evaluación del campo electromagnético en todas las simulaciones realizadas por

el FEM consideran como incógnita al potencial magnético vectorial A en todo el do-

minio solución. Aunque teóricamente se debeŕıa considerar el infinito para resolver con

precisión el modelo del motor por el FEM, es necesario emplear condiciones de frontera

que delimiten el dominio del problema. Esto tiene como objetivo disminuir tiempos

de simulación y despreciar zonas donde el campo magnético es pequeño o su efecto

es imperceptible en el modelado del motor con el FEM. La condición de frontera del

dominio seleccionado en este trabajo de tesis, ver Figura 4.7, es la periferia externa del

núcleo magnético del estator. El modelo del motor considera la condición de frontera

Dirichlet de flujo magnnético nulo cruzando esta frontera. Expresada en términos del

potencial magnético vectorial, esta condición impone un valor de potencial igual a cero

en la periferia del estator de la máquina.

Figura 4.7: Condición de frontera dirichlet del modelo.
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En este modelo se podŕıa considerar una condición de frontera más alejada de la

periferia de la máquina. Sin embargo, el área del núcleo magnético principal del estator

es mucho mayor que el área ocupada por los dientes del estator, que es donde puede

existir saturación. Entonces, el flujo pasa sin dificultad por el material magnético de

alta permeabilidad del estator, lo que resulta en que el flujo de dispersión en la periferia

externa de la máquina sea prácticamente nulo.

4.2.2. Mallado de la geometŕıa

Una malla es una partición de la geometŕıa en pequeños elementos, llamados ele-

mentos finitos (ver Sección 3.2.1). Estos elementos pueden ser de diferentes formas, en

el caso de este trabajo se utilizan elementos triangulares de primer orden para hacer el

mallado de la geometŕıa del motor.

Para tomar en cuenta el movimiento del rotor, que afecta directamente la topoloǵıa

del mallado, se define una banda de elementos finitos que se encuentran dentro del

entrehierro de la máquina; la topoloǵıa de la banda de elementos va cambiando conforme

la posición del rotor cambia. Este método se conoce como la técnica de la banda de

movimiento (Davat et al. (1985)). Entonces, la malla del estator y la malla del rotor no

se alteran, pero los elementos en el entrehierro se distorsionan conforme el rotor cambia

de posición, hasta que es inevitable volver a mallar la geometŕıa. Esto es, cuando la

forma propia o elemental de los elementos finitos deformados se pierde.

En la Figura 4.8 se observa el mallado elaborado por el FEM en la máquina cuando

opera a plena carga, y los diferentes dominios definidos en la Figura 4.5. Es importante

mencionar que la malla no se optimizó en términos geométricos pero si cumple con un

criterio de convergencia energética, lo que garantiza precisión en los resultados. Se puede

hacer una malla más pequeña y más eficiente desde el punto de vista computacional y

geométrico, pero la malla que se planteó no genera problema alguno desde el punto de

vista de precisión.

En la Figura 4.8 también se los elementos triangulares de primer orden involucrados

en la construcción de la malla de elementos finitos. Conforme se incrementa la distan-

cia a las fuentes que generan los campos magnéticos en el estator (corrientes en los

devanados), el mallado es menos denso, ya que la magnitud de los campos magnéticos
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entre cada punto de la superficie tiene valores similares y se requiere de menos nodos

en este dominio para obtener la solución del potencial magnético vectorial. En el rotor

ocurre algo similar, mientras uno se aleja de las barras del rotor, que generan su propio

campo magnético por las corrientes inducidas, las magnitudes de los campos son simi-

lares entre cada punto de la superficie del núcleo magnético del rotor y se requiere de

un mallado menos denso, conforme se incrementa la distancia a la fuente que genera el

campo en el rotor.

Figura 4.8: Mallado de la geometŕıa del motor (la malla consta de 9274 elementos)- 1.

Núcleo magnético del estator, 2. Devanados del estator, 3. Barras de la jaula de ardilla de

rotor, 4. Núcleo magnético del rotor, 5. Entrehierro de la máquina.

Es muy importante el mallado en el entrehierro, ya que es ah́ı donde los campos

magnéticos generados por los devanados del estator tienen que cruzar hacia el rotor para

inducir corrientes en la jaula de ardilla, que a su vez generan un campo magnético, el

cual interactúa con el campo del estator, y aśı crear el par electromagnético que hará que

gire el rotor.
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4.2.3. Condiciones iniciales

Para realizar el análisis transitorio es necesario precisar las condiciones iniciales de

la simulación. En este análisis se considera:

El motor está inicialmente detenido en t=0 s.

Sin excitación (las corrientes en los devanados del estator son igual a cero)

Como resultado de los 2 puntos anteriores, el potencial magnético vectorial inicial

en toda la región de análisis, es cero.

La fase inicial para los voltajes trifásicos del estator son: ∠Va = 0◦, ∠Vb = −120◦,

∠Vc = 120◦

4.2.4. Simulación transitoria

En la simulación transitoria es necesario ajustar el tiempo de simulación y el paso

de integración. El tiempo de simulación que se especifica es de 1 s, tiempo suficiente

para que el motor alcance la velocidad nominal y observar aśı su comportamiento

electromecánico. Los resultados obtenidos y el postprocesamiento de datos utilizan un

paso de integración de 0,002 s, esto significa que cada 0,002 s el FEM arroja resultados

que se almacenan para su postprocesamiento. La selección del paso de integración en las

simulaciones del motor a plena carga y sin carga, se elige de tal forma que se capturen

las oscilaciones a 50 Hz de las corrientes y voltajes en la máquina desde el transitorio

hasta la condición de estado estable. Con la elección de este paso de integración se

obtiene una solución discreta correspondiente a 10 puntos de solución por peŕıodo,

para cada variable de interés en la máquina (señales de voltaje, corriente, velocidad y

par electromagnético). La elección del paso de integración también se relaciona con la

presición que se requiera en los resultados y el tiempo de simulación. Si se opta por

elegir un paso de integración pequeño, se obtienen resultados con mayor precisión pero

el tiempo de cómputo se incrementa. Por el contrario, un paso de integración mayor

disminuye el tiempo de cómputo, pero arroja resultados con menos precisos.
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4.2.5. Análisis de resultados

A continuación se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones y se lleva

a cabo el análisis de dichos resultados.

4.2.5.1. Campo magnético transitorio del motor de inducción

Para visualizar la evolución de la penetración del campo magnético en el núcleo

magnético del rotor, se presentan una serie de gráficos de las ĺıneas de campo magnético

y de la densidad de flujo magnético en diferentes instantes de tiempo. En los gráficos

se relacionan las magnitudes de la densidad de flujo magnético y las ĺıneas de flujo

con colores de diferentes tonalidades. Los valores más altos están representados por los

rojos intensos y los valores cercanos a una magnitud igual a cero por los azules intensos.

En las Figuras 4.9 a 4.11 se observan los gráficos de las ĺıneas de campo magnético

en diferentes instantes de tiempo (desde el arranque de la máquina hasta una condición

en estado permanente).

Figura 4.9: Ĺıneas de campo magnético en t = 0,002 s.

45



4. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

Figura 4.10: Ĺıneas de campo magnético en t = 0,4 s.

Figura 4.11: Ĺıneas de campo magnético en t = 1 s.

Conforme la velocidad del motor aumenta hasta llegar a la velocidad de operación

a plena carga, se observa claramente que el campo magnético comienza a penetrar

gradualmente el núcleo del rotor (en t = 0,002 s) hasta que lo hace por completo (t = 1
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s). En el arranque del motor el campo magnético no penetra el núcleo del rotor de

manera uniforme, sino que se concentra en la periferia del rotor. Esto se debe a que las

corrientes en las barras del rotor son de gran magnitud lo que provoca un efecto pantalla

que se opone a que el flujo magnético del estator atraviese el entrehierro hacia el núcleo

magnético del rotor. Conforme el tiempo transcurre hasta alcanzar la velocidad nominal

en el motor, las corrientes del rotor van disminuyendo debido a que el deslizamiento en

la máquina disminuye y el flujo magnético del estator atraviesa casi por completo el

núcleo magnético del rotor.

En la Figura 4.12 se observa el mismo efecto pero con respecto a la densidad de

campo magnético.

Figura 4.12: Magnitud de la densidad de flujo magnético en diferentes instantes de tiempo.
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Es importante notar en esta figura que a pesar de que la máquina opera a plena

carga, cerca de la frontera del núcleo magnético del estator se tienen valores de B con

los que se puede afirmar que se opera en la zona no saturada de la curva BH. El valor

máximo de densidad de flujo cerca de la frontera exterior de la máquina que se obtiene

del gráfico es Bmax = 1,1 T y corresponde al color verde intenso. De la Figura 4.6

se puede observar que el valor en el codo de la curva donde el material comienza a

saturarse es B = 1,5 T . Esto justifica el uso de la condición de frontera utilizada en

este trabajo de tesis ya que el campo magnético se encuentra confinado en el circuito

magnético de la máquina.

4.2.5.2. Variables electromecánicas: velocidad angular, par electromagnéti-

co y posición angular

En la Figura 4.13 se muestra la variación de la velocidad angular del rotor desde el

arranque hasta llegar a la velocidad nominal a plena carga de 2907 rpm. Después de

0,5 s la velocidad del motor se estabiliza hasta llegar a su valor de estado estacionario

(ver Apéndice A.4 donde se calcula el tiempo de arranque mecánico para el motor

de inducción en términos de sus parámetros). En el arranque del motor, mientras se

incrementa la velocidad, se observan pequeñas oscilaciones que se producen por la

interacción del campo magnético ligado al rotor con el campo congelado en el estator.

El principio de congelamiento del campo en el estator obedece al teorema de enca-

denamientos de flujo constante, que estipula que el flujo no puede cambiar de manera

instantánea (Kimbark (1956)).

En la Figura 4.14 se muestra el comportamiento transitorio del par electromagnéti-

co desde el arranque hasta alcanzar la velocidad nominal. En el intervalo de tiempo

donde el deslizamiento de la máquina es alto, se observa que también el par vaŕıa consi-

derablemente. El motor alcanza la velocidad nominal en 0,46 s, pero la aceleración del

rotor impide quedarse en dicha velocidad, por lo que después de este tiempo se observa

cómo los valores del par van disminuyendo. Este par se le conoce como par de frenado,

y se produce para lograr que la velocidad del rotor se estabilice en su valor nominal.
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Figura 4.13: Comportamiento de la velocidad angular del rotor.

Figura 4.14: Comportamiento del par electromagnético del motor (Tnominal = 24,72

N −m).
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4.2.5.3. Variables eléctricas: Voltajes y corrientes

En esta sección se muestran los resultados obtenidos de voltajes y corrientes en los

devanados del estator.

En la Figura 4.15 se muestran los voltajes de alimentación para cada una de las

fases del motor. El voltaje pico en las tres fases es 537,4 V y la frecuencia de las señales

es 50 Hz. En la Figura 4.16 se observa la forma de onda senoidal de los voltaje que

alimentan las tres fases del estator hasta un tiempo igual a 60 ms. En estas figuras se

pueden ver las señales de las tres fases de igual magnitud pero defasadas 120◦ en el

tiempo.

Figura 4.15: Voltajes de alimentación de las fases a, b y c del estator.

En la Figura 4.17 se observa como vaŕıan las corrientes en las tres fases del estator,

conforme se incrementa la velocidad del rotor. La corriente de arranque máxima es

de 100 A y se presenta en la fase a del estator. Cabe destacar que esta corriente es

8 veces la corriente nominal de la máquina. Durante 0,3 segundos las magnitudes se

mantienen casi constantes en 60 A. Este fenómeno se debe a que en el arranque se

necesitan corrientes de gran magnitud para vencer el par de carga e inercia del rotor.
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Figura 4.16: Forma de onda de los voltajes de alimentación del estator.

Después de este intervalo de tiempo, el par se ha llevado casi al nominal, por lo que las

corrientes comienzan a disminuir hasta estabilizarse a su valor nominal.

Figura 4.17: Corrientes de alimentación de las fases a, b y c del estator.
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En la Figura 4.18 se muestran las formas de onda de las corrientes en las fases del

estator cuando la máquina ha alcanzado su operación en estado permanente. Se puede

observar que no se rebasan los valores nominales de la máquina (Imax = 12,57 A).

Figura 4.18: Corrientes de alimentación de las fases a, b y c del estator en estado perma-

nente.

En este caṕıtulo se presentó el modelo de elementos finitos de la máquina de in-

ducción de doble jaula de ardilla, además se realizó un análisis de este modelo. En los

caṕıtulos siguientes se aborda el problema de control de velocidad del motor.
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Caṕıtulo 5

CONTROL DIRECTO DEL

MOTOR DE INDUCCIÓN

En este caṕıtulo se aborda el problema de control de velocidad del motor de induc-

ción de doble jaula de ardilla. Se estudia el modelo bifásico del motor de inducción, que

tiene un equivalente directo con un motor trifásico, debido a que el planteamiento de

la ley de control que se utiliza parte de este modelo.

5.1. Introducción

En el pasado las máquinas de corriente directa (CD) han sido usadas en áreas que

requieren operación a velocidad variable. Su control es de fácil concepción debido a que

el flujo de campo y el par de carga pueden ser fácilmente controlados por la corriente

de campo y la corriente de armadura respectivamente. Sin embargo, las máquinas de

CD tiene ciertas desventajas debido a la existencia del conmutador y las escobillas,

que requieren mantenimiento periódico. Las máquinas de CD no pueden utilizarse en

ambientes explosivos o corrosivos y por otra parte el conmutador limita la capacidad

de alcanzar altas velocidades de operación. Las máquinas de corriente alterna no ado-

lecen de estos problemas, ya que poseen una estructura más simple y robusta, además,

su mantenimiento es mı́nimo, son más económicas y más tolerantes a sobrecargas de

operación.
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5. CONTROL DIRECTO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

El motor de inducción jaula de ardilla es el tipo más común de los motores de co-

rriente alterna. Esta máquina puede ser operada como motor o generador. Sin embargo,

en la mayoŕıa de las aplicaciones se trabaja como motor.

Los motores de inducción jaula de ardilla son de fácil construcción debido princi-

palmente a que no poseen escobillas ni conmutador. Sin embargo, el control del motor

de inducción jaula de ardilla es más complicado, ya que es un sistema no lineal mul-

tivariable, con entradas de control (voltajes o corrientes del estator dependiendo del

modo de control) y en general dos variables de salida, la velocidad angular del rotor y

la magnitud del flujo (Cortés (2011)).

Desde hace muchos años se han desarrollado varias estrategias de control para el

motor de inducción. Entre las que se encuentran:

Control escalar (Fitzgerald et al. (2004)).

Control indirecto por campo orientado (Chiasson (2005)).

Control directo de par (Ponce & Sampé (2008)).

Control basado en pasividad (Ortega et al. (1998)).

Control directo por campo orientado (Sira et al. (2012)).

En esta tesis se trabaja con el control directo por campo orientado del motor de

inducción, porque es una estrategia de control novedosa, que resuelve simultáneamente

el seguimiento de la velocidad deseada, y la regulación de la magnitud del flujo, a

través de controles auxiliares PID. Además este control es de implementación rápida

en la práctica, en comparación con el control clásico por campo orientado de doble lazo.

La estrategia de control se ha validado con resultados experimentales y ha mostrado

un correcto desempeño en el control de velocidad de máquinas de inducción (González

(2011), Sira et al. (2012)).

5.2. Modelo Espacio-Estado del Motor de Inducción

Para entender como se plantea la estrategia de control se obtiene un modelo ma-

temático del motor de inducción que se refiere a un sistema de coordenadas cartesiano,

que permite obtener una máquina bifásica equivalente (Chiasson (2005)).
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Antes de presentar el modelo espacio-estado del motor de inducción se precisan las

condiciones iniciales del sistema en t = 0 s y las hipótesis que se consideran en el modelo

del motor.

Condiciones iniciales

La velocidad inicial del rotor es cero

Los encadenamientos de flujo y las corrientes son igual cero

Hipótesis

Los parámetros de la máquina son conocidos (resistencias e inductancias)

Los valores de las resistencia del estator y rotor son constantes

Fuente de alimentación trifásica balanceada

El sistema es simétrico y equilibrado

Para obtener el modelo matemático del motor de inducción en dos fases se analiza

la Figura 5.1. En esta figura se representan los voltajes y corrientes en las fases a y

b del estator, y las corrientes que circulan en las fases a y b del rotor de acuerdo con

la ley de inducción de Faraday. Los devanados del rotor se encuentran en cortocircuito

por lo que no existen terminales de entrada de voltaje.

Los encadenamientos de flujo del estator ψsa y ψsb y rotor ψra y ψrb están definidos

de la siguiente manera (Chiasson (2005)):

ψsa = Lsisa + Lsr (ira cos (npθ)− irb sin (npθ))

ψsb = Lsisb + Lsr (ira sin (npθ) + irb cos (npθ))

ψra = Lrira + Lsr (isa cos (npθ) + isb sin (npθ))

ψrb = Lrirb + Lsr (−isa sin (npθ) + isb cos (npθ)) (5.1)

Las ecuaciones de voltaje (ua y ub) en los devanados del estator obtenidas mediante

las leyes de Kirchhoff quedan definidas como:
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5. CONTROL DIRECTO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

Figura 5.1: Esquema bifásico del motor de inducción.

ua = Rsisa +
d

dt
ψsa

= Rsisa + Ls
d

dt
isa + Lsr

d

dt
(ira cos(npθ)− irb sin (npθ))

ub = Rsisb +
d

dt
ψsb

= Rsisb + Ls
d

dt
isb + Lsr

d

dt
(ira sin(npθ) + irb cos (npθ)) (5.2)

De forma similar, las ecuaciones eléctricas en los devanados del rotor están expre-

sadas por:
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5.2 Modelo Espacio-Estado del Motor de Inducción

0 = Rrira +
d

dt
ψra

0 = Rrira + Lr
d

dt
ira + Lsr

d

dt
(isa cos(npθ) + isb sin (npθ))

0 = Rrirb +
d

dt
ψrb

0 = Rrirb + Lr
d

dt
irb + Lsr

d

dt
(−isa sin(npθ) + isb cos (npθ)) (5.3)

Finalmente, considerando las leyes de Newton, la ecuación mecánica queda definida

como:

Jm
dω

dt
= npLsrisb [ira cos(npθ)− irb sin(npθ)]

− npLsrisa [ira sin(npθ) + irb cos (npθ)]− τL (5.4)

En el modelo matemático del motor de inducción, los ejes de los devanados del

estator son ortogonales con una posición fija y los ejes de los devanados del rotor

también ortogonales giran a una velocidad angular ω (velocidad angular del rotor).

Este sistema se conoce como el modelo αβ del motor de inducción:

ua = Rsisa + Ls
d

dt
isa + Lsr

d

dt
(ira cos(npθ)− irb sin (npθ))

ub = Rsisb + Ls
d

dt
isb + Lsr

d

dt
(ira sin(npθ) + irb cos (npθ))

0 = Rrira + Lr
d

dt
ira + Lsr

d

dt
(isa cos(npθ) + isb sin (npθ))

0 = Rrirb + Lr
d

dt
irb + Lsr

d

dt
(−isa sin(npθ) + isb cos (npθ))

Jm
dω

dt
= npLsrisb [ira cos(npθ)− irb sin (npθ)]

− npLsrisa [ira sin(npθ) + irb cos (npθ)]− τL
dθ

dt
= ω (5.5)

[
λa
λb

]
=

[
cos(npθ) − sin(npθ)
sin(npθ) cos(npθ)

] [
ψra
ψrb

]
(5.6)
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Sustituyendo ψra y ψrb en la expresión (5.6) se tiene que:

λa = Lr (ira cos(npθ)− irb sin(npθ)) + Lsrisa

λb = Lr (ira sin(npθ) + irb cos(npθ)) + Lsrisb (5.7)

Se obtiene a continuación el modelo del motor de inducción en términos de las

variables de estado λa, λb, isa, isb, ω y θ. Usando las ecuaciones anteriores para eliminar

la corriente del rotor, las primeras dos ecuaciones de (5.5) se pueden escribir como:

ua = Rsisa + Ls
d

dt
isa + Lsr

d

dt
(λa − Lsrisa) /Lr

ub = Rsisb + Ls
d

dt
isb + Lsr

d

dt
(λb − Lsrisb) /Lr (5.8)

ó

ua = Rsisa + Ls

(
1− L2

sr

LsLr

)
d

dt
isa +

Lsr
Lr

d

dt
λa

ub = Rsisb + Ls

(
1− L2

sr

LsLr

)
d

dt
isb +

Lsr
Lr

d

dt
λb (5.9)

La tercera y cuarta ecuación de (5.5) se pueden expresar como

[
0
0

]
=

[
Rrira
Rrirb

]
+
d

dt

([
cos(npθ) sin(npθ)
− sin(npθ) cos(npθ)

] [
λa
λb

])
(5.10)

Expandiendo esta expresión se tiene que:

[
0
0

]
=

[
Rrira
Rrirb

]
+
d

dt

([
cos(npθ) sin(npθ)
− sin(npθ) cos(npθ)

])[
λa
λb

]
+

[
cos(npθ) sin(npθ)
− sin(npθ) cos(npθ)

]
d

dt

([
λa
λb

])
(5.11)
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y multiplicando ambos lados por

[
cos(npθ) − sin(npθ)
sin(npθ) cos(npθ)

]
resulta en:

[
0
0

]
=

[
cos(npθ) − sin(npθ)
sin(npθ) cos(npθ)

] [
Rrira
Rrirb

]
+
d

dt

[
λa
λb

]
+nPω

[
cos(npθ) − sin(npθ)
sin(npθ) cos(npθ)

] [
− sin(npθ) cos(npθ)
− cos(npθ) − sin(npθ)

] [
λa
λb

]

Simplificando se obtiene el siguiente sistema:

[
0
0

]
=

[
Rr/Lr (λa − Lsrisa)
Rr/Lr (λb − Lsrisb)

]
+
d

dt

[
λa
λb

]
− nPω

[
0 −1
1 0

] [
λa
λb

]
(5.12)

Por lo tanto, la ecuación mecánica queda de la siguiente manera:

Jm
dω

dt
= npLsr

(
isb

(λa − Lsrisa)
Lr

− isa
(λb − Lsrisb)

Lr

)
− τL

= np
Lsr
Lr

(isbλa − isaλb)− τL (5.13)

Finalmente se llega al sistema de ecuaciones conocido como modelo ab del motor

de inducción:

dω

dt
=

npLsr
JmLr

(λaib − λbia)−Bω −
τL
Jm

dλa
dt

= −Rr
Lr
λa − npωλb +

Rr
Lr
Lsria

dλb
dt

= −Rr
Lr
λb + npωλa +

Rr
Lr
Lsrib

dia
dt

=
LsrRr
σLsL2

r

λa +
npLsr
σLsLr

ωλb − γia +
ua
σLs

dib
dt

=
LsrRr
σLsL2

r

λb −
npLsr
σLsLr

ωλa − γib +
ub
σLs

dθ

dt
= ω (5.14)
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donde ua, ub son los voltajes de control. También se define a γ y σ en términos de los

parámetros de la máquina,

γ =

(
L2
srRr + L2

rRs
σLsL2

r

)
(5.15)

σ = 1− L2
sr

LrLs
(5.16)

Se puede observar que (5.14) representa una simplificación del sistema (5.5). Este

último sistema consiste en seis ecuaciones diferenciales pero solo se trabaja con las

primeras cinco ecuaciones ya que el objetivo es hacer control de velocidad y no de

posición.

5.3. Propiedades de Desacoplamiento del Motor de In-

ducción

El motor de inducción tiene una propiedad de desacoplamiento a partir de las ecua-

ciones dinámicas. Si se expresan los encadenamientos de flujo λa y λb en coordenadas

polares: λ = |λ|ejφ, se pueden reescribir las tres primeras ecuaciones del sistema (5.14)

en términos de la magnitud del flujo al cuadrado |λ|2 y del ángulo φ = arctan( λbλa ) de

la siguiente manera,

Jm
dω

dt
=

npLsr
Lr

Im
(
iλ
)
−Bω − τL

d

dt
|λ|2 = −2

Rr
Lr
|λ|2 + 2

RrLsr
Lr

Re
(
iλ
)

Lr
d

dt
φ = npLrω +

1

|λ|2
RrLsrIm

(
iλ
)

dia
dt

=
LsrRr
σLsL2

r

λa +
npLsr
σLsLr

ωλb − γia +
ua
σLs

dib
dt

=
LsrRr
σLsL2

r

λb −
npLsr
σLsLr

ωλa − γib +
ub
σLs

(5.17)
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donde i = ia + jib, λ = λa + jλb y λ es el conjugado de λ. De esta manera se puede ver

que las dos primeras ecuaciones del sistema (5.17) muestran propiedades de desacopla-

miento: la dinámica de ω depende de la parte imaginaria mientras que la dinámica de

|λ|2 depende de la parte real.

En consecuencia si se consideran las corrientes como una entrada de control auxiliar,

en principio se puede controlar independientemente cada una de las variables ω, y |λ|2.

Este hecho da origen al control indirecto clásico por campo orientado explorado y

utilizado en Kim et al. (1990) y en Bodson et al. (1994).

Para descartar la idea tradicional del control por campo orientado de doble lazo,

se utiliza una estrategia de control directo, donde el voltaje controla directamente las

variables ω y |λ|2, sin tener la necesidad de pasar por un lazo externo de corrientes

(Sira et al. (2012), González (2011)). Para obtener la estrategia de control de un solo

lazo, se derivan las dos primeras ecuaciones del sistema (5.17) y aparecen los voltajes

de entrada de control u como se muestra en las siguientes ecuaciones:

d2ω

dt2
=

npLsr
JmLrLsσ

Im
(
uλ
)

+
npLsr
Lr

[(
Rr
Lr
− σ

)
Im
(
iλ
)
− npωRe

(
iλ
)
− np
LsLrσ

ω|λ|2
]

− Bω̇ − τ̇L
d2

dt2
|λ|2 =

2RrLsr
LrLsσ

Re
(
uλ
)

+

(
4R2

r

L2
r

+
2R2

rL
2
sr

LsσL3
r

)
|λ|2 +

(
−6R2

rLsr
L2
r

− 2RrγLsr
Lr

)
Re
(
iλ
)

+

(
2RrLsrnp

Lr

)
ωIm

(
iλ
)

+

(
2R2

rL
2
sr

L2
r

)
i2 (5.18)

donde u = ua + jub son los voltajes en el estator en el marco de referencia bifásico

de la máquina de inducción. Se puede observar que el sistema (5.18) contiene términos

no lineales complicados. Estos términos se encapsulan en ξω(ω, ω̇, |λ|2, d|λ|
2

dt , τL, τ̇L) y

ξλ(ω, ω̇, |λ|2, d|λ|
2

dt , τL), por lo que se puede reescribir el sistema (5.18) como:
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d2ω

dt2
=

npLsr
JmLrLsσ

Im
(
uλ
)

+ ξω(ω, ω̇, |λ|2, d|λ|
2

dt
, τL, τ̇L)

d2

dt2
|λ|2 =

2RrLsr
LrLsσ

Re
(
uλ
)

+ ξλ(ω, |λ|2, d|λ|
2

dt
, τL) (5.19)

Es interesante ver que las ecuaciones del sistema (5.19) tiene la misma propiedad

de desacoplamiento que (5.17), pero ahora los términos involucrados son los voltajes

del estator. De esta manera se puede aplicar el control directo del motor de inducción.

Utilizando la misma idea del control por campo orientado, de hacer una proyección

directa y de cuadratura de un control auxiliar v de la forma:

u =

(
λ

|λ|2

)
v (5.20)

hacia cada componente del flujo, las ecuaciones de (5.19) quedan como:

d2ω

dt2
=

npLsr
JmLrLsσ

vb + ξω(ω, ω̇, |λ|2, d|λ|
2

dt
, τL, τ̇L)

d2

dt2
|λ|2 =

2RrLsr
LrLsσ

va + ξλ(ω, ω̇, |λ|2, d|λ|
2

dt
, τL) (5.21)

5.4. Control Auxiliar v

En esta sección se presenta el control auxiliar v del sistema (5.21), para el segui-

miento de velocidad y regulación de flujo ω∗(t) y |λ∗|2, respectivamente.

5.4.1. Control PID

A pesar de décadas de investigación en el desarrollo de nuevos métodos de con-

trol, el control Proporcional-Integral-Derivativo es todav́ıa ampliamente usado en la
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5.4 Control Auxiliar v

industria debido a su simplicidad y popularidad (Xu & Feng (2006)). Los controladores

industriales se clasifican, de acuerdo con sus acciones de control, como (Ogata (2003)):

Acción de control proporcional. El control proporcional establece una rela-

ción lineal continua entre el valor de la variable controlada y la salida del contro-

lador, siempre y cuando la variable esté dentro de la banda proporcional. Para

un controlador con acción de control proporcional, la relación entre la salida del

controlador v(t) y la señal de error e(t) es:

v(t) + kpe(t) (5.22)

En el control proporcional de una planta, hay un error en estado estacionario,

o desplazamiento (offset). Tal offset se elimina si se incluye la acción de control

integral en el controlador.

Acción de control integral. En un controlador con acción de control integral,

el valor de la salida del controlador v(t) se cambia a una razón proporcional a la

señal de error e(t). Es decir,

dv(t)

dt
= kie(t) (5.23)

o bien

v(t) = ki

t∫
0

e(t)dt (5.24)

La acción de control integral, aunque elimina el offset o el error en estado esta-

cionario, puede conducir a una respuesta oscilatoria de amplitud decreciente, o

incluso, de amplitud creciente, y ambos casos por lo general se consideran inde-

seables.

Acción de control derivativa. El sistema de control o acción derivativa pro-

porciona una señal que es proporcional a la derivada del error, matemáticamente:

v(t) = kd
de(t)

dt
(5.25)
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5. CONTROL DIRECTO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN

Cuando una acción de control derivativa se agrega a un controlador proporcional,

aporta un modo de obtener un controlador con alta sensibilidad. Una ventaja de

usar una acción de control derivativa es que responde a la velocidad del cambio del

error y produce una corrección significativa antes de que la magnitud del error se

vuelva demasiado grande. Por tanto, el control derivativo preve el error, inicia una

acción correctiva oportuna y tiende a aumentar la estabilidad del sistema. Aunque

el control derivativo no afecta en forma directa al error en estado estacionario,

añade amortiguamiento al sistema y, por tanto, permite el uso de un valor más

grande para la ganancia kp, lo cual provoca una mejora en la precisión en estado

estacionario.

Acción de control proporcional-integral-derivativa. La combinación de la

acción de control proporcional, la acción de control integral y la acción de control

derivativa se denomina acción de control Proporcional-Integral-Derivativa (PID).

Está acción combinada tiene la ventaja de cada una de las tres acciones de control

individuales. La ecuación de un controlador con esta acción combinada está dada

por:

v(t) = kpe(t) +
kp
Ti

t∫
0

e(t)dt+ kpTd
de(t)

dt
(5.26)

5.4.2. Control auxiliar va y control vb

El control auxiliar vb para el seguimiento de velocidad y el control auxiliar va para la

regulación de flujo, se eligen como controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo)

(González (2011)):

va(t) =
LrLsσ

2RrLsr

−gpeλ (t)− gi

t∫
0

eλ (t) dt− gd
deλ(t)

dt
+
d2 |λ|2

dt2

 (5.27)

vb(t) =
JLrLsσ

npLsr

−kpeω (t)− ki

t∫
0

eω (t) dt− kd
deω(t)

dt
+
d2ω∗

dt2

 (5.28)
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donde,

eλ (t) = |λ|2 − |λ∗|2= señal de error en la regulación de flujo

eω (t) = ω(t)− ω∗(t)= señal de error en el seguimiento de velocidad

La convergencia a que se alude implica que los errores de seguimiento: ew = ω−ω∗,
y el error de estabilización: eλ = |λ|2− |λ∗|2 convergen asintóticamente a una vecindad

tan pequeña como se requiera del origen.

Finalmente, si se sustituyen (5.27) y (5.28) en ((5.20)) se obtienen las señales de

voltaje del modelo bifásico del motor (señales de control):

ua =
1

|λ|2
[|λa| va − |λb| vb] (5.29)

ub =
1

|λ|2
[|λb| va − |λa| vb] (5.30)
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Caṕıtulo 6

MODELO ACOPLADO DEL

MOTOR DE INDUCCIÓN Y SU

SISTEMA DE CONTROL

En este caṕıtulo se presenta el modelo acoplado y las simulaciones realizadas para

el motor de inducción y su sistema de control. El modelo acoplado integra al modelo de

elementos finitos del motor de inducción presentado en el Caṕıtulo 4 y el controlador

visto en el Cáṕıtulo 5. Además se analiza la respuesta dinámica de las corrientes en el

estator, el par electromagnético, la velocidad del rotor y el comportamiento transitorio

de los campos magnéticos (ĺıneas de flujo magnético y densidad de campo magnético).

6.1. Introducción

Durante décadas pasadas, el cálculo númerico de campos magnéticos se ha converti-

do en un estándar para el diseño y análisis de máquinas eléctricas. Al mismo tiempo, el

control de máquinas eléctricas hoy en d́ıa es una demanda común para un sinnúmero de

aplicaciones industriales. El diseño de controladores y máquinas eléctricas se ha realiza-

do por separado tradicionalmente, pero la demanda en el incremento de la eficiencia de

estos sistemas a un bajo costo ha promovido el proceso de diseño combinado (Kanerva

et al. (2006), Roel et al. (2001), Islam & Arkkio (2008), Ho et al. (2001), Herold et al.

(2011)). Especialmente en controladores para motores de gran capacidad y generado-
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6. MODELO ACOPLADO DEL MOTOR DE INDUCCIÓN Y SU SISTEMA DE CONTROL

res de velocidad variable, ambas máquinas con sus respectivos controladores deben ser

hechos a la medida para trabajar juntos y garantizar un comportamiento satisfactorio

para la aplicación que se requiera. En tal caso, se opta por un ambiente de simulación

combinado, donde el análisis de campos magnéticos se acopla con circuitos externos

donde se acondicionen las señales de alimentación en las máquinas eléctricas, para rea-

lizar las tareas de control de velocidad, par de carga y regulación de flujo (Kanerva

(2005)).

Debido a que los resultados del modelado de máquinas eléctricas con el FEM reflejan

condiciones de operación cercanas a la realidad, es razonable, para una simulación

más precisa, trabajar con este modelo detallado en el ámbito del control del motor de

inducción, en lugar del modelo anaĺıtico presentado en el Caṕıtulo 5. Especialmente

se debe considerar utilizar el modelo FEM para máquinas que operen bajo saturación

magnética y para devanados concentrados que no cumplen del todo con producir una

onda de fuerza magnetomotriz senoidal en el entrehierro con bajo contenido armónico

(Fitzgerald et al. (2004)).

En el Caṕıtulo 4 se modeló un motor de inducción t́ıpico con gran precisión con

el FEM en dos dimensiones. El sistema de control, como se vio en el Caṕıtulo 5, se

basa en lazos de retroalimentación y se obtiene a partir del modelo espacio-estado de

motor de inducción. Para alcanzar el ambiente de simulación deseado para el motor

de inducción y su controlador de velocidad, el cálculo en FEM debe ser acoplado con

un circuito externo que recibe las señales de control (voltajes en el estator) y permita

llevar al motor de inducción a la velocidad deseada.

6.2. Modelo Acoplado

El análisis del sistema motor-controlador se lleva a cabo a través de un acoplamiento

débil (Escarela-Perez et al. (2009)), que implica un intercambio de datos entre las ecua-

ciones de campo del FEM con las ecuaciones de los circuitos externos de alimentación

del motor en cada paso de integración. Esto es, del análisis con el FEM se calculan los

flujos magnéticos, velocidad y par electromagnético en el motor. Estas son las variables

de entrada al sistema de control que hace la tarea de alcanzar los valores deseados. A
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la salida del controlador se tienen las señales de control que alimentan al estator del

motor y llevan a la máquina a la velocidad de referencia.

Las ecuaciones de acoplamiento entre el sistema motor-controlador que se muestra

en la Figura 6.1, son la ecuación de campo 2.47 y la ecuación de voltaje en conductores

filamentarios 2.49 . Es decir para llevar a cabo los cálculos en FEM se deben precisar los

voltajes de alimentación de la máquina, con estos valores se resuelve las dos ecuaciones

anteriores de forma simultánea para conocer la densidad de corriente y el valor de

potencial magnético vectorial.

En la Figura 6.2 se muestra el modelo completo del sistema motor-controlador. En

esta figura se observa el circuito de alimentación de los devanados del estator, que

incluye las fuentes de voltaje senoidal y los parámetros de los devanados del estator de

la máquina (resistencia del devanado e inductancia de dispersión).

El bloque del controlador que se observa en la Figura 6.2, incluye el control auxiliar

PID para la dinámica de la velocidad, el control auxiliar PID para la dinámica de

la magnitud del flujo y la parte de control por campo orientado. En la Figura 6.3 se

muestra el bloque del controlador a detalle.

Para completar el modelo acoplado se debe fijar el paso de integración en el análisis

transitorio, para resolver las ecuaciones de campo del FEM y las ecuaciones algebrai-

cas/diferenciales de los circuitos. En la simulación acoplada, el circuito controla el paso

de tiempo a lo largo de toda la simulación, y los resultados del FEM se ajustan con

este paso de integración. La exactitud de los resultados y el comportamiento del mode-

lo campo-circuito dependen de una apropiada elección del paso de integración. Valores

más pequeños de paso, arrojan resultos más exactos, pero requieren de un tiempo de

procesamiento más largo. Para especificar el paso de tiempo se necesita hacer un ba-

lance entre exactitud de los resultados y tiempo de cálculo, para obtener resultados

correctos en un tiempo de procesamiento menor. Para este propósito se parte del va-

lor que se manejó en el modelo del motor con el FEM en el Caṕıtulo 4, con paso de

integración igual a 2 ms. Después se disminuye el paso de tiempo 10 veces (paso de

tiempo igual a 0,2 ms) y se comparan los resultados con el paso anterior. Si el segundo

conjunto de resultados (con el decremento en el paso de tiempo) muestra concordancia

con los primeros resultados, entonces el paso seleccionado en la primera simulación son

apropiados y no es necesario disminuir el paso. De lo contrario, se disminuye el nuevo
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Figura 6.1: Esquema del modelo acoplado del motor y su sistema de control.

paso de tiempo 10 veces, de 0,2 ms a 0,02 ms y se aplica el criterio ya mencionado.

Con base en este procedimiento para la elección del paso de tiempo, se fijo en 0,2 ms.

6.3. Simulación y Análisis de Resultados

Para las simulaciones se considera que el motor arranca sin carga, y que ésta tiene un

incremento suave de 0 a 24,72 N−m, durante un intervalo de 3 s (suave en comparación

con la respuesta rápida del controlador para alcanzar los valores deseados que es del

orden de ms). El tiempo de simulación es de 7 s, con un paso de integración de 0,2 ms.

La velocidad angular de referencia, ω∗(t), se define como una subida suave de 0 a

50 rad/s, durante un intervalo de tiempo de 2 s, seguida de una bajada suave de 50 a

25 rad/s, durante un intervalo de tiempo de 1,8 s.

El valor de referencia de la magnitud del flujo se considera como el flujo nominal

del motor, con el fin de maximizar el par electromagnético en la máquina a pesar de los

requerimientos de trabajar a velocidad variable (Bodson et al. (1995)). Con este valor
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6.3 Simulación y Análisis de Resultados

Figura 6.2: Implementación del modelo integrativo del motor de inducción y su sistema

de control (Simplorer (2012)).

para la regulación de flujo se asegura que no se rebasen los valores de las corrientes

nominales cuando se demanda el par nominal en la máquina. El flujo nominal del motor

se obtiene del análisis del FEM del motor cuando opera a plena carga presentado en el

Caṕıtulo 4:

|λamax | = |λ|∗ = 1,7Wb

Para sintonizar los controladores PID, tanto para la dinámica de la velocidad como

para la dinámica del flujo, se utiliza la forma clásica de sintonización de este tipo de

controladores, y se lleva a cabo siguiendo los siguientes pasos (Ogata (2003)):

Utilizando sólo control proporcional, y comenzando con un valor de ganancia

pequeño, se incrementa la ganancia hasta que la señal real comience a presentar

una respuesta oscilatoria decreciente lenta alrededor de la señal de referencia.

Se ajusta la ganancia del control integral hasta eliminar el error(offset) que se

tiene con un control proporcional en estado estacionario.
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Figura 6.3: Implementación del control del motor de inducción (Simplorer (2012)).

Se ajusta la ganancia del control derivativo para amortiguar las oscilaciones debi-

das al control proporcional-integral. Esta acción de control permite un valor más

grande en la ganancia proporcional, lo cual provoca una mejora en la precisión

de estado estacionario.

Siguiendo está técnica de sintonización, las contantes asociadas al control PID para

la dinámica de la velocidad son: Ganancia proporcional k0 = 1,01e4, ganancia integral

k2 = 5e5 y ganancia derivativa k1 = 52.

Las contantes de sintonización asociadas al control PID para la dinámica de la

magnitud del flujo al cuadrado son: Ganancia proporcional k0 = 1,002e4, ganancia
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integral k2 = 1e5 y ganancia derivativa k1 = 12.

6.3.1. Respuesta dinámica del motor

En esta sección se analiza la respuesta transitoria de las corrientes, voltajes, flu-

jos, velocidad y par electromagnético en el motor bajo las condiciones de operación

mencionadas en la Sección 6.3.

En las Figuras 6.4 a 6.9 se muestra el comportamiento de los voltajes (señales de

control) y las corrientes en el estator del motor, donde se puede observar que los voltajes

se ajustan tanto en magnitud como en frecuencia para poder alcanzar la velocidad de

referencia. Por ejemplo, en el intervalo de tiempo de 2 a 4 s donde la velocidad de

referencia es de 50 rad/s, la frecuencia de las señales de voltaje es 8,33 Hz y la amplitud

es de 88,1 V . Y en el intervalo de tiempo de 5 a 7 s donde la velocidad de referencia es

de 25 rad/s, la frecuencia de las señales es 5 Hz y la amplitud es de 79,1 V (ver Figura

6.4).

Figura 6.4: Voltajes en el estator

También se puede ver en la Figura 6.7 que conforme aumenta el par de carga

aumenta la magnitud de las corrientes en el estator. En el intervalo de tiempo de 2

a 4 seg donde el par de carga es cero, la magnitud pico de las corrientes se mantiene
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constante en 4,8 A, una vez que la máquina alcanza la operación en estado permanente

en este intervalo. De 4 a 7 s el par y el valor pico de las corrientes aumentan hasta

alcanzar valores nominales.

En la Figura 6.6 y Figura 6.9 se muestra el comportamiento de las corrientes y

voltajes para el intervalo de tiempo de 6,5 a 7 s, donde el motor trabaja a plena carga.

La corriente pico es de 13,2 A, valor que no rebasa la corriente nominal del motor.

Figura 6.5: Voltajes en el estator para el intervalo de tiempo 3 a 3,5 s

En las Figuras 6.10 a 6.13 se muestra la regulación de flujo y el seguimiento de

velocidad. Los resultados son aceptables con errores muy bajos (del orden de 0,28

rad/s para el seguimiento de velocidad y 0,007 Wb para la regulación de flujo). En la

regulación de flujo en 0,3 s, ya se tiene una convergencia muy cercana del flujo calculado

con el FEM al flujo de referencia (ver Figura 6.11).

La Figura 6.12 muestra las señales de los flujos magnéticos en el motor. Se observa

que la magnitud pico de las señales es 1,7 Wb, que es precisamente la magnitud de flujo

deseada.
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Figura 6.6: Voltajes en el estator para el intervalo de tiempo 6,5 a 7 s

Figura 6.7: Corrientes en el estator
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Figura 6.8: Corrientes en el estator para el intervalo de tiempo 3 a 3,5 s

Figura 6.9: Corrientes en el estator para el intervalo de tiempo 6,5 a 7 s
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En la Figura 6.14 se muestra el comportamiento del par electromagnético desde que

el motor trabaja sin carga hasta que se demanda su carga nominal. El transitorio del

par electromagnético, que tiene una duración de 10 ms y un par máximo τmax = 121

N − m, se debe al trabajo de control tanto del controlador PID de flujo, como del

controlador PID de velocidad, por alcanzar los valores de referencia tan rápido como

sea posible (esto depende de las constantes de sintonización de los controladores). Si se

disminuyen los valores de las constantes de sintonización se disminuye el par máximo

presente. Sin embargo, el desempeño del controlador no seŕıa aceptable, ya que los

errores aumentan e incluso se podŕıa tener un error de estado estable (offset).

En las señales de voltaje y corriente en el motor, se puede apreciar claramente la

acción del control. Esto puede también observarse comparando las ondas obtenidas de

la máquina cuando trabaja a plena carga sin control, donde prácticamente no hay dis-

torsión de la señal senoidal (ver Figura 4.16 y 4.18). La presencia tan clara de la acción

del control se debe a que el modelo FEM del motor de inducción acoplado a los circuitos

eléctricos, toma en cuenta varios aspectos de la construcción f́ısica de la máquina como

son: geometŕıa, ranuras del estator y rotor, materiales eléctricos y magnéticos, y tipo

de devanado del estator. Entonces, la simulación con el modelo FEM del motor tiene la

ventaja de mostrar con detalle la tarea del controlador cuando lleva a la máquina a la

velocidad de referencia. Si se observa el comportamiento del par electromagnético del

motor cuando se opera a plena carga (ver Figura 4.14), se puede ver que hay pequeñas

fluctuaciones en la señal aún después del peŕıodo transitorio. Estás fluctuaciones en el

par se ven reflejadas directamente en el comportamiento de la velocidad, donde también

se tienen fluctuaciones, aunque son más pequeñas en comparación con las variaciones

del par (ver Figura 4.13). Estas variaciones en la velocidad incrementan la tarea del

controlador en su intento por alcanzar la velocidad de referencia lo más rápido posible,

lo que se ve reflejado en la distorsión de las señales de control (voltajes en el estator).

Si se comparan las señales de control cuando el motor trabaja sin carga (ver Figura

6.5) y cuando trabaja a su carga nominal (ver Figura 6.6), se observa que la tarea del

controlador se incrementa en la segunda opción, ya que hay mayor variación del par

electromagnético (ver Figura 6.14).
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Figura 6.10: Regulación de flujo

Figura 6.11: Regulación de flujo para el intervalo de tiempo 0 a 0,35 s

6.3.2. Campo magnético transitorio

En las Figuras 6.15 y 6.16 se muestra la evolución de la penetración del campo

magnético en el núcleo magnético del rotor, mediante una serie de gráficos de las ĺıneas
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Figura 6.12: Flujos magnéticos en la fase a, b y c del motor

Figura 6.13: Seguimiento de velocidad angular

de flujo magnético y densidad de flujo en diferentes instantes de tiempo. De la Figura

6.16 es importante notar que a pesar de que la máquina opera a su flujo nominal, cerca

de la frontera del núcleo magnético del estator el material magnético no está saturado.
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Figura 6.14: Par electromagnético.

El valor máximo de densidad de flujo cerca de la frontera exterior de la máquina que

se obtiene del gráfico es Bmax = 1,39 T y corresponde al color verde. En la Figura

4.6 se puede observar que el valor en el codo de la curva donde el material comienza

a saturarse es B = 1,5 T . Esto justifica la condición de frontera que se plantéo en el

Caṕıtulo 4 ya que el campo magnético se encuentra confinado en el circuito magnético

de la máquina.

En las Figuras 6.15 y 6.16 se observa que conforme la magnitud del flujo magnético

aumenta hasta llegar al flujo de referencia (|λ∗| = 1,7 Wb), se nota claramente que el

campo magnético comienza a penetrar gradualmente el núcleo del rotor (en t = 0,002

s) hasta que lo hace por completo (en t = 0,3 s, tiempo en que se alcanza la referencia

de flujo) y a partir de este momento, debido a que la regulación de flujo es constante,

se mantiene este comportamiento para todo el tiempo de simulación (hasta t = 7 s),

independientemente de los requerimientos de velocidad y par de carga variable en la

máquina.
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Figura 6.15: Ĺıneas de campo magnético en diferentes intantes de tiempo
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Figura 6.16: Magnitud de la densidad de flujo magnético en diferentes instantes de tiempo
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y Perspectivas

7.1. Conclusiones

En esta tesis se mostró que se puede trabajar con un modelo acoplado campo-

circuito para simular la tarea de control de seguimiento de velocidad y regulación

de flujo con controladores PID en un motor de inducción. La simulación se lleva a

cabo a través de un acoplamiento débil entre las ecuaciones del FEM que modelan

el comportamiento electromagnético de la máquina, y los circuitos de alimentación

y control del motor. El modelo acoplado representa un banco de pruebas virtual

al considerar la f́ısica electromagética de la máquina con el FEM.

Este trabajo ahonda sobre los problemas de control, optimización y diseño de

máquinas eléctricas en la práctica moderna, ya que se pueden abordar estos pro-

blemas mediante modelos acoplados, y cuando se tienen resultados favorables

llevarlos a la práctica para mejorar los requerimientos de los procesos industria-

les, con la certeza de que van a operar de manera satisfactoria. El impacto de la

simulación acoplada de modelos radica en la flexibilidad de hacer pruebas en mo-

tores de inducción con estrategias de control novedosas como la que se presentó en

este trabajo.

La estrategia de control que se usa en este trabajo representa una alternativa

de control diferente al procedimiento clásico de dos etapas y tiene ventajas en
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la implementación del control en el ambiente de simulación por ser control di-

recto y tener una sola etapa de control, en la que los voltajes pasan a controlar

directamente la velocidad y el flujo en la máquina.

En los resultados obtenidos se observa que la tarea del controlador de velocidad

se incrementa cuando se demanda un par de carga mayor en la máquina, lo que

se refleja en señales de voltaje de alimentación con mayor distorsión armónica.

Esto no representa un problema que afecte el funcionamiento del motor, de hecho

en la práctica las señales de alimentación tiene mayor distorsión armónica ya que

son voltajes modulados por ancho de pulso.

El modelo de elementos finitos permite visualizar el transitorio electromagnético

en el motor de inducción. En los primeros instantes de tiempo el campo no pene-

tra por todo el núcleo magnético del rotor, sino se concentra en la periferia del

mismo cerca de las barras del rotor. Esto se debe al fuerte efecto de las corrientes

inducidas en los conductores masivos del rotor, que son de gran magnitud en el

arranque de la máquina.

7.2. Perpectivas de Trabajos Futuros

A continuación se enuncian las perspectivas de trabajos futuros:

Incluir condiciones de periodicidad y utilizar un paso adaptivo en lugar de un paso

de tiempo fijo en el modelo FEM del motor de inducción, para reducir tiempos

de cómputo.

Comparar los resultados del modelo FEM del motor de inducción con su control de

velocidad con los resultados del modelo espacio-estado y mostrar puntualmente las

ventajas y desventajas de los modelos campo-circuito, con respecto a los modelos

de parámetros concentrados.

Incorporar al modelo acoplado la electrónica de potencia, para simular el conver-

tidor de potencia con el objetivo de complementar el modelo motor-controlador.
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Modelar un sistema de generación eólico con una máquina de inducción doblemen-

te alimentada, con su control basado en pasividad, mediante un modelo acoplado

para simular su comportamiento cuando el sistema se conecta a la red eléctrica,

con el propósito de detectar y solucionar posibles problemas de interconexión.

Desarrollar código númerico para implementar un programa FEM para la simu-

lación y análisis de dispositivos electromagnéticos en baja frecuencia.
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Apéndice A

A.1. Expansión de la Ley de Ampere ∇×H = J

Despreciando la corriente de desplazamiento, y sabiendo que B = ∇×A. Además,

en un modelo en dos dimensiones, el potencial magnético vectorial, A, solo tiene com-

ponente en la dirección z, por lo que el rotacional de A está dado por:

∇×A =

 i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 Az

 = i
∂Az
∂y
− j

∂Az
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Por lo tanto:
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1

µ
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)
= i

∂

∂z

(
1

µ

∂Az
∂x

)
+ j

∂
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(
1

µ
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)
+k

[
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∂x

(
1

µ

∂Az
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)
− ∂

∂y

(
1

µ

∂Az
∂y

)]
= σ

[
− ∂

∂t
A−∇V

]
(A.3)

Las cantidades
(

1
µ
∂Az
∂x

)
y 1

µ
∂Az
∂y no vaŕıan a lo largo de la longitud axial de la

máquina, por lo tanto, son igual a cero. Entonces,
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µ
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(
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)
− ∂

∂y

(
1

µ

∂Az
∂y

)]
= σ

[
− ∂

∂t
A−∇V

]
(A.4)

A.2. Efecto Piel en Conductores Delgados

En conductores delgados o filamentarios la densidad de corriente es uniforme sobre

la sección transversal s del conductor. Para hacer esta consideración se debe calcular

la profundidad superficial en los conductores con la siguiente expresión:

δ =

√
2

2πfµσ
(A.5)

donde f es la frecuencia en [Hz], µ es la permeabilidad magnética en [T −m−A−1] y

σ es la conductividad eléctrica del conductor en [S].

Y este valor se compara con el diámetro del conductor d. Si δ > d se puede considerar

que el efecto piel en el conductor es despreciable.

Este tipo de conductores se utilizan en los devanados del estator del motor jaula de

ardilla. Los conductores son de cobre con conductividad eléctrica σs = 55,99x106 S, por

lo tanto la profundidad superficial a 50 Hz es δ = 9,51 mm. El diámetro del conductor

es d = 1,99 mm. Entonces, se puede despreciar el efecto piel en los conductores de los

devanados del estator.

A.3. Validación del Modelo

Para validar el modelo FEM del motor de inducción considerado en este trabajo

de tesis se utilizan las simulaciones del arranque sin carga disponibles en Flux (2006).

En este trabajo realizan varias simulaciones con el modelo FEM del motor de 7,5 kW

para evaluar el comportamiento del motor sin carga, a plena carga y para obtener

los parámetros de circuito equivalente. Además comparan los resultados con valores

experimentales. El reporte de la simulación sin carga se seleccionó en esta tesis para

evaluar el comportamiento del modelo numérico propuesto.
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A.3 Validación del Modelo

A.3.1. Comparación de resultados

En las Figuras A.1 y A.3, se muestra el comportamiento de la velocidad y par

electromagnético del motor, obtenidos con el modelo de elementos finitos desarrollado

en este trabajo. En las Figuras A.2 y A.4, se observa el comportamiento de la velocidad

y par electromagnético del motor, reportado en Flux (2006). Se puede notar, que en

general, hay una buena concordancia entre la curva de la velocidad y la curva del par

electromagnético que presentan en Flux (2006), con las del modelo presentado en este

trabajo 1. Esto da certeza que el modelo numérico del motor en este trabajo de tesis

es correcto, y por lo tanto puede utilizarse con confianza para el análisis cuando la

máquina opera a plena carga y con el control de velocidad del motor.

Las condiciones de simulación planteadas en Flux (2006), son las siguientes:

Velocidad inicial del rotor, n = 0.

Par de carga, τL = 0.

La fase inicial para los voltajes trifásicos en la simulación son: ∠Va = −112◦,

∠Vb = 128◦, ∠Vc = 8◦.

La resistencia de cada devanado del estator a la temperatura ambiente (20 ◦C)

es Ra = Rb = Rc = 0,99 Ω

La resistencia de la sección entre barras del rotor a la temperatura ambiente es

Rer1 = 0,9035x10−6 Ω

El paso de integración de está simulación transitoria se fija en 0,002 s.

El tiempo de simulación es 0,45 s.

1La comparación se hizo entre gráficas porque el reporte técnico de Flux sólo presenta las gráficas

pero no los datos numéricos tabulados.

89



A.

Figura A.1: Comportamiento de la velocidad del motor sin carga (Maxwell (2012)).

Figura A.2: Variación de la velocidad del rotor durante el arranque del motor (Flux

(2006)).
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A.3 Validación del Modelo

Figura A.3: Comportamiento del par electromagnético del motor sin carga (Maxwell

(2012)).

Figura A.4: Variación del par electromagnético durante el arranque del motor (Flux

(2006)).
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A.4. Cálculo del Tiempo de Arranque Mecánico

En esta sección se calcula el tiempo de arranque mecánico(tiempo en que la máquina

alcanza la velocidad nominal a plena carga) mediante la siguiente expresión (Kundur

(2005)):

TM = 2H (A.6)

donde la constante de inercia H se obtiene con la siguiente expresión:

H =
1

2

Jmω
2
n

Sp
(A.7)

donde Jm es la constante de inercia en [kg −m2], ωn es la velocidad nominal del rotor

en [rad/s] y Sp es la potencia aparente en [VA].

Para el caso de la máquina de inducción con la que se trabaja en esta tesis:

Jm = 0,034 kg −m2

ωn = 304,42 rad/s

Sp = 3VRMSIRMS = 3(380)(8,89) = 10134,6 V A

Entonces el tiempo de arranque mecánico es:

TM = 2(0,155) = 0,31 s

Cabe resaltar que el tiempo calculado en está sección es una buena aproximación,

comparado con el tiempo obtenido del FEM (t = 0,5 s).
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Maestŕıa en Ingenieŕıa Eléctrica, Universidad Po-
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en Ingenieŕıa Eléctrica, Centro de Investigación y

Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Na-
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Raḿırez, H. (1998). Passivity Based Control of

Euler-Lagrange Systems, vol. 1. Springer-Verlag.

2, 54

Pham, T.H., Wendling, P.F., Salon, S.J. & Acik-

goz, H. (1990). Finite-element models for cage

induction motor analysis. Industry Applications,

IEEE Transactions on, 26, 1007–1017. 27

Pham, T.H., Wendling, P.F., Salon, S.J. & Acik-

goz, H. (1999). Transient finite element analysis of

an induction motor with external circuit connec-

tions and electromechanical coupling. Energy Con-

version, IEEE Transactions on, 14, 1407–1414. 24
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Sira, H., González, F., Cortés, J. & Luviano,

A. (2012). A robust linear field oriented volta-

ge control for the induction motor: Experimen-

tal results. IEEE TRANSACTIONS ON INDUS-

TRIAL ELECTRONICS , está en prensa, –. 54,
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