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Capitulo 1

Introduccion

Dado que los habitantes de las grandes ciudades danan su salud con altos
niveles de contaminacién atmosféricos, es importante estudiar el comportamiento
de los contaminantes presentes en aire de las grandes ciudades. Se puede estudiar
el problema de la contaminacion desde distintos puntos de vista. Este trabajo se
concentrara en el estudio de la variabilidad de los promedios semanales de un conta-
minante en particular, especificamente el ozono. El estudio del ozono fue motivado
porque es uno de los contaminantes atmosféricos de mayor emision en las grandes
ciudades.

Varios paises han implementado normas para regular su emision. En México,
la norma de calidad del aire para el ozono es que una persona no debe estar expuesta
a una concentracién superior a 0.11 partes por millén (0.11ppm) en promedio por
una hora o méas (NOM, 2002). En la década de los noventa, los niveles de ozono en
la Ciudad de México alcanzaron niveles mayores a 0.30ppm convirtiéndose asi en
una de las ciudades mas contaminadas del mundo.

Con el objetivo de mejorar la calidad del aire en la Ciudad de México, a partir
de 1979 se han realizado acciones por parte de las autoridades ambientales para
controlar la contaminacion del aire. De las varias acciones podemos citar el Programa
Coordinado para el Mejoramiento de la Calidad del Aire en el Valle de México 1979-
1982, el programa 100 Acciones Necesarias para la Fcologia en 1986, el PICCA
en 1990, el Programa para Mejorar la Calidad del Aire de la Zona Metropolitana
del Valle de México conocido como PROAIRE en 1995 y PROAIRE 2002-2010.
Las medidas que establece el PROAIRE 2002-2010 para disminuir la contaminacion
atmosférica se dividen en 38 medidas para vehiculos y transporte, 7 para la industria,
9 para el servicio, 15 para la conservacion de recursos naturales, 8 para la proteccion
de la salud, 4 para la educacién ambiental y 8 para el fortalecimiento institucional.
También se formulé un programa PROAIRE para el periodo 2011-2020 retomando
las experiencias de sus anteriores ediciones e introduciendo cambios en la concepcion
y tratamiento de los procesos de generacién de contaminacién atmosférica (CAM,
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

2011).

Ante la practica y consecucion de los programas, surge la necesidad de evaluar
resultados. Evidentemente hay que verificar una tendencia a la baja en la concen-
tracién de los contaminantes, como, por ejemplo, el ozono. Sin embargo, es de igual
relevancia verificar una disminucién no sélo en la tendencia sino también en la va-
riabilidad de las mediciones de la concentracién de los contaminantes. Por tales
motivos, el objetivo de este trabajo es modelar variabilidad de las series temporales
del contaminante ozono en cinco regiones de la Zona Metropolitana de la Ciudad de
México. Asi al ser posible modelar la variabilidad de estas series también serd posible
predecir posibles contingencias.

Se utilizara una metodologia que generalmente se usa para modelar la vola-
tilidad de instrumentos financieros, denominada modelo de volatilidad estocastica
(VE). La estimacién de los pardmetros del modelo se hard usando el muestreo de
Gibbs.

Lo novedoso de este trabajo respecto a investigaciones previas sobre el tema (
Achcar et al. (2008, 2010, 2011) y Zozolotto (2010)) es que la estimacion no se hace
por medio del software WinBUGS, sino que el algoritmo se programé en lenguaje
“R”. Por lo que fue necesario calcular la distribucién a posteriori y las densidades
marginales condicionales completas de cada parametro para estimarlos mediante el
muestreo de Gibbs. La estimacién de las variables latentes que el modelo supone, se
realizé usando un paso del algoritmo Metropolis-Hastings dentro del algoritmo del
muestreo de Gibbs.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma. En el capitulo 2 se hara una
exposicion basica sobre las herramientas matematicas que se usaran, que en el pre-
sente trabajo es la estadistica bayesiana. En el capitulo 3 se presentan las técnicas
de estimacién y evaluacion utilizadas. En el capitulo 4 se desarrolla el modelo, se
calculan los elementos necesarios para la estimacién de los parametros del mismo.
También en el capitulo 4 se presenta el pseudocddigo del algoritmo implementado
para las estimaciones y diagndsticos de convergencia. En el capitulo 5 se encuentran
los resultados y su interpretacion. El capitulo 6 esta dedicado a las conclusiones
del trabajo. Finalmente en un apéndice se presenta el codigo en “R” del algoritmo
programado.



Capitulo 2

Analisis bayesiano

2.1. Introduccién

Este trabajo utilizara el enfoque de la estadistica bayesiana para realizar la
estimacion de los parametros de un modelo. La caracteristica principal de este enfo-
que es que los parametros desconocidos se suponen variables aleatorias con alguna
distribucion a priori considerada conocida.

El objetivo de este capitulo es presentar un listado de los resultados que seran utiliza-
dos en la parte principal del trabajo. Las demostraciones de los resultados se pueden
encontrar en los siguientes libros Carlin y Louis (2001) y a Mood et al.(1974).

2.2. Regla de Bayes

Un concepto muy importante para la estadistica bayesiana es la probabilidad
condicional:

Definicién 2.2.1 Sea un espacio de probabilidad (2, F,P). Si A,B € F y P(B) >
0, entonces la probabilidad condicional del evento A dado B se define como:

P(A| B) = Z552.

Existe la definicién de la probabilidad condicional para variables aleatorias conti-
nuas. En este caso no se habla de probabilidades sino de densidades.

Definicién 2.2.2 Si XY son variables aleatorias con densidad conjunta f(x,y) y
X tiene como densidad a f(x) > 0, entonces la densidad condicional de Y dada X,
se define y denota como
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frix=(y|z)= Fx) -

De esta definicién podemos ver que si X,Y son variables aleatorias independientes,
entonces fy|x—(y | ) = fy(y). También podemos calcular las densidades condicio-
nales para varias variables:

Definicién 2.2.3 Sean X1, Xo,..., X,,, Y y Y1, Y5, ..., Y, variables aleatorias. De-
finimos sus densidades condicionales multivariadas como:

Xy X, X Y (T1,82,,0,Y)
u le,XQ,...,Xn‘Y:y(CE17£C27 "'7‘1.77/ ’ y) - 7}y(y)

u le,Xg,...,Xn\leyl,Yg:yg,...,Yn:yn($17:U27 vy Ty | Y1, Y2, 7yn) =
fXI7X2a~~-7Xn7Y17Y2--~7Yn('x17 L2y ety s Y1, Y2, -4y yn)/fyl’Y%--an (ylv Y2, -y yn)

Suponiendo que las respectivas densidades de la derecha de las igualdades existen.
A continuacién se presentan dos resultados fundamentales en el andlisis bayesiano.
Proposicién 2.2.4 Ley de la probabilidad total.

1. Para eventos.
Para todo evento A € F y una particion {By, ..., By} del espacio muestral 2,
(es decir, Us_ By =Q y B;N\ B; =0) se cumple:

k
P(4) = Y P(A| B)P(B). (2.1)

2. Para variables aleatorias discretas.

F@) =" fxy—y(z | Y =y)P(Y =y). (2.2)

3. Para variables aleatorias continuas.

f(x) = / " hav(e | ) i (9)dy. (2.3)

Una implicacion de la proposicién 2.2.4 es el teorema de Bayes (o regla de Bayes) el
cual es la base de las aplicaciones en la estadistica bayesiana.

Teorema 2.2.5 Teorema de Bayes. Bajo los supuestos de la proposicion 2.2.4,
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1. Para eventos.

P(A| B;)P(B;
P(Bi|A):k( | B:) P ) (2.4)
;P(A | B;))P(B;)
2. Para vartables aleatorias continuas.
v y)fr(y)
frix=(y | x) = T Tyl | )y () (2.5)

Observacién: El caso para variables aleatorias discretas es similar al caso para
variables aleatorias continuas, pero con una suma en lugar de la integral.

Uno de los objetivos de la estadistica bayesiana es el siguiente. Teniendo un
modelo donde conocemos una muestra de datos x = (z1,z,...,2y), que sabemos
provienen de una distribucién que depende de un vector de pardmetros desconocidos
f, hacer inferencia sobre 6.

La base del analisis es suponer que # es una variable aleatoria con distribucién
conocida llamada a priori y se determina una distribucién de probabilidad condicio-
nada 7(# | x), denominada densidad a posteriori, que permita conocer caracteristicas
del parametro desconocido tomando en cuenta la informacién proporcionada por los
datos x.

La importancia del teorema de Bayes radica en que por medio de él pode-
mos calcular la densidad a posteriori. A continuacién se definen formalmente los
elementos necesarios para hacer inferencia bayesiana.

= Modelo paramétrico: En general el modelo paramétrico es representado por
P(x|0),
donde P(- | 6) es una funcién de densidad de una variable (o vector) aleato-
ria(o).

» Espacio paramétrico: Es el conjunto de todos los valores que 6 puede tomar,
y es denotado por ©.

» Familia paramétrica de distribuciones. Es el conjunto de distribuciones
P={P(x|0):0¢c06}.

Definicién 2.2.6 Seax = (x1, %2, -+ ,zN) una muestra aleatoria y 0 € © el parame-
tro desconocido del modelo que describe el experimento que produjo la muestra X.
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La distribucion a priori de 0 es la distribucion del parametro 0 que se le asigne
sin tener en cuenta la muestra obtenida del experimento y su funcion de densidad
se denotard por m(0).

Definicién 2.2.7 Se dice que una distribucion a priort es no informativa para
0 si no favorece ningun valor de 6 sobre otros.

La distribucion a priori es elegida por el investigador del experimento a partir
del conocimiento previo que posee del parametro. La distribucion a priori que des-
cribe un estado de ignorancia o carencia de informacién del parametro es la llamada
distribucién no informativa representada por la distribuciéon uniforme.

Definicién 2.2.8 La funcién de verosimilitud L(x | 0) es la densidad conjun-
ta de la muestra x = (x1,22, -+ ,xy) condicionada a 0. Si las observaciones son
independientes, esta funcion estd dada por:

N
L(x|0) = fx, Xo,..xnl0=0(T1, %2, - ;xn | 0) = [] f(a; | 0).
i=1

Como se ha expuesto aqui, la probabilidad condicional seré la herramienta bésica
en todos los procedimientos bayesianos.

Definicién 2.2.9 Distribucion a posteriori. Seax = (r1,xq, -+ ,Ty) una mues-
tra aleatoria, 6 € © el pardmetro desconocido del modelo que describe el experimento
que produjo la muestra x, 7(0) la distribucion a priori de 0 y L(x | 0) la funcion
de verosimilitud. La distribucion a posteriori es la distribucion del pardmetro 6
cuando se toma en cuenta la informacion de la muestra obtenida y su funcion de
densidad se denotard por w(0 | x).

Observacién: Notemos que:

7.‘-(6 | X) = f@\X1:x1,X2:z2,--~,XN:xN(9 ’ XT1,To, " -+ 7$N)
. le,Xz,‘..,XNW(xlaan Loy | 0)m(0)
le,XQ,.._,XN(l"l, Loy 7$N)

(T st 10)) wt0)

f@ <H f(zi | 0’)) m(6")de’

Lix|0m(0)
L(x | 0w (0")do'

S}
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Hay que notar que fx, . xy (x1, 9, -+ ,xy), también conocida como la constante
normalizadora, es constante respecto a #. Por tanto podemos expresar a la densidad
a posteriori como proporcional a la funcién de verosimilitud por la densidad a priori,
es decir:

7(0 | ) oc L(x | 0)7(). (2.6)

2.3. Familias conjugadas

Observemos que tanto () como m(# | x) son distribuciones de probabilidad
de la variable aleatoria #. Es conveniente que ambas distribuciones pertenezcan a
la misma familia porque se facilitan los calculos. La siguiente definicion de familia
conjugada se puede encontrar en el libro de James O. Berger (1985).

Definicién 2.3.1 Sea F la clase de funciones de densidad f(x | 6) parametrizada
por 0. Una clase P de distribuciones a priori se dice que es una familia conjugada
para F sim(0 | x) = f(x | 0)n(0) estd en la clase P para toda f € F ym € P.

A continuacién se presentan dos ejemplos que ilustran la definicion.

Ejemplo 2.3.2 Supongamos que X | © = 0 se distribuye N(0,0%), donde o° es
conocida y © se distribuye a priori N(u,72) con pardmetros conocidos. Entonces
veremos que la distribucion normal es una familia conjugada para si misma como lo
muestra el siguiente cdlculo.

_ f(]0)m(0)
(01 %) = 7= Feomem-

Por una parte,

Falomo) = e -3 (50)] bmem -5 (5)]

— i enp [k (02— 20+ 6] xp [ (92— 200+ 7))

2
= —m exp [—% — ;?:| exXp [—# (—2379 + 92) - # (92 — 29,&)]

2

= Tt o [ — 4] e [ (5 + ) 02 2w+ 1) 0)].

Sean A = 0—12 + %2 y B =x+ p, entonces nos queda
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[ 2
flz|O)m(0) = \/ﬁexp —ag — 2“?] exp [—1 (A6? — 2BY)]
e |- - g5 e [—4 (97— 280+ 5 - 2)]
T Van20272 p | 207 272 P | 2 A2
1 [ g2 2 g2 A B2
Viaoes OXP | T357 53 T 57| €XP [—5 (0—32) ]

2mrA—L z2 12

oA e [oat ot B 1[4 (9—2)2
VAr20272 p | 207 272 24| VorA-1 p 2 A .

Notar que los primeros dos factores no dependen de 6 y los dos ultimos son la
densidad de una N (%, %). Por lo tanto,

00 TA—1 T 2
[ | 0)m(60)do = SEET exp [~ 25 — 5+ &].

Finalmente sustituyendo en la distribucion a posteriori:

_ f(w\e)ﬂ(e)
0| z) = T Falo)n(6)d8
2mA—1 22 2, B2 1 A B\?2
- \/27rA_1 _ z2 u2 B2
Van202.2 exP[ 202 ﬁ+ﬁ]

— 1 A B)?
= meXp[_E(G_Z)]
Por lo tanto la distribucion a posteriori pertenece a la familia normal.

Ejemplo 2.3.3 Supongamos que X | © = 0 se distribuye Poisson(0) y © se dis-
tribuye a priori Gamma(a, ) con parametros conocidos. Entonces veremos que la
distribucion gamma es una familia conjugada para la Poisson como lo muestra el
siguiente cdlculo.

x|0)m
W(Ql%)—%

Por una parte,

Pl | Om(0) = e 0% i pete

z! T(

:c—@al—@
;mﬁ 0 B

- xlF(a)92+a 167(1+B) ’
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Sean C' =x+a y D =1+ 3, entonces nos queda

f(x | Q)”(G) = xvr(a)ec Le=D?

_ T(O)B™ DC 90 1,—DO
DCz!T(a) T

Notar que el primer factor no dependen de 0 y el resto es la densidad de una
Gamma(C, D). Por lo tanto,

[ fa | 0)m(0)do = 2

DCz!T(a)
Finalmente sustituyendo en la distribucion a posteriori:

FéC)ﬁa D(g)gc 1,-D6
_ DCzIT(a) I
0| z) = T

DCgIT (o)

_ D¢ pc-1,-D6
—F(C)H e .

Por lo tanto la distribucion a posteriori pertenece a la familia Gamma.

En este capitulo se vio que la distribucion a posteriori contiene toda la infor-
macién de la muestra y de la densidad a priori, asi que podemos proceder maxi-
mizandola para estimar a 6. Debido a que la distribucién a posteriori es funcién de 6
también podemos estimar a 6 a través de la media o la mediana de esta distribucién.

En este trabajo nos interesara sobre todo estimar cada parametro del modelo
usando la media de la distribucion a posteriori y calculando sus intervalos de con-
fianza. Como en el caso de una distribucién a posteriori multivariada el cédlculo de
tales estimadores no es facil, en el siguiente capitulo se exponen las técnica que se
usaran para tales calculos.
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Capitulo 3

Métodos Monte Carlo via cadenas
de Markov

3.1. Introduccion

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, una forma de estimar los
parametros de un modelo es calcular la media a partir de la distribucion a posterior:
de los parametros. Sin embargo las expresiones de las densidades a posterior: pueden
llegar a ser muy complicadas. Por ejemplo, si intentamos encontrar una densidad
marginal, necesitamos integrar con respecto a las otras variables y no siempre es
posible por métodos analiticos encontrar esta integral.

En este capitulo se expondran los métodos Monte Carlo via cadenas de Mar-
kov, que proveen métodos para muestrear valores de distribuciones complicadas o
multivariadas, como suele ser en el caso de las distribuciones a posterior: de la
estadistica bayesiana.

La idea es generar una cadena de Markov cuya distribucién estacionaria es una
distribucién objetivo (por ejemplo la distribucién a posteriori) y la simulacién via
métodos Monte Carlo es utilizada para aproximar las integrales que cominmente
surgen. El uso de los Métodos Monte Carlo via cadenas de Markov en la estadistica
bayesiana puede consultarse en Albert (2009), Congdon (2003, 2010), Geweke (2005),
Marin y Robert (2007), Ntzoufras (2009) y Robert y Casella (2010), entre muchos
otros.

A continuacion se exponen los fundamentos tedricos de los métodos Monte
Carlo via cadenas de Markov y los criterios de convergencia que se aplicardn en
este trabajo. Una exposicién més amplia puede consultarse en Gilks. et al. (1996),
Robert y Casella (2004, 2010), Roberts y Smith (1994), Smith y Roberts (1993) y
Tierney (1994).

11



12 CAPITULO 3. METODOS MONTE CARLO VIA CADENAS DE MARKOV
3.2. Fundamentos de la simulacion Monte Carlo

1. Ley de los Grandes Numeros
La llamada Ley de los Grandes Niumeros afirma que al obtener un promedio
de variables aleatorias que cumplen con ciertas caracteristicas, éste tiende a un
numero fijo conforme el nimero de variables aleatorias crezca. A continuacién
se enuncian estas caracteristicas.

Definicién 3.2.1 Diremos que X1, Xs, ..., Xy es una muestra aleatoria pa-
ra referirnos a que X1, Xo, ..., Xy es una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distributdas. El numero de variables "N 7 se llama
el tamano de la muestra.

Las muestras aleatorias en la vida real, se construyen a partir de datos captura-
dos periddicamente. Con métodos estadisticos se determina con cierta confianza
si la muestra aleatoria proviene de alguna distribuciéon. La Ley de los Grandes
Numeros establece que con probabilidad uno, el promedio de una muestra alea-
toria de gran tamano tiende a ser la esperanza comun de las variables aleatorias
que generaron la muestra.

Definiciéon 3.2.2 Sea X4, Xs, ..., Xy una muestra aleatoria. Se define la me-
dia muestral como:

Suponiendo que E(X;) = puy Var(X;) = o? para cualquier 7, la nueva variable
aleatoria X y tiene las siguientes propiedades:
= BE(Xw) = p,
L Var(yN) =

a2
-

Teorema 3.2.3 Ley Fuerte de los grandes nimeros. Sea X1, Xs,..., Xy
una muestra aleatoria generada por un sucesion de variables aleatorias, cada
una con esperanza | < 0o, entonces:

P (Jim, X = p) = 1.
Demostracién: Ver, por ejemplo, Feller (1968).

La versién de la Ley de los Grandes Nimeros que presentamos es la mas usada.
Una variante con las mismas hipotesis, pero un resultado més amplio es el
siguiente:
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Proposicion 3.2.4 Sea X, X,

XN una muestra aleatoria, cada una con
esperanza j1 < 00, g una funcion continua, entonces

P fim % 3 90x) = Elo(x1)) = 1.

El resultado anterior es el fundamento de la simulacién Monte Carlo
2. Integracion Monte Carlo

b
) Para aproximar a través del método de Monte Carlo el valor de f g(z)dx,
se puede usar la siguiente técnica

b
» Si debemos encontrar f g(x)dx, hacemos el cambio de variable

x=(b—a)u+aydr=(b—a)du,
para 0 < u < 1 y llegamos a la integral equivalente

[*g(@)de = —a) [ 9((b - a)u+ a)du.

Asi, tenemos que generar una muestra aleatoria, uj,

, ..., Uy a partir
de la distribucién U(0,1) y usar la Ley de los Grandes Numeros para
aproximar:

b—a jo‘ g((b—a)u+a)du= (b—a)E [g((b—a)u+ a)

dando como resultado que

[ @)z~ (b -a)} S~ g((b — a)us + a)

=1

b) Para aproximar a través del método de Monte Carlo el valor de f g(x)f(x)dx,
se puede usar la siguiente técnica

= Si debemos encontrar J; g(x)f(xz)dz y f es una densidad conocida
con soporte (0,00), entonces:

[ g@) f(2)de = B(g(x).

Asi, tenemos que generar una muestra a partir de la funcién de densidad
f v usar la Ley de los Grandes Numeros para aproximar esa esperanza
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= Sidebemos encontrar fo ~ g(x)f(z)dz y f no esuna funcién de densidad
conocida, podemos usar una funciéon de densidad conocida, por ejemplo
h > 0 en (0,00) y utilizar el hecho que

/ " o) fa)de = / ) ole) @)yl

Asi, tenemos que generar una muestra de valores a través de la fun-
cion de densidad comun h y usar la Ley de los Grandes Niuimeros para
aproximar esa esperanza.

A continuacién se presentan las herramientas bésicas para el estudio de las
cadenas de Markov.

3.3. Cadenas de Markov

La aplicacién de cadenas de Markov es muy amplia. Este tipo de procesos
pueden ser discretos o continuos y modelan situaciones donde el comportamiento
de un fenémeno futuro depende solamente del pasado méas préximo.!Una cadena de
Markov es una sucesion de variables aleatorias definidas como sigue:

Definicién 3.3.1 Sea {X,}>°, una sucesion de variables aleatorias con soporte
comun S C R. Diremos que {X,,}°°, es una cadena de Markov si para cualquier t,
la distribucion condicional de Xy, dado X, conn =0,1,...,t, es la misma que la
distribucion condicional de X, 1 dado X;. Al conjunto S se llama espacio de estados
y a la densidad de X1 dado X; se le llama kernel de transicion de la cadena y se
denota como K(Xyy1 | Xy), donde K(- | x) es una medida de probabilidad.

Caso con espacio de estados discreto. Si S C N, el kernel, también llamado
probabilidad de transicién, es representado por P, ;, ¢,7 € S y es tal que la entrada
1,7 esta dada por:

Pj=PXy=j|Xn1=1),i,j€Sn=>1 (3.1)

Una definicién equivalente a la 3.3.1 es:

ILa teorfa que se expone en esta seccién estd basada en Robert y Casella (2004), excepto en los casos que se
indique otra referencia.



3.3. CADENAS DE MARKOV 15

Definicién 3.3.2 Una sucesion {X,,};>, de variables aleatorias con kernel de tran-
sicion K(- | +) es una cadena de Markov si para cualquiern >0y A C S,

P(Xn cA | anl = Tp—-1, --~7X0 = IL’()) = P(Xn cA ’ Xn,1 = .Tnfl)

= fA K(x | xy_1)dx.

Definicién 3.3.3 Una cadena de Markov con espacio de estados discreto es irre-
ducible si todos los estados son comunicantes, o sea, si

P(1, < oo | Xog=x) >0, para todo x,y € S, (3.2)

donde 7, = inf{n > 1: X,, =y}, es el primer momento que la cadena visita y.

Definicién 3.3.4 Dada una medida ¢, una cadena de Markov {X,}5° con espacio
de estados no numerable es 1-irreducible, si para todo A C S con (A) > 0, existe
algiun n tal que K™"(A | x) > 0 para todo x € S.

Definicién 3.3.5 La cadena de Markov {X,,}5° tiene un atomo aw C S si existe una
medida no cero v tal que

K"(A|z) =v(A) para todo x € a, para todo A C S.
Si { X, }o0 es -irreducible, el dtomo es accesible cuando ¥ (a) > 0.

La definicién de cadena irreducible es muy importante, ya que ayudara a ga-
rantizar la convergencia de la cadena de Markov a un estado de equilibrio.

Definicién 3.3.6 El periodo de un estado w € S con S discreto, se define como:
dw)=m.cd{m>1: K™(w | w) > 0}, (3.3)

donde m.c.d. indica el mdzimo comun divisor y donde para {X,}5°, la cadena de
Markov con kernel K(- | -), se tiene que K™(y | ) = P(X;, =y | Xo = z). Se
puede demostrar que si la cadena es irreducible, todos los estados tienen el mismo
periodo. Si éste es uno, diremos que la cadena es aperiddica.

Definicién 3.3.7 En un espacio de estados finito (y de forma similar para el caso
continuo), denotamos como el nimero de visitas al estado w como:

Ny = ; ]-{w}(Xz)7
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donde 1(;1(X) =1 si X = x y es cero en otro caso.

Si E(ny | Xo = w) = oo, entonces el estado w es llamado recurrente, si
Eny | Xo = w) < oo el estado w es llamado transitorio. Ademds, un estado
recurrente se dice recurrente positivo si el tiempo medio de retorno es finito, en
otro caso se dice recurrente nulo.

Teorema 3.3.8 Una cadena -irreducible o bien es recurrente o transitoria.
Demostracién. Ver Robert, y Casella (2004).

Definicién 3.3.9 Un conjunto A es recurrente de Harris in P(ny = c0) = 1
para todo x© € A. La cadena {X,,}2° es recurrente de Harris si existe una medida
¥ tal que {X,}5° es -irreducible y para todo conjunto A con ¥(A) > 0, A es
recurrente de Harris.

La propiedad de la recurrencia de Harris sélo en el caso cuando el espacio de
estados S es no numerable.

Medidas Estacionarias. La estabilidad de una cadena de Markov se incre-
menta conforme la distribucién marginal de X,, se vuelva independiente de n y del
valor inicial. Formalmente, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 3.3.10 Una medida p es estactonaria o invariante para el kernel
de transicion K(- | -) si para todo B C S

p(B) = /K(B | z)p(dz). (3-4)

En particular en el caso discreto p(i) con i € S, es una funcién de probabilidad que
cumple:

p(j) = > p(i) P, para todo j € S.
i€s

Por el teorema 3.3.8 cuando existe una medida de probabilidad invariante para una
cadena -irreducible, la cadena es positiva.

Teorema 3.3.11 Si una cadena de Markov {X,,}52, es irreducible, recurrente po-
sitiva y aperiodica entonces tiene una distribucion estacionaria unica y coincide con
la distribucion limite de la cadena.
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Demostracién: Ver, por ejemplo, Ross (1996).

En otras palabras, si una cadena de Markov tiene una distribucién estacionaria
p(+), entonces a partir de alguna “ng” suficientemente grande, X,, es aproximada-
mente distribuida como p(-) para toda n > ny.

Definicién 3.3.12 Una cadena de Markov {X,,}2°, irreducible con distribucion es-
tacionaria p(-) es recurrente de Harris si para todo A subconjunto del espacio
de estados y todo x en el espacio de estados,

P(ta<oo| Xg=12x)=1, (3.5)

donde T4 es el tiempo del primer arribo al conjunto A.?

La siguiente exposicién estd basada en el libro de Robert y Casella (2004) y
trata sobre el comportamiento de las cadenas de Markov a largo plazo.

Teorema 3.3.13 Sea {X,,}2>° una cadena de Markov ¢-irreducible con un dtomo «.
La cadena es positiva si y sélo si E[1,] < co. En este caso, la distribucion invariante
p(+) para {X,}2° satisface

pla) = (E[ra])™".

Demostracién. Ver Robert y Casella (2004).

Los siguientes teoremas son la base fundamental de la convergencia de los al-
goritmos Monte Carlo via cadenas de Markov. La demostraciéon de estos teoremas
requiere aspectos tedricos que estan fuera del alcance de este trabajo. La demostra-
cién del caso general puede consultarse en Meyn y Tweedie (2009) y en Athreya et
al. (1996).

Definicién 3.3.14 Para una cadena { X, }5° recurrente positiva de Harris, con dis-
tribucion invariante p, un dtomo es ergodico Si:

lim |[K"(a | @) — p(ar)] = 0.

n—o0

Para establecer la existencia de un atomo ergodico, en el caso de espacio de estados
numerable es suficiente la convergencia conforme a la norma de variacion total(TV)
entre dos medidas, es decir,

|1 — p2l|rv = Sup 11 (A) — p2(A)].

2Roberts y Rosenthal (2006).
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Proposicién 3.3.15 Si {X,,}° es recurrente positiva sobre el espacio de estados
numerable e infinito S y si existe un dtomo ergodico o C S, entonces, para todo
reSs,

lm [[K™(- | ) = pllzv = 0.

n—oo

Demostracién. Ver Robert y Casella (2004).

Teorema 3.3.16 Para una cadena {X,,}° recurrente positiva y aperiodica sobre un
espacio de estados numerable S, para todo estado inicial x se cumple,

Jim (K7 (- | 2) ~ pllry = 0. (3.6)

La demostraciéon de Robert y Casella (2004), utiliza la técnica de acople para el
caso general de espacio de estados. En este caso el acoplamiento entre dos cadenas,
{X,}o0y {X]}o°) asociadas con el mismo kernel se da cuando se encuentran en «.

Esbozo de la demostracién. Como {X,}5° es recurrente positiva, E[r,] es fi-
nita por el Teorema 3.3.13. El resultado se sigue de la Proposicién 3.3.15. Por lo
tanto m,,, tiempo medio de excursién (ver lema 6.49 de Robert y Casella (2004)) es
finito. Ademas se cumple que todo atomo es ergddico y por la proposicion 3.3.15 se
da (3.6).

A continuacién se presenta la demostracion para el caso de espacio de estados
numerable.

Demostracion: El método de esta demostracién se conoce como técnica de acople.
Sea Y,, una cadena de Markov independiente de la original X,, pero con la misma
matriz de probabilidades de transicién. Entonces el proceso Z,, = (X,,,Y,) es una
cadena de Markov con probabilidades de transicién

P(Zn—i-l = (In-l-l? yn+1) ‘ Zin = (xmyn» = Pz, 2nt1Pyn,ynt1s

y tiene distribucion estacionaria 7, ,, = 7,7, . Puede comprobarse que la cadena
7 es recurrente positiva. Ademds es irreducible pues como X y Y son aperiddicas,
existe un nimero natural N tal que p; ;(n)py;(n) > 0, para toda n > N.

Sea j cualquier estado. Definamos el primer momento en el que la cadena
Z visita el estado (j,7) como 7; = min{n > 1: Z, = (j,j)}. Sea ademas 7 =
min{n > 1: X, =Y, }. Este es el momento de acople de las dos cadenas. Como Z
es recurrente, P(7 < oo) = 1. Ademds 7 < 7;. Por la propiedad de Markov
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PXp=2,7<n) = 3,5 PXp=2,X,=j7=r)
= Y2 PXn=2|X,=4,7=r)P(X, =j,7=7)
= X2 PVa=z|Y,=jr=r)PY, =j7=r)
= X2 PYa=a|Y, =))PY, =j7=r)
= PY,=uz71<n),

es decir, sobre el evento (7 < n), las variables X,, y Y,, tienen la misma distribucién
de probabilidad. Por otro lado

P(X,=j) = PX,=417<n)+PX,=4j,7>n)
= PY,=j,7<n)+P(X,=j7>n)
< P(Y,=j)+P(r>n).
De manera andloga, P(Y,, = j) < P(X,, = j) + P(7 > n). Por lo tanto,
|IP(X,=j)—PY,=j)|<P(tr>n)—0, (3.7)
cuando n — oco. Si ahora se toma Xy = 7 y Yy con la distribucion estacionaria ,

entonces P(X,, = j) = P(Xo = i)p;;(n) = pi;(n), y por lo tanto (3.7) establece que
|pzj(n) — ’7Tj| — 0.1

El caso de espacio de estados general requiere que la cadena sea recurren-
te de Harris para derivar la convergencia de K™ a p.

Ahora estudiaremos la version de la Ley de los grandes niimeros para
cadenas de Markov. Sean X;, X», ..., X,, observaciones de una cadena de Markov,
nos interesa estudiar el comportamiento de las sumas parciales

cuando n tiende a infinito.
Definicién 3.3.17 Una funcion medible h es arménica para la cadena {X,,}5° si
E(hM(Xn1) | 2n) = h(zn).

Estas funciones son invariantes para el kernel de transicion y caracterizan la recu-
rrencia de Harris como sigue.
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Proposicién 3.3.18 Si las funciones constantes son las inicas funciones armaonicas
acotadas para una cadena de Markov positiva, entonces la cadena es recurrente de
Harris.

Demostracién. Ver Robert y Casella (2004).

La proposicién anterior es més practica para establecer la recurrencia de Ha-
rris de algunos algoritmos Monte Carlo via cadenas de Markov. El regreso de la
proposicién también se cumple y se puede encontrar la demostracion en el libro de
Meyn y Tweedie (1993).

Lema 3.3.19 Para las cadenas de Markov con recurrencia de Harris, las funciones
constantes son las unicas funciones armonicas acotadas.

Una consecuencia del lema es que si la cadena {X,,}5° es Harris positiva con
distribucién estacionaria p y si S, (h) converge casi seguramente a

. h@p(dz),

para una distribucion inicial g, esta convergencia ocurre para toda distribucion
inicial p.
El resultado més importante para justificar los algoritmos Monte Carlo via

cadenas de Markov es la llamada ley de los grandes niimeros para cadenas de Markov
(también conocido como teorema ergddico), que garantiza la convergencia de S, (h).

Teorema 3.3.20 Teorema Ergodico. Si{X,}>° tiene una medida invariante o-finita
p, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Si fyge LYm) con [ g(x)dp(x) # 0, entonces

lim :g;ngf; _ ff(x)dp(l“).
N e

2. La cadena de Markov {X,,}5° es recurrente de Harris.

Demostracién: Si 1. se cumple, sea f(z) = 14(z) la funcién indicadora para un
conjunto A con medida finita y g una funcién arbitraria con integral finita y positiva.
Sip(A) >0,

P,(X € A una infinidad de veces) = 1
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para todo =z € S, lo cual establece la recurrencia de Harris. El regreso es una apli-
cacion de la ley de los grandes ntimeros para variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas y se puede consultar en Robert y Casella (2004).

La validez de los algoritmos Monte Carlo via cadenas de Markov que se pre-
sentan en la siguiente seccién, estan fundamentados en el teorema 3.3.20, puesto que
depende de que la cadena construida converja a su distribucion estacionaria.

3.4. Algoritmos Monte Carlo via cadenas de Markov

La idea de los algoritmos Monte Carlo via cadenas de Markov es crear una
cadena de Markov que tenga distribucion estacionaria aproximada a una funcién
de densidad de interés. Para ser mas precisos, supongamos que deseamos generar
una muestra a partir de la funcién de densidad 7(0 | y) para 8 € © pero que esto
no se puede hacer directamente. Supongamos que podemos construir una cadena
de Markov con espacio de estados O, la cual sea facil de simular y tenga como
distribucién estacionaria a 7(# | y). Si simulamos una trayectoria de la cadena lo
suficientemente grande, los valores simulados pueden usarse para resumir algunas
propiedades de 7(6 | y).

Lo que se quiere es utilizar algoritmos Monte Carlo via cadenas de Markov que
produzcan cadenas de Markov ergddicas con la distribucién estacionaria de interés.
Es necesario hacer las siguientes observaciones:

s Estamos interesados en el caso cuando la distribucion estacionaria de la cadena
construida corresponde a la densidad a posteriori (6 | y).

= La propiedad ergddica significa que la distribucién de ; converge a la distribu-
cién limite 7(6 | y) para cualquier valor inicial fy. Por lo tanto para t grande, 0,
proviene de la distribucién 7(6 | ) sin importar el punto inicial. Un problema
es decidir qué tan grande tomar ¢, pero esto puede ser establecido haciendo
pruebas de hipétesis sobre la estacionariedad de la cadena (véase seccién 3.8).

» Las cadenas de Markov obtenidas por los métodos Monte Carlo via cadenas
de Markov son casi siempre homogéneas en el tiempo, o sea, la distribucion de
(Oro+1, Otg12, - - -, Orgrr | O1y) es igual que la distribucién de (6, 60q,...,0k | 6p)
para cualquier to > 0y k£ > 0.

» Otra importante propiedad de estabilidad es la llamada reversibilidad, que sig-
nifica que la direccién del tiempo de la cadena no importa. La cadena es rever-
sible con respecto a w(# | y) si el kernel de transicién satisface la condicién de
balance:

K(0[6)7m(0 [ y) = K0 [ O)m(0" [ y)-
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La condicién de balance es una condicién suficiente (no necesaria) para que
(0 | y) sea una densidad estacionaria asociada al kernel de transicién.

De acuerdo a lo anterior, los valores generados #1, 65, ... no son independientes. Sin
embargo, la independencia requerida para calcular algunas caracteristicas de 7(6 |
y), es obtenida al tomar valores generados en iteraciones suficientemente distantes,
para componer la muestra usada en el Teorema Ergddico.

3.5. El algoritmo Metropolis-Hastings

Desde los noventas, los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov se han
usado cada vez mas frecuentemente para obtener informacién respecto a distribucio-
nes complejas multivariadas. El algoritmo Metropolis-Hastings es un método Monte
Carlo via cadenas de Markov. Fue desarrollado por Metropolis et al. (1953) en el
contexto de la fisica estadistica. En 1970 fue generalizado por Hastings (1970) en el
contexto puramente estadistico. El algoritmo se describe a continuacion.

Dada una densidad 7(f | y), normalizada o no y una densidad condi-
cional ¢(-|60), el algoritmo consiste en generar una cadena {0;,0s,...}
usando los siguientes pasos:

1. Inicializar la cadena en 6, cualquier valor dentro del soporte
de 7(0|y).

2. Para t=1,2,...,T
a) Generar un valor #* que provenga de ¢(-|6;) > 0.
b) Aceptar el valor #* generado con probabilidad

0 o, | 0"
w(0: [ y)a(0 | 0:)
o sea, hay que simular un valor u a partir de una U(0,1) y es-

tablecer 6,1 =0* si u < p(6;,0") y en caso contrario hacer
01 =0, y regresar a a).

p(6;,0") = min {1

Observaciones:

» A la densidad 7(6 | y) se le llama la densidad objetivo.

» A la funcién g(- | 0) se le llama densidad propuesta.

Una exposiciéon mas amplia del algoritmo Metropolis- Hastings puede consul-
tarse en Chib y Greenberg (1995).
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3.6. Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es un algoritmo utilizado para generar una muestra alea-
toria a partir de una distribucion, sin tener que utilizar directamente la funcién de
densidad de ésta. El método comenzé por el trabajo de Geman y Geman (1984).
Sus raices se remontan a los 50’s desde el trabajo de Metropolis et al. (1953), ac-
tualmente se puede encontrar abundante literatura acerca del tema, tal es el caso
de Casella y George (1992), Smith et al.(1993), Roberts y Smith (1994), Carter et
al.(1994), Robert y Casella (2004).

Para ilustrar la idea del muestreo de Gibbs, consideremos el caso de dos varia-
bles aleatorias X y Y con densidad conjunta fxy(z,y). Supongamos que la simula-
cién de y de fy () no puede hacerse directamente pero podemos facilmente generar
una muestra de fy,(- | X). De forma similar podemos generar = de fx;y(- | y).
Entonces, el muestreo de Gibbs consiste en generar la muestra como sigue:

1. Iniciar con un valor arbitrario x; en el soporte de X.
2. Para t=1,2,...,T":

a) simular y de fy|x(-|xe1),

b) simular z; de fxy(-|ye)-

Incrementar ¢t y regresar al paso a).

En Roberts y Smith (1994) se establecen condiciones necesarias para asegurar
que las cadenas generadas mediante el muestreo de Gibbs cumplan el teorema 3.3.20,
es decir sobre las cuales fxy(z,y) es una distribucién estacionaria de la cadena
{(z,y¢),t =1,2,...}; que es ergddica con una distribucién limite f(x,y), y también
que la distribucion de y; converge a fy(y) para t grande.

La generalizacion del muestreo de Gibbs a un caso multidimensional es como
sigue. Consideremos un vector aleatorio 8 = (01, 60,, ..., 604) con distribucién conjun-
ta 7(6). Sea 6_; el vector 6 sin la i-ésima coordenada, es decir, 0_; = (6,05, ...,04),
0_d = (491, 927 PN ,Qd_l) yparai = 27 PN ,d—]_, H—i = (91, 82 PN 70i—17 91‘_’_1, 0i+2 PN ,Qd).
Denotemos a las densidades marginales condicionales completas por m;(6; |
0_;), parai = 1,...,d. Asi, teniendo bien definidas las densidades marginales con-
dicionales completas y la manera en como se pueden muestrear valores a partir de
ellas, hay que seguir los siguientes pasos:
1. Inicializar «9&0), 6’&0), e 79510) con valores arbitrarios dentro del soporte
de ().



24 CAPITULO 3. METODOS MONTE CARLO VIA CADENAS DE MARKOV

2. Para t=0,1,...,T, sea 0, = (9@,6&”,9?),...,95;))

a) similar 0" de m (6, | 65,00, .. 01);

b) simular 00" de (6, | 0V 65 00D 00 W, o), i =
2.3,...,d—1, y

c) simular 96(;“) de (04 | 9§t+1), Qgtﬂ), . ,fojll)).
3. Hacer 9" = (9§t+1),9§t+1), . ,QSH)), incrementar t y regresar al pa-
so 2.a).

Este algoritmo es facil de implementar siempre y cuando podamos obtener de
una manera practica las muestras aleatorias de las densidades condicionales com-
pletas, lo cual no ocurre en la mayoria de los casos en la estadistica aplicada.

Recientemente el software WinBUGS? ha facilitado la implementacién de los
métodos Monte Carlo via cadenas de Markov (ver Lunn et al. (2000) para una breve
descripcién del programa), aunque puede ser lento y en ocasiones las advertencia
(avisos de errores) son poco ttiles para solucionar problemas. Congdon (2003, 2010)
y Ntzoufras (2009), por ejemplo, utilizan el software WinBUGS para la implemen-
tacion de los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov en estadistica bayesiana.

En este trabajo la implementacién del algoritmo del muestreo de Gibbs se
realizé por medio de un programa usando el lenguaje “R”, mismo que se presenta
en la seccion 4.7 del siguiente capitulo por medio del pseudocddigo y de manera
integra en el Apéndice C.

3.7. Metropolis-Hastings dentro del muestreo de Gibbs

Para realizar un muestreo de Gibbs es necesario saber cémo muestrear valores
de las densidades marginales condicionales completas 7;(6; | 6_;). Si éstas tienen
una forma estandar no hay problema puesto que es facil muestrear usando el méto-
do de la funcién inversa o bien el método de aceptacion-rechazo. Sin embargo hay
ocasiones, como en el modelo que vamos a estudiar en este trabajo, donde algunas
de las densidades marginales condicionales completas no son de forma estandar y
esto representa un problema para implementar el algoritmo.

3WinBUGS forma parte del proyecto BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling), que tiene como objetivo
hacer préacticos los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov disponibles para la estadistica aplicada.

El proyecto BUGS se refiere a un software flexible para el andlisis bayesiano de modelos estadisticos complejos
utilizando métodos Monte Carlo via cadenas de Markov. El proyecto se inici6é en 1989 en la Unidad de Bioestadistica
del Medical Research Council en Cambridge, posteriormente en colaboracién con el St. Mary “s Hospital del Imperial
College, en Londres se desarroll6 el software WinBUGS.
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Parece atractivo solucionar este inconveniente, si se conoce una funcién apro-
ximada ¢;(6; | 0_;) a la densidad marginal condicional completa 7;(6; | 0_;), de la
cual es facil obtener muestras. Ya que la usariamos en vez de 7; pero esta forma no
hard que la distribucion estacionaria corresponda exactamente con 7;; no importa
lo larga que sea la trayectoria de la cadena simulada. (Gilks et al, 1996).

El estadistico Gelman en 1992 (Gelman, 1992) sugirié una manera de muestrear
a partir de una densidad marginal condicional completa aproximada cuya distribu-
cién estacionaria fuera exactamente la requerida para la cadena. Lo cual implica usar
la funcién aproximada ¢; como distribucién propuesta en el algoritmo Metropolis-
Hastings. Es decir, supongamos que se realiza un muestreo de Gibbs para el vector
0 = (01,...,0;_1,0;,0;11,...,04) y la densidad condicional marginal completa de
0; no es de forma estdndar. Entonces se aplica un paso del algoritmo Metropolis-
Hastings dentro del muestreo de Gibbs para generar valores del parametro 6;. En
Geweke (2005) y Robert y Casella (2004) dicho algoritmo se expone como sigue:

Para i =1,...,d, dados (A\'"" . .. ,Qgtjl), 91@, Qi(i)l, . ,Qét)):

N 0§t+1) PICRMIOING

1. Generar 6* de ¢ e, 07702 i+lv"-»9((1t))$

2. generar un valor u de una U(0,1);

3. establecer 9?“) =0* si u es menor o igual a

7

) V419 ) Yi—1 ) Y419

, {m(e*|e§t+”,...,9§i” 0% 00" | 08D et ar 00 e }
min )71 )

t t+1 t+1 t t % t+1 t+1 t t t
Y L VA (e BN A I )

) _ )

4. en otro caso establecer 91( i

En este caso s6lo una iteracién del Metropolis-Hastings es necesaria (Robert
y Casella, 2004). La validez del algoritmo se da debido a que la cadena generada
cumple las propiedades necesarias para la convergencia. En el articulo de Roberts y
Rosenthal (2006) se estudia la recurrencia de Harris y la convergencia de las cadenas
generadas mediante este algoritmo.

En las secciones siguientes se usard este algoritmo para muestrear valores de
las densidades marginales condicionales completas de las variables latentes.
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3.8. Diagnésticos de convergencia

Al hacer una simulacion utilizando los algoritmos Monte Carlo via Cadenas de
Markov, deseamos obtener una muestra que provenga de la distribucién objetivo.
., Cémo saber si nuestra simulacién fue adecuada en el sentido de que la distribucién
de la cadena ya es su distribucion estacionaria? Existen dos maneras, la grafica y
los diagnésticos de convergencia. Dentro de los métodos graficos encontramos los
siguientes:

1. Valores muestreados contra iteracién (Trace plot): Si el resultado es una tra-
yectoria que no recorre el soporte de la distribucién objetivo y que en periodos
grandes no cambia de valor, es indicio de un mal muestreo.

2. Histograma: Un histograma de los valores muestrados nos sirve para observar
la distribucién que toman éstos, de nuevo un histograma muy deforme (en el
sentido de que no parezca una densidad definida en el soporte de la distribucion
de interés), nos da informacién de un mal muestreo.

3. Gréfico de autocorrelaciones: Nos da informacion acerca de la dependencia entre
los valores muestreados. El nimero de pasos que tarde en que la autocorrela-
cién sea aproximadamente cero debe ser muy chico para que la muestra sea
independiente.

4. Grafico de promedios ergddicos: Nos sirve para observar la velocidad con la que
el promedio de la muestra converge a un valor.

Los diagnosticos de convergencia, son métodos estadisticos que nos permiten
conocer si una cadena simulada con los algoritmos Monte Carlo via cadenas de Mar-
kov ha logrado converger al equilibrio. En algunas de estas pruebas los resultados
nos sirven para mejorar el analisis modificando el periodo de calentamiento; es decir
el tiempo que tarda en llegar a un estado estacionario, o el tamano de la simulacion.

Los diagndsticos de Gelman y Rubin (1992) y de Raftery y Lewis (1992) son los
mas populares debido a su facil implementacion. En este trabajo también usaremos
el diagndstico de Geweke (1992) y el de Heidelberger y Welch (1983). Para realizar tal
tarea, se utilizaron las funciones del paquete CODA de “R”, Plummer et al. (2006).
A continuacién se exponen los detalles de las pruebas tomando como referencia a
Cowles y Carlin (1996) y Robert y Casella (2010).

3.8.1. Geweke

El diagndstico de Geweke (1992) evalia la convergencia de la media de cada
parametro de una cadena después que n valores fueron muestreados. Asi, para una
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cadena de Markov {X,}>  y para cualquier funcién h tal que E(|h]) < oo, la

varianza asintética del promedio , = 1 3 h(2?), se calcula utilizando la densidad
=1

espectral de h(x®) como:

Sp(w) = 5= i cov (h(z®, h(z®)) e,

t=—0o0

donde ¢ es el niimero complejo y/—1.

La metodologia consiste en calcular el promedio a partir de las ny = 0.1n

na )
primeras iteraciones de la cadena como 64 = i > h(z)) y estimar 0% a partir de
j=1
Sk(0). Después calcular otro promedio con las ultimas np = 0.5n iteraciones de la

cadena como dp = ;- 3 h(z9)) y estimar % a partir de S, (0).
j=n—np+1

La hipdtesis a contrastar es que d 4 es igual a dp, si ésta se rechaza hay evidencia
de que el promedio u, no ha convergido. El estadistico de prueba esta dado por:

7 — d4—0p

\/&%/n3+&i/nA'

Si las relaciones na/n y ng/n son fijas y na +np < n, entonces por el teorema
de limite central, el estadistico de prueba se distribuye como una variable aleatoria
normal estandar para una n suficientemente grande.

Cuando el estadistico de prueba en valor absoluto es mayor a 2, con un 95 % de
confianza se dice que no hay una estacionariedad adecuada y sera necesario tomar
un periodo de calentamiento mayor.

3.8.2. Gelman-Rubin

Una manera de identificar la ausencia o la presencia de convergencia es simu-
lar M cadenas {m%)}?zl (1 <m < M) con distintos valores iniciales. El criterio de
Gelman y Rubin (1992) esta construido sobre la comparacién de la varianza dentro
de las cadenas y la varianza entre las cadenas, definidas como:

M
B=+4 21(5m —0)? para la varianza entre cadenas y
M n
=75 > =5 2 (A U)) — 6,0)2 para la varianza dentro la cadena, donde h es
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S

cualquier funcién tal que E(|h|) < 00, 0,y = = 3 h(x,(%)) y o= 0.
=1 j

Il
—

Un estimador de la varianza de h(z%)) estd dado por

6% =21\ + B

En este método, se calcula un estadistico R que contienen la informacion de
estas varianzas,

R— P+l
w  v+3?

donde v = 2(5% + %)2 son los grados de libertad estimados. La convergencia ha sido
alcanzada si R es aproximadamente 1. Un valor que se aleje de 1, nos indicara que
no hay convergencia y es necesario hacer mas iteraciones.

3.8.3. Raftery-Lewis

La metodologia de Raftery y Lewis (1992) verifica si se ha alcanzado con un
grado de exactitud previamente establecido, cuantiles de interés de la distribucién
de la cadena.

En esta metodologia, bajo el supuesto de independencia, se puede determi-
nar el nimero minimo de iteraciones (n,,;,) necesarias para estimar el cuantil de
interés con la precision previamente especificada, asi como el tamano del periodo
de calentamiento. Finalmente también se calcula un estadistico I = —— que mide
el incremento en el nimero de iteraciones debido a la dependencia en la muestra.
Valores de I mas grandes que 5 indican alto nivel de dependencia y problemas que
pueden ser resueltos haciendo cambios en la implementacion. Tal dependencia puede
provenir de valores iniciales muy malos o alta correlacién que se corrige tomando
cada k valores de la muestra original para formar una nueva muestra.

El paquete CODA se encuentra instrumentado este diagndstico, el usuario debe
indicar los siguientes valores:

= ¢ = el cuantil a ser estimado,
= 7 = el margen de error para la estimacion y

» 5 = la probabilidad de obtener un estimador en el intervalo (¢ —r,q + 7).

Los valores predeterminados en CODA son ¢ = 0.025, » = 0.005 y s = 0.95.
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3.8.4. Heidelberger-Welch

El diagnéstico de Heidelberger y Welch (1983) consta de dos partes. En la pri-
mera se contrasta la hipdtesis nula de que la cadena o alguna parte de ella proviene
de una distribucién estacionaria. En la segunda parte se calcula un intervalo de con-
fianza para la media usando inicamente la parte de la cadena que fue estacionaria,
esto con el fin de analizar su longitud. A continuacién se describe el desarrollo de la
metodologia de las pruebas.

Sea S (0) la densidad espectral de la muestra evaluada en 0, obtenida a partir
de la segunda mitad de la cadena (para evitar un error de estimacién que provenga
de una posible fase inicial transitoria). Considere la siguiente funcién:

_ YLntJ - Lntjy
Bult) = scomre

0<t<,

donde Yy = 0, Y, = ¥, X7/, X = I¥" X7y |u| denota el mayor entero me-
nor o igual a u. Entonces, bajo la hipotesis nula de estacionariedad, se tiene que
B, = B,(t) se distribuye aproximadamente como un puente Browniano* para una
n suficientemente grande. El estadistico de Cramer-von-Mises se define como

1
T= [ B.(t)dt,

y se puede utilizar para contrastar la hipétesis nula.

La prueba se aplica sucesivamente, comenzando con la cadena entera, si se re-
chaza la hipdtesis nula se descarta el primer 10 % de la muestra y se vuelve a realizar
el test. Se continua realizando la prueba después de descartar el primer 20 %, 30 %,
... de la cadena hasta que la hipétesis nula no se rechaza o el 50 % de la cadena ha
sido descartado. En el caso de que la hipdtesis nula se contintie rechazando después
de eliminar el 50 % de la muestra, es indicio de que se deben tomar mads iteraciones.

En caso de que en algiin momento no se rechace la hipdtesis de estacionarie-
dad, se realiza la segunda parte de la metodologia de Heidelberger y Welch, usando
solo la parte de la cadena que paso la prueba para calcular el error estandar de la
media como 14/ S’;L—(O), donde n, es el tamano de la nueva cadena, y posteriormente se

P
construye un intervalo de confianza para la media.

Si la mitad del ancho del intervalo de confianza generado es menor que € veces
la media muestral de las iteraciones 6 el cociente

4Ver Ross (1996).
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mitad de ancho del intervalo <

c= i
media

€,

se considera que el tamano de la nueva cadena es suficiente como para estimar la
media con precision. El valor de € generalmente utilizado en este procedimiento es
0.1 y el nivel de confianza es de 95 %.



Capitulo 4

Un modelo de volatilidad
estocastica

4.1. Introduccion

Los modelos de volatilidad han sido muy utilizados el andlisis de la varianza
de series de tiempo de retornos financieros, ver por ejemplo Taylor (1982, 1986),
Harvey et al. (1994), Jacquier et al. (1994), Shephard (2004), Broto y Ruiz (2004),
Shephard y Anderson (2009), Asai et al. (2006). Las metodologias existentes para
la modelacion de la volatilidad se pueden clasificar en aquellas que se caracterizan
por modelar la varianza condicional en funcién de las observaciones pasadas de la
serie de los retornos (modelos ARCH propuestos por Engle, 1982) y de sus propios
valores rezagados (modelos GARCH propuestos por Bollersleven, 1986), y en las que
se caracterizan por modelar la volatilidad de una serie de tiempo como funciéon de
un proceso estocastico no observable, especificamente los modelos de Volatilidad
Estocastica (VE) (propuesto por Taylor, 1982)

La estimaciéon de los pardmetros de los modelos VE es de mayor dificultad
debido a la complejidad de la expresién analitica de la funcién de verosimilitud.
Esto se debe a que las perturbaciones aleatorias que aparecen en las ecuaciones del
modelo, lo hacen de forma no lineal. Como consecuencia, no es posible utilizar di-
rectamente los métodos de estimacion habituales basados en Maxima Verosimilitud.
Por lo tanto los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov son recomendados.

A continuacién se exponen la estructura de los datos, el modelo de volatili-
dad estocdstica univariado y el multivariado (VEM). Posteriormente se presenta el
analisis de la estimacién bayesiana; es decir, se mostrard el calculo de la densidad
a posteriori, las densidades condicionales marginales completas de cada parametro

31
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del modelo y al final del capitulo se presenta el pseudocddigo del algoritmo para la
simulacion de valores a partir de estas densidades.

4.2. Estructura de datos

Denotemos por Xj(t) la observacién del maximo de ozono registrado en la
region j-ésima en el dia t-ésimo, con j=1,2..., K yt=1,2...,T. Donde K es el
nimero total de regiones a considerar y T' es el total de observaciones diarias.

Sea Z;(t) el promedio semanal de los méaximos diarios de ozono en la regién j-
ésima en la semana ¢-ésima, con j =1,2... K yt=1,2..., N, donde N representa
el nimero de semanas a considerar, es decir:

2= E X0, Z(2) =} 3 X0

y asi sucesivamente.

Para los promedios semanales de ozono en la regién j-ésima definimos el log-
retorno al tiempo ¢ como el logaritmo natural de la medicién relativa del promedio
de la semana t respecto al de la semana ¢t — 1 y es denotado por Y;(t), es decir:

Z:(t
i(t) } conj=2,....,Kyt=12...,N. (4.1)

it =i

Un valor positivo de Y;(t) indica que la medicion promedio en cuestién es mayor
al promedio inmediato anterior, por lo que los log-retornos nos indican incrementos
respecto al periodo anterior. De manera andloga un valor negativo de Y;(¢) indica
un decremento respecto al periodo anterior.

Sea Y (t) el vector que contiene los log-retornos al tiempo ¢ de cada una de las
K-regiones:

Y(t) = (}/l(t)7 Yé(t), s aYk(t))la

donde v’ indica el vector v transpuesto.

Asi estamos en posibilidad de definir la matriz Dg«y como el conjunto de
datos observados a modelar, es decir,

D={Y(1),Y(2),...,Y(N)},
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o bien,
Yi(l) vi(2) vi(3) ... Yi(dN)
Y3(1) Ya(2) Ya(3) ... Ya(N)
D= : : : :
Vie(l) Ye(2) Yi@®) ... Yi(N) ) oy

Notar que los renglones de la matriz Dgyy son las series de tiempo de los log-
retornos de cada region.

4.3. Modelo de volatilidad estocastica univariado

Como hemos mencionado, el modelo de volatilidad estocastica fue inspirado
en el contexto de la finanzas (Taylor, 1982, Shephard, 2004), especificamente fue
pensado para modelar la volatilidad de la capitalizacién continua de los log-retornos
diarios de acciones, calculada como la diferencia del logaritmo del precio de la accion
entre dos dias consecutivos. La volatilidad de cualquier series Y (t), t = 1,2,..., N,
por definicion es el segundo momento condicional de la serie Y (¢), hasta la informa-
cién conocida a tiempo ¢ — 1, es decir

o(t) = E[Y*(t) | Y (1),Y(2),...,Y(t - 1)]. (4.2)

Siguiendo el planteamiento de Taylor (1982), se supone que la serie de tiempo
Y(t),t=1,2,..., N puede ser modelada como:

Y(t) = o(t)e(t). (4.3)

Esto significa que el modelo supone que Y (t) se comporta segtn la raiz cua-
drada de su segundo momento condicional perturbado por una cantidad aleatoria
e(t). El supuesto sobre €(t) es que sigue una distribuciéon normal N (0,1) y es inde-
pendiente de o(t).

La especificacién acerca de la volatilidad de la serie Y (¢), t = 1,2,..., N es
que esta dada por:
o (t) = "™, (4.4)
y por tanto
o(t) = /2, (4.5)

donde h(t) es un proceso gaussiano lineal con media diferente a cero. Especificamente
serd supuesto como un proceso autorregresivo de primer orden definido por:
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h(t) = p+n(t) , t=1
(4.6)
h(t) = p+oh(t—1)—pn)+nt) , t=2,...,N,

donde p es un nimero real, ¢ es el parametro que esta relacionado con la persistencia
de los shocks a la volatilidad. Para asegurar que {h(t)}Y, sea estacionario supone-
mos que |¢| < 1y 7n(t) se distribuye N'(0,07),t=2,..., N y son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. Las variables h(t), t = 1,2..., N son
conocidas como variables latentes o de estado.

Asi el modelo univariado queda conformado de la siguiente manera:
Y (t) =" %(t), t=1,...,N, (4.7)

donde, Y (t) es la series de tiempo de los log-retornos, €(t) t = 1,..., N son variables

aleatorias independientes y se distribuyen N (0, 1), y h(t) son las variables latentes
definidas en (4.6).

Lema 4.3.1 Si Z se distribuye N'(0,02) y si Y = aZ + p, entonces Y se distribuye
N (u,a*c?) donde a y pn son mimeros reales.

Demostracién: Sabemos que la funcién generadora de momentos de una variable
aleatoria X que se distribuye N (u,0?) esta dada por My (t) = e#*+o°?*/2_ Ahora
encontramos la funciéon generadora de momentos de la variable Y.

./\/ly(t) — E[e(aZJru)t]
— etuE[e(at)Z]
e My (at)
et,ue(o'2a2t2)/2
tut(o2a?)t?/2

= e
por lo tanto, Y se distribuye N (u, a*c?). B

Proposicion 4.3.2 Bajo los supuestos del modelo de VE, planteados en esta sec-
cion:

a) La variable aleatoria h(1) tiene una distribucion N (u, o7).
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b) La variable aleatoria h(t) dado h(t — 1), tiene una distribucion

¢c) E(Y(t) [ h(t)) = 0.

d) Var(Y(t) | h(t)) = e®,

e) La variable aleatoria Y (t) dado h(t), tiene una distribucién N(0,e"®), ¢ =
1,....N.

Demostracion:

a) Como 7(t) se distribuye N'(0,07) y h(1) = p+n(1), por el lema 4.3.1 es inmediato
que h(1) tiene una distribucién N (u,07).

b) Como 7(t) se distribuye N'(0,07) y h(t) = p+o(h(t—1) —p)+n(t), t =2,..., N,
y por el lema 4.3.1, h(t) dado h(t — 1) se distribuye N'(u + ¢(h(t — 1) — p), 07).

c¢) Como en el modelo Y (¢) = e®/2¢(t) y €(t) es una variable aleatoria con distri-
bucién normal A/ (0, 1), entonces

E[Y(t) | h(t)] = E[e" () | h(1)]
= "2 Ee(t) | h(t)]

0.

d) Por ¢), la varianza de Y (t) dado h(t) serd igual al segundo momento de Y () dado
h(t):

VarlY (1) | h(1)] = E[Y2(t) | h(t)
= E[MOE(t) | h(1)]
— MOE[E(t) | A1)

h(t)

Esto implica que h(t) puede ser entendida como el logaritmo de la varianza con-
dicional de los log-retornos.

e) De c¢) y d) sabemos que E[Y (t) | h(t)] = 0y Var[Y(t) | h(t)] = " y como €(t)
tiene una distribucién N(0, 1), entonces usando el lema 4.3.1 se tiene que dado
h(t) la variable aleatoria Y (t) = ¢"®/2¢(t) tiene una distribucién N(0,e"®). A

Finalmente por e) de la proposicién 4.3.2 la funcién de verosimilitud del modelo
esta dada por:
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1 Y2(t)
LY | n(t),0) =[] TP {_W} . (4.8)

t=1

Asi el Modelo de Volatilidad Estocastica es un modelo de series de tiempo no
lineal que consta de dos ecuaciones. La primera para Y () y la segunda representan-
do la evolucién de las variables latentes h(t) dado h(t — 1). Es decir, en el modelo
estan involucrados dos procesos estocasticos uno para las observaciones y otro para
la volatilidad latente, donde los parametros desconocidos a estimar son: u, ¢ y 0,27,

o bien el vector de parametros a estimar es 6 = (u, @, ag).

4.4. Modelo de volatilidad estocastica multivariado.

Actualmente existe abundante literatura sobre los modelos de volatilidad es-
tocastica multivariada (VEM), un excelente revisién de las distintas versiones del
modelo fue realizada por Chib et al. (2008) en el articulo Multivariate Stochastic
Volatility. A continuacién se presenta la extension del modelo presentado en la sec-
cion 4.3 para el andlisis de varias series temporales.

SeaY (t) = (Yi(t),Ya(t),...,Yk(t)), t =1,2..., N el vector de los log-retornos
en cada una de las K regiones. Se supone que la serie de tiempo Y;(¢),t =1,2,..., N
puede ser escrita como:

V(1) = 0,(t)c, (). (4.9)

Ademés suponemos que la volatilidad de la serie Y;(t) esta dada por:

o2 (t) = e, (4.10)
Asi el modelo queda determinado por:
Yi(t) = eWi2t) |, t=1,...,N , j=1,...,K, (4.11)
donde:

» Y;(t) es la serie de tiempo de los log-retornos, en la regién j-ésima,

= h;(t) son las variables latentes definidas en (4.6),

Para asegurar que {h; ()}, sea estacionario, suponemos que |¢;| < 1.
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En forma matricial, la ecuacién que describe el comportamiento de los log-
retornos esta dada por:

Y (t) = H(t)e(t), (4.12)
donde H(t) es la matriz diagonal de orden K definida por
H(t) = diag(eM®/2 eh2)/2  chic(t)/2)

y el vector €(t) = (e1(t), ex(t), ..., ex(t)), es el vector de perturbaciones aleatorias
asociado a los log-retornos. Asi

Yi(t) em®?2 o .. 0 €1 (t)
Ya(t) | 0 eh®2 0 €a(t)
Yi(t) 0 0 ... ex®2 ex (1)

Denotemos por h(t) = (hi(t), ha(t), ..., hi(t)), el vector integrado por las va-
riables latentes al tiempo ¢ en cada una de las K-regiones.

Se suponen las siguientes hipétesis que definen al modelo VEM:

w €(t) = (e1(t),€e2(t),...,ex(t)) es el vector de las perturbaciones asociados a
los observaciones (log-retornos), y siguen una distribucién normal multivariada
N(0,3,) con vector de medias 0 = (0,0,...,0)" y una matriz de varianza-
covarianza 3. dada por

I pi2 p13 ... pix
5 — 0?1 1 0?3 e ;02.1( | (4.13)
PK1 Pr2 Pr3 ... 1

donde p; ; = Cov(e(t),€(t)),i,7=1,2,...,K,i# jy Var(g(t)) = 1.

» () = (m(t),ne(t),...,nkx(t)) es el vector de las perturbaciones aleatorias
asociados a las variables latentes y tiene distribucion normal multivariada

N(0,3,) con vector de medias 0 = (0,0,...,0)" y una matriz de varianza-
covarianza X, dada por X, = diag(s? ,07,,...,07 ).
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A continuacion se presenta el resultado equivalente a la proposicion 4.3.2, pero
ahora para el caso multivariado.

Proposicion 4.4.1 Con las hipdtesis del modelo VEM, planteadas en esta seccion:

a) h;(1) se distribuye N(uj,agj), ji=12... K.

b) Dado hj(t — 1), hj(t) tiene distribucion N(p; + ¢;[h;(t — 1) — pyl,00), j =
12. . Kyt=2....N.

¢) Dado el vector h(t), Y (t) tiene una distribucion normal multivariada N'(0, Xy ))

con vector de medias 0 = (0,0, ...,0) y una matriz de varianza-covarianza Yy
dada por
eh1(®) proemO+h2()/2 prie P O+hi())/2
popelh2®+h(1)/2 eha(t) . pageth()thi(6)/2
Xy () = : : :
pr1ePEOFmO)2 5 (bW +ha(8)/2 ehi (1)

Omitimos la prueba de este resultado puesto que en este trabajo se estudiara el
modelo VEM bajo el supuesto de que p;; = 0, ¢,7 = 1,2,..., K, 7 # j. Asi, se ha
alterado la matriz de varianza-covarianza del vector de las perturbaciones aleatorias
€(t) pero no su distribucién, es decir, €(t) ~ N (0, X,), donde 3, = diag(1,1,...,1),
por lo que los €; son mutuamente independientes. De esta forma se pueden tomar
los casos de cada regién y analizarlos separadamente. A continuacion se presenta el
resultado bajo el supuesto antes mencionado.

Proposicién 4.4.2 La funcion de densidad condicional conjunta del vector Y (t)
dado h(t) estd dada por:
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Demostracion: Notemos que

FY () | (1)) = FI(Yi(E), Ya(t), ..., Yie(D)' | (a(t), ha(2), ..., B (1))
= —[V;(1))?
L e {5 |

= (27T)—K/2exp {—% Z hj(t)} exp {—% Z e~ hi(®) [Y](t)]Q}

— (2m) K Pexp {—% S (1) + ¢ [Yju)?)} -

Esta proposicién nos dice que el vector de los log-retornos, dadas las varia-
bles latentes sigue una distribucién normal multivariada N(0, Xy ;)) con vector de
medias 0 = (0,0,...,0)" y una matriz de varianza-covarianza 3y dada por

Sy = diag(e® eh2®  ehr(t)) (4.15)
Notemos que en cada una de las K-regiones debemos estimar p;, ¢; y 0727]_

j=1,..., K. Denotemos por © el vector de parametros a estimar en el modelo, es
decir,

© = (we;ol)
= (s iy )5 (D1, P2y -, k)5 (00 00y oy 00 ).

La estimacién de estos parametros se realizara mediante andlisis bayesiano,
especificamente por métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov. En la siguiente
seccion se exponen los detalles tedricos de la estimacion.

4.5. Analisis bayesiano

Iniciamos definiendo el vector de parametros y variables latentes del modelo
que denotaremos por ¢. De esta forma se tiene que

¢ = (©.h)

= ((Mlaﬂ?u"')l’”{),;(¢17¢27"'7¢K) (7717 7%27"'70-3K)/;h>7
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donde h es la matriz de variables latentes en cada una de las K-regiones, y en cada
uno de los N-tiempos y estda dada por

hi(1)  hi(2)  ha(3) hi(N)
b ha(1)  ha(2)  ha(3) ha(N)
hK:(l) hK:(Q) hK:(3) o hK(N)

El objetivo de esta seccién es determinar la densidad a posteriori de ¢
dado D, es decir,

Pl | D) o L(D | ¢)P(p)
x L(D | @)P(©,h) (4.16)

x L(D | ¢)P(h | ©)P(O),
donde:

P(p | D) es la densidad a posteriori de los pardmetros dada la informacién de
la muestra.

L(D | ¢) es la funcién de verosimilitud del modelo.

P(h | ©) es la densidad condicional de las variables latentes dados los pardme-
tros del modelo.

P(®) es la densidad a priori conjunta de los pardmetros.

A continuacién se calculan cada una de las funciones que integran la densidad
a posteriori del modelo.

4.5.1. Funcion de verosimilitud

Para calcular la densidad a posteriori de los parametros a estimar dados los
datos es necesario conocer la funcién de verosimilitud de los datos dados los parame-
tros.
Proposicion 4.5.1 La funcion de verosimilitud del modelo estd dada por:

L(D | @) o exp ( 3> Ingte mum) S @

t=1 j=1
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Demostracién:

Usando la densidad condicional conjunta del vector Y (¢) dado h(t) (ecuacion
(4.14)) se tiene:

LD|yp)=f

—~

Y(1),Y(2),....Y(N) | ©,h)

Il
—1=

P(Y(t) | ©,h)

o~
Il
—_

=

3| CORE™ (—% S (hy() + e m<t>12>>

Jj=1

-
I

1

X exp <—% Z Z[hj(t) 4 e hi®) [Y](t)ﬂ) a

t=1 j=1

4.5.2. Densidad conjunta de las variables latentes condicional a los parame-
tros del modelo

Como se denotamos antes h es la matriz de variables latentes, dada por
h = (h(1),h(2),...,h(N)), donde h(t) = (hi(t), ha(t),..., hk(t)). Asi la densidad

conjunta de las variables latentes condicional a los parametros del modelo, esta dada
por:

f(h|©) = f(h(1),h(2),....h(N) | ©)

— f(h(1) | ©)TIY, f(h(t) | At 1), ©). (4.18)

Usando el resultado a) de la proposicién (4.4.1) se tiene:

f(h(l) ‘ ®> = f(h1(1)7h2(1)7 .- '7hK(]-> | @>

= [, f(h(1) ] ©)
= I WJ,)WGXP (—%%[hj(l) - Mj]z)

o T, (02) 2exp (—#ﬁj[hj(l) - ujP) .
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Por lo tanto:

F(r(1) 1 ©) o [[(03)2exp (—%Q_[hju) - m?) SENCS)

Parat = 2,..., N, usando el resultado b) de la proposicién (4.4.1) se tiene que:
f(h(t) | h(t = 1),0©)
= f(h(t),ho(t), ... hi(t) [ ha(t — 1), ho(t = 1),... hk(t —1),0)

= 15 f((0) | 1yt = 1), ©)

= I \/ﬂ(alg,)l/ieXP (%%[hj@ —pj— ¢j(hy(t —1) — Mj)]2)

o IO 03 dexp (=i ulo) =y = ax(hstt = 1) = w)F )
Por lo tanto:
F(h(t) | h(t—1),0) oc [] (02 ) 2exp <—L[hj(t) — pj — ¢j(hy(t —1) — uj)V) :

207,
(4.20)

Sustituyendo las expresiones (4.19) y (4.20) en (4.18), tenemos la densidad de
las variables latentes dados los parametros.

J=1

f(h]©®) [HJK:l(U?]j)%eXp (—ﬁz’j[h]’(l) - Ho‘]2>]
I, [Hfl(afzj)_éexp (-%%j[hj(t) —j — ¢j(h;(t — 1) — Mj)]z)] :
(4.21)

4.5.3. Densidades a priori de los parametros

En el andlisis bayesiano es necesario suponer a priori que cada uno de
los parametros a estimar sigue una determinada distribucion con sus respectivos
pardmetros (hiperpardmetros). La eleccién de las distribuciones a priori se ha he-
cho considerando anteriores investigaciones, especificamente Achcar et al. (2008),
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Achcar et al.(2010), Achcar et al.(2011) y Zozolotto (2010). Sin embargo en este
trabajo no se utiliza la distribucién Beta(a, f) como distribucién a priori para el
pardmetros ¢;. Asi suponemos que para j =1,..., K:

(t; sigue una distribucién a priori Normal con hiperpardametros e; y f;, es decir:

P(u;) = Nlej, fi)
(4.22)
X exp (;—é(,uj — ej)2> :

¢; sigue una distribucién a priori Normal con hiperpardmetros a; y b;, es decir:

P(¢;) = N(aj, b))
(4.23)
X exp <%(¢j - aj)2> .

0, sigue una distribucion a priori Gamma Inversa con hiperparametros c; y

d;, es decir:

P(oy) = GI(cj.d;)
4.24
exp(—dj/o%j> ( )
(02 )9+t 7

1

o equivalentemente su reciproco —-, se distribuye Gamma con hiperpardmetros c;
i

y d; conocidos, es decir:

P(l/or) = G(c,d;)

exp(—dj/a,%y) (425)
X —F 5T -
(07,0
Los hiperparametros a;, b;, c;,d;, e;, fj, 7 = 1,..., K se consideran constantes

conocidas y seran especificadas en el capitulo siguiente.

Asi bajo la hipétesis de independencia a priori de los parametros, la densidad
a priori conjunta esta dada por:

P(©) = [ P(u;)P(6;)P(o2). (4.26)

Jj=1
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Finamente las variables h;(t) serdn vistas como pardametros que hay que esti-
mar, por lo que también se requiere asignarles densidades a priori. Asi el supuesto
acerca de las densidades a priori son:

» Para h;(1) tomamos
P(hi(1)) = N(uj07)

o exp (_Flgj(hj(l) B uj)Q) | (4.27)

» Para h;(t), t =2,3,..., N tomamos
P(h;(t) [ hi(t = 1)) = N(uj+ (Rt — 1) — ;). 07)

o exp <_201;7j (hj(t) = (1j + &(hy(t = 1) — #j))2> :
(4.28)
4.5.4. Densidad a posteriori de ¢ dada D
Una vez que se han calculado las funciones en las que se ha descompuesto
la densidad a posteriori, es decir, la funcién de verosimilitud del modelo (4.17), la

condicional de las variables latentes (4.21) y la a priori conjunta de los pardmetros
(4.26), solo falta sustituirlas en (4.16). Asi llegamos a la expresion:

P(p | D) x L(D | ¢)P(h | ©)P(6)

x exp{—% Z Z<hj(t) + e~ hi(®) [Y;(t)]Z)}

t=1 j=1

j=1 5
N K 1
2

< TTTI02) expd = o 1506 = s = 0t = 1) = )

t=2 j=1 5

K 1 2 1 2 2
y He—rfj(ltj—ej) e—ﬁj(dﬁ—%) (a%,)lfcjeidj/%j-

J
j=1

(4.29)
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A partir de (4.29) debemos estimar cada uno de los parametros del modelo, co-
mo la esperanza condicional del pardametro dados los datos. Considerando la forma
y la dimensionalidad de la densidad a posteriori, la estimacion los parametros se
hara haciendo uso de los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov. En la si-
guiente seccion se calculan las densidades marginales condicionales completas que
se utilizaran en la simulaciéon por métodos Monte Carlo via cadenas de Markov.

4.6. Densidades marginales condicionales completas a pos-
teriori

Para muestrear valores de la densidad a posteriori de ¢ se usaremos el método
del Muestreo de Gibbs, para lo cual es necesario establecer las densidades a
posteriort marginales condicionales completas de cada pardmetro, también
conocidas como densidades de Gibbs.

4.6.1. Densidades marginales condicionales completas a posterior: de
las variables latentes

En el modelo VE las variables latentes tienen distintas expresiones dependiendo
desit=16t=2,...,N.Sin embargo, como a continuacién se verda, en ambos casos
no tienen densidad condicional completa con forma conocida (estandar).
A partir de la expresion de la densidad a posteriori (4.29) se obtiene la densidad
completa de h;(1) para j =1,..., K:

m(h;(1) | ¢ = {h;(1)},Y;(1)) o< L(D | @) P(h | ©)

X exp {—%(hj(l) + 6hj(1)[Yj(1)]2)}

X exp {—ﬁ(hj(l) - Mj)2}

o Wi, 1) (h;(1), Y5(1)) - exp {—ﬁ(hj(l) - Nj)2} ,
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donde:

B (0, 1,0) = exp { 5,0 + e BOWP L (030)

La notacién ¢ — {h;(1)} significa todo el vector de pardmetros ¢ excepto la
coordenada h;(1).

De manera analoga para t = 2,..., N la densidad marginal condicional com-
pleta de h;(t) dado h;(t — 1) para j =1,..., K es:

m(hi(8) [ ¢ = {h;(1)}, ;1)) o< L(D | @) P(h | ©)

donde:

Wy 0 (i (), Y5(1)) = exp {——(hju) ey, <t>J2>} . (4.31)

La notacién ¢ — {h;(t)}, t = 2,..., N significa todo el vector de pardametros ¢
excepto la coordenada h;(t).

Debido a que las densidades condicionales completas de h;(1) y h;(?)
dado h;(t — 1) no poseen forma estdndar se usard un paso Metropolis-
Hastings para cada simulacién de Gibbs. En el paso Metropolis-Hastings, se
usa como densidad propuesta la densidad a priori de cada variable latente, dadas
por las expresiones (4.27) para h;(1), y por (4.28) para h;(t) dado h;(t —1).

De esta forma, para la simulacion de h;(1), si se denotard por x;_; al valor

obtenido de la simulacién anterior y la densidad propuesta es una N <uj, a%j) vy

es el valor simulado del valor propuesto. La probabilidad de aceptacién p del paso
Metropolis-Hastings; dada por la expresion (3.8), esta dada por:
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_412 (wr-1—p15)?

wly Lo = ()} Y;(0) e ,
r(tr | o — (LY (1) e

— min U, (y, Y3(1))
B {‘Ifhju)(xt_l,Y‘(l))’ 1}' (4.32)

p(wt—h y) = min

De manera andloga, para la simulacién del valor h;(t) dado h;(t — 1), t =
2,...,N, six; 1 es el valor de la simulacién anterior y usamos como densidad pro-

puesta una N (,uj + ¢ji(hi(t — 1) — 1), O’%j) y y es el valor simulado de la densidad

propuesta entonces p el cociente de prueba del paso Metropolis-Hastings; dado por
la expresion (3.8), toma la forma:

— 5o (@e1—p =5 (hy (t=1)—p1;))?
m(y | o —{h;(t)},Y;(t)) - e >
(w0 —{h;(t)},Y;(t)) e

— min W, 0) (y,Y;(t))
a { \I/h]- (t) (%571, Y'(t)) ’ 1} ’ (4.33)

p(r-1,y) = min s (s =05y (1))
j

Como se observa para la simulacién de hj(t), t = 1,2,..., N el cociente de
prueba del paso Metropolis-Hastings se forma con las funciones Wy, 1) y Wy, (1)

A continuacion se obtendran las densidades condicionales completas a
posteriori de los paradmetros p;,¢; y Jf]j que a diferencia de las de las
variables latentes dados los datos, son de forma estandar.

4.6.2. Densidades marginales condicionales completas a posterior: de
Hgs ¢j Yy Oy,

Partiendo de (4.29) calculamos las densidades marginales condicionales com-
pletas descartando los parametros que no dependan de la variable de interés.

Proposicion 4.6.1 Densidad marginal condicional completa a posterio-
ri de . Supongamos que se cumplen las caracteristicas de la expresion (4.29),
entonces la densidad condicional completa a posteriori de p; para j = 1,..., K es
proporcional a una N (£, %), donde:

A= v-or] )
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n B = |hi(1)+ (1= ;) Xr,(hy(t) — ¢;hi(t — 1) | + 7

Demostracién:

w1y |9 — {5}, (1) ocexp{—%%< 0 -y}
X exp{—éé[hj(t) — i — Gj5(hi(t —1) — Mj)f}
o] 5l - o

Removiendo los términos constantes con respecto a p;, se tiene
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iy | = G Y500 o exp] = 1 = om0}

N5

N eXp{ <_2;2_ - 2;2_ S (- - 273) I
-9 (_ ];]0(21) B 20’12 Z(l = 05)(hy(t) — ¢ihy(t = 1)) — 26_JJCJ> /L]}
a4 (e Euore 1)
) (hj.(;) o D= () = oyt — 1)) + f_> ‘”] }
(el 1)
_9 (0% :hj<1) + > (1= 6)(hy(t) — Byt - 1>>} " ;_j> Mj] }
_ exp{_% [Au? -~ QBNJ} }
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Completando cuadrados llegamos a la expresién

(s | o = {3, Yi(t)) o exp{_% [AM? N QBMj] }

-l =320}

por lo tanto, p; dado (¢ — {p;}, Y;(t)) tiene una distribucién

N (% %) - (4.34)

Proposiciéon 4.6.2 Densidad marginal condicional completa a posterio-
ri de ¢;. Supongamos que se cumplen las caracteristicas de la expresion (4.29),

entonces la densidad condicional completa a posterioride ¢; para j = 1,..., K es
proporcional a una N (%, %), donde:
N
e C= (F Zme- -+ )
5 =2 J
; aj
D= (e S0 = k(e = 1) =) + 3 ).
Demostracién:
- 2
(¢ | o — {5}, Yi(t) o eXP{—W > [ht) = gy — ¢(hyt — 1) — )] }
nj =2
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Removiendo los términos constantes con respecto a ¢;, se tiene

w0 e~ {01 5(0) xexp{ 5 [0 D (hyle — 1) - )
=20, 3 (ul0) ~ 1)ttt = 1) = )] peso] -2 — 2000,

= exp{—% [Cqﬁ? — 2D¢j] }

Completando cuadrados llegamos a la expresién:

765 ] @~ {81, Y5() exp{—%[0¢? - QDM}
= oo{-¢[s-280)])

oot}

por lo tanto, ¢; dado (¢ — {¢,},Y;(t)) tiene funcién de densidad

N (g é) u (4.35)
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Proposicién 4.6.3 Densidad marginal condicional completa a posteriori
de (T%j . Supongamos que se cumplen las caracteristicas de la expresion (4.29), enton-
ces la densidad marginal condicional completa a posteriori de O'?Ij para j=1,..., K

es proporcional a una GT (% + ¢j, % (E+ F + 2dj)), donde:
w B = (hy(1) — py)?
N 2
n P = g[hj(t) — 5 — (Rt = 1) — ;)]
Demostracion:

w02, | o — {0l }.Y;(t) (ggj)—l/zexp{_ﬁE}[(02_)_1/2]N_1

5

1 —d; /o :
X exp{—FF}e di/ 72’]’/(0'72”)0.7_1

5

1
x (asj)l(N/2+cj)exp{—ﬁ (E+F + de)},
)

por lo tanto, afb_ dado (¢ — {¢;},Y;(t)) tiene funcién de densidad

g1 (g + ¢, % (E+F+ 2dj)) a (4.36)

En todos los casos, a diferencia de las variables latentes, las distribuciones
marginales condicionales completas poseen formas conocidas de las cuales facilmente
se pueden obtener muestras aleatorias en cada paso de Gibbs.

4.7. Pseudocddigo

Para cada una de las K regiones j=1,2,...,K, se obtienen el nimero
de iteraciones deseadas (/D) como sigue:

1. Calcular a

qjhj(l)) \Ith(Q)) R \I;hJ(N) ]

usando las ecuaciones (4.30) y (4.31).
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2. Proporcionar los valores de los hiperparametros, a; y b;, ¢; y d;
¢y fi-

3. Tomar las densidades a priori de los pardmetros como:

& Nlej, fj), para p;.
& N(aj, b)), para ¢;.
¢ GI(cj,dj), para p;.
4. Ingresar la base de datos observados.

5. Primera iteracién del Muestreo de Gibbs, es decir para n=1.

a) Simular h;(1) con un paso de Metropolis-Hastings'.

0) 2

1) Definir un valor inicial z(*), generandolo de una N(uj,o7)-

2) Generar un numero aleatorio u ~ U(0,1), que se usara en el
criterio de decisién del paso Metropolis-Hastings.

(4N 1

3) Generar un valor ‘‘y’’ que provenga de la densidad propuesta,
que en este caso es la densidad de h;(1) segin (4.30).

4) Calcular la probabilidad de aceptacién, segin la expresién
(3.8) y que en términos del modelo considerado aqui estd dada
por la expresién (4.32).

. W, (1) (9,Y5(1))
P= mm{‘l’ha‘u)(ﬂ?‘@,Yj(l))’ 1}
5) Si u < p, entonces M =19y, en caso contrario x® = z0)

b) Simular h;(t) para t=2,3,...,N.

1) Definir un valor inicial z(?, generandolo de una N(hj(t—l),agj).

2) Generar un nimero aleatorio u ~ U(0,1), que se usara en el
criterio de decisidén del Metropolis-Hastings.

3) Generar un valor ‘‘y’’ que provenga de la densidad propuesta,

que en este caso es la densidad de h;(t) segin (4.31).

4) Calcular la probabilidad de aceptacién segin la expresién
(3.8) y que en términos del modelo considerado aqui estd dada
por la expresién (4.33).

o ) (4,Y5(1))
p=mi{g oy 1
5) Si u < p, entonces z® =y, en caso contrario M = 20

c) Simular p; de su densidad condicional completa dada por la
expresién (4.34), utilizando los valores actualizados de h(t), t =
1,2,..., N obtenidos en el paso previo del muestreo de Gibbs.

INote que en el modelo de volatilidad estocéstica las variables latentes tienen una formulacién para t = 1 y otra
distinta para t = 2,3,..., N, por lo que la programacién es diferente en cada caso.
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d) Simular ¢; de su densidad condicional completa dada por la
expresién (4.35), utilizando el valor actualizado de ;.

e) Simular 03

; de su densidad condicional completa dada por la
expresién (4.36), utilizando el valor actualizado de ¢;.
6. Para las siguientes n=2,3,...,ID iteraciones del Muestreo de Gibbs.

a) Actualizar las simulaciones de las variables latentes y de los
parametros de la iteracién anterior.

b) Simular h;(t) para t=1,2,...,N con un paso de Metropolis-Hastings
como en n =1, pero definiendo el valor inicial 2 como el valor
de hj(t) que se acepté en la iteracién anterior, es decir, en la
iteracién (n —1).

c) Simular p;, utilizando el valor actualizado de h(t) con t=1,2,...,N.

d) Simular ¢;, utilizando el valor actualizado de pu;.

2 .
i’

f) Repetir el procedimiento de a) - e) para cada iteracién.

e) Simular o;., utilizando el valor actualizado de ¢,.



Capitulo 5
Aplicacion

5.1. Introduccién

En este capitulo se utilizan los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov
especificamente muestreo de Gibbs y Metropolis-Hastings dentro del muestreo de
Gibbs para estimar los parametros del modelo de volatilidad estocéastica para los
datos de concentraciones de ozono en las cinco regiones de la Zona Metropolitana

de la Ciudad de México (ZMCM).

Tanto el andlisis bayesiano del modelo, que se presento en el capitulo anterior,
como los resultados del la aplicacién a datos de ozono en la ZMCM, que a continua-
cién se exponen y el codigo del programa dieron origen al articulo A Gibbs Sampling
Algorithm to Estimate the Parameters of a Volatility Model: An Application to Ozo-
ne Data. De Jesus et al. (2012).

5.2. Estimacion de parametros del modelos VE

El objetivo préactico de este trabajo es estudiar el comportamiento del contami-
nante ozono en la ZMCM, en el periodo de 01 de Enero de 2008 al 31 de Diciembre de
2010, haciendo uso del modelo de volatilidad estocéastica presentado en el Capitulo
4. Se tomara en cuenta la divisién espacial considerada por las autoridades ambien-
tales de la Ciudad de México, es decir, las regiones Noreste (NE), Noroeste(NW),
Centro (CE), Sureste (SE) y Suroeste (SW).

Se hizo uso de la base de datos del Sistema de Monitoreo Atmosférico (dispo-
nible en pagina web http://www.calidadaire.df.gob.mx/calidadaire/ pro-
ductos/basesdedatos/bases.php), de los maximos diarios de ozono, medidos en
partes por millén (ppm), registrados en cinco regiones en las cuales estd dividida la

95
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Ciudad de México.

El dato de la concentracion maxima de ozono de un dia se calcula de la si-
guiente manera. Las estaciones miden minuto a minuto la concentracion de ozono y
se obtiene un promedio por hora, el dato del méximo diario para cada regién es el
maximo de los promedios de todas las estaciones en la regién considerada registrados
durante las 24 horas del dia.

La Figura 5.1 muestra los méaximos diarios de ozono en cada regién a partir
del 01 de Enero de 2000 hasta el 31 de diciembre de 2010. Se puede observar una
tendencia decreciente en un primer periodo, aproximadamente entre el ano 2000 y
2006, y un cambio en la variabilidad observable en las concentraciones posteriores
al ano 2007.
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Figura 5.1: Maximos diarios de ozono(ppm) en Regiones de la ZMCM en el periodo 01 de Enero
de 2000 a 31 de diciembre 2010.

En el Cuadro 5.1 se presentan la media y la desviacion estandar de las series
de tiempo de los maximos diarios de ozono por region. Se puede observar que el
promedio anual del 2010 es mucho menor al registrado en el ano 2000 en todas las
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Cuadro 5.1: Estadisticas de los méximos de ozono por regién.

periodo  Estadisticas NE NW CE SE SW

2000 Media 0.1327 0.1054 0.1391 0.1344 0.1589
DE 0.0456 0.0370 0.0426 0.0392 0.0477

2010 Media 0.0778 0.0829 0.0825 0.0859 0.0926
DE 0.0274 0.0338 0.0325 0.0293 0.0350

2000-2006 Media 0.1078 0.0939 0.1140 0.1125 0.1302
DE 0.0432 0.0324 0.0425 0.0380 0.0467

2008-2010 Media 0.0829 0.0851 0.0876 0.0911 0.0977
DE 0.0286 0.0303 0.0306 0.0294 0.0341

regiones. De hecho el promedio anual en el ano 2000 atin era superior a la norma de
proteccion a la salud que es de 0.11 ppm, mientras que para el ano 2010 en todos
los casos estuvo por debajo de la misma.

La Figura 5.2 presenta los maximos diarios de ozono en cada region durante
el periodo de tiempo considerada en el trabajo, es decir, de 01 de Enero de 2008 al
31 de Diciembre de 2010.

Se calcularon las medias semanales (ver Figura 5.3) y posteriormente se calcu-
laron los log-retornos semanales de cada una de las cinco regiones, segtin la expresion

Z.
i) = in [ A%],

los cuales, constituyen el conjunto de datos a modelar y que podemos observar en
la Figura 5.4

Asi, en la notacion del Modelo, el nimero de regiones es K = 5 donde j =
1,2,..., K corresponde a la region NE, NW,  CE, SE y SW, respectivamente. El
total de observaciones diarias en los 3 anos a estudiar es T'= 1092 y el total de log
retornos es N = 155. Asi para 7 =1,2,..., K

» X;(t) cont = 1,2,...,T corresponde a la serie de tiempo de los méximos
diarios en cada regién en el periodo del 01 de Enero de 2008 al 31 de Diciembre
de 2010.

w Zij(t)cont =12,...,(N + 1)y corresponde a la serie de tiempo de los pro-
medios semanales de ozono en cada region.

» Yi(t) cont=1,2,...,N y corresponde a la serie de tiempo de los log-retornos
de ozono en cada region.
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Figura 5.2: Maximos diarios de ozono(ppm) en Regiones de la ZMCM en el periodo 01 de Enero
de 2008 a 31 de diciembre 2010.

Los detalles computacionales para la estimacion bayesiana se describieron en
la seccién 4.7, del pseudocddico, mismos que fue implementado en “R” y se pue-
de consultar en el Apéndice C. Se usé6 Metropolis-Hastings dentro del muestreo de
Gibbs para generar las simulaciones de las variables latentes, dado que sus densida-
des marginales completas no tienen una forma estandar. Para la simulacion de los
parametros p, ¢y 0727 se utilizé inicamente muestreo de Gibbs.

Recordar que hemos supuesto las siguientes distribuciones como distribuciones
a priori de los parametros:

P(u;) = Nej, f3), P(¢;5) = N(aj,b) y P(oy) = GZ(cj, dj).

Los hiperparametros de las densidades a prior: asociadas a cada parametro
que se utilizaron en j = 1,2,...,5 fueron los siguientes.

= Para Hi, €5 = O,fj = 10.
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Figura 5.3: Promedios semanales de ozono por regién de la ZMCM en el periodo 20008-2010. (La
notacién 2008wl significa semana 1 del afnio 2008.)

» Para ¢;, a; = 0,0; = 1.

= Para o}, ¢; =3 d; = 3.

Observacién: Como se puede notar en el caso de ¢; se ha supuesto media cero
y desviaciéon estandar de 1, debido a que en el modelo de volatilidad estocastica,
|¢;| < 1 para asegurar la estacionaridad de {h; (t)}iil En los casos de j; y o7, los
valores de los hiperparametros se han elegido de modo que las densidades a priori
resulten no informativos y se observe una mezcla adecuada de los valores generados.
Las estimaciones para todas las regiones se realizaron suponiendo estos mismos hi-
perparametros.

Para el cdlculo de cada uno de los pardmetros a posteriori, ji;, qu,af]j, ] =
1,2,...,5 se generaron tres cadenas de 21,000 iteraciones, cada una con valores
iniciales diferentes. Los valores iniciales de la cadena 1 fueron puy = 0.270,¢¢ =
0.550, 07, = 1.293, los de la cadena 2 fueron pg = —0.57,¢9 = —0.095,07 = 3.284
y los de la cadena 3 fueron py = 0.874, ¢y = —0.447, 030 = (0.641. Estos valores
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Figura 5.4: Log-retornos semanales de ozono por regién de la ZMCM en el periodo 20008-2010.
(La notacién 2008wl significa semana 1 del afio 2008.)

iniciales serdn los mismos para los datos de cada region.

Finalmente las estimaciones a posteriori se calcularon con las muestras de las
tres cadenas, después de eliminar los valores generados durante un periodo de ca-
lentamiento de 2000 iteraciones en cada cadena y seleccionar valores muestreados
cada quinto valor. Asi los parametros a posteriori fueron estimados a partir de una
muestra de 11,400 iteraciones; 3,800 por cada una de las tres cadenas.

El Cuadro 5.2 muestra las estimaciones a posteriori de los parametros del
modelo para cada regién junto con su correspondiente desviacién estdndar (DE) e

intervalo de credibilidad al 95 %.

Las Figuras B.1 a B.5 contienen las graficas de las muestras contra el nimero
de iteracién (Trace plot), los histogramas y las funciones de autocorrelacion.
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Cuadro 5.2: Estimaciones a posteriori

Region Pardmetro Media DE  Intervalo de credibilidad al 95 %

7 -2.864  0.174 -3.205 , -2.524
NE ¢ 0.154  0.150 -0.140 , 0.448
ol 0.837  0.281 0.287 , 1.387
7 -2.689  0.182 -3.046 , -2.332
NW ¢ 0.163  0.152 -0.135 , 0.460
op 0.912  0.328 0.269 , 1.555
7 -2.689  0.167 -3.016 , -2.362
CE ¢ 0.141  0.151 -0.155 , 0.437
oy 0.757  0.255 0.257 , 1.256
7 -2.921  0.173 -3.260 , -2.582
SE ¢ 0.135  0.143 -0.145 , 0.416
op 0.888  0.292 0.315 , 1.460
7 -2.668  0.171 -3.003 , -2.333
SW ¢ 0.131  0.150 -0.163 , 0.425
o; 0.839  0.287 0.277 , 1.401

A continuacion se presenta los resultados de los diagndsticos de convergencia
de las cadenas. Esto con el fin de verificar que la validez de las estimaciones.

5.3. Evaluacién de la convergencia

Inspeccion grafica. En las figuras B.1 a B.5 del apéndice B, se observan los
valores generados contra el nimero de iteracion (Trace plot), los histogramas de las
cadenas y las gréaficas de la funcion de autocorrelacién (FAC) de las cadenas de los
valores generados por region.

A partir de las graficas de los valores generados y de los histogramas se puede
concluir una mezcla adecuada en la cadena de cada parametro en todas las regiones.
Al observar las graficas de las autocorrelaciones de los valores generados de cada
region se evidencia independencia al interior de las cadenas que simulan las distri-
buciones de los parametros i1 y ¢. En el caso de las graficas de las autocorrelaciones
de la cadena de 0',2], la independencia no es tan clara. Sin embargo la prueba de
Raftery—Lewis concluye que se satisface la hipdtesis de independencia.

Resultados de los diagndsticos de convergencia. La evaluacién de la con-
vergencia se realizo utilizando el paquete CODA de “R”, especificamente se utiliza-
ron las metodologias de Geweke, Raftery—Lewis, Heidelberger—Welch, y finalmente
la de Gelman—Rubin. Las tres primeras metodologias evalian la convergencia in-
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dividual de cada cadena y la de Gelman—Rubin evaliia la convergencia de las tres
cadenas generadas.

Los resultados de estos diagnésticos se presentan en los Cuadros A.1 al A.5,

del apéndice A, donde se reporta:

El z-score, en el diagnéstico de Geweke.

El factor de dependencia I asociado a ¢ = 0.025, r = 0.005, s = 0.95, €converg =
0.001, en el diagnéstico de Raftery-Lewis.

El p-value asociado a la hipdtesis nula de que los valores muestreados provienen
de una distribucion estacionaria asociado a un nivel de significancia de 0.05, en
la prueba de Heidelberger—Welch de estacionariedad.

El cociente de la mitad del ancho del intervalo de confianza para la media al
95 % entre la media, la prueba se realizé con € = .1, en Heidelberger—Welch de
"media ancho”, y

El estadistico R en el diagnostico de Gelman-Rubin.

De la informacién contenida en los los Cuadros A.1 al A.5, se puede concluir

que no hay evidencia estadistica para suponer que las cadenas no hayan convergido,
dado que:

El diagnéstico de Geweke, el z — score en valor absoluto es menor a 2. Lo que
implica que a un nivel de confianza de 95 %, se ha logrado la convergencia.

En el diagndstico de Raftery-Lewis, el factor de dependencia (I = *=2i») siempre
es cercano a 1 en las simulaciones de 1 y ¢. En el caso de las simulaciones de
0727 el factor de dependencia (1) estd alrededor de 2, lo cual ain es indicador
de una mezcla adecuada y la autocorrelacion que se aprecia en las graficas se

puede tolerar. El valor I = 5, es el valor a partir del cual falla la convergencia.

En la prueba de Heidelberger—Welch donde la hipdtesis nula de que los valores
muestreados provienen de un proceso estacionario, son satisfactorios en todos
los casos, ya que el p-value asociado a la prueba es mayor al nivel de significancia

(0.05), con lo que en ningiin caso se rechaza la hipdtesis nula con una confianza
del 95 %.

En la prueba de Heidelberger—Welch de "mitad de ancho”los resultados in-
dican que las simulaciones deben de generar estimaciones a posteriori de los
parametros que cumplen con el criterio de precision de 0.1, ya que en todos los
casos el cociente de la mitad del ancho del intervalo de confianza para la media
al 95 % entre la media es menor a 0.1.
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» Finalmente en la metodologia de Gelman—Rubin, el estadistico R siempre es
muy cercano a 1, con lo cual se evidencia la convergencia.

De esta forma, se puede concluir que las estimaciones del Cuadro 5.2 provienen
de simulaciones sobre las cuales hay evidencia estadistica suficiente para afirmar que
han convergido al estado estacionario. Por lo tanto las podemos utilizar para estimar
los parametros del modelo de volatilidad estocastica para modelar la contaminacion
promedio semanal en las regiones de la ZMCM.

5.4. Ajuste y pronéstico.

Asi, para obtener la serie de los log-retornos estimados en cada regién j =
1,...,5, se procedi6 de la siguiente manera:

Se generan las variables latentes h;(t) dado h;(t — 1) de su distribucién; es
decir, al tiempo ¢t = 1, h;(1) de la distribucién N (fi;, 8,2”) y al tiempo t =2,..., N,

hi(t) dado h(t — 1) de la distribucién A(7; + &;lhy(t — 1) — fij], 32,).

Posteriormente se estimé las serie 0;(t) , la volatilidad de la serie Y () segin

la ecuacion (4.4). Las estimaciones de los promedios semanales Z\j (t) dado el pasado
inmediato Z;(t — 1) se obtuvieron usando las ecuaciones (4.1) y (4.3):

~

Zj(t) = Z;(t = ) exp{o;(t)e(t)}, t = 2,..., N,
donde €;(t) se distribuye N(0,1).

Finalmente los log-retornos estimados )/}](t) se obtienen como:

Y,(t) = In [zf{;(f)n} conj=1,2....5yt=23,... N

Las series de tiempo de los log-retornos del promedio semanal de ozono esti-
mados y observados en cada region se muestran en las figuras 5.5 a 5.9. A partir de
estas gréaficas se puede observar el ajuste que se obtuvo a partir de la metodologia
implementada.

La utilidad principal del modelo es realizar un prondéstico. El cuadro 5.3 con-
tiene el prondstico y los datos observados de los log-retornos de las semanas de



64

CAPITULO 5. APLICACION

enero del ano 2011 en las cinco regiones de la ZMCM. En el Cuadro 5.4 se presenta
el prondstico y los datos observados de los promedios semanales del mes de enero
del ano 2011 en las cinco regiones de la ZMCM.

Cuadro 5.3: Log-retornos observados y estimados semanales de Ozono.

Enero 2011
Observados
Semana NE NW CE SE SW
1 -0.251 -0.264 -0.415 -0.372 -0.392
2 0.224 0.287 0.380 0.360  0.302
3 -0.061 -0.163 -0.186 -0.233 -0.121
4 -0.089 -0.052 -0.063 -0.051 -0.099
Estimados
Semana NE NW CE SE SW
1 -0.042 -0.045 -0.045 -0.045 -0.040
2 0.224 0.254 0.234 0.248 0.224
3 -0.463 -0.529 -0.480 -0.501 -0.454
4 -0.123 -0.137 -0.130 -0.132 -0.118

Cuadro 5.4: Promedios semanales observados y estimados semanales de Ozono.
Enero 2011

Observados

Semana NE

NW

CE

SE

SW

1 0.064
2 0.080
3 0.076
4 0.069

0.063
0.084
0.071
0.068

0.057
0.084
0.070
0.065

0.063
0.085
0.076
0.069

0.069
0.098
0.078
0.074

Estimados

Semana  NE

0.076
0.095
0.060
0.053

=W N

NW
0.070
0.091
0.053
0.047

CE
0.079
0.099
0.061
0.054

SE
0.083
0.103
0.066
0.058

SW
0.084
0.108
0.065
0.057

Recordemos que los log-retornos se aproximan a una tasa de crecimiento, por lo
que se puede decir que el modelo pronostica un decremento aproximado en la primera
semana de 2011 respecto a la semana 52 de 2010 de -4.2 %, -4.5 %, -4.5 %, -4.5 % y de
-4.0 % en laregién NE, NW, CE, SE y SW respectivamente. Los promedios semanales
de ozono de la primera semana de Enero de 20011 pronosticados fueron 0.076, 0.070,
0.079, 0.083 y 0.084 en la regién NE, NW, CE, SE y SW respectivamente. De los
cuadros 5.3 y 5.4 vemos que el pronéstico del modelo fue mejor para los promedios
semanales que para los log-retornos. A continuacion se presentan las graficas del
ajuste de los log-retornos y promedios semanales por region.
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Figura 5.5: Regién NE. En (a) log-retornos del promedio semanal de ozono observados (linea sélida)
y estimados (linea punteada). En (b) los promedios semanales de ozono observados (linea sélida)
y estimados (linea punteada).
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Figura 5.6: Regién NW. En (a) log-retornos del promedio semanal de ozono observados (linea
sélida) y estimados (linea punteada). En (b) los promedios semanales de ozono observados (linea
sélida) y estimados (linea punteada).
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Figura 5.7: Regién CE. En (a) log-retornos del promedio semanal de ozono observados (linea sélida)
y estimados (linea punteada). En (b) los promedios semanales de ozono observados (linea sélida)
y estimados (linea punteada).
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Figura 5.8: Regién SE. En (a) log-retornos del promedio semanal de ozono observados (linea sélida)
y estimados (linea punteada). En (b) los promedios semanales de ozono observados (linea sélida)
y estimados (linea punteada).
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Finalmente se presentan graficas del prondstico y los datos reales que se ob-
servaron en las cinco regiones.
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Figura 5.10: Prondstico para Enero 2011. Log-retornos semanales de ozono por regién de la ZMCM.

Datos estimados (linea sélida) y observados (linea punteada).
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se utilizo estadistica bayesiana y métodos Monte Carlo via
cadenas de Markov para realizar la estimacion de los parametros de un modelo de
volatilidad estocastica. Especificamente, se hizo un muestreo de Gibbs. En uno de
los pasos de este muestreo se utilizo un paso del algoritmo Metropolis-Hastings para
la estimacién de las variables latentes del modelo.

Se realiz6 una aplicacion de esta metodologia a datos de concentraciones de
ozono de la Ciudad de México en el periodo de 2008 a 2010. Para el andlisis se
tomd la divisién espacial considerada por las autoridades ambientales de la Ciudad
de México, es decir las regiones Noreste (NE), Noroeste (NW), Centro (CE), Sureste
(SE) y Suroeste (SW).

Los datos modelados fueron los logaritmos de las mediciones relativas (log-
retornos) de los promedios semanales de las concentraciones diarias méximas por
region.

Los log-retornos indican incrementos o decrementos de ozono respecto a pe-
riodos consecutivos. En el modelo éstos s6lo dependen de perturbaciones aleatorias
y del valor que tomaron en un instante de tiempo previo. Ademas se supuso inde-
pendencia entre las cinco regiones.

Para realizar la estimacién de los parametros del modelo, se escribié un progra-
ma usando el software “R”donde se implement¢ el algoritmo del muestreo de Gibbs.
Las muestras de las funciones de densidad marginales completas con distribucion
estandar fueron obtenidas con funciones contenidas en “R”. Para las que no tuvie-
ron distribucién conocida se programé un paso del algoritmo Metropolis-Hastings
dentro del muestreo de Gibbs.

73



74 CAPITULO 6. CONCLUSIONES

La evaluacién de la convergencia fue satisfactoria y se realizé por medio de cua-
tro de los criterios de convergencia contenidos en la paqueteria CODA de “R”; tales
criterios fueron los de Geweke, Raftery-Lewis, Heidelberger-Welch y el de Gelman-
Rubin.

Se observa que las series de los log-retornos presentan un comportamiento muy
homogéneo en de las 5 regiones durante el periodo de estudio.(ver Figura 5.4). Lo
anterior justifica que los parametros estimados no difieran mucho entre ello.

Los resultados muestran que el efecto del pardmetro p sobre las variables laten-
tes es negativo. Este efecto también fue observado en estudios similares que analizan
periodos de tiempo més grandes, ver Achcar et al. (2008, 2010 y 2011).

El efecto de ¢ sobre las variables latentes en todas las regiones es muy pequeno
(alrededor de 0.15), lo que significa que el efecto del periodo pasado sobre el valor
actual en muy pequeno. Este comportamiento se observa en todas las regiones. De
hecho es menor respecto a los resultados de Achcar et al. (2011).

Finalmente la varianza estimada de la perturbacion aleatoria asociada a las
variables latentes, en todas las regiones fue aceptable y se ve reflejada en que el
ajuste de las gréficas es bueno, ver figuras 5.5 a 5.9.

Empleando las estimaciones obtenidas de la tabla 5.2 se aplicé el modelo en
cada regién para calcular lo siguiente:

» Los log-retornos y los promedios semanales estimados, mismos que se presentan
en las figuras 5.5 a 5.9 junto con los log-retornos observados para observar el
ajuste de la estimacion. En estas graficas podemos observar que en general se
obtuvo un buen ajuste.

» Un prondstico de los log-retornos y los promedio semanales para las primeras
4 semanas de 2011 que se muestra en las tablas 5.3 y 5.4.

Los prondsticos de los promedios semanales fueron muy cercano a los obser-
vados y la prediccion de los log-retornos fue acertada en cuanto al crecimiento o
decrecimiento de los log-retornos observados.

Finalmente es importante senalar que existen muchas extensiones del modelo
de volatilidad estocéstica que podrian ayudar a un mejor ajuste de los datos que se
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han modelado (ver Asai et al. 2006, Chib et al. 2008, Philipov y Glickman, 2006,
Pitt y Shephard, 1999 y Yu y Meyer, 2006).

Hay evidencia de que se debe incorporar un término de interaccion entre las
regiones que explique la relacién entre sus log-retornos (versién multivariada), ya
que si bien se ha obtenido un buen ajuste haciendo uso de una versién univariada
del modelo, el efecto de periodos anteriores es muy pequeno y la varianza del com-
ponente aleatorio de las variables latentes podria ser menor.

El uso de una version multivariada del modelo muy probablemente explique
la direccién del viento en la Ciudad de México y la forma en que reaccionan los
precursores del ozono .

Los parametros de dichas versiones del modelo de volatilidad estocéstica se
pueden estimar haciendo algunas modificaciones al programa que en este trabajo
se desarrollo. Asi el trabajo aqui presentado puede ser retomado en investigaciones
futuras para modelar la volatilidad de estos y otros datos. De igual manera se pue-
den trabajar con otras versiones del modelo con supuestos menos restrictivos que
permitan un mejor ajuste.

Cabe resaltar que aunque los hiperparametros de las distribuciones a priori
fueron obtenidos a partir de estudios previos, asi como de informacién proporcionada
por los propios datos, se podria por ejemplo, utilizar el criterio de entropia. Es
decir, elegir las distribuciones a priori que maximicen la entropial . Intuitivamente,
lo que el enfoque plantea es elegir las distribuciones a priori que incorporan el
conocimiento previo que resulten lo menos informativas posible, ver Bernardo (1979),
Berger (1985) y O’Hagan(1994). Este proceso de eleccién de las distribuciones a
priori, también puede considerarse en futuros trabajos.

1Se define la entropfa de la densidad f como E(—log(f(©))), Bernardo (1979).
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Apéndice A

Resultados de los diagndsticos de
convergencia

En las siguientes tablas se reporta:

s El z-score, en el diagndstico de Geweke.

» El factor de dependencia I asociado a g = 0.025, r = 0.005, s = 0.95, €converg =
0.001, en el diagnostico de Raftery-Lewis.

s El p-value asociado a la hipotesis nula de que los valores muestreados provienen
de una distribucion estacionaria asociado a un nivel de significancia de 0.05, en
la prueba de Heidelberger—Welch de estacionariedad.

= El cociente de la mitad del ancho del intervalo de confianza para la media al
95 % entre la media, la prueba se realizé con € = .1, en Heidelberger—Welch de
"media ancho”, y

» El estadistico R en el diagnéstico de Gelman-Rubin.
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Cuadro A.1: NE. Diagndsticos de Convergencia

Diagnéstico Cadena I 10) U%
Geweke cl -0.3837 -0.0593  0.0833
c2 -0.5159 -1.3970 -0.2380
c3 -1.5110 0.0493 -1.8320
Raftery—Lewis cl 1.180 1.110 2.610
c2 1.160 1.060 3.460
c3 1.160 1.170 1.730
Heidelberger—Welch cl 0.990 0.733 0.902
Estacionalidad c2 0.876 0.550 0.903
c3 0.245 0.577 0.253
Heidelberger—Welch cl 0.0090 0.0052  0.0242
mitad de ancho c2 0.0091  0.0055  0.0229
c3 0.0097  0.0060  0.0194

Gelman—Rubin 3 cadenas 1.000 1.000 1.000

Cuadro A.2: NW. Diagnoésticos de Convergencia

Diagnéstico Cadena 1 0] 0,27

Geweke cl -0.0711  -0.1434 -0.3287

c2 -1.4280 -0.3156  1.4860

c3 -0.2325 -0.4031 -2.3820

Raftery—Lewis cl 1.160 1.080 2.310
c2 1.210 0.951 1.850

c3 1.230 1.260 2.480

Heidelberger—Welch cl 0.974 0.841 0.975
Estacionalidad c2 0.258 0.656 0.430
c3 0.923 0.479 0.175

Heidelberger—Welch c1 0.0127 0.0065  0.0328

mitad de ancho c2 0.0112  0.0067  0.0289
c3 0.0104 0.0062  0.0291

Gelman—Rubin 3 cadenas  1.000 1.000 1.000

Cuadro A.3: CE. Diagnésticos de Convergencia

Diagnéstico Cadena I 0] 0727

Geweke cl -0.1973  0.0481 -0.3204

c2 -0.8114 -1.1010  0.6419
c3 -0.5439  0.0013  -2.0920

Raftery—Lewis cl 1.230 1.060 1.730

c2 1.260 1.080 1.690

c3 1.290 1.130 1.810

Heidelberger—Welch cl 0.974 0.841 0.975

Estacionalidad c2 0.258 0.656 0.430

c3 0.923 0.479 0.175

Heidelberger—Welch cl 0.0127  0.0065  0.0328
mitad de ancho c2 0.0112  0.0067  0.0289
c3 0.0104 0.0062  0.0291

Gelman—Rubin 3 cadenas 1.000 1.000 1.000
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Cuadro A.4: SE. Diagndsticos de Convergencia

Diagnéstico Cadena o o o

Geweke cl -0.3944  -0.6037  0.5887

c2 -1.0190 -0.9321  1.0530
c3 -0.7077  1.1580 -1.7670

Raftery—Lewis cl 1.260 1.040 2.140

c2 1.130 1.040 1.990

c3 1.080 1.080 1.770

Heidelberger—Welch cl 0.324 0.233 0.693
Estacionalidad c2 0.511 0.367 0.505

c3 0.949 0.453 0.671

Heidelberger—Welch cl 0.0088  0.0045 0.0262
mitad de ancho c2 0.0092 0.0047  0.0211
c3 0.0090  0.0061  0.0205

Gelman—Rubin 3 cadenas 1.000 1.000 1.000

Cuadro A.5: SW. Diagnésticos de Convergencia

Diagnéstico Cadena I 10) 0,2]
Geweke cl 0.2446  -0.2240 -0.2362
c2 -0.4887 -1.2030 0.6248
c3 -0.4086 0.1522 -1.6150
Raftery—Lewis cl 1.320 1.130 1.810
c2 1.130 1.010 2.040
c3 1.210 1.080 1.850
Heidelberger—Welch cl 0.918 0.479 0.870
Estacionalidad c2 0.184 0.392 0.623
c3 0.924 0.611 0.422
Heidelberger—Welch cl 0.0095  0.0053  0.0265
mitad de ancho c2 0.0090 0.0056  0.0201
c3 0.0088  0.0061  0.0203

Gelman—Rubin 3 cadenas 1.000 1.000 1.000
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Apéndice B

Graficas de las cadenas por region
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Apéndice C

Muestreo de Gibbs

HABHHHHBHARBHH R AR AR HHH BB RS H AR B R RS R RSB BB AR R SRR BB ARSI H
# MUESTREO DE GIBBS: HHEHHHBHARBHHHH BB RAR SRR
HARHHHHRAAAFHHH B R AR A HHH BB R AR AR A H B R R A A B R H B BB R A AR HHH B R AR RS HH
#Funciones auxiliares para el paso M-H:
psi_hjl=function(hjl,yjl1){
b_2=exp(-1/2*(hjl+exp(-hjl)*yj1°2))

b_2

b

HARHHHHRAARFHH R BB AR A H AR BB R AR B R AR B R A A A B R H B BB R A AR R R R B R AR RS HH
psi_hjt=function(hjt,yjt){
b_l=exp(-1/2*(hjt+exp(-hjt)*yjt~2))

b_1

X
HARHHHHARARFHHHBR AR A HH A BB R AR AR AR B R AR AR R R B BB AR AR R R R B R AR A S HH
#Datos iniciales

n=21000 #nimero de iteraciones
burn=2000 #tamafio del periodo de calentamiento
n.cadenas=3 #nimero de cadenas a simular
salto=5 #tomar valor cada "salto" iterciones
region=1 #simulacidén para la regidén nidmero
seed=987 #semilla para recuperar simulacién
if (seed>0) {set.seed(seed)}

al=0 ;bl=1 #hiperpardmetros phi
cl=3 ;d1=3 #hiperparametros sigma?2
el=0 ;f1=10 #hiperparametros mu

#Generacidon de valores iniciales

in_mu=rnorm(n.cadenas ,0,1)

in_phi=rnorm(n.cadenas ,0,0.35)
in_sigma2=1/rgamma(n.cadenas ,3,2)

HHHHHHHHHHHH AR HHHHHHHHHHHHH BB HBHEH
mide.tiempo=proc.time ()

if (region==1){yl=scan("c:/r/rsne3.txt")}

if (region==2){yl=scan("c:/r/rsnw3.txt")}
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if (region==3){yl=scan("c:/r/rsce3.txt")}

if (region==4){yl=scan("c:/r/rsse3.txt")}

if (region==5){yl=scan("c:/r/rssw3.txt")}

N=155 #num de semanas (3 afios)
espmu=el;espphi=al;espsigma2=d1/(cl1-1)

HAHRBHHAHHAHBH BB HHRABHARSRHABHHABH AR SRR A HAHABH AR RHABH A B RH RS R BHHH
#Almacenamiento de las cadenas

SIMmu=matrix(0,n,n.cadenas)

SIMphi=matrix(0,n,n.cadenas)

SIMsigma2=matrix(0,n,n.cadenas)

Hjtn=matrix (0,n,N#*n.cadenas) #guarda simul. de h.
Contador=matrix (0,N,n.cadenas) #guarda valores aceptados en MH
HUERAHHBAH B AR HBABHARH B AR HBRA B AR HBRA R AR HBAH BB H B AR H B R AR AR H R AR HEHS
HAEHSHHBSHHAHSHBSHH RS A B SR B S HH B S A BB HH SRS B SR BB HH RS H B S RH SRS R RS HH
for(m in 1:n.cadenas){

HAHRBHHAHHAHBH BB HH A B A A RS HHBHHRABHAB SRR A HARABA AR HH A BB R B BH A HHHHHHH

# Simulacién Gibbs n=1 latentes iniciales #
# h_j para t=1,2,...,155; N=155 #
HURAAHBAH R AR HBAH B AR BB AR HBRH B AR HBAH R AR BB AH BB H B AR HBRA B AR H B AR HEHS
# Paso M-H dentro de GIBBS #
# Primero para t=1 #
HAHRBHHAHHAHBHHABHHABHA BB HHBHHRABH AR SRR AHHABH AR RHAHH R BB R RS R BHHH
anterior=in_mu [m] #valor inicial para h_j (1)
u=runif (1)

y=rnorm(l,in_mul[m],sqrt(in_sigma2[m])) #densidad propuesta

num=psi_hjl(y,y1[1])

den=psi_hjl(anterior,y1[1])

rho=min (1,num/den) #proba de aceptacién M-H
Hjtn[1,(N*(m-1)+1)]=anterior+(y-anterior)*(u<=rho)#ler sim. Gibbs.
Contador[1,m]=(u<=rho)
HAHSHHBHHAHBH BB HH AR AR BB R BB H B A B A AH S HH S HA R B S AH B HH R BB R B BH SRS HHHHH
# simulamos para t=2,3,...,N #
HARHBHHAHHAHBH BB HHABHABSRHABHHABH AR SRR AHHABH AR BHAHH R BB H AR R BHHH
for(t in 2:N){
hj_ant=Hjtn[1,(N*x(m-1)+t-1)] #actualizacién GIBBS
anterior=rnorm(l,hj_ant,sqrt(in_sigma2[m])) #valor inicial
u=runif (1)

#densidad propuesta

y=rnorm(l,in_mu[m]+in_phi[m]l*(hj_ant-in_mul[m]),sqrt(in_sigma2[m]))

num=psi_hjt(y,y1[t])

den=psi_hjt(anterior ,y1[t])

rho=min (1,num/den) #proba de aceptacién M-H
Hjtn[1,(N*(m-1)+t)]=anterior+(y-anterior)*(u<=rho)
Contador [t,m]=(u<=rho)

}
HAEHHHHHHSHAHBH R A HHH SR A BB R AH BB S A BB B SR HHHH A BB B SRR BB H SRR B H RS SRS
# mu_1--->n=1 #

HHAHAHAHBH BB HAHAH AR BH BB HAHAH AR BH BB AR AR AR BH B R AR RSB R BB AR AR A EH
h_1=Hjtn[1,(N*(m-1)+1) : (N*(m-1)+N)] #actualizacidén gibbs
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129
130
131

# Parametros de la condicional completa de mu HH#H##
A=1/f1+(1+(1-in_phi[m]) "2*(N-1))/in_sigma2 [m]
diferencias=numeric (N)

for(t in 2:N){

diferencias[t]=h_1[t]-in_phil[m]l*h_1[t-1]3}
B=el/f1+(h_1[1]+(1-in_phi[m])*sum(diferencias))/in_sigma2 [m]
C=B/A; D=1/A

HUERAHHBAH R AR B BARHARA B AR HBRA B AR HBABHBR AR AR HRAA B AR B A B BR BB AR RS
SIMmu[1,m]=rnorm(1,C,sqrt (D)) #simulacién mu
HAHBHHBHHA RS R BB HH A B AR BB HHBHBABH AR HH A BB R B SRR HH A BB R RS BH AR AR HEH
# phi--->n=1 #
HAHRBHHAHHAHBH BB HHABHA BB HHAHHABAA BB BHAHH A BB HH A BHABH AR HH AR HBRH
mu_1=SIMmu[1,m] #actualizacidén gibbs
# Parametros de la condicional completa de phi ##
diferenciasl=numeric (N)

for(t in 2:N){

diferenciasl[t]=(h_1[t-1]-mu_1) "2}
A=1/bl+sum(diferenciasl)/in_sigma?2 [m]

diferencias2=numeric (N)

for(t in 2:N){

diferencias2[t]=(h_1[t]l-mu_1)*(h_1[t-1]-mu_1)}
B=al/bl+sum(diferencias2)/in_sigma?2 [m]

C=B/A; D=1/A

HHBAHHBHA R AR B BAR B AR B AR HBRA B AR HBARHRR AR AR HRAH B AR B AHHBR A B AR RS

SIMphi[1l,m]=rnorm(1,C,sqrt (D)) #simulacién phi
HAHHHHHHHHHH A AR RAAA AR A AR BB BB HHHHHHRBR AR H R AR H BB BB HHHHH RS
# sigma2--->n=1 #
HARHHHBHHHAHAAAFAAAAHHAAR BB R BB HHAHHHAAAAAAA AR AR BB BB BB HAHASHAAH
phi_1=SIMphi [1,m] #actualizacidén gibbs
# Parametros de la condicional completa de sigma2 ###
A=c1+N/2

diferencias=numeric (N)
for(t in 2:N){
diferencias[t]l=(h_1[t]l-mu_1-phi_1*(h_1[t-1]-mu_1)) "2}
B=1/2*((h_1[1]-mu_1) "2+sum(diferencias))+dl
HAHSHHBHHAHSH BB HH AR AR B SR BB R B R BA A BB HH S BB R B S RH SR H R BB R B BH AR HHEH
SIMsigma2[1,m]=1/rgamma(1,A,B) #simulacién sigma?2
HAHRBHHAHHA RS HHABHHABHARBHHAHHABA AR RHAHH A BB BHAHHABH AR ABHH AR HBRH
HAHRBHHABHAHBHHABHHABHABBHH A BB ABA AR BHABH A BB RHABHABH AR BH AR HHRH
# Simulacién de Gibbs #
# Para n=2,3,... ,#simul. #
HAHBHHBHHAHBH BB HH AR A A BB HH AR B A BA R BB HH A BB R B BH B HA A B R R RS HHRHHHHEH
HAHRBHHAHHA RS HHBHHABHA BB HHBHHABH A BB RHAHH R BB BH B HH A BB B RS BH AR HHEH
for(k in 2:n){

#actualizacién de parametros
mu_1=SIMmu[k-1,m]
phi_1=SIMphi [k-1,m]
sigma2_1=SIMsigma2[k-1,m]
# Simulacién con M-H para h(1) HU#HdH#Y
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anterior=Hjtn[k-1,(N*x(m-1)+1)]
u=runif (1)
y=rnorm(l,mu_1,sqrt(sigma2_1))
num=psi_hjl(y,y1[1])
den=psi_hjl (anterior ,y1[1])
rho=min (1,num/den) #proba de aceptacién M-H
Hjtn [k, (N*x(m-1)+1)J=anterior+(y-anterior)* (u<=rho)
Contador[1,m]=Contador[1,m]+(u<=rho)
HAHSHHBHHAHBH BB HH B AR BB HH R HHABARH SR B HA R B RH SR B R BB R B HH R RS HHEH
# Simulacién con M-H h_j con t=2,3,...,N
HARBHHAHHAHBHHBHHABAA BB HHAHHABH AR HHABH A BB BH A HH A BB B RS HHABAHHRH
for(t in 2:N){
hj_ant=Hjtn [k, (N*(m-1)+t-1)]
anterior=Hjtn[k-1,(N*(m-1)+t)]
u=runif (1)
y=rnorm(1l,mu_1+phi_1x*(hj_ant-mu_1),sqrt(sigma2_1))
num=psi_hjt(y,y1[t])
den=psi_hjt(anterior ,y1[t])
rho=min (1,num/den) #proba de aceptacién M-H
Hjtn [k, (N*x(m-1)+t)]=anterior+(y-anterior)*(u<=rho)
Contador [t,m]=Contador [t,m]+(u<=rho)
3
HHESHAHAHBH RS HEHAHAHBH RS HEHAHAHBH RS H SR AR A HBH RS RS H AR BH R RS H SRS H S
# mu-->>n=k
HAHSHHBHHAHSH BB HH B A A B SR BB H B A B A HH B HH R HS R B S RH SR B R BB H S HH RS HHEH
h_1=Hjtn[k, (N*(m-1)+1) : (N*(m-1)+N)] #actualizacién gibbs
# Parametros de la condicional completa mu HHE#HHHHS
A=1/f1+(1+(1-phi_1) "2*(N-1))/sigma2_1
diferencias=numeric (N)
for(t in 2:N){
diferencias[t]=h_1[t]-phi_1*h_1[t-1]}
B=el/f1+(h_1[1]+(1-phi_1)*sum(diferencias))/sigma2_1
C=B/A; D=1/A
HUBAHHBAH B AR HBAA B AR R B AAH AR H R A H B A B AR HBRA B AR B AR HBR SRR HRR S H
SIMmu[k,m]=rnorm(1,C,sqrt (D)) #simulacién mu
HAHSHHBHHAHAHBSH BB HHAH AR BSHH RS HHAHA R BB HH R HH A B AR HSHH SRS R B SRS HH
# phi-->>n=k
HARBHHAHHAHAHBARHABHAHA R BB RHABHARAHH SRR A BHABA R BB HHAHH R B RH A RS
mu_1=SIMmu [k,m] #actualizacidén gibbs
# Parametros de la condicional completa phi Hu####H#
diferenciasl=numeric (N)
for(t in 2:N){
diferenciasl[t]=(h_1[t-1]-mu_1) "2}
A=1/bl+sum(diferenciasl)/sigma2_1
diferencias2=numeric (N)
for(t in 2:N){
diferencias2[t]=(h_1[t]-mu_1)*(h_1[t-1]-mu_1)}
B=al/bl+sum(diferencias2)/sigma2_1
C=B/A; D=1/A
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HHSHAHAHHAHAHAHAHBH U B HAHAHBHBH RS HAH RS HH B SRR AR RS HH RS R AR RS RS HH

SIMphi[k,m]=rnorm(1,C,sqrt (D)) #simulacidén phi
HARBRBHHHAHFHAHHHAAHHHRA R BB BB R R AR HHHFHHH AR R R R BB B BB R B HBHHHHRRS
# sigma2-->>n=k

HAHHHHHHHAH AR AR AAAA A AR AR B R BB R R AR AR BB AR A AR BB B R R R B R AR SRR HH
phi_1=SIMphi [k,m] #actualizacidén gibbs
# Pardametros de la condicional completa sigma2 HHH#H
A=c1+N/2

diferencias=numeric (N)

for(t in 2:N){
diferencias[t]=(h_1[t]-mu_1-phi_1*(h_1[t-1]-mu_1)) "2}
B=1/2*%((h_1[1]-mu_1) "2+sum(diferencias))+d1l

HEHHHHHSHAH BB HHH B HHHB S A B BB SR HHH B HHH B S S HHH B SR HH S S EHHH RS S
SIMsigma2[k,m]=1/rgamma(1,A,B) #simulacién sigma?2
HHHHHHHHHHHH AR HHHHHHHHHHHHHHHHH AR HHHH
3
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Apéndice D

Diagnéstico de convergencia y
graficas de resultados

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHAHHH A AR R4S
# RESULTADOS : #
HHHHHHHHHHHHHHHHHHH AR AR A A A AR AR R HHRS
library(lattice) #Paquetes que sirven
library(coda) #para hacer las pruebas.
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH A AR R R4S
burning=burn+1
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH A A A AR AR AR HHRH
las_hil=matrix(0,N,m)
las_h2=matrix(0,N,m)

SIMmul=matrix (0,n-burn,m)
SIMphil=matrix (0,n-burn,m)
SIMsigma2l=matrix (0,n-burn,m)
HHHHHHHHHHHHHHHH BB AR A A A A A A AR AR R HRRS
nuevo_tno=(n-burn)/salto
SIMmu2=matrix (0,nuevo_tno,m)
SIMphi2=matrix (0,nuevo_tno,m)
SIMsigma22=matrix (0,nuevo_tno,m)
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH A A AR AR R HHRS
mmul=1; mphil=1; msigma21=1

vmul=1; vphil=1l; vsigma2l=1

mmu2=1; mphi2=1; msigma22=1

vmu2=1; vphi2=1; vsigma22=1

for(m in 1:n.cadenas){
HERHHHHHHBHB A HHB SR HHBH A HHS S A B BB SR HHBHEHH
## Estimaciones a posteriori de las h’s ##
for(t in 1:N){las_hi[t,m]=mean(Hjtn[burning:n,(N*(m-1)+t)])}
help.h=matrix (0,nuevo_tno,N);
for(t in 1:N){for(i in 1:nuevo_tno){
help.hl[i,t]l=Hjtn[(burn+salto*i), (N*x(m-1)+t)]1}}
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for(t in 1:N){las_h2[t,m]=mean(help.h[,t])}

HERAHHBAHHBRA B AR B RS HBRA R AR HRAHHRAHHRR SRS

## Estimaciones para muestra sin minar ##

SIMmul [,m]=SIMmu[burning:n,m]

SIMphil [,m]=SIMphi [burning:n,m]

SIMsigma21[,m]=SIMsigma2 [burning:n,m]

mmul [m]=mean (SIMmul [,m])

mphil [m]=mean (SIMphil[,m])

msigma2l [m]=mean (SIMsigma21[,m])

vmul [m]=var (SIMmul [,m])

vphil [m]=var (SIMphil [,m])

vsigma2l [m]=var (SIMsigma21[,m])

## Estimaciones para muestra minada ##

for(i in 1:nuevo_tno){

SIMmu2[i,m]=SIMmul [salto*i,m]

SIMphi2[i,m]=SIMphil[salto*i,m]

SIMsigma22[i,m]=SIMsigma21 [salto*i,m]}

mmu2 [m]=mean (SIMmu2[,m])

mphi2 [m]=mean (SIMphi2[,m])

msigma22 [m]=mean (SIMsigma22[,m])

vmu2 [m]=var (SIMmu2[,m])

vphi2 [m]=var (SIMphi2 [,m])

vsigma22 [m]=var (SIMsigma22[,m])}

HUERAHHBAH R AR HBAFH BB B AR HBAH R BB B A BB H B AR HBRA B R H R AR HEHS

HAHSHHBHHAHAHB SR BB HH R HA R B SR B HS R B A RH SR B R H SR B SRR HH R RS HHE

m=1

par (mfrow=c(3,3))

plot (SIMmu2[,m], type="1",ylim=c(mmu2 [m]-4%*1.96*sqrt (vmnu2[m]) ,mmu2 [m
1+4%1.96%sqrt (vmu2 [m])))

abline (h=c(mmu2[m] -1.96*sqrt(vmu2[m]) ,mmu2[m]+1.96*sqrt (vmu2[m])),
col="blue")

plot (SIMphi2[,m],type="1",ylim=c(mphi2[m]-4%1.96*sqrt (vphi2[m]),
mphi2 [m]+4*1.96*sqrt (vphi2 [m])))

abline (h=c(mphi2[m] -1.96*sqrt(vphi2[m]) ,mphi2 [m]+1.96*sqrt (vphi2[m
1)) ,col="blue")

plot (SIMsigma22[,m],type="1",ylim=c(msigma22[m]-4*1.96*sqrt (
vsigma22[m]) ,msigma22 [m]+4*1.96*sqrt(vsigma22[m])))

abline (h=c(msigma22[m] -1.96*sqrt (vsigma22[m]) ,msigma22[m]+1.96*sqrt
(vsigma22[m])),col="blue")

hist (SIMmu2[,m])

hist (SIMphi2[,m])

hist (SIMsigma22[,m])

acf (SIMmu2[,m] ,100)

acf (SIMphi2[,m],100)

acf (SIMsigma22[,m],100)

simtime=proc.time () -mide.tiempo

rbind (paste("Resultados para muestra usando las",n.cadenas,"cadenas

.Il),
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paste ("Parametros estimados cada",salto,"datos:",mean(mmu2) ,mean (
mphi2) ,mean (msigma22)),

paste("Pardametros estimados muestra completa:",mean(mmul) ,mean(
mphil) ,mean(msigma21)),

paste("En todos los casos el calentamiento fue de",burn),

paste ("Tamafio de la muestra cada cadena (n-burn):",n-burn),

paste ("Tamafio de la muestra cada cadena usando cada",salto,"datos
((n-burn)/salto):",nuevo_tno),

paste("Resultados para cadena ",m),

paste("Valores iniciales:","mu0=",in_mul[m],"phiO=",in_phi[m],"
sigma20=",in_sigma2[m]),

paste ("Pardametros estimados cada",salto,"datos:",mmu2[m],mphi2([m],
msigma22 [m]),

paste("Varianzas muestrales cada",salto,"datos:",vmu2[m],vphi2([m],
vsigma22[m]),

paste ("Parametros estimados muestra completa:",mmul[m],mphil[m],
msigma21[m]),

paste("Varianzas muestrales con muestra completa:",vmul[m],vphil[m

1,vsigma21[m]),
paste("Hiperp (mu, phi,sigma2)=",el,f1,al,bl,cl,d1),

95

paste("Esperanzas a priori (mu,phi,sigma2)=",espmu,espphi,espsigma?2

)

paste("Varianzas a priori(mu,phi,sigma2)=",f1,bl,(espsigma2-2/(cl
_2))):

paste("Tiempo simulacién:",simtime [3]))

HUHHARHHHH Pruebas con coda de R
HAHHHHHHAHAHBH BB HAH AR BB AR AHBHH

##1: Geweke

Gibbs_mul=mcmc (SIMmul[,m])

Gibbs_phil=mcmc (SIMphil [,m])

Gibbs_sigma2l=mcmc (SIMsigma21 [,m])

geweke .diag(Gibbs_mul)

geweke .diag(Gibbs_phil)

geweke .diag (Gibbs_sigma21)

##

Gibbs_mu2=mcmc (SIMmu2[,m])

Gibbs_phi2=mcmc (SIMphi2[,m])

Gibbs_sigma22=mcmc (SIMsigma22[,m])

geweke .diag (Gibbs_mu2)

geweke .diag (Gibbs_phi2)

geweke .diag (Gibbs_sigma22)

##2: Gelman and Rubin
GibbsGR_mull=mcmc (SIMmul [,1])
GibbsGR_phili=mcmc (SIMphil [,1])
GibbsGR_sigma21l=mcmc (SIMsigma21[,1])
GibbsGR_muil2=mcmc (SIMmul [,2])
GibbsGR_phil2=mcmc (SIMphil [,2])
GibbsGR_sigma212=mcmc (SIMsigma21[,2])
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GibbsGR_mul3=mcmc (SIMmul [,3])

GibbsGR_phil3=mcmc (SIMphil [,3])

GibbsGR_sigma213=mcmc (SIMsigma21[,3])

GibbsGR_mul=mcmc.list (list (GibbsGR_mull,GibbsGR_mul2,GibbsGR_mul3))

GibbsGR_phil=mcmc.list(1list (GibbsGR_phill ,GibbsGR_phil2,GibbsGR_
phi13))

GibbsGR_sigma2l=mcmc.list(list(GibbsGR_sigma211 ,GibbsGR_sigma212,
GibbsGR_sigma213))

gelman.diag (GibbsGR_mul)

gelman.diag(GibbsGR_phil)

gelman.diag(GibbsGR_sigma21)

##

GibbsGR_mu2l=mcmc (SIMmu2[,1])

GibbsGR_phi21=mcmc (SIMphi2 [,1])

GibbsGR_sigma221=mcmc (SIMsigma22[,1])

GibbsGR_mu22=mcmc (SIMmu2[,2])

GibbsGR_phi22=mcmc (SIMphi2 [,2])

GibbsGR_sigma222=mcmc (SIMsigma22[,2])

GibbsGR_mu23=mcmc (SIMmu2[,3])

GibbsGR_phi23=mcmc (SIMphi2 [,3])

GibbsGR_sigma223=mcmc (SIMsigma22[,3])

GibbsGR_mu2=mcmc.list (list (GibbsGR_mu2l1,GibbsGR_mu22,GibbsGR_mu23))

GibbsGR_phi2=mcmc.list (list (GibbsGR_phi21 ,GibbsGR_phi22,GibbsGR_
phi23))

GibbsGR_sigma22=mcmc.list(1list(GibbsGR_sigma221 ,GibbsGR_sigma222,
GibbsGR_sigma223))

gelman.diag(GibbsGR_mu2)

gelman.diag (GibbsGR_phi?2)

gelman.diag (GibbsGR_sigma22)

#gelman.plot (GibbsGR_mul)

##3: Raftery and Lewis
raftery.diag (Gibbs_mul)
raftery.diag(Gibbs_phil)
raftery.diag(Gibbs_sigma21)
##

raftery.diag (Gibbs_mu2)
raftery.diag(Gibbs_phi2)
raftery.diag(Gibbs_sigma22)

##4: Heidelberger and Welch
heidel.diag(Gibbs_mul)
heidel.diag(Gibbs_phil)
heidel.diag(Gibbs_sigma21)
##

heidel.diag(Gibbs_mu?2)
heidel.diag(Gibbs_phi?2)
heidel.diag(Gibbs_sigma22)

ResultadosFinall.R
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grafo=function(seed ,m,p,s2,z,y_real ,region,linf){

HHHHHHHHHHHHHHHHHH S H S

set.seed (seed)

epsilon=rnorm (160)

h=1; z_est=1; y_est=numeric (160); volatilidad=1

HEHHHAHAHHA A BB R A HBHE

h[1]l=rnorm(1l,m,sqrt(s2))

volatilidad [1]=exp(h[1])

#y_est[1]=exp(h[1]/2) *epsilon[1]

z_est[1]=2z[1]

for(i in 2:156){

h[il=rnorm (1, (m+p*(h[i-1]-m)) ,sqrt(s2))

volatilidad[il=exp(h[i])

z_est[i]l=z[i-1]*exp(sqrt(volatilidad[i]) *epsilon[i])

y_est[i]l=log(z_est[i]l/z_est[i-1]1)}

HEHHHHBHHAH BB A HHH S HHH B SR BB S SR HHH S SEH BB S HHH A SR H B SR H B S #H

for(i in 157:160){

hlil=rnorm(1l, (m+p*x(h[i-1]1-m)),sqrt(s2))

volatilidad[i]l=exp(h[i])

z_est[i]l=z_est[i-1]*xexp(sqrt(volatilidad[i]) *epsilon[i])

y_est[i]l=log(z_est[i]l/z_est[i-1]1)}

HEHAHHHHHAHH AR A H BB R HHHB SR A B BB SR HHH RS HHHH SR B BB SR HHHH A BB RS S

graf=matrix (0,160,2)

graf[,1]= =z

graf [,2]= z_est

graf _y=matrix (0,160,2)

graf _y[,1]= c(0,y_real)

graf _y[,2]= y_est

errores=abs(graf [,1]-graf[,2])

error=sum(errores)

volat=sum(volatilidad)

#matplot (1:160,graf ,type=’1’,1lwd=2.5, ylim=c(-1, 1), ylab=" log-
retorno ",xlab=" Nimero de semana", main=region)

#par (mfrow=c(3,2))

par (mfrow=c(1,1))

#plot (1:160,volatilidad ,type=’1’,co0l=2)

#plot(linf:1lsup,volatilidad[linf:1sup],type=’1’,col=2)

#plot (1:160,errores ,type=’1’,col=2)

plot(1:160, graf[,1],type=’n’,lwd=2.5, ylim=c(0, .3), ylab="
promedio semanal",xlab=" Numero de semana", main=region)

ver=seq(0,160,1)

hor=seq(-1,1,.1)

imp=c(-1,-.5,0,.5,1)

abline (h=hor ,v=ver,lwd=.5,col="gray’)

abline (h=0,1lwd=1.5)

legend (70,-.8, c(’observada’,’estimada’),lty=1:2, col=1:2, lwd=2)

lines(1:156, graf[1:156,1],type="1’,1wd=2.5)

lines (156:160, graf[156:160,1],type=’0’,col="blue",lwd=2.5)
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lines(1:160, graf[1:160,2],type=’0’,1lwd=2.5, col=2, lty=2)

abline (h=0,1wd=1.5)

#plot(linf:160, graf[linf:160,1],type=’n’,1lwd=2.5, ylim=c(0, .3),
ylab="promedio semanal",xlab=" Nuimero de semana", main=region)

#hor=seq(-1,1,.1)

#imp=c(-1,-.5,0,.5,1)

#abline (h=hor,lwd=.5,col="gray’)

#abline (h=0,1lwd=1.5)

#legend (70,-.8, c(’observada’,’estimada’),lty=1:2, col=1:2, 1lwd=2)

#lines(linf :156, graf[linf:156,1],type="1’,1wd=2.5)

#lines (156:160, c(graf[156,1],.06414,.080286,.07557,.069143) ,type="
0’,col="blue",lwd=2.5)

#lines (156:160, graf[156:160,1],type=’0’,col="blue",lwd=2.5)

#lines(linf:160, graf[linf:160,2],type="1’,1wd=2.5, col=2, 1lty=2)

#abline (h=0,1lwd=1.5)

#plot (1:160, graf_yl[,1],type=’n’,lwd=2.5, ylim=c(-1,1), ylab=" log-
retorno ",xlab=" Numero de semana", main=region)

#hor=seq(-1,1,.1)

#imp=c(-1,-.5,0,.5,1)

#abline (h=hor,lwd=.5,col=’gray’)

#abline (h=0,1lwd=1.5)

#legend (70,-.8, c(’observada’,’estimada’),lty=1:2, col=1:2, lwd=2)

#lines (2:156, graf_y[2:156,1],type="1’,1wd=2.5)

#lines (2:160, graf_y[2:160,2] ,type=’1’,1wd=2.5, col=2, 1lty=2)

#abline (h=0,1lwd=1.5)

#plot(1linf:160, graf_y[linf:160,1],type=’n’,1lwd=2.5, ylim=c(-1,1),
ylab=" log-retorno ",xlab=" Nimero de semana", main=region)

#hor=seq(-1,1,.1)

#imp=c(-1,-.5,0,.5,1)

#abline (h=hor ,lwd=.5,col=’gray’)

#abline (h=0,1lwd=1.5)

#legend (70,-.8, c(’observada’,’estimada’),lty=1:2, col=1:2, lwd=2)

#lines (linf :156, graf_y[(linf-1) :155,1],type=’1’,1wd=2.5)

#lines (156:160,graf _y[155:159,1] ,col="blue",type=’0’,1lwd=2.5)

#lines(linf:160, graf_y[(linf):160,2],type=’1’,1wd=2.5, col=2, 1ty
=2)

#abline (h=0,1lwd=1.5)

#c(y_est ,error,volat)

paste("promsem" ,z_est [157:160] ,"log-retornos",y_est [157:160] ,"error
y volatilidad totales",error,volat)

write.table(graf_y,file="c:/r/grafy_nw_140.x1ls")

}

#z=scan("c:/r/psne3.txt")
#yl=scan("c:/r/rsne3.txt")

#grafo (240,-2.864,0.154,0.837,z,y1, ’NE’, 140)
z=scan("c:/r/psnw3.txt")
yl=scan("c:/r/rsnw3.txt")




90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

grafo (240,-2.689,0.1625, 0.912,z,y1, ’NW’,140)
#z=scan("c:/r/psce3.txt")
#yl=scan("c:/r/rsce3.txt")
#grafo (240,-2.689,0.141,0.757,z,y1, ’CE’,140)
#z=scan("c:/r/psse3.txt")
#yl=scan("c:/r/rsse3.txt")
#grafo(240,-2.921,0.135,0.888,z,y1, ’SE’,140)
#z=scan("c:/r/pssw3.txt")
#yl=scan("c:/r/rssw3.txt")
#grafo (240,-2.668,0.131,0.839,z,y1, ’SW’,140)

99

grafo_modzs.R
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