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Introduccién

En palabras de M. Reed y B. Simon en su libro Methods of Modern Mathema-
tical Physics, el analisis espectral de un operador T es uno de los tres problemas
generales que ocurren de manera importante en la formulacién matematica de la
Mecanica cuéntica y a su vez, éste “se centra en indentificar los cinco componentes
del espectro oess (1), 0aise(T), 0ac(T), 0sc(T) y 0p(T)”. Ya que muchos de los ope-
radores que ocurren en Fisica matematica son no acotados, la derivacién rigurosa
de formulas explicitas e investigaciones de la estructura matemaética interna de es-
te tipo de operadores se vuelven naturalmente una tarea que conlleva dificultades
pero que también proporciona retos muy interesantes.

Una de estas dificultades fue sin duda el estudio del espectro singular continuo
0sc(T) en tiempos més o menos recientes. Durante las décadas de 1960, 1970 y
1980 la vision general del espectro singular continuo era radicalmente diferente a
la que es ahora, considerado como un fenémeno muy poco comin y que requeria
esfuerzo extra para probar si ocurria o no, era visto como una ‘patologia’ dentro
de la Teoria de operadores e ‘indeseable’ para la Teoria matematica de la mecanica
cuantica. Cycon, Froese, Kirsch y Simon en su libro Schridinger Operators de 1987
escriben:

“El sentido comun suele decirnos que los operadores de Schrodinger
deberian tener espectro absolutamente continuo mds algo de espec-
tro puntual discreto, mientras que espectro singular continuo es una
patologia que no deberia ocurrir en ejemplos con V' acotado.”

Alrededor del ano 1994, B. Simon inici6 lo que se conoce como ‘la revoluciéon
del espectro singular continuo’ que consistié en la publicaciéon de varios articulos
en donde se mostraba que este tipo de espectro era en realidad un fenémeno mu-
cho méas comin de lo que se pensaba hasta ese momento; de entre esos primeros
resultados de B. Simon que revolucionaron la visiéon sobre los operadores con es-
pectro singular continuo, quizé el més notable fue al que denominé: el Teorema
Wonderland.

Dado un espacio métrico completo (X, d) de operadores autoadjuntos actuan-
do en un espacio de Hilbert separable ), bajo ciertas condiciones se garantiza que
los operadores en X que tienen espectro puramente singular continuo forman un
conjunto genérico, es decir, un conjunto G denso en X. Esto es lo que afirma el
Teorema Wonderland y que demostramos detalladamente en el Capitulo 4. Cabe

VII



VIII INTRODUCCION

senalar que la demostracion que presentamos no es la misma que aparece en el
articulo original [Sim95] de B. Simon, por el contrario, desarrollamos con todo
detalle un comentario hecho por S. De Biévre y G. Forni en [BF98| donde se pro-
pone utilizar el Teorema de Wiener (teorema 4.1) para la demostracion. Queremos
comentar que ya en el ano 2009 C. R. de Oliveira en su libro [dO09] retomé la
demostracion propuesta en [BF98| pero consideramos que omite nuevamente todos
los detalles involucrados en la prueba.

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se
desarrollan exclusivamente aquellos resultados y terminologia de Analisis funcional
que son utilizados a lo largo de los capitulos restantes.

El Capitulo 2 esta destinado a obtener la descomposicion espectral

o(T) =0p(T)U0ac(T)Uos(T)

via la descomposicion del espacio de Hilbert $ = $,(T) ®9ac(T) ®Hse(T), aunque
existe basta literatura al respecto, la prueba que presentamos aqui no hace uso
de teoremas de decomposicion de medidas como el Teorema de descomposicion de
Lebesgue, que es un argumento comun en la literatura (ver por ejemplo [Kat95,
pag. 518|). Méas atn, el analisis anterior nos llevé a la conclusion que bajo cier-
tas restricciones a las medidas p, el Teorema de descomposicién de Lebesgue se
puede ver como una consecuencia de la descomposiciéon espectral anterior, esto lo
tratamos en la seccion 2.3.

El Capitulo 3 tiene como objetivo dar ejemplos sobre algunas consecuencias de
la descomposiciéon tratada en el Capitulo 2, decidimos trabajar algunos temas de
dindmica pues consideramos que ejemplificaban de buena manera la relacién que
existe entre conceptos de Teorfa espectral y conceptos de la Teoria matematica
de la mecénica cuantica, demostramos particularmente el Teorema de Stone y el
Teorema de RAGE. Ya que nuestro enfoque fue totalmente matemético, recomen-
damos al lector consultar los libros [dO09], [Tes09], [Amr81], [Amr09] y [BEHO0S],
entre otros, para un estudio profundo acerca de su relacién con los conceptos de
Mecanica cuantica.

Mencionamos al lector que al final de cada capitulo decidimos agregar una
seccion titulada ‘Notas’ en donde escribimos comentarios que complementan la
informacién presentada en los capitulos. Finalmente, concluimos con dos apéndices
de orden técnico y a los cuales se hace referencia durante todo el trabajo.



CAPITULO 1

Preliminares

Como su nombre lo indica, este capitulo estd dedicado a enunciar algunos
resultados preliminares y terminologia que utilizaremos a lo largo de este trabajo,
debido a que s6lo tratamos la teoria que es utilizada en los capitulos siguientes,
advertimos al lector que no hacemos un analisis detallado de los temas e incluso
muchos de los teoremas y proposiciones serdn enunciados sin prueba. En la seccion
Notas al final del capitulo damos algunas referencias para consultar todos los
temas expuestos en estos preliminares.

1.1. Geometria de los espacios de Hilbert

Espacios de Hilbert

Debido a que en la totalidad de este trabajo utilizamos con frecuencia propieda-
des de los espacios con producto interior, comenzaremos con una breve descripcion
acerca de las propiedades ‘geométricas’ inherentes a los espacios de Hilbert.

Definicién 1.1. Un espacio con producto interior o espacio pre-Hilbert

es un espacio vectorial $ sobre C (o R) con una funcion (-,-) : Hx H — C tal que
para todos ¥, p1,02 € H y a € C se cumple:

L (¥, ap1 +@2) = alyh, p1) + (¥, p2).
II. <¢a901> = <§0171/)>
1. Si ¢ # 0 entonces (1, 1) > 0.

La funcion (-,-) : H x H — C es llamada producto escalar o producto punto.



2 1. PRELIMINARES

Una consecuencia inmediata de los incisos I y II de la definicién anterior es que
el producto interior es conjugado-lineal en la primera ‘entrada’, es decir, que
para todos ¥, p1,02 € HyaeC

<a’¢1 + ©2, 1/}> = a<§017 1/}> + <8027 ¢>
ya que

(ap1 + @2, 9) = (Y, ap1 + p2)
= GW, 901> + <1/Ja §02>

EW» ¢1> + <1/Ja 902>
(o1, ¥) + (2, 9).

Ademas, si $ es un espacio con producto interior, el producto interior induce
una norma en §) de la siguiente manera: si definimos para cada ) € § *

191l := v/ (,9), (L.1)

entonces la funcion || - || : $ — R satisface:
o ||| > 0 para todo ¢ € H y ||| =0 siy solosiy =0.
o [lay|| = |alll¢]| para toda a € Cy 1) € .
o [[¥+ ol < [[¥ll + lloll para todos 1, ¢ € .

Como sabemos, esta norma a su vez induce naturalmente una métrica d : H x H —
R en $ dada por

A, @) = ¢ = ¢ll, (1.2)

entonces, si ) es un espacio con producto interior, ) también tiene la estructu-
ra de espacio métrico? y como consecuencia todas las definiciones y propiedades
relacionadas a la topologia de espacios métricos tales como conjuntos abiertos,
cerrados, convergencia y continuidad tienen sentido en un espacio pre-Hilbert, en
particular, recordemos la siguiente definicion:

Definicién 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico, una sucesion {zy}r>1 C X es de
Cauchy si para todo € > 0 existe N. € N tal que para todos m,n > N, se tiene

A(Xm, Tp) < €.

IClaramente (1),v) € R si ¢p # 0 por el inciso 111 de la definicién 1.1, ademas, si ¢ = 0
entonces <’¢7 ¢'> = (W 0- w) = 0<,¢7’¢) =0.

2Un espacio métrico (X, d) es un conjunto X junto con una funcién distancia d : X x X — R
que satisface lo siguiente: para todos z,y,z € X

I d(z,y) >0y d(z,y) =0siysolosiz=y.
1. d(z,y) = d(y, z).
ur. d(z,y) <d(z, z) + d(z,y).
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Un espacio métrico (X, d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy en X
converge a un elemento en X. Con esto en mente podemos enunciar finalmente la
definicion de espacio de Hilbert:

Definiciéon 1.3. Decimos que ($,(-,-)) es un espacio de Hilbert si $ es un
espacio pre-Hilbert y ademds es completo con respecto a la métrica inducida por
su producto escalar -ver(1.1) y (1.2)-.

Las propiedades basicas sobre espacios de Hilber son enunciadas en la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.4. Sea $ un espacio de Hilbert (sobre C), entonces

I. (Desigualdad del triangulo) Para cualesquiera 1, ¢ € §) se tiene
19+ @l < 191l + llell-
11. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para cualesquiera v, € §
(v, @) < [1¥llllell-
. (Ley del paralelogramo) Para cualesquiera ¢, € $

1+ @ll* + v — ll* = 2l ]1* + 2lle]>.

1v. (Identidad de polarizacion) Para cualesquiera ¥, € $ se cumple la
1qualdad

1 . . . .
(Wr) = (I +l* = lv = @l + il —igl* —illY +ie]]*).
Una consecuencia del inciso 1T de la proposiciéon anterior es que el producto

escalar es continuo en cada entrada, es decir:

Corolario 1.5. Si p, — ¢ en $, entonces
Jim (@, on) = (4, 0), Vi €H

y también
lim (pn, ) = (¢, ), VY €9H.

n—roo

Demostracion. Ambas afirmaciones son una consecuencia inmediata de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz pues por ejemplo, para el primer caso

[, o) — (0, @) = (¥, 00 — )| < |I¥]lllon — @l — 0

cuando n — 0o, ya que @, —> ¢.
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Una pregunta que vale la pena plantearse en este momento es: jcuidndo un
subconjunto V' del espacio de Hilbert $) es un subespacio de 7 es decir, jcuando
se cumple que V' C §) es él mismo un espacio de Hilbert con el producto interno
restringido de $?7 Claramente una primera condiciéon es pedir que V sea un sub-
conjunto lineal de $), es decir, que 0 € V' y que para todos ¢»,p € VyaeC

Y4+ap €V,

con lo anterior podemos inducir naturalmente la estructura de espacio pre-Hilbert
al subconjunto lineal V' pues basta con restringir el producto interno de $ a V.
Asi, lo ultimo que necesitamos para que (V,(-,-)|v) sea también un espacio de
Hilbert es que V' sea completo con respecto a la métrica inducida por (-, - )|y, que
claramente es la métrica de $ restringida a V. Para ello, recordemos que si (X, d)
es un espacio métrico completo, un subespacio A de X es completo (con respecto
a la métrica inducida por X) si y solo si A es cerrado en X.
Una consecuencia inmediata de lo anterior es:

Proposicion 1.6. Un subconjunto lineal V de un espacio de Hilbert £ es un
subespacio de $) si y solo si V' es cerrado en $).

Por dltimo, diremos que un espacio de Hilbert £ es separable si posee un
subconjunto denso a lo mas numerable? X, es decir, si X C §) es a lo méas numerable
vy X =9

En este trabajo asumiremos que todos los espacios de Hilbert son
separables.

En la siguiente seccion daremos algunos conceptos equivalentes a la definicion de

separabilidad que acabamos de dar.

Ortogonalidad y bases ortonormales

Sea $ un espacio de Hilbert con producto escalar (-, -). Decimos que los vec-
tores ¥, p € $ son ortogonales o perpendiculares si

(¥, ) =0,

lo anterior también serda denotado por ¥ L ¢. Si b L ¢ un calculo sencillo nos
demuestra que

19+l = l1l1* + llell

Ademés, diremos que un vector ¢ € $) es unitario o normalizado si ||¢| = 1.
Sea M un subconjunto de $), el conjunto

M*:={yp€hH:(p,9) =0, Vo e M}

es llamado el complemento ortogonal de M, también, denotaremos por span(M)
al subconjunto lineal generado por M.

3Utilizaremos indistintamente los términos ‘a lo més numerable’ y ‘contable’ para referirnos
a conjuntos que pueden ser finitos o numerables.
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Proposiciéon 1.7. Sean M, N subconjuntos del espacio de Hilbert §), entonces:

L {0}t =9 y H1 = {0}, es decir, 0 es el inico elemento ortogonal a cada
elemento de 9.

II. Si M C N entonces N* ¢ M+.
[ —
1. M+ = span(M)*+ = span(M)
v. Mt es un subcongunto lineal cerrado de $ (i.e., un subespacio de $)).

Demostracion. Todos los incisos son una consecuencia directa de la linealidad y
continuidad del producto interior, por ejemplo, demostremos 1V.

Ya que para todo ¢ € M, (p,0) = (¢, —¢) = (p,9) — (p, ) = 0, entonces
0 € M*. Ademaés, sean 1),n € M+ y a € C, ya que

(p,a +n) = a{p, )+ (p,n) =a0+0=0 Voe M,

entonces at) +1n € ML por lo que M* es un subconjunto lineal de §). Para
demostrar que M~ es cerrado, basta demostrar que ML C M'. Sea v € ML, ya
que existe {1, }n>1 C M + tal que 9, — v entonces

(p, ) = (p, lim ¥,) = lim (p,¢,) = lim 0=0 Vpe M
n—oo n—oo n—oo
por lo que ¢ € M+.
O

El siguiente teorema es uno de los mas ttiles concernientes a subespacios de
un espacio de Hilbert:

Teorema 1.8 (Teorema de la proyeccién). Sea $) un espacio de Hilbert y M un
subcongunto lineal cerrado de $. Cada v € $) puede escribirse -de manera unica-
en la forma 1 = Py + by con 1y € M y o € M. En esta situacion escribimos

H=MaeM*,
11 es llamado la proyeccion ortogonal de i) en M.
Corolario 1.9. Sea M un subconjunto lineal cerrado de $), entonces
M+ =M.
St M es sdlo un subconjunto de §), se tiene
M*+ = span(M).

Demostracion. M C M+ ya que si i) € M, por definicién (p,¢) =0 Vp € M+ y
entonces ¢ € M++. Tomemos ahora 1) € M+, ya que M es un subconjunto lineal
cerrado de $ el teorema de la proyeccion nos asegura que existen ¢; € M C M++

y o € Mt tal que ¢ = 9y + 1o, asi g = ¢ —p; € M+ N M++ = {0}, por lo que

Y =11+ =11 € M.
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Para la segunda parte, observemos que span(M) es un subconjunto lineal cerrado

_
de § asf que por lo argumentado arriba y teniendo en cuenta que M=+ = span(M)
(proposicion 1.7) se tiene

L1
span(M) = span(M) = M*++.

O

El concepto de ortogonalidad entre dos vectores nos da la posibilidad también
de definir nuevos conjuntos que juegan un papel importante en la teoria de espacios
de Hilbert, los llamados conjuntos ortonormales.

Definicion 1.10. Sea A un conjunto de indices. El conjunto {o}aca C 9 es
llamado conjunto ortonormal s

<wom1/)[3> =0sia#0 y <1//ou1/}[3> =1sia=0.
Para el caso de espacios de Hilbert separables, se tiene lo siguiente:

Proposicion 1.11. Si $) es un espacio de Hilbert separable, entonces todo conjunto
ortonormal es a lo mds numerable.

Demostracion. Sea {1q }aea un conjunto ortonormal en ) y sea X = {z, : j € N}
un subconjunto denso a lo més numerable de $ ($) es separable). Supongamos
que el conjunto ortonormal {¢,}aca €s mas que numerable, ya que para todos
a,feAN

1Yo = ¥sll* = lvall® + l¥sl* =1+ 1=2,

el conjunto® {B(¢a, %) : a € A} forma una familia no numerable de bolas abiertas

y que ademas son disjuntas dos a dos, es decir, B(¢q, g)ﬂB(w,@, @) =0sia#p.
Ya que X es denso en §), para cada a € A existe z; € X tal que

Zj € B(won §)7

lo que es una contradiccién pues tendriamos una cantidad mas que numerable de
elementos de X. Asi, {1 }aca €s a lo mas numerable.
O

Ahora bien, de manera analoga al caso de espacios vectoriales de dimension
finita, requerimos una definicion del concepto de base para el caso de espacios de
Hilbert, ésta es la siguiente:

Definicion 1.12. Un conjunto ortonormal mazimal de $ serd llamado una base
ortonormal del espacio de Hilbert $). Es decir, M es una base ortonormal de
9 st es un conjunto ortonormal y si para cualquier conjunto ortonormal N de $
(N # M) se cumple M ¢ N.

2 V2

4Denotamos por B(%a, %) a la bola abierta con centro en ¢ y radio %=, es decir

2
B(wa’g) ={¢€5§ : wawaH < g}
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Teorema 1.13. Sea $ un espacio de Hilbert y {1;};en un conjunto ortonormal
de $). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I {¥;};en es base ortonormal de $).

1. span({¢;}jen) = 9.

1I. Para cada vector ¢ € §) tenemos

[ee]
o= (%, o).
j=1
Para el caso de un espacio de Hilbert separable §), las siguientes dos proposi-
ciones nos seran de gran utilidad.

Proposicion 1.14. Cada espacio de Hilbert separable $ tiene una base ortonormal
a lo mds numerable.

Proposicion 1.15. Si $ es separable, entonces cada base ortonormal es a lo mds
numerable.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las proposiciones 1.11 y 1.14
pues si M es una base ortonormal de $), en particular M es un conjunto ortonormal
y por lo tanto es a lo més numerable.

O

Como mencionamos en la subsecciéon anterior, en este trabajo sélo considera-
remos espacios de Hilbert (sobre C) separables.

1.2. Operadores lineales y sus adjuntos

Nociones basicas

Sean $); y $2 espacios de Hilbert sobre C (o R). Un operador lineal® T' de
1 en H2 es una funcion T : D(T) C H; — H2 tal que T(Y + ) = T(W) +
T(p) y T(ay) = aT(¢) para todos ¢, € D(T) y a € C, donde D(T) es un
subconjunto lineal de $; y es llamado el dominio de T, la imagen del dominio
bajo el operador T', Ran(T") := T[®(T)], sera el rango de T. Cuando D(T) sea
también un subconjunto denso en $); diremos que T esta densamente definido y
en el caso H; = Hy = H, diremos simplemente que T' es un operador en $).

Un operador en §) es inyectivo si para todo 1, € D(T), ¥ # ¢ implica que
T (1) # T(p), en este caso el inverso T—! de T esta definido y dado por

DI =TEOM] y T'o=1, si Ty =0,

T~ es claramente un operador lineal en §),. Para operadores T, S de £; en H3 y
a € C, los operadores a1, T+ S y TS estan definidos de la manera usual con los
respectivos dominios:

5Ya que en este trabajo sélo consideramos operadores lineales, omitiremos el adjetivo ‘lineal’
y simplemente utilizaremos la palabra ‘operador’ para referirnos a una de estas funciones.
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D(aT) =2(T), DT +S5)=2(T)ND(S) ¥y
D(TS) :={y €eD(S): SY e D(T)}.

La restriccion de un operador T : D(T) C $; — $2 a un subconjunto lineal
B C D(T) es denotada por T'|p y definida por

Tlg:BCOD(T)— $H2, Tlpy=TY¢ V¢ € B.

Si S es un operador de $); en )2, diremos que 7' es una extension del operador
S (o que S es una restriccion de T') si se tiene

D(S)CDT) y T=Sy, WeDOS).

En este caso escribiremos S C T.
Finalmente, si 1 = $H2 = $, denotaremos por I al operador identidad en ),
es decir:

Iy =1, Yy e9.

A continuacion enunciamos algunas propiedades concernientes a una clase especial
de operadores entre espacios de Hilbert, los llamados operadores acotados.

Definicion 1.16. Sean $1 y $H2 espacios de Hilbert y T : D(T) C H; — H2 un
operador lineal. Diremos que el operador T es acotado si existe un nimero real
C tal que para todo v € D(T):

1T < Cll|-

Aclaramos que en la expresion anterior no hemos hecho diferencia entre la
notacion de la norma del lado izquierdo (de $2) y la del lado derecho (de $1),
por simplicidad, utilizaremos esta convencién a lo largo de este trabajo. Recorde-
mos también que un operador T' es continuo en 1 € D(T) si para cada sucesion
{thn}n>1 C D(T) tal que 1), — 9 se tiene T, — T. Diremos que el operador T
es continuo si es continuo en cada elemento de D(T).

Proposicion 1.17. Sea T un operador de $1 en o, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

I. T es continuo.
1I. T es continuo en 0.
1. T es acotado.

Denotemos por B($)1,$2) al conjunto de todos los operadores lineales de $);
en o que son acotados y cuyo dominio es todo $1. Si 1 = H2 = 9, denotaremos
al conjunto simplemente por B($).

Si T es un operador en B(£)), entonces

T
o 1Tl g

ves [

9
Pp#0
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por lo que denotaremos a este niimero real como ||T']|5(5), es decir:

T
[ p— ki (13)
Tl
$#£0

y diremos que ||T']|3(s) es la norma del operador T'. Si T' = 0 (el operador nulo)
convenimos que ||| z(s) = 0. Si no se presta a confusion, denotaremos la norma de
un operador T" simplemente por ||7']| en lugar de ||T'[|3(5). Por definicion, tenemos
la util relacion

1Tyl < TNl v € DT). (1.4)
El siguiente teorema le da sentido a la palabra norma en la definicién anterior.

Teorema 1.18. Sea || - || definida como en (1.3). Entonces (B($),| - ||) es un
espacio normado, ademds, ya que $ es un espacio completo, (B(9),| - 1) es un
espacio completo también.

El operador adjunto

A partir de este momento, todos los operadores T' : D(T") C $; — $2 que
consideraremos cumpliran que 1 = 2 = 9, esdecir, T : D(T') C H — $H. Ademas,
la mayoria de los operadores T utilizados en este trabajo poseen la propiedad de
ser autoadjuntos, para darle sentido a este concepto necesitamos la siguiente:

Definiciéon 1.19. Sea T : D(T) C $H — $ un operador densamente definido.
Diremos que T es simétrico (o hermitiano) si

(¥, T) = (T, p)  Vib,p € D(T)

Consideremos nuevamente un operador 7' densamente definido en $) y supon-
gamos que para ¢ € ) existe n € 9 tal que

(¥, To) = (n,0) Vo eD(T), (1.5)

va que D(T) es denso en ), éste elemento 7 € $) debe ser el tnico con la propiedad
(1.5) pues si existiera ¢ € ) tal que (¢, Tp) = ((, p) para todo ¢ € D(T) entonces

n—=Cp) =0 VoeD(T),

en particular, si tomamos {¢,},>1 C D(T) tal que ¢, — n — ¢ cuando n — oo
(pues D(T) es denso) se tiene

In=<I*=n—-¢n—=¢ =n—¢ lim @,) = lim (n = () = lim 0=0
n—00 n—00 n—00

y asi, n = (. Lo anterior nos da la posibilidad de definir el operador adjunto de
un operador densamente definido 7T'.
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Definicion 1.20. Sea T : D(T) C $H — $ un operador densamente definido. El
(operador) adjunto de T es el operador dado por

DI)={eNnTnen: (,Ty)=n,¢), VoecD(T)}
T =n

FEntonces
(U, To) = (T, p) Vb € D(T™),p € D(T).

Como mencionamos arriba, el requisito de que ®(T') sea denso en §) implica
que T* esta bien definido, ademés, notemos que aunque D(7") sea denso, el espacio
D(T*) no lo es necesariamente, incluso puede pasar que D(T*) = {0}. Observemos
también que si T es un operador simétrico, claramente se tiene que T' C T™*, incluso,
tenemos lo siguiente.

Lema 1.21. Sea T un operador densamente definido en ), las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. T es simétrico.
1. (¢, T¢) € R para todo p € D(T).
m. T C T*.

Definicion 1.22. Sea T : D(T) C $H — $ un operador densamente definido.
Decimos que T es autoadjunto si

T=T",

es decir, D(T) =D(T*) y Ty =T*y, Yy € D(T).

Una consecuencia trivial de la definicién anterior es que si T' es autoadjunto,
entonces T es simétrico y por tanto (¢, To) = (T, @), Vb, € D(T). Enlistamos
a continuacién algunas de las propiedades basicas acerca del operador adjunto y
que usaremos de manera frecuente a lo largo de este trabajo.

Proposicion 1.23. Sean T, S operadores en §), tenemos:
1. Si T es densamente definido, entonces (aT)* = aT™*, Va € C.
1. Si T+ S es densamente definido, entonces T* + S* C (T + S)*.
1. SiSeB$) yT es densamente definido, entonces T* + S* = (T + 5)*.

. SiT,S son operadores densamente definidos y el operador T'S también lo es,
entonces S*T* C (T'S)*.

v. Si S es densamente definido y T € B($), entonces S*T* = (T'S)*.

VI. Si T € B($) entonces T* € B(H), T** =T y ||T™*|| = ||T.
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Otra propiedad vale la pena ser discutida, supongamos que 7" y S son opera-
dores densamente definidos en ) y supongamos que 7' C S, queremos probar que
S* C T*. Primero tomemos ¢ € D(S*), como

(0, Tp) = (P, Sp) = (5™, ) Yy € D(T)

entonces ¢ € D(T*) y ademéas T*y = S*i, por lo tanto S* C T*. Tenemos
entonces la propiedad:
TcS = S*cTr,

esto es, al ‘incrementar’ el dominio de T ‘decrece’ el dominio de T*. Lo anterior
implica que si T' es un operador autoadjunto y S es una extensiéon simétrica de T’
entonces

TcScS cT"=T,

es decir, T = S.

Corolario 1.24. Si T es un operador autoadjunto y S es un operador simétrico
tal que
TCS,

entonces T = S. Operadores autoadjuntos son mazximales simétricos, es decir, no
tienen extenciones simétricas propias.

1.3. Algunos operadores de interés

Operadores cerrados

La mayoria de los operadores con los que trabajaremos a lo largo de los siguien-
tes capitulos son operadores no acotados, en esta seccién presentamos algunos re-
sultados basicos que nos ayudarén a lidiar con este tipo de operadores y para ello
introduciremos un tipo especial de operadores lineales que no son necesariamente
acotados, de hecho, estos operadores tendran caracteristicas menos restrictivas que
los anteriores pero que son suficientes para nuestros propositos, a estos operadores
les llamaremos cerrados.

Sea T un operador en §), la grafica de T es el conjunto

T(T) = {(s,T¥) € H x § : ¢ € D(T)}

donde $ x $) es considerado como espacio de Hilbert con el producto interior:

(Y1, 01), (2, p2)) %59 = (Y1, %2) + (1, p2)-

Como es de suponer, no todo subconjunto del espacio $ x $) es grafica de algin
operador lineal en $, por lo que quisiéramos saber cuando un subconjunto I' de
$ x $ cumple que I' = I'(T") para algin operador lineal T' en ). La siguiente
proposicién da una condicién necesaria y suficiente para que esto pase.

Proposicion 1.25. Un subconjunto I' C $ x § es la grdfica de un operador T
en $) si y solo si ' es un subconjunto lineal que posee la siguiente propiedad: si
(0,%4) € T entonces 1» = 0. En este caso, el operador T es tinico.
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Definicion 1.26. Un operador T en $) es cerrado si su grifica T(T') es un sub-
conjunto cerrado de $) x $), ademds, diremos que T es cerrable si I'(T) es una

grdfica.

Notemos que si T' es cerrable, por la proposicion 1.25 existe un tnico operador
al que denotaremos por T tal que

I(T) =T(T), (1.6)

claramente T es un operador cerrado y T C T, el operador T es llamado la cerra-
dura de T. Observemos también que T es cerrado si y s6losi T =T.
Enunciamos a continuacién algunos hechos basicos referentes a operadores ce-

rrados y cerrables.
Proposicion 1.27. Sea T' un operador en $), entonces:
1. SiT es acotado entonces T es cerrable.
1. Si T es acotado, entonces T es cerrado si y solo si D(T) es cerrado en $).

1ni. Si T es densamente definido entonces T* es cerrado, por lo tanto, si T es
autoadjunto entonces T es cerrado.

1v. Si T es simétrico entonces T es cerrable y en este caso T es también simé-
trico.

v. Si T es inyectivo, T es cerrado si y sélo si T es cerrado.
VI. SiT es cerrado y S € B($)) entonces T + S es cerrado.

Ahora bien, supongamos que 7" es un operador simétrico, si T es autoadjunto
entonces T tiene s6lo una extensién autoadjunta, a saber T, pues si S fuera
otra extension autoadjunta de T se tendria en particular que S es una extension
cerrada (proposicién 1.27111) y debido a que por (1.6) T es la extension ‘cerrada’
mas pequena de T se tiene:

TcS=T=S8

ya que por proposiciéon 1.24 operadores autoadjuntos no tienen extensiones simé-
tricas propias. El analisis anterior motiva la definicién siguiente:

Definicion 1.28. Un operador simétrico T' en $) se dice esencialmente auto-
adjunto si su cerradura T es autoadjunta.

Proposicion 1.29. Un operador simétrico T' es esencialmente autoadjunto si y
solo si una de las siguientes condiciones se satisface para algin z € C\ R:

1. Ran(T + z) = Ran(T + z) = 9,

1. Ker(T* 4 z) = Ker(T* +z) = {0}.
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Proyecciones ortogonales y operadores unitarios

Sea $) un espacio de Hilbert, expondremos a continuaciéon algunos hechos ba-
sicos referentes a dos tipos de operadores en B($)) que seran de gran utilidad a lo
largo de este trabajo, las proyecciones ortogonales y los operadores unita-
rios.

Teorema 1.30. Sea M un subconjunto lineal cerrado de $), existe un tnico ope-
rador en B($)
Py:H—9

llamado la proyeccion ortogonal de §) sobre M, con las siguientes propiedades:
L [|[Pall =1 st M # {0},
1. P, = PPy = Py,
1. Ran(Py) =M ={¢Y € H: Pyp =9}y
. Ker(Py) = M*.

Demostracion. Ya que M es un subconjunto lineal cerrado de §), por teorema 1.8
cada 1 € $) puede ser representado de manera tnica en la forma ¥ = ¥ + Y9
con 1 € M y 13 € M+. Definamos entonces el operador Py; de manera que

D(Pu)=9y
Py =11, VY €9,

Py asi definido es un operador lineal pues si ¢, ¢ € Hy a € C, como ¢ = 1 + s,

¢ = 1+ @2 con 1,01 € My ¢, 02 € M+ entonces ap + ¢ = (ah1 + ¢1) +
(ath2 + ¢2) y por consecuencia

Pr(ap + @) = a1 + o1 = aPyyp + Purp,

entonces Py es lineal. Ahora bien, ya que para todo ¥ € 9, ||[¢||? = ||11]|? + ||v2]|?
entonces ||11]|? < ||+]|? por lo que

[Parpll = 1l < lloll, Vo €6
asi, ||Pup]| < 1581 M # {0} tomemos n € M, n # 0, ya que Py;n = 1 entonces:

P P
[Parnll sup [ Par | 1P|
all ves |9l

Pp#0

y por lo tanto ||Py|| = 1. Ya que Pyt = @ para todo ¢ € M y Pyp € M para
todo ¢ € $) entonces Ran(Pyr) = M = {¢ € $: Pyp =1} y ademas

PRy = Py Pytp = Py, Vi € §
es decir, PJQV[ = Py Py = Ppr. De manera similar, como Pytp = 0 si y sélo si

Y € M~ entonces Ker(Py) = M*.
O
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Diremos que el operador P € B($)) es una proyeccién (o proyector) si P es
la proyeccion ortogonal de $ sobre algtin subconjunto lineal cerrado M de £, es
decir, P = Py;. Ya que M~ es también un subconjunto lineal cerrado, el teorema
anterior nos dice que M~ tiene asociada a su correspondiente proyecciéon ortogonal
Py, (cambiaremos la notacion en este caso y denotaremos a este operador como
Pji; o simplemente por P1), asi, en el caso que M sea un subconjunto lineal cerrado
de $ siempre se cumple la igualdad:

Y = Pytp + Pagp, Vi € . (1.7)

La siguiente proposicién es una tutil equivalencia de la definiciéon de proyecciéon
ortogonal que acabamos de dar.

Proposicion 1.31. Para un operador P € B($)) las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. P es una proyeccion ortogonal.
1. P2=P y P = P*.

Demostracion. 1. implica I1. Si P es una proyeccién ortogonal entonces por defini-
cién P = Py v por el teorema anterior P? = PP = P, ademas, ya que para toda

YypeHcon Y =11+, 0 =01+ @2y V1,01 € M, g, 02 € M+
<77Z)aP90> = <w1+1/}2a§01> = <¢17<P1>+<7/’27<P1> = <¢17(p1> = <1/)17<P1+<P2> = <Pw790>a

entonces D(P*) = H = D(P) y Py = P*y, Vi € ), es decir, P = P*.

I1. implica I. Supongamos ahora que P? = P y P es autoadjunto. Queremos
demostrar que existe M C $) un subconjunto lineal cerrado de $ tal que P = Py,
para ello, definamos

M:={yefH:Pp=q}
claramente M es un subconjunto lineal de $). Demostraremos que M es un sub-
conjunto cerrado de ), para ello, tomemos {¢¥,}n>1 C M tal que ¢, — ¢ y
demostremos que ¥ € M. Ya que ¢, € M para cada n € N entonces Py, = 9, y
por lo tanto
Py = P( lim v¢,) = lim Py, = lim ¢, =
n—oo n— oo n— o0

pues P es continuo, luego, Py = v y ¢ € M. Resta probar que efectivamente

P es la proyeccion ortogonal sobre M, es decir, P = Pj;. Queremos probar que
Py = Pyp, Y € ), observemos que para cada ¢ € $

PPy = Py

entonces por definicion Py € M, también Py € M, Vi € §; si demostramos
que
(PY— Puy,p) =0 VpeM

entonces ||Py — Ppip||> = 0 y por consecuencia Py = Py1). Debido a que P es
autoadjunto tenemos que para todo ¢ € M:

(P, ) = (, P*p) = (¢, Po) = (b, ) = (¢, Pup) = (Pup, @)
es decir, (PY — Py, ) =0, Yo € M.
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Lema 1.32. Si P una proyeccion ortogonal en $ y para ¢ € H se cumple que
1P|l = 1Y, entonces

Py = ).
Demostracion. Ya que 1 = Py + PL, se tiene
[9[1* = [1PY? + 2Re(Py, PHy) + | PH|* = | Py[* + || P 1%,

como ||Py|? = ||¢||? entonces ||P+1[|?> = 0 y por tanto Py = 0, asi Py = 1.
O

Sea $) un espacio de Hilbert, diremos que un operador A € B()) es positivo
si

(¥, Ay) 20, VY €h.

Escribiremos A > 0 si A es positivoy A > B si A— B > 0. Claramente cualquier
proyeccion ortogonal Py es positiva pues

(1, Parp) = (b, Pyab)y = (P, Papb) = (Papib, Parp) = || Pasab||> > 0.

Proposicion 1.33. Sean P y Py proyecciones ortogonales definidas en el espacio
de Hilbert $), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I. P <P.
II. Ran(Pl) C Ral’l(Pg).
1. PP, =P,P, =P;.

Demostracion. 1. implica II. Queremos demostrar que Ran(P;) C Ran(P;), sea
pues ¢ € Ran(P;). Como Pyt = v se tiene

101> = (0, 9) = (b, Prb) < (), Pogp) = (4, Pib) = (Pat)p, Poy) = || Pot||* (1.8)
y también [[1)]|2 > || P2t||? pues por (1.7) ¢ = Py + Psip y asi
112 = [Pl + || P5-) |

Las dos desigualdades anteriores implican que [[1]|?> = ||P2%]|? y como P, es una
proyeccién ortogonal, utilizando el lema 1.32 tenemos

= Pap,

es decir, ¢ € Ran(Ps).
II. implica III. Supongamos Ran(P;) C Ran(P:), queremos demostrar que
P,P; = Py. Sea ¢ € $), como Py € Ran(P;) entonces P11p € Ran(P,), asi

Py(P1yp) = Pra.
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Luego, PoPiyp = Py Yy € ), es decir, P,P; = P;. Por lo anterior tenemos que
(PyP)* = Pf = P, = P,P; y entonces®

PP, = PP = P.
III. implica 1. Sea 1 € ), queremos demostrar que

0 < (¥, (P2 — P1)y),
es decir, (¢, P1y) < (¢, Pot)), pero esto es consecuencia de las relaciones:
(1, Pry) = (Prop, Py = || Pry|?

= [P Py ?

< P[Pyl

= ||Poyl|* = (P, Pov) = (v, Pa).

O

Teorema 1.34. Si {Py}r>1 es una sucesion infinita de proyecciones ortogonales

en 9 y P, < Piy1 para toda k € N, entonces existe una proyeccion ortogonal P
tal que

lim Py = Py, Vi € $.
k—oc0

Pasemos ahora a demostrar una proposicion relativa a otro tipo de operadores
en B($) que seran de gran utilidad en el Capitulo 3, los llamados operadores
unitarios.

Definicion 1.35. Sean $)1, $H2 espacios de Hilbert. Un operador U de $1 a $Ho tal
que D(U) = $H1 es llamado unitario si

Ran(U) =92 y (U, Uh)a = (p,¥)1  VYe,9 € Hr.

Proposicion 1.36. Sean 1 y H2 espacios de Hilbert y sea U un operador de £
a o tal que D(U) = 9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es unitario.
1. U*U =1y, y UU* =1g,, es decir, U* =U"1.
Demostracion. 1. implica II. Primero demostraremos que U~! existe, para ello,
probaremos que U es un operador inyectivo. Sean 1, € $); y supongamos que
Uy = Uy, ya que U es unitario tenemos:
0= Uy~ Ugp|?* = (U~ Up, Uy — Ugp)
= (U, Uy) = (U, Up) = (Up, U) + (U, Up)
= (¥, ¥) = (¥, 0) = (0, ¥) + (@, )
=W -, ¥ —9)
= [lv = %,

6El producto de dos operadores autoadjuntos S, T € B($) es autoadjunto si y solo si los
operadores conmutan, i.e. ST = T'S. La demostracion de este hecho es sencilla pues como (ST)* =
T*5* =TS entonces

ST = (ST)* <= ST =TS.
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por lo que ¢ — ¢, luego, U es inyectivo. Como D(U) = 9H; y Ran(U) = £, el
operador U~ tiene como dominio D(U~!) = §, y como rango Ran(U~!) = )y,
demostremos ahora que U~ = U*. Sea ¢ € $» = Ran(U), entonces existe € H;
talque Un =1y

(,Up) = (Un,Ugp) = (n,¢) = (U ", 0), Vo€ M

por lo tanto D(U*) = $, y ademés U*yp = U~ 1), Vop € §Ho. Es decir, U* = U~ L.

I1. implica I. Supongamos que U* = U~!, demostremos primero que Ran(U) =
$2. Por hipotesis tenemos que UU* = I,, esto implica la igualdad D (UU*) =
D(l5,) = H2 y como

DUU*) = {1 € DU : U € DU)} = {1 € D(U") : U™ € H;}

entonces D(UU*) = D(U*) pues Ran(U*) C $1, asi D(U*) = $H2. Como por
hipétesis U* = U~! entonces

Ran(U) =D(U 1) = D(U*) = Ho.
Finalmente,

(U, Up) = (0, U Ugp) = (¥, U'UY) = (1, ), Vb, € Hy,

es decir, U es unitario.
O

Para finalizar esta seccién, enunciamos una proposicion al respecto de opera-
dores de rango finito que sera utilizada en el Capitulo 3.

Definicion 1.37. Un operador lineal K € B($)) es llamado de rango finito si su
rango es dimensionalmente finito, es decir, si

dim Ran(K) < oo.

Proposicion 1.38. Si K es un operador de rango finito, entonces existe n € N y
Yk, o € H con k=0,1,2,...,n tales que

K(-) =Y lm, - o

k=0

1.4. Teoria espectral de operadores autoadjuntos

En lo subsecuente ) siempre denotara un espacio de Hilbert separable complejo.
Sea T un operador lineal en $), el niimero A € C es llamado un eigenvalor de T’
si existe 1 € D(T), ¥ # 0, tal que Ty = M), o equivalentemente, si el operador”
T — X\ es no inyectivo, ademés, cada vector i con esta propiedad es llamado un
eigenvector de T (correspondiente al eigenvalor \). El subconjunto lineal

Ker(T — \) = {4 € D(T) : (T — A} = 0}

"Para cada A\ € C, denotaremos por T — X al operador T — Al : ®(T) C $ — $.
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es llamado el eigenespacio de T correspondiente a A y su dimensién es la mul-
tiplicidad del eigenvalor A. Al conjunto de todos los eigenvalores del operador T'
lo denotaremos por o.(T), es decir,

0.(T) = {A € C: X es eigenvalor de T'}.

Ahora bien, si A € C no es un eigenvalor de Ty por consecuencia 7' — X es un
operador inyectivo, el operador

(T —X\)"':Ran(T) C $ — D(T)
esta bien definido.

Definicion 1.39. Sea T un operador lineal en el espacio de Hilbert §), el conjunto
resolvente del operador T es el conjunto

p(T) :={\ e C:T — X es inyectivo y (T — \)~! € B(H)}.

Por los incisos V y VI de la proposiciéon 1.27, si T no es cerrado entonces los
operadores T — XA y (T — \)~! tampoco lo son y en este caso no podria suceder
que (T — \)~! € B($) para algtin ), pues por la proposicién 1.27 todo operador
en B(9) es cerrado, asi, si el operador T no es cerrado p(T) = () y ésta es una de
las razones por las cuales en la mayoria de los casos se asume que T = T.

Definicion 1.40. El conjunto
o(T) = C\ p(T)
es llamado el espectro del operador T'.

Enunciamos a continuacién un teorema que representa un gran resultado de la
Teoria espectral y que utilizaremos mas adelante, su demostraciéon puede consul-
tarse en [dO09, pag.65].

Teorema 1.41. Si T es un operador autoadjunto en $), entonces O # o(T) C R.

Una consecuencia inmediata de la definicion 1.40 es que si A € C es un eigenva-
lor de T, entonces A € o(T). Para finalizar, demostramos algunos hechos bésicos
relacionados a los eigenvalores de operadores autoadjuntos.

Proposicion 1.42. Si T es un operador autoadjunto en $) se tiene:
1. Cada eigenvalor de T es real, es decir, o.(T) C R.

1. SiY,p # 0 son tales que TY = MY y T = Ao con A\ # Ao, entonces
¥ L . Es decir, eigenvectores correspondientes a diferentes eigenvalores son
ortogonales.

Demostracion. Notemos que el inciso T es consecuencia inmediata del teorema
1.41, sin embargo, su prueba es facil y la escribimos a continuacién. Sea A € C
eigenvalor de T y sea 1 un respectivo eigenvector, ya que

Aap, ) = (0, M) = (9, T) = (T, ) = (b, 0)) = A(), 9))
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y (¥,9) # 0 (pues ¢ # 0), entonces A = A, por lo que X € R, asi, 0.(T) C R. Su-
pongamos ahora las hipotesis del inciso 11, ya que A\; — A3 € R por lo argumentado
arriba, entonces

(A1 = A2) (W, ) = (A1 = A2)¥, ) = (A1h, ) — (M), )
= (M, ) — (1, A2p)
= (T, ) — (¥, T)
=0

pues T es autoadjunto, ademés, como \; # Ao la igualdad anterior nos asegura

que (1, @) = 0.
]

Corolario 1.43. Un operador autoadjunto T en un espacio de Hilbert separable
$ tiene a lo mds una cantidad numerable de eigenvalores.

Demostracion. Sea C = {4 }aca una coleccion de eigenvectores correspondientes
a los distintos eigenvalores A\, de T con |[¢o|| = 1, por la proposicion anterior
(inciso 11) C forma un conjunto ortonormal en $) y como §) es separable, la pro-
posicion 1.11 nos asegura que C' es a lo mas numerable. Lo anterior implica que el
conjunto o.(T) = {Aa : @ € A} es a lo mas numerable.

O

1.4.1. Integracién con respecto a una familia espectral

El concepto de familia espectral en un espacio de Hilbert § es de vital im-
portancia para entender la formulacién que daremos del Teorema espectral, la
presente seccion estaré dedicada a introducir este concepto y enunciar algunas de
sus propiedades. Al lector interesado en un profundo analisis de la teoria puede
consultar las referencias que proponemos en la secciéon Notas, al final del capitulo.

Recordemos del capitulo anterior que F, es una proyeccién ortogonal si y s6lo
si Py € B(§), Py es autoadjunto y P = Py, denotaremos por Proj(f)) al conjunto
de todas las proyecciones ortogonales en §). También, A denotara la o-algebra de
Borel en R (borelianos) y como es costumbre, para Q € A, denotaremos por xq a
la funcién caracteristica de Q.

Definicién 1.44. Una familia espectral en §) es una funcion
P : A— Proj($)
tal que
L. PR) =1y
I St Q=U;>19; con Q€ A, VjeNyQ;NQ =0 sij#k, entonces

P(Q)y = nh_)n;oZP

para toda Y € $.
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Una familia espectral también es conocida como resolucién de la identidad,
resolucién espectral o también en inglés: projection-valued measure. La si-
guiente proposiciéon demuestra que una familia espectral tiene propiedades muy
similares a las de una medida usual sobre A, de hecho, utilizaremos estas propie-
dades para introducir el concepto de integral de una funcién Borel-medible f con
respecto a una familia espectral P.

Proposicion 1.45. Sea $) un espacio de Hilbert y P una familia espectral en $).
Para cualesquiera Q1 y Qo elementos de A se tiene:

1. Si Q1 C Qo entonces P(Q2\Q1) = P(22)—P(Q), en particular P(R\;) =
I— P(Qy) y P(0) = 0.

II. P(Ql UQQ) = P(Ql) +P(Qg) —P(Ql ﬂQQ).

m. Si Q C Qo entonces P(1) < P(Qs) -y por la proposicion 1.33 se tiene
RanP(€;) C RanP(s)-, ademds

P(1)P(2) = P(Q3)P() = P(2y).

v. P(21 NQ) = P(Q)P(Q2) = P(Q2)P(Q1). En particular, todas las proyec-
ciones P(Q) conmutan y si Q3 N Qs =0 se tiene P(Qq)P(s) = 0.

Demostracion. 1. Ya que Qo = (2 \ Q1)U Q1 y (Q2\ Q1) NQy = 0, por definicion
tenemos que

P(Q2) = P((22\ Q1) UQy) = P(Q2\ ) + P(),

es decir, P(22 \ 1) = P(Q2) — P(Q1). En particular, tomando Q2 = R en la
igualdad anterior concluimos que

PR\ ) =P(R) - P(Q) =1-P(h)
y si 7 = Qs entonces
P(0) = P(Q2\ Q2) = P(Q2) — P(Q2) = 0.

11. Como Q7 UQs = [\ (1 NQ)]U[Q22\ (21 N Q)] N[21 M) y los uniendos
son disjuntos dos a dos, entonces

P(Q1UQ) = P2\ (2 N Q) + P(Q\ (21 N D)) + P(2 N D),

ademas, por el inciso I tenemos que P(21 \ (21 N Q) = P(21) — P(Q1NQ) y
P(QQ \ (Ql N Qg)) = P(QQ) — P(Ql N QQ) por lo tanto

P U Q) = P(Q) — P(Qy M) + P() — P 1 Q) + P(Q N )
= P(Ql) + P(Qg) — P(Ql ﬂQQ)

y asi, P(Ql @] Qg) = P(Ql) + P(Qg) — P(Ql n Qg)



1.4. TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES AUTOADJUNTOS 21

I11. Supongamos que §}; C §2y. Por inciso I se tiene P(Q2\Q1) = P(Q2)—P ()
por lo que si ¥ € § entonces

<1/)7 [P(Q2) - P(Ql)]w = <¢»P(Q2 \ Ql)w
= (P(Q2\ ), P(Q2\ )y)

= [ P(22\ 1)y
>0

- b

por lo tanto P(€;) < P(€2). La afirmacion P(21)P(Q2) = P(22)P (1) = P(24)
es una consecuencia inmediata de la proposicion 1.33.

IV. Dividamos la prueba en dos casos, supongamos primero que ; N Qy = 0,
en este caso se tiene P(21 U Qy) = P(Q1) + P(€Q2) por lo que

P(2)P(Q UQy) = P()* 4+ P()P(Q),
ahora bien, como Q1 C Q1 U {25 el inciso III nos asegura que
P(h) = P()? + P(Q1)P(Q:) = P() + P(Q1) P(Q2),

es decir, P(1)P(€2) = 0. De manera analoga obtenemos P(22)P(£21) = 0. Con-
cluimos entonces que

P(Q1N Q) = P0) =0=P(Q)P(Q2) = P(Q) P(Qy).
Tomemos ahora Q1,Qy € A arbitrarios, ya que
Q1= (2 \ Q2) U (21N Q)
y esta union es disjunta, entonces
P(Q) = P(Q1\ Q2) + P(Q1 N Q)

por lo que P(Q3)P(Q1) = P(Q2)P(21\ Q2) + P(22)P(21NNs). Ya que QaN (g \
Q) = 0 el caso anterior implica

P(Q)P(Q1) = 0 + P(Q)P(Q1 N Q) = P(Qy NQ),

de manera andloga se demuestra que P(21)P(Q3) = P(2; N Q). De lo anterior,
finalmente se obtiene que

P(Q N Q) = P(Q)P(Qs) = P(Q2)P ().
O

Como podriamos esperar, lo tutil de las familias espectrales es que podemos
‘integrar’ con respecto a ellas en un sentido que quedara preciso méas adelante,
para ello, debemos introducir el concepto de medidas espectrales (asociadas a
un operador autoadjunto T') que jugara un papel fundamental en este capitulo y
en todos los restantes.
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Dada una familia espectral P en un espacio de Hilbert §), podemos asociar a
cada 1 € $ una medida de Borel finita en R, p, definida por

1o(Q) = (6, PQ)), V€ A, (L9)

Ya que
(@) = (4, PQ)) = (¥, P(Q)*y) = (P(Qy, P(Q)y) = | P> > 0

entonces [iy, toma solo valores positivos, ademas

pip (@) = (b, P(D)p) = (4, 0¢)) = (¢,0) = 0

1y (R) = (0, PR)Y) = (), ) = (1, 9) = [[9]|> < 0.

Mas atn, si {€2;},>1 es una sucesiéon de conjuntos de Borel disjuntos, entonces

(| ) = (w, PO 2)%)

Jj=1 Jj=1

= (¥, Y P(Q))

Jjz1

=D (%, P(2)¥)

Jj=1

= ny(9))

Jjz1
por lo que p,; es entonces una medida de Borel finita (sobre R).

Definicién 1.46. Sea P una familia espectral en §), para cada v € $ la medida jiy
definida arriba es llamada medida espectral de la familia espectral P asociada
al vector i € 9.

Por el teorema B.4 de los apéndices, al ser ji,, una medida de Borel finita sobre
R se tiene que 1, es regular, esto es,

pp () = inf{uy(U) : U C R es abierto, Q C U}

y (1.10)

() = sup{py (K) : K C R es compacto, K C Q}

para todo 2 € A.

Como mencionamos anteriormente, nos interesa construir la ‘integral’ de cierta
clase de funciones con respecto a una familia espectral P, la construccion sera
progresiva pues definiremos la integral para algtin tipo de funciones ‘simples’ y
luego extenderemos esta definiciéon para finalmente obtener los utiles teoremas 1.48
y 1.50. Observemos en particular que si f : R — C es una funcién Borel-medible,
la integral

/R F(8) dyr (1)
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esta definida para todo ¢ € $) (donde iy es la medida espectral de la definicion
1.46).

Sea pues P una familia espectral en el espacio de Hilbert §), empezaremos por
definir la integral (con respecto a la familia espectral P) de funciones caracteristicas
f = xq donde Q € A, a esta integral la denotaremos por P(xq) v la definiremos
simplemente como P(2), es decir

P(f) = Plxa) = / xalt) dP(t) = / e dP = P(Q),

observemos que la integral asi definida no es un numero en R U {co}, pues re-
cordemos que P(£2) es una proyeccion ortogonal en $), asi, la integral que hemos
definido toma valores en B($)).

Notemos también que con esta definicion se tiene que para todo ¥ € 9:

(¥, P(x)¥) = (¥, P(Q)¢)

y ademas

a(t) duy(t)

= X
- / ) duy(t),
R

=

es decir, para todo ¥ € §):

(W P(F) = / £(t) dpg(t) (1.11)

PG = [ 1FOF duo o (112)
En este punto seréa importante hacer énfasis en la importante relaciéon

P(xa) = P(Q)

para todo 2 € A. Notemos que P y P son funciones totalmente distintas pues
mientras P tiene como dominio a funciones, P tiene como dominio a subconjuntos
de ntimeros reales, sin embargo, motivados por la igualdad anterior y debido a
que la utilizaremos con mucha frecuencia, por simplicidad decidiremos cambiar la
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notaciéon para la integral fR Xa dP que acabamos de definir a P(xq) en lugar de
P(xq) como se habia escrito antes, de esta manera tenemos que

P(xq) = P(Q), VQe A. (1.13)

Ahora bien, extenderemos nuestra definicion de P(f) = fR f dP para funciones
f R — R que sean A-simples, es decir, para funciones f Borel-medibles tales que

n
f=> ajxq,
j=1

(donde Q; = f~'[{a;}] y a1, a2, ..., a, son todos los valores diferentes tomados por
f), en este caso:

P() = [ £OaPW) = 3" a;P(xa,) = X ,P(,) € BS).

Observemos que para el caso de funciones A-simples también valen las igualda-
des (1.11) y (1.12), pues por ejemplo, si k # j tenemos que 2, NQ; = () y entonces
P(Q)P(€2;) = 0 por proposicién 1.45, asi:

[P(F)9II> = (P(f), P(f))
= <Z ajP(QjW’ZajP(Qj)w

= Z Z a;ar(P()0, P(Qk)Y)

Notemos que la igualdad anterior nos dice atin mas sobre el operador P(f) € B($),
ya que

|P(Fyel? = / WP dpy() < (suplFOF ) R) = (sup £ ) 1
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Yy como consecuencia

1

1Pl < (supl 7)) = supl7(2)] (114)

Ademés, se puede demostrar que para funciones A-simples la asociacion f — P(f)
es lineal.

Tomemos ahora una funciéon f : R — R, f > 0, acotada y Borel-medible.
Nuestra intencion es definir P(f) = fR f dP para esta nueva clase de funciones,
para ello, recordemos el siguiente lema que puede consultarse en [Gra09, pag.19]:

Lema 1.47. Sea (X,X) un espacio medible y f : X — R una funcion S-medible
no negativa, entonces existe una sucesion {s,n>1 de funciones L-simples tal que

I 0< s, <spt1 < f y sy — f puntualmente.
1. Si f es acotada, entonces s,, — [ uniformemente en X.

Por lo anterior, tomemos {s,,},>1 una sucesion de funciones A-simples tal que
Sp — f uniformemente, demostraremos que

Plsy) = /R sn(t)dP(), n>1

converge a un operador en B($)), al cual justamente definiremos como P(f) =
Jg fdP. Utilizando (1.14) tenemos que para toda n,m € N

[P(sn) — P(sm)llBsr) = [1P(sn — sm)|
< sup [sp(t) — s (t)] — 0
teR
ya que s, — f uniformemente. Asi, {P(s,)}n>1 es una sucesiéon de Cauchy en

B($) por lo que converge a un tnico operador en B(£)). Definiremos entonces a
P(f) como este limite, es decir

P(f) = /R F(t)dP(t) == lim P(s,).

n— oo

De nueva cuenta las igualdades (1.11) y (1.12) son validas pues por el Teorema de
convergencia dominada de Lebesgue®

(0, P(f)) = (¢, lim P(sn)v)

n— oo

= nlirgo<1/)7 P(Sn)w>

= lim [ s,(t) duy(t)

n—oo R

n—oo

=/ﬂﬂwuw
R

8Pues 0 < sp(z) < f(x) y f € Lll‘w (R) pues al ser f acotada:

— / lim s, () dpiy (1)
R

[ 151 dns < (sup 101w (®) = (suplFO]) 6] < oo.
R teR teR
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y también

IPUIP = | lim P(s,)9)?
= I [[P(s,)]?

:nll;ngo/Rbn(t)‘zdﬂw(t) (1.15)

— / lim ENGIME)
R

r—

- / FO dyay(t)
R

(nuevamente por el Teorema de convergencia dominada). Con todo lo anterior,
podemos enunciar y demostrar el siguiente teorema que utilizaremos con frecuencia
en los capitulos posteriores:

Teorema 1.48. Sea §) un espacio de Hilbert y P una familia espectral en $).
Para cada funcion f : R — C acotada y Borel-medible existe un tunico operador

=[x fdP € B($) tal que
v = [ 5O

1P| = / FOI dyu (1)

Este operador es comunmente denotado por

_ /R F(#)dP(t) = /R fFdp.

Demostracion. Sea f como en las hipétesis, ya que’

f=[Re(f) 4 = Re(f) -] +i[Tm(f) 1 = Tm(f)]

y cada uno de los cuatro términos de la derecha es una funcién positiva, acotada
y Borel-medible, debido a la discusion anterior al teorema podemos definir:

P(f) = [P(Re(f)4) — P(Re(f)-)] +i[P(Om(f)4) — P(Om(f)-)] € BH).

Ya que la igualdad (¢, P fR g(t) dpy (t) es vélida para funciones g > 0
acotadas y Borel- medlbles y el producto interior es lineal en la segunda entrada,
la definicién de P(f) nos asegura que

(Wb, P(F ) = /R £(8) dp (1)

9Recordemos que si f : R — R entonces f = fi — f—, donde fi(t) := f(t) si f(t) >0y
f+(t) :==0si f(t) <0. También f_(t):=0si f(t) >0y f-(t) := —f(¢) si f(¢t) <O0.
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Ademas, tomando sucesiones de funciones simples que converjan a cada uno de los
cuatro términos Re(f)4, Re(f)—, Im(f)+ y Im(f)_ y argumentando de manera
similar a (1.15) se cumple

1Pl = / FO dpa (1)

La unicidad del operador P(f) es consecuencia de la unicidad de cada una de las
partes P(Re(f)1), P(Re(f)-), P(Om(f)1) y P(Im(f)-).
O

Proposicion 1.49. Sea P una familia espectral en $) y sean f,g: R — C funcio-
nes acotadas y Borel-medibles, entonces '°

1. El operador P : M>®(R,C) — B($) tal que f — [, fdP es lineal y acotado,
ademds || P| g ®,c),B(5) < 1.

. P(fg) = P(f)P(g) = P(g)P(f)-

1. P(f) = P(f)* (y entonces para una funcion f real-valuada el operador P(f)
es acotado y autoadjunto).

. P(f)*P(f) = P(If|?) = P(f)P(f)* (es decir, P(f) conmuta con su adjunto
para cada f € M*(R,C)).

v. P(1) =1 (1 denota la funcion constante 1(t) =1, Vt € R).

Demostracion. Expondremos aqui sélo algunos aspectos de las pruebas, la demos-
tracion detallada puede consultarse en [Wei80, pags.185-186].
I. Por teorema 1.48 tenemos

1P = [ 1O distt) < (sup 70 ) 12, v € 5,
R teR
entonces .
1P sy < (sup1FOF) " = sup £ = 1]l
teR teR
y esto para toda f € M>°(R,C), por lo que

I Plls(ar®,c),B(5)) < 1-

II. La afirmacion es directa para funciones de la forma xq,, xq, pues por pro-
posicion 1.45

P(XQ1X92) = P(Xﬂlﬂﬂz) = P(Ql n Q?) = P(QI)P(QQ) = P(XQ1)P(XQQ)7

vaque P(Q;)P(22) = P(Q2)P(€1), de manera similar obtenemos que P(xq, x0,) =
P(xa,)P(xa,)-

10Denotamos por M (R, C) al conjunto de todas las funciones f : R — C que son acotadas y
Borel-medibles.
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III. Si f : R — C es una funciéon A-simple, es decir, si

f:zanQj, con Qj:f_l[{aj}]7

Jj=1

entonces f = 2?21 ajXq,, por lo que

P(?) = Z%PO(QJ-) = Z%P(QJ)
= : (a; P($25))"
= (Y ar@))
=P(f)

y ast, P(f) = P(f)".
IV. Es consecuencia inmediata de los incisos 11 y III ya que

P(f)"P(f) = P(f)P(f) = P(ff) = P(IfP).

Analogamente P(f)P(f)* = P(|f|?).
V. Ya que 1 = xg, entonces P(1) = P(xg) = PR) =L

1. PRELIMINARES

O

Notemos que para la demostracion del teorema 1.48 es importante la suposiciéon
de que f sea una funciéon acotada y Borel-medible, lo que queremos ahora es
extender la definicion de P(f) = fR f dP para funciones f : R — C Borel-medibles
que no sean acotadas. Sea entonces f : R — C una funciéon Borel-medible no
necesariamente acotada, recordemos que si f es acotada P(f) : ) — $ resulto ser
un operador en B($), en este caso no esperamos que el operador P(f) sea acotado
asi que necesitamos un dominio ‘adecuado’ para nuestro operador. Definamos el

conjunto

D(f) = {wef):/le(t)quw(t)<OO}={w€ﬁrf€Liw(R)}7

el cual es un subconjunto lineal de §.'!
Definamos ahora la siguiente sucesion de funciones:

fni=fxq, donde Q,:={teR:|f(t)]<n}

HSiyp € D(f) y a € C, entonces

(1.16)

tray (Q) = (arp, P(Q)awp) = (o), aP(Q)) = @y, P(Q)) = |af* (¥, P(Q)Y) = ||y ()
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para cada n € N. Ya que f es Borel-medible, f,, es Borel-medible para cada n y
por lo tanto |f — f,|? es Borel-medible. Ademas, si ¢ € D(f)

[F() = u@F | = 1F () = fu®)
< (IO +1fa())?
< (2max{|f ()], |f2()]})?
= 2lf®))?
=22|f()P € L, (R)

pues [p | f()]? duy(t) < 00, luego, utilizando el Teorema de convergencia dominada
de Lebesgue tenemos

Jin [ 150 = £ 0P dino®) = [ T 170 = 0 duslt) = [ 0dies(t) =0
y entonces

Jim [[f = falls

Asi, {fn}n>1 es una sucesion de Cauchy en L
N, se tiene que para toda ¥ € D(f):

IP(fa) = P(f)l* = |(P(fn) = P(fm))0]|?
= 1P(fu = fm)¥II?

/Ifn  Fn®)? dpr(t)
- an - meLiw(R)’

@ =0.

W(R) y como f, € M>*(R,C) Vn €

(1.17)

por lo que {P(fn)1¥}n>1 es también una sucesion de Cauchy en $ (pues {f,}n>1
lo era en szw (R)) v por lo tanto converge a un elemento en £, sea entonces

P(f)¢ = lim P(fn).

n—o0

Lo anterior define un operador P(f) con dominio D(f), es decir D(P(f)) = D(f).
Observemos que este operador P(f) para funciones Borel-medibles no acotadas es
también lineal y para toda i € D(P(f))

P2 = / F(8) dps (1),

para todo Q € A, asi [ | f(t)]? ditay (t) < 0o, es decir, agp € D(f). Ademas, si ¢, 1) € D(f):

Bty () = (@ + U, P(Q)(¢ + 1))
= {p+ ¢, P(Qp + P(Q))
= (p, P(Q)p) + (o, P(Q)Y) + (b, P(V)p) + (¥, P(Q))
= 11 () + pyp (Q) + (@, P(Y) + (¥, P(Q)¢)
< g () + 1 () + pp () + 14 (Q)
= 2(pep () + pyp (),

(la desigualdad es consecuencia de desarrollar la relacién 0 < (¢ — ¥, P(2)(¢ — %))) por lo que
S IF O dpp(8) < 00, luego ¢ + 9 € D(f).
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como puede comprobarse tomando limites en la igualdad (1.17). Ademas,

(0, P(£)¢) = (¢, lim P(fn)¢)

n—oo

= tim [ fult) dpy (1)
R

n— oo

— / i f,,(t) dpy (t)
R

- / F(t) du(t)
R

por el Teorema de convergencia dominada (ya que |f,,(t)] < |f(t)]| Vn € N, Vt € R

y|f()] € Liw (R) C L}Lw (R) pues jy es finita).!? -

Lo anterior puede resumirse en el siguiente:

Teorema 1.50. Sea $) un espacio de Hilbert y sea P una familia espectral en $).
Para cada funcion Borel-medible f : R — C las expresiones

o(P() = {v e s [ 107 dustt) < )

P = ([ 10dP®)0 para v eD(P()

definen un operador lineal en $. Mds ain, D(P(f)) es denso en $ y para cada
P € D(P(f)) se cumple

(6, P(f)) = / F(8) dpi (1)

1Pl = / PO du(2).

Escribiremos por simplicidad
P = [ sar.

Demostracion. Debido a la discusién anterior al teorema soélo resta probar que
D(P(f)) es un subconjunto denso de .

Definamos €2,, como en (1.16). Sea 1) € $, probaremos que existe {¢p, }n>1 C
D(P(f)) tal que 1, — . Consideremos

Yo = P(Qu)Y Vn €N,

12Ver Teorema 3.5 de [Rud87].
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se tiene entonces que

fiap, (1) = (O, P(Q)1hn) = (P(Qn)1), P(Q)P(Q20)1))

(P(Q) 9, P(Qn) P(Q)9)
= (¥, P(S0,) P(Q))
=<¢ P(Q, N Q)9)

y como consecuencia

/ PO dp, (£) = / PP dpg(t) < n? / dpig () = 21 () < o0,
R Q Qn

n

asi ¥, € D(P(f)) Vn € N. Ahora bien, ya que

19— ¢ull® = T — P(Qn)]1* = [P(1)y — P(xa, )¢l
=[P(1-xaq, >w||2
/|1 (t)]>dpy(t) Yn €N,
entonces

Jim =l = lim [ 10 < xa, (OF dus (0
R
= [ Jim 11 = xo. (OF dis (0

n—oo

= [0dns(t

=0
por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue (pues |1(t) — xq, (t)|? <
1le L}Lw (R) Vt € R, ya que py es finita). Por lo tanto lim,,_,« ||¥) —¥n|| = 0y por

consecuencia lim,_,« ¥, = 1, esto demuestra que D(P(f)) es denso en $.
O

Proposicion 1.51. Sea P una familia espectral en §), entonces

I. Para cada funcion Borel-medible f : R — C el operador P(f) cumple que
D(P(f)) = D)) v 1PNl = [P ¢l Vi € D(P(f)). Ademds,
P(f)r=P(f).

1. Para cada funcion Borel-medible f : R — R el operador P(f) es autoadjunto.

ur. Si f,g : R — C son funciones Borel-medibles y a,b € C, se tiene que
P(f)+0bP(g) C P(af+bg) con D(aP(f)+bP(g)) =D(P(f))ND(P(g)) y
P(f)P(g) C P(fg) con D(P(f)P(g)) =D(P(g)) N D(P(fg)). Notemos que

st D(P(fg)) € D(P(g)) entonces P(f)P(g) = P(fg) = P(9f) = P(9)P(f)
con dominio D(P(fg)).

Demostracion. Cuando f : R — R es una funcién Borel-medible y acotada los tres

incisos ya se demostraron en el teorema 1.49, si f es no acotada la demostracién

detallada de cada uno de los incisos puede consultarse en [dO09, pags.209-211].
O
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1.4.2. El Teorema espectral

El objetivo de esta seccion es enunciar una de las formas del Teorema espectral
que nos sera de gran utilidad a lo largo de todo este trabajo. En la seccion pasada
vimos que si P es una familia espectral en el espacio de Hilbert H y f : R —
R es una funcion Borel-medible, entonces P(f) es un operador autoadjunto; en
particular, si consideramos la funcion h(t) =t Vt € R, es decir, la funcion identidad
en R, tenemos que el operador definido via

T = P(h) = /R h(t) dP(t) = / tdP(t)

R

es un operador autoadjunto en §). Lo anterior puede pensarse de la siguiente mane-
ra: dada una familia espectral P en $), P tiene asociado un operador autoadjunto
T:9(T) C$H— $H dado por

T:/th(t). (1.18)

Una de las formas del Teorema espectral (y la que a nosotros nos ocupa) es en
cierto sentido la afirmacién reciproca a la anterior, mas precisamente tenemos lo
siguiente:

Teorema 1.52 (Teorema espectral). Para cada operador autoadjunto T : D(T) C
H — $ existe una unica familia espectral PT en $ tal que

T = /thPT(t).

Es decir, T = PT(h) con h(t) =t, Vt € R.

La familia espectral PT que nos proporciona el teorema anterior es conocida
como la familia espectral de T. Ahora bien, en la definicién 1.46 introdujimos el
concepto de medida espectral de una familia espectral P asociada a un vector
1 € $, ya que el teorema anterior nos asegura que dado un operador autoadjunto
T en §) existe una tnica familia espectral P tal que se cumple (1.18), la siguiente
definicion tiene sentido:

Definicion 1.53. Sea T : D(T) C $ — H un operador autoadjunto y PT su
familia espectral dada por el teorema 1.52, las medidas ug definidas en (1.9) via
PT son llamadas las medidas espectrales del operador T.

Con la terminologia anterior, una consecuencia del Teorema espectral y del
teorema 1.50 es que dado un operador autoadjunto T : D(T) C § — ), se tiene
que ¥ € D(T) siy solo si

/t2 dpg, (t) < oo, (1.19)
R
ademas, para cada ¢ € D(T)

w.r0) = [ o (1.20)
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ol = [ & e (121)

El Teorema espectral nos da también la posibilidad de definir funciones Borel-
medibles del operador autoadjunto T', es decir, si f : R — C es una funciéon
Borel-medible, queremos darle un significado a la expresion f(T). Para ello, sea
PT la familia espectral del teorema 1.52, por teorema 1.50 PT'(f) es un operador
lineal en $) por lo que la siguiente definicién tiene sentido:

Definicion 1.54. Sea T un operador autoadjunto actuando en un espacio de Hil-
bert $, para cada funcion f: R — C Borel-medible definimos

F(T) = PT(f).

También, del teorema 1.50 y la definicién anterior se desprende inmediatamente
el siguiente:

Corolario 1.55. Sea T un operador autoadjunto en §). Para cada funcion Borel-
medible f : R — C se cumple que

D((T) = (e H: / PP dud (1) < oo,

Ademds

(W, F(T)) = / £(t) (1)

1F(T)|? = / FOP dul(2).

Ejemplo 1.56. Sea T un operador autoadjunto en $) y sea Q € A, consideremos
la funcion caracteristica xq. Entonces por la relacion en (1.13) y las definiciones
anteriores:

xa(T) == P (xq) = P1(Q).

Como sabemos, estos operadores son proyecciones ortogonales en $) y son comun-
mente conocidos como las proyecciones ortogonales de T'.

Corolario 1.57. Todas las proyecciones ortogonales de un operador autoadjunto
T conmutan, es decir,

xo(M)xa(T) = xa(T)xa(T), VQ,A€ A

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del ejemplo anterior y del inciso TV
de la proposiciéon 1.45.
O

Finalmente, demostramos un lema que utilizaremos frecuentemente en el Ca-
pitulo 2, principalmente en la demostraciéon del teorema 2.3.
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Lema 1.58. Sea T es un operador autoadjunto y v € D(T), 1 # 0. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. v es un eigenvector de T, es decir, existe A € R tal que T = Mp.13
11. La medida espectral de T en v es ug = ||2||?6x, donde 5y es la medida de
Dirac en X1
1. La proyeccion ortogonal x ¢z (T') cumple x 1z (T)) = .

Demostracion. 1.implica I1. Ya que por hipotesis T = A1), se tiene por el corolario
1.55

0= [T =Ml = (7 = wlP = [ 6= AP duc),
como 0 < [t—\|? para toda t € R, las igualdades anteriores implican que la funcién

g(t) := |t — M\|? es igual a cero casi dondequiera con respecto a la medida “Zz;v es
decir

WI({t € R g(t) £ 0}) =019
Ya que g(t) = [t — A|? # 0 si y s6lo si t # \, la expresion de arriba es equivalente
a escribir

py(R\{A}) =0 (1.22)

y en consecuencia ju,(R) — uf ({A}) = 0, con lo cual utilizando la definicion de p,
obtenemos:

py (M) = mg(R)
= [PT®R)¥|
= |||
= [l¢l*.
Asi, de (1.22) y (1.23) podemos afirmar que para todo A € A
siAEA, (M) S pg(R\{A}) =0

ysiAeA,  pg(A) =pp({Ah) = 917,

es decir, gy, = [|1]|?0x.
II. implica I. Supongamos ahora que para 0 # ¥ € D(T) se tiene la igualdad
,ui = ||#]|?6x con A € R, utilizando la proposicién B.12 obtenemos

(1.23)

1T — Mp|)? = / 1t~ A2 dul (1)

= [ 1= 2R dp1s) (1.24)

= [[0IPIA = AP
=0,

13Por proposicién 1.42 sabemos que si T' es autoadjunto entonces todos sus eigenvalores son
reales.

M Recordemos que la medida de Dirac en X es x(A) = 0si A € Ay 6x(A) = 1si A € A,
VA€ A

15Ver la proposicion B.14 en los apéndices.
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por lo tanto |T% — A||> = 0 y en consecuencia Ty = A1, es decir, ¥ es un
eigenvector de T'.

II. implica III. Por hipoétesis la medida espectral de T" asociada a 1) # 0 es de
la forma ,ui = []1)[|?6, utilizando el ejemplo 1.56 obtenemos

[9l* = ll]1* -1
= [l9]26x({A})
= py({A})
= [IPT({(ADyl?
= [|P" (xpap)wl?
=[xy (D)2,

ast, |9]|2 =[x (T)9)1? y como xx}(T) es una proyeccion ortogonal, por lema
1.32 tenemos la igualdad ¢ = x (3 (T)v.
Finalmente demostremos que I1I. implica II. Si existe 0 # ¢ € § tal que

Y =xp ()Y,
entonces nuevamente por el ejemplo 1.56
1y (R) = | PT(R)y?

= |1y

= [[vII?

= Ixpn (Dl

= [PT({A)vI?

=y, ({A})
por lo que ug(]R) - ui({)\}) = 0, es decir, ,ug(R\ {A}) = 0. De un argumento
analogo al utilizado con las expresiones (1.22) y (1.23) concluimos que

1y = 01165

(1.25)

(1.26)

O

Corolario 1.59. Sea T autoadjunto, si A es un eigenvalor del operador T', entonces
Ran x(\3 (T) = {v € 9 : Ty = M} = Ker (T' - N),

es decir, el operador xxy(T) es la proyeccion ortogonal del espacio £ sobre el

etgenespacio correspondiente al eigenvalor .

Demostracion. Ya que xyxy(T') es una proyeccién ortogonal, sabemos por el teo-
rema 1.30 que

Ran x(\(T) = {v € 9 : x(y (DY = ¢}
por lo que bastaria demostrar que

Wen: xpnMy=v}={YeH: Ty =M},

pero esto es una consecuencia inmediata de la equivalencia entre las afirmaciones
I. y III. del lema 1.58.
O
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1.5. Notas

Secciones 1.1, 1.2 y 1.3

Los temas expuestos en estas tres secciones y las demostraciones de aquellos
resultados que no presentamos pueden encontrarse en la mayoria de la literatura
sobre espacios de Hilbert o Analisis funcional, en particular, el lector interesado
puede consultar la literatura clasica como [Wei80], [AG93], [Kat95], [BN72], [BS87],
[Kre78], [Sch02] y [RS80].

Seccion 1.4

El material de la subseccion 1.4.1 estd basado en el Capitulo 3 de [Tes09],
consideramos que ésta es una manera rapida y accesible de introducir muchos de los
conceptos presentados en la seccion, sin embargo, creemos que las construcciones
del operador P(f) = [, fdP realizadas en los libros [Amr09], [BB03] o [Sch02]
le aportan mucho mas sentido a la definicién de P(f) como una ‘integral’. La
subseccion 1.4.2 es sélo una brevisima introducciéon al Teorema espectral, existe
basta literatura en donde se pueden consultar diversas y muy diferentes pruebas
del teorema, por ejemplo en [Kat95], [Tes09] y [Amr09], en [dO09] se ofrece un
panorama de diferentes técnicas usadas para demostrarlo.



CAPITULO 2

Descomposiciéon Espectral

SiT:D(T) C$H — H es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert
separable $), el espectro de T puede descomponerse en varias ‘partes’ a las que
llamaremos sus tipos espectrales, gran parte de la Teoria de operadores se cen-
tra en el estudio detallado de cada uno de estos componentes del espectro y las
aplicaciones dentro de la Fisica matemaética son muy variadas. El objetivo de este
capitulo es introducir algunas de esas descomposiciones que son la base para todo
el material desarrollado en los Capitulos 3 y 4, ademaés, en la secciéon 2.3 presen-
tamos un resultado que obtuvimos a partir del analisis del teorema 2.10 y que nos
pareci6 interesante.

Algo que queremos resaltar es que cada tipo espectral puede estudiarse con mas
detalle utilizando las medidas espectrales ui que introdujimos en la definicion
1.46 y que estan asociadas de manera tinica a cada operador autoadjunto 7', tam-
bién, las proyecciones espectrales {xq(T)}ac del ejemplo 1.56 sera utilizadas
frecuentemente.

2.1. Espectro puntual y espectro continuo

Esta seccién tiene como objetivo presentar una primera descomposiciéon del
espectro de un operador autoadjunto 7" como unién de sus ‘partes’ puntual y
continua

o(T) = 0,(T) U o (T),

via la descomposicion del espacio de Hilbert $) como suma directa de los subespa-
cios puntual y continuo de T' que definiremos a continuacion, esta descomposicion
sera la base para las descomposiciones espectrales introducidas en la secciéon 2.2 y
que son el objetivo principal del capitulo.

37
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Definicion 2.1. Sea {p,} el conjunto de los eigenvectores de T, el subespacio
puntual de § con respecto al operador T' (que denotaremos como $,(T) C $) es
la cerradura del subconjunto lineal generado por el conjunto de los eigenvectores
de T, es decir, $,(T) = span{e, }; su complemento ortogonal $.(T) := $,(T)*
es el subespacio continuo de § con respecto a T.

Observacién 2.2. Por simplicidad llamaremos a $,(T) y $H.(T) los subespacios
puntual y continuo de T respectivamente. También los llamaremos indistintamente
como subespacios espectrales de T

Como mencionamos al inicio, las medidas espectrales asociadas a un operador
jugaran un papel fundamental en todos los resultados importantes del capitulo, es
por ello que necesitamos definiciones alternativas a los conceptos de subespacios
puntual y continuo que acabamos de dar pero que involucren a las medidas espec-
trales asociadas al operador en cuestion. El siguiente teorema tiene como objetivo
dar esas definiciones.

Teorema 2.3. Sea T un operador autoadjunto en $).

L $,(T) ={yp € H:3IQCR contable y puf(R\ Q) =0}
={y€$H:3IQ CR contable y xo(T)y =}.

L 9.(T) = {0 € 5 u({t}) = 0, Ve € R).
L. 9= 9,(T) ® H(T) y tanto H,(T) como H(T') reducen o T'.

Demostracion. Sea A C R el conjunto de todos los eigenvalores de T', supongamos
que A # 0. Ya que $ es un espacio separable, A es un conjunto a lo mas numerable
(corolario 1.43), sea entonces A = {X; : j € N} con \; # A\g si j # k.

Demostremos I. Notemos primero que las dos caracterizaciones de $,(7") son
equivalentes pues si {2 C R es un conjunto contable, entonces u£ (R\Q) = 0siysolo
i HT(R) — 1T(2) = 0'si y s6lo si uT(R) = uT(Q) si y s6lo sit [[]|? = [|xa(T)y]?
siy solo si ¥ = xo(T)y (por lema 1.32). Entonces:

C| Tomemos ¢ € $,(T), ya que $,(T") es la cerradura del subconjunto lineal
generado por todos los eigenvectores de T' (definicion 2.1) entonces 2

) = nl;rréozlcj¢j, c;e€C,VjeN (2.1)
i=

donde v; es un eigenvector del eigenvalor \; para cada j. Demostraremos primero
que
xa(T); =;, VjeN;

ya que A = U;>1{\;}, de la definicién 1.44 obtenemos la igualdad

Xa(T); = PT(A)y; = lim > PT({\ )y = nILH;OZX{Ak}(T)7/’j7
k=1 k=1

n— oo

'Ya que pj (R) = [|PT(R)Y[1> = [I9[1* = [¢[1* y uf () = [PT( Q%] = [Ixa(T)¥|.
2Ver las Notas al final del capitulo.
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donde cada x{x,}(T) es la proyeccion ortogonal sobre el eigenespacio correspon-
diente al eigenvalor A\ (corolario 1.59). Ya que T es autoadjunto, sabemos que ei-
genvectores correspondientes a eigenvalores distintos son ortogonales (proposicion
1.42) por lo que si j # k entonces ¢; € Ker(T—\;) " y en este caso x 3 (T)y; =0,
asi, de las igualdades anteriores obtenemos

xa(T)y; = I Z X} (DY = x a3 (T = 9y, (2.2)
k=1

donde la tltima igualdad es consecuencia de que x¢x,3(7") es la proyeccion orto-
gonal sobre Ker(T' — ;) y ¥; € Ker(T' — \;).

Ahora bien, ya que x(T) es un operador lineal y continuo (es una proyeccién)
y utilizando las igualdades obtenidas en (2.1) y (2.2) concluimos que

XA(T)Y = xa(T) lim Y ejipy = lim 3 eixa(T); = lim ;cwj =,
=

es decir, xa(T)1 =1, como A es un conjunto contable concluimos que

Ye{pen:IQ CR contable y xo(T)y =}

D] Ahora tomemos ¥ € $) tal que existe un conjunto contable Q@ C R y
Xo(T)y =1;sea Q@ ={t; e R:j €N}, t; #tpsij#k Yaque Q=U;>1{t;},
entonces

v=xa(T)y=PI(Qy=lm > P'({t;})o = lm > xp (7)Y,
j=1 j=1
y luego

P = Z Xt (1) (2.3)

Ya que x¢,1(7T") una proyeccion ortogonal para cada j € N, entonces X{tj}(T)2 =
X{t;3(T), por lo que la igualdad

X1 () (e (1)) = Xy (D0 (2.4)

y el lema 1.58 nos aseguran que para cada t; tal que xy,}(T)Y # 0, X,y (7)Y
es en realidad un eigenvector de T' con eigenvalor ¢; por lo que de la expresion
(2.3) concluimos inmediatamente que v esté en la cerradura del subconjunto lineal
generado por los eigenvectores de T', es decir, ¢ € ,(T).

Demostremos I1. C| Sea ¢ € $.(T), queremos demostrar que pg({t}) = 0 para
toda t € R. Sea entonces ¢t € R y consideremos al vector x ¢ (7)1, tenemos dos
casos:

Caso 1. Si x4} (T = 0 entonces

py({t1) = IPT{EDY)? = lIxgo (Dv]* =0,
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Caso 2. Si x4} (1) # 0 entonces del mismo argumento utilizado en la expre-
sion (2.4) podemos concluir que x4 (7)1 es un eigenvector del operador 7' con
eigenvalor ¢ y por lo tanto x4 (7)Y € $,(T), ya que por hipétesis 1) € Hc(T) :=
9,(T)* entonces ¥ y X} (1) son ortogonales, ast

o ({8}) = (W, PT{thY) = (¥, x1n (1)) = 0.

En cualquier caso ,ui({t}) =0, por lo que

Ve {yehH:pl({t})=0,VteR}

D] Tomemos en este caso ¢ € 9 tal que pj({t}) = 0,Vt € R, queremos
demostrar que ¥ € H.(T) := H,(T)*, es decir (1,n) = 0 para todo 1 € H,(T).
Tomemos 1 € §,(T") arbitrario, como n € 9,(T") entonces por el inciso I se cumple
que existe 2 C R contable tal que

xe(T)n =n. (2.5)

Supongamos que ! = {t; € R: j € N}, ya que ,ug({t}) =0Vt € R, entonces

Ixa(T)[I* = [|PT ()|
= p ()
= p(Uj>1{t;})

=> pp({t;})

Jz1
= ()7

por lo tanto

xa(T)p =0. (2.6)

Finalmente, de las expresiones (2.5) y (2.6) y del hecho que xq(T") es un operador
autoadjunto (es una proyeccion) concluimos que

(¥,n) = (¥, xa(T)n) = (xa(T)Y,n) = (0,1) =0,

por lo tanto ¥ € H.(T).
Por ultimo demostremos I11. La primera parte de la afirmacion es consecuencia
directa de la definicion de $.(T) y del teorema 1.8 (de la Proyeccién), ya que

S:JC(T) = 5731)<T)l

y entonces §) = 9, (T)EH.(T). Probemos ahora que $,(T") y $.(T) son subespacios
reductores del operador T, debido a la proposicién A.2 es suficiente probar que
$Hp(T) reduce a Ty para esto, demostraremos que si PpT es la proyeccion ortogonal
sobre el subespacio 9,(T), entonces se tiene

PIxa(T) = xa(T)P), VQeA
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pues por la proposicion A.6 esto garantiza que $,(T) sea un subespacio reductor
de T'. Tomemos entonces ¥ € §, ya que PpTw € 9,(T) el inciso I nos asegura que
existe A C R contable tal que XA(T)PE Y = P;T ¥, ademds (pues por corolario
1.57 todas las proyecciones ortogonales de T conmutan) tenemos

xa(T)PY ¢ = xa(T)xa(T) P = xa(T)xa(T) Py ¢

y este dltimo término es un elemento de $,(7") pues por el inciso I, si A es un
conjunto contable, cualquier vector n que cumpla xa(7T)n = 7 es un elemento de
$9,(T), en particular xa(T)xa(T)Ply cumple eso pues xa(T)? = xa(T). Asi,
xa(T)xa(T)PIy € H,(T) y por la igualdad de arriba xo(T)Pl¢ € $,(T), por
lo tanto PgXQ(T)Pgw =xa (T)sz/) y esto para cada ¥ €

Pl xa(T)P] = xa(T)P;} .

Tomando adjuntos en la expresién anterior obtenemos 3

Pixa(T) = (xa(T)F, )" = (P, xa(T)P))" = B/ xa(T)P, = xa(T)P,,

es decir, P]'xa(T) = xo(T)P} para todo Q € A.
O

El inciso III del teorema anterior es importante en el siguiente sentido: al ser
$,(T) un subespacio reductor de T' (y por lo tanto $.(7') también), el corolario A.3
nos asegura que el operador T puede ‘descomponerse’ como suma de los operadores
Tp = T|57),,(T)ﬁ©(T) y T, = T|56C(T)O©(T)7 es decir, si ¢ € @(T) y

w = % + ¢cv % € 55p(T),¢c S f)c(T)
entonces T = T, + Te1)., lo que denotamos por
T=T,0T..

Ademaés, como T es autoadjunto, por teorema A.4 inciso 11, T}, y 1. son también
operadores autoadjuntos en §,(T") y 9.(T) respectivamente. El operador T}, es
conocido como la ‘parte’ puntual de T'y T, como su parte continua.

Definicién 2.4. Si $,(T) # {0}, el espectro puntual del operador T es
op(T) := o (T})

y st $H:(T) # {0}, el espectro continuo de T' es
0(T) :==o(Te),

es decir, el espectro puntual (continuo) del operador T es el espectro de su respec-
tiva parte puntual T, (continua T,).

En el caso en que la dimensién del subespacio involucrado sea cero, diremos
que la respectiva parte del espectro es vacia, es decir, si por ejemplo $,(7) = {0}
entonces o, (T) = 0.

3Los operadores PL y xq(T) son proyecciones ortogonales y por lo tanto autoadjuntos.
P
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Corolario 2.5. Si T es un operador autoadjunto, entonces
o(T) =op(T)Uo.(T).

Demostracion. Es consecuencia directa de la proposicion A.7 y la definicion ante-
rior pues

o(T)=0(Tp)Uo(Te) = 0p(T) Uo(Te).

O

Algo que vale la pena notar es que A es eigenvalor de T si y sélo si lo es de T},
y ademas, T, no tiene eigenvalores. Si A fuera eigenvalor de T entonces existiria
¥ # 0 tal que Ty = M, es decir, @ seria un eigenvector de T', por lo tanto
Y € H,(T) ND(T) y en consecuencia

Ty =Ty = M (2.7)

lo que inmediatamente nos dice que X es eigenvalor de T},; ahora bien, si A fuera
eigenvalor de T}, y ¢ # 0 es tal que T,%) = A, automéaticamente 1 € $,(T)ND(T)
pues por definicion D(T,) = 9H,(T) N D(T) por lo tanto se dan las igualdades en
(2.7) y A seria eigenvalor de T. Notemos también que 7. no tiene eigenvalores
pues si A fuera eigenvalor de T, y @ # 0 fuera tal que T.¢) = Ay, de manera
similar a lo dicho con anterioridad obtendriamos que 9 € H.(T) N D(T) (pues
D(T,) = 9.(T)ND(T)) y ademas v seria también eigenvector de T lo que por
definicién implica que ¢ € $,(T'), de esta manera ¢ € H,(T) N H(T) y entonces
1) = 0 lo que seria una contradiccion.
Una consecuencia importante de lo discutido arriba es el siguiente:

Lema 2.6. Sea 0.(T) el conjunto de todos los eigenvalores del operador T, en-
tonces

oe(T) C op(T).

Demostracion. Si A fuera eigenvalor de 1" también lo seria de 7}, por la discusién
que hicimos arriba, luego A € o(T},) = 0,(T).
O

Vale la pena mencionar que algunos libros* definen el espectro puntual op(T)
de manera distinta a como lo hicimos nosotros, ellos lo definen simplemente como
el conjunto de los eigenvalores del operador T'. En realidad no existe gran diferencia
entre las dos definiciones pues segin nuestra definicion, el lema anterior nos dice
que el conjunto de los eigenvalores o.(T') esta contenido en el espectro puntual
op(T) e incluso se puede demostrar que el espectro puntual de 7" es el conjunto de
los puntos de acumulacion de o.(T), es decir

Up(T) = 0c(T).

4Véase por ejemplo, [Wei80] y [Tes09).
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2.2. Espectro absolutamente continuo y singular
continuo

Un refinamiento a la parte continua del operador T' introducida en la seccion

anterior es posible, este refinamiento da como resultado la clasica descomposicion

de un operador 7' en sus partes puntual 7, absolutamente continua 7,. y
singular continua Ty, es decir

T =T, ® Tye ® Toe, (2.8)
asf como de su espectro
o(T) = 0p(T) U0ac(T) U ose(T).

La realizaciéon de la descomposicion anterior seré el objetivo de esta seccion, aunque
existe basta literatura al respecto, la prueba aqui presentada no hace uso del Teo-
rema de descomposicion de Lebesgue (teorema 2.16) que es un argumento comin
en la literatura®, més atin, en la seccién 2.3 mostramos que bajo ciertas hipotesis
en realidad este teorema puede verse como una consecuencia de la descomposicion
(2.8).

Comenzaremos con alguna terminologia necesaria, recordemos que si (X, ) es
un espacio medible y p, v son dos medidas definidas en él, la notaciéon

plv v o op<Lvy

nos indica respectivamente que p y v son medidas mutuamente singulares (i.e.
existe 2 € 3 tal que pu(Q) =0y v(X \ Q) =0) y que p es absolutamente continua
con respecto a v (i.e. VB € X, v(B) = 0 = p(B) = 0), también, ¢ siempre
denotara la medida de Lebesgue sobre los conjuntos de Borel A de R; diremos que
una medida g es continua si p({t}) = 0, V¢t € R. Con esto en mente definimos lo
siguiente:

Definiciéon 2.7. Sea T un operador autoadjunto en $).

1. El subespacio singular de T es
Hs(T):={yYeH: ,ui 1/}
1. FEl subespacio absolutamente continuo de T es
Hac(T) == {1 € H 1 i, < 1},
1. El subespacio singular continuo de T es

Hse(T):={en:pn, Ly pl({t}) =0, vVt € R}.

5Ver por ejemplo [Kat95, pag. 518].
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Es inmediato notar (utilizando los dos primeros incisos del teorema 2.3) que se
dan las inclusiones

9p(T) CH(T),  Hac(T) CHAT)  y  Hse(T) CHA(T) (2.9)

pues si ¢ € $,(T") entonces ug esta concentrada en a lo mas una cantidad nume-
rable de puntos, es decir, existe 2 C R contable tal que ,ui(R \ Q) = 0 pero al ser
Q contable se tiene por la aditividad de ¢ que £(Q2) = 0 y entonces #5 1 ¢ que
por definicién implica ¥ € $5(T'); ahora bien, si ¢ € ,.(T) entonces u;‘Z < L por
lo que para toda t € R, ui({t}) = 0 pues ¢({t}) = 0, luego, ui es una medida
continua y ¢ € H.(T).

Como en la seccion pasada, los subespacios espectrales definidos arriba tie-
nen una caracterizaciéon en términos de las proyecciones espectrales asociadas al
operador T.

Teorema 2.8. Se tiene lo siguiente:
L9((T)={¢pe€H:3QCR con {(Q) =0y xa(T)y =1}
. 9,:(T) = {t € H: xa(T)h =0, VQ € A tal que £(Q) = 0}.
L. Hse(T) = H5(T) N HAT).

Demostracion. La demostracion del inciso 1 es analoga a un argumento dado en el
inciso I del teorema 2.3 pues por definicion ¢ € H,(T) si y sblo si existe Q@ C R un
conjunto de medida de Lebesgue cero tal que ug(R\Q) = 0, entonces ug(R\Q) =0
si y s6lo si py(R) — pu,(2) = 0 si'y solo si p,(R) = pf(Q) siy solo si® [[9]|* =
Ixa(T)¥|* siy solo si ¢ = xa(T)¢ (por lema 1.32).

Demostremos II. Tomemos 9 € $H4.(T) y sea 2 € A un conjunto cualquiera
de medida (de Lebesgue) cero, es decir, £(2) = 0. Como por definicion ), < ¢
entonces ug(Q) =0y luego

Ixe(T)wl* = [IPT(@)]* = 1(Q) =0,

por lo que ||xo(T)®| = 0y entonces xq(7T)y = 0. Reciprocamente, si xo(T)¥ =0
para todo £ C R con £(Q2) = 0, reordenando las igualdades anteriores obtenemos

1y () = [PT(Q)Y]* = [xa(T)¥]* =0

para todo  C R con £(Q2) = 0, es decir, ,ui(Q) = 0 si £(Q2) = 0. Concluimos que
,u?; < ¢y por consecuencia 1 € H4.(T).
El inciso III es consecuencia directa de la definicion de $4(T") y del inciso 11

del teorema 2.3.
O

Recordemos que los subespacios espectrales $,(T) y $H.(T) introducidos en
la seccion pasada fueron por definicién subespacios del espacio de Hilbert $), es
decir, subconjuntos lineales cerrados de $) (ver definicion 2.1); para el caso de los

Ya que pj(R) = [|[PT(R)y|? = [ = [¥]* y ufy () = [PT(Q%[1* = lIxa(T)¥]*.



2.2. ESPECTRO ABSOLUTAMENTE CONTINUO Y SINGULAR CONTINUO 45

‘subespacios’ 95(T), HDac(T) v Hse(T) que acabamos de definir no resulta evidente
de la definicién que ellos sean también subespacios de §), la siguiente proposicion
tiene como objetivo aclarar este aspecto.

Proposicion 2.9. 95(T), Hsc(T) y Hac(T) son subconjuntos lineales cerrados de
9, es decir, subespacios del espacio de Hilbert £). Denotaremos a las respectivas
proyecciones ortogonales en estos subespacios por Py, Py, y P,..

Demostracion. Comenzaremos con $)s(T'), veamos primero que efectivamente es
un subconjunto lineal de . Sean 1,1 € $,(T), por teorema 2.8 existen 2y y €,
subconjuntos de R tales que £(2y) =0 =£4(Q,) vy

Xy (T)/(/) = ’(/}7 X, (T)W =1,

es decir, ¢ € Ranxq,(T) y n € Ranxq, (7). Tomemos a € C arbitraria, ya que
Qy C QU v, C Oy UQ, entonces, por la proposicién 1.45 inciso III,
Ran xo, C Ran xq,uq, para i € {¢,n} y entonces

xa,ue, (T)(aY + 1) = a- xa,ue, (T)Y + xa,ue, (T)n = ap +n,

como £(2y, U ;) = 0 entonces por teorema 2.8, ap +1n € H5(T) y asi, Hs(T) es
un subconjunto lineal de $.

Ahora bien, demostremos que $),(T) es cerrado. Sea {1;},>1 una sucesion de
elementos en H5(7T') tal que ¥; — 1) € $ cuando j — oo, probemos que ¥ € H5(T).
Por teorema 2.8 existen ; € A tales que £(2;) = 0y xq,(T); = ¢;, Vj € N
(¢ € Ranyq, (T')). Consideremos 2 = U;>1€2;, por la aditividad de £ se tiene que
£(Q) = 0y como Q; C Q para cada j entonces Ranyq, (1) € Ranyq(T) (por la
proposicion 1.45 inciso I11) asf por la continuidad de la proyeccion obtenemos

xa(T)w = xaT) ( lim v)
— el (2.10)
= lim 9,
j—o00

=1,

por lo que ¥ € H,(T), luego, H(T) es un subconjunto lineal cerrado de $. Ya que
Hse(T) = H(T)NHs(T) el hecho de que Hs.(T') sea también un subconjunto lineal
cerrado de ) es consecuencia directa de que tanto $.(7") como $,(7T') lo son.

Continuemos con $,.(T), recordemos que por el teorema 2.8 tenemos la rela-
cion

Hac(T)={ €H: xa(T)y =0, VQ € A tal que £(Q) =0},
por lo que si ¥, € H4.(T) entonces V) € A tal que £(2) = 0 se tiene

xe(T)(ap +n) = axa(T)Y + xa(T)n=a-0+0=0,

es decir, ay) +n € $Hqc(T), ademas, es claro que Hq.(T) es cerrado en $ pues si
{tj}j>1 es una sucesion de elementos en H,.(T) y ©; = ¥ € $ cuando j — oo,
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entonces por la continuidad de la proyeccién:

xa(T)p = xa(T) (Jlggo %)
= jlingo xa(T);
=0

pues cada uno de los términos xo(T)v; es cero, luego ¢ € Hq4c(T).
O

En la seccién pasada obtuvimos la descomposiciéon del espacio de Hilbert $ en
fj - fjp(T) &) ﬁc(T)a

donde cada uno de los subespacios $,(T) y $.(T) eran ademas subespacios re-
ductores del operador T, esto a su vez nos dio la posibilidad de obtener una des-
composicién del operador T' como T' = T}, @ T donde ambos operadores T, y T,
eran también operadores autoadjuntos en $,(T") y $.(T) respectivamente; como
es de esperar, lo mismo sucedera con los subespacios introducidos en esta secciéon
(proposicion 2.11) por lo que obtendremos varias descomposiciones del operador
T asi como de su espectro, en particular, las relaciones

T:Tp@Tac@Tsc

o(T) =0p(T)U0ae(T)Uos(T)

son a quienes alude el titulo de este capitulo. Como mencionamos al inicio de
la seccién, damos una prueba del teorema 2.10 sin hacer uso del Teorema de
descomposicion de Lebesgue (teorema 2.16) que usualmente se utiliza para obtener
la descomposiciéon anterior de T'; en la seccién 2.3 este analisis fue importante ya
que dio como resultado la posibilidad de probar incluso gran parte del teorema
mencionado utilizando las herramientas de este capitulo.

Teorema 2.10. Sea T un operador autoadjunto en §), se tiene lo siguiente:
L 9:(T) = 9,(T) ® H:e(T).
. § = Hac(T) ©H5(T).
1L 9¢(T) = Hac(T) © Hse(T).
V. = 9(T) & Hac(T) & Hse(T).

Demostracidn. Hemos demostrado en la proposicion 2.9 que 9,(T), $.(T), H:(T),
Hac(T) v Hse(T) son subespacios del espacio de Hilbert §), con esto en mente y
recordando que en (2.9) probamos $,(T) C 9Hs(T), para demostrar el inciso I
bastaria observar que 9;.(T") es el complemento ortogonal de $,(T") en H,(T), es
decir

9se(T) = $H,(T)*" N 9H(T), (2.11)
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pero esto es consecuencia de que por definicion 9,(T)% := H.(T) y de la igualdad
del inciso III en el teorema 2.8.

I1. Si demostramos que $,.(T) = $H,(T)* entonces tendremos la igualdad
) = 9ac(T) ® H:(T) por el Teorema de la Proyeccion. Probemos primero que
9ac(T) C H5(T)*. Sea ¢ € Hae(T), demostraremos que

(¥,m) =0 Vn € H(T). (2.12)

Sea n € $4(T), por teorema 2.8 existe Q € A tal que £(Q) =0y xo(T)n = n,
ademas, como ¥ € 94.(T), por el mismo lema tenemos que xo (7)1 = 0, entonces
por la adjuntez de la proyeccién

(W,m) = ¥, xa(T)n) = (xa(T)y,n) = (0,n) =0,

por tanto ¥ € H(T) v asi Hu.(T) C Hs(T)L. Para la otra contencién tomemos
Y € H,(T)*, utilizando el teorema 2.8 queremos demostrar que xqo (7)Y = 0 para
todo © C R tal que £(£2) = 0. Sea entonces Q2 € A con £(Q2) = 0, ya que

xo(T) (xalT)8) = xa(T)

(por ser xqo(7') una proyeccion) el teorema 2.8 nos dice que xo(T)y € H,(T) v
por lo tanto

Ixo(D))* = (xo(T)¥, xo(T)¥) = (b, xao(T)¥) =0

pues por hipotesis 1 € $,(T)*, asi xo(T) = 0y ¥ € Hac(T). Concluimos que
9s(T)E C Hae(T) y entonces H4.(T) = H5(T) L.

111. Debido a la segunda relacion de (2.9) $4c(T) C $H(T), asi, por el Teorema
de la Proyeccién nuevamente bastaria demostrar que $4.(7T") es el complemento
ortogonal de 9,.(T) en 9H.(T), es decir, demostrar que

9se(T) = Hae(T) N H(T). (2.13)

Ya que 95.(T) = H(T) N Hs(T), demostrar la igualdad de arriba es equivalente
a demostrar que 9.(T) N H5(T) = Hae(T) N H(T), pero esto es inmediato pues
por el inciso anterior $4.(7) = H:(T)* y entonces (por corolario 1.9)

9:(T) = (H(T)1) " = Hae(T) "

ya que por la proposicion 2.9, H4(T") es cerrado en §.
V. Esta igualdad es consecuencia de la expresiéon

H=9,(T) & H(T)

obtenida en la seccién pasada y de la igualdad $.(T) = $4c(T) © Hse(T) del inciso
anterior, por lo tanto

ﬁ - j:jp(]ﬂ) ©® S{)ac(T) () ﬁsc(T)
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Proposicion 2.11. Los subespacios Hs(T), Hac(T) y Hsc(T) reducen al operador
T. Ademds, si P es la familia espectral de T, para cada Q) € A se tiene:

P € 95, (T) = P € H,(T)
para cada x € {p, ¢, s,ac, sc}.

Demostracion. Por la proposicion A.2 de los apéndices, un subespacio es reductor
si y s6lo si su complemento ortogonal lo es, por lo tanto, teniendo en cuenta que
9s(T)t = H4c(T) si probamos que H5(T) reduce al operador T' automaticamente
tendriamos que $4.(7T") también reduce. Pues bien, la prueba de que $H4(T) es
reductor es muy similar a la demostraciéon que hicimos en el teorema 2.3 para
argumentar que 9,(7) reduce a T, simplemente debemos cambiar el conjunto
contable A que aparece ahi por uno 2 de medida de Lebesgue cero (y utilizando la
caracterizacion de $)5(T) hecha en el teorema 2.8). La demostracion de que H.(7T")
reduce a T la dejaremos al final.

Para la segunda parte de la proposicion, supongamos primero que ¢ € 9,(T),
cuando demostramos que $),(7") era un subespacio reductor de T" en el teorema
2.3, probamos en particular que

Plxa(T) = xo(T)P)

donde PpT era la proyeccion ortogonal sobre £, (7). Si por hipétesis ¢ € £,(T)
entonces PpT 1) = ¢ y la igualdad anterior nos dice que

Py = xa(T)¢ = xa(T) Py ¢ = P xa(T)p € H,(T)

que es lo que queriamos demostrar. Ahora, si ¢ € $.(T) queremos demostrar
que P(Q)y € H.(T) también, para ello, recordemos que por definicion $.(T") :=
i)p(T)J-7 por lo que seria suficiente demostrar que

(PQ)¢,m) =0, Vn e Hy(T).

Sea n € H,(T), como (P(Q),n) = (¥, P(Y)n) vy P(Yn € 9H,(T) por lo dicho
arriba, se tiene que ¢ L P(Q)n y por lo tanto (P(Q2)y,n) = 0.

La demostracion de la afirmacion para el subespacio $4(7") es completamen-
te anédloga a la de $,(7T") como se mencioné al principio, demostremos entonces
la afirmacion para el subespacio $4.(T). Sea ¢ € $,.(T), para demostrar que
P € 94c(T), por el teorema 2.8 es suficiente demostrar que xq, (T)P(Q) =0
para todo ©; € A con £(1) = 0. Sea pues 21 un conjunto de medida de Lebes-
gue cero, ya que ¥ € 9,.(T) entonces por el mismo teorema 2.8 para 1 sabemos
que xq, ()Y = 0y como por el corolario 1.57 todas las proyecciones ortogonales
conmutan, se tiene

xa, (TYP(Q)Y = P(Q)xa, (T)Y =0

pues P(Q) es un operador lineal. La afirmacion para el subespacio $s.(T) es una
consecuencia de los casos anteriores pues Hs.(T) = Hs(T) N H(T).

Como dijimos, demostraremos ahora que $,.(T) es un subespacio reductor
del operador T'. Primero, notemos que por lo demostrado arriba sabemos que si
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¢ € Hs.(T) entonces P(Q)p € Hs.(T) para todo Q € A, entonces, si PL es la
proyeccion sobre el subespacio $)5.(7") tenemos la relacion

PQ)PLY € 9,.(T), Vi € H.

Lo anterior inmediatamente nos da la igualdad entre operadores: PLP(Q)PL =
P(Q)PL para todo Q € A, y esto a su vez que

S

PZxa(T)PL = xo(T)PL, VvQc A,
tomando adjuntos obtenemos”
Pixa(T) = xa(T)PL, YQEA,

con esto, la proposicion A.6 nos afirma que $,.(T) es entonces un subespacio
reductor del operador T
O

Debido a la proposicién anterior y al corolario A.3 podemos definir la parte
singular de T' como T := Tl|g (r)no(T), Su parte absolutamente continua
Tae :=Ts,.(r)no (1) ¥ Su parte singular continua T, := T|g,_(r)no (1), ademas,
por el teorema A.4 cada uno es un operador autoadjunto en $4(7T), Hac(T) y
$Hsc(T) respectivamente. El corolario siguiente enuncia finalmente la tan aludida
descomposiciéon del operador T' como suma de las tres partes definidas arriba.

Corolario 2.12. S5i T es un operador autoadjunto, entonces
T =T, ® Tuc ® Tse,
es decir, para toda 1 € D(T)
T = Tpp + Tactac + Tscthse
donde 1 = Yy + Vae + Vsc, con Yy € Hp(T), Yac € Hac(T) Y Vse € Hse(T).
Demostracion. Por el teorema 2.10 tenemos la descomposiciéon
H = 9,(T) © Hae(T) © Hse(T)

lo que muestra que cada 1) € D(T) tiene una tnica descomposicion en la forma

¢ = wp +wac+’(/)sc con '(/Jp S f)p(T)v '(/}ac S yjac(T) y wsc S ﬁsc(T)a ademé‘sv ya que
cada uno de estos subespacios reducen al operador T', entonces ¥y, Yoc, ¥sc € D(T')
y por definicion ¢, € D(T}), Yac € D(Tuc) ¥ Yse € D(Tse), asi

Tt = T(4p + Yac + Pse)
= T,(/JP + T'(/]ac + Twsc
= Pwp + Tac%c + Tscwsc.

O

"Este argumento ya lo aclaramos en la demostracion de que $,(T") es un subespacio reductor
de T (ver teorema 2.3).
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Definicion 2.13. Si los subespacios $Hsc(T), Hac(T) y Hs(T) no son nulos, el es-
pectro singular continuo o,.(T"), absolutamente continuo o,.(7) y singular
os(T) de T son definidos como el espectro de Ts., Tye y Ts respectivamente, es
decir

Osc(T) = 0(Tse), Oac(T):=0(Tue) y os(T) :=o(Ts).

En el caso en que los subespacios tengan dimensiéon cero, diremos que su res-
pectiva parte del espectro es vacia, es decir, si por ejemplo $,.(T) = {0} entonces
0ac(T) = (. Como en la seccién pasada, la proposicion A.7 junto con los resul-
tados mencionados arriba nos ofrecen otras descomposiciones del espectro de un
operador autoadjunto T en lo que denominamos sus tipos espectrales:®

Teorema 2.14. Si T es un operador autoadjunto, entonces
o(T) =0p(T)U0ac(T)Uos(T).
Ademdas, 0(T) = 04c(T) U os(T).

Demostracion. Por teorema 2.10 tenemos (1) = 9ac(T) @ Hse(T) asi que de
manera similar a la demostraciéon del corolario anterior obtenemos la descompo-
sicion T, = Tye ® Ty, la proposicion A.7 nos garantiza entonces que o(1.) =
0(Tae) Uo(Tse), es decir

0e(T) = 04c(T) U ose(T).

Ya que en la seccién pasada obtuvimos la relacion o(T') = 0, (T)Uo.(T'), finalmente
tenemos que
o(T) =0p(T)U0ae(T)Uos(T).

De manera anéloga o(T') = 04.(T) U os(T) pues 9 = Hac(T) & H:(T).
O

Para finalizar, introducimos alguna terminologia que utilizamos en lo que resta
de este trabajo y que es adoptada en la mayoria de la literatura.

Definicion 2.15. Considerando la descomposicion espectral del Teorema 2.14,
decimos que el operador autoadjunto T tiene espectro puramente puntual si
0ac(T) = 0 = 04.(T), espectro puramente continuo si o,(T) = 0, espectro
puramente absolutamente continuo si 0,(T) = 0 = 04.(T) y espectro pu-
ramente singular continuo si 0,(T) = 0 = 0,.(T). También decimos que T
es puramente puntual, puramente continuo, puramente absolutamente continuo o
puramente singular continuo respectivamente.

Notemos que, si por ejemplo, T' es puramente continuo, por definicién se tiene
que 0,(T) =0, si H,(T) # {0} por definicion tendriamos que o(7},) = () pero esto
no puede pasar pues por el teorema A.4 de los apéndices

Ty, : D(1},) C H,(T) — H,(T)

es un operador autoadjunto y sabemos que el espectro de operadores autoadjuntos
siempre es no vacio (teorema 1.41), asi, si T es puramente continuo necesariamente
$Hp(T) = {0}. Analogamente con los demas subespacios.

8No confundir con la definicion de ‘tipo espectral’ dada en [AG93].
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2.3. Un resultado interesante

La seccién pasada tuvo como objetivo la realizacion de la descomposicion
T:Tp@Tac@Tsc

cuando T es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert ), asi como de su
espectro
o(T) = 0p(T) U0ac(T) U os(T);

para la demostracion fueron fundamentales las relaciones obtenidas en el teorema
2.10, particularmente la descomposiciéon del espacio £ como

N =9,(T) D 9ae(T) © H5e(T). (2.14)

Como lo hemos venido comentando, existe un teorema en Teoria de la medida
conocido como el Teorema de descomposicion de Lebesgue que de cierta
manera motivé las descomposiciones anteriores, de hecho, la mayoria de la litera-
tura clasica en Anélisis funcional hace uso de este teorema para demostrar las des-
composiciones del teorema 2.10 y en particular para demostrar la relacion (2.14),
como podemos notar en la demostracion que presentamos en la seccién anterior,
nosotros no hacemos uso de este teorema e incluso, mostramos a continuaciéon que
el Teorema de descomposiciéon de Lebesgue puede ser demostrado con base en la
descomposiciéon (2.14), al menos para medidas de Borel definidas en R.?

Teorema 2.16 (De descomposiciéon de Lebesgue). Sean p, v dos medidas o-
finitas en un espacio medible (X, X)), entonces p puede descomponerse de manera
unica como

B = tp + tac + Usc

donde i, es una medida puramente puntual, pq. es absolutamente continua con
respecto a v y lsc es singular continua con respecto a v. 10

Clasicamente la demostracién del teorema anterior se realiza a la par con la
del Teorema de Radon-Nicodym, que es un teorema muy importante en Teoria
de la medida; lo que haremos aqui es demostrar el Teorema de descomposicién de
Lebesgue al menos para cuando las medidas p y v son o-finitas de Borel en R y v
no le da peso a conjuntos contables.

Comenzaremos la prueba por casos y después trataremos el caso general. To-
memos entonces p y v dos medidas de Borel en R o-finitas, supongamos primero
que p es finita y v = £ la medida de Lebesgue en R, queremos demostrar que p se
puede descomponer como

W= tp + tac + Hsc

9Consultar el Apéndice B para las definiciones.

10Sean 1, v dos medidas en un espacio medible (X,Y), decimos que p es absolutamente
continua con respecto a v si VB € X, v(B) = 0 = u(B) = 0; decimos que p es singular
continua con respecto a v si g y v son mutuamente singulares (i.e., existe Q € X tal que
w(Q) =0y v(X\Q) =0)y ademas es continua (i.e., p({t}) = 0, V¢ € X); finalmente, u es
puramente puntual si existe @ C X contable tal que p(X \ Q) = 0. Si p es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue ¢, diremos simplemente que es absolutamente
continua, lo mismo cuando u sea singular continua con respecto a £.
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donde i, es una medida puntual, ji,. es absolutamente continua y us. es singular
continua. Ya que p es una medida de Borel finita en R, el espacio Li(R) de todas
las ‘funciones’ cuadrado p-integrables!'! es un espacio de Hilbert separable con el
producto interior usual

9. f) == / o ()T ) du(t);

lo que haremos primero sera definir una familia espectral P en el espacio L7 (R)
(ver definicion 1.44) de la siguiente manera: para cada boreliano 2 € A

P(Q) == M,

donde M, : D(M,,) C LZ(R) — L2(R) es el operador de multiplicacion por la
funcion caracteristica xq, es decir, para toda f € D(M,,,) C L2 (R) se tiene que

en las Notas al final del capitulo justificaremos el hecho de que P : A — Proj(LZ(R))
es en efecto una familia espectral en Li (R). Ahora bien, consideremos la funcion
identidad h(t) =t, Vt € R, por la proposicion 1.51 sabemos que el operador lineal
en L2 (R) dado por

P(h) = /thP

es un operador autoadjunto, denotemos a este operador como T; yva que por el
Teorema espectral (teorema 1.52) todo operador autoadjunto T tiene asociada
una unica familia espectral P tal que T = thdP, de nuestra construcciéon es

evidente que P es la familia espectral asociada a T, asi
T:9(T) c LZ(R) — L2(R)

es un operador autoadjunto tal que su familia espectral es precisamente P y en-
tonces sus medidas espectrales estan dadas por

pF(Q) == (f, P()f)

- / F(OXaT D du(t)
- / X (0 F(0) du(t)
- / FOT) du(t)
Q
- /Q FOPdu(t), v e A

para cada f € Li(R). En particular, si f = 1 la funcion constante igual a uno,
1(t) = 1, vt € R, la medida espectral de T asociada a f es

T _ 2 _ _
i@ = [ P dut) = | du(o) = w(@), (2.15)

1 Consultar Apéndice B.




2.3. UN RESULTADO INTERESANTE 53

es decir, la medida espectral de T en f = 1 € Li(]R)7 ulTA, coincide con nuestra
medida original p.
Ademis, utilizando el teorema 2.10 obtenemos que

(T)® L2

Li(R) =L}, (1) ® L se(T)

wrac

donde LIQMD(T)7 Lz’ac(T) y LI%’SC(T) son los subespacios puntual, absolutamente
continuo y singular continuo de 7" respectivamente. Ya que p es una medida finita,
la funcién constante uno 1 es un elemento de Li(R) y entonces por la descompo-

siciébn anterior
1=1,+1+ 1,

donde 1, € Li’p(T), Loc € L2 ,o(T) y 14 € LiSC(T), asf, la medida espectral de
T
1

T en 1, pl, es la suma de las tres medidas ufp, pi,
componentes de 1, es decir:

LY ,uiu determinadas por los

p o= pa, + o, + o, (2.16)
ya que por definiciéon

1 (Q) =11, 41,,41.. ()
= (1p 4+ Lac + Lo, P(Q) (1, + Loc + 140))
= (1, + Loc + Lo, P()1, + P(Q) 14 + P(Q)1.)
= (1,, P(2)1p) + (Lac, P(Q)Lac) + (Lse, P()1sc)

=p1, () + 1, () + p1, ()

pues todos los términos cruzados que resultan de desarrollar la tercera linea son

cero (ya que por la proposiciéon 2.11 cada uno de los subespacios wa(T), Lfmc(T)

y L2 ..(T') son invariantes bajo la familia espectral Py asi, P(2)1, € L2 (T),

,sC
P(Q)14. € L2 ,.(T), P()1,. € L7 ..

n,ac
si por teorema 2.10).
Con esto, hemos obtenido todo lo que necesitamos pues por la igualdad obte-

nida en (2.15) nuestra medida original p es igual a uf', entonces

(T') y estos subespacios son ortogonales entre

p=p, + i, + e,

(T) y 15 € L2, (T), el teorema 2.3 y la definicion

ySC

Yy como 1p (S Li,p(T)’ 1ac S Li,ac
2.7 nos aseguran que

o ,ufp es una medida puramente puntual
e ul' es absolutamente continua y
ac

e i3 _ es singular continua
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que es lo que queriamos demostrar; la demostraciéon de la unicidad es estédndar,
para ello, supongamos que existen otras medidas que cumplen la afirmacion del
teorema 2.16, Ly, fac ¥ Msc tales que p = pp + fae + fse, entonces

1A, = Hac = lp + Hse — 1, — 13,
la medida del lado izquierdo es absolutamente continua y la medida del lado de-
recho es singular, por lo tanto, ambos 1ados son iguales a cero y M1 = lac,

analogamente se demuestra que #1 =lpy H1 = Usc-

Hasta aqui hemos demostrado el Teorema de descomposicic')n de Lebesgue cuan-
do p es una medida de Borel finita en R y v es la medida de Lebesgue, notemos
que la suposicion de que v = ¢ sblo fue hecha porque en los teoremas que uti-
lizamos de la seccién anterior, particularmente el teorema 2.10, los subespacios
espectrales estan definidos en funcion de la medida de Lebesgue, un analisis mi-
nucioso nos convencera de que en las pruebas de estos teoremas s6lo utilizamos
algunas propiedades de la medida de Lebesgue y entonces podriamos cambiar a ¢
por cualquier otra medida de Borel o-finita en R que no le de peso a conjuntos
contables y obtener resultados analogos a los de la seccién anterior, asi, podriamos
repetir la prueba que acabamos de dar y obtener el Teorema de descomposicion
de Lebesgue para este caso mas general.

Por tltimo, pasar de la finitud de p a la o-finitud implica un proceso de limite
pues si 4 es una medida o-finita en R existe una cubierta {X;},>; de R tal que
Xj - Xj+1 con

1(X;) < oo
para cada j € N, por lo que podemos definir medidas p;(€) := p(X; N Q) tal que
p(Q) ;= lim p;(Q), vQeA

j—o0

y cada una de estas medidas p; es finita.

2.4. Notas

Seccién 2.1

Esta seccion esté basada en el Capitulo 12 de [dO09] ademéas del Capitulo 27
de [BBO03]. En la demostracion del teorema 2.3 dijimos que si ¢ € $,(T") entonces

= lim Zcm], ¢; €C,VjeN

donde 1); es un eigenvector del eigenvalor A; para cada j; esto es consecuencia de
que $,,(T) tiene una base ortonormal de eigenvectores a lo méas numerable y esto
ultimo puede verse de la siguiente manera: como Ker(7' — ;) es un subespacio de
$ para cada j € Ny § es separable, Ker(T — );) es separable también (teorema
3.5 de [Wei80]), entonces por la proposicion 1.14 cada uno de estos subespacios
tiene una base ortonormal a lo mas numerable, digamos [3;, como eigenvectores
correspondientes a eigenvalores diferentes son ortogonales, el conjunto U;>1/3; es
una base ortonormal a lo mas numerable de $,(T").
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Seccion 2.2

Los libros [Amr09], [BB03] y [Wei80] son buenas referencias para algunos de los
resultados enunciados en esta seccidon. El inciso II del teorema 2.10 se lo debemos
a la proposicion 5.4.7 del libro [BEHO0S|.

Secciéon 2.3
Justificamos aqui que P : A — Proj(LZ(R)) dada por
P(Q):=M,,, YQecA
es en efecto una familia espectral en el espacio L2(R), como dijimos, M,,, :

D(Myy,) C L2(R) — L2(R) es el operador de multiplicacion por la funcion carac-
teristica xq, es decir, para toda f € D(M,,) C L2(R) se tiene que

PQ)f = Myof =xa - f.

Lo primero que hay que justificar es que para cada Q2 € A, P(Q) es en realidad
una proyeccion ortogonal en L2 (R), es decir, P(Q) € B(9), P(Q)* = P(Q) y es
un operador autoadjunto. Probemos que el dominio de P(Q) es todo L?(R), sea
feLi(R), yaque P(Q)f:=xa-fy

/ e - 2y = / el fPdu = / xalfPdu < / FPdu < oo,
R R R R

entonces P(Q2) f € L2(R), es decir, D(P(€2)) = LZ(R). De las igualdades anteriores
también se sigue que

IP©)f]2 = / P fPd = / e fPdu < / R = [1£1P.

es decir, |[P(Q)f]| < [[fl ¥f € L (R). Concluimos que P(Q2) es un operador
acotado, por lo tanto, P(Q) € B($). Como

P = PO)(PO)f) =i f = xo- f = P@)F
entonces P(Q)? = P(f2) y ademés
<97P(Q)f>=/Rg->m~fdu=/Rg~xQ-fdu=/Rm-g-?du=<P(Q)g,f>

por lo que P(f2) es también un operador autoadjunto. Concluimos que P(f2) es una
proyeccion ortogonal. Por la definicion 1.44 sblo nos falta justificar que P(R) =1
y que para la union Q = U;>19Q; con Q; NQy, =0 si j # k, se tiene

P@)f = lim 3 P(%)f (2.17)



56 2. DESCOMPOSICION ESPECTRAL

para toda f € LZ (R). La primera afirmacion es evidente pues P(R)f := xg-f = f
para toda f € LZ(R) y por lo tanto P(R) = I. Ahora bien, si 2 = U;>12; es una
unién disjunta como lo mencionamos arriba, tenemos la convergencia puntual

Jim. > xa, () = xa(t)
j=1
y como para cada f € L2 (R) se cumple
" 2
|3 X0, ()~ xa0)| IO < xa()PIFOP € LL®), Va € R, Yne N
j=1

entonces por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que

n

Jim |32 P@f - P = i [ 37 xe, 50 = xaf )] aut)
= Jin [ 137 0, ()= xa (0] 1#OPdutt)

n—oo

= [ Jim [ 37 v, ()= xa (0] 17 Pdute) = o

por lo tanto se cumple la igualdad en (2.17).



CAPITULO 3

Algunos resultados clasicos en Dinamica Cuantica

Supongamos que ) = C y que T, ¥ son elementos fijos de C, para una funcion

¥(t) : R — C consideremos la ecuacion
z%w(t) = T%(t) con condicion inicial (0) = 1,

sabemos que la solucién a esta ecuacion es ¥(t) = ¢ e~ 7. La primera parte del
capitulo estéa destinada a generalizar la ecuacion anterior y mostrar la existencia de
soluciones para cuando T es un operador autoadjunto en $ y ¢ € D(T), después
demostramos algunos teoremas clasicos que nos explican cualitativamente cémo la
descomposiciéon de § en subespacios espectrales introducida en el capitulo anterior
es de especial importancia para conocer el comportamiento de la solucion ) (t).
En general, diferentes subespacios proporcionan diferentes comportamientos de
e~ T, particularmente cuando ¢ — oo.

3.1. Grupos de evolucién unitarios y el Teorema
de Stone

Nuestro mayor interés en esta seccién son las soluciones al problema con
valores iniciales

e =TU(),  $(0) = v e D(T)

para T : D(T) C $ — $H un operador lineal y autoadjunto, en este trabajo
llamaremos a la ecuaciéon de arriba la ecuacién dinadmica de Schrédinger.
Ademas, daremos la prueba de un teorema de M. Stone de 1932 el cual tiene una
importancia comparable con la del Teorema espectral; por un lado establece una
correspondencia uno a uno entre los grupos de evolucién unitarios fuertemente
continuos en un espacio de Hilbert ) y los operadores autoadjuntos en $, y por

o7
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el otro, desde un punto de vista dindmico, afirma que la evoluciéon de un siste-
ma es generada por un operador autoadjunto y tinicamente determinada por una
ecuacion diferencial de primer orden, la ecuacién dinamica de Schrodinger.

Definicion 3.1. Sea $ un espacio de Hilbert, una funcion U : R — B($) es
un grupo uni-paramétrico de operadores unitarios en ) (o simplemente
un grupo de evolucion unitario en $), si U(t) es un operador unitario y
Uit+s)=U@)U(s) para todos s,t € R.

Una consecuencia inmediata de la definicion es que U(0)U(¢) = U(t) para todo
t, ademas, por la demostracion de la proposicion 1.36, si U(¢) es unitario entonces
es una biyeccion, por lo que U(t)~! existe y se tiene por la igualdad anterior que

por lo que U(0) = I. También U(t)U(—t) = U(—t)U(t) = U(t —t) = U(0) =1,
con lo cual U(—t) = U(t)~!, utilizando la proposiciéon 1.36, tenemos ademas

U(-t)=U@#t)"' =U()*, VteR. (3.1)
Diremos que el grupo de evoluciéon ¢t — U(t) es fuertemente continuo si

ltm U(t)y = Ulte)h, Vito €R, Vo) € 6,

t—to
o de manera equivalente, si ¢t — U(t)1) es una funciéon continua para cada ¢ € ).

La propiedad de que un grupo de evolucién sea fuertemente continuo sera muy
importante a la hora de establecer los resultados principales de este capitulo.

Definicion 3.2. Sea t — U(t) un grupo de evolucion en 8, el operador T definido
por

D(T) := {w €H: }13(1) %(U(t) — )y existe },

1
Ty :=ilim —(U(t) — D, o € D(T),
t—0 ¢
es llamado el generador infinitesimal de t — U(t).!

Notemos que ©(T) es claramente un subconjunto lineal de $) pues U(t) es un
operador lineal para cada t y el limite también es lineal. Més adelante demostrare-
mos que la hipotesis de continuidad fuerte en un grupo de evoluciéon obliga a que
el dominio de su generador infinitesimal, ademas de ser un subconjunto lineal, sea
un subconjunto denso de $).

Demostraremos a continuaciéon un lema que seré tutil méas adelante.

1Observemos que un elemento 1) € §) esta en el dominio de T si y solo si la funcién U(t)y es
diferenciable en t = 0 ya que por definicién la derivada en ¢ = 0 de la funcion U(t)1) esta dada
por
h)y — h)y — 1T
U’(0)y := lim O+ =UOY _ o Uy —Tv
h—0 h h—0 h

, 1
ltm (U (1) - Dy
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Lema 3.3. Si T es el generador infinitesimal del grupo de evolucion t — U(t),
entonces para cada t € R

U)T)=92(T) y TU@H=U@T.
Demostracion. Sea t € R, como para cada ¢ € R el operador U(t) es lineal,
tenemos que para toda ¢ € D(T)
1

S(U(R) DU (B =

(3.2)

T SRS

tomando el limite cuando h — 0 en las igualdades de arriba y considerando que
U (t) es un operador continuo concluimos que si ¢ € ®(T') entonces U (t)y € D(T),
es decir
U)D(T) Cc D(T).

Utilizando este altimo hecho, la otra contencion D (T) C U(¢)D(T') es consecuen-
cia directa de que para 1) € D(T'), se tiene la igualdad ¢ = U(¢t)(U(-t)v).

Ademas, como T es el operador infinitesimal de ¢ — U(t), por definicion T =
i 1imy, 0 %(U(h) —1I)¢ y por las igualdades de arriba tenemos explicitamente

TU () = i im ~(U(h) — DU ()

h—0 h

L 1
—ilim U(t)7 (U(R) ~ Dy
= Uty Jim 1 (U(R) ~ D)y
= UM)TY

para cada ¢ € D(T), es decir, TU(t) = U(¢)T.
O
Abordaremos ahora el problema de encontrar las soluciones para la ecuacion
de Schrédinger mencionada al inicio de esta seccién. Consideremos el siguiente
problema: dado un operador T : ®(T) C $ — $ autoadjunto, jexistird un grupo

de evolucion ¢t — U(t) para el cual T sea su generador infinitesimal? La respuesta
estd dada en el siguiente:

Teorema 3.4. Sea T un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert $), utili-
zando los resultados de la seccion 1.4.2 definamos

Ut):=e ™ para cada t € R,

entonces
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L. t = U(t) es un grupo de evolucion unitario fuertemente continuo.

1. El limite limy_, $(U(t)y — 1) existe si y solo si ¥ € D(T) en cuyo caso
limy_,q %(U(t)ﬁ) — ) = —iTY, es decir, T es el generador infinitesimal de
t—U(t).

Demostracion. Para cada t € R definamos f;(z) = e~%*. Utilizando el Teorema

espectral y los resultados de la seccion 1.4.2, por definicién

U(t) = T = £,(T) = PT(f,) = / e~ 4PT (x), (3.3)
R

donde PT es la familia espectral del operador T.

Demostremos primero que ¢ — U(t) es un grupo de evolucion unitario fuerte-
mente continuo. Como para cada ¢t € R la funcion f;(z) es acotada, por teorema
1.48 U(t) € B($), Vt € R. Ademas, por la proposicion 1.49 se tiene que para todos
s,teR

U@)U(s) = fi(T)fs(T)
= PT(f)P"(fs)
= PT(fifs)
= PT(ft-‘rs)
= fs+t (T>
=U(t+ s),

donde la igualdad fifs = fiys es consecuencia de que e "¥e =157 = e~ill+s)r,
Notemos también que fif_+ = f_+ft =1y f, = f—¢ pues
Tua) =7

= cos(—tx) + i sen(—tx)

= cos(—tx) — i sen(—tx)

= cos(tx) + i sen(tz) (3.5)
_ itw

R

= f_t(ﬂf),

por lo que utilizando la proposicién 1.49 tenemos
I=PT(1) = PT(fof-e) = PT(fef1) = PT(fo) PT(f,) = PT(fo) PT(fo) = UU(1)",

de manera analoga podemos demostrar I = U(¢)*U(t). Asi, U(t)* = U(t)"! y
por la proposicion 1.36, U(t) es un operador unitario para cada t € R. Por esto
tltimo y por (3.4) concluimos que t — U(t) es un grupo de evolucion unitario.
Para probar la continuidad fuerte observemos que sitg € R y ¥ € 9

, . 2 _ ¢ —itT,)  —itoT, (|2
i |U(2)6 = Ulto)I* = Jim fle™T — =0Ty

e irnie (3.6)
= hm/]R|e e d gy (2),

t—to
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donde la dltima igualdad es consecuencia del corolario 1.55.
Como |~ — e "0%| < |e~"%| 4 |e~ 0% = 141 = 2, entonces para cada t € R

|€7itz _ efit0m|2 < = Ll(ug)

pues ,ug es finita, asi, de (3.6) y utilizando el Teorema de convergencia dominada
de Lebesgue:

; o 2 ‘ —itex _ —itox |2 T
Jim (U0 = Ulta)lP = Jim [ Je oy o)

t—to

= /]R lim |e™ " — e_it°””|2d,u£(x)

t—to

~ [0 dulia)
R
=0,

por tanto, lim; ¢ U(t)) = U(to)y v t — U(t) es un grupo de evolucion fuerte-
mente continuo, lo que prueba I.
Para demostrar 11, probemos primero la implicacion de regreso, i.e., si ) € D(T)
entonces lim;_, %(U(t)z/; — 1) existe y es igual a —iT.
Sea ¢ € D(T), se tiene que
1 2 1 2
i [+ @9 = )] = (=i1)|” = 1 | ;@O ) - (iTw)|

t—0 Lt t—0

_ 17 | . 2
= iy 7w - 0y + 7

(3.7)

t—0

1. 2
= lim Hg(e*”T ~ Ty + iT@Z;H

t—0

1.
= h’m/ |¥(eﬂm’ -1) +ix|2du£(x),
R

nuestra intencién es demostrar que éste ultimo limite es cero pues eso implicaria

st . 1 . . . -
automaticamente que lim;_,o (U (t)y) —1) existe y es igual a —iT%). Utilizaremos
nuevamente el Teorema de convergencia dominada, para ello, tenemos que probar
que

|%(e*m )4l < g(z) WEeR-— {0} (3.8)

para alguna funcién g € L' (uf).
Sea t # 0, notemos que para cualesquiera x,y € R se tiene

(z+y)
2

|eim_eiy‘:|e—i ||eiz_eiy|
_ |€7i (z;y) (eiz _ ely)|
_ |6i(m;y) . eii(z;y) ‘
- (2@ sin? Y
2
=2 |sinZ Y|,
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por lo que

|e—1tm 1| |€—1tm _ 10‘ -9

sm—‘ < 2‘ ’ = |tz]
(donde la ultima desigualdad es consecuencia de que |sin(z)| < || Vz # 0). Asi,

le™#* — 1| < |ta]

y como t # 0
e 1) < Jal,
luego
|%(e_m" — 1) 4 iz < || + || = 2.
Finalmente

1 .
(e = 1) iaf? < 4faf?

por lo que solo faltaria demostrar que 4|z|? € Ll(ug) para tener (3.8). Si denota-
mos f(x) =z, por el Teorema espectral sabemos que

T = /thT /f t)dpP’(t) = PT(f),

(P () = {ves: [ If@Pdilw) <o)

por lo que
Y eD(T) < e D(PI(f) /[R [ (@)[Pdpg (z) < 00 & [af* = [ f(2)]* € L' (ug)),

ya que por hipétesis 1 € D(T'), entonces |z|* € Ll(ug), lo que prueba (3.8).
Ahora si, retomando (3.7), por el Teorema de convergencia dominada de Le-
besgue obtenemos que:

ti [ WO = ) = 76| =t [ 157 = 1)+ iaPd )
:/hmk(e‘”x— 1) +ix|? d,uw( x)

pues lim;_.q %(e‘itm — 1) = —iz. Por lo tanto lim;_,q %(U(t)w — 1)) existe y es
igual a —iT.

Demostremos ahora la implicaciéon de ida, es decir, probaremos que para toda
¥ € 9, si el limite lim,_,g 2(U(t)y — 1) existe entonces ¢ € D(T). Consideremos

el generador infinitesimal A del grupo de evolucion t — U(t), ya que por definicion

D(A) = {1/} €9n: th_% %(U(t) — D)7 existe },
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lo que queremos demostrar en realidad es la contencion ©(A) C ©(T). Si analiza-
mos con detenimiento lo que demostramos en la implicacién anterior, nos daremos
cuenta que en realidad probamos que el operador A es una extension del operador
T, es decir, demostramos que D(T) C D(A) y Ty = A para todo ¢ € D(T). Lo
que haremos ahora es demostrar que A no sélo es una extension de T, sino que
ademaés es una extension simétrica. Para ello, lo primero que hay que notar es que
D(A) es denso en §) pues al ser T' autoadjunto, D (T) es denso y como D(T') C D(A)
por el inciso anterior, entonces D (A) es denso también. Por otro lado, recordando
la observacién hecha en (3.1) tenemos que para toda ¢, € D(A):

(o, A) = (., i lfm —(U(t) ~ T)9)

= lim i (¢, %(U(t) —D)y)

t—0
= lim i <%(U(t) D%, ¥)
. 1 * *
= }g% 7 <¥(U(t) 1), ) (3.9)
= lim (i— (U(~t) = Dy, ¥)
= (ilim —(U(=t) =Dy, ¥)
= (Ap,9),

es decir, A es un operador simétrico y por lo tanto es una extension simétrica de 7.
Ya que T es un operador autoadjunto, T’ no tiene extensiones simétricas (corolario
1.24) porloque T = Ay D(A) = D(T), en particular, D(A) C D(T).
Concluimos ademas que T es entonces el generador infinitesimal del grupo de
evolucién unitario ¢ — e~ 7T,
O

Una consecuencia del teorema anterior es la existencia de una tnica solucién
para la ecuacion de Schrédinger:

Corolario 3.5. Sea T : ©(T) C $ — 9 un operador lineal y autoadjunto. En-
tonces la ecuacion con valor inicial

d

iU =TY(),  9(0) =Y e DT)

tiene una tinica solucion para cada v € D(T) y la solucion es )(t) := e~ T,
Demostracion. Sea ) € D(T), si denotamos U (t) := e~ *T para cadat € R, entonces

¥(t) = U(t)y. El teorema 3.4 nos afirma que t — U(t) es un grupo de evolucion
fuertemente continuo y 7' es su generador infinitesimal, utilizando el lema 3.3 y
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las igualdades en (3.2) obtenemos

d |
i (t) = lim o ((t+ h) — (1))
o1
= Z}ILI—>IHO E(U(t—i—hﬁﬁ—U(tWJ)
(3.10)

|
=i lim —(U(h) =DU(t)d

=TU(t)y
=Ty(t),
es decir, (t) = e="T9 es solucién a la ecuacion, ademas ¥(0) = U(0)y) = Ip =

1, por lo que también se cumple la condicién inicial . 2
Para la unicidad de la solucion, sea 7(t) otra solucion, entonces para toda ¢:

Le) (o)1 = S (000) — (o), w() — (1))
= (w(t) — ), W0 —n(e))) + WD) = (e, 5(2) ~n(t)
= (w(t) = n0), @0 () ) + (0(0) ~n(e), S (6(0) — (1))

= 2%%Re <1/)(t) —n(t), %(w(t) —n(t))

= 2% <1/)(t) —n(t), =T (¥(t) - n(t))>

= 2% — i<w(t) = (1), T(y(t) — n(t))>
=0
(3.11)

ya que T es autoadjunto y por lo tanto (¢, Ty) € R, Vi € D(T). Con esto tenemos
que [[t(t) —n(t)]|? es constante y como 1(0) —n(0) = ¢ —1p = 0, entonces ||t (t) —
n(t)||* = 0, por lo que ¥(t) = n(t) para toda t € R, lo que prueba la unicidad de
b(t)

O

Consideremos ahora el problema reciproco al planteado en el corolario 3.5, es
decir, si tenemos t — U(t) un grupo de evolucién fuertemente continuo en $),
Jexistira un operador autoadjunto T tal que t — U(t)1) sea solucién a la ecuacion
con valor inicial

.d

iz

dt

Este es el contexto de nuestro siguiente teorema, conocido como el Teorema de
Stone:

Pt) =Ty(t),  »(0) =4 eD(T)?

2Una 1til observacién en este punto y que utilizaremos mas adelante es que las igualdades en
(3.10) son validas sin el explicito supuesto de que U (t) := e =7 es decir, son validas inicamente
sabiendo que el operador T es el generador infinitesimal del grupo de evolucion t — U (t).
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Teorema 3.6 (Stone). Seat — U(t) un grupo de evolucion fuertemente continuo
en $), entonces su generador infinitesimal T es autoadjunto y ademds U(t) = e~ T
para todo t € R.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en tres partes, primero probaremos
que D(T) es denso en ), luego que T es esencialmente autoadjunto, es decir, T es
autoadjunto y por tltimo que T =T y U(t) = e " para todo t € R.

D(T) es denso en $. Notemos que D(T) es no vacio pues 0 € ©(T"). Demos-
traremos que para cada ¢ € §) existe {¢r}2, C D(T) tal que im0 @i = .

Sea ¥ € §, definamos para cada 7 > 0

- /0 Uty dt,

(donde la integral puede definirse via limites de sumas de Riemann de manera
similar a la integral de Riemann usual), probaremos que

1
lim —v, = .
=0T
Para ello utilicemos el hecho que si f : I C R — X es una funcién continua,
entonces F(t) = f:o f(s)ds € CY(I,X) y L F(t) = f(t); ® en nuestro caso U(t)y :
R — $ es una funcién continua (pues U(t) es fuertemente continuo) y entonces

d

P = [ UevdseCU®S)y ZF0 =V

en particular:

1 1
lim —; = lim 7("/)0+‘r - 1ﬁO)

T—=0 T T—=0 T

047 0
:h’ml(/o U(t)wdt—/o U () dt)

T—=0 T

— lim L(F(0+ 1) — F(0) (3.12)

T—=0 T

d
— ZF(0)
=U(0)y

=,

que es lo que queriamos probar. Con esto tenemos definidos elementos %1/17 que
convergen a ¢ cuando t — 0, probemos ademés que %1/)7 € ©(T) para toda 7 > 0.

Recordemos que por definiciéon del generador infinitesimal, ¢ € ®(T') si y solo
si limy,0 (U (t) — I)9 existe, entonces para demostrar que Lv, € D(T) bastaria

3Escribimos f € CY(I,X)si f: ITCR— Xy

d o FED) = £(0)
al W=

existe para toda t € I.
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demostrar que limy_,q +(U(t) —I) Lt existe. Ya que U(t) es un operador en B(S))
para cada t € R tenemos:*

o

wio [ veuds- [ Ul

[ vowewds- [ vewa (3.13)
- 1/07U(t+s)1/)d8 - 1/OTU(S)¢ds

-+ T Uesds -1 / sy ds,

(la altima igualdad es consecuencia de que la integral es invariante bajo traslacio-
nes). Ahora bien, considerando los casos t < 7, t =7 o T <t se tiene que

1 t+1 1 T 1 T+t 1 t
;/t U(s)wds—g/o U(s)l/}ds:g/T U(s)wds—g/o U(s)yds

1/t 1 [f
:gAUh+Q¢%—¥AU@W@7
(3.14)

U() - Dy, =

S N e R

nuevamente la segunda igualdad es consecuencia de la invarianza de la integral
bajo traslaciones. Retomando (3.13) y utilizando (3.14) tenemos finalmente que

%(U(t)—ﬂ)%z ! / U(T-i-s)lbds—% /O U (s)i ds

/U wds—f/U ) ds

4M>/ Uuds—1 [ Vwas  GB1)

/Uswds—f/U ) ds
= U(T)?/ft - ;1/%-

Tomando el limite cuando ¢ — 0 en ambos lados de (3.15) y utilizando (3.12)
obtenemos

lim 1(U(zs) — D¢, = U(r) lim wt — lim wt U(r)y =4,

t—0 t t—0 ¢

4Si f : R — 9 es integrable y S € B($) entonces

S/Rf(t)dt:/RSf(t)dt
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como U(7)Y — 1) € $, entonces limy_o +(U(t) — )t existe y 1, € D(T), luego
%wT € ©(T) para todo 7 > 0. Definiendo ¢y := %wk obtenemos por (3.12) que
{or}2, CD(T) y limgy00 o = ¥, por lo tanto, D(T) es denso en $.

T es esencialmente autoadjunto. Por lo demostrado arriba ®(T') es denso en
$) y de manera anéloga a (3.9) podemos demostrar que (¢, T%) = (Tp,v) para
cualesquiera @, € D(T), por lo que T es un operador simétrico, como todo
operador simétrico es cerrable (proposicién 1.27) sea T la cerradura de 7. Para
probar que T es esencialmente autoadjunto es suficiente demostrar que Ker(T™* —
Z) = {0} para alguna z € C \ R (proposicion 1.29).

Tomemos z = —i y supongamos que ¢ € Ker(T* — zZ)=Ker(T* — i), es decir
T*p = ip; tenemos que para cada ¥ € D(T)

L. U) = o, U (0))
= (@, —iTU(t)¥)
= —i(T*p, U (t)) (3.16)
= —ilip, U(t)0)
= (e, U)y),

(la segunda igualdad es consecuencia del lema 3.3 y de (3.10)). Asi, (3.16) nos dice
que {(p,U(t)) es solucién a la ecuacién diferencial 2 f(t) = f(t) con condicién
inicial (p, %) en t = 0, por tanto

(0, Ut)) = €' (p,9) VteR,

ya que el lado izquierdo de la igualdad es una funcién acotada® y la exponencial en
el lado derecho no lo es, tenemos que (¢, %) = 0y esto para cada ¢ € D(T) ya que
¢ fue un elemento arbitrario de D(T'), como D(T) es denso en $, a cada ¢ €
puedo aproximarlo por una sucesién de elementos en el dominio de Ty dado que el
producto interno es continuo en cada entrada se tiene que (p,1) =0 V¢ € £, en
particular (¢, ¢) = 0 y por tanto ¢ = 0. Tomamos ¢ € Ker(T* — ) y demostramos
que ¢ = 0, entonces Ker(T* —¢) C {0}, asi Ker(T™* —4) = {0} y T es esencialmente

autoadjunto, es decir, T es autoadjunto.
T =T yU(t) = e para todo t € R. Por lo demostrado arriba T es
un operador autoadjunto, entonces de acuerdo al teorema 3.4, T' es el (anico)

generador infinitesimal de un grupo de evolucion fuertemente continuo ¢t — V(t),
donde

Vit)=e T VteR

Demostraremos que U(t) = V(t) Vt € R y como consecuencia T' = T, pues T es
el generador infinitesimal de t — U(¢).

Sea ¢ € ©(T), abreviaremos ¢ (t) = (U(t) — V (¢)). Considerando el lema 3.3

5Ya que U(t) es unitario para cada t se tiene |(p, U(t)¥)| < [|o|[|U®)y| = lollllvll, Yt € R.
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y (3.10) tenemos

Doty = LUy~ Svinw
:ﬂTU(t)w ( TV (t)y) (3.17)
= —iTU(t)Y — (—iTV(t))

= —iTy(),

donde TU(t)y = TU(t)y yaque T CT y U(t)y € D(T). Entonces de manera
similar a (3.11) y utilizando (3.17) obtenemos

d
LI = & (), w(0)

= 2%Re ((1), %w»
- (3.18)
= 2%Re ((t), —iTY(t))
=2Re —i(p(t), Ty (t))
=0

va que T es autoadjunto y por lo tanto (1, T¢) € R, Vi € D(T). Por tanto
|l4()]|? es contante y ya que (0) = (U(0) — V(0))p = ¢ — 1 = 0 entonces
Y(t) =0 Vt € R, es decir, U(t)y = V()9 para toda t € Ry para toda ¢ € D(T).
Por dltimo, como D(T') es denso en £ y U(t), V(t) son operadores continuos
entonces podemos concluir que U(t)) = V (¢)¢ para toda t € Ry ¢ € 9, asi

Uy =V(Et)=e T VteR

y por lo tanto T' =T pues T es el generador infinitesimal de ¢ — U(t). Concluimos
que T es autoadjunto y U(t) = e~ T para todo ¢ € R.
O

Corolario 3.7. Sea t — U(t) un grupo de evolucion unitario fuertemente conti-
nuo, entonces existe un operador autoadjunto T (su generador infinitesimal), tal
que t = U(t)y es solucion dnica al problema con valor inicial

LB =T, 9(0)=v € D(T)

para cada P € D(T).

Demostracion. Por Teorema de Stone el generador infinitesimal T' de ¢ — U(¢) es
autoadjunto y ademas U(t) = e~ #T para todo t € R, utilizando el corolario 3.5
tenemos que (t) := e~"T4p = U(t)y es soluciéon tinica a la ecuaciéon para cada
e D(T).

O

Hasta este punto vale la pena hacer algunas observaciones,
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Observacion 3.8. Notemos que los teoremas 3.4 y 3.6 que hemos demostrado
son en cierto sentido reciprocos pues el primero toma un operador autoadjunto T
y a partir de €l construye un grupo de evolucidn unitario fuertemente continuo
U(t) = e T el sequndo inicia con un grupo de evolucion unitario fuertemente
continuo t — U(t) y le asocia un operador autoadjunto T que es precisamente su
generador infinitesimal.

Resumiendo, en espacios de Hilbert hay una correspondencia uno a uno entre
el conjunto de los grupos de evolucion fuertemente continuos y el conjunto de los
operadores autoadjuntos en $, esto es una motivacion para el estudio abstracto de
los operadores autoadjuntos.

Observacion 3.9. Al igual que lo mencionado arriba, los corolarios 3.5 y 3.7
también son reciprocos desde el punto de vista de la ecuacion con valor inicial

p) =T, (o) =6 e DD) (319)
ya que el corolario 3.5 afirma que si se tiene una ecuacion como la anterior (para
cualquier operador T autoadjunto) entonces se puede encontrar una solucion a la
ecuacion por medio de (t) := e~ Ty y que ademds es tnica; por otro lado, el
corolario 3.7 afirma que para cualquier grupo de evolucion t — U(t) siempre puedo
construir una ecuacion de la forma (3.19) con T autoadjunto tal que t — U(t)y
sea su unica solucion.

3.2. Probabilidad de retorno

Pensemos que la ‘evolucion’ de un sistema esta dada por un grupo de evolucién
fuertemente continuo t — U (t), si T es el generador infinitesimal de este grupo, por
lo resultados de la seccién anterior sabemos que U(t) = e~ 7. Entonces t — e =7
describe la dinamica del sistema y la evolucion del estado ¢ € $) es dada por

b(t) = e Ty,

El objetivo principal de esta seccién es relacionar propiedades de las medidas es-
pectrales de un operador autoadjunto 7' con el comportamiento para largos valores
de t del grupo de evoluciéon e 7.

Recordemos del Capitulo 2 que dado un operador autoadjunto T : ©(T) C
$H — $, podemos descomponer el espacio $) en subespacios espectrales asociados
al operador T (teorema 2.10), en general, diferentes subespacios proporcionan
diferentes comportamientos de e~ *71), particularmente cuando t — co. En esta
seccion estudiaremos algunos de estos diversos comportamientos.

3.2.1. Probabilidad de retorno (o de supervivencia) de es-
tados

Sea T' un operador autoadjunto, para cada ¢ € §, sean py = ui las corres-
pondientes medidas espectrales asociadas al operador T' introducidas en la secciéon



70 3. ALGUNOS RESULTADOS CLASICOS EN DINAMICA CUANTICA

1.4.1. Recordemos que v(t) = e~ T4 es la tinica soluciéon para la ecuacion

PSR =T, w(0) = € D(T)

Definiremos a continuacién las cantidades que seran importantes para estudiar el
comportamiento de e~"*T1) para largos valores de t:

Definiciéon 3.10. Sea ¢ € $ con ||¢| = 1.

I. La probabilidad de retorno a la condicion inicial v al tiempo t es
py(t) = [, e TY) P,
mds generalmente definimos p, . (t) = |(n, e~ Ty)|2.
11. El promedio de la probabilidad de retorno al tiempo t # 0 es

)= [ pots)ds

de manera similar definimos (py ) (t).

Ahora bien, recordemos que por el Teorema espectral y el teorema 1.48
<¢,6_itT’(/J> — / e—z’t;c dﬂw(x)a
R

si denotamos como fiy(t) = [ e " dpy(z), entonces (¥, e TY) = fi,(t). Lla-
memos a fiy(t) la transformada de Fourier de la medida p,;(t). Con estas conside-
raciones en mente, se tienen las utiles igualdades

polt) =1 o) = | [ e duy(a)| = lawtoP,  @20)

de donde podemos notar que el comportamiento de la probabilidad de superviven-
cia py(t) esta claramente relacionado con las medidas espectrales p.,; del operador
T. Como dijimos al inicio de la seccion, diferentes subespacios espectrales de T'
proporcionan diferentes comportamientos de e~#Tq), es decir, dependiendo del
subespacio en el que se encuentre ) tendremos diferentes propiedades de p;, 4 (t) y
(Pn,v)(t), especialmente cuando ¢ — oo.

Recordemos que si ¢ es un eigenvector de T entonces ¢ € 9,(T"), la primera
proposicion que demostraremos nos dice qué pasa con py (t) cuando nuestro estado
inicial ¢ € $) es un eigenvector de T":

Proposicion 3.11. Sea ¢ € $ un eigenvector de T con ||¢|| = 1, entonces

py(t) == |, e T2 =1 VteR.
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Demostracion. Sea A € R tal que T = A, por el lema 1.58 tenemos que py =
l¥||205 con 8y la medida de Dirac en \ y utilizando la proposicién B.12 obtenemos

pu(t) = [(v, e )2

Ahora bien, por definicion
Dac(T) ={Yp€9H: ,U5 < (1},

donde ¢ es la medida de Lebesgue en R, daremos una proposicién que nos dird
como es el comportamiento de p, (t) cuando t = 0o y ¢ € Hac(T). Para ello
necesitaremos los siguiente lemas:

Lema 3.12. Cada uno de los subespacios $,(T), Hc(T), 9s(T), Hac(T) y Hsc(T)
reduce a los operadores U(t) := e~ T para toda t € R.

Demostracion. Sea t € R, ya que U(t) := e T es un operador en B($)), es sufi-
ciente demostrar que cada uno de los subespacios es U (t)-invariante, es decir, para
todo ¥ € $

si ) € 9H,(T) = U(t)y € H(T),

para cada = € {p, ¢, s, ac, sc}. Primero demostraremos que U (t) conmuta con todas
las proyecciones espectrales de T', en simbolos:

PT(Q)U(t) =U(t)PT(Q), vQc A

De acuerdo a las igualdades en (3.3), la igualdad anterior es equivalente a demos-
trar que PT(xq)PT(f;) = PT(f;)PT(xq) para cada Q € A, pero esto tltimo es
consecuencia inmediata del inciso IT de la proposicion 1.49. Ahora bien, ya que
por los teoremas 2.3 y 2.8 todos los subespacios espectrales tienen una caracteri-
zacion via las medidas espectrales de T', para demostrar que si ¢ € $,.(T) entonces
U(t)y € $H5(T) bastaria demostrar que sus correspondientes medidas espectrales
son iguales, es decir, iy, = py(s)y- Esto ltimo es consecuencia de que

1w () = [PTQUOY]? = [UGOPT(Qp]* = |IPT(Q)v]* = uy ()

pues U (t) es un operador unitario.
L]

Lema 3.13 (Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R) y f denota su transformacion

de Fourier, f(p) = \/% [ e ®* f(x)dz, entonces f es continua y ademds

lim f(p) =0.

|p|—o0
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Tomemos entonces 1 € $4.(T), sabemos que la medida p es finita y ademas la
medida de Lebesgue ¢ es o-finita, como jiy es absolutamente continua con respecto
a £, el Teorema de Radon-Nikodym nos dice que existe una funcion f > 0 Borel-
medible tal que

Hy () = / f(z)dx paratodo Q€ A,
Q

(donde fQ f(x) dzx es la integral con respecto a la medida de Lebesgue) y en este

caso
[odus= [ af o
R R

para cada funcién g €L!(uy). En nuestro caso, podemos decir atin més de la
funcion f > 0 obtenida arriba, como pi, es finita se tiene que

/R ()| d = / f(2) dr = uy(R) < oo,

es decir, f € L'(R). Una consecuencia importante de estos hechos es la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.14. Sea T un operador autoadjunto. Si 1) € H4.(T), entonces
lim (n, ey =0, VnehH
t—o0

por lo que
lim p, 4 (t) = 0.

t—o0

Demostracion. Primero demostraremos la afirmacion para cuando n = . Ya que
por hipotesis ¢ € $Hq4c(T), por definiciéon p,, es absolutamente continua con res-
pecto a la medida de Lebesgue ¢, por lo que de las observaciones hechas antes del
enunciado de la proposicién tenemos:

(¢, ey = / e dpy (x) = / e " fx) du = V2r f(1),
R R
con f € L*(R). Utilizando el Lema de Riemann-Lebesgue obtenemos
lim (i, e~ *T9) = V27 lim f(t) = 0.
t—o0 t—o0

Probaremos ahora que (n,e~""4) — 0 cuando t — oo para cadan € Hy ¢ €
Hac(T). Notemos que si ¥ € H,.(T) entonces e~ Typ € §,.(T) para toda t € R
(lema 3.12) y asi (n,e""T¢) = 0 para toda t € R si n € H5(T) = Hae(T)*;
ya que 9 = H4(T) ® H5(T) lo anterior nos dice que es suficiente considerar el
caso cuando 7 € H,.(T). Utilizando la identidad de polarizacion (proposicion 1.4)
llegamos a que (n,e~*T9)) es una combinacién lineal de cuatro términos de la
forma (n + ayp, e~ (n + arp)) con N+ arp € Hue(T) y @ € C, ya que cada uno de
estos términos converge a cero por el caso que demostramos al inicio, concluimos
que

lim (n,e"*Ty) =0, VneH.

t— o0

El limite lim; o0 Py (t) = O es consecuencia directa de la igualdad anterior

pues py .y (t) == |(n, e”*T)[2.
O
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Ahora bien, hemos demostrado entonces que lim_, o py ¢ (t) = 0 para ¢ €
Hac(T) yn € H, yaque H4c(T) C H(T) vale la pena preguntarnos lo siguiente: jel
limite limy_, oo Py, (t) también seré cero si ¢ € 9.(T')? La respuesta es parcialmente
cierta porque p, . (t) tenderd a cero sélo cuando tomemos el promedio sobre el
parametro ¢, es decir, para elementos 1 € $.(T) sucedera que lim;_, oo (py ) (t) =0
(proposicion 3.16). Para ello, demostramos primero un lema que utilizaremos mas
adelante.

Lema 3.15. Sea t — U(t) un grupo de evolucion fuertemente continuo, T su
generador infinitesimal. Entonces si B € B($)) y BU(t) = U(t)B para todo t € R,
los subespacios $,(T) y Hc(T) reducen al operador B.

Demostracion. Observemos que B* también conmuta con U(t) pues BU(t) =
U (t)B implica que U(t)*B* = B*U(t)* y como U(t)* = U(—t) por (3.1), entonces
U(t)B* = B*U(t) para cada t € R.

Ya que ©(B) = 9, para demostrar que $,(7T") reduce a B es suficiente demos-
trar que $,(T) y 9,(T)*" son B-invariantes (Apéndice A). Primero tomemos v
un eigenvector de T' con T = A\, ya que B conmuta con U(t) para cada t € R
y es un operador continuo, de un argumento analogo a la demostracion del lema
3.3 concluimos que lim;_,o +(U(t) — I)B1 existe y por consecuencia By € D(T),
ademas, explicitamente se tiene que

TBy = ilim(U(t) - By
= Bilim(U(t) — )¢

= BTY
= B\
= ABYy

por lo que By es también un eigenvector de T', por tanto By € $H,(T) y esto
para cada eigenvector ¢ de T. Ya que £,(7T) es la cerradura del subconjunto
lineal generado por todos los eigenvectores de T'y B es un operador continuo,
automaticamente tenemos que si ¢ € $,(T) entonces By € H,(T), es decir, el
subespacio $),(7") es B-invariante. Del hecho que U(t)*B* = B*U(t)* para cada
t € R podemos argumentar de manera analoga a la anterior y concluir que B*
también deja invariante a $,(7T").

Para demostrar que B deja invariante a $,(7)* tomemos ¢ € H,(T)*, que-
remos probar que By € §,(T)+ para lo cual bastarfa demostrar que (B, 1)) =
0 Vi € H,(T). Sea entonces ¢ € £,(T), como (By, ) = (¢, B*y) y B*1) € H,(T)
por lo hecho arriba, entonces (B, 9) = (¢, B*)) = 0 que es lo que queriamos
demostrar, luego, B también deja invariante a $,(7)*. Concluimos entonces que
$p(T) reduce al operador B, ademas, ya que un subespacio es reductor si y solo si
su complemento ortogonal lo es (proposicion A.2), $.(T') es también un subespacio
reductor de B.

O

En particular, notemos que el lema anterior es otra justificacion del hecho que
los subespacios $,(T) y Hc(T) reducen a los operadores U(t) para cada t € R,
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ya que por definicion se tiene que U(t)U(s) = U(t + s) = U(s)U(t) Vs,t € R.
Finalmente demostramos la respuesta que dimos a una pregunta planteada parrafos
arriba al respecto del comportamiento de p;, (t) cuando ¢ — oo y cuando nuestro
estado inicial ¢ pertenece al subespacio $.(T).

Proposicion 3.16. Sea T' un operador autoadjunto. Si € H.(T), entonces para
cadan € 9

1

lim (py,p)(t) = Hm —

t—00 t—oo t

t
[ e pas —o.
0

Demostracion. Denotemos por U(t) := e~ %1 para cada t € R al grupo de evolu-
cion t — e~ T Sea 1 € H.(T), por el lema 3.12 sabemos que U(t)y) € H.(T) para
todo ¢ € R por lo que si n € $,(T") entonces (n, U(t)y) = 0 para todo t € Ry en
este caso la afirmacion es trivial. Ya que ) = $,(T)&5.(T) sera suficiente analizar
el caso cuando 1 € 9.(T) y en este caso, podemos utilizar ademas la identidad
de polarizacion (proposicion 1.4) para expresar a (n, U(t)i) como combinacion li-
neal de cuatro términos de la forma (n+ ay,U(t)(n + ap)) con n + arp € H.(T)
y a € C. Por todo lo anterior, la afirmaciéon de la proposiciéon se reduce al caso
cuando n = ¢ € H.(T) pero ésto es una simple consecuencia de la proposiciéon 4.2
del Capitulo 4.

O

Los resultados anteriores tienen significado en Mecanica cuantica, si ||n|| =
||| = 1, un calculo sencillo nos muestra que el vector (n,1)n es la proyeccion de
1) sobre el subespacio unidimensional generado por 7, por lo que |(n,v)|?> puede
interpretarse como la ‘parte’ de ¥ que esta en el estado 1. Del mismo modo pode-
mos interpretar p, , = |(n,e~"T4))|2, la probabilidad de supervivencia al estado
7.

Asi, lo demostrado en esta secciéon nos dice que bajo la evolucién e~#T), en
promedio cualquier estado 1 es completamente abandonado si nuestro estado inicial
1 esta en $.(T), pues por la proposicion 3.16, (p,y)(t) — 0 cuando t — oo;
ademas, segin la proposiciéon 3.14 el promedio sobre p,, 4 (t) no es necesario si
Y € 94c(T). Por otra parte, en la primera seccion del Capitulo 4 demostraremos
que la afirmacién reciproca de la proposicion 3.16 también es verdadera (cuando
n = ) y por lo tanto si nuestro estado inicial 9 estd en $,(7) tenemos que
1fimy o0 (py) (t) > 0 lo que nos dice que bajo la evolucién e~ #*T1) nuestro estado
inicial no es completamente ‘olvidado’.

3.3. El Teorema de RAGE

En esta seccién demostraremos un resultado conocido como el Teorema de
RAGE, nombrado asi por las aportaciones de D. Ruelle (1969), W. O. Amrein
y V. Georgescu (1973) y finalmente por V. Enss (1978). Decidimos demostrar el
Teorema de RAGE ya que provee una conexién entre la dinamica de las soluciones
de una ecuacion lineal de evolucion (como la ecuacion dindmica de Schrodinger
introducida al inicio del capitulo) y las propiedades espectrales del operador lineal
autoadjunto que genera la dindmica, el generador infinitesimal.

Antes de enunciarlo, demostremos el siguiente teorema:
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Teorema 3.17. Sea T un operador autoadjunto, t — U(t) un grupo de evolucion
unitario fuertemente continuo y B un operador en B($)). Supongamos que existe
un operador D € B($) tal que i) DU(t) = U(t)D para toda t € R, i) Ran (D) es
denso en §) y iii) BD es un operador compacto %. Entonces para cada v € $.(T)
se cumple

L 2
tim [ 1BUG)R ds =0,

Demostracion. Sea 1 € 9.(T') y tomemos € > 0, probaremos que existe ty € R tal
que para toda t > tg

t
%/ |BU (s)¢||* ds < e.
0

Si B es el operador 0 la afirmacion es trivial, supongamos entonces que B # 0.
Ya que Ran (D) es denso en $), existe ¢y € $ tal que
14 — Diol|* <

3
9B

Denotemos por P, a la proyeccion ortogonal de ) sobre $).(T), como por hipotesis
D € B(®) y DU(t) = U(t)D para toda t € R, el lema 3.15 nos dice que 9.(T")
reduce al operador D y entonces por teorema A.4 tenemos la igualdad DP.yy =
P.D1y. Si denotamos por h = P,y se cumple

| — Dhl[? = || Pt — P.Dtjo|?
< || P|[* |l — Do |?
< || — Do (3.21)
.
9[B[?’

donde P.v) = pues ¥ € H.(T).

Si h =0, de las desigualdades de arriba tenemos

1/t 1t 1/ te >
= B 2ds < ||BJ? 27/ 2ds < ||BJI2= _°
t/o |BU (s)||* ds < | B|Z|U ()| i, [[|*ds < || B t(QHB”Q) g <6

para cada t, por lo que tenemos el resultado.

Si h # 0, del hecho que BD es un operador compacto podemos escoger un
operador de rango finito K tal que ”
€

|BD - K||*> < ———.
9|[R[?

(3.22)

Ademas, por la proposicion 1.38 tenemos la siguiente expresion para K:

n

K() = Z<77k7 . >90k7 con N, Pk € 9,
k=0

6Sean 1 y $2 espacios de Hilbert, un operador T : D(T) C $1 — 2 es compacto si cada
sucesion acotada {¢n}n>1 en D(T) contiene una subsucesion {1n, }r>1 tal que {T¢n, }r>1 es
convergente. Ademas, si T es un operador compacto entonces T € B (.67) -

7Si T es un operador compacto, entonces existe una sucesion { K, },,>1 de operadores de rango
finito tal que K,, — T en B($). -
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por lo que utilizando la desigualdad en espacios de Hilbert || > 7_ fill> < nd p_o Ifx]%,
ademas de (3.21) y (3.22), concluimos que

IBU(s)¢|1* = | BU(s)(v — Dh) + (BD = K)U(s)h + KU (s)h]|*
< 3(|BU(s)( — DR)|I* + |[(BD — K)U(s)h||* + | KU (s)hl|?
= 3| BU(s)(v — Dh)||* + 3|(BD — K)U(s)h|* + 3| KU(s)h|*

<sHz+ 3Hfj<nk,v<s>h>soku2

<—+3nz i, U()R) 2 2,
(3.23)

por lo tanto,

/||BU Yol ds < /de /3nz (i, U () Pl | ds

(3.24)
3n2||saku2 /|nk, R)2 ds,

el ultimo sumando del lado derecho es una suma finita de términos cada uno de
los cuales converge a cero cuando ¢ — oo por proposicion 3.16 (por el Teorema de
Stone U(s) = e~®T con T autoadjunto) ya que h = P.py € $.(T), por lo tanto
existe tg € R tal que para toda t > ¢,

n 1 t c
3TLZ llox I ;/ | (o, U (s)Rh)|[*ds < 3
k=0 0
asi, de (3.24) obtenemos

1 [ 2
7/ | BU (s)3||* ds < Ziioe para toda t > %,
tJo 3 3
luego,
Jlim - / |BU(s)¢|* ds = 0.
O

Enunciaremos ahora un teorema muy importante y que se debe a los aportacio-
nes primero de D. Ruelle en [Rue69], y después de W. O. Amrein y V. Georgescu
en [AG73], la demostracion es consecuencia de la proposicion anterior.

Teorema 3.18. Sea T un operador autoadjunto en $ y K € B($) un operador
compacto, entonces para cada ¥ € H.(T)

T—r 00

Mnf/HK’MﬂHﬁfO
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Demostracion. Es consecuencia de aplicar el teorema 3.17 al grupo de evolucién
t—=Ult)=e " conD:=1yB:=K.
O

Una importante generalizaciéon del teorema anterior tiene que ver con no pe-
dir necesariamente que el operador K sea compacto. Enss en su articulo [Ens78|
demostro que las afirmaciones del teorema anterior son validas para operadores
C € B($) que cumplen que C(T + i)' es compacto; el resultado es conocido
comunmente como el Teorema de RAGE y lo enunciamos a continuacion:

Teorema 3.19 (Ruelle~Amrein—Georgescu—Enss). Sea T un operador auto-
adjunto en $ y C € B($) tal que C(T + i)~ es compacto. Entonces para toda
Y € H.(T) se tiene
lfm 1/ [Ce™®Ty||? dt = 0.
T—=o0 T Jo
Demostracion. Por suposicion tenemos que C' € B($), si tomamos B := C, D :=
(T +14)~! como en las hipétesis del teorema 3.17 y demostramos que (T +4)~! €
B($) ademas de i) (T+i)" U (t) = U(t)(T+i)~! para todat € R, ii) Ran (T +i)~*
es denso en §) y iii) C(T + i)~! es compacto, entonces el teorema 3.17 nos da el
resultado.
Como T es autoadjunto, o(T) C R, por lo que —i € p(T) y por definicion
R_;:=(T+i) ':9—D(T+1) existe y (T +14)~! € B(9).
i) Ahora bien, por lema 3.3 tenemos que U(t)T = TU(t) Vt € R, por lo que
de la linealidad de U(t) y T' obtenemos

UR)T+1)=U@®)T +iU() =TU() +iU(t) = (T +1)U(t),
es decir, (T + i) conmuta con U(t) para cada t € R. Sea t € R, entonces

(T+)7'U@) = (T +i) ' U@NT +i)(T +i)~ !
=(T+i) " T+)U@)(T +i) !
=U)(T +4)7,

luego, (T +i)~! también conmuta con U(t) para cada t € R.

ii) Por definicion de operador inverso tenemos que Ran (T + i)™t = D(T +
i), pero (T +1i) = D(T)NDELD) =D(T)NH =D(T) y D(T) es denso por
la demostracion del Teorema de Stone, luego, Ran (T + i)~! es denso en . iii)
C(T + i)~ es compacto por hipotesis.

Por todo lo anterior se cumplen las hipotesis de el teorema 3.17 y como conse-
cuencia, si ¢ € 9.(T') entonces

1 [" ;
lim f/ [Ce™T4||% dt = 0.
0

T—00 T
O

Asi, propiedades espectrales del operador T' son relacionadas con el comporta-
miento para grandes valores de ¢ del grupo de evolucién unitario e 7,
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3.4. Notas

Seccioén 3.1

Un complemento para el material de esta seccién y su relaciéon con la Mecénica
cuantica puede encontrarse en los libros [Tes09], [dO09], [BEH08|, [Amr09] y en
la valiosa seccion VIIL.11 de [RS80|. También, un andlisis muy interesante del
Teorema de Stone empezando desde su ‘expresion’ en el caso dimensionalmente
finito y llegando hasta operadores en B($)) puede encontrarse en el primer capitulo
de [ENOG].

Seccion 3.2

El material de esta secciéon esta basado en una pequena parte del Capitulo 13
del libro [dO09], también se pueden encontrar ahi muchas de las demostraciones de
la seccién que no presentamos en este trabajo por ejemplo el Lemma de Riemann-
Lebesgue, recomendamos este libro para quien esté interesado en profundizar los
conceptos de Dindmica cuantica expuestos en esta seccion. La demostracion de las
proposiciones 3.14 y 3.16 se las debemos al Capitulo 5 de [Amr09].

Seccion 3.3

Esta seccion se basa en el Capitulo 4 del libro [Amr81] de W. O. Amrein quien
fue uno de los matematicos a quienes se les debe resultados de tipo del Teorema
de RAGE. Los libros [Tes09] y [dO09] también pueden servir como referencia.



cAPITULO 4

‘Bienvenidos al Pais de las Maravillas'

Como mencionamos en la introduccion, durante las décadas de 1960, 1970 y
1980 el espectro singular continuo era considerado como una ‘patologia’ dentro de
la Teoria de operadores e ‘indeseable’ para la Teoria matematica de la mecanica
cuédntica. Alrededor del ano 1994, B. Simon inici6 con la publicacién de varios
resultados donde demostraba que este tipo de espectro es en realidad un fenémeno
mucho méas comun de lo que se pensaba hasta ese momento, de hecho, era un feno-
meno ‘denso’ para muchas clases de operadores. De entre esos primeros resultados
que revolucionaron la visién sobre los operadores con espectro singular continuo,
quizé el més notable fue al que denominé: el Teorema Wonderland.

Dado un espacio métrico completo (X, d) de operadores autoadjuntos actuando
en un espacio de Hilbert separable ), bajo ciertas condiciones se garantiza que
los operadores en X que tienen espectro puramente singular continuo forman un
conjunto genérico, es decir, un conjunto G5 denso en X. Esto es lo que afirma
el Teorema Wonderland y que demostramos detalladamente en este capitulo, la
prueba esta basada en dos resultados técnicos de interés independiente y usamos
para uno de ellos una prueba sugerida por por S. De Biévre y G. Forni en 1998.

4.1. Preparando el teorema principal

4.1.1. El Teorema de Wiener

Recordemos del Capitulo 3 (proposicion 3.16) que si ¢ € H.(T) entonces

ltm {py) (1) = 0.

t—o0

Comenzaremos esta seccion demostrando que el reciproco de la afirmacion
anterior también es verdadero, es decir, si tomamos @ € $ arbitrario tal que

79
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limy o0 (py) (t) = 0 entonces ¢ € $.(T). Para ello, demostraremos antes un teore-
ma clasico sobre la transformada de Fourier! de una medida de Borel finita pu.

Teorema 4.1 (Wiener). Sea pu una medida de Borel finita sobre R y [i(t) =
fR e~ du(z) su respectiva transformada de Fourier. Si 2

A= eR:u({A) #0} =\ : ke N}

es el conjunto de los puntos discretos de i, entonces
tim L [ ()2 ds = 32w’
t—oo t 0 P k

Demostracion. Observemos primero que la suma del lado derecho de la igualdad
anterior es convergente pues por la o-aditividad y finitud de p obtenemos

> und) = (U n}) = o) < p(®) < 00 (4.1)
k=1 keN

por lo que la sucesion de términos p({Ag})r>1 es sumable y por lo tanto acotada,
asi, existe M > 0 tal que p({\r}) < M para toda k € N y entonces

> u({nh)? Zu{xk} ({\)) < Z {MhM Zu({Ak}x

k=1

tomando el limite cuando n — oo en la desigualdad anterior obtenemos finalmente
por (4.1) que

S opn)? <MY p({M}) <
k=1 k=1

Ahora bien, demostremos la igualdad que afirma el teorema. De las igualdades
en (3.20) se tiene que

1 ¢ ~ 2 1 —1i8T
[P = [ | [ e )
0 R

0 -
= %/0 (/R e du(%)) (/R e~isy du(y)) ds,

pues fi(s) € C para cada s € R. Ademés, ya que para funciones f : R — C
p-integrables, con f = u + iv donde Re(f) = u y Im(f) = v, se cumple

/fdu::/udu—i—i/vdu,
R R R
Ver (3.20).

2Como p es una medida de Borel finita, utilizando el lema B.5 tenemos que A es un conjunto
contable.

2
‘ds

(4.2)
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entonces

/fd,u:/udu—i-i/vd,u
R R R
:/udu—i/vd,u
R R
:/udu—i—i/—vd,u
R R
=/?du,
R

por tanto, de (4.2) obtenemos 3

= 1/; (/R(/R e‘“””‘y)sdu(y)) du(w)) ds,

ademas, como |e*i(‘”’y)s| < 1y la medida p es finita podemos utilizar el Teorema
de Fubini (teorema B.15) en esta altima expresion para obtener la igualdad

L) ane)as= [([ e dwonin) i

asi, de (4.3) y la igualdad anterior se tiene

1/; |a(s)|? ds = 1/; (/]RQ e i(z—y)s d(u @ p)(x, y)> ds.

Utilizando nuevamente el Teorema de Fubini* podemos cambiar el orden de in-
tegracion en el lado derecho de la igualdad, por lo que integrando primero con
respecto a s obtenemos

1%7mw%w=14145ﬂ@ﬂ”au®muw0w
:/RQ(%/O e H@y)s ds) dp @ p)(z,y) (4.4)

= /R2 Ft(x,y) d(/j,@ﬂ)(x,y),

3En (3.5) probamos que e~ ¥ = e~ (—9)y,
4Podemos usarlo debido a que la medida u ® u es finita (pues u lo es) y también la medida
de Lebesgue es finita en [0, t].
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donde®

Luego, si = y claramente 1fim;_, o Fy(x,y) = 1 y como |i(e **~ ¥t —1)| < 2,
para x # y se tiene
lim Fy(z,y) =0,
t—oo

lo que podemos expresar como:
Jm Fy(2,y) = Xy (@) (4.5)
donde
1 si z=y
Xy () = { 0 si z#vy
para todo (z,y) € R?. Ademais, recordemos que en la demostracion del teorema

3.4 se prob6 que ‘
le™" — 1] < Jtal,

por lo tanto, si t > 0 y x # y se tiene

ile—iz—y)t _q ile~iz—y)t _q
(e, y) = |4 )| - i Iy
(z—y)t |(z —y)t|

y entonces (ya que p ® p es finita):

|Fy(z,y)| <1elt(pep) Vt>0. (4.6)

Ahora bien, de (4.4) obtenemos la expresion

1t )
tiw 7 [ NP ds = lim [ Filz) due p).)
0 t—00 R2

t—o0

por lo que utilizando (4.5) y (4.6) podemos aplicar el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue a la integral del lado derecho para tener

A ,
lim ;/ |i(s)|? ds = hm/ Fy(z,y) d(p @ p)(z,y)
0 t—o00 R2

t—o0

:/R lim Fy(z,y) d(p® p)(z,y)

5 t—00

= /RQ Xy} (&) d(p @ p)(2,y)

= [ ([ xn @ dut@)) .

s=t e,i(m,y)t 1 i(e_j’("”_y)tfl)

s=0  —ilz—y)t T Ti(e—y)t = (z—y)t

—i(z—y)s

5Six # y, % Ote’i(z*ws ds = %eii(wiy)
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en donde la ultima igualdad es consecuencia nuevamente del Teorema de Fubini.
La integral

/ Xty (&) dpi(z) (4.8)
R

puede calcularse de la siguiente manera: pensando en y como un elemento fijo
queremos integrar la funcién x — xy,3(z), notemos que esta funcion sélo toma
los valores 0 o 1, por lo que

[ Xt ) ) = 0 G 0D + 1wy 1)

=0-p(R—{y}) +1-pu({y})
= n({y})

La expresion anterior es valida para cualquier y € R por lo que la integral en
(4.8) no sera cero solo para los puntos discretos de p, es decir, sélo para aquellos
ye A={XeR: u({A}) # 0}. Entonces podemos escribir:

p{y}) si yeA

0 si y¢A.

(4.9)

/ X{y} (2) du(z) =
R

Como lo mencionamos al inicio de la demostracion, dado que i es una medida
de Borel finita, A = {\j : k € N} es un conjunto contable, de esta manera podemos
reescribir la igualdad anterior como

/X{y} Zu A1) - xp(y), paracada y € R (4.10)
k=1

que sustituyendo en (4.7) y utilizando el Teorema de convergencia mondtona de
Lebesgue (teorema B.10) obtenemos finalmente

in 5 [ ds = [ ([ xi @) dut)) auto
= [ (oD Xy 0) it
R =1

oo

(4.11)
=3 [ nAD X ) dut)

b
Il
Jan

M

() - / Xty @) du(w).

E
I
—

De manera similar a (4.9) podemos afirmar que

/ Xy () dia(y) = ({M})
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y asi, de (4.11) concluimos que
I ) =
lim - [ |i -
Jim [ B ds = 3 w0 [ xoo@du)

o0

= pu({Me}) - n({Ae})

1

=~
Il

u({As})?,

M

=
Il

1

que es lo que querfamos demostrar.
O

Proposicion 4.2. Sea T un operador autoadjunto. Para cualquier ¢ € $), el limite

lim (py)(t) = lim 1

t—o00 t—oo t

t
/0 (0, e~ T 2 ds

existe. Ademds
lim (py)(t) =0 siy sclo si P € N(T).
t—o00

Demostracion. Sea ¥ € §), sabemos del Capitulo 2 que todas las medidas espec-
trales p,; son de Borel y ademas finitas, entonces, si denotamos con A ={A € R:
oy ({A}) # 0} al conjunto de los puntos discretos de la medida /iy, €l hecho que el
limite

Tim (p,) (1)
exista para cualquier 1) € §) es consecuencia directa del Teorema de Wiener pues
por las igualdades en (3.20)

, N AN
Jim o)) = Jim 3 [ ()P s < .
La segunda parte de la proposicion también es consecuencia del Teorema de Wiener
yva que al tener las igualdades

. Lt 2 c- 2
Jim o)) = Jim 7 [ (o) s = > ()
(donde A = {A\; : k € N} es el conjunto de puntos discretos de fiy), tenemos
claramente que lim;_, o (py)(t) = 0 si y solo si py({A}) = 0 para todo A € Rsiy
solo si p, es una medida continua si y sélo si ¢ € H.(T) (teorema 2.3).

O

4.1.2. Convergencia de operadores autoadjuntos

Esta seccion tiene como finalidad introducir algunos conceptos relativos a la
convergencia de operadores autoadjuntos, especialmente cuando se trata de ope-
radores no acotados. Recordemos que para operadores en B($)) tenemos tres tipos
de convergencia, es decir, si T, y T' denotan operadores acotados actuando en un
espacio de Hilbert £, entonces:
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I. T,, converge débilmente a T si {p, T,¥) — (p,TY) para cualesquiera
©,1 € $, y lo denotamos como T}, — T.

11. T,, converge fuertemente a T si 1,9 — T% para toda 1 € $), lo denota-
mos como 1}, SN

1. 7,, converge en norma o uniformemente a T si T, — T en B(9).
Denotamos este hecho simplemente como T,, — T'.

Un primer intento para la definicién de convergencia de operadores autoadjun-
tos no necesariamente acotados seria la adaptacion de las primeras dos definiciones
arriba enlistadas, pero esto no es tan sencillo pues la simple adaptacion de la defi-
nicion T,, = T solamente tendria sentido para v € NxD(T;,) que podria consistir
unicamente del vector cero. En este caso, la manera usual de tratar el concepto de
convergencia es llevarlo al terreno de sus correspondientes resolventes o grupos de
evolucién en un sentido que aclararemos a continuacion.

Recordemos que si T' es un operador autoadjunto, entonces por el teorema 1.41
se tiene que C\ R C p(T), por lo que R,(T) := (T — 2I)~! es un operador en
B($) para cada z € C\ R, ademas, por la demostracion del teorema 3.4 sabemos
también que e*7 es un operador en B(£)) para cada t € R, asi, definiremos la
convergencia de operadores autoadjuntos en funcién de la convergencia de sus res-
pectivos resolventes o grupos de evolucién que por lo dicho arriba, son operadores
en B($). Con estas consideraciones introducimos las siguientes definiciones:

Definicién 4.3. Sean {T,,}n>1 y T operadores autoadjuntos actuando en un es-
pacio de Hilbert $. Decimos que

1. T,, converge fuertemente a T en el sentido de sus resolventes (SR)
si Ri(Tn) — Ry(T), en este caso escribimos Ty, SEop.

1. T,, converge fuertemente a T en el sentido dinamico (SD) si , para

S —itT

cadat € R, e #Tn 25 ¢ y lo denotamos por T, S0,

De manera anéloga a lo anterior, podemos definir los conceptos de convergen-
cia débil y en norma en el sentido de sus resolventes y en el sentido dinamico.
A continuacion enunciamos (sin prueba) algunas propiedades importantes que re-
lacionan los conceptos introducidos en la definicién 4.3 y que necesitamos para
demostrar el teorema principal de este capitulo, el lector interesado puede consul-
tar las demostraciones en el capitulo 10 de [dO09] o en el capitulo 8 de [RS80].

Proposicion 4.4. Sean {T,,}n>1 y T operadores autoadjuntos actuando en un
espacio de Hilbert $). Entonces

TnﬁT sty sélo si THET.

Proposicion 4.5. Sean {T),}n>1 y T como en las hipdtesis de la proposicion

anterior. Entonces T, SE oo y solo si f(T,)) = f(T) para toda f:R — C
continua y acotada.
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4.2. El Teorema Wonderland

En esta seccion enunciamos y demostramos el Teorema Wonderland que ya se
introdujo al inicio del capitulo, la prueba estéa basada fundamentalmente en las
proposiciones 4.8 y 4.10, por lo que la demostracion de éstas tltimas serd nuestro
primer objetivo. Cabe senalar que la demostraciéon de la proposiciéon 4.8 no es la
misma que aparece en el articulo original [Sim95] de B. Simon, por el contrario,
desarrollamos con todo detalle un comentario hecho por S. De Biévre y G. Forni
en [BF98] donde se propone utilizar el Teorema de Wiener (teorema 4.1) para la
demostracion; ya en el afio 2009 C. R. de Oliveira en su libro [dO09] retomo la
demostracion propuesta en [BF98| pero consideramos que omite nuevamente todos
los detalles involucrados en la prueba. Antes de comenzar con la demostracion,
introducimos las siguientes definiciones:

Definicion 4.6. Un espacio métrico (X, d) de operadores autoadjuntos (no nece-
sariamente acotados) actuando en un espacio de Hilbert ) separable y dimensio-
nalmente infinito, serd regular si:

I. (X,d) es completo.

. o SR ) .
1. si T,, = T con la métrica d, entonces T,, — T. Es decir, convergencia con
la métrica d implica convergencia fuerte en el sentido de sus resolventes.

Definicion 4.7. Sea (X, d) un espacio métrico, diremos que un conjunto D C X
es Gs si existe una familia contable de conjuntos abiertos {A, € X : n € N} tales

que
D= ﬂ A,.
n=1

Probaremos a continuacion la primera de las dos proposiciones (4.8 y 4.10) en
las cuales esta basada la demostracion de nuestro teorema principal, supondremos
en ambas proposiciones que el espacio (X, d) es un espacio regular. Resultados de
las secciones pasadas seran utilizados.

Proposicion 4.8. El conjunto Y :={T € X : 0,(T) =0} es G5 en X.

Demostracion. SiT esun operador autoadjunto en ), para cada i € § el promedio
de la probabilidad de retorno en el tiempo t es ©

D0 =1 [l TP as

Sean 1 € H y t > 0 elementos fijos. Lo primero que haremos es demostrar
que la funcién con dominio X y codominio R dada por

T—s <p5>(t) (4.12)

6Dado un operador autoadjunto T', en la seccion 3.2.1 se denot6 al promedio de la probabilidad
de retorno al estado ¢ en el tiempo ¢ como (py)(t), notemos que en esta notacién no se hizo
mencién explicita al operador 7' en cuestiéon ya que por lo general se ha trabajado con un solo
operador, de aqui en adelante esto cambiara y en la notacién especificaremos el operator T del
que estemos hablando, es decir, escribiremos (pi)(t)
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es continua. Para ello, sea {T,}52; una sucesion de operadores en X tal que
T, — T para algin T" € X, demostraremos que (pi”)(t) — <p£>(t), es decir,
demostraremos que

lim 7/ l 1/17 —stnw |2d8— / | ,(/}7 —isT >|2d8
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que para toda n € N

[, e )2 < olPlle™ T pl® < [l le™* ™ P[],

pero e~ Tn es un operador unitario (teorema 3.4 inciso 1) por lo que ||e= T || =
1.7 Asi, _
[, e )2 < ot
y por lo tanto para cada n € N
Xio,4(8) - [, e )2 | < xpo,g(s) - [I9]|* €LY (R) Vs € R, (4.13)

Por otro lado, ya que T,, — T y por hipotesis (X, d) es un espacio regular,

entonces T, SR T, pero por la proposicién 4.4 esto pasa si y solo si T, D T,
por lo que para cada s € R:

—isT, S —isT

e —e ,

en particular
e—isan €_iST’¢J

y como el producto interno es continuo entrada a entrada asi como el valor abso-
luto, obtenemos el limite puntual (para cada s € R):

lim_ |(, e 5T 2 = |, 5Ty .

n—oo

De lo anterior se sigue inmediatamente que (para cada s € R):
Tim X0, () - (W, e )2 = xpo g (s) - ({0, e TR (4.14)

Finalmente, por las afirmaciones en (4.13) y (4.14) podemos utilizar el Teorema
de convergencia dominada para obtener

h’m/\ Y, e T )|? ds = hm/ X0, (8) - [{¥0, e T ap) |2 ds

n—oo

n— oo

- / lim X0, q(s) - | (6, =T )2 ds
- / Xio.1(8) - 1{th, =T 2 ds

t
- /0 (0, e T 2 ds

7Si A: 1 — $H2 es un operador unitario, entonces

A
Al :=sup ——== =sup 1=1
;éo €l exo0
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y por lo tanto

1t 15T\ |2 Lt —isT, 1\ |2

lim o [ e ) 2ds = 5 [ [,e T ds.
0 0

Asi, hemos demostrado que si 7;,, — T entonces <p£">(t) — (pi)(t), por lo que la
funcion en (4.12) es continua.

Como la imagen inversa de un conjunto abierto en el codominio es nuevamente
un conjunto abierto en el dominio si la funciéon es continua, tenemos que para cada
n € N el conjunto

{TGX: (pTy(1) <%} (4.15)

es abierto en X pues es la imagen inversa del conjunto (—oo, %) bajo la funcién
(4.12).

Ahora bien, sea {1;}22; una base ortonormal del espacio §), demostraremos
que

op(T) =10 siy solo si tli)r&(pij>(t) =0 paratoda j € N. (4.16)

=| Supongamos que o,(T") = 0, por la observacion hecha después de la definicion
2.15 sabemos que H,(T) = {0} y por lo tanto

9e(T) == 9,(T)" = {0} = 9.

Asi, ¢; € H.(T) para cada 1, por lo que utilizando el regreso de la proposicién
4.2 se tiene que
’ T _ .
tliglo(pwj}(t) =0 para cada ;.
<| Supongamos ahora que limtﬂoo@ij)(t) = 0 para cada v, por la implicaciéon
de ida de la proposicion 4.2 tenemos que ¢; € $.(T) para toda j € N, como
{¥;}52, es base ortonormal de $) y $.(7T") es un subconjunto lineal cerrado de $,
automaticamente tenemos que 9.(T) = 9y H,(T) = {0}. Asi, por definicion 2.4:

op(T) =0,

que es lo que queriamos demostrar.

Con todo esto en mano, probaremos finalmente que Y :={T € X : 0,(T) = 0}
es G5 en X. Hemos demostrado en (4.15) que para ¢ € $,¢ > 0y n € N elementos
fijos, el conjunto

{Tex;@ﬁay<%}

es abierto en X, en particular, para cada 1; € {¢;}32; y n € N el conjunto

U{TeX:@%ﬂﬂ<l}

n
teN
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es un conjunto abierto de X pues es la uniéon de conjuntos abiertos. Probaremos
que

Y= U{TeX: <p£j>(t)<%}, (4.17)

7,meN teN

es decir, Y es la interseccion contable de conjuntos abiertos de X (Y es Gs en X).
C|Sea T €Y, por definiciéon o,(T) = 0. Sean jo,no € N arbitrarios, queremos
demostrar que

1
A i
Te U{TGX F (po, )(t) < - }
teN
Utilizando (4.16) se tiene que limt_mo(pim)(t) = 0. Como® <p5j0 )(t) > 0 para cada
t > 0, la afirmacion anterior implica que existe tg € N tal que para toda t > tg

1
0< (,)(0) < o

as{, en particular
1
LT
T e {T € X 1 (py,, )(to) < - }
y por lo tanto

T e U{TeX: <p£j0>(t)<nio}.

teN

D] Tomemos T en el conjunto del lado derecho de (4.17), queremos demostrar
que T € Y, es decir, probaremos que 0,(T") = (). Utilizando (4.16) es suficiente
demostrar que

lim <p5j>(t) =0 para cada ;.

t—o00

Sea 1, un elemento fijo de la base ortonormal, por hipétesis

T e m U{TEX: <p5j>(t)<%},

j,neN teN
lo que quiere decir que para cada j € N y para cada n € N, se tiene
1
. T —
Te U{TGX. (pf,) () < — },

teN

8Sea {t;};>1 una base ortonormal de §. Si v; € {¢;};>1 entonces 0 < (pzz:j)(t) para cada
t > 0, es decir,
1t .
0< 1 [ lwsem Ty P as.
t Jo
Demostracion. Recordemos que s +—> e isT
lo que s +— |(¢;,e”*T4;)|? es una funcién continua. Ademas, dado que e

(w5, e 0T ;)2 = (5, Tpy)|* = [ 950> > 0
pues 1; # 0. Asi, la funcion s — \<wj,e’iST¢j>\2 es continua y positiva en s = 0, por lo que
% fot [(1hj, e~ T ;)2 ds > 0 para cada t > 0.

es un grupo de evolucién fuertemente continuo por
—i0T =T se tiene que
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en particular, para cada n € N

Te U{TGX: <p5j0>(t)<l},

n
teN

ya que (pij())(t) > 0 para cada t > 0, la expresion de arriba implica que para cada
n € N existe ¢, € N tal que

0< (T, (k) < % (4.18)

Por la proposicién 4.2 el limite Hmt—>00<pzz:j0 )(t) existe y por (4.18) podemos cons-
truir una sucesion estrictamente creciente {z;}7°; C N con la propiedad de que

lim (pl Y(zx) =0
Jim (o, )(k) =0,
es decir, estamos encontrando una subsucesion que converge a cero, como el limite
original existe, éste tiene que ser cero también, es decir

lim <p£j0>(t) =0,

t—o0

que es lo que queriamos probar.
Por lo tanto se tiene la igualdad en (4.17) y Y es un conjunto Gs en X.
O

A continuacién probaremos un lema que utilizaremos para demostrar la pro-
posicion 4.10, el lema caracteriza las medidas de Borel finitas (en R) que son
mutuamente singulares con respecto a la medida de Lebesgue.

Lema 4.9. Sea p # 0 una medida de Borel finita y £ la medida de Lebesgue en R,
entonces pu y £ son mutuamente singulares (u L £) si y solo si existe una sucesion
de funciones continuas f, : R — [0,1], n > 1, tal que

1
R 2

1
II. M(R)—/]and,u< o

Demostracion. =] Supongamos que p L £, es decir, supongamos que existe un

conjunto de Borel C' C R tal que ¢(C) =0y pu(R\C)=0. Yaque p y £ son
9

regulares ”, se tiene
LC)=mf{{(U):U CR es abierto,C C U} (4.19)
w(C) =sup{p(K): K CR es compacto, K C C}. (4.20)

9Como puede consultarse en [Rud87, pag.48] al ser u una medida de Borel finita sobre R
entonces u es regular, ademaés, ya que £ es la medida de Lebesgue, ¢ es regular.
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Como ¢(C) = 0, utilizando (4.19) podemos afirmar que existe una sucesion de
conjuntos abiertos {Oy, },>1 tal que

1

CcC On Y g(on) < 27a

(4.21)

ademas, de (4.20) existe una sucesiéon de compactos {K,},>1 tales que cumplen

1
KncC oy p(C) =5 < p(Kn),

por lo que utilizando el hecho que u(R\ C) =0y u es finita se tiene

((C\E)U®R\C))

(C\ Ky) + u(R\ C)

(C\ Ky (4.22)
(O) = k)

<7
2n

PR\ Ky)

o
I
I
o

Asi, utilizando el Lema de Uryshon'? existe una sucesiéon de funciones con-
tinuas f,, : R — [0, 1] que ‘separa’ a los cerrados K, y R\ O,, es decir, f,(z) =1
para toda z € K,, y fn(z) = 0 para toda € R\ O,,. Entonces por (4.21)

/fndz_/RO fndﬁ—i—/ Fodt
/ fodl

1
< 27,
lo que demuestra el inciso I. Para demostrar II, notemos que (1 — f,)(x) = 0 para
toda x € K, por lo que utilizando (4.22) se tiene

,/and,t:/Rlduf/andﬂ
:/R(l—fn)du
:/R\Kna_fn)dp—/ (1~ fu)dp

(1 - fn) dﬂ
R\K,,
< R\ Kp)
1

<27,

10Lema de Uryshon. Si A y B son conjuntos cerrados y disjuntos de un espacio normal X,
entonces existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que Va € A, f(a) =0y Vb€ B, f(b) =1
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que es lo que queriamos demostrar.
<] Ahora supongamos que existe una sucesion de funciones continuas f,, : R —
[0, 1] que cumplen Iy II como en las hipotesis, queremos demostrar que p L £.
Definamos para cada n € N, C,, := {z € R: < f,,(2)}, entonces

1 1
e(cn)z/c 1d£—2/c fd€<2/ fnd€<2/fnd€<2<2n):2n_l

n

(4.23)
y
WA C) = p(BAC) ~ [ gt [ fudu
R\C,, R\C,,
:/ 1d,u / fndu+/ Jndu
Cn R\C”
R\Cn R\Cn
/(1fn)du+/\ *du
PR\ Cr)
fn dp + B =)
IL 1 R\C)
St
por lo que “(R;C") < &% y por tanto
1

Ahora bien, definamos

=1 U G

m>1ln>m

demostraremos que £(C) =0 y pu(R\ C) =0. Como

R\C=J N ®\C)

m>1n>m

¥ {Un>mCn}oo_; es una sucesion decreciente de conjuntos medibles que por (4.23)

cumple
(Un>1Chn) Zf ) < Z 5 1,
n=1

entonces por la proposiciéon B.2 y las igualdades en (4.23) y (4.24) se tiene

=N U cn)= tim U e —mlilgto )< tim 3 g =

m>1n>m n>m n>m

0
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y también

u®\C) =pu(|J N ®R\C)

m>1n>m

Asi, £(C) =0y pu(R\ C) =0 (ademéas C # () pues u # 0), es decir, p L £.

Proposicion 4.10. El conjunto W :={T € X : 0,.(T) =0} es Gs en X.
Demostracion. Definamos para cada ¢ € $) el conjunto
Q) ={T € X : py L(},

si {1;}j>1 es una base ortonormal de § lo primero que demostraremos sera que

W= Q). (4.25)

Jj=1

D] SiT € n; Q) entonces ugj 1 ¢ para cada j > 1 por lo que ¢; € H,(T),
como H4(7") es un subconjunto lineal cerrado de ) se tiene que ) = H5(T) y por
el teorema 2.10

ﬁac(T) = f)s(T)L = ﬁL = {0}
Asi, Ty : {0} — {0} y como consecuencia

Gac(T) = 0(Tye) = 0,

luego, T € W.

C| Supongamos que T' € W, entonces 0,.(T) = 0 y por definicion o(T,.) = 0,
va que Tye := T‘mc(T) es un operador autoadjunto y por tanto tiene espectro no
vacio (teoremas A.4 y 1.41) necesariamente $,.(T") = {0}, luego

'?J‘;(T) = ﬁac(T)L = {O}L = »6

Asi, {}>1 C H5(T) por lo que “5;- 1 ¢ para cada j > 1 y entonces

T e () QMW;).

Jj=1

Ahora bien, para cada funcion continua f : R — [0, 1] podemos definir el conjunto

Un(F0) = {T € X s (0, (0= SO0 =@ = [ raud < 37}
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afirmamos que para cada ¥ €

QW)= U Unlf ) (4.26)

donde D, es el conjunto de funciones continuas f : R — [0, 1] tales que [, fdl <
2%. Para demostrarlo es suficiente utilizar el lema 4.9 pues T € Q(%) si y solo
si “5 L ¢ siy solo si existe una sucesion de funciones continuas f, : R — [0, 1],
n > 1, tales que

1 1
[ddt< o v uE@® - [ ol < o
R R

es decir, si y solo si para cada n > 1 existe una funcion f, € D, tal que T €
un(fn, w)a si y solo si

Te () | talfv).

n>1feDy,

De las igualdades en (4.25) y (4.26) podemos escribir finalmente la expresion

W= U tlfey, (4.27)

j21nz1feDy

si demostramos que para ¥ € $) el conjunto U,,(f, ) es abierto para cada f € D,
y n € N, entonces el conjunto

U Ua(f:0y)

f€D,

serd también un conjunto abierto para cada j,n > 1 pues es la unién arbitraria
de conjuntos abiertos, de esta manera la expresion en (4.27) probara que W es la
interseccion contable de conjuntos abiertos, es decir, un conjunto G5. Demostremos
pues que si ¢ € 9, U, (f, 1)) es abierto en X para cada f € D,.

Demostraremos equivalentemente que el complemento de U, (f, 1))

c __ . 1
Un(F )" = {T € X+ (. (L= F(D)) > 5 ]

es un conjunto cerrado en X para toda f € D,,. Sea f € D,, (entonces f es continua
y acotada pues f[R] C [0,1]) y tomemos {T}},>1 una sucesion de operadores en
Un(f, )¢ tal que T — T para algtin T' € X, demostraremos que T € U, (f, ).

Ya que (X, d) es un espacio regular entonces T SKop y por la proposicion 4.5 se
tiene f(T}) — f(T), en particular para ¢» € $

[Ty — f(T).

Como el producto interno es continuo entrada a entrada, afirmamos que

dim (g, (1= f(T)6) = (&, (1= F(T)) (428)



4.2. EL TEOREMA WONDERLAND 95

y entonces
(0, (1= J(T)) = 5 (1.29)

va que si (¥, (I— f(T))y) < 3= se tendria que 0 < 57 — (¥, (I— f(T))) por lo
que de (4.28) existiria N € N tal que para toda k > N

[, (L= F(T) — (%, (= FT))] < o= — (W, (T F(T))

y asi
(W, (L~ FT)0) < —,

lo que es una contradiccion pues Ty € Uy, (f, )¢ para toda k > 1. Asi, (4.29) se
cumple y
T 6 un(f’ ,11[})6’

luego, U, (f,1)¢ es cerrado, por tanto, U,(f,1) es un conjunto abierto de X y
concluimos la demostracion.

O

Recordemos una definiciéon que dimos al inicio del capitulo: dado un espacio
métrico (X, d), diremos que un conjunto B C X es genérico si es denso en X
(B = X) y ademas es un conjunto G5. Con esta definicién en mente, enunciamos a
continuacién el Teorema ‘Wonderland’, la prueba esta basada en las proposiciones
que acabamos de demostrar.

Teorema 4.11 (Wonderland). Sea (X, d) un espacio regular. Si ambos conjuntos
= Jac(T)}: Y
USC(T)}

son densos en X, entonces el conjunto Cs. = {T € X : 0,(T) = 0 = 04.(T)}
es genérico en X. Es decir, el conjunto Cys. de operadores en X con espectro
puramente singular continuo es genérico.

e O, ={TeX:0,(T)=0
L4 Cac:{TeX:UP(T):(Z)

Demostracion. Usando la notacion de las proposiciones 4.8 y 4.10, observemos que

si T € Cp en particular o,.(T) = 0 y entonces T' € W, asi C;, C W. Como por

hipotesis C, es denso en X, tenemos que W también lo es, ademas, sabemos por

la proposicion 4.10 que W es un conjunto Gy, luego, W es un conjunto genérico.

Similarmente tenemos que C,. C Y, por lo que Y es un subconjunto denso de X

y como por la proposicion 4.8 Y es G, entonces Y también es genérico en X.
Claramente se tiene que

Coe =Y NW, (4.30)

por lo que si demostramos que Y N W es un conjunto genérico en X habremos
terminado la demostracion. Probemos en general que si A y B son conjuntos
genéricos de un espacio métrico completo, también lo es AN B.
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Supongamos pues que A y B son conjuntos genéricos, como Ay B son conjuntos

G se tiene que
A=()4. y B={()Bn

n>1 n>1

donde {A,}n>1 ¥ {Bn}n>1 son familias de conjuntos abiertos. Por otro lado, ya
que tanto A como B son densos, se tiene que A, y B, también son conjuntos
densos para cada n € N pues

(N4 CAn v () BnC B

n>1 n>1

asi, para cada n € N, A, y B, son conjuntos abiertos y densos en el espacio
métrico. Utilizando el Teorema de Baire ! concluimos que

ANB= (ﬂ An)ﬂ(ﬂ Bn)

n>1 n>1

es un conjunto denso, pues es la interseccién contable de conjuntos abiertos y
densos. Es claro también que si A y B son conjuntos Gs, AN B es también un
conjunto G pues sigue siendo una interseccién contable de conjuntos abiertos,
luego, AN B es un conjunto Gy denso, es decir, un conjunto genérico en el espacio
métrico.

De esta manera, como (X, d) es un espacio regular, por definiciéon es un espacio
métrico completo, asi, de la expresion en (4.30) y por lo argumentado arriba,
concluimos que Cj. es un conjunto genérico en X.

O

En el articulo original de Barry Simon [Sim95] podemos encontrar numerosas
e interesantes aplicaciones del Teorema Wonderland, recomendamos al lector con-
sultar este articulo asi como los ejemplos de la seccion 12.6 del libro [dO09|. A
manera de comentario, discutiremos brevemente uno de los ejemplos que puede
consultarse con todo detalle en las referencias arriba citadas.

Sea $ un espacio de Hilbert separable y denotemos por Xg; al conjunto

Xo1:={T € B(H) : T es autoadjunto y o(T) =1[0,1] },

utilizando el Teorema Wonderland se puede probar que el subconjunto de todos
los operadores con espectro puramente singular continuo es genérico en Xy;. Para
utilizar el Teorema Wonderland tenemos que asegurar que el conjunto Xgy; es un
espacio regular, debido a que Xp; C B($)) es natural definir la métrica en Xo; de
la siguiente manera:

d(T,S) =T -S| VTS € Xo1.

HTeorema de Baire. Si (X,d) es un espacio métrico completo entonces para cada coleccién
contable {Un },>1 de conjuntos abiertos y densos, su interseccion

N o,
n>1

es también un conjunto denso de X.
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Utilizando la proposicion 4.12 (cuya demostracién puede consultarse en [dO09,
péags. 261-265]) es facil concluir que Xy es un conjunto cerrado de B($)) y por
lo tanto X1 es completo con respecto a la métrica d, ademéas por el inciso 1 es
evidente que la convergencia con la métrica d implica convergencia fuerte en el
sentido de sus resolventes, es decir, (Xo1,d) es un espacio regular.

Proposicion 4.12. Sean {T,,}n>1, T operadores autoadjuntos.

. SiT yT, € B($) para cada n € N, entonces T,, = T en B($) si y solo si Tp,
converge en norma a T en el sentido de sus resolventes (consultar seccion

4.1.2).

1. Supongamos que T,, converge en norma a T en el sentido de sus resolventes,
si tg € o(T) entonces existe una sucesion t,, € o(Ty,) tal que t,, — to.

Se puede probar asi (véase por ejemplo [Sim95] o [dO09|) que el conjunto C),
de los operadores en X1 con espectro puramente puntual y el conjunto C,. de los
operadores en Xy con espectro puramente absolutamente continuo son densos en
Xo1, luego, el Teorema Wonderland nos afirma entonces que el conjunto Cs. de
todos los operadores en X(; con espectro puramente singular continuo es un
conjunto genérico en Xoq.

4.3. Notas

Seccion 4.1

La demostraciéon del Teorema de Wiener presentada en esta seccion se debe a
la detallada prueba hecha por D. B. Pearson en su libro [Pea88|. Las proposicio-
nes sobre convergencia de operadores autoadjuntos de la subsecciéon 4.1.2 fueron
tomadas de [dO09] y ahi mismo pueden consultarse las demostraciones.






APENDICE A

Subespacios Reductores

Introducimos a continuacién el concepto de subespacio reductor de un ope-
rador T' y demostramos algunas propiedades relativas a ellos que utilizamos para
demostrar que los subespacios $,(T), 9c(T), 9s(T), Hac(T) y Hsc(T) definidos en
el Capitulo 2 son ademés subespacios reductores del operador T'.

Definicion A.1. Sea T un operador lineal actuando en un espacio de Hilbert ).
Si E es un subconjunto lineal cerrado del espacio $ y Pg es la proyeccion
ortogonal sobre E, el subespacio E se dice invariante bajo T o T-invariante si

TIEN®D(T) CE.
Si E y E+ son T-invariantes y ademds
Pp[®d(T)] € D(T),

entonces E es llamado un subespacio reductor de T', también diremos que F
reduce al operador T.

Proposicion A.2. El subespacio E reduce al operador T si y sélo si B+ reduce
al operador T'. Luego, si E es un subespacio reductor de T se tiene

D(T) = Pe[d(T)] & Pp.[D(T)],
o equivalentemente
D(T) = [END(T)] & [E+ nD(T)).

Demostracion. Para la primera afirmacion basta probar que Pg[D(T)] C ©(T)
si y solo si Pgi[D(T)] C D(T), pero esto es consecuencia directa del hecho que
I = Pg + Pg. ya que si, por ejemplo, Pg[®(T)] C ©(T') entonces

Pp.[2(T)] = (I- Pp)[D(T)] € D(T).

99
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Ahora bien, supongamos que E es un subespacio reductor de T, por lo dicho arriba
E* es también un subespacio reductor de T y asi

Pp@(T)] €D(T) vy Ppe[d(T)] CD(T), (A.1)
debido a esto y al hecho que para todo ¢ € D(T) C H = E® E+
Y =P+ Ppryp (A.2)

podemos concluir que D(T) = Pg[®(T)] + Pg.[®(T)], para ver que es suma
directa notemos que por (A.1) (y recordando que RanPg = F) también se tienen
las igualdades Pp[®(T)] = END(T) y Pp[®(T)] = E+ ND(T) por lo que
Pe[®(T)|N Pp.[®(T)] = ENEXN®D(T) = {0}. Luego,

D(T) = Pe[D(T)] & Pr[D(T)]
y también
D(T) = [END(T)] @ [E+ nD(T)).
O

Corolario A.3. Si E es un subespacio reductor de T, las expresiones Tg :=
Tgnoy ¥ Ter = T|pinor), es decir:

D(Tg) :=END(T), Tpy:=T¢ Y€ END(T)
D(Tgr) :=E+ND(T), Tpop: =Ty Yy € E-ND(T),

definen operadores en E y E+ respectivamente, ademds
Ty = Tp(Pev) + Tpr (Pprvp) Vi € D(T).
A esto dltimo lo denotamos como
T=Tp®Tg..

Demostracion. Si E es un subespacio reductor del operador T, por el corolario
anterior E- también es reductor, ademas, ya que ambos son T-invariantes, los
operadores Tg y T estan bien definidos. Sea entonces ¢ € D(T'), como escribimos
en (A.2) tenemos la descomposicion v = Pgy) + P11 y por (A.1) Pgy, Pgit €
D(T), asi

Ty =T(Ppy + Pgiip) = TPpy + TPpiyp = Tp(Pgy) + T (Pg1i).
O

Hemos dicho hasta el momento que si E es un subespacio reductor de T, las
restricciones de T a END(T) y E+ ND(T) definen operadores T y T tal que
T = Tg & Ty, el siguiente teorema muestra que si ademés T es un operador
autoadjunto en 9, Tr y Tr1 son también operadores autoadjuntos actuando en
E y E* respectivamente.

Teorema A.4. Sea E un subconjunto lineal cerrado de $ y T : D(T) CH — H
un operador lineal, entonces
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1. E reduce al operador T siy solo si PgT C TPg. Si en particular T € B($),
la afirmacion es verdadera con la igualdad PgT =T Pg.

1. Si T es autoadjunto y E reduce a T, entonces Ty y TgL son operadores
autoadjuntos en E y E* respectivamente.

Demostracion. Demostremos I.
=] Supongamos que F reduce a T, demostremos que PgT C T Pg. Tenemos
que demostrar dos cosas, la primera es que D (PrT) C D(TPg) y la segunda

PpTy =TPgy VY € D(PpT),
observemos que
D(PpT)={Y €D(T): Ty € D(Pp)} ={¢ € D(T) : Ty € H} = D(T),
por lo tanto, necesitamos demostrar que D(T) C D (T Pg), es decir
D(T) C{Y€H: Ppp € D(T)} (A.3)

pero ya que E es un subespacio reductor de T' se cumple la contencion Pg[D(T)] C
D(T), luego, si ) € D(T') entonces Pg1p € D(T) y por lo tanto se tiene (A.3). Resta
demostrar que

PgTy =TPrgy VY € D(PgT) =2(T),

sea pues 1 € D(T), por la proposicion A.2
PeTy = PeT(Pgy + Pg1vp) = Pe(TPgy + TPg.1v) = TPpy

donde la tltima igualdad es consecuencia de que TPgiy € E'y TPyt € E+ pues
E y Et son T-invariantes.

<] Supongamos ahora que PgT C T Pg, queremos demostrar que E reduce a
T. Por hipotesis tenemos que D (PrT) C (T Pg) pero como argumentamos mas
arriba ©(PgT) = ©(T), por lo tanto

D(T) € D(TPp),

esto quiere decir que si 1) € D(T'), entonces 1) € {¢p € H : Pgp € D(T)}, equiva-
lentemente escribimos

Pg[®(T)] CD(T).

Falta observar que E y E+ son T-invariantes, notemos primero que Pg.T =
(I—Pg)=T—PgT CT—TPr =T(I—Pg) =TPg., es decir, también se cumple
que PpiT C TPg.. Ahora bien, tomemos » € END(T), ya que Py =1 y por
hipotesis PeTv = TPgy Vi € D(T), se cumple

TL/} . TPE’(/) = PpTy € F,

es decir, T[EN®D(T)] C E. De manera analoga se demuestra que E1 es T-invariante
utilizando el hecho que P T C T Pg..
Demostremos 11. Supongamos ahora que T es autoadjunto y que E reduce a

T, probaremos que Tg : ©(Tg) C E — E es también un operador autoadjunto en
E.
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Tenemos que demostrar primero que ®(Tg) es denso en E, para ello, tomemos
Y eEECHYyseae >0, yaqueT es autoadjunto y por lo tanto D(7T) es denso en
9, existe ¢ € D(T) tal que ||¢ — ¢| < &, luego

1 — @l = [l — (Pep + Pero)|?
= |l¢ — Py — Pgr|)?
= [l — Pee|* — 2Re(s) — Pre, PpLe) + || Ppoe|?
= [lv = Poll” + | Per e
< ¢?

y entonces [[¢ — Pgy||? < &2 por lo que

I~ Pogl <, (a.4)
como F reduce a T entonces Prpy € D(T) y claramente Pgp € E, es decir,
Prp € D(T)NE = D(Tg), luego, la expresion en (A.4) nos dice que D(Tg) es
denso en E, sea entonces T}, el adjunto de T como un operador en E 1. Ya que
Tg es la restricciéon a E del operador autoadjunto T entonces Ty es simétrico
(por lo tanto hermitiano) y entonces claramente T C T, restaria probar que
D(Tr) C D(Tg). Para ello, sea ¢ € D(Tf) C E, como para toda ¢ € D(T) se
tiene

(0, TC) = (¥, T(PpC + Pp-())

= (¢, TPe( + TPg.()

= (¢, TPg() + (¢, TPg.()

= (¢, TPg()

= (¢, Tg Pr()

= (T, Pe()

= (I'5v, PeC) + (TgY, Pri()
= (T, PEC + Pg.()

= (T, C)

entonces existe Txy € E tal que (¢, T¢) = (Tpy,() V¢ € D(T), por lo tanto
¥ € D(T*). Como T es autoadjunto D (T*) = D(T) y entonces

Y eENDT*) =END(T) :=D(Tk),

luego ¢ € D(Tg) y D(T}) C D(Tg). Como ya teniamos que Ty C T} y por lo

anterior D(T}) = ©(Tg), concluimos que T = T}, es decir, Tg es un operador

autoadjunto en F. Analogamente se demuestra que T es autoadjunto en E-L.
O

1Recordemos que el operador adjunto T* de un operador lineal densamente definido T :
D(T) C H — H esta dado por

D(T*) ={p € H|I € H: (1, Te) = (P, ), Vo € D(T)}
T*y = 1.
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Demostraremos a continuacién un lema técnico que nos ayudara para demostrar
la proposicion A.6 cuya finalidad es dar una condicién suficiente para que un
subespacio E sea un subespacio reductor del operador autoadjunto 7. Recordemos
que si T es un operador autoadjunto en $), por el Teorema Espectral T tiene
asociada una familia espectral P tal que T = [, tdP" y para cada ¢ € 9,
denota la medida espectral de T asociada al vector .

Lema A.5. Sea h(t) = t, ¥t € R, T un operador autoadjunto y la proyeccion
ortogonal Pg tal que

Pexa(T) = xo(T)Ps, VQe A

Entonces existe una sucesion {fn}n>1 de funciones simples tal que f, — h en
LiT (R) para cada iy € D(T) y ademds,
W

Prfo(T) = fu(T)Pg, VneN.

Demostracion. Para cada n € N y para cada j, —n2" +1 < j < n2", definamos:

L
A, = (—00,—n), By:=[n,00), J,;:= [12—n7 %),
y sea
0 . n2" . 1
Fa®) = =mxa, 0+ 3 Gxa, (0 DX, (0) + nxe, (0):

j=—n2n+1 j=1
Notemos que para cada n € N, f,, es una funcion simple y claramente f,,(t) — h(t)
para cada ¢t € R cuando n — oo, ademés, |f,(t)| < |h(t)|. Sea ¢ € D(T), entonces
Ja 12 1, (t) < 00 y como
[h(t) = fa)]* < (IRE)] + |fa(B)])?
< (2méax{|h()], | fa(t)[})?

(2[h(t)])*
2|h(t)]* € L,z (R)

utilizando el Teorema de convergencia dominada tenemos:

tim [ 1) = £uOF i = [t 100) = £ aul = [ 0l =0

n—oo
y asi, f,, = hen LZT (R) para cada ¥ € ©(T). Ya que
P

0 . n2™

FalT) = =mxa, (D)4 D0 (30, (T +Z

j=—n2n+1
y por hipotesis Pexa(T) = xo(T)Pg para todo Q € A, entonces Pg conmuta con
cada uno de los términos de la suma anterior, por lo que Pgr conmuta con f,(7T)
para cada n € N, es decir

(T) +nxs,(T)
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Proposicion A.6. Sea T un operador autoadjunto, E un subconjunto lineal ce-
rrado de ) y Pg la proyeccion ortogonal sobre E. Entonces, si

Pxa(T) =xo(T)Pp, VQEA,
FE es un subespacio reductor de T'.

Demostracion. Por teorema A.4 inciso I es suficiente demostrar que PgT C T Pg,
para ello, recordemos que por (1.19) y (1.21) ¢ € D(T) siy solo si [ ¢* uh(t) < oo
y en este caso [T = [, ¢ ug(t). Tomemos entonces ¢ € D(T), ya que

[y (Q) = | PT() Pey|?
= |Ixa(T)Pey|?
= ||Pexa(T)y|?
< lIxa(T)y|?
= [IPT(Q)y]?
= pp (),

se tiene NJTDEw(Q) < ,ui(Q), v € A. Por lo tanto

(a0 < [ # i) = TVl < o0

y asi Pgyp € ©(T). Ya que D(Pg) = 9, de lo argumentado arriba es inmediato
que
DPpT)=2(T)C{ypeH:Ppy D)} =D(TPg)

por lo que sélo faltaria justificar que para ¥ € D(T) se tiene PpTv = T Pr.
Sea 1 € ©(T), tomemos la funcion h(t) = ¢, Vt € R. Por lema A.5 existe
una sucesion de funciones simples {f,}n>1 tal que f, — h en LZT (R) (o equi-
= W

valentemente lim,, o fr(T) = W(T)Y) y Pefu(T) = fu(T)Pg, Vn € N. Por la
desigualdad en (A.5) podemos afirmar también que f, — h en LZT (R), es decir,

i se0 fr(T) Pt = h(T) Pgtb. Luego o
PpT+ = Peh(T)) = Pg im fa(T)
= lm_ Ppf,(T)
= lim f,(T)Pet
= MT)Pgy
=TPgy,

que es lo que querfamos demostrar, asi, PgT' C T Pg y entonces E es un subespacio
reductor de T
O
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Recapitulando, si F es un subespacio reductor del operador autoadjunto 7' :
D(T) C H — 9, las restricciones de T a los conjuntos lineales END(T) y EL N
D(T) definen operadores autoadjuntos T y T en E y E* respectivamente y de
acuerdo al corolario A.3 se tiene

T=Tg®Tg..

También, dimos en la proposiciéon A.6 una condicion suficiente para que un espacio
cerrado F de $) sea un subespacio reductor del operador autoadjunto T y que hace
uso de la familia espectral de T', ésta condicion sera util para algunos resultados del
Capitulo 2. Por ultimo, una ttil consecuencia de la descomposicién del operador
TenT =Tg®Tg. es que podemos descomponer también el espectro de T', o(T),
en funcién del espectro de cada uno de los operadores Tg y T, es decir, tenemos
lo siguiente:

Proposicion A.7. Sea T un operador autoadjunto y E un subespacio de $ que
reduce a T, sean Tg y T los operadores definidos en el corolario A.3. Entonces

o(T)=0(Tgp)Uo(Tgy).

Demostracion. De acuerdo al corolario A.3 tenemos que para toda ¥ € D(T) se
tiene

Ty =T +Tprpe
donde ¢; € END(T) y 12 € EL ND(T), entonces para cualquier z € C:

(T —2)p = (Tg — 2)¢1 + (Tgr — 2)12

lo que nos muestra que T'— z es invertible si y solo si cada uno de los dos operadores
del lado derecho son invertibles y en este caso tenemos (T — z) ™! = (Tgp — 2) "t @
(Tpr — 2z)~1. Entonces z € p(T) siy solo si z € p(Tg) N p(TxL), por lo que

o(T) = C\ p(T) = C\ (p(Te) N p(TE+))

= (C\p(Tr)) U (C\ p(Tp1))
=0(Tg)Uoc(TgL).






APENDICE B

Algunos resultados de Teoria de la medida e Integracion

El objetivo de esta seccién es enunciar algunos resultados clasicos de Teorfa de
la medida que fueron utilizados a lo largo de este trabajo, recomendamos al lector
consultar [Rud87] y [Gra09] asi como el practico apéndice A de [Tes09].

Una coleccién ¥ de subconjuntos de un conjunto X es llamada una o-algebra
en X si X tiene las siguientes propiedades:

e XX
e 5i Q) =Up>1Q, con Q, € ¥ para nada n € N, entonces ) € 3.
e SiQ2 e X, entonces X \ 2 € X.

Si X es una o-algebra en X entonces X es llamado un espacio medible y a los
elementos de X se les llama conjuntos medibles en X.

No es dificil demostrar que la interseccion de cualquier familia de o-algebras
{Z.} en X es de nueva cuenta una o-algebra en X y para cualquier coleccion S de
subconjuntos de X existe una minima o-dlgebra 3(S) que lo contiene (a saber, la
interseccion de todas las o-algebras que contienen a S, al menos existe una pues
el conjunto potencia de X es siempre una o-algebra en X). 3(5) es llamada la o-
algebra generada por S. Un caso particular es cuando X es un espacio topologico
pues definiremos como la o-algebra de Borel de X a la o-algebra generada por
la coleccion de subconjuntos abiertos de X. Los miembros en la o-algebra de Borel
son llamados conjuntos de Borel.

Notaciéon B.1. Si X =R, la o-dlgebra de Borel en R serd denotada por A.

Ahora bien, si (X, X)) es un espacio medible, una medida p en X es una funciéon
w: X — [0, 00] tal que

o (@ =0
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o 1(Up>19Qy,) = ZnZl w(2,) si Q, NQy = 0 para todas n # k.

La medida p es llamada o-finita si existe una cubierta contable {X,} de X
tal que u(X,,) < oo para toda n € N y es llamada finita si ;1(X) < co. La tripleta
(X, 3, p) es conocida como un espacio de medida.

Proposicion B.2. Si (X,X, 1) es un espacio de medida, se tienen las siguientes
propiedades:

L Q1 C Qy implica p(21) < p(2).
1. Si {Q,} C X es una sucesion tal que Q,, C Qpy1 para cada n, entonces

1(Un>1€,) = Hm 4(9y,).

n—roo

ul. Si {Q,} C ¥ es una sucesion tal que Q11 C Q, para cada n y ademds
1(q) < oo, entonces

1(Ny>1€0,) = Hm 4u($y,).

n—roo

Ejemplo B.3. Sea X = R y ¥ = A como se definid arriba, un resultado im-
portante es que existe una unica medida o-finita definida sobre una o-dlgebra que
contiene a A y que asigna a cada intervalo de R su longitud. Denotamos por £ a
dicha medida y la llamaremos la medida de Lebesgue en R.

Una medida g definida en la o-dlgebra de Borel ¥ de un espacio Hausdorff
localmente compacto! X es llamada una medida de Borel en X. Una medida
de Borel es llamada regular si

w(2) = inf{w(U) : U C X es abierto, Q C U}

() = sup{u(K) : K C X es compacto, K C Q}

para todo 2 € X.

El siguiente es un util teorema que nos asegura la propiedad de regularidad en
particular para cualquier medida de Borel finita en R y cuya demostracién puede
consultarse en [Rud87, pag.48]:

Teorema B.4. Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto en el cual cada
conjunto abierto es o-compacto®. Sea p una medida de Borel en X tal que u(Q) <
oo para cada conjunto compacto ), entonces | es regular.

Al respecto de medidad de Borel finitas, el siguiente lema también serd de
utilidad:

1X es llamado localmente compacto si cada punto de X tiene una vecindad cuya clausura
es compacta.

2Un conjunto E en un espacio topoldgico es llamado o-compacto si es la uniéon contable de
conjuntos compactos.
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Lema B.5. Si p es una medida de Borel finita entonces el conjunto

A={XeR:u({A}) #0}
es un conjunto a lo mds numerable.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que A es més que
numerable. Definamos para cada n € N

A= e A u() > 2},

ya que A es mas que numerable, entonces existe ng € N tal que A,, es més que
numerable, ahora bien, ya que Ug>1[—Fk, k] = R entonces existe k € N tal que

O ={Xe [~k k] : p({\}) > nio}

es un conjunto més que numerable. Notemos que © es entonces un conjunto infinito
y ademas acotado, por lo que el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos asegura
la existencia de un punto de acumulacién en O, sea & ese elemento y tomemos
{z;} C © tal que

lim z; = 2.

j—o0

Dado que y es finita se tiene que® pu(B(#,1)) < oo pero por otro lado

p(B(#,1) > > p({a}) = oo
mjé7§2\l:?:,1)

pues para cada j € N p({z;}) > %, lo que es una contradiccion, por lo tanto A
no puede ser mas que numerable.
O

Pasemos ahora a definir lo que conoceremos como funciones medibles. Sea
(X,Y) un espacio medible, una funcién f : X — R es llamada X-medible si
f71Q] € ¥ para cada Q € A. Una funcién complejo valuada es llamada $-medible
si tanto su parte real Re(f) como su parte imaginaria Jm(f) lo son. En el caso
particular que X sea un espacio topologico y ¥ su o-algebra de Borel, a una funcion
Y-medible f la llamaremos simplemente Borel medible.

Lema B.6. Sea X un espacio topoldgico y 3 su o-dlgebra de Borel, supongamos
que f,9 : X — R son funciones Borel medibles. Entonces f + g, fg y |f] son
también Borel medibles.

Ahora bien, debido a que la definicion de la integral de una funcién medible
(con respecto a una medida ) es abordada en toda la literatura clasica al respecto,
nos limitaremos a enunciar algunos resultados que de ella se desprenden.

3B(#,1) es la bola abierta de R con centro en # y radio 1.
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Definicién B.7. Sea p una medida en R. Definimos como L}L(]R) al conjunto de
todas las funciones f : R — C Borel medibles para las cuales

/leldu<00-

Sif € L}L(R) entonces f es llamada p-integrable o integrable con respecto a pu.

Si f:R — C e Lj,(R) entonces

/Rfdu ::/Rme(f)dum/R:fm(f)du.

Notacion B.8. De manera mds general, si p es una medida en un espacio medible
(X, X) podemos definir de manera andloga a lo hecho arriba el conjunto L}L(X),
algunas veces escribiremos L' (p) en lugar de L\, (X) si el espacio (X, X) se sobre-
entiende.

Notacion B.9. Si ¢ es la medida de Lebesgue en R, al conjunto L}(R) lo deno-
taremos simplemente por L'(R), ademds, denotaremos a la integral de una fun-
cion f (con respecto a f) indistintamente por las siguientes expresiones: fRfdﬁ,

S F®YAEE) o [, F(2)dt.

Teorema B.10 (De convergencia monétona de Lebesgue). Sea {f,} una
sucesion de funciones medibles en R y supongamos que

L 0< fi(z) < fa(z) < ... <00 para cada x € R,
L. im0 fr(z) = f(x) existe para cada x € R.

Entonces f es medible y
lim | f,du= / fdu.

Teorema B.11 (De convergencia dominada de Lebesgue). Sea {f,} una
sucesion de funciones medibles complejo valuadas tales que lim,,_ o fr(z) = f(2)
existe para cada x € R. Si existe una funcion g € L}L(R) tal que

|fn(2)| < g(x), VneNVzeR,

entonces f € L, (R) y
lim [ fodu= / fdu.
R R

n—oQ

Proposicion B.12. La medida de Dirac en X es 0x(A) =0 si A¢ A y dr(A) =1
sixe AN, Ae A. Sip es una medida de Borel en R tal que p = ady con a € C y
f es una funcion Borel medible entonces

/R ) dp(t) = af ().
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Un concepto importante a la hora de trabajar con espacios de medida es el
de que una propiedad P relativa a un punto x se cumpla ‘casi dondequiera’, méas
formalmente:

Definicion B.13. Sea p una medida definida en una o-dlgebra 3 de X, la afir-
macion ‘P se cumple casi dondequiera en X’ (respecto a la medida p) nos dice

que existe un conjunto Q C X tal que u(Q) =0 y P es verdadera en cada punto
de X\ Q.

Proposicion B.14. Supongamos que f : X — [0,00] es medible, si [\ fdu =0
entonces f(x) =0 casi donde quiera en X.

Finalmente, enunciamos el Teorema de Fubini que utilizamos en el Capitulo 4,
remitimos al lector a las referencias recomendadas al inicio de éste apéndice para
introducir el concepto de medida producto.

Teorema B.15 (Teorema de Fubini). Sea f una funcion medible en X7 x X5
y sean w1, po medidas o-finitas en X1 y Xo respectivamente. Entonces

. Si f >0, entonces [ f(-,x2)dus(z2) y [ f(z1,)dp(x1) son medibles y

//f r1,72) dpy @ pa(r1,2) = / /f $17$2)dul($1)) dpo(x2)

:/ /f(fclvfz)dm(l’z)) dpa (21). Y

1. Si f es complejo valuada entonces

[ 15l din (e € L, (Xa),
respectivamente
[ 1wl dataz) € T, (),

sty solo si
f € L#1®lt2(X1 x X2)’

y en este caso (B.1) también se cumple.
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