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Capitulo 1

Introduccion

El principal objetivo de esta tesis es hacer una aportacion para desarrollar la teoria
probabilistica necesaria para la especificacién de modelos econométricos basados en la
teoria de copulas, que es mas general que los conceptos clasicos de funciones de densidad.
Para ello, enunciaremos y demostraremos algunos conceptos y resultados importantes de
la teoria de copulas que permiten conectar los conceptos estadisticos de funcién de regre-
sién (media condicionada) con el concepto habitual econométrico de funcién de modelo
de regresién y de dependencia a través del analisis de la regresion copula y los indices rho
de Spearman y Tau de Kendall, asi como medidas de dependencia direccionales.

Asi pues, esta tesis constituye un trabajo de investigacién del area de economia ma-
tematica pura y no pretende realizar ninguna aplicacién empirica, aunque los resultados
de la tesis pueden ser la base para distintos trabajos de economia aplicada, sobre todo
cuando las distribuciones de probabilidad de los datos no se comportan como una normal
o la funcién de regresion no es del tipo lineal. De hecho esperamos que esta area de inves-
tigacion ofrecerd nuevos avances para los estudiosos de los métodos cuantitativos y esta
aportacion sélo constituye una base probabilistica para dichos desarrollos. Cabe destacar
que este trabajo sigue la linea de investigacién propuesta por Aris Spanos en su libro
seminal publicado en 1986 (vea [7]).

El trabajo de tesis busca ofrecer tres nuevos modelos econométricos mucho mas ge-
nerales y potentes que aquel que asume una distribucion normal. La aportacion de este
trabajo serd el desarrollar los modelos de regresion para tres familias de cépulas impor-
tantes y ampliamente usadas en trabajos sobre finanzas y riesgos, la cépula de Gumbel, la
de Pareto y la normal, con el objetivo de proporcionar las bases de un modelo econométri-
co con copulas que permita el andlisis desde esta perspectiva de los datos estocasticos,
econdmicos y sociales que hasta el momento se tienen que cenir a un modelo probabilistico
preestablecido, lo que le resta predictibilidad y precision en el diagnostico estadistico.

La teoria de cépulas en el contexto de la estadistica es muy interesante y rica pues,
por su definicion, separa los efectos marginales de las funciones de densidad de variables
aleatorias que actian en conjunto de los efectos propiamente conjuntos de estas, por lo
que permite modelar adecuadamente patrones de dependencia complejos entre ellas. En
este sentido encontramos que los valores extremos de las distribuciones y la variabilidad
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observada de los datos se pueden reproducir con suficiente precision propiamente por la
distincion que se puede hacer de los efectos separados y porque las funciones de distri-
buciéon modeladas a través de las copulas emergen propiamente de los datos que estamos
analizando.

El modelo de regresion copula ha sido desarrollado desde un inicio en el contexto de
la teoria de la probabilidad para conocer las relaciones de distribuciones definidas en un
mismo espacio de probabilidad. El primero en publicar resultados sobre esto fué Fréchet
quien planteé el problema de encontrar la clase de funciones de distribucién bivariadas
que se pueden obtener a partir de dos funciones de distribucién dadas (clase de Fréchet).
A partir de ésta hipdtesis de Fréchet se hicieron varios trabajos al respecto, siendo el mas
relevante el de Sklar (1989) quien resolvié este problema demostrando la existencia de
dichas funciones llamadas cépulas. El interés de los estudiosos de la estadistica por las
copulas surgié un poco antes, cuando A. Rényi! probé que se podian construir facilmente
medidas de dependencia utilizando estas herramientas, pero la mayor razén por lo que
éstas se han vuelto tan populares es que se han descubierto multiples aplicaciones de estas
en el estudio de diversas diciplinas, entre ellas las ingenierias y las finanzas (vea [5]).

En los tultimos anos se han modelado mas exitosamente modelos de regresion y prondsti-
co con las cépulas, en diversos trabajos (vea por ejemplo [9], [12], [14], [15], [16], [17]) se
han comparado los resultados de modelaciones econométricas tradicionales (que presupo-
nen una funcién de distribucién para los datos) con otras hechas con cépulas, las cuales
estiman de inicio la funcién de densidad que mejor se adapta a los datos (su cépula),
viéndose mejores resultados con éste ultimo método.

Esta tésis estd estructurada de la sigiente manera. En el primer capitulo se presenta
la teoria estandar de copulas que servira como base para la propuesta de nuevos modelos
condicionales. En el segundo capitulo desarrollamos la teoria de ecuaciones de regresiones
condicionales en el contexto de la teoria de copulas; la cual no ha sido muy trabajada
a la fecha. El capitulo final se desarrollan los modelos de regresién copula para nuestros
casos de interés, los modelos normal, pareto y gumbel bivariados y el pareto en el ca-
so multivariado. Cabe destacar que estas especificaciones son innovadoras y no han sido
desarrolladas en ningin otro documento de investigacion hasta donde sabemos. En las
conclusiones discutimos las potenciales aplicaciones de estos nuevos modelos propuestos
en esta tesis.

Cabe mencionar que muchas de las demostraciones dadas en esta tesis son de elabo-
racion propia, pero las demés han sido tomadas o se referencian a los libros de Nelsen
(1999)[4] y Jurado (2010)[8]. Estas demostraciones se han seleccionadao para aparecer en
este trabajo con fines de claridad y de familiarizacién de los lectores con esta teoria.

'Rényi, A. On Measures of dependence.



Capitulo 2

La Teoria de Coépulas

2.1. Preliminares

Intuitivamente, una copula es como el cemento que une a las distribuciones marginales
con su funcién de densidad conjunta, es decir, es una funciéon que relaciona una funcion de
distribucién multivariada con sus funciones de distribuciéon marginales. En este sentido,
al ser ese lazo entre las funciones de densidad marginales y la funciéon de densidad conjun-
ta y tener una estructura independiente a las funciones de densidad, permite separar los
efectos marginales de éstas del comportamiento conjunto de estas variables aleatorias, por
lo que ademas de permitir un ajuste mas apegado a los datos que a teorias que anteponen
esta relacién, se puede hacer un analisis de la medida de dependencia entre las variables
aleatorias involucradas.

En lo que resta, denotaremos por R al conjunto de los reales extendidos, el cual se
define como el conjunto de todos los nimeros reales anadiendo los simbolos —oco y oo, los
cuales cumplen que —oo < = < 00, Vx € R, es decir:

R = [~o0, 00]

Definicién 2.1.1 Sean S;, S5 C R no wacios y H una funcion cuyo dominio cumple
DomH = Sy X Sy; sea B = [x1, 23] X [y1, y2] un rectdngulo cuyos vértices cumplen xq,xs €
S1 Yy y1,y2 € Sy. Entonces el H volimen de B se define como:

VH(B) = H<5U2,y2) - H(332,y1> - H($17y2) + H(xlayl) (2-1)

Asi, podemos definir en este punto conceptos que generalizan las propiedades de las
funciones de densidad multivariadas. Comenzaremos con la siguiente definicion.

Definicién 2.1.2 Una funcion H es 2—creciente si Vi (B) > 0 para todos los rectdngu-
los B cuyos vértices estdn en el conjunto DomH .

Definicién 2.1.3 Una funcion H : S1 xS — R se dird que estd fija si dados los nimeros
a; = (InfSy) € S1 yay = (Inf Sy) € Sy, se cumple que, para todo (x,y) € S; X Ss

H (z,a3) = 0 = H (a1,y)
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Lema 2.1.4 Sean Sy, Sy subconjuntos no vacios de R y H : Sy x Sy — R una funcion
2—creciente. Sean x1,x9 € S1 conxy < Ty YY1,Y2 € So conyy < Yo, entonces las funciones

t— H(t,y2) — H (t,y1)
t — H (29,t) — H (x1,1)
son crecientes sobre Sy y Sy respectivamente.

Demostracion: Con la notaciéon anterior, sea
hl(t) = H<t7 y2> - H<t7 yl)

tome t1,ty € Sy tales que t; < to, asi como H es 2-creciente se cumple que
H(ta, y2)—H (t2,y1)—H(t1, yo)+H(t1,y1) = [H(t2,y2)—H (t2, y1)]—[H (t1, y2) —H(t1,91)] = 0
pero hi(ta) — hi(t) = [H(t2,y2) — H(t2,y1)] — [H(t1,92) — H(t1,51)] = 0; por lo que
hi(t2) > hi(t;) demostrando que la funcién hy es creciente.

Usando un razonamiento similar podemos demostrar que ho(t) = H(xo,t) — H(x1,1)
es una funcién creciente.g

Lema 2.1.5 Sean S;,S, C R no vacios y sea H : S1 X S — R una funcion que estd fija
y es 2—creciente, entonces H es creciente en cada argumento, es decir:

» Para cada x1 € Sy fija, H(x1,y) es creciente eny € S

» Para cada y, € Ss fija, H(x,y1) es creciente en z € Sj.

Demostracién: Sea y, € Sy arbitrario y ay = Inf(Ss), entonces tomamos 1, xs € S;
tales que ;1 < z9. Como H es fija y 2-creciente tenemos que

H(%;yo) - H($27G2) - H(ﬂﬁly?/o) + H($17a2) = H('IQayO) - H(xlayO) >0

luego H(x2,y0) > H(x1,y0), Yz > x1, por lo que H es creciente respecto a la primera
entrada.

Ahora si tomamos xy € S arbitrario y a = Inf(S;), haciendo un razonamiento similar
demostramos que H es creciente respecto a la segunda entrada.m

Definicién 2.1.6 Sean a; = (supSy) € S1 y ag = (supSy) € Sy. Decimos que la funcion
H : S xSy — R, tiene marginales F' y G con dominios Sy y Sy respectivamente, dadas
por:

F(z) = H(z,as3), para toda = € Sy (2.2)

G(y) = H(ay,y), para toda y € Sy (2.3)

Lema 2.1.7 Sean S y Sy subconjuntos no vacios de R, sea H : Sy x Sy — R una funcion
que estd fija y es 2—creciente, con marginales F y G, sean (x1,y1), (z2,y2) € S1 X Sy dos
puntos cualesquiera, entonces:

[H (2,y2) = H (21, 91)] <[F (22) = F (22)| + G (y2) = G ()] -
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Demostracion: Usando la desigualdad del triangulo tenemos que:

|H (w2,y2) — H (x1,91)| < [H (22,2) — H (w1,92)| + |H (21,12) — H (1,91)] -

Para todo x1, z9 € S7 y para todo y1, y2 € S5. Sin perdida de generalidad, podemos asumir
que 7 < x, por lo que, como H es 2-Creciente y creciente en cada entrada, tenemos que:

H(zg,12) > H(x1,2) = 0 < H(x2,2) — H(21,2)

Por otro lado, sea hy(z) = H(z,a2) — H(x,y2). Sabemos que h; asi definida es creciente,
por lo que como ys < ag, se tiene que

hi(x2) — hi(x1) = [H (22, a2) — H(x2,y2)] — [H(21,02) — H(x1,92] >0
Asi tenemos que
F(zg) — F(z1) = H(xg,a9) — H(1,a2) > H(x2,y2) — H(21,y2)

Por lo que
0 < H(wz,y2) — H(w1,92) < F(x2) — F(21)

Note que si tomaramos x; > x5 entonces llegariamos a que
0 < H(w1,y2) — H(w2,y2) < F(x1) — F(22)
por lo que podemos resumir estos resultados como:
H(wz, y2) — H(w1,y2) < |F(22) — F(x1)], Va2 € 5
Bajo un razonamiento similar, tomando a; = Inf(S;)), tendriamos que

H(z1,y2) — H(z1,91) < |G(y2) — G(y)l, Vy1, 92 € S
juntando estos dos resultados, se tiene que:

H<x27y2> - H(x17y2)| + ’H<‘r17y2) - ‘H(‘rhyl”

H(xy,y2) — H(z1,51) < | .
< |F(z2) = F(a1)| 4+ |G(y2) — G(y)|

2.2. Copulas y subcépulas

En esta seccion definiremos unas funciones auxiliares llamadas subcopulas para llegar
propiamente al concepto de cépula y demostraremos varios de los resultados a cerca de
estos dos tipos de funciones. Algunas de las demostraciones y ejemplos fueron tomadas de
Jurado (2010) [8] y se dejan aqui para aclarar los conceptos. Comenzaremos demostrando
un lema que tiene que ver con la interpretacién de lo que es una cépula en el contexto
de la estadistica, para posteriormente relacionarlo con los conceptos basicos que daremos
sobre este tema.
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Lema 2.2.1 Sea U = F(x) la funcion de densidad acumulada de una variable aleatoria
continua X . Entonces U es una nueva variable aleatoria que se distribuye uniformemente
en el intervalo I = [0, 1].

Demostracion: Recordemos que si Y es una variable aleatoria que se distribuye unifor-
memente en el intervalo [0, 1], entonces su funcién generadora de momentos es:
el —1

t

mg(t) =

Por otro lado, para la variable aleatoria U tenemos que

my(t) = E[e!V] = EleF @] = / '@ f(z)dx
Note que -L[eF@)] = @t f(z), por lo que
tF(x) vod tF(x) ’ tF(z)
e = — e Wdr =t e\ f(x)dx
Asi tenemos que
v 1 o0 t—1
m,(t) = lim @ f(z)de = n etF(:”)|x:_oo _ ;

Asi, como la funcién generadora de momentos de U coincide con la de una variable
aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo [0, 1], entonces la funcién de densidad
de probabilidad de U también es uniforme en [0,1].m

Definicién 2.2.2 Una subcépula bidimensional o 2—subcépula es una funcion C'con
las siguientes propiedades:

1. DomC'" = S; x Sy, donde Sy y Sy son subconjuntos de I que contienen al 0 y al 1.
2. C' estd fija y es 2—creciente.
3. Para todo uw € Sy y v € Sy, se tiene que C'(u,1) =u y C'(1,v) = v.

Una observacién pertinente en este punto es que para todo (u,v) € DomC" se tiene
que 0 < C'(u,v) < 1, por lo tanto el rango de C" (RanC") es un subconjunto del intervalo
I.

Ejemplo 1: Sean S; = Sy = {0, 1}, si la funcién C” definida como

0 si u=06v=0
C”(u,v):{l si u=1=w.

Esta es una subcépula. Asi, tenemos que S; x Sy = {(0,0), (1, 1), (1,0), (0,1)}, por lo que
podemos verificar facilmente las propiedades de subcopula.

1. Por definicion DomC’ = S; x Sy, con 0,1 € 51,5,
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2. (' esta fija y es 2—creciente pues se cumple que:

= C(0,0) = C"(0,1) = C"(1,0) = 0
 C/(1L,1) = (1)(1) =1
= V2([0,1] x [0,1]) = C"(1,1) — C"(0,1) — C"(1,0) + C'(0,0) = 1 > 0.

3. Por ultimo podemos ver que para todo u € Sy,v € Sy,
C'u,1)=u y C'(1,v) =w.
Esta es la minima subcépula que podemos definir (contiene el menor nimero de puntos
posibles para formar una subcépula).

Definicién 2.2.3 Una Cépula C (0 2—cépula) es una 2—subcopula cuyo DomC' = 1.
Equivalentemente, una cépula es una funcion C : I? — I con las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v € I,

Clu,1) = u y C(1,v) = v. (2.5)
2. Para cada uy ,us ,v1, vy en I tal que uy < usg, v1 < U9

C(UQ,UQ) — C(UQ,Ul) — C(U17U2> -+ C’(ul,vl) Z 0. (26)

Ejemplo 2: Sean S; = S, = I, sea la funcién C(u,v) = uv, la cual se conoce como la
copula producto y caracteriza la independencia entre las variables aleatorias que relaciona.
Verifiquemos las propiedades de cépula:

1. Para todo u,v € I,
C(u,0) = 0 = C)0,v)
Cu,1) = u y C(L,v) = v.
2. Para cada a,b,c, cen [l tal quea <b,c<d

Vo(la,b] x [¢,d]) = (b,d) — C(b,c) — C(a,d) + C(a,b)
= bd —bc—ad+ ab
= (b—a)(d—c)>0.

Teorema 2.2.4 Desigualdad de Frechet-Hoeffding Sea C’ una subcépula , entonces,
para cada (u,v) € Dom(C")

méax[u + v — 1,0] < C'(u.v) < minfu, v]
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Demostracién: Sea (u,v) € Dom(C"), luego, como C’ es 2-creciente se cumple que:
C'(u,v) <C'"(u, 1) =u y C'(u,v) <C'(1,v) =0
luego C'(u.v) < minfu,v]. Ademéas vemos que Ver([u, 1] X [v,1]) > 0, es decir
C'(u,v) — C'(u,1) = C'(1,v) + C'(1,1) = C"(u,v) —u—v+1>0
por lo que C’(u,v) > u+v—1, lo cual, combinado con que C’(u,v) > 0, Yu,v € Dom(C"),

implica que
C'(u,v) > méx[u + v — 1, 0]

|
Observacion: Note que como toda cépula es una subcopula, entonces la desigualdad
anterior también se cumple para toda cépula H(z,y), por lo que se tiene que

max[F(z) + G(Y) — 1,0] < H(z,y) < min[F(z),G(y)]

2.3. El teorema de Sklar

En esta seccién se va a definir y demostrar uno de los principales resultados de la teoria
de cépulas, el cual de hecho resuelve el problema planteado por Fréchet sobre las funciones
que relacionaban a las funciones de densidad, el llamado teorema de Sklar bidimensional,
asi como sus variantes en términos de las funciones de distribucién y su generalizacion
mutidimensional.

Definicién 2.3.1 Una funcion de distribucién es una funcion F', con dominio en R,
tal que:

1. F es creciente, es decir, si —oo < z <y < oo, entonces F(x) < F(y).
2. F(—o0) = 0y F(+00) = 1.

Definicién 2.3.2 Una funcion de distribuciéon conjunta es una funcion H con do-
minio en R? tal que:

1. H es 2—creciente.

2. H(z,—o00) = H(—o00,y) =0 y H(+00,+00) = 1.

Note entonces que H estd fija y dado que DomH = R?, H tiene marginales F(z) =
H(z,00) y G(y) = H(00,y), las cuales son funciones de distribucién.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Sklar) Sea H una funcion de distribucion conjunta, con
marginales F' y G, entonces existe una copula C' tal que para todo x, y € R

H(z,y) = C(F(x),G(y)) (2.7)

St F' y G son continuas entonces C' es unica, de otra manera C' esta unicamente deter-
minada sobre RanF x RanG.

Inversamente, st C' es una copula y F' y G son funciones de distribucion, entonces la
funcion H que definimos en (2.7) es una funcion de distribucion conjunta con marginales

FyG.
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El camino para probar este teorema es estandar y lo haremos a través de estos lemas
(las demostraciones se tomaron, para ilustrar el concepto, de Jurado (2011) [8]):

Lema 2.3.4 Sea H funcion de distribucion conjunta con marginales F' y G, entonces
existe una unica subcopula C' tal que:

1. DomC’" = RanF x RanG.

2. Para todo x, y que pertenece a R, se cumple H(x,y) = C'(F(x),G(y)).

Demostracién: Sea H : Rz_ — R fija y 2—creciente con S; = Sy = R. Por el Lema
(2.1.7) si (x1,91), (z2,y2) € R?, entonces:

[ H (22, y2) = H (21, 31)] < [F (22) = F(21)| + |G (y2) — G (1)

Asi, si ocurre que F' (x9) = F (x1) y G (y2) = G (v1), entonces H (x9,y2) = H (21, y1).

Por lo tanto, el conjunto de parejas
{((F(2),G(y)), H(x,y)) | v,y pertenccen a R}

define una funcién C’ con dominio RanF' x RanG. Entonces dados (z2,y2), (z1,91) en
RanF x RanG tales que (F(z2),G(y2)) = (F(x1), G(y1)), esto implica que F (x2) = F (1)
y G (y2) = G (y1) , luego H (w1,y1) = H (2, 42).

Por lo tanto si C'(F(x),G(y)) = H(x,y), entonces C’ tiene dominio RanF x RanG.
Como H es funcién de distribucién conjunta entonces H(—o00, —o0) =0y H (0o, 00) = 1.
Como 0 pertenece a RanF N RanG, entonces H esta fija pues

H(z,—o0) = C'(F(z),G(—00)) = 0 = C'(F(=00),G(y)) = H(—00,y)
|

Lema 2.3.5 Sea C' una subcopula, Entonces erxiste una copula C tal que C(u,v) =
C'(u,v) para todo (u,v) en DomC’; es decir, cualquier subcdpula puede ser extendida
a una copula. La extension generalmente no es unica.

Demostracién. Vease Jurado (2010) [8].

Sea DomC' = S; x Sy, con Sp, Se conjuntos no vacios y contenidos en I tales que
{0,1} € S; N Sy C" es creciente en cada coordenada y es continua. Sea S, S, las
cerraduras S7 y Ss.

Sean x un punto limite de S;, ¥ un punto limite de S, entonces existen sucesiones
{x,} completamente contenida en S; y {y,} completamente contenida en S, tales que
{z,} = vy {y,} — vy, es decir |z, — x| = 0, |y, —y| — 0.

Entonces |(zn,yn) — (z,9)| = |zn — 2| + |y —y| — 0. Asi definimos C'(z,y) =
lim C'(z,,, y,) que existe por la continuidad de C".

Supondremos que C" esta definida en S; x Ss. Sea (a, b) en I?, sean a; = sup {c €8 |ec< a}
yagzinf{degﬂagd}.
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Si a esta en S_l, entonces a; = a = ap. Supongamos que a no esta en 5’1, entonces existe
€ > 0 tal que el intervalo (a — €,a + €) esta completamente contenido en (S))¢, entonces
ar < a < as.

Sean b, :sup{065'_2|c§b} ybgzinf{dé §2|b§d}.

De la misma manera que para a, si b no esta en Ss, entonces existe € > 0 tal que el
intervalo (b — €,b + €) esta completamente contenido en (S3)¢, entonces by < b < bs.

Definimos
a—aq :
)\1 _ as—a1 S? a1 < ag
1 si a; = as.
bb_bbl si by < by
,U/l f— 2—01 X
1 si by = by.
Definimos

Cla,b) = (1= A)(1 = p1)C'(ar,b1) + (1 = A)paC'(as, ba)
+A1 (1 — p1)C'(ag, by) + Ay C'(ag, bo)

Sia € Sy ybe S, entonces C(a,b) = C'(a,b), pues \y = p3 = 1y a3 = a = ay,
by = b = by; C es una extensién de C' a todo I2.
Verifiquemos las propiedades de cépulas.

Sia=0=ua; =ayy b=0=b; = by, entonces C(0,b) =0 = C(a,0).
Sia=1=a; =as, \y =1, entonces
C(L,b) = (1—=1)1—pu)C'(1,b1) + (1 — 1) C'(1,b)
+(1 = p1)C(1,01) + 1 C' (1, o)
= (1= m)C'(1,b1) + puC'(1,bs)
(1 — pu1)by + pabo

Analizamos por casos, si b € S, entonces b = b; = by y entonces C(1,b) = C'(1,b) = b;
ahora supongamos que b ¢ Sy, entonces

C(l,b) = (1 — /Ll)bl —|—,U1b2
b—1b b—1b
- <1— 1)b1+ 1b2

by — by by — by
by—b  b—b
_ b b
R S
1
_ (b — b)by + (b— b1)by)
by — by

= b

sélo resta comprobar que C(a, b) es 2—creciente, es decir que Vi (B) > 0, para este fin
se que analizan varios casos; sea (c,d) otro punto en I? que cumple a < ¢y b < d, sean
1 < c<cody <d<dycon cy,cy,dy,ds definidos de la misma manera que aq, as, ¢1,bs y
definir po, Ao como sigue:

ca—c1
1 S1 C1 = Ca.

LA 6 ¢ < ¢o
)\2:
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d—d .
i = dedll si dy < ds
1 si dl = d2
El caso mas sencillo es aquel en donde a; = ¢y, as = co, by = dy y by = ds, entonces psy y

Ao cambian como sigue
c—aq

N, — o—a; si a1 < ao

2 1 si a; = as.
d—b :

g = b27b11 S1 b1 < bg

2 1 si b1 = bg.

calculemos el volumen V¢ (B)
Vo(B) = Cle,d) — Cle,b) — Cla, d) + Cla,b)

= [(1 = A)(1 — p2)C"(ar, b1) + (1 = Ao)p2C" (a1, o)
+A2(1 — p2)C'(ag, by) + AopaC’ (az, by)]
—[(1 = A) (1 = p2)C(ar, b1) + (1 = A)paC'(as, ba)
+A1(1 = po)C'(ag, by) + A p2C’(az, by)]
—[(1 =) (1 = 1) (ar, b1) + (1 = A2y C'(as, bo)
+X2(1 — p1)C'(ag, by) + Ao C' (az, by)]
(1= M)(1 = ) C (a1, b1) + (1 = A C'(an, be)
+A1(1 = p1)C'(ag, by) + A C' (ag, by)]

= [T =A)(d = p2) = (L= A)(1 = p2) = (1 = M) (1 — pun)
+(1 = A)(1 = p)]C (a1, b1)
—[=(1 = A)pz + (1 = A)pa + (1 = Ao)p
—(1 = A)1]C'(ay, by)
—[=A2(1 = p2) + Ai(1 = p2) + Aa(1 = pa)
A1 (1 = m)]C' (a2, b1)
+[Aopta — Aipt2 — Aopur + A pa]C' (ag, b)

= (= p2) (A2 — A)]C(a, b2) — [(11 — p2) (A2 — A1)]C(ax, be)
—[(11 = p2) (A2 = A)]C"(az, b1) + [(11 — pi2) (A2 — A1)]C(az, be)

= [(n = p2) (X2 = An)Ver([ar, az] X [by, ba]).

Los otros casos se hacen de forma similar.g

Observamos asi que, dada una funcién de distribuciéon conjunta H con marginales F'y
G, entonces existird una dnica subcopula C’ ta que tal que H(z,y) = C'(F(x),G(y)), la
cual se puede extender a una cépula (no necesariamente tnica). Esta tltima es la cépula
a la que se refiere el Teorema de Sklar.

2.4. Coépulas y variables aleatorias

En esta seccion relacionaremos los conceptos y resultados que desarrollamos ante-
riormente sobre las funciones cépula con los conceptos estadisticos en términos de las
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variables aleatorias. Comenzaremos haciendo una definiciéon que nos ayudara a relacionar
estos conceptos. Nuevamente los ejemplos fueron tomados de Jurado (2010) [8].

Definicién 2.4.1 Dada una funcion de distribucion F, una cuasi-inversa de F' es una
funcion F=Y con dominio Dom(F) = I tal que

1. Sit € Ran(F), entonces FY(t) es un mimero x € R tal que F(z) = t, es decir,
Vt € Ran(F),
F(FEY() =t.

2. Sit ¢ Ran(F) entonces

FOU@t) = inf {a| F(z) >t} =sup {z | F(z) < t}

Es importante resaltar entonces que si F' es estrictamente creciente entonces tiene una
Unica cuasi-inversa, la cual es la inversa ordinaria F~'.

Ejemplo 3: Un ejemplo importante de la cuasi-inversa de una funcién, es la funcion

salto unitario, definida por

0 si z<a

gb“(x):{l si x> a.

Observamos que Ran(¢), = {0,1}, por lo que si t = 0, ¢;!(0) es cualquier valor
ag<aysit=1 ¢, (1) es cualquier valor a; > a. Si 0 <t <1,
y=9¢(t) = mf{z|g.(x) >t}
— sup {xlpu(z) <t} = a

Asi, dadas ag < a < ay, las cuasi-inversas de ¢ estan dadas por la familia de funciones

ap sit=20
oCVt) =< a site(0,1)
ap sit=1.
Definicién 2.4.2 Una variable aleatoria X es una funcion medible que va de un es-
pacio de probabilidad (2, F,P) al espacio medible (R, B(R)), donde B(R) es el o—dlgebra

generada por los abiertos de la topologia usual de R.

Como habitualmente, la medibilidad de X significa que cada evento [X € B] :=
XFUB) = {we Q| X(w) € B} pertenece a la o-dlgebra F para todo B € B. F es
una funcion de distribucién de una variable aleatoria X, cuando para todo z € R

F(z) =P[X < z]

Sean X, Y son variables aleatorias definidas en (€2, F ,JP’), decimos que H es una funcion
de distribucion conjunta de X y Y si para todo x, y € R

H(z,y) =P (X <z]N[Y <y]) =P[X <,V <y
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Observacién: Note que el conjunto [X < ] = { w € Q|X(w) € (—o0, ]} pertenece
a la o-dlgebra F ya que (—oo, z| € B(R) para todo x € R.

A continuacion escribiremos la version del teorema de Sklar en términos de variables
aleatorias y funciones de densidad, el cual nos ayudard a enlazar directamente la teoria
de copulas con la teoria de la probabilidad y cuya demostracién ya se tiene.

Teorema 2.4.3 (Teorema de Sklar en términos de variables aleatorias) Sean X
e Y wariables aleatorias con funciones de distribucion F' y G respectivamente, y H su
funcion de distribucion conjunta, entonces existe una copula C' tal que

H(z,y) = C(F(x),G(y))

Si F' y G son continuas, la copula C es unica, de lo contrario C esta unicamente deter-
minada en RanF x RanG. Se denotard por Cxy a la copula de X y Y.

Hasta aqui queda el teorema de Sklar, el cual es una herramienta fundamental para
esta teoria. Los siguientes Corolarios son resultado directo de este teorema y se omitiran
sus demostraciones.

Corolario 2.4.4 Tome H,C,F, y F, como en el Teorema de Sklar, y sean F; ' y F;l
las inversas generalizadas de F, y F,. Entonces, ¥(u,v) € [0,1]* se tiene que

C(u,v) = H(F, (), F, ' (y)) = H(z,y)
Corolario 2.4.5 Sean H una funcion de distribucion conjunta con marginales F' y G, y

C" la dnica subcdpula asociada a H. Sean F&Y y GV cuasi-inversas de F y G respec-
tivamente, entonces para todo (u,v) € Dom(C") se tiene que:

C'(u,v) = H (F™(u), GV (v)) . (2.8)

Observacién: Cada cépula (con una extensién adecuada de su dominio a R?) define
una funcién de distribucién conjunta Hg cuyas marginales son uniformes sobre [0, 1]2, la
cual esta dada por:

0 r<06y<0
Clz,y)  (v,y)€l”

He(x,y) = T y>1, zel
Y x>1, yel
1 r>1, y>1

Como sabemos, una de las caracteristicas més importantes para el andlisis econométri-
co multivariado es la independencia de las variables aleatorias analizadas, la cual queda
caracterizada totalmente en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.6 Sean X, Y wariables aleatorias continuas entonces X y 'Y son indepen-
dientes si y solo si Cxy =11 (la funcion producto definida como Il(u,v) = uv).
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Demostracion: La demostracion de éste resultado se obtiene inmediatamente de la de-
finicién de independencia en términos de funciones de distribucién y de la definicion de
esta copula.m

Observacion: Un resultado importante que se obtiene de lo anterior es que si la
funcién de distribucion de la variable aleatoria X es continua y « es una funcion real es-
trictamente mondtona cuyo dominio contiene a Ran(X), entonces a(X) también cumple
ser variable aleatoria y su funcién de distribucion es continua. El teorema siguiente nos
indica la relacién entre sus copulas.

Teorema 2.4.7 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con copula Cxy. Sia : Ran(X)
R y 8 : Ran(Y) — R son funciones estrictamente crecientes, entonces

Cax)py) = Cxy
es decir, Cxy es invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes de X y Y.

Demostracién: Vemos que como « y (3 son estrictamente crecientes, entonces a(X) y
B(Y) son también variables aleatorias (pues mapean intervalos de la forma (—oo,w] a
intervalos de la forma (—oo, a(w)] y (—o0, B(w)], ademés de que las imagenes inversas de
(—o0, 2] bajo a(X) y S(Y) son las mismas que bajo X e Y) con funciones de densidad
continuas, por lo que la cépula Cy(x)gy) es tUnica (une a H(a(X),3(Y)) con Fyx) vy
Ga)):

Sean Fy, G1, Fy y G las funcioes de distribucién (acumulada) de las variables aleatorias
X, Y, a(X) y B(Y) respectivamente, entonces

Fy(z) = P(u(X) <z) = P(X <o !(2)) = Fi(a™(2)) (2.9)
Ga(y) = P(B(Y) <y)=P(Y <37 (y) = G(B7 () (2.10)

pues a y [ son estrictamente crecientes, luego de (1,9) y (1,10) se sigue que

Cax)pr)(Fa(7), Go(y)) = Pla(X) <z, BY) <y
= PX <a™'(z), Y <57 (y)]
= Cxy(Fi(a™!(2)), Gi(B7'(y)))
Cxy (Fy(2)), Ga(y)))

Como X e Y son continuas, entonces Ran(Fy) = Ran(G2) = I, de donde se sigue que
Ca(X)ﬁ(Y) = Cxy en I2-l

Para finalizar la seccion, el siguiente teorema nos indica la relaciéon de la cépula con
las funciones copula de supervivencia. La demostracién es muy técnica y no aporta mucho
al entendimiento de la teoria, por lo que la omitimos.

Teorema 2.4.8 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas con copula C'xy. St o y 3 son
estrictamente mondtonas sobre RanX y RanY respectivamente



2.5. COPULAS DE SUPERVIVENCIA 19

1. Si « es estrictamente creciente y 3 estrictamente decreciente, entonces

Cax)ar) (1, v) = u — Cxy (u, 1 —v)

2. Si « es estrictamente decreciente y 3 estrictamente creciente, entonces

Cox)s0) (U, 0) = v — Cxy (1 — u,v)

3. St a y B son estrictamente decrecientes, entonces

Coxypry(u,v) =u+v—1+ Cxy (1 —u,1—v)

2.5. Coépulas de Supervivencia

Las medidas de supervivencia se ocupan para hacer calculos a cerca del tiempo de
vida de algin evento en particular, como el tiempo de vida media de una particula ra-
dioactiva o el tiempo que transcurre antes de ser atendidos en un banco, ahi tiene el
origen su nombre. De esta manera, la probabilidad de que el fenémeno de estudio ocurra
o sobreviva mas alla del tiempo x la podemos conocer de la funciéon de supervivencia, es
decir, si F' es la funcion de distribucién de la variable aleatoria X, entonces su funcién
de supervivencia estd dada por F(r) =P[X > z] =1 - F(x).

Viendolo ahora desde el punto de vista de la teoria de copulas, dado un par de varia-
bles aleatorias (X,Y’) con funcién de distribucién conjunta H, la funcién conjunta de
supervivencia esta dada por

H(z,y) =PX >z,Y >

en donde las marginales de H son las funciones F(x) = H(z,—o0) v G(y) = H(—0o0,y).
Vemos que, retomando el teorema de Sklar, si la copula para X y Y es C, entonces

H(z,y) = 1—F(x)—G(y)+ H(z,y)
1-1+1-F(z)-G(y) + H(z,y)
= F(2)+G(y)—1+ H(z,y)
F(a) + Gly) - 1+ C(F(2),G))
= Fl)+Gly) —1+C(1 - F(x),1 —G(y)).

Asf, llamando a u = F(z) y v = G(y), tiene sentido definir lo siguiente:

Definicién 2.5.1 Definimos la copula de supervivencia C de la copula C' como:

Clu,v) =u+v—1+C(1 —u,1—0). (2.11)

Entonces tenemos que



20 CAPITULO 2. LA TEORIA DE COPULAS

Ejemplo 4: La distribucion acumulada bivariada de Pareto esta dada por:

1l+x+y)™? x>0, y>0,
_ B (1+x)7° x>0, y<O0,
Holw.y) = (I+y)* x<0, y>0,

1 r <0, y<0.

Por el Teorema de Sklar Hy tiene como cépula de supervivencia C ,

Hy(z,y) = Co (Fo(x),Go(y))

entonces

Co =y (F§ "), 65" ()
donde las marginales de H estdn dadas por

= - (14+2)"? z2>0
1 x < 0.

~ - 1+ y=>0
1 y < 0.

y sus inversas son

Fyw=-1+u vy GiVw)=—-1+01°
Entonces por el Teorema de Sklar, la copula de supervivencia

~

Colwv) = Hy (F (), G5V ()
= Hy(—1 w0 14
R e
(Ve 1)
Aunque ninguna de las dos es una copula, éstas relaciones expresan la probabilidad de

un evento que relaciona a las variables aleatorias X y Y con probabilidades especificas,
es decir

P(X<z,Y<y)=C(F),Gy) v PX>zY>y) =C(F),Gy)

2.6. Simetria

En esta seccién desarrollaremos algunos conceptos de simetria de las variables alea-
torias dada a través de la cépula que las relaciona, los cuales nos ayudaran a definir
diferentes medidas e indices para esta caracteristica de las variables aleatorias que actian
de manera conjunta. Las pruebas de los resultados que exponemos fueron tomados de
Jurado (2011) [8].
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Si X es una variable aleatoria y a € R, diremos que X es simétrica alrededor de
a, si la funcién de distribucion de las variables aleatorias X —a y a — X es la misma, es
decir, si para cualquier x en R se tiene que:

PX —a<z]=Pla— X <z

Note que si la funcion de distribucién F' de la variable aleatoria X es continua, la igualdad
anterior es equivalente a
Fla+z) = PX—-a<z]=Pla—X <z]=Pla—z<X]
= 1-Pla—2z>X]=1—F(a—x)

= Fla—x).
En la siguiente definicién, especificaremos tres de las formas mas usadas de simetria
bivariada.

Definicién 2.6.1 Sean X, Y wvariables aleatorias y (a,b) € R?

1. (X,Y) son marginalmente simétricas con respecto al par (a,b) si X eY son
simétricas alrededor de a y b respectivamente.

2. (X,Y) son radialmente simétricas con respecto al par (a,b) si la funcion de
distribucion conjunta de X —a y'Y — b es la misma que la funcion de distribucion
conjunta dea — X yb—Y.

3. (X,Y) son simétricas de manera conjunta en (a,b) si los pares (X —a,Y —b),
(X —a,b=Y), (a—X,Y =b) y (a— X,b=Y) tienen una funcién de distribucion
conjunta comun.

Teorema 2.6.2 Sean X e Y wariables aleatorias continuas con funcion de distribucion
conjunta H y marginales F y G respectivamente, sea (a,b) € R?, entonces (X,Y) es
radialmente simétrica en (a,b) si y sélo si

H(a+z,b+y)=H(a—x,b—y)
para todo (z,y) € R2.
Demostracion: La demostracion es sencilla y sigue los pasos de la nota anterior, asi su-
pongamos que (X, Y’) son radialmente simétricas con respecto al punto (a,b) entonces se

cumple que:
H(x+a,y+b)=H(a—z,b—1y),

por lo que entonces se tiene que:

Hz+ay+b) = PX<z+aY <y+Db
= PX—-a<zY—-0<y]
= Pla— X <z,b-Y <y
= 1-PX<a—zY <b—1y]
= 1—H(a—z,b—1y)

= H(a—=xz,b—1y).

Note que, aplicando la definicion, la simetria conjunta implica simetria radial, y tam-
bién simetria radial implica simetria marginal. Enunciaremos el siguiente teorema:
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Teorema 2.6.3 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas con funcionn de distribucion
conjunta H y marginales F' y G, respectivamente, y con copula C'. Suponga ademds que F' y
G son simétricas alrededor de a y b respectivamente; entonces el par (X,Y') es radialmente
simétrico en (a,b), es decir, H satiface

H(a+z,b+y)=H(a—z,b—1y)
sty solo si C'= C, es decir, si y solo si C' satisface la ecuacion
Clu,v) =u+v—14+C(1l —u,1—0) (2.12)
para todo (u,v) en I2.

Otra forma interesante de simetria es la intercambiabilidad, lo cual se caracteriza,
dadas dos variables aleatorias X e Y, se dice que son intercambiables si los vectores (X, Y)
y (Y, X), son idénticamente distribuidos, entonces la funcién de distribucién conjunta H
de X y Y satisface

H(z,y) = H(y,x)

para todo z,y en R?. El siguiente teorema caracteriza a las funciones intercambiables a
través de sus caracteristicas vistos como entes estadisticos y de su cépula.

Teorema 2.6.4 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con funcion de distribucion
conjunta H, marginales F' y G respectivamente, y copula C, entonces X y 'Y son inter-
cambiables si y sélo si F = G y C(v,u) = C(u,v) para todo (u,v) € I*.

Cuando ocurra que C(v,u) = C(u,v) para todo u,v en I?, diremos simplemente que C
es simétrica.

2.7. Coépulas Multivariadas

En esta seccion analizaremos la extension de los conceptos y resultados anteriores al
caso multivariado pues es nuestro objetivo aplicar este analisis al caso general multivariado
cuando lo relacionemos con la teoria de la estadistica y la econometria. Es de destacarse
que no todas las definiciones y teoremas tienen algin resultado analogo para este caso, por
lo que enunciaremos los resultados més importantes y sus diferencias, estos son resultados
estandar de la teorfa de cépulas y muchas de estas son tomados de Jurado (2011)[8] y de
Nelsen (2007)[6].

Dado un entero positivo n, definimos R” como el espacio real extendido de n dimen-
siones, R x R x --- x R, denotaremos a los puntos en R" como @ = (a1, as,--- ,a,);
escribiremos @ < b cuando ar < by, Vk € {1,2,--- ,n}. Asi, dados dos vectores tales que
a < 5, denotaremos al producto cartesiano de n intervalos B = [6,5] como la n-caja
B = [a1,b1] X [ag,b3] X -+ X [an, b,]. Los vértices de la n-caja son los puntos de la forma
é=(c1,¢9,++ ,¢,) con ¢ igual a ay, 6 by. La n—caja unitaria I" es el producto cartesiano
de I x---x 1.
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Una funcién real de n—valores H, es una funcién cuyo dominio (DomH) es un
subconjunto de R y cuyo rango (RanH) es un subconjunto de R. El cuadrado unitario
es la caja I? y una “2-caja” es un rectdngulo [z1,72] X [y1, 1] en R2. Asi, estamos listos
para hacer la siguiente:

Definicién 2.7.1 Sean Si,Ss,--- , S, subconjuntos no vacios de R y sea H una funcion

real de n-valores con dominio DomH = Sy X Sy X --- X S, sea B = [d, b] una n-caja cuyos
vértices estan en DomH . Se define el H-volomen de B como:

Vir(B) =) sgn(dH (@),

donde la suma se toma sobre todos los vértices ¢ de B y la funcion signo (sgn) se
define como:

@ 1, Sicy=ar para un numero par de k’s
sgn(c) = ‘ , :
g —1, Sicy=ar para un numero impar de k’s.

Equivalentemente el volimen H de una n-caja B = [a,b] es la diferencia de orden n
de H sobre B dada por:

Vir(B) = ALH(E) = Al A= - Al H(E).

an " Gn-—1

Donde la diferencia de orden 1 de la funciéon de n-valores H se expresa como:

AZIZH(E) - H<t17 e 7tk—17bk)tk+17' o 7tn) - H(tla e 7tk—17ak7tk+17' o 7tn)

Definicién 2.7.2 Andlogamente al caso univariado, una funcion real valuada de n-valores
H es n-creciente si el volomen Vi (B) > 0, para todas las n-cajas B cuyos vértices estén
en el conjunto DomH .

Suponga que el dominio de la funciéon H esta dado por DomH = S; X Sy X «+- X Sy,
donde cada Sy tiene un elemento minimal ag. Diremos que H esta fija, si H (f} = 0 para
toda ¢ en el DomH tal que t, = a; para al menos una k.

Si cada Si es no vacio y tiene un elemento maximo o mayor, digamos by, para k
en {1,2,...,n}, entonces diremos que H tiene marginales unidimensionales Hj con
DomH; = S y cumpliendo

Hy(z) = H(by, -+ ,bg_1,2,bgy1,- -+ ,b,) para toda x en Sy.

Las marginales de dimensiones mayores se obtienen fijando una menor cantidad de
elementos maximos b en H, por ejemplo las marginales bidimensionales

Hk,k-‘rl((‘rv y)) - H(bh e 7bk—17‘r7 Y, bk+27 e 7bn) para toda T, yen Sk

Los siguientes resultados son muy importantes pues nos ayudan a definir las condicio-
nes y caracteristicas de las cépulas multivariadas.
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Lema 2.7.3 Sean Si,...,S, subconjuntos no wvacios de R y sea H una funcion fija
n—creciente con dominio DomH = S1x,--- X S, entonces H es creciente en cada argu-
mento, es decir, sean (ti,...,tg—1, T, tgs1, -y tn) Y (1, the1, Y tha1, - - -, tn) tales que

r <y, entonces

H(tl, ce ,tk,bx,tk+1, c. ,tn) S H(tl, ce ,kafl,x,tk+1, ce ,tn)

Lema 2.7.4 Sean Si,...,S, subconjuntos no vacios de R y sea H una funcién fija
n—creciente con dominio DomH = Six,--- x S, tal que tiene marginales. Sean T =
(1, @n) YyY = (y1,...,Yn) puntos en el DomH , entonces

H(Z) — H(Y) < Z | Hy.(z1) — Hi(yr)| -

Definicién 2.7.5 Una subeépula n—dimensional o n—subcépula es una funcion C’
con las siguientes propiedades.

1. DomC" = 81 x --- x S, donde cada conjunto Sy esta contenido en I, para cada k
en el conjunto {1,2,...,n}.

2. C' esta fija y es n—-creciente.

3. C" tiene marginales uno-dimensionales Cy, para k en el conjunto {1,2,... ,n}, que
satisfacen
Crx(u) =u para todo u en Sk.

Notemos que para cada @ = (uy,us,...,up), @ = (U1, U, ..., Ui—1,0,Ui11,...,Uy), b =
(ug,ugy .. i1, L, uisq, ..., uy,) en el DomC’, tenemos que

-

0=C'(a) <C'(a) <C'(b) < 1.
Por lo tanto RanC’, al igual que el Dom(C’, son subconjuntos de I" e I respectivamente.

Definicién 2.7.6 Una copula n—dimensional o n—copula es una n—subcopula C
cuyo dominio es I™, es decir, es una funcion C : I — I con las siguientes propiedades:

1. Para cada i = (uy,ug, ..., uy,) en I, conuy = 0 para al menos un k en {1,2, ... ,n},
Cw)=0.Siudu=(1,...,1,ux,1,...,1), entonces C(10) = uy.

-

2. Para cada @ y b en I™ tal que @ < b, entonces Ve([d@, b]) > 0.
Se puede verificar que cada marginal bidimensional es por si misma una cépula.

Teorema 2.7.7 Sea C' una n—subcdpula, entonces para cada @ y v en DomC’

n

C'(@) = C'(@) =) (o —w)

k=1

entonces C' es uniformemente continua sobre este dominio.
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Las siguientes definiciones y resultados son cuestiones estandar de la teoria de la
probabilidad y los enlazamos con la teoria de cépulas para analizarlos en este contexto.

Definicién 2.7.8 Una funcion de distribucion n—dimensional H es una funcion con do-
minito R™ tal que

1. H es n—creciente.

2. Para todo t en R", el cual cumpla que para al menos un k, t, = —oo, entonces

H@):O;
3. y H(co,00,...,00) = 1.

Note que, en este caso podemos concluir que H esta fija, ademas dado que DomH =
R™, entonces por el teorema 2.7.3 se sigue que las marginales unidimensionales de H son
a su vez funciones de distribucién, las cuales denotaremos por F, Fs, ..., F,, paran > 3.

El siguiente resultado y sus corolarios son las versiones del teorema de Sklar y sus
corolarios para varias dimensiones y generaliza de manera natural estos resultados.

Teorema 2.7.9 Teorema de Sklar en n—dimensiones. Sea H una funcion de dis-
tribucion n—dimensional con marginales Fy, Fy, ..., I}, entonces existe una n—cdpula C
tal que para todo ¥ € DomH = R"™ se cumple que:

H(xy,x9,...,2,) = C(Fi(x1), Fo(xa), ..., Fn(zy,)).

Si F1, Iy, ..., F, son todas continuas, entonces C' es unica, en caso contrario, C' esta de-
terminada de manera unica sobre Rank| x Ranky x -+ - X RankF,,.
Inversamente, st C' es una n—copula y Fy, Fs, ..., F, son funciones de distribucion,

entonces la funcion H definida por
H(.Z‘l,ZEQ, ce ,l‘n> = O(F1<l’1), FQ(.Z'Q), ceny Fn(l’n)),
es una funcion de distribucion n—dimensional con marginales Fy, Fs, ... F,.

Corolario 2.7.10 Sea H, C y I, Fs, ..., F,, como en el teorema anterior, y sean Fl(fl), F2(71), L F
las cuasi inversas de Fi, Fy, ..., F,, entonces para cualquier @ en I"

Clurs. . un) = HF T (wy), B (us), .., FSY ().

n

Teorema 2.7.11 Sean X1, X, ..., X, variables aleatorias con funciones de distribucion
Fy Fs, ... F, respectivamente y funcion de distribucion conjunta H, entonces existe una
unica n—copula C, tal que

H($1,LE2, oo ,$n> == C(F1<I1), FQ(%Q), ey Fn(In))

Si Fy, Fy, ..., F, son todas continuas, C' es unica, de otra forma, C' esta determinada de
manera unica sobre RanF; X RanFy X --- X RankF,,.
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Las extensiones de las copulas M, II, W a sus semejantes n—dimensionales se deno-
taran por M™, 11", W™ y se definen como sigue:

M™(4d) = min(ug,...,u,),
I"(@) = wuy-ug---uy,
W"(u) = max(uy +us+...+u, —n+1,0).

Jurado (2011) prueba que las funciones M™ y II" son n—cépulas para todo n > 2,
pero que sin embargo la funcién W™ no es cépula para n > 2 pues esta funciéon no es
n—creciente.

-

Supongamos que lo es, es decir que para cada @, b en I™, se define el intervalo B = (@, 0],
Vi (B) = MW" (@) = A AGT - AW (@) 2 0.

Sean, 172 = (1/2,...,1/2) y T = (1,...,1), entonces la desigualdad se cumple para
cualquier intervalo B, en especial para la n—caja B = [172, T], observamos que todos
los vértices ¢ de la caja se caracterizan por tener entradas 1 6 1/2; ademds que si en un
vértice existen k entradas con valor 1, entonces las otras n — k entradas tienen el valor

1/2, entonces para cada vértice ¢

wnre) = max{k+(n—k)/2—n+1,0} =max{l— (n—k)/2,0}
1+@ si k>n-—2
0 si k<n-—2,

si k > n — 2, entonces para k =n —1 o n, W"(C) es positiva. Entonces, aquellos vértices
que tengan una sé6la entrada con valor 1/2 y n — 1 entradas con valor 1, o bien, el vértice
1=(1,...,1), son los vértices que cuentan. Entonces

Var(B) = 3 sgn(@W"(@
= W*(I) —nméx{n—1+1/2—-n+1,0} =1—n(1/2).

Asi, una condicién para que el volimen Vi (B) sea mayor que cero es que n < 2.
Por lo tanto W™ no es copula para n > 2.

Teorema 2.7.12 Si C' es cualquier n—subcdpula, entonces para cada i en DomC'’
W"(d) < C'(u) < M™(a).

Teorema 2.7.13 Para cualquier n > 3 y cualquier u en I", existe una n—copula C' tal
que
C(u) = W™(a).

Esto es una especie de teorema de la envolvente para cépulas para el caso de la copula
menor que acota a las demds, ya que aunque W™ no es copula, si acota a las copulas
n-dimensionales por abajo y se compone de los puntos minimos de estas copulas.



Capitulo 3

Regresion con Copulas y Correlacion

Uno de los objetivos de esta tésis es el poder construir los puentes entre la teoria de
copulas y la estadistica para poder construir mecanismos y medidas de dependencia entre
las variables aleatorias y de causalidad entre fendmenos estocasticos, por lo que en este
capitulo se intentara hacer esto utilizando algunos indicadores como la tau de Kendall y
la tho de Spearman.

Una de las principales caracteristicas de este tipo de medidas, la cual nos ayuda tni-
camente a calificar la dependencia, es que estas medidas son independientes de la escala.
Asi, podremos estudiar la dependencia entre variables aleatorias para poder relacionarlas
de manera dependiente con alguna otra variable aleatoria a través de un modelo de regre-
sién (calculando el valor esperado condicional); veremos que las medidas de dependencia
y las medidas de asociacion estan relacionadas.

Comenzaremos analizando dos de las medidas de correlacién entre las variables, las
cuales tienen la ventaja de ser invariantes bajo escala: la tau de Kendall y la rho de
Spearman. Posteriormente haremos un andlisis de la funcién de regresion y de su aplicacion
en la econometria.

3.1. Concordancia y la Tau de Kendall

Sean (x;,v;) y (z;,y;) dos observaciones de un vector aleatorio (X,Y") continuo. Di-
remos que (x;,v;) v (x;,y;) son concordantes si y sélo si z; < z; y y; < y; 6 x; > x;
y ¥i > y;. Andlogamente diremos que son discordantes si y sélo si z; < z; y y; > y;
by >x;y Y <Yj.

Estas condiciones se traducen en las expresiones, (z; —z;)(y; —y;) > 0 cuando son con-
cordantes, y (z; —x;)(y; —y;) < 0 cuando son discordantes. Esta propiedad de dependencia
en variables aleatorias es muy importante pues nos ayuda a entender las interacciones en-
tre las ellas.

Sean {(z1,%1), ..., (Tn, yn) } una muestra aleatoria de n observaciones del vector (X,Y)
de variables aleatorias continuas; existen (4) pares distintos (x;,y;) con ¢, j en el conjunto
de subindices {1,...,n} e i # j. Cada par es concordante o discordante, por lo que ¢

27
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denotara al nimero de pares concordantes y d el de pares discordantes. Asi se define la
Tau de Kendall muestral como:

c—d c—d
c+d (B

Por otro lado, la versién poblacional de la Tau de Kendall (también conocida como
la funcién de Concordancia @) esta definida como la probabilidad de concordancia
menos la probabilidad de discordancia entre dos vectores (X1, Y1) y (X2, Y2) con funciones
de distribucién H; y Hs, las cuales pueden ser diferentes, pero con marginales comunes
F para X, y X5, vy G para Y] y Y, es decir:

Q=71=1xy =P[(X; - Xo)(V1 = Y2) > 0] — P[(X; — Xo)(V1 = Y2) <0] (3.1

Teorema 3.1.1 Sean (X1,Y1) y (Xa,Ys) vectores aleatorios independientes con funcio-
nes de distribucion conjunta Hy y Hs respectivamente, con marginales comunes F, para
X1y Xo, yG, para Yy y Ys. Si Cy y Cy denotan las copulas de (X1,Y1) y (Xo,Ys) res-
pectivamente, es decir, Hy(z,y) = C1(F(z),G(y)) y Ha(z,y) = Co(F(x),G(y)). Sea Q,
la funcion de Concordancia de (X1,Y1) y (Xa,Ys) definida arriba. Entonces

Q= Q(Cy, Cy) = 4//{ Co(u, v)dC (u, v) — 1. (3.2)

Demostracién (tomada de Jurado (2011) [8]): Dado que todas las variables X3, X5, Y]
y Y5 son variables aleatorias continuas, entonces

Pl(X1 = X5)(Y1 = Y2) <0] = 1= P[(X; — X,)(Y1 = Y2) > 0],

entonces,

Q =2P[(X; — Xp)(Y1 - Y2) > 0] - 1, (3.3)

calculamos la probabilidad,

Pl(X:— Xo)(Yi = Ya) > 0] = PUX; > X0,V > Y2l U{X) < Xo,Y; < V2l
= P[X1>X5,Y1 > Y5+ P[(X; < X5,V <Y,

las cuales se pueden calcular integrando insdistintamente sobre la distribucién de alguno
de los vectores (X1, Y]) o (X3, Y3), en este case usamos (X7, Y)),

PlX:>Xo, Y1 >Yo] = P[Xy <Xy,Ys <Y
_ / PIX, < 2,Y, < ydCy(F(2), G(y)
RZ

_ / Hy(z, y)dCy (F(x), G(y))
_ / /RQCQ G(y))dCy(F(x), G(y)),

PIX) > X5,Y) > Y, = //12 Cy(u,v)dCy(u,v). (3.4)
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De la misma manera se comprueba

mx<&m<ny:/RPWp%B>Wwaﬂ@)

:(/Af‘ Gly) + Co(F(x), G(y))dCy (F(z), G(y)),

de nuevo, tomando u = F(z) y v = G(y),
P < Xo i <¥il = [ [ [1-u-vs Cotu)] dciu ),
12

dado que la cépula C; es la funcién de distribucién del par de variables aleatorias (U, V),
las cuales tienen distribucién uniforme (0, 1), por lo que, E(U) = E(V) = 1/2, entonces

P[Xl < XQ,}/l < Yé] =1- ]_/2— 1/2+// CQ U U)dCl(U ’U)
entonces la expresion anterior se reduce

PIX, < X,V; < V3] = / Co(u, v)dCh (u, v). (3.5)

12
Asi pues, sustituyendo y sumando las expresiones encontradas (3.5) y (3.6) para @ en la
ecuacion (3.3), se obtiene

Q = 2{//IQCg(u,v)dCl(u,v)+//1202(u,v)d01(u,v)}—1
_ 4/ [ a0y 0) - 1

Corolario 3.1.2 Sean (X1,Y1) y (X2,Y2), dos pares de vectores independientes de va-
riables aleatorias con funciones de distribucion conjunta H, y Ho respectivamente, con
marginales comunes F, para X1 y Xo, y G, para Yy y Ys. Si Cy y Cy denotan las copulas
de (X1,Y1) y (Xo,Y3) respectivamente. Entonces

1. @ es simétrica, es decir, Q(Cy,Cy) = Q(Cs, Ch).

. @) es creciente en cada argumento, si C; < C] y Cy < Cf, entonces Q(Cy,Cy) <
Q(C1, C3).
. Las copulas Cy y Cy pueden ser reemplazadas por sus copulas de supervivencia en @, es

deCiT; Q(Ola CZ) = Q(él7 é?)

Demostracién (tomada de Jurado (2011) [8]): Para el inciso I, recuerde que en la
demostraciéon del Teorema 3.1.1, la probabilidad P[(X; — X5)(Y1 — Ya) > 0] puede ser
calculada usando el vector (X5, Y5), entonces

PX1 > Xp, V1 > Y, = P[Xp < X,,Y, <Y
_ //’ Pl < X,y < Y2JdCy(F(x), G(1))
]RQ

_ //Wl_ G(y) + Hi(z,y)dCo(F(z),G(y))

:‘/AfMF@M%wM%W@%aw%
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tomando u = F(z) y v = G(y),
PIX, > X5,V > Ya] = //1 C4 (1, 0)dCo(u, v). (3.6)
De la misma manera se comprueba
P[X, < X,,Y; < Yo / . PlXy < 2,Y1 < yldCy(F(x), G(y))
- [ [ cr@.cwycap). G

de nuevo, tomando u = F(z) y v = G(y),

PIX; < X5, <Ys] = // Cy(u, v)dCs(u,v),
12
entonces
Q(Cl>c2) = Q(C2,Cl)-

Demostramos que II se cumple, en efecto, dado que C; < C7 y Cy < C}, entonces
Ci(u,v) < Ci(u,v) y Co(u,v) < Ci(u,v), siy solo si

//12 C1(u,v)dCy(u,v) < //12 C1(u,v)dCy(u,v) < //12 C! (u, v)dC(u, v),

si y solo si

4/ C1(u,v)dCy(u,v) — 1 < 4/ C1(u,v)dCh(u,v) — 1,
J2

12

por lo tanto

Q(Cy,Cy) < Q(CY, Cy).

Por 1ltimo, demostramos el inciso III, partimos del hecho C’(u, v)=u+v—-14+C(1 -
u,1 —v), evaluamos C(u,v) en el punto (1 —u, 1 —v) y obtenemos

Cl—ul—-v)=0-u)+(1-0v)—1+C(u,v) =1—u—v+C(u,v),

entonces
Clu,v) =u4v—14+C(1—u,1—0v),

observamos que las diferenciales cumplen dC'(u,v) = e, (1 —u,1—v), entonces

//1201(u,v)d02(u,v) = //12 [u—i—v—l—i—é’(l—u,l—v)]dé’(l—u,l—v)

- //126*(1—u,1—v)]dé(l—u,l—v),
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la dltima igualdad se cumple del hecho [ [, [u+v —1]dudv = 0; entonces definimos
t=1—uyv=1-—wv, por lo tanto se obtiene

Q(C1,Cy) = 4//}201(u,v)d(]2(u,v)—1

_ / Cr(1—u, 1 — v)]dCy(1 — u,1 —v) — 1

12

= Cl7 CQ)

Note que, dado que @ esta definida como una diferencia de probabilidades, los valores
de @ caen en el intervalo [—1, 1]. Sea C' una cépula arbitraria, comprobamos que Q(C, W),
se prueba usando el Corolario 3.1.2 que esta cae en un intervalo bien definido. Asi, se tiene
que como W < Wy W < C', entonces Q(C, W) > Q(W, W) = —1, también como C' < W
y W < M, entonces Q(C, W) < Q(M,W) = 0, luego entonces

-1 <Q(C,W) <L0.

Por otro lado, usando el mismo argunmento Q(C, M) cae en un intervalo bien definido,
y como C' < M y M < M, entonces Q(C, M) < Q(M, M) =1, asi como también W < C
y M < M, entonces 0 = Q(W, M) < Q(C, M), por lo que

0<QC,M) <1
De igual manera se comprueba que para toda cépula C se tiene que:
—-1/3<Q(C 1) <1/3.
Asi, se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C, entonces la
version poblacional de la tau de Kendall estd dada por

Txy =7c = Q(C,C) = 4/ C(u,v)dC(u,v) — 1

I2

Ejemplo 1: Sea Cg (con © € [—1, 1]) una cépula de la familia Farlie-Gumbel-Morgenstern,
es decir,
Co(u,v) = uv + Ouv(l —u)(1 —v),

y su diferencial esta dada por
0?Co(u,v)

S0 dudv
= 14+ 6(1—2u)(1 - 2v)dudv.

dC@ (U, U)
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Asi, calculando la integral tenemos que:

/ [ Catuv)dColun) - //I v + Ouv(l — u)(1 — v)] - [1 + O(1 — 2u)(1 — 20)] dudv
_ //puvdudv—k//ﬂ@uv(l—u)(l—v)dudv
+//I Ouv(1 — 2u)(1 — 20)dudv
+ / /I [©%u0(1 — w)(1 — )] [(1 — 2u)(1 — 20)] dudv

[/Oludur+@[/olu(1—u)1 —i—@{/olu(l—Zu)du}

+0° Vol u(l —u)(1— 2u)du} ,

por ultimo, evaluando la integral tenemos

2 2

17° 1 1) 1 217 1 17°
12 12 12
- [o] +els) +o[]
1 2
_ 1.9
4718

Entonces, la tau de Kendall esta dada por:
1 ©
= 4]|-+ | -1
o {4 * 18]
20
5

Corolario 3.1.4 Sean X y Y wariables aleatorias con copula Arquimediana C, generada
por @, la version poblacional de la tau de Kendall 7¢ para X y 'Y, esta dada por

o=1 +4/0 :;((?)dt.

Ejemplo 2: Dada la c6pula de Pareto
C(Y, a;,b;) = maz{[Y;,“ 4+ X;* — 1]¥/%,0}

esta copula es de la familia arquimediana con generador

1
t)=—(t"“*—-1
olt) = —(t = 1)
entonces, la 7o de Kendall en este caso estd dada por

—1—|—4/1$(t_a_1>dt—1
o= , —tel T g2
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3.2. La Rho de Spearman

Otra medida importante de dependencia (clasicamente utilizada en la estadistica) es
la tho de Spearman, la cual esta basada en la concordancia y discordancia de pares de
variables aleatorias.

Sean (X1, Y1), (X2, Y2) y (X3, Y3) tres vectores aleatorios independientes con funcién de
distribucién comin H, marginales F'y G para X;, Y; para i = {1, 2, 3} respectivamente, y
copula C'. La version poblacional de la rho de Spearman es proporcional a la probabilidad
de concordancia menos la probabilidad de discordancia de los vectores (X1, Y)) y (Xa, Y3),
es decir:

p=3(P[(X1—Xo)(V1 —Y3) > 0] = P(X; — X5)(Y1 — Y3) <0]). (3.7)

Notese que (X7, Y1) y (Xa, Y3) tienen las mismas marginales F'(X), G(Y'), sin embargo,
el vector (X1,Y7), tiene funcién de distribucién conjunta H(z,y), mientras que el vector
(X2, Y3) tiene funcion de distribucién conjunta F'(x)G(y). El siguiente resultado nos ayuda
a calcular este indicador.

Teorema 3.2.1 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con cépula C, entonces la
version poblacional de la rho de Spearman para X yY estd dada por

p = pxy =3Q(C1) = 12// wvdC(u,v) — 3 (3.8)
12
= 12/ C(u,v)dudv — 3 (3.9)

Ejemplo 3: Sea Cg la cépula de la familia Farlie-Gumbel-Morgenstern
Co(u,v) = uwv + Ouv(l — u)(1 — v).

Calculamos primero:

//pC’(u,v)dudv = //12 [uv + Ouv (1 — u)(1 — v)] dudv
= //puvdudv—i—//ﬂ@uv(l—u)(l_v)dudv
- UolQLdurJr@Uolu(l—u)r
= i+@<%—%>2
1,9

+ —=
4 36
Asi entonces calculamos pg de Spearman para este caso:

peo = 12 C(u,v)dudv — 3
12
1 ©
= 12|24+ 2| =
[4+36] s
©

3
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Ahora, definiremos que condiciones debe cumplir una medida de concordancia.

Definicién 3.2.2 Una medida numérica de asociacion entre dos variables aleatorias con-
tinuas X y Y, con copula C, es una medida de concordancia kxy o k¢ si satisface:
kxy esta definida para cada par X, Y de variables aleatorias continuas.

—1<kxy <1, kxx=1yrx_x=—1

Rxy = Ry, x-

Si X yY son independientes, entonces kxy = ki = 0.

R_XYy = Rx-y = —RXY-

S Cy y Cy son copulas tales que Cy < Cy, entonces ke, < ke, .

Si {(Xn,Yn)} es una sucesion de variables aleatorias continuas con cépulas C,, y si la
sucesion {C,} converge puntualmente a C, entonces lim k¢, = K.

Note que, en el inciso (4), el caso reciproco no se cumple, es decir, si kxy = 0, no
implica que X y Y son independientes. El siguiente resultado nos puntualiza algunas
caracteristicas de las medidas de concordancia. No incluimos la demostracion pues es de-
masiado técnica y no se alinea a nuestros intereses en este trabajo.

Teorema 3.2.3 Sea K una medida de concordancia para X y Y wvariables aleatorias
continuas.

S1Y es una funcion creciente de X, casi sequramente, entonces Kxy = Ky = 1.

2. S1Y es una funcion decreciente de X, casi seqguramente, entonces kxy = kw = —1.

Si a y [ son funciones estrictamente mondtonas sobre RanX y RanY casi sequramente,
entonces Ko(x),8(y) = KXY -

St X yY son variables aleatorias continuas con copula C, entonces la version poblacional
de la 7 de Kendall y la p de Spearman, satisfacen las condiciones de una medida de
concordancia.

Note que la ecuacién (3.8), es equivalente a la expresién

p=rpxy = 3Q(CI)= 12// wdC(u,v) —3=12E(UV) -3
EUV)—-1/4 EUV)-EU)E(V)

1/12 N \/Var(U)\/Var(V)
COV(U,V)

\/Var(U) \/Var(V) '

Esta expresién es el coeficiente de correlacién de Pearson entre U y V.
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3.3. Relacién entre la Tau de Kendall y la Rho de
Spearman

Las medidas que hemos desarrollado hasta ahorita son ambas medidas de concordancia,
estas estan relacionadas entre si. La relacién entre 7 y p varia de una familia de cépulas
a otra. Puede encontrar ejemplos en el libro de Nelsen [4].

Teorema 3.3.1 Sean X y Y wariables aleatorias continuas, T y p denotan la tau de Ken-
dall y la rho de Spearman en relacion a estas variables, entonces se cumple las siguientes
desigualdades:

a) —1<3r—2p<1

IL+p 1+7\°
>
0 5= ()

1— 1—7\2
c) pZ LA
2 2

La siguiente figura muestra la relacién graficamente entre la 7 y p, vemos que entre
més grandes (en valor absoluto) son sus valores, mas se parecen estas medidas, y entre
mdas pequenias mas se distinguen entre si (tomamos el grafico de Jurado (2011) [8]).

Figura 3.1: Cotas dadas en el Corolario 3.3.2 para p y 7 de un par de variables
aleatorias con copula C.
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Corolario 3.3.2 Sean X y Y wariables aleatorias continuas, T y p denotan la tau de
Kendall y la ho de Spearman, entonces
31 —1 1+ 27 — 712

< p< — >0
9 —P= 2 T=b

2 _
T+ 27 1< <37’+1

<.
9 =P="" =

El siguiente ejemplo fue tomado de Jurado (2011) [8].

Ejemplo 4: Sean U, V variables aleatorias uniformes (0,1), V' = U @ 0, sea Cg la cépula

min(u, v — ), para (u,v) € [0,1—06] x [O,1],
Co(u,v) = ¢ min(u+ 6O —1,v) para (u,v)€[l—0,1] x[0,0)],
W (u,v) en otro caso,

con © en el intervalo [0, 1], por cdlculos anteriores, sabemos que pg = 1 —60(1 —0), falta
calcular la 7¢ de Kendall, necesitamos calcular la integral

[ ] ottt

para lo cual, usamos el soporte de la funcion que esta determinado por dos rectas, la recta
v = u+ O para el intervalo [0,1 — ©] y v = u — 1 + © para el intervalo [1 — O, 1].

1-©

1
= C@(u7u+@)du+/ Co(u,u —1+ ©)du
0 1-©

1-0 1
= / min(u, u)du + / min(u — 14+ 6,u— 1+ 0)du
0 1-0

1-© 1
= / udu—l—/ u— 1+ Odu
0 1-0

N Y

= %+(@—1)+(1—@)2.

Entonces

T@=4B+(@—1>+<1—@)2} ~1=(1-20)%

Verificamos que para esta familia,

3t —1  3[(1—20)%]—1
2 - 2
212 1262
_ @2+ O 1 60460’

= 1-60(1-0) = pe.
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Entonces cada punto de la cota % es alcanzado por un punto de ésta familia para 7 > 0.
Sean U, V variables aleatorias uniformes (0,1), U @ V' = ©, sea Cg con © en el intervalo

[0, 1], la c6pula
max(0,u +v —©), para (u,v) € [0,0]%
Co(u,v) =< méx(©,u+v—1) para (u,v)€[O,1]?

M (u,v) en otro caso,

Falta calcular la 7¢ de Kendall y la rho de Spearman, necesitamos calcular la integral

//12 Co(u,v)dCeo(u,v)

para lo cual, usamos el soporte de la funcién que al igual que para la cépula ante-
rios estd determinado por dos rectas, la recta v = —u + © para el intervalo [0,0] y
v =—u+ 1+ © para el intervalo [©, 1].

e 1
= / Co(u, —u+6)du+/ Co(u,—u+1+ 0)du
Q)
o 1
= / méx(O,u—u—l—@—@)du—l—/ méax(0, 0)du
e
o 1
- / 0du+/ Odu = O(1 — O).
0 e

Entonces

To =4[0(1 - 0)] —1=—(1-20)*

Ahora, calculamos la rho de Spearman
Calculamos la esperanza del producto UV

EUV) = /fu(@—u)du—l—/@lu(l—l—@—l)du

w2 ud ]° w? w3 ]t
e e (1+0) 1 (1+0) e

o, 1.6 1 e o
37272 3 2 3

Entonces

— 2 —
o = 1/6(1+3@1/123@) 1/4 = —14+60—60>=—1+60(1—0)
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Verificamos que para esta familia, cada punto de la cota 37 es alcanzado por un punto

2
de ésta familia para 7 < 0, en efecto,

3ro+1  3[-(1-20)2 -1
2 N 2
24120 — 1202
_ et (;) O 16060

= —1+6@(1 —@) = pe-

3.4. Dependencia

Uno de los conceptos clave de la estadistica es la independencia, la cual se define,
usando los conceptos que desarrollamos anteriormente, como la ausencia de dependencia
y esta caracterizada a través de la cépula producto (X y Y son independientes si su
funcién de distribucién conjunta es igual al producto de sus marginales), es decir, estan
caracterizados por la copula [I = UV.

En este capitulo desarrollaremos algunos conceptos nuevos de dependencia como la
dependencia de cuadrante positivo y negativo, las cuales, como veremos mas adelante,
nos expresaran la idea de que los valores grandes (o pequenos) de las variables aleatorias
tienden a ocurrir juntos (dependencia de cuadrante positivo) o que los valores grandes de
una ocurren con los valores pequenos de la otra (dependencia de cuadrante negativo).

Definicién 3.4.1 Sean X, Y wariables aleatorias, estas variables tienen la propiedad de
dependencia de cuadrante positivo (PQD), Positive Quadrant Dependence por sus
siglas en inglés, si para todo (x,y) en R?

PIX<z,Y<y|>P[X <z]P[Y <y] (3.10)
lo cual equivale a pedir que:
PX>zY >y >P[X>z]P[Y >y,

La propiedad de dependencia de cuadrante negativo (NQD) ocurre si para todo (x,y)
en R?

P X<z Y <y <P[X<z]P[Y <y|.

Sean X e Y son variables aleatorias continuas con funcién de distribucién conjunta H,
marginales F' y G, respectivamente y copula C. Si X, Y son dependientes de cuadrante
positivo, entonces la ecuacién (3.10) es equivalente a

H(z,y) > F(z)G(y),

y por lo tanto
C(u,v) > uv = I(u,v).
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Asi, si X e Y son dependientes de cuadrante positivo, diremos que su cépula C es
dependiente de cuadrante positivo (PQD), observamos que la gréfica de C' siempre se en-
cuentra por arriba de la gréfica de I1, el orden C' > II es llamado el orden de cuadrante
positivo.

Una condicién més fuerte en este caso serfa, por ejemplo, que P[Y < y|X < z| sea
una funcién decreciente de X. Si X, Y representan el tiempo de vida, entonces en este
caso se dice que la probabilidad del tiempo de vida de Y decrece cuando el tiempo de
vida X aumenta. En este sentido se tienen las siguientes definiciones:

Definicién 3.4.2 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas, entonces

. Y es decreciente de cola izquierda en X (LTD(Y|X ), por sus siglas en inglés Left
Tail Decreasing), si P[Y <y|X <z| = Hw) o5 una funcién decreciente de & para cada

F(z)
Y.
. X es decreciente de cola izquierda en Y (LTD(X|Y ), por sus siglas en inglés Left
Tail Decreasing), si P[X < z|Y <vy| = % es una funcion decreciente de y para cada
x.

. Y es creciente de cola derecha en X (RTI(Y|X), por sus siglas en inglés Right Tail

Increasing), si P[Y > y|X > z| = % es una funcion creciente de x para cada y.
. X es creciente de cola derecha en Y (RTI(X|Y ), por sus siglas en inglés Right Tail
Increasing), si P[X > z|Y > y] = Hé(zcyz)”) es una funcion creciente de y para cada x.

De igual manera hay 4 propiedades adicionales de dependencia negativa, creciente de
cola izquierda LTI (left tail increasing) y decreciente de cola derecha RTD (right tail
decreasing) que se definen de manera anédloga intercambiando las palabras decreciente y
creciente en la definiciéon anterior.

Note que de la deficién se tiene que la monotonia de colas para X e Y implican
dependencia de cuadrante positiva. Por ejemplo, si LTD(Y|X), entonces para z < oo

PlY <y|X <z]>P[Y <y|X <o0] =P[Y <y,
entonces, la expresion anterior queda como

PlY <y, X <z
>PlY <

por lo tanto
PlY <y, X <z|>P[X<z]P[Y <y,

es decir, PQD(Y'|X).

Teorema 3.4.3 Sean X e Y wariables aleatorias tales que satisfacen cualquiera de las
condiciones de la definicion 3.4.2 entonces X yY son dependientes de cuadrante positivo

PQD.
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Sin embargo, la dependencia de cuadrante positivo no implica ninguna de las cuatro
propiedades de monotonia de colas. El siguiente teorema es consecuencia directa de la
definicion 3.4.2.

Teorema 3.4.4 Sean X e Y wariables aleatorias continuas con copula C', entonces

1. LTDY|X) si y solo si para cualquier v en I, C(u,v)/u es decreciente en u.

2. LTD(X|Y ) si y sdlo si para cualquier u en I, C(u,v)/v es decreciente en v.

3. RTI(Y|X) si y solo si para cualquier v en I, [1 —u— v+ C(u,v)] /(1 —u) es creciente

en u, es equivalente, si [v — C(u,v)] /(1 — u) es decreciente en w.

. RTI(X|Y ) si y sdlo si para cualquier u en I, [1 —u— v+ C(u,v)] /(1 —v) es creciente
en v, es equivalente, si [u — C(u,v)] /(1 —v) es decreciente en v.

Corolario 3.4.5 Sean X y Y wvariables aleatorias continuas con copula C, entonces

1. LTD(Y|X) si y solo si para cualquier v € I, 0C(u,v)/0u < C(u,v)/u para casi toda u.
2. LTD(X\Y ) si y sélo si para cualquier w € I, 0C(u,v)/0v < C(u,v)/v para casi toda v.
3. RTI(Y|X ) si y sélo si para cualquier v € I,

0C(u,v)/0u > [v — C(u,v)] /(1 —u)
para casi toda u.
. RTI(X|Y ) si y sélo si para cualquier u € I,

dC(u,v)/0v > [u— C(u,v)] /(1 —v)
para cast toda v.

Definicién 3.4.6 Sean X e Y wariables aleatorias:

. X eY son crecientes de conjunto de esquina izquierda (lo cual denotaremos por
LCSD(X,Y ) de sus siglas en inglés de letf corner set decreasing), si

PIX <2,Y <y|X <o Y <y

es decreciente en x' ey para toda x,y.

. X eY son crecientes de conjunto de esquina derecha (denotado por RCSI(X,Y )
de las siglas en inglés right corner set increasing), si

PIX >xY >yl X >2Y >
es creciente en ' ey para toda x,y.

Tenemos que las propiedades de dependencia negativa LCSI(X,Y ) (left corner set
increasig) y RCSD(X,Y ) (right corner set decreasing) se definen de manera andloga.

Teorema 3.4.7 Sean X e Y wariables aleatorias continuas



3.4. DEPENDENCIA 41

1. Si LCSD(X,Y ), entonces LTD(Y|X ) y LTD(X|Y ).

. St RCSI(X,Y ), entonces RTI(Y|X ) y RTI(X|Y ).

Demostracién: Partimos de que se cumple que las variables X y Y son LCSD(X, Y),entonces
la probabilidad
PIX <2V <ylX <o Y <]

es una funcién decreciente en x’ y ¢’ para toda x y y; en particular para x = ooy ¢y = o0,
entonces
PIX <00,Y <y|X <2')Y <o0]=PlY <y|X <2

es una funcién decreciente de z’ para toda y, asi Y es decreciente de cola izquierda con
respecto a X, LTD(Y|X). Para comprobar la otra parte del inciso I, se usa y = oo y
2’ = 00, entonces

PX <z,Y <oo|X <o00,Y <y|=P[X <z|Y <]

es una funcién decreciente de 1’ para toda x, asi X es decreciente de cola izquierda con
respecto a Y LTD(Y|X). La segunda parte se demuestra de manera similar.g

Ahora enunciaremos un resultado que permite construir un criterio para determinar
las propiedades LCSD(X,Y) y RCSI(X,Y) en términos de desigualdades donde estén
involucradas las funciones de distribucién conjunta y de supervivencia.

Teorema 3.4.8 Sean X e Y wvariables aleatorias continuas con funcion de distribucion
conjunta H

. LOSD(X,Y ), siy solo si

H(x,y)H(z',y') = H(z,y ) H (2", y)
para toda z,y,7",y € R tales que x <z’ ey <y
. RCSI(X,Y ), siy sélo si

H(z,y)H(z',y') > H(z,y ) H(2',y)
para toda x,y, 2",y € R tales que v <z’ ey <y

El criterio del teorema anterior 3.4.8 puede ser expresado usando el concepto de las
funciones totalmente positivas de orden dos denotado por T'P,, las cuales se definen
de la siguiente forma. Sea f : R?> — R entonces f es totalmente positiva de orden dos si
fz,y)>0enRyparaz <z’ ey <y

f(z,y) flz,y)
f@'y)  f@y) =0

Si la desigualdad se invierte, entonces diremos que f es reversamente regular de orden
dos (abreviada de su expresién en inglés reverse regular of order two RRy).



AR
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Corolario 3.4.9 Sean X e Y wariables aleatorias continuas con funcion de distribucion
congunta H; entonces LCSD(X,Y ) si y sdlo si H es TPy, y RCSI(X,Y ) si y solo si H es
TP,.

Corolario 3.4.10 Sean X e Y wariables aleatorias continuas con copula C, entonces
LCSD(X,Y ) siy solo si C es TPy y RCSI(X,Y ) si y solo si C' es T'Ps.

Definicién 3.4.11 Una medida dxy de asociacion entre dos variables aleatorias conti-
nuas X eY con copula C es una medida de dependencia, si satisface las siguientes
propiedades:

dx,y esta definida para cada par de variables continuas X yY .

5X’y - 5}/7)(.

0<dxy <1.

dxy =0 siysolosi X yY son independientes.

dxy =1 siy solo sipara cada X yY, alguna de las variables es una funcion estrictamente
mondtona casi sequramente de la otra.

st oy B son funciones estrictamente mondotonas sobre RanX y RanY respectivamente,
entonces Oa(x),8(v) = 0x,y -

Si{(X,,Yn)} es una sucesion de variables aleatorias con copulas Cy, y si la sucesion {C,}
converge puntualmente a C', entonces lim, . dc, = ¢

Podemos construir un ejemplo de medida de dependencia a través de la rho de Spear-
man. Recuerde que esta esta definida como:

pPxXyY = pc = 12// [C(u,v) — wv]dudv.
12

Asi, pc es proporcional al volimen contenido entre la grafica de la copula y la copula
II. Si sustituimos a la expresién [C(u,v) — wv] por |C(u,v) — uv|, entonces obtenemos
una medida basada en la distancia L, entre las graficas de las copulas C' y II, la cual es
conocida como o de Schweizer y Wolff, asi tenemos que:

Oxy = 12/ |C'(u,v) —wv| dudv.
J2

Teorema 3.4.12 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas con copula C', entonces la
cantidad oc es una medida de dependencia.

Demostraciéon: Verifiquemos que la métrica
Oxy = 12/ |C(u, v) — uwv| dudv,
J2

cumple con las propiedades de I a IV de la definicién de medida de dependencia. Primero
tenemos que:
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1. De manera natural vemos que ox y esta definida para cualesquiera X, Y variables
aleatorias.

2. Por otro lado, dadas X, Y variables aleatorias cualesquiera, se cumple que:

oxy = 12/ |C(u,v) — wv| dudv
12

= 12/ |C(v,u) — vu| dvdu = oy x.
12

3. Sabemos que la rho de spearman cumple —1 < pxy < 1y que ademas |C(v, u) — vu| >
0 entonces, 0 < oxy < 1.

4. Tenemos que oxy = 0 siy sélo si 12 [ [, |C(u,v) — uwv|dudv = 0, pero como
|C(v,u) —vu| > 0 esto sélo puede ocurrir si |C'(u,v) —uv| = 0, luego C'(u,v) =
wv = I(u,v) es decir, si X y Y son independientes.

La demostracion de las propiedades restantes pueden ser consultadas en el libro de Nelsen
(2006)[4].m

Note que si las variables aleatorias X, Y son PQD, entonces C(u,v) > wuv asi,
0 < pxy = oxy. Si las variables aleatorias X, Y son NQD entonces C(u,v) < uv
por lo tanto 0 < uwv — C(u,v) = —(C(u,v) — uv), entonces oxy = —px,y-

Vemos que para muchas familias como la Plackett, la Farlie-Gumbel-Morgenstern y
varias familias de cépulas Arquimedianas se tiene que oxy = |px,y|; sin embargo, para
aquellas variables aleatorias X, Y que no son NQD ni PQD (es decir, para aquellas c6pulas
que no pueden ser comparables con II), o frecuentemente es una mejor medida que p.

3.4.1. Dependencia direccional y cépulas

En este apartado vamos a relacionar las cuestiones nuevas que hemos incorporado
sobre la regresién con copula con la correlacién de las variables aleatorias de un modelo.
Comenzaremos distinguiendo dos tipos de dependencia direccional entre dos variables.

Definicién 3.4.13 Considere las variables aleatorias U y V. Diremos que estas son de-
pendietes direccionalmente en su comportamiento conjunto si la forma de las
funciones de regresion para UV = w y V|U = w son diferentes, es decir,

E[V|U =w] # E[U|V = w]
Esta forma de dependencia es estructural, no marginal.

Otra forma de dependencia direccional se ve a través de las copulas condicionales. Las
variables aleatorias U y V' son direccionalmente independientes si la forma funcional
de las cdpulas condicionales para UV = w y V|U = w son diferentes, es decir

CU|V(S, w) 7é Ov|U(S, w)
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en donde las funciones estan dadas (como veremos mds adelante) por Cyjy = 808(2’”)
Cyvip = %. Este dltimo tipo de dependencia esta dado por el comportamiento marginal

de las variables aleatorias en cuestion.

Para el caso de las clases de cépulas simétricas [C'(u,v) = C(v,u)] no es posible hablar
sobre dependencia direccional en el comportamiento conjunto de las variables (estas no
reconocen a las variables aleatorias para componer su estructura) pero si en el comporta-
miento marginal.

3.5. Regresiéon con Coépula

En esta seccién definiremos la funcién de regresién de un modelo estadistico de de-
pendencia funcional entre variables aleatorias. Haremos esto bajo la visién de Spanos,
encontrando el valor esperado condicionado de la variable dependiente. Comenzaremos
definiendo la funcién de regresion de un modelo estadistico de dependencia funcional en-
tre variables aleatorias.

3.5.1. La Funcion de Regresién

Sabemos que, con la notacién anterior, U = Fy(z) y V = F(y) son variables aleatorias
con funcién de densidad de probabilidad uniforme en [0, 1], entonces por un lado tenemos
que la funcién de densidad de probabilidad conjunta esta dada por:

O*F(x,y)

flz,y) = 920y

Por otro lado, la densidad de una copula esta dada por

9?C(u,v)
Oudv

c(u,v) =

Combinando estas dos cosas, tenemos que

O?F(x,y)  9°C(u,v)
oxdy  0zdy
9 ,0C(u,v)0u, 0 ,00(u,v), du
= (9_y<78u %)_a_y(iau )(5)
9*C(u,v) dvdFy(z),  9*C(u,v)dFs(y)
oudv  dy dx )= oudv dy

flz,y) =

fi(x))

9?C(u,v)
Oudv

Esta expresion deja de manifiesto como las cépulas descomponen en dos el efecto de la
funcion de densidad, por un lado estan los efectos marginales (dados por las funciones de

fo(y) fi(x)) = c(u,v) fi(z) fa(y).

Por lo que tenemos que f(z,y) =
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9?C(u,v)
Oudv

(a la cual se le conoce como la funcién de distribucién cépula) que nos da el efecto
conjunto no marginal de las variables X y Y.

densidad marginales de las variables aleatorias) y por otro la expresion = c(u,v)

En el siguiente lema veremos como se relaciona una cépula con las probabilidades
condicionadas de las variables aleatorias, lo cual es fundamental para después poder definir
nuestra ecuacion de regresion copula.

Lema 3.5.1 Sea F(x,y) : R? — R la funcién de densidad acumulada conjunta de las
variables aleatorias X y'Y, entonces se cumple que:

F x) = aC (u, v

vie(ylz) = P(Y <ylX =z) = (U)
y también

F =P oC (u, v

X|y(l’|y) (X < $|Y = y) = (U)

Demostracién: Haremos esta demostracion para la funcién condicionada Fy,(y|z) (la
demostracién para Fy,(z|y) es de forma similar).

Tenemos que:

oC (u,v) _ 9C(u,v) du _ 9C(u,v)

ox ou Oxr  Ou @)
por lo que
oC(u,v) 1 0
ou - fl(ﬂf)[aafC(U7v)]
Pero también se tiene que
y Vo f(x,w
FY\w(Z/’x) = / fY|x<w|x)dw = ](Cl(l’)>dw

i L e

_ ﬁ[%(/; /_OO F(s, w)dsdw)]
) |

1 0

igualando las dos expresiones anteriores tenemos que:
oC (u,v)
o "
Definicién 3.5.2 La funcion de regresion copula (denotada por ro(v)) es el valor

esperado de la variable aleatoria de la variable de respuesta v dado el valor de la variable
v que la influye, es decir:

FX\y(x|y) =

ro(v) = Elu|V = 1]
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El siguiente teorema es uno de los mas importantes en nuestro trabajo ya que vincula
nuestras definiciones y resultados encontrados hasta el momento con la parte econométrica
del trabajo, ya que nos permite ajustar los modelos probabilisticos por medio de la funcion
de regresion copula, el cual es uno de nuestros objetivos en este trabajo.

Teorema 3.5.3 Con la notacion anterior, tenemos que la funcion de regresion copula
para el caso bivariado estd dada por:

ro(v) = Elu|]V =v] =1 —/ 80(‘(;)’ U)du

0

y también
1
ro(u) = Ep|U =u] =1 —/ Mdv
0 ou

Demostracion: Por un lado tenemos que

OC (u, v y oC (u, v
Fle(I|y) = (‘(91)) y también Fy|$(y|l’) = éu)
9*C(u,v)

Ademés, la funcién de densidad copula estd dada por c(u,v) = B para0 <u <1
v

y 0 <wv < 1. Como también U y V se distribuyen uniformemente en [0, 1], entonces, para
estos valores de u y v se tiene que

c(ulv) =

Luego entonces
1 1
EulV =] —/ uc(u!v)du:/ uc(u, v)du
0 0

Integrando por partes tenemos que
u 1 u
EulV =v)] = [u/ c(s,v)ds]izo—/ [/ c(s,v)ds]du
0 0o Jo

v 9?C(s,v) | L[ 020(s,v)
g / “oude o / [/0 “ougy deldu
L 0C(u,v) LoC (u,v)
= v ov Ju=o /0 ov du

— [Fi(2)Fxpy (el — / ‘”g”du

0

de donde se tiene que
LoC (u,v)
E =v)|=1- ——2d
v =) = 1- [ S

1 8C (u,v)
0 ou

La demostracion de que E[v|U =u] =1 — dv se hace de manera andloga. m
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A continuacién veremos algunas propiedades de la funcion de regresion copula. Nuestro
fin ultimo es ver como se comporta y de qué forma podemos hacer inferencia estadistica
con datos economicos, ademas de ver la forma de cémo nos da informaién para saber la
correlacién entre dos variables aleatorias. Comenzaremos describiendo las regresiones de
algunos casos importantes, para pasar después al caso mas general de la regresion.

Teorema 3.5.4 Dadas las siquientes copulas bivariadas, tenemos que:

1

1. 8i Co(u,v) = uv, entonces ro(u) = 5

2. Si Cy(u,v) = min{u, v}, entonces r(u) =u

3. 81 C_(u,v) = max{u+v — 1,0}, entonces r_(u) =1 —u
Demostracién:

1. Tenemos que

L o(uv) ! 1 1
To(u)—l—/o 5 dv—l—/ovdv—1—§—§

0 u <
2. Ahora, como — [min{u,v}] = { Losiusw entonces:

ou 0 en otro caso
1 . 1
r+(u):1—/Mdvzl—/dvzl—(l—u):u
0 8U u

s . 1 st utv>1 .
3. Por tltimo tenemos que %[max{u +v—1,0}] = { 0 en otro caso  Ctonces:

T_(u)zl—/o a(méx{u;uv_l’o})dvzl—/ludvzl—[l—(l—u)]zl—u. n

El siguiente resultado se puede deducir de facilmente, dada las propiedades de las
funciones involucradas, utilizando resultados estandar como el polinomio de Taylor, la
desigualdad de Markov y la propia definicién de copula y funcion de densidad, por lo que
se omite su demostracion.

0C (u,w)
au» enton-

Teorema 3.5.5 Con la notacion del teorema anterior, llamemos Cy(v) =
ces tenemos que:

1. Podemos reexpresar la funcion de regresion como:

re(u) =1 —/ [C, (v

en donde u, es un punto interior del intervalo (u,ug).

2. ro(u) > r[l = Cy(r)], para algin r € (0,1]

— )t + 20
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o =3t =4 [ ([ ety

Teorema 3.5.6 Una cdpula bivariada, C(u,v), tiene funcion de regresion lineal, es decir:

1
C’(u,v)ECLZ{C’|1—/ de:aqLﬁu}

0

con a, B €R, siy solo si

re(u) =a+ (1 —-20)u o re(u) = 1_2ﬁ + Bu

Demostracion: Tenemos que

LoC (u,v) o [
1—/0 audv—l—au/o C(u,v)dv = o+ Bu

despejando la derivada y usando el teorema fundamental del calculo tenemos que

2

1
/ C(u,v)dv = (1 — a)u — B% +k

0
para encontrar el valor de k tomamos u = 1 y recordando que C(1,v) = v, entonces

1 1
/OC(l,v)dv:/Ovdv:%:(l—a)—g—i-k

asf entonces tenemos que k = 3 — (1 — a) + 30.

Por otro lado, como E[v] = fol re(u)du = 1 entonces

1 1 1 1 1l 1
/ 11— / Cy(v)dv|du = / —du= - = / / Cy(v)dvdu = —
0 0 0 2 2 o Jo 2

Combinando esto con los resultados anteriores, tenemos que

e ! 11
/ / C’U(v)dvdu:/ l—a—Buldu=(1—0a)—=B==
0o Jo 0 2 2
De donde se tiene que = 1—2a o también o = %(1— B). El resultado se sigue sustituyendo

este resultado en la expresion lineal de la regresion.g
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3.5.2. Regresion Multivariada

Hasta aqui hemos analizado el caso de la regresiéon de una variable condicionada res-
pecto a otra, la extension a varias variables no es tan inmediata pero se puede hacer de
manera natural. En esta seccion haremos la extension del resultado de la regresién cépua
a varias variables.

Note que, dada una copula multivariada, como cada una de las variables u; son distri-
buidas uniformemente en el intervalo [0, 1], entonces se tiene que:

fluiyug)  f(ui, ug)
f(uy) 1

por lo que tenemos que ¢;; = ¢;; = ¢jj;, Vi,j = 1,2,...,n (la dependencia es inter-
cambiable).

fuilug) =

= f(uw uj)

Por otro lado, tenemos que la funcién de regresion cépula para n + 1 variables la
podemos plantear como

1 1
c e
E[U‘Ul,UQ,...,Un] = / uc(u‘vlav%"-avn)du = / 'LL[ (U;U177J2, ’Un) ]du
0 0 C1’2’_“7n<'l}1, Vo, ... ,’Un)
en donde ¢y 9. ,(v1,v2,...,v,) es la funcién de densidad marginal cépula de las variables
aleatorias vy, vg, . .., v,. Asi, integrando por partes la expresién anterior tenemos que:
v e(w, vy, v vn) 1 9" C(uyv1,02;--,0n)
Elulvi . vs. ... v — 'Ll,/ y U1, U2, . .5 Un dw 1_ _/ Ov10vg--On du
[ ’ 1, V2, ) n] { 0 01’2“..’”(017 Vo, ... ;Un) ]u_U 0 [61,2,...,n<vla Vg, . .. 7Un)]
u 1 9"C(uvr,02,5vn)
= [uf ¢ wlvy, v, ..U )dw]L_y — 9v19vy:-Jvn
[ /0 u|vl’v2"”’v”( | v ’ n) LL?O /0 [01,27...,n(vla V2, ... 7Un)
1 9O (u,01,02,...,0n)
= C V|U1, V2, . .. - / 0v19va---Ovp du
{u uwlﬂ}%m,vn( | b 7Un)]u_0 0 [61,2,...,71(/(]17 Vo, ... ,Un>]
- 1_ 1 /‘1[anc(u71}1,’02,...,Un>]du
Cl:Qw--,n(Ul? U2,y ... ;Un) 0 8'0181)2 o a’l}n
Por lo tanto:
1 Lo
Elulvi,vg, ... v, =1— / [ (u, v1, s, ’U")]du
61727--~7H(U1a Vg, ... 7Un) 0 01118112 s a’l)n

la cual es la formula de regresién cépula para funciones mutivariadas.

Note que en este caso, la variable u = u(x) es tratada como la variable de respuesta y
las variables v; = v;(y;), (i = 1,2,...,n) como las variables explicativas.

|du
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Capitulo 4

Tres ejemplos de regresion con
copula

En este apartado vamos a desarrollar la parte de regresién con copula para tres tipos
de estas que nos interesan por sus multiples aplicaciones y la gran utilizacién que ellas
tienen en econometria, las cuales son la copula normal, la de Pareto y la de Gumbel.

Una caracteristica importante de las familias de copulas es que su forma funcional
estd totalmente caracterizadas por su generador, el cual es una funcién real valuada
¥ :[0,1] — [0, 00| continua y estrictamente decreciente en [0, (0)] con 1(1) = 0,¢'(u) < 0
y ¥"(u) > 0,Yu € [0,1]. Esta funcién determina la forma funcional de la cépula y sus
caracteristicas analiticas, ya que es a través de ella que se puede obtener la funcién cépula
a la cual se debe.

Comenzaremos con la regresién cépula de una de las funciones de densidad mas usa-
das por su importancia tedrica y por ser usada como parte de de los supuestos de la
econometria clasica, la copula de la funcién de densidad normal.

4.1. Coépula Normal

También llamada cépula Gaussiana, ésta copula forma parte de la familia de las cépu-
las elipticas, las cuales conservan muchas de las propiedades de la distribucién normal y
son muy estudiadas por esta cuestion (tienen una forma funcional muy conocida y facilita
la elaboracién de modelos multivariantes) pero también heredan muchas de las restriccio-
nes de esta distribucion para el andlisis de datos.

La cépula normal bivariada estd dada por

o l(v) o 1(u) 1 s2 — 9pst 2
pst +1
c _ ____exp[——————_]dsdt
R(’LL,U) /;Oo \/—oo 277(1 _ p2) exp[ 2(1 _ p2) ] S

en donde @1 es la inversa de la funcién normal estandar univariada.!

!Esta funcién la podemos aproximar mediante la funcién de error gaussiana, la cual es un caso especial

o1
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Para el caso multivariado tenemos que, dada una matriz simétrica definida positiva
R con diag(R) = 1y ®} la funcién de distribuciéon normal n-variante estandarizada, la
copula Gaussiana se define como:

Crlur, ug, ... up) = OR[O(u), @ Hug), ..., 0 (u,)]

cuya funcién de densidad correspondiente esta dada por

B 1
|R|>

Clltn, im0 exp(—%ﬁ/(Rl —1)¢)

en donde las columnas de la matriz ¢ estdn dadas por &, = & (u,).

De regreso al estudio del caso bivariado, tenemos que la funcién de regresion copula
esta dada por:

re(v) = E[U{V:U]:1_/ Wd“

0

1 d1(v) 1 (u) 2 2
0 1 s% —2pst +t
= 1- s ——exp|———————|dsdt]du
/0 [/_oo o) Ty

Ly (o' o7l 1 52 — 2pst + t*
_ -/ Z eI iy atld
/oav[/oo (/oo on (L =) PP g =y Al

Y S e 52— 2ps07 1 (v) + [0 ()]?, A (v)
-1 [ 5ol Jas

~  2r(l—p 2(1=p?%) dv
- 1 1 o7 (u) 1 s —2ps®1(v) + [ (v)]?
BT e T R

Asi tenemos que la funcién regresion copula bivariada normal esta dada por

1 1 (u) 2 — 929sP (v “1(1)12
rc(v)zl—%)]/ (/ ﬁexp[— 2ps®” () + [*7 (v)] |ds)du

0] = 21— %)

pero vemos que esta integral no tiene una forma funcional cerrada, por lo que sélo
podemos calcular los valores aproximados de esta funcién usando métodos numéricos.

s g [ A—] s . .
de la funcién logistica y se define como erf(z) = % fo et dt, cuya funcién inversa puede aproximarse

erf_l(x):%\/\/[%a+Ln(l_xz)]z_Ln(l_m2) _(1+Ln(1—x2))

2 a Ta 2

asi, la funcién de densidad acumulada normal estandar y la funcién probit se relacionan como

®(z) = \/127/ e Fdt = %[1 - erf(\%)]
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4.2. Cépula Gumbel-Hougaard

Esta es una copula de la familia de las arquimedianas, las cuales se caracterizan porque
con ellas se puede reducir el estudio de una cépula multivariante al de una univariada por
las caracteristicas de la forma funcional de su generador, el cual esta dado por

VY (ur) + h(ug), .. 0(uy)] st Yo7 w(ug) < (0)
C(uy, ug,y ..., uy) =
0 en otro caso

La cépula Gumbel univariada estda dada entonces por:
Y(u) = (~Inw)’; §>1
Y el caso bivariada esta dado por:
C(u,v) = exp{—[(—Inuw)* + (= Inv)"*} si a>1

Note que como la derivada parcial
1o (— Inw)*!

) )l + (- oy

Ademas, por simetria tenemos que
l—a (— ln/U)a_l

W = Cu,0)[(= )" + (~Inv) 7

Pero estas formas funcionales son no invertibles, luego no se puede simular variables
con éste método, por lo que para hacer simulaciones necesitamos un método diferente.

Por otro lado, la funcién de regresién cépula esta dada por:

re(v) = E[UIV =] = 1_/0 Wdu
1-a (— lnv)“_l

= 1—/0 C(u,v)[(—Inu)* + (= Inv)* « ———du

= 1- %/ﬂ C(u,v)[(—Inu)* + (- lnv)“]l%du

y por simetria, tenemos que:

(—Inu)*?

ro(u) =1 /0C(uw)[(—lnu)%<—1nv>“117“dv

Pero estas integrales no se pueden realizar analiticamente pues no hay formas cerradas
para su solucion, por lo que sélo podriamos calcular soluciones numéricas aproximadas a
través de algin método numérico.

Por ultimo, observamos que la tau de Kendall esta dada para este caso por la formula:

7o :1+4/0 QZ}((Z))du
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4.3. Coébpula Pareto
Esta también es una copula de la familia arquimediana, se define como:
C(u,v) =méx{[u®+v*—1]"%,0}; aec[-1,00]\ {0}

su generador es
1

()= —(t—1
(=" ~1)
Luego, la funcién de regresion copula para este caso estd dada por
1
oC
re(v) = E[UIV =0 =1- / 90w, v) 4,
0 aU

1
0 1
_ 1_/0 ([ + 7~ 17,0} du
1 a 1
= 1_/ —[u v —=1]"edu siu*+0v*>1
0 Ov
1 1+«

= 1- / W40 —1]"a v du siu*+0v* > 1
0

1
= 1- v_o‘_l/ [u*+ov =1 du siu*4+v*>1
0

wp~ ! 1 @ 1 11 1 u-“
= 1-— @ ¢ _ 1)@ DNe oF (1 4+ —. - 1= =
v*a—l(u v ) (v*a— R +Oz’Oz7 a’v*a—l)
w e (v — 1)a 1 11 1w
- 1- oy )TE R (1, ]
v =1 (p=o—1)a (W™t )7 2B +o/oz’ 0471)_0‘—1)

en donde 5 F7 es la funcién hipergeométrica dada por

o0

5o (a+ 1) (b+i)a*
F 7b7 Y = 170
2 l(a & I‘) % Hlfzo(c + Z)k'

la cual podemos aproximar (dependiendo de la magnitud de los parametros) cortando la
suma en 3 o 4 términos. Asi entonces, la funcién de regresion cépula pareto para el caso
bivariado esta dada por:

1—uv= (@D (p=e — 1)~ 1+ 1,11 - el ) si w®+ov>1

a’a’ v=a—1

ro(v) =
0 en otro caso

donde el término o F; esta dado por

11 1 — O TTE_ (14 L 4 i) (2 4+4) (-2 )k
2F1<1+77771_ R = ) = Z ! 0( k = )(1& )<v 1)
@ B I o([1 = 3]+ k!

Una buena aproximacion se podria tener tomando los primeros tres o cuatro términos,
dado que estos decrecen exponencialmente.
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4.3.1. Copula Pareto mutivariada

Los desarrollos anteriores se hicieron para copuas bivariadas, las cuales son muy usa-
das para el analisis de riesgos y de correlacion entre variables. El caso de mas variables
tiene varias formas de generalizarse, nosotros desarrolaremos el modelo Pareto tradicional
y el anidado con 4 variables.

Recuerde que, para nuestro caso de 4 variables (una de respuesta y las otras explica~
tivas), la formula general de la regresién cépula nos indica que:

1
1 / 30(%01702,113)6[“
0

C1,2.3 (Ul, V2, U3) 0v10v20v3

E[U|Ul, UQ,Ug] =1-
El modelo de cépula de Pareto tiene como generador a la funcién
L,

por lo que para nuestro modelo de 4 variables tenemos que:

Q=

C(u,v1,v9,v3) = méax{[u " +v;*+v,% +v3%— 3]

,0}

Para construir la funcién de regresién cépula calculamos primero:

_lta

> ]

830 u, vy, V2,V 82 —a— —a —a —a —«
8(1)181;12@53 : Ova0v3 (o D™ + o + 0y + vy
e

a —— — — —Q —a|—
= —(%3 [(1+ a)(viv2) ™ Hu ™™ + o] + v, * + 03 e ]
_ 143a

= (1+a)(1+2a)(vivavs) “ Hu ™ + 0% + v, + 03]«

Todo esto en el caso en que u~? +v7% +v;? + v3% > 3, en caso contrario la derivada
se hace cero.

Por otro lado tenemos que C/(vy, v, v3) = maz{[u™* +v;* +v;* +v;* — 2] "=, 0}, por
lo que también calculamos:

830(1}1, Vo, Ug)

C(Ula U27U3) =

81)181)281]3
62 —a—1 —a —a —a1—1te
= M[(Ul Mo + v * + o34 e
a 142
= g [0 @) (o)™ oy o 0]

143«

= (1+a)(1+2a)(vivov3) * oy + vy +v3%
Para el caso en que v;? 4+ v;? + v3% > 2, en caso contrario la derivada se hace cero.

Entonces la funcion de regresion cépula de u respecto a vy, vo, v3 estd dada por
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1 L O3C (u, vy, v9,v3)
_ 1 B ) ) ) d
1 1 143
= 1- - . ii3a / [u—a + Ul_a + U2_a + U?)_a]_ “ du
[0 + vy + 05T Jo
= ) (s D RG ,  — —)
= 3 (0 2 a’ o’ o’ (0
11 I ue
u[g 1( +o/oz’ (1/7 ,¢ )]

en donde ¢ = [v; * + v, % +v; Y] y la expresion o F (a, b, ¢; x) es la funcién hipergeométrica
dada por:

abx N a(l+a)b(1+b) 2 a(l+a)(2+a)b(1+0b)(2+ ) 3
c 2¢(1+c¢) 6c(1+¢)(2+¢)
Por lo que podemos aproximar adecuadamente la funcién con los tres primeros térmi-
nos de la funcion hipergeométrica, asi nuestra aproximacién queda como:

oFi(a,b,c;x) =1+ + O[x]4

11 1w L1B+1) wo. IB+HA+H(+L) we,
RO T M ) e oe-n T O
SB+HDE+ DG+ 0+ ><2+é>(_u*“)3
0—3(—36——) W
o (3a+1)( ) (a 1)(304+1)(4a+1)(u_2a)
ala—1)" ¢ 2a2(a — 1)(2ae — 1) (E
(a+D(a+2)Ba+ (o + 1) (5a + 1) (_u_3°‘)
6a3(a—1)(2a — 1)(3a — 1) Y3

Asi, nuestra regresion cépula esta determinada por

(304+1)(U_a)+ (04+1)(3a+1)(404+1)(u_20‘)
afa—1)" ¢ 202(a —1)(2a —1)  ¢?
(at+D(a+2)Ba+1)(da+1)(ba+1) u

603(a — 1)(2a “1)Ba—1) SRl

Elu|vy,vg,v3] = 1—u[l —

gy BaxD (et D@at Didat D) ul
ala—1)" ¥ 20(a - 1(2a=1) * ¢?
(a+ D0 +2)(3a + D(da +1)(5a+1) w2
+ 6o (o — 1)(2ac = 1) (3 — 1) ( ¥? )
Luego
(Ba+1) ul~ (a+1)(Ba+1)(4a+1) ul™2
Elulvy,ve,v3] = 1—u+ (04—1)( ) 202(a — 1) (20 — 1) ( 02 )
1) (4o + 1)(5a + 1) ul=3

(

(G
+(a+1)(a—|—2)(3cg—; )

6a3 (o —1)(2 1)(3ar — 1) 3
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Conclusiones

La princpal conclusién de este trabajo de tesis es que existe la posibilidad de plantear
nuevos modelos de regresion, basados en la media condicional, para distintos tipos de da-
tos con caracteristicas probabilisticas muy diferentes a las que se asumen en los libros de
econometria estandar. De hecho es posible proponer modelos donde las variables aleato-
rias pueden asumir diferentes tipos de distribucién probabilistica mediante la utilizacion
de la teoria de cépulas.

En este sentido es posible superar las limitaciones que enfrentan actualmente los mo-
delos empiricos que frecuentemente enfrentan datos con distribuciones diferentes y que a
la fecha no han sido posible modelar. Atin més, no sélo se podria trabajar con datos con
otras distribuciones, sino también cambiar supuestos asociados a la dependencia del tipo
lineal y a la homogeneidad de los momentos de las distribuciones en el tiempo.

Uno de los hallazgos fundamentales de esta tesis es que los momentos condicionales
derivados mediante la teoria de cépulas no guardan de manera aparente una relacion
estrecha con los momentos de las distrubuciones obtenidos en la teoria clasica de la pro-
babilidad. Sin embargo los momentos condicionales via cépulas contienen informacion
que de manera tradicional se da en la teoria de la probabilidad tales como la correlacion
y la regresiéon multivariada. Los momentos tradicionales aparecen reconfigurados de una
manera distinta a la tradicional, pudiendo analizar de esta manera diferentes facetas de
las distribuciones y aprovechando esto para modelar cuestiones complejas que la teoria
tradicional no ha podido o no lo ha hecho de manera satisfactoria.

Asi, podemos ver por ejemplo que la regresion (la media condicionada) cépula se lee
en términos del comportamiento marginal de las funciones de distribucién de las variables
condicionantes (las derivdas parciales de la distribucién conjunta respecto a las densida-
des marginales), lo que permite analizar el vinculo que existe entre el caso mas general
(la cupula) y las funciones de densidad. Estos hallazgos quedan de manera preliminar y
plantean una serie de interrogantes muy interesantes a futuro, por ejemplo el problema
de la causalidad y endogeneidad en los modelos econométricos, lo que sugiere una mane-
ra promisoria de probar la causalidad en los modelos econémicos, lo cual es una de los
propositos de la econometria moderna y ayuda a clarificar una de las mayores preocupa-
ciones de la economia.

o7
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Para ejemplificar lo anterior, en esta tesis nos propusimos especificar las medias con-
dicionadas asociadas a las cépulas bivariadas y multivariadas normales, de Gumbel y de
Pareto. Asi nuestra aportacion es una parte, pequena pero significativa, en el desarrollo
de nuevas posibilidades de modelacién empirica con datos de tipo no experimental, en los
cuales tenemos que inferir los mecanismos generadores de informacién, haciendo uso de
la teoria probabilistica existente a la fecha.

Uno de los objetivos de este tesis a futuro es trabajar en el desarrollo de modelos de
tipo microeconométrico basados en la teoria de cépulas y poder hacer aproximaciones a
la funcién de produccion con estos instrumentos, los cuales estamos desarrollando actual-
mente para continuar explorando ésta area de investigacion.
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