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"La esencia de las Matemaéticas reside en su libertad"
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Introduccion

Se expondrd a lo largo de estas paginas una posible introduccién al concepto de
base de Grobner, inspirado en un contexto de Algebra Conmutativa y Geometria
Algebraica y, de acuerdo al titulo de este trabajo, con un enfoque especial en pre-
sentar una variedad de aplicaciones.

En el Capitulo 1 se presentan los conceptos y resultados bésicos que fundamen-
tan y dan contexto a la teorfa a desarrollarse. En las primeras dos secciones se
definen los conceptos algebraicos relacionados con anillos, ideales y polinomios; en
las siguientes dos los conceptos duales de Geometria Algebraica correspondientes
para terminar en la ltima seccién con la conexién entre estos conceptos algebraicos
y geométricos.

En el segundo capitulo se desarrolla la teorfa bésica de las bases de Grobner,
encontradas por Bruno Buchberger en 1965 y nombradas en honor a su asesor
Wolfgang Grobner. Después de los conceptos que llevan a la definicién y propiedades
de tales bases, presentamos el algoritmo de Buchberger que permite su construccién.

En los iltimos dos capitulos se presentan al mismo tiempo extensiones de la
teorfa asi como varias aplicaciones al irse planteando problemas y luego desarro-
llando las herramientas necesarias para su solucién. A diferencia de las aplicaciones
presentadas en el Capitulo 4, las aplicaciones del Capitulo 3 son més autocontenidas
dentro del contexto planteado en el Capitulo 1. Sin embargo, los conceptos utilizados
siguen siendo cubiertos en primeros cursos de Algebra Lineal y Algebra Moderna,
por lo que no representan una dificultad mayor para poder leerse y comprenderse.
En total se han escogido 17 problemas, esperando que al término de éstos el lector
quede convencido de la importancia y utilidad de las bases de Grobner.



Capitulo 1

El contexto algebraico

1.1. Anillos e Ideales

Recordemos las siguientes definiciones y resultados bésicos al mismo tiempo que
introducimos la notacién correspondiente:

Definicién 1 Un anillo es un conjunto R con dos operaciones binarias + y - (lla-
madas suma y producto) tales que:

(i) R es un grupo abeliano respecto a la suma (con elemento neutro 0)

(i) R es un semigrupo respecto al producto (i.e. - es asociativa)

(11i) El producto distribuye la suma: Ya,b,c € R : (a+b)-c =a-c+b-c y
a-(b+c)=a-b+a-c

Si el producto es conmutativo, R es un anillo conmutativo y si (R, -) es monoide
con neutro 1 # 0 es un anillo con 1.

Todos los anillos con los que trabajaremos seran anillos conmutativos con 1.

Definicién 2 Sean R y S anillos, una funcion ¢ : R — S es un homomorfismo
-

$13

(i) o(a+b) = p(a) + p(b) Va,be R

(i) p(ab) = p(a)p(b) Ya,be€ R

(1) o(1g) = g

1

‘sii’ abrevia un ‘si y sélo si’ de definicién, distinguiéndolo asi de una doble implicacién (en
alguna proposicién o teorema) que requiere demostracion.
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Definicién 3 Sea R anillo y @ # 1 C R. I es un ideal de R sii
(i))Va,bel a+bel
(ii))YaecI,Vre R a-rel

I es trivial si I = {0} e I es propio si I # R.

Dado ¢ : R — S homomorfismo de anillos, el kernel de ¢ es el ideal propio
Kerp = {a € R|p(a) = 0}.

Definicion 4 Sea A C R, el ideal generado por A es el conjunto

(A) = {Zam|0<n€N,riER,aieA,lgign}
i=1
= {sumas finitas de a;r; con a; € A,;r; € R}

y es el ideal mas pequerio que contiene a A. Si A = &, entonces (A) = {0}. Si
I = (a)? para algin a € R, I es un ideal principal. Un ideal J es finitamente
generado sii existe A finito tal que J = (A) .

Definicién 5 Sean I, J ideales de R, luego se tienen los ideales interseccién, suma
y producto: INJ , [+J =({IUJ)={a+blael,be J}ylJ={{a-blac ,be J}).

Observacion 1 Se tiene que IJ CINJ (cadaa-b cona € 1,b € J se puede ver
tanto en I como en J).

Definicién 6 Un ideal P de R es ideal primo sii Va,b € R tal que ab € P, se tiene
que a € P obe P. Un ideal M de R es ideal maximal sii es propio y C-maximal
(es decir, si J es un ideal tal que M C J C R, entonces J =M o J = R).

Observacién 2 Todo ideal mazximal es primo (por contrapuesta: si I no es un ideal
primo, entonces existen a,b € R tal que ab € I peroa ¢ I yb ¢ I. Como a ¢ 1,
el ideal I + (a) es tal que I C I+ (a). Si I + (a) = R, entonces se tendria que
1 =t+ra para algunost € I, r € R, y por tanto b = tb+ rab € I, que contradice
b¢ I. Porlo tanto, I C I+ (a) C R y asi I no es ideal mazimal).

2Formalmente, serfa I = ({a}), pero cuando A = {ay,as,...,a,} es finito se suele escribir
(a1, a9, ...,a,) en lugar de ({a1,as,...,a,})
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Definicién 7 Sea I ideal de R, se define el radical de I como
rad(I) = VI = {a € R|3m =m(a) € N con a™ € I}

Se dice que I es ideal radical sii I = rad(l). Se comprueba de la definicion que
rad(l) es siempre un ideal radical que contiene a I.

Observacion 3 Todo ideal primo es radical.(si f™ € I para alguna m € N, por
ser I primo se tiene por induccion que algun factor de f - f-...- f € I, es decir,

fel).

Definicién 8 Sea R anillo; 0 # a € R es un divisor de cero sii existe 0 # b € R
tal que ab =0 , y u € R es unidad o invertible sii existe ¢ € R tal que uc = 1. R
es un dominio entero s no tiene elementos divisores de cero. R es campo sit todo
elemento distinto de cero es unidad.

Definicién 9 Un anillo R con la propiedad de que todo ideal es principal es un
anillo de ideales principales (A.1.P). Si también R es dominio entero, es un dominio
de ideales principales (D.I.P).

Ejemplo 1 (Z,+,-,0,1) es un dominio de ideales principales con unidades 1 y —1
Con las operaciones usuales, Q,R y C son campos.

Definicién 10 St I C R es un ideal, se puede definir la relacion de equivalencia
a~bsiia—>bel loque lleva al conjunto cociente

R/I ={a+I|la € R}

que consta de todas las clases de equivalencia®. Se le da estructura de anillo a R/
mediante las operaciones

a+

a -

(xR~

= a-+b
= a-b

que gracias a ser I ideal, estdin bien definidas, con neutro aditivo la clase 0 y neutro
multiplicativo la clase 1. A este anillo le llamamos anillo cociente mddulo I.

3Cuando no haya confusién respecto al ideal I, se denotard la clase a + I (es decir, la clase de
a) como a.
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Observacién 4 Se tienen dos caracterizaciones bdsicas:

(1) I anillo de R es primo si y sélo si R/I es dominio entero

(gracias a que a b€l <= a-b=0+=a-b=0).

(2) I anillo de R es mazimal si y sélo si R/I es campo

(gracias a que @ # 0 <= a ¢ [ <= I C I+{(a) yque [+{a) = R <= Jba-b=1).

Definicién 11 Sea R un anillo. Se dice que una cadena ascendente de ideales
L C L, CIy3 C .01, €I, C .. es estacionaria sii existe una N € N tal que
[N = IN—i—l = IN+2 = ..., €S dECiT, In = [n+1 n > N.

Proposicion 1 “Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Toda cadena ascendente de ideales en R es estacionaria.
2. Toda familia no vacia de ideales en R tiene elemento maximal.

3. Todo ideal de R es finitamente generado.”

Demostracién. 1 = 2) Por contrapuesta, supongamos que existe una familia de
ideales F # @ sin elemento maximal, es decir, para cada I € F , puesto que [
no es maximal, existe I’ € F tal que I C I. Asf, podemos elegir* una sucesién
{I}nen € F tal que I, C 1,41 ¥n € N, por lo que existe una cadena ascendente
no estacionaria.

2 = 3) Sea [ ideal de R. Consideramos F ={J C [ | J ideal finitamente
generado}, que es una familia no vacfa de ideales en R (pues {0} € F). Por hip6tesis,
F tiene algin maximal M. Afirmamos que M = I, pues si x € I — M entonces
M C M + (z) C I, que contradirfa la maximalidad de M. Como [ = M € F, I es
finitamente generado.

3=1)Seal; C I, C ..I, C I,;; C .. una cadena ascendente de ideales;

luego consideramos I = |J I, que es ideal, pues dados =,y € I existe j € N tal
n=1

que z,y € I; (y como I; es ideal ya se cumple x + ry € [; C I). Por hipétesis

I es finitamente generado, por lo que I = (x1,29,...,2,) con zx € I, 1 < k < r.

Sea nj € N tal que 7y, € [, , y sea N = lrill?z({nk} Asi, I = Iy = Iy = ...y la
SRST

cadena es estacionaria. m

Un anillo R que satisfaga cualquiera de las condiciones anteriores se llama
Noetheriano®.

4Por Axioma de Elecciones Dependientes
°En honor a la matemdtica Emmy Noether (1882-1935)
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Ejemplo 2 Como los inicos ideales de un campo k son {0} y k mismo, todo campo
es Noetheriano.

1.2. Polinomios

En esta seccién presentamos los objetos sobre los que estaremos trabajando,
los polinomios. Aunque la idea informal de un polinomio es “algo” de la forma
ag+ a1 + ax® + ... +a,x™, donde x es una "variable", para definirlo desde el punto
de vista conjuntista pensaremos en sucesiones de coeficientes que eventualmente
son sucesiones constantes 0. Ademds, pensaremos en varias variables, por lo que
en lugar de considerar como dominio a N = {0, 1,2, ...}, consideramos el producto
cartesiano de N consigo mismo n veces: N

Definicién 12 Sea R un anillo; un polinomio en n variables con coeficientes en R
es una funcion f : N* — R tal que f(a) = 0 para casi toda o € N" (es decir, para
todas salvo una cantidad finita de «’s).

Dada una f : N* — R | se define el soporte de f como

sop(f) = {a € N"[f(e) # 0}

Asi, los polinomios en R son aquellas f que tienen soporte finito. Al conjunto de
todas estas funciones se le denota R[x1, s, ..., z,]. Los polinomios son univariados
sin =1y multivariados si n > 1.

Si sop(f) = {a} para algin o € N, entonces se dice que f es un término, y
si ademéds f(a) = 1g, se dice que f es un monomio. Dado ¢ € R, el polinomio
constante ¢ es aquel ¢ € Rz, To, ..., T, tal que ¢(0) = ¢ y ¢(a) = 0 Va #£ 0.

Sea i € {1,..,n}, la wvariable z; es el término con sop(z;) = {e;} con
e; = (0,...,0,1,0,...,0) el vector que tiene 1 en la i—ésima coordenada y 0 en
las demés.

Dadas f,g € R[x1, 3, ..., |, podemos definir una suma y un producto:

(f +9)(a)=fla)+g(a) VaeN"

(f-9) @)= > f(B)-g(y) YaeN"

B+y=a
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Notar que como sop(f +g) C sop(f) Usop(g) ¥ sop(f -g) C {a € N'[a = f+7
con [ € sop(f)y como vy € sop(g)} y sop(f), sop(g) son finitos, entonces sop(f + g)
y sop(f - g) son también finitos y por tanto f + gy f-g € Rlzy,xe,...,x,] de
nuevo. También notar que sia € Ry f € R[xy, s, ..., T,], tiene sentido hablar del
polinomio af, con (af)(a) =a- f(a) Va € N

De hecho, Rz, s, ..., z,| con estas dos operaciones forma un anillo conmuta-
tivo con 1. En efecto, el neutro aditivo es el polinomio constante 0 y el neutro
multiplicativo es el polinomio constante 1.

Consideremos n = 1. Sea f € R[z| y m = méx(sop(f)), luego si f(i) = a; para
0 < i < m tenemos que f = agl + a7 + asx® + ... + a,,x™, lo cual justifica esta
notacién usual para un polinomio univariado.

Generalmente escribiremos x,y, z en lugar de x1, xo,x3. Siguiendo la notacion
Isia=(2,1,0)
usual, por ejemplo en R|x,y, z] con R = Z el polinomio f(a) =< —2si a = (1,3,2)
0 en otro caso
se representaria como f(z,y,z) = 2%y — 2xy3z?. En general, todo polinomio f se
a1 Qo

puede escribir como suma de monomios: f = g fla) - ziz52..., 28, donde
a€sop(f)
Q= (ala A, ..y an)'
Notar que el producto de dos monomios es de nuevo un monomio, y como 1 es
también un monomio, podemos considerar a

M, = {m € R[x1,x2, ..., T,)||m es monomio}

con el producto como un monoide. El siguiente mapeo exponencial e : M, — N"
dado por e(zi'wy®..ap") = (a1, g, ..., ) 6 es un isomorfismo de monoides, es
decir, e es biyectiva, e(1) = 0 y e(z* - 2°) = a + 3 (esto tltimo pues 2 - z° es
justamente 7°*#). Este isomorfismo no depende del anillo R.

Definicién 13 Sea 0 # f € R[xy, xo, ..., T,|, se definen:

(1) Los términos de f como T(f) = {f(a) - 27" x52...; 20|« € sop(f)}
(2) Los monomios de f como M(f) = {z{"x5?..., x|« € sop(f)}
(3)Los coeficientes de f como C(f) = {f(a)|a € sop(f)}

Observacién 5 “Si R es dominio entero, entonces R[zy, xs, ..., x,] es dominio en-
tero.”

®Denotaremos de forma compacta al monomio x{*z52..., %" como %, en cuyo caso e(z%) = «
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Definicién 14 Sean 2% y 2” (o, 8 € N*) monomios en R[z1, s, ..., x,]. Definimos:

(a) El minimo comiin maltiplo (MCM) de z® y 2° como [z%2°] = 27 con
v, = max{a;, B;} para cadai=1,2,...n
(b) El mdximo comiin divisor (MCD) de x® y x® como (z*;2°) = 27 con

v, = min{ay, 8,} para cadai=1,2,....n

Observacién 6 En el sentido de divisibilidad de términos en que x®|x’® sii 37
(v € N") con 2 = 272, se tiene que el MCM y el MCD realmente son mailtiplo y
divisor comain de x y 2, respectivamente, y también son | —minimo y |—mdzimo
respectivamente.

Aunque lo definiremos de forma general en la seccién 2.1, por ahora, sin =1y
f=ax" +a,_12" ' + ... + a1 + ag, (a, # 0), entonces a r se le llama grado de f
y a a, se le llama coeficiente lider, y lo denotamos C'L(f).

Teorema 1 (DE LA BASE DE HILBERT) “Si R es anillo Noetheriano, entonces
R|x] es anillo Noetheriano.”

Demostracién. Sea [ un ideal de R[x] y sea
I, ={a € R|3f € I de grado j con CL(f) = a} U {0}

con j € N. Afirmamos que I; C R es un ideal. En efecto, esto se sigue de que si
a,b € I;, al tomar la suma o diferencia de los polinomios correspondientes, entonces
axb e I; ydequesir € R, al multiplicar el correspondiente polinomio por 7,
entonces ar € I;. Ademds, notar que si a € I;, al multiplicar el correspondiente
polinomio por x se tiene que a € I, por lo que

ILCLC.CICIiC..

es una cadena ascendente de ideales en R. Como por hipétesis R es Noetheriano,
tenemos que la cadena se estaciona, digamos en Iy (Iy = Iyy1 = ...) y también
todo ideal I; es finitamente generado (proposicién 1). Sean

0 0 0
ay, Gy, ..., a,, generadores de Iy
1

11
ay, Qsy, ..., a, generadores de [y

N _N N

ap ,ay ,...,a,  generadores de Iy.
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Para cada j = 0,1,..., N y para cada i = 1,...,n; sea fij un polinomio en [ de
grado j tal que CL(f}) = a]. La afirmacién es que F' = {f/|0 < j < N,1 <i < n;}
genera a [.

En efecto, sea f € I un polinomio de grado d con CL(f) = a4. Si d > N, en-
tonces como ay € I; = Iy se tiene que ag € <aiv,aév, ...,aﬁyN>, es decir, los coe-
ficientes lideres de x4V fN 2@ NN . 24N fN generan a aq, por lo que existen

ny
C1,C2, ..., Cny € R tales que
d—N ¢N d—N ¢N d—N ¢N
f—cax™ N f] —exr Ny — s — e ny €1

y tiene grado < d.(se cancela el término agz?) Por otro lado, si d < N, entonces
aq € I; y existen ¢y, ca, ..., ¢, € IR tales que

d d d
aq = €104 —|—cga2—|—---+cndand

por lo que de nuevo

f-afl —afi - —cafu €l

es un polinomio de grado < d. Notar que en ambos casos, los polinomios restados
pertenecen a (F'), y si continuamos este proceso para los nuevos polinomios en
I obtenidos, el grado siempre desciende por lo que eventualmente tendremos que
f—g=0con ge (F),esdecir, f =g € (F).

Como hemos probado que I es finitamente generado para todo ideal de R|x], (por
la, proposicién 1) concluimos que R|x] es Noetheriano. m

Haciendo la identificacién R[z1, xo, ..., xy][Tni1] = Rlx1, T2, ..., Ty, Tyaq] y por
Induccién se tiene:

Corolario 1 “Si R es anillo Noetheriano, entonces R|xi,xs,...,x,] es también
anillo Noetheriano”

Notar asi que en particular todo ideal I de k[xq,xo,...,2,] con k campo es
finitamente generado; este hecho serd de fundamental importancia a lo largo de
este trabajo.

1.3. Variedades Algebraicas

Definicién 15 Sea k un campo y sea F Cklxq,xs,...,x,] un conjunto de poli-
nomios, entonces la variedad afin asociada a F es

V(F) ={(ay,aq,...,a,) € k"|f(a1,az,....,a,) =0 Vf € F}
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Cuando F ={fi, fa, ..., fn} sea finito, solemos denotar V(F) como V(f1, fa, ..., fn)-

A continuacién unos ejemplos:

Ejemplo 3 Sea k = R, consideramos f1 = x2*> +y?> — 1, fo = x — y por lo que
V(f1, f2) = {(z,y) € R} 2?2 +y* = 1,2 = y} que reconocemos como la intersec-
cion de la circunferencia unitaria con la recta identidad, por lo que V(f1, fa) =

{(_\/Li? _\%)7 (\%27 \L@)}

X L

24

Figura 1.1: Gréfica del Ejemplo 3

Ejemplo 4 Sea k =R, f = 22 + 1, entonces V(f) = @ pero si en cambio k = C,
tenemos que V(f) = {i, —i}, por lo que no hay que perder de vista el campo sobre
el que se trabaja.

Ejemplo 5 Sea k =R, f = 23 — y?> + 2 — y. Entonces V(f) toma la forma de la
grifica de la siguiente pdgina.

Observacion 7 Notar que de la definicion se sigue que si F C G, entonces se tiene

V(G) CV(F) (un cero comin de todos los polinomios en G lo serd en particular de
los de F).
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X L

2L

Figura 1.2: Gréfica del Ejemplo 5

Definicién 16 Decimos que un conjunto A C k™ es algebraico sit A = V(F) para
algin F Cklxq, xa, ..., Ty).

Proposicién 2 “Sea 7 = {U C Ek"|k" — U es algebraico}, entonces T es una
topologia en k™, conocida como la topologia de Zariski.”

Demostraciéon. Notar que en este caso los conjuntos cerrados son precisamente
los conjuntos algebraicos, asi que basta checar que cumplen las propiedades de
cerrados:

(i) Sea f = 1 el polinomio constante 1, luego V(f)= @. Por otro lado, sea g = 0
el polinomio constante 0, luego V(g)=k". Asi, tanto & y k™ son algebraicos, y por
tanto, pertenecen a 7.

(ii) Sean A = V(F) y B = V(G) conjuntos algebraicos, entonces AU B = V(F - G)
donde F -G ={f-g|f € F,g € G}. Enefecto, (f-g)(a)=0< f(a)=00g(@) =0
s aceV(F)oaeV(G) < ae AUB. Por lo tanto, AU B es algebraico también.
(iii) Sea {A; = V(F,)}ier una familia de conjuntos algebraicos, entonces ﬂAi =

el
V(U}"Z) En efecto, a € V(UE) & f(a)=0Vfe F,iel & ac ﬂV(]—“i).
iel iel iel

Por lo tanto ﬂ A; es algebraico también. =
iel
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Observacion 8 Como la cerradura topoldgica de un conjunto es el cerrado ‘mds
pequeno’ (es decir, el C —minimo) que contiene al conjunto, tenemos que al tomar

la cerradura de Zariski A de un conjunto A C k™, se obtiene el conjunto algebraico
mas pequeno en el que estd contenido A.

Proposicién 3 “Si I = (F) C k[x1,xa, ..., x,] es el ideal generado por F, entonces

V(F)=V(I)”

Demostracién. Como F C I, de la observacién 7 se tiene V(I) C V(F). Por otro
lado,seaa € V(F)y f=afi+tcfot+ -+ fr €1 (fi €F,c; €k). Entonces

F(@) = (cvfitesfot e ) (@) = erfa(@) beafol@) e fy(@) = 040440 = 0
ya que al estar a € V(F) se tiene que fi(a) = 0,7 = 1,2,...,r. Asi, a € V()

también. m

Corolario 2 “Si I = (fi,f2,-., fs) = (91,92,.--,9t), entonces se tiene que
V(i fas s f5) = V(91,92 -, 91) 7

Terminamos esta seccién con la definicién funcién polinomial:

Definicién 17 Una funcién polinomial es una funcion f : k™ — k™ tal que cada
proyeccion es polinomial, es decir, las funciones f; = m;o f : k™ — k son polinomios
en klry, g, ..., x,] Vi=1,...,m.

Ejemplo 6 La funcion f: R® — R?* dada por f(z,y,z) = (2%,y — 23, 2y +2,0) es
una funcion polinomial.

1.4. El Ideal de ceros

Asi como a un conjunto de polinomios le asociamos un conjunto de puntos
(los ceros comunes), el concepto dual requiere asociar a un conjunto de puntos, un
conjunto de polinomios:

Definicién 18 Sea k un campo y sea A C k™ un conjunto de puntos, definimos el
ideal de ceros asociado a A como:

I(A) ={f € k[z1, 29, ..., 2,]| f(a) = 0,Va € A}
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Cuando A = {ay, as, ..., as} sea finito, solemos denotar Z(A) como Z(ay, as, ..., as).

Observacion 9 Z(A) st es un ideal en el sentido de la definicion de la seccion 1.1,
pues claramente el polinomio constante 0 € Z(A) y si f,g € Z(A),
h € klz1, s, ..., x,], para cada a € A

(f+g-h)(a) = f(a) + g(a)h(a) =0+ 0 h(a) =0
por lo que (f +g-h) € Z(A).

Proposicién 4 “El operador T : (k™) — p(k[x1, 9, ..., x,))7 tiene las siguientes
propiedades:

(1) Si A C B, entonces Z(B) C I(A)

(2) I(@) = klz1, 22, .y mn]

(3) Si k es infinito, Z(k™) = {0}

(4) Todo ideal de ceros es ideal radical.”

Demostracién. (1) Por definicién, como los polinomios en Z(B) se anulan en todos
los puntos de B, y A C B, en particular se anulan en los de A.

(2) Cualquier polinomio se anula en todos los puntos de @ (por vacuidad), es
decir, f € Z(@) V[ € k[z1, xa, ..., x,]. Por lo tanto, Z(&) = klxy, za, ..., T,].

(3) Como k es infinito, k™ es infinito. Procedemos por induccién: si n = 1,
un polinomio distinto del constante 0 puede tener a lo mds un nimero finito de
raices, por lo que Z(k) = {0}. Suponemos para n — 1, si tenemos un polinomio
f € k[zq, 29, ..., x,] que se anula en todo k™ escribimos factorizando la variable z,, :

f= Zg] L1y Ty vey Ty 1)9@

donde cada g; € k1, 22,...,7,-1]. Dado (ai,as,...,a,-1) € k"' fijo tenemos el
polinomio f(ay,as, ...,a,_1,x,) € k[z,], que por hipdtesis se anula en cualquier
a, € k, entonces por el caso base tal f € k[z,] es el polinomio 0. Esto quiere decir
que todos los coeficientes g;(z1, T, ..., 2,—1) son 0 para todo (ay, ag, ..., an,_1) € k"1,
Le., g; € Z(k" ') y por hipétesis de induccién se concluye que cada g; = 0; y por
tanto f también.

(4) Sea I = Z(A) ideal de ceros. Siempre se da la contencién I C rad(I). Veamos
que rad(I) C I :si f™ € I para alguna m € N, entonces para cada a € A se tiene

"o(A) denota el conjunto potencia de A (el conjunto de todos los subconjuntos de A)
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que f™(a) = 0,y como k es dominio entero tenemos que f(a) = 0, es decir,
feZ(A)=1. =

Y al usarse en conjuncién del operador V : p(k[xy, xo, ..., x,]) — (k™) tenemos:

Proposicién 5 “Se cumplen las siguientes propiedades para toda F Cklxq, xa, ..., Ty,
yACE™:
(1) I(V(F)) 2 F

(2) V(Z(A)) 2 A

(3) VZ(V(F))) = V(F)

(4) Z(V(Z(A))) = Z(A)

(5) Si A es algebraico, entonces A = V(Z(A))”

Demostracién. (1) Por definicién de V, los polinomios de F se anulan en los
puntos de V(F), por lo que pertenecen a Z(V(F)).

(2) Por definicién de Z, los puntos de A anulan a los polinomios de Z(A), por
lo que pertenecen a V(Z(A)).

(3) De (1), Z(V(F)) 2 F y por la Observacién 7 tenemos V(Z(V(F))) C V(F)
Por otro lado, de (2) con A = V(F) tenemos V(Z(V(F))) D V(F).

(4) De (2), V(Z(A)) D Ay por (1) de la proposicién anterior tenemos Z(V(Z(A)))
C Z(A). Por otro lado, de (1) con F = Z(A) tenemos Z(V(Z(A))) D Z(A).

(5) Consecuencia de (3), pues al ser A algebraico se tiene que existe
F Cklxy, za, ..., x,] tal que A=V(F). =

Finalmente, podemos concretizar un poco més a la cerradura de Zariski:

Proposiciéon 6 “Sea A C k" , entonces la cerradura de Zariski de A es

Z

AT =V(1(4))”

Demostracién. Este resultado es consecuencia de las propiedades enunciadas en
las proposiciones anteriores. Por un lado, V(Z(A)) es un conjunto algebraico que
contiene a A (de (2) en la proposicién anterior). Veamos que es el C —minimo: sea
B algebraico tal que A C B; entonces Z(B) C Z(A) (proposicién 4 (1)), y por la
Observacién 7 tenemos V(Z(A)) C V(Z(B)), y como B es algebraico, por (5) de la
proposicién anterior V(Z(B)) = B. Asi, V(Z(A)) C B. Por lo tanto, A7 = V(Z(A)).
u
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1.5. La Correspondencia entre Ideales y Variedades

Hemos visto en las secciones anteriores el comportamiento bédsico de los opera-
dores:

V o p(k[ry, xe, .., 2,]) — p(k™)
T : (k") — p(klxy, zg, ..., x,))

En particular observamos que ambos operadores invierten contenciones. Nos pre-
guntamos ahora sobre la posible inyectividad o suprayectividad de cada uno, y
especialmente nos interesa saber cudndo uno de los operadores pudiera ser el inver-
so del otro, como lo sugerfan las iltimas propiedades de la seccién anterior.

Por la proposicién 3 nos damos cuenta que a cualquier conjunto generador de
un ideal I le corresponde la misma variedad V(I), asi que si buscamos que V sea
inyectiva, es necesario (aunque tal vez no suficiente) restringir su dominio a ideales
de k[x1,z9,...,x,]. Esto ultimo concuerda con la imagen de Z, pues sabemos que
justamente estd contenida en el conjunto de estos ideales. Por otro lado, notamos
que si A es subconjunto de k", 7 asocia el mismo ideal tanto a A como a su

cerradura de Zariski A~ = V(Z(A)). En efecto, de la proposicién 5 (4) tenemos
I(V(Z(A))) = Z(A). Si queremos que Z sea inyectivo, necesariamente debemos
restringir su dominio a conjuntos algebraicos, lo que concuerda con la imagen de V.

En conclusion, dado que V asocia variedades algebraicas e Z asocia ideales,
podemos hacer (y debemos hacer, si buscamos cierta invertibilidad) las restricciones:

V : ideales — variedades

7 : wariedades — ideales

.Serdn estas restricciones suficientes? Veamos que para asegurar inyectividad de 7
si.

Proposicion 7 “5i V C k™ es una variedad algebraica, entonces

en particular, el operador I tiene inversa izquierda y por tanto es inyectivo.”

Demostracién. En efecto, como V' es algebraico existe F Ck[zy, xo, ..., T, tal que
V =V(F) y yaque V(Z(V(F))) = V(F) por la proposicién 5 (3), concluimos el
resultado. m
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Asi, para que un operador sea el inverso del otro, ya tenemos una de las com-
posiciones: V o Z =Id. Sin embargo, consideremos el siguiente

Ejemplo 7 Sean I = (x) y J = (2*) en k[z], entonces se tiene que I # J y

V(1) =V(J) = {0}

El fenémeno de no inyectividad de V en el ejemplo anterior podria intentar
adjudicarse a que (x?) no es un ideal radical (su radical es justamente (x)), si uno
tiene en mente de la proposicién 4 que todo ideal de ceros debe ser radical (es
decir, la imagen de Z estd contenida en el conjunto de ideales radicales). De hecho,
se verifica en general la siguiente proposicion.

Proposicién 8 “Sea ICk[xy, s, ..., x,] ideal, entonces
(1) V(I) = V(rad(I))
(2) rad(I) CZ(V(I))”

Demostracién. (1) O) Como I C rad(I), entonces V(rad(I)) C V(I).

C)Seaae€V(I)y f€rad(l), entonces existe m € N tal que f™ € [ y asi
por hipétesis f™(a) = 0, y por ser k dominio entero, concluimos f(a) = 0, es decir,
a € V(rad(1)).

(2) Por un lado tenemos de la proposicién 5 (1) que rad(I)C Z(V(rad(I))), y
por otro lado de (1) de esta misma proposicién que Z(V(I)) = Z(V(rad(1))), por
lo que rad(l) CZ(V(I)). m

Lo anterior sugerirfa restringir ain més los operadores a:

V : ideales radicales — variedades

T : wariedades — ideales radicales

Lo sorprendente es que, alin asi, V podria ser no inyectivo:

Ejemplo 8 Sean I = (1) = R[z] y J = (2?2 +1) C Rlz], entonces se tiene que
I # J, ambos radicales®, y
V(I)=V(J)=2

8Se puede ver que R[z]/ <a?2 + 1> 2 C que es campo, por lo que J = <x2 + 1> es maximal, y
en particular radical.
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El ejemplo anterior revela que el campo juega un papel fundamental en esta
correspondencia. En particular, si hubiéramos tenido £ = C ya no se hubiera tenido
V( (2% + 1)) = @. De hecho, si buscamos que V sea inyectivo, el tnico ideal radical
que puede tener V(I) = & es el ideal total k[zy,xs,...,2,]. Como acabamos de
probar que V(I) = V(rad(!l)), entonces deberfa suceder que V(I) = @& si y sélo si
I = k[xy, 29, ..., Tp).

Si k es algebraicamente cerrado (es decir, todo polinomio no constante f € k|x]
tiene todas sus raices en k), sabemos que esto sucede para n = 1. En efecto, gracias
a que k[z] es un D.I.P. existe una f € k(x| tal que I = (f1, fo, ... fs) = (f) ¥
en virtud del corolario 2, que V(I) = V(fi, fa, ..., fs) = V(f). Si f es constante
(no nula), entonces I = k[z| y V(fi, fo,..., fs) = &. Por el contrario, si f es no
constante, se tiene que I C k[z] y como k es algebraicamente cerrado se tiene que
si hay raices y por tanto que V(f1, fa, ..., fs) # @ Que este mismo fenémeno se
sigue observando para n > 1 es justo lo que afirma otro célebre teorema de Hilbert
conocido como el Nullstellensatz’, cuya prueba se puede encontrar por ejemplo en
[4] o [10]:

Teorema 2 (NULLSTELLENSATZ DEBIL) “Sea I C k[xy, 2o, ..., z,,) ideal con k
algebraicamente cerrado. Entonces V(I) = & si y sdlo si I = (1) = k[xy, xa, ..., xp]”

Hay otra versiéon del Nullstellensatz que se le da el adjetivo de ‘fuerte’ por con-
cluir algo mds general, pero que de hecho es equivalente al anterior Nullstellensatz
Débil, ya que este tltimo se usa para demostrarlo. La demostracién en particular
es muy ingeniosa:

Teorema 3 (NULLSTELLENSATZ FUERTE) “Sea I C klxy, s, ...,x,] ideal con
k algebraicamente cerrado. Entonces T(V(I)) = rad(l)”

Demostracién. D) Siempre se cumple para cualquier &k, como quedé demostrado
en la proposicién anterior.

C) Sea f € Z(V(I)), donde I = (fi, fo,..., fr) €l truco ingenioso consiste en
tomar una nueva variable y y considerar el ideal

ff: <f1af27 "'7fr7 1— yf> g k[xlax% "'7xn7y]

Afirmamos que V(I) = @, pues sea (ai, as, ..., ay, b) € k"1
Si (ay,aq,...,a,) € V(I), entonces por hipétesis f(aq,...,a,) = 0, y por tanto

9Puede traducirse del aleman como ‘teorema sobre el lugar de ceros’.
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(1 —yf)(ar,ag, ..., an,b) = 1 # 0. Asf, (a1, as, ..., an, b) & V(I).

Si (a1, aq, ...,a,) ¢ V(I), entonces existe alguna f; para la cual f;(ai,as,...,a,) # 0
y por tanto en k[zy, Ts, ..., T,,, y] tampoco (ay, as, ..., an, b) ¢ V(I).

En cualquier caso V(f ) = @ y entonces por Nullstellensatz Débil se tiene que
[ = (1), por lo que existen py,pa, ..., pr, q € k[x1, X2, ..., Ty, y] tales que

pfi+opefot . +pofrt+tql—yf)=1

Al sustituir la misteriosa y por 1/f obtenemos:

pl(l'l,l'g, ceey 1/f)f1 +p2($1,.’172, ceey 1/f)f2 + ... +pr(l’1,£€2, ceey 1/f)f7« + O =1

Si multiplicamos ahora por una potencia suficientemente grande de f para que ya
no haya f como denominador, se logra una igualdad de la forma

"= Zgifi
i=1

donde g; € k[z1,xo,...,x,], por lo que concluimos que f™ € (fi, f2,..., fr) = I, es
decir, f € rad(l). m

Asi, tenemos por fin las condiciones necesarias para la correspondencia biyec-
tiva entre ideales y variedades. La composicién faltante Z o V =Id se obtiene en
la restriccion de ideales radicales, ya que por el Nullstellensatz fuerte tenemos
Z(V(I)) =rad(I), que para I radical es Z(V(I)) = I. Resumimos esto en el siguiente

Teorema 4 “Sea k algebraicamente cerrado, entonces los operadores

V : ideales radicales — variedades

T : wariedades — ideales radicales

son biyecciones, uno inverso del otro.”

Hemos visto que los operadores Z y V permiten traducir conceptos algebraicos
en geométricos y viceversa. Mds interesante ain es ver como se comportan con las
operaciones entre ideales y las operaciones entre variedades (;qué tanto podemos
pensar en V e Z como homomorfismos, y en el caso de k algebraicamente cerrado,
como isomorfismos?). Damos algunas propiedades en este sentido:

Teorema 5 “Sean I y J ideales de k[xy,xa, ..., 7).
()Y +J)=V({I)NV(J)
(2)V(IJ)=V(I)uV(J)
(3)V(INJ)=VI)UV(J)”
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Demostracién. (1) Segin vimos en la demostracién de la proposicién 2,
VIUJ)=VI)NV(J),y puesto (IUJ) = I + J , de la proposicién 3 tene-
mos que V(I + J)=V({IUJ)=V(I)NV(J).

(2) También de la demostracién de la proposicién 2,

VIO uV() =V{[f-glf €el,geJ})

y puesto IJ = ({f-g|f € I,g € J}), de la proposicién 3 concluimos que V(I) U

V(J) = V(1J).

(3) €) Como IJ C INJ, tenemos que V(I N.J) C V(IJ) y segun (2), ésta ultima

es V(I)UV(J), por lo que V(INJ) CVI)UV(J
D) Como INJ CIlylINndJC.J,tenemos que V(I

yasi V() UV(J)CV(INJ). =

Aunque a lo largo de la tesis, seguiremos explorando correspondencias entre
ideales y variedades, el lector interesado en tener el panorama completo puede
revisar el Apéndice “Diccionario Algebra-Geometria”, como es llamado y revisado
en [4].

)
)SVYUINJ)y V() CV(InJ),



Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1. Ordenes Monomiales

Para poder hablar de estos conjuntos de generadores de ideales de polinomios
necesitamos dar un orden a los monomios. Este orden es natural cuando tratamos
en el anillo de polinomios de una variable, pero cuando son varias no tenemos
una tnica forma de establecer cudndo un monomio deberia ser mayor que otro.
Recordemos los siguientes conceptos generales:

Definiciéon 19 Una relacion < en un conjunto A es un orden sii es antireflexiva
(a £ aVa € A) y transitiva (a < by b<c = a < cVa,b,ce€ A). Un orden se
llama total sii cualesquiera dos elementos son comparables (Va #b € A:a <bo
b < a). Una relacién de orden es un buen orden sii todo subconjunto no vacio tiene
minimo.

Observacion 10 Todo buen orden es orden total, pues dados a # b € (A, <) con
< buen orden, como el subconjunto no vacio {a,b} tiene minimo, se tiene que a < b
o bien que b < a .

Es util esta caracterizacién (con Axioma de Eleccién) de buenos érdenes: que
no existan sucesiones infinitas descendentes a; > as > az > ...

Proposicion 9 “Sea A conjunto y < un orden total en A; luego, < es buen orden
<=  una sucesion {a,}nen en A tal que ani1 < a, ¥n € N 7

19
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Demostracién. =) Por contrapuesta. Si 3 una sucesién {a, },eny en A tal que
any1 < a, Yn € N, entonces al considerar B = {a,|n € N} # & tenemos un
subconjunto no vacio de A que no tiene minimo.

<) Nuevamente por contrapuesta, si < no es buen orden en A, existe B # &,
B C A tal que no tiene minimo. Es decir, dado cualquier b € B, existe b’ € B tal
que ' < b. Por Axioma de Elecciones Dependientes, podemos elegir una sucesién
{bn}nen € B C A tal que b,y 1 < b, Vn € N. m

Vamos a definir unos érdenes particulares en N, que a su vez inducirdn en el
conjunto de monomios lo que se conoce como orden monomial:

Definicién 20 Una relacion de orden < en N™ se dice que es un orden admisible
sit es un buen orden que se preserva bajo sumas, es decir, que Yo, 3,y € N" :
a<f= a+y<pB+n~t

Dada la correspondencia entre monomios y vectores de N, podemos entonces
inducir 6rdenes de monomios de k[z1, x, ..., ] :

Definicién 21 Sea < en N" un orden admisible, entonces se extiende la relacion
< al conjunto de monomios M = {x%|a € N"} de k[x1,7a, ..., ,] como x* < 7
< a < B. A tal orden sobre M se le conoce como orden monomial.

Observacion 11 As?, ya que z°27 = 27, un orden monomial es un buen orden
sobre M que se preserva bajo producto de monomios, es decir, que satisface Vo, 3,7 :
% < 2 = 2% < 2P0,

Proposicién 10 “Sean 2%, 1° monomios de k[zy, s, ...,x,] y < orden monomial
tal que 1 es el monomio minimo. Si x|, entonces v® < 27

Demostracién. Como z%|z”, existe 77 tal que 2% = 272%. En términos de los
multigrados, 8 = v + a. Como 1 = 2° es minimo, 0 < 7. Por otro lado, como < se
preserva bajo sumas, 0 + a < v+ «, es decir, « < 3. m

Observacion 12 En términos de vectores en N", la proposicion anterior indica
que st o, € N" tal que oy < 8, para toda 1 <1 < n, entonces o < 3 bajo el orden
admisible (con 0 vector minimo, pero esta hipdtesis es redundante como se verd en
el siguiente teorema).

'Los ejemplos asociados a esta definicién pueden revisarse en la pag. 22



2.1. ORDENES MONOMIALES 21

Teorema 6 “Una relacion de orden total < en N™ que se preserva bajo sumas, es
un buen orden (i.e., es admisible) <= 0 es <-minimo”

Demostracién. =) Por contrapuesta, si el vector 0 € N" no es el elemento
minimo, existe @ € N" tal que a < 0 , por la preservaciéon bajo suma, entonces
20 =a+a<a,3a=2a+a< 2ay en general tenemos una sucesion {na},cy tal
que (n+ 1)a < na Vn € N, por lo que concluimos que < no es buen orden.

<) Por Induccién. Cuando n = 1 vemos que < coincide necesariamente con
el orden usual en N (como 0 < 1y por la preservacién bajo sumas, 1 < 2, 2 < 3...)
por lo que sabemos que es un buen orden.
Suponemos para n — 1 y consideramos A C N” no vacio. Veamos que A tiene
< —minimo. Para poder aplicar la hipétesis de Induccién, definimos un orden en
N"~! de la siguiente forma:

((Zl,ag, ...,an_l) < (bl,bg, ---abn—l) sii (al,ag, ...,CLn_l,O) < (bl,bg, '-~7bn—170)

Tenemos entonces que <’es orden total pues < lo es, también <’ se preserva bajo
sumas pues < lo hace y en la tltima entrada 040 = 0. Finalmente, como 0 € N" es
el < —mifnimo, se sigue de la definicién del orden que 0 € N"~! lo es respectivamente
para <’. Por lo tanto, <’ es un orden que satisface la hipdtesis de induccion.
Consideramos

A" ={(ay,as, ...,a,_1)|3a, € N con (a1, as, ..., ap_1,a,) € A} C N1,
Como A # &, luego A’ # &. Sean o = min_/(A'),
N = min{k € N|(c/, k) = (o]}, &), ..., _1, k) € A}
ya=(a,N)=(a),al,..,al,_;,N) € A. Ahora, para cada k < N consideramos

Ay =A{(ay, a9, ...,a,1)|((a1, az, ..., a,_1,k) € A} C N1,

Para cada uno de éstos, si A) # @ por hipétesis de Induccién tiene <’-minimo
af € N1 Sea ap = (a},k) € A C N" colocando en la n—ésima coordenada la
correspondiente k£ € N. Ahora, la afirmacién es que:

o = min{a, ag, aq, g, ...,y € N*
<

es el minimo buscado de A. En efecto, sea 3 = (5',b,) = (b1, ba, ..., b_1,b,) € A.
Distinguimos dos casos:
(i) Sib, < N, entonces por definicién 5 = (by, by, ..., bp—1) € Ay, ysetiene ) <'
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es decir, (a7, ,0) < (8,0) y de la preservacién bajo sumas, al afadir de ambos
lados el vector (0,b,) obtenemos o, = (o ,b,) < (8',0,) = . Como o* < a,
concluimos o* < .

(ii) Si b, > N, entonces dado que 3’ € A’ tenemos que o’ <’ ', es decir, (o/,0)
(',0) y al sumar con la desigualdad (0, N) < (0, b,) obtenemos que o = (a/, N)
(8',b,) = 3. Como a* < a concluimos a* < f3.

Asi, en cualquier caso, o* < [ V3 € A, por lo que A tiene minimo y asi{ < es un
buen orden. m

IAINA

Y una vez més traduciendo al lenguaje de monomios, dado que z° = 1:

Corolario 3 “Una relacion de orden total < en M = {x*|a € N"} que se preserva
bajo producto de monomios, es orden monomial <= Ya € N" « # 0, se tiene
1<a*”

Asi, en el proceso de verificacion de que un orden total sobre monomios es
orden monomial, la condicién de buen orden se puede cambiar por la condicién
més sencilla de que el monomio minimo sea el constante (1).

A continuacién vemos los ejemplos mdas importantes de érdenes admisibles
(monomiales):

Ejemplo 9 Sean o # 5 € N" definimos o <jep [ sii oy < ; con i = min{j|
o, # Bj}, es decir, sit la primera entrada no nula del vector f—a € Z" es positiva.
Entonces <jep s un orden admisible y recibe el nombre de orden lexicogréfico (puro).

1. Orden Total: Por definicién, si a # 3 , al tomar i = min{j| a; # 3,} , como
el orden en N es total, tenemos que o; < 3, 0 8, < «; ; es decir, o <o 5 0

O <ley B

2. Si a <y, B, para cualquier v € N™ se tiene f§ —a = (8 +7) — (o +7) , por
lo que la primera entrada no nula de (5 + ) — (a + ) sigue siendo positiva,
es decir, a + ¥ <pex 5+ 7-

3. Sia# 0, i=min{j| a; # 0} = min{j| a; > 0}, por lo que a; > 0 y asf
[ P 0.
De esta forma, (3,5,6) <jer (4,2,1) v (2,2,6) <jer (2,3,4).

Definicién 22 Sea o € Z", definimos el grado total de o como || = Zak.
k=1
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Fl siguiente orden monomial o admisible considera que el vector o es menor al
vector 3 si el grado total de o es menor al grado total de 3, y en caso de igualdad
se considera el orden lexicografico.

Ejemplo 10 Sean o # € N" definimos o <gpiex B st || < |B] 0 si|a| = 5] y
a <iep B, €8s decir, sii | —al >0 o0 si|f —a| =0y la primera entrada no nula del
vector B —a € Z™ es positiva. Ast, <guep €s un orden admisible y recibe el nombre
de orden graduado lexicogréfico.

1. Orden Total: Por definicién, sea a £ 5, si los grados totales Z Qg Z B €

k=1 k=1
N son distintos, se decide quién es mayor en <, si son iguales, se considera

el <jepque ya conocemos.

2. Si a <gpiex 5, para cualquier v € N” se tiene § —a = (8+7) — (e +7) , por
lo que tanto el valor de |(8 +7) — (o + )| como el vector (8 + ) — (o +7)
se mantienen invariantes, es decir, & + v <gpiex 3 + 7.

3. Sia # 0, existe una «o; > 0, por lo que |a| = Zozk >0= {6! y ast & > gpieq 0.

k=1
De esta forma, (2,3,1) <grer (1,4,3) v (2,2,5) <griex (2,3,4).

Un orden monomial que, aunque poco intuitivo resulta muy 1til, es el que con-
sidera como primer criterio el de mayor grado total, y si se empata, se le da prefe-
rencia al que tenga menor entrada final. La verificaciéon de que es orden admisible
es andloga a las dos anteriores.

Ejemplo 11 Sean o # 5 € N" definimos & <greviex 5 S0t || < |B] 0 si|a] =|5] y
a; > B; coni = max{j| a; # B;} , es decir, sii |[B—a] >0 o0si|B—al=0yla
dlttma entrada no nula del vector B — o € Z" es negativa. Ast, <grepiezes un orden
admisible y recibe el nombre de orden graduado reverso lexicografico.

De esta forma, (2,3,1) <greviex (1,4,3), (2,2,5) <greviez (2,3,4) ¥(3,0,2,3) <greviex
(2,2,1,3).

Definicién 23 Sea 0 # f € R[z1, 29, ..., x,], y < un orden monomial, definimos

1. El monomio lider de f es ML(f) = max{M(f)}
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2. El término lider de f es TL(f) = max{T(f)}*
3. El coeficiente lider de f es CL(f) el coeficiente de T'L( f)

4. El multigrado de f es e(T'L(f)) (es decir, el exponente del término lider)

Notar que los médximos existen pues se toman sobre conjuntos finitos y, natu-
ralmente, T'L(f) = CL(f)ML(f).

Recordando que con n = 1 el inico orden monomial es el usual 1 < z < 22 < ...
la nocién de multigrado coincide con la de grado de un polinomio f en una variable.

Ejemplo 12 Ordenando los términos del polinomio
f =4xy?z 4+ 42% — 52° + 72°2% € Q[w, v, 2]

resultaria:

lex: f = —bx3 + Tx222 + 4oy?z + 422
griex:f = 72222 4 4xy?z — 53 + 422
grevlex:f = dxy?z + 72222 — 5a® + 422,

Ejemplo 13 En el orden lexicogrifico, y [ = 4xy*z+42% —5x3 +72%2% € Q[z,y, 2],
se tiene que ML(f) = 23, TL(f) = =523, CL(f) = —5 y multigrado(f) = (3,0,0)

Proposicién 11 “Sea < un orden monomial y sean fi, fa, ..., fr € klx1, T2, ..., 7]
polinomios no nulos. Entonces:
(a) ML(f1fa... fr) = ML(fi)ML(f2)... ML(f)
(b) ML(fi + f2 + ... + fr) < max{ML(f1), ML(f2), ..., ML(f;)}
(c) Sea c; = CL(f;) y A= {jIML(f;) = méax,{ML(f;)}}, entonces la igualdad se
da en (b) siy sélo si Yy, c; #07
jEA
Demostracién. (a) Por definicién, para cada i € {1,2,...,r}, ML(f;) > t; para

cualquier monomio ¢; de f;, y como < se preserva bajo productos:

ML(f1>ML(f2)ML(fT) Z tltg...tr thtg...tT término de f1f2-~-fr

Asi, por definicién de monomio lider, tenemos que

ML(fi forf) = ML(f)ML(f2). . ML(f,).

2Cuando se comparen términos en R[x1, T2, ..., T,], se ignora el coeficiente y se considera como
un monomio, si bien éste no se modifica.
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<

(b) Como M(f1 + fo+ ...+ f) € U M(fi), entonces
=1

)

< méx(|_ M(f,))

= méx{ML(fl)v ML(f2)7 ) ML(fT)}

(c)Si Y ¢; # 0, entonces el término méax;{ M L( f;)} es no nulo y por tanto pertenece
jeA
afi+ fo+..+ fr, de donde

ML(fl + f2 + ...+ fr) > mé*x{ML(f1>aML(f2)7 7ML(f7‘>}

y por la desigualdad en (b), tenemos la igualdad. Por otro lado, si ) ¢; = 0,
jEA

el término max;{ M L(f;)} es nulo y no pertenece a f; + fo + ... + f,, por lo que

ML(fl + fg —+ ...+ fr) 7é méX{ML(fl), ML(f2)7 ceny ML(fr)} |

Proposicién 12 “Sea I = ({z%|a € A}) C k[x1, 29, ..., 2,) con A CN" Entonces:
(a) Un monomio z° € I si y sélo si existe a € A tal que x|z
(b) Un polinomio f € I si y sélo si cada término de [ pertenece a I

(c)Eziste A" C A finito tal que I = ({x%|a € A'})”

Demostracién. (a)

S
=) Dado 2? € I, tenemos 27 = 3 h;z® con h; € k[, s, ..., 7,], a; € A. Ahora
i=1
expandimos el lado derecho como una combinacién lineal de monomios; como el
lado izquierdo es un monomio con exponente 3, eso implica que del lado derecho

todos los monomios que no tengan exponente  se cancelan. Esto deja una suma

t
de la forma >~ hix® con hl término tal que hlz® = c;z° para algunos ¢; € k\{0},
i=1

1 < i < t. De la tltima igualdad que z%|2”.

<) Si existe tal a € A con 2%|2”, es decir, existe h € k[xy, 1, ..., 2, tal que
2 = ha®, como z* € I (ideal) se tiene que 2” también.
(b)

S
=) Si f = > hjz*, al expandir como combinacién lineal de monomios, llegamos
i=1
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a que f es combinacién k — lineal de muiltiplos de monomios en I, es decir, cada
término de f es un miiltiplo de algiin monomio en I. Como [ es ideal, cada uno de
estos muiltiplos vuelve a estar en I.

<) Naturalmente, si cada término de f pertenece a I, como I es ideal se tiene
que la suma de ellos, que es f, vuelve a pertenecer a I.

(c) Por el Teorema de la Base de Hilbert, sabemos que I es finitamente generado,
y por (b) basta tomar monomios como generadores, es decir, existen 3, 35, ..., 5, €
N" (posiblemente no en A) tal que I = <:U'31,x/32, ...,xﬂr>. Como cada 2% € I =
é{xo‘|a € A}), ;;or (?) existe o; € A tal que z%|z” | por lo que (z7) C (z%) y asf
M, 2, .., x%)=1. m

Hay formas en que podemos construir nuevos érdenes monomiales a partir de

otros. La m4s sencilla consiste en hacer un reordenamiento de las variables, obte-
niendo n! posibles nuevos érdenes. En efecto:

Definicién 24 Sea < un orden admisible y m: {1,2,..,n} — {1,2,..,n} una per-
mutacidn, entonces definimos o <, [ sii m(a) < w(B) , donde

T(Y) = (Yr()s Vr(@)s -+ Vamy) ¥y € N

Ejemplo 14 Sea <., y la permutacion m con w(1) =n,7(2) =n—1,...,7(n) = 1.
Al orden <, resultante se le conoce como orden antilexicografico.

Otra manera de construir nuevos érdenes monomiales es asignar un vector de
pesos w a las variables:

Definicién 25 Sea < un orden admisible y w = (wy, wa, ..., w,) € R™ con w; > 0
Vi ; definimos para o, 3 € N" : o <, B sita-w <g f-w ,obiena-w=p0 -wy
a < B, donde “’ denota el producto punto usual de R".

Observacion 13 Que <,, sea admisible es consecuencia de que < lo es, que <ges
transitivo y que 0-w =0

Ejemplo 15 Sea <., y vector de pesos w = (1,1,...,1), entonces el orden <, que
se obtiene es el graduado lexicogrifico <gries -

Terminamos definiendo un tipo de orden que serd de fundamental importancia
después:
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Definicién 26 Sea j € {1,2,...,n} fijo, un orden monomial en klzi,zs, ..., x,] se
dice j—ésimo orden de eliminacion sii tiene la propiedad de que cualquier monomio
en el que aparezca alguna x; con i < j es mayor que cualquier monomio en el que
solo aparecen variables xj con k > j.

Ejemplo 16 El orden lexicogrifico <je.es el cldsico orden de eliminacion (y lo es
para toda j € {1,2,....,n})

Ejemplo 17 Sea < un orden monomial en k[xy1,za,...,x,] y sea j € {1,2,...,n}
fijo. Consideramos w = (1,1,...,1,0,0,,,0) con las primeras j entradas igual a 1 y
las restantes igual a 0; entonces se sigue que el orden <,es un j—ésimo orden de
eliminacion.

2.2. Algoritmo de la Divisién Multivariado

En esta seccién explicamos un algoritmo de la divisién para k[xy, za, ..., 2],
generalizando el conocido para k[x] en una sola variable®. Adem4s, también es ge-
neralizacién en cuanto a que se podra dividir un polinomio f entre varios polinomios
f1, fo, .-, fs- Es decir, se escribira:

f=aifitafo+ ... +asfs+r

con a;,r € klxy,Ta,...,x,] Y en la comparaciéon de que 7 sea ’chico’ se involucrard
el concepto de orden monomial.

Un ejemplo antes de presentar el algoritmo:

Ejemplo 18 Dividir f = 2%y + xy? +y? por fi = xy — 1 y fo = y*> — 1, todos en
Q[z,y] bajo orden monomial lex.

Notamos que los términos de los polinomios ya estdn ordenados en forma descen-
dente, con TL(f) = z*y ,TL(f1) = xy y TL(f2) = y*. Siguiendo la idea del algorit-
mo en una variable, encontraremos los cocientes a partir de que TL(f1) o TL(fs)
dividan a TL(f). Primero vemos que TL(f1)|TL(f), a saber, “%” = z por lo que
hacemos f — x fi:

2y +ay? + oy —w(ry — 1) = 2 + o + 3

3Esta generalizacién al algoritmo original no es complicada, por lo que es sorprendente que
esta forma haya sido explorada y usada apenas desde unos 40 afios. ([4])
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Este es nuestro nuevo dividendo y asi, a; = x, el coeficiente asociado a fi, hasta
ahora. Como xy? que es el nuevo término lider es otra vez divisible por TL(f1) = zy

con 2 = y volvemos a restar ese miltiplo (entonces a1 = x +y)
Y Yy P 1 Y
2 2 _ 2
it r+y —yley—1)=x+y"+y
Ahora, como x , que es el nuevo término lider, no es divisible ni por T L( f1) ni por

TL(f2), movemos este término al residuo (r = x); y continuamos con el siguiente
término lider, y?, que si es divisible por TL(fs), teniendo ay = 1 :

V4+y—1y*—1) =y+1

Finalmente, en y + 1 ningin término es divisible por lo que pasa al residuo
r=x+y+ 1. La expresion final f = a1 f1 + asfo + 1 es:

Pyttt =(@+y)(ey—1)+10 -1+ (z+y+1) (2.1)

Teorema 7 (ALGORITMO DE LA DIVISION) “Sea < un orden monomial fijo
en k[ry, xs,...,x,) y sea F = (f1, f2, ..., [s) una s — tupla ordenada de polinomios.
Entonces todo f se puede escribir de la forma:

f:a1f1+a2f2+--~+asfs+7“

donde a;,r € k[xy,x9,...;2x,) Vi = 1,...;8 y tal que r = 0 o bien cada término de
r no es divisible por ninguno de TL(f1), TL(fs),...,TL(fs). Ademas, se tiene que
multigrado( f) >multigrado(a; f;) Vi = 1,...;s. A r se le llama residuo de la division

de f por F' y lo denotamos como TF 7,

La prueba de este teorema es senalar la existencia de a; y de r por medio del
siguiente algoritmo:

Algoritmo 1 FEntradas: f1, fo, ..., fs, [

Salidas: aq, as, ..., as, 7
ap:=ag:=..:=as:=71r:=0
p=1f

MIENTRAS p # 0

1:=1
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division?:=0
MIENTRAS i < s Y division?=0
SLTL(fi)|TL(p)
a; :=a; + TL(p)/TL(f:)
p:=p— (TL(p)/TL(f:))f:
division?:=1
SI NO
1:=1+1
SI division?:=0
r:=r+TL(p)

p:=p—TL(p)
FIN

La variable p representa al dividendo intermedio mientras progresa la division.
division? es una variable booleana que indica si algin T'L(f;) divide a TL(p). En
efecto, en el ciclo del principal MIENTRAS sucede una de estas dos alternativas:
si algin T'L(f;) divide a T'L(p), se hace el paso de division aumentando el cociente
a; correspondiente y actualizando el nuevo dividendo p al restar ese miiltiplo. Por
otro lado, si ningin T'L(f;) divide al que es T'L(p), se pasa éste al residuo 7.

Para demostrar que el algoritmo funciona, notaremos que la ecuacién
f:a1f1+a2f2+"'+asfs +p+r

se cumple en cada paso del algoritmo, por lo que en particular cuando el algoritmo
termine (por la condicién p = 0) se tendra la expresién buscada.

Para los valores de inicializaciéon de p, a; y de r se cumple la ecuaciéon pues
f=0+0+---+0+ f+ 0. Ahora, si el siguiente paso es uno de divisién
por algin T'L(f;) se tiene al actualizar que a;f; + p = (a; + TL(p)/TL(f:))fi +
(p — TL(p)/TL(f;))f:) v como las otras variables no se ven afectadas, se sigue
cumpliendo la ecuacién. Por otro lado, si el siguiente paso es uno de residuo, al
cambiar p y r, su suma queda constante pues: p+1r = (p — TL(p)) + (r + T'L(p)).
Sélo falta justificar que el algoritmo termina. Notar que tanto en el paso de di-
visién en el cual el dividendo se actualiza p’ = p — TTf((Z)) fi como en el paso de
residuo en el que p’ = p — T'L(p), se le resta a p su término lider (por la proposi-

cién 11 se tiene TL(;LL((JZ)) fi) = 7TLL((Ji’l.))TL(fi) = TL(p)), por lo que necesariamente
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TL(p') < TL(p). En particular, muligrado(p’) < multigrado(p). Si el algoritmo
nunca terminara, se tendria una sucesién infinita decreciente de multigrados, que
contradirfa la propiedad de buen orden de <; por lo que eventualmente, p = 0.
Finalmente, para ver la relacién de los multigrados de f y a; f;, notamos que cuando
a; pasade 0 a TL(p)/TL(f;), se tiene que T L(a;f;) = TL(p), y como p se inicializa
como f y acabamos de ver que el multigrado de p decrece, T'L(p) < TL(f). Es
decir, multigrado(a; f;) <multigrado(f).

Desafortunadamente, este algoritmo de la Divisién multivariado no comparte
la propiedad de unicidad con su contraparte univariada. De hecho, ni siquiera el
residuo tiene que ser inico, como vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 19 [lustramos paso a paso con la notacion del algoritmo el ejemplo an-
terior pero intercambiando f1 y fo. Asi, dividiremos f = x%*y + xy® + y* por
fi=v =1y fo=xy—1 en Qx,y] bajo orden monomial lex. Inicializamos:

a; :=ag:=1:=0 yp::f:x2y+xy2+y2

p # 0 ast que i := 1 , division?:=0 y como también 1 = i < s = 2, preguntamos
si TL(f1)=y* divide a TL(p) = z*y. Esto no pasa, asi que i := 1+ 1 = 2. Ahora,
division? sigue siendo 0 y 2 =i < s = 2, por lo que preguntamos si TL(f2) = xy
divide a TL(p) = z*y. Como esto si sucede, ay := 0+ TL(p)/TL(f;) =0+x ==z,
pi=2y+ay’ +y? —x(vy — 1) = vy® + = + v, y division?:=1.

En la condicion del MIENTRAS interno, se tiene que 2 = i < s = 2 pero como
division?=1, ya no entra en el ciclo ni en el siguiente SI, por lo que regresa al
MIENTRAS principal. En éste, p # 0 todavia por lo que vemos de nuevo si hay
una divisibilidad: i := 1, division?:=0, 1 =i < s = 2 y prequntamos si T L( f,)=y>
divide a TL(p) = xy®. Ahora si sucede, por lo que a; := 0+ TL(p)/TL(f,) = =,
pi=ay’+x+y? —x(y?—1)=2x+y? y division?:=1.

Regresamos al MIENTRAS principal, todavia p # 0 asi que entramos de nuevo:
esta vez ni TL(f1) ni TL(f) dividen a TL(p) = 2x, por lo que después de dos
vueltas, se tendrd i := 2+ 1 = 3 y aun division?=0. Entramos pues a la condicion
del SI y se pasard al residuo: v := 0+ TL(p) = 2z y p := 2z + y*> — 2z = 3>
Al tener ahora TL(p) = y* si serd divisible por TL(f) = y* y asi ay == = + 1,
p:=vy>—(y*—1) =1 y division?:=1. Después de no entrar al SI, se entra una vez
mdas al MIENTRAS principal, y como T'L(p) = 1 no serd divisible por ninguno de
los TL(f;) se pasard al residuo: r :==2x+1 yp:=1—1=0. Cuando se regrese al
MIENTRAS principal se tendrd p = 0 por lo que el algoritmo termina.

La expresion final para [ es pues:

Py+ay+ =@+ Dfitaf+r=(@+1) - 1) +a(zy—1)+ 2z +1)
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Al comparar con la expresién 2.1, en efecto se tienen coeficientes y residuos
distintos. Es decir, aunque siguiendo el algoritmo siempre se llegard al mismo resul-
tado, el orden de los divisores f;’s afecta la expresion final (de ahi que se especificara
a F' como s—tupla ordenada y no simplemente como conjunto). Este fenémeno lleva
a la siguiente definicién:

Definicién 27 Sea [ € kl[z1,xo,...,x,], st fi1, fo, .., fs € k[x1, 22, ..., 2,] son tales
que
f=aifitaxfo+ .. +asfs+r

para algunos ai,as, ...,as,r € klxy, o, ..., x|, con cada término de r no divisi-
ble por ninguno de TL(f1), TL(fs),...,TL(fs) y multigrado(f) >multigrado(a; f;)
Vi=1,...,n, se dice que se tiene una expresion estandar de f y que f se reduce a

r por medio de F' = {f1, fa, ..., fs}, denotado f L v, Llamamos a r una reduccién
de f por medio de F.

Observacion 14 Segin lo visto en el teorema anterior, el Algoritmo de la Divi-
sion Multivariado siempre arroja expresiones estandar de f. En particular, fF =r

implica que f o

Ejemplo 20 De los dos ejemplos anteriores, tenemos que:

Py+ayi+yt = @+y)ey-D)+1y° -1+ (@ +y+1)
Py+ay+y? = zley—1)+ @+ - 1)+ 2z + 1)

son dos expresiones estandar distintas para f = 2%y +axy?+y?. Tantor; = v+y+1
y ro = 2z + 1 son reducciones de f por medio de F = {xy — 1,y* — 1}

2.3. Definicién y propiedades de Bases de Grob-
ner

En esta seccién definimos finalmente el concepto que nombra a este capitulo.
Todo el tiempo se considera un orden monomial < fijo.

Definicién 28 Sea G C k[zy,x9,...,z,] , se define TL(G) = {TL(g)|g € G\{0}}
y al ideal generado (T'L(G)) se le llama ideal inicial de G.
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Definicién 29 Sean G C I C k[zy,xa, ..., x,], G finito e I ideal. G es una base de
Grobner de I sii (TL(G)) = (T'L(1)) .

Una idea tentadora para encontrar una base de Grobner seria la de encontrar
un conjunto finito de polinomios generadores del ideal: ¢, go, ..., gs € I tales que
(91,92, -, gs) = I, y ‘esperar’ que (T'L(g1), T'L(g2), ..., TL(gs)) = (T'L(I)) . Esto no
es cierto en general, es decir, aunque naturalmente es cierto que

(T'L(g1),TL(g2),...,TL(gs)) C(TL(I))

la contencién puede ser propia, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 21 Sea I = (f,g) con f =23 — 2xy, g = 2%y — 2y*> + = con orden grlex.
Entonces (TL(f),TL(g)) = (23, 2%y) pero notar que

h=xz-g—y-f=a(y 2" +2)—y@a®—2ry)=2"¢c1

por lo que TL(h) = x? € (TL(I)) pero x* no es divisible ni por z* ni por x?y,

es decir, v* ¢ (2®,2%y) . Asi, (TL(f),TL(g)) C (TL(I)) Se puede ver (como lo
haremos en la siguiente seccion) que una base de Grébner de I es

G = {2y — z,zy, 2%}

Lo que sf es cierto es que si G es una base de Grébner de I, entonces G genera
a I (de ahf el nombre de ’base’):

Proposicién 13 “Sea I C k[zy,xs,...,x,] ideal y G una base de Grébner de I,
entonces (G) = 1.”

Demostracién. Sea G = {g1, g2, ..., gs}- Puesto que G C I, se tiene (G) C I.
Ahora, sea f € I, por Algoritmo de la Divisién, si dividimos f por (g1, g2, ..., gs)
existen a;,r € k[ry, 22, ...,x,]) con i =1,...; s tales que

f=a11 +axg:+ ... +asgs + 7

y tal que r = 0 o bien T'L(g;) 1t Vi = 1,....,s ¥Vt € T(r). Notar que si r = 0
hemos acabado pues f = a1g1 + a292 + ... + asgs implica que f € (G). Esta es
la tdnica posibilidad, pues si r # 0, como r = f — a191 — a2gs — ... — asgs € I,
entonces T'L(r) € TL(I) C (T'L(I)). Pero G es base de Grobner, luego (T'L(I)) =
<TL(91)7TL(92)77TL(98)> y ast TL(T) S <TL(91)7TL(92)a 7TL(gs)>7 que por
la Proposicién 12 parte (a) implica que existe i € {1,...,r} tal que TL(g;)|TL(r),
contradiciendo la propiedad del residuo. m
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Observacion 15 Notar que en la demostracion de la proposicion anterior probamos
que si G es base de Grobner (ordenada de alguna forma) de I y f € I, entonces
-G 4 4 . .

f = 0. Este resultado serd importante y lo enunciaremos como corolario del si-

guiente teorema.

Otra propiedad importante de las bases de Grobner, es que determinan residuos
o reducciones tnicas:

Teorema 8 “Sea G = {g1, 9o, ..., gs} una base de Grobner para el ideal

I Cklxy,z9,...;xy| y f € klxy, 29, ..., ], entonces existe un inico r € k|xy, T, ..., Ty
con las siguientes dos propiedades:

(i) Ningin término de r es divisible por alguno de T'L(g1), TL(g2), ..., T L(gs)-

(ii) Existe g € I tal que f =g+ .

En particular, v es el residuo de la division de f por G sin importar el orden de los
elementos en G”.

Demostracién. Al tomar a los elementos de G' ordenados G = (g1, g2, ..., gs) ¥ al
hacer la divisién de f por G, obtenemos que f = a191 + asgs+ ... + asgs + 1, con r el
residuo. Como r cumple (i) y cada g; € I implica g := a1g1 + a2gs + ... + asgs € I,
también r cumple (ii).

Para probar la unicidad, sean 7’ y ¢’ que cumplen también (i) y (ii), entonces
f=g+r=¢g+7r,porloquer—r'=g—¢g €I.Sir—r #0,al ser G de Grobner
tendriamos que T'L(r — ') € (T'L(I)) = (T'L(¢1), TL(g2), ..., TL(gs)) , de donde el
término T'L(r — r') serfa divisible por alguno de los T'L(g;), que es imposible pues
cada uno de los términos de 7 y 7/ no lo era.* Asi, r —1' = g— ¢’ = 0, concluyendo
la unicidad. m

Corolario 4 “Sea G = {g1, 92, ..., gs} una base de Grobner para el ideal
I Cklxy,zo,.cyxy| y f € klxy, 29, ..., x,]. Entonces f € I siy sdlo si 7G =0"

Demostracién. <) Si f = g (r = 0) con g = a191 + asg2 + ... + asgs € I,
claramente f € I.

—) Como se puede escribir f = f + 0 con f € I, la unicidad implica que
-G
r=f =0. m

Dado I C k[xy, 3, ..., x,], jsiempre existe una base de Grobner de I7 La respues-
ta es afirmativa, puesto que (T'L(I)) es un ideal en k[, xo, ..., x,] ¥ recordando de

4Recordar que por la Proposicién 11 parte (b), M(r — ') C M(r) U M(r")
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la Seccién 1.1 que éste debe ser finitamente generado (consecuencia del TEORE-
MA DE LA BASE DE HILBERT), y asi (ver la Proposicién 12 parte (c) ) del
conjunto de generadores TL(I) = {T'L(g)|g € I\{0}} se puede extraer un niimero
finito de g1, go, ..., gs € I tal que (TL(I)) = (T'L(¢1),TL(92), ..., TL(gs)) , es decir,
G =191, 92, -..,9s} es base de Grobner de I.

Ahora, jes tnica la base de Grobner? La respuesta es negativa, puesto que si G
es base de Grobner, entonces cualquier G C G’ C [ también lo sera:

(TL(D) = (TL(G)) € (TL(E)) € (TL(1)

Sin embargo, en este caso pensariamos que hay elementos ‘redundantes’ en G’, pues
nos bastan como generadores los de G.

Notar que de hecho como lo que importa en la definicién de base de Grébner es el
ideal generado por los términos lideres, los coeficientes de los polinomios se pueden
variar y los demds términos pueden modificarse con ‘flexibilidad’ En el ejemplo 21
con base de Grobner G = {2y? — z, vy, #?}, entonces G’ = {2y? — z, xy, 2* + vy}
con A € k también seria base de Grobner, siendo el término Azy ‘redundante’ pues
es divisible por T'L(zy) = xy.

La anterior discusién inspira la siguiente definicién:

Definicién 30 Una base de Grobner G para un ideal I es reducida sii todos los
polinomios en G son mdnicos (es decir, CL(g) = 1 Vg € G) y Vi # j ningin
monomio m € M(g;) es divisible por T'L(g;)

Teorema 9 “Todo ideal I C k[xy,xa, ..., x,]| tiene una tunica base de Grébner re-
ducida”

Demostracién. Primero veamos cémo a partir de una base de Grobner
G = {g1,92,--,9s} de I se puede obtener una reducida. Sin pérdida de general-
idad podemos suponer que los elementos de G ya cumplen que ningtin 7'L(g;) es
divisible por algin otro T'L(g;) (de lo contrario, se puede eliminar g; y G — {g;}
sigue siendo base de Grobner). La condicién de que sean ménicos se puede veri-
ficar simplemente multiplicando al final cada g; por 1/CL(g;), y el ideal generado
es invariante. Para asegurar la segunda condicién, llamemos a g; € G reducido sii
ningin m € M(g;) es divisible por T'L(g;) Vi # j. Es claro entonces que buscamos
que todos los elementos de G sean reducidos.

Sea g; € G, y consideramos g; = g_jG’{gf}, por definicién de residuo se tiene que
ningtin m € M(gj}) es divisible por T'L(g;) Vi # j. Pero ademds como T'L(g;) no es
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divisible por ningin 7'L(g;), en el Algoritmo de la Divisién se tendra que T'L(g;)
ird al residuo g;. Es decir, TL(g;) = TL(g;) y G' = (G — {g;}) U {g}} es base de
Grobner de I con g;- reducido.

Finalmente, notar que si g es reducido para G entonces también lo serd para
cualquier otra base de Grobner de I que lo contenga y tenga al mismo conjunto
de términos lideres. Como éste es el caso al cambiar cada g; por g;-, en un nimero
finito de reemplazos obtenemos una base de Grébner reducida.

Para la unicidad, sean G = {¢1, g2, ....9:} vy G' = {91, G5 -, g}, } bases de Grob-
ner reducidas de /. Como

(T'L(91), TL(g2), .-, TL(gr)) = (TL(I)) = (T'L(g1), TL(g3), --.. TL(gy,))

de la Proposicién 12 parte (a), se tiene que para T'L(g;) existe un T'L(g;) que lo
divide y viceversa, para este tltimo existe algiin T'L(gx) que lo divide. Pero esto
implica T'L(gx)|T'L(g;), y por ser G reducida esto implica que i = k, lo que implica
a su vez que T'L(g;) = TL(g;). Asf m = r y reordenando, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que T'L(g;) = TL(g}) coni = 1,2, ..., 7.

Consideramos g; — g; € I, luego g; — g; = 0, pero por otro lado ningiin término en
g; — g; es divisible por alguno de los T'L(g;) con i # j (g; y g reducidos). Es mds,
ni siquiera son divisibles por T'L(g;) = T'L(g}) porque este término se cancela en la

, . . . . / —G
resta g; — g;, por lo que el residuo es el mismo polinomio g; — g; = g; — g; =0,
de donde concluimos que g; = g;. Por lo tanto, G = G'. =

Ejemplo 22 La base de Grobner reducida del ideal total I = k[zy,xs,...,2,] €s
G = {1}. En efecto, sea G = {g1, g2, ..., gr} base de Grobner reducida de I. Como
1 € I tenemos que existe algin j € {1,...,r} tal que TL(g;)|TL(1) = 1, por lo
que T'L(g;) es constante. Ast, TL(g;) divide a cualquier otro T'L(g;) y como G es
reducida significa que r = 1, es decir, G = {g;}. Finalmente, como g; debe ser
monico, entonces g; = 1.

2.4. Algoritmo de Buchberger

Aunque la existencia de bases de Grobner queda resuelta en la seccién anterior,
la demostracion no indica cémo poder encontrar una base de Grébner en la préac-
tica. Es mds, dado un conjunto propuesto como base de Grobner de un ideal, no
tenemos una forma eficiente de demostrar que efectivamente lo es. En esta seccion
presentamos un algoritmo que si lo hace, ideado por el mismo Bruno Buchberger.
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Definicién 31 Sean < orden monomial y f,g € k[x1,xo, ..., x,] — {0}, definimos
el S — polinomio de f y g como

[ML(f); ML(g)]
TL(f)

[ML(f); ML(g)]
TL(g)

Observacién 16 Notar que por definicion S(g, f) = —S(f,g) y también que:

[ML(f); ML(g)] .\ _ , _ [ML(f); ML(g)]

por lo que este término se cancela en S(f, g).

Ejemplo 23 Sean f = 2%y* — 2%y + x y g = 32y + y* en Rlz,y| con griex.
Entonces [ML(f); ML(g)] = [a: y% atyl = xty? y ast

aty? aty? 3,2 2,3 Yig 4 2 3,3 2 13
S(f.9) = ngJ,y2f— 30ty” = a(@y” a7y o) - By +yT) = —aty e - oy

Sea I = (f,g9) y queremos ver si (T'L(I)) = (TL(f),Tl(g)), es decir, si
= {f,g} es base de Grobner. Por la observacién anterior, S(f,g) serfa un can-
dldato de un polinomio en I de forma que

TL(S(f,9)) € (TL(I)) pero TL(S(f,g)) & (TL(f),Tl(g))-

De hecho, en el ejemplo 21, notar que el polinomio h propuesto es justo S(g, f).
Este no era divisible por TL(f) ni TL(g) por lo que sirvié para mostrar que G
no era base de Grobner. El célebre Criterio de Buchberger permite caracterizar las
bases de Grobner mediante los residuos de los S — polinomios :

Teorema 10 (CRITERIO DE BUCHBERGER) “Sea < un orden monomial en

klxy, z2,....xn] e I = {q1,92, ..., gm) un ideal con g; # 0 Vi = 1,...,m. Entonces

G = {91,92,..,9m} es una base de Grébner de I si y solo si S(gi,g;) S0

Vi<i<j<m”

Demostracién. =) Como S(g¢;,9;) € I y G = {0¢1,92,...,gm } €s una base de
Grobner de I, sabemos que S(gi,gj)G =0Vl <i<j<m,porloque (segin la
Observacién 14) S(g;, ;) Covi<i <j<m.
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<) Sup. S(gi,9)) G0 V1 << j < m y sin pérdida de generali-
dad que todos los ¢g; son ménicos. Sea 0 # f € [. Queremos demostrar que
TL(f) es divisible por algin T'L(g;) p.a. ¢ = 1,...,m, pues esto implicaria que
TL(I) C(TL(g1),TL(g2), ..., TL(gs)) y concluirfamos que G es base de Grobner de

I. Como f € I, existen hy,ho, ..., hy, € k[x1,29,...,2,] tal que f = thgl y por

la, Proposicién 11 (b) tenemos que TL(f) < maxi<i<m{TL(h;gi)}. Sl se diera la
igualdad, TL(f) = T'L(h;g;) = T L(h;)TL(g;) para alguna j, de donde habriamos
terminado.

Consideremos pues el caso TL(f) < méxi<j<m{TL(h;g;)} vy veamos que existe una

nueva expresion f = Z h;g; tal que
i=1

{ / . 4 . .
TL(f) < méx {TL(fig;)} < max {TL(higi)}

por lo que podemos continuar de esta manera hasta que se dé la igualdad, reducien-
do al caso anterior la demostracién.

Sea t = maxi<;<m{TL(hig;)} y sin pérdida de generalidad suponemos que
TL(hig;) =t V1 < i <ryTLhg) <tV¥r <i < m.Como TL(f) < t,
por la proposicién 11 (c) tenemos que si ¢; = C'L(h;), entonces > ¢; = 0. Como

=1
TL(h1)TL(g1) = TL(h;)TL(g;) =t Vi < r, se sigue [ML(g1); ML(g;)] | t y si
denotamos

d — TL(h1>TL(gl) _ TL(hi)TL(gi)
" [ML(91); ML(g:)]  [ML(g1); ML(g;)]
entonces d;S(g1,9;) = TL(h1)g1 — TL ( gy TL(d;S(g1,9:)) < t.
Ahora, como por hlpote81s S(9i,95) YL 0Vi= 1,...,m existen hi; € k[x1, 7, ..., 2]

tal que S(g1,9;) = Z hi;g;y Yg; # 0 se cample que multigrado(h’jgj) es menor o
igual que multlgrado(S(gl 9i)), i.e., TL(hj;9;) < TL(S(g1,9:))- Se sigue que:

S(g1, 9) Z dihl;g; =) hijg;
j=1

con hij = dlh;J y TL(hZ]gJ) < TL(dZS<gl,gz)) <t \V/’L,j Asi:

TL(h1)gy — TL(hi)g: — Z hijg; =0
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con T'L(h;;g;) <t Vi, j. Por otro lado, recordando que > ¢; = 0, tenemos:
i=1

T

> a(TL(h)gy — TL(hi)gi) = TL(h1)gr(— ZCZTL ZCZTL

=2

Por lo que podemos reescribir a f de la siguiente forma:

f = thgz+ Z hzgz

= r+1
= thgz+zcl 0+ Z hzgz
i=r+1
= thgz—{—Zcz (TL h1)91 TL th]gg> + Z i9i
=2 i=r+1

= thgl —+ ZCZ TL h1)91 TL(h Cz (Z hngg) + Z hlgl
=1 =2 (=
— Z higi — Z c;TL(h:)g; + Z hig; — Z Z cihijg;

i=1 i=r+1 i=2 j=1
i=1 i=r+1 j=1 \i=2
i=1 i=r+1 i=1 \j=2

T

- Z(h — ¢ TL(h ch ﬂ> gi + Z <h _ch ﬂ> gi

=1 i=r+1

= Z hzgz

con
hi — ¢;TL(h;) — ch gisii=1,.
h, = I=
' h,—chhﬂsiz':r—i—l,...,m
j=2
Finalmente, de la definicién de h] y recordando que T'L(hj;g;) <t Vi,j , tenemos
que max;<;<m{TL(h;g;)} <t = méxy<;<,m{T'L(h;g;)}, como buscdbamos. m
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Gracias al teorema anterior, podemos definir finalmente un algoritmo que calcule
una base de Grobner para un ideal I = (f, fa, ..., fr). Comenzamos con G =
{f1, f2, .-, fr} y para cada par de elementos en G calculamos su S—polinomio y
su residuo respecto a G. Si todos los residuos son 0, el algoritmo termina y tene-
mos una base de Grobner. Si algiin residuo no es cero, lo agregamos a G como
generador y volvemos al paso anterior. Tanto en los pasos intermedios como al final
se puede reducir G para obtener la base de Grobner reducida. La forma més bésica
del algoritmo estructurado se verfa asi:

Algoritmo 2 (DE BUCHBERGER)

Entradas: F' = (f1, fo, ..., fs) generadores de [
Salidas: G = (g1, g2, ..., g;) base de Grobner de [ con FF C G
G:=F
REPITE
G =G
PARA cada {p,q}, p # qgen G
S =500
SIS #0
G:=GU{S}
HASTA G =&
FIN

Vale la pena notar que en cada paso no es necesario checar todos los S-polinomios,
los que ya dieron 0 seguirdn dando 0 cuando G se aumente. Asimismo, al agregar

—G —G
S(p,q) # 0 a G, es claro que ya se tendra que S(p,q) = 0 por lo que ya no es
necesario checarlo en el siguiente ciclo cuando se actualice G.

Demostremos que el algoritmo funciona. Notar que siempre se cumple que
G C 1, pues esto sucede en la inicializacién y cada S(p,q) € I, por lo que cada
residuo no cero agregado S estd en I. De hecho, en todo momento cada GG genera
a I pues F' lo generaba y F' C G. El algoritmo termina cuando G = G’, es decir,

—
no se agregé ningun residuo que modificara G. En otras palabras, S(p,q) = 0

Vp # q € G, y en particular S(p, q) Y0 Vp # q € G, que por el Criterio de
Buchberger implica que G es base de Grobner.
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Sélo resta probar algo esencial: que el algoritmo termina. Notar que cada vez
que se agrega un residuo S a G, se tiene que G' C G, por lo que

(TL(G") € (T'L(G))

pero afirmamos que la contencién es propia. En efecto, sea r € G — G’ un residuo
no cero agregado. Entonces T'L(r) € (T'L(G)) , pero como 7 es el residuo de dividir
por G', TL(r) no es divisible por ninguno de los términos lideres de G’, es decir,
TL(r) ¢ (TL(G")). Asi que cada vez que se agrega algin elemento a G, se tiene:

(TL(G") C (TL(G))

Si el algoritmo nunca terminara, se tendria una cadena ascendente infinita que no
se estaciona, contradiciendo que k[z1,zs, ..., x,] es Noetheriano. (TEOREMA DE
LA BASE DE HILBERT).

Ejemplo 24 Sea [ = (f,g) con f = axy — 2w y g = —y* + 2z en klz,y, 2, w]
con orden monomial grevlex. Asi F' = {f, g} e inicializamos G := F. Ast, G' := G
también y la tnica pareja de polinomios en G' es {f,g}. De TL(f) = xy y de
TL(g) = —y? tenemos [ML(f); ML(g)] = xy?. Calculamos
2
Ty Ty
S(fa g) = .T_f - _—yg = y(my - zw) + I(—y2 + mz) = 2%z — yzw

En este caso el residuo S := S(f, g)G es el mismo h = x%z — yzw, que es distinto
de 0 y por tanto se actualiza G := {f,g} U {h}. Como G = {f,g} # G’ se entra
de nuevo al ciclo. G' := G = {f,g,h}. De la observacion ya hecha, no es necesario
checar S(f g) puesesh (h=0-f+0-g+1-h+0 con residuo 0) y ast el residuo

S(f, g) =0 y no se agrega Vamos por la pareja (f, h).Como TL(h) = 2z tenemos
que [ML(f); ML(h)] = z%yz, entonces

r%yz afyz

S(fh) =

f_

= 2z2(zy — 2w) — y(2?z — yaw) = —x2%w + y?2w

pero notar que S(f,h) = 2w (y?> — xzz) = 2w - g + 0, por lo que S(f, h)G =0,yG
no cambia. Falta verificar (g,h). Tenemos que [ML(g); ML(h)] = 2%y*z y

2%y%z x2y?z
—y2 9— 73

h=—222(—y* + 22) — y*(2°2 — yaw) = y*2w — %22

S(g,h) =

Tz

pero al dividir tenemos que S(g,h) = —yzw-g—xz-h+0, por lo que S(g, h)G =0,
y G no cambia. Ya agotamos todas las parejas en G' por lo que al salir del ciclo y
llegar a la condicion G = G', ésta se cumple (G =G ={f,g,h}) y el algoritmo se
detiene. Es decir, G = {f,g,h} es una base de Grobner de I.
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Terminamos esta seccién completando lo prometido en el ejemplo 21:

Ejemplo 25 Tenemos f, = 2° — 2zy y fo = 2%y — 2y*> + x con grlex y vimos que
S(fi, fa) = —a®. De hecho, de TL(f1) = 2°, TL(f2) = 2°y y TL(S(f1, f2)) = —a?

se tiene que S(fi, fg){fl’fQ} = —a2? # 0. Sea entonces f3 = —2%. Ya tenemos pues
S(fi, fg){fhf%f?’} = 0. Por otro lado,
23 3
S(fr, f3) = ;@3 — 2zy) — _—:ﬁ(—ﬂfz) = —2wy
. S fa)

y concluimos que S(f1, f3) = —2xy # 0. Llamamos pues a fy = —2xy.
Seguimos checando:

22 x?

S(fa, f3) = xTz(:UQy -2y  +7) — _—yZ(—£U2) =2+ 1

y de nuevo S( fa, fg){fl’f2’f3’f4} = —2y*+x # 0. Por lo tanto agregamos f5 = —2y*+x

que tiene TL(fs) = —2y*. Ahora:

2y g ’y 2
S(fisfa) = F(fﬂ — 2zy) — —2xy<_2xy> = —2zy" =yfa
St = Sl -2 +0) - S (-2m) =27 =
(k) = Tt - L (-2 =
S f) = L 2m) - fz?;22<—2y2 ba) = gt = 2y = — s+ o
S ) = Sy -2+ a) - Lo ) = g Shkuh
SUf) = DL () - fzy;(—w +a)= 2= —ofy
S(nfs) = 2 (=2m) — o7 ) = 307 = 3

Por lo que m{ﬁ,fz,h,h,k} =0Vi<j, yasi

G = {fb f27 (ERE) f5} = {$3 - Qxy,g;zy - 2y2 + xz, _x27 _2‘1':‘/7 _2y2 + IIZ'}

es base de Grobner.
Tlustrando el proceso de reduccion, notamos que TL(f1) = —xTL(f3), es decir,
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TL(f3)|TL(f1) por lo que podemos eliminar a f; de G. Andlogamente,
TL(fs) = —3aTL(f4), es decir, TL(f4)|TL(f1) por lo que también podemos elimi-
nar a fo de G. Asi obtenemos la base de Grobner del ejemplo 21 (salvo mailtiplos
constantes) y la base de Grébner reducida es: Greq = {2?, vy, y* — Sz}

Vale la pena mencionar que esta primera forma del Algoritmo estd lejos de ser
optima. El lector atento puede haber notado que en los ejemplos anteriores hemos

—G
estado pidiendo la condicién més restrictiva S(p,q) =0 Vp # q € G en lugar de
la enunciada en el Teorema: S(g;, g;) 0 Vp # q € G. Esto se debe a que gracias

. e — G
al Algoritmo de la Divisién, tenemos una forma clara de calcular S(p,q) , por lo
que es sencillo saber si es 0 no 0. Por el contrario, en general no tenemos una forma

de saber si S(g;, g;) %, 0 0 no. Sin embargo, hay un caso en el que si podemos
explotar la idea de que basta pedir que el S-polinomio se reduzca a cero, aunque su
residuo no sea cero:

Proposicién 14 “Sea G C klz1, 79, ...,2,)\{0} v f,g € G tales que ML(f) y
ML(g) son primos relativos, es decir, que

[ML(f); ML(g)] = ML(f) - ML(g),

entonces S(f, g) Y07

Demostracién. Como M L no toma en cuenta el coeficiente lider, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que f y g son ménicos, de forma que f = ML(f)+p
y g = ML(g)+ q. Entonces

[ML(f); ML(g)] , _ [ML(f); ML(g)]

S 7777 R Vi77)
ML() ML), ML) - ML)
ML) ML(g)

= ML(g)f = ML(f)g=(9—a)f = (f —p)g
= g9f—af —fg+pg=p9—qf

Se afirma que pg — ¢ f es una expresién estandar para S(f, g) (de donde se seguiria

que S(f,g) <, 0). En efecto, se debe tener que

multigrado(S(f, g)) = max{multigrado(pg), multigrado(qf)}



2.4. ALGORITMO DE BUCHBERGER 43

(por lo que, multigrado(pg) < multigrado(S(f,g)) y
multigrado(qf) < multigrado(S(f,g))), pues si no se da la igualdad, de acuerdo a
la Proposicién 11 tendriamos que M L(pg) = M L(qf) y por tanto

ML(p)M L(g) = M L(q) M L(f).

Pero entonces M L(g) divide a M L(q)M L(f), y como ML(f)y ML(g) son primos
relativos, concluimos que M L(g)|M L(q), que es imposible, pues M L(q) < M L(g).

Ejemplo 26 [lustramos como el criterio de la proposicion anterior puede ahorrar
iteraciones en el algoritmo de Buchberger retomando el ejemplo anterior. En efecto,
como

TL(fi) = 2y TL(fs) = —2y°
se tiene que son primos relativos y ya no es necesario checar S(fl,f5)G = 0.
Andlogamente, como TL(f3) = —x* entonces también es primo relativo con T L( f5)
Y ya no es necesario calcular el S-polinomio correspondiente S(fs, fs).

Para ver mds mejoras al algoritmo se puede consultar [4] y [1]. Atn asi, se puede
apreciar que las cuentas pueden ser bastante tediosas si se hacen ‘a mano’. Hay var-
ios programas computacionales que calculan bases de Grobner, entre ellos MAPLE
con el paquete Groebner y otros programas mas algebraicos como MACAULAY y
REDUCE’.

Como 1ltimo comentario, como con k campo, k[z] es un Dominio de Ideales
Principales, el Algoritmo de Buchberger generaliza el Algoritmo de Euclides para
encontrar el méximo comun divisor (f; ¢) de dos polinomios f, g € k[x]. Lo anterior
sucede porque (f, g) = ((f;g)), por lo que la base de Grbner reducida G del ideal

I =(f,g) debeser G ={(f;9)}.

Para cuestiones de unicidad, el programa suele regresar una base de Grébner reducida o uno
de sus multiplos escalares.



Capitulo 3

Aplicaciones de Bases de Grobner

Veamos unas aplicaciones de esta teorfa.

3.1. Problema de la Igualdad de Ideales

Resolvemos el siguiente problema:

Problema 1 Dado I C k[zy, s, ..., x,] ideal generado por fi, fa, ..., fr y
J C klxy, za, ..., x| ideal generado por ¢1, g, ..., gs, determinar si [ =J o I # J.

Este problema no es trivial pues la relacién entre los generadores puede ser nada
evidente. Sin embargo, de la unicidad de las bases de Grobner reducidas tenemos:

Solucién 1 Sea G; la base de Grobner reducida de I = (f1, fo, ..., fr) y sea G la
base de Grobner reducida de J = (g1, ga, ..., gs) - Luego I = J si y sélo si Gy = G.

Por supuesto, la solucién se justifica recordando que (G;) = I y que (G) = J.

Ejemplo 27 Sean I = {(2?y+ zy* — 2y, 2> + oy —z + 9> — 2y, 29> — v — y + y3)
yJ=(x—1y* xy—vy,x*—vy) en klx,y]. ;Serd cierto que [ = J?

Usando orden lex y sin entrar en detalles en el algoritmo de Buchberger, obtenemos
que la base de Grébner reducida de I es Gr = {x —y,y*> —y}. Por otro lado, la base
de Grébner reducida de J resulta Gy = {x — y,y?> — y}. Como G; = G, tenemos
que I = J.

44
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3.2. Problema de la Membresia a un Ideal

Consideramos el siguiente problema:

Problema 2 Sea I ideal en k[xy,xs,...,x,) y [ € klxy,z9,...,x,]. Determinar si

felofé¢l

De nuevo este problema puede ser dificil, sin embargo ya tenemos una forma de
solucionarlo con el Corolario 4:

Solucién 2 Sea G una base de Gréobner de I, y dividimos [ por G. Luego f € I si
y solo si el residuo TG =0

Ejemplo 28 Sea I = (xz —y?, 2% — 2%) en Rz, y,2] y [ = —42%y?2? + ¢° + 327,
g=a"y? +22%2 —xy?23 sf, gel?
Usando orden grlex obtenemos la base de Grébner:
G = (w2 —y? o — 22 2% — 2wyt — 24 — )
Dividiendo [ por G ={g1, go, ..., g5} tenemos:
f=(—4zy’z —4y")g1 +0- g2 +0- g5 +0- g4 — 395 + 0

Como el residuo TG =0, tenemos que f € I.
Por otro lado, dividiendo g por G tenemos:

9= (@2 + 2%y =22 + 2y 9o +ylgs + 0 ga + 0 g5 + (y'2° -yt + 227)
Como el residuo g¢ = y*2® — y*2% + 222 # 0, tenemos que g ¢ I.

Notar que en caso afirmativo, el algoritmo de divisién multivariado da explici-
tamente coeficientes que evidencian la pertenencia al ideal. También vale la pena
observar que no se puede subestimar el papel que juegan las bases de Grobner en
este problema, considerando el siguiente ejemplo:

Ejemplo 29 Sea [ = (xy+ 1,y — 1) y f = xy? — x. Si no consideramos una base
de Grobner de I y dividimos directamente por los generadores fi, fo obtenemos del
Algoritmo de la Division:

wy’ —x =yley+1) +0(y* — 1) + (—z —y)

por lo que f(fl’h) = —x —y # 0, pero NO podemos concluir que f ¢ I. De hecho,

f=uafy (pues zy* —x = x(y*> — 1)), lo que evidencia que f € I.
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3.3. Problema de Consistencia

En el caso de que k es algebraicamente cerrado como con £ = C, podemos
resolver el siguiente

Problema 3 Sean fi, fa, ..., fs € k[z1, 22, ..., x,] que conforman el sistema de ecua-
ctones polinomiales en n variables

fl(ZL’l,l’g, ,J]n) =0

f2<$1,$27 ,l’n) = 0

fs(xlax27 7xn) =0

s El sistema tiene solucion (es decir, es consistente) o bien, es inconsistente?

El problema en otros términos en realidad pregunta si V(fi, fa,..., fs) # & o
bien V(f1, fa, ..., [s) = &. Este problema debe resultar conocido, pues lo discutimos
en la seccién de correspondencia entre ideales y variedades (seccién 1.5). En efecto,
ahi enunciamos el Nullstellensatz (‘Débil’), que establecia que si k algebraicamente
cerrado entonces

V) =92 < 1=(1)=Fkx,xe,.., 2,

Recordemos que si n = 1 podemos argumentar que gracias a que k[z| es un D.I.P.,
1= (fi, for oo ) = (f) para alguna f € kfa] y ast V() = V(fu, for o f3) = V().
Si f es constante no nula, se tiene I = k[x] y V(f1, f2, ..., [s) = . mientras que si f
es no constante, se tiene que sf tiene raices (k algebraicamente cerrado), concluyendo
que V(f1, fa, .., fs) # @. Asi, podemos pensar que el Nullstellensatz dice que la
situacion con el ideal I = (f1, fa, ..., fs) sigue determinando de la misma forma el
problema cuando tenemos n > 1.

Asi, cuando k algebraicamente cerrado tenemos la siguiente

Solucién 3 Sea G la base de Grobner reducida de I = (f1, fa, .., fs) C k[x1, 22, .., 2]
entonces el sistema es consistente si y sélo si G # {1}.

Es claro que (ain con k no algebraicamente cerrado) que si G = {1} entonces
V(I) = @ y el sistema es inconsistente. Por otro lado, si el sistema es inconsistente
se tiene V(I) = V(f1, fa2, ..., fs) = @ por lo que Nullstellensatz Débil afirma que
I = K[z, 29, ..., z,], y por el ejemplo 22 se tiene que G = {1}.
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Ejemplo 30 Consideremos el sistema en Clz,y] :

2> +ry—10 = 0
w4+ —25 = 0
et + P —70 = 0
Al calcular la base de Grobner del ideal generado por los polinomios bajo orden

monomial grlex (en realidad, bajo cualquiera) obtenemos que G = {1}, por lo que
el sistema es inconsistente.

Ejemplo 31 Consideremos el siguiente sistema en Clz,y|, que es casi el del ejem-
plo anterior:

2 +ry—10 = 0

4 xy? =26 = 0

st 2y —70 = 0
Al calcular la base de Grébner del ideal generado por los polinomios bajo orden
monomial grlex obtenemos G = {x — 2,y — 3} # {1} por lo que el sistema si es

consistente, y es mds, gracias a la base de Grobner vemos inmediatamente que tiene
como tinica solucién al punto (2,3) € C2.

3.4. Resoluciéon de Sistemas de Ecuaciones Poli-
nomiales

Generalizamos el problema cldsico de resolucién de sistemas de ecuaciones li-
neales a ecuaciones polinomiales:

Problema 4 Sean fi, fo,..., fs € klx1,22,...,2,] que determinan el sistema de
ecuaciones polinomiales

fl(ZL’l,Ig, ,J]n) =0

fg(l’l,xg, ,l’n) = 0

fs(zlax27 7xn) =0

Si el sistema es consistente, encontrar sus soluciones (ay, as, ..., a,) € k™ (preferi-
blemente todas).
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Observacién 17 En otras palabras, dado I = (f1, fa, ..., [s) C k[z1, 22, ..., z,), de-
terminar su variedad V(I) C k™.

Por supuesto que este problema no es nada fécil en general, y no esperamos
que las bases de Grobner lo resuelvan mégicamente por completo. Sin embargo,
sf pueden ser una técnica de ataque al problema bastante ttil para dar con la
solucién. La idea serd calcular cierta base de Grobner G = {¢1, go, ..., g:} del ideal
I = {f1, fa, ..., fs) para cambiar el sistema original al sistema

g1(x1, 29, ..c;z) = 0
go(x1, 29, ...y x) = 0
gi(x1, 29, ..c;z) = 0

que puesto que generan ambos al mismo ideal, por el Corolario 2 tenemos que el
conjunto de soluciones V(1) es exactamente el mismo.

Idealmente, el sistema obtenido de esta forma serd més sencillo de resolver que el
original. Notar que esto fue justamente lo que sucedi6 en el Ejemplo 31, en el que
obtuvimos ecuaciones que sélo involucraban x y y. En efecto, siguiendo la idea de
Eliminacién Gaussiana en el problema cldsico, lo que buscaremos serd ir eliminando
variables consecutivamente para obtener ecuaciones sencillas de resolver, y luego
hacer sustitucién hacia atrds para completar de resolver el sistema. Para lograr
esta eliminacién, introducimos la siguiente

Definicién 32 Sea I C k[zy,x9,...,x,] ideal y j € {1,2,...,n} fijo. Definimos el
Jj—ésimo ideal de eliminacién I; como

Ij =1N k[l’j+1,$j+2, ,l’n]

Observacion 18 I; si es un ideal en k[xji1,Tjt2,....,T,) y es el conjunto de todos
los polinomios en I en el que sdlo pueden ‘aparecer’ variables desde x ;41 hasta x,,.

Los ideales de eliminaciéon cumplen la interpretacién intuitiva de estar proyectan-
do la variedad asociada V(I) C k™ sobre un espacio de dimensién menor.

Proposicién 15 “Sea I; el j-ésimo ideal de eliminacion de I C klxy, xa, ..., Tn] Y
. Ln n—j ;4 4
7t k" — k"7 la funcion proyeccion
mi(ay, ag, ..., an) = (ajt1, ..., ap)

entonces m;(V(I)) C V(I;).”
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Demostracién. Si f € I; y (a1, a9, ...,a,) € V(I), entonces f(ay,as, ..., a,) = 0;
pero como f sélo tiene variables x;1, ..., z,, podemos escribir

flajs1, ..., a,) = f(mj(ar, ag,...,a,)) =0

por lo que f se anula en todo 7;(V(I)) y éste estd contenido en los ceros comunes
de los polinomios en ;. m

La idea entonces serd estudiar las variedades asociados a los ideales de elimi-
nacién V(I;), que en vista de la proposicién contienen a las soluciones parciales
7;(V(I)) de la solucién buscada V(I).

El siguiente teorema, increiblemente 1til para el resto de las aplicaciones, llamado
incluso “almost too good to be true” en [12], permite calcular bases de Grobner de
ideales de eliminacion:

Teorema 11 (DE ELIMINACION) “Sea I C k[zy, 2, ...,,] ideal y G una base
de Grébner de I respecto a un j-ésimo orden de eliminacion, con j € {1,2,...,n}.
Entonces se tiene que

Gj =GN k[l’j+1,$j+2, ceey l’n]

es una base de Grobner (bajo el orden inducido) del ideal de eliminacion I1;”

Demostracién. Sea j € {1,2,....n}, por definicién tenemos que G; C I; por lo
que para probar que

(TL(I;)) = (T'L(Gy))

resta probar que (I'L(l;)) C (T'L(G,)). Sea TL(f) € TL(I;) p.a. f € I;, como
I; € 1y G es base de Grobner de I tenemos que para f € [ existe g € G tal
que T'L(g)|TL(f), pero como f € I; en particular TL(f) no contiene ninguna de
las variables 1, %, ..., z;, por lo que T'L(g) tampoco. La observacién esencial es
que como estamos usando un j-ésimo orden de eliminacién, cualquier término que
contenga alguna de las variables x1, 2, ..., 7, serd necesariamente mayor en el orden
que T'L(g), y puesto que T'L(g) es el < —méximo de los términos de g, se concluye
que todos los términos restantes de g tampoco contienen a ninguna de las variables
T1,T,...,xj, por lo que g € I;. Es decir, TL(f) € TL(G;) y asi G; es base de
Grobner de /;. =

Corolario 5 “Sea I C klxy, s, ...,x,] ideal y G una base de Grobner de I respecto
al orden lex con x1 > w9 > ... > x,. Entonces para toda j € {1,2,...,n} se tiene que

Gj =GN k’[ﬂ?j+1,$j+2, ,.’L’n]

es una base de Grébner del ideal de eliminacion I;”
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De esta forma, basta con calcular una base de Grobner para [ y luego para
tener una base de Grobner para el j-ésimo ideal de eliminacién sélo consideramos
los polinomios en G en los que no aparece ninguna de las variables x1, xs..., ;. En
el contexto de la resolucién del sistema de ecuaciones, al obtener éstas, estamos
encontrando generadores para todas las consecuencias posibles de las ecuaciones
generales que sélo involucran ciertas variables.

Solucién 4 (Parcial) Calcular una base de Grébner bajo orden lexicogrifico de
forma que las variables se eliminardn de mayor a menor, y ahora resolver el nuevo
sistema.
Ejemplo 32 Sea el sistema en Clx,y] :

vy =2 = 0

Byt —y = 0
Bagjo el orden lexicogrifico y > x obtenemos la base de Grobner

G={y—a", 22—z
De donde rapidamente concluimos que las soluciones del sistema son:
{(0,0} U{(&.€NIE" =1}

Veamos otro ejemplo, ahora en tres variables:

Ejemplo 33 Sea el sistema en R[z,y, 2] :
P24+yP+22—-1 = 0
2¢—3y—2 = 0
P -2r4+y*+2* = 0
Bajo el orden lexicogrifico z > y > x obtenemos la base de Grobner
G={2r—1,3y +2z—1,402* — 8z — 23}

De la primera ecuacion tenemos inmediatamente que x = % y de la cuadrdtica en
z obtenemos las dos soluciones:

2+ 3v26
2= ———
20
Por lo que sustituyendo en la sequnda se obtiene

_ 6F V26
Y= 790
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Para terminar presentamos un ejemplo de Multiplicadores de Lagrange, que
suelen resolverse mediante un andlisis de varios casos e ingenio para eliminar las
variables. Veamos c6mo simplifica el trabajo una base de Grobner:

Ejemplo 34 Consideramos el siguiente problema de optimizacion:
max 22+ y* + zy

s.a. 4+ 2y° =1

El sistema de multiplicadores de Lagrange asociado en Rlz,y, \] es:

2r4+y—2\r = 0
2tz —4\y = 0
2 —1 =

Ya que conocer el valor del multiplicador X es secundario, eliminamos primeramente
tal variable al utilizar orden lexicogrifico A > y > x. La base de Grobner obtenida
es:

G = {2\ — 32%y — 32° + 27,62 — 62 + 1}

De la dltima ecuacion ya se pueden obtener los cuatro valores posibles de x, pues
es una cuadrdtica en x2. Asf,

V18 +6v/3 18 + 63

x:—’x:—
6

6

Sustituyendo cada valor en la seqgunda ecuacion se obtienen rdpidamente los valores
correspondientes de y (y en caso de desearse, también de \). Se puede verificar que
los dos puntos en los que la funcion alcanza el mdrimo son:

(i\/1846rﬁx/§’i\/1814;6\/§(\/§_1)>

Aunque los sistemas bien podrian resolverse mediante ‘trucos’ o manipulaciones
ingeniosas, vemos cémo las bases de Grobner dan una forma concreta de cémo
reducir variables a partir de las ecuaciones. De hecho, en este sentido, el Algoritmo
de Buchberger es una generalizaciéon del Algoritmo de Eliminacién Gaussiana.
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3.5. Problema de la Interseccion de Ideales

Es inmediato ver que interseccion de ideales es ideal, y pareceria que no es dificil
resolver el siguiente

Problema 5 Sean I = (f1, fo, .., [r) ¥
encontrar generadores para el ideal I N

= (g1, 92, ---, §z) ideales de k[xq, xa, ..., T,],
C k[x1, T2,y ..., Ty

De hecho, encontrar generadores para las otras dos operaciones entre ideales
que hemos definido (a saber, suma y producto) es facil. En efecto, bajo los mismos
generadores de I y J se tiene

I+J = <f17f27"'7f7"7f17f27"-7f7“>
IJ = (figi/[1<i<nr1<j<s)

Sin embargo, para el ideal interseccién como veremos a continuacién, el proble-
ma puede complicarse bastante. Primero introducimos una notacién: si I ideal de
klx1, 2, ...,x,] ¥ p es un polinomio en otra variable ¢, entonces

p(t)] = {p(t)h(Z)|h € I}) C klx1, 29, ..., Tp, 1]

Observacion 19 De la definicion del ideal p(t)I se tiene que si I = (f1, fa, .., fr)
en klry, xa, ..., x,], entonces p(t)l = (p(t) f1,p(t) fo, ..., p(t) fr) en kl[z1, xo, ..., 2y, t].

Fl siguiente teorema nos caracteriza la interseccién I N J con los ideales anteri-
ores:

Teorema 12 “Sean I,J C k[z,xs, ..., x,] ideales, entonces

INJ =+ 1 —1)J)Nk[z1, 22, ... 7]

Demostracién. C) Sea f € I NJ C k[xq, za, ..., z,], entonces podemos escribir
f=tf+Q—-t)fetl+(1—1t)J

por lo que f(tI + (1 —t)J) N k[zy, T2, ..., Tp).
D) Sea f e (tI+ (1 —1t)J)Nk[zry,zq,...,x,], entonces existen polinomios g € [y
h € J tal que

f=tg+(1—-t)h
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Puesto que f € k[zy, x9, ..., x,] (no contiene a la variable t), entonces haciendo ¢t = 0
en la igualdad obtenemos que

f=0+1heJ
mientras que por otro lado, haciendo ¢ = 1:
f=1lg+0€el

porloque felnNJ =m

Recordando nuestra teorfa de eliminacién, tenemos la siguiente

Solucién 5 Consideramos el ideal

tl + (1 - t)‘] = <tflvtf27 --'7tf7“7 (1 - t)gb (1 o t)g% e (1 - t)gx>

y calculamos una base de Grébner G bajo un orden de eliminacion para t (t > x;,
1 <i<n)enklxy,z,..., 2y, t]. Entonces GNk[xy, xa, ..., T,] €s una base de Grébner
de I NJ.

Esta solucién se justifica pues estamos considerando el ideal de eliminacién
I, = ({tl+ (1 —1t)J)Nkl[zy,z9, ..., 2]

que por el Teorema anterior sabemos es I N J. Asi, el Teorema de Eliminacién nos
asegura que GNk[xy, xa, ..., T,] es la base de Grobner de ese ideal de eliminacién I,,, .
En conclusién, basta calcular la base de Grobner de t1+(1—t)J C k[xq, x2, ..., Tp, t]
y luego considerar sélo los polinomios que no contienen la variable ¢. Estos tltimos
generardn a I N J (y es més, conformardn una base de Grobner de tal ideal).

Ejemplo 35 Sean I = (z%y) y J = (zy?). Comprobemos mediante el método
anterior que se tiene I N J = (x?y?) . En este caso

tI+ (1 —t)J = (tz*y, (1 — t)zy?)

Dado que estos ideales son sencillos, hagamos por esta vez las cuentas sin ayuda
de la computadora. Al calcular el S-polinomio (orden lex(t > x > y)):

t$2y2 tx2y2
S(txy, tey? — zy?) = taty — try? — xy?
(tz?y, tay® — xy?) a2y Y myQ(y y?)

= tay? — ta?y? + 2y = 2y
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Ademds,
tz2y? tz?y?
S(tay, 2%y?) = 22— 2202 — 1220? — ?
(tzy, 2°y") 2y YT g Y y y
tw2y? tz2y?
S(tay? — xy?, 2%y?) = tey? — xy?) — 22y = —a?y?
(tey® — xy®, 2%y?) myg(y y?) 2 Y

e — Y ] 2242
como z2y* divide a ambos tenemos S(tz%y, 22y?) = S(twy® — xy?, 222) = =0,
y por tanto

G = {ta?y, tey® — xy®, 2%y}
es base de Grobner de tI + (1 —t)J. Segin la teoria,

INJ={(Gnklzy]) = (°y)
como buscdbamos.

A continuaciéon vemos un ejemplo en el que realmente se aprecia la utilidad de
acudir a bases de Grobner:

Ejemplo 36 Sean I = (xz — y? 2% —yz) y J = (x, 2*) ideales en k[z,y, z]. La base
de Grobner correspondiente al ideal

tI+(1—t)J = <txz —ty? ta® —tyz, o — ta, 2 — t22>

en klx,y, z,t] con orden lex(t > x>y > z) es

2 4 3 2
ST — Yz, 7Yy — T2,

2 2 .4 3 ...3 2,2 6.2 6
z—xyt,wyt —yzt iz — Yty et — Y2t

G = {to—uxty® —xz,tyz — 2%, t2% — 2

o2yt —y2t
por lo que concluimos que

InJ = <x4 —zyz, oy — x2? 2%yP — gt oty — oyt — 2t a2 — Pt 0 — yz6>

Vale la pena mencionar que, aunque no lo parezca, la hipétesis de estar traba-
jando en k[z1,xs, ..., x,] anillo Noetheriano es fundamental. En efecto, uno podria
pensar que es bastante intuitivo que el ideal interseccién de dos ideales finitamente
generados es finitamente generado otra vez. Sorprendentemente, jesto es falso en
general!



3.5. PROBLEMA DE LA INTERSECCION DE IDEALES 95

Ejemplo 37 Sea R un anillo (conmutativo con 1) y B = R[x1, X, ..., Tn, Tpi1, -]
el anillo de polinomios con cantidad de variables numerable!. Sea

I'={(z1 — w2)wili > 3}) C Rlwn];2

n=1

y consideramos el anillo cociente B/1. Sean Iy = (T1) y Io = (T3) en B/I. Notar
que no solo I y Is son finitamente generados, sino principales. Aun asi, afirmamos
que I N Iy C B/I es un ideal no finitamente generado.

Supongamos que Iy N Iy = (p1, D3, ..., Pm) para alguna m € N. Primero notemos que
dado que Ty — xo2x) = (T1 —x2)x) € [ VE > 3, entonces tenemos que TiTy = ToTg
y ademds T1Ty, = ToZy € (T1) N (Tz) = [1 N Iy Yk > 3. Ast, T1Tx € (D1, D2, s D)
y luego existen qf € B1<i<m tal que

1T — qupi €l ={(z1 —x2)zli >3}) Vk>3

=1

Veremos que esto es imposible. Antes observemos que como cada p; € I; N Iy se
tiene que existen hy, hi, gij, g;; € B tales que

pi = xihi+ Z(xl — 22)2;9ij

j=3
= mhi+ ) (11— z2)T,0);
j=3
donde gi;; = g;; = 0 para toda j suficientemente grande. Si x3 = v4 = ... = 0,

tenemos

pi = xlhi($1,$2,0,0,...)+0
= wgh;(xl,mg,0,0,...)—i—()

por lo que haciendo alternativamente x4 = 0 y luego x1 = 0 tenemos:

xlhi(xl,0,0,0,...) =0
xgh;(O,xg,0,0,...) = 0.

Ast, h; € (X9, x3,...) y i € (x1,23,...) . A partir de las expresiones de p; concluimos
entonces que en cada uno de ellos no aparecen potencias puras de ninguna x,

INotar que B no es Noetheriano porque existe la cadena infinita ascendente de ideales
(z1) C (w1, 22) C (1,72, 73) C



56 CAPITULO 3. APLICACIONES DE BASES DE GROBNER

Vn € Nt y como p;(0,0,...,0) = 0, no tienen términos constantes.

m
Regresando a que xix) — qupi € ({(z1 — z2)xii > 3}) para cada k > 3, esto
implica que, o bien aparecel eln la suma un término xox) 0 bien se cancela con otro
r1x. Sin pérdida de generalidad para el siguiente arqumento, supongamos aparece
Toxy. Se tendrian las siguientes posibilidades:
(1) o aparece en qF y el xy aparece en p; para alguna i, jpero esto es para cada
k > 3! Como entre todas las p; 1 < i < m sdlo se tienen un niumero finito de
términos, que aparezca xj con k > 3 es imposible.
(2) una constante aparece en qf y el término xox) aparece en p; para alguna i, jpero
de nuevo esto es para cada k > 3! Por el argumento de finitud del caso anterior,
esto es imposible.
(3) el x), aparece en qF y x5 aparece en p; para alguna i, pero entonces xo aparece
‘puro’ en p;, jlo que habiamos visto es imposible!
(4) zawy aparece en qF y una constante en p; para alguna i, jpero habiamos obser-
vado que p; no puede tener términos constantes!
Ast, en cualquier caso, tenemos una contradiccion y Iy NI no puede ser finitamente
generado.

3.6. Problema del Ideal Cociente

En esta seccién definimos el ideal cociente de dos ideales asi como la saturacién
de un ideal para luego plantear el problema de encontrar generadores para cada
uno y resolverlo una vez més con la teoria de Bases de Grobner.

Definicién 33 Sean I,J C R ideales de un anillo, se define el ideal cociente de [
y J como

I:J={f€R|fgelVge J}

Observacion 20 [ : J sies un ideal, el cual contiene a I. (I C1:J puessi f €1,
por ser I ideal, fg € INg€ J. As;, 0 e I CI:J Sifi,fa€l:Jyh€ R entonces
(fi+hf2)g= fig+hfage INge J pues frge I, fog€ I al estaren I :J)

Observacion 21 Notar que de la definicion de I : J se cumple que:
(1) R: I =R (RC R:I porla observacion anterior)

(2)1:R=1 (si fel:R, en particular para 1 € R se tiene f-1€ 1)
(3)IJCK & [CK:J

(4) JCl <= 1:J=R
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A continuacién vemos algunas propiedades del cociente:

Proposicion 16 “Sean I, J, K C R ideales, entonces:
(1) (I:J):K=1:JK
2)I:(J+K)=(I:J)n(I:K)

(3)(INJ): K=(I:K)n(J:K)”

Demostracién. (1) C) Sea f € (I :J): Ky gh € JK (g € J,h € K), entonces
por hipétesis fh € I : J, que a su vez implica fhg € I, es decir, f(gh) € I y por
tanto f € [ : JK

D) Sea f €I : JK, paraver que f € ([ : J): K sea h € K, y veamos que
fh € I : J, pero esto sucede pues si g € J entonces por hipétesis f(gh) € I, es
decir, fhg € I.

(2) €) Como J CJ+ Ky K CJ+ K entonces [ : (J+ K) C I :Jy también
I:(J+K)Cl:Kyportantol:(J+K)C(I:J)Nn(I:K).

O)Sea fe(l:J)N(I:K),yg+heJ+ K, entonces f(9+h) = fg+ fhel
pues por hipétesis fg y fh lo estédn.

(3) C) Como INJ CITyINJ C Jentonces(INJ): KCI:Ky(INnJ):KCJ: K
y por tanto (INJ): K C([: K)N(J: K).

D)Sea fe(l:K)N(J: K),sihe K entonces por hipétesis fh € [y fh € J por
loque fhelnJyasife(INJ): K. =u

Cuando J es principal, es decir, J = (f), denotamos I : J por I : f. Notar
que de (2) de la Proposicién anterior, se tiene que si J = (g1, 92, ..., gs), COMO

(91,925 -y gs) = (g1) + (g2) + ... + (gs) entonces
I:J=1: (<91>+<92>+---+<gs>)anzgi

Dentro de la correspondencia entre ideales y variedades, ja qué corresponde el ideal
cociente [ : J?7 Este es el contenido del siguiente

Teorema 13 “Sean I,J C k[z1, s, ..., x,], entonces
(1) V(1 :.) 2 V(1) = V()

(2) I(V):I(W) =Z(V — W)

(2) Sik es algebraicamente cerrado e I es radical, entonces V(I : J) = V(I) — V(J)Z 7

Queremos resolver entonces el siguiente:
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Problema 6 Sean I = (f1, fo,..., fr) yJ = (g1, 92, ..., gz) ideales de k[xy, T2, ..., 2],
encontrar generadores para el ideal I : J C kl[xy, xa, ..., Ty)
Dado que ya observamos que
I:J=()I:g
i=1

el problema se reduce al caso en que J es principal, y luego se aplica el método
anterior de interseccién de ideales (dos a dos inductivamente hasta llegar a s inter-
sectandos).

Encontramos generadores para I : g a partir de generadores de I N (g) con la
siguiente

Proposicién 17 “Sean I ideal y g en klxy,za,...,x,], si I N {g) = (hy, ha,..., hy)

entonces I : g = <%, %, e %>”

Demostracién. Primeramente notar que h;/g si es un polinomio dado que cada
h; € (g). Ahora, verifiquemos que cada h;/g € I : g. En efecto, si hg € (g) (con
h € k[z1,xs, ..., x,]) entonces

h.
Yohg=hhel
g

pues cada h; € I. Asi, ya se tiene que <%, %’, o %> C I : g. Basta ver la otra

contencién: sea f € I : g, entonces fg € I, pero de hecho fg € I N {g), que implica
fg € (h1,hs,...,h,) y por tanto f € <h1 hy R >

7,7,.,? .

Asi, logramos la siguiente

Solucién 6 Para cada g; de J = (g1, g2, ..., =) , calcular generadores para la in-
terseccion I N g;, luego dividir cada uno por g; para obtener generadores de I : g;.
Finalmente, encontrar generadores para la interseccion

ﬁ]:gi:]:(]
i=1
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Ejemplo 38 Calcular I : J si I = (zz —y* 23 —yz) y J = (x,2). Procedemos
segun la solucion, primero consideramos

tI+ (1 —t)x = (tez — ty? ta® — tyz, (1 — t)x)
y eliminamos t con lex(t > x >y > z) en la base de Grébner para obtener

3

In(x)= <a:4 — ayz, 23y — x2?, 22y — 123 2te — xy?, )’ — :vz4>

por lo que
I:x= <:L’3 — yz,x2y — zQ,xy?’ — Zg,l‘z - y2ay5 - z4>

Ahora consideramos el ideal
tI+ (1 —t)y = (tez — ty*, ta® — tyz, (1 — t)y)
y eliminamos t con lex(t > x >y > z) en la base de Grébner para obtener
In(y) = (Py —y?z, 2% —y2® oy’ —y2® wyz — °, 9% — y2?)

por lo que
3.3

I:y= <x3—yz,x2y—22,azy —z ,xz—yQ,y5—z4>
Como I : x =1 :y, tenemos que

[:J=I:2)N(I:y)= (2 —yz, 2’y — 2*, 2y® — 2* xz — y*, 4" — 2*)

3.7. Problema de la Saturacion y Membresia a
Radical

Definicién 34 Sean I ideal y f en klxy, s, ...,x,], se define la saturacién de [
respecto a f como el ideal

I:f>*={ge€klxy,xs,....x,]|f"g €T p.a. m > 0}

es decir,en notacion de ideal cociente,
o0
I:f*= U I:fm
m=1

El primer problema que nos planteamos entonces es:
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Problema 7 Sean I = (f1, fa, ..., fr) ideal y f en k[xq,xo, ..., z,)], calcular genera-
dores para la saturacion I : f

Notar que si f"g € I p.a. m > 0, entonces para cualquier potencia N mayor a
m, fNg € I también. Es decir,

I:fCI:f°C..Cl:f"C1I:f™1'cC..

usando una vez mas que k[zi, T, ..., T,] es Noetheriano, concluimos que de hecho
debe existir una N € N suficientemente grande tal que

I:fCI:f°Cc..CI:fN=1:f"1=_.
y asi

I:foo:UI:fm:I:fN

m=1

Asi que una forma de resolver el problema serfa ir calculando para cada m €
N el ideal cociente I : f™ (mediante el método de la seccién anterior), y en el
momento que I : f¥ =1 : f¥+! entonces detenemos el proceso y declaramos a este
iltimo como la saturacion I : f*°. Podemos darnos cuenta que este algoritmo no
es muy eficiente. Afortunadamente, tenemos otra forma, que utiliza el mismo truco
ingenioso® de la prueba del Nullstellensatz Fuerte:

Teorema 14 “Sea I C k[z1,xo,...,x,) ideal y f € kl[x1, 29, ..., 2], y consideremos
el ideal

I = <[U {1 — yf}> - k[xlax%“-;xmy]

entonces I : [ = In klxy, zo, ..., xn]””

Demostracién. Sea I = (f1, fa2, ..., [r) ¥ luego

’[v: <f17f27 "-7f7“7 I- yf>
C) Sea g € I : f, entonces existe m > 1 tal que f™g € I. Asi,
g = gf"y"+ @ —f"y")g
= (f"oy" + L=y +yf+..+y" " " )g

2 A veces se le da el nombre de “truco de Rabinowitz”.
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por lo que g € (JU{l —yf}) = I.Comogel: foC klx1,x2, ..., T, también, se
concluye g € In klxy, xo, ..., Tp).

D) Sea g € n k[x1, 2o, ..., z,], entonces existen pi, ps, ..., ps, h € k[x1, 2, ..., Ty, Y]
tal que

g=pifi+pfot..+pfr +h(1—yf)
entonces sustituyendo y = 1/f tenemos

g = pl(zlax27 ceey 1/f)fl + ... +ps($lax27 ceey 1/f)fs + 0

asf que multiplicando por una potencia fV suficientemente grande para que ya no
haya denominadores, se tiene una combinaciéon polinomial

Ng=hifi+. . +hfs€l
porloquegel: f*. =m

El teorema anterior nos indica que la saturacién se puede ver como un ideal de
eliminacion, y gracias a las bases de Grobner sabemos que podemos calcularlo:

Solucién 7 Considerar el ideal I = (IU{1 —yf}) C klzy, zs, <oy Ty, Y] con or-
den lex(y > x1 > ... > x,), calculamos una base de Grobner G de I, entonces
G N kl[zy, xg, ..., x,] genera a I : f

Naturalmente, la solucién se justifica en el Teorema de Eliminacién con
G N k[z1, xa, ..., x,] la base de Grobner del ideal de eliminacién

L, = INklzy,ag,..ox]) =1: f>.

El trabajo invertido en este problema de hecho nos resuelve otro problema im-
portante: el de la Membresia a Radical.

Problema 8 Sea I ideal en k[xy,xs,...,2x,) y [ € klxy,x9,...,x,]. Determinar si

ferad(l) o f ¢ rad(I).

Un poco ingenuamente, uno podria tratar de resolver el problema mediante la
solucion del Problema de Membresia a Ideal. Puesto que

rad(I) = VI = {f € k[zy, o, ..., x,)|f™ € I p.a. m € I}

entonces podemos ir resolviendo: ;f € I? ;f? € I? ;f% € I7... hasta obtener
una respuesta afirmativa. El problema evidente con este método propuesto es que
si f ¢ rad(I), entonces el algoritmo nunca termina. Una mucho mejor forma de
resolver el problema es mediante la siguiente sencilla
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Proposicién 18 “Sean I = (fi, fa, ..., fr) ideal y f en k[xy,xo, ..., 2,], entonces
f eI siysolosil: f® =k, x,.. 2,7

Demostracién. =) Sea f € v/I, entonces existe m € N tal que f™ € I, es decir,
f™ el yportanto 1 € I: f* lo que obliga a que I : f* = klxy, za, ..., x,].
<) Sup. que I : f* = k[xy,xs, ..., 2,], entonces en particular 1 € I : f*, lo que
implica que existe m € N tal que f™1 € I, es decir, f* € [ yasi f€VI. m

Dado que 1 € Ieleln klx1, 22, ..., T,], tenemos la siguiente

Solucién 8 Considerar el ideal I = (I U{1 —yf}) C klzy, xa, ..., 20, y] y calcular

una base de Grébner reducida G de I (bajo cualquier orden monomial), luego [ €
rad(I) siy solo si G = {1}.

Ejemplo 39 Sea I = (xy® + 2%, 2* — 222 + 1) C Q[z,y] v f =y — 2* + 1. Deter-
minamos si f € VI o no. Consideramos el ideal
I= (zy? +2y% 2" =222 + 1,1 — t(y — 2> + 1)) C Q[z, y, 1]
que tiene base de Grobner bajo lex(t > x >y > z):
G ={1}

por lo que f € V1. Si se quisiera saber a qué potencia m € N se tiene que f™ € I
entonces se pueden ir encontrando los residuos respecto a una base de Grobner de
I, hasta encontrar el primero que da 0. En este caso,

Gr = {y 2" -2 +1}

= f=y-a?s
7= oy vy
£ =0

por lo que la minima potencia es m = 3.

De hecho, asf tenemos un resuelto un problema mas, el Problema de Igualdad
de Radicales:

Problema 9 Sean I = (f1, fo, ..., fr) yJ = (g1, 92, ..., gz) ideales de k|xy, T2, ..., 2],
determinar si rad(l) = rad(J) o rad(l) # rad(J)

Solucién 9 Mediante el algoritmo de membresia a radical, determinar si cada f; €
rad(J) 1 <i<n (I CVJ, que implica T C /J) y viceversa, si cada g; € rad(I)
(J C V1, que implica \/J C \I). Se tiene que rad(I) = rad(J) si y sdlo si
fierad(J)1<i<nygjerad(J)1<j<s.



Capitulo 4

Mas Aplicaciones de Bases de
Grobner

Asumiendo familiaridad con otros conceptos algebraicos, damos md&s aplica-
ciones de estas ttiles bases de Grobner:

4.1. Teorema de Macaulay

El uso original de las bases de Grobner (la razén por la que Buchberger las intro-
dujo) fue para poder hacer célculos en anillos cociente. Dado I ideal de k[xy, 23, ..., 2]
y el anillo cociente

klxy, Ta,y ...y Ty
1
si tenemos un elemento del cociente (es decir, una clase de equivalencia), lo que
Buchberger buscaba era un representante estandar para ella.

Problema 10 Sea I ideal de k|xy,xa, ..., x,|, encontrar representantes para cada

klz1,22,...,n]

clase de y determinar las operaciones del anillo en términos de éstos.

Las bases de Grobner nos permiten justo eso, consecuencia del Teorema 8:
Proposicién 19 “Sea < un orden monomial e I ideal en k[x1,xs, ..., x,], entonces
cada [ € k[xy,x9,...,x,] es congruente mddulo I (es decir, estd relacionada bajo

~) con un unico polinomio r tal que es combinacion lineal de monomios en el
complemento de (T'L(I))”

63
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Demostraciéon. Sea G base de Grobner de I, entonces sabemos que el residuo
r = f es tnico por el Teorema 8, cumpliendo que existe un tnico ¢ € I con
f=g+r (porloque f—relyasif~r)ytambién que r cumple que cada

término de r no pertenece a (T'L(G)) = (T'L(I)). m

De hecho, de la unicidad del residuo se tiene la siguiente

Proposicién 20 “Sean f,g € k[x1,x2,...,2,], a € k y G base de Grobner de I
tdeal, entonces
=G =G _g
()f+9 =1 +39
() af” =

Demostraciéon. El resultado se sigue de observar que si f =p+7r1 vy g=q+7s
con p,q € I y ry,r9 los respectivos residuos, entonces

f+9 = W+ +(ri+r2)
af = ap+ar;

entonces como p+q,ap € I y ri+1rq,ary ¢ (TL(I)), apelamos a la unicidad de
los residuos para concluir que justo r; 4+ ro y ary son tales. m

;,Cudl es entonces la relacién entre el anillo cociente y una base de Grébner
de I7 Segun las lineas anteriores, la clave esta en (I'L(I)), o mejor dicho, en su
complemento. Esto es lo que conecta el Teorema de Macaulay:

Teorema 15 (DE MACAULAY) “Sea < orden monomial en klxy,zs,...,x,] € 1
tdeal, entonces
k[xh X2,

: o Tn] ({z]a® ¢ (TL(I))})

como k-espacios vectoriales”

Demostraciéon. Consideremos la proyeccién natural

k[ﬂ?l, T2y uny QTn]
I

mo{a et ¢ (TL(I)} —

dada por 7(z*) = z®. Notamos que esta funcién es inyectiva, ya que si 2 = 28 se
tendrfa 2% — 2” € I, pero ni 2 ni 2 estdan en TL(I) por lo que no puede existir
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TL(z™ — 27), es decir, x* — 27 estd forzado a ser 0, de donde 2% = 2”. Asi, se tiene
la biyeccién
m {2 & (TL(I))} «— {z*[z" ¢ (TL(I))}

En particular, ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad. Observar que como
cada monomio no se puede obtener como combinacién lineal de monomios difer-
entes, {z%|z* ¢ (T'L(I))} es un conjunto linealmente independiente. Si probdramos
que {zx%|z* ¢ (T'L(I))} también es linealmente independiente (pero mod [), los es-
pacios vectoriales generados por ambos conjuntos serfan isomorfos. De esta manera,
basta probar que {z%|x® ¢ (T'L(I))} es base de M

(i) Veamos que {x®|z® ¢ (T'L(I))} es un conjunto linealmente independiente, en-
tonces sean aq, as, ..., ., € k'y ay, s, ..., a,, € N™ tal que

a1 + asx®? + ...a,x%™ =0

es decir,a1 2 + asx* + ...a,x% = 0, por lo que
f=a1x°" 4+ ax®? + ...apx®™ € 1

con cada x* ¢ (T'L(I)), 1 <1i < m. Si suponemos que no todos los a; son 0, f no
es el polinomio 0, pero entonces como f € I tenemos que T'L(f) € TL(I),lo que
es imposible pues cada término de f pertenece al complemento de (T'L(I)) . Por lo
tantoay = ay = ... = a,, = 0.

(ii) El hecho de que {x|z* ¢ (T'L(I))} genera al anillo cociente es consecuencia
de lo ya probado en la Proposicién 19. Segin esta proposicién, dada f clase en el
anillo cociente, existe un representante que es combinacién lineal de monomios en
el complemento de (T'L([I)), es decir, existen ay, ag, ..., a4y € k'y a1, g, ..., @y € N”
tal que

Qm

r=a1x + ax** + ...amx

con z* ¢ (T'L(I)), por lo que

f=7=a12% + ayx + ...a,x™

Notar que en la demostraciéon no interviene de forma directa o explicita el con-
cepto de base de Grobner, pero es justo esto lo que no permite hablar concreta-
mente de quiénes son esos representantes o cémo calcularlos. Al introducir una
base de Grobner G de I, entonces, como ya probablemente se haya intuido segin
los resultados anteriores, se puede dar el isomorfismo concreto ¢ : M
{z%|z* ¢ (TL(1))}) dado por

—

=G

o(f) =171
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La funcién estd bien definida por la Proposicién 19 y porque f = g implica
f—g € Iy entonces 0 = HG = TG — g% segun la Proposicién 20, es decir,
f7 = g“. De hecho, la misma proposicién 20 nos asegura que ¢ es lineal. Como
f € ker ¢ implica que TG = 0 que a su vez implica f € I, tenemos que f =0 y
as{ ¢ es inyectiva. Finalmente, si r € ({x%|z* ¢ (I'L(I))}) entonces T = r en el
Algoritmo de la Divisién Multivariado y ¢ también es suprayectiva. Por lo tanto, ¢
es en efecto un isomorfismo entre ambos espacios vectoriales.

De la forma anterior, ya se podrian hacer cédlculos con sumas y productos por
1 klz1,22,...,2n] dol <nd ] id bai
escalares en === usando los representantes estdndar que son los residuos bajo

G. ;C6mo se manejaria para el producto de dos clases? Como para f,§ € M

se tiene

= _ — =0

f-9="Ffg="fg
tenemos que el representante que corresponde al producto de dos clases no es mas
que el residuo del producto de los representantes.

Solucién 10 Considerar una base de Grobner para I, entonces las operaciones

entre clases en el anillo cociente se pueden efectuar tomando como representantes
. = . =G

estandar de cada clase f al residuo f .

Ejemplo 40 Sea I = (zy® — 2%, 2%y*> —y) C k[x,y] con orden griex(x > y). La
base de Grobner G correspondiente es

G = {2*y’ —y, 2" — ", 2y’ — 2%y — 2y}

por lo que (TL(I)) = (TL(G)) = (x3y?, z*, 2y, y*) . Los monomios que estdn en el
complemento de (T L(I)) son

B={1,x,2% 2y, vy, %y, 2%y, v*, 2y?, 2°y%, y*}

ast que tomando clases tenemos ya una base para el anillo cociente y ademds

dimy (k[fcj y]) =12

Por curiosidad, podemos considerar otro orden, por ejemplo, lex(x > vy). La base
de Grébner es entonces

G ={2" — ¢S oy — vy —y}
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por lo que (TL(I)) = (TL(G")) = (z* zy,y"). Los monomios que estdn en el
complemento de (T'L(I)) son

B ={1Lz,y9* v v 0" %y 0% 00 v}
teniendo una nueva base para el anillo cociente. Notar que, en efecto, la dimension
del espacio sigue siendo 12.

Como 1ltimo experimento, calculamos la base de Grobner de I correspondiente a
orden lexicogrifico pero ahora lex(y > x), entonces

G// — {y . $7,ZE12 _ ZE2}

por lo que (TL(I)) = (TL(G")) = (y,x'%). Los monomios que estdn en el comple-
mento de (TL(I)) son

I 2 3,4 .5 .6 7 .8 .9 10 11

/8 :{1’$7x7'r7x7x7x’x 7'1;7'2:‘7'r 7'/1; }
obteniendo una base mds para el anillo cociente. Se comprueba una vez mas lo que
ya sabiamos a partir del Teorema de Macaulay: que la cardinalidad de los monomios
que no pertenecen a (T'L(I)) (en este ejemplo igual a 12) serta invariante a cambios
de orden monomial.

4.2. Problema de Finitud de Soluciones
Nos enfocamos en el siguiente

Problema 11 Sea I C k[xy,za, ..., x| ideal, determinar si la variedad V = V(I)
es finita o infinita

En otras palabras, determinar cudndo un sistema de ecuaciones polinomiales
tiene una cantidad finita o infinta de soluciones. Al igual que en el problema de
consistencia, para una solucién completa se pedird k algebraicamente cerrado. Por
ahora, tenemos lo siguiente:

Proposicién 21 “Sea I C k[xq,xo, ..., z,] ideal, entonces son equivalentes:

(a) M es un k—espacio vectorial de dimension finita

(b) Para cualquier < orden monomial, el conjunto {z®|x® ¢ (T'L(I))} es finito
(c) Si < orden monomial, para cada 1 < i < n existe m; € N tal que z]"* € (T'L(I))
(d) Si < orden monomial, G base de Grobner de I, entonces para cada 1 < i <n
existen m; € N, g € G tal que TL(g) = x;"”
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Demostracién. (a)<(b): Son equivalentes por el Teorema de Macaulay.

(b)=(c): Sea < orden monomial y i € {1,...,n}, como {x%|z* ¢ (I'L(I))} es finito,
en particular el subconjunto {z7|z? ¢ (T'L(I)), j € N} es finito, por lo que existe
m; € N (incluso minimo) tal que z"* € (T'L(I)) .

(¢)=(d): Sea < orden monomial, G base de Grobner de I y i € {1,...,n}, como por
hipétesis existe m € N tal que 2" € (T'L(I)) = (T'L(G)) , entonces existe g € G tal
que T'L(g)|z!™, por lo que T'L(g) = 2" con m; € N tal que m; < m.

(d)=(b): Como para cada i € N existen m; € N, g € G tal que TL(g) = =", luego
z;" € (TL(I)) para m; con 1 < i < n. Siz® = za5?..20" ¢ (TL(I)), entonces
se debe tener que 0 < a; < m; para 1 < ¢ < n, en particular s6lo hay una cantidad
finita de @ = (a1, ag, ..., ;) que cumplen esto (acotada de hecho por mims...my,).
u

.Y qué tiene que ver la proposicién anterior con que V(I) sea finita?

Teorema 16 “Sea I C k[xq,xa, ..., ,] ideal, V =V(I) y considerar el enunciado:
(e) V es finita

entonces cualquiera de los enunciados (a)-(d) de la Proposicion anterior implica
(e), y si ademds k es algebraicamente cerrado, (e) es equivalente a ellos.”

Demostracién. (a)=-(e): Vamos a demostrar que para cada (aj,as, ...,a,) € V,
cada coordenada a; con 1 <7 < n, sélo puede tomar una cantidad finita de valores,
con lo que habremos terminado. Sea entonces i € {1,2,...,n} y consideramos el
conjunto
L1, X2, eey T

I
como el espacio vectorial es de dimensién finita, tal conjunto debe ser linealmente
dependiente, por lo que existen cq, ¢1, Ca, ..., ¢, € k N0 todas cero tal que

(@lien ch

col + 1T+ T + oo+ (T)" =0

es decir, col + c1m; + 2 + ... 4+ cpa™ = 0 por lo que
fi=col +crx; + Cgl’? +.oteprtel

Como f; es un polinomio distinto de 0 en una variable (x;), s6lo puede tener a lo mas
m raices, y asf s6lo hay una cantidad finita de soluciones para cada z;. Concluimos
que V(I) C k™ es un conjunto finito.

(e)=(c): Supongamos k algebraicamente cerrado. Si V' = V(I) = @ por el Nulls-
tellensatz Débil se tiene que I = k[xq,zs, ..., x,] por lo que 1 € I y asi podemos
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tomar m; =0 Vi € {1,2,...,n} para que z;" € (T'L(I)) = I.
SiV # @, para cada i € {1,2,...,n} consideremos

Wi(V) = {a; € k|(a1,az, .,a;,.,a,) €V},

todas las coordenadas i—ésimas de los puntos de V' (por hipétesis hay una cantidad

finita al, a?, ..., aF de éstos). Formamos entonces el polinomio en k[zy, 7o, ..., T,]

1)) Y

k
fi(xlax% ey Ly "7‘7:71) = H('T’L - CL{)

Jj=1

Notar que por construccién f; se anula en cada punto (as, ag, -, a;, ., a,) € V, por lo
que f € Z(V) = Z(V(I)) y como por el Nullstellensatz Fuerte se tiene Z(V(I)) = /T
entonces existe ; € N tal que f/* € . Asi,

TL(f") = () = 2¥ e TL(I)

K3 3

Tomando m; = kr; € N hemos terminado. m

Examinando de nuevo la prueba de la implicacién (a)=-(e), tenemos una cota
para el nimero de soluciones en V(/):

Corolario 6 “Sea I C k[z1,xs, ..., x,] ideal, entonces

klxy, ko, ..oy xp] \
I

V() < dinn

Asi, cuando k algebraicamente cerrado tenemos la siguiente

Solucién 11 Calcular una base de Grébner de I, determinar a partir de ella el
ideal (T'L(I)) contar los monomios que no aparecen en €l y por tanto determinar

k[wlvaV"awn]
1

la dimension de dimy, < ) . Entonces V.= V(I) es una variedad finita si y

sdlo si la dimension es finita. Ademas, en este caso, dicha dimension es una cota
supertor al nimero de puntos en V.

Ejemplo 41 Consideremos I = (z*y — x — y,zy + x) C Clx,y], la base de Grobn-
er con orden grlex es

G={2*+z+yzy+mzy +y}
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ast que (TL(I)) = (x?, zy, y?) y segun la seccion anterior tenemos que

Clx, -
[[ Y] :<1’$’y>

por lo que su dimension es 3, y es cota para el nimero de soluciones. Aprovechando
la base de Grébner, calculamos facilmente V- = V(I):

V+y=0=y=0y=-1
sustituyendo en la sequnda ecuacion cada una de las posibilidades obtenemos:

- 0+2 = 0= 2=y=0
r(-1)+2 = 0=2€C, y=-1

y finalmente en la tercera ecuacion:

?+rt+y = 0= (z,y) = (0,0)

1++5
2

P?+r—-1 = 0,z= y=—1

por lo que la cota se alcanza y tenemos 3 soluciones, a saber:

oo (1520) (5

Por supuesto, si en el ejemplo anterior hubiéramos utilizado como campo k£ = Q,
hubiéramos perdido las ultimas dos soluciones y |V(I)| = 1. Es por esto que si
queremos asegurar el mayor niimero de puntos pedimos k algebraicamente cerrado.
Vemos entonces que la cota de la dimensién puede alcanzarse, pero también podria
ser que se tenga una desigualdad estricta, como lo muestra el siguiente

Ejemplo 42 Consideremos el ideal del ejemplo 40, verificamos ahi que

dimy, (k[“}’y]> =12

Por otro lado, en el ejemplo 32 calculamos V(I) sobre k = C obteniendo las 11
soluciones:

V(I) = {(0,0)} U{(&,€NI¢" =1}
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Como un ejemplo més, veamos un caso en el que se tiene dimensién infinita:

Ejemplo 43 Sea I = (x> +y*+ 1) C k[z,y|, cuyo generador es ya la base de
Grobner reducida correspondiente a orden lex. Asi, (TL(I)) = (x?) y por tanto

k _ _
I:xj y} - <]‘7f7y7 y27y37"‘>

es un espacio de dimension infinita. Por el Teorema 16 tenemos entonces que en
k=C, V(I) es también un conjunto infinito. En efecto,

V(I) = {(z,zmﬂz € (C}

También este ejemplo nos ilustra que la equivalencia de finitud no se cumple nece-
sartamente si k no es algebraicamente cerrado. Especificamente, si k = R entonces
tenemos que V(1) = &, que st es un conjunto finito.

Antes de cerrar la seccién, respondemos a la pregunta natural: ;qué condicién
aparte de que k sea algebraicamente cerrado necesitamos pedir para que se cumpla
la igualdad en el Corolario 67 La respuesta una vez leida no deberia de sorprender:
que [ sea radical. Sin embargo, primero un

Lema 1 “Sean 21, 23, ..., zm € k™ puntos distintos, entonces existen pi,pa, ..., Pm €
klx1, za, ..., xy] tal que

lsii=j
pi(zj)_‘sij_{ 0sii+#j

2”

Demostracién. Estos polinomios se pueden construir de la siguiente manera: en
general dados a # b € k", como difieren en al menos una coordenada a; # b; € k,
el polinomio f € k[zy, zs, ..., x,] definido como

f(ﬂ?l,ill'g, ,.Z'n) = 3
CLj — bj

cumple f(a) = 1, f(b) = 0. Luego, en el caso de zi, 23, ..., Zp,, Si escogemos i €
{1,2,...,n} se puede construir tal polinomio f; al considerar las parejas de puntos
z; # 2; (i # j). Asi, el polinomio

pi = fifoo ficrfivi fm

cumple justo que p;(z;) = 6;;. ™

Ahora si concluimos con el
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Teorema 17 “Sea k algebraicamente cerrado, I C k[xy, o, ..., x| ideal radical y
V =V(I) finita, entonces

V1=t Mzl

1

Demostracién. Sea V = {z, 23, ..., 2z, } C k™., por el Lema, sean py,ps, ..., ppm €n
klxy1, 22, ..., x| tal que
Piz;) = i
y entonces proponemos a
B =Ap1. P2, -, D}

klz1,22,...,%n]
1

k[xlﬂjz?“vx"}
I

como base de . Como ya sabemos que se cumple la desigualdad

m < dimyg ( , basta demostrar que $ es un conjunto generador.

0] v definimos a; = p(z;). Consideramos h € k[z1, x, ..., ]

h=p- Zaipi
i=1

Sea entonces p €
dado por

m

y notamos que h(z;) = p(z;) — Z a;pi(z;) = p(z;) — Zai@j =a;—a;-1=0

i=1
Vj=1,..,m, por loque h € T (V) Z(V(I)). Pero por el Nullstellensatz Fuerte y
como [ es radical: Z(V(I)) = rad(I) = I. Concluimos que h € I y asf

p— ap;=0
i=1
por lo que

D= Z a;Di
i—1

4.3. Problema de Mapeos Polinomiales

Vamos a plantear los problemas en el contexto de k[x1, zo, ..., 2,,] no sélo como
anillo, sino como k-dlgebra. La definicién en general es:
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Definicién 35 Una k-édlgebra es un anillo que contiene al campo k como subanillo.
St A y B son k-dlgebras, ¢ : A — B es un homomorfismo de k-dlgebras sii es un
homomorfismo de anillos tal que ¢|, = Id, es decir, tal que ¢(a) = a Va € k.

Ya que estaremos trabajando con k-dlgebras de polinomios, notar que si
O k[y1,y2, ooy Ym] — K[z, T, .oy 1)
es un homomorfismo, entonces queda determinado por los valores que toma en y;:

¢(yz‘) = fi

a1, a9

parai=1,...,m, pues si h € k[y1, Y2, ..., Ym|, h = an Yy Ys 2.y entonces
¢<h) = an : 1&1 2az"'frCr¥Lm = h(f17f27 "'7fm) € k[xlax% 73:71]

Definicién 36 Recordemos que dado ¢ : k[y1,vy2, ..., Ym| — klx1, 2, ..., 2,] se
tienen el ideal

ker ¢ = {h € k[y17y27 7ymH¢(h) = 0}

conocido como el kernel o ntcleo de ¢ y la subdlgebra imagen de ¢ :

Im¢ ={g € klz1,...,2,]|3h € k[y1, ..., ym] con ¢(h) = g}

El Primer Teorema de Isomorfismo (de k-dlgebras) dice que:

k{yby% 7ym]/K€r¢ = Im¢

L Qué tienen que ver estos homomorfismos con las funciones polinomiales que
habfamos definido tan pronto como en la pag. 117 Si tenemos f : K — k™ funcién
polinomial, entonces autométicamente induce un homomorfismo de k-dlgebras dado
justo por

o(yi) = fi € k[w1, 9, ..., T

(y viceversa). Resolveremos primero el siguiente problema:

Problema 12 Sea ¢ : k[yi, Y2, ...;Ym] — k[x1, 22, ..., 2,] homomorfismo de k-
dalgebras, determinar generadores para Kereo.
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Para resolver el problema primero un

Lema 2 “Sean aq,as, ..., a,,b1,be,...,b, € R, entonces

a1a9...Qy — blbgbn < <CI/1 — bl, Qa9 — bg, vey Ay — bn> 7

Demostracién. Por induccidn, si n = 1 claramente a; — by € (a; — by) .
Supongamos la proposicién se cumple para n — 1 términos a;, b;, entonces conside-
remos

aias...a, — bibs...b, = ai(ag...an, — bs...b,) + ba...b, (a1 — by)
por hipétesis de induccion se tiene que as...a, — by...b, € {(as — bs, ...,a, — b,) y asi
ayay...a, — byby...b, € (a1 — by, a3 — b, ...,a, —b,) m

Ahora si presentamos el teorema principal:

Teorema 18 “Sea ¢ : k[y1,yo, ..., Ym] — k|1, %o, ..., ] homomorfismo tal que

¢<yl) = fl Yy sea I = <y1 _f1>y2 _f2>"'ayn _fn> g k[xlaxZa"'7-Tn7ylay2>"'aym]>
entonces
ker ¢ = I Nk[xq, 29, ..., 2,]”7

Demostracién. D) Sea g € INk[xq, o, ..., T,], entonces existen h; € k[xy, .., Tn, Y1, -, Ym)
tal que g se escribe como

m

g = Zh‘i(mla cey Ty Y1, 7ym)(yl - fi(xh 7$n))

i=1
sabemos que la evaluaciéon de ¢ en g es la correspondiente de sustituir cada y; por

fi:

m

¢(g) = Zhi(xlv "'7xn7f17 7fm)(fz - fz)) =0

i=1
por lo que g € ker ¢.
C) Sea g € ker ¢ C k[y1, Y2, -, Ym], con

9= ca-yityst ylr

como por hipétesis

0= ¢(g) = g(f17f27 7fm) = an : 10(1 gz"'f%m

«
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entonces

— aq, a2 m a1 fo2 Qmy
g = D Ca YIS =Y o S5 f

« «

= Y o (YR g — S S

«

y por el Lema tenemos que cada sumando pertenece a

Wit — e = f% oy = ) S — Sy — for sy — fn) = 1,

por lo que g € I también. m

Asi, tenemos por el teorema que el ker ¢ es un cierto ideal de eliminacién, en
este caso eliminando las variables x;. Con el método de eliminaciéon mediante bases
de Grobner, tenemos una forma de cdlculo de generadores del nticleo:

Solucién 12 Sea I = (y1 — f1,Y2 — f2, s Yn — fn) Yy G base de Grébner bajo un
orden de eliminacion (z; > y; Vi, j). Entonces

kergb = <G N k[yby% aym]>

Apliquemos este teorema a ejemplos concretos:

Ejemplo 44 Sea ¢ : Q[u,v] — Q[z] definida por ¢(u) = z* + x y ¢p(v) = 23
Determinamos el ker ¢ con el método anterior. Consideramos

I={(u—(a*+z),v—2%

y la base de Grobner de I bajo orden lex(z >y > u > v) es:

3

G = {2®—v, 22u—1®—v, 2u® -0 — 207 —v,

20+ 1 —u, vt — vt —30° — 3w — v}
por lo que al considerar el inico polinomio que no contiene x ni y tenemos

ker ¢ = <u3—v4—3v3 — 3? —U>

Ejemplo 45 Sea ¢ : Q[u,v, w] — Q[z,y| definida por los valores ¢(u) = x* +y,
d(v) = x +y,0(w) = v — y2. Encontramos ker ¢ mediante la solucion anterior.
Consideramos el ideal

I = <u—(:c2+y),v—(:v—|—y),w—(:v—y2)> QQ[x,y,u,v,w]
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y calculamos una base de Grobner de I bajo el orden lex(z >y > u>v > w):

G = {z+y—uv, v 4y —v+w, 2yu+ 2yw + uww + 3u — v* — 3vw — 3v + 3w,
200 +u —v? — v+ w,u® — 2uv? — duv + 2uw + v* + 20*w + 3v* — dvw + w?}

por lo que

ker ¢ = <U4 +(3—2u+ 2w)v2 —4(u+w)v + (u+ w)2>
Ahora nos preguntamos sobre la Im ¢ en el siguiente

Problema 13 Sea ¢ : k[y1, Y2, ..o, Ym] — k[x1, 22, ..., 2,] homomorfismo de k-
dlgebras, y sea f € k[xq,xa, ..., x,)|. Determinar si f € Im¢ o no.

Podemos resolver este problema mediante el siguiente

Teorema 19 “Sea ¢ : k[y1,y2, ..., ym] — k[z1, T2, ..., 2] homomorfismo tal que

o) = fi ysea I = (y1 — fr,y2 — fo, s Yn — fu) C K[T1, 22,00 Ty Y1, Y25 s Y] Y
G la base de Grobner reducida respecto a un orden de eliminacion con x; > y; Vi, j,

y sea f € kl[xy,xo,...,x,], entonces se tiene que

-G
f61m¢<:>h:f Ek[yhy%'“vym]'

FEs mds, en este caso, ¢(h) = f”

Demostracién. =) Sea f € Im ¢, entonces existe g € klyi,vs, ..., ym| tal que
f=9o(9) =9g(f1, fo, .., fn)- Si consideramos el polinomio

flxy, 2oy ) — 9(Y1, Y2y ooy Ym) € k[T1, T, ooy Ty Y1, Yo, ooy Y
como f(z1,x2,....,xn) = g(f1, f2, -y fn), entonces f(x1,za, ..., x0) — 9(Y1, Y2, s Ym)

es g(f1, fay ooy fn) — 9(Y1, Y2, ..., Ym) ¥ por el Lema 2 aplicado a cada diferencia de
término a término correspondiente tenemos que entonces

f<x17x27 ,In) - g(ylng, 7ym> el

y luego al tomar residuos respecto a la base de Grobner de I, tenemos f — gG =0,
es decir, fG — g% =0y ast:

al Yal
G

h = f(xla 75571) = g(yla "'?ym)u
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pero el residuo de g respecto a G sé6lo puede seguir teniendo variables v, yo, ..., Ym ya
que estamos en un orden de eliminacién con las z; > w;. Por lo tanto,

—G
h=f" ¢ k[y_léyg, ey Ym)-
<) Sih=f €k[y,vy2 .., Yn] entonces como f — h € I tenemos

f(xla "7$n) - h(yla 7ym) = Zgz(yla w5 Ym,y 1, 7:Un)(yz - fi(mla 7xn))
i=1

y al evaluar cada y; en f; en la expresién anterior obtenemos
flz1,xn) — h(y1, oo Ym) =0
es decir, ¢<h) = h(fl, fg, ey fm) = f([)’]l, T, ,ZL’n) u

Solucién 13 Aplicar el método descrito en el Teorema anterior. Calcular la base
de Grébner G correspondiente y luego con Algoritmo de la Division Multivariado

dividir f por G para determinar el residuo h = [, examinando si contiene o no
solamente variables y; con 1 < i < m.

Vemos que la solucién propuesta no sélo resuelve el problema, sino que ademads
en caso de resolver afirmativamente la cuestién, encuentra h € k[y1,ya, ..., Ym] tal

que ¢(h) = f.

Ejemplo 46 Sea ¢ : Q[u,v] — Q[z] dada por ¢(u) = x*+2*+z y p(v) = 2® — .
Usamos el método para determinar si f = 23 y g = 327 — 2%+ 62* — 323 — 322 + 2z
pertenecen a Im ¢. Consideramos entonces el ideal

I=(u—(z*+2°+2),v— (2" —2)) CQlz,u,]
la base de Grébner reducida bajo orden lex(x > u > v) es

G = {23:2—|—x+:m}—u,m}2+2:pu+20x—uv—u—3x—4v,
v + 3zv? — 92w — 3z + 2u? — w® — 2uv — Hu — 8v? — v,

u — vt — Tuv? — 3v® — 4u® — Suv — Tv® + 3u + 3v}

Al tomar el residuo de f se obtiene o + v que no pertenece a Q[u,v] y por
tanto concluimos que f ¢ Im ¢.
Por otro lado, al tomar el residuo de g = 3x7 — 2% + 62* — 32® — 322 + x respecto
a G se obtiene g = u — v* + 3uv que st pertenece a Qu,v], por lo que g € Im¢ y
ademds

p(u — v+ 3uv) = g
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Como tltimo problema de la seccién, consideramos el Problema de Suprayec-
tividad:

Problema 14 Sea ¢ : klyi,y2, ..., Ym] — k[x1, 22, ..., 2,] homomorfismo de k-
dlgebras, determinar si ¢ es suprayectivo o no lo es.

Notar que un homomorfismo ¢ de k-dlgebras es suprayectivo si y sélo si cada
x; € Im ¢. Asi, podriamos proponer como solucién al problema que se cheque esto
con el método anterior para cada x; 1 < i < n. Sorprendentemente, no es necesario
calcular los residuos y el problema puede resolverse simplemente inspeccionando la
base de Grobner:

Teorema 20 “Sea ¢ : k[y1,y2, ..., Yym] — k[T1, T2, ..., 2] homomorfismo tal que
o(ys) = fi ysea I = (y1 — fr. 92 — fo, s Un — fn) C K21, 20, ooy Ty Y1, Y2, oy Y] Y
G la base de Grébner reducida respecto a un orden de eliminacion con x; > y; Vi, j,
entonces ¢ es sobre si y solo si para cada 1 < i < n existe g; € G tal que g; = x;—h;
con h; € klyr1, Y2, ..., Ym|. Es mds, en este caso, x; = ¢(h;)”

Demostracién. =) Supongamos que ¢ es sobre y sin pérdida de generalidad
T < x93 < ... < x, en el orden. Como x; € Im ¢, por el Teorema anterior tenemos
que 71 = R} € kly1, Yo, ..., Ym], v ast 21 — b}, € G. Como G es base de Grobner,
existe g1 tal que T'L(g1)|TL(xy — h}) = x1 (pues h € k[y1,Y2s -, Y], ¥ T1 > y;
Vj), y como g; es ménico: TL(g;) = x1. Pero los unicos términos que pueden
ser menores que x; involucran sélo a las variables y; con j = 1,...,m, asi que
g1 = x1 — hy con hy € klyi, Yo, ..., Ymn]. Similarmente, para xs que estd en Im ¢, por
el Teorema anterior T3¢ = h) € k[y1, o, ..., Ym] ¥ de nuevo z, — hfy € G, concluyendo
que existe go € G tal que T'L(g2)|TL(z2 — hy) = xo, es decir, TL(g2) = x2. Los
términos menores que x involucran a las variables z; y y;. Pero no puede haber un
término que involucre a 1 porque g; = x1 — hy € G y entonces T'L(g;) divide a ese
término de go, contradiciendo el hecho de que G es reducida. Asi, go = x5 — hs con
ho € kly1, Y2, ..., Ym]. Continuando este mismo argumento para z; con i = 3 hasta
1 = n, tenemos el resultado.

<) Si g; = x; — h; con h; € kly1, Y, ..., Ym], entonces tenemos que x; — h; € [ por
lo que existen a; € klx1, 2, ..., Tn, Y1, Y2, .., Ym] tal que

Ty — hi(yb ">ym) = Zaj(y1> <y Ym, X1, >$n)(yl - fi(wla ,.’L‘n)>
j=1
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y al evaluar cada y; en f; se obtiene z; — h;(f1, .., fm) = 0, es decir,

¢(h2) = hi(f17 fg, ceey fm) = T;.

Como cada z; € Im¢, y Im ¢ es subdlgebra de k[zy,zs, ..., x,], entonces Im ¢ es
klxy1, T2, ..., x|, es decir, ¢ es sobre. m

Solucién 14 Aplicar el Teorema anterior, para la base de Grobner del ideal
I = (y1— f1,92 — foy oo, Yn — fn), inspeccionar la existencia de cada g; € G tal
que g; = x; — h; con h; € k[y1,y2, ..., ym|. Se tiene la suprayectividad si y sélo si
existe tal g; para cada i1 =1, ...,n.

Ejemplo 47 Ni en la base de Grébner correspondiente al mapeo del ejemplo 44 ni
en la base de Grébner correspondiente al mapeo del ejemplo 45 aparece un polinomio
de la forma x — h con h en u,v,w, por lo que ninguno de estos homomorfismos es
suprayectivo.

Ejemplo 48 Sea ¢ : R[u,v, w] — Rx,y] dado por ¢(u) = 2% + vy, ¢(v) = v — y?
y ¢(w) = 2% — y. Calculamos la base de Grébner reducida de

I=(u—(2*+y),v—(z—-y")w—(x—y))
obteniendo

1 1 1 1 1
G = {x—v— Zu2+§uw— Zw2,y— §u+§w, ut — 4udw + 8uv
+6uw? — 16uvw — 4uw® — 8u + 16v% + Svw? + w? — 8w}

Podemos notar que los primeros dos polinomios son justamente de la forma x — hq
Yy — hy con hy, he € Rlu,v,w| por lo que ¢ es sobre.

4.4. Problema de los Polinomios Simétricos

Un polinomio f € klxy, za, .., x,] se llama simétrico sii
f(xb T2y eny xn) = f(xa(l)y Tg(2)y ey xo(n))
para cualquier permutacién de n elementos

o€ S,={f:{1,2,....,n} — {1,2,...,n}|f biyectiva}.
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El teorema de Gauss, mejor conocido el Teorema Fundamental de los Polinomios
Simétricos, asegura que los polinomios

ST = x1+29+ ... +x)y
So = T1To+T1X3+ ... + 1Ty + o3+ ... + Tp_ 1Ty
Sp = X1X2...Tp

generan a todos los polinomios simétricos. Es decir, se tiene el siguiente teorema
(cuya prueba se puede encontrar por ejemplo en [11]):

Teorema 21 (FUNDAMENTAL DE LOS POLINOMIOS SIMETRICOS) “Todo
polinomio simétrico en klxy,xa,...,x,] se puede escribir de forma tnica como un
polinomio en los polinomios simétricos elementales sy, Sa, ..., S, ”

A raiz del teorema, uno puede formular el siguiente

Problema 15 Sea f € k[xy, za, .., x,], determinar si f es simétrico o no, y en caso
afirmativo, encontrar el polinomio en sy, So, ..., S, que representa a f.

Para resolver el problema, lo planteamos en el lenguaje de homomorfismos de
k-algebras que estudiamos en la seccién anterior. Vemos s1, So, ..., S, como variables
y entonces consideramos ¢ : k[sy, S, ..., $,| — k[x1, 22, ..., z,,] dado por

¢<81) = 1 +To+ ..+ 2T,

O(s2) = T1xT2 4+ T1X3 + oo + T1Xy + ToXg + ... + Ty 1T,

O(sn) = x1T9..7,

Entonces el problema se traduce a preguntar si dado f € k[xy, 29, .., 2], f € Im¢
y en dado caso encontrar h € k[sq, So, ..., S| tal que ¢(h) = f. Este problema ya lo
resolvimos en la seccién anterior, por lo que inmediatamente presentamos la

Solucién 15 Sea G base de Grébner del ideal I C k[xy, za, ..., Tpn, S1, 82, -, Snl,
I=(s1—(x1+ 224 ... +2n), ., Sn — T1T2...T4,)

bajo un orden de eliminacion conx; > s; Vi, j € {1,2,...,n}. Luego f € k[xy, 2o, ..., 2]
.. . . . =G . .

es simétrico si y sélo si h = f~ € k[sq, S, ..., Sn|, en cuyo caso h es el polinomio en

S1, 59, ..., Sp buscado.
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Ejemplo 49 Sea f = z* +y* +2* —22y? — 2222 — 4?22 € klx, vy, z|. Se puede ver que
f es simétrico (aunque de todas formas el método lo comprueba). Consideramos

I={(s1—(x+y+2),s — (ry+zz+yz2),s3 — xyz)
y la base de Grobner con lex(x >y >z > 1 > S9 > S3) €S

G = {o+yt+z—s,y* +yz—ysi+ 2> — 512+ 59,

23— 2251 + 259 — 83}

., el .
Ast, al calcular f~ se tiene

=G
f =s]—4stsy + 55+ 65153

y éste es el polinomio buscado.

4.5. Problema de Implicitacion

Ahora pasamos a una aplicacién que es muy 1til. Es comiin tener funciones que
parametrizan ciertas curvas o superficies, pero a menudo se busca encontrar una
ecuacién implicita que las defina, librdandonos de los pardmetros. Como ejemplo
muy sencillo, la funcién ¢ : R — R? dada por

¢(t) = (cos(t), sen(t))
tiene como imagen al circulo unitario que puede representarse implicitamente como
S(R) = {(z,y) € R’|2* +y* = 1}

Nosotros buscaremos hacer esto cuando tenemos una funcién polinomial ¢ : k™ —
k™, con componentes ¢, = f; € k[ty,ts,...,tm], 1 < i < n describiendo la imagen
¢(k™) como la variedad asociada a un conjunto de polinomios en n variables; es
decir, encontrando un conjunto finito ' C k[xy, za, ..., z;,] tal que ¢(k") = V(F)

En general, esto no siempre es posible, pues la imagen ¢(k™) puede no ser una
variedad algebraica. En ese caso, el problema de implicitacién polinomial ‘puro’
no tiene solucién, pero en el sentido extendido ahora se querria encontrar la im-
plicitacién para la minima variedad algebraica que contiene a ¢(k™), es decir, su

cerradura de Zariski d)(k”)z =V(Z(p(k")).
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Problema 16 Supongamos que se tienen las ecuaciones paramétricas que definen
aVCE™

Iy = f1<t17t27”'7tm)
To = f2<t1,t2,...,tm)
Tp = fn(t17t27"'7tm)

con fi € klti,ta,...,tm]. Encontrar, si es posible, ecuaciones polinomiales en las
variables x; que definan V.

La idea es considerar la variedad en k™" determinada por el sistema polinomial
en kfty,to, ..., tm, T1, Tay .oy Ty :

r1 — fi(ty, ta, .0t =
$2—f2<t1,t27...,tm) = 0

T — fn(tlat27 7tm) =0

es decir,
V=V(x1 = f1,22 = fo, s T — fn)

Reconocemos que V' = V(I) con I = (x1 — f1,x9 — fo,...,x, — frn) . Necesitamos
estudiar el comportamiento de esta variedad respecto a los ideales de eliminacién
de I para poder dar la conexién necesaria con nuestra teorfa.

En el problema de Resolucién de Sistemas de Ecuaciones Polinomiales, lo que
se hizo fue estudiar los ideales de eliminacién /; para obtener informacién parcial
de V(I) por medio de sus proyecciones 7;(V), a raiz de la Proposicién 15. Cuando
k es algebraicamente cerrado, podemos decir incluso més:

Teorema 22 (DE LA CERRADURA) “Sea k algebraicamente cerrado,
V =V(f1, foy s [s) = V(I) CTk™ y 7y : k" — k™7 la proyeccion sobre las iltimas
n — j componentes, entonces

V(1) =15 (V)

FEs decir, el ideal de eliminacion I; define la cerradura de Zariski de la proyeccion
de V sobre kn=77”
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Demostracién. D) De la Proposicién 15 tenemos que 7;(V) C V(I;) y como
—z
7;(V) es la variedad algebraica mds pequefia que contiene a m,;(V) entonces
—z
(V)" S V().

C) Veamos que Z(7;(V)) C rad(I;) :
Sea f € Z(m;(V)), es decir, f(aji1,...,an) = 0 Y(aj41,...,a,) € m;(V), entonces
considerado en el anillo mayor k[zi, s, ...,x,] como las variables 1, xs, ..., 2; no
aparecen en f, podemos escribir

flai,as,...;a,) =0 V(ay,az,..,a,) €V
es decir, f € Z(V). Pero por el Nullstellensatz Fuerte (Teorema 3):
Z(V) =rad(l)

por lo que existe m > 0 tal que f™ € I, pero como al elevar f a la m siguen
sin aparecer las variables 1, xs, ..., 2; tenemos que de hecho f™ € I;, de donde
f € rad(l;) como buscabamos.

También por la Proposicién 4(parte 4) se sigue V(I;) = V(rad(l;)) asi que final-
mente al aplicar V a Z(7;(V)) C rad({;) :

Z

V(1) = V(rad(1;)) € V(Z(7;(V))) = m;(V)

Aunque el Teorema de la Cerradura pide que k£ sea algebraicamente cerrado,
sorprendentemente nos permite probar el siguiente teorema que vale para cualquier
k infinito (no necesariamente algebraicamente cerrado). Este teorema es el que
buscdbamos para poder ver la solucién al Problema de Implicitacion:

Teorema 23 “Sea k campo infinito y ¢ : k™ — k™ una funcion polinomial con
componentes f; € k[t1,ta,....tn], 1 <i<n. Sea

I = <CL’1 — fl; To — f2, ceey Ip — fn> Q ]{Z[tl,tg, ceuy tm, L1,TQy «uny SL’n]
y sea I, = I Nk[xq,x9, ..., 2, el m-ésimo ideal de eliminacion. Entonces
-z
V(Inm) = ¢(k™)

es decir, la variedad V(I,,) es la variedad mds pequenia en k" que contiene a la
imagen ¢(k™)”
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Demostracién. Sea V = V(I) C k™" es decir,

V = {(tl,tg, ...,tm,ﬂfl,l‘g, ...,an)|f1(t1, ,tm) = T, ...,fn(tl, ...,tm) = I‘n}
{(tl, ...,tm,l’l, ,In> S km+n|¢<t1, ,tm) = (Il,l’g, ,In)}
= {(t7) € k"™"|¢(t) = T}

por lo que V es la grifica de ¢ : k™ — k™. Por otro lado, al proyectar la gréfica
sobre k™

(V) = {(z1,29, ..., z0)|fi(t1, s tm) = @1, o, fu(t1, ooy tin) = 20}
= {(f1(ts, oy tim)s ooy fo(t1y st )| (E1, oy tn) € K™}
= {o(t1, .y tm)|(t1, oy tm) € K™} = @(E™)

es decir, se recupera la imagen ¢(k™). Consideramos dos casos:
(i) k es algebraicamente cerrado: Entonces podemos aplicar el Teorema de la Ce-

—

rradura para obtener V([,,) = m,(V) , pero como de lo anterior tenemos que
—z
Tm(V) = ¢(k™), se concluye que V(I,,) = (k™) .

(ii) k£ no es algebraicamente cerrado: Se puede probar usando Axioma de Elec-
cién (en su forma equivalente de Lema de Zorn) que todo campo tiene una cerradura
algebraica, es decir, que existe una extensién K de k tal que K es algebraicamente
cerrado y contiene como subcampo a k. Tal demostracién se puede revisar en [11].
Consideremos pues a K, sobre el cual ya se puede aplicar el Teorema de la Cer-
radura. Notar que el ideal de eliminacién I, = I N k[z1,zs, ..., x,] no cambia al
considerarlo en K, es decir, I, = I N K[z, s, ..., x,] pues el algoritmo que ten-
emos para calcularlo es exactamente el mismo independientemente del campo. Sin
embargo, hacemos distincién con subindice entre Vi (1,,) ¥ Vi (1) (el primero estd

——z
contenido en el segundo). Ahora probamos Vi (I,,,) = ¢(k™)

D) Como tenemos de la Proposicién 15 que 7, (V) € Vi(1,,) y ademds 7, (V) =
—
¢(k™), concluimos que ¢(k™) C Vi(I,,), de donde ¢p(k™) C Vi(I,).

C) Sea Zi, = Vi(g1, 92, --, gs) C k™ una variedad que también contiene a ¢(k™) y
veamos que V(1) C Zj,. Como cada g; se anula en Zy, y ¢(k™) C Zj, en particular
se anula en ¢(k™). Entonces g; o ¢(k™) = 0, es decir, g; o ¢ se anula en todo k™.
Como g; € k[x1, %2, ...,x,] y cada f; € k[tq,1a, ..., entonces gj o ¢ € k[t1, ta, ...tn);
es decir, es un polinomio tal que g;0¢ € Z(k™) Como k es infinito, por la Proposi-
cién 4 (parte 3), concluimos que g; o ¢ = 0 es el polinomio constante 0 para cada
Jj =1,2,..,s. Entonces claramente los g; o ¢ también se anulan en K™, y por tanto

!Esto se expresa diciendo que la imagen de la parametrizacién es la proyeccién de su gréfica.
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cada g; se anula en ¢(K™); es decir, ¢(K™) C Zx = Vi (91, G2 -+, Gs)-

Por otro lado, como K es algebraicamente cerrado, por el caso (i) tenemos que
gb(Km)Z = Vi (), vy ya que acabamos de probar que ¢(K™) C Zg con Zy varie-
dad, entonces Vg (1,,) C Zk. Asi, al restringirnos a los ceros Vi (I,,) C Vi (I,,) ten-
emos que estdn contenidos en los ceros Vi(g1,92,..,9s) = Zx, por lo que
V() € Zi y queda probado que Vi(I,,) es la variedad mds pequena que con-
tiene a ¢(k™), es decir, Vi (I,,) = gb(km)z [

Asi, tenemos:

Solucién 16 Escoger un orden de eliminacion con t; > x; (como el orden lexi-
cogrifico t > to > ..ty > 11 > T3 > ... > x,) y calcular una base del ideal de
eliminacion I, C klxy,za, ..., x,], donde

] = <ZE1 — fl(tl,tg, ...,tm), ey Iy — fn(tl,tg, 7tm)>

Los polinomios generadores igualados a 0 definirdn implicitamente a la cerradura
de Zariski de V' (generardn a I(p(k™)).

Esto se logra calculando una base de Grobner del ideal generado por el sistema
y luego considerar las que sélo constan de w1, xs, ..., T, ). Entonces estas ecuaciones
restantes definen la variedad implicitamente.

Ejemplo 50 Sea ¢ : k — k? dada por ¢(t) = (t*,13). Entonces consideramos el
ideal I = (x — 2,y — t3) C k[t,x,y] con orden lexicogrifico t > x > vy. La base de
Grobner reducida de I es:

G={t* - ot —y,yt — 2% 2° — y*}

El 1nico polinomio que pertenece al ideal de eliminacion I, (es decir, en el que no
aparece t) es x> —y?, por lo que la ecuacion implicita de ¢(k™) quedaria caracterizada
por la ecuacion

? —y? =0

Dicho de otra forma, Z(¢(k™)) = (x* — y?). Viendo la parametrizacion original, no
deberia sorprendernos esta ecuacion.

Veamos un ejemplo en el que la implicitaciéon no se ve inmediata de la parame-
trizacién:
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Figura 4.1: Gréfica del Ejemplo 50

Ejemplo 51 Sea ¢ : k* — k3 dada por ¢(t,u) = (ut,1 — u,u +t — ut). Entonces
consideramos el ideal I = (x —tu,y — 14+ u,z —u—t+tu) C klt,u,z,y,z2]. La
base de Grobner con orden lex(t >u>x >y > z) es:

G={t—z—-y—z2+lLy—14+uay+yz+y>*—2y—2+1}
La tltima ecuacion implicita es la buscada:

ry+yz+yt —2y—24+1=0

Como se mencioné al inicio de la seccién, la implicitacién estd definiendo a

s 1 TS C .
la cerradura de Zariski ¢(k™) , por lo que pueden existir puntos que cumplan las
ecuaciones implicitas pero que no pertenezcan a la imagen de ¢. Cerramos la seccién
con un ejemplo de lo anterior, aiin cuando k es algebraicamente cerrado:

Ejemplo 52 Sea ¢ : C* — C? dada por ¢(s,t) = (s%, st,st) Entonces la imagen
queda definida por:
¢(C*) = {(2,9,2) €Cly=2yr=0=y=0}
V(y —2)\V(z,y — 2)) U{(0,0,0)}
(y - Z)\V(SU, Yy — Z)) U V<:U7 Y, Z)
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Pero (y como se puede comprobar por el método de Implicitacion)

Z

¢(C?) =V(y—2)

Ast, por ejemplo (0,1,1) € ¢(C2)Z pero (0,1,1) ¢ ¢(C?).

Esta aplicacién de bases de Grobner para la implicitacién puede llevarse incluso
al caso en que las funciones que parametrizan no son necesariamente polinomiales,
sino racionales. Al lector interesado en seguir esta linea de aplicacién, se recomienda
revisar [4].

4.6. Problema del Polinomio Minimo

Mediante las mismas lineas, las bases de Grobner tienen aplicacién a la teorfa
de extensiones algebraicas de campos. Si K es extensiéon de k y se toma a € k
algebraico sobre k, existe p € k[x] conocido como polinomio minimo de «, que
es moénico y de grado minimo que satisface p(«) = 0.La conexién con los mapeos
polinomiales o homomorfismos de k-dlgebras que hemos estudiado es considerar

¢+ klz] — k(o)
dado por ¢(z) = a. Entonces ker ¢ = (p) y de hecho
klx

—

Planteamos entonces el

Problema 17 Sea K = k(«a) extension donde a algebraico sobre k con polinomio
minimo p y sea 3 € K cualquier elemento de la extension. Encontrar el polinomio
minimo de (3.

Necesitamos primero generalizar el Teorema 18 cuando tenemos un anillo co-
ciente:

klz1,22,...,2n]

Teorema 24 “Sea I C klxy,xo,...,x,] ideal y ¢ : kly1, Y2, ..., Ym] — 2

homomorfismo tal que ¢(y;) = fi y sea

T: <yl - f1>y2 - f2> vy Yn — fn> + <[> g ]{7[%’1,332, ooy Ty Y15 Y2, 7ym]

entonces ker ¢ = I N klx1, T2, .o, Tm)”
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Demostracion. Se puede seguir la demostracién del Teorema 18 pero recordando
que ahora ¢(y;) = f; y por tanto ahora ¢(g) = ¢(fi, fo, ..., fm). También, en la
contencién C), que g € ker ¢ significa ahora que

629(%7%7"'7]‘;71)
por lo que g(f1, f2, ..., fm) € I y de ahi que
g e <y1 - f17y2 - f27"'7yn - fn> + <I> = T

Y ahora presentamos el Teorema que nos indicard la solucién al problema
planteado:

Teorema 25 “Sea K = k(«a) extension donde « algebraico sobre k con polinomio
minimo p € klz] y sea § € K — {0} dado por

fla)  ag+ara+ .. +a,a”
gla) by + b+ ...+ bam

8=

con f(y),9(y) € k[yl. Si I = (p, gy — f) C klz,y], entonces el polinomio minimo de

B sobre k es el polinomio mdnico que genera a I N k[y]”

Demostracién. Como g(a) # 0y g(«) € k(a) campo, existe su inverso I(«) € k()
tal que g -1l =1 € k(a) = %, es decir, gl — 1 € (p) (gl = 1). Consideramos
h = fl € k[z] y entonces

fla)

h(a) = fla)l(a) = =/

(@) = f(a)l(a) a(0)

Definimos entonces el homomorfismo ¢ : kly] — % dado por ¢(y) = h. Afir-

mamos que ker ¢ = (q) donde ¢ es el polinomio minimo de . En efecto, un poli-

nomio r(y) € ker ¢ si y sélo si ¢(r) = r(h) = 0, es decir, r(h) € (p) y esto sucede

siy sélo si r(h(a)) = p(a) = 0, es decir, r(5) = 0. Notar que en efecto I N k[y| es
principal pues k[y] es un D.I.P. Por el Teorema anterior, tenemos entonces que

ker ¢ = (y — h) + (p) = (p,y — h)

Sélo resta probar que I = (p,y — h), es decir, (p,gy — f) = (p,y — h) , y habremos
terminado. L
C)Dado que gl = 1, entonces gfl = f y asf:

gy—F=gy—F=99—9fl=g(y— fl)=g(y—h)
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por lo que (gy — f) — g(y — h) € (p), es decir, gy — f € (p,y — )
D) Dado que gl = 1, entonces gly = 7 y ast:

y—h=y—fl=lgy—1f =l(gy— f)
por lo que (y —h) —l(gy — f) € (p), es decir, y —h € (p,gy — f) =

Asi, basta encontrar el polinomio generador del ideal de eliminacién In klyl,
cosa que ya sabemos hacer con bases de Grobner. Podemos enunciar entonces la

Solucién 17 Si 3 = % € k(a) entonces calcular una base de Grobner del ideal

Z

I = (p,gy—f) C klz,y] con orden lex(x > y), el polinomio en G que contenga
solamente la variable y es el polinomio minimo de 8 buscado.

Ejemplo 53 Sea o una raiz del polinomio irreducible 23 — xz — 1 € Q[z], y sea
8= a?+a

conocemos f(r) = 2>+ y g(r) = v + 3 y entonces

. Encontramos con el método anterior el polinomio minimo de 5. Re-

I={(2"—2—1,(z+3)y— (" + 1)) CQx,y]
que tiene como base de Grébner con lex(x > y) a

G = {5z — 150y + 61y + 26,25y® — 63> — Ty — 1}

ast que q(y) = y* — %yQ — %y - % es el polinomio minimo buscado.

El problema puede presentarse como una variante en la que a veces no se tiene

explicitamente la extensiéon Q(«) y uno debe proponerla. A continuacién un par de
ejemplos de esto:

Ejemplo 54 Queremos calcular el polinomio minimo de

2+
\4/_ sobre Q. Para re-
V2+1
solver este problema escogemos una extension algebraica conveniente, a saber Q(«)
con o = v/2. Entoncesp=a*—2y f=2>+7, g=x+ 1. Tomamos pues

I'=(a"=2,(x+ 1)y - (2" +7)) CQlr,y]
que tiene base de Grébner con lex a

{127887x — 520y — 19472y% — 149793y — 410639,
y* + 36y° — 346y% 4 1316 — 2209}

por lo que el polinomio minimo buscado es justamente y*+36y>—346y>+1316—2209.
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Ejemplo 55 Queremos calcular el polinomio minimo de v/2 + /2 + 5 sobre Q.
Entonces escogemos una extension conveniente, a saber Q(«) con a = V2. De esta
formap=2a%—2, B=a®4+a®+5 y ya podemos considerar

I = <a:6 -2,y — (* +x2+5)> C Qlz, y]
que tiene como base de Grébner (lex) a

G = {310z — 16y° + 394y* — 3825y> + 18379y* — 43913y + 42311,
y® — 30y° + 396y* — 2384y> + 8547y — 16194y + 12791}

siendo el sequndo el polinomio minimo buscado.

Esta aplicacién de bases de Grobner para la determinacién de polinomios mini-
mos se puede extender al caso de extensiones algebraicas k(aq, s, ..., ay,) € incluso
decidir si dado a en tal extensién, es o no elemento primitivo en el sentido de que
k(ay, as,...,ap) = k(a). Al lector interesado en continuar esta linea de aplicacién
se le sugiere revisar [1].



Conclusion

A lo largo de estas paginas se ha presentado el concepto de Base de Grobner
y una variedad de aplicaciones a partir de tal. Espero que el lector haya quedado
convencido de la trascendencia y utilidad para resolver una considerable cantidad
de problemas que surgen en el Algebra Conmutativa y la Geometria Algebraica.
Naturalmente, estas técnicas repercuten en otras dreas de las Matemadticas por
conexiones tan simples como lo es un sistema de ecuaciones polinomiales.

Quiero mencionar al menos otras tres dreas en las que las bases de Grobner han
tenido aplicaciones. En Teorfa de Gréficas, se pueden utilizar para resolver el proble-
ma de los 3—colores, es decir, determinar si una gréfica dada es o no 3—coloreable.
En Optimizacién, se pueden utilizar para resolver problemas de Programacién En-
tera. En ambos casos se utiliza una traduccién ingeniosa al lenguaje algebraico, en
el que se resuelve el problema, y luego se traduce de vuelta al contexto original.
Estas dos aplicaciones se pueden revisar en [1].

Otra mencién especial de aplicacién en otra rama es en Estadistica, pues las
bases de Grobner dieron pie a todo un nuevo campo conocido como Estadisti-
ca Algebraica. En 1998, se descubrié una conexién inesperada entre el problema
de muestrear con métodos MCMC (Markov-Chain Monte Carlo) de distribuciones
condicionales discretas y el Algebra Conmutativa mediante el concepto de Base
de Markov. Este tipo de aplicacion tiene consecuencias muy importantes para esta
drea, pues justamente las bases de Markov empiezan justificindose teéricamente y
obteniéndose a partir de las Bases de Grobner. Asi, se tienen herramientas para
resolver problemas de pruebas de hipdtesis que surgen en Estadistica Inferencial.
Al lector interesado en esta tercera rama se le sugiere revisar el articulo original de
Diaconis y Sturmfels, [6], asi como los subsecuentes desarrollos en [14], [13] y [7].
(de hecho, el autor confiesa que es a partir del comienzo de estudio de esta drea por
las que conoci6 las bases de Grobner).

El concepto de base de Grobner se ha generalizado para que se aplique en médu-
los y en anillos més generales que los de polinomios. La teorfa sigue desarrolldandose
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y cada vez surgen més algoritmos para calcular o resolver en la préctica muchos
problemas tedricos. Por ejemplo, encontrar explicitamente el ideal radical de un
ideal dado, o encontrar descomposiciones primarias de ideales. Asi, la teoria y préc-
tica de las bases de Grobner sigue avanzando y permeando diferentes dreas. En los
iltimos anos se estd aplicando también a Teorfa de Cédigos y Criptografia.

Me atrevo a concluir que las bases de Grobner son un concepto revolucionario
dentro de las Matematicas, fortaleciendo las a veces subestimadas conexiones entre
la teorfa y la practica.



Apéndice A
Diccionario Algebra-Geometria

Este diccionario da la correspondencia biyectiva entre ideales y radicales toman-
do en cuenta operaciones entre ellos, asf como se presenta en [4]. Se supone que k
es algebraicamente cerrado y todos los ideales son radicales. Se usa notacién que

hemos estado trabajando, como () para cerradura de Zariski y /; para el j-ésimo
ideal de eliminaciéon. C.A.E. abrevia cadenas ascendentes estacionarias y C.D.E.
abrevia cadenas descendentes estacionarias.

ALGEBRA % GEOMETRIA

ideales radicales <« variedades

I — V()

(V) — V

I+J — VI)NV(J)
IWVY+ZI(W) «— VW

1J — V{I)uVv(J)
Z(V)Z(W) — Vuw

InJ — VI)UV(J)

ZV)NZ(W) — VuUw

I:J — Yuvy

IV):I(W)  — VW~

VI - )

ideal primo < var. irreducible

ideal maximal < punto

C.A.E. «— C.D.E.



Apéndice B

Cédigo en MAPLE

Se presentan varios ejemplos de instrucciones en MAPLE para algunos célculos
mencionados a través del trabajo. Cargar el paquete correspondiente Groebner.

» Ejemplo de cdlculo de término lider' (ejemplo 12, pdg. 12):

fr=dxoxy 2%x24+4%x2"2—-5xx"34+Txx"2%2"2
LeadingTerm(f, plex(z,y, 2))

5,273
LeadingTerm(f, grlex(z,y, z))
T,0°2% 22
LeadingTerm(f,tdeg(x,y, 2))
4wy 2%z

» Ejemplo de célculo de Base de Grobner (ejemplo 27, pdg. 27):

Fo=[2"2xy+axy 2-2xy,2 24+ wxy—a+y 2—-2%y, 2%y 2—r—y+y 3
Basis(F, plex(x,y))

Yy 2 —y,x—vy]

1Los érdenes monomiales se especifican de la siguiente manera: lex como plex, grlex se denota
igual y grevlex como tdeg; y entre paréntesis el orden de las variables.
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» Ejemplo de célculo de residuo/forma normal (ejemplo 28, pdg. 45):

Fi=lrxz—y22°3—2"2
G := Basis(F, grlex(z,y, z))

Gi=[rxz—y"2,2"3—2"2,2"2%xy 2—2"3,xxy"4d—2"4,y76 — 275]
NormalForm(—4xx 2%y 2% 2"24y 6+ 3% 2°5,G, grlex(z,y, 2))
0
NormalForm(x 7Ty 2+2x2"2 —x %y 2% 2"3,G, grlex(z,y, 2))
2%2°2—y dx2"24+y d%x2"3
» Ejemplo de célculo de cociente de ideales I : J (ejemplo 38, pdg. 59):

Basis({x —txx,tx2"3 —txyxz,txx*xz—txy 2}, plex(t,z,y,2))
[y bxx—zdxx, zxx 22—y 2%x,y 3xx"2—2"3xz,y*xx"3— 2 2%z,
A —zxyxx,tkykz—x 3ty 2 —rxz, —x+1t*xx]
Basis({y —txy,txx"3 —txyxz,txx*xz—txy 2} plex(t,x,y, 2))
Y6 —zdxy, zxyxx—y 3y dxar—2"3%xy,y 2%xx"2—2"2xy
Ykx 3 —y 2xz,—y+txytxrkz—y 2tk 3 —yxz
» Ejemplo de cédlculo de polinomio minimo (ejemplo 54, pag. 89):
Basis({x "4 —2,(x + 1) xy — 22 — 7}, plex(z,y))

[—2200 + 1316 %y — 346 % y"2 + 36 % "3 + y 4,
— 410639 + 149793 % y — 19472 % y"2 — 520 * "3 + 127887 * ]

eval(—2209+1316xy—346xy " 2+36xy " 3+y 4,y = (sqrt(2)+7)/(27(1/4)+1))

—2209 + (1316 * (sqrt(2) +7))/(27(1/4) + 1) — 346 *
(sqrt(2) +7)"2/(27(1/4) +1)"2 4+ 36 * (sqrt(2) +7)"3/(2"°(1/4) + 1)"3
+(sqrt(2) +7)°4/(2°(1/4) +1)"4

simplify( %)
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