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“ The most exciting phrase to hear in science, the one that heralds new
discoveries, is not “ Eureka!” (I found it) but “ that’s funny...” ”
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Prefacio

Todas las actividades humanas tienen que trabajar, en mayor o menor
medida, con la manera en la que distintas cosas se relacionan entre si: la pro-
porcion correcta de los ingredientes en una receta de cocina, el transcurrir
de las acciones y la interaccion de los personajes en una novela, la distribu-
cion del peso de un edificio en sus cimientos, el fluir de verso en verso que
da color a un poema o la composicion de una pintura. Alterar un pequeno
elemento tiene un efecto en el todo, que algunas veces es inapreciable y otras
veces determinante. Ademas, inevitablemente el hombre compara las distin-
tas cosas que ve, traslada lo que piensa de una situacion a la otra, y externa
esa percepcion, unas veces con imagenes, otras con sabores y otras mas con
simbolos y palabras. Las Matematicas no son para nada ajenas a ese estudio
de las relaciones, pues frecuentemente las distintas areas que la componen se
traslapan, permitiendo descubrir conexiones entre conceptos que, a primera
vista, parecen ser ajenos.

La presente tesis estudia algunos aspectos de un juego conocido como
“Lights Out”, en el que la manera en que pequenas partes se relacionan es
esencial. En palabras simples, el juego trata de presionar botones que apa-
gan o encienden ciertos conjuntos de luces. Empezamos con algunas luces
encendidas y otras apagadas. Queremos encontrar una serie de botones que,
al presionarlos, logremos dejar todas las luces apagadas, momento en el que
decimos que ganamos el juego.

Si fuera posible empezar con cualquier configuracion de luces y llegar a la
configuracion final, el estudio del juego se reduciria a encontrar una manera
de ganar. Afortunadamente ese no es el caso, pues existen configuraciones
tales que, sin importar qué botones presionemos, nunca llegaran al punto en
que todas las luces estdn apagadas. De esa manera, encontrar como y, en
algunos casos, cuantas son las configuraciones desde las que podemos ganar
se vuelve parte esencial del estudio del juego.



VIII Prefacio

El presente es un trabajo autocontenido, que emplea, entre otras cosas, la
Teoria de Gréficas y el Algebra Lineal para el estudio del juego. En el primer
capitulo se describen las reglas en su forma original, que es la de un juego
electronico, que salio a la venta en la década de los anos noventa. Uno de sus
primeros anélisis matematicos formales aparece en [1] que fue publicado en
1998, usando @nicamente, como el titulo indica, Algebra Lineal.

La idea basica del juego fue extendida naturalmente a graficas més gene-
rales que la que se puede asociar al tablero original, y en 2001 se publico [2],
en el que la Teoria de Graficas se vuelve la herramienta primordial. Apare-
cen ademas nuevas formulaciones del problema, en las que esencialmente se
agregan nuevas reglas o se modifican las ya existentes. El segundo capitulo
trata de esas generalizaciones del juego.

Una pregunta que surge de este modo es si existe alguna relacion entre
los juegos bajo diferentes reglas, es decir, si una partida en particular que
se puede ganar con ciertas reglas se puede ganar también con otras. En [3],
publicado en 2009, se estudian algunas de esas relaciones. En el tercer capitulo
se encuentran los resultados acerca de dichas relaciones entre distintas reglas
del juego.

Asi, puedo resumir los temas que se tratan en cada capitulo del siguiente
modo:

1. Presentacion del juego y primera solucion.
2. Generalizacion del juego e introduccion de nuevas reglas.

3. Anélisis de la relacion entre las distintas reglas del juego.

De ese modo busco una exposicion natural del juego que estudio: ana-
lizarlo en su forma mas sencilla, trasladar esas ideas a otros elementos, y
encontrar las relaciones que guardan entre si.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preliminares

La presente seccion incluye los conceptos, definiciones y resultados tanto
de Algebra Lineal como de Teoria de Graficas que sirven de base para el resto
del trabajo. Ademas, se presentan algunas convenciones de notacion que serén
usadas en todo el texto. Antes de enunciar un resultado sin demostracion
aparece la referencia bibliografica en la que puede encontrarse, aunque la
mayoria son resultados clasicos y bien conocidos.

Los conjuntos se denotaran con letras maytsculas, salvo que se indique
lo contrario. Se usa la notacidon estandar para relaciones entre conjuntos, es
decir, si Ay B son conjuntos, A C B quiere decir que A es subconjunto de B,
incluyendo la posibilidad de que A = B; cuando se excluya ese caso diremos
que A es un subconjunto propio de B y lo denotaremos A C B. Para decir que
un objeto a es elemento de un conjunto A escribiremos a € A. La negacion
de las proposiciones anteriores (no es subconjunto, no es subconjunto propio
o no es elemento de) se denotan con los mismos simbolos cruzados por una
diagonal, por ejemplo a ¢ A quiere decir que a no es elemento de A. Si A es
un conjunto, denotaremos también a los subconjuntos con k elementos de A
como (f) Denotaremos la cardinalidad de un conjunto A por |A|.

Se usa N para denotar al conjunto de los nimeros naturales (en los que
se incluye al cero) y Z para denotar al conjunto de los ntimeros enteros. Se
usa Zs para denotar a los enteros moédulo 2. Para denotar un vector se usan
letras mintsculas y se escribe sobre ellas una flecha, de ese modo, ¥ denota
al vector z. Se omitira la flecha cuando no haya lugar a confusion.
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Algebra Lineal

Para estudiar el juego Lights Out se har& uso de varios resultados de
Algebra, especialmente de Algebra Lineal. Primero daremos las definiciones
de las principales estructuras algebraicas que se usan en el trabajo junto con
algunos ejemplos de ellas.

Definicién 1.1.1. Un conjunto G con una operacion - es un monoide si para
cualesquiera f, g, h € G se cumple que:

» frgeG

= f-(g-h)=(f-9)h

= FExiste un inico elemento e € G tal que Vg € G se cumple fre =e-f = f

Un ejemplo sencillo de monoide es el siguiente: consideremos el conjunto
Z* U {0} (los enteros positivos incluido el cero) con la suma definida del
modo usual. Es facil ver que se cumplen las tres condiciones de la definicion
anterior, donde el elemento e es el 0.

Otra estructura que usaremos es la de espacio vectorial, y para definirla
adecuadamente necesitamos definir antes un campo.

Definicién 1.1.2. Un campo es un conjunto F' en el cual se definen dos ope-
raciones + y X (llamadas suma y multiplicacion) de modo que para cualquier
par de elementos a,b € F' existen tnicos elementos a +b € Fyaxbe F
tales que para cualesquiera a, b, c € F' se cumplen las siguientes condiciones:

a+b=b+ayaxb=bxa

(a+b)+c=a+(b+c)y(axb)xc=ax(bxc)

Existen dos elementos distintos 0 y 1 en F' tales que O+a =ay 1xa =a

Para cada a € F' y cada elemento b € F' con b # 0 existen elementos
c,d e Ftalesquea+c=0ybxd=1

ax (b+c)=(axb)+ (axc)
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El ejemplo clasico de campo es el de los nimeros reales R, pero otros
ejemplos conocidos son los Z,, donde p es un nimero primo. En particular
usaremos continuamente el campo Zs.

Definicién 1.1.3. Un espacio vectorial V' sobre un campo F' es un conjunto
en el que estan definidas dos operaciones (suma y multiplicacion por ele-
mentos del campo) tal que para cualquier par de elementos z,y € V existe
un dnico elemento x +y € V, y para cada elemento a € F'y cada x € V
existe un tnico elemento ax € V, de manera que se cumplan las siguientes
condiciones:

» Vz,ye Vsecumple x +y =y + 2

» Vz,y,2 €V secumple (z +y)+ 2 =2+ (y + 2)

= Existe un elemento en V' llamado 0 tal que x +0 = z para toda x € V'
= Para cada z € V, existe un elemento y € V tal que x +y =0

= Para cada z € V se cumple 1z = x, donde 1 € F

» Para cada par a,b € F'y cada x € V' se cumple abx = a(bx)

= Para cada a € F y cada par de elementos x,y € V se cumple que
a(z +y) =axr + ay

= Para cada par de elementos a,b € F' y cada x € V se cumple que
(a+b)x = ax + bx

A los elementos de V' se les llama vectores y a los de F' se les llama
escalares.

Definiremos dos tipos de funciones que estan ligadas al concepto de espa-
cio vectorial.

Definicién 1.1.4. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F'. Una
funcion lineal es una funcion h : V' — W tal que para cualesquiera z,y € V'
y A € F, se cumplen:

= Wz +y)=h(x)+ h(y)
= h(A\z) = Mh(z)
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Definiciéon 1.1.5. Sean A y B dos conjuntos y f : A — B una funcion.
Decimos que f es invertible si existe una funcién f=!': B — A tal que para
cualesquiera a € A y b € B se cumple que fo f~'a)=ay f~to f(b)=10

Definicién 1.1.6. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F. Un
isomorfismo es una funcion lineal h : V' — W que es invertible.

Otra idea béasica en el estudio de los espacios vectoriales es la idea de
mdependencia lineal, que se puede definir a partir de la idea de combinacion
lineal de un conjunto de vectores.

Definicién 1.1.7. Sea V un espacio vectorial y S C V. Decimos que x € V es
combinacion lineal de elementos de S si existe un nimero finito de elementos
Y1, Y2, Y €S CV y ay,ao,...,a, € F tales que x = Zle a;y;. Se dice que
x es una combinacién lineal de yy, vy, ...,y € S C V.

Definicién 1.1.8. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F'y S C V.
Definimos al subespacio generado por S como el conjunto

k
<S):{x€V:x:Zaiyi, conag; € Fyy €8, 1<i<kconkeN}

i=1

Definicion 1.1.9. Sea S C V. Decimos que S es linealmente dependiente
si existe un numero finito de vectores distintos yq,ys, ...,y € S v escalares
ai, as, ..., ar € F no todos iguales a 0 tales que Zle a;y; = 0. Si un conjunto
no es linealmente dependiente se dice que es linealmente independiente.

Esto nos permite definir la dimension de un espacio vectorial.

Definicién 1.1.10. Decimos que un espacio vectorial V' tiene dimension n
si el maximo conjunto de vectores de V' que es linealmente dependiente tiene
cardinalidad n.

Con esto podemos enunciar un importante resultado sobre los espacios
vectoriales de dimension finita, que los hace estructuras comodas de trabajar.
La demostracion puede consultarse en [7].

Teorema 1.1.11. Sean V un espacio vectorial sobre un campo F, de dimen-
ston finita tgual a n. Entonces, V' es isomorfo a F".
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Siguiendo con la idea del ejemplo anterior, si bien el ejemplo mas usual
de espacio vectorial es R" (las n-adas de ntimeros reales) sobre el campo
R, el espacio vectorial que usaremos usualmente serd ZJ sobre el campo Zs,.
Cuando se habla de espacios vectoriales es usual hablar también de matrices,
que seran de gran utilidad en el primer capitulo. A continuacién definimos
una matriz y varios conceptos asociados.

Definiciéon 1.1.12. Una matriz de n X m es un arreglo rectangular de n
renglones y m columnas de elementos de un campo. Si A es una matriz, a la
entrada correspondiente al i-ésimo renglén y la j-ésima columna se le denota
por a;; o por (A);; seglin convenga.

Definiciéon 1.1.13. La matriz identidad de n x n se denota por I, y es la
matriz que tiene por entradas a;; = 1si¢=j y a;; = 0 en otro caso.

Definiremos ahora dos operaciones utilizando matrices.

Definicién 1.1.14. Si A y B son matrices de n x m, la suma de A con
B se denota por A + B, es una matriz de n X m que tiene como entrada
(A+ B)ij = ai; + bij.

Definicién 1.1.15. Si A y B son matrices de n x r y r X m, el producto de
A con B se denota por AB, es una matriz de n X m que tiene como entrada

(AB)ij = > 4y ki

Notemos que se puede pensar a los elementos de R" o Z5 como matrices
en la que r = 1y m = n, con lo que tiene sentido hablar de multiplicar una
matriz M por un vector v, producto que denotamos por Mv. De ese modo
tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.16. Si A es una matriz de n X n y v, w son vectores de n
entradas, se cumple que A(v +w) = Av + Aw

La demostracion puede consultarse en |7].

Definiciéon 1.1.17. Si A es una matriz de n x n, diremos que es invertible si
existe una matriz de n x n que denotamos por A~! que cumple que AA~! =
A71A = I,. A la matriz A~! se le llama la inversa de A. A una matriz que
es invertible se le llama también no singular, y si no, es llamada singular.
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Definicion 1.1.18. Si A es una matriz de n x m, definimos a la matriz
transpuesta de A como A! la matriz de m x n tal que su entrada i,j es
igual a la entrada 7,7 de la matriz A, es decir, (A");; = (A);; para cada
ie{l,2,..m}yje{l,2 .., n}

Las siguientes definiciones nos ayudan a ver parte de la relaciéon que hay
entre matrices y espacios vectoriales, pues en ellas consideraremos a las co-
lumnas y los renglones de las matrices como vectores.

Definicién 1.1.19. Sea M una matriz y S un subconjunto de los vectores
formados por las columnas de M, donde S es un conjunto de vectores lineal-
mente independientes maximo por cardinalidad. Definimos el rango de M
como |S].

Definicién 1.1.20. Sea M una matriz de m x n. Cualquiera de las siguien-
tes tres operaciones por renglones (columnas) de M se denomina operacion
elemental sobre los renglones (las columnas) de M:

» Intercambio de la posicion de dos renglones (columnas) cualesquiera de
M

» Multiplicacion de cualquier renglén (columna) por una constante dis-
tinta de cero.

» Suma de cualquier multiplo constante de un renglén (una columna) de
M a otro renglon (otra columna) distinto.

La demostracion de la siguiente proposicion puede consultarse en [7].

Proposicion 1.1.21. Las operaciones elementales con renglones y columnas
en una matriz conservan el rango.

Finalmente definiremos dos tipos de funciones que se usan en el segundo
capitulo.

Definiciéon 1.1.22. Sean (A,+) y (B, *) monoides. Un homomorfismo es
una funcion h : A — B tal que para cualesquiera a,b € A, se cumple la
siguiente igualdad:

h(a +b) = h(a) * h(b)
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Definicién 1.1.23. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n sobre un
campo F. Una funcion T : V' — V se llama transformacion afin si existen M
una matriz de n X n con entradas en F'y v € V tales que para todo z € V

se cumple
T(z)=Mz+v

Denotaremos a la transformacion anterior como Tyy .

Finalmente, demostraremos un resultado sencillo sobre transformaciones
afines.

Proposicién 1.1.24. Sea V = Z1 y consideremos al conjunto
T ={t:V — V|t es transformacion afin}.
Entonces (T ,0), donde o es la composicion de funciones, es un monoide.

Demostracion. Probaremos las tres condiciones que aparecen en la defini-
cion de monoide. Sean T4 ,, y T, transformaciones afines y x € V' un vector
cualquiera.

" TawoTpu(x)=Taw(Br+u)=ABr+u)+w=(AB)x + Au+w

tomando C' = AB y z = Au + w tenemos que la composicion de Ty ,,
y T5., puede verse como T¢ . (x), que es una transformacion afin.

= [La segunda condicién esta dada por el hecho de que la composicion de
funciones es asociativa.

» Tomando a la transformacién 7j, o como e tenemos la tercera propie-

dad.

Teoria de Graficas

Una grdfica es una pareja ordenada (V, F) con V' y E conjuntos ajenos
tales que E C (§)U(}). Se denota con G(V, E) a una gréfica, y con V(G) =V
v E(G) = E a sus conjuntos de vértices y aristas respectivamente. Cuando
no haya lugar a confusion se usaran G, V'y E. A la arista {z, y} se le denota
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Figura 1.1: Una gréafica G, con V' = {wvy, vq, v3,v4, V5, 06} como conjunto de

vértices y E = {{vs}, {v1, v}, {va, v3}, {vs, v5}, {vs, v1}, {v2,v6}} como con-
junto de aristas.

por comodidad como zy. A los elementos de E contenidos en (‘1/) se les llama

lazos. Al lazo {z} se le hace referencia como lazo en .

En una grafica G(V, E), dos vértices v,u son vecinos o adyacentes si
vu € E. Decimos que una arista xy incide en un vértice z si 2z =x 0 2 = v.
En la figura 1.1 los vértices v; y vs son vecinos, por lo que la arista vyvy
incide en v; (v en vy). Si tenemos un subconjunto A C V(G) tal que para
cualesquiera v,u € A la arista vu ¢ E, decimos que A es independiente,
es decir, un conjunto de vértices es independiente si entre cualesquiera dos
no hay arista. En la figura 1.1 el conjunto {vy,vs, vy, v6} es independiente.
Para cada v € V(G) definimos la vecindad abierta de v como el subconjunto
Ng(v) C V tal que el vértice u € Ng(v) siy solosivu € EN(Y). Al conjunto
Nglv] = Ng(v) U {v} se le llama vecindad cerrada. En la grafica G vemos
que el conjunto Ng(ve) = {v1,v3,v6} y el conjunto Nglve] = {v1,ve, v3,v6}.
El grado de un vértice v € V' es un concepto importante y se define como
d(v) = |[Ng(v)|+2| {{v}}NE|, es decir, es el niimero de aristas que inciden en
¢l si contamos cada lazo como dos aristas. De ese modo d(ve) = 3y d(v3) = 3.

Definiremos ahora algunas graficas con una estructura especial que seran
de utilidad en varios resultados. Una grafica G es completa si el maximo
conjunto independiente de vértices tiene cardinalidad 1, es decir, si para
cualesquiera dos vértices distintos v,u € V, la arista vu € E. Decimos que
G es bipartita si existen dos conjuntos X,Y C V independientes tales que
XNY =gy XUY = V. Decimos que es bipartita completa si para cada
xr € X y para cada y € Y la arista zy € E. En la Figura 1.2 vemos una
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grafica completa y una bipartita completa.

0
@) V1 Q O Vg
Vg / \ Vs
Q. O
V2 O O Us
O————0
(%] V4 Vs O 0 Vg

Figura 1.2: A la izquierda esté la grafica completa de 5 vértices, a la derecha
una grafica bipartita completa con 6 vértices

Una trayectoria es una sucesion vy, vy, Vs, Vs, ..., v, de vértices distintos
tales que vv;,; € E para cada i € {0,1,2,...n — 1}, al namero n se le
llama la longitud de la trayectoria. Se denota por [(P) a la longitud de una
trayectoria P. La distancia entre dos vértices u y v de una gréfica es el minimo
valor de [(P), donde P € {P : P es una uv-trayectoria}, si no existe alguna
trayectoria que los una, la distancia se define como infinita. Una grafica es
coneza si para cualesquiera dos vértices hay una trayectoria (contenida en
la grafica) que los une, es decir, que para cualesquiera u,w € V existe una
trayectoria vy, vy, vs, U3, ..., v, tal que vg = v y v, = w. Las gréaficas de las
figuras 1.1 y 1.2 son conexas, mientras que en la Figura 1.3 tenemos una
grafica inconexa.

Figura 1.3: La gréfica es inconexa, pues no hay una trayectoria que una a los
vértices vy y v3,

Las definiciones anteriores nos permiten enunciar y demostrar un primer
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resultado que sera de utilidad més adelante.

Proposicion 1.1.25. St G es una grdfica conexa y no es completa, existen
x,y,z €V tales que sus vecindades cerradas son distintas.

Demostracion. Como G no es completa, existen dos vértices z,y € V tales
que zy ¢ E, con lo que claramente Nglz] # Ngly]. Como la grafica es
conexa, existe una trayectoria 1" = vy, vy, U9, V3, ..., v, de longitud minima tal
que v9 = x 'y v, = y. Como la arista zy no esta en la grafica, T tiene al menos
longitud 2 , asi que tomemos el vértice vy y llamémosle z. Como = € Ng|z],
entonces Ng[y] # Ng|z]. Como la trayectoria es de longitud minima, sabemos
que el vértice vy (que puede ser igual a y) no es vecino de z, de ese modo
tenemos que Ng|x] # Ng|z], probando el resultado.

Otra grafica que sera util es la llamada grdfica inducida por A, en la
que A C V. Esta es la grafica G[A] tal que su conjunto de vértices es A
y su conjunto de aristas es F' C E donde uv € F si y s6losiu € Ay
v € A. Considerando la grafica de la Figura 1.1, la grafica inducida por
A = {wvg, v9,v5,v1} es la siguiente:

Una extension natural del concepto de grafica consiste en asignar a las
aristas una “direccion”, de modo que en lugar de aristas consideremos flechas,
teniendo asi una gréfica dirigida o digrdfica, que formalmente podemos definir
como una pareja ordenada (V;A) con V y A conjuntos ajenos tales que
E CV x V. Se denota con D(V, A) a una digréfica y con V(D) y A(D) a
sus conjuntos de vértices y flechas respectivamente. Cuando no haya lugar a
confusiéon se usaran D, V' y A. A la flecha (x,y) se le denota por comodidad
como xy. Si x = y se le llama también lazo.



1.1 Preliminares 11

0 o~ \/ ‘\\)o vs

OO O
V3 Vyg

(%1
o)
V2

Figura 1.4: Una digrafica G, con V' = {vy, vq,v3,04, 05,06} cOmMo conjunto

de vértices y B = {(v3,v3), (v1,v2), (v2,v3), (Va,05), (v1,v5), (v5,01), (v6, v2) }
como conjunto de flechas.

Para extender el concepto de vecino que tenemos para graficas debemos
considerar la direccion de la flecha que une dos vértices. Para cada v € V(D)
definimos la ezvecindad (invecindad) de v como el subconjunto Nj(v) CV
(Np(v) C V) tal que para cada u € V, se tiene que u € N} (v) (u € Np,(v)) si
ysolosivu € A (uv € A). De igual modo, definimos el exgrado(ingrado) de un
vértice v € V' en una digrafica D como d*(v) = [N} (v)| (d™(v) = |Np(v)]),
es decir, es el namero de flechas que salen del vértice (entran al vértice). Si
tenemos una flecha uv en la digrafica, decimos que es simétrica si la flecha
vu también estd en la digrafica. Asi consideraremos la parte asimétrica de
una digrafica D, denotada por Asim(D), como la digrafica que tiene como
conjunto de vértices a V' y su conjunto de flechas es B C A, donde xy € B si
y solosizy € Ay yx ¢ A, es decir, que tiene a las flechas de A que no son
simétricas (las flechas asimétricas).

De manera analoga al caso de las gréaficas, se define la digrdfica inducida
por B C V como la digrafica G[B] tal que su conjunto de vértices es B y su
conjunto de flechas es FF C A donde uv € F siy sélosiu € By v € B.

Siempre es posible construir una gréafica a partir de una digrafica D al
cambiar cada flecha de la digrafica por una arista, de modo que la flecha
(u,v) se cambia por la arista {u,v}. A la grafica obtenida de ese modo se le
llama grdfica subyacente de D. Por otro lado, si tenemos una grafica G(V, E),
una biorientacion de G es una digrafica D(V, A) tal que, si la arista uv € E
entonces la flecha uv, la flecha vu 0 ambas estan en A.



12 Introduccién

(%1 (%1
o}

Ve Ve
°— / Vs O\O / 5 Us
Yz / () /

O 0
V3 () V3 V4

Figura 1.5: La parte asimétrica de la grafica de la figura 1.4 y su grafica
subyacente.

Hay un concepto que relaciona el Algebra Lineal con la Teoria de Graficas:
la matriz de adyacencia de una gréfica o digrafica. Es una matriz de |V| x |V/|
que tiene en la entrada 7,j el nimero 1 si la arista (flecha) v;v; estd en
la grafica (digrafica) y 0 en otro caso. Las siguientes son las matrices de
adyacencia de la digrafica y la grafica de la figura 1.5, llamadas M; y M,
respectivamente. Es importante notar que, debido a que en las graficas se
usan aristas y no flechas, la matriz de adyacencia de una grafica siempre es
simétrica, mientras que la matriz de adyacencia de una digrafica es simétrica
solamente cuando todas las flechas de la digrafica son simétricas. Una grafica
es no singular si su matriz de adyacencia es no singular.

O O OO oo
—_—0 O O O
OO = = = O
OO oo oo
SO RO OO
OO OO oo
o NeNeNoll =]
—_ O O = O
SO O == O
O O OO oo
O O O O oo
NeNeBall -

Mas informacion sobre graficas puede encontrarse en [5] y en [6], mientras
que para digraficas puede revisarse [4].

1.2. Lights Out: Solucién con Algebra Lineal

El juego Lights Out (luces apagadas) es un juego electrénico que fue
lanzado al mercado a mediados de los anos noventa por la empresa Tiger
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Electronics. Consiste en un tablero de 5 x 5 en donde en cada casilla hay un
boton y una lampara, que puede estar encendida o apagada al inicio del juego.
Un movimiento consiste en presionar uno de los botones, provocando que el
boton presionado y las lamparas adyacentes (arriba, abajo y a cada lado,
salvo que no tenga alguna de ellas) cambien su estado, es decir, si estaban
apagadas se encienden y viceversa. El objetivo del juego es que una vez dada
una configuracioén inicial de luces, se presionen en secuencia botones de modo
que se logre apagar todas las luces del tablero.

Lo primero que haremos es determinar cuando es posible ganar en el jue-
go dada una configuracion inicial y como encontrar la secuencia de botones
correspondiente. Una vez hecho eso, se revisaran algunas generalizaciones del
juego en gréaficas y se haran observaciones acerca de qué condiciones deben
cumplirse para que sea posible encontrar una secuencia de botones ganadora
en dichas generalizaciones del juego, asi como algunas relaciones entre ellas.
Es interesante ver que en el tablero clasico de Lights Out es posible determi-
nar la solubilidad de un juego, asi como encontrar una secuencia ganadora,
usando tnicamente algebra lineal. Para hacerlo hay que usar algunos resulta-
dos sobre el algoritmo de eliminacién de GGauss-Jordan y sobre el espacio nulo
de una matriz. Antes de empezar, es conveniente hacer algunas observaciones:

1. Presionar un mismo botén dos veces equivale a no haberlo presionado
nunca, por lo que si hay una soluciéon, ésta no necesita presionar més
de una vez cada boton.

2. El estado de una lampara no depende del orden en el que son presiona-
dos los botones del tablero, sino que depende tnicamente del ntimero
de veces que se presionaron los botones correspondientes a la lAmpara
y sus vecinas. Esto quiere decir que el orden en el que se presionan los
botones en una sucesioéon no es importante.

112131415
2122232425
31(32(33[34]35
4142434445
5152535455

Figura 1.6: El tablero de Lights Out
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En lo sucesivo denotaremos el estado de una lampara con 1 si est& encen-
dida y con 0 si esta apagada. Diremos que dos botones del tablero son vecinos
si comparten un lado, es decir, los vecinos de un botén son los botones que
se encuentran a su derecha, izquierda, arriba y abajo respectivamente (si un
botén no tiene vecino en una o dos direcciones es porque ese botéon esta en
una orilla o esquina del tablero). Ademas, para hacer referencia al estado del
vértice de la i-ésima fila y la j-ésima columna usaremos b; ; (ver la Figura
1.6), y usaremos al vector columna b para hacer referencia a un vector de
25 x 1 cuyas entradas son:

P t
b= (bl,la b1,27 s 7b1,57 b2,17 s 7b5,47 b5,5)

Como b indica el estado de todas las luces en el tablero, le llamaremos vec-
tor de configuracion del tablero o simplemente configuracion. Si tomamos
las operaciones en Z,, la acciéon de presionar un botén en el tablero puede
verse como sumarle a b un vector Z de 25 x 1 que tenga 1 en las entradas
correspondientes al boton presionado y sus vecinos, y 0 en las demés entra-
das. Como se consideran las operaciones en Zo, el vector '+ b sigue teniendo
entradas en Zo, y las entradas que corresponden al botéon presionado y sus
vecinos cambiaron de estado (es decir, de 1 a 0 o bien de 0 a 1, segiin su
estado inicial) mientras que las demas entradas quedaron igual.

Ya hemos dicho que si la configuracion del tablero tiene solucion, entonces
no es necesario presionar botéon alguno mas de una vez, ademas de que el
orden en el que se presionen los botones es irrelevante. A una sucesion de
botones se le llama estrategia y puede representarse como un vector columna
7 de 25 x 1, donde la entrada 7,j (numerando las entradas de i como las de
5) es 1 si hay que presionar el botéon 4,57 v es 0 en otro caso. Diremos que
una configuraciéon b es soluble (se puede ganar) si existe una estrategia ¥ tal
que, al aplicar la estrategia i en el tablero con configuracién 5, se gana el
juego, es decir, todas las luces quedan apagadas. Del mismo modo, si i es
una estrategia con la que se gana desde una configuracion 5, diremos que ¥
es una estrategia ganadora para b.

Supongamos que empezamos con el tablero de juego completamente apa-
gado (al que corresponde la configuracion del vector cuyas entradas son todas
iguales a 0) y que tenemos una estrategia ¢. El vector ¢ nos define, por ser
una estrategia, un conjunto de botones a presionar en el tablero. Cada que
presionemos un botén cambiara la configuracion del tablero. Dicho cambio
corresponde a sumar un vector a la configuracion del tablero que depende
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de la posicion del botén (si esta en una esquina, sobre los lados del tablero
y N0 es una esquina, o si es algin otro boton), pues de su posicion depende
el nimero de vecinos que tenga. Un ejemplo de las sumas para un vector de
cada tipo es el siguiente:

bi1 =211+ 212+ T2
bo1 = Xo1 + 11 + Tap + T30
boo = Xo o + Taz + To1 + T12 + T3

donde el vector z; ; es un vector que tiene todas las entradas iguales a 0 salvo
la entrada ¢, 7, que es igual a 1, y el vector b; ; es el que corresponde al botén
i,]. .

En general, notemos que A¥ = b, donde la matriz A es una matriz de
25 x 25 de la siguiente forma

QOO ~W
SO ~~
© O~m~O
~~O0
W~QOQO

en donde [ es la identidad de 5 x 5,
una matriz de la siguiente forma:

es la matriz de ceros de 5 X 5y B es

OO~ =
OO R
O = ==
_ = -0 O
__o oo

Vemos que al multiplicar esa matriz A por un vector 7, lo que ocurre es
que la entrada 7,7 de b corresponde a la suma (en Zs) de una cantidad de
unos que coincide con el nimero vecinos que se presionan en la estrategia i
del botén 4y, por lo que el resultado de esa suma indicara el estado del botéon
0,].

Por ejemplo, si multiplicamos A por el vector que tiene 1 en la primera
entrada (lo que corresponde a presionar la casilla (1,1)) y 0 en las demas,
obtenemos el vector

z=(1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).



16 Introduccién

Al sumar ese vector a un vector de ceros (correspondiente a tener todos los
vértices apagados) obtenemos de nuevo z. Los unos de ese vector indican que
las casillas que quedan encendidas son (1, 1), (1,2) y (2,1), lo que corresponde
al efecto de presionar el el boton correspondiente a la casilla (1,1).

La observaciéon con la que cobra sentido la definicion de la matriz A y
lo dicho acerca de la solubilidad de una configuracion I;, es la siguiente: si
tenemos el tablero apagado y se presionan los botones del tablero siguiendo
una estrategia ¢/, llegamos a una configuracion b en el tablero. Si ahora pre-
sionamos los mismos botones que indica 7/, el tablero regresa a su posicion
original. Es decir, si conocemos los botones con los que se llega a una confi-
guracion b desde el tablero apagado, presionar esos mismos botones llevara
la configuracion b al tablero apagado, por lo que esa configuracion b tendria
como estrategia ganadora a 3. Esto es muy facil de pensar si imaginamos
que, desde un tablero apagado, empezamos a presionar botones hasta llegar
a una configuracion b y grabamos el proceso con una camara. Al ver el video
en reversa encontraremos una estrategia para ganar desde la configuracion b.

Entonces, para encontrar una estrategia que apague todas las luces de una
configuracion b basta con encontrar un vector ¥/ que sea solucion de Ax = b.
Podemos decir que una configuracion b es soluble si y solamente si pertenece
a R(A), el rango de la matriz A. Eso gracias a que si la configuracion es
soluble, entonces tiene al menos una estrategia ganadora y, como notamos
antes, la entrada 7,5 del producto Ay es la suma del nimero de veces que
presionamos al botén i,j7 o a uno de sus vecinos desde un tablero apagado
para llegar a l;, asi que el vector b es una combinacion lineal de las columnas
de A, por lo que b € R(A). Reciprocamente, si be R(A) entonces existe un
vector ¢ tal que Ay = g, por lo que al empezar desde un tablero apagado y
aplicar la estrategia asociada a ¥/, llegamos a una configuracion ¢ = Ay, y
dado el producto de una matriz por un vector es una funcioén, tenemos que
b=2C

Sin embargo, hay que notar que la matriz A es una matriz singular, por
lo que no podemos garantizar la existencia de una estrategia ganadora para
cualquier b. Como lo que nos interesa es que b e R(A), podemos analizar
facilmente al R(A) si transformamos la matriz A en una matriz £ que sea
escalonada. Sabemos que por ser A una matriz, existe una matriz M tal que
MA = E, donde E es una matriz escalonada y M es la matriz que resulta
del producto de las matrices de operaciones elementales usadas para llevar
A en E. Es importante recordar que las matrices elementales son invertibles,
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por lo que M es invertible, asi que R(A) = R(EF). Ya en su forma escalonada
se puede ver facilmente que F tiene rango 23, es decir, hay dos variables
dependientes x5 4 y @55 en las dos tltimas columnas, que son:

= (0,
= (1,

Ademas, sabemos que el complemento ortogonal del nicleo de A es R(A)
por ser A una matriz simétrica, y como M es no singular, el nicleo de F
es el mismo que el de A, por lo que para poder describir a R(A), basta con
encontrar una base para el niicleo de E. Encontrar dicha base se simplifica al

ser F/ una matriz en su forma escalonada, pues si nos fijamos en las ultimas
dos columnas de FE, y definimos:

= (0, 1,0)!
= (1, ,0,1)f

Essos dos vectores forman una base para el ntcleo de E, asi que podemos
llegar al siguiente resultado:

[y

717 707 Y y ? Y y ? ? Y Y ? ? Y 707
1,0,1 1

1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0)"
07 7077170717071707070707071707170717 7071

0,0
,0,0)!

gl S

SL 3L
no =

17 17 1707 1707 1707 17 17 1707 17 17 17 07 1707 17 07 17 17
0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1

Teorema 1.2.1. Una configuracion b es soluble si y solo st b es ortogonal a
ﬁl Uy ﬁg.

Demostracion. Supongamos primero que b es soluble, entonces sabemos
que existe una estrategia ¢ tal que Ay = l;, por lo que b€ R(A) y por lo
tanto b € R(E). Sabemos ademss que el ntcleo de E es el complemento
ortogonal de R(FE), asi que b puede expresarse como combinacion lineal de
las primeras 23 columnas de E, por lo que si E; denota la i-ésima columna
de E, entonces b= Zl (G E; donde ¢; € Zy y b- (aiiy + Biiy) = 0 donde
a, B € Zo, es decir b es ortogonal a 77y y 7s.
Si ahora tomamos que b es ortogonal a 77, y 75, entonces b es un elemento

del complemento ortogonal del subespacio generado por 71 y 72 y entonces
b es soluble. [

Con esto se vuelve facil verificar si una configuracion b es soluble, pues se
reduce a verificar el producto interior de la configuracion b con los vectores
n1 y ns. Ademéas podemos notar que las configuraciones solubles son aquellas
que, cuando son vistas como combinacién lineal de los vectores columna de
E, no tienen en la suma a los vectores 1; y 75. Tomando esto en cuenta, y
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recordando que el campo sobre el que estamos trabajando es Z,, podemos
ver que dada una configuracion inicial arbitraria f, la probabilidad de que
sea soluble es de i

—

Corolario 1.2.2. La probabilidad de que una configuracion inicial f sea
soluble es de %'

Demostracion. Como el campo sobre el que estamos trabajando es Z, y
una configuracion f tiene 25 entradas, entonces hay 2% configuraciones posi-
bles del tablero. Por 1.2.1 sabemos que las configuraciones solubles son aque-
llas que se pueden ver como combinacién lineal de las primeras 23 columnas
de E. Puesto que para cualquier combinacién lineal de esos 23 vectores tene-
mos tinicamente dos escalares que asignar a cada vector, el 1 y el 0, podemos
ver cada combinacién lineal como una suma de algunos de esos 23 vectores,
donde cada uno estd o no esta en la suma (es decir, aparece con coeficiente
1 6 0). De esta forma, tenemos 223 configuraciones solubles entre 2% con-

figuraciones posibles, es decir, que la probabilidad de que f sea soluble es
2% 1 1 [ |
225 — 22 T 1

Ademas, podemos decir otra cosa de las configuraciones solubles, y es que
su solucion no es tnica, hay de hecho cuatro soluciones para cada configura-
cion soluble, y se encuentran sumando los vectores de la base del nucleo de
E a una estrategia ganadora conocida.

Lema 1.2.3. Si b es soluble y T es una estrategia ganadora para g, entonces
T4+ny, ¥+ ny, &4+ nj+ ny son las estrategias ganadoras para b.

Demostracion. Dado que ¥ es estrategia ganadora para b, entonces cumple
que AZ = b. Veamos que & + nj + ny es estrategia ganadora, y las demas son
analogas. Como A es lineal se cumple que:

A(Z +ny + ny) = AT + Any + An.

Y como sabemos que n] y ns estan en el niucleo de A, entonces An; =0y
Ans = 0, por lo que tenemos que

A(Z 4y +13) = A(T) = b.

Para ver que no tenemos otra estrategia ganadora ademés de las cuatro
que hemos encontrado hay que hacer algunas observaciones con respecto a



1.2 Lights Out: Solucién con Algebra Lineal 19

Z. Como 7 cumple que A7 = l;, podemos pedir que ¥ tenga sus ultimas dos
entradas iguales a 0, con lo que su expresion como combinacion lineal de los
primeros 23 vectores de E es dnica, por lo que si tuviéramos otra estrategia
ganadora v, si tiene las dltimas dos entradas iguales a cero, sera la misma
estrategia que I, y si no, podemos sumarle alguna combinacion lineal de n}

y ny de modo que las tltimas dos entradas sean 0 y llegar a Z.
|

A pesar de que ya sabemos varias cosas sobre la solubilidad de una confi-
guracion dada y su solucion, pareciera que no tenemos un modo de encontrar
la estrategia ganadora para ella. Sin embargo, por el Teorema 1.2.1 y el Lema
1.2.3 sabemos que si b es soluble, podemos pedir que 7 tenga en sus ultimas
dos entradas iguales a cero, asi que tenemos que EZ = Z, lo que nos lleva al
siguiente corolario que nos da explicitamente una estrategia ganadora para
una configuracion soluble b.

Teorema 1.2.4. Si b es soluble con estrategia ganadora T, entonces MI;,
Mb+ny, Mb+ ny y Mb+ ni + ny son las estrategias ganadoras de b.

Demostracion. Veamos que podemos pedir siempre que una estrategia ga-
nadora cumpla Fr=7. Como la matriz F estd en su forma escalonada de
Gauss-Jordan, entonces es una matriz de la forma:

I S
(0 0.)
en la que para el caso que estamos estudiando, I es la identidad de 23 x 23,
S es la matriz de 23 x 2 que corresponde a los vectores columna vy v vs, v
01 v O son matrices de ceros de 2 x 23 y 2 x 2 respectivamente. Entonces
solamente necesitamos que las ultimas dos entradas de T sean 0 para que
tengamos que F¥ = #. Esa estrategia I existe pues, por ser b soluble con
estrategia ganadora &, si & no tiene sus dos ultimas entradas iguales a cero,

sumamos n; o0 ng o ambos para hacer esas entradas iguales a cero. Asi, con
Z que cumpla que E¥ = 7, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

7= ET = MAZ = M(AZ) = Mb

Teniendo ya que Mb es una estrategia ganadora para g, por 1.2.3 tenemos
el resultado. u
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Con esto hemos terminado el analisis del juego Lights Out en su forma
original, pues ya podemos determinar la solubilidad de una configuracion
inicial, y encontrar explicitamente las estrategias ganadoras para ella. Es
posible generalizar de varias maneras el juego, por ejemplo, puede aplicarse
el mismo razonamiento aqui dado para un juego con las mismas reglas en
un tablero de n x n simplemente construyendo una matriz A, de n? x n? de
manera anédloga a la construccién de A para el caso de 5 x 5, y analizando
su rango. Otra generalizacién natural es considerar que el tablero estd en
un toro, es decir, cuando se presiona una casilla en una "‘orilla"’ del tablero
(por ejemplo, en la parte superior), se cambia el estado de las luces que
son adyacentes en el mismo sentido que para el tablero usual, pero también
se cambia el estado de la casilla que estd en la parte inferior del tablero
que corresponde a la misma columna de la que presionamos (o en la fila
correspondiente si tomamos una casilla en uno de los lados del tablero).

Por ejemplo, para el caso de un tablero de 5 x 5 sobre un toro, la matriz
Ar tiene la siguiente forma:

B I O O 1
I B I O O
O I B I O
O o0 I B 1
I O O I B

Donde [ es la idendidad de 5 x 5, O es la matriz de ceros de 5 x 5y B’
es la siguiente matriz:

11001
11100
01110
00111
1 0011

En ella, los renglones que corresponden a botones que no estdn en las
orillas del tablero son iguales a la matriz A del problema original, y los
botones que estan en las orillas tienen unas pequenas modificaciones que
corresponden al hecho de que sobre el toro tienen nuevos vecinos. Del mismo
modo que se hizo antes, veamos cudles son con algunas de las entradas del
vector b al aplicar una estrategia -
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b1 =211+ T2+ 221+ 251+ T
ba1 = o1 +T11 + 222+ X371 + Tos
bao = Tao + Taz + To1 + Ti2 + T3

Al encontrar la forma escalonada de la matriz A se puede verificar que la
dimension del nicleo es 8, y que las columnas linealmente dependientes son
las que corresponden a los botones bs 2, b5 3, b5 4,b55,b42,043,044 Y bas, los
vectores que forman las columnas correspondientes son los siguientes, donde
n;,; corresponde al vector columna del boton b; ; en la matriz E7, que es la
forma escalonada de Ar:

ns5 = (0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)"
ns4 = (1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)*
nss = (1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)*
ns2 = (0,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)*
ns5 = (1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)"
ns4 = (1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)"
ns3 = (1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)"
ns2 = (1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)"

De manera anéloga al caso plano, se siguen los siguientes resultados para
el toro:

1. Si ¥ es una estrategia ganadora para la configuracion inicial Z;T, entonces
T4 cignigconi € {4,5}y j € {2,3,4,5} y ¢;j € Zy también es
una estrategia ganadora.

2. Si MrApr = Ep, con My la matriz que resulta del producto de las
matrices de las operaciones elementales usadas para pasar a Ar a su
forma escalonada Er, y b es el vector de configuracion inicial del juego,
entonces se cumple que el vector # = Mrb es una estrategia ganadora
para b.

3. La probabilidad de que una configuracion inicial del tablero en el toro

1
sea soluble es de 556
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Introduccién




Capitulo 2

Lights Out

2.1. Soluciéon con Teoria de Graficas

Para estudiar el problema anterior de apagar las luces en un tablero era
suficiente (y de hecho practico) usar tnicamente algebra lineal, ya que per-
mitia bastante generalidad en cuanto a las configuraciones del tablero y para
aplicar los mismos razonamientos al juego sobre el toro o la banda de Mobius
basta hacer algunas modificaciones del tamano de la matriz A o cambiar al-
gunas entradas, aunque el hecho de estar jugando sobre un “tablero” hace que
las modificaciones sean bastante simétricas y faciles de hacer. Sin embargo,
si extendemos el juego Lights Out a una grafica algo més complicada que la
que se puede asociar a un tablero como el que se reviso, es posible encontrar
resultados usando herramientas de Teoria de Gréficas.

El problema puede entenderse como sigue: un conserje entra a trabajar
en un museo, y una de sus tareas es que por la manana antes de abrir, tiene
que encender las luces de todas las salas, cada una de las cuales tiene un
interruptor propio. El problema no seria tan interesante si las conexiones
eléctricas funcionaran a la perfeccion, pero en este museo en particular no
es el caso. Resulta que cada vez que el conserje mueve un interruptor no
solamente cambia el estado de la sala en la que se encuentra (es decir, se
enciende o apaga la luz) sino que las salas adyacentes también lo hacen. La
pregunta interesante en este caso es si lograra el conserje encender todas las
luces del museo.

El problema puede modelarse como una digrafica del siguiente modo: a
cada sala del museo (junto con su interruptor) se le asigna un vértice, y se
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pone una uv-flecha si al presionar el vértice u se cambia el estado del vértice
v. Si resulta, como es el caso del problema del museo que planteamos origi-
nalmente, que al presionar un vértice cambia el estado de todos los vértices
adyacentes, como para las habitaciones de un edificio ser adyacente es una
relacion de equivalencia, basta con poner en la digrafica las flechas simétricas.
Ademas a cada vértice le asignamos un lazo para que, al accionar el interrup-
tor de un cuarto, también cambie el estado de la luz en ese cuarto. Tomando
el modelo como se ha descrito, y tomando como estado inicial de la digrafica
el que todas las luces estén apagadas, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1.1. 57 D es una digrdfica sobre un conjunto de vértices V', con
dt(v) > 0 para cada v € V y tal que para cada subconjunto de cardinalidad
impar U C V' hay un vértice con exgrado impar en D]U]|, entonces es posible
encender todas las luces de D.

Demostracion. Se procede por induccion sobre la cardinalidad de V. Por
comodidad, nos referiremos a un conjunto de cardinalidad impar simplemente
como un conjunto impar. Es claro que si V' tiene solamente un vértice u, se
cumple el resultado, pues el nico subconjunto impar que podemos tomar
es justamente u, que para tener exgrado impar debe de tener un lazo, y si
presionamos u, se encienden todas las luces de D. Supongamos entonces que
el resultado es vélido para una digrafica con n vértices, y sea D con n + 1
vértices. Si tomamos un vértice cualquiera u y tomamos a D' = D[V — {u}],
notemos que D’ cumple las hipotesis del teorema, pues todo subconjunto
impar de D’ es a su vez un subconjunto impar de D, por lo que por hipotesis
de induccion es posible encender todas las luces de D’. A la secuencia de
vértices que hay que presionar en D’ para encender las luces la llamaremos
una n-estrategia respecto a u. Si al aplicar esa n-estrategia en D el vértice u
puede encenderse (en cuyo caso hemos terminado, pues se pueden encender
todas las luces de D) o permanecer apagado. Si para cualquier vértice u que
removemos de D, al aplicar la n-estrategia respecto a u, éste queda siempre
sin encenderse, hay que analizar los dos casos siguientes:

1. Sin+1 es par, entonces aplicamos todas las n-secuencias sobre D, como
tenemos una n-estrategia por cada vértice deD (tenemos exactamente
n+ 1 distintas n-estrategias) entonces cada vértice cambia de estado n
veces, pues cambia de estado una vez por cada n-estrategia encontrada
sobre una subdigrafica inducida de n vértices que contiene a ese vértice.
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Como todos los vértices estan inicialmente apagados, y n es impar,
entonces todos los vértices se encienden.

2. Sin+ 1 es impar y como D es inducida de si misma, por hipotesis
tenemos un vértice u de exgrado impar. Accionemos el interruptor de
u, y llamemos U al conjunto de vértices de D que se encienden. Como
U tiene cardinalidad impar, entonces V' — U tiene un ntmero k par de
vértices. Apliquemos ahora todas las n-estrategias asociadas a los vér-
tices de V —U (es decir siv € V —U, se aplican las n-estrategias que se
encuentran al analizar la digrafica D[V — {v}]) . Al hacer esto, hemos
logrado encender todos los vértices de V —U, pues cada n-estrategia en-
ciende todos los vértices de V — U a excepcion de un vértice, por lo que
al aplicar las n-estrategias respecto a los k vértices de V — U, cada vér-
tice cambia su estado un nimero impar de veces, y como originalmente
los vértices de V' — U estaban apagados, el finalizar ese proceso quedan
todos encendidos. Por otro lado, los vértices de U estaban encendidos,
pero como se aplican un namero par de n-estrategias que cambian el
estado de los vértices de U, entonces esos vértices terminan encendidos
pues al inicio del proceso ya lo estaban.

Ademas, podemos probar que el Teorema 2.1.1 vale para una digrafica D
con algunas flechas simétricas y algunas que van solamente en un sentido si
la grafica subyacente de Asim(D) es una grafica bipartita completa.

Corolario 2.1.2. 5@ D es una digrdfica, con V su conjunto de vértices y A
su conjunto de flechas, tiene un lazo en cada vértice y la grdfica subyacente
de Asim(D) es una bipartita completa, entonces es posible encender todas
las luces.

Demostracion. Es claro que una grafica bipartita completa sobre un con-
junto impar de vértices tiene un nimero par de aristas, pues uno de los dos
elementos de la particion debe tener un ntmero par de vértices. Entonces, si
tomamos a U C V(D) con un ntimero impar de vértices, entonces D[U] tiene
un namero impar de flechas, puesto que:

= El conjunto U tiene un ntmero impar de vértices, asi que tiene un
numero impar de lazos.
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» Las flechas simétricas valen cada una por dos flechas, por lo que esas
aportan un nimero par al total de flechas de D[U]

» Las flechas asimétricas son un niimero par, puesto que si tenemos una
grafica bipartita completa sobre un conjunto impar de vértices U, si X y
Y son las clases de la particion, una de las dos partes de la grafica tiene
un numero impar de vértices. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que es X, por lo que cada vértice z € X tiene un nimero par de vecinos
(los vértices en Y'), como hay |X||Y| aristas, entonces en D'[U], donde
D'lU] = Asim(D) hay un ntmero par de aristas, que corresponden a
un nimero par de flechas en D.

Entonces tenemos un nimero impar de flechas en D[U], asi que la suma
de los exgrados de sus vértices es impar, con lo que tenemos al menos un
vértice de exgrado impar, por lo que por el Teorema 2.1.1 tenemos que en D
se pueden encender las luces.

Un problema interesante que se resuelve con el Corolario 2.1.2 es el si-
guiente. Modifiquemos un poco el museo del problema inicial: supongamos
que las luces funcionan igual que antes pero algunas de las salas de exhibi-
cién fueron modificadas para que sean oficinas y ademés agregamos un nuevo
cuarto especial llamado “el corredor”, que tiene la propiedad de que su botén
cambia el estado de todas las salas que siguen siendo de exhibicion, mientras
que los botones de las oficinas cambian el estado de la luz del corredor. En
la digréafica asociada al problema, la digrafica inducida por las aristas asimé-
tricas tiene como gréafica subyacente a K, y|—1 que es una grafica bipartita
completa, por lo que las luces también pueden encenderse.

Toda esta discusion sobre la posibilidad de encender las luces en una
digrafica se ha hecho sobre digraficas cuyas subdigrificas cumplen ciertas
propiedades, como tener lazos en los vértices o que apareciera cierta estruc-
tura en la parte asimétrica. Sin embargo puede que el sistema eléctrico del
museo esté en un estado tal que no cumpla ni siquiera con tales requerimien-
tos. ;Qué pasaria si lo inico que sabemos del sistema eléctrico del museo es
que para cada lampara hay algtin botén que la enciende? Quiza el poder en-
cender todas las luces sea demasiado, pero es facil de verificar que bajo tales
condiciones siempre es posible encender mas de la mitad de las lamparas. Si
tenemos |V| lamparas y pensamos que cada botén es presionado de manera
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arbitraria e independiente de los deméas botones, cada botéon se acciona con

probabilidad de %, por lo que el promedio del nimero de lamparas que se

. v .
encenderd es de . Como sabemos que hay una configuracion tal que el

2
. . . v .
nimero de luces encendidas es estrictamente menor que ‘7‘ (la configuracion
cuando todas las lamparas estdn apagadas, resultado de no presionar nin-
gin boton), entonces podemos asegurar que al menos hay una configuracion

posible en la que hay mas de |2ﬂ luces encendidas.

2.2. Juegos Dirigidos vs. Juegos No Dirigidos

A primera vista puede parecer que los juegos dirigidos (es decir, aquellos
que modelamos usando digraficas) son méas generales que los juegos no diri-
gidos. Sin embargo resulta que, de cierto modo, los juegos son equivalentes,
pues para toda digrafica podemos encontrar una grafica sobre los mismos
vértices tal que es posible encender los mismos conjuntos de lamparas que
en la digrafica. Es interesante ver también que el nimero maximo de lam-
paras que pueden encenderse esta relacionado con el nimero de lazos de la
digréafica. Para la demostracion denotamos como Z; al i-ésimo renglon de una
matriz Z.

Teorema 2.2.1. Sea D una digrdfica y k el mdzximo nimero de ldmparas que
pueden encenderse en D, entonces existe una grdfica G con V(G) =V (D) y
con k lazos tal que los mismos conjuntos de ldmparas que se pueden encender
en D se pueden encender en G.

Demostracion. Sea A = (a;;) la matriz de adyacencia de D y tomemos a
a;. Sabemos ya que el vector de configuracion inicial b de la grafica (que se
construye de manera analoga al del tablero inicial) que corresponde a tener
todas las lamparas apagadas tiene cero en todas las entradas, y al presionar
el boton ¢ lo que hacemos es sumar a; al vector de configuraciéon del tablero.
Lo anterior implica que las configuraciones que se pueden obtener en D son
las que se encuentran en el rango por renglones de A, con las operaciones
en Zs. Las graficas tienen una matriz de adyacencia simétrica, por lo que
lo que haremos serd construir una matriz A’ que sea simétrica con k unos
en la diagonal (que corresponden a los lazos) que tenga el mismo rango por
renglones de la matriz A.

Por comodidad numeremos de nuevo los vértices de V(D) (es decir, las
columnas de A) de modo que las primeras k columnas de A correspondan a
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un conjunto maximo de lamparas que pueden encenderse en D. Aplicando
eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz A llegamos a una matriz de la que,
al reordenar las primeras k columnas, obtenemos una matriz C' que sea de la

forma:
I B
(o o)

donde I es la identidad de r» x r con r < k, B es una matriz arbitraria de
(n — r) columnas, con O; y Oy matrices de ceros. Es claro que el vector
1y = (1,1,1,...,1,0,0,...,0), que tiene 1 en las primeras k entradas y 0 en
las demas, estd en el rango por renglones de la matriz, pues corresponde a
encender las primeras k lamparas. Por la forma de la matriz, la inica manera
en que podemos obtener los unos que aparecen en las primeras r entradas de
1 como combinacién lineal de los renglones es sumar los primeros r renglones
de la matriz, y como los deméas renglones son ceros, el resultado de esa suma
debe de ser el vector 1;, de lo que tenemos que las primeras k — r columnas
de B tienen un ntmero impar de unos, y el resto tiene un nimero par de
unos. Lo tltimo debido a que la suma modulo 2 de las entradas de cada una
de las primeras £ — r columnas de B tiene que ser 1, pues la entrada de 1,
correspondiente a esa columna de B debe ser 1, y la suma de las entradas
de cada una de las n — k columnas restantes de B tiene que ser 0, pues la
entrada correspondiente de 1, debe ser 0.

La observacion importante que hay que hacer ahora es que la matriz C
es equivalente por renglones a la matriz:

I B
I
(o 7)

Para ver lo anterior, simplemente hagamos las operaciones por renglones
necesarias para que debajo de la identidad aparezca la matriz B®. Es claro que
la i-6sima columna de B! es b;'. Si queremos construir esa columna, tenemos
que sumar el i-ésimo renglén de C' en cada uno de los renglones en los que
aparece 1 en b;t. Si procedemos asi para cada ¢ es facil ver que obtenemos la
matriz B® en el lugar que queremos y obtenemos una matriz F' que resulta
de sumar los renglones de B de acuerdo a las operaciones por renglones que
hicimos, sin embargo lo que es realmente interesante es ver que la matriz F
corresponde a una matriz muy conveniente.
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Alfijarnos en fz vemos que por la manera en que procedimos para obtener
la matriz BY, f; corresponde a la suma de los renglones b; tales que la J-ésima
entrada de la i-ésima columna de B es 1. De modo que podemos ver a f; como
el siguiente producto (x):

by
by
(bl,i7 b?,ia b3,ia ) b(nfrfl),ia bnfr,i)

BTL*T’
De este modo podemos observar que de hecho, la entrada (1,1) de la
matriz I es el resultado de multiplicar el primer renglon de B! con la primera,
columna de B, la entrada (1, 2) es el resultado de multiplicar el primer renglon

de B! con la segunda columna de B, siguiendo ese razonamiento para cada
entrada de la matriz I, tenemos que F = B'B, asi que la matriz A’ es en

realidad
1 B
! __
A= < B B'B )

Que sabemos que es una matriz simétrica, con lo que corresponde a la
matriz de adyacencia de una grafica. Notemos que en BB, la diagonal co-
rresponde al producto (%) de una columna de B con ella misma. Como las
primeras k—r columnas de B hay un niimero impar de unos y en las restantes
hay un nimero par de unos, los primeros k — r elementos de la diagonal son
1 y los ultimos n — k son ceros. Como I es la identidad de orden r, tenemos
en total r + k —r = k unos en la diagonal, con lo que la demostracion queda
conluida. |

Para una digrafica en la que todas las lAamparas pueden encenderse tene-
mos k = n, y por el teorema anterior hay una grafica sobre el mismo conjunto
de vértices en la que pueden encenderse todas las lamparas.

2.3. Una nueva restriccion: solo-encendidos

Hasta ahora hemos hecho un estudio del juego Lights Out sobre graficas y
digraficas, y hemos trabajado asumiendo que en cualquier momento podemos
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presionar el vértice que queramos. Sin embargo, si pensamos en el conserje del
museo, puede ser que en pricipio le parezca extrafio (o inclusive sin sentido)
el activar el interruptor de una sala cuya luz ya esta encendida, puesto que
el conserje sabe que lo que esta tratando de lograr es que todas las luces del
museo se enciendan. Sin embargo, si activa el interruptor de algunos cuartos
vecinos a éste ultimo y cuando regresa, se encuentra con que la luz se ha
apagado, seguramente no tendra ningin inconveniente en activar de nuevo el
interruptor.

Ahora imaginemos que de algin modo nuestro querido conserje logré su
cometido y encendi6 todas las luces del museo, pero como es de esperarse,
unas horas después el museo debe cerrar y hay que apagar las luces. Del
mismo modo, como el objetivo del conserje es apagar las luces, es probable
que no quiera presionar el interruptor de una sala que ya esta apagada. Es
claro que el problema “empezar con las luces apagadas y lograr encenderlas”
es equivalente al problema “empezar con las luces encendidas y apagarlas”.
Es por esa razoén que en términos matemaéticos es equivalente pedir que se
presionen solamente los que estan encendidos a presionar solamente los que
estan apagados.

Pensando en esto se vuelve interesante agregar la nueva restriccion al
juego que hemos estudiado hasta ahora, que es lo que se conoce como la
restriccion lit-only, que en adelante usaremos como sélo-encendidos, que con-
siste simplemente en que tenemos permitido presionar sélo los vértices cuyo
estado sea encendido.

En [2] se enuncia y demuestra un teorema afirmando que, para graficas
bipartitas con un lazo en cada vértice, es posible encender todas las luces
presionando so6lo vértices apagados. Ademas, se propone como contraejemplo
para graficas arbitrarias la grafica que aparece en la Figura 2.1.

A partir de ahora en las figuras que aparezcan, los vértices apagados seran
de color blanco y los vértices encendidos de color negro.

/\

Figura 2.1: El "contraejemplo" de Note on the Lamp Lighting Problem

El argumento que se usa para verificar que funciona es que para encender
todas las lamparas es necesario presionar todos los vértices del triangulo, pero
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que una vez que se ha presionado uno, se enciende todo el tridngulo. Este
argumento es falso como se muestra en [3]. A partir de ahora en las figuras
que aparezcan, los vértices apagados seran de color blanco y los vértices
encendidos de color negro. A continuaciéon, aparece el procedimiento usando
en dicho articulo. Se pone un * junto al vértice que se presiona en cada paso:

ANIE VAN

AV A
S ANAN

Figura 2.2: La solucién a la Figura 2.1

Una vez observado eso, viene al caso preguntarse si es equivalente el juego
con la regla sdlo-encendidos al juego sin ella.

Para lo siguiente tendremos que introducir algunos conceptos nuevos que
ademads de ser interesantes por si mismos, simplifican el entendimiento y
escritura de los proximos resultados, y nos permiten analizar los problemas
que estudiaremos en el juego usando algunas herramientas adicionales de la
matematica.

Tomemos primero un conjunto V' y sea W una sucesion finita de elementos
de V, diremos que W es una palabra sobre el alfabeto V. Denotaremos con
€ a la sucesion vacia, por lo que le daremos a € el nombre de palabra vacia.
Si tenemos V' un alfabeto, W una palabra sobre V' y u,v € V, usaremos la
siguiente notacion:

» ||, es el nimero de apariciones de u en W

n |[W], es el nimero de apariciones de u en W antes de la primera
aparicion de v
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» a(IV) es el conjunto de las letras de V' que aparecen en W, es decir
aW)={veV: |W|, >0}

» |IV] es la longitud de la palabra W, es decir, el ntimero de términos de
la sucesion.

= Si tomamos 1 < ¢ < j < |[W/, definimos a W ; como la subpalabra
de W que se obtiene de W al borrar las primeras ¢+ — 1 y las tltimas
|W| — j letras de W. Si i > j entonces Wj; j; = e.

Al tomar el conjunto de todas las palabras sobre un alfabeto V', podemos
construir un monoide libre, al que llamaremos V*, si usamos la concatenaciéon
que asocia a dos palabras Wy vy Wy, la palabra W = W, W5, que tiene longitud
[WiWa| = [Wi[ + [Wa| y tal que:

W, st Wy =€
Wa st W1 =¢
Wi wi) = Wiy Wiwn s, wn 4we] = Wa st Wi, Wa # €

Con la observacion anterior, cuando nos estemos refiriendo a una palabra
W = (v, v, ...,v,) de longitud n la denotaremos simplemente como v,v;...v,,
pues la pensaremos como la concatenacion de n palabras de longitud 1. A ve-
ces diremos que se aplica una palabra para decir que se presiona la secuencia
de vértices que dicha palabra indica.

Ademas, apartir de ahora ser4 muy importante distinguir cuando estemos
hablando del juego de Lights Out con las diferentes restricciones que hemos
usado, es decir, si estamos usando la restriccion de soélo-encendidos, y si
consideramos que al presionar un vértice cambia su estado o si s6lo lo hacen
sus vecinos. Asi, llamaremos a cada variante del juego sobre una grafica del
siguiente modo:

= o-juego si al presionar un vértice v s6lo cambiamos el estado de los
vecinos del vértice v.

» oT-juego si al presionar un vértice v cambiamos también el estado del
vértice v.

= g-juego solo-encendidos si al o-juego se le agrega la restriccion de sélo-
encendidos.
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s o -juego sélo-encendidos si al oT-juego se le agrega la restriccion de
solo-encendidos.

Si tenemos una grafica G y v € V(G), denotaremos a partir de ahora a la
vecindad abierta de v con Ng(v) y a la vecindad cerrada con Ng[v]. Notemos
ademas que los juegos o-juego, o -juego, o-juego sdlo-encendidos y ot-juego
solo-encendidos corresponden a cuatro tipos de autémata en el alfabeto V.

Un autémata es formalmente una quinteta ordenada (Q, 3, qo, 9, F') donde
() denota el conjunto finito de estados posibles para el automata (las confi-
guraciones posibles de la grafica en cada juego), 3 un alfabeto (el conjunto
V), ¢o € Q es el estado inicial (una de las configuraciones de la gréafica que
tomamos como inicial), § es una funcion de transicion (la accion de presionar
un veértice, lo que nos lleva de una configuracion a otra), F' C @ el conjunto
de estados finales o de aceptacion (las configuraciones de la grafica a las que
queremos llegar). Esta definicion, si bien informal, es suficiente para seguir
analizando las variantes del juego Lights Out.

Con esa idea, llamemos A,, A,+, A, ¥ .AU(T a los automatas asociados a
los juegos o-juego, ot-juego, o-juego sdlo-encendidos y ot sélo-encendidos
respectivamente. Claramente el conjunto de estados posibles () para los cua-
tro automatas es Z;/(G).

Al presionar un vértice, lo que se hace al vector de configuracion del
juego es sumarle la vecindad de un vértice, que puede ser cerrada o abierta
dependiendo de las reglas de cada juego en particular. De ese modo podemos
identificar las vecindades (abiertas o cerradas) de un vértice con un vector
en Z;/(G). Asi, para cada autémata podemos definir el siguiente conjunto de
funciones de transicion, en las que el signo + denota la suma de vectores
usual y el A denota un estado posible.

{(A, A+ Ng(v)): ACV(G)} para A,

{(A, A+ Ng[v]): ACV(G)} para A,+
{(A,A+ Ng(v)): ve ACV(G)} para A,
{(A, A+ Ng[]): ve ACV(G)} para A+

Notemos que cada automata A; puede representarse con una digrafica
D,,, en la que cada vértice corresponde a un estado de G y las flechas estan
etiquetadas con una de las funciones de transicién descritas arriba. Esto
puede entenderse como sigue: al estar “parado” en un vértice (un estado A
de G), si se camina por una de las flechas que salen de él (si se presiona
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un vértice de G) llegamos a otro vértice de D4, determinado por la flecha
que tomamos (cambiamos el estado A de la grafica G por el que indica la
transicion correspondiente en A;). Lo anterior puede verse en la Figura 2.3,
donde A es un estado inicial de la gréfica, y u, v, w son vértices que pueden
presionarse en el juego.

O A+ Ng(u)
u

AO z O A+ Ng(v)
w

O A+ Ng(w)

Figura 2.3: Las flechas representan la accion de presionar el vértice indicado
en el o-juego.

Consideremos G una grafica y definamos de manera recursiva dos homo-
morfismos o y o del monoide libre VV* al monoide de las transformaciones
afines en el espacio de las configuraciones Z;/ @) de 1a grafica G de la siguiente
manera:

» Tanto o(e) como o™ (e) actian como la identidad.

» Para cada W € V*(G) con [W| =n >0y cada A C V(G), definimos

AcW) — AoV n-1)) + NG(U)

ACT+(W) — AO’+(W[1,7L—1]) _I_ NG[U]

donde en ambos casos v = W, .

La razon de introducir el lenguaje anterior queda clara al notar que el
resultado de presionar una serie de botones (que corresponden a las letras
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de una palabra W € V*(G)) en la grafica G a partir de una configuracion A

con las reglas de alguno de los juegos (ya sea o, ot o uno de ellos con la res-

triccion de sdlo-encendidos), es justamente la imagen bajo el homomorfismo

correspondiente de A con la palabra W, es decir, es A7W) o A7 (W),
Ademaés, para cada palabra W € V*(G) y u € V(G) definamos:

vENgG(u

El niimero F&(W) denota cuéntas veces ha sido presionado algtin vecino
v del vértice u antes de la primera vez que se presiona u en la palabra W,
asi que si nos fijamos en esa suma en Z2 lo que denota es si el vértice cambi6
de estado o no (si la suma es 1 o es 0) al aplicar la palabra TV hasta antes
de que se tenga que presionar u. De este modo para cualquier A C V(G) y
W € V*(G) diremos que:

W es buena para G'y A si F¢(W) es par para cualquier u € AN a(W)
y FY(W) es impar para cada u € a(W) — A.

W es permitida para o solo-encendidos para G si entre dos ocurrencias

cualesquiera de w en W hay un nimero par de vértices v € Ng(u) en
la palabra W.

s W es permitida para o solo-encendidos para Gy A si es permitida para
o solo-encendidos para G'y W es buena para G y A. Diremos, para
abreviar, que W es o-p.s.e.

» W es permitida para ot sdlo-encendidos para G si entre dos ocurrencias
cualesquiera de u en W hay un ntimero impar de vértices v € Ng(u)
en la palabra W.

» W es permitida para ot sdlo-encendidos para G 'y A si es permitida
para o solo-encendidos para Gy W es buena para G y A. Diremos
que W es ot-p.s.e.

Con esto podemos hacer algunas observaciones acerca de cuales configu-
raciones pueden obtenerse a partir de una configuraciéon dada. EI conjunto
de las configuraciones de G que pueden alcanzarse desde una configuracion
A C V(G) en el o-juego es el conjunto {A”™W) : W € V*(G)}. El conjunto
de las configuraciones de G que pueden alcanzarse desde una configuracion
A CV(G) en el o -juego es el conjunto {Aﬁ(w) W e V*(G)}.
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Para las variantes sdlo-encendidos tenemos que el conjunto de las confi-
guraciones de G que pueden alcanzarse desde A C V(G) en el o-juego es el
conjunto {A"(W) W e V*G), W es o—p.s.e.}. El conjunto de las configura-
ciones de G que pueden alcanzarse desde una configuracion A C V(G) en el

oT-juego es el conjunto {A"ﬂw) W e V¥G), W es a*—p.s.e.}.
Si tomamos dos configuraciones A, B C V(G), seré interesante pensar si
es posible pasar de la configuracion A a la B mediante alguna palabra de

V*(G) en alguno de los juegos que tenemos. Pensando en eso, el lenguaje
respecto a A y B que reconoce cada uno de los automatas que definimos es

L*(As, A, B) = {W: A°WV) = B}

L*(Ay+, A, B) = {W L AT = B}

0 L*(Agy, A, B) = {W : A2") = B W g-ps.e.}

L*(A,+, A, B) = {W AT — B W a+-p.s.e.}

Definimos al conjunto OY(A) = {B C V(G) : L*(A;, A, B) # @}, mismo
que llamamos la drbita de A en el juego correspondiente, es decir, la 6rbita
de A son todas las configuraciones a las que se puede llegar desde A bajo las
reglas del juego correspondiente. La relacion A ~; B siy solo si B € OF(A)
es claramente una relacion de equivalencia para ¢ € {0,077, o-p.s.e.}, puesto
que en ellas si aplicamos una palabra W, podemos aplicar en reversa esa
palabra W, de modo que regresamos a la configuraciéon que se tenia al inicio.
Diremos por esto que esos juegos son reversibles, por lo que tenemos que si
se puede llegar a A desde B, también se puede llegar a B desde A.

Lo que es ahora importante ver es si hay algin efecto significativo en
agregar la restriccion sdlo-encendidos a los juegos que tenemos, es decir,
averiguar si hay alguna equivalencia entre los juegos con y sin la restriccion,
si las configuraciones solubles en el juego sin la restriccion lo son en el juego
con ella.



Capitulo 3

El efecto de la nueva restriccion

3.1. Relaciones entre o™ y o solo-encendidos

Es claro que el juego correspondiente a A4 no es posible aplicar ninguna
palabra en sentido inverso (salvo por la palabra vacia) puesto que al aplicar la
ultima letra, esa queda apagada, asi que no puede aplicarse inmediatamente
después. Por lo tanto, no es claro que ~,4 sea una relacién de equivalencia.

Con eso en mente, probaremos cuatro lemas un poco técnicos, herramien-
tas necesarias para demostrar el resultado principal de esta seccién: para una
grafica conexa G, si excluimos como configuraciones a @ y V(G), entonces
~y es de equivalencia. Estos cuatro lemas tienen la misma finalidad: demos-
trar que en algunos casos podemos “presionar botones apagados”. De manera
més precisa, si en la grafica encontramos cierta subestructura con algunas
luces encendidas y otras apagadas, hay palabras que se pueden usar con la
restriccion de sdlo-encendidos que tienen sobre la grafica el mismo efecto de
presionar algin vértice apagado sin esa restriccion.

Lema 3.1.1. Si G es una grdfica con una trayectoria inducida vrixs...74
cont € N, t > 2, donde todos los vértices de la trayectoria estin apagados
excepto xy, entonces hay una palabra W € V*(G), tal que W es o -p.s.e. que
tiene el mismo efecto en G que solamente presionar v en el o™ -juego.

Demostracion. Consideremos las siguientes palabras:

Wi = Tom—1T2m—2T2m—3...T2T1
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Wy = 210325, 02— 3T2m—1

W3 = 2024%6...Tom—4Tom—2

Hay que revisar dos casos: si t = 2m — 1 la palabra W = WioWyW3
funciona, y si t = 2m la palabra W = x4, W1oWoWs3x9,,_1ZomTom—1 €S la
que funciona, donde m € N;m > 2. La prueba se hace por inducciéon sobre
m. Hagamos primero la base para el caso impar, es decir, para t = 3.

Aplicando la palabra W = x3wsx1v212372, veamos lo que pasa en la
trayectoria, donde cada rengléon corresponde a presionar el vértice indicado
con *:

O [ J
(% T i) xT3
*
@] ] O
v T T2 xT3
*

(@] (] (]

(% T i) T3

*

[ J ® [ J

v T i) T3

*

@] ] ] ]

v T T2 T3
*

[ ] (]

(% T i) T3

*

[ J ® O

v I i) T3

[ ] ] ]
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Para t = 4 tenemos W = z,4231911021 2309232423, por lo que:

*

O [ J

v il ) T3 Ty
*

O (] O
v T i) T3 Ty
*

O [ J [ J
v il ) T3 Ty

*
O (] (] [
v T i) I3 Ty
*
[ J (] ] [ J
v il ) xT3 Ty
*
O (] [ { ] [
v T i) XT3 Ty
*

[ J ] (]
v I ) T3 Ty
*

(] [ O
v T i) T3 T4

*
[ J ] ] O
v il ) T3 Ty
*
[ ] (] (] [
v T i) T3 Ty
*
[ J ] [ J ] O
v I ) T3 Ty
[ ] (] [ ]




40 El efecto de la nueva restriccion

Supongamos que vale para k < t y consideremos una trayectoria de lon-
gitud ¢. Para el caso t = 2m — 1, haremos varias observaciones sobre el efecto
que tiene aplicar cada palabra W; en la trayectoria que deja la palabra W y
donde k es tal que es la ultima letra de W que se aplica antes de la palabra
W;. Primero probaremos por inducciéon que la palabra Wiv enciende a todos
los vértices de la trayectoria excepto a v. El caso base es:

*
(@] (]
(% T i) T3

*
O ® O
(% T i) T3
*

@] ] ]
v T T2 xT3
*
[ ] (] (]
(% T i) T3
O ® ® [ J
v I i) T3

Para el paso inductivo, supongamos que vale para k < t y también que
t = 2m — 1, apliquemos la palabra x5, _1%9,,_o:

*
o) O— +eon —0 )
v X1 X2 Xom—4 Lom—3 Lom—2 Lom—1
*
o) O— oeen —0 ° o)
v T X2 Tom—4 To2m—3 Tom—2 Tom—1
o) O— +eon —0 ° )
v X1 X2 Xom—4 Lom—3 Lom—2 Lom—1

Entonces, por hipotesis de induccion la palabra W = x9,,_329,_4...x2210
enciende todas las luces de la trayectoria vz xs...22,, 422, _3, ademés de que
como se presiona una vez el vértice xo,,_3, encendemos también el vértice
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ZTom_2 ¥ como no tocamos ni al vértice x,,,, ni al x5, 1 no apagamos a
ZTom-—1, llegando a la configuracion siguiente:

o} ° o— - —e ° ° °
v T X2 Lom—4 Lom—3 Lom—2 Lom—1

Al final, lo que hicimos fue aplicar la palabra

/
Tom—1Z2mW1 = Tom - 1T2mTom—3T2m—4.- L2210 = W7,

lo que prueba lo que queriamos sobre la palabra ;. Ahora, aplicar la palabra
Wy a la configuracion anterior significa presionar en orden ascendente los
vértices x; con j impar, que estan encendidos en la configuraciéon y ademas,
como la distancia entre cualesquiera dos vértices x;, y x;, con j; y jo impares
es al menos 2, presionar uno no afecta el estado del otro, por lo que puede
aplicarse la palabra W5, asi que supongamos que la aplicamos y observemos
el estado de un vértice z; de la trayectoria:

= Si j es impar, al aplicar W5 lo presionamos una tinica vez, y no presio-
namos ninguno de sus vecinos, por lo que el vértice x; queda apagado.

= Si j es par, al aplicar W5 no lo presionamos, y como presionamos una
vez a cada uno de sus dos vecinos, su estado no cambia, es decir, termina
encendido.

El vértice v estaba apagado inicialmente, pero como presionamos a 1,su
Gnico vecino en la trayectoria, el vértice v termina encendido. Al observar
eso, vemos que la trayectoria tiene la siguiente configuracion:

° o— - —e ) o)
v g X2 Lom—4 Lom—3 Lom—2 Lom—1

De manera anéloga, la palabra W3 presiona los vértices x; con j par, que
en la configuraciéon que quedé estan encendidos y como cualesquiera x; y
xj, con ji y jo pares distan entre si al menos 2, presionar uno no afecta a
otro, entonces podemos aplicar la palabra W3, y observemos el estado de un
vértice x; de la trayectoria:

» Si j es impar j ¢ {1,2m — 1}, al aplicar W3 no lo presionamos, y
presionamos a sus dos vecinos, por lo que el vértice x; queda apagado.



42 El efecto de la nueva restriccion

= Si 7 es par, al aplicar W3 lo presionamos una tnica vez, y como no
presionamos ninguno de sus vecinos, x; termina apagado.

El vértice v dista de los vértices pares al menos 2 por lo que su estado no
cambia y queda encendido. El vértice x; termina encendido, pues antes de
aplicar W3 estaba apagado y presionamos uno de sus vecinos (el vértice xs).
El vértice x5, termina encendido, pues estaba apagado antes de aplicar
W3 y presionamos a uno de sus vecinos (el vértice za,_2). Asi llegamos a que
la configuracion final tras aplicar la palabra WivWyoWs es:

v 1 X2 Lom—4 Lom—3 Lom—2 Lom—1

Eso prueba que la palabra W tiene el efecto deseado sobre la trayectoria.
Para ver que no afecta el estado del resto de la gréafica basta observar que
para cualquier vértice y en la trayectoria |W|, = 0 (mod 2) si y # v, es decir,
el vértice y es presionado un nimero par de veces, mientras que |W|, = 1
(mod 2) si y = v.

Si t = 2m, entonces, observemos que al aplicar la palabra zs,,, queda el
vértice xs,, 1 encendido, asi que tenemos una trayectoria inducida de longitud
impar menor que ¢, asi que por hipdtesis de induccion la palabra tenemos
que W' = WvW;Wj (donde cada W/ es la restricciéon a la nueva trayectoria
de la palabra W; definida al inicio) tiene el efecto deseado en esa trayectoria.

*
o} O— weoe —O0 °
v X1 X2 Lom—4 Lom—3 TLo2m—2 Lom—1 Lom
o} O— oo —O0 ° o}
v € T2 Tom—4 Tom—3 Tom—2 Tom—1 Tom

Con lo que, al aplicar la palabra W', llegamos a la siguiente configuracion:

v X1 X2 Lom—4 Lom—3 Lom—2 Lom—1 Lom

Si aplicamos ahora la palabra xs,,_1Z9,,T2,_1 tenemos:
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*
° ° O— oo —0 ° o)
v T T2 Tom—4 Tom—3 Tom—2 Tom—1 Tom
*
° ° O— e —o0 ° °
v T T2 Tom—4 Tom—3 Tom—2 Tom—1 Tom
*
° ° O— weoe —o0 ° ° o)
v T X2 Lom—4 Lo2m—-3 Lo2m—2 Tom—1 Lom
° ° O— oo —0 °
v T T2 Tom—4 Tom—3 Tom—2 Tom—1 Tom

Concatenando las palabras que aplicamos, tenemos la palabra
! ! !
W = ZEQmW1UW2W3.T2m_1ZEQmI2m_17

que siguiendo las definiciones de las W, originales, puede escribirse del si-
guiente modo Wy = Wi, Wy, = W,, W5 = Wj. Asitenemos la palabra
W = 29, , W1vWoW3x9,, _1T9mTom_1, que es la que queriamos.

|

El siguiente lema nos garantiza la existencia de una palabra que sélo
presiona vértices encendidos y que es equivalente a presionar un vértice apa-
gado, sin embargo ahora se aplica sobre trayectorias que tienen otro tipo de
configuracion de luces.

Lema 3.1.2. 5i G es una grifica con una trayectoria inducida vxTs...1;
cont € N, t > 3, donde todos los vértices de la trayectoria estan encendidos
excepto v, x1 Yy Ty, entonces hay una palabra W € V*(G), W es oT-p.s.e. que
tiene el mismo efecto en G que solamente presionar v en el o' -juego.

Demostracion. Consideremos las palabras
W1 = Zam—2Tom—4...T4T2,

Wy = Tom41Tom—1T2m—3...T5T3,
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W3 = T1X2X3...X2m—1T2m,
W4 = X3T5X7...X2m—-3L2m—1-

Sit=2m+ 1, entonces la palabra W = xq,,Wix10WoW3245,,,1 funciona,
si t = 2m entonces aplicar la palabra W = x5, 12omTom_1 Wiz10W, W5
funciona.

Para verificar que esas palabras son las que necesitamos, revisaremos los
casos en los que ¢ € {3,4,5}, y para los casos generales haremos un anélisis
similar al de la segunda parte del lema anterior. Para t = 3, la palabra que
funciona es W = xy11v23212923:

O (] O
v T i) I3
S

@) ® [ J

v I i) XT3

*

[ J ] ]

v T T2 ZT3
*

O ] ] { ]

v X1 T2 T3

*
O (] O
v X1 T2 T3
*

[ J { ] O

v T i) I3
*

(] (] (]

v T i) I3

<o
8
-
X
N
8
w



3.1 Relaciones entre ot y ot sélo-encendidos 45

El defecto del caso t = 3 es que la palabra W es vacia, por lo que ahora
veremos el caso t = 5, al que corresponde la palabra W, = x5 y en el que
W = 2422010T52301X2X3T4T5:

(@] (] (] (] o
(% T i) T3 T4 Ty
*
(@] (] (]
(% T i) T3 Ty Ty
*

@] ] ] ]

v T ) T3 Ty Ty

*

[ ] ] ] { ]

v s} ) T3 Ty T5
*

(@] (] { ] (] (]

(% T T I3 T4 Ty

*
(@] (] (] { ] (] O
(% T T T3 Ty Ty
*
@] ] O
v I ) T3 Ty Ty
*
[ (] o
v T ) T3 Ty T5
*
[ ] (] (] O
(% T i) I3 Ty Ty
*

[ ] (] (] (] O

(% T T T3 Ty Ty
*

[ ] ] ] ] ]

v s} ) T3 Ty Ty

[ { ] (] (] (] o
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Para el caso t = 4 tenemos que la palabra W = z3240300102301 202324
es la que funciona:

(@] ] ] O

v T T T3 Ty

*

O ®

(% il ) XT3 Ty
*

(©] (] O
v T i) I3 Ty
*

(©] (] (]
(% T ) XT3 Ty

*
(@] (] ] ]
v T T2 xT3 Ty
*
o [ J [ J ®
(% I i) XT3 Ty
*
(©] ( (] (] (]
(% T i) I3 Ty
*

(@] ( O
v T T T3 Xy
*

[ ] ] O
v T T2 xT3 Ty

*
o (] [ J O
(% I i) XT3 Ty
S
[ ] { (] (]
(% T i) xI3 Ty
[ ] ( ] ] O
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Ahora procedamos con los casos generales, si t = 2m + 1 al aplicar la
palabra x,,W; lo que hacemos es recorrer en orden descendente los vértices
xj con j par, como inicialmente todos los vértices con j par estan encendidos,
y cualesquiera dos de ellos distan entre si al menos 2, el presionar uno no
afecta a los demés, por lo que esa palabra puede aplicarse sin problema, asi
que veamos que efecto tiene sobre los vértices x; de la trayectoria:

= Sii es par, el vértice z; queda apagado, puesto que se presiona una vez
y Nno se presiona ninguno de sus vecinos.

= Si ¢ es impar distinto de 2m + 1, el vértice queda encendido, pues se
presionan sus dos vecinos.

El vértice o, 11 queda encendido, ya que se presiona su inico vecino xa,,.
El vértice v queda apagado pues no es presionado ni se presiona el vértice z;.
Al aplicar después la palabra x; se enciende el vértice v y se apaga el vértice
X2, v después presionamos v, quedando la trayectoria como sigue:

*

o} ° o— - —o0 ° °

v X1 X2 X3 Lom—2 Tom—1 Lom Lom+1
*

° ° o— - —o0 ° °

v x1 T2 x3 Tom—2 Tom—1 Tom Tom+1
o} ° ° o— - —o0 ° °

v X T2 X3 Tom—2 Toam—1 Tom Tom+1

Sobre esa configuraciéon aplicamos W5, que consiste en presionar los z;
con 7 # 1 impar en orden descendente. Notemos que en la configuracién
anterior todos los vértices con 7 impar estan encendidos y distan entre si al
menos 2 por lo que presionar uno no afecta a los demés. Veamos el estado
de los vértices de la trayectoria tras aplicar Ws:

= Si ¢ es par, el vértice x; queda apagado, puesto que es presionado y se
presionan sus dos vecinos.

= Si i es impar distinto de 1, el vértice se apaga, pues es presionado y no
se presiona a ninguno de sus vecinos.
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El vértice z; queda encendido y el vértice v queda apagado, pues no se
presiona a ninguno de sus vecinos, quedando la trayectoria como sigue:

v X X2 €3 Lo2m—2 Lom—1 Lom Lom+1

Ahora hay que aplicar la palabra Wsxs,, 1 que recorre todos los vértices
x; en orden ascendente. Observemos que con el mismo argumento que se
usé para la palabra W, del lema anterior, la palabra W3 enciende todos los
vértices de la trayectoria excepto el vértice w11, dejando la trayectoria
como sigue:

De esta forma, al aplicar W = x5, W1z10W5W52x4,,11, obtenemos la con-
figuracion buscada. Para el caso t = 2m, aplicamos primero la palabra

Tom—1T2mT2m—1:

*
o) ° o— .- —e ° ° 0
v € ) €3 Tom—3 Tom—2 Tom—1 Tom
*
o) ° o— - —e °
v X T2 X3 T2m—3 Toam—2 Toam—1 Tom
*
o) ° o— - —e ° o)
v 1 X2 €3 Xom—3 Xom—2 Tom—1 Lom
o) ° o— - —e ° °

v € D) €3 Tom—3 Lom—2 Tom—1 Tom
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Podemos ahora aplicar sin problema la palabra Wi, ya que todos los
vértices x; con j # 2m par estan encendidos y distan entre si al menos 2,
dejando la trayectoria como sigue:

o) ° o— - —e ° °
v 15 T2 €3 To2m—3 Tom—2 Tom—1 Tom

Dado que x; queda encendido podemos presionarlo, a su vez eso enciende
el vértice v y apaga xo, por lo que si presionamos después v tenemos lo
siguiente:

*

o} ° o— - —e ° °
v Ty X2 €3 Lom—3 Lom—2 Tom—1 Tom
*

° ® o— - —e ® ®
v T X2 X3 T2m—3 To2m—2 Toam—1 Tom
*

o} ) ) o— - —e ) )
v X1 X2 X3 Lom—3 Lom—2 Lom—1 Lom

Como todos los vértices z; con j impar estan encendidos y distan entre
si al menos 2, podemos ahora aplicar la palabra W, que recorre todos los
vértices x; con j # 1 impar en orden ascendente. Veamos el estado de los
vértices x; de la trayectoria:

= Sides impar con ¢ # 1, el vértice queda apagado, pues es presionado y
no se presiona ninguno de sus vecinos.

» Siiconi ¢ {2,2m} es par se queda apagado, ya que estaba inicialmente
apagado y se presiona a sus dos vecinos.

= Los vértices x5 y X9, quedan también apagados, ya que estaban encen-
didos y se presiond a uno de sus vecinos.

El vértice x; queda encendido, pues ni fue presionado, ni se presiono
alguno de sus vecinos, por la misma razoén el vértice v queda apagado. La
trayectoria queda asi:
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o) ° O— +ooeev —O 0
v € T2 X3 To2m—3 Toam—2 Tom—1 Tom

Por el mismo argumento que en el caso impar, podemos aplicar ahora la
palabra W3 y encenderemos todos los vértices de la trayectoria excepto el
vértice xy,, llegando a la siguiente configuracion:

v 1 X2 X3 Xom—3 Xom—2 Tom—1 Lom

Que es la configuracion a la que queriamos llegar, y lo hicimos aplicando la
palabra W = o, 129 Tom_ 1 Wiz1vW4W3. Al igual que antes, para verificar
que los vértices de la grafica fuera de la trayectoria no son afectados hay
que observar solamente que |[W|, = 0 (mod 2) con y cualquier vértice de la
trayectoria distinto de v, y si y = v tenemos |W|, =1 (mod 2). [ |

Lema 3.1.3. Si G es una grifica donde hay un vértice v € V(G) tal que todos
los vértices de N[v] estdn apagados y hay dos vértices u y w a distancia 2 de
v tales que u estd encendido y w apagado, entonces hay una palabra W que
es ot-p.s.e. que tiene el mismo efecto en la grifica que sdlo presionar v.

Demostracion. Hay que revisar varios casos, en todos el vértice r indica el
estado de los vecinos de v, que pueden o no ser vecinos de v o w:
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1. Si ww € E(G). Sea y € N(v) N N(w), entonces la palabra vwuyvyw
logra lo que queremos, sin importar si las aristas uy,wx o yx estan o no
en F(G). Se desarrolla el caso en el que ninguna de esas aristas esté en
la grafica, de los 7 restantes aparece inicamente la configuracion inicial
y la final.

S SN FON T
VAV Y

y\ /f” y\ /f” y\ /I
*
o—O o—e e—O
r v r v r v
k
[ ]
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Estos son los casos restantes, en todos se aplica la palabra vwuyvyw
para llegar a la configuracion deseada:

T N T N
e v v N
NN NN
N/ N v N
T SN N T ST
NN N TN
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2. Siuw ¢ E(G) y Ng(v) N Ng(u) N Neg(w) # @, entonces si y es un
elemento comun de las vecindades, entonces la palabra uyuvwyw fun-

ciona:
* *
o ° 0 O °
w U w U w u
*
O e > - Y > @)
Yy Yy Yy
0—0 0—0 o—e
r oo r o r o
*
° O ° O 0 O
w U w u w u
*
" Y > O e > ()
Yy Yy Yy
*
o—e e—O e—O
row r o r o
*
[ ] [ ] O, [ ]
w\ / U w\ / U
o ........................ > .
Yy Yy
—e o—e
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3. Si uw ¢ E(G), Ng(v) N Ng(u) N Ng(w) = @ y G contiene los cami-
nos inducidos uxryw, urv y wyv, entonces la palabra urvryrurwyw

funciona:
*
o) ° o) o o) °
/ / /)
*
O———0Q  eeeees > O—@  +-eees e—O
v VA No/"
0—0 0—0 o—e
r v r v r v
o) ° o o °
* * *
O—@ oo > o— O e > o—e
v A/ A/
o0 o—eo -0
r v r v r v
* *
° ° ° o °
*
@—— O e o—o -1 > oO———O
Ava VA Ava
o—o o—eo -0
r v r v r v
*
o) ° o)
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4. Stuw ¢ E(G), Ng(v)NNg(u)NNg(w) = @y G contiene a la trayectoria
inducida uzvyw, entonces por el Lema 3.1.1 hay una palabra W, que
es p.s.e., que tiene el mismo efecto que presionar el vértice y, después
de eso aplicamos la palabra vwyw y terminamos:

N SN SN/

VARV N/

o—o0O o—e e—O
r (% T (% r (%

N SN SN/

N/ N/ \/

*o—©O
r (%

Eso cubre todos los casos. Notemos que, efectuando las operaciones en mo-
dulo 2, |W|, =1y |W|, =0 para a € W con a # v, por lo que el efecto neto
es el mismo que el que tiene presionar soélo el vértice v, con lo que hemos
terminado. ]

El siguiente lema trata sobre el proceso de moverse de una configuracion
a otra.

Lema 3.1.4. 5i G es una grdfica conexa y existe una palabra W que lleva
a la configuracion B en la configuracion C en el o™ -juego, entonces existe
una palabra Wy que lleva a la configuracion B en la configuracion C en el
ot -juego tal que ninguna de las configuraciones intermedias es V(G) ni &,
es decir, no deja toda la grafica encendida ni toda apagada.
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Demostracion. Si G es una grafica completa, el resultado se sigue facilmen-
te, pues sin importar qué vértice se presione, todos los vértices de la grafica
cambian su estado, por lo que la tinica manera de que se pase por las confi-
guraciones V(G) o @ es que justamente alguna de ellas sea la configuracion
inicial y la otra la final, y como llegamos de una a otra en un sélo paso,
ninguna de las configuraciones intermedias fue V(G) ni @.

Supongamos que G no es completa, por lo que al menos le falta una arista,
asi que tiene tres vértices con vecindades cerradas distintas. Procediendo por
reduccion al absurdo, supongamos que para cualquier W € V*(G) tal que
B W) = (' existe un entero t € [1,|W| — 1] tal que B W) € {@, V(Q)},
por lo que denotemos a la minima ¢ que cumple lo anterior para la palabra
W como t(W). Sea W € L*(Ay, B,C), W = z125...2w tal que [W| —t(W)
toma el minimo valor posible. En adelante denotaremos a ¢(W) como t. Hay
que revisar dos casos:

1. Si Ng{xt] + Ng[QTH_l] 7& V(G) Sea W' = W[l,t—l]xt+1xtw[t+2,\W\} y no-
temos que W' € L*(As, B,C), puesto que lo que determina el esta-
do de la grafica es el conjunto de vértices que se presionan, no el or-
den (ya que no consideramos la restriccion sdlo-encendidos). Ademés
B7 W) ¢ {z,V(G)} para k € [1,]. Como B° Wuw) = B7 W)
si k € [1,t — 1], basta verificar que B Wiy ¢ {9,V(G)}. Para ver
lo anterior supogamos sin pérdida de generalidad que B Whw) = g,
Entonces, como Be W) — BT W) g presionar ;.1 se apa-
gan los vértices correpondientes a Ng|ziy1], pero sabemos ademas que
B W) € {2, V(G)}:

» Si B7 W) = &, al presionar x; apagamos los mismos vértices
que al presionar x;yq, asi que Nglx;] = Nglz]i41 v la palabra
WO = W[Lt,l]W[tJrQJW” e Lx (./42, B, C) cumple que |W0| = |W|—
y t(WO9) > t(W), por lo que |W°| — t(W?) < |[W| — (W) lo que
no puede ocurrir puesto que elegimos W como la que minimizaba
ese valor.

= Si B° W) = V(@), entonces z; enciende justamente los vértices
que x;41 1o apaga, por lo que Ng|[x]+ Ng[xi41] = V(G), contrario
a lo que supusimos.

2. Si NG’[CCt} + NG[l't_;'_l] = V(G)7 entonces NG[ZEt] = V(G) - (NG[.Tt+1]),
y ademads existe un vértice y € V(G) tal que Ngly] es distinta de las
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vecindades de x; y x441. Si ocurre que Ngly] = V(G), entonces la
palabra W = Wy ,_1yWygow) € L*(A2, B,C) y [W"| = |W|—1, con
lo que [W”| —t(W") < (W] —=1) —t(W) < |W|—t(W), que es una
contradiccion. Supongamos pues que Ngly] # V(G) y consideremos
la palabra W" = Wi 1y2i21yWiso,wy- Claramente, ésta cumple
W" e L*(Aq, B,C) y [W"| = |W|+2. Lo que ahora debemos verificar
es que t(W") > t(W) + 3, asi que verificar que B W) ¢ {2, V(G)}
para k € {t,t + 1,t + 2} es suficiente:
= Para k = t. Es claro que B i) ¢ {Ng|xt], N¢[zt41]}, v como
Ncly] & {Ng[z], Ne[z41]}, si B7 W) ¢ {2,V(G)}, entonces
Nely] € {Nglzi], Ng[ri11]} puesto que cambia de estado al con-
junto de vértices tal que deja a todos los vértices de la grafica
con el mismo estado. Debido a lo anterior, podemos asegurar que
Nelyl € {Nalz], V(G) = (Na[z])]} = {Nelw:], No[z144]}, 1o que

es una contradiccion.

s Para k =t + 1, si B "iw) € {@,V(G)}, entonces podemos

aegurar que B” "0 € {Ng[z,], V(G) — (Nglz])}, pero en ese
caso tendriamos que B® Vi) ¢ {Nglz], Ne[zi11]}, por lo que
y debe de cambiar el estado de todos los vértices de la gréfica
para conservar eso, asi que Ngly| € {@, V(G)}. Claramente y # &
puesto que y € Ng[y], y por hipotesis y # V(G), lo que deriva en
una contradiccion.

s Para k = t + 2, si tenemos que B Vin) € {2,V (G)}, enton-
ces B Wil ¢ {Nglz: + 1], V(G) — (Ng[zt41])}, en cuyo caso

B” Wi ¢ {2,V (G)}, lo cual no puede ocurrir como vimos en
el caso k =t.

Por lo anterior tenemos que t(W") > ¢(W) + 3, de modo que tenemos
que [W"| —t(W") < |W|+2— (t(W) + 3), de donde podemos deducir que
W |—t(W") < |W|—t(W)—1y finalmente que |W"|—t(W") < |W|—t(W),
que es una contradiccién a la eleccion de W. |

Con los lemas anteriores podemos demostrar el siguiente teorema, que
afirma que hay una estrecha relacion entre o y ot sélo-encendidos.
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Teorema 3.1.5. Sean B # @ y C # V(G) configuraciones en una grdfica.
Entonces podemos llegar de B a C en el juego o sdlo-encendidos si y solo

st podemos hacerlo en el juego o™ .

Demostracion. Claramente si hay una palabra que funciona para la res-
triccion sdlo-encendidos, esa misma palabra funciona para el juego sin la
restriccion, asi que basta con demostrar la otra implicacién.

Supongamos que hay una palabra W tal que B7 W) — C, por el Lema
3.1.4 hay una palabra W’ tal que B W) = C no tiene a @ o V(G) como
configuraciones intermedias. Supongamos pues que W' indica que el k-ésimo
vértice que debe presionarse es un vértice v que esta apagado, demostraremos
que en cualquier caso hay una palabra U, que es o"-p.s.e., que tiene el mismo
efecto que presionar v, asi que tomando W = W[ll,kfl}UW[/kH,\WH resuelve el
problema de presionar v. En lo sucesivo denotaremos al conjunto de vértices
a distancia ¢ de v por N*(v):

1. Si hay un vértice z encendido en N'(v), la palabra zvz resuelve el
problema.

2. Si todos los vértices en N1(v) estan apagados y en N%(v) hay al menos
un vértice apagado y uno encendido, entonces U existe por el Lema
3.1.3.

3. Si todos los vértices en N'(v) estan apagados y todos los vértices de
N2(v) estan encendidos y hay algtin vértice apagado en N*(v) para
alguna k > 3, U existe por el Lema 3.1.2.

4. Si todos los vértices en N'(v) estan apagados y los vértices del conjun-
to (U~ N¥(v) estén encendidos, tendriamos una contradiccion, puesto
que al presionar v en el juego o pasariamos por la configuracion V(G),
lo que no ocurre por la eleccion de W,

5. Si todos los vértices en N'(v) estan apagados y todos los vértices de
N?(v) estan apagados, y existe un vértice u € N*(v) encendido, el
Lema 3.1.1 garantiza la existencia de U.

6. Sitodos los vértices estan apagados tendriamos una contradiccion a la
eleccion de W',

Eso cubre todos los casos y demuestra el teorema. |
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Para terminar la secciéon se probarén dos corolarios del teorema anterior y
del Corolario 2.1.2, el primero de los cuales afirma que sobre cualquier grafica
se puede pasar de la configuracion V(G) a la configuracion & en el juego o™,
y el segundo extiende el resultado al juego o*-p.s.e..

Corolario 3.1.6. Para cualquier grafica G siempre se puede llegar de la
configuracion V(G) a la configuracion & en el juego ot.

Demostracion. Sea D la biorientacion de G con todas las flechas simétricas.
Claramente el subconjunto S C A(D) de las flechas asimétricas de D es
vacio, con lo que la grafica subyacente de Asim(D) es la grafica K|y, que
es una bipartita completa sobre V(D). Por usar las reglas del juego o™, al
presionar un vértice en el tablero éste se enciende, que es el efecto que se
tiene cuando, en cada vértice, hay un lazo. Por el Corolario 2.1.2, sabemos
que hay una palabra W = vyvy...vp_1, v que lleva a la configuracion & en
V(G), por lo que si comenzamos con todas las luces encendidas, la palabra
W’ = vpU_1 . .. vavy cumple que V(G)7 W) = &. [ |

Corolario 3.1.7. Para cualquier grifica G siempre se puede llegar de la
configuracion V(G) a la configuracion @ en el juego oT-p.s.e..

Demostracion. Por el corolario anterior, hay una palabra W’ que apaga
todas las luces en el juego o™, y por el Teorema 3.1.5 hay una palabra W”
que apaga las luces en el juego o™ -p.s.e.. |

3.2. Relaciones entre o y o sdlo-encendidos

El siguiente teorema es el principal resultado de la presente seccion, que
permitirad probar varios resultados que muestran que hay una mayor diferen-
cia entre o y o sélo-encendidos que la que hay entre o™ y ot sdlo-encendidos:

Teorema 3.2.1. Sean G una grifica, W € V*(G), S,Q C V(G) conjuntos
ajenos tales que:

(I) S es independiente.
(II) Para cada v € Q tenemos que Ng(v) C S.

(III) SUQ ={v e V(G)| |W]|, es impar}.
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Si W es p.s.e. para G, entonces Y _,cq 0 FE(W) tiene la misma paridad
que | {v € Q| |Na(v)| es impar} |

Demostracion. Sea m = |W|y [m] = {1,2,3,...,m}. En adelante usa-
remos W; para hacer referencia a W};; para cada i € [m]. Para una pareja

P e (“;” , llamaremos a sus elementos Py, V Puer donde Purn < Prras.

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:
n Z={ie[m]: W, e V(G) - S}
« J={jcm:W,es).
Ademas, dotemos a V(G) de un orden total < que cumpla que
u<v <w para cualesquiera u € (V(G) — (SUQ)),v € Q,w € S.

Tal orden existe, por ejemplo puede asignarse un orden del siguiente mo-
do:

= Se numeran los vértices de V(G) — (S N Q) de manera arbitraria con
los enteros del 1 al |[V(G) — (SN Q).

= Luego se numeran los vértices de () de manera arbitraria con los enteros

del [V(G) = (SNQ)[+ 1 al [V(G) - S].

» Finalmente se asignan los enteros del |V(G) — S|+ 1 al |V(G)| a los
vértices del S.

= Se dice que un vértice v es menor que otro u respecto a ese orden si el
entero asignado a v es menor que el asignado a wu.

Claramente, ese orden cumple lo que queremos. Diremos que una pareja
P e ([7;]) es buena si Wp,,, Wp,,. € E(G) y ademéas Wp,,, <Wp,, . Una
pareja buena es llamada azul si intersecta a los conjuntos Z y J. Denotemos
al conjunto de las parejas buenas con G y al de las azules con B. Los calculos
que realizaremos de ahora en adelante para el calculo de f(u) seran en Zs.
Sea u € V(G) y definamos

fu)=|{P € g existei € P,W,=u}|=
|{P€g WPA[”L:U’}|+|{PEQ WPM/az:u}|
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Calculemos ahora el valor de f(u) dependiendo de si el vértice u esta en
S,en Qoen V(G)—(SUQ). Siue V(G)— (SUQ), entonces tenemos
que f(u) = 0. Claramente basta revisar la afirmacion anterior para a(W), ya
que si u ¢ a(W), el conjunto {P € G: Ji € P,W; =u} = @. Por (11I), los
elementos de {i: W; = u} pueden numerarse como i; < iy < -+ < ig, para
alguna k € 7Z. Consideremos ahora los siguientes conjuntos:

UO - {.7 : j < ila{jail} € g}
U2k == {] : j > Z.2167 {ZQkaj} € g}

vy parat € {1,2,3,...,2k — 1} sean

UM ={j: iy <j <, Wy <u, Wyu € E(G)}.
U ={j: it <j <ip,u<a W, ulW; € E(G)}.

Notemos que la siguiente igualdad se da por el hecho de que todas las
parejas del conjunto {P € G : existe i € P,W; = u} cumplen una de las si-
guientes dos condiciones:

» El elemento Py, =7y Wpy,,, = u.
» El elemento Pyor = 7y Wp,,,, = u.

Claramente, las dos condiciones anteriores son mutuamente excluyentes,
por lo que tenemos que el conjunto {P € G : existe i € P,W; = u} puede ver-
se como ;" {P € G : (Pyin = J, Wry,, = ) 0 (Praz = §, Wpy,, = u)}.

Como los conjuntos que se unen son ajenos dos a dos, podemos ver a f(u)
de la siguiente manera:

F) =3 "{P €G: (Pasin =35, Wpye, = 1) 0 (Pataz = §: Wy, = 0} |
j=1

Notemos que para j € Uj se cumple que Wp,,, # u, ya que j < ;. Las pa-
rejas del conjunto {P € G : Puin = J, Prax = tr,7 € {1,2,...,2k}} son las
que se consideran en este caso, asi que hay 2k parejas por cada j € Uy,
por lo que |[{P € G: Puyin € Up}| = 2k|Up|. Andlogamente, para j € Uy
tenemos que Wp,, ~## u, pues j > i, ¥ en este caso las parejas conside-
radas son {P € G : Puyae = J, Pyin = 0,7 € {1,2,...,2k}}, asi que tenemos
2k parejas por cada j € Uy, por lo que |[{P € G: Py € Usi} | = 2k|Usg]-
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Sean Dy = U;nzl {Peg: (Puin=1J,Wrye, = 1) 0 (Prtaz =, Wey,,,, = u)}
y Dy = Uy U Uy UM U U U2
Definamos al conjunto

D:{Peg‘ PMmEDQ,WpMm:u}U{PGQ‘ PM&$€D27WPMm:u}7

y verifiquemos que D = D;. Para hacerlo, tomemos P € D; y revisemos los
dos casos posibles.:

1. Si Pyin = J vy Wpy,,, = u, entonces:

= si j < iy, tenemos que Py, € Uy y asi P € D.

» iy < j < dgyq para alguna t € {1,2,3,...2k — 1}, entonces se
tiene que Py, € Ul y, por lo tanto, P € D.

2. Si Pyrar = 7y Wpy,,,, = u, entonces:
» sid < j < iy para algunat € {1,23,...2k — 1}, entonces ocurre

que Py, € U2y asi P € D.

m Si j > igk, tenemos que Py, € Us, v en consecuencia P € D.

Con eso tenemos que D; C D. Para la otra contenciéon tomemos P € D,
entonces P € U, para alguna t € [m], por lo que se cumple una de las
siguientes condiciones:

1. Si Pygin € Upm tenemos Py = j vV Puae = 4 para alguna ¢ € [m)], con
lo que Wp,,,. = u asi que P € D;.

2. Si Pyoy € Uggm tenemos Phae = Jj V Pyin = 4 para alguna t € [m],
con lo que Wp,,, = u asi que P € D;.

3. Si Pyin & Ug Yy Prrar & Uz, entonces para alguna ¢t € [m| ocurre una
de las siguientes condiciones:

" Prin =10 Y Prae = J,1s < J < ig1q cont < s < 2k — 1, asi que
Wp,,.. =uy j € U?y entonces P € D;.

» Prraz = 1141, con lo que Py = Jiis < J < igy1, con 1 < s < ¢,
asi que Wp,,. =wuy j € Ul entonces P € D;.
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Eso verifica el hecho de que Dy = D y se sigue que f(u) = |Dy| = |D].
Por otro lado, notemos que por ser < un orden total, los conjuntos U} y U?
son ajenos. De no serlo tendriamos una j € U NU? para alguna t. Asi W, <u
y u<Wj, por lo que W; = u, lo cual es una contradicciéon pues por el modo
que escogimos t tenemos que WW; estd entre dos apariciones consecutivas de
u en la palabra W, es decir, i, < j < 4441, asi que W, # w.

Ademas, notemos que para cada j # i, para cualquier ¢ € [m] hay exac-
tamente 2k parejas buenas, repartidas dependiendo de j del siguiente modo:

= Sij < i1, entonces hay 2k parejas buenas que cumplen que Py = 7y
Wp,,.. = u, donde P = {j,i;} para t € [m].

» Si j > 19, entonces hay 2k parejas buenas que cumplen que Py, = J
y Wp,,,, = u, donde P = {i;, j} para t € [m].

» Sidp < j < idgq cont € {1,2,3,...,2k — 1}, entonces hay ¢ parejas
buenas que cumplen Pyo, = 5y Wpy,,, = u'y 2k —t parejas buenas
tales que Py, = 7y Wpy,,. = .

Por lo que para todo ¢t € {1,2,3,...,2k — 1} se cumple que

2k(|UtI|+|Ut2|) = 2k|Ut1|+2k|Ut2|
= ’ {f) €qg: D@}ﬁ“n ::?L,}%wam < [I?}
+1{PegG: Wp,,, =u Pye €U} |

Con las observaciones anteriores podemos reescribir f(u) de la siguiente

forma:
2%k—1

fw)y= > 26+ > [k - 1)U} | + tU7|).
J€ULUUo t=1
Como hacemos los cdlculos en Zy, entonces » iy, 2k =0y
2k—1 2k—1
flu) =D 12k = )[U +HUE]] = > [2K[U}] = U | + U7,
t=1 t=1
2k—1

puesto que Y ;= 2k|U}| = 0, tenemos

2k—1

flu) =Y THUZ| = U]

t=1
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Ahora, si x,y € Z, entonces x +y = x —y (mod 2), y como los conjuntos
Ul y UZ son ajenos, tenemos que

2k—1 2k—1
DOUZ = U] v Y U vl
t=1 t=1

tienen la misma paridad.

Dado que
UM OUE = {j] iy < j <ien, Wju € E(G)}
tenemos
2%—1 2%—1
D HU U = il ie < < i, Wyu € B(G)} .
t=1 t=1

Finalmente, como por hipotesis la palabra W es o-p.s.e., tenemos que
para toda ¢t € {1,2,...,2k — 1} el nmero |{j : i < j < i1, Wju € E(G)} |
es par . De no serlo, habria una primera ¢ tal que entre dos apariciones
de u, las correspondientes a i; v a i;,1 respectivamente, en la palabra W se
presiona un niimero impar de vecinos, asi que el estado del vértice u al aplicar
la palabra W[, ;,) es encendido, y al aplicar W} ;,,, 1] es apagado, asi que la
palabra W no es o-p.s.e., lo cual es una contradiccion, por lo que f(u) = 0.

Revisemos ahora el caso donde u € (). En éste, el valor de la funcién que
definimos es f(u) = F&(W)+|Ng(u)|. Por la condicion 111, podemos pensar a
los elementos de {i : W; = u} como i; < i < -+ < ige_; para algun valor de
k € Z. Consideremos los conjuntos ajenos V, = {j| i, < j < i41, W; € Ng(u)}
para t € {1,2,3,....2k — 2}, Vi = {j| j <u,W; € Ng(u)} y por ultimo
Vor—1 = {J| 7 > dok—1, W; € Ng(u)}. Como la palabra W es o-p.s.e., sabe-
mos que si t € {1,2,...,2k — 2} entonces |V;| es un nimero par, pues entre
cualesquiera dos apariciones de u en la palabra W deben presionarse un nu-
mero par de sus vecinos, por lo que las siguientes igualdades son validas
realizando los célculos en Z:

2%k—2
FLW) = Vol = Vo[ + D [Vil-
t=1
Sumando |Vay,_1|+|Vax_1| no alteramos la paridad de F& (W), y si incluimos
a uno de los dos sumandos y a |Vp| en la suma, podemos escribir:
2%k—2 2%k—1

[Var—1| + [Var—1] + [Vo| + Z Vi = [Var—1| + Z Vil
=0

t=1
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) 2%—1 . .
Ademaés, notemos que ||J;_," Vi| es el nimero de veces que se presionan
. 2k—1 ,
vecinos de u en la palabra W, por lo que > 370" [Vi| = >° e v ) [W o asi que

tenemos

2%k—1
Vaer |+ ) Vil = [Varoal + > (Wl
t=0 vENG(u)
Por la condicion (II) sabemos que V' € S, y por (III) sabemos que |W|, es
un nimero impar. Al hacer los célculos en Zy y como >,y 1 = [Ne(u)|

tenemos lo siguiente:

Vol + 30 W= Vaca| + 30 1= [Vaoa| + [Na(u)]

vENG(u) vENG(u)
Por otro lado, tenemos que
{Pe@: existeic PW,=u}={PecG: Wp,, =uWp,, €5}
v es claro que el conjunto {P € G : existe i € P,W; = u} es igual a
{PeG: Wp,, =u,Wp,. €StU{PeG: Wp,. =uWp, €S5}.

Para ver que {P € G| Wp,,,. =u,Wp,, € S} = & es necesario recordar
que u € @, por lo que la condicién (II) implica que Ng(u) C S. Ademas,
sabemos que u < s para cada s € S, con lo que si tuviéramos una pare-
ja P* € {P € G| Wp,,, =uWp,, €S} tendriamos que Wp,,, <Wp,, v
como tenemos P* € G sabemos que la arista Wp,,, Wp,, € E(G). Asi,
Wp,,.. € S por lo que Wp,, < Wp,,. . Por ser < un orden total tenemos
Weyew = Weyn, por lo tanto u € Sy SNQ # @, lo que resulta en una
contradiccién ya que por hipdtesis Sy () son ajenos.

Notemos también que toda pareja P = {Pyin, Puaz} € G tal que tenemos
Weyiw = wy Wpy,,. € S cumple también que 1 < Py < Prrge < my
ademas que Wp,,, Wp,,. € E(G). Por otro lado, si tomamos {7, j} tales que
1 <i<j<m que cumplan que W; = u y W; € Ng(u), el conjunto {7,j} €
G, puesto que W;W,; € E(G), Ng(u) C Sy < es un orden total. Lo anterior
prueba que el conjunto {P € G: Wp,,, =u,Wp,. € S} es,dehecho, igual
al conjunto {{7,5}: 1 <i<j<m,W;=uW; € Ng(u)}. Como {i: W; =
u} = {iy, iz, ..., i2k_1}, Obtenemos que

{(,5): 1<i<j<m,W;=uW; € Ng(u)}|
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es igual a la suma

2k—1

Z ’{J Dols <j7Wj € NG(u)}’7

s=1
ya que a cada ig € {iy, 142, ...,99,_1 } le corresponde un ntimero de parejas igual
al{j: is<j, W; € Ng(u)}| . Ademas, tenemos que

2k—1

{] D < j,Wj - Nc;(u)} = U ‘/t
t=s

Tomando en cuenta las afirmaciones anteriores, podemos escribir la siguiente
igualdad:

2k—1 2k—12k—1
flu) =Y 1{i: j>is, Wy € No(U)} =D > Vil
s=1 s=1 t=s

Como |V4| es un nimero par para t € {1,2,3,...,2k — 2} y |Var_1| es sumada
2k — 1 veces, tenemos que

2k—12k—1

Fu) =377 Vil = @2k — 1)Vaca| = |V

s=1 t=s

que tiene la misma paridad que |Va,_1], por lo que
fw) = [Var—1| = ([Var—1| + [Ne(u)]) + [Na(u)| = F7 (W) + [Na(u)].

Para el caso u € S veremos que f(u) = F¢(W). Por la condicion (II1),
sabemos que {i| W; = u} = {iy,1s,...,79,_1} para alguna k € Z y defina-
mos §, = {j| j < i1, Wyu € E(G)}. Claramente |§,| = F&(W). Por la
condicion (I) el conjunto {P € G| Wp,,., = u} = &, ya que si existiera
pPr e {P < g’ WPMm}7 entonces WP]\/IinWP]Waw < E<G) y WPMm < WPMM por
lo que Wp,,,. € Sy entonces S no serfa independiente. Por la misma razon,
tenemos que el conjunto {j| iox—1 < 7, 3P € G, Prrax = 7, Prtin = o1} = 9.
Por lo tanto se tiene que:

fw) =" |{P € G| Pain = j. Wpy,, = u}|.

Jj=1



3.2 Relaciones entre o y o sdlo-encendidos 67

Notemos que
{] cexiste P € G, Pyin = Js WP]\/T{L.‘L‘ = u} = {j : VVJ U, Wju € E<G)}

y definamos U; = {j : i < j < i441,existe P € G, Pyip, = J, Wp,,,. = u} pa-
racadat € {1,2,3,...,2k — 2}.

Es claro que Uy = {j: i < J < ipp1, W <u, Wyu € E(G)}. Ademas, el
conjunto {j : i, < j <1, u<W;,Wu € E(G)} = @ ya que de no ser asf,
W; ¢ V(G) — S por ser < un orden total, asi que W; € Sy en ese caso S no
es independiente, lo que contradice las hipotesis, de ese modo tenemos que

Ut = {] . it <j < it+1,W/ju € E(G)}

y, como W es o-p.s.e., sabemos que para t € {1,2,3,...2k — 2}, |U;| es un ni-
mero par. Observemos que si tenemos P* € {P € G : Pyyp = j,Wp,,.. = u},
entonces:

» Si Pypin < iy, entonces j € §,. Ademas, paracada s € {1,2,3,...,2k—1}
hay una unica pareja de la forma {j,is}, por lo que para cada j € §,
hay exactamente 2k — 1 parejas buenas.

» Siexiste t € {1,2,3,...,2k — 2} tal que i, < Pyn < i441, entonces
j € U;. Como P* € G, para cada j € U, hay exactamente 2k — 1 — ¢
parejas, las parejas de la forma {j,is} con s € {t +1,t+2,...,2k — 1}.

Por lo que si J = §, U Ufif U;, tenemos que
Z|{P€g:PMin:j7WPMM :u}| :Z|{PGQ:PN[in:jaWPMW :u}l
Jj=1 jel

Y por ser los conjuntos §, vy cada U; ajenos dos a dos, y ser |U;| par para
todo t, tenemos

f(u) = Z’{Peg PMin:j7WPMag::u}’

jel

= > (@2k-1)+> (2k—1-1)|Uy
jESu jeUt

= ‘3u|

= Fow).
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Con lo que concluimos el calculo de f(u) para todos los casos posibles
de v € V(G). Para terminar calculemos el valor de |B| en Z,. Por un lado
tenemos que si P € B entonces P = {Pyin, Pyaz} donde PN J # @y
PNZT# @, conlo que Py, € J, pues de otro modo Pyor € Zy Pryin € T,
y entonces Wp,, <Wp, . lo cual contradice el hecho de que P € B. Podemos
ver también que Py, € Z, pues si Py, € J, entonces Wp,, . Wp,. €5
y Wp,,.. Wp,,.. € E(G) lo cual contradice el hecho de que S es un conjunto
independiente. Como cada P € B tiene solamente un elemento Py, y un
elemento Pyjq,, tenemos que para cada P € B, 1 = |[PNZ| =) . ps 1, de
modo que la siguiente cadena de igualdades es valida:

Bl=) 1= > L
peB pPeBiePNT

Notemos ahora que si tomamos P € G — B, entonces ocurre una de las
siguientes dos posibilidades:

» PNJ =@, en cuyo caso |PNZ| =2 que es un nimero par.

» PNJ # &, en cuyo caso |PNZ| =0 que es un nimero par.

Hecha la observacion anterior, vemos que la paridad de |B| no se altera
si hacemos la primera suma sobre G, de modo que

Sy -y

PeBiePNT PeGiePNI

Tomemos ahora al conjunto H = {P € G : existe i € P,WW; = u}, en el
que u € V(G) = S. Si P = {i,j} con W; = u notemos que se cumple una de
las siguientes condiciones:

= j € J yporlotanto P cumple que . pr1=1.

= j €Iy por lotanto P cumple que ) . 71 =2.

Ademas, como S es un conjunto independiente, no hay parejas buenas que
no tengan menos de un elemento en V(G) — S, por lo que por la observacion
anterior y por la definicién de f(u) tenemos:

2.2 1= ) > 1= ) )

PegiePNT ueV(G)-S PeH ueV(G)-S
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Como los conjuntos S y @ son ajenos, y S UQ es un subconjunto de V(G),
tenemos que V(G) — S =Q U (V(G) — (QUY)). Por los valores de f(u) en

esos conjuntos tenemos:

Y. fw= > flu) =Y (FIW) + N (u)]).

ueV(G)-S weQU(V(G)—(QUS)) ueQ

Por otro lado, como cada P € B tiene solamente un elemento Py, tenemos
que para cada P € B, 1 = |[PNJ| = ZjePﬁj 1, de modo que la siguiente
cadena de igualdades es valida:

Bl=> 1=> > 1L

pPeB PeBjePNg

Notemos ahora que si tomamos P € G — B, entonces no puede ocurrir
que PNZ = @, pues, en ese caso Wp,,. . Wp, € Sy también ocurriria que
Wey,.. Wp,,.. € E(G), contradiciendo la independencia del conjunto S. Lo
que implica que los conjuntos Z y P no son ajenos, en cuyo caso |[PNZ| = 1.

Asi tenemos que:
> > =2 >

pPeBjePNT Peg jePNJ

Tomemos ahora v € Sy al conjunto H = {P € G| 3j € P,W; = u}. Si
P = {i,j} con W; = u, entonces i € Z por lo que g ZjePﬂJl =1,y
por lo tanto P cumple que ). p7 1 =1, con lo que:

2.2 1= )1

Peg jePNJ ueS PeH

y por la definicion de f(u) y el calculo de f(u) con u € S tenemos:

DD 1= fu) =D FIW).

ueS PeH uesS uesS

Por tltimo, definamos los conjuntos

Q. = {u € Q| |Na(u)| es par} y Q, = {u € Q| |Na(u)les impar}.



70

El efecto de la nueva restriccion

Es claro que Q = Q. UQ, vy Q. N Q, = &, asi que

[{v € Q| INg(v)| es impar}| = Z 1

UEQE

= > INa(u)

UEQE

= Y [Ne()|+ Y [Ne(u)|

UEQe UEQ,

= > INa(u)l.

ueqQ

Asi tenemos la siguiente cadena de igualdades:

0

2| B
B8] + |B]
D (FEW) +Na(w)]) + Y FE(W)
ueEQ u€eS
D FIW) 4D INa(w) + Y FI(W)
ueEQR ueQ u€esS
> FIW)+ ) INa(u)|
ueSUQ ueqR

N FEW) + |[{v € Q| [Na(v)] es impar}].

ueSUQ

Lo que implica que

S FIW) v [{v e Q| INa(v)| es impar}|

ueSUQ

tienen la misma paridad.

Para ver que no puede quitarse la hipotesis de que S sea independiente
consideremos la trayectoria de longitud 1 formada por los vértices vy y vo y la
arista v1v,. Entonces, W = vjvy es o-p.s.e. y FS (W) 4+ FE(W) = 1, lo cual
es consistente con el lema anterior si consideramos los conjuntos S = {v,} vy
Q) = {v2}. Sin embargo si tomamos S = {vy,v2} y Q = @ el resultado falla,
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por lo que la hipotesis de que S tiene que ser independiente no puede ser
removida del teorema anterior.

Para los siguientes resultados serd necesario extender la nocién usada en
el primer capitulo de los vectores de configuracion, de modo que podamos
asociar a conjuntos de vértices ciertos vectores. Si tenemos una grafica GG con
V(G) = {v1,v9,....;u,} vy A C V(G), podemos asociar a A un vector A € Z}
de modo que si vy € A, entonces la k-ésima entrada del vector A € ZJ es 1 y
si v ¢ A, entonces la k-ésima es 0. Si tenemos un conjunto de subconjuntos
de V(G), equivale a tener un conjunto de vectores en Z%, por lo que diremos
que un conjunto de subconjuntos de V(G) es linealmente independiente si
el conjunto de vectores asociado lo es. Con lo anterior podemos probar un
corolario del Teorema 3.2.1:

Corolario 3.2.2. Sea G una grifica bipartita con biparticion {V1,V2} donde
Vi = {v1,v9, ..., vk_1} para k > 1. Supdngase que {Ng(v)| v € Vi} es un
conjunto linealmente independiente, y que existen U C V) y B C V5 tales que

() [UN Ng(v)| es par siv € B y es impar siv € Vo — B

Entonces, no hay una sucesion de movimientos so6lo encendidos que em-
piece en B y termine en B7V1v2-v2-1) en el g-juego sobre G.

Demostracion. Supongamos que existe una palabra W = wyws ... wy,
que es o-p.s.e. para G y B, y tal que BY = Bv1%2%-v2-1 Consideremos
al conjunto O = {u| |W|, esimpar} y sean S =V, NOy Q = VoNO.
Notemos primero que, debido a que los vectores Ng(v) son linealmente in-
dependientes para cada para v € Vi, el conjunto Vi es independiente (por
ser G bipartita) y como BW = Bv1%2%s-v2t—1entonces todos los vértices de
V1 son presionados un nimero impar de veces en W. Lo anterior puede ver-
se al pensar la configuracion B1"2Y3-%2k-1 como la combinacion lineal que
resulta al sumar los vectores Ng(v1), Ng(v2), ..., Ng(var_1). Por otro lado,
dicha configuracion coincide también con la combinacion lineal de los vectores
Ng(w1), Ng(ws), . .., Nog(wpw)), por lo que la siguiente igualdad es valida:

Ne(v1) + Ng(v2) + -+ + Ng(var—1) = Ne(wi) + No(w) + -+ - + Ng(ww)).-

Asi, si alguno de los vértices de V; fuera presionado un ntimero par de veces
del lado derecho de la igualdad, al sumar sobre Z,, seria equivalente (en la
suma) a no haberlo sumado, por lo que tendriamos que del lado izquierdo
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aparecen los 2k — 1 vectores de V; y del lado derecho aparecen a lo mas
2k — 2. El conjunto V5 es independiente dado que G es una grafica bipartita.
Eso quiere decir que si se presiona un vértice del conjunto V5, no se afecta
el estado de los vértices de dicho conjunto, por lo que el estado resultante
de los vértices de V5 s6lo depende de los vértices de V), que se presionen en
la palabra W, de ese modo, para que se cumpla que B"Y = Bviv2vs-var—1
tendria que haber una combinaciéon de vectores de un subconjunto propio
A C Vi que dieran como resultado el vector asociado a otro vector de V; — A,
lo que contradice la hipotesis de que sean linealmente independientes. Con
esa observacion tenemos que S = V.

Por otro lado, si tomamos v € V] notemos que para que se cumpla que
BY = Bviv2vs-v2-1 g pecesario que su estado final no sea alterado por los
vértices de V5 que se presionan en W. Si un vértice de V5 es presionado un
ntmero par de veces no afecta el estado de los vértices de V7, sin embargo si
son presionados un numero impar de veces puede que lo afecten, por lo que
cada v € V; debe tener un niimero par de vecinos en @, asi que |Ng(v) N Q)|
es par para cada v € V.

Con lo anterior tenemos que cada vértice de V) tiene un nimero par de
vecinos en (), es decir, que hay un ntimero par de aristas con un extremo en
(), asi tenemos que:

ng(v) =0 (mod 2).

vER

Lo que implica que hay un nimero par de vértices en () con grado impar.
Esto tiene dos consecuencias importantes:

= Por el Teorema 3.2.1 tenemos que Y-, g o Fy = 0 (mod 2).

= Como U C Vi, tenemos que > ., |Ng(u) N Q| = 0 (mod 2) que quie-
re decir que entre () y U hay un nimero par de aristas, por lo que
> veq I Na(v) NU| =0 (mod 2), que es otra manera de contar las aris-
tas entre U y Q.

Por la condicion (*) tenemos que hay un nimero par de vértices en el
conjunto @ N (Vo — B), pues los vértices de Vo — B tienen un nimero impar
de vecinos en U. Como W es o-p.s.e. para Gy B, y como B C V,, tenemos
que F¢ es impar para cada u € V; = S. Entonces Y ues FY es impar, por lo
que ZueQ F& es un namero impar. Por ser W buena para B, tenemos que
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si u € B, entonces F¢ = 0 (mod 2), asi tenemos que:

FS=D> Fi+ > Fi=0+ > FL

ueQ uweQNB weQN(Va—B) weQN(Va—B)

Por lo que ZueQm%_B) F& =1 (mod 2), lo que implica que hay un niimero
impar de vértices en @ N (Vo — B) que son presionados un ntiimero impar de
veces de acuerdo a la palabra W y como @ = V5 N O, entonces todos los
vértices de Q N (V, — B) son presionados un nimero impar de veces, por lo
que |@Q N (Vo — B)|) es impar, pero anteriormente vimos que (*) implicaba
que |Q N (Vo — B)| es par, lo cual es una contradiccion, por lo que la palabra
W no existe, probando el resultado. |

La utilidad del corolario anterior es que nos da un criterio para saber si
una configuracion que puede ser alcanzada en el juego o no puede ser al-
canzada en o-solo encendidos. Por ejemplo, consideremos la siguiente grafica

G:

Us
°
B
o} : o
U1 V2 U3 (% (%3 U7 Us

Aplicando la palabra vyvsv; en el juego o tenemos lo siguiente

Us
O
C
° : °
U1 V2 U3 Uy Ve U7 Ug

La grafica anterior es bipartita. Consideremos ahora Vi = {vq, vy, v7},
Vo = {vy,v3, 05,06, 08}, U = {vg,v7} y B = {vs}. Veamos que se cumplen las
hipétesis del corolario:

» G es bipartita y |Vi] =1 (mod 2),y U C Vi y BCV;
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= [Los vectores asociados a V; son
{(1,0,1,0,0,0,0,0),(0,0,1,0,1,1,0,0),(0,0,0,0,0,1,0, 1)},
que claramente son linealmente independientes.

» |U N Ng(vs)| = 0y todos los vértices de la grafica son adyacentes a
alguno de los vértices de U excepto vy, vy v v7, pero como el conjunto
Vi = {vg, vy, 07}, tenemos que si v € B, entonces |U N Ng(v)| es par y
siv € (Vo — B) tenemos que |U N Ng(v)| es impar.

Por el Corolario 3.2.2 tenemos que es imposible ir de la configuracion B
a la configuracion C' con la regla sdlo encendidos.

Corolario 3.2.3. Sea G una grdifica, B C V(G) y W € V(G)* que sea
o-ps.e. para G y B. Si S = {v € V(GQ)| |W,]| es impar} es un conjunto
independiente, entonces |S — B| es par.

Demostracion. Consideremos () = @ y veamos que se cumplen las hipote-
sis del Teorema 3.2.1:

n SNQ=0

= S es independiente

s Ng(u) C Ssiue@

» {veV(G): |[W,| esimpar} =5S=5SUQ

Por lo tanto, 3,0 Fu (W) = [{v € Q@ : |Ng(v)| es impar}| (mod 2),
es decir, es un namero par. Por ser W buena para B, sabemos que F& (W)
es par para u € B, y como S U = S tenemos que:

0 = > FIW)

ueSUQ

= Y FI(W)
uesS

= D FW)+Y FiW)
ueS—B ueB

= > FZW).

ueS—B



3.2 Relaciones entre o y o sdlo-encendidos 75

Como F& (W) es impar para los vértices en S — B por ser W una palabra
o-p.s.e., debe de haber un nimero par de vértices en S — B. |

Consideremos ahora a G la siguiente grafica, donde B = {v;}

(1
O
B
° o)
U1 V2 U3 Us Ve U7 Ug Vg

y la configuracion C' = {vg} sobre la misma grafica

Uy
O
C
O ® )
U1 (%) U3 Vs Vg U7 Vg Vg

Notemos que B("2vsv7) = ' por lo que B y C estan en la misma 6r-
bita en el juego o. Es facil verificar que el Gnico conjunto de vectores li-
nealmente dependientes (en el sentido de que cualquier otro conjunto lineal-
mente dependiente lo contiene) de los vectores asociados a los vértices de
G es {N(vy), N(vs), N(v7), N(v9)} v que si B"™W) = C entonces el conjunto
S = {v : |W|, es impar} es {vg,vs,v7} 0 es {vg,v4,v9}. Como ambos son
conjuntos independientes y en ambos casos |S — B| es impar, el Corolario
3.2.3 implica que B y C estan en orbitas distintas de o-p.s.e.. El siguiente
lema usa el Corolario 3.2.3, y se usara para probar el dltimo resultado de la
seccion que mostrara lo facil que es construir configuraciones que pueden ser
obtenidas en el juego o y no en el o-p.s.e. en graficas no singulares.

Lema 3.2.4. Sea G una grdfica tal que hay dos conjuntos R, T C V(G) tales
que RUT = V(G), RNT = @ y R es independiente. Consideremos los
conguntos R = {Ng(v)| v € R} y ¥ = {Ng(v)| v € T'}. Supongamos que T
es linealmente independiente y que (T) N (M) = {0}. Supongamos también
que hay un conjunto U C V(G) tal que U N Ng(v)| es impar si v € R.
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Si empezamos desde cualquier configuracion B C T, entonces no hay una
palabra W que sea p.s.e. cuyo efecto neto sea el mismo que presionar un
numero impar de vértices de R.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe W € V(G)* que
es o-p.s.e. para G y B, tal que B°W) — B = Zfﬁ;l N(r;) donde los vértices
r1,72,...,T9,_1 € R forman un conjunto independiente. Consideremos ahora
S = {v € R| [W|, es impar} y S = {v € T| |W|, es impar}. Como lo que
nos interesa es el efecto neto que produce la palabra en la grafica, podemos
ignorar los vértices que son presionados un niimero par de veces, por lo que
podemos escribir

B°W) _ g — Z Ng(v) + Z Ng(v).

veS veS’
Asi tenemos que
2%k—1
> ON(r) =Y Ne()+ Y Ne(v)
i=1 ves ves’

y como (%) N (R) = {0} tenemos las siguientes dos igualdades:

2k—1

SN =Y No(o),

=1 veS

> Ng(v) =0.
veS’
Al ser T linealmente independiente, se sigue que S’ = &. Notemos ahora
que como para cada v € R tenemos que |[U N Ng(v)| es impar, entonces U
tiene un nimero impar de 1’s en comiin con cada vector Ng(v), por lo que
U e Ni(v) = 1 para cada v € R, por lo que al hacer el producto punto con
U de ambos lados de la ecuacion 375" N(r;) = > ves Na(v) llegamos a que
del lado izquierdo es 1, por lo que hay un ntimero impar de elementos en S.
Como S C R tenemos que S es independiente. Por el Corolario 3.2.4
podemos ver que |S — B| es par. Como RNT = &, entonces SNT = &, con
lo que SN B = @. Asi, |S — B| = |S|, lo que resulta en una contradiccion,
por lo que la palabra W no existe. |

Finalmente, podemos probar el siguiente resultado
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Teorema 3.2.5. Sea B un subconjunto propio de V(G), donde G es una
grdfica no singular, y sea v € V(G) — B. Sea C' la configuracion obtenida de
la configuracion B al presionar v en la grdfica G en el jueqo o. Entonces C
no puede obtenerse desde B en el juego o-p.s.e.

Demostracion. Sean R = {v} y T = V(G) — R, y sea U = u donde
uwv € E(G), veamos que se cumplen las hipotesis del Lema 3.2.4:

» RUT =V(G)y RNT =2y R es independiente.

» La grafica G es no singular, es decir, la matriz de adyacencia de G es no
singular, por lo que ¥ es linealmente independiente y (T) N (M) = {0}.

» [UNNg()| =1, pues U C Ng(v) y |Ul=1

Por el Lema 3.2.4 no hay ninguna palabra W que sea o-p.s.e. que cumpla
que B°W) = C, por lo tanto, la configuracion C' no puede obtenerse desde
B en el juego o-p.s.e. |

Para ilustrar el Teorema 3.2.5, consideremos la siguiente gréfica G:

@) ]
v (%) U3 V4

Su matriz de adyacencia es

O O = O
O = O =
_ O = O
O = O O

cuyo determinante es 1, por lo que G es no singular. La configuracién B es
{v4} , y la configuracion C' = {vq, v4} se obtiene de B al presionar el vértice v;

en el juego 0. Verifiquemos que C no puede ser obtenida, en el juego o-p.s.e.,
desde B.
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*
) °
U1 V2 U3 Uy
k
o) ° °
U1 V2 (%] V4
%
o ® ® o}
U1 U2 U3 V4
sk
° ® o}
(%1 (% U3 V4
) o}
U1 V2 U3 V4

Como no tiene sentido presionar dos veces el mismo vértice de forma
consecutiva en o-p.s.e., es facil ver que la tnica sucesién de movimientos
validos a partir de B es la siguiente:

Es facil convencerse, gracias a la simetria de la grafica, que hemos encon-
trado todos los elementos de la 6rbita de B en o, y ninguna de las configu-
raciones corresponde a la configuracion C', probando asi que C' no esté en la
orbita de B y verificando el resultado.



Conclusiones

En el primer capitulo se presentd el modelo del juego Lights Out en su
forma original. La importancia de ese primer capitulo radica principalmente
en dos cosas:

s La formulacion matematica del problema, es decir, la presentacion del
modelo basico del juego, dando a su vez los lineamientos esenciales para
comprender el juego en tableros mas generales.

= El anélisis de dicho modelo al determinar la existencia de soluciones y
el método para hallarlas.

El método algebraico empleado en el primer capitulo tiene la gran virtud
de que puede usarse para estudiar cualquier grafica (o digrafica) cuya matriz
de adyacencia sea conocida. Sin embargo, el defecto de ese método para
conseguir resultados més generales es que las matrices de adyacencia tienen
formas muy variadas, asi que efectuar dicho anélisis se vuelve poco practico
para obtener resultados generales.

En el segundo capitulo se emplearon, ademéas de las ideas del primer
capitulo, herramientas de Teoria de Graficas. El modelo era esencialmente
el mismo, pero las técnicas fueron diferentes. Se introducjo la idea de juego
dirigido v se probd que los juegos con y sin direccion tienen una relacion
muy estrecha. También se definen concepton de invaluable utilidad para el
tercer capitulo, la mayoria de ellos relacionados con el concepto de palabra,
asi como la regla sdlo-encendidos, que es el elemento que da sentido al estudio
realizado en el dltimo capitulo.

El tercer capitulo se conforma mayormente de resultados que, aunque algo
técnicos, estudian ideas y algoritmos sencillos para determinar el efecto que
tiene la restriccion solo-encendidos en dos variantes del juego: una en la que
el estado de un botoén cambia cuando éste es presionado y otra en la que no,
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mostrando que la restriccién casi no tiene efecto en el primero, mientras que
en el segundo altera de manera importante las configuraciones que pueden
resolverse.
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