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Capitulo 1

Introduccion

En este ultimo siglo el panorama de la Fisica ha sufrido un profundo cambio,
debido fundamentalmente a dos teorias innovadoras, la Relatividad Especial
(RE) y la Mecénica Cuantica (MC). Ambas teorias presentan una visién de la
realidad diferente a lo establecido hasta entonces y en cada caso se plantean
retos intelectuales muy atractivos. Por lo tanto, no es de extranar que estas
teorias hayan acaparado la atencion de los fisicos durante gran parte del siglo
pasado y aun en el siglo actual.

Por un lado la MC gobierna los fenémenos que ocurren a escala atémica. Se
ha trabajado mucho en este campo y estd respaldada por grandes éxitos ex-
perimentales. En el otro extremo tenemos la Relatividad General (RG), que
gobierna los fenémenos a escalas macroscopicas y superiores, es una teoria
relativista de la interaccién gravitacional. Desde un punto de vista préactico
en la mayoria de los casos podemos seguir utilizando la Mecanica Newto-
niana, las correciones relativistas sélo son necesarias en algunos calculos que
requieren mucha precisiéon. Sin embargo, la RG también es una teoria del
espacio-tiempo y en este ultimo aspecto difiere radicalmente de la teoria
Newtoniana de la gravitacién. Al contrario que la MC la RG esta avalada
experimentalmente tan sélo por unas pocas pruebas.

La RG nos muestra la geometria del mundo en el que vivimos como una
propiedad fisica, intimamente ligada a la materia. Siempre hemos trabaja-
do con una geometria continua, y quiza ahora haya llegado el momento de
cuestionar la validez de este postulado. Es posible que al mirar en una escala
suficientemente pequena descubramos que los objetos geométricos son discre-
tos y que la vision continua de la geometria tan solo es una aproximacion. En
este caso encontrariamos que cantidades geométricas como areas, volimenes,
longitudes, etc. tendrian un espectro discreto, es decir, la geometria estaria
cuantizada. Esta visiéon puede no ser mas sorprendente que lo que ocurre
en un atomo de hidrégeno, donde las cantidades fisicas como la energia, el



momento angular, etc. también estdan cuantizadas.

Si tomamos las constantes fundamentales de ambas teorias podemos obtener
una constante de longitud, la longitud de Planck

l, = \hG/c3 =16 x107"m

donde A = 1,1 x 1073*J - s es la constante reducida de Planck, G = 6,7 x
107" N - m? - kg2 es la constante de Newton y ¢ = 3.00 x 10%m - 57! es la
velocidad de la luz. Como ocurre en otros casos, la presencia de una escala
caracteristica indica un comportamiento diferente en las regiones por encima
y por debajo de esta escala.’ Entonces, para distancias del orden de la lon-
gitud de Planck o inferiores, los aspectos discretos de la geometria jugarian
un papel importante y es posible que aparezcan nuevos fenémenos fisicos,
seguramente algunos inesperados porque por ahora no tenemos resultados
experimentales en este campo.

La gravedad es una de las cuatro interacciones fundamentales de la natu-
raleza. Una caracteristica importante que la distingue de las demaés interac-
ciones es que afecta a toda forma de materia y energia de la naturaleza. Mas
aun, actia con la misma intensidad sobre todas las formas de materia y e-
nergia. Incluso la luz siente su efecto: se ha observado que su trayectoria es
desviada en los alrededores de un cuerpo muy masivo. Nada escapa a su al-
cance y, a pesar de ser la interaccién fundamental mas débil de la naturaleza,
es la fuerza dominante a grandes distancias.

La RG es hasta el momento la teoria que mejor explica el comportamiento de
los cuerpos bajo la interaccién gravitacional, pues ella recoge esa propiedad
del campo gravitacional: todos los cuerpos caen del mismo modo bajo la ac-
ciéon de la gravedad independientemente de su naturaleza. Localmente el cam-
po gravitacional es indistinguible de un sistema con aceleracién constante,
lo cual lleva al Principio de Equivalencia: “Las leyes de la Fisica son inde-
pendientes del estado de movimiento del observador”[1]. Esto condujo a A.
Einstein a la idea de que el campo gravitacional puede ser descrito geométri-
camente a través de la estructura del espacio-tiempo. Nuestra comprension
de la gravedad identifica las ecuaciones del campo gravitacional con las ecua-

LOtra situacion en la que se espera que los efectos cuanticos sean importantes es cuando
la curvatura escalar de Ricci sea del orden del inverso del cuadrado de la longitud de Planck:

R~ 1%~ 3,828-10%m 2
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ciones geométricas para el espacio y el tiempo. El Principio de Equivalencia
implica que dichas leyes deben ser descritas de manera covariante, es decir,
independiente del sistema de coordenadas. Es claro entonces que la formu-
lacién covariante es natural y permite expresar a la interaccién de la materia
con la geometria de manera elegante:

G = 8T

La forma covariante de las ecuaciones de Einstein tiene una caracteristica
importante, es que algunas de estas ecuaciones representan constricciones (o
ligaduras) en las variables dindmicas, estas se relacionan con las identidades
de Bianchi

V,G" =0

que expresan que las constricciones se preservan cuando se satisfacen las
ecuaciones dindmicas.

Bajo ciertas condiciones generales acerca de la materia puede demostrarse la
existencia de singularidades en el tiempo, o en el pasado o en el futuro. Esto
estd demostrado con rigor matematico en los famosos teoremas de singula-
ridad de R. Penrose y S.W. Hawking. Observaciones como las reflejadas por
el fondo césmico de microondas indican que el Universo tiene la suficiente
materia como para haber producido una singularidad, de acuerdo con los teo-
remas, en el pasado que podria interpretarse como el comienzo del mismo. El
rango de energias de los procesos fisicos que tuvieron lugar en los momentos
cercanos posteriores al comienzo del Universo estan por encima del rango de
validez de la teoria clasica de la Relatividad General. Normalmente cuando se
llegan a energias tan elevadas la intuicion fisica induce a considerar la teoria
cuantica de la interaccion. Esto ocurre en todas las interacciones conocidas.
Por eso el Universo en sus primeros momentos deberia ser descrito a través
de una teoria cuantica de la gravedad donde la Relatividad General pueda
aparecer como el limite cldsico de esta teoria. Los intentos de describir la
gravedad mediante una teoria cuantica han sido numerosos. Los primeros tu-
vieron lugar en los anos 30, cuando los postulados y objetivos de la Mecénica
Cuantica estaban muy recientes.

La idea mas difundida entre la comunidad cientifica es que todas las interac-
ciones fundamentales deben ser descritas por una teoria cuantica de campos.
Hoy en dia tres de las cuatro interacciones fundamentales (interaccién elec-
tromagnética, interaccion fuerte e interaccién débil) vienen descritas por un
modelo cudntico que las engloba. Este modelo se llama modelo estandar y
fue presentado por S.L. Glashow, S. Weinberg y A. Salam a principios de



1970. La teoria unificada de la interaccion electromagnética y la interaccion
débil fue descrita por S. Weinberg y A. Salam; la interaccién fuerte descrita
por la teoria de la Quantum Chromodynamics (Cromodindmica Cudntica)
se debe a H. Georgi y S.L. Glashow. La tnica interaccién que se resiste a ser
descrita en una teorfa unificada completa es la gravedad.

Los primeros intentos de construir una teoria cuantica para el campo gravi-
tacional fueron presentados entre 1930 y 1932 en dos articulos debidos a L.
Rosenfeld. Curiosamente son anteriores a los primeros intentos de cuantizar
el campo electromagnético debidos también a L. Rosenfeld junto con N. Bohr.

Por otro lado, en 1932 E. Schrodinger estudio los efectos de la gravedad sobre
campos cuanticos. Fue el primer intento de hacer una teoria semicléasica de la
gravedad como ya se conocia, a falta de una teoria cuantica completa, para la
interaccion electromagnética. El objeto de estudio en un modelo semiclasico
es el efecto que produce un campo externo clasico, que no serd objeto de
cuantizacién (electromagnetismo o gravedad), sobre otros campos cudnticos
de materia como por ejemplo campos escalares (de espin cero) o campos de
Dirac (de espin semientero). Ademds W. Pauli y M.E. Fierz establecieron
que el espin del cuanto de gravedad (gravitén) debia ser igual a 2.

Durante los anos posteriores a la segunda guerra mundial la idea dominante
consistia en imitar los procedimientos que habian tenido éxito en la construc-
cién de las teorias cuanticas de otras interacciones. El electromagnetismo
se habia cuantizado con éxito mediante dos procedimientos: el formalismo
canonico y el formalismo de integrales de trayectoria. Para la interaccion
electromagnética los dos métodos son equivalentes.

Sin embargo en Relatividad General la diferencia entre los dos procedimien-
tos es profunda. La razén es la misma que separa la Relatividad General de
las demas teorias de campos en el espacio de Minkowski y complica el analisis
de todos los resultados: en Relatividad General no tenemos una geometria
que sustente la teoria, es la teoria la que define la geometria. El espacio no
estda dado a priori, es el producto final de su evolucién. El campo gravita-
cional (la métrica del espacio-tiempo) describe tanto los aspectos dindmicos
de la gravedad como la estructura geométrica del espacio-tiempo en si mis-
mo. De hecho para introducir los conceptos bésicos de causalidad, tiempo y
evolucion deben resolverse primero las ecuaciones dinamicas y construir el
espacio-tiempo. Por ejemplo para encontrar si un dato inicial dado lleva a la
aparicién de un agujero negro debe obtenerse primero su evoluciéon maximal
y, usando la estructura causal determinada por esa solucién, preguntarse
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si el futuro infinito nulo tiene un limite pasado. En la teoria cuantica, los
problemas son més serios, cuantizar el campo gravitacional es equivalente
a cuantizar la estructura del espacio-tiempo. En la teoria cuantica de una
sola particula, debido al principio de incertidumbre, su trayectoria no puede
ser conocida ya que la evolucion temporal produce sélo una amplitud de
probabilidad de presencia de la particula en una region del espacio mas que
una trayectoria. Similarmente puede decirse en gravedad cuantica: después
de evolucionar desde un estado inicial con una geometria bien determinada
no se estara en un espacio-tiempo fijo. Sélo podra decirse que hay una cierta
amplitud de probabilidad respecto a una geometria. Por lo tanto, en ausen-
cia de una geometria determinada, es una contradiccién introducir nociones
basicas como causalidad, tiempo, etc. Ademds hay un problema relativo al
distinto papel que juega el tiempo en la formulacién hamiltoniana de una
teoria cuantica de campos y en Relatividad General. En Relatividad General
no existe una eleccién del tiempo privilegiada. Esto significa que dicha elec-
cién no debe reflejarse en las predicciones fisicas de la teoria. Sin embargo en
la teoria cuantica de campos sélo se pueden hacer predicciones fisicas cuando
el tiempo pueda separarse del resto de las variables de configuracion.

A principios de los anios 50 se comenz6 a construir la formulaciéon hamiltonia-
na de la Relatividad General para que a partir del hamiltoniano se pudiera
hacer la cuantizacién de la teoria. A partir de entonces P.A.M. Dirac en la
Universidad de Cambridge por un lado y P.G.Bergmann en la Universidad
de Syracuse por otro, comienzaron a desarrollar un método de cuantizar la
gravedad mediante el procedimiento canénico a pesar de los problemas men-
cionados en el apartado anterior. Definieron los operadores fundamentales de
la teoria, y a través de sus relaciones de conmutacion llegaron a obtener el
principio de incertidumbre para este sistema. La nocién de causalidad viene
dada en este procedimiento por el hecho de que ciertos operadores conmutan
sobre una variedad espacial de 3 dimensiones fija, es decir, el espacio tridi-
mensional para un instante de tiempo dado. En contextos donde la geometria
espacial tridimensional es asintoticamente plana, es decir, en los casos donde
no hay fuentes de campo en el infinito, el movimiento generado por el hamil-
toniano puede interpretarse como la evolucién temporal del sistema. Dirac y
Bergman hicieron énfasis en el caracter geométrico de la Relatividad Gene-
ral, manteniendo la fusion de la geometria y la gravedad.

Asociado al hecho de que no se puedan separar los grados de libertad dinami-
cos de las variables de configuracion aparece el siguiente problema en este
método de cuantizar la gravedad: las ecuaciones de la Relatividad General
no son todas independientes sino que existen ecuaciones que las relacionan.



Definen por lo tanto un sistema ligado y hasta entonces, a principios de los
50, no se conocia un método general que desarrollara una teoria cudntica para
sistemas con ligaduras. Dirac se dedicé durante esta década a desarrollar una
teoria cuantica general adecuada a sistemas ligados [2].

Un aspecto importante es que, a pesar del alto grado estético que da la for-
mulacion covariante a las ecuaciones de Einstein, en la practica el aislar a las
ecuaciones con contenido dinamico de las que son constricciones se ve obs-
curecido precisamente por esta forma covariante de expresarlas. Una manera
de desentranar la dindmica de la Relatividad General consiste en verla como
un problema de Cauchy, es decir, analizar la dinamica como la evolucién de
una superficie tridimensional donde estén definidos los campos.

En 1962 R. Arnowitt, S. Deser y C.W. Misner, usando los métodos pioneros
de Dirac y Bergmann obtuvieron una formulacién hamiltoniana (conocida
como formulacién ADM [3]) satisfactoria de la Relatividad General. Los in-
tentos de cuantizar la teoria clasica de la Relatividad General a partir de
esta formulacién hamiltoniana fueron realizados a partir de 1965 por B.S.
DeWitt y K. Kuchar. Antes de explicar los éxitos y problemas de esta teoria
vamos a sintetizar el programa de cuantizacion en el procedimiento canénico.

La formulacién ADM de la Relatividad General desarrollada por R. Arnowitt,
S. Deser y C. Misner tomé su forma completa a principios de los anos 60.
En el procedimiento candnico inicialmente se escribe la teoria cldsica en su
forma hamiltoniana y se identifican las variables candnicas conjugadas. Una
vez identificadas se sustituyen las variables candnicas por operadores que
cumplan las relaciones canodnicas de conmutacion. Los estados cuanticos del
sistema vendran descritos por un espacio lineal de funciones de onda y por
el algebra de operadores definido sobre este espacio. El hamiltoniano clésico,
después de sustituir las variables candnicas por sus operadores asociados, se
convierte en un operador sobre el espacio de las funciones de onda de modo
que se obtiene una ecuacién dinamica similar a la ecuaciéon de Schrédinger
para la funcion de una particula. Para finalizar se define un producto interno
sobre el espacio de las funciones de onda, soluciones de la ecuacion citada an-
teriormente; esto define un espacio de Hilbert, que lleva a una interpretacion
probabilistica de las funciones de onda.

El procedimiento de cuantizacion es complicado debido a la presencia de li-
gaduras. Estas ligaduras son tratadas en el método ADM segun la teoria de-
sarrollada por Dirac [2]. Se separa el espacio-tiempo (supuesto globalmente
hiperbdlico) en una familia de superficies de Cauchy de 3 dimensiones es-
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paciales y en una coordenada temporal. Se elige como variable dinamica
fundamental la métrica asociada a estas geometrias tridimensionales. Con
esta separacion 3 + 1 del espacio-tiempo se calculan todos los objetos rele-
vantes en la Relatividad General como la curvatura extrinseca, el tensor de
Weyl, etc. separando explicitamente la parte temporal de la parte dependien-
te de las geometrias tridimensionales, como mencionamos anteriormante se
plantea ahora la cuestién de si la Relatividad reformulada de este modo tiene
respuesta al tipico problema de Cauchy, a saber, si con datos iniciales ade-
cuados existe una tnica solucién para las ecuaciones relativistas que depende
de forma continua de dichos datos. La respuesta, en principio, es negativa
a causa de la covariancia bajo difeomorfismos en el espacio-tiempo y de las
distintas formas en que un espacio-tiempo puede escindirse en un espacio y
tiempo (es decir, la separacién 3 + 1 no es unica). Sin embargo, cumplien-
do ciertos requisitos bastante razonables resulta posible construir soluciones
de las ecuaciones gravitacionales relativistas que satisfagan el problema de
Cauchy, como se desprende de los teoremas de Choquet-Bruhat [1].

A partir de la accion de Einstein-Hilbert se calcula el momento candnico
conjugado de la métrica tridimensional. Con estas dos variables, la métrica
tridimensional y su momento candnico conjugado, se escribe el hamiltonia-
no de la gravedad de modo que las ecuaciones de Einstein describen tanto
las ligaduras entre la 3-métrica y su momento candnico conjugado, como las
ecuaciones de evolucién de estos campos. La teoria de la Relatividad se in-
terpreta ahora como la teoria dinamica de las geometrias tridimensionales.

Debido a las ligaduras, el sistema tiene menos grados de libertad que los
que presentan las diferentes 3-geometrias (las geometrias espaciales) ya que
éstas estan relacionadas a través de la libertad gauge del campo gravitacio-
nal: la invariancia bajo el grupo de difeomorfismos. Por lo tanto el espacio
de configuracién es el conjunto de las clases de equivalencia bajo el grupo
de difeomorfismos de las métricas riemannianas sobre esas 3-geometrias. A
este espacio se le llamé superespacio. Esta descripcion hamiltoniana fue bau-
tizada por J.A. Wheeler como Geometrodynamics [5] y constituye el pun-
to de partida de la cuantizacion candnica. Las variables y sus momentos
conjugados se sustituyen por operadores. Sobre estos operadores se impo-
nen las relaciones de conmutacién que llevan al principio de incertidumbre.
La ecuacién dindmica que cumplen los funcionales de las 3-geometrias es la
ecuacion de Wheeler-DeWitt (ecuacién correspondiente a la de Schrédinger
para la gravedad [(]). Ecuacién que sélo se ha podido resolver en unos pocos
casos con un alto grado de simetria (llamados modelos de minisuperespacios).



La mayoria del trabajo en este procedimiento ha sido realizado de manera
meramente formal ya que las ecuaciones cuanticas de la geometrodinamica
involucran productos no regularizados de operadores de valor distribucional.
Incluso a nivel formal, algunos de los principales resultados que se esperaba
obtener permanecen ocultos porque las ecuaciones de ligadura son demasiado
dificiles de resolver. El principal problema que presenta esta forma de traba-
jar es que la teoria de Dirac no da una prescripcion general para separar las
variables cinemadticas (tiempo, variables que definen las 3-geometrias) de las
variables dindmicas (grados de libertad del sistema), separacién indispensa-
ble para poder encontrar los estados fisicos del campo gravitacional.

Durante muchos anos se ha trabajado en la construccion de una teoria del
“todo” que incluya todas las interacciones que conocemos, aunque por el mo-
mento esta teoria fundamental se resiste. Un paso mas modesto hacia este
objetivo es construir una teoria que proporcione una descripcion cuantica de
los fenomenos gravitacionales.

Entre 1986 y 1987 A. Ashtekar propuso un nuevo procedimiento canénico
basado en la Geometrodindmica. La principal diferencia con la teoria ADM
es que A. Ashtekar consider6 como variables dinamicas fundamentales las
conexiones en vez de las métricas de las geometrias tridimensionales (teorfa
conocida como Connection Dynamics [7]). Esto anadié nuevas herramien-
tas conceptuales a la teoria que no aparecian en la geometrodindmica. Las
nuevas variables candnicas simplifican las ecuaciones de campo tanto en la
teoria cuantica como en la estructura hamiltoniana clasica de la Relatividad
General. Con estas simplificaciones pueden resolverse de forma exacta las
ecuaciones cuanticas de ligadura. Este es uno de los principales éxitos del
método de Ashtekar.

La idea de formular la teoria de la gravedad en términos de las conexiones
no era nueva. Las demads interacciones fundamentales entre particulas ele-
mentales tienen lugar a través de particulas intermediarias (bosones gauge),
descritas clasicamente por una conexién. Era natural por lo tanto, intentar
formular la gravedad de forma similar a las demas interacciones consideran-
do una conexion. En los primeros intentos se consideraron nuevas teorias de
la gravedad basadas en una accién de tipo Yang-Mills [3]. Como esta ac-
cion es cuadratica en la curvatura, las ecuaciones que aparecen son de orden
cuartico en la métrica mientras que las ecuaciones de Einstein clasicas son
de orden inferior en la métrica. Se sabe que existen soluciones de las ecua-
ciones obtenidas a través de la acciéon de tipo Yang-Mills que no lo son de
las ecuaciones de Einstein.
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En el procedimiento seguido por Ashtekar, sin embargo, no cambian las ecua-
ciones del campo gravitacional. La teoria subyacente es la Relatividad Ge-
neral de Einstein. Las ecuaciones de Einstein son reinterpretadas como las
ecuaciones que gobiernan la dinamica de una conexion. La estrategia es via-
ble al menos en Relatividad General en el vacio: como el tensor de Riemann
y el tensor de Ricci pueden construirse usando sélo la conexién, la ecuacion
de Einstein en el vacio puede tomarse como una ecuacion para la conexion.
En la forma hamiltoniana, se utiliza la accion de Palatini del formalismo
de tétradas y unas conexiones autoduales complejas definidas a través de
las conexiones de Lorentz sobre la variedad espacio-tiempo (vedse la Parte
IIT del Capitulo 5 de [¢]). Definiendo como variables de configuracién estas
conexiones autoduales y sus momentos conjugados, las ecuaciones de Eins-
tein se simplifican considerablemente, ya que las ecuaciones de ligadura y
las ecuaciones dinamicas son polinomios de estas variables candnicas. Atn
asi aparece una ligadura como consecuencia de que las variables utilizadas
son complejas. Las ecuaciones de ligadura, escritas de esta forma, pueden
resolverse exactamente constituyendo un avance considerable frente a la geo-
metrodinamica.

La cuantizacion de la teoria de Ashtekar fue llevada a cabo por T. Jacob-
son, L. Smolin, C. Rovelli y por el propio A. Ashtekar a finales de los 80.
No discutiremos aqui el programa de cuantizacion, sélo diremos que no ha
sido completado atin, debido a que algunos problemas no han podido solu-
cionarse hasta ahora. Sin embargo el avance frente al programa de cuanti-
zacion canonica desarrollado a partir de la geometrodinamica ha sido muy
grande.

En gravedad 2 + 1, es decir, considerando que la geometria del espacio-
tiempo es tal que su parte espacial tiene sélo 2 dimensiones, E. Witten con-
sigui6 cuantizar completamente la gravedad [9]. Esta es la tunica teoria que
lo ha conseguido hasta ahora. A. Achuicarro y P.K. Townsend demostraron
que las teorias de gravedad en 2 + 1 dimensiones pueden ser interpretadas
como una teoria de Chern-Simons. En este caso los grados de libertad del
tensor de Riemann y los del tensor de Ricci coinciden de manera que no
existen ondas gravitacionales como solucion de las ecuaciones de campo con
estas dimensiones del espacio fisico. Con ello E. Witten escribe la accién
de Einstein-Hilbert de forma topoldgica, es decir, describiendo el espacio de
forma global, al estilo de las teorias de Chern-Simons que si se saben cuan-
tizar. Reduce las ecuaciones de ligadura y obtiene un espacio de soluciones
con el que se puede continuar el mecanismo de cuantizacién. Este espacio
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de soluciones esta constituido por los lazos de Wilson, pero al estar con-
siderando sélo 2 dimensiones espaciales se tiene la ventaja de que todas las
geometrias son planas bajo una transformacion conforme. El desarrollo de
la teoria cuantica de la gravedad no ha finalizado ya que no se sabe si es
posible la generalizacién de estos resultados, obtenidos en 2+ 1 dimensiones,
al caso fisico de dimensién 3 + 1. A pesar de ello se espera que este tipo de
teorias en dimensiones diferentes a las dimensiones fisicas ayuden a entender
el comportamiento del Universo real.

El enfoque candnico cuenta con la ventaja de que se trata de un método no
perturbativo y esto es importante en el caso de la cuantizacién de la gravedad
porque esta teoria presenta problemas insalvables. La tarea de obtener una
teoria general que englobe ambas teorias (RG y MC) es muy compleja. Sin
embargo, los fisicos en lugar de atacar el problema en general introducen
algunas simplificaciones para obtener un problema manejable. Si se es ca-
paz de resolver este problema simplificado se obtiene una teoria que describa
efectos cuanticos gravitacionales. En este caso, los resultados que se obtienen
pueden no ser validos para la teoria completa, y entonces uno se pregunta
si ha servido de algo este proceso. La respuesta es afirmativa porque en el
modelo simplificado se tienen problemas similares a los de la teoria completa
y al solucionar estas dificultades se desarrolla una cierta intuicién para tratar
de atacar la teoria general, tanto para resolver las dificultades matematicas
como las conceptuales.

Después de los comentarios anteriores podemos decir que la formulacién ha-
miltoniana de la R.G. fue desarrollada para poder lograr la cuantizacién de la
gravedad mediante el método de Dirac y debido a las dificultades presentadas
por éste se debieron desarrollar otros formalismos como el de Ashtekar, lo
importante aqui es que el formalismo candénico forma parte de los fundamen-
tos de muchos temas de investigacion en la Fisica actual. Este formalismo ha
tenido un desarrollo continuo a lo largo de sus mas de 50 anos de existen-
cia; sin embargo, el interés por parte de la comunidad de fisicos téoricos en
la realizacion de investigaciones sobre aplicaciones del formalismo canénico
ha sufrido altibajos. Desde mediados de los anos ochenta ha habido nue-
vamente un creciente interés tanto en el formalismo mismo, como en sus
aplicaciones en diferentes areas. Por mencionar algunos ejemplos: ha servido
como base para el desarrollo de las variables de Ashtekar [7]; se ha utilizado
en problemas relacionados con la cuantizacion de la gravedad por medio de
integrales de trayectoria [0]; ha servido como medio para determinar, por
métodos numéricos, soluciones a las ecuaciones de Einstein [10]; ha sido la
base para el desarrollo de la teoria del espacio de espacios (conocida como
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geometrodindmica [5]), la fijacién del gauge para espacios-tiempos con dos
vectores de Killing y las soluciones a sistemas gravitacionales con simetrias
como son las ondas gravitacionales planas, aparece en la teoria de la gravedad
de Horava, ademas de una forma totalmente analoga se puede hacer la sep-
aracion 3 + 1 de las ecuaciones de Maxwell [11].

Por tanto, dada la importancia que ha adquirido la formulaciéon candnica,
aunado al hecho de que ain no se tiene, hasta donde pude investigar, una
exposicion introductoria clara y completa del formalismo y de algunas de
sus aplicaciones, es que decidi elaborar el presente trabajo que pretende ser
una base introductoria para que las nuevas generaciones entiendan las bases
de dicha teoria y puedan realizar trabajos de investigacion en esta area de
manera temprana. De este modo, en las paginas siguientes se tratara de dar
una introduccion lo mas accesible posible a la formulacién hamiltoniana de
la Relatividad General tratando de ordenar lo mejor posible los resultados
mé&s importantes y realizando la gran mayoria de los célculos (los cuales no
se exponen en los articulos sobre el tema a excepcién del articulo de Corichi
[12]) para llegar a las ecuaciones mds importantes en esta teorfa. Los articu-
los de Giulini [13], de Bertin [11] y el Capitulo 4 de la Seccién 3 del libro de
Baez y Muniain [¢] sirvieron de base para la elaboracién de este trabajo.

Abordaremos el estudio de la teoria hamiltoniana de la Relatividad General
en tres dimensiones debido a mi interes en la cuantizacion de la gravedad
(2 + 1), aunque los resultados valen para cuatro dimensiones simplemente
cambiando el término superficie por el de hipersuperficie, es claro que el
objetivo final serd escribir el hamiltoniano gravitacional y mencionar los pro-
blemas al intentar cuantizar la teoria mediante el formalismo de Dirac.

A continuaciéon vamos a explicar como esta organizado el material de esta tesis:
= En el Capitulo 2 daremos los conceptos basicos de Geometria Diferencial
necesarios para una mejor comprensién de los temas desarrollados en los
capitulos subsecuentes. Se daran las definiciones de variedad diferenciable,
espacio tangente y espacio dual y los conceptos de curvatura y torsién en
una variedad con métrica.

Este capitulo se incluye debido a que se pretende que el texto sea auto-
contenido (aunque ningin texto lo es) y aunque en general se presenta un
resumen de los resultados més importantes, incluimos la bibliografia nece-
saria para profundizar més en los conceptos si asi se desea.

= En el tercer Capitulo se presenta la geometria de las superficies. Iniciamos
definiendo lo que es una variedad espacio-tiempo, después presentamos la
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definicién de un encaje de una superficie en una variedad de dimensién 3, se
definen los mapeos pull-back y push-forward. Definimos el operador de for-
ma y la curvatura extrinseca, después se hace la descomposiciéon ortogonal
del espacio tangente a la variedad 3-dimensional y se definen los operadores
de proyeccién ortogonal y tangente, fundamentales para extender los objetos
geométricos definidos en la superficie a la variedad. Encontramos la ecuacién
que relaciona la conexién de la superficie con la de la variedad, conocida co-
mo ecuacién de Gauss.

Terminamos este capitulo dando la descomposicién del tensor de Riemann
del espacio-tiempo en términos de cantidades relativas a la superficie, estas
son las ecuaciones de Gauss-Codazzi y de Codazzi-Mainardi.

En el Capitulo 4 estudiamos la geometria de las foliaciones, definimos la
funcién lapse y mediante la derivada de Lie se encuentran las ecuaciones que
“arrastran” a la métrica de la superficie y al proyector tangente através de
todas las superficies de la foliacién, finalmente se escribe el escalar de Ricci
del espacio-tiempo en términos de cantidades relativas a la superficie.

Por dltimo dedicaremos el Capitulo cinco a la aplicacién de las ecuaciones
desarrolladas en los capitulos anteriores para escribir la descomposicién 2+1
de las ecuaciones de Einstein, daremos una breve introduccién a las coor-
denadas adaptadas lo cual nos llevara a definir el vector shift, escribiremos
la métrica del espacio tiempo y el escalar de curvatura en términos de la
funcién lapse y del vector shift para escribir la accién de Einstein-Hilbert
en términos de las variables ADM y con ello obtener el lagrangiano gravi-
tacional, después mediante una transformacién de Legendre llegamos a la
expresion final del hamiltoniano gravitacional en funcién de la métrica de la
superficie y los momentos generalizados.

Finalmente mencionaremos de manera breve los problemas que se enfrentan
al intentar cuantizar la gravedad por el método de Dirac y mencionaremos
algunas de las aplicaciones mas importantes de la teoria candnica de la Re-
latividad General.

Se agregan dos Anexos, el primero de ellos estd dedicado a la derivada de
Lie de campos tensoriales y el otro estda dedicado a la forma de pasar de una
teoria parametrizada a una candnica en el formalismo hamiltoniano.
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Capitulo 2

Elementos de Geometria Diferencial

El objetivo de este capitulo sobre cuestiones de geometria diferencial no es
ensenar éstas a quien se las tope por primera vez: si éste es el caso, resulta
preferible saltarselas. Su modesto objetivo es permitir, a quien ya las ha es-
tudiado alguna vez (aunque, probablemente, con un lenguaje muy diferente)
ubicarlas en el contexto geométrico apropiado.

En el presente capitulo daremos una introduccion de los conceptos de topologia
y geometria diferencial necesarios para construir la formulacion candnica de
la relatividad, si se quiere profundizar mas en los conceptos de topologia se
puede revisar [15], para la geometria diferencial ver [10], y para la geometria
riemanniana intrinseca ver [8], [L7], [18] y [10].

2.1. Variedades diferenciables

Intuitivamente la Topologia es la rama de las matematicas que estudia las
propiedades de los objetos que se conservan cuando estos se deforman sin
“cortar’ni “pegar” (con la excepcién de que es posible “cortar”si luego se
“pega’ por el mismo sitio). Por ejemplo, la superficie de una bola es topoldgi-
camente equivalente a la de una pelota de futbol o la de una barra, aunque
no lo es a la de un toro, puesto que este tultimo tiene un agujero. En la
presente seccién estudiaremos algunos preliminares topoldgicos, que pueden
encontrarse en cualquier libro elemental de topologia [15].

Definicién 2.1.1 Sea M un conjunto arbitrario y T C 2* una coleccion de
subconjuntos de M, entonces (M, T) se llama espacio topoldgico, siy sélo
St

1. oeTyMer.

2. SiU,..U,er = (Ue€er.

i=1

15
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3. {Us}aer C T = UYU,er

ach
Definicién 2.1.2 Si (M, 7) es un espacio topoldgico, entonces:
1. 7 se llama topologia en M.
2. U €1 sellama abierto en M.
3.V C M se llama cerrado <= V' := M —V € 1.!

4. SixeUer entonces U se llama vecindad de .

El concepto de homomorfismo es la forma rigurosa de expresar la idea de
cuando dos espacios topoldgicos son ‘“equivalentes” y que tratabamos de
apuntar con ideas intuitivas al principio de esta seccion, como las de que
dos espacios topoldgicos son “equivalentes” si cada espacio se puede obte-
ner uno de otro deformando sin cortar ni pegar.? Dos espacios topoldgicos
homeomorfos poseen las mismas propiedades topoldgicas.

Definicién 2.1.3 Sean (M, 1), (Ms,2) espacios topoldgicos, sea U € 1,
Venyp:U—V continua, entonces ¢ se llama homomorfismo de U
a 'V, sty solo si:

@ 'V — U existe y es continua.
SiU=M yV =N entonces M y N se llaman homomorfos.*

El concepto de variedad diferenciable [10] es la generalizacién del concepto
de superficie en R? .

Definicién 2.1.4 Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto
M y una coleccion de funciones inyectivas ¢, : U, C R — M de abiertos
U, a M tales que:

1. Upa(Us) = M

2. Para cada par o, con ©o(Us) N @s(Us) = W # 0, los conjuntos
oM (W) y @EI(W) son abiertos de R y las funciones @Elocpa :R" —
R™ son diferenciables.

1y" denota el complemento de V.

20tro concepto relevante en este contexto es el de equivalencia homotépica, en el que
no entraremos.

3Como ¢~ ! es uno a uno, cada abierto se mapea en un abierto, entonces ambas
topologias son equivalentes.
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3. La familia {(Us, pa)} que cumple 1y 2 es llamada estructura diferen-
ciable y es mazimal relativo a las condiciones 1y 2.

Una estructura diferenciable en un conjunto M induce una topologia natural
en M. Es suficiente definir A C M como un abierto en M si y sélo si ¢, (AN
©va(Uy)) es un abierto de R™ Va. Es facil verificar que estos abiertos cumplen
los axiomas de espacio topoldgico. Por supuesto que la topologia natural de M
puede ser completamente extrana, esto puede pasar si uno (o ambos) axiomas
siguientes no se cumplen.

Axioma 2.1.5 Axioma de Hausdorff. Dados dos puntos distintos de M
existen vecindades de esos dos puntos que no se intersectan, es decir

Ve, 29 € M, 21 # 1o  3,U,Us € 7 tales que x1 € Uy, x9 € Uy y
U1 N UQ - @

Se dice entonces que M es un espacio To o espacio de Hausdorff

Axioma 2.1.6 Axioma de la base contable. M puede cubrirse por un
nimero contable de vecindades coordenadas (se dice que M tiene una base
contable), es decir, puede cubrirse por medio de una cubierta abierta U de
M, que es una coleccion de abiertos de M cuya union es todo M.

El axioma de Hausdorff es esencial para la unicidad del limite de una suce-
sion y el axioma de la base contable es esencial para la existencia de una
particion de la unidad. Estos axiomas son esenciales, por ejemplo, para saber
si una variedad puede ser inmersa o encajada en algin espacio euclidiano.
Un resultado fundamental en esta direcciéon es el teorema de Whitney que
establece lo siguiente: cada variedad diferenciable (que cumple los axiomas
anteriores) de dimensién n puede ser inmersa en R?*" y encajada en R*"*!
[17]. Para la definicién de una métrica riemanniana (que haremos en una sec-
cién posterior) es necesario que nuestra definicién de variedad cumpla estos
dos axiomas®, por ello establecemos la definicién clésica de variedad diferen-
ciable que serd la que ocuparemos en el resto de este trabajo.

4Esto es para no complicar las cosas pues se puede demostrar que toda variedad dife-
renciable (definicién 2.1.4) tiene una métrica riemanniana, para ello se toma una particién

de la unidad de M
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Definicién 2.1.7 Variedad Diferenciable.
1. (M,7) Se llama variedad diferenciable de clase C* y dimM = n si

y solo si:
a) M es un espacio de Hausdorff.
b) ® es una coleccion de funciones (fig. 2.1.1) tales que:

1) {Domp/p € @} es una cubierta abierta de M.
2) Yo € ®, ¢ es un homomorfismo a un abierto de R"

3) Yo, € @ tal que (Domp) N (Domy)) #0 —
Yop~t : p(Dome N Domy) € R — R" es de clase C*.

2. @ se llama Atlas y sus elementos se llaman cartas.

a
R" R"
e(unv)
(unv)

Figura 2.1.1: Dos cartas que se traslapan suavemente. Aqui U = Domyp y
V = Domz)

Un concepto fundamental en la teoria de variedades diferenciables es el de
orientacion.

Definicién 2.1.8 Una variedad diferenciable M es orientable si y solo si
admite un atlas tal que para cada par de abiertos U, V no disjuntos de coor-
denadas {x*} y {y*}, el jacobiano J = det(0x"/0y") es positivo.

Definicién 2.1.9 Sea (M,®) una variedad diferenciable de clase C* y de
dimM = n. Si para cada homomorfismo, b : U C M — R" tal que Vi € &:

oy : p(Domy N Domap) — R™ € CF
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Yop : p(Domp N Doma)) — R™ € CF

con Dome N Domap # (). Resulta que b € @, entonces a ® se le llama atlas
maximal.

A una carta ¢ € ® en M, también se le llama sistema local de coorde-
nadas en M o parametrizacién de M en p.

Ejemplo 2.1.10 Proyeccion estereogrdfica de la esfera.

La esfera S? con su topologia heredada de R3, es una variedad diferenciable
2-dimensional real que tiene dos cartas,

Cy = (U, @), con Uy = {5%/{0,0,1}}, el homomorfismo y su inverso son:

- 1
(I)+<I,y,2) (Q?,y) (I)Jrl(x?y) = —2(2$,2y,l’2+y2—1>

T 12 S l+aty

La otra carta (que elimina el polo sur) es Cy = (Us, ®_), el homomorfismo y
SU 1NVersa son

B 1
14z

1
(l’, y) (I):l(xv y) = —(21', 2y7 _xQ_y2+1>

b_ =

entonces Uy U Uy = S% y &, ®_ son homomorfismos. A &, se le llama
proyeccion estereogrdfica desde el norte y a ®_ desde el sur.

Notas al concepto de variedad diferenciable.

1. Sien lugar de considerar espacios localmente homomorfos a R" los con-
sideramos localmente homomorfos al semiplano superior R = {(z°, ...
, &™) | o* > 0} entonces podemos hablar de una variedad diferenciable
con frontera [17]. De los puntos que, en alguna vecindad coordena-
da, tienen su tltima coordenada nula se dice que estan en la frontera.
Obsérvese que el concepto de diferenciabilidad entre abiertos de R”™ se
extiende naturalmente a abiertos de R’}. Andlogamente, si se toman ho-
momorfismos con abiertos de {(z°,...,2") | 2* >0 VYu € {0,...,n}}
y con cambios de carta diferenciables entonces hablamos de variedad
diferenciable con frontera a pedazos.

2. Si en lugar de considerar espacios localmente homomorfos a R"™ los
consideramos localmente homomorfos a C”, con cambios de cartas di-
ferenciables, entonces tendremos una variedad compleja de dimension
(compleja) n.
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3. En general, los posibles estados de un sistema fisico (no cudntico y
discreto) tienen intrinsecamente una estructura de variedad diferencia-
ble de dimensién n (= nimero de “grados de libertad” del sistema).
Miés concretamente, en Fisica (Mecénica, Termodindmica, Relatividad,
etc.) es frecuente suponer, al menos implicitamente, que el conjunto M
de los estados de un sistema fisico’ admite para cada estado un sub-
conjunto U C M que contiene a dicho estado y una funcion biyectiva
p:UC M — V CR" esto es, podemos describir ese estado en
funcién de coordenadas en un abierto V de R™. Mas aun, se supone
que los cambios de coordenadas son diferenciables.

Definicién 2.1.11 Sea (M, ®) una variedad diferenciable de clase C* y de
dimension n, sea ¢ € ® un sistema local de coordenadas en U C M, defini-
mos:

1. La p-ésima funcion coordenada en R":

r:R" — R, tal que (d°...,a") — a*

2. La p-éstma funcion coordenada del sistema de coordenadas
© como:
xt=rtop.

Definicién 2.1.12 Sea (M, ®) una variedad diferenciable de clase C* y di-
mension n. Sea W C M un abierto y f : W — R, entonces f se llama
funcién diferenciable de clase C' (I < k) si y sdlo si:

VpeW U, y ¢o: U —R"€P® tal que foo wau € CL.

2.2. Vectores tangentes

En esta seccién vamos a construir los vectores tangentes a una variedad di-
ferenciable. Esta construccién tiene varios objetivos, pero el mas importante
es que con los vectores tangentes podemos construir un espacio vectorial en

5En el caso de la Relatividad el sistema fisico seria el espacio-tiempo, y sus “estados”
los “eventos”.
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cada punto de la variedad, a este espacio se le llama el espacio tangente. Es
necesario construir tantos vectores base del espacio tangente a la variedad
como la dimensién de ésta, es decir, tantos como la dimension del espacio
R™ al cual la variedad diferenciable es homomorfa. Ya construido el espacio
tangente podemos construir el dual a este espacio vectorial, es decir, el espacio
de las transformaciones lineales en el espacio tangente, a este espacio se le
llama el espacio dual (cotangente) de la variedad.

Definicién 2.2.1 Una curva de clase C* en una variedad M, es una fun-
cion:

a:(a,b) CR— M tal que Yo € ® oo : (a,b) — R™ es de clase C*

Sea la funcién f : M — R de clase C* con k > 1, entonces la funcién
compuesta foa : I = (a,b) — R (tal que: t — f(«(t))) tiene derivada bien
difinida, ésta es la razén de cambio de f a lo largo de la curva. Dada otra
curva 3(s) que pase por un punto en comin p = «a(ty) = B(so), decimos que
a 'y [ tienen la misma velocidad en p si y sélo si:

Vf: M — R tal que %(foa) = %(foﬁ) (2.2.1)

S=S0

Consideremos en adelante una variedad diferenciable de dimensién n y fijemos
un punto p € M. Sea

Co ={7v:[—€,6] — M| e, >0,700) =p y 7 es diferenciable}

esto es, C, es el conjunto de curvas contenidas en M que pasan por p donde,
para simplificar el lenguaje, suponemos que cada curva pasa por p en 0 y
esta definida en alguna vecindad abierta simétrica de 0.

Establecemos en C, una relacién de equivalencia como sigue. Diremos que
dos curvas a, 3 € C, son equivalentes si para alguna vecindad coordenada
(U, = (2°,...,2")) de p se verifica (2.2.1), es decir, las curvas son equiva-
lentes si coinciden los vectores tangentes en R"™ de ambas curvas vistas en
coordenadas.

Lema 2.2.2 Sea ¢ una carta coordenada arbitraria cuyo dominio incluye a
p, donde las coordenadas de p son p(p) = x*(p), entonces la ecuacion (2.2.1)
se satisface, si y solo si

d

d
=0.... —(z" = —(z/ 2.2.2
Vu=0,...,n o (x"oar) o T ds (x*0p) . ( )
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Demostracion.
—) es trivial.

<) Escribimos foa = fop~topoa = (fop~)o(poa), entonces

(o) = 2. [ tor ] yteom = [ @] (et
=3 [ptte @]ty
similarmente:

d
por lo tanto, ax“(a(t)) = —z*(B(s)) N

Teorema 2.2.3 Si dimM = n,° entonces T,M es un espacio vectorial de
dimension n.

Demostracidn.

1. P.D. T,M es un espacio vectorial.

Sean X, Y, € T,M, a € R = por definicién 3,, o, : I CR — M
tales que: a(ty) = B(to) =p, =X, v B, =Y.

Definimos:

a) 7: 1 C R — R", tal que: t — poa + pof
b) v: I CR — M, tal que:

t (0 om)(t) = ¢~ plalt) + v (B(1))]

5Denotamos la dimensién n de una variedad diferenciable M como dimM = n
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entonces:
inlf] = (o), = S lfop ogor], = [0 (™ ) e (1))
-3 207 )] S (o) + o)
-3 [0 (7™ )] S o®) + (D)
-3 2™ )] [0 A0 + 5 ola)
por lo tanto:
. d d
Bl = SN, + o)y = X, f +Yf  (229)

es decir, dv : I C R — M que pasa por p, tal que:

Blfl = (Xp + V) f

lo cual implica que X, +Y, € T,M.

Es trivial demostrar que si a € R, entonces aX, € T,M. Lo cual de-
muestra que 7,M es un espacio vectorial.

2. P.D. dim(T,M) =n

a) P.D. dim(T,M) > n, es decir que los A, son linealmente indepen-
dientes (Li.).
Sea ¢ una carta de coordenadas x* y definimos n curvas A, (t)
(0 =0,...,n) de la siguiente manera:

e(A(t) = (2°(p), ..., 27 H(p), 2" (p) + t, 27 (p), ..., z"(p))

con el punto p € A,(0), entonces:

By = 5 (FoAs), = S1(fop oleor,)],
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por lo tanto:

Gl = [5ostfoe™)] (2.2,

Esta tltima ecuacién justifica utilizar la notacion:
t=0) = (<2) =9 2.2.5
Wt=0) = (55) =2, (2.2.5)

Esto muestra que las Ages SON Li., es decir, tenemos al menos n
vectores Li. lo cual implica que dim(7,M) > n.

b) P.D. Cualquier vector se puede escribir como combinacién lineal
de estos vectores base.

Sean X, € T,M, A\(0) = p, entonces:

n

X,() = (foN) (0) = (fop™0poA) (0) = 3 = (fop™) (a0 (0)

u=0

Il
/~
g
8
=
~—

=
=

por lo tanto:

Xplf] = zn: (i>p[f]X“ (2.2.6)

oxH
n=0

entonces podemos escribir a X, como:

X, = ZXﬂ(aL;)p (2.2.7)

donde X* € R son las componenetes del vector. Por lo tanto
dim(7,M) < n, entonces dim(T,M) =n N

De la ecuacién (2.2.7) sabemos que X* son las componentes de X, con res-
pecto a la base A,.
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No hay que confundir el operador diferencial 9, en R™ con el vector (9,), €
T,M, la ecuacién(2.2.4) nos da la relacién entre ellos.

Lema 2.2.4 (Regla de Leibnitz) Sean f,g : M — R y definimos fg :
M — R tal que: p— f(p)g(p) y sea X, € T,M, entonces:

X,(fg9) = Xp(f)ap) + f(p)X,(9)

Demostracién. Sea A una curva en M tal que X, sea tangente a A en t = 0,
entonces:

X,(79) = [(Fg)oN;o = 1(Fg)ow opo g

- Z [8x“(fg) ] ((jtx%)\)t:o B Z <6:U“(fg)> ( xuo}\>t:0

S ) 0 0 ) ) (o).
5 (), o) 5 (es) () 0

= (Xpf)gp) + f(p)Xp(g). M

Ahora estamos en condiciones de establecer nuestra iltima definicion de vec-
tor tangente.

Definicién 2.2.5 Sea M una variedad diferenciable, entonces para cada pun-
to p € M un vector tangente en p a M es un mapeo:

&, : C*(M,R) — R

d )
fr— [E(foa)] = (foa), (2.2.8)
p
tal que:
1. Es R-lineal.
2. Verifica la regla de Lebnitz para el producto en p.

Llamamos vector tangente, a la curva o(t) en p, a &, (fig. 2.2.1) y lo

denotamos por:
v= ()
ay, = | —
P dt / p
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R a(t) f R
%)
A >
P
M
~p/a

Figura 2.2.1: Vector tangente

Podemos hacer las siguientes observaciones:

I. Dada una carta ¢ con coordenadas x*, las componentes de ¢, con
respecto a la carta son:

(o) = (00, = a*(a(t)|

II. Dadas dos curvas «(t), 5(s) que pasan por un punto comun p,
&, = fB, <= La Ecuacién (2.2.1) se satisface = La Ecuacién
Lema2,2,2
(2.2.2) se satisface = las componentes de ¢, y 3, son iguales.
I

III. Al conjunto de todos los vectores tangentes a M en un punto P se le
llama espacio tangente a M en P y se le denota por T, M.

2.3. A lgebra tensorial

En todo espacio vectorial se pueden definir transformaciones lineales que
forman a la vez un espacio vectorial de la misma dimension, llamado el espacio
dual. Entonces podemos formar el conjunto de transformaciones lineales en el
espacio tangente a una variedad y formar el espacio dual. A este espacio se le
llama espacio cotangente el cual sirve como dominio natural de la Mecanica
Hamiltoniana y a sus elementos, las transformaciones lineales, se les llama
formas.
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Definicién 2.3.1 El espacio dual de T,M, denotado por T;M, es el es-
pacio de funciones lineales:

AN T,M — R

El espacio Ty M es también un espacio vectorial de dimensién n. A los ele-
mentos del espacio dual se les llama 1-formas.

Ejemplo 2.3.2 Sea f : M —— R una funcion arbitraria, tomemos X, €
T,M y como X,|f] € R podemos definir:
af : T,M +— R

tal que:
df(Xp) = Xp[f] (2-3-1)

Como X, es un operador lineal, entonces df hereda la linealidad, es decir,
df € Ty M. A df se le llama diferencial de f o gradiente de f.

Lema 2.3.3 Sea ¢ una carta de coordenadas {z"}, entonces {dx"} forma
una base de Ty M con la propiedad de que:

da:”((ﬁy) = gn (2.3.2)

Demostracién.

8 dx“(aiv>p - (ai)xﬂ - aiv (0™ et =&

2. P.D. Los dx* generan.

a) P.D. Los {dz"} son l.i.
Supongamos que w,dz* =0 = (w,dz")(0,), =0
wyldz*(9,),] =0 = por (2.3.2) w,d;, =0 = w,
implica que los dz* son 1.i.

0 lo cual

b) P.D.Cualquier 1-forma se puede escribir como combinacién lineal
de las {dz"}.
Sea A € Ty M, definimos:

f=A— A(%)pdw“ (2.3.3)
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entonces Vv =0,..,n

(5), =), ~ (), ) (57),

(5, ), % =2 (5), (5, ¢

por lo tanto:

A= A(%)pd:p“ (2.3.4)

Para la accidén de una 1-forma sobre un vector utilizaremos la notacion:
<)"Xp> = )‘(Xp)

De (2.3.4) toda 1-forma se puede escribir como:

A=\, (%)p)d:p“

en particular, para A = df

(df, (%)p>

A continuacién comprobamos que toda el dlgebra tensorial sobre un espacio
vectorial induce los correspondientes campos y operaciones tensoriales sobre
la variedad.

(52 (o™

p

Definicién 2.3.4 Sean Vi, --- .V, espacios vectoriales sobre R. Un tensor
de orden r en Vi x --- x V. es una transformacion T : V; x --- xV, — R
r-lineal, es decir, para cada i1 =1,...7; X;,Y; € V; ya € R se tiene

T(Xl,...,CLXi—l-}/Z',...,X,«) :CLT(Xl,...,Xi,...,XT)—i-T(Xl,...,Y;,...,XT>

Los tensores de orden 1 son el espacio dual (que definimos al principio de
esta seccién), por ello denotamos como Vi*® - - - ® V;* al espacio vectorial de
los tensores de orden r en V; X --- x V.. A este espacio se le llama producto
tensorial de V{*,--- | V"
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Definicién 2.3.5 SiT e V'@ ---QVry S eV Q- ---QV/r,, definimos
el producto tensorial de T y S como la transformacion T ® S € V'
- QVzi, dada por

TQS(X1, Xops) =T (X1, X)S(Xoi1, ++ , Xpps)

Se puede demostrar que dados V, W espacios vectoriales con bases {u;} y
{v;} y si{uf} y {v;} son bases de V* y W*, entonces {u; ® v;} forman una
base para V* @ W* [17].

En las variedades consideraremos el caso del producto tensorial sobre un
solo espacio vectorial V (en este caso T,M), o sobre su espacio dual V* (en
este caso T)M ), o sobre productos cartesianos de ambos. Para fijar ideas
usaremos la siguiente terminologia para tensores de rango (;)

Definicién 2.3.6 Sea S : (T,M) x (T,M) x (Ty M) — R una transforma-
cion lineal en cada uno de sus argumentos, entonces S se llama tensor de

rango (;) en M.

Lema 2.3.7 Sea S un tensor de rango (;) en M, {0,} la base de T,M y
{dz"} su base dual. Si definimos

SP, = 5(0,,0,,dx") € R, entonces
VXY € T,M, we T'M S(X,Y,w) = S8, X'V "w,

Demostracion. Sean X = X*0,, Y =Y"0, € ,M y w = w,dx’ € T; M,
entonces

S(X,Y,w) = S(X"0,,Y"0,,w,dx’) = X"Y"w,S(0,, 0, dx") = X"'Y"w,S",
|

El producto tensorial resulta 1til para estudiar tensores de rango (2) a partir
de tensores de rango inferior en r o s. El objetivo final serd poder estudiar
todos los tensores a partir de los tensores ((1)) (vectores) y los tensores ((1)) (1-
formas). Definimos el producto de un tensor de rango (;) con uno de rango

(}) llamado el producto tensorial.
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Definiciéon 2.3.8 Producto tensorial

1) Sea S un tensor de rango (1) y T un tensor de rango G), entonces

2
definimos:
U:(T,M) x (T,M) x (T,M*) x (T,M) x (TyM) — R
tal que:
(X,)Y,w,Z,u) — S(X,Y,w)T(Z, )

U se llama el producto tensorial de S y T, y se denota por:

U=5SQT

En general el producto de un tensor (Z) con uno de rango (2) es un

r+p) ]

tensor de rango (s+q

2) Denotamos al conjunto de tensores de rango (g) por 77 %)

3) Sea U un tensor de rango (g) ysea Vh, =U,7" ,*, entonces el tensor V
de rango (;) y componentes Vi, es inico y se llama contraccion de

U en el tercer y cuarto indices.

4) Sea S un tensor de rango (;), entonces

1
Sty = 5 (St + SE)

(v

1

definen nuevos tensores llamados respectivamente, la parte simétrica
de S y la parte antisimétrica de S (en los primeros dos indices).

Todos los puntos anteriores se pueden generalizar para tensores de cualquier

rango y para cualesquiera indices. Por ejemplo para un tensor de rango (g):

1
W[NVP] = §<W;wp + Wopn + W = Wiy — W — Wupt/)

Propiedades del producto tensorial. Se comprueba facilmente:
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1. Para T un tensor r-lineal, T'® 1" es r-lineal.

2. La operacién producto tensorial es lineal en cada variable en el siguiente
sentido:

(aT+0)Q@V =a(TRV)+bUQRV) VILUecr")yW e
TR @V+bW)=aTQV)+bT QW) VI er"®)yV,WerP?

3. La operacién producto tensorial es asociativa (aunque no conmutativa).

Definicién 2.3.9 Un tensor (anti)simétrico en todos sus indices se llama
tensor (anti)simétrico.

Ejemplo 2.3.10 1. La ley de transformacion de un tensor es:

e —1\B1/ A—1)\B (18162
Sﬁiﬁi = AzyllAZé T (A )511(‘4 )522 S ..
2. 8i las componentes de dos tensores son iguales en una base dada, en-

tonces son iguales en todas las bases,” esto es:

Si S0 = T0% en una base {0, 0}, entonces

§B1B2. — B2

ala... a1ao...

2.4. Campos tensoriales y conmutadores

En lo que sigue vamos a introducir un nuevo concepto en variedades, el
paréntesis de Lie. Con el paréntesis de Lie los espacios tangentes pueden
tener estructura de algebra. Esta estructura puede ser muy importante para
caracterizar a la variedad, si por ejemplo, los vectores estan asociados a algu-
na simetria de la variedad. Comenzamos estableciendo algunas definiciones.

"Esta propiedad es la que permite la covariancia de las leyes de la fisica, por ello las
ecuaciones de ésta deben escribirse en forma tensorial.
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Definicién 2.4.1 Haz Tangente y Cotangente

1) Definimos el haz tangente (fibrado tangente o variedad tan-
gente) a M como

TM :={(pX)/pe M, X e T,M} = || T,M*

peEM

2) Definimos el haz cotangente (fibrado cotangente o variedad cotan-
gente) a M como

T°M = {(p,w)/p € M,w € TyM} = | ] Ty M°

peEM

3) X : M+~ TM se llama campo vectorial en M.

4) x(M) :={X | Xes un campo vectorial en M}

Dado un sistema de coordenadas {z#} y su base asociada (m) , entonces:
xTE/p
X, = X“<i> ) (2.4.1)
P 827“ p " o

donde X* : M —— R es la p-ésima coordenada del vector en la base dada y
ésta depende de la carta.

Definicién 2.4.2 Si X*(p) € C* para alguna k, decimos que el campo vec-
torial X es de clase C*.

Ahora tomemos dos campos vectoriales XY en M y f € C(R), entonces
Vpe M Y,(f) € R, es decir:

Yf:M—R

es una funcién tal que a cada p € M le asocia el real Y,[f], entonces tiene
sentido la expresién X, (Y f), en coordenadas:

X,(Yf) = X“(%)p(i/f) = X“(%)pw(gﬁp

8A cada T, M se le suele llamar fibra del haz.
9Se puede demostrar ficilmente que el haz tangente y el haz cotangente son variedades
de dimensién 2n [17].
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i ,
= XWV(a:zigg;u)p * X“@L >p<g:;f”>p

por tanto:

X,(Yf) = Xﬂyu(aiQéfo)p +Xu(gz:>p<ggy)p (2.4.2)

como esta cantidad contiene segundas derivadas de f, entonces no pertenece
a TM, sin embargo la diferencia siguiente si es un vector:

50D =000 =5 (5.2 (i), =V (5r) (i), 249

Esto nos lleva a definir:

Definicién 2.4.3 Sean X,Y campos vectoriales en My f € C(R), definimos
la aplicacion:

[X,Y],: C®°(M) — R

tal que
X, V], f = X,(V ) = V(X f) (2.4.4)

se llama conmutador (o corchete de Lie) de X y Y y sus componentes
son.:

(X, Y] = X"0,Y" — V"9, X" (2.4.5)

Observemos que de esta definicién se puede deducir facilmente la identidad
de Leibniz para el producto:

(X, Y], (f9) = f(p)[X,Y]p(9) + 9)[X, Y], ()

Puesto que [X, Y], es también R-lineal, se tiene que (2.4.4) define un vector
tangente a M en cada punto p como derivacion. Resumiendo:

Proposicién 2.4.4 Si XY € x(M) = [X,Y], € T,M. Ademds,
(X, Y]: M — TM tal que p— [X,Y],

es un campo vectorial sobre M.
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Propiedades del corchete de Lie. El corchete de Lie de campos es un
corchete de Lie “abstracto”. Esto quiere decir que es una aplicacién

[, ]ox(M) x x(M) — x(M)

(X,Y) — [X,Y]

Se puede probar directamente de la definiciéon anterior que cumple las sigui-
entes propiedades:

1. Es bilineal:

(X + BY, Z] = a[X, Z] + BIY., Z], [X,aY + BZ] = o[X,Y]+ BIX, Z]

2. Es antisimétrico: [X,Y] = —[Y, X]
3. Es distributivo: [X + Z,Y| = [X,Y]| +[Z,Y]
4. Cumple la identidad de Jacobi:

[X,Y],Z]+[[Z, X],Y]+[Y,Z],X]=0

Definicién 2.4.5 Un espacio vectorial dotado de una operacion que verifique
las propiedades anteriores (1)-(4) recibe el nombre de dlgebra de Lie. En
consecuencia, (x(M),[, ]) es un dlgebra de Lie (de dimension oo si dimM >

0).

Si {0,} es un campo de bases en M, podemos escribir el conmutador como
una combinacion lineal de los elementos de la base, esto es:

[0 0] = 70, 0p (2.4.6)

donde se puede demostrar que las 7f, no son las componentes de un tensor,
a éstas se les llama funciones de estructura.

Definicién 2.4.6 Sean {vy,...,v,} base de x(M) (es decir vop, ..., v, base
de T,M ) se llama base coordenada siy solo si, V u=0,...,n el vector v,
se puede escribir como la derivada con respecto a una coordenada.
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Teorema 2.4.7 La base vy, ..., v, de x(M) es una base coordenada, si y sdlo
St

Vu,v=0,..n [V, v,] =0 (2.4.7)

Demostracién. Sean v,we {vy, ..., v,} y sea {z#} un sistema local de coor-
denadas, entonces {J,} es una base de x (M), por lo que tenemos que:

0 0 0 0
_u 9 v n Y
[, w} =v 8x“w oxV? Y o OxH

o 0 ow” 0 0 0 ovt 0
— oo w Py P 2 R A _
v (8:)5“ 8x”> v oxH Oxv <8x” 83:“) v ox? Ox+

_ ( 0w’ #81)”> 0

oxH e oxr) dxm

0 0
supongamos que 3 {u,},—o..n tal que v = 50 U= 51 —
T N TR, 1
Uiy = 00, Wi,y = 07 =

y ozt ,  Ox
V= A = 5% =
ox” ox¥
analégamente: w” = Agwfu} = 8—:215{’ = azl

ow’ Ozt 0 Ozx” 0 Ox otz

ozt - oul ozt Oul - oud Oul  Ouldul

N

o’ dxt 0 Ox¥ o Ox¥ otz otz

Ot Oul Ozt Oud  Oul u®  Auldou®  Ouloul

wt

= v,w]=0 N

Cabe mencionar que no todos los campos vectoriales dan lugar a bases coor-
denadas.
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2.5. Conexiones lineales

Cuando se considera el cambio de un campo vectorial o tensorial al moverse en
una variedad, debemos tomar en cuenta que al movernos de un punto a otro
no solo las componentes de dichos objetos pueden cambiar, sino que también
la base en las que dichas componentes se miden cambia de un punto a otro.
En efecto, cuando consideramos las componentes de un objeto geométrico
(vector o tensor), dichas componentes siempre estan dadas con respecto a una
base especifica, por lo que es necesario el concepto de derivada covariante. En
esta seccion introducimos un elemento nuevo sobre una variedad: el concepto
de conexién. A partir de él se pueden definir varios conceptos de interés
geométrico: la derivada covariante a lo largo de una curva, el transporte
paralelo, las geodesicas, la aplicacion exponencial y la curvatura.

Definicién 2.5.1 Sean X,Y,Z € x(M) y sea f € C(M,R) con a € R, al
operador V : x(M) x x(M) — x(M) tal que (X,Y) — VxY que satisface
las siguientes propiedades:

1. Vx(CLY—l-Z):aVXY—FVXz.
2 Vi(fY) = [VxY £ X[V,
3. V(fX+ay)Z = fVxZ+aVyZ.

se llama conexion lineal en M (fig. 2.5.1) y definimos a la derivada cova-
riante de Y respecto a X como:

V(X,Y):=VyY (2.5.1)

(o) VY "M

Figura 2.5.1: Interpretacion geométrica de la derivada covariante
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Definicién 2.5.2 Sean X,Y € x(M) tal que VxY = 0. Se dice entonces
que Y estd transportado paralelamente a lo largo de X.

Definicién 2.5.3 Sea {0,} base de x(M). Como Vy,0, € x(M) entonces
3,17, € R tales que:
Va0, =1%,0, (2.5.2)

los escalares '), se llaman coeficientes de la conexion.

Podemos escribir a la derivada covariante como:
VxY = VX;@H(Y”&,) = X”VaH(Y”&,) = X“(@MY”)(‘?V + X“(Vau(?,,)Y”

= (X(Y?) + IV, X"Y")0,

por lo tanto la derivada covariante se puede escribir como:
VxY = (X(Y*)+ 17, X"Y")0, (2.5.3)

Asi la derivada covariante queda completamente especificada por los coefi-
cientes de la conexién I') . Asf la derivada covariante en componentes es:

Vo, Xt = 9, X" + TV X010 (2.5.4)

La derivada covariante nos dice como cambian las componentes de un vec-
tor al movernos en una variedad, e incluye el cambio de los elementos de la
base. Nétese que la derivada covariante se reduce a la derivada parcial cuan-
do los simbolos de Christoffel son cero, lo que ocurre en un espacio plano
en coordenadas cartesianas, pero no en coordenadas esféricas. Sin embargo,
siempre es posible encontrar una transformacion de coordenadas para la cual
los simbolos de Christoffel son iguales a cero en un punto dado (pero no en
otros puntos excepto si el espacio es plano). Esto se debe a que todo espacio
curvo es “localmente plano”: en una regién infinitesimalmente cercana a to-
do punto, la geometria se aproxima a la plana (es por eso que los mapas de
una ciudad en un plano son muy buenos, mientras que los mapas del mundo
entero introducen distorsiones serias).

Lema 2.5.4 Bajo un cambio de coordenadas 65# = A0, tenemos:

[hy = (AT)E(AR (AT, + (A)a(A)s0s(A)7 (2.5.5)

o v p o p v

19En textos de Fisica es comtin usar la notacion X4, := X% + ry,Xxe
Donde X;’,j =V, Xt =V, XVy Xf; = 0, XH
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Demostracién. Sabemos que:
V4,00 = T4,0, = T1,A%0,
por otro lado:
V,00 = Viago,(A)02) = AL ANV 5,05+ AL0p (AL Dy = AJAITS 00, +A005(A)0,
por lo tanto:

Ty = (A7)E(A)N(A)T, + (A7H)A(A)

(e

"09(A) W

p v

Lema 2.5.5 5i V, V* son conexiones en M, entonces V —NV* es un tensor.

Demostracién. Definimos D(X,Y) := VxY — VY ysea f € (M,R) de
clase C*. Es claro que D hereda de V y V* la linealidad en su primer argu-
mento.

Para su segundo argumento:
DX, fY) = Vx(fY) = Vi (fY) = [VxY + X[f]Y = V%Y — X[f]Y
=f(VxY =VLyY)=fDX)Y) R

Definicién 2.5.6 Si f € C(M,R), X € x(M),entonces:
Vf = X[f] (2.5.6)

Lema 2.5.7 Sea w € x*(M) y definimos V,, := Vy, entonces la regla de
Leibnitz nos permite extender V,, a 1-formas como:

(Vuw), = Oulwy) — T w, (2.5.7)

Demostracién. Sea {0,} base de x(M) y {dxz*} la base dual de x*(M),
entonces

w = wpde’ y  Vu(wy) = 0uw(d,)]
y de la regla de Leibnitz,

V,u(w(0,)) = (V,w)d, +wV 0,
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por lo tanto:
(Vuw)0, = 0,(w(0,)) — wV,0, = Ou(w,) — 1) w, = duw, — T w, (2.5.8)
pero (Vw)o, = (Vw), N

Lema 2.5.8 Sea T un tensor de rango G) en M entonces la regla de Leibnitz
nos permite extender V,, a tensores:

(V1) = 0,(T¢) + 1%, T —T% Ty (2.5.9)

optv

Demostracién. Sea {0,} base de x(M) y {dz"} su base dual, entonces
Y, (T(0,.da?)) = 0,[T(0,.da")]
y de la regla de Leibnitz:
V. (T(0,,dx")) = (V,T)(ep,w) + T(V,0,,w") +T(0,,V,w), =
(V,.T)(0y,w”) =V, (T(0,,dx")) — T(V,0,,w’) — T(0,, V,w’)
es decir:

(V. T)," = 0, T0—T(%,0,dx”)+T(0,,T,w") = 0,(T¢)+T,T7—I0 15 W

opuT v

2.6. Métrica Pseudo-Riemanniana

El principio de equivalencia llevé a Einstein a pensar que la gravedad podia
identificarse con la curvatura del espacio-tiempo. Matematicamente esto quiere
decir que la teoria de la gravedad deberia ser lo que se conoce como una
“teoria métrica”, en la cual la gravedad se manifiesta tinica y exclusivamente
a través de una distorsion en la geometria del espacio-tiempo. Sea M una
variedad tres dimensional y sean {z®} las coordenadas de un evento en M,
donde o = 0,1, 2; estos niimeros indican en que momento del tiempo y es-
pacio ocurre este evento. Entre dos eventos infinitesimalmente cercanos con
coordenadas {2} y {x* + dz®} es posible definir una distancia invariante'!
ds? de la siguiente forma

ds® = g, datdx”1?

HEs decir, que es independiente del sistema de coordenadas.
12Qurge de extender el grupo de las transformaciones de Lorentz a todas las transfor-
maciones continuas.
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donde g,, se conoce como el tensor métrico, el cual definiremos en las
siguientes lineas.

Definicién 2.6.1 El tensor ( , ), : T,M x T,M — R de rango () en M*
se llama producto tnterno en T,M, siy sdlo st

1. Es simétrico, es decir VX,Y € T,M (X,Y), =, X),

2. Es no degenerado, es decir VY € T,M (X,)Y), =0 = X=0

Si {0,} es base de T,M y {dxz"} es la base dual, podemos escribir:
() )p = Guda! ® da” (2.6.1)

donde {dz* ® dz"} es base de los tensores de rango ((2)), donde:

Juv = <au7 au)p (262)

La simetria de ( , ), implica que g,, = g,,. La no degeneracién de ( , ),
implica que det(g,,) # 0, entonces se puede definir (g,,)~" = ¢" (la inversa
existe), es decir se cumple que:

ngng = 5;; (263)

Una métrica es degenerada en el punto p si y solo si existe algtin vector de
T,M perpendicular a todos los vectores de T,M si y solo si la matriz g,
de las componentes de la métrica es singular en cualquier base. A partir de
ahora supondremos que la métrica es no degenerada, es decir, existe un tinico
tensor de rango (g) cuyas componentes en una base arbitraria son g*” tal que

Iupg”” = 0y

Es usual usar indistintamente la notaciéon g(X,Y) = (X,Y), lo cual hace
referencia explicita de que el producto interno depende de la métrica del
espacio M.

Definicién 2.6.2 Sea M una variedad diferenciable de dimension n, sea

702 ¢l espacio de campos tensoriales (g) en M, entonces:

1. (, ) M — 702 tal que p— (, ), se llama métrica o tensor
métrico en M.

2. Los g, = (04, 0,) se llaman coeficientes de la métrica.

131 Jamado también tensor 2-covariante.
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3. sgn := signatura de g,, = (nimero de eigenvalores positivos de g, )+

—(numero de eigenvalores negativos de g,,,)

4. Sisgn(gw) = n, entonces la métrica se llama riemanniana y (M, g,.)
se llama variedad riemanniana.

Si sgn(g,w) = n — 2, entonces la métrica se llama lorentziana o
pseudo-riemanniana y a (M, g,,) se llama variedad lorentziana
o variedad pseudo-riemanniana.

En Relatividad General la métrica varia de un punto a otro. Supongamos que
n = 3, del dlgebra lineal sabemos que en un punto p siempre podemos (me-
diante una transformacién de coordenadas) expresar una métrica lorentziana
como:

g = diag(—1,1,1) en p

Podemos clasificar a los vectores segun su caracter causal. Dado X € T,M
decimos que X es un vector:

1. Temporal <= ¢, X"X" <0 (equivalentemente g(X,X) < 0)
2. Nulo = g X'X" =0 (9(X,X)=0)
3. Espacial = guX'X">0 (9(X,X)>0)
4. Causal = g X'X" <0 (9(X,X)<0)

Las transformaciones de Lorentz (que son un caso particular de las trans-
formaciones continuas de coordenadas) garantizan que el intervalo ds* =
gudr*dz” es un invariante. Esto es consecuencia directa del postulado (o
mejor dicho, del hecho empirico) de la invariancia de la velocidad de la luz.
Notese que debido a la presencia de un eigenvalor negativo, la distancia in-
variante no es positiva definida. De hecho, a partir de la métrica uno puede
distinguir entre eventos relacionados entre si de cuatro formas distintas:

1. ds®> <0 intervalo temporal
2. ds®> =0 intervalo nulo
3. ds* >0 intervalo espacial

4. ds?2 <0 intervalo causal
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Los intervalos espaciales corresponden a eventos tales que un objeto tendria
que moverse mas rapido que la luz para llegar de uno a otro (estén separados
principalmente en el “espacio”), los temporales a eventos donde un obje-
to tiene que moverse mas lento que la luz para llegar de uno a otro (estan
separados principalmente en el “tiempo”), y los nulos a eventos que pueden
alcanzarse viajando precisamente a la velocidad de la luz (la frontera entre
separacion espacial y temporal). Todo objeto material se mueve siguiendo
trayectorias de rango temporales, y la luz se mueve siguiendo trayectorias
nulas. Las trayectorias nulas definen lo que se conoce como el cono de luz.
El cono de luz indica los eventos que pueden tener influencia fisica entre si y
por lo tanto, define la causalidad.

En cada punto p € M se puede llamar “futuro” a la mitad superior del
cono de luz. Si es posible hacer tal asignaciéon de forma continua en todos
los puntos de la variedad, entonces diremos que la variedad es orientable
temporalmente y, si tal es el caso, entonces existe un campo vectorial t* de
clase C* que no se anula en ningin punto y que es de tipo temporal en
toda la variedad. Diremos que una curva es de género luz, espacio o tiempo
dependiendo de si su vector tangente es nulo, espacial o temporal en todos
los puntos de la misma.'

En general, cada producto escalar ( ; ) induce un isomorfismo canénico entre

V(R)y V*(R). En efecto,

Definicién 2.6.3 Liamamos aplicacion bemold (“bajar indices”) entre V(R
y V*(R) asociada al producto escalar { , ) a la aplicacion

p:V — V¥

v v’ = (v, ),
donde
(v, ):V—R
w — (v, w).

Teorema 2.6.4 1. La aplicacién bemol b es un isomorfismo entre los es-
pacios vectoriales V(R) y V*(R).

2. La aplicacion inversa £ de b, conocida como aplicacion sostenido (subir
indices), queda caracterizada por la relacion (¢*, w) = ¢(w), Vo € V*,
Yw e V.

14En el Capitulo 3 discutiremos de forma més cuidadosa estos conceptos.
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Demostracién.

1. La linealidad es inmediata. Para la inyectividad ndtese que son equiva-
lentes: (i) tiene nucleo 0, (ii) el tensor métrico (, ) es no degenerado.

2. En efecto, (¢")(w) = (¢*(w)) = ¢(w) Yw € V. Ademés, esta igualdad
caracteriza a ¢* por ser { , ) no degenerada. W

Para dar sus expresiones en coordenadas consideremos una base B = {0, }
de V(R) y su correspondiente base dual B* = {dz*}. Entonces podemos
suponer que a*d, € V y v = a,dz”. Ahora bien a, = v"(v,) = (v,v,) ¥

a, =" (v,) = (v,0,) = ga" (2.6.4)

donde g,, = (v,,v,). Por tanto, VW = atg,,dz”. Sea g" la matriz inversa de
g, entonces multiplicando ambos miembros de la igualdad (2.6.4) por ¢*” y
sumando en v obtenemos:

a’ =a,g""

En conclusion, si ¢ = b,dz" € V* y suponemos o* = b0, entonces
¢ﬁ — bu ¢ o,

Nota: Si (, ) es euclidiano y B es una base ortonormal entonces a, = a” para
todo v € {0,...,n} (en el caso lorentziano la tnica diferencia es a® = —ay).

Este isomorfismo entre V(R) y V*(R) induce isomorfismos entre tensores
rango (3), (g) y (}) (en general, entre tensores rango (1) y (i)) Por ejemplo,

2 : . ,
supongamos que T es un tensor (0) y queremos construir a partir de él

un tensor T que sea (g) Entonces basta con definir T(gb, V) = T(¢°,0°).

Obsérvese que la relacion correspondiente en coordenadas queda como
T =t,de" @ dx”, T = 70, @ Oy
donde

b = GupGuat™, tr7 = g™ 9"t

Tenemos que T*M es un espacio vectorial para cada punto p € M. Su dual
en cada punto serd isomorfo a T'M en ese punto. Nosotros vamos a identificar
ambos espacios.

Definicién 2.6.5 Como (T*M)* = TM para todo x € M. Se tiene que si
weT*M y X € TM, entonces X (w) € R, con X(w) =w(X) = (w, X).
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En resumen, la introduccion de una métrica supone la presencia de una es-
tructura adicional en la variedad diferenciable que permite establecer un
isomorfismo candnico entre los espacios tangente T, M y cotangente T M.
Asi, se establece también un isomorfismo entre cualquier espacio tensorial
definido sobre M mediante el cual podemos «subir y bajar indices» con la
métrica y su inversa. Por lo tanto dado que (¢uu)uv—o,.n €S no-singular,
existe un isomorfismo entre los espacios T, M y T3 M de la siguiente manera:

T,M <— T M tal que Vo € T,M, X"=g"w, (2.6.5)

Por tanto podemos identificar x +— w.

Definicién 2.6.6 Sea V una conexion lineal definida en el haz tangente T' M
sobre una variedad M con métrica { , ). Entonces se dice que V es compatible
con la métrica si y sélo si para todo X,Y,Z € x(M) se tiene que

X(Y,2) =Y, VxZ) + (VxY, Z)

Definicién 2.6.7 Sea V una conexion lineal en M, entonces V se llama
stmétrica siy sélo si:

VXY € x(M) (X, Y] =VxY —VyX
El siguiente lema es una justificacion de la definicién anterior.

Lema 2.6.8 V es una conexion simétrica si y solo si
ry, =17,
Demostracion. Por definicién de la derivada covariante, tenemos
(VxY=VyX)? = (Y +T0 )XY T8 YV X —(0,Y P X +T%, )Y *~T0 X Y*
de donde:
(VXY—VyX)p = [X, Y]p <
0 yx: —r) Xvwyh=Iy, -1 )Y'X!=0 <+ 17 =17 1

En una variedad diferenciable pueden coexistir una conexion y una métrica
sin relaciéon alguna. Sin embargo, existe una unica conexion simétrica, lla-
mada conexion de Levi-Civita compatible con la métrica, es decir, tal que la
derivada covariante de la métrica se anula Vg = 0. Esto lleva a definir los
simbolos de Christoffel, esto es lo que muestra el siguiente teorema.

15En la siguiente seccién veremos que esta condicién equivale a pedir que la torsién sea
cero.



2. Elementos de Geometria Diferencial 45

Teorema 2.6.9 Sea M una variedad diferenciable con métrica ( , ). En-
tonces existe una unica conexion lineal en T M, simétrica y compatible con
la métrica tal que:

Vg=0 (2.6.6)

En una base coordenada sus componentes son:

1
0 = 59100900 + 0o — Do Gup} (2.6.7)

A esta conezion se le llama conexion riemanniana (o conexién de
Levi-Civita) y a sus componentes I'l; | se les llama simbolos de Christo-

ffel.

Demostracién. Denotemos g := (, ) y sean X,Y, Z € x(M), notemos que
g(Y,Z): M — Ry como Vg = 0, entonces

X(g(Y,2))=Vx(g(Y,2)) = (Vxg)(Y, Z) + 9(VxY,Z) + g(Y,Vx Z)

por lo tanto

XY, 2)) =g(VxY, Z)+g(YVXZ) e (7)
analogamente se tienen las siguientes relaciones:

Y(9(Z, X)) =g(VyZ, X)+g(Z,VyX) e (17)

ACI0.0 0) I (A2, 00 B L6 O 25 (o T (i)

=9
haciendo (i) + (i4) — (#4i), entonces
X(g(Y, 2)+Y (9(Z, X))=Z(9(X,Y)) = 29(Z, VxY)+g(V, [X, Z])+9(X, [V, Z])+
+9(Z,[Y, X])
es decir, tenemos:
92,V xY) = S{=2(g(X, ) + Y(9(Z, X)) + X (g(¥. 7)) + g(Z,[X, Y]+

+g(}/a [ZvX]) - g<X7 [Y7 Z])}
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Sea {0,} base de x(M), y pongamos Z = Z"0,, X = X"0,, Y = Y?0,,

entonces

1
g<8;u vl/ap) = §{apg,uu + augpu - augup + ,ygpglﬂs + ’qugpis - Vgugud}
por otro lado:
g(a;u Vuau) = g<am FiuaJ) = Fgug(aw 85) = nggué

para una base coordenada se tiene que:

1 ag
Flsz = Eg“ {al/gap + apguo - &rgyp}

Esto demuestra la unicidad, ya con esta expresion para la conexién se com-
prueba de manera sencilla que ésta es simétrica y compatible con la métrica H

2.7. Curvatura y torsion

En Relatividad Especial, en ausencia de fuerzas externas los objetos se mueven
en lineas rectas en el espacio-tiempo (correspondientes a movimiento recti-
lineo uniforme). La linea recta corresponde a una trayectoria de longitud
extrema de acuerdo a la métrica de Minkowski (no necesariamente la mas
corta debido al signo negativo de uno de los eigenvalores). La idea de Einstein
fue precisamente pensar que en la presencia de un campo gravitacional, los
objetos atin se mueven siguiendo las trayectorias mas rectas posibles, es decir
trayectorias extremas, pero ahora en una métrica distinta. A esa trayectoria
extrema se le llama “geodésica”. De esta forma, la gravedad no se ve como
una fuerza externa, sino como una distorsién en la métrica. Dada esta dis-
torsién, los objetos se mueven simplemente siguiendo una geodésica. Hasta
ahora, para una curva diferenciable a(t) en M, hemos definido su veloci-
dad o' (t) pero no su aceleracién. A continuacién veremos como la conexién
permite definir esta tltima y, con ella, el concepto de geodésica.

Definicién 2.7.1 Sea X € x(M), entonces las curvas integrales'® de X se
llaman geodésicas si y solo si:

VxX =0 (2.7.1)

16Ver el Apéndice 5.5.
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Observacién 2.7.2 Si tomamos un sistema local de coordenadas {z"} en
una vecindad de p, entonces:

dXH(t)
dt

la condicion de que la curva sea geodésica es:

= XP(2(t),  XP(0) = X" oo, (%)

p

0= (VxX)" = (8,X" + T X)X = 9, X' X" + [t X" X"

por lo tanto:
,XrX"=-0,X"X"

por (*) tenemos que:

2 v
eXr o, dXV(t) dXPY

a2 v dt dt

(2.7.2)

Para encontrar la geodésica tendriamos que resolver (2.7.2) sujeta a las
condiciones iniciales %i(t) = XJ'. El teorema de existencia y unicidad de
la teoria de ecuaciones diferenciales garantiza que, en una vecindad de p,
existe una unica solucion, es decir, la geodésica existe y es unica. Dado un
campo gravitacional, es decir, dada la métrica de la variedad lorentziana, la
ecuacton de las geodésicas mos da la trayectoria de los objetos: el espacio-

tiempo le dice a los objetos como moverse.

Es facil ver que las componentes de la parte simétrica de la conexiéon en una
base de coordenadas normales centradas en p se anulan en este punto.

Teorema 2.7.3 Vp € M 3{z"} sistema de coordenadas, llamadas coorde-
nadas normales, tal que

I‘N

(wp) = 0 ennp.

Este teorema dice que para un sistema de coordenadas normales la simetri-
zacion de los stmbolos de Christoffel es cero.

En una curva plana a(t) C R, la curvatura es una funcién real de variable
real que nos describe completamente la curva salvo movimientos rigidos. Para
curvas en el espacio, necesitamos un segundo concepto de curvatura, descrito
por otra funcién real de variable real: la torsién, y ambas funciones también
determinan la curva salvo movimientos del espacio. Para superficies tenemos
varios conceptos de curvatura: la curvatura normal, las curvaturas princi-
pales, la curvatura de Gauss y la curvatura media. En una variedad métrica
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con dimensién mayor, también tendremos varias nociones de curvatura, unas
tensoriales y otras escalares. A lo largo de la seccion, M sera una variedad
con métrica (con la conexién de Levi-Civita).

Definicién 2.7.4 Sea {0,} base de x(M), definimos Vp,v,p=0,...,n
V.0, = [04,0,] :=1T%,0,

los T, se llaman coeficientes de torsion.

Observacion 2.7.5 Las componentes T, son las componentes de un tensor,
el tensor de torsion. Para demostrar este acerto simplemente se define el
tensor T : x(M) x x(M) — x (M), tal que

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

Con esta definicion se debe comprobar que es bilineal.
Por lo tanto el mapeo T : x(M) x x(M) x x*(M) — R, tal que:

(X, Y,w) — w[T(X,Y)]

Es lineal pues T es lineal, entonces T es un tensor y por construccion sus
componentes son T, T' es el tensor de torsion, aunque abusando del lenguaje
es usual llamar a T tensor de torsion.

Lema 2.7.6 Sea {0,} base de x(M) y !, las funciones de estructura. Si
[0y, 0] = 75,0, entonces

TS, = =2, — 74, (2.7.3)

Demostracién.
T(@M, au) = Vuau - Vuau - [aua 3,,] = (Fll/)p/ - FZV - 751/)8,0 = (_QFEW] - 'Yﬁu)ap
[ |

El [teo. 2.7.3, pag. 47|, dice que las geodésicas fijan la parte simétrica de la
conexién. El lema 2.7.6 nos dice que la torsion representa esa parte de la
conexién que no queda determinada por las geodésicas.!”

1"La Relatividad General presupone que la conexién se introduce para, precisamente,
describir ciertas curvas como geodésicas y por lo tanto supone que la torsion es cero, las
teorias en las que la torsién no se anula se conocen como teorias de Einstein-Cartan.
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Como hemos visto, la métrica de una variedad nos permite obtener la trayec-
toria de los objetos en un campo gravitacional. Sin embargo, el tensor métri-
co no es la forma mas conveniente de describir la presencia de un campo
gravitacional, para ver esto se pueden calcular los simbolos de Christoffel
para las coordenadas esféricas los cuales no son todos cero y la ecuacién de
la geodésica en estas coordenadas ya no es una recta aunque el espacio es
plano. Debemos encontrar entonces una forma de distinguir con certeza entre
un espacio plano y uno que no lo es. La manera de hacer esto es a través
del llamado “tensor de curvatura de Riemann”. Este tensor mide el cambio
de un vector al transportarlo alrededor de un circuito cerrado manteniéndolo
siempre paralelo a s{ mismo (“transporte paralelo”). En un espacio plano, el
vector no cambia al hacer esto, en un espacio curvo si lo hace. Esto puede
verse claramente si uno piensa en mover un vector en la superficie terrestre.
Si comenzamos en un punto en el ecuador con un vector apuntando al este,
nos movemos hasta el polo norte siguiendo un meridiano, bajamos siguiendo
otro meridiano que haga un angulo recto hacia el este con el primero hasta
llegar de nuevo al ecuador, y luego seguimos el ecuador hasta volver al punto
original, nos encontraremos con que el vector ahora apunta al sur.

Teorema 2.7.7 Sea R: x(M) x x(M) x x(M) — x(M), tal que
(X, Y, Z) — VvaZ — Vyvxz — V[X,y}Z

entonces:
R (M) x (M) x x(M) x x*(M) — R

tal que
(X,Y, Z,w) — w[R(X,Y, Z)]

es un tensor, conocido como el tensor de curvatura o tensor de Rie-
mann, denotado como Riemm

Demostracién. Por definicién R(X,Y,Z) = —R(Y, X, Z). S6lo es necesario
probar la linealidad en el primer y tercer argumento. La linealidad bajo la
suma y la multiplicacion por un escalar es trivial, s6lo hay que probar linea-
lidad para la multiplicacién por una funcién.

Sea f € C'(M,R), entonces
1. R(fX, Y, Z) = fovyz — VnyXZ — V[f)gy]Z

= fVXVyZ — VvaZ — Y(f)VXZ — Vf[ny],y(f)XZ = fR(X, Y, Z)
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2. R(X,Y, f2) =VxVy(fZ2) = VyVx(fZ) = Vixy(fZ)
= Vx(fVyZ=Y(f)2)=Vy(f[VXZ+X(f)Z)= [V xnZ—(X.Y]f)Z

= FRIX,Y, 2)+ X(/)VyZ + XY ([)Z + Y (f)VxZ — Y (f)VxZ+
—“YX(f)Z - X(f)VyZ —[X,Y]fZ = fR(X,Y, Z).

Por lo tanto R es lineal en todos sus argumentos. Como R es lineal en su
tltimo argumento (por construccién) entonces R es un tensor.’® W

Lema 2.7.8 5i definimos las componentes del tensor de Riemann por:

R(D,,05,0,) := R, :, (2.7.4)

donde {0,} es una base coordenada de x (M), entonces

R, s = 0,(I"5) — 85(T,) + T9,I'%, — T, (2.7.5)

o urs od

Demostracion. De la definicion de tensor de Riemann, tenemos que:
R(0,,05,0,) = V,Vs0, — V5V,0, — Vo, 0504

= Vu(Is06) = Vs(I',00) = 775V ey
- aV( fw)(ap) + FZérguaP - 85<FZV8P) — I, 17050, — 7551“2)“,8,,

prv= od =P

como {0,} es una base coordenada, entonces 77; =0 W

Nota. Una discusion clésica en Relatividad General es la del “Principio de
Equivalencia”, segin el cual los observadores en caida libre pueden tomar
coordenadas (t,z,y, z) tales que “infinitesimalmente” (“en primer orden de
aproximacién”) las leyes de la Fisica se escriben igual que para los obser-
vadores inerciales de la Relatividad Especial. La formulacién matematica de
este principio es la siguiente. La gravedad determina una conexion lineal so-
bre el espacio-tiempo y, por tanto, sus geodésicas. Los observadores en caida
libre seguiran geodésicas de esta conexiéon y, si miden cuidadosamente, lo
hardn usando la aplicacién exponencial [17]. Por ello, en sus coordenadas
los simbolos de Christoffel se anulan a lo largo de esa geodésica, con lo que,
en primer orden, consideraran simbolos de Christoffel nulos, igual que si se

hallaran en (R", VY).

18 Abusando del lenguaje es comtn llamar a R tensor de torsién
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Lema 2.7.9 (Identidad de Ricci)

VX ex(M) V,(V,X'4T0:X°) =V, (V,X'+Th X)) = Rl X7 (2.7.6)

opv

donde X" denota a las componentes de X en una base coordenada.

Demostracion.
R(&,, 8p, X) = VVVPX — VPVVX + V[awap}X

=V, (V. X" +T0:X°) = V,(V, X" +Th: X?)

por otro lado tenemos que, R(d,,d,, X) = R), X0y, entonces

ovp

(R, X705) = W (V,(V, X" + T X%) = U, (V,X* 4 T X7)

ovp
=V, (V, X!+ T X)) — V,(V, X" + rgéxé)

y ademas:

w'(R),, X0\ = RY, X°w"(9y) = 4R}, X7

ovp ovp ovp

por lo tanto:

R}, X7 =V, (V, X!+ T X%) =V, (VX" +ThX°) W

ovp

Teorema 2.7.10 (Identidades de Bianchi). Si la torsion es nula, es
decir, si T}, = 0 y {0,} es una base coordenada, entonces VX,Y,Z € x(M)

1. La primera identidad de Bianchi

— R*

vpo

R,Uf

o] + R+ RE =0 (2.7.7)

pov dvp
2. La segunda tdentidad de Bianchi

V[UR/’:J]V =V, ;+V,Rs, + VR, =0 (2.7.8)
Demostracion.

1) Trivial de la definicién de tensor de Riemann y de la identidad de Jacobi.
2) Tomamos un sistema de coordenadas normales en p € M, entonces F’{ =0

vp)
en p. Como la torsién es cero en todo M y tenemos una base coordenada,
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i

entonces del teorema 2.7.6 F[Vp]

en p, entonces

= 0 en toda la variedad, por lo tanto I') ) = 0

VUR5p5 - aoRfjpa = 8(,((9,31“55 - a5r5p)

como [' es simétrico en los indices po y do, entonces antisimétrizando en los
indices pdo obtenemos la ecuaciéon buscada B

Teorema 2.7.11 Simetrias del tensor de Riemann
1. (R(X,Y)Z, W) =—(R(Y,X)Z, W)
2. (R(X,Y)Z, W) =—(R(X, Y)W, Z)

3. (R(X,Y)Z,W) = —(R(Z,W)X,Y)

Demostracion.

1)Se sigue de la definicién del tensor de curvatura.

2)Es equivalente probar que (R(X,Y)Z,Z) = 0, lo cual se hace mediante la
definicion de tensor de Riemann y las propiedades de la métrica.

3)Se usa la primera identidad de Bianchi para las posibles permutaciones de
los indices inferiores M

No definiremos formalmente el tensor de Ricci, simplemente diremos que es
la contracciéon del tensor de Riemann.

Definicién 2.7.12
R, =R} (2.7.9)

uov
Son las componentes de un tensor de rango (g) que se llama tensor de
Ricci.

Es facil probar que las propiedades del teorema 2.7.11 implican que

Rywps = —Rupps = —Ruvsp = Rpsuw

En resumen, el tensor de Riemann de la conexion de Levi-Civita es anti-
simétrico en el primer par de indices; también es antisimétrico en el segundo
par de indices; ademas, es simétrico bajo el intercambio del primer par por
el segundo, lo que hace que el tensor de Ricci sea simétrico R, = R,,.
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Definicién 2.7.13 Se define el escalar de curvatura (o escalar de Ric-
ct) R de (M, g) como la contraccion métrica de su tensor de Ricci, esto es

R:=g¢"R,, (2.7.10)
y se define el tensor de Einstein.
1
G =R, — §ng, (2.7.11)

El tensor de Einstein es simétrico y ademas tiene derivada covariante nula
V,Gl =0 (2.7.12)

como se deduce de la identidad de Bianchi. Evidentemente, esta identidad
de Bianchi reducida no contiene la misma informacién que la original en
términos del tensor de Riemann completo. La parte que falta corresponde a
la derivada covariante del tensor de Weyl. De hecho el tensor de Riemann
puede escribirse en términos del tensor de Weyl como [1]:

1 1
R, =W, “"5(Rggup_Rf)guV"_Rupég_leég)"f’éR(guv(sg_gupég) (2.7.13)

pvp pvp
Teniendo en cuenta las simetrias del tensor de Riemann, éste tiene n?(n? —
1)/12 componentes algebraicamente independientes y el tensor de Ricci tiene
n(n + 1)/2 componentes. En una dimensién, los tensores de Riemann y de
Ricci se anulan; en dos y tres dimensiones, el tensor de Riemann esta com-
pletamente determinado por el de Ricci; en cuatro dimensiones, la mitad de
las componentes del tensor de Riemann estan determinadas por el tensor de
Ricci y la otra mitad por el tensor de Weyl. El nimero de componentes de
los tensores de Riemann y Ricci se puede ver en la tabla siguiente:

dimM n 4 13121
Riemann | n*(n* —1)/12 | 20
Ricci n(n+1)/2 [10/6|1|0

(=}
S

En este punto hay que hacer algunas observaciones para un espacio de cuatro
dimensiones:

1. Nétese que el hecho de que el tensor de Ricci sea cero no significa que
el espacio sea plano, ya que las 10 componentes restantes del tensor de
Riemann pueden ser distintas de cero.
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. Si dimM = n = 4, entonces R!, L tlene n* = 256 componentes, por las

simetrias de R” b)Y DOT las identidades de Bianchi, s6lo 20 de sus 256

componentes son independientes.

. El tensor de Ricci, R, es simétrico (lo que es facil de comprobar a

partir de las simetrias de R), por lo que tiene 10 componentes indepen-
dientes (de sus 16). Podemos pensar que R, representa a 10 de las 20
componentes de Rj .

. Las otras 10 componentes del tensor de Riemann estan representadas

por el tensor de Weyl, W/ o5 €l cual no definiremos aqui, sélo diremos
que tiene la misma forma que el tensor de Riemann excepto que su
tensor de Ricci se anula; me; = 0, W describe todo lo que no es

materia (radiacién gravitacional).

. En tres dimensiones el tensor de Weyl se anula por lo cual el tensor de

Riemann estéd totalmente determinado por el tensor de Ricci.
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Capitulo 3

Geometria Extrinseca

La nocion de superficie encajada en un espacio-tiempo 3-dimensional es
la base del formalismo 2 + 1 de la Relatividad General. Este Capitulo es-
tard dedicado a las superficies. Todo lo que se desarrollara es independiente
de las ecuaciones de Einstein, es decir, todos los resultados discutidos en este
capitulo son véalidos para cualquier espacio-tiempo M dotado de una métri-
ca Lorentziana, todas las propiedades enunciadas son puramente geométricas.

Para facilitar la escritura de una ecuacion dada en forma tensorial a notacién
de indices diremos que: dado T},,... entenderemos que son las componentes de
un tensor que denotaremos por T, dado T+ corresponde al tensor T y las

componentes 777" corresponden al objeto que denotaremos por T'.

3.1. Geometria en variedades Lorentzianas

El propdsito de esta seccién es entender lo que es una variedad lorentziana
globalmente hiperbdlica y enunciar la definicién de espacio-tiempo que se uti-
lizara en los tltimos capitulos, la mayoria de los teoremas no se demostraran
aqui pero daremos las referencias donde pueden consultarse las demostra-
ciones correspondientes. En adelante entenderemos que (M, g) es una varie-
dad lorentziana y denotaremos a los vectores tangentes a M mediante u, v,
etc., notacién que se usa en fisica para poner de manifiesto que los vectores
tangentes pueden ser interpretados como una velocidad.

Definicién 3.1.1 Un abierto C C M es conexo si es una vecinded normal
de cada uno de sus puntos, es decir, que para cualquier par de puntos p,q € C
existe una unica geodésica contenida en C que los une.

De [18], pagina 145, obtenemos la siguiente definicion:

57
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Definicién 3.1.2 Sea ¢ una funcion sobre una variedad diferenciable M que
asigna a cada p € M una componente conexa ¢, del conjunto de los vectores
temporales de T,M. La funcion ¢ es diferenciable si para cada p € M existe
un campo vectorial X diferenciable en alguna vecindad U de p tal que X, € ¢,
para todo q € U. A una funcion tal la llamaremos orientacion en el
tiempo de M. Diremos que (M,g) es orientable en el tiempo si admite
una orientacion en el tiempo. Si tenemos una orientacion en el tiempo ¢
en (M,g) entonces diremos que (M,g) estd orientada en el tiempo. Si
(M, g) estd orientada en el tiempo, p € M y v € T,M, diremos que v es un
vector futuro (pasado) si v estd en el futuro (pasado) de p.

Observaciéon 3.1.3 La orientabilidad en el tiempo para un espacio de Lorentz
es equivalente a la existencia de un campo vectorial X temporal, es decir
que para todo p € M el vector X,, € T,M es temporal. En efecto, si X existe,

entonces asignando a cada p € M la componente conexa de T, M que contiene

a X, tenemos una orientacion en el tiempo. Por otro lado, si tenemos una

orientacion en el tiempo ¢ en M entonces para cada punto p € M existe una

vecindad U, en el que estd definido un campo vectorial temporal Xy, cuyo

valor para cada g € U, estd en ¢,. Utilizando particiones de la unidad de

M se puede construir un campo X temporal definido en todo M. Los detalles

pueden verse en ([15], lema 5.32).

Distinguiremos las dos componentes conexas del conjunto de vectores tem-
porales llamando a una cono causal futuro de p y a la otra cono causal
pasado de p. Asi, diremos que un vector en v € T,M es un vector futuro
si esta en el cono causal futuro de p y analogamente diremos que v es un
vector pasado si esta contenido en el cono causal pasado de p.

Definicién 3.1.4 Causalidad de curvas
1) Una curva es causal si sus vectores tangentes son temporales o nulos.'

2) Una curva a es una curva temporal (nula, espacial) si su vector
tangente es temporal (nulo, espacial) en cada uno de sus puntos.

3) Una curva es futura (pasada) si sus vectores tangentes son futuros
(pasados) en cada uno de sus puntos.

ICon esto estamos asumiendo que las curvas son regulares, es decir, que su vector
tangente nunca se anula. Por esta razén, toda curva causal es o bien futura o bien pasada,
pero no puede ocurrir que tenga unos vectores tangentes futuros y otros pasados.
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Definicién 3.1.5 Sea o : I — M wuna curva en M, sea a = inf(I) y b =
sup(I) (siendo posible que a = —00 0 b = +00), entonces diremos que ¢ € M
es un extremo o punto final de o si para toda sucesion {s;} C I, s; — a
implica que a(s;) — q o bien s; — b implica que o(s;) — q. Si o es una
curva causal futura entonces en el primer caso q es un extremo pasado y en
el sequndo caso es un extremo futuro de a.

Definicion 3.1.6 Si « es una curva causal tal que no existe extremo futuro
(pasado) de o en M, entonces diremos que « es inextensible hacia el
futuro (pasado). Si no existen extremos pasados ni futuros, diremos sim-
plemente que a es inextensible. Si una curva no es inextensible, se dice que
es extensible.

Por conveniencia y para evitar comportamientos patolégicos requeriremos
que todas las curvas causales extensibles contengan a sus extremos.”

Teorema 3.1.7 St C es un abierto conexo de M, entonces una curva causal
a contenida en un subconjunto K C C' compacto es extensible.

Demostracién. Puede revisarse en ([18], lema 14.2).
De ahora en adelante supondremos que toda variedad lorentziana M esta orien

tada en el tiempo. A partir de esta orientacién es posible definir ciertos con-
juntos que permiten estudiar la estructura causal de M.

Teorema 3.1.8 Dos vectores temporales v,w € T,M estan en el mismo
cono causal si y solo si verifican

g(v,w) <0 (3.1.1)

Demostracién. Se puede consultar en ([18],Lema 5.29).

Definicién 3.1.9 Sea N un subconjunto de M, y sea S un subconjunto
de N:

2La extensibilidad de una curva no implica que ésta pueda realizarse de forma diferen-
ciable ni tan siquiera de una forma unica. Si « : (a,b] — M es una curva extensible que
oscila de tal manera en a(b) € M que no existe a/(b), entonces « se puede extender en
una vecindad convexa C de «(b) extendiendo a partir de «(b) la geodésica que une a(b—e)
con «(b) para algin € > 0 tal que a(b —¢) € C.
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. Llamaremos futuro (pasado) cronolégico de S en N al conjunto

de puntos de N que pueden ser conectados con S mediante una curva
temporal futura (pasada) contenida en N. Lo denotaremos con I (S, N)
(I=(S,N)). En el caso que N = M lo denotaremos simplemente como

I7(S) (17(5))-

. Llamaremos futuro (pasado) causal de S en N a la union de S con

el conjunto de puntos de N que pueden ser conectados con S mediante
una curva causal futura (pasada) contenida en N. Lo denotaremos con
JY(S,N) (J=(S,N)). Cuando N = M lo denotaremos simplemente
como JT(S) (J=(9)).

. Diremos que S es un conjunto decrono si para todo p € S se verifica

que IT(p)N S = 0.

. Diremos que S es un conjunto acausal si para todo p,q € S se verifica

que no existe ninguna curva ceusal o que conecte p con q.

. 81 S es un congunto dcrono, llamaremos dominio de dependencia

futuro (pasado) al conjunto de puntos p € M tales que cada curva
causal inextensible hacia el pasado (futuro) que pasa por p interseca
a S. Lo denotaremos como D, (S) (D_(S)). Y llamaremos dominio de
dependencia a D(S) = D4 (S)UD_(S). Frecuentemente, a los dominios
de dependencia se les llama desarrollos de Cauchy.

Dependiendo del comportamiento de las curvas causales de M, es posible
clasificar a las variedades lorentzianas segun verifiquen ciertas condiciones.
La clasificaciéon en las categorias que mencionaremos a continuacion no es
exhaustiva y en [19] puede encontrase una amplia discusién sobre estas
propiedades. En la siguiente definicién enunciamos algunas de ellas teniendo
en cuenta que si se verifica una, entonces se verifican todas las anteriores.

Definicién 3.1.10 Sea M una variedad lorentziana orientada en el tiempo,
entonces

1. Diremos que M cumple la condicion cronolégica o que M es cro-

noldégico si no existen curvas temporales cerradas.

2. Diremos que M cumple la condicion de causalidad o que M es

causal si no existen curvas causales cerradas.

3. Diremos que M cumple la condicion de distincion de pasado o

que M distingue pasado (futuro) si [-(p)=1"(q) (IT(p) =11(q))
implica que p = q para todo p,q € M.
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4. Diremos que se cumple la condicion fuerte de causalidad o que
M es fuertemente causal en p € M si para cada vecindad U de
p € M existe una vecindad V C U de p tal que cualquier segmento de
una curva causal con extremos en V, estd contenido enteramente en
U .Esto quiere decir que no hay curvas causales casi cerradas en p, es
decir, que existe una vecindad V de p tal que cualquier curva causal
que abandone V no regresa a dicha vecindad. Diremos que M cumple
la condicion fuerte de causalidad si la verifica para todo p € M.

5. Diremos que M es establemente causal si existe una funcion f :
M — R cuyo gradiente es temporal para todo punto de M .

6. Diremos que M es causalmente simple si para todo conjunto com-
pacto K C M se verifica que J"(K) y J~(K) son cerrados para todo
pe M.

7. Diremos que M es globalmente hiperbdlico si se verifica la condicion
fuerte de causalidad y ademds para cualesquier puntos p,q € M se tiene
que JT(p) N J~(q) es compacto.

Observacion 3.1.11 La definicion de estabilidad causal estd tomada de ([19],
Proposicion 6.4.9) y caracteriza a tales variedades lorentzianas. La estabili-
dad causal de un variedad lorentziana M implica que si introducimos una
pequena perturbacion en la métrica g entonces M continua siendo causal.

Ademds si f € C(M,R) es una funcion tal que su campo gradiente V f
es temporal pasado en todo p € M, y si o : I — M es cualquier curva
diferenciable temporal futura entonces como

9(Vf, V) <0

para todo p € M y por la definicion de V f se tiene que
g(V/f,X)=X(f)

para todo X € x(M) entonces
g(Vf(a(t), & (t))a@ = o' (H)(f) > 0
Para todo t € T ya que V f(a(t)) y o' (t) estdn en distintos conos causales

de ToiyM para todo t € I C R. Por lo tanto, como o (t)(f) > 0 para todo
t € I entonces la funcion f es estrictamente creciente a lo largo de «. FEl
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mismo resultado se obtiene si suponemos que V f es temporal futuro para
todo p € M y si a es temporal pasada. Mediante el mismo razonamiento, si
Vf ya estin en el mismo cono causal de To@yM entonces se concluye que
f es estrictamente decreciente a lo largo de .

Definicién 3.1.12 Una superficie de Cauchy es un conjunto S C M tal
que cualquier curva temporal inextensible interseca a S una y solo una vez.

Definicién 3.1.13 Una funcion tiempo de Cauchy es una funcion con-
tinua f: M — R tal que es estrictamente creciente a lo largo de toda curva
temporal futura y ademds para todo r € Imf se tiene que f~1(r) es una
superficie de Cauchy.

Teorema 3.1.14 Una superficie de Cauchy es una hipersuperficie topolégica
acrona cerrada que interseca a cada curva causal inextensible.

Demostracién. Se puede revisar ([18], Lema 14.29).

Observaciéon 3.1.15 Un resultado importante que relaciona los dominios de
dependencia definidos anteriormente con la hiperbolicidad global es el teorema
14.88 de [15] que dice que si A es un conjunto dcrono, entonces intD(A) (si
no es vacio) es globalmente hiperbolico. Se puede aplicar este teorema a una
superficie de Cauchy S, que por definicion es un conjunto dcrono. Como
D(S) = M entonces al ser M abierto se tiene que intD(S) = M con lo
que se concluye que M es globalmente hiperbolico. Esto quiere decir que la
existencia de una superficie de Cauchy en M asequra la hiperbolicidad global.

Teorema 3.1.16 (Geroch) Si M es un variedad Lorentziana globalmente
hiperbélica, entonces ewiste un difeomorfismo® ¥ : M — ¥ x R donde 2
es una hipersuperficie diferenciable* tal que para todo a € R se tiene que
U1 x a) es una superficie de Cauchy.

Demostracién. Puede revisarse en ([19] , proposicién 6.6.8) o en ([20]).

3En la demostraciéon de esta proposicién el difeomorfismo ¥ es tal que si ¥U(p) =
(T1(p), T2(p)) € £ x R entonces ¥y es una funcién estrictamente creciente a lo largo
de cualquier curva temporal futura.

4La demostracién de la existencia de una superficie de Cauchy diferenciable ¥ en un
variedad Lorentziana globalmente hiperbélica puede verse en [20].
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Teorema 3.1.17 Las siguientes proposiciones son equivalentes.
1. M es globalmente hiperbolico.
2. Eziste una funcion tiempo de Cauchy en M.

3. M posee una superficie de Cauchy

Demostracién.

1. Para ver que 1) = 2) basta con aplicar el teorema de Geroch el cual
nos permite construir el difeomorfismo ¥ y comprobar que la funcion
f = goV¥ es una funcién tiempo de Cauchy, donde g : X xR — R es la
proyeccion natural. En efecto, f es continua pues g y ¥ lo son. La nota
2 al pie de pagina del teorema de Geroch nos indica que f también es
estrictamente creciente a lo largo de cualquier curva temporal futura.
Por 1ltimo, si 7 € R entonces

f7Hr) = (90®) 7} (r) = ¥ og™ (1) = (B x 1)
que es una superficie de Cauchy como asegura el teorema de Geroch.
2. Es trivial probar que 2 = 3

3. Por la observacion 3.1.15 se sigue que 3 =1 N

El teorema de Geroch nos asegura la existencia de una foliacion {3}, := 3(¢)
de superficies de Cauchy espaciales y diferenciables, donde t se incrementa
en la direccion temporal futura. Esto es equivalente a la existencia de una
funcién tiempo de Cauchy diferenciable f : M — R tal que f~1(t) = X(¢).
El campo vectorial

___ Vi
g(Vf. V)
es ortogonal a cada X(t), es decir, todas las curvas integrales de X cortan
ortogonalmente a todas las 3(t) y ademaés si « es una curva integral entonces

foa(t) = t, es decir que las curvas integrales se pueden parametrizar mediante
el parametro de la foliacién. Esto se desprende de:

(foa)'(t) = df(a(t)) = df (X(a(t))) =
Vf
(VI V)

(3.1.2)

= g(V/f, X(a(t)) = (V/, )=1
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por tanto foa(t) = t+ ¢, donde c es la constante de integraciéon que podemos
normalizar para que foa(t) = t.

Ahora podemos definir el espacio-tiempo como una variedad que cumple
ciertas propiedades.

Definicién 3.1.18 Un espacio-tiempo tres dimensional (o simplemente el
espacio-tiempo de tres dimensiones) es un par (M, g) que consiste de

ET1. Una variedad Lorentziana M, 3-dimensional.’
ET2. M es orientable.

ETS3. M es orientable en el tiempo.

ETj. M es globalmente hiperbdlico

ETS5. M es conexo.

Que el espacio-tiempo sea conexo quiere decir que M no tiene curvas cerradas
de tipo temporal, lo que implica que M no puede ser compacta porque en
cualquier variedad compacta Lorentziana debe haber curvas cerradas de tipo
temporal.’

Esta es la definicion general de espacio-tiempo que usaremos a partir de aho-
ra. En las siguientes secciones estudieremos una sola superficie ¥ encajada en
un espacio-tiempo M. Como ya hemos visto es posible considerar un conjunto
continuo de superficies (3;);cr que cubre a la variedad M, esto se puede hacer
para una extensa clase de espacios-tiempos que sean globalmente hiperboli-
Cos.

Para finalizar hagamos un breve resumen. Hasta ahora hemos considerado
una variedad lorentziana que es orientable temporalmente, es decir, tal que
podemos hacer una eleccion continua a través de la variedad de la mitad del
cono de luz que constituye la direccion futura y de la mitad que corresponde
a la direccion pasada. Si ¥ C M es un conjunto cerrado acrono, es decir, que

5Es decir, una variedad diferenciable C* que tiene una métrica Lorentziana g con
signatura sgn = (—, +, +). A veces el uso de la signatura sgn = (4, —, —) es mds adecuado,
por ejemplo cuando se introducen espinores.

6Los espacios-tiempos globalmente hiperbélicos no admiten curvas temporales cerradas,
lo que significa que no admiten viajes hacia atrds en el tiempo. No todos los espacios-
tiempos poseen esta propiedad, pero en la descomposicién 2+ 1 se asume que los espacios-
tiempos fisicamente razonables son de este tipo.
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ningin par de puntos p,q € X se pueden unir por una curva de tipo tiempo,
entonces el dominio de dependencia de X es

D(X) := {p € M | cada curva causal inextensible a través de p intersecte q }

(3.1.3)
Si D(X) = M, se dice que tenemos una superficie de Cauchy para el espacio-
tiempo. Se tiene entonces, que una superficie de Cauchy es automaticamente
una superficie 2-dimensional. Si una variedad lorentziana orientable en el
tiempo admite una superficie de Cauchy, entonces es globalmente hiperbdlica.

3.2. FEncajes

Definicién 3.2.1 Sean M y N variedades diferenciables, entonces un mapeo
®: M — N se llama mapeo (o aplicacion) de clase C* si y sélo si:

Vi:N —R fect tal que fodeCk

Definicién 3.2.2 Dadas dos variedades diferenciables M, N se dice que una
aplicacion ® : M — N es un difeomorfismo si ® es biyectiva y ®, ®=1 son
diferenciables.

El nombre difeomorfismo local se extiende al caso de que sélo se pueda ase-
gurar sobre f que, para cada p € M, existen abiertos U depy V = f(U) de
f(p), tales que la restriccién de f a U y V sea un difeomorfismo.

Definicién 3.2.3 Dos wvariedades diferenciables M, N son difeomorfas si
existe un difeomorfismo ® : M — N.

Los difeomorfismos pueden interpretarse como cambios “activos”de coorde-
nadas. En efecto, dado un difeomorfismo ¢ y una carta (U, ¢) que contenga
a py otra (V,4) que contenga a ¢ = ¢(p), la aplicacién ¢ = 1poyp que asigna
a p las coordenadas de ¢, junto con el abierto U = ¢ '[p(U) N V], es una
carta que contiene al punto p.

Definicién 3.2.4 Sean M y N dos variedades diferenciables de clase C* y
sea ® : M — N un mapeo entre ellas, entonces:
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1. ® es una tnmersion si y solo si tanto ella como su inversa son de
clase C* localmente, es decir, si y solo si para cada p € M existe un
abierto U tal que ® : U — ®(U) es un difeomorfismo.

2. & es un encage (también llamdo embebimiento) si y sdlo si es una
inmersion y un homomorfismo en su imagen ®(M), es decir, si y sélo
st ® es un difeomorfismo en su imagen.

También se dice que una inmersién es una funcion suave & : M — N con
diferencial inyectiva. Notemos que una inmersion admite intersecciones en
® (M) pero un encaje no. En este dltimo caso, ®(M) no es sélo una variedad
topoldgica (con la topologia inducida de M ) sino que la estructura diferen-
ciable de M se induce sobre ®(M) de modo que M y ®(M) son variedades
difeomorfas. Una subvariedad encajada es entonces equivalente a una subva-
riedad en el siguiente sentido: una variedad M incluida en otra variedad N es
una subvariedad de ésta si la inclusion ¢ : M < N es un encaje. Para una de-
mostracién de que una inmersién es un embebimiento puede consultarse [10].

A continuacion daremos una definicion de superficie y definiremos los mapeos
pull-back y push-forward entre dos superficies, por ello reescribimos la defini-
cién de encaje dada anteriormente pero ahora en términos de las superficies.

Definicién 3.2.5 Un encaje es una funcion ® : ¥ — ¥ tal que es un
homomorfismo, es decir, un mapeo uno a uno tal que ® y ®=1 son continuas.

Definicién 3.2.6 Sea M un espacio-tiempo tres dimensional; entonces una
superficie ¥ de M es la imagen de una superficie Y dada por un encaje
P — M, tal que:
Y =0(%) C M.
Podemos definir localmente una superficie como el conjunto de puntos para
los cuales un campo escalar t en M es constante (que por comodidad tomare-
MOS COMO Cero):
VpeM,pe ¥ < t(p)=0

Asumamos, por ejemplo que ¥ es una subvariedad conexa de M con la
topologia de R2, entonces introducimos un sistema de coordenadas locales en
M, dado por % = (t,x,y) tal que t € Ry z° = (z,y) son coordenadas carte-
sianas en R2. La superficie ¥ es definida por la condicién ¢(p) = 0 y podemos
obtener la forma explicita del mapeo considerando {z'} como coordenadas
en la superficie 3, como:

d:3— M tal que; (x,y) — (0,z,y)
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El mapeo ® manda curvas en X en curvas en M y consecuentemente manda
vectores en X a vectores en M y formas en M a formas en ¥, es decir, tenemos

* * : 7
un mapeo entre T, y T, M y otro entre TXM y T7Y, que definiremos mds
adelante.

Et"
M
q)t” //—\
D >

¢t'

Figura 3.2.1: Foliacion por una familia uni-paramétrica de encajes

Notemos que el pardametro t induce una familia uniparamétrica de encajes
dada por:
D, ¥ — M, teR

tal que Yo=0 () C M

Aqui ¥; es la imagen de ®; en M para el tiempo topoldgico fijado t, esta
es sOlo una hoja de la foliacién. Mediante la foliacién tenemos el concepto
de pasado y futuro respecto al pardmetro t, donde t' < ¢t < t, esto puede
observarse en la figura 3.2.1 en donde X, es la linea del pasado y X,» es la
linea del futuro [13].

Definicién 3.2.7 Sea @ : 3. — M un mapeo de clase C*, k> 1, entonces
el mapeo lineal inducido ®, 1,5 — Ty M tal que:

(P.vp)am) f = Pu(Vp)ap)[f] = vy fo?] (3.2.1)

se llama push-forward o diferencial de ¢ (fig. 5.2.2).

Teorema 3.2.8 Dado el mapeo @, : T, — TomyM, entoncesVf € C(M,R)

1)@, (vp)a)[f] = vplfo?]

2) &, es lineal.
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™M)

Figura 3.2.2: El push-forward

Demostracién.

1) Sea a(t) una curva con «(0) = p, &(0) = v,, entonces por la definicién:
. (Vp)ag[f] = (20a)g)(f) = [fo(Poa)]g) = [(foP)oal g = v,[fo®]
2) [Pu(vp + Wp)|f = (vp + W) (f 0 @) = vp(f 0 @) + Wp(f 0 P)

= (Dovy) f + (Pawy) f

Sea a € R, entonces
[@.(avy)]f = (avy)(f o @) = a(vy[f o D) = a(Psv,)f W

En la figura 3.2.2 tenemos el encaje ® de una superficie S en una variedad
3-dimensional M, definida por la superficie & = ®(X). El push-forward &,v
de un vector v tangente a alguna curva « en X, es un vector tangente a ® ()

en M.

En particular si 2 = (¢,7,y) es un sistema de coordenadas adaptadas,’
entonces el push-forward se puede escribir explicitamente como sigue:

Vv = (%) €T,Y = & =(0,v"0") € ToppM (3.2.2)

Donde v* = (v*,vY) denota las componentes del vector v con respecto a la
base natural {9;} de T, asociada a las coordenadas {z'} definidas anterior-
mente.

7 Vedse la Seccién 5.2
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Definicién 3.2.9 Sean ® : 3 —s M de clase Ck, k>1y®, como ya se
definio, entonces el mapeo

O Ty (M) — T, tal que " (w)v = w(P,v) = (w, D,v)

donde w € ToyM yv e Tpi, se llama pull-back de ®. Donde se tiene que
el mapeo

P'w:T,Y — R tal que v — (w,D,v)

De la ecuacion (3.2.2) el mapeo ®*w se puede escribir en coordenadas locales
explicitamente como sigue:

Siw = (Wi, wy, wy) € Ty, M, entonces
P*w = (wWy, wy) (3.2.3)

Donde w, denota las componentes de la 1-forma w con respecto a la base
dual {dz“} asociada a las coordenadas {x“}.

Observacién 3.2.10 FEl pull-back puede definirse para tensores de rango (2)
como sigue:

Si T € Ty, (M)* donde @ : Tz, (M) — T;(f])s tal que:

V(vi, ..., vs) € T,(X)° O*T(vy, ..., vs) = T(P"vy, ..., D"vy)  (3.2.4)

0
s

) € T*M vy le asocia un
tensor en T]:(XA])S8 que actia sobre vectores dando un real.

esto es, la funcion ®* toma un tensor de rango (

El pull-back da la manera de trasladar la métrica del espacio M a la superficie
>’ mediante la siguiente definicion.

Definicién 3.2.11 Sea g la métrica del espacio-tiempo tres dimensional, se
define la métrica inducida en Y por:
v = d'g (3.2.5)

~ es llamada también la primera forma fundamental de ¥ (o la 2-
métrica de ).

ST =T (2)QRTr(X) @ @ Ty (%)

s—veces
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Notemos que
V(u,v) € T,(M) x T,(M), u-v=guv)=~y(uv)

de forma que en el sistema de coordenadas z' = (z,y) de ¥, la ecuacién
(3.2.3) permite escribir a las componentes de 7, como

Yij = Gij (3.2.6)

Definicién 3.2.12 Caracter causal de las superficies

» ¥ es espacial, si y sélo si vy es riemanniana (o definida positiva), es
decir, de signatura (+,+).

= Y es temporal, si y solo si v es lorentziana, es decir, de signatura
(_’+)'

» ¥ es nula, siy sdlo sivy es degenerada, es decir, de signatura (0,+).

Hasta ahora hemos visto que el mapeo ® induce un mapeo de vectores en X
a vectores en M por medio del push-forward y mediante el pull-back manda
s-formas en M en s-formas en ¥ pero no hay un mapeo que haga las cosas de
manera inversa.

Podriamos definir de manera ingenua el mapeo inverso como una funcién
F :T,M — T,% tal que si v € T,M entonces F(v) = (v*,v¥) € T,X, es
claro que este mapeo depende de la eleccién de las coordenadas (¢, z, y), pero
un mapeo de estas caracteristicas deberia ser independiente de las coorde-
nadas, en realidad el mapeo inverso estard dado por el proyector tangente
(respecto a g) en ¥, dicho mapeo se definird mas adelante.

Ya hemos mencionado que Y es espacial respecto a la métrica g de M. Por
ello, existe un campo vectorial temporal, n, normal a la hoja > en M. Con la
normal se fija una de las dos posibles orientaciones, con las cuales la nocion
de pasado y futuro son especificadas.

Definicién 3.2.13 Dado un campo escalar t en M tal que la subvariedad 3
es definida como una superficie de nivel de t, la 1-forma dt es normal a %
en el sentido de que:

Vv e T2 (dt,v) =0
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Definicién 3.2.14 El dual de dt, es decir, el vector Vt (de componentes
Ve = g**V it = g**(dt),) es un vector normal a ¥ que satisface las sigui-
entes propiedades:’

» Vi es temporal <= g(Vt, Vi) <0
» Vi es espacial <= g(Vit,Vit) >0
» Vi es nulo <= g(Vit,Vt) =0

Hay que observar que Vt define una tnica direccién normal a Y. En otras
palabras, un vector normal, n, a > debe ser colineal a Vt, es decir:

n = \Vit para algin A € R

Si Y es una superficie nula, entonces un vector normal a > es también tan-
gente a X pues los vectores nulos son ortogonales a ellos mismos, en este caso
se debera normalizar de forma distinta.

Si ¥ no es nula, entonces se puede normalizar el vector V¢ para tener un
vector unitario

n=(+Vt Vi) 2Vt (3.2.7)

Mediante esta ecuacion puede comprobarse que el signo positivo corresponde
a una superficie temporal y el signo menos corresponde a una superficie
espacial. Por construccién tenemos que el vector n es unitario:

» g(n,n) :=g(dy, ) = —1 si X es espacial.
» g(n,n) :=g(0d,0) =1 si ¥ es temporal.
Esto se conoce como la aplicacion de Gauss, la cual definimos a continuacion.

Definicién 3.2.15 La aplicacion de Gauss Sea Y, una superficie espa-
cial y sea p € ¥;. Consideremos un abierto U C ¥, que contenga a p y tal
que X admite un campo vectorial normaln : U C %y — T,N'" ortogonal a
Y definido en U, llamado la aplicacion de Gauss. Ademds podemos elegir
n tal que g(n,n) = —1.

9Esto equivale a decir que
1. Vit es temporal <= ¥ es temporal.
2. Vit es espacial <= ¥ es espacial

3. Vt es nulo <= ¥ es nula.

WAqui T,N := (T,M)~+
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3.3. Curvatura extrinseca

A partir de este punto se denotard como V a la conexién de Levi-Civita
asociada a ¥ y como V a la conexién de Levi-Civita del espacio-tiempo M.
Retomando las definiciones de las Secciones 2.7 y 2.6 definiremos a los obje-
tos geométricos para la superficie 2.

Al hablar de las superficies espaciales que forman la foliacion del espacio-
tiempo, debemos distinguir entre la curvatura “intrinseca” de dichas super-
ficies proveniente de su geometria interna, y su curvatura “extrinseca” rela-
cionada con la forma en que estas se encuentran inmersas en el espacio-tiempo
de 3 dimensiones. La curvatura intrinseca estara dada por el tensor de Rie-
mann de la variedad M, que se define en términos de la métrica espacial 7;;.
La curvatura extrinseca se define en términos de lo que le ocurre al vector
normal n al transportarlo paralelamente de un sitio a otro de la superficie.
En general encontraremos que al transportar paralelamente este vector a un
punto cercano, el nuevo vector ya no serda normal a la superficie. El “tensor
de curvatura extrinseca” Kj;; es una medida del cambio en el vector normal
bajo transporte paralelo.

Teorema 3.3.1 Sea X una superficie espacial diferenciable con una métrica
riemanniana . Entonces existe una unica conexion lineal en T simétrica
y compatible con la métrica tal que:

VA~ =0 (3.3.1)

en una base coordenada sus componentes son

1
= 57%(6]‘7/% + OYjm — OmYjk) (3.3.2)

a esta conexion se le llama conexion riemanniana o conexion de Levi-
Civita de X

Demostracién. La demostracion es andloga a la del teorema [2.6.9, pag. 45]
[

Denotemos como Riem al tensor de Riemann de Y con componentes Rﬁj,
este mide la no conmutatividad de dos derivadas covariantes sucesivas V.
Tenemos una identidad analoga a la identidad de Bianchi pero en dos dimen-
siones:

Vv e T,%, (ViV; — V,; Vi)' = R0 (3.3.3)
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El tensor de Ricci de ¥ lo denotamos por Ric y R = 77 R;; es el ecalar de
Ricci (o escalar de curvatura)''.

En dos dimensiones, el tensor de Riemann puede ser completamente deter-
minado del conocimiento del tensor de Ricci de acuerdo a la ecuacién:

. . . 1 .
' = 0L Rl — 6[Rjk + v R, — virRj + 53(5%1 — O1v5) (3.3.4)

esto quiere decir que el tensor de Weyl se anula en dos dimensiones.?

Ademas de la curvatura intrinseca discutida lineas arriba, se puede considerar
otro tipo de curvatura para la variedad X, con la cual se puede saber como se
“dobla” ¥ en M. Este doblez corresponde a la eleccién de la normal n cuando
se mueve en Y. Para ello se define el mapeo de Weingarten como sigue:

Definicién 3.3.2 Se define el mapeo de Weingarten (fig. 3.5.1) S ?
como un endomorfismo'* en T,M tal que a cada vector tangente le asocia la
variacion del normal a lo largo de dicho vector. Esta variacion estd dada por
la conezion NV como sigue:

S: T, — T, tal que

Si veTlX, S(v) :==Vyn (3.3.5)
Podemos ver que en efecto S(v) € T,,%, mediante el producto interno
— 1—
n-S(v)=n-Vyn= §Vv(n-n) =0
Como Y es espacial, el mapeo S esta definido univocamente.

Teorema 3.3.3 La propiedad fundamental del mapeo de Weingarten es que
es auto-adjunto con respecto a la métrica inducida vy, esto es:

V(u,v) € T,X x 1,3, u-S(v) =S(u)- v (3.3.6)

HTambién llamado curvatura Gaussiana de (3, 7)

12De hecho, se puede demostrar que el tensor de Weyl se anula en dimensiones < 3

B Conocido también como el operador de forma.

14Se llama endomorfismo a una aplicacién lineal f : V — V de un espacio vectorial V
en si mismo.

15Usaremos la notacién tradicional de producto escalar, donde entenderemos que éste
es con respecto a la métrica v si consideramos que u,v € T,X o con respecto a g si
u,vel,M.
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4 n(p)

Figura 3.3.1: Mapeo de Weingarten

Demostraciéon. Sean u,v € 7,2, por definicién de S.
g9(u,8(v)) = g(u, Vyn) = g(u, Vin) + g(n, Vyu) — g(n, Vyu)
= V.(g(u,n)) — g(n,Viu) = —g(n, Vyu)
pero [u,v]=Vy,w—-V,u =
g9(u1,8(v)) = —g(n, Vyu) = g(n, [u,v]) — g(n, Vyuv)
=g(n,[u,v]) - Vi(g(n,v)) + g(v,Vun) = g(n, [u,v]) + g(v, Vun)
por otro lado
g(Vt,[u,v]) = V,t (Vo — Vu) =V, tu’'V, ol — V 0V ut
= u”(V, (Vv — PV, V 1)) — 0¥ (V,(V tut — ulV,V it))

= u"(V,V,t =V, V,t) =0

esta ultima igualdad es debido a que VW = Hv,,t.

Como n es colineal a Vt, entonces g(n,[u,v]) =0y g(v, Vyn) = 0, por lo
tanto
u-S(v) =v-S(u). |

Ahora demostraremos una importante identidad conocida como la ecuacién
de Weingarten.
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Lema 3.3.4 FEcuacion de Weingarten. Sean u,v € T,M yn € N,M,"
entonces:

—g(u,Vyn) = g(n,V,u) (3.3.7)

Demostracién. Como g(u,n) =0, entonces

V.g(u,n)=g(Vyu,n)+gu,Vyn) =0 =

4
m

g(V,u,n) = —g(u, Vyn)

A continuacién definimos una importante cantidad conocida como la cur-
vatura extrinseca de la superficie.

Definicién 3.3.5 Se define a la forma bilineal K en el espacio tangente a
> como el mapeo
K:T,2xT,>—R

tal que:
K(u,v) = —v(u,S(v)) (3.3.8)

es simétrica. Fsta es la llamada segunda forma fundamental de ¥ o
tensor de curvatura extrinseca de Y.

La curvatura extrinseca contiene la misma informacién que el mapeo de Wein-
garten. De la definicion 3.3.2 tenemos que

V(u,v) € T,X x T,%, K(u,v) = —v(u, Vyn) (3.3.9)

Definicién 3.3.6 Definimos el escalar de curvatura extrinseca como la traza
del tensor de curvatura extrinseca y lo denotamos por K

Como K es la traza del tensor de curvatura extrinseca respecto a la métrica -,
entonces es sencillo demostrar que K es menos dos veces la curvatura media

de X
K :=+"K;; = —2H (3.3.10)

16N, M es el conjunto de vectores normales a la variedad M
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Definicién 3.3.7 Curvatura media. Definimos a la curvatura media de
Y en términos de la sequnda forma fundamental como

H = — Zg(n, V,u) =g(u, Vyn) (3.3.11)

Es decir, la curvatura media es la traza del mapeo de Weingarten y por eso
no depende de la base elegida. Los eigenvalores del operador S, que son todos
reales pues S es auto-adjunto, son llamados las curvaturas principales de
Y. y los eigenvectores correspondientes son llamados las direcciones prin-
cipales de Y. La curvatura media de Y es la media aritmética de las
curvaturas principales

1

donde k; son los dos eigenvalores de S.

La curvatura definida arriba no debe confundirse con la curvatura Gaussiana,
esta iltima es una cantidad intrinseca, independiente de la forma en que la
variedad (X, 7) es encajada en (M, g) mientras que las curvaturas principales
y la curvatura media si dependen del encaje, por esta razéon se llaman canti-
dades extrinsecas.

A continuacién pondremos algunos ejemplos de superficies encajadas en R3,
en este caso la métrica de la variedad M es riemanniana (4, +,+) y la su-
perficie 3 es espacial con métrica riemanniana (+, ).

Ejemplo 3.3.8 Un plano en R3.

Sea X un plano. Sean % = (x,y,z) las coordenadas cartesianas de R? tal
que Y es el plano z =0

La funcion escalar t en ¥ se define por la ecuacion
Vpe M, pe¥ << tp)=0

o stmplemente t = z.

Sea x' = (z,y) un sistema de coordenadas en Y yv;; = diag(1,1) con respecto
a estas coordenadas. El tensor de Riemann se anula, es decir, Riem(vy) =0
y el vector m tiene componentes n = (0,0, 1) respecto a (x,y, z).
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Las componentes de Vn estdin dadas por las derivadas parciales

on®

Vgna = 8X5

donde los simbolos de Christoffel se anulan para las coordenadas {xz*}, en-
tonces

Vn=0y S=0 = K=0

Ejemplo 3.3.9 Un cilindro en R3.

Sea 3 un cilindro definido port == p— R =0 donde p :== /22 +y?> y R es

una constante positiva (es el radio del cilindro).

R=+2*4+y> = t:=p—R=0

Sean % = (p, ¢, 2) las coordenadas cilindricas con ¢ € [0, 27|, donde
T = rcosyp, y = rseny. Entonces x' = (¢, 2) es un sistema de coordenadas
cilindricas en . La métrica inducida es:

vijda'dr?’ = R*dp* + dz?

con f(R,p,z) = (Rcosp, Rsenp,z) y 0, = (0,0,1). Con esto se puede

calcular 57 o
Vllzacp'aga:%%:RQ
Yo1 = 0

’72228,2'82:1

haciendo 1 := Ry la métrica se transforma en
Ymndz™dx™ = dn?® + dz*
que tiene la forma de la métrica del plano.

Sea n el vector normal a ¥. Respecto a las coordenadas cartesianas
x® = (z,y, z) sus componentes son:

n=(r,y,0 = n=-——(x,y,0)
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o

Von® = ——  ent
como Vgn® = ——, entonces
’ X5
- , y>  —ay 0
Van® = (> +y*) 2 | —zy 22 0
0 0 0
La curvatura extrinseca es: K = —u - Vyn, entonces las componentes de K

respecto a la base {z'} son:
Kij = K(0:,0;) = —V5na(0:)' ()"

donde
9; =1{0,,0.}

es la base coordenada y (0;)* son las componenetes del vector 0; respecto a la

base 0o = (04, 0y, 0;) asociada a las coordenadas cartesianas x* = (z,y, z),
explicitamente
(2,9, 2) = (Reosp, Rseny, z)

or d 0Oy d 0z 0
=——+ ——— 4+ —— = —y0, + 20

8903x+8g08y+8<,03z Yo + 20y
000 0y0 020
C 0z0x 020y 020z

(0,)* = (—=y,2,0) y (0.)* = (0,0,1), por lo que la curvatura extrinseca es

o[ Koo Kee] _[-R 0
i K., K. 0 0

9,

0. 0.

Las componentes de la métrica del cilindro son:
R? 0
Yij = 0 1

N { \R? 0 ]

la inversa es

0 1

finalmente el escalar de curvatura extrinseca es

g R 1
K ="Ky ="Ky + 77Ky = “mT R
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Ejemplo 3.3.10 La esfera en R2.
Sea S? la esfera de radio R, entonces
r:\/WZR — t=r—R=0
Sean x* = (1,0, ) las coordenadas esféricas tales que
f(r,0,0) = (rsenfcosp, rsenfsenp, rcosh)

(0, ) un sistema de coordenadas en ¥ = S%, la métrica en la

y sea ¥t =
esfera es:
Yijda'dz? = ypadb? + 7, ,dp”

donde las componentes de la métrica son:
_ _of Of
Yoo = Op 89_69 89_R

Ypp = 0, - 0, = R*sen’d
por lo tanto
Yijdz'dr? = vgad? + yppodp® = R*(dO* + sen’0dyp?)

podemos escribir a la métrica como:
o R? 0
YT 0 R%sen?d

1\ R?sen?0

Y SU TNVErsa es
0

contrario a los dos ejemplos anteriores esta métrica no es la del plano. El
escalar de Ricci, el tensor de Ricci y el tensor de Riemann de (X,7) son:

1

n® = —=(z,y, z
7(@:9:2)
one 1 P+ 22—y —xz
T o _ _ _ 2., .2 _
Vign D ry x*+z ; yz2
—xz —yz T4y
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las bases naturales asociadas a x* = (0,¢) en X son:

_a_Xi+8_Yi+a_Zi—_a+x8
" T 000X T 900y  opoz | T
X & 9y o 97 d |

D=9ox T onoy T w0z oty

(220, + y20, — (z° + y*)0.]

las componentes de la curvatura extrinseca se calculan mediante
Kij = —V5n,(9,)(0;)?, entonces

Koo Kegp]:{—R 0 1 1

Kij = [ Ky Koy 0 —Rsen20 | R4

ast tenemos que

Kij =" Kij = 7”(—%)%]' = —%(7”%1 +7%72) = —%(1 +1) = —%
Estos ejemplos muestran que el plano tiene curvatura gaussiana y extrinseca
nulas, mientras que el cilindro tiene curvatura gaussiana nula pero su curvatu-
ra extrinseca es K = —1/R y la esfera tiene curvatura gaussiana R = 2/R?
y curvatura extrinseca K = —2/R, esto nos hace ver que la curvatura ex-
trinseca no es completamente independiente de la curvatura intrinseca, como
veremos después, estas estan relacionadas por la ecuacion de Gauss.

3.4. La descomposicion ortogonal

En lo que sigue se considerara que X es espacial, es decir, la métrica induci-
da ~ es riemanniana, o equivalentemente que el vector normal n es temporal.

Definicién 3.4.1 Para todo p € X, el espacio de todos los vectores espacio-
temporales puede descomponerse en una parte tangente y otra ortogonal a 33,
mediante la siguiente descomposicion ortogonal (fig.5./.1)

T,M=T\Ma&T M:=T,%)®T,N

donde T,N es un subespacio de T,M de dimension 1 generado por el vector
normal n.
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Figura 3.4.1: La geometria de la descomposicion ortogonal

En esta definicion TyM = T,%; y T\ M := T,N. Los mapeos de proyeccion
asociados P := 5 (tangente a ;) y P, := ~ 1 (ortogonal a ¥;) se definen
de la siguiente manera:

Definicién 3.4.2 El proyector tangente en Y es el operador 7 (asociado
con la descomposicion ortogonal) definido como

7 TM — T,% tal que
Vv e T,M ~(v) =v+gnvn (3.4.1)

El proyector ortogonal ?L (asociado a la descomposicion ortogonal) es
un operador definido como

VL :T,M — T,N tal que

VWeT,M  F(v)=-ngn,v) (3.4.2)

Teorema 3.4.3 FEl operador 7 satisface las siguientes propiedades:
1. SineT,N = ~(n)=0

2. Wely, = F(V)=v
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Demostracion.
1. 5in € T,N entonces

Y@ =n+gnnn=n—n=0
2. 5iv e T,X, entonces

Y@ =v+~D,vin=v |

Teorema 3.4.4 Las componentes de ~y respecto a una base {0} de T,M
son

Y5 =05 +nng (3.4.3)

Demostracién. Escribiendo la ecuacién (3.4.1) en componentes respecto a
la base coordenada {0, } tenemos

vﬁvg =0+ n,gvﬁn"‘ = vﬁdg + ngvﬁno‘ = vﬁ(ég + ngn®)
por lo tanto

Y5 =05 +nng A

Teorema 3.4.5 FEl operador de proyeccion satisface las siguientes propiedades:
1. n"y# =0
2. by, =4
3. V=
Demostracién.
1 n’yk =n"(6% 4+ n,nt) = n"éY + n'nynt = nFnt =0
2 vy = (08 +n,nt) (0} + n,n”) = 6L0, + dyn,n* + ohn,n” + n,ntn,n”

_ Sk @ B T B A
=0y +n,n" +n,nt —n,nt =05 +n,n" =y

g =0+nn=0+6+0-1=3-1=2 N
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Recordemos que el encaje ® induce los mapeos T}, — T,)M y T;M —

T3 pero no el mapeo inverso. El operador 7 da el mapeo natural T,M —
T,x

Definicién 3.4.6 Sea 7 el operador de proyeccion tangente, entonces se
puede construir el mapeo 7* : TyY — ToM tal que para algin w € T;Y,
7*40 :T,M — R tal que

Frw(v) = w(F (V) (3.4.4)

que es una estructura lineal que pertenece a Ty M.

Se puede extender la definicién anterior a un tensor T de rango (2), as{
T — T (M)

Para T € 7,3, F*T : T,(M)" — R tal que

FET(vy, o Vi) = T(F (Vy), oy 7 (Va) (3.4.5)

Aplicando esta definicién a « en Y entonces 7*7 es una forma bilineal en M
que coincide con 4 si sus dos argumentos son vectores tangentes a X y que es
cero si alguno de sus argumentos es ortogonal a 3, es decir, paralelo a n (mas
adelante se demostrard esta afirmacién), entonces esta es una extension de =y
a todos los vectores en T, M, la cual abusando de la notacién se denotard por
el mismo simbolo ~:

v =) (3.4.6)

Teorema 3.4.7 La funcion v definida anteriormente se expresa en términos
de g y de la 1-forma n. como:

Yy:=g+n®n (3.4.7)

en componentes

YaB = Gap + naNg (348)

Demostracion. Es trivial usando las definiciones W

Teorema 3.4.8 Propiedades de ~y
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1) Siu,veT,X = ~v(u,v)=g(uv).

2Ju=X-n =>WeT,M, ~(uv)=0

Demostracion.
1) Siu,v € T,% entonces vy(u,v) = g(u,v) + (n,u)(n,v) = g(u,v)
2) Si u = An entonces para algin v € T,M

'7(117 V) = 7()‘117 V) = >‘g<u= V) + A(Q, 1’1) <Q= V)
=Ag(uw,v) - An,v) =An,v) - An,v)=0 N

Definicién 3.4.9 El operador 7* extiende a la curvatura extrinseca K,
definida como una forma bilineal en X2, a una forma bilineal en M mediante:

K:=7*K (3.4.9)

En este trabajo usamos el punto de vista 3-dimensional, es decir, tratamos
un campo tensorial en ¥ como si estuviera definido en M. Para tensores
covariantes (formas s-lineales) si no se hace mencién explicita, la extensién
3-dimensional estara dada via el operador 7* En el caso de tensores con-
travariantes, la identificacion esta dada por el push-forward de ®, este punto
de vista hace que la manipulacién de tensores en ¥ sea mas simple por el
hecho de tratarlos como tensores en M via el operador 7*

Definicién 3.4.10 Dado T de rango (Z) € M, denotemos como 7*T a un

tensor en M del mismo tipo y tal que sus componentes en una base {0,} de
T,M son expresadas en términos de T por

(AT 55 =l ey T e (3.4.10)

Notar que para una forma s-lineal T en 3, 7*(7*T) = 7*T; para un
vector v € T,M se tiene que " (v) = 7 (v), para una 1-forma w € M

tenemos que ?*(w) = w(7) y para un tensor T, ¥ T es tangente a X
éste es cero si uno de sus argumentos es n o n.

Un vector n normal a ¥ es definido sélo para puntos p € Y. Consideremos
alguna extensién de n en alguna vecindad abierta de X..
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Definicién 3.4.11 Si X es una superficie de nivel para algin campo escalar
t, tal que una extension natural estd dada por V't de acuerdo a [(3.2.7), pdg.
71], entonces el campo tensorial Vn es una cantidad definida. En particular
podemos introducir el vector

a:=Vyn (3.4.11)

donde n es un vector temporal unitario que puede verse como una 2-veloci-
dad de algin observador y a es entonces la 2-aceleracion correspondiente.

Teorema 3.4.12 El vector a es ortogonal a n, esto es, a € T,X.

Demostracién.

g(n,a) = g(n, Von) = L Valgnn)] = [ Va(-1)=0 ®

Teorema 3.4.13 Si (u,v) € T,M x T, M entonces:

Vn=-K-a®n (3.4.12)

en componentes
Vene = —Kas — aang (3.4.13)

Demostracién. Usando las ecuaciones [(3.3.9),pag. 75] y [(3.4.9),pdg. 84]
tenemos que
V(u,v) € T,M x T,M
) = 7*K(u7 V) = K(ﬁ(u)v 7(‘/)) = _g(?(u)’v?(v)n)
(n,u)n, (v(erg(n,V)n)n)) = —g(u+g(n,u)n, Von+ g(n, V)Vnn)
= —g(u, Vyn) — g(u, Vun)g(n, v) + g(g(n, v)n, Vyn) — g(g(n, u)g(n, v)n, Vun)
= —g(u, Vyn) — g(u,a)g(n,v) = =Vn(u,v) - (a,u)(n,v)

en estas igualdades usamos que; g(n,n) = — 1 y g(n, Vyn) = 0 para algtin
vector x. Por lo tanto

K(u,v) = =Vn(u,v) — (a,u)(n,v)

por lo tanto
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Aplicando el operador de proyeccién 7* a esta ultima ecuacién se puede
demostrar facilmente que

K=-7"Vn (3.4.14)

Corolario 3.4.14 La traza del tensor de curvatura extrinseca es
K=-V-n (3.4.15)
en componentes
K = —Vn" (3.4.16)
Demostracién. Contrayendo la ecuacién (3.4.13) con g*? tenemos
Vinag™ = —Kapg™ — aansg™” =

Ven” = —K — agn®

por lo tanto

K=-V-n 1

Si queremos encontrar las componentes de K usamos [(3.3.9), pag. 75], obte-
niendo:

K(u,v) = —y(u, Vyn) = —u"v"V,n,

por otro lado
K(u,v) = K(u”0,,v"0,) = uv"v"*k(0,,0,) = u"v'K,,
como ambas ecuaciones deben ser iguales, entonces

Kaﬂ = —vang [ |
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3.5. Fcuacion de Gauss

Teorema 3.5.1 Dado el tensor de rango (Z) en M, la derivada covariante
VT con respecto a la conexion V se expresa en términos de la derivada
covariante VT con respecto a la conexion espacio-tiempo V de acuerdo a

VT =7'VT (3.5.1)

en componentes esto se escribe como:

VT a” = Ypr Ve Ve 7/3 ININ T e (3.5.2)

P V1l

Demostracion. La prueba consta de dos partes; primero hay que demostrar
que 7*V es una conexion lineal en ¥ y ademas que es simétrica, esto no tiene
ninguna dificultad. La segunda parte consiste en demostrar que la conexiéon
se anula al aplicarla a 4. Usando las ecuaciones [(3.4.10), pag. 84] y [(3.4.8),
pég. 84] obtenemos:

(7*6’7)@6’7 = Y6574 (vp<gw/ +nun”)) = VAvErs [vpgw + nuvpnv ‘HLvanu]

= B EEMY o+ VYV ) = 0
La conexién V es la tnica conexién lineal en ¥ que aplicada a + se anula.

Por lo tanto necesariamente 7 V=V.

La ecuacién en componentes se demuestra facilmente aplicando [(3.4.10) pag.
84], como sigue

VoI = (A VD505 =t e Vo Thie

Observacion 3.5.2 T en el lado izquierdo de (3.5.1) deberia ser la exten-
sion 3-dimensional 5 *T dada por [(3.4.5) pdg. 83], siguiendo la convencion
escribimos T en lugar de 7*T. De manera similar el lado derecho de esta
misma ecuacion deberia escribirse 7*VT para que esta sea una tqualdad
entre tensores en M, por lo tanto rigurosamente deberiamos escribir

FVT = F*[V(F*T)] (3.5.3)

Teorema 3.5.3 Ecuacion de Gauss

V(u,v) e TE x T, Vv =V, +nK(u,v) (3.5.4)
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Demostracién. Sean (u,v) € 7,5 x T,%, entonces de (3.5.1) tenemos:
(Vu0)* = Ve, v* = u' V0 = u"’yfj’ygv,,v“ = u””yﬁvyv“
= u? (07 + n,n°V,0") = w05V, + uu’nV 0"
= u'V, 0% + u”nuno‘vyv“ = u’'V, 0% + u”nunavyv“
= W'V, 0 — u’vo*n®V,nt
esta ultima igualdad es valida pues
vy(nuv“) = nﬁyw + v“vynu =0
De la ecuacion [(3.3.9), pag. 75|, tenemos que
K = —v(u,Vyn) = —u"v"V,n,
entonces
(V. 0)* = u"'V,0* + n°K(u, v) = Vg, v* + n*K(u, v)

por lo tanto

Vav=Vuwv+nK(uv) R

Esta ecuacion da otra interpretaciéon de la curvatura extrinseca, K mide la
desviacién de la derivada covariante de algtin vector de ¥ a lo largo de otro
vector en ¥ tomada con V con la derivada V de M.

Notemos que, usando los proyectores y la ecuacion de Gauss podemos escribir:
Vu,v e Ty,

Vo= (Vov) + 7 (Vav) = (Vo) + (Vo) = Vuv 4+ nK(u, v)

La interpretacién geométrica de la ecuacién anterior puede verse en la figura
3.5.1. Notemos que utilizando la ecuacién de Gauss podemos definir de ma-
nera alternativa a la conexiéon V como:



3. Geometria Extrinseca &9

Figura 3.5.1: Interpretaciéon geométrica de la ecuacién de Gauss
Definicién 3.5.4 La derivada covariante V, respecto a la métrica~y esta defini-
da en funcion del proyector tangente como:

V=70V (3.5.5)

Mediante esta definicién demostraremos, s6lo por completez, el teorema [3.3.1,
pag. 72], el cual es equivalente a la observacién 3.5.2. 7

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.3.1
(a) P.D. V es una conexién lineal, es decir, P.D. Vu,v,w € T2, y f € C*

. Vypuow = Vyw + Vow

2. Vu(v+w)=V,v+ Vyw
3. Vv = fVyv

4 Vu(fu) = Vv +ulflv

S6lo demostraremos la ecuacién (4), siendo trivial demostrar las otras tres.
Usando la definicién de proyector y la definicién anterior tenemos:

4. Vu(fv) = T (Va(fv)) = Vu(fv) + ngm, Va(fv))
= f[Vav +ng(n, Vo)l + ulf)(v + ng(n,v)) = f7 (Vav) + u[f] 7 (v)

1"Rigurosamente deberfamos demostrar esta afirmacién mediante el uso de (3.5.1) y
(3.5.2) aunque el proceso es un poco tedioso y el resultado es el mismo que el de la
observacion 3.5.2.
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= fVuv+u[f]v.
Donde usamos el hecho de que 7 (v) = v.

(b) P.D. Vv = 0. De (3.4.7) tenemos que:

Vu")/ = 7(Vu7) = 7(vu<g +Q®ﬂ)) = 7(VU<Q®Q))
=V.(n®n)+ngn V,(n®n))=0

(c) P.D. V es simétrica, es decir, P.D. T(u,v) = 0.

T(u,v) = Vyv — Vou—[u,v] = 7 (Vav — Vyu) — [u, V]
=~ (Vuv - V,u-—[u,v]

A continuacién justificamos que K es un tensor simétrico (una forma bilineal
y simétrica). En coordenadas locales tenemos que K(u,v) = K (u'0;,v79;) =
u'v K(9;,0;) = Kiju'v?, donde definimos:

Teorema 3.5.5 K es un tensor.

Demostracién. Sean u,v,w € T),%; y sea f € C'°, entonces:
(i) P.D. K(fu+w,v) = fK(u,v) + K(w, V)

K(fu +Tw, V) = _g(qu-i-w)Va n) :__g<fvulv + vw_v? n) o
= _g(fvu'v? n) - g<Vw'U, n) = —fg(Vuv, n) - g<vaa n)
= fK(u,v) + K(w,v)

(i) P.D. K(u, fw+v) = fK(u,w) + K(u,v)

Vulfw +v),n) = —g(Vu(fw),n) — g(V,v,n)

flw+ fV,w,n) —g(Vyv,n)
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Teorema 3.5.6 K es simétrico.

Demostracién. Como T(u,v) = V,v — V,u — [u,v] = 0y ademéds [u, v] €
1,3, entonces:

K(u,v) =gn,Vyu) = —g(n, Vyv — [u,v]) = —g(n, Vyv) + g(n, [u, v])

=—g(n,Vyv)=K(v,u) N

3.6. Fcuaciones de Gauss-Codazz1

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi constituyen la base del formalismo 2 + 1
en Relatividad General. Estas dan la descomposicion del tensor de Riemann
del espacio-tiempo en términos de cantidades relativas a la superficie %, el
tensor de Riemann asociado a la métrica inducida « y la curvatura extrinseca.

Consideremos la identidad de Ricci [ec. (2.7.6), pag. 51] que define el tensor de
Riemann como una medida de la conmutatividad de dos derivadas covariantes
sucesivas con respecto a la conexién V asociada a la métrica v de X. La
version 2-dimensional estd dada por [(3.3.3), pag. 72].

Teorema 3.6.1 Sea {0y, 0,} = {0a} una base ortonormal de T,M , entonces
el tensor de curvatura de M puede expresarse en funcion del tensor de cur-
vatura de X como:

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z — n[VxK(Y,Z) - VyK(X, Z)]+
+ (Vyn)K(X,Z) — (Vxn)K(Y,Z) (3.6.1)

esta ecuacion es conocida como la ecuacton tensorial de Gauss

Demostracién. Sean X,Y,Z € T,%; y n € T,N. Usando la ecuacién de
Gauss y las definiciones del tensor de Riemann, tenemos:

R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ - VixyZ=
= Vx(VyZ - nK(X,Y)) - Vy(VxZ — nK(X, Z))+
~(VixvZ - nK([X, Y], Z)

= VxVvyZ - VyVxZ - VxyiZ — KX, VyZ)+ VxK(Y,Z)+
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~K(Y,VxZ) - VyK(X,Z) - K(X,Y],2)] — (Vxn)K(Y,Z)+
+(Vyn)K(X, Z)
= R(X,Y)Z +nK(VxY — VyX — [X,Y],Z) - n|VxK(Y,Z)+
~VvK(X,Z2)] - (Vxn)K(Y,Z) + (Vyn)K(X, Z)
pero sabemos que V es simétrica, VxY — VyX = [X|Y] =
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — n[VxK(Y,Z) — VyK(X,Z)]+
—(Vxn)K(Y,Z) + (Vyn)K(X,Z) &

Corolario 3.6.2 Sean X,Y,Z € T,)%;, w € T;Y; yn € T)N, entonces las
ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainard: son respectivamente

gw, R(X,Y)Z) = v(w,R(X,Y)Z) - K(w, X)K(Y,Z) + K(w, Y)K(X, Z)
(3.6.2)
g, R(X,Y)Z) = VyK(X,Z) - VxK(Y,Z) (3.6.3)

Demostracion. Sean X,Y,Z € T)Y; y w € 1%, entonces del teorema
anterior y de la definicion de la curvatura extrinseca tenemos:

g(w,R(X,Y)Z) = v(w,R(X,Y)Z) — g(w, Vxn)K(Y,Z)+
+g(w, Vyn)K(X, Z)
= ~(w,R(X,Y)Z) - K(w,X)K(Y,Z) + K(w, Y)K(Y,Z)
pues g(w,n) =0.

Sea n € Ty N, entonces del teorema anterior y de que
g(n,Vxn) = g(n,Vyn) =0, tenemos que :

g(g,f_{(X, Y)Z) = g(gv R(Xv Y)Z) - [VXK(Yv Z) - VYK(X7 Z)]g(l’l, 1’1)
= VvK(X,Z)-VxK(Y,Z) 1

Cuando tomamos una base y queremos escribir las ecuaciones anteriores (en
general cualquier ecuacién tensorial) en notacién de indices, simplemente se
pone un indice abajo por cada vector y un indice arriba por cada uno-forma.
En el siguiente corolario pasamos de las ecuaciones tensoriales a notacion de
indices de manera formal.
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Corolario 3.6.3 Sean X,Y,Z € T,%;, w € T)%; yn € T)N, entonces
las ecuaciones de Gauss-Codazzi y de Codazzi-Mainardi en componentes son
respectivamente:

Ry = RL, — K'Kpq + K3, (3.6.4)

R = VoKu — VKo (3.6.5)

Demostracién. Sean w = wydz®, X = X°0,, Y = Y9, Z = Z°, y
n = nodz’ = da° y utilizando el corolario 3.6.2, entonces:

9(wadz®, R(X0,,Y04) 2°0y) = wa XY Z R, (1)
Y(wadz®, R(X0,,Y04) 2°0y) = w, XY Z°R}. , (2)
K(wadz®, X€0,) = w, X°K? K(Y%,,72°0,) = YZ° Ky (3)
K (wadz®,Y%0,) = w, YK K(X€04,2°0y) = X°Z° K. (4)

Como (1) = (2) 4+ (3) + (4) quedando demostrada la primera ecuacién.

Por otro lado

9(da®, R(X“0.,Y"04) 2'0y) = XY 2'R,., (5)
V(yc@c)K(Xbab, Z“@a) = ZaXbYchKab (6)
Vixva,) K(Y0e, 2°0,) = Z°X"Y VKoo (7)

Como (5) = (6) — (7) queda demostrada la segunda ecuacién. B

La forma en que obtuvimos a las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-
Mainardi a partir de la ecuacién tensorial de Gauss es la més sencilla y clara
sin embargo, por consistencia, derivaremos las mismas ecuaciones median-
te el uso del proyector tangente, asi tendremos las mismas ecuaciones sélo
que escritas explicitamente en términos de las componentes del operador de
proyeccion.

Teorema 3.6.4 Vv € 1,2, la ecuacion de Gauss-Codazzi en componentes
es:
’ygﬂ)/gﬂygfygﬁguu - Rgaﬁ + K(ZK(W - KgKaé (366)

Demostracién. Usando (3.5.2) dos veces obtenemos

Va(Var") = 1)V u(Vur?) = ¥V (1075 Vo)
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= VT (Ve V W Vot + 1V o0V ,7f + 15V V,17)

=577 (s ViV v° 4+ 97V 0 (nsV i 4+ PV ,n’)+
+9EV 0% (nsV inP + PV ,n?))
pero sabemos que
V., =V, +n°n,) =n,V,n" +n°V,n,

y ademads sabemos que la componente tangente de la normal es cero, es decir,
v J—
Y5 = 0, entonces

Va(Vav?) = V51015V u Vot + 15k ms Vo Vonf+
YV IENIN WOV g s + Y5V ISV o0 Win® A A5 Vg0V iy,

= Y5V, Vo0 + V5NNV 0’ Von? + 75y in Voo Van,,

pero  V,(nsv®) = nsV,v® +1°Vens =0y Ky = VeV, =

Va(V") = 757570V, Vs v’ —n’V, 0’y S K5 —véKa(;Kg

Por lo tanto intercambiando los indices a y 3, renombrando indices y usando
la propiedad de simetria de K obtenemos:

VaVar? = VeV = (KoK — Kas K20 + 45774V, Vo’ — Vo V,0°)
de la identidad de Ricci
(Kas K5 — — Kps K))v° + Y573 ”y“R =R}, 40"
renombrando indices
(Kaqu — K KQ)v" + 57174 Rupo Rlaza““
Como v* =" =

o —\ v v
VeV B pet” = VR 50"+ (K K — Kap K )0 5w
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por lo tanto

=\
VIRV Ripo?” = Riagt” + (K K3 = Ko KG)0”

Renombrando indices'® obtenemos el resultado deseado.

75757;737}_%5#1/ = Rgaﬂ + K;K(sg — KgKa(; [ |

Lo que sigue es encontrar una relacién similar a la anterior entre los tensores
de Ricci en M y en X y otra que relacione los escalares de Ricci de ambas
variedades.

Corolario 3.6.5 La contraccion de las ecuaciones de Gauss-Codazzi es
VA R + Yo"V Ry = Rap + K Kop — Kap K4 (3.6.7)

Demostracién. Contrayendo (3.6.6) en los indices « y 7y y usando la propiedad
VeV = = 55 + n#n,, entonces tenemos que

1. 7979 Ri.5 = Rap

2. V2V KIKgy = KKy

3. VYV KIKys =V Kg Kos = KK,

. 777a grad fY»y ByIrad pras
v o o v o o P v o

4 ARV By = VEEYINE 0578 Ry + 1005708 B

Reescribamos cada uno de los miembros derechos de (4). Por un lado tenemos
,ul/'ya(séaﬁp_,uu'y5aﬁp_uuaﬁp_uu_
7a7,67p76 7’}/6 ouv fYa’y,Br}/p vy ltopury ’Yaﬁ)/ﬂ’yp ouv fya’y,b’ (24

Por otro lado utilizando que n., = 7,,n" obtenemos
W YAV By = 10 Yun YAV By = 10 Y3 Y Ry = 170 Yo V5 R

Sustituyendo estas relaciones en (3.6.6) obtenemos la relacién buscada. W

18 Aqui utilizamos los fndices griegos en vez de los fndices latinos pues hemos reemplazado
al vector v por algin vector en TM sin que el resultado cambie gracias a la presencia
del operador de proyeccion 7 y también gracias al hecho de que el tensor de curvatura
extrinseca y de que el tensor de Riemann de ¥ son tangentes a X.
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Corolario 3.6.6 La ecuacion escalar de Gauss-Codazzi que relaciona el es-
calar de Ricci de M con el de 33 es

R+ 2R, n"n" = R+ K? — K;; K" (3.6.8)

Demostracién. Contrayendo (3.6.7) con respecto a los indices p y v obte-
nemos:

L P9y Ry = v"*v5 Ry = 7" Ry = R.

2. Y’ R.5 = R.

3. VK K,y = K?

4 YK G K = Koy KO,

5. v n"n”%mvgf_%ﬁpo = n"n”fy#gvg}_%ﬁpg = n"n”yﬁﬁﬁpo =n'n"R,q
Demostrando asf la ecuacién (3.6.8) W

Este corolario es la generalizacién del Teorema de Egregio de Gauss [10], el
cual relaciona la curvatura intrinseca en Y dada por el escalar de Ricci con
la curvatura extrinseca representada por K? — K;; K. En el caso de una
superficie encajada en R?, la curvatura se anula y hay un cambio de signo
debido a que la métrica en R? (en este caso el vector normal es espacial) es
riemanniana y no lorentziana, la ecuacion es en este caso

R—- K+ Ki;K7 =0 (g riemanniana) (3.6.9)
Notemos que }_%an

es basicamente el mismo que el corolario 3.6.3, sélo que aqui se utiliza el
operador de proyeccion.

, = RO v bor lo que el resultado del corolario siguiente

(oa

Teorema 3.6.7 Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi en componentes son

VTV Ry = Ve K] — VaK] (3.6.10)

Demostracién. Aplicando la identidad de Ricci al vector normal n (o maés
precisamente a la extension de n en M, que se hace mediante el operador

), tenemos -
(VaVs = VsV = R, 4n"
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proyectando esta relacién en ¥, usando las ecuaciones [(3.4.13), pag. 85] y
[(3.5.2), pag. 87] tenemos

VNN WV anT = 4N o (K — a'n,)
= VWA (VoK) + a'Vany +13Vaa") = =1270798(Vo K] + a’Vang)
= s Vol = 1@’ Van, = =31 iV oK + a’ Ky,
=-V,K!+d K,
intercambiando los indices i y v obtenemos que
V0V 5V = —V, K + ¢’ K, = —V K’ + o’ K,
entonces haciendo la resta entre estas dos cantidades obtenemos que
VIV R g = VKb — VK
por lo tanto renombrando indices obtenemos la relacién buscada

Vo v Roun” = VK] — Vo K} W

Corolario 3.6.8 La contraccion de las ecuaciones de Codazzi-Mainards es:
V'R, = VoK — V, K* (3.6.11)

Demostracién. Contrayendo el lado izquierdo de (3.6.10) en los indices «
y 3 tenemos

« v P o v P o v P o
Yo V1 V6 V3 R = VY V5V R = Yy Vallgun
pero
0

) v P 1 Z85) v P vp
7;:,76 o‘p,l/na = <55 +TI’MnP)TLO-’Yﬁ}%U/LV = nJ’YﬂRUV + ’Yﬁnunpno—RO’,U«V - TLO-IY/BRUV

pues debido a las simetrias del tensor de Riemann respecto a sus primeros
dos argumentos el ultimo término se anula.

Contrayendo el lado derecho de (3.6.10) en los mismos indices que antes,
obtenemos
N1 Velia = VK

VoV Ky =V ,Kj
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igualando términos tenemos la relacion buscada W

Hay que observar que las ecuaciones (3.6.4) y (3.6.5) son equivalentes a las
ecuaciones (3.6.6) y (3.6.10) respectivamente, s6lo que en estas tltimas estén
las componentes del operador de proyeccién 7 y ademés tenemos que RY, =
ngRY,.. Esto quiere decir que en vez de definir el operador 7* podriamos
haber partido de la ecuacion de Gauss (3.5.4) como definicién para asi tener
la definicién de V (definicién 3.5.4)usada para demostrar que V es una

conexioén lineal y simétrica, obteniendo los mismos resultados.
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Capitulo 4

GGeometria de Foliaciones

4.1. Foliaciones

En el capitulo anterior se estudié una sola superficie > encajada en un
espacio-tiempo M, ahora en este Capitulo consideraremos un conjunto conti-
nuo de superficies (3;);cr que cubre a la variedad M. En el capitulo anterior
hemos visto que ésto es posible para una extensa clase de espacios-tiempos
que sean globalmente hiperbdlicos. Daremos la definicién de foliacion, que
sera la que se utilizara en lo que resta de este trabajo.

Definicién 4.1.1 Sea (M,g) un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico, éste
se puede foliar por medio de una familia de superficies {3;}er. Por fo-
liacién entendemos que existe un campo escalar t en M regular' y de clase
C®, tal que cada superficie de la foliacion es una superficie de nivel de este
campo escalar, esto es

Vvt € R, Y :={pec M|tp) =t}
como t es reqular, las superficies ¥y no se intersectan, es decir

NS, =10 para t #t

en lo que sigue no distinguiremos entre t y t. Cada ¥, es llamada una hoja
de la foliacion. Asumimos que todos los ¥y son superficies espaciales y que
la foliacion cubre a M: (vedse la figura /.1.1)

M:U&

'El gradiente nunca se anula

101
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X Z‘f+::|‘f

2t

Figura 4.1.1: Foliacion del espacio-tiempo M

El vector normal n da la direccion temporal al futuro y ésta es necesariamente
colineal al vector Vt asociado a la 1-forma dt, entonces podemos definir el
campo escalar lapse, como sigue.

Definicién 4.1.2 Cualquier vector normal a ¥, debe ser colineal al vector
temporal n que es normal a esta superficie

n:=—-NVt (4.1.1)

donde
N = (=Vt- V)2 = (=(dt, V1)) 2 (4.1.2)

el campo escalar N define a la llamada funcién lapse®
Notar que el signo menos en (4.1.1) es elegido para que n sea orientado fu-

turo si el campo escalar t se incrementa hacia el futuro. Ademaés el valor de
N asegura que n sea unitario, esto es g(n,n) = —1.

2También llamada lapso.
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Por construccion N > 0 esto indica que N nunca se anula si la foliacién es
regular. La ecuacién (4.1.1) también indica que —N es el factor de propor-
cionalidad entre dt y la 1-forma asociada al vector n, es decir, por la dualidad
métrica

n=—Ndt (4.1.3)

Definicién 4.1.3 Definimos el vector de evolucién normal m normal
a Yy, como un vector temporal m normal a ¥, tal que

m := Nn (4.1.4)

Teorema 4.1.4 Si n es unitario, entonces
1. g(m,m) = —N?
2. (dt,m) = —1

Demostracién. Utilizando la definicién de m y el hecho de que g(n,n) = —1,
tenemos

1. glm,m) = g(Nn, Nn) = —N?.

2. Por las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2) y de la definicién de m, tenemos

—_N?
(dt, m) = N{dt,n) = N(dt, -NV1t) = —

=1 . (4.1.5)

Teorema 4.1.5 El vector dtm transporta a la superficie 3, en una vecindad
de p € ¥y en la superficie ¥y 5: en una vecindad de p/ SIS

Demostracion. Sea p € ¥; desplazamos infinitesimalmente esta superficie
sobre el vector mdt al punto p’ = p+mdt (figura 4.1.2) donde p' € 5. De
la definicién de dt, el valor del campo escalar t en p' es

t(p)) = t(p + 6tm) = t(p) + (dt, 5tm) = t(p) + op

esta ultima igualdad demuestra que p/ € N

Lo que esta propiedad nos indica es que en una vecindad de p, la superficie ¥;
es transportada paralelamente (mediante un arrastre de Lie) sobre el vector
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Z‘t+6‘t

2

Figura 4.1.2: Vector de evoluciéon normal

Stm en la superficie ¥, en una vecindad de p’, esta interpretacién puede
verse en la figura 4.1.2. Este arrastre paralelo estd dado por la derivada de
Lie,? debido a esto el vector m es llamado vector de evolucién normal.

Definiciéon 4.1.6 Puesto que m es un vector unitario temporal tangente a
la curva con coordenadas espaciales constantes, entonces esto puede ser vis-
to como la 2-velocidad de algun observador. A tal observador se la llama
observador euleriano.

Esto significa que las lineas de mundo de los observadores eulerianos son or-
togonales a las superficies ;. Fisicamente para un observador Euleriano la
superficie (localmente) ¥; es un conjunto de eventos simultaneos de acuerdo
a la definicién de simultaniedad de Relatividad General.

Observacién 4.1.7 Seanp € ¥, yq € Xy, s dos eventos cerrados en la linea
de mundo de algin observador Euleriano. Sea t la “coordenada temporal”de
p yt+ ot la coordenada temporal de q(6t > 0), entonces ¢ = p + dtm. El
tiempo propio 0T (que mide el observador Euleriano) entre los dos eventos,
es dado por la longitud del vector que une p con q, esto se calcula con la

3Para mas detalles ver el Apéndice 5.5
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métrica espacio-temporal de M.

61 = \/—g(0tm, 6tm) = \/—g(m, m)st = Nt

Pues N > 0, esta igualdad justifica el nombre lapse dado a N, N relaciona
a la coordenada temporal t con el tiempo fisico T medido por un observador
Euleriano.

Teorema 4.1.8 La 2-aceleracion de un observador Fuleriano V,n se ex-
presa en términos del gradiente espacial de la funcion lapse como

a=VinN (4.1.6)
a=VinN (4.1.7)

Demostracién. De (4.1.3) y de la ecuacién de la 2-aceleracién tenemos que
sus componentes son

— n“v#na = —n“v“(Nvat) = —n“Nv“Nvat - n“Nvavut

hemos usado el hecho de que V es simétrica, de nuevo usando (4.1.3), obte-
nemos
Na

\v4 NN L

a, = —n*(

1 = 1 — — 1
= Nn“naV#N — Nn“NVanﬂ + n#n“NVa(N)

1 — — | — —
= N(VQN +nen*V,N) = N(égqu +nen'V,N)
1 _ _ 1 1
= SOV N + VN = hV,N) = ZhV,N = ZVuN = Vo(inN)

por lo tanto®
a=VIinN

y por la dualidad métrica

4Notar que el gradiente V es siempre tangente a 3, de esta ecuacién puede recuperarse
el hecho de que g(n,a) = 0.
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Observacion 4.1.9 Sustituyendo la ecuacion (4.1.6) para la aceleracion en
la ecuacion [(3.4.12), pdg. 85], entonces

n=-K—-VinN®n (4.1.8)

en componentes o
Vgna = —RNag — ngval?’LN (419)

Teorema 4.1.10 La derivada covariante del vector de evolucion normal estd
dada por

Vm=-NK - VN®n+n®VN (4.1.10)

en componentes
Vem® = —NK§ — V*Nng +n*VzN (4.1.11)
Demostracién. Utilizando la definicién de m y (4.1.8) tenemos que
Vm=V(Nm)=NVm+mVN
=N-K-VInN®@n)+n® VN=-NK-NVIhnN@n-+nQ® VN

entonces por la dualidad métrica tenemos el resultado deseado. W

4.2. Fvolucion de la 2-métrica y del proyector
tangente

Teorema 4.2.1 Sea ~v la métrica de ¥, entonces la evolucion de ¥y a lo
largo del vector de evolucion normal m estd dada por la derivada de Lie (£)

de v a lo largo de m
£ny =—-2NK (4.2.1)

Demostracidén. De la ecuacién (A.1.9) para un tensor de rango (g) y usando
(4.1.11) tenemos que

£mYay = MV, Yap + 75 Vamy + 75V mt
calculando cada término por separado tenemos

mﬂﬂm = Nn“vu(nang) = Nn“(navung + ngvuna) = N(anng + nqap)
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VsN VN

=N o
(n N —|—n5N

) = naVgN +nVaN (1)

YusVamt = —7,5(NK* + n VN —nV,N) = —NK,5 — 1o, V5N (2)
intercambiando indices

YauVgmt = =N K,z — 15V aN (3)
donde hemos usado que Yo5 = 0ag + Nang, Vusn" = 0y Youn*. Sumando

(1) + (2) + (3) tenemos
£.v——2NK H

Corolario 4.2.2 FEl valor de la derivada de Lie de v a lo largo de un vector
unitario normal n es

1
Loy =—£ 422
7=y Emy (4.2.2)

Demostracion. Como m= Nm, entonces
Emy = L0y = N0V, Yop + Vﬁva(l\fﬂ“) + YAV g(Nn*)

= N(nuvu’yaﬁ + /Y,uﬁvanu + /Yocuv,@nu) = N£n'7a6 u

Corolario 4.2.3 La curvatura extrinseca estd dada en términos de la deriva-
da de Lie de 7 a lo largo del vector normal n mediante

K= —%.En'y (4.2.3)

Demostracion.

1
£.,v=—=(-2NK
7 =5 )
por lo tanto
1

Tenemos tres interpretaciones de la curvatura extrinseca, recordemos que la
ecuacién (3.4.14) dice que es la proyeccién sobre 3; del gradiente de un vector
unitario normal a >, es decir, la curvatura extrinseca describe la curvatura
de la superficie ¥ (2° = constante) desde la perspectiva del espacio-tiempo
3-dimensional en el que se halla inmersa. De acuerdo a la ecuacién de Gauss
la K mide la diferencia entre las conexiones espacial y espaco-temporal y este
ultimo corolario dice que es menos % la derivada de Lie de 7 a lo largo de un
vector temporal normal a ;.
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Teorema 4.2.4 La derivada de Lie del proyector tangente 7 en X a lo
largo del vector de evolucion temporal es cero.

£.7 =0 (4.2.4)
Demostracién. Por la ecuacién (A.1.9)
£mVg = m“vwg - vgvum + %vﬁmﬂ

Calculando cada término por separado y usando las ecuaciones (4.1.6) y
(4.1.11) ademds del hecho de que v§ = 6§ + n“ng, tenemos

m*V, g = Nn#V,(nang) = N(n#n®V,ng + nngV,n*)

= N(EveN + L VAN) = ngVON + noVeN .......(1)
N N
V5Vum® = v4(NKyo + V*Nn, —n*V,N) = =NKg, +n*VgN........(2)

VuaVam" = =NK§ —ngVaN oo (3)
haciendo (1) — (2) + (3) = 0, tenemos que:

£, =0 W

Corolario 4.2.5 Sea M un espacio-tiempo tres dimensional, entonces
Si T es tangente a %, == £nT es tangente a ¥, (4.2.5)

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que T es un campo
tensorial de rango G) en Y, entonces éste cumple que

F*T =T
como v;y5 1) = Tg, tenemos que
£0T5 = £m(75T)) = £m, (L) Em (T + EmTEvE7,) = £mTf

esto indica que
F* £, T = £, T

y esto demuestra que £,,T es tangente a Y;, esta prueba puede extenderse
a cualquier campo tensorial (2 ) tangente a ;. W
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4.3. FEl escalar de curvatura

Lema 4.3.1 La proyeccion de £,K en X, en componentes, estd dada por
£mKop = Nyhvin'Vo K, — 2NK,, K} (4.3.1)
Demostracién. De la ecuacién (A.1.9) tenemos que
LmKop =m"V , Kos + KugVom" + Ko,V gm”
utilizando (4.1.11) y haciendo los célculos obtenemos que
£mKog = NV, Kop — 2NKo, Kb — KoyngVH'N — Kg,no VFN

proyectando esta ecuacion en >, es decir, aplicando el operador 7* a ambos
lados, usando la propiedad de que 7*£mK = £, K y utilizando (4.1.11)
tenemos que aplicando este operador al lado derecho de (4.3.1) obtenemos

'yafyﬁNn"V K = 2NYEv5 Ko K — 6 VI N Ko — 7575V Ny, Kp,

—%é’yBNnJV K — 2N Ko K

hemos utilizado el hecho de que vgn, = 0y como 7*£mKa5 = £, Kap,
entonces -
£mKaﬁ = N’YS'YETZUVUK;W — QNKQ#KZ [ |

Teorema 4.3.2 La ecuacion de Ricci es

1 1
’)/Z?’LpryﬁnURp _£mKaﬁ + NVQVBN + Kaqu (432)

VO':N

Demostracién. Aplicando la identidad de Ricci al vector n y proyectando
dos veces a lo largo de ¥; (esto es, multiplicando por 7,,74) vy una vez a lo
largo de n (multiplicando por n”) tenemos:

Yaunt” K5(V,Vont =V, V,nt) = ykn ngpW (4.3.3)
aplicando (4.1.9) tenemos
YVapl 7/3V V, nt = —%Mvgn"(vul(fj +n°V,V*InN + V,n,V*InN)

como n’V,n, =0, n K¢ =0, n°n, = —1 y ademés n’V,K¥ = —K!V,n?,

entonces tenemos que
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Vo V5V Vot = Yo, V5 KEV o0 + Yo, 75V, VHIRN

= _’YQ;LIYEK#K;,; + ngalnN = KQUKE + VQV/BZTLN .............. (1)

donde se ha puesto que V,Vz = V3V, pues V es simétrica.

De nuevo usando (4.1.9) el segundo miembro del lado izquierdo de la ecuacién
(4.3.1) obtenemos

%wnfwﬁﬁ,,n# = —Yau V51’ (Vo K" +n,V,V*InN + V,n,VFInN)

como n°Vyn, = V,InN, Ymw =0y ademés n°V, K b =—-K g‘vyn”, entonces
tenemos que:

’yaun”’ygvovyn“ = —%M’ygn"va[(ﬁ — Yau Vg VHINNV, InN

= Yau Vi Ve Kl = VoInNVgInN ... (2)
pero
1
ValnNVInN = —mVaNVN i (3)
vvan—V(iv N)—iVVN—iv NVjsN (4)
BYa — Vg N a = N BV a N2 o BV

Sustituyendo las ecuaciones (3) y (4) en (1) y (2) y colocando el resultado
en (4.3.1) obtenemos finalmente que

— 1
v, o pHt .
7576” Rpucrnp - N

Del lema 4.3.1 obtenemos que

VsVaN + a1 Vo K — Koy Kl oo (5)

NAKYEN'V o Ky = £mKop + 2N Koy K

entonces sustituyendo en la ecuacién (5) obtenemos
— 1 1
v, o pH
Yavan’ R,,,n" = N£mKaB + NVQVBN + Ka#Kg [ |

Corolario 4.3.3 FEl tensor de Ricci del espacio-tiempo estd relacionado con
el tensor de Ricci de Xy y su curvatura extrinseca mediante la ecuacion

— 1 1
YR = —N.{:mK—NVVN+R+KK—2K-?% (4.3.4)
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Demostracién. De la ecuacién de Gauss [(3.5.4), pag. 87] y de (4.3.3) se
obtiene el resultado en indices
1

— 1
/YSIYERHV = N£mKaB - NVQVBN + Raﬁ + KKQB — QKGMKZ (435)

en notacién de indices libres (notacién tensorial) obtenemos el resultado de-
seado W

Las ecuaciones [(3.6.6), pag. 93], [(3.6.10), pdg. 96] y (4.3.3) completan la
descomposicion 2 + 1 del tensor de Riemann del espacio-tiempo. La parte
proyectada tres veces a lo largo de n se anula, es decir Riem(n,n,n,.) =0y
Riem(.,n,n,n) = 0, esto se da gracias a las simétrias del tensor de Riemann,
entonces se puede proyectar a lo mas dos veces sobre n sin que el resultado
se anule, gracias a eso tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.4 FEl tensor de Riemann del espacio-tiempo M estd dado por
la ecuacion

v 1 1 i ij
Run'n” = < LK + ViVIN = KK (4.3.6)

Demostracion. Podemos limitar el rango de las variables a los indices
1,7 = 1,2 y entonces todos los tensores involucrados seran espaciales, inclui-
do £,,K. Tomamos la traza de (4.3.4) respecto a « (en indices se contrae
con y*?), entonces tenemos

VA Ry = 4 Ry = (9" + 10" Ry = R+ 110" Ry v (1)
por otro lado
L (V7 Kij) =17 £ Kij + Kij £ =
VILmKij = LK — Kij £

Ccomo N 4
Lm(7i77) = £m(0]) =0 —

Yk Lmy + M Ly = 0
multiplicando la ecuacién anterior por ¥
il kj ik, kj _ ij il kj _
Y YLy + VY Ly = Ly + 7Y (2N Ky) = 0
por lo tanto

L7 =2NKY e (2)
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Por otro lado

Vi EmKij = EmK —2NKYK;; oo (3)
VIV VN = VIViN i, (4)
VIR = R oo, (5)
KijKA7 = K2 e (6)

por lo tanto tenemos que, después de proyectar

—= 1 y 1 ‘ g
Runfn” = =5 £m K + 2KV Ky + R = SViVIN + K? - 2K, ;K" — R

= 1 1 , —
=——£ K ——V,VIN+K?*—R ...
Ru = =~ £nK + R— <V, V'N + K*— R (7)
De la ecuacién de Gauss-Codazzi [(3.6.8), pdg. 96] tenemos
R+ K? =R+ 2R,n"n" + KjK"7 oo (8)

Sustituyendo la ecuacién (8) en (7) tenemos:
- 1 . 1 . .
R,,n'n" = —N,EmK +2KYK;j + R — NViV’N + K? — 2K K"

+R+ 2R, n'n" + K;; K"
por lo tanto
— 1

1
Rntn’ = — £, K + —

VN - K;K7 1
N NViv K

Corolario 4.3.5 FEl escalar de curvatura estd dado por
_ - 2 2 )
R=R+K*+ K ;K9 — —£,K - —V,V'N
+ + K5 N N
Demostracién. Sustituyendo (4.3.6) en (3.6.8) obtenemos
2

— 2
K? = —£.K
R+ R+N + 5

— . 2 2 -
_ 2 7 I v v
R=R+ K"+ K;;K N£mK NVNN |

V.V'N —2K;;K"7 + K;; K" =

— R+

(4.3.7)
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Capitulo 5

FEl Formalismo Canonico de la
Relatividad General

Hemos mencionado que, de acuerdo a la teoria de la Relatividad General, la
gravedad no es una fuerza como se le consideraba en la Fisica Newtoniana,
sino que es una manifestacion de la “curvatura” del espacio-tiempo. Un obje-
to masivo produce una distorsion en la geometria del espacio-tiempo, y a su
vez esta distorsion controla o altera el movimiento de los objetos. Utilizando
el lenguaje de John A. Wheeler, la materia le dice al espacio-tiempo como
curvarse, y el espacio-tiempo le dice a la materia como moverse.

En el Capitulo 1 mencionamos dos de las tres ideas principales que guiaron
a Einstein en su camino hacia la Relatividad General: El “Principio de Co-
variancia General” que dice que las leyes de la Fisica deben tomar la misma
forma para todo observador, el “Principio de Equivalencia” que dice que
todos los objetos caen exactamente de la misma forma en un campo gravita-
cional. La tercera idea fundamental es el “Principio de Mach”! que dice que
la inercia local de un objeto debe ser producida por la distribucién total de la
materia en el Universo. El Principio de Covariancia General llevé a Einstein
a pedir que las leyes de la Fisica se escribieran en forma tensorial, el Prin-
cipio de Equivalencia lo llevé a concluir que la manera natural de describir
a la gravedad era identificindola con la geometria del espacio-tiempo, y el
Principio de Mach lo llevo a la idea de que dicha geometria deberia ser al-
terada por la distribucion de materia y energia, este elemento esta contenido
en las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales pueden derivarse de varias
maneras, ya sea buscando una generalizacion relativista y consistente con la
ley de la gravitacién universal de Newton (camino seguido por Einstein), o
derivandolas de manera formal a partir de un principio variacional partiendo
de un lagrangiano adecuado.?

ILlamado asi en honor a Ernst Mach quién lo postulé a fines del siglo XIX.
2Esta es la Accién de Einstein-Hilbert que usaremos mas adelante.
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Para estudiar la evolucion en el tiempo de cualquier sistema fisico, lo primero
que debe hacerse es formular dicha evolucién como un “problema de valores
iniciales” o “problema de Cauchy”: dadas condiciones iniciales (y de frontera)
adecuadas, las ecuaciones fundamentales deben poder predecir la evolucién
futura (o pasada) del sistema. Al intentar escribir a las ecuaciones de Einstein
como un problema de Cauchy nos enfrentamos a un problema: las ecuaciones
de Einstein estan escritas en forma tal que el espacio y el tiempo son simétri-
cos y juegan papeles equivalentes. Esta “covariancia” de las ecuaciones es
importante (y elegante) desde el punto de vista tedrico, pero no permite
pensar claramente en la evolucion en el tiempo del campo gravitacional. Lo
primero que debemos hacer para reescribir a las ecuaciones de Einstein como
un problema de Cauchy es separar los papeles del espacio y el tiempo de
forma clara. A la formulacion de la Relatividad General que resulta de esta
separacién se le conoce como el “formalismo 2 4+ 1”. En los primeros capitu-
los hemos desarrollado los conceptos geométricos necesarios para hacer tal
descomposicién, la cual haremos en el presente capitulo

5.1. Descomposicion 2+1 de las ecuaciones
de Einstein

Sea (M, g) el espacio-tiempo 3-dimensional, tal que g obedece las ecuaciones
de Einstein® en el vacio con constante cosmolégica nula [3]

— 1—
R—_ Rg=0 (5.1.1)

donde R es el tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura asociados a g.

3Fue el matematico francés E.Cartan quien demostré que la deduccién més general
de las ecuaciones de campo de la RG contenia de forma natural un término introducido
inicialmente por Einstein durante sus investigaciones sobre un modelo cosmolégico estatico.
Las mencionadas ecuaciones quedaban por consiguiente,

G'uy + Agyy - 87TT,U.U

siendo A la desde entonces llamada constante cosmolégica. En ausencia de campos y
materia A expresa un tipo de curvatura intrinseca del espacio-tiempo. Pero puesto que la
curvatura espacio-temporal es debida a la presencia de materia o energia, es 16gico suponer
que A nos estd indicando que el estado fisico usualmente denominado vacio no es realmente
tal. Es decir, a falta de los campos y la materia ordinaria, el vacio posee una densidad de
energia propia imposible de eliminar.
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Para escribir las ecuaciones de Einstein en el lenguaje 2 + 1, vamos a utilizar
al operador de proyecciéon junto con el vector normal para separar a las
ecuaciones de Einstein en 3 grupos:

Teorema 5.1.1 La proyeccion de las ecuaciones de Finstein en la superficie

Y es:
1—
i@K:—VVN+Nm+KK—ZK?—§Rﬂ (5.1.2)

Demostracién. Aplicamos el operador lineal ¥* a la ecuacién (5.1.1) y
como 7*9 = =, entonces

‘R=_-R7*g=-R
TR = R7"g= Ry
De [(4.3.4), pag. 110] tenemos
F*R = L £ K- VYN +R+KK—2K-R = R
TONTRTN 27

despejando £,,K obtenemos el resultado deseado W

Debido a que cada término de la ecuacion de arriba es un campo tensorial

tangente a >J;, entonces podemos reemplazar los indices espacio-temporales
Y

por indices espaciales para obtener la ecuaciéon en notacién de indices como:

1—
&J@:—%WN+NU%+K&ermf—#mﬂ (5.1.3)

Estas ecuaciones contienen la verdadera dindmica del sistema y son las ecua-
ciones de evolucion.

Teorema 5.1.2 La proyeccion de las ecuaciones de Finstein en el vacio so-
bre el vector temporal n es:

R+ K? - K;; K7 =0 (5.1.4)
a esta ecuacion se le llama “constriccion hamiltoniana”

Demostracién. Como la ecuacién (5.1.1) es una igualdad entre formas bili-
neales le aplicamos la pareja (n,n) y como g(n,n) = —1, tenemos:

R(n,n) + %Fg(n, n) = R(n,n) —

— 1—
“R=0
2

entonces

2Rn,n) =R ............... (1)
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de la ecuacién de Gauss-Codazzi [(3.6.8), pag. 96]

2R, n'n" = R+ K* — K;KY — R

sustituyendo esto en la ecuacién (1) y como R(n,n) = R,,n*n” obtenemos
el resultado deseado W

La ecuacién (5.1.4) no tiene derivadas temporales (aunque si tiene derivadas
espaciales de ;; dentro del escalar de Ricci), por ello no es una ecuacion de
evolucién, es una “constricciéon” (a veces también llamada ligadura o vincu-
lo) del sistema. Como esta constriccion esté relacionada con la densidad de
energia p,? se le conoce como la “constriccién de energia” o la “constriccién
hamiltoniana”.

Teorema 5.1.3 La proyeccion de las ecuaciones de FEinstein en Xy y en
n, es conocida como la “constriccion de momento” o “constriccion
difeomorfica” y esta dada por

V.E_-VK=0 (5.1.5)

Demostracion. La proyeccion sobre la superficie y sobre la normal se re-
presenta por

— 1—
R(n. 7 () = L Ra(n. 7)) = 0
entonces de la ecuaciéon de Codazzi-Mainardi [(3.6.11), pag. 97] tenemos

R(n, 7 () ="n"R,, = VoK — V3K =0

por lo tanto
V.K-K=0 ®

4Cuando se toman las ecuaciones de Einstein en general: G wv = 81T}, la cual relaciona
la geometria del espacio-tiempo con la distribucién de materia y energia dada por el tensor

de energia-momento. Haciendo un proceso analogo la constriccién hamiltoniana es
R+ K? — K; K" = 167p

donde p :=nongT*" es la densidad de energfa de la materia medida por los observadores
eulerianos.
5Se le conoce como constriccién de momento pues en general la proyeccién mixta puede
escribirse
TKY _ AU = 1
VK YW K;;| = 8wy

donde j* := 'y;g(naTaﬁ ), es el flujo de momento medido por los observadores eulerianos.
Se le llama “constriccién difeomoérfica” por razones que veremos mas adelante.
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La ecuacién (5.1.5) tampoco tiene derivadas temporales, por lo que es otra
constriccién (de hecho son 2 constricciones). Las ecuaciones de Einstein
(5.1.1) equivalen a las tres ecuaciones: (5.1.2) (5.1.4) y (5.1.5). La ecuacién
(5.1.2) es tensorial para tensores de rango 2 (es decir, formas bilineales en
la superficie) e involucra sélo a tensores simétricos y tiene tres componentes
independientes. La ecuacién (5.1.4) es escalar y por tanto produce una com-
ponente y la ecuacién (5.1.5) es tensorial de rango 1 y tiene 2 componentes
independientes. El nimero total de componentes independientes es de 6 que
son las mismas componentes que tiene la ecuacién (5.1.1).

5.2. Coordenadas adaptadas a la foliacion

Las ecuaciones (5.1.2)-(5.1.5) son un sistema de ecuaciones tensoriales, para
transformarlas a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (E.D.P) se
puede introducir un sistema de coordenadas en la variedad espacio-tiempo

M.

Definicién 5.2.1 Las coordenadas adaptadas a la foliacion (3;)er es
un conjunto definido de la siguiente manera. En cada superficie ¥; se in-
troduce algiin sistema de coordenadas x* = (z',x?) llamadas coordenadas
espaciales, si este sistema varia suavemente entre dos superficies proximas,
entonces z* = (t,x', %) constituye un sistema de coordenadas en M, llamado
sistema de coordenadas adaptadas en M.

El conjunto {8,} = {0, 0;} es una base natural de T,M asociada a las
coordenadas {z*}, donde

0
0 =5 (5.2.1)
0; = e ie€{1,2} (5.2.2)

Notar que el vector 9; es tangente a una linea con coordenadas espaciales
constantes, es decir, tangente a la curva de M definida por 2! = ¢! y 2% = ¢?
donde las ¢’ son constantes (ver la figura 5.2.1). A la derivada 8 se le llama
vector tiempo.

Observacién 5.2.2 Para cada i € {1,2}, 8; es tangente a las lineas t = c°,
2 = ¢ parai # j. A cada t constante estas lineas pertenecen a la superficie



120 5.2. Coordenadas adaptadas a la foliacion

= 2itide

2

x'=cte

Figura 5.2.1: Coordenadas adaptadas, funcion lapse y vector shift

Y lo cual implica que O; es tangente a ella, esto es
0, €T,2 i€ {l1,2}
La base dual asociada a {0.} es la base de Ty M, {dx*} y por ello cumplen
(dz, 8p) = 03 (5.2.3)
en particular la 1-forma dt es dual del vector 8; y cumplen que
(dt,8;) =1 (5.2.4)

La ecuacion [(/.1.5), pdg. 103] dice que (dt,m) = 1. En general, los vectores
8; y m difieren, sélo coinciden en el caso en el que las coordenadas {x'} son

tales que las lineas x* = cte son ortogonales a la superficie ¥y (ver la figura
5.2.1).

Definicién 5.2.3 La diferencia entre los vectores 8; y m es el llamado vec-
tor shift % y lo denotamos por N

donde n es normal a X, y N es tangente a .

5Vector de corrimiento
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De aqui se sigue que la descomposicion 2 + 1 del vector temporal es:
0;=Nn+ N (5.2.6)

Teorema 5.2.4 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces se cumplen
las siguientes propiedades

(dt,N) =0 (5.2.7)
n-N=0 (5.2.8)
g(8,0;) = —N*+N-N (5.2.9)

Demostracién.
(1) Usando (5.2.4) con la ecuacién [(4.1.5), pag. 103] tenemos

(dt,N) = (dt,8;) — (dt,m) =1—-1=10
(2) De la ecuacién [(4.1.3), pag. 103], tenemos
n-N = (n,N) = N(d¢t,N)
(3) Usando la ecuacién (5.2.6)

g(8;,0,) =g((Nn+N),(Nn+N))= -N?+g(N,N) H

Definicién 5.2.5 En base a los resultados anteriores podemos definir la
causalidad del vector tiempo:

1. 8; es temporal <= g(N,N) < N2.
2. 8; es nulo < g(N,N) = N2,

3. 8y es espacial <= g(N,N) > N2

Observacién 5.2.6 Como Ne T,%,;, introducimos las componentes de N y
de su dual N con respecto a las coordenadas espaciales {x'} de ¥y de acuerdo
a:

N := N9, y N := N,da’ (5.2.10)
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Teorema 5.2.7 Las componentes de un vector unitario y normal n con res-
pecto a la base natural {8,} se pueden expresar en términos de N y de N*
como:

1
@ = __(1,—N! —N? 2.11
n® = (LN =N?) (5.2.11)

Demostracién. De la ecuacién (5.2.6)

n_&—N
N

entonces

1 . 1 1
n® = N(at — Nlaz) = N(at - Nlaxl - N28$2) = N(]" _Nl’ _NQ) =

Teorema 5.2.8 Las componentes covariantes del vector normal (es decir,
las componentes de n con respecto a la base dual {dz*} de TyM ) son:

ne = (—N,0,0)
Demostracién. De la ecuacién [(4.1.3), pdg. 103] n = —Ndt, entonces

ne = —Ndt + 0dz + 0dy = (—N,0,0) W

Observacion 5.2.9 Las componentes v;; de la 2-métrica vy con respecto a
las coordenadas {x'} son

Las componentes gns de g respecto a las coordenadas {x*} son

g = gopdz® ® da?

donde las componentes de la métrica son

9op = 8(0a, Op) (5.2.12)
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Teorema 5.2.10 Las componentes de la métrica g en términos de las can-
tidades de la descomposicion 2 + 1 estdn dadas por

_ [ 900 goj ] _ [ NeN*—N? N; £ 913
Jop |:gi0 Gij } [ N; Yij (5.2.13)
Demostracién. De la ecuacion (5.2.9)

goo = g(8;,8,) = =N + N;N* (5.2.14)

por otro lado de (5.2.5)
ng :g(at,aj) = 8t'8j = (m+n)8] :m8]+N6]

= <Ma 8J> = Ni<dxivaj> = Nj

por lo tanto
Jo; = Nj (5215)

g0 = N; (5.2.16)
finalmente como 9; y 9, son tangentes a >; entonces

9ij = 8(0;,0;) =(9;,0;) =v; A (5.2.17)

~ x-Nidt

Zt-e-ét
s Ndt

Figura 5.2.2: Teorema de Pitagoras Lorentziano.
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Corolario 5.2.11 Las componentes de la métrica g * son
d*s = g, datdr” = —N?dt* + ~;;(dz’ + N'dt)(da? + N7dt) (5.2.18)
Demostracién. Usando las ecuaciones:(5.2.14),(5.2.15) y (5.2.17) tenemos
Gudz’dz” = goodt* + gojdtda’ + gydax'dt + gi;da’da’

= (=N? + N;N")dt* + N;dtda’ + Nyda'dt + v;;da’da’
= —N?dt? + v;;(dx’ + N'dt)(da? + N7dt)

en este dltimo paso usamos que NV; = v;; N A |

Definicién 5.2.12 Se definen las densidades escalares g y v que dependen
de las coordenadas {x®} como:

g = det(gap)

v = det(7)

Teorema 5.2.13 La inversa de la métrica es

00 05 ! N
o J N2 N2
g = |:zi0 zij } = ]\]7\1[ N NNiNj (5.2.19)
ij _
Nz TN

Demostracién. Del dlgebra lineal sabemos que la inversa de una matriz
esta dada por:
1 d —b
ATt =
detA { —Cc a }

y el determinante de gug :

det(gas) = %‘jNiNj —%ijN2 — N;Nj = N;N; — N;N; — %‘jN2 = —%‘jN2

"Se puede imaginar el espacio-tiempo foliado por una familia de superficies t = cte;
luego, Ndt es el lapso de tiempo propio entre las superficies superior e inferior. Por otro
lado, la funcién de corrimiento da la correspondencia entre puntos en las dos superficies;
x' + dz' + N'dt en la superficie inferior que corresponde al punto z* + da?, t + dt en la
superior. Desde este punto de vista, esta ecuacién es sélo una expresion del teorema de
Pitagoras. En la figura 5.2.2 se tiene la interpretacién geométrica de esta ecuacion que es
un ”Teorema de Pitagoras” Lorentziano.
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entonces:
Vij —N;
1 . —N. — N2 — N2
af _ -1 _ _ Vij Vi _ Yij Yij
g (gaﬁ) ,yijNQ _Nj A]\[i]\fl__]\f2 _Nj NZ'NZ—N2
—7i; N? —7iN?
1 ~ N 1 N
_ | N2 2 _ | N2 N2
~ | AN ~NiNN; | T | NY T NING
_ ij _
N2 Vi N2 N2 v N2
[ |

Teorema 5.2.14 El elemento de volumen de M en términos de la métrica
v oen Y es:

V—gd’r = \JyNdtd*z (5.2.20)
Demostraciéon. La regla de Cramer dice que

o Cap Cag

det(gap) g

9

donde el cofactor es
Cop = (=1)*"Fdet(M.,p)

los M, son los menores de la matriz g,5. Asi tenemos que

g% = % det(vi;) b
9 9 g

de la ecuacion (5.2.14) obtenemos que

1

g(

por lo tanto

V—g9d’r = \/N2yd*zdt = N\/yd’zdt W

Observaciéon 5.2.15 Cadlculo alternativo de la métrica g.

Sea {8.} = {00, 8,} una base ortonormal para T,M con respecto a la métrica
g. es decir, n = 8y y 8, = ¥ *(8,) = 8, +ng(n,d,) y sea {dz} su base
dual, es decir, se cumple que

da®(8p) = 63
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La familia uniparamétrica de encajes t — ®, : Xy — M define el campo
vectorial 9y = Nn+ N = N0y + N®0,. Si fijamos el sistema de coordenadas
{a*} en %, entonces 8 es la 3-velocidad de puntos con coordenadas espa-
ciales {x*} fijas.

Si U C X es una vecindad coordenada, de coordenadas y* : U — R, defini-
mos un sistema de coordenadas {x*,V'} en M por:

V= U ®,(U) tal que

teR
2%(p) =t sipe M
z*(p) = y" 0 &, (p) sip €%

Sean {8y, Oy} campos vectoriales en V, entonces podemos escribir:

(o) (5 %) (5)

muirtiendo la dltima ecuacion obtenemos:

da® \ & N N¢
(dxa>_(dt o )(0 A%)

comon=28" y y=g+n®n, entonces
gzv—g®g:—dx0®dxo+dx“®dx“
= —N2%dt @ dt + (N*dt + A%dx") @ (N* + AFdal)
= —N2dt @ dt + ALAY(N*dt + dz*) @ (N'dt + dx?)
= —N%dt @ dt + v (de' + Nidt) ® (da* + N*dt)

donde se define que
Yir = (i, Or) = AT A},

FEsta expresion de la métrica es la misma que la dada por la ecuacion (5.2.18).

Mediante el uso de las formas diferenciales podemos demostrar que el ele-
mento de volumen es dp = N\/7ydt A d*z [5]

La 3-forma de volumen es:

dp = dz® Ada' Ada? = (Ndt) A (N'dt + Apda®) A (N?dt + Aldax?)
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= NALAZdE A\ da® A da' = N(AJAS — ALA)dt A da A dy

= Nyadt A d*x = Nv/adtd*z ©

El siguiente teorema da la forma explicita de los simbolos de Christoffel
en términos de la funciéon lapso y del vector de corrimiento con los cuales
podra escribirse el escalar de curvatura, la acciéon de Hilbert, etc., en términos

de Ny N

Teorema 5.2.16 La métrica g,, lleva a los siguientes simbolos de Christo-

ffel:

=t 10N N° NaN®

- L Y,N K,
H= N TN e T Ty fe

NaN®
N

T = Y NN + N9, (3 ) = S VuN+

NeNbNe
— YNV, N, — N e

1 N°
ia == NVQN —|— WKab

_ Nb
T = Ny™Ko + NVQ(W)

r
NbNe
N

K,
—t 1
T, = K,
ab ™ pyrab
c k

— N
Fab = FZb - WKab

Demostracion.

(5.2.21)

(5.2.22)

(5.2.23)

(5.2.24)

(5.2.25)

(5.2.26)

1) Mediante las ecuaciones [(2.6.9), pag. 45], (5.2.13) y (5.2.19) podemos de-

mostrar la ecuacién (5.2.21) como sigue

1
I = §[Qtt(9tt,t) + 9" (Gatt + Gtat — Git.a)]

1 9 Ner 9
_ L 9NN N 9N V(NN — N?
2N28t( b >+2N2[ g Vo = Va(Ns )

8 Aqui hicimos uso de la regla de alternacién para las formas diferenciales

da'dy? = —daida’
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1 . ON® ON, ON
- |n§ Nb —2N—]
2N2[ b 8th a@t a1t
2[99 N, — N,V N — NPV, N, + 2N QN]
+2N2[ - Ay VN, + 2NV

Ny, ON* NP ON, 10N N®ON, N°N,

_ _ 7 — V,N°
ON? Ot 2N ot Nt N2 or | ane et T
NeN? N
“ronz Vet Vel

_ Ny ON® | N9 ON®  NON®Ove NaNbVaNb+ia—N+
2N? Ot 2N2 0ot 2N2 0ot 2N? N ot
—]\:T]\;bva]\fb + %VQN
—]\;T]\:)Va]\fb + %VQN

19N N° NeNb 1
-2 N gN [— NP VN — 4, ]
Nor P VNt 5 o VeV Ve Yoo}
19N N NeN®
LRGN v R
Not T N Vol e

Como se queria probar,” usamos el hecho de que la conexién es métrica

(Voy®=0). N

9Estamos haciendo uso de un resultado que probaremos més adelante en el Teorema
5.3.3
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El conocimiento de la funcién lapso en cada punto de ¥y determina de manera
univoca un vector m = n/N y en consecuencia la localizacion de la superfi-
cie proxima X5 mediante un transporte de Lie a lo largo de m. Tambien se
puede decir que para cada punto de ¥, la funcién lapso especifica que tan
lejano esta este punto de un punto en X5 para cada sistema de coordenadas
{2} de 3y a Bs;.

Teorema 5.2.17 La derivada de Lie de K con respecto a O; es un campo
tensorial tangente a ;. Ademds tenemos las siguientes ecuaciones

£5,7— £n7 = —2NK (5.2.27)
Oii

Lo = —2 5.2.28

8¢ Vij ot ( )

Demostracién. De la ecuacién (5.2.5) y de la linealidad de la derivada de
Lie obtenemos

£mK = £(8t—N)'7 = £3tK — £NK (5.2.30)

por la ecuacién [(4.2.5), padg. 108] £,K es tangente a 3; y como N y K son
tangentes a 3; entonces £,K lo es, esto implica que £5,K es tangente a ;.

Para probar la ecuacién (5.2.27) usamos (5.2.5), la linealidad de la derivada
de Lie y (A.1.8), entonces

Lny = Lo,y — £n7 = —-2NK

Para probar (5.2.28) tomamos un sistema de coordenadas adaptadas x =
(t,2%), entonces de (A.1.9) la derivada de Lie de la métrica con respecto a la
parcial del tiempo es

8%‘]'

ot

Para probar (5.2.29) aplicamos (A.1.9) en términos de las derivadas de la
superficie

£xYij = NV + 1 ViN* + 73, V;NY = Vil + VN

esto es asi pues Vivy;; =0 M

£o,7ij =

Mediante estas relaciones es posible expresar a las ecuaciones (5.1.2) (5.1.4)
y (5.1.5), como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Este punto
de vista es usado en Relatividad Numérica [10].
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5.3. Forma 2+1 de la accion de Einstein-
H:ilbert

Con el fin de emplear los métodos habituales de cuantizacién en la teoria de
campos, es necesario construir una densidad lagrangiana para la Relatividad
General. Como ya hemos mencionado esto equivale a buscar una formulacion
que distinga claramente entre la parte espacial y temporal del espacio-tiempo,
algo asi rompe (por lo menos formalmente) con el espiritu fundacional de la
Relatividad General, motivo por el cual se suele hablar en estos casos de
“formalismo no covariante“ o “formulacién 2 + 1”,'° para indicar esta nitida
distincion que se establece entre variables espaciales y temporales.

Hasta ahora hemos introducido una foliacion del espacio-tiempo mediante su-
perficies ¥; de tiempo constante, después hemos definido la funcién lapse N
y el vector shift N* que nos han servido para escribir la métrica del espacio-
tiempo en su forma 2 + 1 [(5.2.18), pdg. 124] y mediante las ecuaciones
de Gauss-Codazzi [(3.6.6), pag. 93] hemos hecho la descomposicién de las
ecuaciones de Einstein en su forma 2 + 1, ahora buscaremos la densidad la-
grangiana gravitacional y la escribiremos en su forma canoénica.

Sea m una particula cldsica en el espacio R2,'' entonces la particula sigue
una trayectoria 7(t) en este espacio, recordemos que para una particula que
describe una curva r(t) en R? con energfa cinética T = 1m | r'(¢)[* vla
energia potencial V(r(t),t), la lagrangiana se define como

1
Lirr,0) = gm || 7 =V, 1)

que es una funcién explicita de la posicion, la velocidad y también del tiempo
(en el caso de que lo sea V ). Por ejemplo, si la trayectoria de la particula
estd restringida a pasar por una superficie 3 C R2, es natural pensar que
el sistema “pierde un grado de libertad”, y la lagrangiana sera una funcion
con dominio la superficie junto con todos los planos tangentes a ella posibles,
mas, eventualmente, el tiempo. Esta situacion se puede generalizar y abstraer
progresivamente, lo que conduce a los siguientes conceptos [25].

Definicién 5.3.1 El espacio de configuracion de un sistema mecdnico es
una variedad diferenciable arbitraria M, entonces el lagrangiano es una fun-
cion sobre TM o, con mds generalidad (para lagrangianos dependientes del

10Fn el caso fisico real de cuatro dimensiones, se le conoce como formalismo 2 + 1.
1Conocido como el espacio de configuracién de la particula
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tiempo),
L:TM xR — R, (5.3.1)

donde la coordenada natural de R en TM x R o “tiempo” se usard para
parametrizar las curvas bajo consideracion (ec. (5.3.2)).

El dominio de definicién de la lagrangiana es pues una variedad producto
TM x R, donde usualmente se trabaja con coordenadas tipo (g, ¢, t), junto
a la coordenada usual de R.

Tiene sentido pues considerar OL/dq, OL/0q y OL/dt . Sea

v:ICR—% tal que ¢ +— y(t)

una curva diferenciable (tomando coordenadas podemos escribir ¢ — ¢(t)).
Esta curva induce a su vez curvas en M y en M =TM x R,

ICR tal que t — 7 (t)

ICR—TMxR tal que t+— (y(t),1) (5.3.2)
), t),donde cada
t

En coordenadas esta tltima funcién se suele escribir (¢(t), 4(t),
), que coincide

t
¢*(t) es igual a la componente i-ésima del vector tangente 7 (
con la derivada de ¢'(t) := ¢'(y(t)) en cada t € I,

_dg’

Q') =~

(t) vtel

Es sabido que, en la deduccién variacional de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
se considera el funcional accién

sobre curvas diferenciables 7 : [to, t1] — %;. La compacidad de [ty,t;] (con-
cretamente, la existencia de un “nimero de Lebesgue”) permite hallar un
niimero finito de vecindades coordenadas (U(®), ¢'®) y una particién del in-
tervalo ty = 89 < 51 < ... < s = t1 tal que ([s;, 5,41]) C U@ para algiin
«; . Asi tiene sentido escribir

t1 k Si . .
S0 = [ Lao.0d =Y [ La 0.6 0,0

para poder deducir expresiones manejables en coordenadas.
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Tipicamente, en Mecénica Lagrangiana se consideran curvas que conectan
dos puntos fijos pg, p1 € 24, v que son criticas para el funcional de accién S
en el siguiente sentido. Sea v una curva que conecta py con pq,

v to, t] — Be, (o) = po, ¥(t1) =p1.
Una variacion de « es una aplicacién diferenciable
[—6, 6] X [to,tl] — M,

(s,) — 7s(t)

para algin € > 0, que verifica yo(t) = (), Vt € [to, t1] (en ocasiones, también
conviene permitir que el intervalo de definiciéon de v dependa de s, por lo
que el dominio de la variacién se generaliza subsecuentemente). La variacion
se llama de extremos fijos si

%(750) = Po, %(tl) = P1, Vs € [—676]-

Para cada s fijo, la curva t — 7,4(t) es una curva longitudinal de la variacién.
Para cada t fijo, la curva s — ~,(¢) es una curva transversal; esta curva
determina en s = 0 un vector tangente v(t) para cada t. A la curva en T M

t— v(t)

se le llama campo variacional o variacién infinitesimal de 7. Obsérvese que
la variacion de v en X; induce una variacién de v en T'M:

[—e, €] X [to, t1] — TM, (5.3.3)

(5,1) — 7,(1),

donde 7,(t) denota al vector tangente en 7,(t) determinado por la curva
longitudinal v, (a su vez, esta variacién induce trivialmente una en TM x R).
Se dice que v es una curva critica para S si para toda variacién de v en el
conjunto de curvas que se estd considerando se tiene

dS(vs)

=0
ds

s=0

No es dificil demostrar que las curvas criticas para variacioness de extremos
fijos coinciden con las que, escritas en cualesquiera coordenadas, satisfacen
las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d /0L oL
— - —— = =1,... 3.4
dt<8q2> 8qz 07 (Z ) ,Tl) (5 3 )
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El siguiente paso en la formulacion de una teoria candnica de la gravedad es la
construccién de una densidad lagrangiana adecuada. El caracter de densidad
se puede obtener considerando el determinante del tensor métrico, es decir,
/9. Por lo tanto, lo que hace falta para completar nuestra construccion es
un escalar. Ahora bien, las ecuaciones de Einstein contienen derivadas de
segundo orden del tensor métrico y por lo tanto el lagrangiano debe ser una
funcién de primer orden en las derivadas del tensor métrico. Sin embargo,
es imposible construir una funcién escalar con estas caracteristicas (la tnica
solucién es una constante). La solucién a esto es usar un lagrangiano que
contenga segundas derivadas pero de manera tal que estas aparezcan sélo a
través de una divergencia, pues de este modo no contribuiran a las ecuaciones
de campo [1]. El tinico escalar con las propiedades anteriores es el escalar de
curvatura R(g). Por lo tanto, un lagrangiano adecuado para las ecuaciones de
Einstein es el lagrangiano de Einstein-Hilbert que presentamos en el siguiente
teorema.

Teorema 5.3.2 Sea M un espacio-tiempo, entonces la descomposicion 2+ 1
de la accion de Finstein-Hilbert es

S(g,q) = / " Lt (5.3.5)

t1
El lagrangiano es

L(q,q)—/Z(L’JrT.S.(l))d% (5.3.6)

donde la densidad lagrangiana es

L=N/y(R+ K;K" — K?) (5.3.7)

y tenemos un término de superficie que es una divergencia

T.5.(1) = 2N AV, (Nn*) + V ,(n"V,n")] (5.3.8)
las variables q y ¢ son
q = (i, N, N*) q = (4, N, N')

Demostracién. La accién de Eistein-Hilbert [¢] es

S—/E\/—gdi”x 12 (5.3.9)
r

12En realidad la accién de Einstein-Hilbert en tres dimensiones es:
Sp_g = ﬁ Jv/=g(R — 2A)d3z. Nosotros estamos normalizando ﬁ = 1 y tomando
la constante cosmolégica A = 0



134 5.3. Forma 2+1 de la accion de Einstein-Hilbert

donde I' es una parte de M delimitada por las superficies ¥;, y ¥;, para
(t1 < tg) de la foliacién (3;)ier, esto es

to
re=J% (5.3.10)
t=t1

De la descomposicién 2 + 1 del escalar de Ricci del espacio-tiempo [(4.3.7),
pag. 112] y de (5.2.18) que da el elemento de volumen, obtenemos

Ry=g=N\AR=[N(R+K*+K;K7) = 2£3,K —2V;V'N]\/J ccoo0....... (1)
Como K es un escalar entonces de [(3.4.15), pag. 86] su derivada de Lie es
£nK =m'V,K = NV, K—N[V,(Kn")u—KV n"] = N[V . (Kn")+K?]

por lo tanto -
£mK = N[V, (Kn") + K?] (5.3.11)

sustituyendo esta ecuacién en (1), tenemos
Ry/=g=[N(R— K*+ K;K"7) — 2NV ,(Kn") — 2V,V'N]\/y

como

/NVN(Kn“)ﬁdga: = /vu(Kn”)\/—gde
r r
y ademas extendiendo a M, tenemos que
VAV N7 = Vu(VInN) = Vo = ¥, (Van) = V(0" V)

usando la ecuacién (5.3.10) para separar la integral tres dimensional en una
integral de tiempo y otra integral de espacio, obtenemos:

/ By =gds
Iy

= /F [N(R— K* + Ky K"\ /yd*x — 2 / [V.(Nn*) 4V, (n"V,n")]/—gd*x

r
to to
— / / [N(R — K? + Ky K"\ /yd*xdt + / / T.S.(1)N/yd*xdt
t1 hIP t1 it

por lo tanto

to
t1

S:S(q,q):/: /Zt(LJrT.S.(l))d?xdt:/ Lig.)dt
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Hay que precisar que esta expresion para la accién de la gravitacion estd li-
mitando la topologia del espacio-tiempo M, ya que ella sera entonces de la
forma ¥ x R, misma que se mantiene durante toda la evolucién de las su-
perficies, esto quiere decir que no se permiten cambios en la topologia de las
superficies. Por ejemplo si estamos utilizando un modelo cosmoldgico en el
cual el Universo es cerrado, entonces siempre debera mantenerse asi.

En la ecuacion (5.3.5) lo que se hace es especificar la métrica sobre una su-
perficie inicial 3;, y una final ¥;,, entonces la variacién de S sera sobre todas
las superficies posibles (sus métricas) que conectan a dichas superficies. Con
esto se pueden escribir las ecuaciones de Einstein en el vacio como 65 = 0.

Teorema 5.3.3 La curvatura extrinseca estd dada como funcion de las va-
riables N, N*,%i; y vij como

) ; 1 )
Kii[vij, Yij: N, N*| = ﬁ(%ijNk + Yk ViNF — 45 (5.3.12)

Demostracién. Reescribiendo K;; en términos de v;; y sustituyendo £n;;
dada por (5.2.29) tenemos

1,0 1 .
Ky = =g (g = £305) = g (Tl + V3o = 4y)
1 k k :
= o aVilNe 3 ViN® —5;) W

Teorema 5.3.4 Sea {x;} un sistema de coordenadas de ;. Las ecuaciones
dindmicas de Einstein en su forma 2 + 1 pueden expresarse en términos de
las derivadas covariantes V; y de las derivadas temporales como

(% - £N>%j — —2NK (5.3.13)

9 1
(5; = £ ) Ky = =ViViN + NRy + KKy = 263K = SRy (5.3.14)

13Se debe incluir en el lagrangiano el término 7.5.(1), de lo contrario no recuperaremos
las ecuaciones de Einstein correctas.



136 5.4. Gravitacion candénica

Demostracién. Sea {z;} un sistema de coordenadas para ¥;. Para probar
el resultado, partimos de que

0
LmKij = (£0,— £n)Kyy = (55— £n) Ky
aplicando esta ecuacién a (5.1.3) obtenemos la primera ecuacién.
Analégamente

£nvij = (% - £N>'7ij

sustitutendo en (5.1.3) obtenemos la segunda ecuacién Bl

5.4. Gravitacion canonica

Hasta este punto hemos reescrito la accién de manera que podemos encontar
las ecuaciones de Einstein en el vacio, tomando la variacién de la accién e
igualandola a cero (05 = 0). La densidad Lagrangiana £ contiene derivadas
espaciales de segundo orden de la métrica ~;;, por lo que en principio, las
ecuaciones de Euler-Lagrange deberian ser de cuarto orden. Al efectuar la
variacién, los términos de derivadas mayores se anulan como términos en la
frontera, por lo que las ecuaciones resultantes son de segundo orden. Si se
quiere reducir el orden de estas ecuaciones con el objeto de tener ecuaciones
de primer orden, existen varios caminos posibles. Uno de ellos, que no seguire-
mos, consiste en tomar la accién de Palatini [3], que consiste en considerar
tanto a las 6 componentes de g,,, como a las componentes de la conexion afin
I['}, como variables independientes y hacer las variaciones respecto de todas
ellas. Con este procedimiento se obtienen las mismas ecuaciones de campo
asi como la relacién entre la métrica y las conexiones (procedimiento usado
en la formulaciéon de Ashtekar). El segundo es escribir el hamiltoniano me-
diante una transformacion de Legendre.

Podemos preguntarnos ahora si hay alguna relacion entre el espacio fase de
la formulacién hamiltoniana y las variedades métricas que sirven de base a
las teorias del espacio-tiempo. En otras palabras, nos planteamos cuél es el
vinculo entre el fibrado cotangente del espacio de configuracion, T*, que tiene
una estructura simpléctica natural suministrada por la forma simpléctica
canonica, y el fibrado tangente 7', con una estructura métrica natural propor-
cionada por el elemento de linea de Riemann (la conocida forma cuadratica
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diferencial de n dimensiones).

El espacio de fases hamiltoniano posee estructura simpléctica, lo que per-
mite determinar en él la nocion de elemento de volumen, pero carece de una
estructura métrica propiamente dicha. En general, la estructura métrica pre-
supone el concepto de volumen, pero no al contrario. Por ello, las ecuaciones
de movimiento de Hamilton necesitan una estructura formal -la simpléctica-
menos rica que la contenida en las variedades métricas. Ademads, una varie-
dad simpléctica carece de la nociéon de curvatura local que permita, por el
teorema de Darboux [25], distinguir también localmente entre diversas varie-
dades simplécticas.

De manera estandar, para un sistema con n grados de libertad el espacio
fase es una variedad M de 2n dimensiones. Cada estado del sistema esté re-
presentado por un punto de M. El hamiltoniano, H, es una funcién definida
en M que dicta la evolucién temporal del sistema. El objeto basico para la
descripcion de un sistema clasico es una variedad diferenciable 2n dimensio-
nal M dotada de una 2-forma w no degenerada y cerrada.'*

Las consideraciones precedentes adquieren su verdadera trascendencia al a-
frontar el problema de cuantizar la gravedad mediante un método canoénico.
Es decir, se trata de reformular la Relatividad General a semejanza de la
teoria cuantica hamiltoniana, utilizando variables candnicas conjugadas. A
continuacion definiremos lo que es una variedad simpléctica para asi definir
lo que es un hamiltoniano.

Definicién 5.4.1 Sea M una variedad diferenciable n-dimensional, entonces
M se llama variedad simpléctica si y solo si:

1. M tiene una 2-forma w no degenerada.

2. M tiene una 2-forma w cerrada, es decir, dw = 0

4Para introducir una 2-forma no degenerada y cerrada procedemos como sigue: Dado
el hamiltoniano, H, tenemos definido dH y mediante w podemos asociar a todo dH un
campo vectorial Vg tal que
w(Vyg)+dH =0

Por lo tanto el flujo de este campo vectorial nos dice como evoluciona temporalmente el
sistema. La 2-forma w proporciona la relacién entre el espacio tangente en un punto de M
y el espacio cotangente. De esta forma toda funcién F del espacio fase tiene asociada una
1-forma dF y campo vectorial Vg



138 5.4. Gravitacion candénica

Definicién 5.4.2 Sea M una variedad simpléctica. En Mecdanica Hamilto-
niana se parte de la variedad de configuracion T M, de su espacio cotangente
T*M o espacio fase y de un hamiltoniano H : T"M x R — R. A las
coordenadas p; se les llama momentos generalizados.

Andlogamente al caso lagrangiano (Seccién 5.3 de este capitulo), en Mecanica
Hamiltoniana se pueden calcular curvas criticas del hamiltoniano (u otros
funcionales relacionados con él) para diversos tipos de variaciones. Esto es,
curvas en 1% M

p:ltoti] — T°M,  p(t) = (q(t), p(t))
tales que para cualquier variacién
[—6,6] X [to,tl] — T"M

(s,) — ps(?)

(en la clase de curvas que se considere) se tiene la funcién

S(p.) = / CH(p(t), t)dt = / " H (g, (t), po(0). )t

1 1

donde % |s=zo= 0. Pero, a diferencia del caso lagrangiano, tanto la curva
p(t) como la variacién ps(t) se toman directamente en T*M | esto es, no
se construyen a partir de curvas de M [compdrese con (5.3.3), pag. 132]. La
consecuencia de esta “mayor libertad” en las variaciones, es que las ecuaciones
de Hamilton

%(t) = gZ(q@),p(t),t); ‘ZZ@‘ (t) = _ZZ (q(t), p(t), 1) (5.4.1)

(que caracterizan localmente a curvas extremales apropiadas), son 2n ecua-
ciones de primer orden en lugar de n ecuaciones de segundo orden.

El método candnico consiste en definir a los momentos, a partir del la-
grangiano como nuevas variables, y tratar de reescribir el lagrangiano en
términos de las variables originales y los momentos, tomandolas como varia-
bles independientes (el niimero de variables independientes se duplica), donde
en el proceso se tendra que calcular la funciéon hamiltoniana. Este ultimo pa-
so en general no se puede hacer cuando existen constricciones que ligan a las
variables, por lo que hay todo un desarrollo para tratar estos sistemas [2].
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Recordemos que una particula clasica de masa, m, en el espacio de configu-
racién R?, sigue una trayectoria ¢(t) en este espacio. La trayectoria satisface
las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.3.4). En general, si tenemos la veloci-
dad ¢ en términos de la posicion y el momento, entonces el hamiltoniano
esta dado por la transformacion de Legendre

H(p,q) = pq — L(q,q) (5.4.2)

Para esta particula en un potencial su hamiltoniano es

H = pi — gmd? +V{g) = gmd + V(0
Sin embargo esto no sucede en Relatividad General por que, como hemos
visto, esta teoria tiene constricciones. En Relatividad General, la 2-métrica
juega el rol de la posicion y la derivada temporal de la métrica se puede
expresar en términos del momento conjugado junto con la funcién lapse y el
vector shift.

La posicién y el momento tomados juntos forman un punto (g, p) en el espacio
fase R*. El espacio de configuracién puede ser alguna variedad simpléctica
M, la velocidad es un vector tangente a M, el momento es un vector cotan-
gente a M (por ello se escriben sus componentes como p;). El espacio fase es
entonces el campo cotangente del espacio de configuracion y el estado de un
sistema clasico es representado por un punto en el espacio fase. Por lo tanto
a partir de este momento entenderemos que el haz cotangente 7,2 es una
variedad simpléctica de 4 dimensiones.

La idea del formalismo hamiltoniano es el converso de las ecuaciones de Euler-
Lagrange. Notemos que las coordenadas del momento p;, las de posicién ¢* y
el hamiltoniano pueden ser pensados como funciones en el espacio fase. En
efecto, en Mecanica Clasica un observable puede ser considerado como una
funcién en el espacio fase, de hecho se puede demostrar que en una variedad
simpléctica se tiene un mapeo bilineal que toma dos funciones en M y da
otra funcién en M llamado el paréntesis de Poisson que forma un algebra de
Lie en la variedad [25]. Nosotros definiremos el paréntesis de Lie como un
algebra de funciones en el espacio fase del espacio-tiempo, llamado paréntesis
de Poisson.

Definicién 5.4.3 Sea M un espacio-tiempo que se puede foliar por una fa-
milia de superficies {¥;} y sea C°(T*%, R) el espacio de las funciones dife-
renciables en la variedad T*Y. Una estructura de Poisson en un espacio-
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tiempo M es definida por un mapeo bilineal
{, }:C¥(T"3S,R) x C*(T"3,R) — C*(T*%,R)
llamado el paréntesis de Poisson, denotado por (f,qg) — {f,g}; tal que

of dg  Of g
Op; O¢'  0q' Op;

VigeT'SxTS  {f.g}= (5.4.3)

que satisface las siguientes propiedades

(i) Es antisimétrico,

{91} =—{/. 9}
(11) Satisface la identidad de Jacobi,

{f A9, n}} +{g,{n f}} +{h,{f, 9}} =0
(iii) Cumple la regla de Libnitz,
{fife, 9y ={f1, 9t fo + filf2, 9}
{f, 9192} = {f 91}g2 + 9u{[. 92}

Una variedad equipada con tal estructura se llama variedad de Poisson

A partir de este momento entenderemos que en nuestro espacio-tiempo el haz
cotangente 7% es una variedad de Poisson.

Teorema 5.4.4 El paréntesis de Poisson { , } forma un dlgebra de Lie y
cumple la regla de Leibnitz

Demostracion. Es trivial probar que el paréntesis de Poisson cumple los
axiomas de Lie [def. 2.4.5, pag. 34] y la regla de Leibnitz B

Teorema 5.4.5 Sea M un espacio-tiempo, entonces las ecuaciones de Hamil-
ton escritas con el formalismo de Poisson son

. OH .
"= ={H, ¢ 4.4
i = = (Ha) (5.4.4)

B (5.4.5)
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Demostracion. Es trivial de la definiciéon del paréntesis de Poisson W

Hemos visto que al pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano, se ha
cambiado de un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden a
uno de 2n ecuaciones de primer orden. En el siguiente teorema demostramos
que la razén de cambio de un observable es determinada por el paréntesis de
Poisson con el hamiltoniano.

Teorema 5.4.6 Si f es un observable, entonces la razon de cambio de f es
determinada por su paréntesis de Poisson con el hamiltoniano, es decir

Si fes un observable — f={H, f} (5.4.6)

Demostracién. Como f = f(p,q), entonces se calcula la diferencial de f
obteniendo el resultado B

Los observables fundamentales son el momento y la posicion, cuyos paréntesis
de Poisson son

{p;,d"} =0} (5.4.7)
{pj o} ={¢,¢"} =0 (5.4.8)

En resumen, tenemos que las coordenadas del espacio fase serdn (p,q). La
2-forma w sera
w=dpAdq

Entonces para un observable F(p, q) tenemos

Observaciéon 5.4.7 La geometria simpléctica es una herramienta potente
para el estudio de la dinamica de sistemas clasicos, asi como las simetrias y
la cuantizacion de ellos. Proporciona una descripcion covariante del forma-
lismo hamiltoniano, sin embargo, cuando elegimos unas coordenadas (p,q) en
el espacio fase rompemos la covariancia explicita de la teoria, para mante-
nerla se desarrolla el concepto de espacio fase covariante. No entraremos
en detalles de tipo tecnico solo diremos que la idea principal de este método
consiste en considerar que tenemos una correspondencia univoca entre las
soluciones cldsicas de un sistema y los valores de las ¢'s y las p's para el
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tiempo cero. Esto permite definir covariantemente el espacio fase como el
espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Llamemos Z a este espacio de soluciones. Para teorias de campos lagrangianas
se ha desarrollado el formalismo que permite estudiar la geometria diferen-
cial de Z y definir de manera covariante una estructura simpléctica sobre
este espacio aplicable a teorias de Yang-Mills y cuerdas.

Cuando tenemos una teoria gauge [S], el espacio fase fisicamente relevante
serd el espacio de las soluciones mddulo las transformaciones gauge Z/G.
Para que este espacio sea una variedad simpléctica debemos asequrarnos que
la forma simpléctica sea no degenerada y que sea invariante frente a transfor-
maciones gauge. Otro punto delicado es asequrar que Z /G sea una variedad
diferenciable. Para la RG pueden aparecer problemas, pero, en el caso de
espacios-tiempos asintdticamente planos no hay problemas (justamente en
esta clase de espacios-tiempos podemos definir la energia y el momento to-
tales). Se puede demostrar que una expresion para la forma simpléctica para
la RG es la siguiente:

1 1
w= / A2 /10T, (59" + g 8ing) — A%, (5% + ~g°*dlng)
>

stendo .
5qu - §ga5(vuaguﬁ + V;ﬁgﬂg — VB5gw,

ademds ¢ es la derivada exterior en Z, V es la derivada covariante y X es
una superficie de Cauchy arbitraria.

Hasta ahora hemos considerado las ecuaciones de Einstein en el vacio y asu-
mimos que el espacio-tiempo M es difeomorfo a >»; x R, donde ¥; es una
superficie riemanniana. En este caso la posicion q es la 2-métrica v, y el
espacio de configuracién es Riem(X), el cual definimos a continuacion.

Definicién 5.4.8 Sea M una variedad espacio-tiempo con % una superficie
riemanniana, entonces el espacio de configuracion o Superespacio [)]
para la Relatividad General es

Riem(X) := {y € 702 | v es una métrica riemanniana de ¥, Vt € R}

(5.4.9)
donde la Supermétrica o métrica de De Witt es
Gzyk’l = ﬁ[§(,yzk,yjl + 'YZl'ij) o ,YZJ,Yk‘l] (5410)
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Definicién 5.4.9 Sea Riem(X) el espacio de configuracion del espacio-tiempo
M, entonces llamamos espacio fase al conjunto de puntos (7, ©7) que
pertenecen a T*Riem(X)

Ahora escribiremos la densidad lagrangiana en términos de la supermétrica
y de la curvatura extrinseca.

Teorema 5.4.10 La densidad lagrangiana del campo gravitacional en
términos de la supermétrica esta dada por

L(q,q) = N(G'MK;j K + \YR) (5.4.11)
donde G* es la métrica del espacio de configuracion.

Demostracién. Calculemos el término

GMK Ky = ﬁb(”ylk’wl + 4y*) — ’Y”’Ykl] K;j Ky

1 o 1 . g

= ﬁ[§Kij(7j17kal) + B z’j(’Vll’ijKkl - ’Y”Kiﬂlekl)]
= VKK — K]

por lo tanto

GM K, Ky = K K — K2 (5.4.12)

sustituyendo esta ecuacién en (5.3.6) se obtiene el resultado deseado B

Ahora definiremos el momento conjugado a la 2-métrica, ya en la seccion
anterior hemos calculado el lagrangiano de Einstein-Hilbert en términos de
vij y 9. Para definir las derivadas temporales es necesario proceder como
en Mecanica Clasica, esto es, fijando un difeomorfismo entre M y ¥ x R,
obteniendo una coordenada temporal t y el campo vectorial 8;, esto ya lo
hemos hecho, para ello tomamos ¥; = ¥, := X (i.e. t = 0) y trabajamos
en las coordenadas adaptadas definidas en la Seccién 2 de este capitulo, de
forma que 8y = 9, y tal que las derivadas 9, y 0, son tangentes a ;.

Definicién 5.4.11 Los momentos candnicamente conjugados a las
variables dindmicas son or

= —
a%‘j

(5.4.13)

Notar que la densidad lagrangiana es independiente de las derivadas explici-
tas del tiempo de N y de N* (pues R, K;; y K son independientes de N y
de NY), esto muestra que la funcién lapse y el campo vectorial shift no son
variables dindmicas.
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Teorema 5.4.12 Los momentos asociados a las variables N* son cero.'®

Pr = ;j\fu =0 (5.4.14)

Estos son los vinculos primarios.

Demostracién. Trivial pues £ es independiente de N* W

Teorema 5.4.13 El momento candnicamente conjugado © se puede es-
cribir en términos de la supermétrica como:

79 = —GUNR K, (5.4.15)

Demostracién. Por definicion

iy oL 0 0
LV — NGmnlemnK N R) — NGmnkl_ KmnK
7, = 5 AR 95, /o)

0Ky 0K 0K

— NGk (K,,m— K m”) —oNGmrkl g, S 1
0Yij i 0Yij " 0Yij (1)

pero
0K, B _1 (9%- B 1

Fmn  20%m 2N Y

sustituyendo esta tdltima igualdad en la ecuacién (1), obtenemos
ﬂ.ij — _Gmnlekléln]"m — _Gijlekl [

Notemos que de este tltimo teorema y de la definicién de G,'° los momentos
7 son densidades tensoriales de peso uno sobre la superficie. Para hacer
la transformada de Legendre del lagrangiano y definir el hamiltoniano, es
necesario despejar las velocidades como funciones de los momentos. Como las
velocidades N* son funciones arbitrarias entonces no es posible expresarlas en
términos de las coordenadas y de los momentos. Las velocidades de la métrica
se pueden expresar de esta forma sélo si es posible invertir (5.4.15), esto es,
expresar K;; en términos de los momentos. Por ello es necesario encontrar la
inversa de la supermétrica, esto es, un tensor cuyas componentes sean tales
que se cumple la siguiente relacion

Gij G = op" (5.4.16)

BAqui p=0,1,2y N°:=N
16Es el tensor de componentes G*!
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La forma més general para la inversa es [J]

1 74
Gijki = ﬁ E(Wle + Yavie) + BYij vk (5.4.17)
sustituyendo (5.4.17) en (5.4.16) obtenemos que A = 1y B = —3, entonces
la curvatura extrinseca puede ser expresada como:
Ki‘ = —Gijklﬂ'kl (5418)

Corolario 5.4.14 El momento canonicamente conjugado y la curvatura ex-
trinseca pueden expresarse como ‘7

7 = (KA — KY) (5.4.19)
L (lK Ki;) (5.4.20)
T = —(=K~i; — Kij A.
J ﬁ 9 J
K = /y(nyd — i) (5.4.21)
1 1
K = (575 — Tij) (5.4.22)

V72

Demostracién. Tomamos como base la ecuacién (5.4.15), entonces
ij ijkl L ikt L gk ij Kl
™ = -G Ky = —\/y 57 ol Kkl+§7 Y Kk — Yy Kkl]
= —VAIKY ~ K7
de manera andloga se demuestran las relaciones restantes
El siguiente teorema nos dice como escribir el hamiltoniano de la Relatividad

General en términos de la curvatura extrinseca.

Teorema 5.4.15 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces el hamal-
toniano gravitacional estd dado por:

H= / H = / (NHo + N'H;)d%z + T.5.(2) (5.4.23)
Et Et

donde B
Ho = /(K K” — K* — R) (5.4.24)

TAqui, tra(K) :=~v9K;; := K y tra(r) == y9m; =7
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H; = 27(V,;K! — V,K) (5.4.25)

T.5.(2) =2 V;(KN' — K!N))d’z (5.4.26)

3t

Demostracion. La densidad hamiltoniana esta dada por la transformada
de Legendre: B
H = 7TU"‘}/1'J' - L (5427)

usando las ecuaciones (5.3.12), (5.4.19) y (5.4.11), obtenemos
H = /V(KYT = K9)(yxV;N¥ 49, ViNF —2N Ki;) = N /4 (R+ K K9 — K?)
= V(K = K9)(V;N; + V;N; = 2NK;5) = N\/y(R + K K7 — K?)
= —N(R+ K? — K;;K7) — 2,/yK"“V;N; + 2,/yK~v"V;N;
por tanto
H = —Nﬁ(R—FKZ—KZJKZ])—FQW(K’YZ]VJNI—KUV]Nl) ..................... (1)
donde usamos que V,;(vixN¥) = 4 V;N¥ + N*V vix = 7. V,;N* y se inter-
cambiaron los indices usando la simetria de K.
Por otro lado, usando que N; = ;N y V;(Ni+?) = 4/ V;N?, obtenemos
K~9V;N; — K9V ;N; = Ky V;N' — K~ V;N'
= K+!V;N' = K/V;N' = KV;N — K/V,;N’
= KV,N’ — K/V,;N' + N°V,;K — N'V,K + N'V,;K] — N'V,K/
= N'V;K] — N'V,K + V;(KN’) — V;(K/N")
entonces, sustituyendo esta iltima ecuacién en (1) tenemos

H = AIN(KGKY — K? = R) = 2N'(ViK — V;K]) + 2V, (KN? — K/N")]
(5.4.28)
Por lo tanto el hamiltoniano es

H= [ Hdz+T.5.(2) (5.4.29)

P

En el proceso que hemos seguido para obtener el lagrangiano y el hamiltonia-
no han aparecido varios términos de superficie, ecuaciones (5.3.8) y (5.4.26),
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que hemos dejado de lado. Segtin las condiciones de frontera del sistema que
estemos estudiando, estos términos pueden anularse o no. En el caso de que
no sean nulos es muy importante anadir al lagrangiano y al hamiltoniano las
contribuciones de estos términos, por que en caso contrario no recuperaremos
las ecuaciones correctas de Finstein. El teorema siguiente nos hace ver que
el hamiltoniano gravitacional se anula.

Teorema 5.4.16 FEl hamiltoniano de la Relatividad General se anula
H=0

Demostracion. Es equivalente demostrar que las constricciones se anulan,
es decir, para u = 0 tenemos que H, es la ecuacién de constriccién [(5.1.4),
pag. 117] y es cero. Por otro lado para u = i = 1,2 se tiene que H; es la
ecuacién de constriccién [(5.1.5), pag. 118] que también es cero B

Notemos que podemos escribir la densidad lagrangiana a primer orden a
partir de las ecuaciones (5.4.23) y (5.4.27). Como H = 7+,; — L, entonces

E[’)/ij, ;Yija 7Tij, N, NZ] = Tij"}/ij — H(]N — NlHl (5430)

Asi la accién gravitacional serd una funcional de la métrica ;; asi como de los
momentos 7 y los N#. También el hamiltoniano es funcional de las variables
de configuracién (v;;, N, N') y de los momentos conjugados (7, PN PN),
(aunque la dependencia con respecto al momento no esté en forma explicita)
donde los dos ultimos son identicamente cero. El escalar de curvatuta que
aparece en H via H es funcién de v;; y de las derivadas espaciales.

Hay que hacer una observacién de la forma de la ecuacion del lagrangiano
(5.4.30). Las funciones N* juegan el papel de multiplicadores de Lagrange y la
acciéon estd en forma parametrizada. Si se varia £ respecto a las funciones N*
se encuentra que Hg y H; son cero, por lo que las N* al multiplicar a funciones
que se anulan tienen la funcién de los multiplicadores de Lagrange y son, en
principio, funciones arbitrarias. Ademads las funciones lapse y shift pueden ser
eliminadas por una transformacion de gauge, por lo que no representan grados
fisicos de libertad. Esto se indica moviéndonos al formalismo hamiltoniano
por el hecho de que sus momentos conjugados se anulan. Esto es lo que Dirac
llama constricciones primarias. Una elecciéon popular de gauge llamada gauge
sincrono, es

N=1 N =0

Las ecuaciones dindmicas restantes (para las variables v;;) estan dadas por
las variaciones de la accién S(q, ¢, t) respecto de ellas. Ademds 7;; y 7 no son
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independientes entre ellas pues estan ligadas por las tres relaciones H, = 0,
las cuales son las constricciones hamiltoniana y de momento.

Como el lagrangiano a primer orden no esta en forma candnica, entonces la
teoria estd en forma paramétrizada.'® Si estuviera en forma canénica, en-
tonces los términos del hamiltoniano sélo tendrian variables contenidas en
los términos (7%, %;;), pero como en este caso los términos del hamiltoniano
contienen a las N* se dice entonces que la accion no esta en forma canonica,
lo cual sucede cuando la teorfa estd parametrizada como es el caso. En [23] se
hace un cambio de variables para tener el lagrangiano en forma parametriza-

da.

En resumen, tenemos que en la formulacion Hamiltoniana de la Relatividad
General, las variables correspondientes en el espacio fase son:

(Vij> Kiz) ¥ (735, Tij)

Ahora escribiremos el hamiltoniano explicitamente en funcién de los momen-
tos Tj

Teorema 5.4.17 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces
NH; = —2N, V7 (5.4.31)
—1

NHy, = Gl-jkmijﬂkl - VR = ﬁ(’y_lmjﬂij — 7779) — VYR (5.4.32)
Demostracién.
(1) N"H; = 2,/AN'V;KF — 2N\ /AV, K
= 2NV, (i K7*) — 2/ ANV K = 2/ NV K% — 2, /7Ny Vi (v K)
= 2N,V /(K" — 4R K) = —2N, V;nik

(2) Sabemos de (5.4.22) que GM K;;Kyy = /(K7 K;; — K?). Por otro lado
usando (5.4.15) tenemos

ijkl ijkl mn o kl mn,_o,
Gj Kin}gl = G] (_Gijmnﬂ— )(_leopﬂ- p) = 5mnleop7r T P

_ mn,_op __ iy, _kl
= Gonopm "' = Gijm

= L(V‘M'z + vk — Yig )T
2\/,—)/ J J J

18Para, ilustrar esta distincién entre forma canénica y parametrizada vedse A.1.
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-1

—1_ij v
= ﬁ(’y 17T ]Wij — 771'2) |

Mediante este teorema podemos escribir la densidad hamiltoniana como:

H[y, m, N, N'| = NHoly, 7, N] + NH,;[y, 7, N|* (5.4.33)

donde:
Holy, 7, N'] = Gijklwijﬂkl - VR (5.4.34)
Hi[y, 7, N| = =2V ;7" (5.4.35)

Para estudiar el significado de las constricciones y para simplificar los calcu-
los es conveniente suavizar las constricciones con unas funciones arbitrarias,
como lo definimos a continuacion.

Definicién 5.4.18 Sea M una variedad espacio-tiempo, definimos la “cons-
triccion hamiltoniana” y la “constriccion difeomorfica”, como

Hy:= H(N) := H[y,n,N] = /N’Hod% (5.4.36)

H; := H(N") := H[y,m, N'] = /NiHidQ:r (5.4.37)

donde Ho y H; estan dados por las ecuaciones (5.4.56) y (5.4.37), podemos
escribir el hamiltoniano gravitacional total como

Hrly,m, N,N'] = Hy[y,n, N, N'| + H;[y, 7, N, N'] + términos de superficie

Notemos que si integramos por partes (5.4.37) obtendremos una integral so-
bre la frontera de 3, este término conduce a las definiciones de momento,
momento angular y energia ADM [13]. Notemos también que estas constric-
ciones estan relacionadas con las dos direcciones de evolucion temporal de ¥,
correspondientes a la direcciéon normal (el lapso N) y a la direccién tangente
(el corrimiento N?) respectivamente, esto es, H(NN) genera una evolucién
temporal de una forma que corresponde a un “empujon” de ¥ hacia adelante
en la direccién normal, mientras que H|[N?] genera una evolucién temporal
externa que “empuja”’ a X en la direccion tangente a ella, mas precisamente,
esta cantidad genera transformaciones de X correspondientes al flujo en X

generado por N°. Este flujo es una familia uniparamétrica de difeomorfismos
en .

19Mas divergencias (que son los términos de superficie). Aqui el término de superficie
T.S.(2) toma la forma

2 [ V,;(Npm®)d?a
Do
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Definicién 5.4.19 Sean f,g € T*Met(X), definimos el paréntesis de
Poisson de estas dos funciones como

of Oy of 9y 2
g} = — — — d°x 5.4.38

{9} /E Fem Ty () ) o)) Y (5.4.38)
donde las derivadas que aparecen a la derecha se llaman derivadas fun-
ctonales.

Es trivial calcular los paréntesis de Poisson de v y m;;, obteniendo ecuaciones
analogas a las encontradas para particulas en R".

{77(x), y(y)} = (048] + 6;6])6P (x — y)
{7 (x), 7 (y)} = {75(x), ma(y)} = 0

Observemos que las ecuaciones de constriccion H,, = 0, son las tres ecua-
ciones de Einstein que son restricciones del problema inicial, las restantes
tres ecuaciones, que son las que dan la evolucién, se encuentran de las ecua-
ciones de Hamilton (5.4.1) como sigue.

Teorema 5.4.20 Sea M una variedad espacio-tiempo y H su hamiltoniano
escrito en su forma (24 1), entonces las tres ecuaciones de Finstein que dan
la evolucion temporal estan dadas por las ecuaciones de Hamilton:

. - 1
Y ={H "} = 27*%N<7m - 5??%5) + 2V (5.4.39)

a— {H, 7Tij} = —N’}/% <R” — ER’YW> + §N’7_%’7Z] <7Tij7TZJ — §7T2>+
_ONyh (wzkw; . §7er) + A3 (V' VIN — AV, N+

va(’y_%NaWij) _ 27Ta[ivaNj] (5440)

[N

+

Demostracién.
1. De la ecuacién [(5.2.29), pag. 129] £n7;; = V;N; + V,;N;, sustituyendo en
[(5.3.13), pag. 135] obtenemos

sustituyendo en esta ecuacion la [(5.4.22), pag. 145] y antisimetrizando ob-
tenemos el resultado deseado.

2. El célculo aunque sencillo es engorroso, simplemente hay que escribir la
ecuacién [(5.3.14), pag. 135] en términos de los momentos generalizados B
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Teorema 5.4.21 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces los parénte-
sis de Poisson de H;[y, 7, N'] con la métrica y los momentos son

{yij» Hily, 7, N} = £n577i (5.4.41)
{7, Hily,m, N'|} = £n77 (5.4.42)

Demostracién.
1. Reescribimos H;[y, m, N'| en términos del momento 7. Como

Vj(Niﬂ'ji) = Niijji + FjiVjNi
entonces podemos escribir

H; = —2/ NVl d* e = _2/ Vi(N'm)d*x + 2/7TjivjNid2x
) by b

= 2/ WjiVjNid2[E = / 7Tji£N’)/Z‘jCFI'
b b
donde usamos (5.2.29), haciendo el paréntesis de Poisson obtenemos que

OH,;
{Vij Hi} = = LnNij

orii

2) Como £n(m'v;;) = " £N~;; + 7ij£N77", entonces podemos escribir

/Wji.f]\r’}/ijd2$:/£N(7Tji’}/ij)d2x—/’}/iijWjid2.T: —/’)/ij,ENT('jidz.ZC
p b b b

por lo tanto

OH,;
Vi
Este dltimo teorema demuestra que la constriccion de momento es el ge-

nerador de los difeomorfismos espaciales, esta es la razén por la cual a la
constriccién de momento se le nombra constricciéon difeomérfa.

{ﬂ'i‘j,Hi}:— :£N7Tji |

En resumen, tenemos que la variable candnica esencial es la métrica de una
superficie espacial 7;;, ¥y su momento conjugado se denota m;;. Este momen-
to conjugado se vincula estrechamente con la curvatura estrinseca, la cual
a su vez depende de la derivada temporal de la métrica espacial. La teoria
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contiene tres constricciones -es decir, relaciones entre las variables en un cier-
to instante- a causa de las simetrias presentes. Dos de ellas manifiestan la
covariancia de la Relatividad General frente a difeomorfismos espaciales. La
tercera constriccion se asocia con difeomorfismos fuera de las superficies espa-
ciales, y se conoce como la constriccion hamiltoniana. Exponiéndolo con algo
mas de detalle, existen dos tipos de constricciones en el formalismo hamilto-
niano de la RG: las constricciones difeomoérficas (o del movimiento candnico)
y las constricciones hamiltonianas. Las primeras -como su nombre lo indica-
generan los difeomorfismos de la superficie de datos iniciales, mientras que
las segundas gobiernan la transicién desde cada una de estas superficies a la
siguiente. O en otras palabras, las constricciones hamiltonianas generan el
movimiento, y las difeomérficas relacionan las descripciones equivalentes de
la misma situacién fisica.

Por desgracia, este formalismo candnico rompe la simetria relativista entre
el espacio y el tiempo, separando de manera peculiar el comportamiento
de la constriccion hamiltoniana con respecto a las demas. Ya que ahora el
movimiento viene dado por la constriccién hamiltoniana y -segin Dirac- las
constricciones se identifican con transformaciones gauge, el movimiento mis-
mo es meramente una pura transformacién gauge. En consecuencia, todas
las magnitudes invariantes gauge de la teoria -las tnicas a las que suele
atribuirse auténtico significado fisico- son constantes del movimiento: ningu-
na propiedad fisica relevante deberia cambiar con el tiempo en absoluto. Tras
una serie de manipulaciones matematicas llegamos a un hamiltoniano de la
RG formado tdnicamente por las constricciones mencionadas, el cual se anula
sin remedio. La causa de esta anulacion estriba en que la nocion de tiempo
introducida en el formalismo candnico, es puramente artificial y arbitraria.

Y como la Relatividad General se ocupa de la tinica fuerza completamente
universal, la gravedad, sus conclusiones deberian aplicarse al Universo en-
tero. Asi pues, nada habria de experimentar jamas cambio alguno en todo el
cosmos. Este es el problema del tiempo, o “del formalismo congelado”, tipico
de la Relatividad General gauge. Por decirlo de alguna manera, el método
canonico “detecta” que la Relatividad General no privilegia variable tem-
poral alguna, y reacciona anulando los hamiltonianos construidos mediante
tales variables. Obviamente, los intentos de cuantizar la teoria de la gravedad
de Einstein no s6lo no han solucionado esta paradoja, sino que se han visto
irremediablemente obstaculizados por ella.

Se puede demostrar que los paréntesis de Poisson de las constricciones cumplen
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lo que se conoce como algebra de Dirac, las expresiones explicitas son

{H(NY), HN"} = H([N', N"]) = H(N'V'N, — N'V'N))
{H(N'), H(N)} = H(N'V,N) (5.4.43)
{H(N),H(N')} = H([N,N')

Observemos que los paréntesis de Poisson de dos constricciones es también
una constriccién, por lo que se tiene que esta operacion es cerrada, aunque
no es un algebra de Lie.

Hay una forma distinta de escribir las constricciones de forma que aparecen
en funcion explicita del tensor de Einstein.

Teorema 5.4.22 Sea M una variedad espacio-tiempo, N la funcion lapse
y N el vector shift, entonces las ecuaciones de constriccion se escriben en
términos del tensor de Finstein como sigue

Ho = —2G,,nf'n" =0 (5.4.44)
H; = —2G,n" =0 (5.4.45)

Demostracién.

1. De la ecuacién [(2.7.11), pag. 53] tenemos que G, = R, — §gm,}_%, eva-

luando esta expresion en el vector n tenemos

— 1 —
G(n,n) = R(n,n) — Eg(n, n) = R(n,n) + §R —
2G,,n'n” = R+ QRWn“n”
de [(3.6.8), pag. 96]
R+2R,,n'n" = R+ K*> — K;;K"

pero -
Ho = K;; K" — R— K* = —=2G ,,n"n" = 0.

2. Usando el operador de proyeccién y [(3.6.11), pdg. 97] tenemos

Goi = Ry = 7*(E(n,x)) = 7*(Ewn") = %fﬁﬁwny
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La constricciéon Hy = 0 aparece como consecuencia de la invariancia ante
reparametrizaciones temporales, y la constriccién H; = 0 es es debida a la
invariancia ante reparametrizaciones de las coordenadas espaciales en las su-
perficies. De este modo vemos que el rol de las constricciones es reintroducir
en la teoria el principio de covariancia, que habia sido violado al haber elegi-
do la forma particular [(5.2.18), pag. 124] de la métrica.

Debemos senalar un punto importante: en las constricciones antes men-
cionadas no existe referencia alguna a la superficie > que posee las cantidades
geométricas ;; y 7. Esta superficie representa un instante de tiempo, por lo
tanto el tiempo ha “desaparecido” (al menos explicitamente) del formalismo.
La “desaparicién” del tiempo en este nivel clasico, sera la causante del pro-
blema del tiempo en Gravedad Cuantica y de sus problemas de interpretacion.

Observaciéon 5.4.23 Hasta ahora tenemos que la densidad hamiltoniana
para la Relatividad General debe anularse para las ecuaciones de Einstein
en el vacio, es decir, H = 0. Una teoria con hamiltoniano nulo puede pare-
cer trival a primera vista, pero su dindmica es interesante. Las ecuaciones
H, = 0 son las tres ecuaciones de Einstein que son constricciones en el pro-
blema inicial. El espacio de configuracion de la Relatividad es Riem(X) lo
cual es natural pues uno espera que el espacio fase sea el espacio de todos
los pares (yi;, 7). Sin embargo no todos los puntos del espacio fase repre-
sentan estados permitidos, pues se deben satisfacer las constricciones, lo cual
restringe el espacio de fase generando, a esto se le conoce como el espacio
fase fisico:
Hypis = {H, =0} C T"Riem(X)

El hamiltoniano se anula en este subespacio, sin embargo las ecuaciones de
Hamilton generan una dindmica no trivial [S].

5.5. Aplicaciones del formalismo candénico

El uso del formalismo tipico de la Mecanica Analitica, junto con la teoria de
operadores sobre espacios abstractos (es decir, el analisis funcional), suminis-
tré las herramientas matematicas con que construir la teoria cuantica desde
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sus origenes a la actualidad. El camino seguido por la Relatividad General
resulté muy distinto, por cuanto que tilizo el andlisis tensorial (Geometria
Riemanniana) como los instrumentos propios de las variedades geométricas
implicadas. De modo que el proyecto de unificaciéon entre ambas ramas de la
Fisica hubo que afrontar en sus inicios con dificultades no sélo conceptuales,
sino también de tipo formal.

Por tanto, la principal motivacién para la construccién de una formulacién
hamiltoniana, es decir, la identificacién (de un conjunto de variables canénica-
mente conjugadas a partir de una funcién lagrangiana y la obtencién del
hamiltoniano como la transformada de Legendre en las velocidades de la
funcién lagrangiana), consistia en la posibilidad de cuantizar la teoria de la
Relatividad General. Esto es, asociar a cada variable canénica un operador
sobre un espacio vectorial e imponer reglas de conmutacion entre pares de
variables conjugadas. El operador hamiltoniano toma ahora el papel de gene-
rador de translaciones en el tiempo, es decir, es el responsable de la dinamica
del sistema.

Analizaremos de manera somera el proceso de cuantizacién a partir del hamil-
toniano construido. Para la Relatividad General, el procedimiento de cuan-
tizacion no es directo a partir del hamiltoniano construido, ya que existen 3
constricciones entre las variables canonicas. Para tratar de salvar esta difi-
cultad, se han seguido dos caminos diferentes, que son a grandes rasgos: 1)
Tratar de aislar los verdaderos grados de libertad de la gravitacion, objetivo
que tenian en mente ADM al comenzar su programa. Una vez aislados los
grados de libertad, se procederia a su cuantizacion. Este procedimiento sélo
se ha logrado realizar de manera formal. 2) Considerar a todas las variables,
pero imponer condiciones sobre el vector de estado dadas por las tres cons-
tricciones, esto es, pedir que las constricciones (ahora como operadores) al
actuar sobre el vector de estado, lo anulen. Este es el punto de vista adoptado
por Dirac y De Witt.

El método candnico de cuantizaciéon se basa, como ya hemos mencionado, en
la cuantizacién de un sistema hamiltoniano clasico. Empezamos con un sis-
tema descrito por un lagrangiano a partir del cual se obtienen las ecuaciones
de movimiento. El siguiente paso fue hacer una transformaciéon de Legen-
dre para obtener una descripcién hamiltoniana del sistema. Una vez que el
sistema estd descrito por el formalismo hamiltoniano se puede pasar a su
cuantizacion. Tenemos un conjunto de variables candnicas y un &algebra de
Lie obtenida con el corchete de Poisson entre estas variables. La idea bésica
de la cuantizacion candnica consiste en trasladar esta algebra cldsica a un
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algebra cuantica, donde los corchetes seran sustituidos por conmutadores y
los observables clasicos pasaran a ser operadores cuanticos, es decir,

Teoria clasica Teoria cuantica.
A,B,C observables fl, B , C operadores hermitianos
{A, B} (paréntesis de Poisson) [A, B] = —ihC' (Conmutador)

Ahora nos falta tener un espacio de Hilbert de estados sobre el que actien los
operadores cuanticos y nos encontraremos con el problema de la eleccién del
producto interno que determine este espacio de Hilbert. También podemos
tener problemas de ordenacién al pasar de una expresion clasica a su corres-
pondiente operador cuantico porque las variables clasicas conmutan siempre
pero no ocurre lo mismo con los operadores cuanticos. Otros problemas seran
la regularizacién de los operadores, anomalias, etc.

Como hemos visto, en el caso de la Relatividad General consideramos una, va-
riedad M de tres dimensiones pero con la siguiente limitacion: consideramos
solo espacio-tiempos con una topologia > x R donde ¥ es una superficie de
Cauchy, es decir, cualquier curva temporal que pasa por un punto cualquiera
de M intersecta a >, bien en el futuro o bien en el pasado. Esta limitacion
fue necesaria para poder obtener una descripcion hamiltoniana de la teoria.

Para la descripciéon hamiltoniana necesitamos de un pardmetro (el tiempo)
respecto al cual evoluciona el sistema. En el caso de la R.G. introducimos este
parametro haciendo una foliacién del espacio-tiempo, la coordenada tempo-
ral es el parametro que etiqueta cada hoja de la foliacién. Con esta foliacion
parece que se rompe explicitamente la invariancia relativista de la teoria al
adjudicar un papel privilegiado a esta coordenada temporal, diferenciandola
asi de las demas coordenadas. Sin embargo, no esta tan claro que realmente se
pierda la covariancia de la teoria porque si se recurre al espacio fase covarian-
te [24] se puede reformular la teorfa de forma que se respete la covariancia
de la R.G. En esta formulacién se introducen los objetos necesarios para
el formalismo canénico (el espacio fase, la forma simpléctica, ...) de forma
covariante por lo que el formalismo es independiente de la eleccién de coorde-
nadas. Por lo tanto la eleccion de una coordenada particular como el tiempo
es s6lo un instrumento necesario para calcular los resultados, respetando im-
plicitamente la covariancia de la teoria.
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Una vez obtenida la versién hamiltoniana de la R.G. nos encontramos con
el siguiente problema: la teoria tiene ligaduras. Este es el obstaculo mas im-
portante de cara a la cuantizacion. Toda la complejidad de la teoria estéa co-
dificada en las constricciones. El formalismo hamiltoniano para sistemas con
ligaduras fue desarrollado por Dirac [2]. La presencia de las constricciones
estd ligada a la invariancia bajo difeomorfismos de la teoria. Es mas, el hamil-
toniano del sistema es una combinacion de constricciones por lo que estas no
solo imponen unas restricciones en el espacio fase sino que ademés gobiernan
la dindmica del sistema. Las variables candnicas del espacio fase son 7% y los
momentos 7;;. Las constricciones reduciran los grados de libertad.

Llegados a este punto tenemos un sistema clasico con ligaduras y queremos
abordar su cuantizaciéon. Fundamentalmente tenemos dos alternativas:

- Cuantizacion en el espacio fase reducido. Las constricciones son
eliminadas clasicamente mediante una fijacién del gauge. Asi se obtiene
un espacio fase reducido donde sélo estan los verdaderos grados de
libertad del sistema. Entonces se pasa a cuantizar el sistema.

- Cuantizacion “a la Dirac”. La otra posibilidad consiste en incor-
porar las constricciones a nivel cuantico. Se imponen como operadores
que aniquilaran los estados fisicos.

A continuacién vamos a ver brevemente en que consiste cada método y que
dificultades o problemas tienen.

B En la cuantizacién en el espacio fase reducido debemos eliminar las
constricciones clasicamente. Recordemos que la R.G. tiene dos cons-
tricciones de primera clase ligadas a la invariancia bajo difeomorfismos
de la teoria. Para eliminarlas debemos anadir tres condiciones que fi-
jen el gauge “adecuadamente”, es decir, las condiciones gauge han de
ser conservadas por la evolucion dindmica del sistema y también se
tiene que verificar que la superficie de fijacién de gauge (generada por
las condiciones gauge) intersecta transversalmente a las érbitas gauge
(generadas por las constricciones) de forma que se extrae un inico pun-
to de la orbita gauge. Una vez fijado el gauge no falta mas que reducir el
sistema y eliminar las constricciones para quedarnos con los verdaderos
grados de libertad dindmicos de la teoria que seran dos variables y sus
respectivos momentos conjugados.

Con este proceso se han eliminado las constricciones y se obtiene el
espacio fase reducido. Ya se puede pasar a la cuantizacién, que como
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hemos visto se trata de pasar del algebra clésica entre las variables re-
ducidas a un algebra cuantica entre operadores.

Sin embargo, en la teoria general no se ha encontrado una fijacién
gauge que permita la cuantizacion. Incluso en casos mas sencillos este
esquema de cuantizacién puede presentar dificultades, en primer lugar,
tenemos que asegurarnos de que al reducir el espacio fase se obtiene
una variedad simpléctica [25], y entonces puede ocurrir que el dlgebra
de Poisson de las variables reducidas sea muy complicada, o que lo
sea el hamiltoniano. En definitiva, el haber conseguido eliminar las
constricciones no garantiza conseguir cuantizar el sistema reducido.

Analizemos ahora el esquema de cuantizacién “a la Dirac”. Las liga-
duras seran impuestas a nivel cuantico, de momento nos olvidamos de
ellas y cuantizamos el sistema de la manera habitual. Las variables
candnicas (7", m;;) pasardn a ser operadores cudnticos que actian so-
bre funcionales de onda () que representan los estados. El algebra
de Poisson se traslada a un algebra entre los operadores cuanticos y
tendremos la representacion usual

(G (X)) (v) = mi5 (x)¥(7)

@ )0)) =~

donde v € Riem(X) y x € 3.

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion analégas a
las ecuaciones (5.4.43):

7900 (y)] = (518 + 5156 (. 5)

[7(x), 7 (y)] = [335(x), Ju(y)] = 0

Lo que sigue es cuantizar el hamiltoniano, para ello tomamos las cons-
tricciones y reemplazamos la métrica y el momento por los operadores
Y:; ¥ ™ y obtenemos las versiones cuanticas de las ecuaciones (5.4.36)
y (5.4.37), obteniendo H(N) y H(N?) en el espacio L?(Met(X)). Lo que
se obtiene es que los operadores v;; y 7 no conmutan. Para elegir o-
peradores “decentes® estos deben de conmutar cumpliendo condiciones
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anal6gas al caso clésico (5.4.43)

{H(N%), H(N")} = —iH ([N, N"/]):—z'H(NiViN;—N“ViNi)
{H(N), H(N')} = —iH ([N, N")
{H(N'), H(N)} = —iH(N VN)

(5.5.1)

Desafortunadamente esto es practicamente imposible de conseguir. El
problema aqui es que el hamiltoniano gravitacional no es polinomial
en las variables, ademas es la suma de las constricciones y estas con-
tienen el término /7 y debido a esto uno enfrenta el problema de como
transformar la raiz cuadrada de una variable a un operador, para pasar
a la teoria cuantica. La aplicacion de los métodos de cuantizacién de
campos convencionales en RG, que se basan en la expansion de per-
turbaciones de campo débil, fallan porque conducen a una teoria no
renormalizable. Desde luego, estos métodos han tenido gran éxito en
electrodinamica cuantica, por ejemplo, porque se supone que el espacio-
tiempo de fondo es plano. Pero para Relatividad General el campo es
el mismo espacio-tiempo y en general no es plano. Debido a esto se
cree que la mejor manera de enfrentar el problema de cuantizacion es
de una manera candnica no perturbativa.

El método para resolver el problema descrito anteriormente es conocido
como el método de la raiz cuadrada de Dirac, el cual es muy complica-
do y no lo trataremos aqui. Suponiendo que se obtienen los operadores
H(N)y H(N') que cumplen las relaciones de conmutacién antes men-
cionadas , entonces el hamiltoniano seria

i = / (NH + NI /A
>

Hemos visto que clasicamente el hamiltoniano H se anula en el espacio
fase fisico Hy;s pues tres ecuaciones de Einstein son las constricciones,
la pregunta es jcoémo entedemos estas constricciones en la teoria cuanti-
ca? El tema de las constricciones en la teoria cuantica fue desarrollado
por Dirac [2]. Dirac dice que si ¢ € L2(Riem) es un estado fisico si
satisface las ecuaciones de constriccion cuanticas, entonces dado que
las soluciones tienen que ser invariantes bajo difeomorfismos y como
precisamente las constricciones son los generadores de estos difeomor-
fismos, implementaremos las constricciones como operadores cuanticos
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H. Los estados ¥ que sean aniquilados por estos operadores serdn in-
variantes bajo difeomorfismos y por lo tanto seran estados fisicos.

H (i, w7 )ip = 0

H(N)Y = H(NY =0 VN, N°

de forma alterna se puede decir que cumple la ecuaciéon de Wheeler-De
Witt [6] K ‘
Hy =0 VN, N*

Para que el espacio fisico sea un espacio de Hilbert necesitamos intro-
ducir un producto interno. Aqui tenemos un problema dificil porque
el método candnico no nos dice como obtener este producto interno.
Ademas no tenemos una simetria que nos ayude a seleccionarlo, como
ocurre por ejemplo en electromagnetismo (en este caso la simetria que
tenemos es el grupo de Poincare, y se pide que esta simetria sea im-
plementada en la teoria cudntica por una transformacién unitaria; con
este requerimiento se tiene la prescripcién para seleccionar el produc-
to interno). Los estados ¢ deben ser normalizables y los observables
seran operadores hermitianos, ambas cosas respecto al producto inter-
no elegido.

Al pasar las constricciones a operadores cuanticos tendremos los pro-
blemas usuales de ambigiiedad en la ordenacién y la regularizacion
comunes a las teorfas cuanticas de campos. Sin embargo, podemos en-
contrar soluciones formales al requerimiento de que los estados sean
aniquilados por las constricciones. Estas ecuaciones significan que las
soluciones son invariantes bajo difeomorfismos. Entonces, podemos olvi-
darnos de las dos constricciones asociadas a difeomorfismos en la super-
fice espacial ¥, si consideramos funcionales que dependan de la geome-
tria de esta superficie, es decir, de propiedades invariantes bajo difeo-
morfismos en esta superficie. Entonces solo nos queda la constriccion
hamiltoniana, eligiendo alguna ordenacion y regularizandola de alguna
manera podriamos convertir esta constriccion en una ecuacién de onda.
Esta es conocida como ecuacién de Wheeler-DeWitt y sus soluciones
nos darian los estados fisicos. Como podemos ver, para la RG todo este
proceso es complejo, tiene arbitrariedades y presenta dificultades por
lo que no ha sido resuelto para el caso general.

Hemos visto que tenemos dos alternativas en el proceso de cuantizacion, que
en general daran resultados diferentes. Hay algunos que comparan estos dos
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métodos para sistemas sencillos pero sus conclusiones no ayudan a inclinarnos
por uno u otro. En algunos casos la cuantizacion “a la Dirac” reproduce la
teoria cudntica correcta y en otros funciona la cuantizacién en el espacio fase
reducido. No obstante, debemos tener en cuenta que ambos métodos tienen
muchas ambigiidades y s6lo una eleccién adecuada de ellas nos llevaria a la
teoria cuantica correcta. Quiza pudiera ocurrir que ambos métodos, cada uno
con su prescripcion correspondiente, fueran equivalentes, pero por el momen-
to este tema sigue abierto.

En anos recientes se ha tratado de cuantizar el campo gravitacional utilizando
la idea de suma sobre trayectorias, es decir, se consideran todas las posibles
evoluciones de las 2-geometrias (entre dos de ellas fijas, dando a cada una
de aquellas un peso proporcional a la accion clasica evaluada a lo largo de
esta trayectoria [21]. Asimismo, se han construido formulaciones candénicas
de la Relatividad, alternativas a la ADM, como por ejemplo el formalismo
de Ashtekar [7] o la Loop Quantum Gravity.

A finales de los anos sesenta y principios de los setenta, se desarrollé el es-
tudio de modelos cosmoldgicos, en particular homogéneos, con el uso de un
formalismo hamiltoniano [22]. Este método resulta particularmente 1til ya
que en algunos casos es posible encontrar una solucién explicita de las ecua-
ciones de Einstein, y en general permite hacer un analisis cualitativo mas rico
de la dindmica de los modelos. Entre los modelos mas estudiados estan aque-
llos en los que las funciones lapse y shift toman los valores N =1y N¢ = 0,
las superficies con t = cte son aquellas que aceptan grupos de movimiento
definidos en ellas (hay un total de nueve) y se conocen como universos tipo
Bianchi.

El procedimiento que se describié al final de la seccién, que consiste en re-
solver las constricciones y elegir condiciones coordenadas con el objeto de
pasar la accién a la forma candnica (teniéndose asi un hamiltoniano ver-
dadero) ha sido posible en algunos casos donde se definen las coordenadas
en funcién de ;; y 7, llegdndose a expresar al hamiltoniano en términos de
estas coordenadas [23]. Las 2-geometrias involucradas en la métrica depen-
den exclusivamente de la coordenada tiempo, por lo que el problema tiene
un numero finito de grados de libertad, ya que las coordenadas del problema
dependen solamente del parametro tiempo y no de todas las variables como
en el caso de espacios tiempo més generales. En el lenguaje del superespacio,
las 2-geometrias de los modelos cosmologicos son un subconjunto de aquel,
bautizado por Misner con el nombre de minisuperespacio.
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En el minisuperespacio, donde el nimero de grados de libertad es a lo mas
cuatro (cinco en el espaco fisico real), es posible preguntarse si existe alguna
relacion entre las ecuaciones de Hamilton, derivadas a partir del hamiltonia-
no y la ecuacion de geodésicas asociada a la supermétrica. Notemos que la
forma del hamiltoniano (5.4.33) es similar al hamiltoniano de la particula
libre en el espacio-tiempo, con la diferencia de que en la particula libre el
término de masa puede depender en general de las coordenadas ¢'.

Debido a la complejidad de las constricciones el andlisis canénico de la Rela-
tividad General es dificil de abordar, sin embargo, podemos considerar mo-
delos mas sencillos y tratar de cuantizarlos. De esta forma, simplificaremos
el caso general para obtener un modelo que podamos resolver. La idea de
este enfoque es que resolviendo estos casos mas sencillos podemos extraer
conclusiones que nos guiaran en la construccién de una teoria cuantica de
la gravedad. Esto es en esencia un modelo de midisuperespacio: una teoria
de campos que se obtiene por una reduccién de simetria de la Relatividad
General. DeWitt exploté esta idea en la cuantizacién de espacio-tiempos
homogéneos e isotrépicos rellenos con materia y poco después Misner [20]
estudié estos modelos sin el requerimiento de isotropia. Con estos primeros
trabajos se abria camino el estudio de la Cosmologia Cuantica. Mas ade-
lante se han estudiado diferentes modelos. Todos estos modelos se pueden
separar en dos tipos: modelos de minisuperespacio y midisuperespacio. Ten-
dremos un modelo de minisuperespacio cuando imponemos tanta simetria
que eliminamos todos los grados de libertad locales, y por lo tanto al cuan-
tizar la teoria obtenemos una teoria mecanico-cuantica. Sin embargo, si al
simplificar la teoria anadiendo simetria todavia tenemos grados de libertad
locales, al cuantizar obtenemos una teoria cuantica de campos, en este caso
se trata de un modelo de midisuperespacio. El nimero de grados de libertad
marca la diferencia entre ambos casos. En los modelos de midisuperespa-
cio encontraremos los problemas usuales de las teoria cudnticas de campos
(renormalizacién).

Ahora veremos porque se han utilizados términos tan contradictorios co-
mo “minisuperespacio” y “midisuperespacio” para llamar a estos modelos.
En primer lugar necesitamos entender a que se llama superespacio, término
que fue acuniado por Wheeler [5]. En el formalismo canénico se estudia como
evoluciona una superficie de Cauchy ., entonces el conjunto de todas las posi-
bles 2-métricas para X es el superespacio. Las soluciones de las ecuaciones de
Einstein estan incluidas en este conjunto. Si se considera un modelo con cier-
ta simetria se restringen las soluciones a una parte de este superespacio. Por
este motivo estos modelos adoptaron el nombre de modelos de minisuperes-



5. El Formalismo Candnico de la Relatividad General 163

pacio o midisuperespacio, dependiendo de cuanto se reducé el superespacio al
imponer la simetria. El término minisuperespacio fue introducido por Misner.

Esta clase de modelos, en particular, los modelos de midisuperespacio son
a veces una aproximacion razonable de la teoria completa. En el caso de
un modelo de minisuperespacio hemos simplificado demasiado la teoria. En
cambio, un modelo de midisuperespacio se parece mucho al caso general: tene-
mos una teoria cuantica de campos, tiene constricciones debido a la libertad
gauge, en definitiva, al tratar de cuantizar un modelo de este tipo aparecen
muchos de los problemas de la teoria completa. La estrategia de considerar
un modelo simplificado para que se pueda resolver, muchas veces ha dado
buenos resultados. Por ejemplo, antes de obtener la Mecanica Cudantica se
estudio la cuantizacién de un atomo de hidrégeno. Casi siempre es mas facil
comenzar por un modelo sencillo.

Un punto muy importante en la cuantizaciéon de estos modelos es que se
trata de un método no perturbativo. Dado el éxito obtenido con métodos
perturbativos en el campo de la Fisica de Particulas, la aplicacion de estos
métodos a la cuantizacion de la RG fue inmediata. Sin embargo, la teoria
que se obtiene no es renormalizable. Esto parece indicar que debemos seguir
otras estrategias porque puede ocurrir que los fenémenos a pequena escala
sean realmente importantes y se escapen a un analisis perturbativo, como
ocurre en fenémenos criticos.

Finalmente mencionaremos que este formalismo también puede aplicarse al
estudio de la Relatividad Numérica, aunque tendriamos que descomponer las
ecuaciones de Einstein con el tensor de energia-momento y tomar en cuenta
los términos de superficie y llegar a las definiciones de masa y momento ADM

[13].
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Apéndice A
La Derivada de Lie

La derivada de algin campo vectorial v en M puede construirse por la
variacién 6v ' de v entre los puntos préximos p y q. Ingenuamente uno po-
dria escribir dv = v(q) —v(p). Sin embargo v(q) y v(p) pertenecen a espacios
vectoriales distintos T,M y T,M, en consecuencia la diferencia v(q) — v(p)
no esta definida. Para definir la derivada de v uno puede introducir alguna
estructura extra en M, estas estructuras son dos: una es la conexion V lle-
gando a obtener la derivada de V, en direccién de otro campo vectorial u;
la otra forma es llevar la derivada de v a lo largo de u, es decir transportar
la derivada de v sobre el campo u, esta es la derivada de Lie [17]. Estos dos
tipos de derivada se generalizan para campos tensoriales, en ellas se encuen-
tran las formas diferenciales, para ellas existe un tercer tipo de derivada que
no requiere una estructura extra de M: esta es la derivada exterior.

A.1. Derivada de Lie de campos tensoriales

A.1.1.Definicién Sea X € x(M) de clase C*, k > 1; y sea la curva en M
v:I CR — M, tal que Vp € Im(y) §(p) = z,, entonces 7 se llama curva
integral de X.

Teorema A.1.1 Todo campo vactorial en M define una unica curva integral
v por cada punto p € M tal que v(0) = p.

Lema A.1.2 Sean p € M, X € x(M) tal que x, # 0, = 3U,, con coorde-

nadas locales {y'} tal que X = 9y en U.

La § indica que la derivacién es sélo respecto a las coordenadas sin incluir la derivada
respecto al tiempo
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Demostracién. Sean n = dimM, U, veciendad de p y ¥ C U una hipersu-
perficie de dim = n — 1, tal que X no es tangente a » | en ningun punto, con
coordenadas {y?,...,y"} = Vg € ¥ 3, curva integral de X que pasa por
q, tal que 7,(0) = ¢ Vg € Z. Definimos y' a lo largo de 7, como: y* = [ dt,
con y! = 0 en X y tomamos {42, ..., y"} constantes a lo largo de v = {y'},
es el sistema de coordenadas deseado. W

Definicién A.1.3 Curvas en M

(a) Sea ~y(t) curva integral en M, entonces «y se llama completa si y sélo
si, ¥(t) esta definida para toda t.

(b) Un conjunto de curvas integrales completas se llama una congruen-
cia.

Definicién A.1.4 Sean X € x(M), p € M y ~(t) una curva integral de X
tal que y(to) = p, entonces definimos el mapeo siguiente,

Vs CR hg: M — M tal que hs(p) :=7(to+s) (A.L.1)

La interpretacion geométrica de la ultima definicion puede verse en la figu-

ra(A.1.1).

y(t)
¥ (to+s)

Figura A.1.1: Interpretacion geométrica de h

Observacién A.1.5 Por construccion h cumple que:
1. h es un grupo del parametro s

a) ht+s = ht o hs = hs o ht = h5+t
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b) ho =id (identidad)
c) hog=(hs)™"

2. El grupo {h inducido por el campo vectorial X permite “arrastrar”
Y sJseR Y4
(“transportar”) funciones, vectores, 1-formas y en general campos ten-
sortales a lo largo de las curvas integrales. Este mapeo es conocido como

flugo.

Definicién A.1.6 Sean p € R, X € x(M), v una curva integral de X que
pasa por p y {hi}m el grupo de transformaciones inducido por X y f €
C(M,R), entonces definimos la derivada de Lie * de f con respecto a X
en p como:

Teorema A.1.7
Vi€ C(MR),  (£xf)y =X,/ (A.13)

Demostracion. Usaremos el sistema de coordenadas adaptado a las curvas
integrales de u, entonces por definicién:

y () =y )+t vy Yi>2 (k) =y
entonces por el Lema A.1.2 tenemos

. f(h(p) = flp)  (Of
(£x/)p = lim t - <8y1>

= Xp[f ]
p
Esta ecuacién vale para el sistema de coordenadas {y'}, pero es una ecuacién
escalar entonces también es valida en cualquier sistema de coordenadas W

Definicién A.1.8 Sean p € M, X, Y € x(M), v curva integral de X que
pasa por p y {hi}ier €l grupo de transformacion inducido por X, entonces la
derivada de Lie de Y con respecto a X en p (figura A.1.2), como:

, 1
(£XY)p = %g% ;[Yp - ht*Yh—t(p)] (A14)

donde
ht* . Thft(p) (M) — TpM



170 A.1. Derivada de Lie de campos tensoriales

ht-Yht(p)

y(t)

Figura A.1.2: Derivada de Lie de un campo vectorial

Teorema A.1.9
(.£XY)p = [X,Y]p (A.1.5)

Demostracion. Usamos el sistema de coordenadas adaptado a X, entonces

oy’ )

N : . ‘
(£xY) =lim V() -V (LY = (55

t—0 t

= Xp [YZ]

para 7 = 2,3...

El ultimo término de esta igualdad no es la componente de un vector, pero
lo serfa si le restamos Y, (X?) que no altera el resultado ya que, como

Xi=4! — Y, (X)) =0
y de la ecuacion (2.4.3)
(£xY), =X,(Y)-Y,(X)=XY], ®

Este teorema justifica el nombre de corchete de Lie dado al conmutador en
el Capitulo 1. De las definiciones de la derivada de Lie para funciones y para
campos vectoriales, queda claro que para campos de 1-formas se usara el
pull-back inducido por el grupo de transformaciones {h;}icr.-

2Notar que esta definicién es independiente del sistema de coordenadas
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Definicién A.1.10 Sean X € x(M), p € M, 7 curva integral de X que pasa
por p yw € x*(M), entonces

e Y T h*ywh—i(p)
(£xw), = %1_{% ;

(A.1.6)

Teorema A.1.11 £,w® es un campo de 1-formas cuyas componentes son

; &uj 8uk

(Lyw)j = wju' + wkuf“j =u' i + W5 (A.1.7)
Demostracion. De la regla de Leibnitz
£,(W(v)) = (£w)v +w(£,v) = (£,w)v + w[u, V]
= (£w)v + wi(v ku’ - ukzv’) ................................................... (1)
Por oto lado, como w(v) es una funcién de M en R, entonces
Low)) =u(wv)) =u e (wjv?) = wju't’ + wjv’; KT (2)

como (1) = (2), tenemos el resultado deseado B

La derivada de Lie se puede extender para algiin campo tensorial de la sigui-
ente manera: Primero pedimos que para el campo escalar f, £, f = (df, u)
y que se cumpla la regla de Leibnitz. Como resultado, la derivada de Lie de
un campo tensorial de rango (Z) es un campo tensorial del mismo tipo.

Las componentes respecto a un sistema de coordenadas {z*} son:

[ RRR o7 d [ RER o - o' ---cr---ar Qr-ou
£.Tg05 = vl 2 T58, _;Tﬁf -Bs a o +ZT,811~--0~-~6 Oz (A 1.8)

Notar que las derivadas parciales en la ecuacion (A.1.8) se pueden reemplazar
por algina conexién sin torsién,* como la conexién de Levi-Civita V asociada
a la métrica g, entonces la ecuacién toma la forma

r
L£,T508 =u'V, T s — Z TSV ou® + ZTg;_;ﬁB Vs, u”
=1

(A.1.9)

3Se ha cambiado el campo vectorial X por u
‘Esto quiere decir que Vv — V,u = [u, V]
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Apéndice A

Teorias Parametrizadas

A.1. Mecdnica parametrizada

Una teoria es covariante si su descripcion no depende del sistema de coorde-
nadas. En el caso de la Mecanica Clésica esta condicién es equivalente a la
invariancia de la parametrizacion.

Teorema A.1.1 Sea M un sistema mecdanico clasico. St M es invariante de
parametrizacion, entonces el Hamiltoniano candnico es idénticamente nulo,
es decir,

Si S(r)=S8(t) con T=7(t) =
LOL

= — L= Al
"5 0 (A.1.1)

Demostracion. El sistema M esta descrito por la accién:

to dq
S(t :/ L(q, =) dt
() £ (q dt)

Sea 7 = 7(t) la parametrizacién, entonces la accién se puede escribir como:

sean 4 o di
q q )
A _ A — Al12
& dtar T (A-12)
dt
donde ”
A= — (A.1.4)
dr
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_dq
Cdt

Como M es invariante de la parametrizacion, entonces S(7) = S(t), es decir,

[@har= [ @ 5ha

Aplicando las ecuaciones (A.1.2), (A.1.3) y (A.1.4), obtenemos:
/ (g, \o)dr = / (g, v)Adr

L(g, Av) = AL(g,v)

v (A.1.5)

entonces

Esto implica que L es una funcién homogenea de primer orden en las veloci-
dades.! Derivando respecto a A (utilizando la regla de la cadena), obtenemos

pero el lado izquierdo de esta ecuacion es el hamiltoniano canénico, por lo
tanto

H=0 1

Teorema A.1.2 Si el hamiltoniano candnico es identicamente nulo, en-
tonces el hessiano tiene una constriccion lagrangiana nula.

Demostracion. El hamiltoniano es identicamente nulo, es decir

0L
H=4——-L=0
50
derivando respecto a ¢/, obtenemos
0H. - 0L ,
- =¢———=W;;¢’ =0
o¢  Togag 1

Esto indica que el hessiano W;;, tiene un eigenvector nulo, es decir

1Una funcién es homogenea de orden n si, f(Az,y) = Mf(z,y)
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Wiv' = Wyd =0

contrayendo con el eigenvector ¢/, se obtiene

i — ,i[ﬁL . 0°L } ;0 [L ,JﬁL}
por lo tanto a nivel Lagrangiano, tenemos una constricciéon identicamente
cero W

También hay una constriccion hamiltoniana, que podemos obtener de la si-
guiente forma.

El momento candnico es

oL

Di = BY:

como L es homogeneo de orden uno, entonces de esta relaciéon se observa
que p* es homogeneo de orden uno, entonces existe una constriccion ¢ cuya

forma explicita depende de la forma explicita del lagrangiano considerado.
De la ecuacion (A.1.1), el Hamiltoniano primario es

(A.1.6)

H12H0+)\a¢a:Hc+)\¢:)‘¢:U¢

En la teoria general de constricciones, a ésta constriccién se le llama ligadura
de primera clase.?

A.2. Mecdnica canonica

No todos los hamiltonianos de la Mecéanica corresponden a sistemas pa-
rametrizados. En 1933, Dirac, desarrolld6 un método para parametrizar la-
grangianos no-parametrizados. El método consiste en considerar el tiempo t

como una nueva cooerdenada ¢° del espacio de configuracion.

Consideremos la accién candnica

S(t) = / cat = / “dps — Hips q'))dt (A2.1)

2Para més detalles sobre ligaduras se puede consultar [2]
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Sit=¢"y 7 es un nuevo parametro temporal, entonces como
dq’ B dq* dr
dt — dr dt

entonces se puede escribir el lagrangiano como

dg*
A dt .
/E(q’, L) dr = /E(qZ,QZ)quT (A.2.2)

dr
donde se ha definido

-G (A.2.3)

El nuevo lagrangiano es

(A.2.4)
Los momentos son
oL 0 oL 06 0L
P:___ '0: 20 - = — - A2
"= g g L1 =Lt (ael aq'0> £=05 (A.2.5)
oL 0

-0 i

- o4 - B

= ‘ - = — = — A26
o Tag " T oviag o0 (A.2.6)
En este caso el hamiltoniano canénico es
0L
H.=L—-60— A27
L0 ( )

La ecuacion (A.2.6) se puede reescribir como

po = —He. (A.2.8)

Si el lagrangiano es regular, entonces (A.2.6) se puede invertir para expresar
a la variable # en términos de p. Finalmente la ecuacién (A.2.8) es

Do = _Hc(qiaz_?i) (A-2-9>

Esta es la constriccion Hamiltoniana. La version cuantica de esta constriccion
es la ecuacién de Schrodinger que veremos en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo A.2.1 Un ejemplo sencillo de un lagrangiano candénico
m_y2
L=54 -V(q)

utilizando las ecuaciones (A.2.]) y (A.2.3), tenemos que el lagrangiano parametriza-
do es

Los momentos correspondientes son.:

oL __m3 vy

TP T 2@y

oL .

b; B g

entonces

1
by = 2mp V(7>

La version cudntica de esta constriccion es la ecuacion de Schrodinger.
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