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vi ÍNDICE GENERAL

A. La Derivada de Lie 167
A.1. Derivada de Lie de campos tensoriales . . . . . . . . . . . . . 167
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Caṕıtulo 1
Introducción

En este último siglo el panorama de la F́ısica ha sufrido un profundo cambio,
debido fundamentalmente a dos teoŕıas innovadoras, la Relatividad Especial
(RE) y la Mecánica Cuántica (MC). Ambas teoŕıas presentan una visión de la
realidad diferente a lo establecido hasta entonces y en cada caso se plantean
retos intelectuales muy atractivos. Por lo tanto, no es de extrañar que estas
teoŕıas hayan acaparado la atención de los f́ısicos durante gran parte del siglo
pasado y aun en el siglo actual.

Por un lado la MC gobierna los fenómenos que ocurren a escala atómica. Se
ha trabajado mucho en este campo y está respaldada por grandes éxitos ex-
perimentales. En el otro extremo tenemos la Relatividad General (RG), que
gobierna los fenómenos a escalas macroscópicas y superiores, es una teoŕıa
relativista de la interacción gravitacional. Desde un punto de vista práctico
en la mayoŕıa de los casos podemos seguir utilizando la Mecánica Newto-
niana, las correciones relativistas sólo son necesarias en algunos cálculos que
requieren mucha precisión. Sin embargo, la RG también es una teoŕıa del
espacio-tiempo y en este último aspecto difiere radicalmente de la teoŕıa
Newtoniana de la gravitación. Al contrario que la MC la RG está avalada
experimentalmente tan sólo por unas pocas pruebas.

La RG nos muestra la geometŕıa del mundo en el que vivimos como una
propiedad f́ısica, intimamente ligada a la materia. Siempre hemos trabaja-
do con una geometŕıa continua, y quizá ahora haya llegado el momento de
cuestionar la validez de este postulado. Es posible que al mirar en una escala
suficientemente pequeña descubramos que los objetos geométricos son discre-
tos y que la visión continua de la geometŕıa tan solo es una aproximación. En
este caso encontraŕıamos que cantidades geométricas como áreas, volúmenes,
longitudes, etc. tendŕıan un espectro discreto, es decir, la geometŕıa estaŕıa
cuantizada. Esta visión puede no ser más sorprendente que lo que ocurre
en un átomo de hidrógeno, donde las cantidades f́ısicas como la enerǵıa, el
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momento angular, etc. también están cuantizadas.

Si tomamos las constantes fundamentales de ambas teoŕıas podemos obtener
una constante de longitud, la longitud de Planck

lp =
√

}G/c3 = 1,6× 10−35m

donde } = 1,1 × 10−34J · s es la constante reducida de Planck, G = 6,7 ×
10−11N ·m2 · kg−2 es la constante de Newton y c = 3.00 × 108m · s−1 es la
velocidad de la luz. Como ocurre en otros casos, la presencia de una escala
caracteŕıstica indica un comportamiento diferente en las regiones por encima
y por debajo de esta escala.1 Entonces, para distancias del orden de la lon-
gitud de Planck o inferiores, los aspectos discretos de la geometŕıa jugaŕıan
un papel importante y es posible que aparezcan nuevos fenómenos f́ısicos,
seguramente algunos inesperados porque por ahora no tenemos resultados
experimentales en este campo.

La gravedad es una de las cuatro interacciones fundamentales de la natu-
raleza. Una caracteŕıstica importante que la distingue de las demás interac-
ciones es que afecta a toda forma de materia y enerǵıa de la naturaleza. Más
aún, actúa con la misma intensidad sobre todas las formas de materia y e-
nerǵıa. Incluso la luz siente su efecto: se ha observado que su trayectoria es
desviada en los alrededores de un cuerpo muy masivo. Nada escapa a su al-
cance y, a pesar de ser la interacción fundamental más débil de la naturaleza,
es la fuerza dominante a grandes distancias.

La RG es hasta el momento la teoŕıa que mejor explica el comportamiento de
los cuerpos bajo la interacción gravitacional, pues ella recoge esa propiedad
del campo gravitacional: todos los cuerpos caen del mismo modo bajo la ac-
ción de la gravedad independientemente de su naturaleza. Localmente el cam-
po gravitacional es indistinguible de un sistema con aceleración constante,
lo cual lleva al Principio de Equivalencia: “Las leyes de la F́ısica son inde-
pendientes del estado de movimiento del observador”[1]. Esto condujo a A.
Einstein a la idea de que el campo gravitacional puede ser descrito geométri-
camente a través de la estructura del espacio-tiempo. Nuestra comprensión
de la gravedad identifica las ecuaciones del campo gravitacional con las ecua-

1Otra situación en la que se espera que los efectos cuánticos sean importantes es cuando
la curvatura escalar de Ricci sea del orden del inverso del cuadrado de la longitud de Planck:

R ≈ l−2
p ≈ 3, 828 · 1069m−2
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ciones geométricas para el espacio y el tiempo. El Principio de Equivalencia
implica que dichas leyes deben ser descritas de manera covariante, es decir,
independiente del sistema de coordenadas. Es claro entonces que la formu-
lación covariante es natural y permite expresar a la interacción de la materia
con la geometŕıa de manera elegante:

Gµν = 8πT µν

La forma covariante de las ecuaciones de Einstein tiene una caracteŕıstica
importante, es que algunas de estas ecuaciones representan constricciones (o
ligaduras) en las variables dinámicas, estas se relacionan con las identidades
de Bianchi

∇νG
µν = 0

que expresan que las constricciones se preservan cuando se satisfacen las
ecuaciones dinámicas.

Bajo ciertas condiciones generales acerca de la materia puede demostrarse la
existencia de singularidades en el tiempo, o en el pasado o en el futuro. Esto
está demostrado con rigor matemático en los famosos teoremas de singula-
ridad de R. Penrose y S.W. Hawking. Observaciones como las reflejadas por
el fondo cósmico de microondas indican que el Universo tiene la suficiente
materia como para haber producido una singularidad, de acuerdo con los teo-
remas, en el pasado que podŕıa interpretarse como el comienzo del mismo. El
rango de enerǵıas de los procesos f́ısicos que tuvieron lugar en los momentos
cercanos posteriores al comienzo del Universo están por encima del rango de
validez de la teoŕıa clásica de la Relatividad General. Normalmente cuando se
llegan a enerǵıas tan elevadas la intuición f́ısica induce a considerar la teoŕıa
cuántica de la interacción. Esto ocurre en todas las interacciones conocidas.
Por eso el Universo en sus primeros momentos debeŕıa ser descrito a través
de una teoŕıa cuántica de la gravedad donde la Relatividad General pueda
aparecer como el ĺımite clásico de esta teoŕıa. Los intentos de describir la
gravedad mediante una teoŕıa cuántica han sido numerosos. Los primeros tu-
vieron lugar en los años 30, cuando los postulados y objetivos de la Mecánica
Cuántica estaban muy recientes.

La idea más difundida entre la comunidad cient́ıfica es que todas las interac-
ciones fundamentales deben ser descritas por una teoŕıa cuántica de campos.
Hoy en d́ıa tres de las cuatro interacciones fundamentales (interacción elec-
tromagnética, interacción fuerte e interacción débil) vienen descritas por un
modelo cuántico que las engloba. Este modelo se llama modelo estándar y
fue presentado por S.L. Glashow, S. Weinberg y A. Salam a principios de
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1970. La teoŕıa unificada de la interacción electromagnética y la interacción
débil fue descrita por S. Weinberg y A. Salam; la interacción fuerte descrita
por la teoŕıa de la Quantum Chromodynamics (Cromodinámica Cuántica)
se debe a H. Georgi y S.L. Glashow. La única interacción que se resiste a ser
descrita en una teoŕıa unificada completa es la gravedad.

Los primeros intentos de construir una teoŕıa cuántica para el campo gravi-
tacional fueron presentados entre 1930 y 1932 en dos art́ıculos debidos a L.
Rosenfeld. Curiosamente son anteriores a los primeros intentos de cuantizar
el campo electromagnético debidos también a L. Rosenfeld junto con N. Bohr.

Por otro lado, en 1932 E. Schrödinger estudió los efectos de la gravedad sobre
campos cuánticos. Fue el primer intento de hacer una teoŕıa semiclásica de la
gravedad como ya se conoćıa, a falta de una teoŕıa cuántica completa, para la
interacción electromagnética. El objeto de estudio en un modelo semiclásico
es el efecto que produce un campo externo clásico, que no será objeto de
cuantización (electromagnetismo o gravedad), sobre otros campos cuánticos
de materia como por ejemplo campos escalares (de esṕın cero) o campos de
Dirac (de esṕın semientero). Además W. Pauli y M.E. Fierz establecieron
que el esṕın del cuanto de gravedad (gravitón) deb́ıa ser igual a 2.

Durante los años posteriores a la segunda guerra mundial la idea dominante
consist́ıa en imitar los procedimientos que hab́ıan tenido éxito en la construc-
ción de las teoŕıas cuánticas de otras interacciones. El electromagnetismo
se hab́ıa cuantizado con éxito mediante dos procedimientos: el formalismo
canónico y el formalismo de integrales de trayectoria. Para la interacción
electromagnética los dos métodos son equivalentes.

Sin embargo en Relatividad General la diferencia entre los dos procedimien-
tos es profunda. La razón es la misma que separa la Relatividad General de
las demás teoŕıas de campos en el espacio de Minkowski y complica el análisis
de todos los resultados: en Relatividad General no tenemos una geometŕıa
que sustente la teoŕıa, es la teoŕıa la que define la geometŕıa. El espacio no
está dado a priori, es el producto final de su evolución. El campo gravita-
cional (la métrica del espacio-tiempo) describe tanto los aspectos dinámicos
de la gravedad como la estructura geométrica del espacio-tiempo en śı mis-
mo. De hecho para introducir los conceptos básicos de causalidad, tiempo y
evolución deben resolverse primero las ecuaciones dinámicas y construir el
espacio-tiempo. Por ejemplo para encontrar si un dato inicial dado lleva a la
aparición de un agujero negro debe obtenerse primero su evolución maximal
y, usando la estructura causal determinada por esa solución, preguntarse
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si el futuro infinito nulo tiene un ĺımite pasado. En la teoŕıa cuántica, los
problemas son más serios, cuantizar el campo gravitacional es equivalente
a cuantizar la estructura del espacio-tiempo. En la teoŕıa cuántica de una
sola part́ıcula, debido al principio de incertidumbre, su trayectoria no puede
ser conocida ya que la evolución temporal produce sólo una amplitud de
probabilidad de presencia de la part́ıcula en una región del espacio más que
una trayectoria. Similarmente puede decirse en gravedad cuántica: después
de evolucionar desde un estado inicial con una geometŕıa bien determinada
no se estará en un espacio-tiempo fijo. Sólo podrá decirse que hay una cierta
amplitud de probabilidad respecto a una geometŕıa. Por lo tanto, en ausen-
cia de una geometŕıa determinada, es una contradicción introducir nociones
básicas como causalidad, tiempo, etc. Además hay un problema relativo al
distinto papel que juega el tiempo en la formulación hamiltoniana de una
teoŕıa cuántica de campos y en Relatividad General. En Relatividad General
no existe una elección del tiempo privilegiada. Esto significa que dicha elec-
ción no debe reflejarse en las predicciones f́ısicas de la teoŕıa. Sin embargo en
la teoŕıa cuántica de campos sólo se pueden hacer predicciones f́ısicas cuando
el tiempo pueda separarse del resto de las variables de configuración.

A principios de los años 50 se comenzó a construir la formulación hamiltonia-
na de la Relatividad General para que a partir del hamiltoniano se pudiera
hacer la cuantización de la teoŕıa. A partir de entonces P.A.M. Dirac en la
Universidad de Cambridge por un lado y P.G.Bergmann en la Universidad
de Syracuse por otro, comienzaron a desarrollar un método de cuantizar la
gravedad mediante el procedimiento canónico a pesar de los problemas men-
cionados en el apartado anterior. Definieron los operadores fundamentales de
la teoŕıa, y a través de sus relaciones de conmutación llegaron a obtener el
principio de incertidumbre para este sistema. La noción de causalidad viene
dada en este procedimiento por el hecho de que ciertos operadores conmutan
sobre una variedad espacial de 3 dimensiones fija, es decir, el espacio tridi-
mensional para un instante de tiempo dado. En contextos donde la geometŕıa
espacial tridimensional es asintóticamente plana, es decir, en los casos donde
no hay fuentes de campo en el infinito, el movimiento generado por el hamil-
toniano puede interpretarse como la evolución temporal del sistema. Dirac y
Bergman hicieron énfasis en el carácter geométrico de la Relatividad Gene-
ral, manteniendo la fusión de la geometŕıa y la gravedad.

Asociado al hecho de que no se puedan separar los grados de libertad dinámi-
cos de las variables de configuración aparece el siguiente problema en este
método de cuantizar la gravedad: las ecuaciones de la Relatividad General
no son todas independientes sino que existen ecuaciones que las relacionan.
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Definen por lo tanto un sistema ligado y hasta entonces, a principios de los
50, no se conoćıa un método general que desarrollara una teoŕıa cuántica para
sistemas con ligaduras. Dirac se dedicó durante esta década a desarrollar una
teoŕıa cuántica general adecuada a sistemas ligados [2].

Un aspecto importante es que, a pesar del alto grado estético que da la for-
mulación covariante a las ecuaciones de Einstein, en la práctica el aislar a las
ecuaciones con contenido dinámico de las que son constricciones se ve obs-
curecido precisamente por esta forma covariante de expresarlas. Una manera
de desentrañar la dinámica de la Relatividad General consiste en verla como
un problema de Cauchy, es decir, analizar la dinámica como la evolución de
una superficie tridimensional donde estén definidos los campos.

En 1962 R. Arnowitt, S. Deser y C.W. Misner, usando los métodos pioneros
de Dirac y Bergmann obtuvieron una formulación hamiltoniana (conocida
como formulación ADM [3]) satisfactoria de la Relatividad General. Los in-
tentos de cuantizar la teoŕıa clásica de la Relatividad General a partir de
esta formulación hamiltoniana fueron realizados a partir de 1965 por B.S.
DeWitt y K. Kuchar. Antes de explicar los éxitos y problemas de esta teoŕıa
vamos a sintetizar el programa de cuantización en el procedimiento canónico.

La formulación ADM de la Relatividad General desarrollada por R. Arnowitt,
S. Deser y C. Misner tomó su forma completa a principios de los años 60.
En el procedimiento canónico inicialmente se escribe la teoŕıa clásica en su
forma hamiltoniana y se identifican las variables canónicas conjugadas. Una
vez identificadas se sustituyen las variables canónicas por operadores que
cumplan las relaciones canónicas de conmutación. Los estados cuánticos del
sistema vendrán descritos por un espacio lineal de funciones de onda y por
el álgebra de operadores definido sobre este espacio. El hamiltoniano clásico,
después de sustituir las variables canónicas por sus operadores asociados, se
convierte en un operador sobre el espacio de las funciones de onda de modo
que se obtiene una ecuación dinámica similar a la ecuación de Schrödinger
para la función de una part́ıcula. Para finalizar se define un producto interno
sobre el espacio de las funciones de onda, soluciones de la ecuación citada an-
teriormente; esto define un espacio de Hilbert, que lleva a una interpretación
probabiĺıstica de las funciones de onda.

El procedimiento de cuantización es complicado debido a la presencia de li-
gaduras. Estas ligaduras son tratadas en el método ADM según la teoŕıa de-
sarrollada por Dirac [2]. Se separa el espacio-tiempo (supuesto globalmente
hiperbólico) en una familia de superficies de Cauchy de 3 dimensiones es-
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paciales y en una coordenada temporal. Se elige como variable dinámica
fundamental la métrica asociada a estas geometŕıas tridimensionales. Con
esta separación 3 + 1 del espacio-tiempo se calculan todos los objetos rele-
vantes en la Relatividad General como la curvatura extŕınseca, el tensor de
Weyl, etc. separando expĺıcitamente la parte temporal de la parte dependien-
te de las geometŕıas tridimensionales, como mencionamos anteriormante se
plantea ahora la cuestión de si la Relatividad reformulada de este modo tiene
respuesta al t́ıpico problema de Cauchy, a saber, si con datos iniciales ade-
cuados existe una única solución para las ecuaciones relativistas que depende
de forma continua de dichos datos. La respuesta, en principio, es negativa
a causa de la covariancia bajo difeomorfismos en el espacio-tiempo y de las
distintas formas en que un espacio-tiempo puede escindirse en un espacio y
tiempo (es decir, la separación 3 + 1 no es única). Sin embargo, cumplien-
do ciertos requisitos bastante razonables resulta posible construir soluciones
de las ecuaciones gravitacionales relativistas que satisfagan el problema de
Cauchy, como se desprende de los teoremas de Choquet-Bruhat [4].

A partir de la acción de Einstein-Hilbert se calcula el momento canónico
conjugado de la métrica tridimensional. Con estas dos variables, la métrica
tridimensional y su momento canónico conjugado, se escribe el hamiltonia-
no de la gravedad de modo que las ecuaciones de Einstein describen tanto
las ligaduras entre la 3-métrica y su momento canónico conjugado, como las
ecuaciones de evolución de estos campos. La teoŕıa de la Relatividad se in-
terpreta ahora como la teoŕıa dinámica de las geometŕıas tridimensionales.

Debido a las ligaduras, el sistema tiene menos grados de libertad que los
que presentan las diferentes 3-geometŕıas (las geometŕıas espaciales) ya que
éstas están relacionadas a través de la libertad gauge del campo gravitacio-
nal: la invariancia bajo el grupo de difeomorfismos. Por lo tanto el espacio
de configuración es el conjunto de las clases de equivalencia bajo el grupo
de difeomorfismos de las métricas riemannianas sobre esas 3-geometŕıas. A
este espacio se le llamó superespacio. Esta descripción hamiltoniana fue bau-
tizada por J.A. Wheeler como Geometrodynamics [5] y constituye el pun-
to de partida de la cuantización canónica. Las variables y sus momentos
conjugados se sustituyen por operadores. Sobre estos operadores se impo-
nen las relaciones de conmutación que llevan al principio de incertidumbre.
La ecuación dinámica que cumplen los funcionales de las 3-geometŕıas es la
ecuación de Wheeler-DeWitt (ecuación correspondiente a la de Schrödinger
para la gravedad [6]). Ecuación que sólo se ha podido resolver en unos pocos
casos con un alto grado de simetŕıa (llamados modelos de minisuperespacios).
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La mayoŕıa del trabajo en este procedimiento ha sido realizado de manera
meramente formal ya que las ecuaciones cuánticas de la geometrodinámica
involucran productos no regularizados de operadores de valor distribucional.
Incluso a nivel formal, algunos de los principales resultados que se esperaba
obtener permanecen ocultos porque las ecuaciones de ligadura son demasiado
dif́ıciles de resolver. El principal problema que presenta esta forma de traba-
jar es que la teoŕıa de Dirac no da una prescripción general para separar las
variables cinemáticas (tiempo, variables que definen las 3-geometŕıas) de las
variables dinámicas (grados de libertad del sistema), separación indispensa-
ble para poder encontrar los estados f́ısicos del campo gravitacional.

Durante muchos años se ha trabajado en la construcción de una teoŕıa del
“todo” que incluya todas las interacciones que conocemos, aunque por el mo-
mento esta teoŕıa fundamental se resiste. Un paso más modesto hacia este
objetivo es construir una teoŕıa que proporcione una descripción cuántica de
los fenomenos gravitacionales.

Entre 1986 y 1987 A. Ashtekar propuso un nuevo procedimiento canónico
basado en la Geometrodinámica. La principal diferencia con la teoŕıa ADM
es que A. Ashtekar consideró como variables dinámicas fundamentales las
conexiones en vez de las métricas de las geometŕıas tridimensionales (teoŕıa
conocida como Connection Dynamics [7]). Esto añadió nuevas herramien-
tas conceptuales a la teoŕıa que no aparećıan en la geometrodinámica. Las
nuevas variables canónicas simplifican las ecuaciones de campo tanto en la
teoŕıa cuántica como en la estructura hamiltoniana clásica de la Relatividad
General. Con estas simplificaciones pueden resolverse de forma exacta las
ecuaciones cuánticas de ligadura. Este es uno de los principales éxitos del
método de Ashtekar.

La idea de formular la teoŕıa de la gravedad en términos de las conexiones
no era nueva. Las demás interacciones fundamentales entre part́ıculas ele-
mentales tienen lugar a través de part́ıculas intermediarias (bosones gauge),
descritas clásicamente por una conexión. Era natural por lo tanto, intentar
formular la gravedad de forma similar a las demás interacciones consideran-
do una conexión. En los primeros intentos se consideraron nuevas teoŕıas de
la gravedad basadas en una acción de tipo Yang-Mills [8]. Como esta ac-
ción es cuadrática en la curvatura, las ecuaciones que aparecen son de orden
cuártico en la métrica mientras que las ecuaciones de Einstein clásicas son
de orden inferior en la métrica. Se sabe que existen soluciones de las ecua-
ciones obtenidas a través de la acción de tipo Yang-Mills que no lo son de
las ecuaciones de Einstein.
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En el procedimiento seguido por Ashtekar, sin embargo, no cambian las ecua-
ciones del campo gravitacional. La teoŕıa subyacente es la Relatividad Ge-
neral de Einstein. Las ecuaciones de Einstein son reinterpretadas como las
ecuaciones que gobiernan la dinámica de una conexión. La estrategia es via-
ble al menos en Relatividad General en el vaćıo: como el tensor de Riemann
y el tensor de Ricci pueden construirse usando sólo la conexión, la ecuación
de Einstein en el vaćıo puede tomarse como una ecuación para la conexión.
En la forma hamiltoniana, se utiliza la acción de Palatini del formalismo
de tétradas y unas conexiones autoduales complejas definidas a través de
las conexiones de Lorentz sobre la variedad espacio-tiempo (veáse la Parte
III del Caṕıtulo 5 de [8]). Definiendo como variables de configuración estas
conexiones autoduales y sus momentos conjugados, las ecuaciones de Eins-
tein se simplifican considerablemente, ya que las ecuaciones de ligadura y
las ecuaciones dinámicas son polinomios de estas variables canónicas. Aún
aśı aparece una ligadura como consecuencia de que las variables utilizadas
son complejas. Las ecuaciones de ligadura, escritas de esta forma, pueden
resolverse exactamente constituyendo un avance considerable frente a la geo-
metrodinámica.

La cuantización de la teoŕıa de Ashtekar fue llevada a cabo por T. Jacob-
son, L. Smolin, C. Rovelli y por el propio A. Ashtekar a finales de los 80.
No discutiremos aqúı el programa de cuantización, sólo diremos que no ha
sido completado aún, debido a que algunos problemas no han podido solu-
cionarse hasta ahora. Sin embargo el avance frente al programa de cuanti-
zación canónica desarrollado a partir de la geometrodinámica ha sido muy
grande.

En gravedad 2 + 1, es decir, considerando que la geometŕıa del espacio-
tiempo es tal que su parte espacial tiene sólo 2 dimensiones, E. Witten con-
siguió cuantizar completamente la gravedad [9]. Esta es la única teoŕıa que
lo ha conseguido hasta ahora. A. Achúcarro y P.K. Townsend demostraron
que las teoŕıas de gravedad en 2 + 1 dimensiones pueden ser interpretadas
como una teoŕıa de Chern-Simons. En este caso los grados de libertad del
tensor de Riemann y los del tensor de Ricci coinciden de manera que no
existen ondas gravitacionales como solución de las ecuaciones de campo con
estas dimensiones del espacio f́ısico. Con ello E. Witten escribe la acción
de Einstein-Hilbert de forma topológica, es decir, describiendo el espacio de
forma global, al estilo de las teoŕıas de Chern-Simons que śı se saben cuan-
tizar. Reduce las ecuaciones de ligadura y obtiene un espacio de soluciones
con el que se puede continuar el mecanismo de cuantización. Este espacio
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de soluciones está constitúıdo por los lazos de Wilson, pero al estar con-
siderando sólo 2 dimensiones espaciales se tiene la ventaja de que todas las
geometŕıas son planas bajo una transformación conforme. El desarrollo de
la teoŕıa cuántica de la gravedad no ha finalizado ya que no se sabe si es
posible la generalización de estos resultados, obtenidos en 2 + 1 dimensiones,
al caso f́ısico de dimensión 3 + 1. A pesar de ello se espera que este tipo de
teoŕıas en dimensiones diferentes a las dimensiones f́ısicas ayuden a entender
el comportamiento del Universo real.

El enfoque canónico cuenta con la ventaja de que se trata de un método no
perturbativo y esto es importante en el caso de la cuantización de la gravedad
porque esta teoŕıa presenta problemas insalvables. La tarea de obtener una
teoŕıa general que englobe ambas teoŕıas (RG y MC) es muy compleja. Sin
embargo, los f́ısicos en lugar de atacar el problema en general introducen
algunas simplificaciones para obtener un problema manejable. Si se es ca-
paz de resolver este problema simplificado se obtiene una teoŕıa que describa
efectos cuánticos gravitacionales. En este caso, los resultados que se obtienen
pueden no ser válidos para la teoŕıa completa, y entonces uno se pregunta
si ha servido de algo este proceso. La respuesta es afirmativa porque en el
modelo simplificado se tienen problemas similares a los de la teoŕıa completa
y al solucionar estas dificultades se desarrolla una cierta intuición para tratar
de atacar la teoŕıa general, tanto para resolver las dificultades matemáticas
como las conceptuales.

Después de los comentarios anteriores podemos decir que la formulación ha-
miltoniana de la R.G. fue desarrollada para poder lograr la cuantización de la
gravedad mediante el método de Dirac y debido a las dificultades presentadas
por éste se debieron desarrollar otros formalismos como el de Ashtekar, lo
importante aqúı es que el formalismo canónico forma parte de los fundamen-
tos de muchos temas de investigación en la F́ısica actual. Este formalismo ha
tenido un desarrollo continuo a lo largo de sus más de 50 años de existen-
cia; sin embargo, el interés por parte de la comunidad de f́ısicos téoricos en
la realización de investigaciones sobre aplicaciones del formalismo canónico
ha sufrido altibajos. Desde mediados de los años ochenta ha habido nue-
vamente un creciente interés tanto en el formalismo mismo, como en sus
aplicaciones en diferentes áreas. Por mencionar algunos ejemplos: ha servido
como base para el desarrollo de las variables de Ashtekar [7]; se ha utilizado
en problemas relacionados con la cuantización de la gravedad por medio de
integrales de trayectoria [6]; ha servido como medio para determinar, por
métodos numéricos, soluciones a las ecuaciones de Einstein [10]; ha sido la
base para el desarrollo de la teoŕıa del espacio de espacios (conocida como
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geometrodinámica [5]), la fijación del gauge para espacios-tiempos con dos
vectores de Killing y las soluciones a sistemas gravitacionales con simetŕıas
como son las ondas gravitacionales planas, aparece en la teoŕıa de la gravedad
de Hor̂ava, además de una forma totalmente análoga se puede hacer la sep-
aración 3 + 1 de las ecuaciones de Maxwell [11].

Por tanto, dada la importancia que ha adquirido la formulación canónica,
aunado al hecho de que aún no se tiene, hasta donde pude investigar, una
exposición introductoria clara y completa del formalismo y de algunas de
sus aplicaciones, es que decid́ı elaborar el presente trabajo que pretende ser
una base introductoŕıa para que las nuevas generaciones entiendan las bases
de dicha teoŕıa y puedan realizar trabajos de investigación en esta área de
manera temprana. De este modo, en las páginas siguientes se tratará de dar
una introducción lo más accesible posible a la formulación hamiltoniana de
la Relatividad General tratando de ordenar lo mejor posible los resultados
más importantes y realizando la gran mayoŕıa de los cálculos (los cuales no
se exponen en los art́ıculos sobre el tema a excepción del art́ıculo de Corichi
[12]) para llegar a las ecuaciones más importantes en esta teoŕıa. Los art́ıcu-
los de Giulini [13], de Bertin [14] y el Caṕıtulo 4 de la Sección 3 del libro de
Baez y Muniain [8] sirvieron de base para la elaboración de este trabajo.

Abordaremos el estudio de la teoŕıa hamiltoniana de la Relatividad General
en tres dimensiones debido a mi interes en la cuantización de la gravedad
(2 + 1), aunque los resultados valen para cuatro dimensiones simplemente
cambiando el término superficie por el de hipersuperficie, es claro que el
objetivo final será escribir el hamiltoniano gravitacional y mencionar los pro-
blemas al intentar cuantizar la teoŕıa mediante el formalismo de Dirac.

A continuación vamos a explicar como está organizado el material de esta tesis:
En el Caṕıtulo 2 daremos los conceptos básicos de Geometŕıa Diferencial
necesarios para una mejor comprensión de los temas desarrollados en los
caṕıtulos subsecuentes. Se darán las definiciones de variedad diferenciable,
espacio tangente y espacio dual y los conceptos de curvatura y torsión en
una variedad con métrica.

Este caṕıtulo se incluye debido a que se pretende que el texto sea auto-
contenido (aunque ningún texto lo es) y aunque en general se presenta un
resumen de los resultados más importantes, incluimos la bibliograf́ıa nece-
saria para profundizar más en los conceptos si aśı se desea.

En el tercer Caṕıtulo se presenta la geometŕıa de las superficies. Iniciamos
definiendo lo que es una variedad espacio-tiempo, después presentamos la
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definición de un encaje de una superficie en una variedad de dimensión 3, se
definen los mapeos pull-back y push-forward. Definimos el operador de for-
ma y la curvatura extŕınseca, después se hace la descomposición ortogonal
del espacio tangente a la variedad 3-dimensional y se definen los operadores
de proyección ortogonal y tangente, fundamentales para extender los objetos
geométricos definidos en la superficie a la variedad. Encontramos la ecuación
que relaciona la conexión de la superficie con la de la variedad, conocida co-
mo ecuación de Gauss.

Terminamos este caṕıtulo dando la descomposición del tensor de Riemann
del espacio-tiempo en términos de cantidades relativas a la superficie, estas
son las ecuaciones de Gauss-Codazzi y de Codazzi-Mainardi.

En el Caṕıtulo 4 estudiamos la geometŕıa de las foliaciones, definimos la
función lapse y mediante la derivada de Lie se encuentran las ecuaciones que
“arrastran” a la métrica de la superficie y al proyector tangente através de
todas las superficies de la foliación, finalmente se escribe el escalar de Ricci
del espacio-tiempo en términos de cantidades relativas a la superficie.

Por último dedicaremos el Caṕıtulo cinco a la aplicación de las ecuaciones
desarrolladas en los caṕıtulos anteriores para escribir la descomposición 2+1
de las ecuaciones de Einstein, daremos una breve introducción a las coor-
denadas adaptadas lo cual nos llevará a definir el vector shift, escribiremos
la métrica del espacio tiempo y el escalar de curvatura en términos de la
función lapse y del vector shift para escribir la acción de Einstein-Hilbert
en términos de las variables ADM y con ello obtener el lagrangiano gravi-
tacional, después mediante una transformación de Legendre llegamos a la
expresión final del hamiltoniano gravitacional en función de la métrica de la
superficie y los momentos generalizados.

Finalmente mencionaremos de manera breve los problemas que se enfrentan
al intentar cuantizar la gravedad por el método de Dirac y mencionaremos
algunas de las aplicaciones más importantes de la teoŕıa canónica de la Re-
latividad General.

Se agregan dos Anexos, el primero de ellos está dedicado a la derivada de
Lie de campos tensoriales y el otro está dedicado a la forma de pasar de una
teoŕıa parametrizada a una canónica en el formalismo hamiltoniano.
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Caṕıtulo 2
Elementos de Geometŕıa Diferencial

El objetivo de este caṕıtulo sobre cuestiones de geometŕıa diferencial no es
enseñar éstas a quien se las tope por primera vez: si éste es el caso, resulta
preferible saltárselas. Su modesto objetivo es permitir, a quien ya las ha es-
tudiado alguna vez (aunque, probablemente, con un lenguaje muy diferente)
ubicarlas en el contexto geométrico apropiado.

En el presente caṕıtulo daremos una introducción de los conceptos de topoloǵıa
y geometŕıa diferencial necesarios para construir la formulación canónica de
la relatividad, si se quiere profundizar más en los conceptos de topoloǵıa se
puede revisar [15], para la geometŕıa diferencial ver [16], y para la geometŕıa
riemanniana intŕınseca ver [8], [17], [18] y [16].

2.1. Variedades diferenciables

Intuitivamente la Topoloǵıa es la rama de las matemáticas que estudia las
propiedades de los objetos que se conservan cuando estos se deforman sin
“cortar”ni “pegar”(con la excepción de que es posible “cortar”si luego se
“pega”por el mismo sitio). Por ejemplo, la superficie de una bola es topológi-
camente equivalente a la de una pelota de futbol o la de una barra, aunque
no lo es a la de un toro, puesto que este último tiene un agujero. En la
presente sección estudiaremos algunos preliminares topológicos, que pueden
encontrarse en cualquier libro elemental de topoloǵıa [15].

Definición 2.1.1 Sea M un conjunto arbitrario y τ ⊂ 2µ una colección de
subconjuntos de M, entonces (M, τ) se llama espacio topológico, si y sólo
si:

1. φ ∈ τ y M ∈ τ.

2. Si U1, ..., Un ∈ τ =⇒
n⋂
i=1

Ui ∈ τ.

15
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3. {Uα}α∈Λ ⊂ τ =⇒
⋃
α∈Λ

Uα ∈ τ.

Definición 2.1.2 Si (M, τ) es un espacio topológico, entonces:

1. τ se llama topoloǵıa en M.

2. U ∈ τ se llama abierto en M.

3. V ⊂M se llama cerrado ⇐⇒ V
′
:= M − V ∈ τ.1

4. Si x ∈ U ∈ τ entonces U se llama vecindad de x.

El concepto de homomorfismo es la forma rigurosa de expresar la idea de
cuando dos espacios topológicos son “equivalentes” y que tratábamos de
apuntar con ideas intuitivas al principio de esta sección, como las de que
dos espacios topológicos son “equivalentes” si cada espacio se puede obte-
ner uno de otro deformando sin cortar ni pegar.2 Dos espacios topológicos
homeomorfos poseen las mismas propiedades topológicas.

Definición 2.1.3 Sean (M1, τ1), (M2, τ2) espacios topológicos, sea U ∈ τ1,
V ∈ τ2 y ϕ : U −→ V continua, entonces ϕ se llama homomorfismo de U
a V, si y sólo si:

ϕ−1 : V −→ U existe y es continua.

Si U = M y V = N entonces M y N se llaman homomorfos.3

El concepto de variedad diferenciable [16] es la generalización del concepto
de superficie en R3 .

Definición 2.1.4 Una variedad diferenciable de dimensión n es un conjunto
M y una colección de funciones inyectivas ϕα : Uα ⊂ R −→ M de abiertos
Uα a M tales que:

1.
⋃
α

ϕα(Uα) = M

2. Para cada par α, β con ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) = W 6= ∅, los conjuntos
ϕ−1
α (W ) y ϕ−1

β (W ) son abiertos de R y las funciones ϕ−1
β ◦ϕα : Rn −→

Rn son diferenciables.

1V
′

denota el complemento de V.
2Otro concepto relevante en este contexto es el de equivalencia homotópica, en el que

no entraremos.
3Como ϕ−1 es uno a uno, cada abierto se mapea en un abierto, entonces ambas

topoloǵıas son equivalentes.
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3. La familia {(Uα, ϕα)} que cumple 1 y 2 es llamada estructura diferen-
ciable y es maximal relativo a las condiciones 1 y 2.

Una estructura diferenciable en un conjunto M induce una topoloǵıa natural
en M. Es suficiente definir A ⊂M como un abierto en M si y sólo si ϕ−1

α (A∩
ϕα(Uα)) es un abierto de Rn ∀α. Es fácil verificar que estos abiertos cumplen
los axiomas de espacio topológico. Por supuesto que la topoloǵıa natural de M
puede ser completamente extraña, esto puede pasar si uno (o ambos) axiomas
siguientes no se cumplen.

Axioma 2.1.5 Axioma de Hausdorff. Dados dos puntos distintos de M
existen vecindades de esos dos puntos que no se intersectan, es decir

∀x1, x2 ∈M , x1 6= x2 ∃nU1, U2 ∈ τ tales que x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 y

U1 ∩ U2 = ∅.

Se dice entonces que M es un espacio T2 o espacio de Hausdorff

Axioma 2.1.6 Axioma de la base contable. M puede cubrirse por un
número contable de vecindades coordenadas (se dice que M tiene una base
contable), es decir, puede cubrirse por medio de una cubierta abierta U de
M, que es una colección de abiertos de M cuya unión es todo M.

El axioma de Hausdorff es esencial para la unicidad del ĺımite de una suce-
sión y el axioma de la base contable es esencial para la existencia de una
partición de la unidad. Estos axiomas son esenciales, por ejemplo, para saber
si una variedad puede ser inmersa o encajada en algún espacio euclidiano.
Un resultado fundamental en esta dirección es el teorema de Whitney que
establece lo siguiente: cada variedad diferenciable (que cumple los axiomas
anteriores) de dimensión n puede ser inmersa en R2n y encajada en R2n+1

[17]. Para la definición de una métrica riemanniana (que haremos en una sec-
ción posterior) es necesario que nuestra definición de variedad cumpla estos
dos axiomas4, por ello establecemos la definición clásica de variedad diferen-
ciable que será la que ocuparemos en el resto de este trabajo.

4Esto es para no complicar las cosas pues se puede demostrar que toda variedad dife-
renciable (definición 2.1.4) tiene una métrica riemanniana, para ello se toma una partición
de la unidad de M
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Definición 2.1.7 Variedad Diferenciable.

1. (M, τ) Se llama variedad diferenciable de clase Ck y dimM = n si
y sólo si:

a) M es un espacio de Hausdorff.

b) Φ es una colección de funciones (fig. 2.1.1) tales que:

1) {Domϕ/ϕ ∈ Φ} es una cubierta abierta de M.

2) ∀ϕ ∈ Φ, ϕ es un homomorfismo a un abierto de Rn

3) ∀ϕ, ψ ∈ Φ tal que (Domϕ) ∩ (Domψ) 6= ∅ =⇒
ψoϕ−1 : ϕ(Domϕ ∩Domψ) ∈ Rn −→ Rn es de clase Ck.

2. Φ se llama Atlas y sus elementos se llaman cartas.

Figura 2.1.1: Dos cartas que se traslapan suavemente. Aqúı U = Domϕ y
V = Domψ

Un concepto fundamental en la teoŕıa de variedades diferenciables es el de
orientación.

Definición 2.1.8 Una variedad diferenciable M es orientable si y sólo si
admite un atlas tal que para cada par de abiertos U , V no disjuntos de coor-
denadas {xα} y {yα}, el jacobiano J = det(∂xµ/∂yν) es positivo.

Definición 2.1.9 Sea (M,Φ) una variedad diferenciable de clase Ck y de
dimM = n. Si para cada homomorfismo, ψ : U ⊂M −→ Rn tal que ∀ϕ ∈ Φ:

ϕoψ−1 : ϕ(Domϕ ∩Domψ) −→ Rn ∈ Ck
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ψoϕ−1 : ψ(Domϕ ∩Domψ) −→ Rn ∈ Ck

con Domϕ∩Domψ 6= ∅. Resulta que ψ ∈ Φ, entonces a Φ se le llama atlas
maximal.

A una carta ϕ ∈ Φ en M, también se le llama sistema local de coorde-
nadas en M o parametrización de M en p.

Ejemplo 2.1.10 Proyección estereográfica de la esfera.

La esfera S2 con su topoloǵıa heredada de R3, es una variedad diferenciable
2-dimensional real que tiene dos cartas,

C1 = (U1,Φ+), con U1 = {S2/{0, 0, 1}}, el homomorfismo y su inverso son:

Φ+(x, y, z) =
1

1− z
(x, y) Φ−1

+ (x, y) =
1

1 + x2 + y2
(2x, 2y, x2+y2−1)

La otra carta (que elimina el polo sur) es C2 = (U2,Φ−), el homomorfismo y
su inversa son

Φ−(x, y, z) =
1

1 + z
(x, y) Φ−1

− (x, y) =
1

1 + x2 + y2
(2x, 2y,−x2−y2+1)

entonces U1 ∪ U2 = S2 y Φ+, Φ− son homomorfismos. A Φ+ se le llama
proyección estereográfica desde el norte y a Φ− desde el sur.

Notas al concepto de variedad diferenciable.

1. Si en lugar de considerar espacios localmente homomorfos a Rn los con-
sideramos localmente homomorfos al semiplano superior Rn

+ = {(x0, . . .
, xn) | xµ ≥ 0} entonces podemos hablar de una variedad diferenciable
con frontera [17]. De los puntos que, en alguna vecindad coordena-
da, tienen su última coordenada nula se dice que están en la frontera.
Obsérvese que el concepto de diferenciabilidad entre abiertos de Rn se
extiende naturalmente a abiertos de Rn

+. Análogamente, si se toman ho-
momorfismos con abiertos de {(x0, . . . , xn) | xµ ≥ 0 ∀µ ∈ {0, . . . , n}}
y con cambios de carta diferenciables entonces hablamos de variedad
diferenciable con frontera a pedazos.

2. Si en lugar de considerar espacios localmente homomorfos a Rn los
consideramos localmente homomorfos a Cn, con cambios de cartas di-
ferenciables, entonces tendremos una variedad compleja de dimensión
(compleja) n.
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3. En general, los posibles estados de un sistema f́ısico (no cuántico y
discreto) tienen intŕınsecamente una estructura de variedad diferencia-
ble de dimensión n (= número de “grados de libertad” del sistema).
Más concretamente, en F́ısica (Mecánica, Termodinámica, Relatividad,
etc.) es frecuente suponer, al menos impĺıcitamente, que el conjunto M
de los estados de un sistema f́ısico5 admite para cada estado un sub-
conjunto U ⊆ M que contiene a dicho estado y una función biyectiva
ϕ : U ⊆ M −→ V ⊆ Rn, esto es, podemos describir ese estado en
función de coordenadas en un abierto V de Rn. Más aún, se supone
que los cambios de coordenadas son diferenciables.

Definición 2.1.11 Sea (M,Φ) una variedad diferenciable de clase Ck y de
dimensión n, sea ϕ ∈ Φ un sistema local de coordenadas en U ⊂ M , defini-
mos:

1. La µ-ésima función coordenada en Rn:

rµ : Rn −→ R, tal que (a0, ..., an) 7−→ aµ

2. La µ-ésima función coordenada del sistema de coordenadas
ϕ como:

xµ := rµ ◦ ϕ.

Definición 2.1.12 Sea (M,Φ) una variedad diferenciable de clase Ck y di-
mensión n. Sea W ⊂ M un abierto y f : W −→ R, entonces f se llama
función diferenciable de clase C l (l ≤ k) si y sólo si:

∀p ∈ W ∃Up y ϕ : U −→ Rn ∈ Φ tal que foϕ−1|W∩U ∈ C l.

2.2. Vectores tangentes

En esta sección vamos a construir los vectores tangentes a una variedad di-
ferenciable. Esta construcción tiene varios objetivos, pero el más importante
es que con los vectores tangentes podemos construir un espacio vectorial en

5En el caso de la Relatividad el sistema f́ısico seŕıa el espacio-tiempo, y sus “estados”
los “eventos”.
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cada punto de la variedad, a este espacio se le llama el espacio tangente. Es
necesario construir tantos vectores base del espacio tangente a la variedad
como la dimensión de ésta, es decir, tantos como la dimensión del espacio
Rn al cual la variedad diferenciable es homomorfa. Ya construido el espacio
tangente podemos construir el dual a este espacio vectorial, es decir, el espacio
de las transformaciones lineales en el espacio tangente, a este espacio se le
llama el espacio dual (cotangente) de la variedad.

Definición 2.2.1 Una curva de clase Ck en una variedad M, es una fun-
ción:

α : (a, b) ⊂ R −→M tal que ∀ϕ ∈ Φ ϕoα : (a, b) −→ Rn es de clase Ck

Sea la función f : M −→ R de clase Ck con k ≥ 1, entonces la función
compuesta foα : I = (a, b) −→ R (tal que: t 7→ f(α(t))) tiene derivada bien
difinida, ésta es la razón de cambio de f a lo largo de la curva. Dada otra
curva β(s) que pase por un punto en común p = α(t0) = β(s0), decimos que
α y β tienen la misma velocidad en p si y sólo si:

∀f : M −→ R tal que
d

dt
(foα)

∣∣∣
t=t0

=
d

dt
(foβ)

∣∣∣
s=s0

(2.2.1)

Consideremos en adelante una variedad diferenciable de dimensión n y fijemos
un punto p ∈M . Sea

Cp := {γ : [−εγ, εγ] −→M | εγ > 0, γ(0) = p y γ es diferenciable}

esto es, Cp es el conjunto de curvas contenidas en M que pasan por p donde,
para simplificar el lenguaje, suponemos que cada curva pasa por p en 0 y
está definida en alguna vecindad abierta simétrica de 0.

Establecemos en Cp una relación de equivalencia como sigue. Diremos que
dos curvas α, β ∈ Cp son equivalentes si para alguna vecindad coordenada
(U,ϕ = (x0, . . . , xn)) de p se verifica (2.2.1), es decir, las curvas son equiva-
lentes si coinciden los vectores tangentes en Rn de ambas curvas vistas en
coordenadas.

Lema 2.2.2 Sea ϕ una carta coordenada arbitraria cuyo dominio incluye a
p, donde las coordenadas de p son ϕ(p) = xµ(p), entonces la ecuación (2.2.1)
se satisface, si y sólo si

∀µ = 0, . . . , n
d

dt
(xµoα)

∣∣∣
t=t0

=
d

ds
(xµoβ)

∣∣∣
s=s0

(2.2.2)
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Demostración.

=⇒) es trivial.

⇐=) Escribimos foα = foϕ−1oϕoα = (foϕ−1)o(ϕoα), entonces

d

dt
(foα) =

n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(foϕ−1)

] d
dt

(ϕoα) =
n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ))

] d
dt

(ϕ(α(t)))

=
n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ)))

] d
dt
xµ(α(t))

similarmente:

d

dt
(foβ) =

n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ)))

] d
ds
xµ(β(s))

por lo tanto,
d

dt
xµ(α(t)) =

d

ds
xµ(β(s)) �

Teorema 2.2.3 Si dimM = n,6 entonces TpM es un espacio vectorial de
dimensión n.

Demostración.

1. P.D. TpM es un espacio vectorial.

Sean Xp, Yp ∈ TpM , a ∈ R =⇒ por definición ∃n α, β : I ⊂ R −→ M
tales que: α(t0) = β(t0) = p, α̇p = Xp y β̇p = Yp.

Definimos:

a) ν : I ⊂ R −→ Rn, tal que: t 7→ ϕoα + ϕoβ

b) ν : I ⊂ R −→M , tal que:

t 7→ (ϕ−1oν)(t) = ϕ−1[ϕ(α(t)) + ϕ(β(t))]

6Denotamos la dimensión n de una variedad diferenciable M como dimM = n
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entonces:

ν̇p[f ] =
d

dt
(foν)p =

d

dt
[foϕ−1oϕoν]p =

n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ)))

d

dt
xµ(ν(t))

]

=
n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ))

] d
dt
xµϕ−1[ϕ(λ(t)) + ϕ(µ(t))]

=
n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ))

] d
dt

[ϕ(λ(t)) + ϕ(µ(t))]

=
n∑
µ=0

[ ∂

∂xµ
(f(ϕ−1(xµ))

][ d
dt
ϕ(λ(t)) +

d

dt
(ϕ(µ(t))

]
por lo tanto:

ν̇p[f ] =
d

dt
(foλ)p +

d

dt
(foµ)p = Xpf + Ypf (2.2.3)

es decir, ∃ν : I ⊂ R −→M que pasa por p, tal que:

ν̇p[f ] = (Xp + Yp)f

lo cual implica que Xp + Yp ∈ TpM .

Es trivial demostrar que si a ∈ R, entonces aXp ∈ TpM . Lo cual de-
muestra que TpM es un espacio vectorial.

2. P.D. dim(TpM) = n

a) P.D. dim(TpM) ≥ n, es decir que los λ̇σ son linealmente indepen-
dientes (l.i.).

Sea ϕ una carta de coordenadas xµ y definimos n curvas λσ(t)
(σ = 0, . . . , n) de la siguiente manera:

ϕ(λσ(t)) = (x0(p), . . . , xσ−1(p), xσ(p) + t, xσ+1(p), . . . , xn(p))

con el punto p ∈ λσ(0), entonces:

(λ̇σf)p =
d

dt
(foλσ)p =

d

dt
[(foϕ−1)o(ϕoλσ)]p
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=
n∑
µ=0

∂

∂xµ
(foϕ−1)

d

dt
(xµoλσ) =

n∑
µ=0

∂

∂xµ
(foϕ−1)δµσ

=
[ ∂

∂xσ
(foϕ−1)

]
p

por lo tanto:

(λ̇σf)p =
[ ∂

∂xσ
(foϕ−1)

]
p

(2.2.4)

Esta última ecuación justifica utilizar la notación:

λ̇µ(t = 0) :=
( ∂

∂xµ

)
p

:= ∂µ (2.2.5)

Esto muestra que las λ̇σ,s son l.i., es decir, tenemos al menos n
vectores l.i. lo cual implica que dim(TpM) ≥ n.

b) P.D. Cualquier vector se puede escribir como combinación lineal
de estos vectores base.

Sean Xp ∈ TpM , λ(0) = p, entonces:

Xp(f) = (foλ)
′
(0) = (foϕ−1oϕoλ)

′
(0) =

n∑
µ=0

∂

∂xµ
(foϕ−1)(xµoλ)

′
(0)

=
n∑
µ=0

( ∂

∂xµ

)
[f ]Xµ

por lo tanto:

Xp[f ] =
n∑
µ=0

( ∂

∂xµ

)
p
[f ]Xµ (2.2.6)

entonces podemos escribir a Xp como:

Xp =
∑
µ

Xµ
( ∂

∂xµ

)
p

(2.2.7)

donde Xµ ∈ R son las componenetes del vector. Por lo tanto
dim(TpM) ≤ n, entonces dim(TpM) = n �

De la ecuación (2.2.7) sabemos que Xµ son las componentes de Xp con res-
pecto a la base λ̇p.
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No hay que confundir el operador diferencial ∂µ en Rn con el vector (∂µ)p ∈
TpM , la ecuación(2.2.4) nos da la relación entre ellos.

Lema 2.2.4 (Regla de Leibnitz) Sean f, g : M −→ R y definimos fg :
M −→ R tal que: p 7→ f(p)g(p) y sea Xp ∈ TpM , entonces:

Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g)

Demostración. Sea λ una curva en M tal que Xp sea tangente a λ en t = 0,
entonces:

Xp(fg) = [(fg)oλ]
′

t=0 =
d

dt
[(fg)oϕ−1oϕoλ]t=0

=
∑
µ

[ ∂

∂xµ
(fg)oϕ−1

]( d
dt
xµoλ

)
t=0

=
∑
µ

( ∂

∂xµ
(fg)

)( d
dt
xµoλ

)
t=0

=
∑
µ

[( ∂

∂xµ
f
)
p
g(p) + f(p)

( ∂

∂xµ
g
)
p

]( d
dt
xµoλ

)
t=0

=
∑
µ

( ∂

∂xµ
foϕ−1

)
p

( d
dt
xµoλ

)
g(p) +

∑
µ

( ∂

∂xµ
goϕ−1

)
p

( d
dt
xµoλ

)
f(p)

= (Xpf)g(p) + f(p)Xp(g). �

Ahora estamos en condiciones de establecer nuestra última definición de vec-
tor tangente.

Definición 2.2.5 Sea M una variedad diferenciable, entonces para cada pun-
to p ∈M un vector tangente en p a M es un mapeo:

α̇p : Ck(M,R) −→ R

f 7−→
[ d
dt

(foα)
]
p

:= (foα)
′

p (2.2.8)

tal que:

1. Es R-lineal.

2. Verifica la regla de Lebnitz para el producto en p.

Llamamos vector tangente, a la curva α(t) en p, a α̇p (fig. 2.2.1) y lo
denotamos por:

α̇p =
(dα
dt

)
p
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Figura 2.2.1: Vector tangente

Podemos hacer las siguientes observaciones:

I. Dada una carta ϕ con coordenadas xµ, las componentes de α̇p con
respecto a la carta son:

α̇p(x
µ) = (xµoα)

′

p =
d

dt
xµ(α(t))

∣∣∣
p

II. Dadas dos curvas α(t), β(s) que pasan por un punto común p,
α̇p = β̇p ⇐⇒ La Ecuación (2.2.1) se satisface ⇐⇒︸︷︷︸

Lema2,2,2

La Ecuación

(2.2.2) se satisface ⇐⇒︸︷︷︸
I

las componentes de α̇p y β̇p son iguales.

III. Al conjunto de todos los vectores tangentes a M en un punto P se le
llama espacio tangente a M en P y se le denota por TpM .

2.3. Álgebra tensorial

En todo espacio vectorial se pueden definir transformaciones lineales que
forman a la vez un espacio vectorial de la misma dimensión, llamado el espacio
dual. Entonces podemos formar el conjunto de transformaciones lineales en el
espacio tangente a una variedad y formar el espacio dual. A este espacio se le
llama espacio cotangente el cual sirve como dominio natural de la Mecánica
Hamiltoniana y a sus elementos, las transformaciones lineales, se les llama
formas.



2. Elementos de Geometŕıa Diferencial 27

Definición 2.3.1 El espacio dual de TpM , denotado por T ∗pM , es el es-
pacio de funciones lineales:

λ : TpM −→ R

El espacio T ∗pM es también un espacio vectorial de dimensión n. A los ele-
mentos del espacio dual se les llama 1-formas.

Ejemplo 2.3.2 Sea f : M 7−→ R una función arbitraria, tomemos Xp ∈
TpM y como Xp[f ] ∈ R podemos definir:

df : TpM ←→ R

tal que:
df(Xp) = Xp[f ] (2.3.1)

Como Xp es un operador lineal, entonces df hereda la linealidad, es decir,
df ∈ T ∗pM . A df se le llama diferencial de f o gradiente de f.

Lema 2.3.3 Sea ϕ una carta de coordenadas {xµ}, entonces {dxµ} forma
una base de T ∗pM con la propiedad de que:

dxµ
( ∂

∂xν

)
= δµν (2.3.2)

Demostración.

1. dxµ
( ∂

∂xν

)
p

=
( ∂

∂xν

)
xµ =

∂

∂xν
(xµoϕ−1)ϕ(p) = δµν

2. P.D. Los dxµ generan.

a) P.D. Los {dxµ} son l.i.

Supongamos que ωµdx
µ = 0 =⇒ (ωµdx

µ)(∂ν)p = 0 =⇒
ωµ[dxµ(∂ν)p] = 0 =⇒ por (2.3.2) ωµδ

ν
µ = 0 =⇒ ων = 0 lo cual

implica que los dxµ son l.i.

b) P.D.Cualquier 1-forma se puede escribir como combinación lineal
de las {dxµ}.
Sea λ ∈ T ∗pM , definimos:

µ = λ− λ
( ∂

∂xµ

)
p
dxµ (2.3.3)
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entonces ∀ν = 0, .., n

µ
( ∂

∂xν

)
p

= λ
( ∂

∂xν

)
p
−
(
λ
( ∂

∂xµ

)
p
dxµ
)( ∂

∂xν

)
p

= λ
( ∂

∂xν

)
p
− λ
( ∂

∂xµ

)
p
δµν = λ

( ∂

∂xν

)
p
− λ
( ∂

∂xν

)
p

= 0

por lo tanto:

λ = λ
( ∂

∂xµ

)
p
dxµ (2.3.4)

�

Para la acción de una 1-forma sobre un vector utilizaremos la notación:

〈λ,Xp〉 := λ(Xp)

De (2.3.4) toda 1-forma se puede escribir como:

λ = 〈λ,
( ∂

∂xµ

)
p
〉dxµ

en particular, para λ = df

〈df,
( ∂

∂xµ

)
p
〉 =

( ∂

∂xµ

)
(foϕ−1)

∣∣∣
p

A continuación comprobamos que toda el álgebra tensorial sobre un espacio
vectorial induce los correspondientes campos y operaciones tensoriales sobre
la variedad.

Definición 2.3.4 Sean V1, · · · , Vr espacios vectoriales sobre R. Un tensor
de orden r en V1 × · · · × Vr es una transformación T : V1 × · · · × Vr −→ R
r-lineal, es decir, para cada i = 1, . . . r; Xi, Yi ∈ Vi y a ∈ R se tiene

T (X1, . . . , aXi+Yi, . . . , Xr) = aT (X1, . . . , Xi, . . . , Xr)+T (X1, . . . , Yi, . . . , Xr)

Los tensores de orden 1 son el espacio dual (que definimos al principio de
esta sección), por ello denotamos como V ∗1 ⊗ · · ·⊗V ∗k al espacio vectorial de
los tensores de orden r en V1 × · · · × Vk. A este espacio se le llama producto
tensorial de V ∗1 , · · · , V ∗k .
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Definición 2.3.5 Si T ∈ V ∗1 ⊗ · · ·⊗ V ∗r y S ∈ V ∗r+1⊗ · · ·⊗ V ∗r+s, definimos
el producto tensorial de T y S como la transformación T ⊗ S ∈ V ∗1 ⊗
· · ·⊗ V ∗r+s dada por

T ⊗ S(X1, · · · , Xr+s) = T (X1, · · · , Xr)S(Xr+1, · · · , Xr+s)

Se puede demostrar que dados V,W espacios vectoriales con bases {ui} y
{vi} y si {u∗i } y {v∗i } son bases de V ∗ y W ∗, entonces {ui⊗ vj} forman una
base para V ∗⊗W ∗ [17].

En las variedades consideraremos el caso del producto tensorial sobre un
solo espacio vectorial V (en este caso TpM), o sobre su espacio dual V ∗ (en
este caso T ∗pM), o sobre productos cartesianos de ambos. Para fijar ideas

usaremos la siguiente terminoloǵıa para tensores de rango
(

1
2

)
:

Definición 2.3.6 Sea S : (TpM)× (TpM)× (T ∗pM) −→ R una transforma-
ción lineal en cada uno de sus argumentos, entonces S se llama tensor de
rango

(
1
2

)
en M.

Lema 2.3.7 Sea S un tensor de rango
(

1
2

)
en M, {∂µ} la base de TpM y

{dxµ} su base dual. Si definimos

Sρµν := S(∂µ, ∂ν , dx
ρ) ∈ R, entonces

∀X, Y ∈ TpM, ω ∈ T ∗pM S(X, Y, ω) = SρµνX
µY νωρ

Demostración. Sean X = Xµ∂µ, Y = Y ν∂ν ∈ TpM y ω = ωρdx
ρ ∈ T ∗pM ,

entonces

S(X, Y, ω) = S(Xµ∂µ, Y
ν∂ν , ωρdx

ρ) = XµY νωρS(∂µ, ∂ν , dx
ρ) = XµY νωρS

ρ
µν

�

El producto tensorial resulta útil para estudiar tensores de rango
(
r
s

)
a partir

de tensores de rango inferior en r o s. El objetivo final será poder estudiar
todos los tensores a partir de los tensores

(
1
0

)
(vectores) y los tensores

(
0
1

)
(1-

formas). Definimos el producto de un tensor de rango
(

1
2

)
con uno de rango(

1
1

)
llamado el producto tensorial.
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Definición 2.3.8 Producto tensorial

1) Sea S un tensor de rango
(

1
2

)
y T un tensor de rango

(
1
1

)
, entonces

definimos:

U : (TpM)× (TpM)× (TpM
∗)× (TpM)× (T ∗pM) −→ R

tal que:
(X, Y, ω, Z, µ) 7−→ S(X, Y, ω)T (Z, µ)

U se llama el producto tensorial de S y T, y se denota por:

U = S ⊗ T

En general el producto de un tensor
(
r
s

)
con uno de rango

(
p
q

)
es un

tensor de rango
(
r+p
s+q

)
.

2) Denotamos al conjunto de tensores de rango
(
r
s

)
por τ (r s)

3) Sea U un tensor de rango
(

2
3

)
y sea V ρ

µν = U σ ρ
µν σ , entonces el tensor V

de rango
(

1
2

)
y componentes V ρ

µν es único y se llama contracción de
U en el tercer y cuarto ı́ndices.

4) Sea S un tensor de rango
(

1
2

)
, entonces

Sρ(µν) =
1

2!
(Sρµν + Sρνµ)

Sρ[µν] =
1

2!
(Sρµν − Sρνµ)

definen nuevos tensores llamados respectivamente, la parte simétrica
de S y la parte antisimétrica de S (en los primeros dos ı́ndices).

Todos los puntos anteriores se pueden generalizar para tensores de cualquier
rango y para cualesquiera ı́ndices. Por ejemplo para un tensor de rango

(
0
3

)
:

W[µνρ] =
1

3!
(Wµνρ +Wνρµ +Wρµν −Wνµρ −Wρνµ −Wµρν)

Propiedades del producto tensorial. Se comprueba fácilmente:
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1. Para T un tensor r-lineal, T ⊗ T es r-lineal.

2. La operación producto tensorial es lineal en cada variable en el siguiente
sentido:

(aT + bU)⊗ V = a(T ⊗ V ) + b(U ⊗ V ) ∀T, U ∈ τ (r s) y W ∈ τ (p q)

T ⊗ (aV + bW ) = a(T ⊗ V ) + b(T ⊗W ) ∀T ∈ τ (r s) y V,W ∈ τ (p q)

3. La operación producto tensorial es asociativa (aunque no conmutativa).

Definición 2.3.9 Un tensor (anti)simétrico en todos sus ı́ndices se llama
tensor (anti)simétrico.

Ejemplo 2.3.10 1. La ley de transformación de un tensor es:

Sβ1β2,...α1α2,...
= Aγ1α1

Aγ2α2
· · · (A−1)β1δ1 (A−1)β2δ2 · · · Ŝ

δ1δ2....
γ1γ2...

2. Si las componentes de dos tensores son iguales en una base dada, en-
tonces son iguales en todas las bases,7 esto es:
Si Sδ1δ2...γ1γ2...

= T δ1δ2...γ1γ2...
en una base {∂α, ∂β}, entonces

Ŝβ1β2...α1α2...
= T̂ β1β2...α1α2...

2.4. Campos tensoriales y conmutadores

En lo que sigue vamos a introducir un nuevo concepto en variedades, el
paréntesis de Lie. Con el paréntesis de Lie los espacios tangentes pueden
tener estructura de álgebra. Esta estructura puede ser muy importante para
caracterizar a la variedad, si por ejemplo, los vectores están asociados a algu-
na simetŕıa de la variedad. Comenzamos estableciendo algunas definiciones.

7Esta propiedad es la que permite la covariancia de las leyes de la f́ısica, por ello las
ecuaciones de ésta deben escribirse en forma tensorial.
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Definición 2.4.1 Haz Tangente y Cotangente

1) Definimos el haz tangente (fibrado tangente o variedad tan-
gente) a M como

TM := {(p,X)/p ∈M,X ∈ TpM} =
⋃
p∈M

TpM
8

2) Definimos el haz cotangente (fibrado cotangente o variedad cotan-
gente) a M como

T ∗M := {(p, ω)/p ∈M,ω ∈ T ∗pM} =
⋃
p∈M

T ∗pM
9

3) X : M 7−→ TM se llama campo vectorial en M.

4) χ(M) := {X | Xes un campo vectorial en M}

Dado un sistema de coordenadas {xµ} y su base asociada
( ∂

∂xµ

)
p
, entonces:

Xp = Xµ
( ∂

∂xµ

)
p

= Xµ∂µ (2.4.1)

donde Xµ : M 7−→ R es la µ-ésima coordenada del vector en la base dada y
ésta depende de la carta.

Definición 2.4.2 Si Xµ(p) ∈ Ck para alguna k, decimos que el campo vec-
torial X es de clase Ck.

Ahora tomemos dos campos vectoriales X,Y en M y f ∈ C(R), entonces
∀p ∈M Yp(f) ∈ R, es decir:

Y f : M −→ R

es una función tal que a cada p ∈ M le asocia el real Yp[f ], entonces tiene
sentido la expresión Xp(Y f), en coordenadas:

Xp(Y f) = Xµ
( ∂

∂xµ

)
p
(Y f) = Xµ

( ∂

∂xµ

)
p
Y ν
( ∂f
∂xν

)
p

8A cada TpM se le suele llamar fibra del haz.
9Se puede demostrar fácilmente que el haz tangente y el haz cotangente son variedades

de dimensión 2n [17].
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= XµY ν
( ∂2f

∂xµ∂xν

)
p

+Xµ
(∂Y ν

∂xµ

)
p

( ∂f
∂xν

)
p

por tanto:

Xp(Y f) = XµY ν
( ∂2f

∂xµ∂xν

)
p

+Xµ
(∂Y ν

∂xµ

)
p

( ∂f
∂xν

)
p

(2.4.2)

como esta cantidad contiene segundas derivadas de f, entonces no pertenece
a TM, sin embargo la diferencia siguiente si es un vector:

Xp(Y f)− Yp(Xf) = Xµ
(∂Y ν

∂xµ

)( ∂f
∂xν

)
p
− Y µ

(∂Xν

∂xµ

)( ∂f
∂xν

)
p

(2.4.3)

Esto nos lleva a definir:

Definición 2.4.3 Sean X,Y campos vectoriales en M y f ∈ C(R), definimos
la aplicación:

[X, Y ]p : C∞(M) −→ R

tal que

[X, Y ]pf := Xp(Y f)− Yp(Xf) (2.4.4)

se llama conmutador (o corchete de Lie) de X y Y y sus componentes
son:

[X, Y ]µ = Xν∂νY
µ − Y ν∂νX

µ (2.4.5)

Observemos que de esta definición se puede deducir fácilmente la identidad
de Leibniz para el producto:

[X, Y ]p(fg) = f(p)[X, Y ]p(g) + g(p)[X, Y ]p(f).

Puesto que [X, Y ]p es también R-lineal, se tiene que (2.4.4) define un vector
tangente a M en cada punto p como derivación. Resumiendo:

Proposición 2.4.4 Si X, Y ∈ χ(M) =⇒ [X, Y ]p ∈ TpM . Además,

[X, Y ] : M −→ TM tal que p 7−→ [X, Y ]p

es un campo vectorial sobre M.
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Propiedades del corchete de Lie. El corchete de Lie de campos es un
corchete de Lie “abstracto”. Esto quiere decir que es una aplicación

[ , ] : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

(X, Y ) 7→ [X, Y ]

Se puede probar directamente de la definición anterior que cumple las sigui-
entes propiedades:

1. Es bilineal:

[αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z], [X,αY + βZ] = α[X, Y ] + β[X,Z]

2. Es antisimétrico: [X, Y ] = −[Y,X]

3. Es distributivo: [X + Z, Y ] = [X, Y ] + [Z, Y ]

4. Cumple la identidad de Jacobi:

[[X, Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0

Definición 2.4.5 Un espacio vectorial dotado de una operación que verifique
las propiedades anteriores (1)-(4) recibe el nombre de álgebra de Lie. En
consecuencia, (χ(M), [ , ]) es un álgebra de Lie (de dimensión∞ si dimM >
0).

Si {∂µ} es un campo de bases en M, podemos escribir el conmutador como
una combinación lineal de los elementos de la base, esto es:

[∂µ, ∂ν ] = γρµν∂ρ (2.4.6)

donde se puede demostrar que las γρµν no son las componentes de un tensor,
a éstas se les llama funciones de estructura.

Definición 2.4.6 Sean {v0, ..., vn} base de χ(M) (es decir v0p, ..., vnp base
de TpM) se llama base coordenada si y sólo si, ∀ µ = 0, ..., n el vector vµ
se puede escribir como la derivada con respecto a una coordenada.
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Teorema 2.4.7 La base v0, ..., vn de χ(M) es una base coordenada, si y sólo
si

∀µ, ν = 0, ...n [vµ, vν ] = 0 (2.4.7)

Demostración. Sean v,w∈ {v0, ..., vn} y sea {xµ} un sistema local de coor-
denadas, entonces {∂µ} es una base de χ(M), por lo que tenemos que:

[v, w] = vµ
∂

∂xµ
wν

∂

∂xν
− wν ∂

∂xν
vµ

∂

∂xµ

= vµwν
( ∂

∂xµ
∂

∂xν

)
+ vµ

∂wν

∂xµ
∂

∂xν
− vµwν

( ∂

∂xν
∂

∂xµ

)
− wν ∂v

µ

∂xν
∂

∂xµ

=
(
vµ
∂wν

∂xµ
− ωµ ∂v

ν

∂xµ

) ∂

∂xµ

supongamos que ∃ {uµ}µ=0,...,n tal que v =
∂

∂u0
y w =

∂

∂u1
=⇒

vµ{u} = δµ0 , wµ{u} = δµ1 =⇒

vµ = Aµνv
ν
{u} =

∂xµ

∂u0
δν0 =

∂xµ

∂u0

analógamente: wν = Aνρw
ρ
{u} =

∂xν

∂u1
δρ1 =

∂xν

∂u1
=⇒

vµ
∂wν

∂xµ
=
∂xµ

∂u0

∂

∂xµ
∂xν

∂u1
=

∂

∂u0

∂xν

∂u1
=

∂1xν

∂u0∂u1

wµ
∂vν

∂xµ
=
∂xµ

∂u1

∂

∂xµ
∂xν

∂u0
=

∂

∂u1

∂xν

∂u0
=

∂1xν

∂u1∂u0
=

∂1xν

∂u0∂u1

=⇒ [v, w] = 0 �

Cabe mencionar que no todos los campos vectoriales dan lugar a bases coor-
denadas.
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2.5. Conexiones lineales

Cuando se considera el cambio de un campo vectorial o tensorial al moverse en
una variedad, debemos tomar en cuenta que al movernos de un punto a otro
no sólo las componentes de dichos objetos pueden cambiar, sino que también
la base en las que dichas componentes se miden cambia de un punto a otro.
En efecto, cuando consideramos las componentes de un objeto geométrico
(vector o tensor), dichas componentes siempre están dadas con respecto a una
base espećıfica, por lo que es necesario el concepto de derivada covariante. En
esta sección introducimos un elemento nuevo sobre una variedad: el concepto
de conexión. A partir de él se pueden definir varios conceptos de interés
geométrico: la derivada covariante a lo largo de una curva, el transporte
paralelo, las geodeśıcas, la aplicación exponencial y la curvatura.

Definición 2.5.1 Sean X, Y, Z ∈ χ(M) y sea f ∈ C(M,R) con a ∈ R, al
operador ∇ : χ(M)×χ(M) −→ χ(M) tal que (X, Y ) 7−→ ∇XY que satisface
las siguientes propiedades:

1. ∇X(aY + Z) = a∇XY +∇XZ.

2. ∇X(fY ) = f∇XY +X[f ]Y.

3. ∇(fX+aY )Z = f∇XZ + a∇YZ.

se llama conexión lineal en M (fig. 2.5.1) y definimos a la derivada cova-
riante de Y respecto a X como:

∇(X, Y ) := ∇XY (2.5.1)

Figura 2.5.1: Interpretación geométrica de la derivada covariante
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Definición 2.5.2 Sean X, Y ∈ χ(M) tal que ∇XY = 0. Se dice entonces
que Y está transportado paralelamente a lo largo de X.

Definición 2.5.3 Sea {∂µ} base de χ(M). Como ∇∂µ∂ν ∈ χ(M) entonces
∃nΓρνµ ∈ R tales que:

∇∂µ∂ν = Γρνµ∂ρ (2.5.2)

los escalares Γρνµ se llaman coeficientes de la conexión.

Podemos escribir a la derivada covariante como:

∇XY = ∇Xµ∂µ(Y ν∂ν) = Xµ∇∂µ(Y ν∂ν) = Xµ(∂µY
ν)∂ν +Xµ(∇∂µ∂ν)Y

ν

= (X(Y ρ) + ΓρνµX
µY ν)∂ρ

por lo tanto la derivada covariante se puede escribir como:

∇XY = (X(Y ρ) + ΓρνµX
µY ν)∂ρ (2.5.3)

Aśı la derivada covariante queda completamente especificada por los coefi-
cientes de la conexión Γρνµ. Aśı la derivada covariante en componentes es:

∇∂νX
µ = ∂νX

µ + ΓµνρX
ρ10 (2.5.4)

La derivada covariante nos dice como cambian las componentes de un vec-
tor al movernos en una variedad, e incluye el cambio de los elementos de la
base. Nótese que la derivada covariante se reduce a la derivada parcial cuan-
do los śımbolos de Christoffel son cero, lo que ocurre en un espacio plano
en coordenadas cartesianas, pero no en coordenadas esféricas. Sin embargo,
siempre es posible encontrar una transformación de coordenadas para la cual
los śımbolos de Christoffel son iguales a cero en un punto dado (pero no en
otros puntos excepto si el espacio es plano). Esto se debe a que todo espacio
curvo es “localmente plano”: en una región infinitesimalmente cercana a to-
do punto, la geometŕıa se aproxima a la plana (es por eso que los mapas de
una ciudad en un plano son muy buenos, mientras que los mapas del mundo
entero introducen distorsiones serias).

Lema 2.5.4 Bajo un cambio de coordenadas ∂̂µ = Aνµ∂ν, tenemos:

Γ̂µνρ = (A−1)µσ(A)λν(A)θρΓ
σ
λθ + (A−1)µσ(A)θρ∂θ(A)σν (2.5.5)

10En textos de F́ısica es común usar la notación Xµ
;ν := Xµ

,ν + ΓµνρX
ρ

Donde Xµ
;ν := ∇∂νXµ := ∇νXµ y Xµ

,ν := ∂νX
µ
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Demostración. Sabemos que:

∇∂̂ρ
∂̂ν = Γ̂µνρ∂µ = Γ̂µνρA

σ
µ∂σ

por otro lado:

∇∂̂ρ
∂̂ν = ∇(A)θρ∂θ

(Aλν∂λ) = AθρA
λ
ν∇∂θ∂λ+A

θ
ν∂θ(A

µ
ν )∂λ = AλνA

θ
ρΓ

σ
λθ∂σ+Aθρ∂θ(A

σ
ν )∂σ

por lo tanto:

Γ̂µνρ = (A−1)µσ(A)λν(A)θρΓ
σ
λθ + (A−1)µσ(A)θρ∂θ(A)σν �

Lema 2.5.5 Si ∇, ∇∗ son conexiones en M, entonces ∇−∇∗ es un tensor.

Demostración. Definimos D(X, Y ) := ∇XY − ∇∗XY y sea f ∈ (M,R) de
clase C1. Es claro que D hereda de ∇ y ∇∗ la linealidad en su primer argu-
mento.

Para su segundo argumento:

D(X, fY ) = ∇X(fY )−∇∗X(fY ) = f∇XY +X[f ]Y − f∇∗XY −X[f ]Y

= f(∇XY −∇∗XY ) = fD(X, Y ) �

Definición 2.5.6 Si f ∈ C(M,R), X ∈ χ(M),entonces:

∇Xf := X[f ] (2.5.6)

Lema 2.5.7 Sea ω ∈ χ∗(M) y definimos ∇µ := ∇∂µ entonces la regla de
Leibnitz nos permite extender ∇µ a 1-formas como:

(∇µω)ν = ∂µ(ων)− Γρνµωρ (2.5.7)

Demostración. Sea {∂µ} base de χ(M) y {dxµ} la base dual de χ∗(M),
entonces

ω = ωρdx
ρ y ∇µ(ων) = ∂µ[ω(∂ν)]

y de la regla de Leibnitz,

∇µ(ω(∂ν)) = (∇µω)∂ν + ω∇µ∂ν
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por lo tanto:

(∇µω)∂ν = ∂µ(ω(∂ν))− ω∇µ∂ν = ∂µ(ων)− Γρνµωρ = ∂µων − Γρνµωρ (2.5.8)

pero (∇µω)∂ν = (∇µω)ν �

Lema 2.5.8 Sea T un tensor de rango
(

1
1

)
en M entonces la regla de Leibnitz

nos permite extender ∇µ a tensores:

(∇µT )ρν = ∂µ(T ρν ) + ΓρσµT
σ
ν − ΓθνµT

ρ
θ (2.5.9)

Demostración. Sea {∂µ} base de χ(M) y {dxµ} su base dual, entonces

∇µ(T (∂ν , dx
ρ)) = ∂µ[T (∂ν , dx

ρ)]

y de la regla de Leibnitz:

∇µ(T (∂ν , dx
ρ)) = (∇µT )(eb, w

c) + T (∇µ∂ν , ω
ρ) + T (∂ν ,∇µω

ρ), =⇒

(∇µT )(∂ν , ω
ρ) = ∇µ(T (∂ν , dx

ρ))− T (∇µ∂ν , ω
ρ)− T (∂ν ,∇µω

ρ)

es decir:

(∇µT )ν
ρ = ∂µT

ρ
ν−T (Γθνµ∂θ, dx

ρ)+T (∂ν ,Γ
ρ
σµω

σ) = ∂µ(T ρν )+ΓρσµT
σ
ν −ΓθνµT

ρ
θ . �

2.6. Métrica Pseudo-Riemanniana

El principio de equivalencia llevó a Einstein a pensar que la gravedad pod́ıa
identificarse con la curvatura del espacio-tiempo. Matemáticamente esto quiere
decir que la teoŕıa de la gravedad debeŕıa ser lo que se conoce como una
“teoŕıa métrica”, en la cual la gravedad se manifiesta única y exclusivamente
a través de una distorsión en la geometŕıa del espacio-tiempo. Sea M una
variedad tres dimensional y sean {xα} las coordenadas de un evento en M,
donde α = 0, 1, 2; estos números indican en que momento del tiempo y es-
pacio ocurre este evento. Entre dos eventos infinitesimalmente cercanos con
coordenadas {xα} y {xα + dxα} es posible definir una distancia invariante11

ds2 de la siguiente forma

ds2 = gµνdx
µdxν12

11Es decir, que es independiente del sistema de coordenadas.
12Surge de extender el grupo de las transformaciones de Lorentz a todas las transfor-

maciones continuas.
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donde gµν se conoce como el tensor métrico, el cual definiremos en las
siguientes ĺıneas.

Definición 2.6.1 El tensor 〈 , 〉p : TpM × TpM −→ R de rango
(

0
2

)
en M13

se llama producto interno en TpM , si y sólo si

1. Es simétrico, es decir ∀X, Y ∈ TpM 〈X, Y 〉p = 〈Y,X〉p

2. Es no degenerado, es decir ∀Y ∈ TpM 〈X, Y 〉p = 0 =⇒ X = 0

Si {∂µ} es base de TpM y {dxµ} es la base dual, podemos escribir:

〈 , 〉p = gµνdx
µ⊗ dxν (2.6.1)

donde {dxµ⊗ dxν} es base de los tensores de rango
(

0
2

)
, donde:

gµν = 〈∂µ, ∂ν〉p (2.6.2)

La simetŕıa de 〈 , 〉p implica que gµν = gνµ. La no degeneración de 〈 , 〉p
implica que det(gµν) 6= 0, entonces se puede definir (gµν)

−1 = gµν (la inversa
existe), es decir se cumple que:

gµνgνρ = δµρ (2.6.3)

Una métrica es degenerada en el punto p si y sólo si existe algún vector de
TpM perpendicular a todos los vectores de TpM si y sólo si la matriz gµν
de las componentes de la métrica es singular en cualquier base. A partir de
ahora supondremos que la métrica es no degenerada, es decir, existe un único
tensor de rango

(
0
2

)
cuyas componentes en una base arbitraria son gµν tal que

gµρg
ρν = δνµ.

Es usual usar indistintamente la notación g(X, Y ) = 〈X, Y 〉, lo cual hace
referencia expĺıcita de que el producto interno depende de la métrica del
espacio M.

Definición 2.6.2 Sea M una variedad diferenciable de dimension n, sea
τ (0 2) el espacio de campos tensoriales

(
0
2

)
en M, entonces:

1. 〈 , 〉p : M −→ τ (0 2) tal que p 7−→ 〈 , 〉p se llama métrica o tensor
métrico en M.

2. Los gµν = 〈∂µ, ∂ν〉 se llaman coeficientes de la métrica.

13Llamado también tensor 2-covariante.
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3. sgn := signatura de gµν := (número de eigenvalores positivos de gµν)+

−(número de eigenvalores negativos de gµν)

4. Si sgn(gµν) = n, entonces la métrica se llama riemanniana y (M, gµν)
se llama variedad riemanniana.

Si sgn(gµν) = n − 2, entonces la métrica se llama lorentziana o
pseudo-riemanniana y a (M, gµν) se llama variedad lorentziana
o variedad pseudo-riemanniana.

En Relatividad General la métrica vaŕıa de un punto a otro. Supongamos que
n = 3, del álgebra lineal sabemos que en un punto p siempre podemos (me-
diante una transformación de coordenadas) expresar una métrica lorentziana
como:

gµν = diag(−1, 1, 1) en p

Podemos clasificar a los vectores según su caracter causal. Dado X ∈ TpM
decimos que X es un vector:

1. Temporal ⇐⇒ gµνX
µXν < 0 (equivalentemente g(X,X) < 0)

2. Nulo ⇐⇒ gµνX
µXν = 0 (g(X,X) = 0)

3. Espacial ⇐⇒ gµνX
µXν > 0 (g(X,X) > 0)

4. Causal ⇐⇒ gµνX
µXν ≤ 0 (g(X,X) ≤ 0)

Las transformaciones de Lorentz (que son un caso particular de las trans-
formaciones continuas de coordenadas) garantizan que el intervalo ds2 =
gµνdx

µdxν es un invariante. Esto es consecuencia directa del postulado (o
mejor dicho, del hecho emṕırico) de la invariancia de la velocidad de la luz.
Nótese que debido a la presencia de un eigenvalor negativo, la distancia in-
variante no es positiva definida. De hecho, a partir de la métrica uno puede
distinguir entre eventos relacionados entre śı de cuatro formas distintas:

1. ds2 < 0 intervalo temporal

2. ds2 = 0 intervalo nulo

3. ds2 > 0 intervalo espacial

4. ds2 ≤ 0 intervalo causal
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Los intervalos espaciales corresponden a eventos tales que un objeto tendŕıa
que moverse más rápido que la luz para llegar de uno a otro (están separados
principalmente en el “espacio”), los temporales a eventos donde un obje-
to tiene que moverse más lento que la luz para llegar de uno a otro (están
separados principalmente en el “tiempo”), y los nulos a eventos que pueden
alcanzarse viajando precisamente a la velocidad de la luz (la frontera entre
separación espacial y temporal). Todo objeto material se mueve siguiendo
trayectorias de rango temporales, y la luz se mueve siguiendo trayectorias
nulas. Las trayectorias nulas definen lo que se conoce como el cono de luz.
El cono de luz indica los eventos que pueden tener influencia f́ısica entre śı y
por lo tanto, define la causalidad.

En cada punto p ∈ M se puede llamar “futuro” a la mitad superior del
cono de luz. Si es posible hacer tal asignación de forma continua en todos
los puntos de la variedad, entonces diremos que la variedad es orientable
temporalmente y, si tal es el caso, entonces existe un campo vectorial tµ de
clase C∞ que no se anula en ningún punto y que es de tipo temporal en
toda la variedad. Diremos que una curva es de género luz, espacio o tiempo
dependiendo de si su vector tangente es nulo, espacial o temporal en todos
los puntos de la misma.14

En general, cada producto escalar 〈 , 〉 induce un isomorfismo canónico entre
V (R) y V ∗(R). En efecto,

Definición 2.6.3 Llamamos aplicación bemol [ (“bajar ı́ndices”) entre V (R)
y V ∗(R) asociada al producto escalar 〈 , 〉 a la aplicación

[ : V −→ V ∗

v 7−→ v[ := 〈v, 〉,

donde
〈v, 〉 : V −→ R

w 7−→ 〈v, w〉.

Teorema 2.6.4 1. La aplicación bemol [ es un isomorfismo entre los es-
pacios vectoriales V (R) y V ∗(R).

2. La aplicación inversa ] de [, conocida como aplicación sostenido (subir
ı́ndices), queda caracterizada por la relación 〈φ], w〉 = φ(w), ∀φ ∈ V ∗,
∀w ∈ V .

14En el Caṕıtulo 3 discutiremos de forma más cuidadosa estos conceptos.
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Demostración.

1. La linealidad es inmediata. Para la inyectividad nótese que son equiva-
lentes: (i) tiene núcleo 0, (ii) el tensor métrico 〈 , 〉 es no degenerado.

2. En efecto, (φ(])[)(w) = 〈φ](w)〉 = φ(w) ∀w ∈ V . Además, esta igualdad
caracteriza a φ] por ser 〈 , 〉 no degenerada. �

Para dar sus expresiones en coordenadas consideremos una base B = {∂µ}
de V (R) y su correspondiente base dual B∗ = {dxµ}. Entonces podemos
suponer que aµ∂µ ∈ V y v[ = aνdx

ν . Ahora bien aν = v[(vν) = 〈v, vν〉 y

aν = v[(vν) = 〈v, vν〉 = gµνa
µ (2.6.4)

donde gµν = 〈vµ, vν〉. Por tanto, v[ = aµgµνdx
ν . Sea gµν la matriz inversa de

gµν entonces multiplicando ambos miembros de la igualdad (2.6.4) por gνρ y
sumando en ν obtenemos:

aρ = aνg
νρ

En conclusión, si φ = bµdx
µ ∈ V ∗ y suponemos φ] = bν∂ν , entonces

φ] = bµg
µν∂ν

Nota: Si 〈 , 〉 es euclidiano y B es una base ortonormal entonces aν = aν para
todo ν ∈ {0, . . . , n} (en el caso lorentziano la única diferencia es a0 = −a0).

Este isomorfismo entre V (R) y V ∗(R) induce isomorfismos entre tensores
rango

(
2
0

)
,
(

0
2

)
y
(

1
1

)
(en general, entre tensores rango

(
r
s

)
y
(
t
u

)
). Por ejemplo,

supongamos que T es un tensor
(

2
0

)
y queremos construir a partir de él

un tensor T que sea
(

0
2

)
. Entonces basta con definir T̂ (φ, ψ) := T (φs, ψs).

Obsérvese que la relación correspondiente en coordenadas queda como

T = tµνdx
µ⊗ dxν , T̂ = tρσ∂ρ⊗ ∂σ

donde

tµν = gµρgνσt
ρσ, tρσ = gρµgσνtµν

Tenemos que T ∗M es un espacio vectorial para cada punto p ∈ M . Su dual
en cada punto será isomorfo a TM en ese punto. Nosotros vamos a identificar
ambos espacios.

Definición 2.6.5 Como (T ∗M)∗ = TM para todo x ∈ M . Se tiene que si
ω ∈ T ∗M y X ∈ TM , entonces X(ω) ∈ R, con X(ω) = ω(X) = 〈ω,X〉.
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En resumen, la introducción de una métrica supone la presencia de una es-
tructura adicional en la variedad diferenciable que permite establecer un
isomorfismo canónico entre los espacios tangente TpM y cotangente T ∗pM .
Aśı, se establece también un isomorfismo entre cualquier espacio tensorial
definido sobre M mediante el cual podemos ((subir y bajar ı́ndices)) con la
métrica y su inversa. Por lo tanto dado que (gµν)µ,ν=0,...,n es no-singular,
existe un isomorfismo entre los espacios TpM y T ∗pM de la siguiente manera:

TpM ←→ T ∗pM tal que ∀x ∈ TpM, Xµ = gµνων (2.6.5)

Por tanto podemos identificar x←→ ω.

Definición 2.6.6 Sea ∇ una conexión lineal definida en el haz tangente TM
sobre una variedad M con métrica 〈 , 〉. Entonces se dice que ∇ es compatible
con la métrica si y sólo si para todo X, Y, Z ∈ χ(M) se tiene que

X〈Y, Z〉 = 〈Y,∇XZ〉+ 〈∇XY, Z〉

Definición 2.6.7 Sea ∇ una conexión lineal en M, entonces ∇ se llama
simétrica15 si y sólo si:

∀X, Y ∈ χ(M) [X, Y ] = ∇XY −∇YX

El siguiente lema es una justificación de la definición anterior.

Lema 2.6.8 ∇ es una conexión simétrica si y sólo si

Γρνµ = Γρµν

Demostración. Por definición de la derivada covariante, tenemos

(∇XY−∇YX)ρ = (∂αY
ρ+Γραλ)X

αY λ+ΓρνµY
νXµ−(∂αY

ρXλ+Γραλ)Y
α−ΓρνµX

νY µ

de donde:
(∇XY −∇YX)ρ = [X, Y ]ρ ⇐⇒

ΓρνµY
νXµ − ΓρνµX

νY µ = (Γρνµ − Γρµν)Y
νXµ = 0 ⇐⇒ Γρνµ = Γρµν �

En una variedad diferenciable pueden coexistir una conexión y una métrica
sin relación alguna. Sin embargo, existe una única conexión simétrica, lla-
mada conexión de Levi-Civita compatible con la métrica, es decir, tal que la
derivada covariante de la métrica se anula ∇g = 0. Esto lleva a definir los
śımbolos de Christoffel, esto es lo que muestra el siguiente teorema.

15En la siguiente sección veremos que esta condición equivale a pedir que la torsión sea
cero.
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Teorema 2.6.9 Sea M una variedad diferenciable con métrica 〈 , 〉. En-
tonces existe una única conexión ĺıneal en TM , simétrica y compatible con
la métrica tal que:

∇g = 0 (2.6.6)

En una base coordenada sus componentes son:

Γµνρ =
1

2
gµσ{∂νgσρ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ} (2.6.7)

A esta conexión se le llama conexión riemanniana (o conexión de
Levi-Civita) y a sus componentes Γµνρ se les llama śımbolos de Christo-
ffel.

Demostración. Denotemos g := 〈 , 〉 y sean X, Y, Z ∈ χ(M), notemos que
g(Y, Z) : M 7−→ R y como ∇g = 0, entonces

X(g(Y, Z)) = ∇X(g(Y, Z)) = (∇Xg)(Y, Z) + g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

por lo tanto

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z)+g(Y∇XZ) ...................................................(i)

análogamente se tienen las siguientes relaciones:

Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X)+g(Z,∇YX) ..................................................(ii)

Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y )+g(X,∇ZY ) ..................................................(iii)

haciendo (i) + (ii)− (iii), entonces

X(g(Y, Z))+Y (g(Z,X))−Z(g(X, Y )) = 2g(Z,∇XY )+g(Y, [X,Z])+g(X, [Y, Z])+

+g(Z, [Y,X])

es decir, tenemos:

g(Z,∇XY ) =
1

2
{−Z(g(X, Y )) + Y (g(Z,X)) +X(g(Y, Z)) + g(Z, [X, Y ])+

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])}
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Sea {∂µ} base de χ(M), y pongamos Z = Zµ∂µ, X = Xν∂ν , Y = Y ρ∂ρ,
entonces

g(∂µ,∇ν∂ρ) =
1

2
{∂ρgµν + ∂νgρµ − ∂µgνρ + γδνρgµδ + γδµνgρδ − γδρµgνδ}

por otro lado:

g(∂µ,∇ν∂µ) = g(∂µ,Γ
δ
ρν∂δ) = Γδρνg(∂µ, ∂δ) = Γδρνgµδ

para una base coordenada se tiene que:

Γµνρ =
1

2
gµσ{∂νgσρ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ}

Esto demuestra la unicidad, ya con esta expresión para la conexión se com-
prueba de manera sencilla que ésta es simétrica y compatible con la métrica �

2.7. Curvatura y torsión

En Relatividad Especial, en ausencia de fuerzas externas los objetos se mueven
en ĺıneas rectas en el espacio-tiempo (correspondientes a movimiento recti-
lineo uniforme). La ĺınea recta corresponde a una trayectoria de longitud
extrema de acuerdo a la métrica de Minkowski (no necesariamente la más
corta debido al signo negativo de uno de los eigenvalores). La idea de Einstein
fue precisamente pensar que en la presencia de un campo gravitacional, los
objetos aún se mueven siguiendo las trayectorias más rectas posibles, es decir
trayectorias extremas, pero ahora en una métrica distinta. A esa trayectoria
extrema se le llama “geodésica”. De esta forma, la gravedad no se ve como
una fuerza externa, sino como una distorsión en la métrica. Dada esta dis-
torsión, los objetos se mueven simplemente siguiendo una geodésica. Hasta
ahora, para una curva diferenciable α(t) en M, hemos definido su veloci-
dad α

′
(t) pero no su aceleración. A continuación veremos como la conexión

permite definir esta última y, con ella, el concepto de geodésica.

Definición 2.7.1 Sea X ∈ χ(M), entonces las curvas integrales16 de X se
llaman geodésicas si y sólo si:

∇XX = 0 (2.7.1)

16Ver el Apéndice 5.5.
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Observación 2.7.2 Si tomamos un sistema local de coordenadas {xµ} en
una vecindad de p, entonces:

dXµ(t)

dt
= Xµ(x(t)), Xµ(0) = Xµ

p .........................(∗)

la condición de que la curva sea geodésica es:

0 = (∇XX)µ = (∂νX
µ + ΓµνρX

ρ)Xν = ∂νX
µXν + ΓµνρX

ρXν

por lo tanto:
ΓµνρX

ρXν = −∂νXµXν

por (*) tenemos que:

d2Xµ

dt2
= −Γµνρ

dXν(t)

dt

dXρ(t)

dt
(2.7.2)

Para encontrar la geodésica tendŕıamos que resolver (2.7.2) sujeta a las

condiciones iniciales dXµ(t)
dt

= Xµ
p . El teorema de existencia y unicidad de

la teoŕıa de ecuaciones diferenciales garantiza que, en una vecindad de p,
existe una única solución, es decir, la geodésica existe y es única. Dado un
campo gravitacional, es decir, dada la métrica de la variedad lorentziana, la
ecuación de las geodésicas nos da la trayectoria de los objetos: el espacio-
tiempo le dice a los objetos cómo moverse.

Es fácil ver que las componentes de la parte simétrica de la conexión en una
base de coordenadas normales centradas en p se anulan en este punto.

Teorema 2.7.3 ∀p ∈ M ∃{xµ} sistema de coordenadas, llamadas coorde-
nadas normales, tal que

Γµ(νρ) = 0 en p.

Este teorema dice que para un sistema de coordenadas normales la simetri-
zación de los śımbolos de Christoffel es cero.

En una curva plana α(t) ⊂ R, la curvatura es una función real de variable
real que nos describe completamente la curva salvo movimientos ŕıgidos. Para
curvas en el espacio, necesitamos un segundo concepto de curvatura, descrito
por otra función real de variable real: la torsión, y ambas funciones también
determinan la curva salvo movimientos del espacio. Para superficies tenemos
varios conceptos de curvatura: la curvatura normal, las curvaturas princi-
pales, la curvatura de Gauss y la curvatura media. En una variedad métrica
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con dimensión mayor, también tendremos varias nociones de curvatura, unas
tensoriales y otras escalares. A lo largo de la sección, M será una variedad
con métrica (con la conexión de Levi-Civita).

Definición 2.7.4 Sea {∂µ} base de χ(M), definimos ∀µ, ν, ρ = 0, ..., n

∇µ∂µ − [∂µ, ∂ν ] := T ρµν∂ρ

los T ρµν se llaman coeficientes de torsión.

Observación 2.7.5 Las componentes T ρµν son las componentes de un tensor,
el tensor de torsión. Para demostrar este acerto simplemente se define el
tensor T : χ(M)× χ(M) −→ χ(M), tal que

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

Con esta definición se debe comprobar que es bilineal.

Por lo tanto el mapeo T̂ : χ(M)× χ(M)× χ∗(M) −→ R, tal que:

(X, Y,w) 7−→ w[T (X, Y )]

Es lineal pues T es lineal, entonces T̂ es un tensor y por construcción sus
componentes son T ρµν, T̂ es el tensor de torsión, aunque abusando del lenguaje
es usual llamar a T tensor de torsión.

Lema 2.7.6 Sea {∂µ} base de χ(M) y γµνρ las funciones de estructura. Si
[∂µ, ∂ν ] = γρµν∂ρ entonces

T ρµν = −2Γρ[µν] − γ
ρ
µν (2.7.3)

Demostración.
T (∂µ, ∂ν) = ∇µ∂ν−∇ν∂µ− [∂µ, ∂ν ] = (Γρνµ−Γρµν−γρµν)∂ρ = (−2Γρ[µν]−γρµν)∂ρ

�

El [teo. 2.7.3, pág. 47], dice que las geodésicas fijan la parte simétrica de la
conexión. El lema 2.7.6 nos dice que la torsión representa esa parte de la
conexión que no queda determinada por las geodésicas.17

17La Relatividad General presupone que la conexión se introduce para, precisamente,
describir ciertas curvas como geodésicas y por lo tanto supone que la torsión es cero, las
teoŕıas en las que la torsión no se anula se conocen como teoŕıas de Einstein-Cartan.
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Como hemos visto, la métrica de una variedad nos permite obtener la trayec-
toria de los objetos en un campo gravitacional. Sin embargo, el tensor métri-
co no es la forma más conveniente de describir la presencia de un campo
gravitacional, para ver esto se pueden calcular los śımbolos de Christoffel
para las coordenadas esféricas los cuales no son todos cero y la ecuación de
la geodésica en estas coordenadas ya no es una recta aunque el espacio es
plano. Debemos encontrar entonces una forma de distinguir con certeza entre
un espacio plano y uno que no lo es. La manera de hacer esto es a través
del llamado “tensor de curvatura de Riemann”. Este tensor mide el cambio
de un vector al transportarlo alrededor de un circuito cerrado manteniéndolo
siempre paralelo a śı mismo (“transporte paralelo”). En un espacio plano, el
vector no cambia al hacer esto, en un espacio curvo śı lo hace. Esto puede
verse claramente si uno piensa en mover un vector en la superficie terrestre.
Si comenzamos en un punto en el ecuador con un vector apuntando al este,
nos movemos hasta el polo norte siguiendo un meridiano, bajamos siguiendo
otro meridiano que haga un ángulo recto hacia el este con el primero hasta
llegar de nuevo al ecuador, y luego seguimos el ecuador hasta volver al punto
original, nos encontraremos con que el vector ahora apunta al sur.

Teorema 2.7.7 Sea R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M), tal que

(X, Y, Z) 7−→ ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

entonces:

R̂ : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ∗(M) −→ R

tal que

(X, Y, Z, ω) 7−→ ω[R(X, Y, Z)]

es un tensor, conocido como el tensor de curvatura o tensor de Rie-
mann, denotado como Riemm

Demostración. Por definición R(X, Y, Z) = −R(Y,X,Z). Sólo es necesario
probar la linealidad en el primer y tercer argumento. La linealidad bajo la
suma y la multiplicación por un escalar es trivial, sólo hay que probar linea-
lidad para la multiplicación por una función.

Sea f ∈ C(M,R), entonces

1. R(fX, Y, Z) = ∇fX∇YZ −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z

= f∇X∇YZ −∇Y∇XZ − Y (f)∇XZ −∇f [X,Y ]−Y (f)XZ = fR(X, Y, Z).
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2. R(X, Y, fZ) = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ)

= ∇X(f∇YZ−Y (f)Z)−∇Y (f∇XZ+X(f)Z)−f∇[X,Y ]Z−([X, Y ]f)Z

= fR(X, Y, Z) +X(f)∇YZ +XY (f)Z + Y (f)∇XZ − Y (f)∇XZ+

−Y X(f)Z −X(f)∇YZ − [X, Y ]fZ = fR(X, Y, Z).

Por lo tanto R es lineal en todos sus argumentos. Como R̂ es lineal en su
último argumento (por construcción) entonces R es un tensor.18 �

Lema 2.7.8 Si definimos las componentes del tensor de Riemann por:

R(∂ν , ∂δ, ∂µ) := Rρ
µνδ∂ρ (2.7.4)

donde {∂ρ} es una base coordenada de χ(M), entonces

Rρ
µνδ = ∂ν(Γ

ρ
µδ)− ∂δ(Γ

ρ
µν) + ΓσµδΓ

ρ
σν − ΓσµνΓ

ρ
σδ (2.7.5)

Demostración. De la definición de tensor de Riemann, tenemos que:

R(∂ν , ∂δ, ∂µ) = ∇ν∇δ∂µ −∇δ∇ν∂µ −∇[∂ν ,∂δ]∂µ

= ∇ν(Γ
σ
µδδσ)−∇δ(Γ

σ
µνδσ)− γσνδ∇σ∂µ

= ∂ν(Γ
σ
µδ)(∂ρ) + ΓσµδΓ

ρ
σν∂ρ − ∂δ(Γρµν∂ρ)− ΓσµνΓ

ρ
σδ∂ρ − γ

σ
νδΓ

ρ
µσ∂ρ

como {∂ρ} es una base coordenada, entonces γσνδ = 0 �

Nota. Una discusión clásica en Relatividad General es la del “Principio de
Equivalencia”, según el cual los observadores en cáıda libre pueden tomar
coordenadas (t, x, y, z) tales que “infinitesimalmente” (“en primer orden de
aproximación”) las leyes de la F́ısica se escriben igual que para los obser-
vadores inerciales de la Relatividad Especial. La formulación matemática de
este principio es la siguiente. La gravedad determina una conexión lineal so-
bre el espacio-tiempo y, por tanto, sus geodésicas. Los observadores en cáıda
libre seguirán geodésicas de esta conexión y, si miden cuidadosamente, lo
harán usando la aplicación exponencial [17]. Por ello, en sus coordenadas
los śımbolos de Christoffel se anulan a lo largo de esa geodésica, con lo que,
en primer orden, considerarán śımbolos de Christoffel nulos, igual que si se
hallaran en (Rn,∇0).

18Abusando del lenguaje es común llamar a R tensor de torsión
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Lema 2.7.9 (Identidad de Ricci)

∀ X ∈ χ(M) ∇ρ(∇νX
µ+ΓµνδX

δ)−∇ν(∇ρX
µ+ΓµρδX

δ) = Rµ
σρνX

σ (2.7.6)

donde Xµ denota a las componentes de X en una base coordenada.

Demostración.

R(∂ν , ∂ρ, X) = ∇ν∇ρX −∇ρ∇νX +∇[∂ν ,∂ρ]X

= ∇ρ(∇νX
µ + ΓµνδX

δ)−∇ν(∇ρX
µ + ΓµρδX

δ)

por otro lado tenemos que, R(∂ν , ∂ρ, X) = Rλ
σνρX

σ∂λ, entonces

ωµ(Rλ
σνρX

σ∂λ) = ωµ(∇ρ(∇νX
µ + ΓµνδX

δ)−∇ν(∇ρX
µ + ΓµρδX

δ))

= ∇ρ(∇νX
µ + ΓµνδX

δ)−∇ν(∇ρX
µ + ΓµρδX

δ)

y además:

ωµ(Rλ
σνρX

σ∂λ) = Rλ
σνρX

σωµ(∂λ) = δµλR
λ
σνρX

σ

por lo tanto:

Rλ
σνρX

σ = ∇ρ(∇νX
µ + ΓµνδX

δ)−∇ν(∇ρX
µ + ΓµρδX

δ) �

Teorema 2.7.10 (Identidades de Bianchi). Si la torsión es nula, es
decir, si T µνρ = 0 y {∂µ} es una base coordenada, entonces ∀X, Y, Z ∈ χ(M)

1. La primera identidad de Bianchi

Rµ
[νρδ] = Rµ

νρδ +Rµ
ρδν +Rµ

δνρ = 0 (2.7.7)

2. La segunda identidad de Bianchi

∇[σR
µ
ρδ]ν = ∇σR

µ
νρδ +∇ρR

µ
νδσ +∇δR

µ
νσρ = 0 (2.7.8)

Demostración.
1) Trivial de la definición de tensor de Riemann y de la identidad de Jacobi.
2) Tomamos un sistema de coordenadas normales en p ∈M , entonces Γµ(νρ) = 0
en p. Como la torsión es cero en todo M y tenemos una base coordenada,
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entonces del teorema 2.7.6 Γµ[νρ] = 0 en toda la variedad, por lo tanto Γµνρ = 0
en p, entonces

∇σR
µ
νρδ = ∂σR

µ
νρδ = ∂σ(∂ρΓ

µ
νδ − ∂δΓ

µ
νρ)

como Γ es simétrico en los ińdices ρσ y δσ, entonces antisimétrizando en los
ı́ndices ρδσ obtenemos la ecuación buscada �

Teorema 2.7.11 Simetŕıas del tensor de Riemann

1. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(Y,X)Z,W 〉

2. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )W,Z〉

3. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(Z,W )X, Y 〉

Demostración.
1)Se sigue de la definición del tensor de curvatura.
2)Es equivalente probar que 〈R(X, Y )Z,Z〉 = 0, lo cual se hace mediante la
definición de tensor de Riemann y las propiedades de la métrica.
3)Se usa la primera identidad de Bianchi para las posibles permutaciones de
los ı́ndices inferiores �

No definiremos formalmente el tensor de Ricci, simplemente diremos que es
la contracción del tensor de Riemann.

Definición 2.7.12

Rµν := Rδ
µδν (2.7.9)

Son las componentes de un tensor de rango
(

0
2

)
que se llama tensor de

Ricci.

Es fácil probar que las propiedades del teorema 2.7.11 implican que

Rµνρδ = −Rνµρδ = −Rµνδρ = Rρδµν

En resumen, el tensor de Riemann de la conexión de Levi-Civita es anti-
simétrico en el primer par de ı́ndices; también es antisimétrico en el segundo
par de ı́ndices; además, es simétrico bajo el intercambio del primer par por
el segundo, lo que hace que el tensor de Ricci sea simétrico Rµν = Rνµ.
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Definición 2.7.13 Se define el escalar de curvatura (o escalar de Ric-
ci) R de (M, g) como la contracción métrica de su tensor de Ricci, esto es

R := gµνRµν (2.7.10)

y se define el tensor de Einstein.

Gµν := Rµν −
1

2
Rgµν (2.7.11)

El tensor de Einstein es simétrico y además tiene derivada covariante nula

∇ρG
µ
ν = 0 (2.7.12)

como se deduce de la identidad de Bianchi. Evidentemente, esta identidad
de Bianchi reducida no contiene la misma información que la original en
términos del tensor de Riemann completo. La parte que falta corresponde a
la derivada covariante del tensor de Weyl. De hecho el tensor de Riemann
puede escribirse en términos del tensor de Weyl como [1]:

Rδ
µνρ = W δ

µνρ+
1

2
(Rδ

νgµρ−Rδ
ρgµν+Rµρδ

δ
ν−Rµνδ

δ
ρ)+

1

6
R(gµνδ

δ
ρ−gµρδδν) (2.7.13)

Teniendo en cuenta las simetŕıas del tensor de Riemann, éste tiene n2(n2 −
1)/12 componentes algebraicamente independientes y el tensor de Ricci tiene
n(n + 1)/2 componentes. En una dimensión, los tensores de Riemann y de
Ricci se anulan; en dos y tres dimensiones, el tensor de Riemann está com-
pletamente determinado por el de Ricci; en cuatro dimensiones, la mitad de
las componentes del tensor de Riemann están determinadas por el tensor de
Ricci y la otra mitad por el tensor de Weyl. El número de componentes de
los tensores de Riemann y Ricci se puede ver en la tabla siguiente:

dimM n 4 3 2 1
Riemann n2(n2 − 1)/12 20 6 1 0

Ricci n(n+ 1)/2 10 6 1 0

En este punto hay que hacer algunas observaciones para un espacio de cuatro
dimensiones:

1. Nótese que el hecho de que el tensor de Ricci sea cero no significa que
el espacio sea plano, ya que las 10 componentes restantes del tensor de
Riemann pueden ser distintas de cero.
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2. Si dimM = n = 4, entonces Rµ
νρδ tiene n4 = 256 componentes, por las

simetŕıas de Rµ
νρδ, y por las identidades de Bianchi, sólo 20 de sus 256

componentes son independientes.

3. El tensor de Ricci, Rµν es simétrico (lo que es fácil de comprobar a
partir de las simetŕıas de R), por lo que tiene 10 componentes indepen-
dientes (de sus 16). Podemos pensar que Rµν representa a 10 de las 20
componentes de Rµ

νρ.

4. Las otras 10 componentes del tensor de Riemann están representadas
por el tensor de Weyl, W µ

νρδ, el cual no definiremos aqúı, sólo diremos
que tiene la misma forma que el tensor de Riemann excepto que su
tensor de Ricci se anula; W µ

νµδ = 0, W describe todo lo que no es
materia (radiación gravitacional).

5. En tres dimensiones el tensor de Weyl se anula por lo cual el tensor de
Riemann está totalmente determinado por el tensor de Ricci.
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Caṕıtulo 3
Geometŕıa Extŕınseca

La noción de superficie encajada en un espacio-tiempo 3-dimensional es
la base del formalismo 2 + 1 de la Relatividad General. Este Caṕıtulo es-
tará dedicado a las superficies. Todo lo que se desarrollará es independiente
de las ecuaciones de Einstein, es decir, todos los resultados discutidos en este
caṕıtulo son válidos para cualquier espacio-tiempo M dotado de una métri-
ca Lorentziana, todas las propiedades enunciadas son puramente geométricas.

Para facilitar la escritura de una ecuación dada en forma tensorial a notación
de ı́ndices diremos que: dado Tµν··· entenderemos que son las componentes de
un tensor que denotaremos por T, dado T µν··· corresponde al tensor T y las

componentes T ν···µ··· corresponden al objeto que denotaremos por
−→
T .

3.1. Geometŕıa en variedades Lorentzianas

El propósito de esta sección es entender lo que es una variedad lorentziana
globalmente hiperbólica y enunciar la definición de espacio-tiempo que se uti-
lizará en los últimos caṕıtulos, la mayoria de los teoremas no se demostraran
aqúı pero daremos las referencias donde pueden consultarse las demostra-
ciones correspondientes. En adelante entenderemos que (M,g) es una varie-
dad lorentziana y denotaremos a los vectores tangentes a M mediante u,v,
etc., notación que se usa en f́ısica para poner de manifiesto que los vectores
tangentes pueden ser interpretados como una velocidad.

Definición 3.1.1 Un abierto C ⊂ M es conexo si es una vecinded normal
de cada uno de sus puntos, es decir, que para cualquier par de puntos p, q ∈ C
existe una única geodésica contenida en C que los une.

De [18], página 145, obtenemos la siguiente definición:
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Definición 3.1.2 Sea φ una función sobre una variedad diferenciable M que
asigna a cada p ∈M una componente conexa φp del conjunto de los vectores
temporales de TpM . La función φ es diferenciable si para cada p ∈M existe
un campo vectorial X diferenciable en alguna vecindad U de p tal que Xq ∈ φq
para todo q ∈ U . A una función tal la llamaremos orientación en el
tiempo de M. Diremos que (M,g) es orientable en el tiempo si admite
una orientación en el tiempo. Si tenemos una orientación en el tiempo φ
en (M,g) entonces diremos que (M,g) está orientada en el tiempo. Si
(M,g) está orientada en el tiempo, p ∈M y v ∈ TpM , diremos que v es un
vector futuro (pasado) si v está en el futuro (pasado) de p.

Observación 3.1.3 La orientabilidad en el tiempo para un espacio de Lorentz
es equivalente a la existencia de un campo vectorial X temporal, es decir
que para todo p ∈M el vector Xp ∈ TpM es temporal. En efecto, si X existe,
entonces asignando a cada p ∈M la componente conexa de TpM que contiene
a Xp tenemos una orientación en el tiempo. Por otro lado, si tenemos una
orientación en el tiempo φ en M entonces para cada punto p ∈M existe una
vecindad Up en el que está definido un campo vectorial temporal XUp cuyo
valor para cada q ∈ Up está en φq. Utilizando particiones de la unidad de
M se puede construir un campo X temporal definido en todo M. Los detalles
pueden verse en ([18], lema 5.32).

Distinguiremos las dos componentes conexas del conjunto de vectores tem-
porales llamando a una cono causal futuro de p y a la otra cono causal
pasado de p. Aśı, diremos que un vector en v ∈ TpM es un vector futuro
si está en el cono causal futuro de p y análogamente diremos que v es un
vector pasado si está contenido en el cono causal pasado de p.

Definición 3.1.4 Causalidad de curvas

1) Una curva es causal si sus vectores tangentes son temporales o nulos.1

2) Una curva α es una curva temporal (nula, espacial) si su vector
tangente es temporal (nulo, espacial) en cada uno de sus puntos.

3) Una curva es futura (pasada) si sus vectores tangentes son futuros
(pasados) en cada uno de sus puntos.

1Con esto estamos asumiendo que las curvas son regulares, es decir, que su vector
tangente nunca se anula. Por esta razón, toda curva causal es o bien futura o bien pasada,
pero no puede ocurrir que tenga unos vectores tangentes futuros y otros pasados.
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Definición 3.1.5 Sea α : I → M una curva en M, sea a = inf(I) y b =
sup(I) (siendo posible que a = −∞ o b = +∞), entonces diremos que q ∈M
es un extremo o punto final de α si para toda sucesión {sj} ⊂ I, sj → a
implica que α(sj) → q o bien sj → b implica que α(sj) → q. Si α es una
curva causal futura entonces en el primer caso q es un extremo pasado y en
el segundo caso es un extremo futuro de α.

Definición 3.1.6 Si α es una curva causal tal que no existe extremo futuro
(pasado) de α en M, entonces diremos que α es inextensible hacia el
futuro (pasado). Si no existen extremos pasados ni futuros, diremos sim-
plemente que α es inextensible. Si una curva no es inextensible, se dice que
es extensible.

Por conveniencia y para evitar comportamientos patológicos requeriremos
que todas las curvas causales extensibles contengan a sus extremos.2

Teorema 3.1.7 Si C es un abierto conexo de M, entonces una curva causal
α contenida en un subconjunto K ⊂ C compacto es extensible.

Demostración. Puede revisarse en ([18], lema 14.2).

De ahora en adelante supondremos que toda variedad lorentziana M está orien-
tada en el tiempo. A partir de esta orientación es posible definir ciertos con-
juntos que permiten estudiar la estructura causal de M.

Teorema 3.1.8 Dos vectores temporales v,w ∈ TpM están en el mismo
cono causal si y sólo si verifican

g(v,w) < 0 (3.1.1)

Demostración. Se puede consultar en ([18],Lema 5.29).

Definición 3.1.9 Sea N un subconjunto de M, y sea S un subconjunto
de N:

2La extensibilidad de una curva no implica que ésta pueda realizarse de forma diferen-
ciable ni tan siquiera de una forma única. Si α : (a, b] → M es una curva extensible que
oscila de tal manera en α(b) ∈ M que no existe α

′
(b), entonces α se puede extender en

una vecindad convexa C de α(b) extendiendo a partir de α(b) la geodésica que une α(b−ε)
con α(b) para algún ε > 0 tal que α(b− ε) ∈ C.
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1. Llamaremos futuro (pasado) cronológico de S en N al conjunto
de puntos de N que pueden ser conectados con S mediante una curva
temporal futura (pasada) contenida en N. Lo denotaremos con I+(S,N)
(I−(S,N)). En el caso que N = M lo denotaremos simplemente como
I+(S) (I−(S)).

2. Llamaremos futuro (pasado) causal de S en N a la unión de S con
el conjunto de puntos de N que pueden ser conectados con S mediante
una curva causal futura (pasada) contenida en N. Lo denotaremos con
J+(S,N) (J−(S,N)). Cuando N = M lo denotaremos simplemente
como J+(S) (J−(S)).

3. Diremos que S es un conjunto ácrono si para todo p ∈ S se verifica
que I+(p) ∩ S = ∅.

4. Diremos que S es un conjunto acausal si para todo p, q ∈ S se verifica
que no existe ninguna curva causal α que conecte p con q.

5. Si S es un conjunto ácrono, llamaremos dominio de dependencia
futuro (pasado) al conjunto de puntos p ∈ M tales que cada curva
causal inextensible hacia el pasado (futuro) que pasa por p interseca
a S. Lo denotaremos como D+(S) (D−(S)). Y llamaremos dominio de
dependencia a D(S) = D+(S)∪D−(S). Frecuentemente, a los dominios
de dependencia se les llama desarrollos de Cauchy.

Dependiendo del comportamiento de las curvas causales de M, es posible
clasificar a las variedades lorentzianas según verifiquen ciertas condiciones.
La clasificación en las categoŕıas que mencionaremos a continuación no es
exhaustiva y en [19] puede encontrase una amplia discusión sobre estas
propiedades. En la siguiente definición enunciamos algunas de ellas teniendo
en cuenta que si se verifica una, entonces se verifican todas las anteriores.

Definición 3.1.10 Sea M una variedad lorentziana orientada en el tiempo,
entonces

1. Diremos que M cumple la condición cronológica o que M es cro-
nológico si no existen curvas temporales cerradas.

2. Diremos que M cumple la condición de causalidad o que M es
causal si no existen curvas causales cerradas.

3. Diremos que M cumple la condición de distinción de pasado o
que M distingue pasado (futuro) si I−(p) = I−(q) (I+(p) = I+(q))
implica que p = q para todo p, q ∈M .
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4. Diremos que se cumple la condición fuerte de causalidad o que
M es fuertemente causal en p ∈ M si para cada vecindad U de
p ∈ M existe una vecindad V ⊂ U de p tal que cualquier segmento de
una curva causal con extremos en V, está contenido enteramente en
U .Esto quiere decir que no hay curvas causales casi cerradas en p, es
decir, que existe una vecindad V de p tal que cualquier curva causal
que abandone V no regresa a dicha vecindad. Diremos que M cumple
la condición fuerte de causalidad si la verifica para todo p ∈M .

5. Diremos que M es establemente causal si existe una función f :
M → R cuyo gradiente es temporal para todo punto de M .

6. Diremos que M es causalmente simple si para todo conjunto com-
pacto K ⊂ M se verifica que J+(K) y J−(K) son cerrados para todo
p ∈M .

7. Diremos que M es globalmente hiperbólico si se verifica la condición
fuerte de causalidad y además para cualesquier puntos p, q ∈M se tiene
que J+(p) ∩ J−(q) es compacto.

Observación 3.1.11 La definición de estabilidad causal está tomada de ([19],
Proposición 6.4.9) y caracteriza a tales variedades lorentzianas. La estabili-
dad causal de un variedad lorentziana M implica que si introducimos una
pequeña perturbación en la métrica g entonces M continua siendo causal.

Además si f ∈ C(M,R) es una función tal que su campo gradiente ∇f
es temporal pasado en todo p ∈ M , y si α : I → M es cualquier curva
diferenciable temporal futura entonces como

g(∇f,∇f)p < 0

para todo p ∈M y por la definición de ∇f se tiene que

g(∇f,X) = X(f)

para todo X ∈ χ(M) entonces

g(∇f(α(t)), α
′
(t))α(t) = α

′
(t)(f) > 0

Para todo t ∈ I ya que ∇f(α(t)) y α
′
(t) están en distintos conos causales

de Tα(t)M para todo t ∈ I ⊂ R. Por lo tanto, como α
′
(t)(f) > 0 para todo

t ∈ I entonces la función f es estrictamente creciente a lo largo de α. El
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mismo resultado se obtiene si suponemos que ∇f es temporal futuro para
todo p ∈ M y si α es temporal pasada. Mediante el mismo razonamiento, si
∇f y α

′
están en el mismo cono causal de Tα(t)M entonces se concluye que

f es estrictamente decreciente a lo largo de α.

Definición 3.1.12 Una superficie de Cauchy es un conjunto S ⊂M tal
que cualquier curva temporal inextensible interseca a S una y sólo una vez.

Definición 3.1.13 Una función tiempo de Cauchy es una función con-
tinua f : M → R tal que es estrictamente creciente a lo largo de toda curva
temporal futura y además para todo r ∈ Imf se tiene que f−1(r) es una
superficie de Cauchy.

Teorema 3.1.14 Una superficie de Cauchy es una hipersuperficie topológica
ácrona cerrada que interseca a cada curva causal inextensible.

Demostración. Se puede revisar ([18], Lema 14.29).

Observación 3.1.15 Un resultado importante que relaciona los dominios de
dependencia definidos anteriormente con la hiperbolicidad global es el teorema
14.38 de [18] que dice que si A es un conjunto ácrono, entonces intD(A) (si
no es vaćıo) es globalmente hiperbólico. Se puede aplicar este teorema a una
superficie de Cauchy S, que por definición es un conjunto ácrono. Como
D(S) = M entonces al ser M abierto se tiene que intD(S) = M con lo
que se concluye que M es globalmente hiperbólico. Esto quiere decir que la
existencia de una superficie de Cauchy en M asegura la hiperbolicidad global.

Teorema 3.1.16 (Geroch) Si M es un variedad Lorentziana globalmente
hiperbólica, entonces existe un difeomorfismo3 Ψ : M −→ Σ × R donde Σ
es una hipersuperficie diferenciable4 tal que para todo a ∈ R se tiene que
Ψ−1(Σ× a) es una superficie de Cauchy.

Demostración. Puede revisarse en ([19] , proposición 6.6.8) o en ([20]).

3En la demostración de esta proposición el difeomorfismo Ψ es tal que si Ψ(p) =
(Ψ1(p),Ψ2(p)) ∈ Σ × R entonces Ψ2 es una función estrictamente creciente a lo largo
de cualquier curva temporal futura.

4La demostración de la existencia de una superficie de Cauchy diferenciable Σ en un
variedad Lorentziana globalmente hiperbólica puede verse en [20].
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Teorema 3.1.17 Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. M es globalmente hiperbólico.

2. Existe una función tiempo de Cauchy en M.

3. M posee una superficie de Cauchy

Demostración.

1. Para ver que 1) ⇒ 2) basta con aplicar el teorema de Geroch el cual
nos permite construir el difeomorfismo Ψ y comprobar que la función
f = goΨ es una función tiempo de Cauchy, donde g : Σ×R −→ R es la
proyección natural. En efecto, f es continua pues g y Ψ lo son. La nota
2 al pie de página del teorema de Geroch nos indica que f también es
estrictamente creciente a lo largo de cualquier curva temporal futura.
Por último, si r ∈ R entonces

f−1(r) = (goΨ)−1(r) = Ψ−1og−1(r) = Ψ−1(Σ× r)

que es una superficie de Cauchy como asegura el teorema de Geroch.

2. Es trivial probar que 2⇒ 3

3. Por la observación 3.1.15 se sigue que 3⇒ 1 �

El teorema de Geroch nos asegura la existencia de una foliación {Σ}t := Σ(t)
de superficies de Cauchy espaciales y diferenciables, donde t se incrementa
en la dirección temporal futura. Esto es equivalente a la existencia de una
función tiempo de Cauchy diferenciable f : M −→ R tal que f−1(t) = Σ(t).
El campo vectorial

X =
∇f

g(∇f,∇f)
(3.1.2)

es ortogonal a cada Σ(t), es decir, todas las curvas integrales de X cortan
ortogonalmente a todas las Σ(t) y además si α es una curva integral entonces
foα(t) = t, es decir que las curvas integrales se pueden parametrizar mediante
el parámetro de la foliación. Esto se desprende de:

(foα)
′
(t) = df(α

′
(t)) = df(X(α(t))) =

= g(∇f,X(α(t)) = 〈∇f, ∇f
〈∇f,∇f〉〉 = 1
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por tanto foα(t) = t+c, donde c es la constante de integración que podemos
normalizar para que foα(t) = t.

Ahora podemos definir el espacio-tiempo como una variedad que cumple
ciertas propiedades.

Definición 3.1.18 Un espacio-tiempo tres dimensional (o simplemente el
espacio-tiempo de tres dimensiones) es un par (M,g) que consiste de

ET1. Una variedad Lorentziana M, 3-dimensional.5

ET2. M es orientable.

ET3. M es orientable en el tiempo.

ET4. M es globalmente hiperbólico

ET5. M es conexo.

Que el espacio-tiempo sea conexo quiere decir que M no tiene curvas cerradas
de tipo temporal, lo que implica que M no puede ser compacta porque en
cualquier variedad compacta Lorentziana debe haber curvas cerradas de tipo
temporal.6

Esta es la definición general de espacio-tiempo que usaremos a partir de aho-
ra. En las siguientes secciones estudieremos una sola superficie Σ encajada en
un espacio-tiempo M. Como ya hemos visto es posible considerar un conjunto
continuo de superficies (Σt)t∈R que cubre a la variedad M, esto se puede hacer
para una extensa clase de espacios-tiempos que sean globalmente hiperboli-
cos.

Para finalizar hagamos un breve resumen. Hasta ahora hemos considerado
una variedad lorentziana que es orientable temporalmente, es decir, tal que
podemos hacer una elección cont́ınua a través de la variedad de la mitad del
cono de luz que constituye la dirección futura y de la mitad que corresponde
a la dirección pasada. Si Σ ⊂M es un conjunto cerrado ácrono, es decir, que

5Es decir, una variedad diferenciable C∞ que tiene una métrica Lorentziana g con
signatura sgn = (−,+,+). A veces el uso de la signatura sgn = (+,−,−) es más adecuado,
por ejemplo cuando se introducen espinores.

6Los espacios-tiempos globalmente hiperbólicos no admiten curvas temporales cerradas,
lo que significa que no admiten viajes hacia atrás en el tiempo. No todos los espacios-
tiempos poseen esta propiedad, pero en la descomposición 2+1 se asume que los espacios-
tiempos f́ısicamente razonables son de este tipo.
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ningún par de puntos p, q ∈ Σ se pueden unir por una curva de tipo tiempo,
entonces el dominio de dependencia de Σ es

D(Σ) := {p ∈M | cada curva causal inextensible a través de p intersecte q }
(3.1.3)

Si D(Σ) = M , se dice que tenemos una superficie de Cauchy para el espacio-
tiempo. Se tiene entonces, que una superficie de Cauchy es automaticamente
una superficie 2-dimensional. Si una variedad lorentziana orientable en el
tiempo admite una superficie de Cauchy, entonces es globalmente hiperbólica.

3.2. Encajes

Definición 3.2.1 Sean M y N variedades diferenciables, entonces un mapeo
Φ : M −→ N se llama mapeo (o aplicación) de clase Ck si y sólo si:

∀f : N −→ R f ∈ Ck tal que f ◦ Φ ∈ Ck

Definición 3.2.2 Dadas dos variedades diferenciables M, N se dice que una
aplicación Φ : M −→ N es un difeomorfismo si Φ es biyectiva y Φ, Φ−1 son
diferenciables.

El nombre difeomorfismo local se extiende al caso de que sólo se pueda ase-
gurar sobre f que, para cada p ∈ M , existen abiertos U de p y V = f(U) de
f(p), tales que la restricción de f a U y V sea un difeomorfismo.

Definición 3.2.3 Dos variedades diferenciables M, N son difeomorfas si
existe un difeomorfismo Φ : M −→ N .

Los difeomorfismos pueden interpretarse como cambios “activos”de coorde-
nadas. En efecto, dado un difeomorfismo ϕ y una carta (U, φ) que contenga
a p y otra (V, ψ) que contenga a q = ϕ(p), la aplicación φ

′
= ψoϕ que asigna

a p las coordenadas de q, junto con el abierto U
′

= ϕ−1[ϕ(U) ∩ V ], es una
carta que contiene al punto p.

Definición 3.2.4 Sean M y N dos variedades diferenciables de clase C∞ y
sea Φ : M −→ N un mapeo entre ellas, entonces:
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1. Φ es una inmersión si y sólo si tanto ella como su inversa son de
clase C∞ localmente, es decir, si y sólo si para cada p ∈ M existe un
abierto U tal que Φ : U −→ Φ(U) es un difeomorfismo.

2. Φ es un encaje (también llamdo embebimiento) si y sólo si es una
inmersión y un homomorfismo en su imagen Φ(M), es decir, si y sólo
si Φ es un difeomorfismo en su imagen.

También se dice que una inmersión es una función suave Φ : M −→ N con
diferencial inyectiva. Notemos que una inmersión admite intersecciones en
Φ(M) pero un encaje no. En este último caso, Φ(M) no es sólo una variedad
topológica (con la topoloǵıa inducida de M ) sino que la estructura diferen-
ciable de M se induce sobre Φ(M) de modo que M y Φ(M) son variedades
difeomorfas. Una subvariedad encajada es entonces equivalente a una subva-
riedad en el siguiente sentido: una variedad M incluida en otra variedad N es
una subvariedad de ésta si la inclusión i : M ↪→ N es un encaje. Para una de-
mostración de que una inmersión es un embebimiento puede consultarse [16].

A continuación daremos una definición de superficie y definiremos los mapeos
pull-back y push-forward entre dos superficies, por ello reescribimos la defini-
ción de encaje dada anteriormente pero ahora en términos de las superficies.

Definición 3.2.5 Un encaje es una función Φ : Σ̂ −→ Σ tal que es un
homomorfismo, es decir, un mapeo uno a uno tal que Φ y Φ−1 son continuas.

Definición 3.2.6 Sea M un espacio-tiempo tres dimensional; entonces una
superficie Σ de M es la imagen de una superficie Σ̂ dada por un encaje
Φ : Σ̂ −→M , tal que:

Σ = Φ(Σ̂) ⊂M.

Podemos definir localmente una superficie como el conjunto de puntos para
los cuales un campo escalar t en M es constante (que por comodidad tomare-
mos como cero):

∀p ∈M, p ∈ Σ ⇐⇒ t(p) = 0

Asumamos, por ejemplo que Σ es una subvariedad conexa de M con la
topoloǵıa de R2, entonces introducimos un sistema de coordenadas locales en
M, dado por xα = (t, x, y) tal que t ∈ R y xi = (x, y) son coordenadas carte-
sianas en R2. La superficie Σ es definida por la condición t(p) = 0 y podemos
obtener la forma expĺıcita del mapeo considerando {xi} como coordenadas
en la superficie Σ̂, como:

Φ : Σ̂ −→M tal que; (x, y) 7−→ (0, x, y)
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El mapeo Φ manda curvas en Σ̂ en curvas en M y consecuentemente manda
vectores en Σ̂ a vectores en M y formas en M a formas en Σ̂, es decir, tenemos
un mapeo entre TpΣ̂ y TpM y otro entre T ∗pM y T ∗p Σ̂, que definiremos más
adelante.

Figura 3.2.1: Foliación por una familia uni-paramétrica de encajes

Notemos que el parámetro t induce una familia uniparamétrica de encajes
dada por:

Φt : Σ −→M, t ∈ R

tal que Σt := Φt(Σ) ⊂M

Aqúı Σt es la imagen de Φt en M para el tiempo topológico fijado t, esta
es sólo una hoja de la foliación. Mediante la foliación tenemos el concepto
de pasado y futuro respecto al parámetro t, donde t

′
< t < t

′′
, esto puede

observarse en la figura 3.2.1 en donde Σt′ es la ĺınea del pasado y Σt′′ es la
ĺınea del futuro [13].

Definición 3.2.7 Sea Φ : Σ̂ −→ M un mapeo de clase Ck, k ≥ 1, entonces
el mapeo lineal inducido Φ∗TpΣ̂ −→ TΦ(p)M tal que:

(Φ∗vp)Φ(p)f = Φ∗(vp)Φ(p)[f ] = vp[foΦ] (3.2.1)

se llama push-forward o diferencial de Φ (fig. 3.2.2).

Teorema 3.2.8 Dado el mapeo Φ∗ : TpΣ̂ −→ TΦ(p)M , entonces ∀f ∈ C(M,R)

1)Φ∗(vp)Φ(p)[f ] = vp[foΦ]

2) Φ∗ es lineal.



68 3.2. Encajes

Figura 3.2.2: El push-forward

Demostración.

1) Sea α(t) una curva con α(0) = p, α̇(0) = vp, entonces por la definición:

Φ∗(vp)Φ(p)[f ] = (Φ◦α)
′

Φ(p)(f) = [f◦(Φ◦α)]
′

(0) = [(f◦Φ)◦α]
′

(0) = vp[f◦Φ]

2) [Φ∗(vp + wp)]f = (vp + wp)(f ◦ Φ) = vp(f ◦ Φ) + wp(f ◦ Φ)

= (Φ∗vp)f + (Φ∗wp)f

Sea a ∈ R, entonces

[Φ∗(avp)]f = (avp)(f ◦ Φ) = a(vp[f ◦ Φ]) = a(Φ∗vp)f �

En la figura 3.2.2 tenemos el encaje Φ de una superficie Σ̂ en una variedad
3-dimensional M, definida por la superficie Σ = Φ(Σ̂). El push-forward Φ∗v
de un vector v tangente a alguna curva α en Σ̂, es un vector tangente a Φ(α)
en M.

En particular si xα = (t, x, y) es un sistema de coordenadas adaptadas,7

entonces el push-forward se puede escribir expĺıcitamente como sigue:

∀v = (vx, vy) ∈ TpΣ̂ =⇒ Φ∗v = (0, vx, vy) ∈ TΦ(p)M (3.2.2)

Donde vi = (vx, vy) denota las componentes del vector v con respecto a la
base natural {∂i} de TpΣ asociada a las coordenadas {xi} definidas anterior-
mente.

7 Veáse la Sección 5.2
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Definición 3.2.9 Sean Φ : Σ̂ −→ M de clase Ck, k ≥ 1 y Φ∗ como ya se
definió, entonces el mapeo

Φ∗ : TΦ(p)(M) −→ TpΣ̂ tal que Φ∗(ω)v = ω(Φ∗v) = 〈ω,Φ∗v〉

donde ω ∈ T ∗Φ(p)M y v ∈ TpΣ̂, se llama pull-back de Φ. Donde se tiene que
el mapeo

Φ∗ω : TpΣ̂ −→ R tal que v 7−→ 〈ω,Φ∗v〉

De la ecuación (3.2.2) el mapeo Φ∗ω se puede escribir en coordenadas locales
expĺıcitamente como sigue:

Si ω = (ωt, ωx, ωy) ∈ T ∗Φ(p)M , entonces

Φ∗ω = (ωx, ωy) (3.2.3)

Donde ωα denota las componentes de la 1-forma ω con respecto a la base
dual {dxα} asociada a las coordenadas {xα}.

Observación 3.2.10 El pull-back puede definirse para tensores de rango
(

0
s

)
como sigue:

Si T ∈ T ∗Φ(p)(M)s donde Φ∗ : T ∗Φ(p)(M)∗ −→ T ∗p (Σ̂)s tal que:

∀(v1, ...,vs) ∈ T ∗p (Σ̂)s Φ∗T(v1, ...,vs) = T(Φ∗v1, ...,Φ
∗vs) (3.2.4)

esto es, la función Φ∗ toma un tensor de rango
(

0
s

)
∈ T ∗M y le asocia un

tensor en T ∗p (Σ̂)s8 que actúa sobre vectores dando un real.

El pull-back da la manera de trasladar la métrica del espacio M a la superficie
Σ mediante la siguiente definición.

Definición 3.2.11 Sea g la métrica del espacio-tiempo tres dimensional, se
define la métrica inducida en Σ por:

γ := Φ∗g (3.2.5)

γ es llamada también la primera forma fundamental de Σ (o la 2-
métrica de Σ).

8T ∗p (Σ̂)s := T ∗p (Σ̂)⊗ T ∗p (Σ̂)⊗ · · ·⊗ T ∗p (Σ̂)︸ ︷︷ ︸
s−veces
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Notemos que

∀(u,v) ∈ Tp(M)× Tp(M), u · v = g(u,v) = γ(u,v)

de forma que en el sistema de coordenadas xi = (x, y) de Σ, la ecuación
(3.2.3) permite escribir a las componentes de γ, como

γij = gij (3.2.6)

Definición 3.2.12 Caracter causal de las superficies

Σ es espacial, si y sólo si γ es riemanniana (o definida positiva), es
decir, de signatura (+,+).

Σ es temporal, si y sólo si γ es lorentziana, es decir, de signatura
(−,+).

Σ es nula, si y sólo si γ es degenerada, es decir, de signatura (0,+).

Hasta ahora hemos visto que el mapeo Φ induce un mapeo de vectores en Σ
a vectores en M por medio del push-forward y mediante el pull-back manda
s-formas en M en s-formas en Σ pero no hay un mapeo que haga las cosas de
manera inversa.

Podŕıamos definir de manera ingenua el mapeo inverso como una función
F : TpM −→ TpΣ tal que si v ∈ TpM entonces F (v) = (vx, vy) ∈ TpΣ, es
claro que este mapeo depende de la elección de las coordenadas (t, x, y), pero
un mapeo de estas caracteŕısticas debeŕıa ser independiente de las coorde-
nadas, en realidad el mapeo inverso estará dado por el proyector tangente
(respecto a g) en Σ, dicho mapeo se definirá más adelante.

Ya hemos mencionado que Σ es espacial respecto a la métrica g de M. Por
ello, existe un campo vectorial temporal, n, normal a la hoja Σ en M. Con la
normal se fija una de las dos posibles orientaciones, con las cuales la noción
de pasado y futuro son especificadas.

Definición 3.2.13 Dado un campo escalar t en M tal que la subvariedad Σ
es definida como una superficie de nivel de t, la 1-forma dt es normal a Σ
en el sentido de que:

∀v ∈ TpΣ 〈dt,v〉 = 0
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Definición 3.2.14 El dual de dt, es decir, el vector ∇t (de componentes
∇αt = gαµ∇µt = gαµ(dt)µ) es un vector normal a Σ que satisface las sigui-
entes propiedades:9

∇t es temporal ⇐⇒ g(∇t,∇t) < 0

∇t es espacial ⇐⇒ g(∇t,∇t) > 0

∇t es nulo ⇐⇒ g(∇t,∇t) = 0

Hay que observar que ∇t define una única dirección normal a Σ. En otras
palabras, un vector normal, n, a Σ debe ser colineal a ∇t, es decir:

n = λ∇t para algún λ ∈ R

Si Σ es una superficie nula, entonces un vector normal a Σ es también tan-
gente a Σ pues los vectores nulos son ortogonales a ellos mismos, en este caso
se deberá normalizar de forma distinta.

Si Σ no es nula, entonces se puede normalizar el vector ∇t para tener un
vector unitario

n = (±∇t ·∇t)− 1
2∇t (3.2.7)

Mediante esta ecuación puede comprobarse que el signo positivo corresponde
a una superficie temporal y el signo menos corresponde a una superficie
espacial. Por construcción tenemos que el vector n es unitario:

g(n,n) := g(∂0, ∂0) = −1 si Σ es espacial.

g(n,n) := g(∂0, ∂0) = 1 si Σ es temporal.

Esto se conoce como la aplicación de Gauss, la cual definimos a continuación.

Definición 3.2.15 La aplicación de Gauss Sea Σt una superficie espa-
cial y sea p ∈ Σt. Consideremos un abierto U ⊂ Σt que contenga a p y tal
que Σt admite un campo vectorial normal n : U ⊂ Σt −→ TpN

10 ortogonal a
Σt definido en U, llamado la aplicación de Gauss. Además podemos elegir
n tal que g(n,n) = −1.

9Esto equivale a decir que

1. ∇t es temporal ⇐⇒ Σ es temporal.

2. ∇t es espacial ⇐⇒ Σ es espacial

3. ∇t es nulo ⇐⇒ Σ es nula.

10Aqúı TpN := (TpM)⊥
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3.3. Curvatura extŕınseca

A partir de este punto se denotará como ∇ a la conexión de Levi-Civita
asociada a Σ y como ∇ a la conexión de Levi-Civita del espacio-tiempo M.
Retomando las definiciones de las Secciones 2.7 y 2.6 definiremos a los obje-
tos geométricos para la superficie Σ.

Al hablar de las superficies espaciales que forman la foliación del espacio-
tiempo, debemos distinguir entre la curvatura “intŕınseca” de dichas super-
ficies proveniente de su geometŕıa interna, y su curvatura “extŕınseca” rela-
cionada con la forma en que estas se encuentran inmersas en el espacio-tiempo
de 3 dimensiones. La curvatura intŕınseca estará dada por el tensor de Rie-
mann de la variedad M, que se define en términos de la métrica espacial γij.
La curvatura extŕınseca se define en términos de lo que le ocurre al vector
normal n al transportarlo paralelamente de un sitio a otro de la superficie.
En general encontraremos que al transportar paralelamente este vector a un
punto cercano, el nuevo vector ya no será normal a la superficie. El “tensor
de curvatura extŕınseca” Kij es una medida del cambio en el vector normal
bajo transporte paralelo.

Teorema 3.3.1 Sea Σ una superficie espacial diferenciable con una métrica
riemanniana γ. Entonces existe una única conexión lineal en TΣ simétrica
y compatible con la métrica tal que:

∇γ = 0 (3.3.1)

en una base coordenada sus componentes son

Γijk =
1

2
γim(∂jγkm + ∂kγjm − ∂mγjk) (3.3.2)

a esta conexión se le llama conexión riemanniana o conexión de Levi-
Civita de Σ

Demostración. La demostración es análoga a la del teorema [2.6.9, pág. 45]
�

Denotemos como Riem al tensor de Riemann de Σ con componentes Rk
lij,

este mide la no conmutatividad de dos derivadas covariantes sucesivas ∇.
Tenemos una identidad análoga a la identidad de Bianchi pero en dos dimen-
siones:

∀v ∈ TpΣ, (∇i∇j −∇j∇i)v
k = Rk

lijv
l (3.3.3)
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El tensor de Ricci de Σ lo denotamos por Ric y R = γijRij es el ecalar de
Ricci (o escalar de curvatura)11.

En dos dimensiones, el tensor de Riemann puede ser completamente deter-
minado del conocimiento del tensor de Ricci de acuerdo a la ecuación:

Ri
jkl = δikRjl − δilRjk + γjlR

l
i − γjkRi

l +
1

2
R(δilγjl − δikγjl) (3.3.4)

esto quiere decir que el tensor de Weyl se anula en dos dimensiones.12

Además de la curvatura intŕınseca discutida ĺıneas arriba, se puede considerar
otro tipo de curvatura para la variedad Σ, con la cual se puede saber cómo se
“dobla”Σ en M. Este doblez corresponde a la elección de la normal n cuando
se mueve en Σ. Para ello se define el mapeo de Weingarten como sigue:

Definición 3.3.2 Se define el mapeo de Weingarten (fig. 3.3.1) S 13

como un endomorfismo14 en TpM tal que a cada vector tangente le asocia la
variación del normal a lo largo de dicho vector. Esta variación está dada por
la conexión ∇ como sigue:

S : TpΣ −→ TpΣ tal que

Si v ∈ TpΣ, S(v) :=∇vn (3.3.5)

Podemos ver que en efecto S(v) ∈ TpΣ, mediante el producto interno

n · S(v) = n ·∇vn =
1

2
∇v(n · n) = 0

Como Σ es espacial, el mapeo S esta definido univocamente.

Teorema 3.3.3 La propiedad fundamental del mapeo de Weingarten es que
es auto-adjunto con respecto a la métrica inducida γ, esto es:

∀(u,v) ∈ TpΣ× TpΣ, u · S(v) = S(u) · v15 (3.3.6)

11También llamado curvatura Gaussiana de (Σ,γ)
12De hecho, se puede demostrar que el tensor de Weyl se anula en dimensiones ≤ 3
13Conocido también como el operador de forma.
14Se llama endomorfismo a una aplicación lineal f : V −→ V de un espacio vectorial V

en si mismo.
15Usaremos la notación tradicional de producto escalar, donde entenderemos que éste

es con respecto a la métrica γ si consideramos que u,v ∈ TpΣ o con respecto a g si
u,v ∈ TpM .
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Figura 3.3.1: Mapeo de Weingarten

Demostración. Sean u,v ∈ TpΣ, por definición de S.

g(u,S(v)) = g(u,∇vn) = g(u,∇vn) + g(n,∇vu)− g(n,∇vu)

=∇v(g(u,n))− g(n,∇vu) = −g(n,∇vu)

pero [u,v] =∇uv −∇vu =⇒

g(u,S(v)) = −g(n,∇vu) = g(n, [u,v])− g(n,∇uv)

= g(n, [u,v])−∇v(g(n,v)) + g(v,∇un) = g(n, [u,v]) + g(v,∇un)

por otro lado

g(∇t, [u,v]) = ∇µt(∇uv −∇vu)µ = ∇µtu
ν∇νv

µ −∇µtv
µ∇νu

µ

= uν(∇ν(∇µtv
µ − vµ∇ν∇µt))− vν(∇ν(∇µtu

µ − uµ∇ν∇µt))

= uµvν(∇ν∇µt−∇µ∇νt) = 0

esta última igualdad es debido a que ∇ν∇µt = ∇µ∇νt.

Como n es colineal a ∇t, entonces g(n, [u,v]) = 0 y g(v,∇un) = 0, por lo
tanto

u · S(v) = v · S(u). �

Ahora demostraremos una importante identidad conocida como la ecuación
de Weingarten.
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Lema 3.3.4 Ecuación de Weingarten. Sean u,v ∈ TpM y n ∈ NpM ,16

entonces:

− g(u,∇vn) = g(n,∇vu) (3.3.7)

Demostración. Como g(u,n) = 0, entonces

∇vg(u,n) = g(∇vu,n) + g(u,∇vn) = 0 =⇒

g(∇vu,n) = −g(u,∇vn) �

A continuación definimos una importante cantidad conocida como la cur-
vatura extŕınseca de la superficie.

Definición 3.3.5 Se define a la forma bilineal K en el espacio tangente a
Σ como el mapeo

K : TpΣ× TpΣ −→ R

tal que:

K(u,v) = −γ(u,S(v)) (3.3.8)

es simétrica. Esta es la llamada segunda forma fundamental de Σ o
tensor de curvatura extŕınseca de Σ.

La curvatura extŕınseca contiene la misma información que el mapeo de Wein-
garten. De la definición 3.3.2 tenemos que

∀(u,v) ∈ TpΣ× TpΣ, K(u,v) = −γ(u,∇vn) (3.3.9)

Definición 3.3.6 Definimos el escalar de curvatura extŕınseca como la traza
del tensor de curvatura extŕınseca y lo denotamos por K

K := tra(Kij) = γijKij

Como K es la traza del tensor de curvatura extŕınseca respecto a la métrica γ,
entonces es sencillo demostrar que K es menos dos veces la curvatura media
de Σ

K := γijKij = −2H (3.3.10)

16NpM es el conjunto de vectores normales a la variedad M
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Definición 3.3.7 Curvatura media. Definimos a la curvatura media de
Σ en términos de la segunda forma fundamental como

H := −
2∑
i=1

g(n,∇vu) = g(u,∇vn) (3.3.11)

Es decir, la curvatura media es la traza del mapeo de Weingarten y por eso
no depende de la base elegida. Los eigenvalores del operador S, que son todos
reales pues S es auto-adjunto, son llamados las curvaturas principales de
Σ y los eigenvectores correspondientes son llamados las direcciones prin-
cipales de Σ. La curvatura media de Σ es la media aritmética de las
curvaturas principales

H :=
1

2
(k1 + k2) (3.3.12)

donde ki son los dos eigenvalores de S.

La curvatura definida arriba no debe confundirse con la curvatura Gaussiana,
esta última es una cantidad intŕınseca, independiente de la forma en que la
variedad (Σ,γ) es encajada en (M,g) mientras que las curvaturas principales
y la curvatura media śı dependen del encaje, por esta razón se llaman canti-
dades extŕınsecas.

A continuación pondremos algunos ejemplos de superficies encajadas en R3,
en este caso la métrica de la variedad M es riemanniana (+,+,+) y la su-
perficie Σ es espacial con métrica riemanniana (+,+).

Ejemplo 3.3.8 Un plano en R3.

Sea Σ un plano. Sean xα = (x, y, z) las coordenadas cartesianas de R3 tal
que Σ es el plano z = 0

La función escalar t en Σ se define por la ecuación

∀p ∈M, p ∈ Σ ⇐⇒ t(p) = 0

o simplemente t = z.

Sea xi = (x, y) un sistema de coordenadas en Σ y γij = diag(1, 1) con respecto
a estas coordenadas. El tensor de Riemann se anula, es decir, Riem(γ) = 0
y el vector n tiene componentes n = (0, 0, 1) respecto a (x, y, z).
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Las componentes de ∇n están dadas por las derivadas parciales

∇βn
α =

∂nα

∂Xβ

donde los śımbolos de Christoffel se anulan para las coordenadas {xα}, en-
tonces

∇n = 0 y S = 0 =⇒ K = 0

Ejemplo 3.3.9 Un cilindro en R3.

Sea Σ un cilindro definido por t := ρ − R = 0 donde ρ :=
√
x2 + y2 y R es

una constante positiva (es el radio del cilindro).

R =
√
x2 + y2 =⇒ t := ρ−R = 0

Sean xα = (ρ, ϕ, z) las coordenadas ciĺındricas con ϕ ∈ [0, 2π], donde
x = rcosϕ, y = rsenϕ. Entonces xi = (ϕ, z) es un sistema de coordenadas
ciĺındricas en Σ. La métrica inducida es:

γijdx
idxj = R2dϕ2 + dz2

con f(R,ϕ, z) = (Rcosϕ,Rsenϕ, z) y ∂z = (0, 0, 1). Con esto se puede
calcular

γ11 = ∂ϕ · ∂ϕ =
∂f

∂ϕ

∂f

∂ϕ
= R2

γ21 = 0

γ22 = ∂z · ∂z = 1

haciendo η := Rϕ la métrica se transforma en

γmndx
mdxn = dη2 + dz2

que tiene la forma de la métrica del plano.

Sea n el vector normal a Σ. Respecto a las coordenadas cartesianas
xα = (x, y, z) sus componentes son:

n = (x, y, 0) =⇒ n̂ =
1√

x2 + y2
(x, y, 0)
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como ∇βn
α =

∂nα

∂Xβ
, entonces

∇βn
α = (x2 + y2)−

3
2

 y2 −xy 0
−xy x2 0

0 0 0


La curvatura extŕınseca es: K = −u ·∇vn, entonces las componentes de K
respecto a la base {xi} son:

Kij = K(∂i, ∂j) = −∇βnα(∂i)
i(∂j)

β

donde

∂i = {∂ϕ, ∂z}

es la base coordenada y (∂i)
α son las componenetes del vector ∂i respecto a la

base ∂α = (∂x, ∂y, ∂z) asociada a las coordenadas cartesianas xα = (x, y, z),
expĺıcitamente

(x, y, z) = (Rcosϕ,Rsenϕ, z)

∂ϕ =
∂x

∂ϕ

∂

∂x
+
∂y

∂ϕ

∂

∂y
+
∂z

∂ϕ

∂

∂z
= −y∂x + x∂y

∂z =
∂x

∂z

∂

∂x
+
∂y

∂z

∂

∂y
+
∂z

∂z

∂

∂z
= ∂z

(∂ϕ)α = (−y, x, 0) y (∂z)
α = (0, 0, 1), por lo que la curvatura extŕınseca es

Kij =

[
Kϕϕ Kϕz

Kzϕ Kzz

]
=

[
−R 0
0 0

]
Las componentes de la métrica del cilindro son:

γij =

[
R2 0
0 1

]
la inversa es

γij =

[
1\R2 0

0 1

]
finalmente el escalar de curvatura extŕınseca es

K = γijKij = γ11K11 + γ22K22 = − R

R2
= − 1

R
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Ejemplo 3.3.10 La esfera en R2.

Sea S2 la esfera de radio R, entonces

r =
√
x2 + y2 + z2 = R =⇒ t =: r −R = 0

Sean xα = (r, θ, ϕ) las coordenadas esféricas tales que

f(r, θ, ϕ) = (rsenθcosϕ, rsenθsenϕ, rcosθ)

y sea xi = (θ, ϕ) un sistema de coordenadas en Σ = S2, la métrica en la
esfera es:

γijdx
idxj = γθθdθ

2 + γϕϕdϕ
2

donde las componentes de la métrica son:

γθθ = ∂θ · ∂θ =
∂f

∂θ
· ∂f
∂θ

= R2

γϕϕ = ∂ϕ · ∂ϕ = R2sen2θ

por lo tanto

γijdx
idxj = γθθdθ

2 + γϕϕdϕ
2 = R2(dθ2 + sen2θdϕ2)

podemos escribir a la métrica como:

γij =

[
R2 0
0 R2sen2θ

]
y su inversa es

γij =

[
1\R2 0

0 1\R2sen2θ

]

contrario a los dos ejemplos anteriores esta métrica no es la del plano. El
escalar de Ricci, el tensor de Ricci y el tensor de Riemann de (Σ,γ) son:

nα =
1

R
(x, y, z)

∇βn
α =

∂nα

∂Xβ
=

1

R
3
2

 y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2
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las bases naturales asociadas a xi = (θ, ϕ) en Σ son:

∂ϕ =
∂X

∂ϕ

∂

∂X
+
∂Y

∂ϕ

∂

∂Y
+
∂Z

∂ϕ

∂

∂Z
= −y∂x + x∂y

∂θ =
∂X

∂θ

∂

∂X
+
∂Y

∂θ

∂

∂Y
+
∂Z

∂θ

∂

∂Z
=

1√
x2 + y2

[xz∂x + yz∂y − (x2 + y2)∂z]

las componentes de la curvatura extŕınseca se calculan mediante
Kij = −∇βnα(∂i)

α(∂j)
β, entonces

Kij =

[
Kθθ Kθϕ

Kϕθ Kϕϕ

]
=

[
−R 0
0 −Rsen2θ

]
= − 1

R
γij

aśı tenemos que

Kij = γijKij = γij(− 1

R
)γij = − 1

R
(γ11γ11 + γ22γ22) = − 1

R
(1 + 1) = − 2

R

Estos ejemplos muestran que el plano tiene curvatura gaussiana y extŕınseca
nulas, mientras que el cilindro tiene curvatura gaussiana nula pero su curvatu-
ra extŕınseca es K = −1/R y la esfera tiene curvatura gaussiana R = 2/R2

y curvatura extŕınseca K = −2/R, esto nos hace ver que la curvatura ex-
tŕınseca no es completamente independiente de la curvatura intŕınseca, como
veremos después, estas están relacionadas por la ecuación de Gauss.

3.4. La descomposición ortogonal

En lo que sigue se considerara que Σ es espacial, es decir, la métrica induci-
da γ es riemanniana, o equivalentemente que el vector normal n es temporal.

Definición 3.4.1 Para todo p ∈ Σ, el espacio de todos los vectores espacio-
temporales puede descomponerse en una parte tangente y otra ortogonal a Σ,
mediante la siguiente descomposición ortogonal (fig.3.4.1)

TpM = T‖M ⊕ T⊥M := Tp(Σt)⊕ TpN

donde TpN es un subespacio de TpM de dimensión 1 generado por el vector
normal n.
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Figura 3.4.1: La geometŕıa de la descomposición ortogonal

En esta definición T‖M := TpΣt y T⊥M := TpN . Los mapeos de proyección
asociados P‖ := −→γ (tangente a Σt) y P⊥ := −→γ ⊥ (ortogonal a Σt) se definen
de la siguiente manera:

Definición 3.4.2 El proyector tangente en Σ es el operador−→γ (asociado
con la descomposición ortogonal) definido como

−→γ : TpM −→ TpΣ tal que

∀v ∈ TpM −→γ (v) = v + g(n,v)n (3.4.1)

El proyector ortogonal −→γ ⊥ (asociado a la descomposición ortogonal) es
un operador definido como

−→γ ⊥ : TpM −→ TpN tal que

∀v ∈ TpM −→γ ⊥(v) = −ng(n,v) (3.4.2)

Teorema 3.4.3 El operador −→γ satisface las siguientes propiedades:

1. Si n ∈ TpN =⇒ −→γ (n) = 0

2. ∀v ∈ TpΣ, =⇒ −→γ (v) = v
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Demostración.
1. Si n ∈ TpN entonces

−→γ (n) = n + g(n,n)n = n− n = 0

2. Si v ∈ TpΣ, entonces

−→γ (v) = v + γ(n,v)n = v �

Teorema 3.4.4 Las componentes de γ respecto a una base {∂α} de TpM
son

γαβ = δαβ + nαnβ (3.4.3)

Demostración. Escribiendo la ecuación (3.4.1) en componentes respecto a
la base coordenada {∂α} tenemos

vβγαβ = vα + nβv
βnα = vβδαβ + nβv

βnα = vβ(δαβ + nβn
α)

por lo tanto

γαβ = δαβ + nαnβ �

Teorema 3.4.5 El operador de proyección satisface las siguientes propiedades:

1. nνγµν = 0

2. hµνγ
ν
ρ = γµρ

3. γµµ = 2

Demostración.

1 nνγµν = nν(δµν + nνn
µ) = nνδµν + nνnνn

µ = nµnµ = 0

2 γµν γ
ν
ρ = (δµν + nνn

µ)(δνρ + nρn
ν) = δµν δ

ν
ρ + δνρnνn

µ + δµνnρn
ν + nνn

µnρn
ν

= δµρ + nρn
µ + nρn

µ − nρnµ = δµρ + nρn
µ = γµρ

3 γµµ = δµµ + nµn
µ = δ0

0 + δ1
1 + δ2

2 − 1 = 3− 1 = 2 �
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Recordemos que el encaje Φ induce los mapeos TpΣ −→ TpM y T ∗pM −→
T ∗pΣ pero no el mapeo inverso. El operador −→γ da el mapeo natural TpM −→
TpΣ

Definición 3.4.6 Sea −→γ el operador de proyección tangente, entonces se
puede construir el mapeo −→γ ∗ : T ∗pΣ −→ T ∗pM tal que para algún ω ∈ T ∗pΣ,
−→γ ∗ω : TpM −→ R tal que

−→γ ∗ω(v) = ω(−→γ (v)) (3.4.4)

que es una estructura lineal que pertenece a T ∗pM .

Se puede extender la definición anterior a un tensor T de rango
(

0
s

)
, aśı

−→γ ∗ : T ∗p (Σ)n −→ T ∗p (M)n.

Para T ∈ TpΣ, −→γ ∗T : Tp(M)n −→ R tal que

−→γ ∗T(v1, ...,vn) = T(−→γ (v1), ...,−→γ (vn)) (3.4.5)

Aplicando esta definición a γ en Σ entonces −→γ ∗γ es una forma bilineal en M
que coincide con γ si sus dos argumentos son vectores tangentes a Σ y que es
cero si alguno de sus argumentos es ortogonal a Σ, es decir, paralelo a n (más
adelante se demostrará esta afirmación), entonces esta es una extensión de γ
a todos los vectores en TpM , la cual abusando de la notación se denotará por
el mismo śımbolo γ:

γ := −→γ ∗(γ) (3.4.6)

Teorema 3.4.7 La función γ definida anteriormente se expresa en términos
de g y de la 1-forma n como:

γ := g + n⊗ n (3.4.7)

en componentes

γαβ = gαβ + nαnβ (3.4.8)

Demostración. Es trivial usando las definiciones �

Teorema 3.4.8 Propiedades de γ
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1) Si u,v ∈ TpΣ =⇒ γ(u,v) = g(u,v).

2) u = λn =⇒ ∀v ∈ TpM, γ(u,v) = 0

Demostración.
1) Si u,v ∈ TpΣ entonces γ(u,v) = g(u,v) + 〈n,u〉〈n,v〉 = g(u,v)
2) Si u = λn entonces para algún v ∈ TpM

γ(u,v) = γ(λn,v) = λg(u,v) + λ〈n,n〉〈n,v〉

= λg(u,v)− λ〈n,v〉 = λ〈n,v〉 − λ〈n,v〉 = 0 �

.

Definición 3.4.9 El operador −→γ ∗ extiende a la curvatura extŕınseca K,
definida como una forma bilineal en Σ, a una forma bilineal en M mediante:

K := −→γ ∗K (3.4.9)

En este trabajo usamos el punto de vista 3-dimensional, es decir, tratamos
un campo tensorial en Σ como si estuviera definido en M. Para tensores
covariantes (formas s-lineales) si no se hace mención expĺıcita, la extensión
3-dimensional estará dada v́ıa el operador −→γ ∗. En el caso de tensores con-
travariantes, la identificación está dada por el push-forward de Φ, este punto
de vista hace que la manipulación de tensores en Σ sea más simple por el
hecho de tratarlos como tensores en M v́ıa el operador −→γ ∗.

Definición 3.4.10 Dado T de rango
(
p
q

)
∈M, denotemos como −→γ ∗T a un

tensor en M del mismo tipo y tal que sus componentes en una base {∂α} de
TpM son expresadas en términos de T por

(−→γ ∗T )
α1···αp
β1···βq = γα1

µ1
· · · γαpµp γ

ν1
β1
· · · γνqβqT

µ1···µq
ν1···νq (3.4.10)

Notar que para una forma s-lineal T en Σ, −→γ ∗(−→γ ∗T) = −→γ ∗T; para un
vector v ∈ TpM se tiene que −→γ ∗(v) = −→γ (v), para una 1-forma ω ∈ T ∗pM
tenemos que −→γ ∗(ω) = ω(−→γ ) y para un tensor T, −→γ ∗T es tangente a Σ
éste es cero si uno de sus argumentos es n o n.

Un vector n normal a Σ es definido sólo para puntos p ∈ Σ. Consideremos
alguna extensión de n en alguna vecindad abierta de Σ.
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Definición 3.4.11 Si Σ es una superficie de nivel para algún campo escalar
t, tal que una extensión natural está dada por ∇t de acuerdo a [(3.2.7), pág.
71], entonces el campo tensorial ∇n es una cantidad definida. En particular
podemos introducir el vector

a := ∇nn (3.4.11)

donde n es un vector temporal unitario que puede verse como una 2-veloci-
dad de algún observador y a es entonces la 2-aceleración correspondiente.

Teorema 3.4.12 El vector a es ortogonal a n, esto es, a ∈ TpΣ.

Demostración.

g(n, a) = g(n,∇nn) =
1

2
∇n[g(n,n)] =

1

2
∇n(−1) = 0 �

Teorema 3.4.13 Si (u,v) ∈ TpM × TpM entonces:

∇n = −K− a⊗ n (3.4.12)

en componentes

∇βnα = −Kαβ − aαnβ (3.4.13)

Demostración. Usando las ecuaciones [(3.3.9),pág. 75] y [(3.4.9),pág. 84]
tenemos que

∀(u,v) ∈ TpM × TpM

K(u,v) = −→γ ∗K(u,v) = K(−→γ (u),−→γ (v)) = −g(−→γ (u),∇−→γ (v)n)

= −g(u + g(n,u)n, (∇(v+g(n,v)n)n)) = −g(u + g(n,u)n,∇vn + g(n,v)∇nn)

= −g(u,∇vn)− g(u,∇nn)g(n,v) + g(g(n,v)n,∇vn)− g(g(n,u)g(n,v)n,∇nn)

= −g(u,∇vn)− g(u, a)g(n,v) = −∇n(u,v)− 〈a,u〉〈n,v〉

en estas igualdades usamos que; g(n,n) = − 1 y g(n,∇xn) = 0 para algún
vector x. Por lo tanto

K(u,v) = −∇n(u,v)− 〈a,u〉〈n,v〉

por lo tanto
K = −∇n− a⊗ n �
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Aplicando el operador de proyección −→γ ∗ a esta última ecuación se puede
demostrar fácilmente que

K = −−→γ ∗∇n (3.4.14)

Corolario 3.4.14 La traza del tensor de curvatura extŕınseca es

K = −∇ · n (3.4.15)

en componentes

K = −∇αn
α (3.4.16)

Demostración. Contrayendo la ecuación (3.4.13) con gαβ tenemos

∇βnαg
αβ = −Kαβg

αβ − aαnβgαβ =⇒

∇βn
β = −K − aαnα

por lo tanto

K = −∇ · n �

Si queremos encontrar las componentes de K usamos [(3.3.9), pág. 75], obte-
niendo:

K(u,v) = −γ(u,∇vn) = −uνvµ∇µnν

por otro lado

K(u,v) = K(uν∂ν , v
µ∂µ) = uνvµk(∂ν , ∂µ) = uνvµKνµ

como ambas ecuaciones deben ser iguales, entonces

Kαβ = −∇αnβ �



3. Geometŕıa Extŕınseca 87

3.5. Ecuación de Gauss

Teorema 3.5.1 Dado el tensor de rango
(
p
q

)
en M, la derivada covariante

∇T con respecto a la conexión ∇ se expresa en términos de la derivada
covariante ∇T con respecto a la conexión espacio-tiempo ∇ de acuerdo a

∇T = −→γ ∗∇T (3.5.1)

en componentes esto se escribe como:

∇ρT
α1···αp
β1···βq = γα1

µ1
· · · γαpµp γ

ν1
β1
· · · γνqβqγ

σ
ρ∇σT

µ1···µp
ν1···νq (3.5.2)

Demostración. La prueba consta de dos partes; primero hay que demostrar
que−→γ ∗∇ es una conexión lineal en Σ y además que es simétrica, esto no tiene
ninguna dificultad. La segunda parte consiste en demostrar que la conexión
se anula al aplicarla a γ. Usando las ecuaciones [(3.4.10), pág. 84] y [(3.4.8),
pág. 84] obtenemos:

(−→γ ∗∇γ)αβγ = γµαγ
ν
βγ

ρ
γ(∇ρ(gµν+nµn

ν)) = γµαγ
ν
βγ

ρ
γ [∇ρgµν+nµ∇ρnν+nν∇ρnµ]

= γργ(γµαγ
ν
βnµ∇ρnµ + γµαγ

ν
βnν∇ρnµ) = 0

La conexión ∇ es la única conexión lineal en Σ que aplicada a γ se anula.
Por lo tanto necesariamente −→γ ∗∇ =∇.

La ecuación en componentes se demuestra fácilmente aplicando [(3.4.10) pág.
84], como sigue

∇ρT
α1···αp
β1···βq = (−→γ ∗∇ρT )

α1···αp
β1···βq = γα1

µ1
· · · γαpµp γ

ν1
β1
· · · γνqβqγ

σ
ρ∇ρT

µ1···µp
ν1···νq �

Observación 3.5.2 T en el lado izquierdo de (3.5.1) debeŕıa ser la exten-
sión 3-dimensional −→γ ∗T dada por [(3.4.5) pág. 83], siguiendo la convención
escribimos T en lugar de −→γ ∗T. De manera similar el lado derecho de esta
misma ecuación debeŕıa escribirse −→γ ∗∇T para que esta sea una igualdad
entre tensores en M, por lo tanto rigurosamente debeŕıamos escribir

−→γ ∗∇T = −→γ ∗[∇(−→γ ∗T)] (3.5.3)

Teorema 3.5.3 Ecuación de Gauss

∀(u,v) ∈ TΣ× TΣ, ∇uv =∇uv + nK(u,v) (3.5.4)
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Demostración. Sean (u,v) ∈ TpΣ× TpΣ, entonces de (3.5.1) tenemos:

(∇uv)α = ∇uσ∂σv
α = uσ∇σv

α = uσγαµγ
ν
σ∇νv

µ = uνγαµ∇νv
µ

= uσ(δαµ + nµn
α∇νv

µ) = uνδαµ∇µv
µ + uνuνnα∇νv

µ

= uν∇νv
α + uνnµn

α∇νv
µ = uν∇νv

α + uνnµn
α∇νv

µ

= uν∇νv
α − uνvµnα∇νn

µ

esta última igualdad es válida pues

∇ν(nµv
µ) = nµ∇νv

µ + vµ∇νnµ = 0

De la ecuación [(3.3.9), pág. 75], tenemos que

K = −γ(u,∇vn) = −uνvµ∇µnν

entonces

(∇uv)α = uν∇νv
α + nαK(u,v) = ∇uν∂νv

α + nαK(u,v)

por lo tanto

∇uv =∇uv + nK(u,v) �

Esta ecuación da otra interpretación de la curvatura extŕınseca, K mide la
desviación de la derivada covariante de algún vector de Σ a lo largo de otro
vector en Σ tomada con ∇ con la derivada ∇ de M.

Notemos que, usando los proyectores y la ecuación de Gauss podemos escribir:

∀u,v ∈ TpΣt

∇uv := −→γ (∇uv) +−→γ ⊥(∇uv) := (∇uv)‖ + (∇uv)⊥ =∇uv + nK(u,v)

La interpretación geométrica de la ecuación anterior puede verse en la figura
3.5.1. Notemos que utilizando la ecuación de Gauss podemos definir de ma-
nera alternativa a la conexión ∇ como:
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Figura 3.5.1: Interpretación geométrica de la ecuación de Gauss

Definición 3.5.4 La derivada covariante∇, respecto a la métrica γ está defini-
da en función del proyector tangente como:

∇ := −→γ ◦∇ (3.5.5)

Mediante esta definición demostraremos, sólo por completez, el teorema [3.3.1,
pág. 72], el cual es equivalente a la observación 3.5.2. 17

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 3.3.1
(a) P.D. ∇ es una conexión lineal, es decir, P.D. ∀u,v,w ∈ TpΣt y f ∈ C∞

1. ∇u+vw =∇uw +∇vw

2. ∇u(v + w) =∇uv +∇uw

3. ∇fuv = f∇uv

4. ∇u(fu) = f∇uv + u[f ]v

Sólo demostraremos la ecuación (4), siendo trivial demostrar las otras tres.
Usando la definición de proyector y la definición anterior tenemos:

4. ∇u(fv) = −→γ (∇u(fv)) =∇u(fv) + ng(n,∇u(fv))

= f [∇uv + ng(n,∇uv)] + u[f ](v + ng(n,v)) = f−→γ (∇uv) + u[f ]−→γ (v)

17Rigurosamente debeŕıamos demostrar esta afirmación mediante el uso de (3.5.1) y
(3.5.2) aunque el proceso es un poco tedioso y el resultado es el mismo que el de la
observación 3.5.2.
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= f∇uv + u[f ]v.

Donde usamos el hecho de que −→γ (v) = v.

(b) P.D. ∇uγ = 0. De (3.4.7) tenemos que:

∇uγ = −→γ (∇uγ) = −→γ (∇u(g + n⊗ n)) = −→γ (∇u(n⊗ n))

=∇u(n⊗ n) + ng(n,∇u(n⊗ n)) = 0

(c) P.D. ∇ es simétrica, es decir, P.D. T(u,v) = 0.

T(u,v) =∇uv −∇vu− [u,v] = −→γ (∇uv −∇vu)− [u,v]

= −→γ (∇uv −∇vu− [u,v])

= −→γ (T(u,v)) = −→γ (0) = 0

Usamos el hecho de qu, como−→γ ([u,v]) = [u,v] ∈ TpΣt, entonces g(n, [u,v]) = 0

�

A continuación justificamos que K es un tensor simétrico (una forma bilineal
y simétrica). En coordenadas locales tenemos que K(u,v) = K(ui∂i, v

j∂j) =
uivjK(∂i, ∂j) = Kiju

ivj, donde definimos:

K(∂i, ∂j) = Kij (3.5.6)

Teorema 3.5.5 K es un tensor.

Demostración. Sean u,v,w ∈ TpΣt y sea f ∈ C∞, entonces:

(i) P.D. K(fu + w,v) = fK(u,v) + K(w,v)

K(fu + w,v) = −g(∇(fu+w)v,n) = −g(f∇uv +∇wv, n)
= −g(f∇uv, n)− g(∇wv, n) = −fg(∇uv, n)− g(∇wv, n)
= fK(u,v) + K(w,v)

(ii) P.D. K(u, fw + v) = fK(u,w) + K(u,v)

K(u, fw + v) = −g(∇u(fw + v),n) = −g(∇u(fw),n)− g(∇uv, n)
= −g(u[f ]w + f∇uw,n)− g(∇uv, n)
= −u[f ]g(w,n)− fg(∇uw,n)− g(∇uv, n)
= −fg(∇uw,n)− g(∇uv, n) = fK(u,w) + K(u,v) �
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Teorema 3.5.6 K es simétrico.

Demostración. Como T(u,v) =∇uv −∇vu− [u,v] = 0 y además [u,v] ∈
TpΣt, entonces:

K(u,v) = g(n,∇vu) = −g(n,∇uv − [u,v]) = −g(n,∇uv) + g(n, [u,v])

= −g(n,∇uv) = K(v,u) �

3.6. Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi constituyen la base del formalismo 2 + 1
en Relatividad General. Estas dan la descomposición del tensor de Riemann
del espacio-tiempo en términos de cantidades relativas a la superficie Σ, el
tensor de Riemann asociado a la métrica inducida γ y la curvatura extŕınseca.

Consideremos la identidad de Ricci [ec. (2.7.6), pág. 51] que define el tensor de
Riemann como una medida de la conmutatividad de dos derivadas covariantes
sucesivas con respecto a la conexión ∇ asociada a la métrica γ de Σ. La
versión 2-dimensional está dada por [(3.3.3), pág. 72].

Teorema 3.6.1 Sea {∂0, ∂a} = {∂α} una base ortonormal de TpM , entonces
el tensor de curvatura de M puede expresarse en función del tensor de cur-
vatura de Σ como:

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z− n[∇XK(Y,Z)−∇YK(X,Z)]+

+ (∇Yn)K(X,Z)− (∇Xn)K(Y,Z) (3.6.1)

esta ecuación es conocida como la ecuación tensorial de Gauss

Demostración. Sean X,Y,Z ∈ TpΣt y n ∈ TpN . Usando la ecuación de
Gauss y las definiciones del tensor de Riemann, tenemos:

R(X,Y)Z =∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z =

=∇X(∇YZ− nK(X,Y))−∇Y(∇XZ− nK(X,Z))+

−(∇[X,Y]Z− nK([X,Y],Z)

=∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z− n[K(X,∇YZ) +∇XK(Y,Z)+
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−K(Y,∇XZ)−∇YK(X,Z)−K([X,Y],Z)]− (∇Xn)K(Y,Z)+

+(∇Yn)K(X,Z)

= R(X,Y)Z + nK(∇XY −∇YX− [X,Y],Z)− n[∇XK(Y,Z)+

−∇YK(X,Z)]− (∇Xn)K(Y,Z) + (∇Yn)K(X,Z)

pero sabemos que ∇ es simétrica, ∇XY −∇YX = [X,Y] =⇒

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z− n[∇XK(Y,Z)−∇YK(X,Z)]+

−(∇Xn)K(Y,Z) + (∇Yn)K(X,Z) �

Corolario 3.6.2 Sean X,Y,Z ∈ TpΣt, ω ∈ T ∗pΣt y n ∈ T ∗pN , entonces las
ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi son respectivamente

g(ω,R(X,Y)Z) = γ(ω,R(X,Y)Z)−K(ω,X)K(Y,Z) + K(ω,Y)K(X,Z)
(3.6.2)

g(n,R(X,Y)Z) =∇YK(X,Z)−∇XK(Y,Z) (3.6.3)

Demostración. Sean X,Y,Z ∈ TpΣt y ω ∈ T ∗pΣt, entonces del teorema
anterior y de la definición de la curvatura extŕınseca tenemos:

g(ω,R(X,Y)Z) = γ(ω,R(X,Y)Z)− g(ω,∇Xn)K(Y,Z)+

+g(ω,∇Yn)K(X,Z)

= γ(ω,R(X,Y)Z)−K(ω,X)K(Y,Z) + K(ω,Y)K(Y,Z)

pues g(ω,n) =0.

Sea n ∈ T ∗pN , entonces del teorema anterior y de que

g(n,∇Xn) = g(n,∇Yn) = 0, tenemos que :

g(n,R(X,Y)Z) = g(n,R(X,Y)Z)− [∇XK(Y,Z)−∇YK(X,Z)]g(n,n)

=∇YK(X,Z)−∇XK(Y,Z) �

Cuando tomamos una base y queremos escribir las ecuaciones anteriores (en
general cualquier ecuación tensorial) en notación de ı́ndices, simplemente se
pone un ı́ndice abajo por cada vector y un ı́ndice arriba por cada uno-forma.
En el siguiente corolario pasamos de las ecuaciones tensoriales a notación de
ı́ndices de manera formal.
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Corolario 3.6.3 Sean X,Y,Z ∈ TpΣt, ω ∈ T ∗pΣt y n ∈ T ∗pN , entonces
las ecuaciones de Gauss-Codazzi y de Codazzi-Mainardi en componentes son
respectivamente:

R
a

bcd = Ra
bcd −Ka

cKbd +Ka
dKbc (3.6.4)

R
0

abc = ∇cKab −∇bKac (3.6.5)

Demostración. Sean ω = ωadx
a, X = Xc∂c, Y = Y d∂d, Z = Zb∂b y

n = n0dx
0 = dx0 y utilizando el corolario 3.6.2, entonces:

g(ωadx
a, R(Xc∂c, Y

d∂d)Z
b∂b) = ωaX

cY dZbR
a

bcd (1)

γ(ωadx
a, R(Xc∂c, Y

d∂d)Z
b∂b) = ωaX

cY dZbRa
bcd (2)

K(ωadx
a, Xc∂c) = ωaX

cKa
c K(Y d∂d, Z

b∂b) = Y dZbKbd (3)

K(ωadx
a, Y d∂d) = ωaY

dKa
d K(Xc∂d, Z

b∂b) = XcZbKbc (4)

Como (1) = (2) + (3) + (4) quedando demostrada la primera ecuación.

Por otro lado

g(dx0, R(Xc∂c, Y
d∂d)Z

b∂b) = XcY dZbR
0

bcd (5)

∇(Y c∂c)K(Xb∂b, Z
a∂a) = ZaXbY c∇cKab (6)

∇(Xb∂b)K(Y c∂c, Z
a∂a) = ZaXbY c∇bKac (7)

Como (5) = (6)− (7) queda demostrada la segunda ecuación. �

La forma en que obtuvimos a las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-
Mainardi a partir de la ecuación tensorial de Gauss es la más sencilla y clara
sin embargo, por consistencia, derivaremos las mismas ecuaciones median-
te el uso del proyector tangente, aśı tendremos las mismas ecuaciones sólo
que escritas expĺıcitamente en términos de las componentes del operador de
proyección.

Teorema 3.6.4 ∀v ∈ TpΣ, la ecuación de Gauss-Codazzi en componentes
es:

γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δR

ρ

σµν = Rγ
δαβ +Kγ

αKδβ −Kγ
βKαδ (3.6.6)

Demostración. Usando (3.5.2) dos veces obtenemos

∇α(∇βv
γ) = γνβγ

µ
αγ

γ
ρ∇µ(∇νv

ρ) = γµαγ
ν
βγ

γ
ρ∇µ(γσν γ

ρ
δ∇σv

δ)
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= γνβγ
µ
αγ

γ
ρ (γσν γ

ρ
δ∇µ∇σv

δ + γσν∇σv
δ∇µγ

ρ
δ + γρδ∇σv

δ∇µγ
σ
ν )

= γνβγ
µ
αγ

γ
ρ (γσν γ

ρ
δ∇µ∇σv

δ + γσν∇σv
δ(nδ∇µn

ρ + nρ∇µn
δ)+

+γρδ∇σv
δ(nδ∇µn

ρ + nρ∇µn
δ))

pero sabemos que

∇µγ
σ
ν = ∇(δσν + nσnν) = nν∇µn

σ + nσ∇µnν

y además sabemos que la componente tangente de la normal es cero, es decir,
γνβnν = 0, entonces

∇α(∇βv
γ) = γνβγ

µ
αγ

γ
ργ

σ
ν γ

ρ
δ∇µ∇σv

δ + γνβγ
µ
αγ

γ
ργ

σ
ν nδ∇µv

δ∇σn
ρ+

+γνβγ
µ
αγ

γ
ργ

σ
ν n

ρ∇µv
δ∇σnδ + γνβγ

µ
αγ

γ
ργ

ρ
δnν∇σv

δ∇µn
σ + γνβγ

µ
αγ

γ
ργ

ρ
δn

σ∇σv
δ∇µnν

= γσβγ
γ
δ γ

µ
αnµ∇σv

δ + γσβγ
µ
αγ

γ
ρnδ∇µv

δ∇σn
ρ + γνβγ

µ
αγ

γ
δ n

σ∇σv
δ∇µnν

pero ∇σ(nδv
δ) = nδ∇σv

δ + vδ∇σnδ = 0 y Kαβ = −γµαγνβ∇µnν =⇒

∇α(∇βv
γ) = γνβγ

γ
δ γ

µ
α∇µ∇σv

δ − nσ∇σv
δγγδKαβ − vδKαδK

γ
β

Por lo tanto intercambiando los ı́ndices α y β, renombrando ı́ndices y usando
la propiedad de simetŕıa de K obtenemos:

∇α∇βv
γ −∇β∇γv

γ = (KαδK
γ
β −KβδK

γ
α)vδ + γσβγ

γ
δ γ

µ
α[∇µ∇σv

δ −∇σ∇µv
δ]

de la identidad de Ricci

(KαδK
γ
β −KβδK

γ
α)vδ + γσβγ

γ
δ γ

µ
αR

δ

νµσv
ν = Rγ

µαβv
ν

renombrando ı́ndices

(KαµK
γ
β −KβµK

γ
α)vµ + γσβγ

γ
λγ

ρ
αR

λ

µρσv
µ = Rγ

µαβv
µ

Como vµ = γµν v
ν =⇒

γσβγ
γ
λγ

ρ
αγ

µ
νR

λ

µρσv
ν = γµνR

γ
µαβv

ν + (KβµK
γ
α −KαµK

γ
β )γµν v

ν
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por lo tanto

γσβγ
γ
λγ

ρ
αγ

µ
νR

λ

µρσv
ν = Rγ

ναβv
ν + (KβνK

γ
α −KανK

γ
β )vν

Renombrando ı́ndices18 obtenemos el resultado deseado.

γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δR

ρ

σµν = Rγ
δαβ +Kγ

αKδβ −Kγ
βKαδ �

Lo que sigue es encontrar una relación similar a la anterior entre los tensores
de Ricci en M y en Σ y otra que relacione los escalares de Ricci de ambas
variedades.

Corolario 3.6.5 La contracción de las ecuaciones de Gauss-Codazzi es

γµαγ
ν
βRµν + γαµn

νγρβn
σR

µ

νρσ = Rαβ +KKαβ −KαµK
µ
β (3.6.7)

Demostración. Contrayendo (3.6.6) en los ı́ndices α y γ y usando la propiedad
γµαγ

α
ρ = γµρ = δµρ + nµnρ, entonces tenemos que

1. γαγ γ
δ
αR

γ
δαβ = Rαβ

2. γαγ γ
δ
αK

γ
αKβγ = KKαβ

3. γαγ γ
δ
αK

γ
βKαδ = γδγKβγKαδ = Kδ

βKαδ

4. γµαγ
ν
βγ

ρ
γγ

σ
δ γ

δ
γγ

σ
δR

ρ

σµν = γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δ δ

δ
γγ

σ
δR

ρ

σµν + nδnγγ
µ
αγ

ν
βγ

γ
ργ

σ
δR

ρ

σµν

Reescribamos cada uno de los miembros derechos de (4). Por un lado tenemos

γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δ δ

δ
γγ

σ
δR

ρ

σµν = γµαγ
ν
βγ

γ
ρ δ

σ
γR

ρ

σµν = γµαγ
ν
βγ

σ
ρR

ρ

σµν = γµαγ
ν
βRµν

Por otro lado utilizando que nγ = γγνn
ν obtenemos

nδnγγ
µ
αγ

ν
βγ

γ
ργ

σ
δR

ρ

σµν = nσnνγνγγ
µ
αγ

ν
βγ

ρ
γR

ρ

σµν = nσnνγβγγ
µ
αR

γ

σµν = nσnνγαµγ
ρ
δR

µ

νρσ

Sustituyendo estas relaciones en (3.6.6) obtenemos la relación buscada. �

18Aqúı utilizamos los ı́ndices griegos en vez de los ı́ndices latinos pues hemos reemplazado
al vector v por algún vector en TM sin que el resultado cambie gracias a la presencia
del operador de proyección −→γ y también gracias al hecho de que el tensor de curvatura
extŕınseca y de que el tensor de Riemann de Σ son tangentes a Σ.
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Corolario 3.6.6 La ecuación escalar de Gauss-Codazzi que relaciona el es-
calar de Ricci de M con el de Σ es

R + 2Rµνn
µnν = R +K2 −KijK

ij (3.6.8)

Demostración. Contrayendo (3.6.7) con respecto a los ı́ndices µ y ν obte-
nemos:

1. γαβγµαγ
ν
βRµν = γµβγνβRµν = γµνRµν = R.

2. γαβRαβ = R.

3. γαβKKαβ = K2

4. γαβKαµK
µ
β = KαµK

αµ.

5. γαβnσnνγαµγ
ρ
βR

µ

νρσ = nσnνγµβγ
ρ
βR

µ

νρσ = nσnνγρµR
µ

νρσ = nνnσRνσ

Demostrando aśı la ecuación (3.6.8) �

Este corolario es la generalización del Teorema de Egregio de Gauss [16], el
cual relaciona la curvatura intŕınseca en Σ dada por el escalar de Ricci con
la curvatura extŕınseca representada por K2 − KijK

ij. En el caso de una
superficie encajada en R3, la curvatura se anula y hay un cambio de signo
debido a que la métrica en R3 (en este caso el vector normal es espacial) es
riemanniana y no lorentziana, la ecuación es en este caso

R−K2 +KijK
ij = 0 (g riemanniana) (3.6.9)

Notemos que R
ρ

σµνnρ = R0
σµν por lo que el resultado del corolario siguiente

es básicamente el mismo que el corolario 3.6.3, sólo que aqúı se utiliza el
operador de proyección.

Teorema 3.6.7 Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi en componentes son

γγρn
σγµαγ

ν
βR

ρ

σµν = ∇βK
γ
α −∇αK

γ
β (3.6.10)

Demostración. Aplicando la identidad de Ricci al vector normal n (o más
precisamente a la extensión de n en M, que se hace mediante el operador
−→γ ), tenemos

(∇α∇β −∇β∇α)nγ = R
γ

µαβn
µ
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proyectando esta relación en Σ, usando las ecuaciones [(3.4.13), pág. 85] y
[(3.5.2), pág. 87] tenemos

γαµγ
β
ν γ

ρ
γ∇α∇βn

γ = γαµγ
β
ν γ

ρ
γ∇α(−Kγ

β − a
γnγ)

= −γαµγβν γργ(∇αK
γ
β + aγ∇αnγ + nβ∇αa

γ) = −γαµγβν γργ(∇αK
γ
β + aγ∇αnβ)

= −γαµγνβγργ∇αK
γ
β − γ

α
µγ

β
ν a

ρ∇αnγ = −γαµγβν γργ∇αK
γ
β + aρKµν

= −∇µK
ρ
ν + aρKµν

intercambiando los ı́ndices µ y ν obtenemos que

γαµγ
β
ν γ

ρ
γ∇β∇αn

γ = −∇µK
ρ
µ + aρKνµ = −∇µK

ρ
µ + aρKµν

entonces haciendo la resta entre estas dos cantidades obtenemos que

γαµγ
β
ν γ

ρ
γR

γ

µαβn
µ = ∇µK

ρ
µ −∇µK

ρ
ν

por lo tanto renombrando ı́ndices obtenemos la relación buscada

γγργ
µ
αγ

ν
βR

ρ

σµνn
σ = ∇βK

γ
α −∇αK

γ
β �

Corolario 3.6.8 La contracción de las ecuaciones de Codazzi-Mainardi es:

γµαn
νRµν = ∇αK −∇µK

µ
α (3.6.11)

Demostración. Contrayendo el lado izquierdo de (3.6.10) en los ı́ndices α
y β tenemos

γαρ γ
ρ
γγ

γ
ργ

µ
αγ

ν
βR

ρ

σµνn
σ = γµρ γ

γ
ργ

ρ
γγ

ν
βR

ρ

σµνn
σ = γµρ γ

ν
βR

ρ

σµνn
σ

pero

γµρ γ
ν
βR

ρ

σµνn
σ = (δµρ +nµnρ)n

σγνβR
ρ

σµν = nσγνβRσν +γνβn
µnρn

σR
ρ

σµν = nσγνβRσν

pues debido a las simetŕıas del tensor de Riemann respecto a sus primeros
dos argumentos el último término se anula.

Contrayendo el lado derecho de (3.6.10) en los mismos ı́ndices que antes,
obtenemos

γαρ γ
ρ
γ∇βK

γ
α = ∇βK

y
γαρ γ

ρ
γ∇αK

γ
β = ∇ρK

ρ
β
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igualando términos tenemos la relación buscada �

Hay que observar que las ecuaciones (3.6.4) y (3.6.5) son equivalentes a las
ecuaciones (3.6.6) y (3.6.10) respectivamente, sólo que en estas últimas están
las componentes del operador de proyección−→γ y además tenemos que R0

abc =
ndR

d
abc. Esto quiere decir que en vez de definir el operador −→γ ∗ podŕıamos

haber partido de la ecuación de Gauss (3.5.4) como definición para aśı tener
la definición de ∇ (definición 3.5.4)usada para demostrar que ∇ es una
conexión lineal y simétrica, obteniendo los mismos resultados.
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Caṕıtulo 4
Geometŕıa de Foliaciones

4.1. Foliaciones

En el caṕıtulo anterior se estudió una sola superficie Σ encajada en un
espacio-tiempo M, ahora en este Caṕıtulo consideraremos un conjunto conti-
nuo de superficies (Σt)t∈R que cubre a la variedad M. En el caṕıtulo anterior
hemos visto que ésto es posible para una extensa clase de espacios-tiempos
que sean globalmente hiperbólicos. Daremos la definición de foliación, que
será la que se utilizará en lo que resta de este trabajo.

Definición 4.1.1 Sea (M,g) un espacio-tiempo globalmente hiperbólico, éste
se puede foliar por medio de una familia de superficies {Σt}t∈R. Por fo-
liación entendemos que existe un campo escalar t̂ en M regular1 y de clase
C∞, tal que cada superficie de la foliación es una superficie de nivel de este
campo escalar, esto es

∀t ∈ R, Σt := {p ∈M | t̂(p) = t}

como t̂ es regular, las superficies Σt no se intersectan, es decir

Σt ∩ Σt′ = ∅ para t 6= t
′

en lo que sigue no distinguiremos entre t y t̂. Cada Σt es llamada una hoja
de la foliación. Asumimos que todos los Σt son superficies espaciales y que
la foliación cubre a M: (veáse la figura 4.1.1)

M =
⋃
t∈R

Σt

1El gradiente nunca se anula

101
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Figura 4.1.1: Foliación del espacio-tiempo M

El vector normal n da la dirección temporal al futuro y ésta es necesariamente
colineal al vector ∇t asociado a la 1-forma dt, entonces podemos definir el
campo escalar lapse, como sigue.

Definición 4.1.2 Cualquier vector normal a Σt debe ser colineal al vector
temporal n que es normal a esta superficie

n := −N∇t (4.1.1)

donde

N := (−∇t ·∇t)−1/2 = (−〈dt,∇t〉)− 1
2 (4.1.2)

el campo escalar N define a la llamada función lapse2

Notar que el signo menos en (4.1.1) es elegido para que n sea orientado fu-
turo si el campo escalar t se incrementa haćıa el futuro. Además el valor de
N asegura que n sea unitario, esto es g(n,n) = −1.

2También llamada lapso.
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Por construcción N > 0 esto indica que N nunca se anula si la foliación es
regular. La ecuación (4.1.1) también indica que −N es el factor de propor-
cionalidad entre dt y la 1-forma asociada al vector n, es decir, por la dualidad
métrica

n = −Ndt (4.1.3)

Definición 4.1.3 Definimos el vector de evolución normal m normal
a Σt, como un vector temporal m normal a Σt tal que

m := Nn (4.1.4)

Teorema 4.1.4 Si n es unitario, entonces

1. g(m,m) = −N2

2. 〈dt,m〉 = −1

Demostración. Utilizando la definición de m y el hecho de que g(n,n) = −1,
tenemos

1. g(m,m) = g(Nn, Nn) = −N2.

2. Por las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2) y de la definición de m, tenemos

〈dt,m〉 = N〈dt,n〉 = N〈dt,−N∇t〉 =
−N2

−N2
= 1 � (4.1.5)

Teorema 4.1.5 El vector δtm transporta a la superficie Σt en una vecindad
de p ∈ Σt en la superficie Σt+δt en una vecindad de p

′ ∈ Σt+δt.

Demostración. Sea p ∈ Σt desplazamos infinitesimalmente esta superficie
sobre el vector mδt al punto p

′
= p+mδt (figura 4.1.2) donde p

′ ∈ Σt+δt. De
la definición de dt, el valor del campo escalar t en p

′
es

t(p
′
) = t(p+ δtm) = t(p) + 〈dt, δtm〉 = t(p) + δp

esta última igualdad demuestra que p
′ ∈ Σt+δt �

Lo que esta propiedad nos indica es que en una vecindad de p, la superficie Σt

es transportada paralelamente (mediante un arrastre de Lie) sobre el vector
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Figura 4.1.2: Vector de evolución normal

δtm en la superficie Σt+δt en una vecindad de p
′
, esta interpretación puede

verse en la figura 4.1.2. Este arrastre paralelo está dado por la derivada de
Lie,3 debido a esto el vector m es llamado vector de evolución normal.

Definición 4.1.6 Puesto que n es un vector unitario temporal tangente a
la curva con coordenadas espaciales constantes, entonces esto puede ser vis-
to como la 2-velocidad de algún observador. A tal observador se la llama
observador euleriano.

Esto significa que las ĺıneas de mundo de los observadores eulerianos son or-
togonales a las superficies Σt. F́ısicamente para un observador Euleriano la
superficie (localmente) Σt es un conjunto de eventos simultáneos de acuerdo
a la definición de simultániedad de Relatividad General.

Observación 4.1.7 Sean p ∈ Σt y q ∈ Σt+δt dos eventos cerrados en la ĺınea
de mundo de algún observador Euleriano. Sea t la “coordenada temporal”de
p y t + δt la coordenada temporal de q(δt > 0), entonces q = p + δtm. El
tiempo propio δτ (que mide el observador Euleriano) entre los dos eventos,
es dado por la longitud del vector que une p con q, esto se calcula con la

3Para mas detalles ver el Apéndice 5.5
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métrica espacio-temporal de M.

δτ =
√
−g(δtm, δtm) =

√
−g(m,m)δt = Nδt

Pues N > 0, esta igualdad justifica el nombre lapse dado a N, N relaciona
a la coordenada temporal t con el tiempo f́ısico τ medido por un observador
Euleriano.

Teorema 4.1.8 La 2-aceleración de un observador Euleriano ∇nn se ex-
presa en términos del gradiente espacial de la función lapse como

a =∇lnN (4.1.6)

a =
−→
∇ lnN (4.1.7)

Demostración. De (4.1.3) y de la ecuación de la 2-aceleración tenemos que
sus componentes son

aα = nµ∇µn
α = −nµ∇µ(N∇αt) = −nµN∇µN∇αt− nµN∇α∇µt

hemos usado el hecho de que ∇ es simétrica, de nuevo usando (4.1.3), obte-
nemos

aα = −nµ(−nα
N

)∇µN − nµN(−nµ
N

)

=
1

N
nµnα∇µN −

1

N
nµN∇αnµ + nµn

µN∇α(
1

N
)

=
1

N
(∇αN + nαn

µ∇µN) =
1

N
(δµα∇µN + nαn

µ∇µN)

=
1

N
(δµα∇µN + γµα∇µN − γµα∇µN) =

1

N
γµα∇µN =

1

N
∇αN = ∇α(lnN)

por lo tanto4

a =∇lnN

y por la dualidad métrica

a =
−→
∇ lnN �

4Notar que el gradiente∇ es siempre tangente a Σt, de esta ecuación puede recuperarse
el hecho de que g(n,a) = 0.
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Observación 4.1.9 Sustituyendo la ecuación (4.1.6) para la aceleración en
la ecuación [(3.4.12), pág. 85], entonces

∇n = −K−∇lnN ⊗ n (4.1.8)

en componentes
∇βnα = −Kαβ − nβ∇αlnN (4.1.9)

Teorema 4.1.10 La derivada covariante del vector de evolución normal está
dada por

∇m = −N
−→
K −

−→
∇N ⊗ n + n⊗∇N (4.1.10)

en componentes

∇βm
α = −NKα

β −∇αNnβ + nα∇βN (4.1.11)

Demostración. Utilizando la definición de m y (4.1.8) tenemos que

∇m =∇(Nm) = N∇m + m∇N

= N(−K−∇lnN ⊗ n) + n⊗∇N = −NK−N∇lnN ⊗ n + n⊗∇N
entonces por la dualidad métrica tenemos el resultado deseado. �

4.2. Evolución de la 2-métrica y del proyector

tangente

Teorema 4.2.1 Sea γ la métrica de Σt, entonces la evolución de Σt a lo
largo del vector de evolución normal m está dada por la derivada de Lie (£)
de γ a lo largo de m

£mγ = −2NK (4.2.1)

Demostración. De la ecuación (A.1.9) para un tensor de rango
(

0
2

)
y usando

(4.1.11) tenemos que

£mγαγ = mµ∇µγαβ + γµβ∇αmµ + γµα∇βm
µ

calculando cada término por separado tenemos

mµ∇µγαβ = Nnµ∇µ(nαnβ) = Nnµ(nα∇µnβ + nβ∇µnα) = N(aαnβ + nαaβ)
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= N(nα
∇βN

N
+ nβ

∇αN

N
) = nα∇βN + nβ∇αN (1)

γµβ∇αm
µ = −γµβ(NKµ

α + nα∇µN − nµ∇αN) = −NKαβ − nα∇βN (2)

intercambiando ı́ndices

γαµ∇βm
µ = −NKαβ − nβ∇αN (3)

donde hemos usado que γαβ = δαβ + nαnβ, γµβn
µ = 0 y γαµn

µ. Sumando
(1) + (2) + (3) tenemos

£mγ = −2NK �

Corolario 4.2.2 El valor de la derivada de Lie de γ a lo largo de un vector
unitario normal n es

£nγ =
1

N
£mγ (4.2.2)

Demostración. Como m= Nm, entonces

£mγ = £Nnγ = Nnµ∇µγαβ + γβµ∇α(Nnµ) + γµα∇β(Nnµ)

= N(nµ∇µγαβ + γµβ∇αn
µ + γαµ∇βn

µ) = N£nγαβ �

Corolario 4.2.3 La curvatura extŕınseca está dada en términos de la deriva-
da de Lie de γ a lo largo del vector normal n mediante

K = −1

2
£nγ (4.2.3)

Demostración.

£nγ =
1

N
(−2NK)

por lo tanto

K = −1

2
£nγ �

Tenemos tres interpretaciones de la curvatura extŕınseca, recordemos que la
ecuación (3.4.14) dice que es la proyección sobre Σt del gradiente de un vector
unitario normal a Σt, es decir, la curvatura extŕınseca describe la curvatura
de la superficie Σ (x0 = constante) desde la perspectiva del espacio-tiempo
3-dimensional en el que se halla inmersa. De acuerdo a la ecuación de Gauss
la K mide la diferencia entre las conexiones espacial y espaco-temporal y este
último corolario dice que es menos 1

2
la derivada de Lie de γ a lo largo de un

vector temporal normal a Σt.
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Teorema 4.2.4 La derivada de Lie del proyector tangente −→γ en Σt a lo
largo del vector de evolución temporal es cero.

£n
−→γ = 0 (4.2.4)

Demostración. Por la ecuación (A.1.9)

£mγ
α
β = mµ∇µγ

α
β − γ

µ
β∇µm

α + γαµ∇βm
µ

Calculando cada término por separado y usando las ecuaciones (4.1.6) y
(4.1.11) además del hecho de que γαβ = δαβ + nαnβ, tenemos

mµ∇µγ
α
β = Nnµ∇µ(nαnβ) = N(nµnα∇µnβ + nµnβ∇µn

α)

= N(
nβ
N
∇αN +

nα

N
∇βN) = nβ∇αN + nα∇βN ........(1)

γµβ∇µm
α = γµβ (NKµα +∇αNnµ − nα∇µN) = −NKβα + nα∇βN........(2)

γµα∇βm
µ = −NKα

β −nβ∇αN ................................(3)

haciendo (1)− (2) + (3) = 0, tenemos que:

£n
−→γ = 0 �

Corolario 4.2.5 Sea M un espacio-tiempo tres dimensional, entonces

Si T es tangente a Σt =⇒ £mT es tangente a Σt (4.2.5)

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que T es un campo
tensorial de rango

(
1
1

)
en Σt, entonces éste cumple que

−→γ ∗T = T

como γαµγ
ν
βT

µ
ν = Tαβ , tenemos que

£mT
α
β = £m(γαµγ

ν
βT

µ
ν ) = £mγ

α
µ (γνβT

µ
ν )+£mγ

ν
β(γαµT

µ
ν +£mT

µ
ν γ

ν
βγ

α
µ ) = £mT

α
β

esto ı́ndica que
−→γ ∗£mT = £mT

y esto demuestra que £mT es tangente a Σt, esta prueba puede extenderse
a cualquier campo tensorial

(
p
q

)
tangente a Σt. �
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4.3. El escalar de curvatura

Lema 4.3.1 La proyección de £mK en Σt, en componentes, está dada por

£mKαβ = Nγµαγ
ν
βn

σ∇σKµν − 2NKαµK
µ
β (4.3.1)

Demostración. De la ecuación (A.1.9) tenemos que

£mKαβ = mµ∇µKαβ +Kµβ∇αm
µ +Kαµ∇βm

µ

utilizando (4.1.11) y haciendo los cálculos obtenemos que

£mKαβ = Nnµ∇µKαβ − 2NKαµK
µ
β −Kαµnβ∇µN −Kβµnα∇µN

proyectando esta ecuación en Σt, es decir, aplicando el operador−→γ ∗ a ambos
lados, usando la propiedad de que −→γ ∗£mK = £mK y utilizando (4.1.11)
tenemos que aplicando este operador al lado derecho de (4.3.1) obtenemos

γµαγ
ν
βNn

σ∇σKµν − 2Nγµαγ
ν
βKµσK

σ
ν − γµαγνβ∇σNnνKµσ − γµαγνβ∇σNnµKβσ

= γµαγ
ν
βNn

σ∇σKµν − 2Nγµαγ
ν
βKµσK

σ
ν

hemos utilizado el hecho de que γνβnν = 0 y como −→γ ∗£mKαβ = £mKαβ,
entonces

£mKαβ = Nγµαγ
ν
βn

σ∇σKµν − 2NKαµK
µ
β �

Teorema 4.3.2 La ecuación de Ricci es

γµαn
ργνβn

σR
µ

ρνσ =
1

N
£mKαβ +

1

N
∇α∇βN +KαµK

µ
β (4.3.2)

Demostración. Aplicando la identidad de Ricci al vector n y proyectando
dos veces a lo largo de Σt (esto es, multiplicando por γαµγ

ν
β) y una vez a lo

largo de n (multiplicando por nσ) tenemos:

γαµn
σKν

β(∇ν∇σn
µ −∇σ∇νn

µ) = γµαn
σγνβR

µ

ρνσn
ρ (4.3.3)

aplicando (4.1.9) tenemos

γαµn
σγνβ∇ν∇σn

µ = −γαµγνβnσ(∇νK
µ
σ + nσ∇ν∇µlnN +∇νnσ∇µlnN)

como nσ∇νnσ = 0, nσKµ
σ = 0, nσnσ = −1 y además nσ∇νK

µ
σ = −Kµ

σ∇νn
σ,

entonces tenemos que
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γαµn
σγνβ∇ν∇σn

µ = γαµγ
ν
βK

µ
σ∇σn

σ + γαµγ
ν
β∇ν∇µlnN

= −γαµγνβKµ
σK

σ
ν +∇β∇αlnN = KασK

σ
β +∇α∇βlnN ..............(1)

donde se ha puesto que ∇α∇β = ∇β∇α pues ∇ es simétrica.

De nuevo usando (4.1.9) el segundo miembro del lado izquierdo de la ecuación
(4.3.1) obtenemos

γαµn
σγνβ∇σ∇νn

µ = −γαµγνβnσ(∇σK
µ
ν + nν∇σ∇µlnN +∇σnν∇µlnN)

como nσ∇σnν = ∇νlnN , γνβnν = 0 y además nσ∇νK
µ
σ = −Kµ

σ∇νn
σ, entonces

tenemos que:

γαµn
σγνβ∇σ∇νn

µ = −γαµγνβnσ∇σK
µ
ν − γαµγνβ∇µlnN∇νlnN

= γαµγ
ν
βn

σ∇σK
µ
ν −∇αlnN∇βlnN ...............(2)

pero

∇αlnN∇βlnN =
1

N2
∇αN∇βN ........................(3)

∇β∇αlnN = ∇β(
1

N
∇αN) =

1

N
∇β∇αN−

1

N2
∇αN∇βN .................(4)

Sustituyendo las ecuaciones (3) y (4) en (1) y (2) y colocando el resultado
en (4.3.1) obtenemos finalmente que

γµαγ
ν
βn

σR
µ

ρνσn
ρ =

1

N
∇β∇αN + γαµγ

ν
βn

σ∇σK
µ
ν −KαµK

µ
β .....................(5)

Del lema 4.3.1 obtenemos que

Nγµαγ
ν
βn

σ∇σKµν = £mKαβ + 2NKαµK
µ
β

entonces sustituyendo en la ecuación (5) obtenemos

γµαγ
ν
βn

σR
µ

ρνσn
ρ =

1

N
£mKαβ +

1

N
∇α∇βN +KαµK

µ
β �

Corolario 4.3.3 El tensor de Ricci del espacio-tiempo está relacionado con
el tensor de Ricci de Σt y su curvatura extŕınseca mediante la ecuación

−→
γ∗R = − 1

N
£mK− 1

N
∇∇N + R +KK− 2K ·

−→
K (4.3.4)
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Demostración. De la ecuación de Gauss [(3.5.4), pág. 87] y de (4.3.3) se
obtiene el resultado en ı́ndices

γµαγ
ν
βRµν = − 1

N
£mKαβ −

1

N
∇α∇βN +Rαβ +KKαβ − 2KαµK

µ
β (4.3.5)

en notación de ı́ndices libres (notación tensorial) obtenemos el resultado de-
seado �

Las ecuaciones [(3.6.6), pág. 93], [(3.6.10), pág. 96] y (4.3.3) completan la
descomposición 2 + 1 del tensor de Riemann del espacio-tiempo. La parte
proyectada tres veces a lo largo de n se anula, es decir Riem(n,n,n, .) = 0 y
Riem(.,n,n,n) = 0, esto se da gracias a las simétrias del tensor de Riemann,
entonces se puede proyectar a lo más dos veces sobre n sin que el resultado
se anule, gracias a eso tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.4 El tensor de Riemann del espacio-tiempo M está dado por
la ecuación

Rµνn
µnν =

1

N
£mK +

1

N
∇i∇iN −KijK

ij (4.3.6)

Demostración. Podemos limitar el rango de las variables a los ı́ndices
i, j = 1, 2 y entonces todos los tensores involucrados serán espaciales, inclui-
do £mK. Tomamos la traza de (4.3.4) respecto a γ (en ı́ndices se contrae
con γαβ), entonces tenemos

γαβγµαγ
ν
βRµν = γµνRµν = (gµν + nµnν)Rµν = R + nµnνRµν ...........(1)

por otro lado

£m(γijKij) = γij£mKij +Kij£mγ
ij =⇒

γij£mKij = £mK −Kij£mγ
ij

como
£m(γijγ

ij) = £m(δji ) = 0 =⇒
γlk£mγ

kj + γkj£mγlk = 0

multiplicando la ecuación anterior por γil

γilγlk£mγ
kj + γikγkj£mγlk = £mγ

ij + γilγkj(−2NKlk) = 0

por lo tanto

£mγ
ij = 2NKij ....................................(2)
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Por otro lado

γij£mKij = £mK − 2NK ijKij .............(3)

γij∇i∇jN = ∇j∇jN .............................(4)

γijRij = R .............................................(5)

KijKγ
ij = K2 ........................................(6)

por lo tanto tenemos que, después de proyectar

Rµνn
µnν = − 1

N
£mK + 2KijKij +R− 1

N
∇i∇iN +K2 − 2KijK

ij −R

Rµν = − 1

N
£mK +R− 1

N
∇i∇iN +K2 −R .........(7)

De la ecuación de Gauss-Codazzi [(3.6.8), pág. 96] tenemos

R +K2 = R + 2Rµνn
µnν +KijK

ij ................(8)

Sustituyendo la ecuación (8) en (7) tenemos:

Rµνn
µnν = − 1

N
£mK + 2KijKij +R− 1

N
∇i∇iN +K2 − 2KijK

ij −R+

+R + 2Rµνn
µnν +KijK

ij

por lo tanto

Rµνn
µnν =

1

N
£mK +

1

N
∇i∇iN −KijK

ij �

Corolario 4.3.5 El escalar de curvatura está dado por

R = R +K2 +KijK
ij − 2

N
£mK −

2

N
∇i∇iN (4.3.7)

Demostración. Sustituyendo (4.3.6) en (3.6.8) obtenemos

R +K2 = R +
2

N
£mK +

2

N
∇i∇iN − 2KijK

ij +KijK
ij =⇒

R = R +K2 +KijK
ij − 2

N
£mK −

2

N
∇i∇iN �
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Caṕıtulo 5
El Formalismo Canónico de la

Relatividad General

Hemos mencionado que, de acuerdo a la teoŕıa de la Relatividad General, la
gravedad no es una fuerza como se le consideraba en la F́ısica Newtoniana,
sino que es una manifestacioń de la “curvatura” del espacio-tiempo. Un obje-
to masivo produce una distorsión en la geometŕıa del espacio-tiempo, y a su
vez esta distorsión controla o altera el movimiento de los objetos. Utilizando
el lenguaje de John A. Wheeler, la materia le dice al espacio-tiempo como
curvarse, y el espacio-tiempo le dice a la materia como moverse.

En el Caṕıtulo 1 mencionamos dos de las tres ideas principales que guiaron
a Einstein en su camino hacia la Relatividad General: El “Principio de Co-
variancia General” que dice que las leyes de la F́ısica deben tomar la misma
forma para todo observador, el “Principio de Equivalencia” que dice que
todos los objetos caen exactamente de la misma forma en un campo gravita-
cional. La tercera idea fundamental es el “Principio de Mach”1 que dice que
la inercia local de un objeto debe ser producida por la distribución total de la
materia en el Universo. El Principio de Covariancia General llevó a Einstein
a pedir que las leyes de la F́ısica se escribieran en forma tensorial, el Prin-
cipio de Equivalencia lo llevó a concluir que la manera natural de describir
a la gravedad era identificándola con la geometŕıa del espacio-tiempo, y el
Principio de Mach lo llevó a la idea de que dicha geometŕıa debeŕıa ser al-
terada por la distribución de materia y enerǵıa, este elemento está contenido
en las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales pueden derivarse de varias
maneras, ya sea buscando una generalización relativista y consistente con la
ley de la gravitación universal de Newton (camino seguido por Einstein), o
derivándolas de manera formal a partir de un principio variacional partiendo
de un lagrangiano adecuado.2

1Llamado aśı en honor a Ernst Mach quién lo postuló a fines del siglo XIX.
2Ésta es la Acción de Einstein-Hilbert que usaremos más adelante.
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Para estudiar la evolución en el tiempo de cualquier sistema f́ısico, lo primero
que debe hacerse es formular dicha evolución como un “problema de valores
iniciales” o “problema de Cauchy”: dadas condiciones iniciales (y de frontera)
adecuadas, las ecuaciones fundamentales deben poder predecir la evolución
futura (o pasada) del sistema. Al intentar escribir a las ecuaciones de Einstein
como un problema de Cauchy nos enfrentamos a un problema: las ecuaciones
de Einstein están escritas en forma tal que el espacio y el tiempo son simétri-
cos y juegan papeles equivalentes. Esta “covariancia” de las ecuaciones es
importante (y elegante) desde el punto de vista teórico, pero no permite
pensar claramente en la evolución en el tiempo del campo gravitacional. Lo
primero que debemos hacer para reescribir a las ecuaciones de Einstein como
un problema de Cauchy es separar los papeles del espacio y el tiempo de
forma clara. A la formulación de la Relatividad General que resulta de esta
separación se le conoce como el “formalismo 2 + 1”. En los primeros caṕıtu-
los hemos desarrollado los conceptos geométricos necesarios para hacer tal
descomposición, la cual haremos en el presente caṕıtulo

5.1. Descomposición 2+1 de las ecuaciones

de Einstein

Sea (M,g) el espacio-tiempo 3-dimensional, tal que g obedece las ecuaciones
de Einstein3 en el vaćıo con constante cosmológica nula [8]

R− 1

2
Rg = 0 (5.1.1)

donde R es el tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura asociados a g.

3Fue el matemático francés E.Cartan quien demostró que la deducción más general
de las ecuaciones de campo de la RG conteńıa de forma natural un término introducido
inicialmente por Einstein durante sus investigaciones sobre un modelo cosmológico estático.
Las mencionadas ecuaciones quedaban por consiguiente,

Gµν + Λgµν = 8πTµν

siendo Λ la desde entonces llamada constante cosmológica. En ausencia de campos y
materia Λ expresa un tipo de curvatura intŕınseca del espacio-tiempo. Pero puesto que la
curvatura espacio-temporal es debida a la presencia de materia o enerǵıa, es lógico suponer
que Λ nos está indicando que el estado f́ısico usualmente denominado vaćıo no es realmente
tal. Es decir, a falta de los campos y la materia ordinaria, el vaćıo posee una densidad de
enerǵıa propia imposible de eliminar.
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Para escribir las ecuaciones de Einstein en el lenguaje 2 + 1, vamos a utilizar
al operador de proyección junto con el vector normal para separar a las
ecuaciones de Einstein en 3 grupos:

Teorema 5.1.1 La proyección de las ecuaciones de Einstein en la superficie
Σt es:

£mK = −∇∇N +N(R +KK− 2K·
−→
K − 1

2
Rγ) (5.1.2)

Demostración. Aplicamos el operador lineal −→γ ∗ a la ecuación (5.1.1) y
como −→γ ∗g = γ, entonces

−→γ ∗R =
1

2
R−→γ ∗g =

1

2
Rγ

De [(4.3.4), pág. 110] tenemos

−→γ ∗R = − 1

N
£mK− 1

N
∇∇N + R +KK− 2K·

−→
K =

1

2
Rγ

despejando £mK obtenemos el resultado deseado �

Debido a que cada término de la ecuación de arriba es un campo tensorial
tangente a Σt, entonces podemos reemplazar los ı́ndices espacio-temporales
por ı́ndices espaciales para obtener la ecuación en notación de ı́ndices como:

£mKij = −∇i∇jN +N(Rij +KKij − 2KikK
k
j −

1

2
Rγij) (5.1.3)

Estas ecuaciones contienen la verdadera dinámica del sistema y son las ecua-
ciones de evolución.

Teorema 5.1.2 La proyección de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo so-
bre el vector temporal n es:

R +K2 −KijK
ij = 0 (5.1.4)

a esta ecuación se le llama “constricción hamiltoniana”

Demostración. Como la ecuación (5.1.1) es una igualdad entre formas bili-
neales le aplicamos la pareja (n,n) y como g(n,n) = −1, tenemos:

R(n,n) +
1

2
Rg(n,n) = R(n,n)− 1

2
R = 0

entonces
2R(n,n) = R ................(1)
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de la ecuación de Gauss-Codazzi [(3.6.8), pág. 96]

2Rµνn
µnν = R +K2 −KijK

ij −R

sustituyendo esto en la ecuación (1) y como R(n,n) = Rµνn
µnν obtenemos

el resultado deseado �

La ecuación (5.1.4) no tiene derivadas temporales (aunque śı tiene derivadas
espaciales de γij dentro del escalar de Ricci), por ello no es una ecuación de
evolución, es una “constricción” (a veces también llamada ligadura o v́ıncu-
lo) del sistema. Como esta constricción está relacionada con la densidad de
enerǵıa ρ,4 se le conoce como la “constricción de enerǵıa” o la “constricción
hamiltoniana”.

Teorema 5.1.3 La proyección de las ecuaciones de Einstein en Σt y en
n, es conocida como la “constricción de momento” o “constricción
difeomórfica”5 y esta dada por

∇ ·
−→
K −∇K = 0 (5.1.5)

Demostración. La proyección sobre la superficie y sobre la normal se re-
presenta por

R(n,−→γ (.)) =
1

2
Rg(n,−→γ (.)) = 0

entonces de la ecuación de Codazzi-Mainardi [(3.6.11), pág. 97] tenemos

R(n,−→γ (.)) = γµαn
νRµν = ∇αK −∇βK

β
α = 0

por lo tanto

∇ ·
−→
K −K = 0 �

4Cuando se toman las ecuaciones de Einstein en general: Gµν = 8πTµν , la cual relaciona
la geometŕıa del espacio-tiempo con la distribución de materia y enerǵıa dada por el tensor
de enerǵıa-momento. Haciendo un proceso análogo la constricción hamiltoniana es

R+K2 −KijK
ij = 16πρ

donde ρ := nαnβT
αβ es la densidad de enerǵıa de la materia medida por los observadores

eulerianos.
5Se le conoce como constricción de momento pues en general la proyección mixta puede

escribirse
∇j [Kij − γijKij ] = 8πji

donde ji := γiβ(nαT
αβ), es el flujo de momento medido por los observadores eulerianos.

Se le llama “constricción difeomórfica” por razones que veremos más adelante.
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La ecuación (5.1.5) tampoco tiene derivadas temporales, por lo que es otra
constricción (de hecho son 2 constricciones). Las ecuaciones de Einstein
(5.1.1) equivalen a las tres ecuaciones: (5.1.2) (5.1.4) y (5.1.5). La ecuación
(5.1.2) es tensorial para tensores de rango 2 (es decir, formas bilineales en
la superficie) e involucra sólo a tensores simétricos y tiene tres componentes
independientes. La ecuación (5.1.4) es escalar y por tanto produce una com-
ponente y la ecuación (5.1.5) es tensorial de rango 1 y tiene 2 componentes
independientes. El número total de componentes independientes es de 6 que
son las mismas componentes que tiene la ecuación (5.1.1).

5.2. Coordenadas adaptadas a la foliación

Las ecuaciones (5.1.2)-(5.1.5) son un sistema de ecuaciones tensoriales, para
transformarlas a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (E.D.P) se
puede introducir un sistema de coordenadas en la variedad espacio-tiempo
M.

Definición 5.2.1 Las coordenadas adaptadas a la foliación (Σt)t∈R es
un conjunto definido de la siguiente manera. En cada superficie Σt se in-
troduce algún sistema de coordenadas xi = (x1, x2) llamadas coordenadas
espaciales, si este sistema vaŕıa suavemente entre dos superficies próximas,
entonces xα = (t, x1, x2) constituye un sistema de coordenadas en M, llamado
sistema de coordenadas adaptadas en M.

El conjunto {∂α} = {∂t,∂i} es una base natural de TpM asociada a las
coordenadas {xα}, donde

∂t :=
∂

∂t
(5.2.1)

∂i :=
∂

∂xi
i ∈ {1, 2} (5.2.2)

Notar que el vector ∂t es tangente a una ĺınea con coordenadas espaciales
constantes, es decir, tangente a la curva de M definida por x1 = c1 y x2 = c2

donde las ci son constantes (ver la figura 5.2.1). A la derivada ∂t se le llama
vector tiempo.

Observación 5.2.2 Para cada i ∈ {1, 2}, ∂i es tangente a las ĺıneas t = c0,
xj = cj para i 6= j. A cada t constante estas ĺıneas pertenecen a la superficie
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Figura 5.2.1: Coordenadas adaptadas, función lapse y vector shift

Σt lo cual implica que ∂i es tangente a ella, esto es

∂i ∈ TpΣ i ∈ {1, 2}

La base dual asociada a {∂α} es la base de T ∗pM , {dxα} y por ello cumplen

〈dxα,∂β〉 = δαβ (5.2.3)

en particular la 1-forma dt es dual del vector ∂t y cumplen que

〈dt,∂t〉 = 1 (5.2.4)

La ecuación [(4.1.5), pág. 103] dice que 〈dt,m〉 = 1. En general, los vectores
∂t y m difieren, sólo coinciden en el caso en el que las coordenadas {xi} son
tales que las ĺıneas xi = cte son ortogonales a la superficie Σt (ver la figura
5.2.1).

Definición 5.2.3 La diferencia entre los vectores ∂t y m es el llamado vec-
tor shift 6 y lo denotamos por N

N := ∂t −m = ∂t −Nn (5.2.5)

donde n es normal a Σt y N es tangente a Σt.

6Vector de corrimiento
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De aqúı se sigue que la descomposición 2 + 1 del vector temporal es:

∂t = Nn + N (5.2.6)

Teorema 5.2.4 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces se cumplen
las siguientes propiedades

〈dt,N〉 = 0 (5.2.7)

n ·N = 0 (5.2.8)

g(∂t,∂t) = −N2 + N ·N (5.2.9)

Demostración.
(1) Usando (5.2.4) con la ecuación [(4.1.5), pág. 103] tenemos

〈dt,N〉 = 〈dt,∂t〉 − 〈dt,m〉 = 1− 1 = 0

(2) De la ecuación [(4.1.3), pág. 103], tenemos

n ·N = 〈n,N〉 = N〈dt,N〉

(3) Usando la ecuación (5.2.6)

g(∂t,∂t) = g((Nn + N), (Nn + N)) = −N2 + g(N,N) �

Definición 5.2.5 En base a los resultados anteriores podemos definir la
causalidad del vector tiempo:

1. ∂t es temporal ⇐⇒ g(N,N) < N2.

2. ∂t es nulo ⇐⇒ g(N,N) = N2.

3. ∂t es espacial ⇐⇒ g(N,N) > N2.

Observación 5.2.6 Como N∈ TpΣt, introducimos las componentes de N y
de su dual N con respecto a las coordenadas espaciales {xi} de Σt de acuerdo
a:

N := N i∂i y N := Nidx
i (5.2.10)



122 5.2. Coordenadas adaptadas a la foliación

Teorema 5.2.7 Las componentes de un vector unitario y normal n con res-
pecto a la base natural {∂α} se pueden expresar en términos de N y de N i

como:

nα =
1

N
(1,−N1,−N2) (5.2.11)

Demostración. De la ecuación (5.2.6)

n =
∂t −N

N

entonces

nα =
1

N
(∂t −N i∂i) =

1

N
(∂t −N1∂x1 −N2∂x2) =

1

N
(1,−N1,−N2) �

Teorema 5.2.8 Las componentes covariantes del vector normal (es decir,
las componentes de n con respecto a la base dual {dxα} de T ∗pM) son:

nα = (−N, 0, 0)

Demostración. De la ecuación [(4.1.3), pág. 103] n = −Ndt, entonces

nα = −Ndt+ 0dx+ 0dy = (−N, 0, 0) �

Observación 5.2.9 Las componentes γij de la 2-métrica γ con respecto a
las coordenadas {xi} son

γ := γijdx
i⊗ dxj

Las componentes gαβ de g respecto a las coordenadas {xα} son

g := gαβdx
α⊗ dxβ

donde las componentes de la métrica son

gαβ = g(∂α,∂β) (5.2.12)
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Teorema 5.2.10 Las componentes de la métrica g en términos de las can-
tidades de la descomposición 2 + 1 están dadas por

gαβ =

[
g00 g0j

gi0 gij

]
=

[
NkN

k −N2 Nj

Ni γij

]
(5.2.13)

Demostración. De la ecuación (5.2.9)

g00 = g(∂t,∂t) = −N2 +NiN
i (5.2.14)

por otro lado de (5.2.5)

g0j = g(∂t,∂j) = ∂t · ∂j = (m + n)·∂j = m · ∂j + N · ∂j

= 〈N,∂j〉 = Ni〈dxi,∂j〉 = Nj

por lo tanto

g0j = Nj (5.2.15)

gi0 = Ni (5.2.16)

finalmente como ∂i y ∂j son tangentes a Σt entonces

gij = g(∂i,∂j) = γ(∂i,∂j) = γij � (5.2.17)

Figura 5.2.2: Teorema de Pitágoras Lorentziano.
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Corolario 5.2.11 Las componentes de la métrica g 7 son

d2s = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + γij(dx

i +N idt)(dxj +N jdt) (5.2.18)

Demostración. Usando las ecuaciones:(5.2.14),(5.2.15) y (5.2.17) tenemos

gµνdx
µdxν = g00dt

2 + g0jdtdx
j + gi0dx

idt+ gijdx
idxj

= (−N2 +NiN
i)dt2 +Njdtdx

j +Nidx
idt+ γijdx

idxj

= −N2dt2 + γij(dx
i +N idt)(dxj +N jdt)

en este último paso usamos que Ni = γijN
j �

Definición 5.2.12 Se definen las densidades escalares g y γ que dependen
de las coordenadas {xα} como:

g := det(gαβ)

γ := det(γij)

Teorema 5.2.13 La inversa de la métrica es

gαβ =

[
g00 g0j

gi0 gij

]
=

 − 1

N2

N j

N2

N i

N2
γij − N iN j

N2

 (5.2.19)

Demostración. Del álgebra lineal sabemos que la inversa de una matriz
está dada por:

A−1 =
1

detA

[
d −b
−c a

]
y el determinante de gαβ :

det(gαβ) = γijNiN
j − γijN2 −NiNj = NiNi −NiNi − γijN2 = −γijN2

7Se puede imaginar el espacio-tiempo foliado por una familia de superficies t = cte;
luego, Ndt es el lapso de tiempo propio entre las superficies superior e inferior. Por otro
lado, la función de corrimiento da la correspondencia entre puntos en las dos superficies;
xi + dxi + N idt en la superficie inferior que corresponde al punto xi + dxi, t + dt en la
superior. Desde este punto de vista, esta ecuación es sólo una expresión del teorema de
Pitágoras. En la figura 5.2.2 se tiene la interpretación geométrica de esta ecuación que es
un ”Teorema de Pitagoras”Lorentziano.
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entonces:

gαβ = (gαβ)−1 = − 1

γijN2

[
γij −Ni

−Nj NiN
i −N2

]
=


γij

−γijN2

−Ni

−γijN2

−Nj

−γijN2

NiN
i −N2

−γijN2



=

 − 1

N2

γijNi

N2

γijNj

N2
γij −

γijNiNi

N2

 =

 − 1

N2

N j

N2

N i

N2
γij − N iN j

N2


�

Teorema 5.2.14 El elemento de volumen de M en términos de la métrica
γ en Σt es: √

−gd3x =
√
γNdtd2x (5.2.20)

Demostración. La regla de Cramer dice que

gαβ =
Cαβ

det(gαβ)
=
Cαβ
g

donde el cofactor es
Cαβ = (−1)α+βdet(Mαβ)

los Mαβ son los menores de la matriz gαβ. Aśı tenemos que

g00 =
C00

g
=
det(γij)

g
=
γ

g

de la ecuación (5.2.14) obtenemos que

g(− 1

N2
) = γ =⇒ g = −N2γ

por lo tanto √
−gd3x =

√
N2γd2xdt = N

√
γd2xdt �

Observación 5.2.15 Cálculo alternativo de la métrica g.
Sea {∂α} = {∂0,∂a} una base ortonormal para TpM con respecto a la métrica
g, es decir, n = ∂0 y ∂a = −→γ ∗(∂a) = ∂a + ng(n,∂a) y sea {dxα} su base
dual, es decir, se cumple que

dxα(∂β) = δαβ
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La familia uniparamétrica de encajes t −→ Φt : Σt −→ M define el campo
vectorial ∂t = Nn + N = N∂0 +Na∂a. Si fijamos el sistema de coordenadas
{xk} en Σt, entonces ∂t es la 3-velocidad de puntos con coordenadas espa-
ciales {xk} fijas.

Si U ⊂ Σ es una vecindad coordenada, de coordenadas yk : U −→ R, defini-
mos un sistema de coordenadas {xµ, V } en M por:

V =
⋃
t∈R

Φt(U) tal que

x0(p) = t si p ∈M

xk(p) = yk ◦ Φ−1
t (p) si p ∈ Σt

Sean {∂0,∂k} campos vectoriales en V, entonces podemos escribir:(
∂t
∂k

)
=

(
N Na

0 Aak

)(
∂0

∂a

)
invirtiendo la última ecuación obtenemos:(

dx0

dxa

)
=
(
dt dxk

)( N Na

0 Aak

)
como n = ∂0 y γ = g + n⊗ n, entonces

g = γ − n⊗ n = −dx0⊗ dx0 + dxa⊗ dxa

= −N2dt⊗ dt+ (Nadt+ Aakdx
k)⊗ (Nk + Akl dx

l)

= −N2dt⊗ dt+ AakA
a
i (N

kdt+ dxk)⊗ (N idt+ dxi)

= −N2dt⊗ dt+ γik(dx
i +N idt)⊗ (dxk +Nkdt)

donde se define que
γik = γ(∂i,∂k) = AaiA

a
k

Esta expresión de la métrica es la misma que la dada por la ecuación (5.2.18).

Mediante el uso de las formas diferenciales podemos demostrar que el ele-
mento de volumen es dµ = N

√
γdt ∧ d2x [8]

La 3-forma de volumen es:

dµ = dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 = (Ndt) ∧ (N1dt+ A1
kdx

k) ∧ (N2dt+ A2
i dx

i)
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= NA1
kA

2
i dt ∧ dxk ∧ dxi = N(A1

1A
2
2 − A1

2A
2
1)dt ∧ dx ∧ dy

= N
√
αdt ∧ d2x = N

√
αdtd2x 8

El siguiente teorema da la forma expĺıcita de los śımbolos de Christoffel
en términos de la función lapso y del vector de corrimiento con los cuales
podrá escribirse el escalar de curvatura, la acción de Hilbert, etc., en términos
de N y N i.

Teorema 5.2.16 La métrica gµν lleva a los siguientes śımbolos de Christo-
ffel:

Γ
t

tt =
1

N

∂N

∂t
+
N b

N
∇bN +

NaN b

N
Kab (5.2.21)

Γ
a

tt = γabN∇bN +Nγab∂t

(
Nb
N

)
− NaN b

N
∇bN+

− γabN c∇bNc −
NaN bN c

N
Kbc (5.2.22)

Γ
t

ta =
1

N
∇aN +

N b

N
Kab (5.2.23)

Γ
b

ta = NγbcKac +N∇a

(N b

N

)
− N bN c

N
Kac (5.2.24)

Γ
t

ab =
1

N
Kab (5.2.25)

Γ
c

ab = Γcab −
Nk

N
Kab (5.2.26)

Demostración.
1) Mediante las ecuaciones [(2.6.9), pág. 45], (5.2.13) y (5.2.19) podemos de-
mostrar la ecuación (5.2.21) como sigue

Γttt =
1

2
[gtt(gtt,t) + gat(gat,t + gta,t − gtt,a)]

= − 1

2N2

∂

∂t

(
NbN

b −N2
)

+
Na

2N2

[
2
∂

∂t
Na −∇a(NbN

b −N2)
]

8Aqúı hicimos uso de la regla de alternación para las formas diferenciales

dxidxj = −dxjdxi
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= − 1

2N2

[
Nb
∂N b

∂t
+N b∂Nb

∂t
− 2N

∂N

∂t

]
+

+
Na

2N2

[
2
∂

∂t
Na −Nb∇aN

b −N b∇aNb + 2N∇aN
]

= − Nb

2N2

∂N b

∂t
− N b

2N2

∂Nb

∂t
+

1

N

∂N

∂t
+
Na

N2

∂Na

∂t
− NaNb

2N2
∇aN

b+

−N
aN b

2N2
∇aNb +

Na

N2
∇aN

= − Nb

2N2

∂N b

∂t
+
N bγab
2N2

∂Na

∂t
+
NaN b

2N2

∂γab
∂t
− NaNb

2N2
∇aN

b +
1

N

∂N

∂t
+

−N
aN b

2N2
∇aNb +

Na

N2
∇aN

= − Nb

2N2

∂N b

∂t
+
−Nb

2N2

∂N b

∂t
+
NaN b

2N2

∂γab
∂t
− NaN b

2N2
∇aNb +

1

N

∂N

∂t
+

−N
aN b

2N2
∇aNb +

Na

N2
∇aN

=
NaN b

2N2

∂γab
∂t

+
1

N

∂N

∂t
− NaN b

2N2
∇aNb +

Na

N2
∇aN −

NaNb

2N2
∇a(γ

abNa)

=
NaN b

2N2

∂γab
∂t

+
1

N

∂N

∂t
− NaN b

2N2
∇aNb +

Na

N2
∇aN −

NaNbγ
ab

2N2
∇aNb

=
1

N

∂N

∂t
+
N b

N
∇bN +

NaN b

N

[ 1

2N
{∇aN

b +∇bN
a − γ̇ab}

]
=

1

N

∂N

∂t
+
N b

N
∇bN +

NaN b

N
Kab

Como se queŕıa probar,9 usamos el hecho de que la conexión es métrica
(∇aγ

ab = 0). �

9Estamos haciendo uso de un resultado que probaremos más adelante en el Teorema
5.3.3
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El conocimiento de la función lapso en cada punto de Σ0 determina de manera
univoca un vector m = nN y en consecuencia la localización de la superfi-
cie próxima Σδt mediante un transporte de Lie a lo largo de m. Tamb́ıen se
puede decir que para cada punto de Σ0 la función lapso espećıfica que tan
lejano está este punto de un punto en Σδt para cada sistema de coordenadas
{xi} de Σ0 a Σδt.

Teorema 5.2.17 La derivada de Lie de K con respecto a ∂t es un campo
tensorial tangente a Σt. Además tenemos las siguientes ecuaciones

£∂tγ −£Nγ = −2NK (5.2.27)

£∂tγij =
∂γij
∂t

(5.2.28)

£Nγij = ∇iNj +∇jNi (5.2.29)

Demostración. De la ecuación (5.2.5) y de la linealidad de la derivada de
Lie obtenemos

£mK = £(∂t−N)γ = £∂tK−£NK (5.2.30)

por la ecuación [(4.2.5), pág. 108] £mK es tangente a Σt y como N y K son
tangentes a Σt entonces £mK lo es, esto implica que £∂tK es tangente a Σt.

Para probar la ecuación (5.2.27) usamos (5.2.5), la linealidad de la derivada
de Lie y (A.1.8), entonces

£mγ = £∂tγ −£Nγ = −2NK

Para probar (5.2.28) tomamos un sistema de coordenadas adaptadas xα =
(t, xi), entonces de (A.1.9) la derivada de Lie de la métrica con respecto a la
parcial del tiempo es

£∂tγij =
∂γij
∂t

Para probar (5.2.29) aplicamos (A.1.9) en términos de las derivadas de la
superficie

£Nγij = Nk∇kγij + γkj∇iN
k + γij∇jN

k = ∇iNj +∇jNi

esto es aśı pues ∇kγij = 0 �

Mediante estas relaciones es posible expresar a las ecuaciones (5.1.2) (5.1.4)
y (5.1.5), como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Este punto
de vista es usado en Relatividad Numérica [10].



130 5.3. Forma 2+1 de la acción de Einstein-Hilbert

5.3. Forma 2+1 de la acción de Einstein-

Hilbert

Con el fin de emplear los métodos habituales de cuantización en la teoŕıa de
campos, es necesario construir una densidad lagrangiana para la Relatividad
General. Como ya hemos mencionado esto equivale a buscar una formulación
que distinga claramente entre la parte espacial y temporal del espacio-tiempo,
algo asi rompe (por lo menos formalmente) con el esṕıritu fundacional de la
Relatividad General, motivo por el cual se suele hablar en estos casos de
“formalismo no covariante“ o “formulación 2 + 1”,10 para indicar esta ńıtida
distinción que se establece entre variables espaciales y temporales.

Hasta ahora hemos introducido una foliación del espacio-tiempo mediante su-
perficies Σt de tiempo constante, después hemos definido la función lapse N
y el vector shift N i que nos han servido para escribir la métrica del espacio-
tiempo en su forma 2 + 1 [(5.2.18), pág. 124] y mediante las ecuaciones
de Gauss-Codazzi [(3.6.6), pág. 93] hemos hecho la descomposición de las
ecuaciones de Einstein en su forma 2 + 1, ahora buscaremos la densidad la-
grangiana gravitacional y la escribiremos en su forma canónica.

Sea m una part́ıcula clásica en el espacio R2,11 entonces la part́ıcula sigue
una trayectoria r(t) en este espacio, recordemos que para una part́ıcula que
describe una curva r(t) en R2 con enerǵıa cinética T = 1

2
m ‖ r′(t) ‖2 y la

enerǵıa potencial V (r(t), t), la lagrangiana se define como

L(r, ṙ, t) =
1

2
m ‖ ṙ ‖2 −V (r, t)

que es una función expĺıcita de la posición, la velocidad y también del tiempo
(en el caso de que lo sea V ). Por ejemplo, si la trayectoria de la part́ıcula
está restringida a pasar por una superficie Σ ⊂ R2, es natural pensar que
el sistema “pierde un grado de libertad”, y la lagrangiana será una función
con dominio la superficie junto con todos los planos tangentes a ella posibles,
más, eventualmente, el tiempo. Esta situación se puede generalizar y abstraer
progresivamente, lo que conduce a los siguientes conceptos [25].

Definición 5.3.1 El espacio de configuración de un sistema mecánico es
una variedad diferenciable arbitraria M, entonces el lagrangiano es una fun-
ción sobre TM o, con más generalidad (para lagrangianos dependientes del

10En el caso f́ısico real de cuatro dimensiones, se le conoce como formalismo 2 + 1.
11Conocido como el espacio de configuración de la part́ıcula
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tiempo),
L : TM ×R −→ R, (5.3.1)

donde la coordenada natural de R en TM × R o “tiempo” se usará para
parametrizar las curvas bajo consideración (ec. (5.3.2)).

El dominio de definición de la lagrangiana es pues una variedad producto
TM ×R, donde usualmente se trabaja con coordenadas tipo (q, q̇, t), junto
a la coordenada usual de R.
Tiene sentido pues considerar ∂L/∂q, ∂L/∂q̇ y ∂L/∂t . Sea

γ : I ⊂ R −→ Σt tal que t 7→ γ(t)

una curva diferenciable (tomando coordenadas podemos escribir t 7→ q(t)).
Esta curva induce a su vez curvas en TM y en M = TM ×R,

I ⊂ R tal que t 7−→ γ
′
(t)

I ⊂ R −→ TM ×R tal que t 7−→ (γ(t), t) (5.3.2)

En coordenadas esta última función se suele escribir (q(t), q̇(t), t),donde cada
q̇i(t) es igual a la componente i-ésima del vector tangente γ

′
(t), que coincide

con la derivada de qi(t) := qi(γ(t)) en cada t ∈ I,

q̇i(t) =
dqi

dt
(t) ∀t ∈ I

Es sabido que, en la deducción variacional de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
se considera el funcional acción

S(γ) =

∫ t1

t0

L(γ(t), t)dt

sobre curvas diferenciables γ : [t0, t1] −→ Σt. La compacidad de [t0, t1] (con-
cretamente, la existencia de un “número de Lebesgue”) permite hallar un
número finito de vecindades coordenadas (U (α), q(α)) y una partición del in-
tervalo t0 = s0 < s1 < . . . < sk = t1 tal que γ([si, si+1]) ⊂ U (αi) para algún
αi . Aśı tiene sentido escribir

S(γ) =

∫ t1

t0

L(γ(t), t)dt =
k∑
i=1

∫ si

si−1

L(q(αi)(t), q̇(αi)(t), t)dt

para poder deducir expresiones manejables en coordenadas.
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T́ıpicamente, en Mecánica Lagrangiana se consideran curvas que conectan
dos puntos fijos p0, p1 ∈ Σt, y que son cŕıticas para el funcional de acción S
en el siguiente sentido. Sea γ una curva que conecta p0 con p1,

γ : [t0, t1] −→ Σt, γ(t0) = p0, γ(t1) = p1.

Una variación de γ es una aplicación diferenciable

[−ε, ε]× [t0, t1] −→M,

(s, t) 7−→ γs(t)

para algún ε > 0, que verifica γ0(t) = γ(t),∀t ∈ [t0, t1] (en ocasiones, también
conviene permitir que el intervalo de definición de γs dependa de s, por lo
que el dominio de la variación se generaliza subsecuentemente). La variación
se llama de extremos fijos si

γs(t0) = p0, γs(t1) = p1, ∀s ∈ [−ε, ε].

Para cada s fijo, la curva t 7−→ γs(t) es una curva longitudinal de la variación.
Para cada t fijo, la curva s 7−→ γs(t) es una curva transversal; esta curva
determina en s = 0 un vector tangente v(t) para cada t. A la curva en TM

t 7−→ v(t)

se le llama campo variacional o variación infinitesimal de γ. Obsérvese que
la variación de γ en Σt induce una variación de γ en TM :

[−ε, ε]× [t0, t1] −→ TM, (5.3.3)

(s, t) −→ γ
′

s(t),

donde γ
′
s(t) denota al vector tangente en γs(t) determinado por la curva

longitudinal γs (a su vez, esta variación induce trivialmente una en TM×R).
Se dice que γ es una curva cŕıtica para S si para toda variación de γ en el
conjunto de curvas que se está considerando se tiene

dS(γs)

ds

∣∣∣
s=0

= 0

No es dif́ıcil demostrar que las curvas cŕıticas para variacioness de extremos
fijos coinciden con las que, escritas en cualesquiera coordenadas, satisfacen
las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d

dt

(∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, (i = 1, . . . , n) (5.3.4)
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El siguiente paso en la formulación de una teoŕıa canónica de la gravedad es la
construcción de una densidad lagrangiana adecuada. El carácter de densidad
se puede obtener considerando el determinante del tensor métrico, es decir,√
g. Por lo tanto, lo que hace falta para completar nuestra construcción es

un escalar. Ahora bien, las ecuaciones de Einstein contienen derivadas de
segundo orden del tensor métrico y por lo tanto el lagrangiano debe ser una
función de primer orden en las derivadas del tensor métrico. Sin embargo,
es imposible construir una función escalar con estas características (la única
solución es una constante). La solución a esto es usar un lagrangiano que
contenga segundas derivadas pero de manera tal que estas aparezcan sólo a
través de una divergencia, pues de este modo no contribúıran a las ecuaciones
de campo [1]. El único escalar con las propiedades anteriores es el escalar de
curvatura R(g). Por lo tanto, un lagrangiano adecuado para las ecuaciones de
Einstein es el lagrangiano de Einstein-Hilbert que presentamos en el siguiente
teorema.

Teorema 5.3.2 Sea M un espacio-tiempo, entonces la descomposición 2 + 1
de la acción de Einstein-Hilbert es

S(q, q̇) =

∫ t2

t1

Ldt (5.3.5)

El lagrangiano es

L(q, q̇) =

∫
Σt

(L+ T.S.(1))d2x (5.3.6)

donde la densidad lagrangiana es

L = N
√
γ(R +KijK

ij −K2) (5.3.7)

y tenemos un término de superficie que es una divergencia

T.S.(1) = −2N
√
γ[∇µ(Nnµ) +∇µ(nν∇νn

µ)] (5.3.8)

las variables q y q̇ son

q = (γij, N,N
i) q̇ = (γ̇ij, Ṅ , Ṅ

i)

Demostración. La acción de Eistein-Hilbert [8] es

S =

∫
Γ

R
√
−gd3x 12 (5.3.9)

12En realidad la acción de Einstein-Hilbert en tres dimensiones es:
SE−H = 1

16πG

∫ √
−g(R − 2Λ)d3x. Nosotros estamos normalizando 1

16πG = 1 y tomando
la constante cosmológica Λ = 0
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donde Γ es una parte de M delimitada por las superficies Σt1 y Σt2 para
(t1 < t2) de la foliación (Σt)t∈R, esto es

Γ :=

t2⋃
t=t1

Σt (5.3.10)

De la descomposición 2 + 1 del escalar de Ricci del espacio-tiempo [(4.3.7),
pág. 112] y de (5.2.18) que da el elemento de volumen, obtenemos

R
√
−g = N

√
γR = [N(R+K2 +KijK

ij)−2£mK−2∇i∇iN ]
√
γ ............(1)

Como K es un escalar entonces de [(3.4.15), pág. 86] su derivada de Lie es

£mK = mµ∇µK = Nnµ∇µK−N [∇µ(Knµ)µ−K∇µn
µ] = N [∇µ(Knµ)+K2]

por lo tanto
£mK = N [∇µ(Knµ) +K2] (5.3.11)

sustituyendo esta ecuación en (1), tenemos

R
√
−g = [N(R−K2 +KijK

ij)− 2N∇µ(Knµ)− 2∇i∇iN ]
√
γ

como ∫
Γ

N∇µ(Knµ)
√
γd3x =

∫
Γ

∇µ(Knµ)
√
−gd3x

y además extendiendo a M, tenemos que

∇µ(∇ν
N)
√
γ = ∇µ(∇ν

lnN) = ∇µa = ∇µ(∇nn) = ∇µ(nν∇νn
µ)

usando la ecuación (5.3.10) para separar la integral tres dimensional en una
integral de tiempo y otra integral de espacio, obtenemos:∫

Γ

R
√
−gd3x =

=

∫
Γ

[N(R−K2 +KijK
ij]
√
γd3x− 2

∫
Γ

[∇µ(Nnµ) +∇µ(nν∇νn
µ)]
√
−gd3x

=

∫ t2

t1

∫
Σt

[N(R−K2 +KijK
ij]
√
γd2xdt+

∫ t2

t1

∫
Σt

T.S.(1)N
√
γd2xdt

por lo tanto

S = S(q, q̇) =

∫ t2

t1

∫
Σt

(L+ T.S.(1))d2xdt =

∫ t2

t1

L(q, q̇)dt �
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Hay que precisar que esta expresión para la acción de la gravitación está li-
mitando la topoloǵıa del espacio-tiempo M, ya que ella será entonces de la
forma Σ × R, misma que se mantiene durante toda la evolución de las su-
perficies, esto quiere decir que no se permiten cambios en la topoloǵıa de las
superficies. Por ejemplo si estamos utilizando un modelo cosmológico en el
cual el Universo es cerrado, entonces siempre deberá mantenerse asi.

En la ecuación (5.3.5) lo que se hace es especificar la métrica sobre una su-
perficie inicial Σt1 y una final Σt2 , entonces la variación de S será sobre todas
las superficies posibles (sus métricas) que conectan a dichas superficies. Con
esto se pueden escribir las ecuaciones de Einstein en el vaćıo como δS = 0.13

Teorema 5.3.3 La curvatura extŕınseca está dada como función de las va-
riables N, N i, γ̇ij y γij como

Kij[γij, γ̇ij, N,N
i] =

1

2N
(γik∇jN

k + γjk∇iN
k − γ̇ij) (5.3.12)

Demostración. Reescribiendo Kij en términos de γ̇ij y sustituyendo £Nγij
dada por (5.2.29) tenemos

Kij = − 1

2N

( ∂
∂t
γij −£Nγij

)
=

1

2N
(∇iNj +∇jNi − γ̇ij)

=
1

2N
(γij∇jN

k + γjk∇iN
k − γ̇ij) �

Teorema 5.3.4 Sea {xi} un sistema de coordenadas de Σt. Las ecuaciones
dinámicas de Einstein en su forma 2 + 1 pueden expresarse en términos de
las derivadas covariantes ∇i y de las derivadas temporales como( ∂

∂t
−£N

)
γij = −2NKij (5.3.13)

( ∂
∂t
−£N

)
Kij = −∇i∇jN +NRij +KKij − 2KikK

k
j −

1

2
Rγij (5.3.14)

13Se debe incluir en el lagrangiano el término T.S.(1), de lo contrario no recuperaremos
las ecuaciones de Einstein correctas.
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Demostración. Sea {xi} un sistema de coordenadas para Σt. Para probar
el resultado, partimos de que

£mKij = (£∂t −£N )Kij =
( ∂
∂t
−£N

)
Kij

aplicando esta ecuación a (5.1.3) obtenemos la primera ecuación.
Analógamente

£Nγij =
( ∂
∂t
−£N

)
γij

sustitutendo en (5.1.3) obtenemos la segunda ecuación �

5.4. Gravitación canónica

Hasta este punto hemos reescrito la acción de manera que podemos encontar
las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, tomando la variación de la acción e
igualandola a cero (δS = 0). La densidad Lagrangiana L contiene derivadas
espaciales de segundo orden de la métrica γij, por lo que en principio, las
ecuaciones de Euler-Lagrange debeŕıan ser de cuarto orden. Al efectuar la
variación, los términos de derivadas mayores se anulan como términos en la
frontera, por lo que las ecuaciones resultantes son de segundo orden. Si se
quiere reducir el orden de estas ecuaciones con el objeto de tener ecuaciones
de primer orden, existen varios caminos posibles. Uno de ellos, que no seguire-
mos, consiste en tomar la acción de Palatini [8], que consiste en considerar
tanto a las 6 componentes de gµν como a las componentes de la conexión af́ın
Γµνρ como variables independientes y hacer las variaciones respecto de todas
ellas. Con este procedimiento se obtienen las mismas ecuaciones de campo
aśı como la relación entre la métrica y las conexiones (procedimiento usado
en la formulación de Ashtekar). El segundo es escribir el hamiltoniano me-
diante una transformación de Legendre.

Podemos preguntarnos ahora si hay alguna relación entre el espacio fase de
la formulación hamiltoniana y las variedades métricas que sirven de base a
las teoŕıas del espacio-tiempo. En otras palabras, nos planteamos cuál es el
v́ınculo entre el fibrado cotangente del espacio de configuración, T ∗, que tiene
una estructura simpléctica natural suministrada por la forma simpléctica
canónica, y el fibrado tangente T , con una estructura métrica natural propor-
cionada por el elemento de ĺınea de Riemann (la conocida forma cuadrática
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diferencial de n dimensiones).

El espacio de fases hamiltoniano posee estructura simpléctica, lo que per-
mite determinar en él la noción de elemento de volumen, pero carece de una
estructura métrica propiamente dicha. En general, la estructura métrica pre-
supone el concepto de volumen, pero no al contrario. Por ello, las ecuaciones
de movimiento de Hamilton necesitan una estructura formal -la simpléctica-
menos rica que la contenida en las variedades métricas. Además, una varie-
dad simpléctica carece de la noción de curvatura local que permita, por el
teorema de Darboux [25], distinguir también localmente entre diversas varie-
dades simplécticas.

De manera estándar, para un sistema con n grados de libertad el espacio
fase es una variedad M de 2n dimensiones. Cada estado del sistema está re-
presentado por un punto de M. El hamiltoniano, H, es una función definida
en M que dicta la evolución temporal del sistema. El objeto básico para la
descripción de un sistema clásico es una variedad diferenciable 2n dimensio-
nal M dotada de una 2-forma ω no degenerada y cerrada.14

Las consideraciones precedentes adquieren su verdadera trascendencia al a-
frontar el problema de cuantizar la gravedad mediante un método canónico.
Es decir, se trata de reformular la Relatividad General a semejanza de la
teoŕıa cuántica hamiltoniana, utilizando variables canónicas conjugadas. A
continuación definiremos lo que es una variedad simpléctica para aśı definir
lo que es un hamiltoniano.

Definición 5.4.1 Sea M una variedad diferenciable n-dimensional, entonces
M se llama variedad simpléctica si y sólo si:

1. M tiene una 2-forma ω no degenerada.

2. M tiene una 2-forma ω cerrada, es decir, dω = 0

14Para introducir una 2-forma no degenerada y cerrada procedemos como sigue: Dado
el hamiltoniano, H, tenemos definido dH y mediante ω podemos asociar a todo dH un
campo vectorial VH tal que

ω(VH) + dH = 0

Por lo tanto el flujo de este campo vectorial nos dice como evoluciona temporalmente el
sistema. La 2-forma ω proporciona la relación entre el espacio tangente en un punto de M
y el espacio cotangente. De esta forma toda función F del espacio fase tiene asociada una
1-forma dF y campo vectorial VF
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Definición 5.4.2 Sea M una variedad simpléctica. En Mecánica Hamilto-
niana se parte de la variedad de configuración TM , de su espacio cotangente
T ∗M o espacio fase y de un hamiltoniano H : T ∗M × R −→ R. A las
coordenadas pi se les llama momentos generalizados.

Análogamente al caso lagrangiano (Sección 5.3 de este caṕıtulo), en Mecánica
Hamiltoniana se pueden calcular curvas cŕıticas del hamiltoniano (u otros
funcionales relacionados con él) para diversos tipos de variaciones. Esto es,
curvas en T ∗M

ρ : [t0, t1] −→ T ∗M, ρ(t) = (q(t), p(t))

tales que para cualquier variación

[−ε, ε]× [t0, t1] −→ T ∗M

(s, t) 7−→ ρs(t)

(en la clase de curvas que se considere) se tiene la función

S(ρs) =

∫ t2

t1

H(ρs(t), t)dt :=

∫ t2

t1

H(qs(t), ps(t), t)dt

donde dS
ds
|s=0= 0. Pero, a diferencia del caso lagrangiano, tanto la curva

ρ(t) como la variación ρs(t) se toman directamente en T ∗M , esto es, no
se construyen a partir de curvas de M [compárese con (5.3.3), pág. 132]. La
consecuencia de esta “mayor libertad” en las variaciones, es que las ecuaciones
de Hamilton

dqi

dt
(t) =

∂H

∂pi
(q(t), p(t), t);

dpi
dt

(t) = −∂H
∂qi

(q(t), p(t), t) (5.4.1)

(que caracterizan localmente a curvas extremales apropiadas), son 2n ecua-
ciones de primer orden en lugar de n ecuaciones de segundo orden.

El método canónico consiste en definir a los momentos, a partir del la-
grangiano como nuevas variables, y tratar de reescribir el lagrangiano en
términos de las variables originales y los momentos, tomándolas como varia-
bles independientes (el número de variables independientes se duplica), donde
en el proceso se tendrá que calcular la función hamiltoniana. Este último pa-
so en general no se puede hacer cuando existen constricciones que ligan a las
variables, por lo que hay todo un desarrollo para tratar estos sistemas [2].
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Recordemos que una part́ıcula clásica de masa, m, en el espacio de configu-
ración R2, sigue una trayectoria q(t) en este espacio. La trayectoria satisface
las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.3.4). En general, si tenemos la veloci-
dad q̇ en términos de la posición y el momento, entonces el hamiltoniano
está dado por la transformación de Legendre

H(p, q) = pq̇ − L(q, q̇) (5.4.2)

Para esta part́ıcula en un potencial su hamiltoniano es

H = pq̇ − 1

2
mq̇2 + V (q) =

1

2
mq̇2 + V (q)

Sin embargo esto no sucede en Relatividad General por que, como hemos
visto, esta teoŕıa tiene constricciones. En Relatividad General, la 2-métrica
juega el rol de la posición y la derivada temporal de la métrica se puede
expresar en términos del momento conjugado junto con la función lapse y el
vector shift.

La posición y el momento tomados juntos forman un punto (q, p) en el espacio
fase R4. El espacio de configuración puede ser alguna variedad simpléctica
M, la velocidad es un vector tangente a M, el momento es un vector cotan-
gente a M (por ello se escriben sus componentes como pi). El espacio fase es
entonces el campo cotangente del espacio de configuración y el estado de un
sistema clásico es representado por un punto en el espacio fase. Por lo tanto
a partir de este momento entenderemos que el haz cotangente TpΣ es una
variedad simpléctica de 4 dimensiones.

La idea del formalismo hamiltoniano es el converso de las ecuaciones de Euler-
Lagrange. Notemos que las coordenadas del momento pi, las de posición qi y
el hamiltoniano pueden ser pensados como funciones en el espacio fase. En
efecto, en Mecánica Clásica un observable puede ser considerado como una
función en el espacio fase, de hecho se puede demostrar que en una variedad
simpléctica se tiene un mapeo bilineal que toma dos funciones en M y da
otra función en M llamado el paréntesis de Poisson que forma un álgebra de
Lie en la variedad [25]. Nosotros definiremos el paréntesis de Lie como un
álgebra de funciones en el espacio fase del espacio-tiempo, llamado paréntesis
de Poisson.

Definición 5.4.3 Sea M un espacio-tiempo que se puede foliar por una fa-
milia de superficies {Σt} y sea C∞(T ∗Σ,R) el espacio de las funciones dife-
renciables en la variedad T ∗Σ. Una estructura de Poisson en un espacio-
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tiempo M es definida por un mapeo bilineal

{ , } : C∞(T ∗Σ,R)× C∞(T ∗Σ,R) −→ C∞(T ∗Σ,R)

llamado el paréntesis de Poisson, denotado por (f, g) 7−→ {f, g}; tal que

∀f, g ∈ T ∗Σ× T ∗Σ {f, g} =
∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi
∂g

∂pi
(5.4.3)

que satisface las siguientes propiedades

(i) Es antisimétrico,
{g, f} = −{f, g}

(ii) Satisface la identidad de Jacobi,

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

(iii) Cumple la regla de Libnitz,

{f1f2, g} = {f1, g}f2 + f1{f2, g}

{f, g1g2} = {f, g1}g2 + g1{f, g2}

Una variedad equipada con tal estructura se llama variedad de Poisson

A partir de este momento entenderemos que en nuestro espacio-tiempo el haz
cotangente T ∗Σ es una variedad de Poisson.

Teorema 5.4.4 El paréntesis de Poisson { , } forma un álgebra de Lie y
cumple la regla de Leibnitz

Demostración. Es trivial probar que el paréntesis de Poisson cumple los
axiomas de Lie [def. 2.4.5, pág. 34] y la regla de Leibnitz �

Teorema 5.4.5 Sea M un espacio-tiempo, entonces las ecuaciones de Hamil-
ton escritas con el formalismo de Poisson son

q̇i =
∂H

∂pi
= {H, qi} (5.4.4)

ṗi = −∂H
∂qi

= {H, pi} (5.4.5)
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Demostración. Es trivial de la definición del paréntesis de Poisson �

Hemos visto que al pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano, se ha
cambiado de un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden a
uno de 2n ecuaciones de primer orden. En el siguiente teorema demostramos
que la razón de cambio de un observable es determinada por el paréntesis de
Poisson con el hamiltoniano.

Teorema 5.4.6 Si f es un observable, entonces la razón de cambio de f es
determinada por su paréntesis de Poisson con el hamiltoniano, es decir

Si fes un observable =⇒ ḟ = {H, f} (5.4.6)

Demostración. Como f = f(p, q), entonces se calcula la diferencial de f
obteniendo el resultado �

Los observables fundamentales son el momento y la posición, cuyos paréntesis
de Poisson son

{pj, qk} = δkj (5.4.7)

{pj, pk} = {qj, qk} = 0 (5.4.8)

En resumen, tenemos que las coordenadas del espacio fase serán (p, q). La
2-forma ω será

ω = dp ∧ dq

Entonces para un observable F (p, q) tenemos

dF =
∂F

∂q
dq +

∂F

∂p
dp VF =

∂F

∂p

∂

∂q
− ∂F

∂q

∂

∂q

Observación 5.4.7 La geometŕıa simpléctica es una herramienta potente
para el estudio de la dinámica de sistemas clásicos, aśı como las simetŕıas y
la cuantización de ellos. Proporciona una descripción covariante del forma-
lismo hamiltoniano, sin embargo, cuando elegimos unas coordenadas (p, q) en
el espacio fase rompemos la covariancia expĺıcita de la teoŕıa, para mante-
nerla se desarrolla el concepto de espacio fase covariante. No entraremos
en detalles de tipo tecnico sólo diremos que la idea principal de este método
consiste en considerar que tenemos una correspondencia uńıvoca entre las
soluciones clásicas de un sistema y los valores de las q

′
s y las p

′
s para el
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tiempo cero. Esto permite definir covariantemente el espacio fase como el
espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Llamemos Z a este espacio de soluciones. Para teoŕıas de campos lagrangianas
se ha desarrollado el formalismo que permite estudiar la geometŕıa diferen-
cial de Z y definir de manera covariante una estructura simpléctica sobre
este espacio aplicable a teoŕıas de Yang-Mills y cuerdas.

Cuando tenemos una teoŕıa gauge [8], el espacio fase f́ısicamente relevante
será el espacio de las soluciones módulo las transformaciones gauge Z/G.
Para que este espacio sea una variedad simpléctica debemos asegurarnos que
la forma simpléctica sea no degenerada y que sea invariante frente a transfor-
maciones gauge. Otro punto delicado es asegurar que Z/G sea una variedad
diferenciable. Para la RG pueden aparecer problemas, pero, en el caso de
espacios-tiempos asintóticamente planos no hay problemas (justamente en
esta clase de espacios-tiempos podemos definir la enerǵıa y el momento to-
tales). Se puede demostrar que una expresión para la forma simpléctica para
la RG es la siguiente:

ω =

∫
Σ

dΣα
√
g[δΓαµν(δg

µν +
1

2
gµνδlng)− δΓνµν(δgαµ +

1

2
gαµδlng)]

siendo

δΓαµν =
1

2
gαβ(∇µδgνβ +∇νδgµβ −∇βδgµν

además δ es la derivada exterior en Z, ∇ es la derivada covariante y Σ es
una superficie de Cauchy arbitraria.

Hasta ahora hemos considerado las ecuaciones de Einstein en el vaćıo y asu-
mimos que el espacio-tiempo M es difeomorfo a Σt × R, donde Σt es una
superficie riemanniana. En este caso la posición q es la 2-métrica γ, y el
espacio de configuración es Riem(Σ), el cual definimos a continuación.

Definición 5.4.8 Sea M una variedad espacio-tiempo con Σ una superficie
riemanniana, entonces el espacio de configuración o Superespacio [5]
para la Relatividad General es

Riem(Σ) := {γ ∈ τ (0,2) | γ es una métrica riemanniana de Σt ∀t ∈ R}
(5.4.9)

donde la Supermétrica o métrica de De Witt es

Gijkl :=
√
γ
[1

2
(γikγjl + γilγjk)− γijγkl

]
(5.4.10)
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Definición 5.4.9 Sea Riem(Σ) el espacio de configuración del espacio-tiempo
M, entonces llamamos espacio fase al conjunto de puntos (γij, π

ij) que
pertenecen a T ∗Riem(Σ)

Ahora escribiremos la densidad lagrangiana en términos de la supermétrica
y de la curvatura extŕınseca.

Teorema 5.4.10 La densidad lagrangiana del campo gravitacional en
términos de la supermétrica esta dada por

L(q, q̇) = N(GijklKijKkl +
√
γR) (5.4.11)

donde Gijkl es la métrica del espacio de configuración.

Demostración. Calculemos el término

GijklKijKkl =
√
γ
[1

2
(γikγjl + γilγjk)− γijγkl

]
KijKkl

=
√
γ
[1

2
Kij(γ

jlγikKkl) +
1

2
Kij(γ

ilγjkKkl − γijKijγ
klKkl)

]
=
√
γ[KijK

ij −K2]

por lo tanto
GijklKijKkl =

√
γ[KijK

ij −K2] (5.4.12)

sustituyendo esta ecuación en (5.3.6) se obtiene el resultado deseado �

Ahora definiremos el momento conjugado a la 2-métrica, ya en la sección
anterior hemos calculado el lagrangiano de Einstein-Hilbert en términos de
γij y γ̇ij. Para definir las derivadas temporales es necesario proceder como
en Mecánica Clásica, esto es, fijando un difeomorfismo entre M y Σ × R,
obteniendo una coordenada temporal t y el campo vectorial ∂t, esto ya lo
hemos hecho, para ello tomamos Σt = Σo := Σ (i.e. t = 0) y trabajamos
en las coordenadas adaptadas definidas en la Sección 2 de este caṕıtulo, de
forma que ∂0 = ∂t y tal que las derivadas ∂x y ∂y son tangentes a Σt.

Definición 5.4.11 Los momentos canónicamente conjugados a las
variables dinámicas son

πij :=
∂L
∂γ̇ij

(5.4.13)

Notar que la densidad lagrangiana es independiente de las derivadas expĺıci-
tas del tiempo de N y de N i (pues R, Kij y K son independientes de N y
de N i), esto muestra que la función lapse y el campo vectorial shift no son
variables dinámicas.
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Teorema 5.4.12 Los momentos asociados a las variables Nµ son cero.15

P µ =
∂L
∂Ṅµ

= 0 (5.4.14)

Estos son los v́ınculos primarios.

Demostración. Trivial pues L es independiente de Ṅµ �.

Teorema 5.4.13 El momento canónicamente conjugado πij se puede es-
cribir en términos de la supermétrica como:

πij = −GijklKkl (5.4.15)

Demostración. Por definición

πij =
∂L
∂γ̇ij

=
∂

∂γ̇ij

(
NGmnklKmnKkl +N

√
γR
)

= NGmnkl ∂

∂γ̇ij
(KmnKkl)

= NGmnkl
(
Kmn

∂Kkl

∂γ̇ij
+Kkl

∂Kmn

∂γ̇ij

)
= 2NGmnklKkl

∂Kmn

∂γ̇ij
............(1)

pero
∂Kij

∂γ̇mn
= −1

2

∂γ̇ij
∂γ̇mn

= − 1

2N
δmnij

sustituyendo esta última igualdad en la ecuación (1), obtenemos

πij = −GmnklKklδ
mn
ij = −GijklKkl �

Notemos que de este último teorema y de la definición de G,16 los momentos
πij son densidades tensoriales de peso uno sobre la superficie. Para hacer
la transformada de Legendre del lagrangiano y definir el hamiltoniano, es
necesario despejar las velocidades como funciones de los momentos. Como las
velocidades Ṅµ son funciones arbitrarias entonces no es posible expresarlas en
términos de las coordenadas y de los momentos. Las velocidades de la métrica
se pueden expresar de esta forma sólo si es posible invertir (5.4.15), esto es,
expresar Kij en términos de los momentos. Por ello es necesario encontrar la
inversa de la supermétrica, esto es, un tensor cuyas componentes sean tales
que se cumple la siguiente relación

GijklG
klmn = δmnij (5.4.16)

15Aqúı µ = 0, 1, 2 y N0 := N
16Es el tensor de componentes Gijkl
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La forma más general para la inversa es [5]

Gijkl =
1
√
γ

[A
2

(γikγjl + γilγjk) +Bγijγkl

]
(5.4.17)

sustituyendo (5.4.17) en (5.4.16) obtenemos que A = 1 y B = −1
2
, entonces

la curvatura extŕınseca puede ser expresada como:

Kij = −Gijklπ
kl (5.4.18)

Corolario 5.4.14 El momento canónicamente conjugado y la curvatura ex-
tŕınseca pueden expresarse como 17

πij =
√
γ(Kγij −Kij) (5.4.19)

πij =
1
√
γ

(
1

2
Kγij −Kij) (5.4.20)

Kij =
√
γ(πγij − πij) (5.4.21)

Kij =
1
√
γ

(
1

2
πγij − πij) (5.4.22)

Demostración. Tomamos como base la ecuación (5.4.15), entonces

πij = −GijklKkl = −√γ
[1

2
γikγjlKkl +

1

2
γilγjkKkl − γijγklKkl

]
= −√γ[Kij −Kγij]

de manera análoga se demuestran las relaciones restantes �

El siguiente teorema nos dice como escribir el hamiltoniano de la Relatividad
General en términos de la curvatura extŕınseca.

Teorema 5.4.15 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces el hamil-
toniano gravitacional está dado por:

H =

∫
Σt

H =

∫
Σt

(NH0 +N iHi)d
2x+ T.S.(2) (5.4.23)

donde
H0 =

√
γ(KijK

ij −K2 −R) (5.4.24)

17Aqúı, tra(K) := γijKij := K y tra(π) := γijπij := π
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Hi = 2
√
γ(∇jK

j
i −∇iK) (5.4.25)

T.S.(2) = 2

∫
Σt

∇j(KN
j −Kj

iN
i)d2x (5.4.26)

Demostración. La densidad hamiltoniana está dada por la transformada
de Legendre:

H = πij γ̇ij − L (5.4.27)

usando las ecuaciones (5.3.12), (5.4.19) y (5.4.11), obtenemos

H =
√
γ(Kγij−Kij)(γik∇jN

k+γjk∇iN
k−2NKij)−N

√
γ(R+KijK

ij−K2)

=
√
γ(Kγij −Kij)(∇jNi +∇iNj − 2NKij)−N

√
γ(R +KijK

ij −K2)

= −N√γ(R +K2 −KijK
ij)− 2

√
γKij∇jNi + 2

√
γKγij∇jNi

por tanto

H = −N√γ(R+K2−KijK
ij)+2

√
γ(Kγij∇jNi−Kij∇jNi) .....................(1)

donde usamos que ∇j(γikN
k) = γik∇jN

k + Nk∇jγik = γik∇jN
k y se inter-

cambiaron los ı́ndices usando la simetŕıa de K.

Por otro lado, usando que Ni = γilN
l y ∇j(N

iγji ) = γji∇jN
i, obtenemos

Kγij∇jNi −Kij∇jNi = Kγijγil∇jN
l −Kijγil∇jN

l

= Kγji∇jN
i −Kj

i∇jN
i = K∇jN

j −Kj
i∇jN

i

= K∇jN
j −Kj

i∇jN
i +N j∇jK −N i∇iK +N i∇jK

j
i −N i∇jK

j
i

= N i∇jK
j
i −N i∇iK +∇j(KN

j)−∇j(K
j
iN

i)

entonces, sustituyendo esta última ecuación en (1) tenemos

H =
√
γ[N(KijK

ij −K2 −R)− 2N i(∇iK −∇jK
j
i ) + 2∇j(KN

j −Kj
iN

i)]
(5.4.28)

Por lo tanto el hamiltoniano es

H =

∫
Σt

Hd2x+ T.S.(2) (5.4.29)

�

En el proceso que hemos seguido para obtener el lagrangiano y el hamiltonia-
no han aparecido varios términos de superficie, ecuaciones (5.3.8) y (5.4.26),
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que hemos dejado de lado. Según las condiciones de frontera del sistema que
estemos estudiando, estos términos pueden anularse o no. En el caso de que
no sean nulos es muy importante añadir al lagrangiano y al hamiltoniano las
contribuciones de estos términos, por que en caso contrario no recuperaremos
las ecuaciones correctas de Einstein. El teorema siguiente nos hace ver que
el hamiltoniano gravitacional se anula.

Teorema 5.4.16 El hamiltoniano de la Relatividad General se anula

H = 0

Demostración. Es equivalente demostrar que las constricciones se anulan,
es decir, para µ = 0 tenemos que H0 es la ecuación de constricción [(5.1.4),
pág. 117] y es cero. Por otro lado para µ = i = 1, 2 se tiene que Hi es la
ecuación de constricción [(5.1.5), pág. 118] que también es cero �

Notemos que podemos escribir la densidad lagrangiana a primer orden a
partir de las ecuaciones (5.4.23) y (5.4.27). Como H = πij γ̇ij − L, entonces

L[γij, γ̇ij, π
ij, N,N i] = πij γ̇ij −H0N −N iHi (5.4.30)

Aśı la acción gravitacional será una funcional de la métrica γij aśı como de los
momentos π y los Nµ. También el hamiltoniano es funcional de las variables
de configuración (γij, N,N

i) y de los momentos conjugados (πij, PN , PN),
(aunque la dependencia con respecto al momento no está en forma expĺıcita)
donde los dos últimos son identicamente cero. El escalar de curvatuta que
aparece en H v́ıa H0 es función de γij y de las derivadas espaciales.

Hay que hacer una observación de la forma de la ecuación del lagrangiano
(5.4.30). Las funcionesNµ juegan el papel de multiplicadores de Lagrange y la
acción está en forma parametrizada. Si se vaŕıa L respecto a las funciones Nµ

se encuentra queH0 yHi son cero, por lo que las Nµ al multiplicar a funciones
que se anulan tienen la función de los multiplicadores de Lagrange y son, en
principio, funciones arbitrarias. Además las funciones lapse y shift pueden ser
eliminadas por una transformación de gauge, por lo que no representan grados
f́ısicos de libertad. Esto se indica moviéndonos al formalismo hamiltoniano
por el hecho de que sus momentos conjugados se anulan. Esto es lo que Dirac
llama constricciones primarias. Una elección popular de gauge llamada gauge
śıncrono, es

N = 1 N i = 0

Las ecuaciones dinámicas restantes (para las variables γij) están dadas por
las variaciones de la acción S(q, q̇, t) respecto de ellas. Además γij y πij no son
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independientes entre ellas pues estan ligadas por las tres relaciones Hµ = 0,
las cuales son las constricciones hamiltoniana y de momento.

Como el lagrangiano a primer orden no está en forma canónica, entonces la
teoŕıa está en forma paramétrizada.18 Si estuviera en forma canónica, en-
tonces los términos del hamiltoniano sólo tendŕıan variables contenidas en
los términos (πij, γ̇ij), pero como en este caso los términos del hamiltoniano
contienen a las Nµ se dice entonces que la acción no está en forma canónica,
lo cual sucede cuando la teoŕıa está parametrizada como es el caso. En [23] se
hace un cambio de variables para tener el lagrangiano en forma parametriza-
da.

En resumen, tenemos que en la formulación Hamiltoniana de la Relatividad
General, las variables correspondientes en el espacio fase son:

(γij, Kij) 7−→ (γij, πij)

Ahora escribiremos el hamiltoniano expĺıcitamente en función de los momen-
tos πij.

Teorema 5.4.17 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces

N iHi = −2Nk∇jπ
jk (5.4.31)

NH0 = Gijklπ
ijπkl −√γR =

√
γ
(
γ−1πijπ

ij − γ−1

2
π2
)
−√γR (5.4.32)

Demostración.
(1) N iHi = 2

√
γN i∇jK

k
i − 2N i√γ∇iK

= 2
√
γN i∇j(γikK

jk)− 2
√
γNkγ

ik∇iK = 2
√
γNk∇jK

jk − 2
√
γNk∇i(γ

ikK)

= 2Nk∇j
√
γ(Kkj − γjkK) = −2Nk∇jπ

jk

(2) Sabemos de (5.4.22) que GijklKijKkl =
√
γ(KijKij −K2). Por otro lado

usando (5.4.15) tenemos

GijklKijKkl = Gijkl(−Gijmnπ
mn)(−Gklopπ

op) = δklmnGklopπ
mnπop

= Gmnopπ
mnπop = Gijklπ

ijπkl

=
1

2
√
γ

(γikγjl + γilγjk − γijγkl)πijπkl

18Para ilustrar esta distinción entre forma canónica y parametrizada veáse A.1.
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=
√
γ(γ−1πijπij −

γ−1

2
π2) �

Mediante este teorema podemos escribir la densidad hamiltoniana como:

H[γ, π,N,N i] = NH0[γ, π,N ] +N iHi[γ, π,N
i]19 (5.4.33)

donde:
H0[γ, π,N i] = Gijklπ

ijπkl −√γR (5.4.34)

Hi[γ, π,N
i] = −2∇jπ

ji (5.4.35)

Para estudiar el significado de las constricciones y para simplificar los cálcu-
los es conveniente suavizar las constricciones con unas funciones arbitrarias,
como lo definimos a continuación.

Definición 5.4.18 Sea M una variedad espacio-tiempo, definimos la “cons-
tricción hamiltoniana” y la “constricción difeomórfica”, como

H0 := H(N) := H[γ, π,N ] =

∫
NH0d

2x (5.4.36)

Hi := H(N i) := H[γ, π,N i] =

∫
N iHid

2x (5.4.37)

donde H0 y Hi estan dados por las ecuaciones (5.4.36) y (5.4.37), podemos
escribir el hamiltoniano gravitacional total como

HT [γ, π,N,N i] = H0[γ, π,N,N i] +Hi[γ, π,N,N
i] + términos de superficie

Notemos que si integramos por partes (5.4.37) obtendremos una integral so-
bre la frontera de Σ, este término conduce a las definiciones de momento,
momento angular y enerǵıa ADM [13]. Notemos también que estas constric-
ciones están relacionadas con las dos direcciones de evolución temporal de Σt

correspondientes a la dirección normal (el lapso N) y a la dirección tangente
(el corrimiento N i) respectivamente, esto es, H(N) genera una evolución
temporal de una forma que corresponde a un “empujon” de Σ hacia adelante
en la dirección normal, mientras que H[N i] genera una evolución temporal
externa que “empuja” a Σ en la dirección tangente a ella, más precisamente,
esta cantidad genera transformaciones de X correspondientes al flujo en Σ
generado por N i. Este flujo es una familia uniparamétrica de difeomorfismos
en Σ.

19Más divergencias (que son los términos de superficie). Aqúı el término de superficie
T.S.(2) toma la forma

2

∫
Σt

∇j(Nkπjk)d2x
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Definición 5.4.19 Sean f, g ∈ T ∗Met(Σ), definimos el paréntesis de
Poisson de estas dos funciones como

{f, g} =

∫
Σ

[ ∂f

∂πij(x)

∂g

∂γij(x)
− ∂f

∂γij(x)

∂g

∂πij(x)

]√
γd2x (5.4.38)

donde las derivadas que aparecen a la derecha se llaman derivadas fun-
cionales.

Es trivial calcular los paréntesis de Poisson de γij y πij, obteniendo ecuaciones
análogas a las encontradas para part́ıculas en Rn.

{πij(x), γkl(y)} = (δikδ
j
l + δilδ

j
k)δ

(2)(x− y)

{πij(x), πkl(y)} = {γij(x), γkl(y)} = 0

Observemos que las ecuaciones de constricción Hµ = 0, son las tres ecua-
ciones de Einstein que son restricciones del problema inicial, las restantes
tres ecuaciones, que son las que dan la evolución, se encuentran de las ecua-
ciones de Hamilton (5.4.1) como sigue.

Teorema 5.4.20 Sea M una variedad espacio-tiempo y H su hamiltoniano
escrito en su forma (2 + 1), entonces las tres ecuaciones de Einstein que dan
la evolución temporal están dadas por las ecuaciones de Hamilton:

γ̇ij = {H, γij} = 2γ−
1
2N
(
πij −

1

2
πγij

)
+ 2∇[iNj] (5.4.39)

π̇ij = {H, πij} = −Nγ
1
2

(
Rij − 1

2
Rγij

)
+

1

2
Nγ−

1
2γij

(
πijπ

ij − 1

2
π2
)

+

−2Nγ−
1
2

(
πikπjk −

1

2
ππij

)
+ γ

1
2 (∇i∇j

N − γij∇a∇aN)+

+ γ
1
2∇a(γ

− 1
2Naπij)− 2πa[i∇aN

j] (5.4.40)

Demostración.
1. De la ecuación [(5.2.29), pág. 129] £Nγij = ∇iNj +∇jNi, sustituyendo en
[(5.3.13), pág. 135] obtenemos

γ̇ij = −2NKij +∇iNj +∇jNi.

sustituyendo en esta ecuación la [(5.4.22), pág. 145] y antisimetrizando ob-
tenemos el resultado deseado.

2. El cálculo aunque sencillo es engorroso, simplemente hay que escribir la
ecuación [(5.3.14), pág. 135] en términos de los momentos generalizados �
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Teorema 5.4.21 Sea M una variedad espacio-tiempo, entonces los parénte-
sis de Poisson de Hi[γ, π,N

i] con la métrica y los momentos son

{γij, Hi[γ, π,N
i]} = £Nγij (5.4.41)

{πij, Hi[γ, π,N
i]} = £Nπ

ij (5.4.42)

Demostración.
1. Reescribimos Hi[γ, π,N

i] en términos del momento πij. Como

∇j(N
iπji) = N i∇jπ

ji + πji∇jN
i

entonces podemos escribir

Hi = −2

∫
Σ

N i∇jπ
jid2x = −2

∫
Σ

∇j(N
iπji)d2x + 2

∫
Σ

πji∇jN
id2x

= 2

∫
Σ

πji∇jN
id2x =

∫
Σ

πji£Nγijd
2x

donde usamos (5.2.29), haciendo el paréntesis de Poisson obtenemos que

{γij,Hi} =
∂Hi

∂πij
= £Nγij

2) Como £N (πjiγij) = πji£Nγij + γij£Nπji, entonces podemos escribir

∫
Σ

πji£Nγijd
2x =

∫
Σ

£N (πjiγij)d
2x−

∫
Σ

γij£Nπ
jid2x = −

∫
Σ

γij£Nπ
jid2x

por lo tanto

{πij,Hi} = −∂Hi

∂γij
= £Nπ

ji �

Este último teorema demuestra que la constricción de momento es el ge-
nerador de los difeomorfismos espaciales, esta es la razón por la cual a la
constricción de momento se le nombra constricción difeomórfa.

En resumen, tenemos que la variable canónica esencial es la métrica de una
superficie espacial γij, y su momento conjugado se denota πij. Este momen-
to conjugado se vincula estrechamente con la curvatura estŕınseca, la cual
a su vez depende de la derivada temporal de la métrica espacial. La teoŕıa
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contiene tres constricciones -es decir, relaciones entre las variables en un cier-
to instante- a causa de las simetŕıas presentes. Dos de ellas manifiestan la
covariancia de la Relatividad General frente a difeomorfismos espaciales. La
tercera constricción se asocia con difeomorfismos fuera de las superficies espa-
ciales, y se conoce como la constricción hamiltoniana. Exponiéndolo con algo
más de detalle, existen dos tipos de constricciones en el formalismo hamilto-
niano de la RG: las constricciones difeomórficas (o del movimiento canónico)
y las constricciones hamiltonianas. Las primeras -como su nombre lo indica-
generan los difeomorfismos de la superficie de datos iniciales, mientras que
las segundas gobiernan la transición desde cada una de estas superficies a la
siguiente. O en otras palabras, las constricciones hamiltonianas generan el
movimiento, y las difeomórficas relacionan las descripciones equivalentes de
la misma situación f́ısica.

Por desgracia, este formalismo canónico rompe la simetŕıa relativista entre
el espacio y el tiempo, separando de manera peculiar el comportamiento
de la constricción hamiltoniana con respecto a las demás. Ya que ahora el
movimiento viene dado por la constricción hamiltoniana y -según Dirac- las
constricciones se identifican con transformaciones gauge, el movimiento mis-
mo es meramente una pura transformación gauge. En consecuencia, todas
las magnitudes invariantes gauge de la teoŕıa -las únicas a las que suele
atribuirse auténtico significado f́ısico- son constantes del movimiento: ningu-
na propiedad f́ısica relevante debeŕıa cambiar con el tiempo en absoluto. Tras
una serie de manipulaciones matemáticas llegamos a un hamiltoniano de la
RG formado únicamente por las constricciones mencionadas, el cual se anula
sin remedio. La causa de esta anulación estriba en que la noción de tiempo
introducida en el formalismo canónico, es puramente artificial y arbitraria.

Y como la Relatividad General se ocupa de la única fuerza completamente
universal, la gravedad, sus conclusiones debeŕıan aplicarse al Universo en-
tero. Aśı pues, nada habŕıa de experimentar jamás cambio alguno en todo el
cosmos. Este es el problema del tiempo, o “del formalismo congelado”, t́ıpico
de la Relatividad General gauge. Por decirlo de alguna manera, el método
canónico “detecta” que la Relatividad General no privilegia variable tem-
poral alguna, y reacciona anulando los hamiltonianos construidos mediante
tales variables. Obviamente, los intentos de cuantizar la teoŕıa de la gravedad
de Einstein no sólo no han solucionado esta paradoja, sino que se han visto
irremediablemente obstaculizados por ella.

Se puede demostrar que los paréntesis de Poisson de las constricciones cumplen
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lo que se conoce como álgebra de Dirac, las expresiones expĺıcitas son

{H(N i), H(N i′} = H([N i, N i′ ]) = H(N i∇i
N
′
i −N i′∇i

Ni)
{H(N i), H(N)} = H(N i∇iN)
{H(N), H(N

′
)} = H([N,N

′
])

(5.4.43)

Observemos que los paréntesis de Poisson de dos constricciones es también
una constricción, por lo que se tiene que esta operación es cerrada, aunque
no es un álgebra de Lie.

Hay una forma distinta de escribir las constricciones de forma que aparecen
en función expĺıcita del tensor de Einstein.

Teorema 5.4.22 Sea M una variedad espacio-tiempo, N la función lapse
y N i el vector shift, entonces las ecuaciones de constricción se escriben en
términos del tensor de Einstein como sigue

H0 = −2Gµ,νn
µnν = 0 (5.4.44)

Hi = −2Gµin
µ = 0 (5.4.45)

Demostración.

1. De la ecuación [(2.7.11), pág. 53] tenemos que Gµν = Rµν −
1

2
gµνR, eva-

luando esta expresión en el vector n tenemos

G(n,n) = R(n,n)− 1

2
g(n,n) = R(n,n) +

1

2
R =⇒

2Gµνn
µnν = R + 2Rµνn

µnν

de [(3.6.8), pág. 96]

R + 2Rµνn
µnν = R +K2 −KijK

ij

pero
H0 = KijK

ij −R−K2 = −2Gµνn
µnν = 0.

2. Usando el operador de proyección y [(3.6.11), pág. 97] tenemos

G0i = R0i = −→γ ∗(R(n,x)) = −→γ ∗(Rµνn
ν) = γµαRµνn

ν
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= γijRµin
µ = ∇jK

j
i −∇iK

j
j = Hi. �

La constricción H0 = 0 aparece como consecuencia de la invariancia ante
reparametrizaciones temporales, y la constricción Hi = 0 es es debida a la
invariancia ante reparametrizaciones de las coordenadas espaciales en las su-
perficies. De este modo vemos que el rol de las constricciones es reintroducir
en la teoŕıa el principio de covariancia, que hab́ıa sido violado al haber elegi-
do la forma particular [(5.2.18), pág. 124] de la métrica.

Debemos señalar un punto importante: en las constricciones antes men-
cionadas no existe referencia alguna a la superficie Σ que posee las cantidades
geométricas γij y πij. Esta superficie representa un instante de tiempo, por lo
tanto el tiempo ha “desaparecido” (al menos expĺıcitamente) del formalismo.
La “desaparición” del tiempo en este nivel clásico, será la causante del pro-
blema del tiempo en Gravedad Cuántica y de sus problemas de interpretación.

Observación 5.4.23 Hasta ahora tenemos que la densidad hamiltoniana
para la Relatividad General debe anularse para las ecuaciones de Einstein
en el vaćıo, es decir, H = 0. Una teoŕıa con hamiltoniano nulo puede pare-
cer trivial a primera vista, pero su dinámica es interesante. Las ecuaciones
Hµ = 0 son las tres ecuaciones de Einstein que son constricciones en el pro-
blema inicial. El espacio de configuración de la Relatividad es Riem(Σ) lo
cual es natural pues uno espera que el espacio fase sea el espacio de todos
los pares (γij, π

ij). Sin embargo no todos los puntos del espacio fase repre-
sentan estados permitidos, pues se deben satisfacer las constricciones, lo cual
restringe el espacio de fase generando, a esto se le conoce como el espacio
fase f́ısico:

Hfis = {Hµ = 0} ⊂ T ∗Riem(Σ)

El hamiltoniano se anula en este subespacio, sin embargo las ecuaciones de
Hamilton generan una dinámica no trivial [8].

5.5. Aplicaciones del formalismo canónico

El uso del formalismo t́ıpico de la Mecánica Analitica, junto con la teoŕıa de
operadores sobre espacios abstractos (es decir, el analisis funcional), suminis-
tró las herramientas matemáticas con que construir la teoŕıa cuántica desde
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sus oŕıgenes a la actualidad. El camino seguido por la Relatividad General
resultó muy distinto, por cuanto que útilizo el análisis tensorial (Geometŕıa
Riemanniana) como los instrumentos propios de las variedades geométricas
implicadas. De modo que el proyecto de unificación entre ambas ramas de la
F́ısica hubo que afrontar en sus inicios con dificultades no sólo conceptuales,
sino también de t́ıpo formal.

Por tanto, la principal motivación para la construcción de una formulación
hamiltoniana, es decir, la identificación (de un conjunto de variables canónica-
mente conjugadas a partir de una función lagrangiana y la obtención del
hamiltoniano como la transformada de Legendre en las velocidades de la
función lagrangiana), consist́ıa en la posibilidad de cuantizar la teoŕıa de la
Relatividad General. Esto es, asociar a cada variable canónica un operador
sobre un espacio vectorial e imponer reglas de conmutación entre pares de
variables conjugadas. El operador hamiltoniano toma ahora el papel de gene-
rador de translaciones en el tiempo, es decir, es el responsable de la dinámica
del sistema.

Analizaremos de manera somera el proceso de cuantización a partir del hamil-
toniano construido. Para la Relatividad General, el procedimiento de cuan-
tización no es directo a partir del hamiltoniano construido, ya que existen 3
constricciones entre las variables canónicas. Para tratar de salvar esta difi-
cultad, se han seguido dos caminos diferentes, que son a grandes rasgos: 1)
Tratar de aislar los verdaderos grados de libertad de la gravitación, objetivo
que teńıan en mente ADM al comenzar su programa. Una vez aislados los
grados de libertad, se procedeŕıa a su cuantización. Este procedimiento sólo
se ha logrado realizar de manera formal. 2) Considerar a todas las variables,
pero imponer condiciones sobre el vector de estado dadas por las tres cons-
tricciones, esto es, pedir que las constricciones (ahora como operadores) al
actuar sobre el vector de estado, lo anulen. Este es el punto de vista adoptado
por Dirac y De Witt.

El método canónico de cuantización se basa, como ya hemos mencionado, en
la cuantización de un sistema hamiltoniano clásico. Empezamos con un sis-
tema descrito por un lagrangiano a partir del cuál se obtienen las ecuaciones
de movimiento. El siguiente paso fue hacer una transformación de Legen-
dre para obtener una descripción hamiltoniana del sistema. Una vez que el
sistema está descrito por el formalismo hamiltoniano se puede pasar a su
cuantización. Tenemos un conjunto de variables canónicas y un álgebra de
Lie obtenida con el corchete de Poisson entre estas variables. La idea básica
de la cuantización canónica consiste en trasladar esta álgebra clásica a un
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álgebra cuántica, donde los corchetes serán sustituidos por conmutadores y
los observables clásicos pasarán a ser operadores cuánticos, es decir,

Teoŕıa clásica Teoŕıa cuántica.

A,B,C observables Â, B̂, Ĉ operadores hermitianos

{A,B} (paréntesis de Poisson) [Â, B̂] = −i}Ĉ (Conmutador)

Ahora nos falta tener un espacio de Hilbert de estados sobre el que actúen los
operadores cuánticos y nos encontraremos con el problema de la elección del
producto interno que determine este espacio de Hilbert. También podemos
tener problemas de ordenación al pasar de una expresión clásica a su corres-
pondiente operador cuántico porque las variables clásicas conmutan siempre
pero no ocurre lo mismo con los operadores cuánticos. Otros problemas serán
la regularización de los operadores, anomaĺıas, etc.

Como hemos visto, en el caso de la Relatividad General consideramos una va-
riedad M de tres dimensiones pero con la siguiente limitación: consideramos
sólo espacio-tiempos con una topoloǵıa Σ×R donde Σ es una superficie de
Cauchy, es decir, cualquier curva temporal que pasa por un punto cualquiera
de M intersecta a Σ, bien en el futuro o bien en el pasado. Esta limitación
fue necesaria para poder obtener una descripción hamiltoniana de la teoŕıa.

Para la descripción hamiltoniana necesitamos de un parámetro (el tiempo)
respecto al cuál evoluciona el sistema. En el caso de la R.G. introducimos este
parámetro haciendo una foliación del espacio-tiempo, la coordenada tempo-
ral es el parámetro que etiqueta cada hoja de la foliación. Con esta foliación
parece que se rompe expĺıcitamente la invariancia relativista de la teoŕıa al
adjudicar un papel privilegiado a esta coordenada temporal, diferenciándola
aśı de las demás coordenadas. Sin embargo, no está tan claro que realmente se
pierda la covariancia de la teoŕıa porque si se recurre al espacio fase covarian-
te [24] se puede reformular la teoŕıa de forma que se respete la covariancia
de la R.G. En esta formulación se introducen los objetos necesarios para
el formalismo canónico (el espacio fase, la forma simpléctica, ...) de forma
covariante por lo que el formalismo es independiente de la elección de coorde-
nadas. Por lo tanto la elección de una coordenada particular como el tiempo
es sólo un instrumento necesario para calcular los resultados, respetando im-
pĺıcitamente la covariancia de la teoŕıa.
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Una vez obtenida la versión hamiltoniana de la R.G. nos encontramos con
el siguiente problema: la teoŕıa tiene ligaduras. Este es el obstáculo más im-
portante de cara a la cuantización. Toda la complejidad de la teoŕıa está co-
dificada en las constricciones. El formalismo hamiltoniano para sistemas con
ligaduras fue desarrollado por Dirac [2]. La presencia de las constricciones
está ligada a la invariancia bajo difeomorfismos de la teoŕıa. Es más, el hamil-
toniano del sistema es una combinación de constricciones por lo que estas no
sólo imponen unas restricciones en el espacio fase sino que además gobiernan
la dinámica del sistema. Las variables canónicas del espacio fase son γij y los
momentos πij. Las constricciones reducirán los grados de libertad.

Llegados a este punto tenemos un sistema clásico con ligaduras y queremos
abordar su cuantización. Fundamentalmente tenemos dos alternativas:

- Cuantización en el espacio fase reducido. Las constricciones son
eliminadas clásicamente mediante una fijación del gauge. Aśı se obtiene
un espacio fase reducido donde sólo están los verdaderos grados de
libertad del sistema. Entonces se pasa a cuantizar el sistema.

- Cuantización “a la Dirac”. La otra posibilidad consiste en incor-
porar las constricciones a nivel cuántico. Se imponen como operadores
que aniquilarán los estados f́ısicos.

A continuación vamos a ver brevemente en que consiste cada método y que
dificultades o problemas tienen.

� En la cuantización en el espacio fase reducido debemos eliminar las
constricciones clásicamente. Recordemos que la R.G. tiene dos cons-
tricciones de primera clase ligadas a la invariancia bajo difeomorfismos
de la teoŕıa. Para eliminarlas debemos añadir tres condiciones que fi-
jen el gauge “adecuadamente”, es decir, las condiciones gauge han de
ser conservadas por la evolución dinámica del sistema y también se
tiene que verificar que la superficie de fijación de gauge (generada por
las condiciones gauge) intersecta transversalmente a las órbitas gauge
(generadas por las constricciones) de forma que se extrae un único pun-
to de la órbita gauge. Una vez fijado el gauge no falta más que reducir el
sistema y eliminar las constricciones para quedarnos con los verdaderos
grados de libertad dinámicos de la teoŕıa que serán dos variables y sus
respectivos momentos conjugados.

Con este proceso se han eliminado las constricciones y se obtiene el
espacio fase reducido. Ya se puede pasar a la cuantización, que como
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hemos visto se trata de pasar del álgebra clásica entre las variables re-
ducidas a un álgebra cuántica entre operadores.

Sin embargo, en la teoŕıa general no se ha encontrado una fijación
gauge que permita la cuantización. Incluso en casos más sencillos este
esquema de cuantización puede presentar dificultades, en primer lugar,
tenemos que asegurarnos de que al reducir el espacio fase se obtiene
una variedad simpléctica [25], y entonces puede ocurrir que el álgebra
de Poisson de las variables reducidas sea muy complicada, o que lo
sea el hamiltoniano. En definitiva, el haber conseguido eliminar las
constricciones no garantiza conseguir cuantizar el sistema reducido.

� Analizemos ahora el esquema de cuantización “a la Dirac”. Las liga-
duras serán impuestas a nivel cuántico, de momento nos olvidamos de
ellas y cuantizamos el sistema de la manera habitual. Las variables
canónicas (γij, πij) pasarán a ser operadores cuánticos que actúan so-
bre funcionales de onda ψ(γ) que representan los estados. El álgebra
de Poisson se traslada a un álgebra entre los operadores cuánticos y
tendremos la representación usual

(q̂ij(x)ψ)(γ) = ηij(x)ψ(γ)

(p̂ij(x)ψ)(γ) = −i ∂ψ(γ)

∂πij(x)

donde γ ∈ Riem(Σ) y x ∈ Σt.

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutación analógas a
las ecuaciones (5.4.43):

[π̂ij(x), γ̂kl(y)] = −i(δikδ
j
l + δilδ

j
k)δ

(2)(x,y)

[π̂ij(x), π̂kl(y)] = [γ̂ij(x), γ̂kl(y)] = 0

Lo que sigue es cuantizar el hamiltoniano, para ello tomamos las cons-
tricciones y reemplazamos la métrica y el momento por los operadores
γ̂ij y π̂ij y obtenemos las versiones cuanticas de las ecuaciones (5.4.36)

y (5.4.37), obteniendo Ĥ(N) y Ĥ(N i) en el espacio L2(Met(Σ)). Lo que

se obtiene es que los operadores γ̂ij y π̂ij no conmutan. Para elegir o-
peradores “decentes“ estos deben de conmutar cumpliendo condiciones
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analógas al caso clásico (5.4.43)

{Ĥ(N i), Ĥ(N i′)} = −iĤ([N i, N i′ ]) = −iĤ(N i∇i
N
′
i −N i′∇i

Ni)

{Ĥ(N), Ĥ(N
′
)} = −iĤ([N,N

′
])

{Ĥ(N i), Ĥ(N)} = −iĤ(N i∇iN)
(5.5.1)

Desafortunadamente esto es practicamente imposible de conseguir. El
problema aqúı es que el hamiltoniano gravitacional no es polinomial
en las variables, además es la suma de las constricciones y estas con-
tienen el término

√
γ y debido a esto uno enfrenta el problema de como

transformar la ráız cuadrada de una variable a un operador, para pasar
a la teoŕıa cuantica. La aplicación de los métodos de cuantización de
campos convencionales en RG, que se basan en la expansión de per-
turbaciones de campo débil, fallan porque conducen a una teoŕıa no
renormalizable. Desde luego, estos métodos han tenido gran éxito en
electrodinámica cuántica, por ejemplo, porque se supone que el espacio-
tiempo de fondo es plano. Pero para Relatividad General el campo es
el mismo espacio-tiempo y en general no es plano. Debido a esto se
cree que la mejor manera de enfrentar el problema de cuantización es
de una manera canónica no perturbativa.

El método para resolver el problema descrito anteriormente es conocido
como el método de la ráız cuadrada de Dirac, el cual es muy complica-
do y no lo trataremos aqúı. Suponiendo que se obtienen los operadores
Ĥ(N) y Ĥ(N i) que cumplen las relaciones de conmutación antes men-
cionadas , entonces el hamiltoniano seŕıa

Ĥ =

∫
Σ

(NĤ +N iĤi)
√
γd2x

Hemos visto que clásicamente el hamiltoniano H se anula en el espacio
fase fisico Hfis pues tres ecuaciones de Einstein son las constricciones,
la pregunta es ¿cómo entedemos estas constricciones en la teoŕıa cuánti-
ca? El tema de las constricciones en la teoŕıa cuantica fue desarrollado
por Dirac [2]. Dirac dice que si ψ ∈ L2(RiemΣ) es un estado f́ısico si
satisface las ecuaciones de constricción cuánticas, entonces dado que
las soluciones tienen que ser invariantes bajo difeomorfismos y como
precisamente las constricciones son los generadores de estos difeomor-
fismos, implementaremos las constricciones como operadores cuánticos
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Ĥ. Los estados ψ que sean aniquilados por estos operadores serán in-
variantes bajo difeomorfismos y por lo tanto serán estados f́ısicos.

Ĥ(γij, π
ij)ψ = 0

Ĥ(N)ψ = Ĥ(N i)ψ = 0 ∀N,N i

de forma alterna se puede decir que cumple la ecuación de Wheeler-De
Witt [6]

Ĥψ = 0 ∀N,N i

Para que el espacio f́ısico sea un espacio de Hilbert necesitamos intro-
ducir un producto interno. Aqúı tenemos un problema dif́ıcil porque
el método canónico no nos dice como obtener este producto interno.
Además no tenemos una simetŕıa que nos ayude a seleccionarlo, como
ocurre por ejemplo en electromagnetismo (en este caso la simetŕıa que
tenemos es el grupo de Poincare, y se pide que esta simetŕıa sea im-
plementada en la teoŕıa cuántica por una transformación unitaria; con
este requerimiento se tiene la prescripción para seleccionar el produc-
to interno). Los estados ψ deben ser normalizables y los observables
serán operadores hermitianos, ambas cosas respecto al producto inter-
no elegido.

Al pasar las constricciones a operadores cuánticos tendremos los pro-
blemas usuales de ambigüedad en la ordenación y la regularización
comunes a las teoŕıas cuánticas de campos. Sin embargo, podemos en-
contrar soluciones formales al requerimiento de que los estados sean
aniquilados por las constricciones. Estas ecuaciones significan que las
soluciones son invariantes bajo difeomorfismos. Entonces, podemos olvi-
darnos de las dos constricciones asociadas a difeomorfismos en la super-
fice espacial Σt si consideramos funcionales que dependan de la geome-
tŕıa de esta superficie, es decir, de propiedades invariantes bajo difeo-
morfismos en esta superficie. Entonces sólo nos queda la constricción
hamiltoniana, eligiendo alguna ordenación y regularizandola de alguna
manera podŕıamos convertir esta constricción en una ecuación de onda.
Esta es conocida como ecuación de Wheeler-DeWitt y sus soluciones
nos daŕıan los estados f́ısicos. Como podemos ver, para la RG todo este
proceso es complejo, tiene arbitrariedades y presenta dificultades por
lo que no ha sido resuelto para el caso general.

Hemos visto que tenemos dos alternativas en el proceso de cuantización, que
en general darán resultados diferentes. Hay algunos que comparan estos dos
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métodos para sistemas sencillos pero sus conclusiones no ayudan a inclinarnos
por uno u otro. En algunos casos la cuantización “a la Dirac” reproduce la
teoŕıa cuántica correcta y en otros funciona la cuantización en el espacio fase
reducido. No obstante, debemos tener en cuenta que ambos métodos tienen
muchas ambigüdades y sólo una elección adecuada de ellas nos llevaŕıa a la
teoŕıa cuántica correcta. Quizá pudiera ocurrir que ambos métodos, cada uno
con su prescripción correspondiente, fueran equivalentes, pero por el momen-
to este tema sigue abierto.

En años recientes se ha tratado de cuantizar el campo gravitacional utilizando
la idea de suma sobre trayectorias, es decir, se consideran todas las posibles
evoluciones de las 2-geometŕıas (entre dos de ellas fijas, dando a cada una
de aquellas un peso proporcional a la acción clásica evaluada a lo largo de
esta trayectoria [21]. Asimismo, se han construido formulaciones canónicas
de la Relatividad, alternativas a la ADM, como por ejemplo el formalismo
de Ashtekar [7] o la Loop Quantum Gravity.

A finales de los años sesenta y principios de los setenta, se desarrolló el es-
tudio de modelos cosmológicos, en particular homogéneos, con el uso de un
formalismo hamiltoniano [22]. Este método resulta particularmente útil ya
que en algunos casos es posible encontrar una solución expĺıcita de las ecua-
ciones de Einstein, y en general permite hacer un análisis cualitativo más rico
de la dinámica de los modelos. Entre los modelos más estudiados están aque-
llos en los que las funciones lapse y shift toman los valores N = 1 y N i = 0,
las superficies con t = cte son aquellas que aceptan grupos de movimiento
definidos en ellas (hay un total de nueve) y se conocen como universos tipo
Bianchi.

El procedimiento que se describió al final de la sección, que consiste en re-
solver las constricciones y elegir condiciones coordenadas con el objeto de
pasar la acción a la forma canónica (teniéndose aśı un hamiltoniano ver-
dadero) ha sido posible en algunos casos donde se definen las coordenadas
en función de γij y πij, llegándose a expresar al hamiltoniano en términos de
estas coordenadas [23]. Las 2-geometŕıas involucradas en la métrica depen-
den exclusivamente de la coordenada tiempo, por lo que el problema tiene
un número finito de grados de libertad, ya que las coordenadas del problema
dependen solamente del parámetro tiempo y no de todas las variables como
en el caso de espacios tiempo más generales. En el lenguaje del superespacio,
las 2-geometŕıas de los modelos cosmológicos son un subconjunto de aquel,
bautizado por Misner con el nombre de minisuperespacio.
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En el minisuperespacio, donde el número de grados de libertad es a lo más
cuatro (cinco en el espaco f́ısico real), es posible preguntarse si existe alguna
relación entre las ecuaciones de Hamilton, derivadas a partir del hamiltonia-
no y la ecuación de geodésicas asociada a la supermétrica. Notemos que la
forma del hamiltoniano (5.4.33) es similar al hamiltoniano de la part́ıcula
libre en el espacio-tiempo, con la diferencia de que en la part́ıcula libre el
término de masa puede depender en general de las coordenadas qi.

Debido a la complejidad de las constricciones el análisis canónico de la Rela-
tividad General es dificil de abordar, sin embargo, podemos considerar mo-
delos más sencillos y tratar de cuantizarlos. De esta forma, simplificaremos
el caso general para obtener un modelo que podamos resolver. La idea de
este enfoque es que resolviendo estos casos más sencillos podemos extraer
conclusiones que nos guiarán en la construcción de una teoŕıa cuántica de
la gravedad. Esto es en esencia un modelo de midisuperespacio: una teoŕıa
de campos que se obtiene por una reducción de simetŕıa de la Relatividad
General. DeWitt explotó esta idea en la cuantización de espacio-tiempos
homogéneos e isotrópicos rellenos con materia y poco después Misner [26]
estudió estos modelos sin el requerimiento de isotroṕıa. Con estos primeros
trabajos se abŕıa camino el estudio de la Cosmoloǵıa Cuántica. Más ade-
lante se han estudiado diferentes modelos. Todos estos modelos se pueden
separar en dos tipos: modelos de minisuperespacio y midisuperespacio. Ten-
dremos un modelo de minisuperespacio cuando imponemos tanta simetŕıa
que eliminamos todos los grados de libertad locales, y por lo tanto al cuan-
tizar la teoŕıa obtenemos una teoŕıa mecanico-cuántica. Sin embargo, si al
simplificar la teoŕıa añadiendo simetŕıa todav́ıa tenemos grados de libertad
locales, al cuantizar obtenemos una teoŕıa cuántica de campos, en este caso
se trata de un modelo de midisuperespacio. El número de grados de libertad
marca la diferencia entre ambos casos. En los modelos de midisuperespa-
cio encontraremos los problemas usuales de las teoŕıa cuánticas de campos
(renormalización).

Ahora veremos porque se han utilizados términos tan contradictorios co-
mo “minisuperespacio” y “midisuperespacio” para llamar a estos modelos.
En primer lugar necesitamos entender a que se llama superespacio, término
que fue acuñado por Wheeler [5]. En el formalismo canónico se estudia como
evoluciona una superficie de Cauchy Σ, entonces el conjunto de todas las posi-
bles 2-métricas para Σ es el superespacio. Las soluciones de las ecuaciones de
Einstein están incluidas en este conjunto. Si se considera un modelo con cier-
ta simetŕıa se restringen las soluciones a una parte de este superespacio. Por
este motivo estos modelos adoptaron el nombre de modelos de minisuperes-
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pacio o midisuperespacio, dependiendo de cuanto se reducé el superespacio al
imponer la simetŕıa. El término minisuperespacio fue introducido por Misner.

Esta clase de modelos, en particular, los modelos de midisuperespacio son
a veces una aproximación razonable de la teoŕıa completa. En el caso de
un modelo de minisuperespacio hemos simplificado demasiado la teoŕıa. En
cambio, un modelo de midisuperespacio se parece mucho al caso general: tene-
mos una teoŕıa cuántica de campos, tiene constricciones debido a la libertad
gauge, en definitiva, al tratar de cuantizar un modelo de este tipo aparecen
muchos de los problemas de la teoŕıa completa. La estrategia de considerar
un modelo simplificado para que se pueda resolver, muchas veces ha dado
buenos resultados. Por ejemplo, antes de obtener la Mecánica Cuántica se
estudio la cuantización de un átomo de hidrógeno. Casi siempre es más fácil
comenzar por un modelo sencillo.

Un punto muy importante en la cuantización de estos modelos es que se
trata de un método no perturbativo. Dado el éxito obtenido con métodos
perturbativos en el campo de la F́ısica de Part́ıculas, la aplicación de estos
métodos a la cuantización de la RG fue inmediata. Sin embargo, la teoŕıa
que se obtiene no es renormalizable. Esto parece indicar que debemos seguir
otras estrategias porque puede ocurrir que los fenómenos a pequeña escala
sean realmente importantes y se escapen a un análisis perturbativo, como
ocurre en fenómenos cŕıticos.

Finalmente mencionaremos que este formalismo también puede aplicarse al
estudio de la Relatividad Numérica, aunque tendŕıamos que descomponer las
ecuaciones de Einstein con el tensor de enerǵıa-momento y tomar en cuenta
los términos de superficie y llegar a las definiciones de masa y momento ADM
[13].
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Apéndice A
La Derivada de Lie

La derivada de algún campo vectorial v en M puede construirse por la
variación δv 1 de v entre los puntos próximos p y q. Ingenuamente uno po-
dŕıa escribir δv = v(q)−v(p). Sin embargo v(q) y v(p) pertenecen a espacios
vectoriales distintos TqM y TpM , en consecuencia la diferencia v(q) − v(p)
no esta definida. Para definir la derivada de v uno puede introducir alguna
estructura extra en M, estas estructuras son dos: una es la conexión ∇ lle-
gando a obtener la derivada de ∇v en dirección de otro campo vectorial u;
la otra forma es llevar la derivada de v a lo largo de u, es decir transportar
la derivada de v sobre el campo u, esta es la derivada de Lie [17]. Estos dos
tipos de derivada se generalizan para campos tensoriales, en ellas se encuen-
tran las formas diferenciales, para ellas existe un tercer tipo de derivada que
no requiere una estructura extra de M: esta es la derivada exterior.

A.1. Derivada de Lie de campos tensoriales

A.1.1.Definición Sea X ∈ χ(M) de clase Ck, k ≥ 1; y sea la curva en M
γ : I ⊂ R −→M , tal que ∀p ∈ Im(γ) γ̇(p) = xp, entonces γ se llama curva
integral de X.

Teorema A.1.1 Todo campo vactorial en M define una única curva integral
γ por cada punto p ∈M tal que γ(0) = p.

Lema A.1.2 Sean p ∈ M , X ∈ χ(M) tal que xp 6= 0, =⇒ ∃Up con coorde-

nadas locales {yi} tal que X =
∂

∂y1
en U.

1La δ indica que la derivación es sólo respecto a las coordenadas sin incluir la derivada
respecto al tiempo
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Demostración. Sean n = dimM , Up veciendad de p y Σ ⊂ U una hipersu-
perficie de dim = n− 1, tal que X no es tangente a

∑
en ningún punto, con

coordenadas {y2, ..., yn} =⇒ ∀q ∈ Σ ∃!γq curva integral de X que pasa por
q, tal que γq(0) = q ∀q ∈ Σ. Definimos y1 a lo largo de γq como: y1 =

∫
dt,

con y1 = 0 en Σ y tomamos {y2, ..., yn} constantes a lo largo de γ =⇒ {yi}ni=1

es el sistema de coordenadas deseado. �

Definición A.1.3 Curvas en M

(a) Sea γ(t) curva integral en M, entonces γ se llama completa si y sólo
si, γ(t) esta definida para toda t.

(b) Un conjunto de curvas integrales completas se llama una congruen-
cia.

Definición A.1.4 Sean X ∈ χ(M), p ∈ M y γ(t) una curva integral de X
tal que γ(t0) = p, entonces definimos el mapeo siguiente,

∀s ⊂ R hs : M −→M tal que hs(p) := γ(t0 + s) (A.1.1)

La interpretación geométrica de la última definición puede verse en la figu-
ra(A.1.1).

Figura A.1.1: Interpretación geométrica de h

Observación A.1.5 Por construcción h cumple que:

1. h es un grupo del parametro s

a) ht+s = ht ◦ hs = hs ◦ ht = hs+t
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b) h0 = id (identidad)

c) h−s = (hs)
−1

2. El grupo {hs}s∈R inducido por el campo vectorial X permite “arrastrar”
(“transportar”) funciones, vectores, 1-formas y en general campos ten-
soriales a lo largo de las curvas integrales. Este mapeo es conocido como
flujo.

Definición A.1.6 Sean p ∈ R, X ∈ χ(M), γ una curva integral de X que
pasa por p y {ht}tR el grupo de transformaciones inducido por X y f ∈
C(M,R), entonces definimos la derivada de Lie 2 de f con respecto a X
en p como:

(£Xf)p := ĺım
t→0

f(ht(p)− f(p)

t
(A.1.2)

Teorema A.1.7

∀f ∈ C(M,R), (£Xf)p = Xpf (A.1.3)

Demostración. Usaremos el sistema de coordenadas adaptado a las curvas
integrales de u, entonces por definición:

y1(ht(p)) = y1(p) + t y ∀j ≥ 2 yj(ht(p)) = yj(p)

entonces por el Lema A.1.2 tenemos

(£Xf)p = ĺım
t→0

f(ht(p))− f(p)

t
=
( ∂f
∂y1

)
p

= Xp[f ]

Esta ecuación vale para el sistema de coordenadas {yi}, pero es una ecuación
escalar entonces también es valida en cualquier sistema de coordenadas �

Definición A.1.8 Sean p ∈ M , X,Y ∈ χ(M), γ curva integral de X que
pasa por p y {ht}t∈R el grupo de transformación inducido por X, entonces la
derivada de Lie de Y con respecto a X en p (figura A.1.2), como:

(£XY)p := ĺım
t→0

1

t
[Yp − ht∗Yh−t(p)] (A.1.4)

donde
ht∗ : Th−t(p)(M) −→ TpM
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Figura A.1.2: Derivada de Lie de un campo vectorial

Teorema A.1.9

(£XY)p = [X,Y]p (A.1.5)

Demostración. Usamos el sistema de coordenadas adaptado a X, entonces

(£XY )i = ĺım
t→0

1

t
[Y i(Y 1

p Y
j
p )− Y i(Y 1

p−tY
j
p )] =

( ∂yi
∂Y 1

)
p

= Xp[Y
i]

para j = 2, 3...

El último término de esta igualdad no es la componente de un vector, pero
lo seŕıa si le restamos Yp(X

i) que no altera el resultado ya que, como

X i = δi1 =⇒ Yp(X
i) = 0

y de la ecuación (2.4.3)

(£XY )ip = Xp(Y
i)−Yp(X

i) = [X,Y]p �

Este teorema justifica el nombre de corchete de Lie dado al conmutador en
el Caṕıtulo 1. De las definiciones de la derivada de Lie para funciones y para
campos vectoriales, queda claro que para campos de 1-formas se usara el
pull-back inducido por el grupo de transformaciones {ht}t∈R.

2Notar que esta definición es independiente del sistema de coordenadas
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Definición A.1.10 Sean X ∈ χ(M), p ∈M , γ curva integral de X que pasa
por p y ω ∈ χ∗(M), entonces

(£Xω)p := ĺım
t→0

ωp − h∗−tωh−t(p)
t

(A.1.6)

Teorema A.1.11 £uω
3 es un campo de 1-formas cuyas componentes son

(£uω)j = ωj,iu
i + ωku

k
,j = ui

∂ωj
∂xi

+ ωk
∂uk

∂xj
(A.1.7)

Demostración. De la regla de Leibnitz

£u(w(v)) = (£uw)v + w(£uv) = (£uω)v + ω[u,v]

= (£uω)v + ωk(v
k
,iu

i − uk,ivi) ...................................................(1)

Por oto lado, como w(v) es una función de M en R, entonces

£u(ω(v)) = u(ω(v)) = ui
∂

∂xi
(ωjv

j) = ωj,iu
ivj + ωjv

j
,iu

i ...........(2)

como (1) = (2), tenemos el resultado deseado �

La derivada de Lie se puede extender para algún campo tensorial de la sigui-
ente manera: Primero pedimos que para el campo escalar f, £uf = 〈df,u〉
y que se cumpla la regla de Leibnitz. Como resultado, la derivada de Lie de
un campo tensorial de rango

(
r
s

)
es un campo tensorial del mismo tipo.

Las componentes respecto a un sistema de coordenadas {xα} son:

£uT
α1···αr
β1···βs = uµ

∂

∂xµ
Tα1···αr
β1···βs −

r∑
i=1

Tα1···σ···αr
β1···βs

∂uαi

∂xσ
+

s∑
i=1

Tα1···αr
β1···σ···βs

∂uσ

∂xβi
(A.1.8)

Notar que las derivadas parciales en la ecuación (A.1.8) se pueden reemplazar
por alguna conexión sin torsión,4 como la conexión de Levi-Civita∇ asociada
a la métrica g, entonces la ecuación toma la forma

£uT
α1···αr
β1···βs = uµ∇µT

α1···αr
β1···βs −

r∑
i=1

Tα1···σ···αr
β1···βs ∇σu

αi +
s∑
i=1

Tα1···αr
β1···σ···βs∇βiu

σ

(A.1.9)

3Se ha cambiado el campo vectorial X por u
4Esto quiere decir que ∇uv −∇vu = [u,v]
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Apéndice A
Teoŕıas Parametrizadas

A.1. Mecánica parametrizada

Una teoŕıa es covariante si su descripción no depende del sistema de coorde-
nadas. En el caso de la Mecánica Clásica esta condición es equivalente a la
invariancia de la parametrización.

Teorema A.1.1 Sea M un sistema mecánico clásico. Si M es invariante de
parametrización, entonces el Hamiltoniano canónico es idénticamente nulo,
es decir,

Si S(τ) = S(t) con τ = τ(t) =⇒

Hc = q̇i
∂L

∂q̇i
− L = 0 (A.1.1)

Demostración. El sistema M está descrito por la acción:

S(t) =

∫ t2

t1

L
(
q,
dq

dt

)
dt

Sea τ = τ(t) la parametrización, entonces la acción se puede escribir como:

S(τ) =

∫ τ2

τ1

L
(
q,
dq

dτ

)
dτ

sean
dq

dτ
=
dq

dt

dt

dτ
= q̇λ = vλ (A.1.2)

dt =
dt

dτ
dτ = λdτ (A.1.3)

donde

λ =
dt

dτ
(A.1.4)
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v =
dq

dt
(A.1.5)

Como M es invariante de la parametrización, entonces S(τ) = S(t), es decir,∫ (
q,
dq

dτ

)
dτ =

∫ (
q,
dq

dt

)
dt

Aplicando las ecuaciones (A.1.2), (A.1.3) y (A.1.4), obtenemos:∫
(q, λv)dτ =

∫
(q, v)λdτ

entonces

L(q, λv) = λL(q, v)

Esto implica que L es una función homogenea de primer orden en las veloci-
dades.1 Derivando respecto a λ (utilizando la regla de la cadena), obtenemos

q̇i
∂L

∂q̇i
− L = 0

pero el lado izquierdo de está ecuación es el hamiltoniano canónico, por lo
tanto

Hc = 0 �

Teorema A.1.2 Si el hamiltoniano canónico es identicamente nulo, en-
tonces el hessiano tiene una constricción lagrangiana nula.

Demostración. El hamiltoniano es identicamente nulo, es decir

Hc = q̇i
∂L

∂q̇i
− L = 0

derivando respecto a q̇j, obtenemos

∂Hc

∂q̇j
= q̇i

∂2L

∂q̇j∂q̇i
= Wij q̇

j = 0

Esto indica que el hessiano Wij, tiene un eigenvector nulo, es decir

1Una función es homogenea de orden n si, f(λx, y) = λf(x, y)
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Wijv
j = Wij q̇

j = 0

contrayendo con el eigenvector q̇j, se obtiene

ϕ = αiq̇
i = q̇i

[∂L
∂qi
− q̇j ∂2L

∂qj∂q̇i

]
= q̇i

∂

∂qi

[
L− q̇j ∂L

∂q̇i

]
= 0

por lo tanto a nivel Lagrangiano, tenemos una constricción identicamente
cero �

También hay una constricción hamiltoniana, que podemos obtener de la si-
guiente forma.

El momento canónico es

pi =
∂L

∂q̇i
(A.1.6)

como L es homogeneo de orden uno, entonces de esta relación se observa
que pi es homogeneo de orden uno, entonces existe una constricción φ cuya
forma expĺıcita depende de la forma expĺıcita del lagrangiano considerado.
De la ecuación (A.1.1), el Hamiltoniano primario es

H1 = Hc + λaφa = Hc + λφ = λφ = vφ

En la teoŕıa general de constricciones, a ésta constricción se le llama ligadura
de primera clase.2

A.2. Mecánica canónica

No todos los hamiltonianos de la Mecánica corresponden a sistemas pa-
rametrizados. En 1933, Dirac, desarrolló un método para parametrizar la-
grangianos no-parametrizados. El método consiste en considerar el tiempo t
como una nueva cooerdenada q0 del espacio de configuración.

Consideremos la acción canónica

S(t) =

∫
Ldt =

∫ t2

t1

(q̇ipi −H(pi, q
i))dt (A.2.1)

2Para más detalles sobre ligaduras se puede consultar [2]
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Si t = q0 y τ es un nuevo parámetro temporal, entonces como

dqi

dt
=
dqi

dτ

dτ

dt

entonces se puede escribir el lagrangiano como

S(τ) =

∫
L
(
qi,

dqi

dτ
dt
dτ

) dt
dτ
dτ =

∫
L(qi, θi)q̇0dτ (A.2.2)

donde se ha definido

θi =
dqi

dτ
dt
dτ

=
q0i

q̇0
(A.2.3)

dt

dτ
= q̇0

El nuevo lagrangiano es

L = L(qi, θi)q̇0 (A.2.4)

Los momentos son

P0 =
∂L
∂q̇0

=
∂

∂q̇0
(Lq̇0) = L+ q̇0

(∂L
∂θi

∂θi

∂q̇0

)
= L − θi ∂L

∂θi
(A.2.5)

Pi =
∂L
∂q̇i

=
∂

∂q̇i
(Lq̇i) = L∂q̇

0

∂q̇i
+ q̇0 ∂L

∂q̇i
= q̇0 ∂L

∂θi
∂θi

∂q̇i
=
∂L
∂θi

(A.2.6)

En este caso el hamiltoniano canónico es

Hc = L − θi ∂L
∂θi

(A.2.7)

La ecuación (A.2.6) se puede reescribir como

p0 = −Hc (A.2.8)

Si el lagrangiano es regular, entonces (A.2.6) se puede invertir para expresar
a la variable θ en términos de p. Finalmente la ecuación (A.2.8) es

p0 = −Hc(q
i, pi) (A.2.9)

Esta es la constricción Hamiltoniana. La versión cuántica de esta constricción
es la ecuación de Schrödinger que veremos en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo A.2.1 Un ejemplo sencillo de un lagrangiano canónico

L =
m

2
−̇→q

2
− V (−→q ).

utilizando las ecuaciones (A.2.4) y (A.2.3), tenemos que el lagrangiano parametriza-
do es

L =
m

2

−̇→q 2

q̇0
− V (−→q )q̇0

Los momentos correspondientes son:

p0 =
∂L

∂q̇0
= −m

2

−̇→q
2

(q̇0)2
− V (−→q )

pi =
∂L

∂q̇i
= m
−̇→q i
q̇0

entonces

p0 = − 1

2m
−→p 2 − V (−→q ).

La versión cuántica de esta constricción es la ecuación de Schrödinger.
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[12] Alejandro Corichi y Daŕıo Núñez, Introducción al Formalismo ADM, Institu-
to de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autónoma de México. Revista
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