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Introduccion

Sea X, una variedad algebraica definida sobre un campo finito F, con ¢
elementos. Sea X (F,-) el conjunto de puntos racionales de Xg, en el campo
Fg4-, donde Fyr es la tnica extension de Galois de IFy, de grado r. La funcién zeta
de X, se define como

Z(Xg,,T) :=exp(Y_ N,T"/r)

n=1

donde N, es la cardinalidad de X (F,-).

André Weil formul6 una serie de conjeturas famosas acerca de la funcién Z de
una variedad X, en las que afirmaba, entre otras cosas, que la funcién Z deberia
ser una funcién racional y que deberia satisfacer cierta ecuacién funcional. La
prueba de las conjeturas de Weil fue el trabajo de varios matemaéticos, entre ellos
Grothendieck y su cohomologia I-ddica cuyas propiedades implicaban parte de
las conjeturas de Weil (la racionalidad y la ecuacién funcional), Dwork que
probé la racionalidad (ver [5]) y Deligne quien probé el resto de las conjeturas
(ver [4]).

El objetivo principal de la presente tesis serd exponer una prueba de la
racionalidad y la ecuacién funcional de la funcién zeta cuando X es una cur-
va completa no singular definida sobre un campo finito ¥ = F,. Para nuestro
propésito, consideraremos a X como una curva abstracta en lugar de considerar
una curva geométrica, esto es, identificamos Xy, con el conjunto de valoraciones
suprayectivas v : k(X)* — Z (ver definicién 2.2.2) que se anulan en k*, donde
k(X) es el campo de funciones de Xj. Siempre que hablemos de campos de
funciones se sobrentendera que es un campo de grado de trascendencia 1 sobre
el campo de definicién de la curva (ver definicién 2.3.2) ya que en este trabajo
consideraremos solamente el caso de curvas (ver definicién 2.3.3).

Con esta representacién de Xj, el conjunto de puntos racionales de X} en
una extensién k’/k corresponde al conjunto X (k') descrito a continuacién:

Sea k/k la cerradura algebraica de k. Mediante un cambio de base (ver
seccién 2.4 del capitulo 2) se puede construir una curva Xy sobre k cuyo campo
de funciones est4 generado por el de X}, y k. Luego, hay una accién natural de
Gal(k/k) en X7 (ver seccién 2.6 del capitulo 3). Sea P € Xz y sea Stab(P) <

Gal(k/k) el estabilizador de P. Sea EStib(P) el campo fijo de Stab(P). Entonces,
dada una extensién k’/k contenida en k/k, el conjunto de puntos k’-racionales
de X es el conjunto X (k') := {P € X3 | Foer) C K}

Veremos a la funcién zeta de la curva completa no singular Xy /k como

Z(T) = [] (1 -1~
PeX

donde deg(P) es el grado de la extensién Op/Mp sobre k (donde Op es el
anillo local correspondiente a la valoracién del punto P € X y Mp es su ideal
maximal).



En este trabajo se probard que la funcién Z(T') de la curva completa no
singular X/k de género g (con k =TF,) es de la forma

f(T)

2(T) = — )
D =1=ma-1)

donde f(T') € Z[T] es de grado igual a 2g, y ademds, que cumple la siguiente

ecuacién funcional:

Z(1/qT) = (qT*)'~Z(T)

Para probar estos dos resultados, nos basamos fundamentalmente en el libro
An Invitation To Arithmetic Geometry de Dino Lorenzini. En la primer capitulo
de la presente tesis se hace una compilacién de los resultados mas importantes
de algebra conmutativa y teoria algebraica de nimeros que se usaran después
pero sin demostrarlos. Por ejemplo, se menciona el siguiente resultado de algebra
conmutativa:

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea L/K una
extension finita y separable. Sea B la cerradura entera de A en L. Entonces B
es dominio de Dedekind.

Para las demostraciones, remitimos al lector a las fuentes correspondientes
en la bibliografia. Ademaés, en este mismo capitulo se hace mencién de varios
resultados y definiciones que no se utilizaran después, pero que estan relaciona-
dos con las demostraciones y enunciados de los resultados que si se utilizaran
mas adelante, y es por esta razén que también se incluyen.

En el segundo capitulo, desarrollaremos con mas detalles algunos resultados
referentes a anillos con cocientes finitos, valoraciones, curvas completas no sin-
gulares, campos de funciones, morfismos entre curvas completas no singulares y
grupos de clases de divisores, los cuales son indispensables durante el capitulo
3. En esta parte se demuestran los resultados que se vayan mencionando (uti-
lizando algunas de las cosas vistas en el capitulo 1), y en algunos casos donde
las demostraciones sean extensas o requieran herramientas fuera del objetivo
principal de la tesis entonces se dard un esbozo lo mas completo posible de la
demostracion en cuestién.

En el tercer capitulo se procede a probar la racionalidad y la ecuacién funcio-
nal de la funcién zeta de nuestras curvas utilizando herramientas correspondien-
tes a los capitulos 1y 2 (principalmente del 2 y algunas pocas cosas del capitulo
1) asi como del teorema de Riemann-Roch que se desarrolla en el capitulo 4.

En el cuarto capitulo se procede a probar el teorema de Riemann-Roch
asi como algunos lemas y corolarios que se utilizan en el capitulo 3 y que son la
clave para las pruebas de la racionalidad y la ecuacién funcional en el capitulo
3.

Finalmente, en el ultimo capitulo se hace una breve coleccién de resultados
(sin su demostracién correspondiente en algunos casos) que resultan udtiles du-
rante todo el proceso del trabajo o que remarcan algunos detalles del mismo y
que no se presentaron en los capitulo previos. Por ejemplo, se menciona en este



capitulo 5 sin probar el siguiente resultado que se utiliza en varias partes de la
presente tesis:

Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extension finita y no separable
(con x € L), donde k(x) es isomorfo como k-dlgebra al campo de funciones
racionales. Entonces existe y € L tal que k(y) es isomorfo como k-dlgebra al
campo de funciones racionales, y ademds, tal que L = k(z)(y) y L/k(y) es
extension finita y separable.

Finalmente, se concluye el trabajo con la bibliografia utilizada.
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1. Capitulo I - Preliminares

En este capitulo haremos un repaso de algunos resultados de algebra conmu-
tativa y teoria algebraica de niimeros que usaremos a lo largo de los capitulos 2
y 3, asi como en algunos fragmentos del capitulo 4. Se enunciaran los resultados
sin demostrarlos, y se hacen algunas observaciones también. Las demostraciones
se pueden encontrar en las referencias mencionadas. También se hace mencion
durante este capitulo de algunas otras definiciones y algunos resultados que no
se vuelven a utilizar en los siguientes capitulos, pero que se usan en las pruebas
de los resultados que si se utilizan en capitulos posteriores.

1.1. Series de potencias

Las definiciones, resultados y sus demostraciones de esta seccion se pueden
encontrar en [11].

Sea F' cualquier campo. Sea
FT)) :={>_ anT" | an € F,¥n € N}
n=0

El anillo F[[T]] es un dominio de ideales principales local con ideal maximal M
generado por T' (para verlo, notamos que cada serie de potencias de la forma
f(T) = ap+T (>0, aT™1), con ag # 0, es invertible). Sea ¢ : F[[T]] —
F[[T]]/M = F la funcién natural. Sea U := ¢~ (F*) el grupo de unidades en
F[[T]], y sea Uy := ¢~ (1) (llamado el subgrupo de las unidades principales).
El campo de fracciones F'((T)) de F[[T]] es la campo de las series de Laurent

F((T)):={)Y_ anT" |V n € Zn>ng}

n>ngo

Como F[T] C F[[T]], podemos considerar el campo de funciones racionales F(T')
como un subcampo de F((T)), es decir, la siguiente funcién es inyectiva

F(T) — F((T))

f(T) + la serie de Taylor asociada a f(T) en T = 0

Por ejemplo, (1 —T)" ' =14+T+T?+....

Sea {f; = Z;‘io a;j;T7};en una sucesién infinita de series de potencias. De-
cimos que esta sucesién admite sumas si, V r > 0, existe un entero N = N(r)
tal que Vn > N, agp, = a1, = -+ = app, = 0 (es decir, Vn > N, f, = T"g,
para algin g, € F[[T]]). Si {fi}ien admite sumas, decimos que ) f; es una
suma admisible, y podemos escribir Y o, f; = > s;77, donde, V j > 0, s; =
ajo + a1+ -+ aiNG)-

Sea {g; }ien una sucesién de elementos en M. Si la sucesién {g; }ien admite
sumas entonces decimos que la sucesién {1 + g;};en admite multiplicaciones.



Si {1 + ¢;}ien admite multiplicaciones entonces decimos que [[(1 + g;) es un
producto admisible, y escribimos

[[a+g)=1+> w17
i=1 j=1

donde u; es el coeficiente de TV en cualquier producto finito []}, (1 + g;) con
n suficientemente grande. Por ejemplo, dada una sucesion positiva de enteros
{ba}32 1, el producto [T en(1 —T%) 7" es un producto admisible.

Supongamos ahora que char(F') = 0, por lo que F' contiene a un subcampo
isomorfo a Q. Denotamos por n al elemento 1 + 1+ ---+ 1 (n veces) de F, y
denotamos por 1/n a su inverso. Se define la funcién logaritmo como

log: Uy - M
(o] 1 n
a > log(a Z ”Hi)
n=1

y se define la funcién exponencial como

exp: M — U;

B exp(B) =Y %
n=0

Se puede verificar que, Vo € U1, V 8 € M,
= (i) exp(log()) = «
= (ii) log(exp(p)) =
Se puede también verificar que, V ay,as € Uy, V B1,82 € M,
w (iii) log(ayaz) = log(ay) + log(az)
= (iv) exp(B1 + B2) = exp(B1)exp(B2)

Miés atn, si {1+; }ien es un producto admisible entonces se puede verificar
que

log(H (14+v)) Z log(1+ ;)

i=1



1.2. Elementos enteros

Enunciamos a continuacién algunos resultados con respecto a elementos en-
teros. Las demostraciones de los resultados y las observaciones de esta seccién
pueden encontrarse en [8] (capitulo 1, seccién 2), en [9] (capitulo 1, seccién 2)
y en [1] (capitulo 5).

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.1. Sea L/K una extension de Galois con grupo de Galois L/K . Sea
R C L un subanillo tal que 7(R) = R para todo 7 € Gal(L/K). Entonces el

polinomio minimo (sobre K) de cualquier elemento de R tiene coeficientes en
RNK.

Definimos ahora el concepto de elemento entero sobre un anillo.

Definicién 1.2.2. Sea A un subanillo del anillo L. Un elemento « de L es
entero sobre A si es la raiz de un polinomio mdnico f(y) € Aly]. Cuando A =Z,
decimos que o es un entero algebraico en L.

Definicién 1.2.3. Sea A un subanillo de un anillo C. El anillo C' es entero
sobre A, o una extension entera de A, si cada elemento de C es entero sobre A.

Observacién 1.2.4. Sea L/K wuna extension de Galois con grupo de Galois
Gal(L/k). Sea R C L un subanillo tal que 7(R) = R para todo 7 € Gal(L/K).
Del lema 1.2.1 se obtiene que cada elemento a € R es entero sobre RN K, o
equivalentemente, que R es una extension entera de RN K.

Observacién 1.2.5. Sea K el campo de fracciones del anillo A. Sea L/K una
extension finita. Sea o € L. Notamos que si el polinomio minimo g(y) de «
sobre K pertenece a Aly| entonces a es entero sobre A. Supongamos ahora que
a es entero sobre A. Sea f(y) € Aly] el polinomio ménico tal que f(a) = 0.
Se obtiene que el polinomio g(y) divide a f(y) en Kly]. Por el corolario 1.26.4
se tiene que cuando el anillo A es factorial, el polinomio g(y) deben entonces
pertenecer a Aly]. En particular, cuando A es factorial, o es entero sobre A si
y sdlo si su polinomio minimo g(y) pertenece a Aly)

Ejemplo 1.2.6. Sea K el campo de fracciones de un dominio A. Sea o € K. El
polinomio minimo de o sobre K es el polinomio lineal y — .. Por la observacion
1.2.5, si A es factorial entonces a es entero sobre A si y sdlo siy —a € Aly],
es decir, si y solo si a € A. En particular, los elementos de Z son los unicos
enteros algebraicos en Q.

La siguiente proposicién nos dice algunas equivalencias de que un elemento
sea entero sobre un anillo.
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Proposicién 1.2.7. Sea A un subanillo de un campo L. Sea o € L. Entonces
son equivalentes:

= (i) El elemento « es entero sobre A.

w (i) El subanillo Ala] de L, generado por A y a, es un A-mddulo finita-
mente generado.

» (iii) Existe un A-submddulo finitamente generado M de L tal que aM C
M, con aM = {am|m € M}

Se puede probar con la proposicién 1.2.7 el siguente corolario:

Corolario 1.2.8. Sea A un subanillo de un campo L. El conjunto B que consiste
de todos los elementos de L que son enteros sobre A es un anillo.

Del corolario anterior tenemos las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.9. Sea A un subanillo de un campo L. La cerradura entera B de
A en L es el anillo de elementos de L enteros sobre A. Cuando L es un campo
de numeros (i.e., cuando L/Q es una extension finita), la cerradura entera B
de Z en L se le llama anillo de enteros de L, y se le denota por Op,.

Definiciéon 1.2.10. Un dominio A es enteramente cerrado si es igual a su
cerradura entera en su campo de fracciones.

Ejemplo 1.2.11. Los anillos Z y klx] son enteramente cerrados. En general,
cualquier dominio factorial es enteramente cerrado, lo cual se puede probar uti-
lizando la observacion 1.2.5 y el ejemplo 1.2.6 mencionado después.

Enunciamos dos lemas a continuacion.

Lema 1.2.12. Un dominio factorial A es enteramente cerrado.

Lema 1.2.13. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de fraccio-
nes K. Sea « un elemento algebraico sobre K, con polinomio minimo g(y) €
Kly]. El elemento o es entero sobre A si y sdlo si su polinomio minimo tiene
coeficientes en A.

En la demostracién de la siguiente proposicién (ver [9], seccién 2 del capitulo
1) se usa la proposicién 1.2.7.

Proposicion 1.2.14. Sean A, B y C tres dominios tales que A C B C C.
Entonces C es entero sobre A si y solo si C' es entero sobre B y B es entero
sobre A.

11



Usaremos con cierta frecuencia en este trabajo la siguiente proposicién.

Proposicion 1.2.15. Sea A un dominio con K su campo de fracciones. Sea
L/K una extensidn finita, y B la cerradura entera de A en L.

= (i) Supongamos que o € L. Entonces existen b € B ya € A tal « = b/a.
En particular, L es el campo de fracciones de B.

(i) B es enteramente cerrado.

(iii) Si A es enteramente cerrado entonces BN K = A.

(iv) Si L/K es Galois con grupo de Galois G entonces 7(B) = B para
todo T € G. Mds atin, si A es enteramente cerrado entonces A = BS :=
{beB|7(b)=0b, VTeG}

Corolario 1.2.16. Sea A un dominio con K su campo de fracciones. Sea L/ K
una extension finita de grado n y B la cerradura entera de A en L. Entonces B
contiene a una base {e1,...,en} del K-espacio vectorial L.

Observacién 1.2.17. Dada una tripleta (A, K, L), donde A es un dominio con
campo de fracciones K y L/K es una extension finita, podemos asociarle de
manera candnica un anillos B tal que:

= (1) L es el campo de fracciones de B.
Si A es enteramente cerrado entonces
= (2)BNK =A
Si L/K es Galois entonces

= (8) 7(B) = B para todo T € Gal(L/K).

1.3. Productos de ideales

Las demostraciones de los resultados de esta seccion asi como las observa-
ciones se pueden encontrar en [9] (capitulo 1, seccién 3).

Definicién 1.3.1. Sean [ y J dos ideales de un anillo A. El producto de I y
J, denotado por I1.J, o I? si I = J, es el ideal de A generado por los elementos
de la forma zy con x € I yy € J. Definimos I° :== A, y definimos de manera
inductiva al ideal I® como I¢~1 - 1.

Dado un elemento o € IJ, existe n €« Ny z1,...,2, € I ¥y y1,...,yn € J,
tales que o = x1y1 + - - - + 1 Yn- Notamos también que, en general, IJ C I N J.

12



Definicion 1.3.2. Sean I y J dos ideales de un anillo A. La suma de los ideales
Iy J, denotada por I+ J, es el ideal de A generado por los elementos de I y J
juntos.

Notamos que si ag,...,a, € A, y si denotamos al ideal generado en A por
estos elementos como (ay, . .., a,) entonces (ay,...,an) = (a1,...,an-1)+ (an).
Si I es cualquier ideal de A entonces el ideal generado por los elementos de I
y ai,...,a, se denota por (I,ai,...,a,). Notamos que (I,a1,...,a,) = I +
(a1y...,an)

Definicién 1.3.3. Dos ideales son primos relativos si [ + J = A.

Notamos que si I, J son primos relativos entonces existen x € I, y € J tales
que z +y=1.

Tenemos el siguiente lema:

Lema 1.3.4. Si I, J son coprimos entonces IJ =1NJ

Y tenemos la siguiente observacion.

Observacion 1.3.5. Sean P,Q dos ideales primos en un anillo A. Si P es
mazimal y Q C P entonces P y Q son primos relativos, pues el ideal P + Q)
contiene estrictamente al ideal mazximal P, por lo que P+ Q = A.

Consideramos ahora la siguiente definicién:

Definicién 1.3.6. Un dominio entero R tiene la propiedad de factorizacion
unica de ideales si todo ideal mo trivial I C R puede ser escrito como I =
By---Bs, donde B;, v =1,...,s es un ideal primo de R, y si ademds [ =Cy ---C,
entonces = s y B; = C; para alguna permutacion ¢ — j de {1,...,r}

Cualquier dominio de ideales principales tiene la propiedad tinica de factori-
zacién de ideales. Mencionamos por tltimo un teorema para saber cuando una
cerradura entera de un anillo en una extensiéon de campos tiene la propiedad de
factorizacién unica de ideales.

Teorema 1.3.7. Sea L/K una extension separable. Sea A C K un dominio de
ideales principales. Entonces la cerradura entera B de A en L tiene la propiedad
de factorizacion unica de ideales.
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1.4. Anillos noetherianos

Las demostraciones de los resultados de esta seccién asi como las observa-
ciones pueden encontrarse en [9] (capitulo 1, seccién 4) y en [1] (capitulo 7).

Un ideal de un anillo A es finitamente generado si existe un nimero finito de
elementos c1,...,c¢. en I tales que I = {a1c1 + -+ ayc, |a; € Aji=1,...,r}.
Revisaremos mas adelante el siguiente resultado: Sea A un dominio de idea-
les principales y K su campo de fracciones. Sea L/K una extension separable.
Entonces cualquier ideal de la cerradura entera B de A en L es finitamente
generado.

Definicién 1.4.1. Si cualquier ideal I de un anillo A es finitamente generado
entonces llamamos a A un anillo noetheriano.

Ejemplo 1.4.2. = (i) Un campo es un anillo noetheriano.
» (ii) Cualquier dominio de ideales principales es noetheriano.

» (iii) Sea k un campo. El anillo R = k[x]/(2?) tiene un tnico ideal no
trivial, generado por la clase de x. Por tanto, es noetheriano.

= (iv) Mds en general, si A es noetheriano y I C A es un ideal entonces A/I
es noetheriano. Para verlo, tomamos la funcion natural f : A — A/I. Sea
J C A/I cualquier ideal. Entonces el ideal f~1(J) es finitamente generado
en A, por ser A noetheriano. Sean ci,...,c, un sistema de generadores
para f~1(J). Entonces los elementos f(c1),..., f(cn) generan a J en A/I.

Observacion 1.4.3. Si un anillo R es un grupo abeliano finitamente generado
entonces R es noetheriano. Para verlo, sea I C R cualquier ideal. Podemos
considerar a I como un grupo abeliano. Notamos que entonces I es finitamente
generado, ya que cualquier subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado
es también finitamente generado.

Por ejemplo, si f(y) € Z[y] es un polinomio ménico entonces el anillo R :=
Zly]/(f(y)) es noetheriano pues es un grupo abeliano libre cuya base consiste
de las clases en R de los elementos 1,y, ..., ydee()—1,

Proposicion 1.4.4. Sea A un anillo noetheriano. Entonces cualquier submddu-
lo de un A-mddulo finitamente generado también es finitamente generado.

En particular, notamos que como cualquier grupo abeliano es un Z-mdédulo
y como Z es noetheriano (pues es dominio de ideales principales), se obtiene
entonces que cualquier subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado
también es finitamente generado, lo cual ya se habia mencionado al principio.
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Corolario 1.4.5. Sean A C B dos anillos. Si A es noetheriano y B es un
A-mddulo finitamente generado entonces B es noetheriano.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.4.6. Sea A un dominio noetheriano y ademds que sea enteramente
cerrado en su campo de fracciones K. Sea L/K una extension finita y separable.
Entonces la cerradura entera B de A en L es un A-mddulo finitamente generado.
En particular, B es un anillo noetheriano.

La hipdétesis de que L/K sea separable se cumple cuando L sea un campo
de nimeros (K = Q), ya que se sabe que cualquier extensién de un campo de
caracteristica 0 es separable.

Consideramos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 1.4.7. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K. Sea L/K wuna extension separable de grado n, y B la cerradura
entera de A en L. Tomamos {e1,...,e,} C B una base para L sobre K. Enton-
ces existe un elemento no cero d € A tal que el A-mddulo B estd contenido en
un A-mddulo libre generado por los elementos e1/d, ... e,/d, es decir, se tiene

Ael@m@AenngA%@m@A%"gL

Un elemento m en un A-médulo M es de torsién si existe a € A, a # 0,
tal que am = 0. Un A-médulo M es de torsién si todos los elementos de M
son de torsién. Sea I un ideal no cero de A. Entonces el A-médulo A/ siempre
es de torsién (en particular, Z/dZ es un Z-médulo de torsion). Si 0 es el inico
elemento de torsién en M entonces el médulo M es libre de torsién. Cuando A
es dominio de ideales principales, cualquier A-mddulo finitamente generado es
isomorfo a la suma directa de un médulo de torsion finitamente generado y un
A-médulo finitamente generado libre.

Corolario 1.4.8. Sea K el campo de fracciones de un dominio A. Sea L una
extension finita y separable del campo de fracciones de A. Entonces la cerradura
entera B de A en L es un A-mddulo finitamente generado libre.

En la demostracién del corolario anterior (que se puede encontrar en la
bibliografia mencionada en esta seccién), se usa el siguiente lema.

Lema 1.4.9. Sea K el campo de fracciones de un dominio A. Supongamos que
L/K una extension finita de grado n y B la cerradura entera de A en L. Si B
es una A-mddulo finitamente generado libre entonces el rango de B sobre A es
igual a n.

Tenemos la definicién siguiente.
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Definicién 1.4.10. Sea A un subanillo de un campo L y B la cerradura entera
de A en L. Cuando B es un A-maodulo finitamente generado libre, llamamos a
la base {b1,...,b,} de B sobre A una base entera para B.

De la demostracién del lema 1.4.9 (que se puede consultar en las referencias
mencionadas al principio de esta seccién), se puede obtener que {by,...,b,} es
también una base para L sobre K.

Para definir un A-mdédulo noetheriano consideramos la definicién siguiente.
Proposiciéon 1.4.11. Sea A cualquier anillo conmutativo y M cualquier A-
mddulo. Entonces son equivalentes:

» (i) Cualquier submddulo de M es un A-mddulo finitamente generado.

» (ii) Cualquier sucesién creciente My C My -+ C M, C --- de submddulos
de M se estactona en algun momento, es decir, existe n tal que M, =
Mn+]_ —_ . ...

» (iii) Cualquier subconjunto no vacio del conjunto de submddulos de M
tiene un elemento maximal.

Definicién 1.4.12. Un A-mddulo M es llamado noetheriano si se cumple cual-
quiera de las tres equivalencias de la proposicion 1.4.11.

Un anillo A es noetheriano si y sélo si es un A-mddulo noetheriano, pues los
submédulos del A-médulo A son justamente los ideales de A.

Definicién 1.4.13. Un conjunto de A-mddulos {M;}icz y un conjunto de ho-
momorfismos de A-mddulos §; : M; — M;11 es una sucesion si Im(d;—1) C
Ker(d;), V i € Z. Una sucesion

0q— &
L/ %1Mi4Mi+1—)...

de A-mddulos y homomorfismos de A-mddulos es exacta en M; si Im(d;—1) =
Ker(d;). La sucesion es exacta si es exacta en cada M;.

Definicion 1.4.14. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la
forma

0= M LM% M=o

Equivalentemente, una sucesion como arriba es evacta si f es inyectiva, g es
suprayectiva, y Im(f)) = Ker(g).

16



Ejemplo 1.4.15. Sea M un A-mddulo finitamente generado. Podemos repre-
sentar a este modulo por medio de generadores y relaciones usando una su-
cesion exacta. Sean myq, ..., mg un conjunto generador de M, y F el mddulo
libre ®5_;Ae; con base {e1,...,es}. Consideramos la funcion g : F — M,
con a = arer + -+ + ases — g(a) == > ;_, m;. Bl médulo N := Ker(g) es el
mddulo de relaciones para el conjunto de generadores {m1,...,ms}. La sucesidn
05 N—=F% M0 es exacta.

Ejemplo 1.4.16. Sea I un ideal no trivial de un anillo A. El cociente A/I
es un anillo, y ademas es un A-mddulo, con multiplicacion escalar dada por
a-m:= (clasede a)m en A/I,Va € A, m e A/I.

El A-mddulo A/I es finitamente generado, cuyo generador es la clase de
1€ A, ya que la funcion natural A — A/I que manda el 1 de A a la clase de 1
en A/T es suprayectiva. La siguiente sucesion de A-mddulos es exacta:

0>I—-A—-A/I—=0

Mencionamos un lema y una proposicién con respecto a sucesiones exactas
y modulos finitamente generados y noetherianos.

Lema 1.4.17. Sea 0 — M’ 5 M % M” = 0 una sucesion evacta de A-
mddulos. Entonces M es un A-mddulo finitamente generado si M' y M" son
A-mddulos finitamente generados. Mds aiun, si M es un A-mddulo finitamente
generado entonces M es A-mddulo finitamente generado.

Proposicién 1.4.18. Sea 0 — M’ J M S M" = 0 una sucesidn exacta de
A-mddulos. Entonces M es noetheriano si y sélo st M’ y M" son noetherianos.

Tenemos el siguiente corolario de la proposicién 1.4.18.

Corolario 1.4.19. Sea {M;}"_; un conjunto de A-mddulos noetherianos. En-
tonces M := ®}_; M; es noetheriano.

1.5. Anillos de dimensién 1

Los resultados, demostraciones y observaciones de esta secciéon se pueden
encontrar en [9] (capitulo 1, seccién 5).

Definicién 1.5.1. Sea A un anillo. Una cadena de ideales primos de longitud
n en A es un conjunto de n + 1 ideales primos distintos Py, Py, ..., P, de A
tales que P, C P,_1 C --- C Py C Py. La altura de un ideal primo P, ht(P),
es el supremo de las longitudes de las cadenas de primos en A con Py = P. La
dimension de Krull de A se define como

dim(A) := sup{ht(P) | P es ideal primo de A}
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Ejemplo 1.5.2. » (i) Cualquier campo tiene dimension 0, ya que en un
campo el ideal trivial es el inico ideal primo.

» (ii) Sea k cualquier campo. El anillo R = k[x]/(z?) no es dominio pues
el cuadrado de la clase de x en R es igual a 0 en R. El anillo R tiene
dimension 0 ya que el ideal generado en R por la clase de x es el inico
tdeal primo en R.

» (iii) Sea k un campo. El ideal P := (x1,...,x;) es un ideal primo en el
anillo de polinomios R = k[x1, ..., 2], ya que M & k[Tig1,. -5 Tn)
es dominio entero. Ademds, se tiene que ht(P) > i ya que

(0) C ($1) C ($1,$2) c---C (wl,xg...,xi)

es una cadena de primos de longitud i. El anillo de polinomios k[x1, ..., x,)
tiene dimension al menos n pues contiene una cadena de longitud n.

» (i) El anillo Z[z] tiene dimension al menos 2, ya que dado cualquier
primo p,(0) C (p) C (p,x) es una cadena de ideales primos de longitud 2.
Un dominio entero R tiene dimensién 1 si y sélo si R contiene un ideal primo

no cero y cualquier ideal primo no cero de R es maximal.

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.5.3. Sea R un dominio entero, y sean Py = (p1) y P» = (p2) dos
ideales primos principales no triviales distintos de R. Entonces P, C Py. En
particular, un dominio de ideales principales tiene dimension 1.

Con el lema 1.5.3 se puede probar el siguiente lema.
Lema 1.5.4. Sea R un dominio factorial y P un ideal primo no trivial de R.
Entonces ht(P) =1 si y sdlo si P es principal.

Y el lema 1.5.4 se usa para probar la siguiente proposicién (ver la bibliografia
mencionada al principio de esta seccién).
Proposicién 1.5.5. Un dominio factorial noetheriano R de dimension 1 es un
dominio de ideales principales. El reciproco también se cumple.

Tenemos también la proposicion siguiente.

Proposicién 1.5.6. Sea A un dominio de dimension 1 y sea B un dominio que
contiene a A y tal que cada elemento de B es entero sobre A. Entonces B tiene
dimension 1.
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Observacion 1.5.7. Sea A un dominio de dimension 1 y B un dominio que
contiene a A tal que cada elemento de B es entero sobre A. De la proposicion
1.5.6 y su demostracion (que se puede encontrar en la bibliografia mencionada
al principio de esta seccidn) se puede obtener que, si B C B es un ideal maximal
entonces P := BN A es un ideal maximal de A.

Corolario 1.5.8. Sea K el campo de fracciones de un dominio A de dimension
1. Sea L/K una extension finita. Entonces la cerradura entera B de A en L
tiene dimension 1.

1.6. Dominios de Dedekind

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo I, seccién 6), en [12]
(capitulo 5) y en [1] (capitulo 9).

Definicién 1.6.1. Sea R un dominio entero. El anillo R es dominio de Dede-
kind si cumple las tres siguientes propiedades:

= (i) R es noetheriano.

= (ii) R tiene dimension 1.

= (iii) R es enteramente cerrado (en su campo de fracciones).

Del lema 1.2.12, y del lema 1.5.3 y la proposicién 1.5.5 se obtiene que cual-

quier dominio de ideales principales es dominio de Dedekind. Ademds, aplicando
el teorema 1.4.6 y la proposicién 1.5.6 obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.6.2. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K.
Sea L/K una extension finita y separable. Entonces la cerradura entera B de A
en L es un dominio de Dedekind.

Enunciamos un tltimo teorema para esta seccién.

Teorema 1.6.3. Sea R un dominio noetheriano de dimension 1. El anillo R
es dominio de Dedekind si y sdlo si R tiene la propiedad de factorizacion unica
de ideales.
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1.7. Curvas planas

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 1 y tam-
bién en el capitulo X).

Sea k cualquier campo. Sea k una cerradura algebraica de k. Sea k C F C k
cualquier extensién de campos de k. Denotamos por A™(F) := F™ al conjunto
de puntos del n-espacio afin con coordenadas en F. Decimos que A! := F y
A% := F x F son el conjunto de puntos con coordenadas en F de la linea
affn y del plano afin, respectivamente. Sea f(x,y) € k[z,y] un polinomio en
dos variables con coeficientes en k. Escribiendo f(z,y) =3, ; a;;x'y’, sea d el
maximo valor en el conjunto {i + j | a;; # 0}, y llamamos a d el grado de f. El
grado de f en z, denotado por deg,(f), es el grado del polinomio f visto como
un polinomio en la variable x con coeficientes en k[y]. Similarmente, deg, (f) es
el grado de f visto como un elemento de k[z][y]. Consideraremos el conjunto

Z;(F) = {(a,b) € F x F | f(a,b) = 0}

es decir, los ceros de f con coordenadas en F.

Definicién 1.7.1. El conjunto Z;(k) se le llama una curva plana afin. El con-
junto Zy(F') es el conjunto de puntos con coordenadas en F de la curva plana
afin de grado d definida por f(z,y).

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.7.2. Sea f(z,y) € k[z,y] un polinomio de grado d > 0. Entonces Z¢ (k)
es un congunto infinito. En particular, Zs(k) # 0.

Ejemplo 1.7.3. Sea p un nimero primo. Sea F, el campo finito Z/pZ. Sean r €
N y g := p". Existe un dnico campo finito con q elementos (salvo isomorfismo),
y lo denotamos por Fy, el cual se obtiene adjuntando a F), todas las raices del
polinomio 7 — x. Sea f(x,y) € Fy[z,y]. Decimos que f(x,y) define una curva
algebraica sobre un campo finito. Como F, es un conjunto finito, se tiene que
Zi(Fy) C Fy xF, es también finito. Cuando Fyn es la extension de grado n
sobre Fy (dicha extensidn es dnica salvo isomorfismo), se usa la notacion

N = 1 Zp(F )

Se puede probar la siguiente afirmacion importante, aunque es algo que no se
tratard en la presente tesis: Sea Z¢(Fy) una curva no singular de género g.
Entonces N, < (¢" + 1) + 2¢/q".
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1.8. Anillos de funciones

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 2).

Sea k cualquier campo. Dotamos a k con la topologia de Zariski, es decir,
donde un subconjunto no vacio C' C k es cerrado si y sélo si es una unién finita
de puntos de k, o k. Consideramos las funciones

x:Zyk)—k v y:Zik) =k

donde
(a,b) —a y (a,b)—b

Queremos dotar a Zj (k) con una topologia tal que X y y sean continuas
cuando A!(k) tiene la topologfa de Zariski. Si ambas son continuas entonces un
punto (a,b) de Z;(k) es cerrado, ya que (a,b) = x~1(a) Ny~ 1(b).

Sea g(z,y) € k[, y] cualquier polinomio. Definimos la funcién g : Z(k) — k
mediante (a,b) — g(a,b) := g(a,b). Entonces dotamos a la curva Z;(k) con la
topologfa 7 més chica sobre Z;(k) tal que todas las funciones g, con g € k[z, ],
son continuas (donde k tiene la topologia de Zariski mencionada), es decir, si
7/ es una topologia sobre Z f(E) tal que todas las funciones g son continuas
entonces 7 C 7. Similarmente, podemos definir una topologfa sobre k" como la
topologia mas chica sobre k" tal que todas las funciones g, con g € k[x1, ..., 2y),
son continuas. Notamos que la topologia de Zariski sobre k" es también la més

chica tal que todos los conjuntos de la forma Z,(k) son cerrados. En particular,
Z(k) es cerrado en EQ, y la topologia de Z¢(k) es la inducida por la topologia

de Zariski sobre k. Podemos describir a la topologfa de Zariski sobre la curva

Z¢(k) de manera explicita como sigue:

Proposicién 1.8.1. Sea f € k[z,y] irreducible. Un subconjunto no vacio C €

Zs(k) es cerrado si y solo si es una unidn finita de puntos de Z(k), o Zs(k).

Mencionamos un teorema importante.

Teorema 1.8.2. Sea f € k[z,y] un polinomio irreducible. Sea g € klx,y] un

polinomio no dwisible por f(x,y). Entonces Zy(k)NZ,(k) es un conjunto finito.

En la demostracién del teorema 1.8.2 (que se puede consultar en la biblio-
graffa mencionada en esta seccién) se usan los siguientes resultados y definicio-
nes.

Lema 1.8.3. Sea A cualquier anillo. Sea g(x) cualquier polinomio en Alx]. Sea
a € A. Entonces x — a divide a g(z) en Alz] si y sdlo si g(a) = 0.
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Definicién 1.8.4. Sea A cualquier anillo, y sea f(y) == any™ + -+ ao ¥y
9(y) == bmy™ + -+ by dos polinomios en Aly], con apb,, # 0. El resultante de
f vy g se define como el elemento

Qp Ap—1 N ap
A, Ap—1 o ap
Res(f,g) := det An  Gp_1 ... Qg
bm  bm—1 ... bo
bm  bm-1 ... ... b
donde el nimero de filas de la forma (a, an—1 ... ag) esigual am, y
el nimero de filas de la forma (by, bm—1 ... bo) esigual an. Si f =0,

hacemos Res(f,g) = 0.

Lema 1.8.5. Sea A un dominio factorial. Si apb, # 0 entonces f y g tienen
un factor no constante en comin en Aly| si y sdlo si Res(f,g9) =0

Sea f(z,y) == iy ai(2)y’, con an(x) # 0,y glz,y) = 3Ly bj(x)y’, con
b (x) # 0. Consideramos el polinomio

Res(f(x,y), g(x,y)) € klz]

Llamamos a este polinomio el resultante de f y g con respecto a la variable y,
y se denota por Res,(f, g)(x)

Un corolario del teorema 1.8.2 es el siguiente:

Corolario 1.8.6. Sean f y g dos polinomios primos relativos en k[z,y]. En-

tonces Z¢(k) N Zy(k) es un conjunto finito.

Mencionamos una proposicién més.

Proposicién 1.8.7. Sean f y g dos polinomios primos relativos en k[z,y].
Supongamos que f(z,y) = y™ + E?:_Ol a;(z)y" es ménico en y. Entonces a €

x(Zp(k)NZy(k)) si y sélo si Resy(f,g)(a) =0.

Observacién 1.8.8. Sean f(z,y) = [[;=,(x — a;) y g(z,y) = [[j=,(y —b;) dos
polinomios primos relativos y libres de cuadrados. Entonces Zy(k) N Z,(k) con-
tiene exactamente mn = deg(f)deg(g) puntos distintos. El teorema de Bézout
establece, en general, que cuando f y g son cualesquiera polinomios primos re-

lativos entonces | Z;(k) N Z,(k)| < deg(f)deg(g).

Fl siguiente es otro corolario del teorema 1.8.2.
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Corolario 1.8.9. Sea f gE[x7y} Sean [ y g dos polinomios tales que g = h
como funciones sobre Zy(k). Entonces f divide a g — h. En particular, g y h
definen el mismo elemento en el anillo Cy := k[z,y]/(f).

Dotamos a Zf (k) y k con la topologia de Zariski, y consideramos el conjunto
de funciones continuas de Zy(k) a k, C(Zs(k), k). Del corolario 1.8.9 se obtiene
que la funcién iy : Cy — C(Z¢(k), k), con g+ (f) — g, es inyectivo. Llamamos

a Cy el anillo de funciones algebraicas sobre Z;(k) (o anillo de funciones de

Zs(k)). Si Cy es dominio entonces f es irreducible.
Tenemos la siguiente definicién y un lema después.

Definicién 1.8.10. Sea f € k[x,y] un polinomio irreducible, tal que el anillo
Cy = kl[z,y]/(f) es un dominio entero. Denotamos por k(Z;) el campo de
fracciones del anillo Cy, y lo llamamos el campo de funciones racionales de la
curva afin definida por f, y a sus elementos los llamamos funciones racionales

de Z; (k).

Lema 1.8.11. Dada o € E(Zf)*, existe un nimero finito de puntos Py, ..., Ps

en Z¢(k) tal que o define una funcion continua o : Zp(k) \ {P1,..., Ps} — k.

Sea f(x,y) = an(z)y™ + - - + ag(x) un polinomio irreducible en k[x,y]. La
funcién natural 7 7
v o kel = Cp = kla, 9]/ (f)

es inyectiva si f(x,y) # cx 4+ d, V ¢,d € k. Cuando la funcién ¢ es inyectiva, se
puede extender a la funcién inyectiva dada por

E(x) = B(Zy)

g9(@)/h(x) = o(g(x))/p(h(x))
del campo de fracciones k(z) de k[z] al campo de fracciones k(Z¢) de Cy. El
campo k(Z;) es isomorfo a k(x)[y]/(f) y, por tanto, la extensién k(Z;)/k(x) es
de grado finito igual a deg,(f). Tomamos la tripleta (A, K,L) con A = k[z],
K =k(z), y L = k(Z;). Cuando a,(x) = 1, se tiene que cada elemento de Cj
es entero sobre k[z], y entonces Cy es extensién entera de k[z].

Por la proposicién 1.5.6 se obtiene que cuando a,(z) = 1 entonces Cy tiene
dimensién 1. Més adn, como Cy estd generado sobre k[z] por las clases de
los elementos 1,y,...,y" ! entonces se obtiene del corolario 1.4.5, que Cy es
noetheriano. Por tanto, el dominio C'y es enteramente cerrado si y sélo si es un

dominio de Dedekind.
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1.9. Puntos e ideales maximales

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 3).

Queremos establecer una biyeccién entre los puntos de la curva Z¢(k) y el
conjunto de ideales maximales Max(C) del anillo Cy := klz,y]/(f) (si A es
conmutativo, se denota por Max(A) al conjunto de ideales maximales de A.)

Definicién 1.9.1. Sea g € Cy. Elvalor de g en un punto (a,b) € Z(k) se define
como el elemento g(a,b) € k, donde g(x,y) € klz,y] es cualquier polinomio cuya
clase en Cy es g.

_ Notamos que la definicién anterior no depende del g(, y) elegido. Sea (a,b) €
k(Zy) fijo. Tomamos el conjunto

M :={g€Cy|g(a,b) =0}

Veamos que el ideal M es igual al ideal N generado por las clases en C; de
x —ayy— b Tenemos que el ideal (z — a,y — b) C k[r,y] es maximal en
k[z,y] pues el cociente k[z,y]/(z — a,y — b) es isomorfo al campo k. Por tanto,
si f(z,y) € (x —a,y —b) entonces N es maximal en Cy. Ahora, sea g € Cf, y
g(z,y) € k[r,y] un representante de g en Cy. Escribimos

%

0
o (a,b)(z —a)+ —g(a, b)(y — b) + terminos de orden mayor

g(m,y)zg(a,b)—&- dy

la expansién de Taylor de g(z,y) en (a,b). Notamos entonces que g(a,b) = 0siy
s6lo si g(z,y) € (z — a,y — b) C k[z,y]. Por tanto, el ideal maximal (x —a,y —b)
de k[z,y] contiene a f(z,y), y por lo tanto, define un ideal maximal de Cy, a
saber, M.

Mencionamos dos lemas.

Lema 1.9.2. Sea f(z,y) € k[z,y] cualquier polinomio no constante. Entonces
el ideal de k[z,y] generado por f no es maximal.

Lema 1.9.3. Sea A un dominio factorial con campo de fracciones K. Sea M
un ideal mazimal de Aly] que no sea principal. Entonces M N A # (0).

Los lemas 1.9.2 y 1.9.3 se usan en la demostracion de la siguiente proposiciéon
(la cual se puede encontrar en [9], capitulo 2, seccién 3).

Proposicién 1.9.4. Sea M un ideal mazimal de k[z,y]. Entonces existe un
punto (a,b) € A%(k) tal que M estd generado por (x —a) y (y —b).

Finalmente, mencionamos un corolario de la proposicién 1.9.4.
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Corolario 1.9.5. Sea f € k[x,y] un polinomio irreducible. Un ideal M del anillo
Cy = k[z,y]/(f) es mazimal si y sélo si puede ser generado por las clases en
C} de dos elementos de la forma x —a yy — b in k[z,y], con f(a,b) = 0. Sea
If(a,b) el ideal de Cy generado por las clases en Cy de x —a y y—b. La funcion

Iy : Z¢(k) — Max(Cy) dada por (a,b) — I¢(a,b) es una biyeccion.

1.10. Morfismos de curvas

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 4).

Recordamos que si A es un anillo entonces una A-dlgebra es un anillo B
junto con un homomorfismo de anillos ¢ : A — B (decimos también que ¢ :
A — B es una A-élgebra o que B es una A-algebra.). También, si ¢ : A — B
y v : A — C entonces un homomorfismo de A-dlgebras es un homomorfismo
de anillos ¢ : B — C tal que v = ¢ o . Y por iltimo, que B es una A-
algebra finitamente generada si existe, para algin n € N, un homomorfismo de
A-dlgebras suprayectivo ¢ : Alxy,...,z,] = B.

Sea ¢ : Zj(k) — Z4(k) cualquier funcién entre dos curvas. Notamos entonces
que ¢ determina de manera unica dos funciones @1, s : Zf(k) — k tales que

e(a,b) := (¢1(a,b), v2(a,b)).

Definicién 1.10.1. Una funcion Zy(k) — Z4(k) entre dos curvas planas es un
morfismo de curvas planas afines si existen dos polinomios o(z,y) y B(z,y) en

klz,y] tales que p1(a,b) = a(a,b) y pa(a,b) = B(a,b), V (a,b) € Zs(k).

Tenemos entonces un lema.

Lema 1.10.2. Sean f,g € k[z,y] polinomios irreducibles. Dotamos a Z(k)

y Zg(k) con la topologia de Zariski. Sea ¢ : Z;(k) — Zy(k) un morfismo de
curvas. Entonces ¢ es continua.

Ejemplo 1.10.3. Proyecciones sobre los ejes x y y. Sea flx,y) cualquier po-
linomio irreducible. Sea g(x,y) = y. La curva Z,(k) es el "eje x” en A%(k).

La funcion py : Zs(k) — Zy(k), con (a,b) — (a,0), es un morfismo de cur-

vas. Definimos similarmente la proyeccion al "eje y”, py : Zs(k) = Zy(k), con
(a,b) — (0,0).

Definicién 1.10.4. Un morfismo de curvas planas ¢ : Zi(k) — Z,(k) es un
isomorfismo si existe un morfismo de curvas planas ¥ : Z,(k) — Z;(k) tal que
por) = Idzg@) yYop = Idzf(E)- Si f = g entonces el isomorfismo p es un
automorfismo.

25



Sean Z¢(k) y Z4(k) dos curvas planas afines dadas por dos polinomios irre-

ducibles f y g. Cualquier funcién continua ¢ : Z¢(k) — Z4(k) define una funcién
o1+ C(Z,(8),F) — C(2;(R),F)
h— hoyp
Se vio cémo los anillos Cy := k[z, y](f) y Cy := k[u,v]/(g) se puede pensar

como el anillo de funciones continuas de las curvas Z(k) y Z,(k) a k. Conside-
ramos el siguiente diagrama del cual se desprende un lema 1.10.5 siguiente:

Cg Cf

Lo

C(Zy(k), k) —=> C(Z4(F), )

Lema 1.10.5. Sea ¢ : Zy(k) — Zy4(k) una funcidn continua entre dos curvas
algebraicas dotadas con la topologia de Zariski. La funcion ¢ es un morfismo de
curvas planas si y solo si (@} oig)(Cy) Cip(Cy). Si@ es un morfismo de curvas
entonces la funcion @;l;,(c,) define un homomorfismo de k-dlgebras entre Cy y
Cy, denotado por ¢*, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Cg%cf

ig iif
C(Zy(k), k) — C(Z;(k), k)
Ezxplicitamente, se define como
©*(clase de u) := (if) "' (¢} 0i,)(clase de u)
©*(clase de v) := (i) " (¢} oi,)(clase de v)
Sea ¢* : Cy — Cf un homomorfismo de k-dlgebras (i.e., ¢* es un homomor-
fismo de anillos tal que ¢*|z = Id). El homomorfismo define de manera natural
un morfismo de curvas ¢ : Zy(k) = Z4(k). Sea @, (x,y) € klx,y] un polinomio

tal que su clase en Cy es igual a ¢*(clase de u), y sea ¢, (x,y) € klz,y] tal que
su clase en Cy es igual a ¢*(clase de u). Definimos:

¢ : Zs(k) = Zy(k)

(a,b) = (pu(a,b), ¢u(a,b))
Notamos que ¢ estd bien definida y no depende de las elecciones de @, (x,y) y
@y (z,y), pues como g(clase de u, clase de v) = 0 en C, se obtiene en Cy que:

v*(g(clase de u, clase de v)) = 0 = g(clase de ¢, (z,y), clase de @, (x,y))
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Por tanto, f divide a g(yu(z,¥), ¥u(2,y)), y entonces para todo (a,b) € Z¢(k)
se tieme g(pu(a ), go(a, b)) = 0, y por tanto (g, (a, ), pu(a,b)) € Zy(F).

Lema 1.10.6. Sea ¢* : Cqy — Cf un homomorfismo de k-dlgebras. Sea ¢ :

Zs(k) = Z4(k) el morfismo de curvas inducido como se describic antes. Sea
o7+ C(Z,(F),F) = C(Z5(F), )
h— ho ()

Entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

C(Zy(k), k) —=> C(Z4(F), F)

Ejemplo 1.10.7. La funcion proyeccion al eje x, p, : Zg(k) — Zy(k), corres-
ponde a un homomorfismo de anillos p : k[z,y]/(y) — Cf. Identificamos al
anillo k[z,y]/(y) con k[z], y pensamos la funcién natural k[z] — C; como una

funcion sobre funciones a la proyeccion del eje x.

Definicién 1.10.8. El conjunto de ideales primos de un anillo A es el espectro
de A y se denota por Spec(A). Dado un homomorfismo de anillos ¢ : A — B,
consideramos la funcion natural

Spec(v) : Spec(B) — Spec(A)
Py~ (P)

Sea Zy(k). Recordamos que la funcién Iy : Zy(k) — Max(Cy), (a,b) —
(x — a,y — b), es biyectiva.

Concluimos con el siguiente lema.

Lema 1.10.9. Sean Cy y C, dos anillos de funciones de dos curvas planas afi-
nes dadas por dos polinomios irreducibles f(x,y) y g(u,v), respectivamente. Sea
©* : Cg = C§ un homomorfismo de k-dlgebras. Entonces la funcion Spec(¢*) se
restringe a una funcion ¢’ : Cy — Cy, M — (¢*) "1 (M). Mds ain, el siguiente
diagrama es conmutativo:

Z(k) b Max(CY)
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1.11. Puntos singulares

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 5).

Definicién 1.11.1. Sea f(x,y) € klx,y]. Un punto (a,b) en Z;(k) es un punto
singular si (%)(a, b) = (g—i)(a, b). Si (a,b) es un punto singular entonces deci-
mos que la curva Z(k) es singular en (a,b). La curva afin Z(k) definida por
f(z,y) es no singular si no contiene ningin punto singular.

Sea l(z,y) = (%)(a, b)(x—a)+ (g—g)(a, b)(y —b). Cuando (a,b) es un punto

no singular de Z¢(k), la recta Z;(k) se le llama la recta tangente de Z;(k) en
(a,b).

Definimos ahora el discriminante de un polinomio.

Definicién 1.11.2. Sea A cualquier anillo. Sea g(x) € Alx] cualquier polino-
mio. Sea ¢'(x) la derivada de g(z) en Alz]. El resultante de g(z) y ¢'(x) depende
unicamente de los coeficientes de g(x) y se le llama el discriminante de g(x), y
se denota por disc(g).

Consideramos cualquier dominio factorial A, y sea a € A. Supongamos que
(x — a) divide a g(z). Entonces (x — a)? divide a g(z) si y sélo si (x — a) divide
a ¢'(z). En particular, del lema 1.8.5 se obtiene que g(z) tiene una raiz doble si
y sélo si disc(g) = 0.

En general, si tuviéramos una factorizacién h(x,y) = f(x,y)g(z, y) en k[z, y],
con fy g primos relativos, entonces se puede verificar que Z, (k) = Z;(k)UZ, (k).
Si tuviéramos f € k[x,y] un polinomio irreducible entonces notamos que por la
seccién 1.10 se tiene que la proyeccion dada por

x: Zp(k) = k= A'(k)
(a,b) —a

es un morfismo de curvas que corresponde al homomorfismo de anillos
x* 1 k[z] = Cy
x — clase de x

La funcién x* es inyectiva si f(z,y) no es de la forma cx + d, para algunos
¢,d € k (para verlo, usamos que k es algebraicamente cerrado y que f es irredu-
cible). Cuando x* es inyectiva, podemos identificar k[z] con su imagen en C.
Consideramos el caso en que A = k[z], K = k(z), y L = k(Zy). Si el polinomio
f(z,y) es ménico en y (visto como polinomio en k[z][y]) entonces la funcién x*
es inyectiva y el anillo C; estd contenido en la cerradura entera del anillo k[z]
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en el campo k(Zy) (pues la clase de y en Cy es entero ‘sobre ELQU]) El teorema
siguiente nos dice cuando C es la cerradura entera de k[z] en k(Zy).

Teorema 1.11.3. Sea f € k[z,y] un polinomio irreducible. Entonces el anillo
Cy = k[z,y]/(f) es enteramente cerrado si y sélo si la curva Zs(k) es no
singular.

1.12. Localizacién

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 6) o en
[1] (capitulo 3).

Definicién 1.12.1. Sea A un anillo conmutativo. Un conjunto S en A es mul-
tiplicativo si0 ¢ S, 1 € S, y si a,b € S entonces ab € S.

Ejemplo 1.12.2. w (i) Sean € A. Sin no es divisor de cero en A entonces
el conjunto S := {1,n,n?,...} es multiplicativo.

» (ii) Sea P C A un ideal primo. El conjunto S := A\ P es multiplicativo.

Sea A un anillo conmutativo, y sea S un subconjunto multiplicativo de A. Se
define un nuevo anillo, denotado por S™' A, el cual se puede interpretar como el
anillo obtenido al 4djuntar a A los inversos de todos los elementos en el conjunto
S’, y se define como sigue:

Consideramos en A x S la relacién

(a,s) = (b,t) siy sblo si existe o € S tal que o(at —bs) =0
Notamos que cuando el anillo A es un dominio entero, la ecuacién o (at—bs) =
0 implica que at —bs =0 puesc € Sy 0 ¢ S.

Lema 1.12.3. La relacion = sobre A x S es una relacion de equivalencia.

Sea a/s la clase de equivalencia de (a, s) en A x S. Sea S~1A el conjunto de
clases de equivalencia. Se le puede dar a S~'A una estructura de anillos como
sigue:

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/st
(a/5)(b/t) = (ab/st)

1/1 = elemento identidad

Se le llama a S™!A el anillo de fracciones de A con respecto a S. La funcién

js:A—)SilA
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arall

es un homomorfismo de anillos. La funcién j4 (también denotada por j) junto
con S~'A cumplen las siguientes propiedades:

= (i) Sea s € S. El elemento j(s) = s/1 en S™1A es invertible y su inverso
es el elemento 1/s.

= (ii) Si A es un dominio entero entonces j es inyectivo. Para verlo, notamos
que si j(a) = a/1 = 0/1 entonces existe o € S tal que oa = 0, pero como
A es dominio y 0 ¢ S, se obtiene a = 0.

= (iii) Cuando A es dominio, el anillo S™!A es también dominio. Para verlo,
si tenemos a/s,b/t € ST1A con a/s-b/t = 0 entonces existe o € S tal que
o(ab—0) = 0. Como A es dominio y o # 0, se obtiene que a o b tiene que
Ser cero.

» (iv) Cuando A es dominio, el campo de fracciones K de A es el anillo
S71A con S = A\ {0}.

Mencionamos ahora una propiedad importante.

Proposicién 1.12.4. (Propiedad universal de anillos de fracciones.) Sea A un
anillo conmutativo y sea S C A un subconjunto multiplicativo. Sea g : A — B
un homomorfismo de anillos tal que para todo s € S se tiene que g(s) es una
unidad en B. Entonces existe un unico homomorfismo de anillos g’ : S™'A — B
tal que g =g o j.

De la proposicién 1.12.4 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.12.5. Sea A un dominio con campo de fracciones K. Sea S C A
un subconjunto multiplicativo. El anillo S™'A puede ser identificado de mane-
ra Unica con el subanillo A[l/s,s € S| de K, generado por A y el conjunto

{1/s]|seS).

El lema 1.12.6 a continuacién se usa para probar el lema 1.12.8, y a su vez
el lema 1.12.8 y la observacién 1.12.7 se usan para la proposicién 1.12.9 (ver [9],
seccién 6 del capitulo 2 para las demostraciones).

Lema 1.12.6. Sea A un anillo conmutativo. Sea S C A un subconjunto mul-
tiplicativo. Sea I cualquier ideal de A. Sea S~'I el ideal de S™'A generado
por la imagen js(I). Entonces S™'I = {x/s | v € I,s € S}. En particular,
ST =5"1AsiysélosiINS #0.

Observacién 1.12.7. Consideramos el homomorfismo de anillos j : A —
S=YA. Sea J cualquier ideal de ST'A, y sea I := j~(J). Entonces el ideal
S~ es igual a J. Para verlo, si x € I entonces x/s = j(x)s~1 pertenece a J.
Y por otro lado, si x/s € J entonces x/1 € J, y por tanto x € I.
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Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Sea J cualquier ideal de B. Sea
I := f=(J). Notamos que el ideal f(I)B de B generado por f(I) estd conte-
nido en J. Cuando f es suprayectivo entonces f(I)B = J. Pero en general, la
inclusién f(I)B C J es estricta.

Lema 1.12.8. Sea A un anillo conmutativo. Sea S C A un subconjunto multi-
plicativo. Sea P C A un ideal primo tal que PN S = (). Entonces S™'I es un
ideal primo de S A.

Proposicién 1.12.9. Sea A un anillo conmutativo. Sea S C A un subconjunto
multiplicativo. La funcién j : A — ST1A induce una biyeccion

71 :Spec(ST'A) — {P € Spec(A) | P C A\ S}

1

donde la funcion j—' es tal que P — ST'P. Ademds, j y su inverso preservan

inclusiones.

Mencionamos ahora dos definiciones.

Definicién 1.12.10. Sea P C A cualquier ideal primo. El conjunto S = A\ P
es multiplicativo, y el anillo ST1A es la localizacién de A en P, y se denota por
Ap. Elideal ST'P se denota por PAp.

Definicion 1.12.11. Un anillo A es local si tiene un unico ideal mazimal.

Ahora, mencionamos tres corolarios de la proposicién 1.12.9.

Corolario 1.12.12. Sea P € Spec(A). Entonces Spec(Ap) estd en biyeccion
con el conjunto de ideales primos de A contenidos en P, y esta biyeccion es tal

que preserva inclusiones. En particular, el anillo Ap es local con ideal mazximal
PAp.

Corolario 1.12.13. Sea A cualquier anillo. Sea P € Spec(A). Entonces ht(P) =
dim(Ap), y dim(A) = sup{dim(Ap) | P € Spec(A)}.

Corolario 1.12.14. Sea A un dominio de dimension 1. Sea S un conjunto
multiplicativo tal que A\ S contiene a un ideal mazimal P de A. Entonces
ST1A tiene dimension 1. En particular, Ap tiene dimension 1.

Sea f un polinomio irreducible. Sea Cy := k[z,y]/(f). Consideramos k(Zy)
el campo de fracciones de Cy. Sea (a,b) € Zs(k) cualquier punto. Tenemos la
siguiente definicién:
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Definicién 1.12.15. Decimos que una funcion racional o en E(Zf) estd defi-

nida en (a,b) si existen g(x,y) y h(z,y) en k[z,y] tales que o = % en

k(Z¢) (el cual denotamos solamente por g(z,y)/h(z,y)), y tal que h(a,b) # 0.
Cuando « estd definido en (a,b) entonces definimos el valor de o en (a,b) como

a(a,b) :=g(a,b)/h(a,b).

Notamos que el valor de a(a,b) no depende de la eleccién de g(z,y) y h(z,y).
Sea If(a,b) el ideal maximal de C correspondiente a (a,b) (corolario 1.9.5).
Recordamos que una funcién h de Cy pertenece a If(a,b) siy sélo si h(a,b) =0
(de la definicién 1.9.1). Por tanto, una funcién racional « estd definida en (a, b)
si y s6lo si existen g,h € Cy con h ¢ If(a,b) tal que o = g/h. Se obtiene
entonces que el anillo (Cy) I;(a,p) Puede ser identificado, como en el corolario

1.12.5, con el subanillo de k(Zy) que consiste de todas las funciones racionales
de k(Zy) definidas en (a, b).

Definicién 1.12.16. Llamamos a un punto P sobre la curva Zf(E) un polo de
o st una funcidn o no estd definida.

Notamos que se obtiene del lema 1.8.11 que una funcién « tiene tinicamente

un numero finito de polos Z¢(k).
Mencionamos ahora dos proposiciones importantes.

Proposicién 1.12.17. Si A es un anillo noetheriano y S es un subconjunto
multiplicativo entonces S™'A también es un anillo noetheriano.

Proposicion 1.12.18. Sea A un dominio enteramente cerrado. Sea S C A
multiplicativo. Entonces S™1A también es dominio enteramente cerrado.

El siguiente corolario es consecuencia de 1.2.18, y el corolario 1.12.20 es
consecuencia de 1.2.17, 1.2.18 y de 1.2.14 (ver [9]. seccién 6 del capitulo 2).

Corolario 1.12.19. Sea B la cerradura entera de un dominio A en un campo
L. Sea S C A un subconjunto multiplicativo. Entonces el anillo S™'B es la
cerradura entera de S~'A en L.

Corolario 1.12.20. Sea A un dominio de Dedekind. Sea S C A un subconjunto
multiplicativo tal que A\ S contiene a un ideal primo no trivial de A. Entonces
STYA también es un dominio de Dedekind.
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1.13. Dimension y curvas afines

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 7).

Consideramos la siguiente proposicién.

Proposicion 1.13.1. Sea A un dominio de dimension 1. Entonces el anillo
Aly] tiene dimension 2 o 3. Si A es un dominio de ideales principales entonces
Aly] tiene dimension 2.

En general, se puede probar que si A es un anillo de dimensién n entonces
n+1 < dim(Afy]) < 2n+1, y que si A es noetheriano entonces dim(A[y]) =
n+ 1.

El siguiente es un corolario de la proposicién 1.13.1.

Corolario 1.13.2. Sea f € k[z,y] un polinomio irreducible. Entonces el anillo
klx,y]/(f) tiene dimension 1.

Ademsds, se puede probar el siguiente corolario usando el corolario 1.13.2
(ver [9]).

Corolario 1.13.3. Sea f € E[xLy] un polinomio irreducible. Entonces todo ideal
primo distinto de cero de Cy = klx,y]/(f) es un ideal mazimal generado por las
clases de x —a y y — b en Cy para algin (a,b) € k x k tal que f(a,b) =0.

Sea f € k[x,y] irreducible. La k-dlgebra C tiene dimensién 1. El con-
junto Zy(k) estd en biyeccién con Max(Cy). Cualquier morfismo de curvas
Z¢(k) — Z4(k) viene dada por un homomorfismo de k-dlgebras ¢* : Cy — C.
Notamos que un conjunto de dos funciones sobre Z f(E) son fijados, a saber,
{clase de z, clase de y}. Estas dos funciones generan a Cy como k-dlgebra. En

particular, C'r es una k-algebra finitamente generada.

Definicién 1.13.4. Sea k cualquier campo. Una curva afin sobre k es un par
(Max(A), A), donde A es una k-dlgebra finitamente generada de dimension 1.
Cuando A es un dominio, la curva (Max(A), A) se le llama entera (o irreducible
y reducida).

Sea (Max(A), A) cualquier curva afin sobre k. Notamos que podemos pensar
a los elementos de A como funciones definidas sobre Max(A), as{ como se hizo
en el caso de curvas planas, ya que se puede probar que si M € Max(A) entonces
A/M es isomorfo a k, por lo que el valor que toma h € A en el elemento M se

define entonces como h(M) := clase de h en el cociente A/M = k
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Definicién 1.13.5. Una curva plana entera sobre k viene dada por una curva
entera (Max(A), A) y un conjunto de dos funciones en A (fijas), digamos x y
Yy, que generan a A visto como una k-dlgebra.

Sea (Max(A), A) una curva plana entera sobre k. Consideramos la funcién
k[X,Y] = A, con X — z y Y + y. Se obtiene de las hipétesis que esta
funcién es suprayectiva. Como A es un dominio entonces el kernel de esta funciéon
es un ideal primo P de k[X,Y]. Como A tiene dimensién 1, se obtiene que
P = (f(X,Y)) para algin polinomio irreducible f. La funcién

Max(A) — &
M x(M),y(M)

es inyectivo, y su imagen es el conjunto Z;(k).

En general, dada cualquier curva entera (Max(A4), A) y un conjunto de n
funciones 1, . .., z, que generan a A visto como una k-algebra, se puede probar
que la funcién

¢ : Max(A) = k"
M (x1 (M), ..., x,(M))

es también inyectiva. Més atn, su imagen puede describirse como sigue: consi-
deramos la funcién k[Xy,....X,] = A, con X; = z;, Vi = 1,...,n. El kernel
de esta funcién es un ideal primo P. Como k[X1, ..., X,] es noetheriano, se ob-
tiene del teorema 1.16.1 que P = (f1,..., fs) es finitamente generado. Se puede
verificar entonces que la imagen de ¢ en k' es el conjunto de ceros en comun
del sistema de ecuaciones {f; = 0}7_;.

Definicién 1.13.6. Un morfismo de curvas afines sobre k entre (Max(A), A)
y (Max(B), B) es un par (¢, ¢*), donde ¢* : B — A es un homomorfismo de
k-dlgebras, y ¢ : Max(A) — Max(B) es tal que manda M a (¢*)~1(M).

El ideal (p*)~!(M) siempre es un ideal maximal, por lo que ¢ estd bien
definida. Notamos que la funcién ¢ es la restriccién de la funcién Spec(o*) :
Spec(A) — Spec(B) a Max(A4).

Definicién 1.13.7. Una curva afin (Max(A), A) sobre k se le llama una linea
afin si A es isomorfo, como k-dlgebra, al anillo de polinomios klzx].

La curva (Max(k[z]), k[z]) puede pensarse como una linea afin con una fun-
cién coordenada, a saber, z. La funcién Max(k[z]) — k, con M + z(M), es una
biyeccién.

Sea (Max(A), A) cualquier curva afin entera sobre k. Identificamos a k con
el subcampo de k-1 de A. Un elemento de k de A se le llama una funcién
constante. Cualquier funcién no constante o en A induce un morfismo de A a
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una linea affn: la funcién ¢* : k[r] = A, con z @, es un homomorfismo de
k-dlgebras. Por tanto, (¢, ¢*) : (Max(A), A) — (Max(k[x]), k[x]) es un morfismo
de curvas.

Definicién 1.13.8. Sea (Max(A), A) cualquier curva entera sobre k. Un mor-

fismo suprayectivo de curvas (p,9*) : (Max(k[t]), k[t]) — (Max(A), A) se le
llama una parametrizacion de (Max(A), A).

Si (Max(Cy),Cy) es una curva plana entonces la parametrizacién (g, p*) es
tal que el homomorfismo ¢* : C'y — k[t] est4 dado por dos polinomios z(t), y(t) €
k[t] tales que f(z(t),y(t)) = 0 en k[z]. La funcién ¢ : Max(k[t]) — Max(C})
se puede identificar con la funcién k& — Z;(k) que manda un elemento a a

(z(a), y(a))-

1.14. Dominios de ideales principales locales

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 8).

Sea f € k[z,y] un polinomio ireducible. Sea Cy := k[z,y]/(f). Sea (a,b) €
Zy (k), y sea M el correspondiente ideal maximal generado en C + por las clases
de 2 —ay y —b. Como se vio antes, el anillo local (C¢)y puede interpretarse
como el anillo de funciones racionales sobre Z (k) que estdn definidas en (a, b).
Tenemos que (a,b) es un punto no singular si y sélo si el anillo (Cf)p es un
dominio de ideales principales.

Proposicién 1.14.1. El punto (a,b) es un punto no singular de Zz(k) si y solo
si el ideal mazimal de (Cy)nr estd generado por un elemento.

Sea f € k[z,y] irreducible. Como C/ tiene dimensién 1, la localizacién (C't) n
es un dominio de dimensién 1 para todo M € Max(Cy). En particular, (Cy)am
tiene Unicamente dos ideales primos: (0) y M(C¢)ar. Cuando M corrresponde
a un punto no singular de la curva Z f(E), la proposicién 1.14.1 nos dice que
M(Cy)a es un ideal principal. La siguiente proposicién nos dice que (Cy)ps es
un dominio de ideales principales.

Proposicién 1.14.2. Sea A cualquier anillo conmutativo. Entonces son equi-
valente:

= (1) Todo ideal de A es principal.

= (2) Todo ideal primo de A es principal.

El siguiente es un corolario de la proposicion 1.14.2.
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Corolario 1.14.3. Sea f € k[x,y] cualquier polinomio irreducible. Entonces la

curva Z(k) es no singular si y sdlo si el anillo Cy es tal que su localizacién en
cualquier ideal maximal es un dominio de ideales principales local.

Terminamos esta seccién con tres lemas que serdn de utilidad en los siguientes
capitulos.

Lema 1.14.4. Sea A un dominio de dimensién 1. Sea M C A un ideal mazrimal
generado por dos elementos x y y. Entonces son equivalentes:

w (i) Ay es un dominio de ideales principales.

= (ii) Existen dos elementos u,v € A tales que ux + vy = 0 y tal que al
menos uno de los elementos u,v no pertenece a M.

» (ii3) Uno de los dos elementos z,y genera a M Ay

Lema 1.14.5. Sea A un dominio de ideales principales local. Sea K su campo
de fracciones y x € K. Entonces x € A o 1/x € A.

Lema 1.14.6. Sea R un dominio de ideales principales local con campo de
fracciones K. Sea S cualquier dominio local con R C S C K. Sean Mpr y Mg
los ideales mazimales de R y S, respectivamente. Si Mg C Mg entonces R = 5.

1.15. Localizacién de médulos

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 9) y en
[1] (capitulo 3).

Sea A cualquier anillo. Sea M un A-médulo y S C A un subconjunto mul-
tiplicativo. Consideramos la siguiente relacién sobre M x S:

(m,s) = (m',s") siysélosiIoeS tal que o(s'm —sm’) = 0.

La relacién = es una relacién de equivalencia. Denotamos por m/s a la clase de
(m, s) bajo =,y S~ M al conjunto de clases de equivalencia bajo =. El conjunto
S~!'M tiene una estructura de S~ A-médulo:

v ml/Sl,mg/Sg S SilM, (ml/sl) + (mg/Sg) = (52m1 + Slmg)/Slsg
Va/sc€ STTAYm/te STIM, (a/s)(m/t) = am/st

El S~'A-médulo S~'M es el médulo de fracciones de M con respecto a
S. Un homomorfismo de A-médulos f : M — N induce un homomorfismo de
S~1 A-médulos
STHf):STIM — STIN
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m/s— f(m)/s
Sig: N — @ es cualquier homomorfismo de A-médulos entonces S~1(go f) =

S7H(g) o STHS).
Tenemos entonces

Proposicién 1.15.1. Sea M’ Iy M % M una sucesion de A-médulos que sea

exacta en M. Sea S C A un subconjunto multiplicativo. Entonces la sucesion de
S~ A-mddulos

s1ap S D g1y 5O g1 pm

es ezacta en SIM.

Tenemos dos corolarios de la proposiciéon 1.15.1.

Corolario 1.15.2. Sea 0 — M’ & M % M" — 0 una sucesion ezacta de
A-mddulos. Sea S un subconjunto multiplicativo. Entonces la sucesion

1 1
O_>S_1M/S_gf)S_lMS_ég)S—lM//_)O

es una sucesion exacta de S~ A-mdédulos

Corolario 1.15.3. Sea S C A un subconjunto multiplicativo. Sea f: M — N
un homomorfismo de A-mddulos. Entonces

= (i) S7H(Im(f)) = Im(S~'(f)).
- (ii) 571 (Ker(f)) = Kex(S™1(f).
Sea P C A un ideal primo. Sea S := A\ P. Denotamos al S—1 A-médulo

S~'M por Mp. Si f: M — N es un homomorfismo de A-médulos, denotamos
a la funcién S~1(f) por fp.

El siguiente lema sirve para probar la proposiciéon 1.15.5.
Lema 1.15.4. Sea M un A-mddulo. Entonces son equivalentes:

= (i) M = (0).

= (i) Mp = (0) para todo P € Spec(A).

w (iit) Mp = (0) para todo P € Max(A).

Proposicién 1.15.5. Sea M’ I M % M una sucesion de A-médulos (es
decir, Im(f) C Ker(g) ). Entonces son equivalentes:
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= (i) La sucesién M’ LM % M es ezacta en M.

» (i) La sucesion Mp Ix Mp %% MY es exacta en Mp para todo P €
Spec(A).

» (i) La sucesion Mp I8 Mp %5 M}, es exacta en Mp para todo P €
Max(A).
Una consecuencia de la proposicién 1.15.5 es

Corolario 1.15.6. Sea f : M — N un homomorfismo de A-mddulos. Entonces
[ es inyectiva (respectivamente suprayectiva) si y sdlo si la funciones fp son
inyectivas (respectivamente suprayectivas) para todo P € Max(A).

Tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.15.7. Sea A un dominio conmutativo. Entonces

A= () 4r= () 4r
PeSpec(A) PeMax(A)

Una consecuencia de la proposiciéon 1.15.7 es
Corolario 1.15.8. Sea A un dominio conmutativo. Entonces son equivalentes:

= (i) A es enteramente cerrado.

= (ii) Ap es enteramente cerrado para todo P € Spec(A).

= (iii) Ap es enteramente cerrado para todo P € Max(A).

El siguiente teorema nos dice sobre la relaciéon entre una curva no singular
y el concepto de enteramente cerrado.

Teorema 1.15.9. Sea f(x,y) € k[z,y] un polinomio irreducible. El anillo Cy :=
klz,y]/(f) es enteramente cerrado en su campo de fracciones k(Zy) si y sélo si
Zs(k) es no singular.

Terminamos esta seccién con una consecuencia del teorema 1.15.9.

Corolario 1.15.10. Sea f(z,y) = y" + an—1(x)y" "' + ... +ao(x) € klz,y] un
polinomio irreducible. Entonces Cy es igual a la cerradura entera de klz] en

k(Zy) siy sélo si Z¢(k) es una curva no singular.
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1.16. Teorema de la base de Hilbert

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo II, seccién 10) y en
[6] (capitulo 1, seccién 1, subseccién 1.4).

Mencionamos solamente dos teoremas en esta seccion. El siguiente teorema
es util en algunos resultados de los siguientes capitulos.

Teorema 1.16.1. Sea A un anillo noetheriano. Sea B un A-mddulo finitamente
generado. Entonces B es un anillo noetheriano.

En la demostracién de lo anterior (ver [9]) se utiliza, entre otras cosas, el
teorema de la base de Hilbert.

Teorema 1.16.2. Un anillo A es noetheriano si y sdlo si el anillo de polinomios
Aly] es noetheriano.

1.17. Factorizacion unica de ideales

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo III, seccién 2).

Empezamos con dos lemas que resultan ttiles en los siguientes capitulos.

Lema 1.17.1. Sean J C I dos ideales en un anillo A. Entonces J = I si y sélo
si Jyr = Inp para todos los ideales mazximales M de A que contienen a J.

Lema 1.17.2. Sea A cualquier anillo y sea S C A un subconjunto multiplica-
tivo. Sean I,J dos ideales de A. Entonces S™*(IJ) = S~ -S71J en el anillo
S=1A. Sea A un anillo de dimension 1. Sea J un ideal de A que se puede fac-
torizar como un producto de ideales mazimales, digamos J = Py --- P% . Sea
M cualquier ideal mazimal de A. Entonces, Jyy = (MAp)® si M = P; para
algin i, y Jyy = Ay si M # P para todo i =1,...,8.

Mencionamos ahora una proposicion.

Proposicion 1.17.3. Sea I cualquier ideal no trivial en un anillo noetheriano
A. Entonces existe un numero finito de ideales primos Py, ..., Ps y enteros po-
sitivos ai, ..., as tales que P ---P% C T C PyN---NP;.

El siguiente corolario es consecuencia de la proposicién 1.17.3. En la demos-
tracién de dicho corolario (ver [9]) se usan los lemas 1.17.5 y 1.17.6.
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Corolario 1.17.4. Sea A un dominio noetheriano de dimension 1. Sea I cual-
quier ideal no trivial distinto de A. Entonces el conjunto de ideales mazimales
de A que contienen a I es finito. Si {Mi,..., M} es dicho conjunto entonces
existen ay,...as tal que My* -+ - M% C I C My --- Mj.

Lema 1.17.5. Sea P un ideal primo. Sean I,J dos ideales tales que IJ C P.
FEntonces I CP o J C P.

Lema 1.17.6. Sea A cualquier anillo conmutativo. Sean I+, ..., I, n ideales de
A tales que I;, I; son primos relativos si i # j. Entonces

w (i) Iy - I es primo relativo a Isyq, para s=1,...,n— 1.

s () - L, =L N---N1,.

Observacién 1.17.7. De la demostracion del corolario 1.17.4 (ver [9], corolario
2.2, pdgina 89) se obtiene que si I es un ideal de A que se factoriza en un
producto M -+ - M2 de ideales mazimales (cona; >0,V i=1,...,s) entonces
{My,... M} es el conjunto de todos los ideales mazimales de A que contienen
a I. En particular, todo ideal mazimal de A que contenga a I aparece en la
factorizacion de I.

La demostracion de la siguiente proposicién usa, entre otras cosas, los lemas
1.17.1, 1.17.5 y 1.17.6 asi como el corolario 1.17.4.

Proposicién 1.17.8. Sea A un dominio noetheriano de dimension 1. Entonces
son equivalentes:

= (i) A tiene la propiedad de factorizacion unica de ideales.

w (i) Ay tiene la propiedad de factorizacion unica de ideales, para todo
M € Max(A).

En la demostracié de la siguiente proposicién se usan, entre otras cosas, los

resultados 1.2.7, 1.2.12, 1.14.2 y 1.17.4.

Proposicién 1.17.9. Sea A un dominio noetheriano local de dimension 1, con
ideal mazximal M. Entonces son equivalentes:

w (i) A tiene la propiedad de factorizacion dnica de ideales.
w (i1) A es un dominio de ideales principales.

w (iii) A es enteramente cerrado.
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El teorema siguiente usa en su demostracién el corolario 1.15.8 y las propo-
siciones 1.17.8 y 1.17.9.

Teorema 1.17.10. Sea A un dominio noetheriano de dimension 1. Entonces
son equivalentes:

= (i) A es dominio de Dedekind.

= (ii) A tiene la propiedad de factorizacion inica de ideales.

En general, se puede probar que A es un dominio de Dedekind si y sélo si
todo ideal de A es un producto de ideales primos (ver [9], pagina 93).

Definicién 1.17.11. Sea A un dominio de Dedekind. Si I es cualquier ideal
no trivial de A y P es cualquier ideal mazximal de A entonces decimos que P
divide a I, y lo denotamos como P | I, si I puede ser factorizado en A como
un producto de ideales de la forma I = PJ, para algin ideal J de A. Dados I y
P, definimos el orden de I en P como el entero ordp(I) obtenido como sigue:
factorizamos I = Py - -- P% . Entonces ordp(I) :==a; si P = P;, yordp(I) :=0
st P no divide a I. Podemos escribir entonces

I = H POYdP(I) _ H Pordp(I)

PeMax(A) P|I

Se puede verificar que ord p(I) es un invariante local de I, es decir, que depen-
de tinicamente de IAp C Ap, lo cual se obtiene de ordp(I) = ordg-1p(S™1I),
V¥ S C A multiplicativo tal que SN P = 0.

Notamos también que, dado un ideal primo de un anillo A, la funcién ordp
puede ser definida siempre y cuando Ap sea un dominio de Dedekind: si I es
un ideal de A, ponemos ordp(I) = ordpa, (IAp).

Mencionamos ahora otro teorema.

Teorema 1.17.12. Sea A cualquier anillo conmutativo. Sean I, ..., I, n idea-
les de A. Supongamos que I;, I; son primos relativos si i # j. Sean yi,...,Yn
elementos de A. Entonces existe un elemento y € A tal que y —y; € I;, para
todo j =1,...,n.

El siguiente corolario es consecuencia del teorema 1.17.12.

Corolario 1.17.13. La funcién natural f : A — [[i_, A/I; es suprayecti-

vo, con kernel igual a [[;—, I;. En particular, induce un isomorfismo de anillo

Tenemos otra proposicion.

Proposicion 1.17.14. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces cualquier ideal
de A puede ser generado por dos elementos.

41



Finalmente, terminamos esta secciéon con una proposicién importante que se
usa en capitulos posteriores.

Proposicion 1.17.15. Sea A un dominio de dimension 1 tal que tiene la propie-
dad de factorizacidn inica de ideales. Si Max(A) es un conjunto finito entonces
A es un dominio de ideales principales.

1.18. Indice de ramificacién y grado residual

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo III, seccién 3) y en
[3](capitulo 9).

Sea A un dominio de Dedekind y sea K su campo de fracciones. Sea B la
cerradura entera de A en una extensién finita L de K. Supondremos en esta
seccién que B es un A-mdédulo finitamente generado (y por tanto, que es un
dominio de Dedekind. Por ejemplo, B es un A-médulo finitamente generado
cuando la extensién L/K es separable (teorema 1.4.6). Sea P un ideal maximal
de A. Se vera que el ideal PB generado por P en B nunca es igual al ideal
trivial en B. Como B es un dominio de Dedekind, se obtiene que el ideal PB se
factoriza en B como un producto [];_, M;* de ideales primos de B. También se
revisara una férmula que relaciona a los enteros e; con el grado n de la extensién
L/K.

Lema 1.18.1. Sea A un dominio de Dedekind y K su campo de fracciones.
Sea B la cerradura entera de A en una extension finita L de K. Sea P un ideal

mazximal de A. Entonces PB # B.

Entonces, por ser PB un ideal no trivial en el dominio de Dedekind B,
podemos factorizar PB como un producto de ideales maximales

PB = M --- Mg, para algunos enteros positivos ey, ..., e

Llamamos al entero ey, /p := e; el indice de ramificacién de M; sobre P.

Notamos que M;NA = P para todo i (de la observacién 1.17.7 se obtiene que
M; contiene en particular a P, por lo que P C M; N A. Si se tuviera M;NA = A
entonces 1 € M;, implicando que M; = B, lo cual es una contradicciéon. Por ser
P maximal, se tiene P = M; N A). Por tanto, la inclusién A C B induce las
inyecciones

A/P — B/M;, parai=1,...,s.

Como B es un A-médulo finitamente generado, el campo B/M; es una extensién
finita del campo A/P. Entonces sea fy,/p := [B/M; : A/P] (fum,/p también
se denota por f;) la dimensién de B/M; visto como un espacio vectorial sobre
A/P.
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Definicién 1.18.2. El campo A/P es el campo residual de A en P. El entero
I p es el grado residual de M; sobre P.

Definicién 1.18.3. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K. Sea L/K wuna extension finita, y sea B la cerradura entera de A en L.
Supongamos que B es una A-mddulo finitamente generado. Sea M cualquier
ideal mazimal de B. El ideal primo P := M N A es mazimal (observacidon
1.5.7). Llamamos al entero ordy (PB) el indice de ramificacion de M sobre P,
y lo denotamos por epr/p-

Enunciamos el siguiente teorema importante en cuya demostracién (ver [9]
y [3]) se utiliza el lema 1.18.5. Este tltimo lema también se usa en capitulos
posteriores.

Teorema 1.18.4. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K.
Sea L/K una extension finita. Sea B la cerradura entera de A en L. Si B es
un A-mddulo finitamente generado entonces

[L:K]= Z em/pfm/p
M|PB

Lema 1.18.5. Sea A un anillo conmutativo, y sea P C A un ideal mazimal. Sea
S C A\ P un conjunto multiplicativo. Entonces los campos A/P y S™1A/S™1P
son isomorfos.

1.19. Primos ramificados y no ramificados

En esta seccién revisamos en su mayoria solamente definiciones y hacemos
algunos comentarios (ver [9], capitulo III, seccién 5).

Definicién 1.19.1. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K
y L/K una extensidon finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Suponga-
mos que B es una A-mddulo finitamente generado. Consideramos M un ideal
mazimal de B y P:= M N A. El ideal M es ramificado sobre P (o sobre A) si
enm/p > 1 0 si la extension B/M es no separable sobre A/P. De lo contrario,
decimos que el ideal M es no ramificado sobre P (o sobre A).

Ademds, un ideal maximal P de A ramifica en B si PB estd contenido
en un ideal maximal M de B el cual es ramificado sobre A. Cuando ningin
ideal mazimal de B es ramificado sobre A, decimos que la extension B/A es no
ramificada.
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Si tomamos B y A como en la definicién anterior, se obtiene que un ideal
maximal M de B es no ramificado sobre P siy sélo si PBy; = M By y B/M
es separable sobre A/P.

Se puede generalizar mas la definicién anterior.

Definicién 1.19.2. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y Spec(yp) :
Spec(B) — Spec(A) la funcién asociada. Consideramos M € Spec(B) y P :=
@ (M) = Spec(p)(M). Decimos que M es un punto de ramificacion de la fun-
cion Spec(p), o que la funcion Spec(y) es ramificada en M, si ¢(P) no genera a
MByy, o st By /M By no es extension separable de Ap/PAp. De lo contrario,
decimos que Spec(p) no es ramificado en M, y que M es un punto no ramifica-
do. El conjunto de puntos en Spec(B) donde Spec(y) es ramificado se le llama
el ramification locus de Spec(yp). La imagen en Spec(A) del ramification locus se
le llama el branch locus de Spec(yp). Si el branch locus es vacio entonces decimos
que la funcion Spec(yp) es no ramificada.

Sea f,g € k[z,y] dos polinomios irreducibles y 7 : Z;(k) — Z,(k) un mor-
fismo de curvas. Recordamos que este morfismo viene inducido por un homo-
morfismo de k-dlgebras 7* : C; — Cy. Recordamos también que m puede ser
identificado con la funcién Spec(7*)|max(c;) : Max(Cy) — Max(C, ), que manda
M a (7*)~1(M). Con esta notacién, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.19.3. Decimos que ® es no ramificado en (a,b) si la funcidn
Spec(m*) es no ramificado en (v — a,y — b).

Como Cf es un dominio, Ker(7*) es un ideal primo de C;. Como Cj; es un
dominio de dimensién 1 entonces Ker(7*) es maximal (en cuyo caso el morfismo
7 es constante), o Ker(7*) = (0). Supongamos que 7* es inyectivo, y pensamos
al anillo C; como un subanillo de C; (notamos que la extensién Cy/Cy no es
necesariamente entera). Entonces se puede definir el indice de ramificacién de
un punto no singular (a,b) de Z;(k) sobre m(a,b) como sigue:

Sea M el ideal maximal de Cy correspondiente a (a,b). Entonces (Cy)as es
un dominio de ideales principales, y la funcién ordys(c,),, estd definida. Sea P
es ideal maximal de Cy correspondiente a 7(a, b). Como 7* es inyectivo, se tiene
que P(Cy)m # (0). Con toda esta notacién, terminamos entonces esta seccién
con la siguiente definicion.

Definicién 1.19.4. El indice de ramificacion e(q p)/x(ap) de (a,b) sobre m(a,b)
es el entero epryp := ordar(c;),, (P(Cp)ar)- Si € py/n(ap) > 1 entonces (a,b) es
un punto de ramificacion de la funcion de la funcion m, y m es ramificado en
(a,b).
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1.20. Extensiones de campos constantes

En esta seccién mencionamos solamente una proposicién que serd de utilidad
después. La demostracién puede encontrarse en [9], proposicién 7.15 de la pagina
115.

Sea k cualquier campo, K/k(z) cualquier extensién finita y A un dominio
de Dedekind con campos de fracciones K. Supongamos que k estd contenido
en A. Consideramos K una cerradura algebraica de K y k C K el conjunto
de elementos de K que son algebraicos sobre k. El conjunto k es un subcampo
algebraicamente cerrado de K, y en particular, es una cerradura algebraica
de k. Si E C K es cualquier extensién de k entonces denotamos por EK al
subcampo de K generado por E y K. En particular, si £ = k(aq, ..., )
entonces FK = K(aq,...,as). Si suponemos que E/k es una extensién finita,
entonces FK/K es una extensién finita, y a la extensién EK/K se le llama
una extensién de campos constante. Si tomamos B la cerradura entera de A en
EK entonces tenemos la siguiente proposicién que nos servird después (ver por
ejemplo la proposicién 2.6.7).

Proposicién 1.20.1. Sea E/k una extension finita separable. Entonces
» (i) Si E = k() entonces B = FEA = Ala].

= (ii) La extension B/A es no ramificada.

1.21. Extensiones de Galois

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo III, seccién 8).

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K y L/K una
extensién finita de Galois, con grupo de Galois G = Gal(L/K). Tomamos B la
cerradura entera de A en L. De la proposicién 1.2.15 se obtiene que o(B) = B
para todo o € G. Consideramos la funcién natural = : Spec(B) — Spec(A),
con M — M N A, asociado a la extensién B/A. Consideramos P € Spec(A) y
7 1(P) == {M,..., M}, y sea M; € = 1(P). Como o(P) = P, se obtiene que
o(M;) € 7=1(P), y con esta notacién tenemos entonces la siguiente proposicién
que usaremos después (ver por ejemplo la proposicién 2.6.4).

Proposicién 1.21.1. Sea P € Max(A). Sean M; y M; dos ideales mazimales
en = Y(P). Entonces existe 0 € G tal que o(M;) = M;. Mds ain, ey, /p =
=eyp=¢€yY fmyp == fu, p = f. En particular,

PB=(Mj... M), conefs=I[L:K].
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Sea L/K una extensién de Galois. Sean Ay B como antes y G := Gal(L/K).
El grupo G actiia sobre Max(B) como sigue: ¢ - M := o(M),V o € G, M €
Max(B). Tomamos P = M N A. Denotamos al estabilizador del elemento M
bajo esta accién de G' como el grupo Dy /p := {0 € G | o(M) = M}.

Al grupo Dy p se le llama el grupo de descomposiciéon de M, y notamos
entonces que la proposicién 1.21.1 prueba que la accién de G sobre 77 1(P) es
transitivo. Por tanto, si 7=1(P) = {My,..., M,} entonces

|G/Dyyp| = |orbita de M| = s

En particular, |Dy/p| = enr/pfayp- Ademds, la transitividad de la accién
de G sobre {My, ..., M} también prueba que

H O'(M) = (Ml .. MS)|DM/P\ — PBfM/P
ceG

(ver [9], capitulo 3, seccién 8).
Cada automorfismo o : B — B en D);/p induce una funcién natural

&:B/M — B/o(M) = B/M

Notamos que la funcién & se restringe a la funcién identidad sobre A/P
(A/P — B/M), y consideramos G el grupo de Galois de la extensién B/M
sobre A/P. La funcién o + @, de Dy;/p — G, es un homomorfismo de grupos
que estd bien definido. El kernel de esta funcién es el grupo

IM/p = {JGDM/P |Vb€B,U(b) Eb(mOd M)}

Al grupo Iy p se le llama el grupo de inercia en M, y notamos que co-
mo Ip/p es el kernel entonces es un subgrupo normal de Dj;/py se obtiene
que |Dysp/Inpl < 1G] < |B/M : A/P| = far/p. Del lema a continuacion, se
obtiene ademé&s que cuando B/M es separable sobre A/P entonces

|Danisp/Ivypl = fuyp

0, equivalentemente, que la funcién Dy;/p — G es suprayectiva. Esto implica
que |Inr/p| = enryp ya que

\Iaesel - |Daiyp/Inypl - |G/ Doyl = |Gl = enyp - fayp - s
Mencionamos entonces dicho lema para concluir esta seccién.

Lema 1.21.2. Supongamos que la extensidn de campos residuales B/M sobre
A/P es separable. Entonces es una estension de Galois de grado fu/p, y la
funcion Dyyyp — G es suprayectiva. En particular, M es ramificado sobre A si

y solo si Iprp # {1d}.
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1.22. El discriminante como una norma

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo IV, seccién 2).

Sea F' un campo y R una F-algebra de dimensiéon n. Tomamos r € R, y con-
sideramos p, : R — R, con z — p,.(x) := rz, llamada la funcién 'multiplicacién
por 7. La funcién p, es un homomorfismo de F-espacios vectoriales. Llamamos
a

Normpg,p: R — F

r > det(u,)
la funcién norma de R a F. Es multiplicativa:
Vr,s € R, Normp,p(rs) = Normpg,p(r) - Normp/p(s)

Similarmente, llamamos a
Tr R / F: R — F

r — Traza(u,)
la funcién traza de R a F. Es aditiva:
Vr,s€R, TrR/F(r +3s) = TrR/F(r) + TrR/F(s)

Cuando R es un campo, denotamos a la funcién Normpg,p por Ng,p. Tam-
bién, denotamos por char,(y) € F[y| al polinomio caracteristico de p,.

char,(y) = y" — Trg/p(r)y" "' + -+ (—1)"Normp/p(r)

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.22.1. Sea R una F-dlgebra de dimension s, y tomamos o € R. Con-
sideramos Fa] la F-subdlgebra mds chica de R que contiene a «, y sea f(y) =
Y+ an_1y"t + - +ag € Fly] el polinomio minimo de a sobre F (por lo
que Fla] = Flyl/(f(y))). Supongamos que el Fla]-mddulo R es libre de rango
[R: Fla]]. Entonces

» (i) Trg/r(a) = —[R: Fla]la,—1 = [R: Fla]] - Trpq)r(a).

L] (ZZ) NormR/F(a) = ((—1)@0)[R:F[a” — (NOTmF[a]/F(a))[R:F[O‘]],

Una consecuencia del lema 1.22.1 es el siguiente corolario.

Corolario 1.22.2. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K. Sea L/ K una extension finita. Si o € L es entero sobre A entonces
Normp, x(a) y Trp k() pertenecen a A.

Mencionamos otro lema.
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Lema 1.22.3. Sea L/K una extension separable y finita de grado s. Sean
01,...,05 los s distintos encajes de L en una cerradura algebraica de K. En-
tonces

= (i)VaelL, Tryg(a) =37 0ia).
= (ii)VaecL Npg(a)=T]_, 0i(a).

El siguiente teorema establece la transitividad de la norma y la traza.

Teorema 1.22.4. Sean M/L y L/K dos extensiones finitas de campos. Enton-
ces, Vae M,

= (i) NL/K(NM/L(CV)) = vaj/K(a).

» (ii) Trp e (Traryn () = Trag e ().

Mencionamos otra proposicion.

Proposicién 1.22.5. Sea K cualquier campo y f(y) un polinomio mdnico en
Kly]. Sea L la K-dlgebra K[y]/(f(y)) y & la clase de y en L. Tomamos g(y) €
Kly] cualquier polinomio. Entonces

Res(f(y), 9(y)) = Normp g (g(e)).

En particular, disc(f) = Normp,/x (f'()).

Fl siguiente lema nos da algunas propiedades del resultante.

Lema 1.22.6. Sea A cualquier dominio conmutativo y a € A\ {0}. Sean f(y)
y g(y) dos polinomios en Aly]. Entonces

= (i) Res(af,g) = ad°8@Res(f, g).
= (ii) Res(f,g) = (—1)%8()dee@Res(g, f).

= (iii) Res(f,y — a) = ade) f(a).

Un corolario de 1.22.5 es el siguiente.
Corolario 1.22.7. Sea K cualquier campo. Sean f(y),g(y), h(y) tres polino-
mios en K[y]. Entonces Res(f, gh) = Res(f, g)Res(f,h).

Utilizando el lema 1.22.6 y el corolario 1.22.7 obtenemos otro corolario.

Corolario 1.22.8. Sea K una cerradura algebraica de K. Sean f,g € K|y
dos polinomios de grado positivo con factorizaciones f(y) :=an [[1—,(y — ) y

9(y) = bm [1;1(y — B;). Entonces Res(f, g) = (an)™ (bm)" [1; ;(ci — B;).
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Observacion 1.22.9. Sea A un dominio con campo de fracciones A. Sabemos
que si A es factorial entonces Res(f,g) = 0 si y sdlo si f(y) y g(y) tienen un
factor en comun. El corolario 1.22.8 nos dice que, aun cuando A no es factorial,
Res(f,g9) =0 si y sdlo si f(y) y g(y) tienen una raiz en comain.

Concluimos con un dltimo corolario.

Corolario 1.22.10. Sea f(y) un polinomio maonico irreducible de grado n >0
en Kly]. Factorizamos a f(y) en K[y como f(y) = [[i—;(y — o). Entonces

dise(f) = J[; (i — a)).

1.23. El discriminante de una base

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo IV, seccién 3).

Sea R una F-algebra de dimension finita, y consideramos la funcién

Tr: Rx R— F

(z,y) = Trg/r(zy)
La funcién Tr es una forma F-bilineal. Tomamos ey, ..., e, una base para R

sobre F'y denotamos por

Tiey,....eny = (Trg r(eie;))1<ij<n

a la matriz que representa a la funcién Tr con respecto a la base {eq,...,e,}. Si
{fi}_, es otra base para R sobre F' entonces tomamos la matriz C' que expresa
a la base {f;} en términos de la base {¢;}. Sea C* la traspuesta de C. Entonces

Tty = C'Tey...oeny C

En particular, det(T¢.,....c.}) ¥ det(Ts,,... t,}) difieren tinicamente por un cua-
drado en F, a saber, det(C)? # 0. Se obtiene entonces que det(Tye,,...ep}) =0
siy solo si det(Tyy, .. f,1) = 0.

Denotamos por (F*)? al subgrupo de F* que consiste de los cuadrados en
F* (notamos que los cuadrados en F* no son un subgrupo del grupo aditivo F'
a menos que char(F) = 2). Damos entonces la siguiente definicién.

Definicion 1.23.1. El discriminante de la funcion Tr es igual a cero si
det(Tye,.....en}) = 0
De lo contrario, el discriminante de Tr es igual a la clase del determinante de

Tiey,....eny €n F*/(F*)2.
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Tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.23.2. Sea L/K una extension separable y finita de grado n y

sean o1,...,0n los n distintos encajes de L en una cerradura algebraica K de
K. Entonces
= (i) Si tomamos aq,...,a, una base para L/K y consideramos M :=

(0i(aj))1<ij<n entonces
T{alwwan} = (TrL/K<aiOéj)>1§i’an = MtM

» (ii) Si L = K(a) para algin o € L con polinomio minimo f(y) € Kly] de
grado n, entonces

dise(f) = Ny i (f'()) = (1" 2det(T(1 ... an-1))

Utilizando la proposicién 1.23.2 puede probarse la siguiente proposicién (ver
la bibliografia mencionada al principio de esta seccién).

Proposicién 1.23.3. Sea L/K una extension finita de campos. Entonces L] K
es separable si y solo si el discriminante de la funcion Tr : L x L — K no es
igual a cero.

Tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.23.4. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K y L/K wuna extension finita de grado n. Tomamos B la cerra-
dura entera de A en L. Sean ai,...,a, € L. El discriminante del conjunto
{a1,...,a,} se define como

disc(aq, ..., ap) = det(T{ah“_,an})

Siay,...,a, € Bentonces oo € B, Vi, j, y Trp k(o) € A. En particu-
lar, si {ai,...,a,} es una base para L/K contenida en B entonces se obtiene
que disc(aq,...,a,) € A, y su clase en K*/(K*)? es igual al discriminante de

la funcion Tr: L x L — K.
Cuando L = K(«) con « € B,y f(y) es el polinomio minimo de «, de las
proposiciones 1.23.2 y 1.23.3 se obtiene que

disc(1, v, ..., a" 1) = (=1)" =1/ 2disc(f)

Esta descripcion del discriminante de un polinomio se puede usar para dar una
condicién suficiente para que A[a] sea igual a B. Dicha condicién se da en el
siguiente lema (ver [9], capitulo 4, seccién 3) con el que terminamos esta seccion.
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Lema 1.23.5. Sea A un dominio de ideales principales con campo de fracciones
K, L/K una extension separable y finita de grado n y B la cerradura entera
de A en L. Sea by,...,b, € B una base para L/K. Si disc(by,...,b,) es un
elemento libre de cuadrados de A entonces {b1,...,b,} es una base para B sobre
A. En particular, supongamos que L = K(«) para algin o € B, y sea f(y) el
polinomio minimo de « sobre K. Si disc(f) es un elemento libre de cuadrados
de A entonces Ala] = B.

1.24. El ideal discriminante

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo IV, seccién 5).

Empezamos con la siguiente definicién.

Definicién 1.24.1. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K
y L/K una estension finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Sea dg/a
el ideal de B generado por los elementos de la forma f'(«), donde « es tal que
a€ByL=K(a),yf(y) es el polinomio minimo de « sobre A. Si L/K no es
una extension simple entonces definimos dg;a = (0). Al ideal dg,a se le llama
el ideal diferencial de B/A. Sea 0p/a el ideal de A generado por los elementos
de la forma disc(f), donde f es el polinomio minimo sobre A de un elemento
a € B tal que L = K(«). Si L/ K no es una extension simple entonces definimos
6B/A = (0).

Notamos que dg/4 y dp/4 no dependen del elemento primitivo elegido para
describir a la extensién L/K. Ambos ideales son nulos si la extensién L/K no
es separable.

Tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.24.2. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K y L/K una extension separable y finita. Tomamos B la cerradura entera de
A en L. Entonces

= (i) Si M € Max(B) y es ramificado sobre A entonces dg/a € M.

= (ii) Si P € Max(A) y ramifica en B entonces 6p/a C P.
En particular, hay inicamente un numero finito de ideales maximales de A que
ramifican en B.

Veamos ahora la siguiente definicién.

Definiciéon 1.24.3. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K y L/K un extension finita de grado n. Tomamos B la cerradura
entera de A en L. El ideal discriminante Ap 4 es el ideal de A generado por
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los elementos de la forma disc(by, ..., b,), donde los conjuntos {by,...,by} se
toman sobre todas las bases de L sobre K que estdn contenidas en B.

Recordamos que dp/ 4 es el ideal de A generado por los elementos de la forma
disc(1,a,...,a™ 1), donde a se toma sobre todos los elementos de B tales que
L = K(c). Notamos que dg/a € Ag/a. Cuando B = Ala] para algin a € B, y
f(y) es el polinomio minimo de « sobre A entonces

5B/A = AB/A = dlSC(f)A

Mas en general, Ag,4 = disc(aq,...,a@,)A si {a1,...,a,} es una base para B
sobre A.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.24.4. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K y L/K una extension finita. Consideramos B la cerradura entera de A en
L. Supongamos que B es un A-mddulo finitamente generado. Entonces P €
Max(A) ramifica en B siy sélo si Ag;a C P.

En la demostracion del teorema 1.24.4 se usan, entre otras cosas, los siguien-
tes tres lemas:

Lema 1.24.5. Sea R una F-dlgebra conmutativa de dimension n. Suponga-
mos que R contiene a un elemento nilpotente distinto de cero r. Entonces el
discriminante de la funcion Tr: R x R — F es igual a cero.

Lema 1.24.6. Sea S cualquier subconjunto multiplicativo de A. Entonces

Ag-1p/s-14=S""Ag/a

Lema 1.24.7. Sea P € Max(A). Sea S = A\ P. Entonces P ramifica en B si
y sélo si PAp C Ap ramifica en S™'B.

Terminamos con una observacion.

Observacién 1.24.8. Si L/ K es no separable entonces de la proposicion 1.23.3
se obtiene que el discriminante de la funcion Tr : L x L — K es igual a cero.
En este caso, Agsa = (0). Del teorema 1.24.4, se obtiene que todo ideal de A
ramifica en B.
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1.25. La funcién norma sobre ideales

Las observaciones y los resultados de esta seccién junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (capitulo IV, seccién 6).

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K y L/K una
extension finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Denotamos a estos cuatro
elementos por (A, K, B, L). Consideramos a la funcién norma Ny /g : L — K.
Queremos definir una funcién

Npja : Ip := {ideales de B} — I4 := {ideales de A}

tal que, cuando L/ K es separable, cumpla que, V « € B, NB/A(aB) = NL/K(Q)A.

Para motivar la definicién de Np,4, supongamos que la extensién L/K es
Galois, con grupo de Galois G = {o1,...,0,}. Del lema 1.22.3 se tiene que
Npyk(a) =[]}, 0i(). Esto sugiere definir, para un ideal I de B, a la funcién
Np/a como sigue:

Npya(l) :== (H oi(I))NA

Tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.25.1. Sea L/K una extension de Galois. Sea o € B. Entonces
Npja(aB) := Np k(a)A.

Tenemos el siguiente lema y una observacion con respecto a dicho lema.

Lema 1.25.2. Sea (A,K,B,L) como antes. Sea J C A un ideal. Entonces J =
JBNA. Mds ain, la funcion ig/a : Ia — I, con J = JB, es inyectiva.

Observacién 1.25.3. Sea a € A\ {0}. Si se tiene un ideal de la forma I =
(aA), se puede verificar que (IB)NA =1 sin usar el lema anterior. Para verlo,
notamos que (aA) C (aB) N A. Reciprocamente, si ¢ = ab € (aB) N A entonces
b=c/a € K. Como A es enteramente cerrado, se tiene K N B = A, por lo
que b € A. Por tanto, ¢ € aA. Utilizando localizaciones de J C JBN A y el
argumento anterior, se puede probar el lema anterior.

Mencionamos otro lema.

Lema 1.25.4. Sea (A, K, B, L) como antes, y tal que L/K es Galois de grado
n. Sea B un ideal mazimal de B y P := BN A. Entonces Ng/a(B) = Pis/p,

Consideramos otra proposicién.
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Proposicién 1.25.5. Sea (A, K, B, L) como antes, y tal que L/K es Galois.
Sea I = B{'...B* un producto de ideales mazximales de B. Entonces

Npa(I) = [[ Noa(Bi)*
i=1
En particular, ¥V I,J € Ip, Ng/a(IJ) = Ngya(I)- Ng,a(J).

Sea (A, K,B,L) como antes. Si L/K no es Galois, la proposicién 1.25.5
sugiere definir la funcién norma de ideales Np/4 : Ip — I4 como sigue:

= (i) Si B € Max(B) entonces N, 4(B) := (BNa)/5/504,
= (i) Np/a(Bi* -+ Byr) := [Ti=y Npya(Bi)®.
= (iii) Np/a(B) := Ay Np/a((0)) := (0).

Notamos entonces que la funcién N, : Ip — I4 (también llamada funcién
norma) es multiplicativa.

Con la definicién de la funcién norma de ideales, tenemos los siguientes dos
lemas.

Lema 1.25.6. Sea (A, K,B,L) como antes, y sea n el grado de la extension
L/K. Entonces la composicion Ngjaoig/a : Ia — Ia es la funcion que manda
a un tdeal de Ix a su n-ésima potencia.

Lema 1.25.7. Sean M/L y L/K dos extensiones finitas de campos. Suponga-
mos que tenemos un dominio de Dedekind A cuyo campo de fracciones sea K.
Tomamos B (respectivamente, C) la cerradura entera de A en L (respectiva-
mente, en M ). Supongamos que B y C son A-mddulos finitamente generados.
Entonces Noja = Npjao Ng/p-

Finalmente, terminamos esta seccién con una proposiciéon y un teorema.

Proposicién 1.25.8. Sea (A, K, B, L) como antes. Entonces¥ o € B se cumple
Npjr(2)A = Npa(aB)

Teorema 1.25.9. Sea (A, K, B,L) como antes. Supongamos que la extension
L/K es separable. Sea M € Max(B), y sea P := M N A. Supongamos que la
extension de campos residuales B/M es separable sobre A/P. Entonces

ordpy(dpya) = enyp — 1

y se alcanza la igualdad si y solo si la caracteristica de A/P y el valor ey p
son primos relativos.
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1.26. Lema de Gauss

Definiciéon 1.26.1. Sea A un dominio. Un elemento a # 0 es irreducible si
no es unidad y si siempre que se pueda escribir a = be, con b,c € A, se tenga
que b es unidad o c es unidad. Un elemento a # 0 tiene factorizacion unica en
elementos irreducibles si existe una unidad u y elementos irreducibles p1, .. ., pr,
tal que a = upy ...pr, y st dadas dos factorizaciones a = u]_[;l pi = H‘;:l q;
en elementos irreducibles, debe ocurrir que r = s y que después de alguna permu-
tacion de los indices se tenga (p;) = (¢;). Un anillo A es factorial si es dominio
y si todo elemento no cero de A tiene una factorizacion unica en elementos
irreducibles.

Sea A cualquier dominio factorial con campo de fracciones K. El contenido
de un elemento f € K[z] es un elemento cont(f) € K, definido salvo multipli-
cacion por una unidad u € A, tal que f(x) = cont(f)fi(z), donde f1(z) € Alz]
es tal que el mazimo comin divisor de sus coeficientes es 1. El polinomio fi(x)
es unico salvo multiplicacion por una unidad en A, y se le llama un polinomio
primitivo asociado a f.

Lema 1.26.2. Sean f y g polinomios mdnicos en Q[z|. Si los coeficientes de f
y g coeficientes no son todos enteros entonces los coeficientes del producto fg
tampoco son todos enteros.

Lema 1.26.3. Sea A un dominio factorial con campo de fracciones K. Sean
f,g € Klz]. Entonces el contenido de fg es el producto del contenido de f por
el contenido de g.

Corolario 1.26.4. Supongamos que f(x) € Alz] se factoriza en K|x] como
f(x) = g(x)h(x), con g,h € Klx]. Escribimos g(z) = cont(g)g1(z) y h(z) =
cont(h)hi(x), con gi(x),hi(x) € A[z]. Entonces f(x) = cont(f)g1(x)hi(x) es
una factorizacion de f(x) en Alx].

1.27. Extensiones infinitas de Galois

Sea E/k una extensién contenida en k, y sea G su grupo de Galois. Sea
F/k cualquier extensién de k contenida en E. Sea Homy(F, E) el conjunto de
encajes de k-algebras F' — E. Sea i¢ la inclusién de F' en E. Entonces el grupo
G actiia naturalmente sobre el conjunto Homy (F, F) como sigue: V o € G, V
i € Hom(F,E), sea 0 -1 = o o14. Se obtiene que el subgrupo Gal(E/F) es el
estabilizador del elemento iy bajo esta accién de G.
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Proposicién 1.27.1. Sea E/k una extension normal. Sea p : F — E un
homomorfismo de k-dlgebras. Entonces existe un automorfismo de k-dlgebras
w:E — E tal que Tilp = p.

Corolario 1.27.2. Sea F'/k una extensidn finita de Galois contenida en E, y sea
Gr el grupo Gal(F/k). Entonces la restriccion natural G — Gp es suprayectiva.

Corolario 1.27.3. La accién de G sobre Homy(F, E) es transitiva.

Se obtiene que el conjunto cociente G/Gal(E/F) estd en biyeccién con
Homy (F, E). Una extensién separable F/k es finita si y sélo si Homy(F/E)
es un conjunto finito. Cuando F/k es separable entonces Homy(F, E) es un
conjunto finito de orden [F : k].

Lema 1.27.4. Sea E/k cualquier extension finita de Galois de k en k. Sea
F/k cualquier extension finita contenida en E. Sea H = Gal(E/F'). Entonces
F=FH,

Por el teorema fundamental de teoria de Galois, existe un biyeccién entre
los subcampos de una extensién finita de Galois E/k y los subgrupos del grupo
de Galois G de dicha extensién. Pero ain cuando la extensién de Galois E/k
no sea finita, es posible asociarle a un subgrupo H de G el subcampo E¥ y
asociarle a un subcampo F el subgrupo Gal(E/F). Pero a diferencia del teorema
fundamental de teoria de Galois, cuando E/k es extensién infinita de Galois, la

asignacién H — [ Gal(E/E™) puede no ser inyectivo sobre el conjunto de
subgrupos de G. Sin embargo, podemos dotar a G con una topologia y probar
que existe una biyeccién entre los subcampos de E y los subgrupos cerrados de
G. En particular, se puede tomar el caso en que k es perfecto y E = k.

Para definir la topologia mencionada, tomamos cualquier extensiéon de Galois
E/k de k contenida en k con grupo de Galois G. Sea I el conjunto de todas
las extensiones finitas de Galois de k contenidas en E. Sean M, M’ € I tal que
M C M’',ysean Gy y Gy sus grupos de Galois respectivamente. Consideramos
la restriccién natural G — G y la denotamos por respys ar, y consideramos
el homomorfismo de grupos

v:G— [] Gu
Mel
U’_>{0M}M€I con op = l"eSEyM(O')

Entonces 1 es inyectiva, ya que por ser E/k algebraico, un elemento « de E
estd contenido en una extensién finita de Galois F'/k contenido en E, y si te-
nemos ¢ (o) = Id entonces en particular o = Idp, es decir, o|p = Idp y por
tanto o(a) = a, y se obtiene que o = Idg.
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Por otro lado, sea S el conjunto de todos los elementos {oas famrer en [[ ¢, G
tales que V M, N € I, se cumple que respys, pnn(0a) = resy amnn (0n ). Entonces
S es un subgrupo de [],,.; G y se cumple la siguiente proposicion.

Proposicién 1.27.5. La imagen de v es igual a S.

Identificando a G con 9(G), podemos darle a G una estructura topoldgica.
Dotando a cada factor Gjs con la topologia discreta, y a [[,,;o; Ga con la
topologia producto entonces la topologia de 1(G) es la inducida por [[,,c; Gar-
Llamamos a esta topologia sobre G la topologia de Krull. Tenemos entonces el
teorema fundamental de teoria de Galois para extensiones infinitas:

Teorema 1.27.6. Sea E/k una extension de Galois con grupo de Galois G.
Dotamos a G con la topologia de Krull. Entonces existe una biyeccion entre
los subcampos de E y los subgrupos cerrados de G. Mads precisamente, a un
subgrupo cerrado H de G se le asocia el subcampo F := EH contenido en E,
y a un subcampo F de E se le asocia el subgrupo (cerrado) H := Gal(E/F).
Entonces, H = Gal(E/EH), y F = EGE/F) - Bl subgrupo cerrado H es normal
en G si y sdlo si F/k es una extension de Galois.

De este teorema se obtienen algunas consecuencias:

Primero, si H y H’ dos subgrupos cerrados de G entonces EH#NH = pHEH' C
E. Para verlo, notamos que del teorema anterior se tiene que F¥ EH "es de la
forma EH” para algun subgrupo cerrado H” de G. Como H y H’ son cerrados
en G, se obtiene de las inclusiones EH, EH' C EH" que H” C H N H'. Ademas,
H N H' es cerrado, y se puede verificar que FHOH 5 pHpH' Luego, como
H N H' es cerrado se obtiene que H” O HN H' y entonces H' = HN H'.

Segundo, supongamos que E/k es una extensién de Galois con grupo de
Galois G y que H C G es un subgrupo de indice finito. Se puede probar que
entonces H es cerrado. Asumiendo este hecho y utilizando el teorema anterior,
se obtiene que H = Gal(E/E*). Como G/H es un conjunto finito en biyeccién
con Homy (EH | E), se concluye que E* /k es finito de grado |G/H]|.

Por tltimo, si G’ cualquier subgrupo entonces un homomorfismo de grupos
p : G’ — G puede recuperarse de un conjunto de homomorfismos de grupos
compatibles {ppr : G' = Gr}arer utilizando también sistemas proyectivos.

1.28. Limites proyectivos

Definicién 1.28.1. Sea I un conjunto con orden parcial <. Llamamos a I un
conjunto dirigido si dados i,j € I, existel € I tal que i <1l yj <I.
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El conjunto I de todas las extensiones finitas de Galois de E/k es un ejemplo
de conjunto dirigido, donde M < N siy s6losi M C N,y si M, N € I entonces
M-NelyM,N<M-N.

Definicién 1.28.2. Sea I cualquier conjunto dirigido. Sea {G;}icr un conjunto
de grupos. Para todo i < j, sea g;; : G; — G; un homomorfismo de grupos. Al
conjunto {G;}icr junto con los homomorfismos {g;:}i<; se le llama un sistema
proyectivo si, V1 <1 < j, se tiene gj; = gq1 0 955 Y g = 1d.

Se puede verificar que el sistema de grupos de Galois {Gas}arer con las
funciones restriccién usuales es un sistema proyectivo.

Definicién 1.28.3. Sea {G,;}icr un sistema proyectivo de grupos. El limite
proyectivo de este sistema es el subgrupo I' del producto [[,.; G definido como
sigue: un elemento A = (A\;)ier pertenece a T si y sélo si, V i < j, se cumple
9ii(Aj) = Ai.

Se puede verificar que I" es un grupo. Denotamos a I como lim(G;).

Se puede probar que el grupo de Galois Gal(E/k) es isomorfo al limite pro-
yectivo del sistema de grupos de Galois {Gal(M/k)}rer (donde k C M C E).
Cualquier grupo que sea el limite proyectivo de un sistema de grupos finitos se
le llama un grupo profinito.

Notamos que el limite proyectivo I' induce ua funcién natural g; : I' — G,
Vi€ I, donde g; es la restriccién a I' de la proyecién natural [[,.; G; — Gi.

Ahora, sea {G;};e; un sistema proyectivo de grupos. Si denotamos por
Hom(H, H’) al conjunto de homomorfismos entre dos grupos arbitrarios H, H’,
consideramos la siguiente funcién natural:

Hom(H,T') — [ [ Hom(H,G;)
iel
p—> giop
Se puede verificar que esta asignacién es inyectiva, y no solamente eso sino

también que {Hom(H, G;)};cs es un sistema proyectivo con las funciones hj; :
Hom(H, G;) — Hom(H, G;), donde hj;(a) :==gjio, Vi < 3.

Proposicién 1.28.4. La imagen del grupo Hom(H,T') en [[,., Hom(H, G;) es
igual al limite proyectivo del sistema proyectivo de {Hom(H, G;)}icr. Es decir,
Hom(H,@(Gi)) = LiLn(Hom(H, G)).

Sean {H;}ier v {G;}ier dos sistemas proyectivos de grupos sobre el mismo
conjunto dirigido y sean hj; y g;; sus homomorfismos de grupos asociados, res-
pectivamente. Un morfismo entre los sistemas proyectivos {H; }ier y {Gi}ier es
un conjunto { f;};e; de homomorfismos de grupos f; : H; — G; tal que Vi < j
se tiene gj; o fj = fio hy
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Proposicién 1.28.5. Sea {f;}icr un morfismo de sistemas proyectivos.

1. El morfismo {f;}icr define un homomorfismo de grupos f : (H;) —

lim

. —
lim(G;)

2. Si cada f; es inyectivo (resp. biyectivo) entonces f es inyectivo (resp.
biyectivo).

Observacion 1.28.6. Sea J un subconjunto de un conjunto dirigido I tal que el
orden parcial < de I induce una estructura de conjunto dirigido sobre J. Dado un
sistema proyectivo {G;}icr, podemos considerar el sistema proyectivo {G,}jec,
y sean 'y y Ty sus limites proyectivos respectivos. Entonces la proyeccion natural
[Licr Gi = [l es Hj induce un homomorfismo de grupos I't — T';.

Si ademds J cumple que, ¥V i € I, existe j € J tal que i < j entonces decimos
que J es cofinal en I. Por ejemplo, siig € I entonces J := {j € I|j > ig} es
cofinal en I. Cuando J es cofinal en I entonces la proyeccion natural 'y — T';
es un isomorfismo de grupos.

Proposicién 1.28.7. Sea E/k una extension de Galois con grupo de Galois
G, y sea H C G un subgrupo de indice finito. Entonces H = Gal(E/EH). En
particular, la extension E™ [k es finita y |G/H| = [E® : k.
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2. Capitulo II - Propiedades de curvas
completas no singulares

En este capitulo 2 se utilizaran varios de los resultados que revisamos en el
capitulo 1. El objetivo en este capitulo es definir una curva completa no singular
sobre un campo y su funcién zeta asociada cuando el campo es finito y después
desarrollar los resultados necesarios para probar la racionalidad y la ecuacion
funcional de dicha funcién en el capitulo 3. Algunos de los resultados en este
capitulo seran dtiles en el capitulo 4, donde se prueba el teorema de Riemann-
Roch y algunas de sus consecuencias que, como se vera en el capitulo 3, implican
la racionalidad y la ecuacién funcional.

2.1. Anillos con cocientes finitos

Definicién 2.1.1. Decimos que un dominio de Dedekind A tiene cocientes fi-
nitos si, para cualquier ideal maximal P € Max(A), el campo residual A/P es
un campo finito.

Definicién 2.1.2. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Defi-
nimos la norma de un ideal I distinto de cero como la cardinalidad del cociente
A/I, y denotamos a este valor como ||I]]4.

Notamos que ||I||a = 1 si y sélo si I = A, y ademds, que ||I||a puede
ser infinito, Sin embargo, se vera mas adelante que este valor es finito cuando

1 # (0).

Ejemplo 2.1.3. Tenemos que el anillo A = 7 tiene cocientes finitos. Entonces,
sea I = (a) cualquier ideal distinto de cero. Tenemos que

|4 :=|Z/aZ] =|a|

En particular, dado un nimero real v, existe unicamente un niumero finito
de ideales I en Z con ||I||z < . El anillo A = k[z], con k campo finito de ¢ = p"
elementos, tambien tiene coeficientes finitos. Sea I = (g(x)) un ideal distinto de
cero. Entonces

1114 :=Iklz)/(9(2))]| = g =0,

pues klx]/(g(xz)) es un espacio vectorial sobre k de dimensidn igual al grado de

g(x). En particular, dado un nidmero real 7y, existe inicamente un nimero finito
. . , loe(y) 4 q . .
de ideales I de k[z] con ||I||xz) < v pues existen a lo mds q=@ T polinomios

en k[z] de grado menor o igual a log(v)/log(q).
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Lema 2.1.4. Sea A un dominio de Dedekind. Sea P € Max(A) ideal mazimal
de A. Entonces, ¥ n € N, el A-médulo P"~*/P" es isomorfo al A-médulo A/P.

En particular, si el conjunto A/P es finito entonces el conjunto A/P" es también
finito, y |4/ P"| =|A/P|".

Demostracion. Como A es dominio de Dedekind, podemos elegir un elemento
x € P"~1\ P" (por ser A dominio de Dedekind, tiene la propiedad de factoriza-
cién tinica en ideales maximales, y por tanto P" 1 # PV n > 1). Consideramos
el siguiente diagrama

(0) P A A/P (0)
lw’ l%" iw
(O) j 2L Pn—l Pn—l/Pn - (O)

donde ¢ : A — P"! con a — ax, estd bien definida ya que x pertenece
a P! que es un ideal, y ademds donde ¢’ y % son las funciones naturales
inducidas por ¢ (si p € P entonces ¢'(p) := pz, y si a + P € A/P entonces
®(a+P) := ax+ P" estd bien definida pues € P~ y P"~1 es un ideal). Nota-
mos que las dos sucesiones horizontales son exactas, y que como A es dominio en-
tonces ¢ es inyectivo pero no suprayectivo, a menos que P"~! = (x). Queremos
ver que P es un isomorfismo. Si ocurre que @(a + P) = 0 en P"~!/P" entonces
ax € P", por lo que ordp(a) +ordp(z) > n (de la observacién 5.2.19 se obtiene
que ordp(ax) > n, y por otro lado, factorizando a los ideales (a) y (z) y multipli-
cando ambos, obtenemos que (az) = (a)(z) = ([[; " )(I], Pjnj), y por la unici-
dad de la factorizacién del ideal (az), se obtiene que ordp(a)+ordp(x) = n;+n;
(para los indices i, j tales que P, = P = P;), y que n; + n; = ordp(azx) > n), lo
que implica que ordp(a) > 1 (ya que tenemos z ¢ P™ y x € P"~!, y entonces
por la observacién 5.2.19 se tiene ordp(x) = n — 1, es decir, ordp(a) > 1), y por
tanto, de la observacién 1.17.7 se obtiene que = € P. Asi,  es inyectiva. Para ver
que es suprayectiva, de la proposicién 1.15.5 basta probar que, ¥V @ € Max(A),
la funcién g : (A/P)q — (P"~!/P™")q es suprayectivo. Consideramos el dia-
grama localizado

(0) Pq Aq (A/P)q

|o = |+

(0) —= (P")q —= (P" ) —— (P"'/P")g —(0)

(0)

Por la proposiciéon 1.15.1 y por tener que las sucesiones horizontales del pri-
mer diagrama son exactas, se tiene que las dos sucesiones horizontales de este
diagrama siguen siendo exactas. Si @ # P entonces (P™)g = (P"!)g = Ag
(lo cual se obtiene del lema 1.17.2). Por tanto, P es trivialmente suprayectiva

(y ademds, notamos que g no es suprayectiva cuando x € @ (si fuera supra-
a

yectiva entonces dado ‘;—: € (P 1) tal que o’ € A\ Q, existirfa ¢ € Ag tal
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que =¥ = ‘S‘—:, es decir, axs’ = d’s, y si x € Q entonces el primer lado de la
igualdad perteneceria a @, por ser @ ideal, pero el lado derecho de la igualdad
no pertenece a @, por ser () maximal y en particular primo, y esto seria una
contradiccién). Si @ = P entonces (P"!)g = (zAg). Por tanto, la funcién ¢q,
y por consiguiente P, son suprayectivas.

Supongamos ahora que A/P es campo finito. Para ver que A/P" es un
grupo finito, consideramos la siguiente sucesion exacta de grupos abelianos y

procedemos por induccién sobre r:
(0) = P '/P" — A/P" — A/P"' — (0)

Como el lema se cumple para r = 1, supongamos que se cumple parar —1 > 1.
Entonces, por hipétesis de induccién se tiene |A/P"!| =|A/P|"~!, y como
P"=1/P" es isomorfo a A/P entonces |P"~!/P"| =|A/P| y se obtiene que

|A/PT| = |A/P"TY|PTY/PT] = |A/P["THA/P| =|A/P|"

(donde la segunda igualdad se obtiene de la hipétesis de induccién y de la
igualdad |P"~!/P"| = |A/P|). Se obtiene entonces el resultado. O

Lema 2.1.5. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Entonces la
norma de cualquier ideal no cero de A es finita, y la funcién || ||a : M(A) = N
es multiplicativa, donde M(A) es el conjunto de ideales de A.

Demostracion. Sea P € Max(A). Por el lema 2.1.4 obtenemos que |A/P"| =
|A/P|", que es un nimero finito, por lo que si tomamos cualquier ideal distinto de
cero I entonces es de la forma I = Py --- Py por el corolario 1.17.13 tenemos
AT = A/PM x---x APy por tanto ||I]|a = [[;_,||P||% (*). Se obtiene de
lo anterior que ||I]| 4 es finito. Si I, J son cualesquiera dos ideales de A entonces
I,J y IJ se factorizan en un producto tnico de potencias de ideales maximales,
por lo que la factorizacion de I por la factorizacion de J es igual a la factorizacion
de I.J, y se obtiene que si I.J es de la forma IJ = [[;_, P{* entonces se puede
obtener, sin pérdida de generalidad, que I = [[/_, P y J = [[;_;,, P{" para
algiin 1 < j <r, y aplicando (*) se tiene ||IJ||4 =||I||al|]|4- O

Proposicién 2.1.6. Sea A dominio de Dedekind con cocientes finitos y K su
campo de fracciones. Sea L/K una extension finita. Supongamos que la cerra-
dura entera B de A en L es un A-mddulo finitamente generado. Entonces B es
un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Mds ain, si I C B es un ideal
no cero entonces ||I||p =||Np/a(I)||a.
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Demostracion. Se obtiene del teorema 5.2.11 que B es dominio de Dedekind.
Sea M € Max(B). Sea P := M NA. Entonces B/M es un espacio vectorial sobre
A/P (por ser B un A-mdédulo finitamente generado) de dimensién f;/p. Por
tanto, B/M es un campo finito (A/P es finito por ser A de cocientes finitos), y
se cumple que

1M =|B/M| =|A/P|Pw/e =||PPu/P|| 4 =[|[Ngya(M)]| 4

donde la pentltima igualdad se obtiene del lema 2.1.5, y la dltima igualdad es la
definicién de N, 4 cuando L/K no es Galois.Como Np,4 es multiplicativa (lo
cual se obtiene de la definicién de Np/4), obtenemos que para cualquier ideal [
de B, ||I|[z =[|Np/a(I)|| - O

Denotamos ahora por A ya sea a Z o a k[z], donde k es un campo finito,
por L a una extension finita de grado n del campo de fracciones K de A, y
por B a la cerradura entera de A en L. Supongamos que B es un A-médulo
finitamente generado. Entonces de la proposicién 2.1.6 se obtiene que B tiene
cocientes finitos. Tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1.7. Sea A\ € R fijo. Entonces existe unicamente un numero finito de
ideales B con ||I||p < A.

Demostracion. Como un ideal I € M(B) tiene norma ||I||p = 1 si y sélo si
I = B, y como || || es multiplicativa y positiva por el lema 2.1.5, basta
probar que B contiene Unicamente un nimero finito de ideales maximales M
con ||M||p < A. Como un ideal maximal de A estd contenido Gnicamente en
un ndmero finito de ideales maximales de B (ya que un ideal maximal P de A
estd contenido en un ideal maximal M de B si y sélo si el ideal generado por P
en B estd contenido en M, lo cual se obtiene de la observacién 1.5.7), y como

1M]]p =||M 0 AJ[5704 > |[M A Al

(donde la igualdad se obtiene de la proposicién 2.1.6 y de la definicién de N, 4)
es suficiente probar que, dado A € R, existe tinicamente un ntmero finito de
ideales maximales P de A con ||P||la < A (pues de lo anterior, se tiene que la
norma de un maximal M de B es igual a la norma del maximal M N A de A
elevado a una cierta potencia, por lo que basta fijarse solamente en la norma
del maximal M N A de A), lo cual se cumple para los casos A =Z o A =TF,[z],
por el ejemplo 2.1.3 mencionado antes. O
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2.2. Valoraciones y dominios de ideales principales

Definicién 2.2.1. Sea R el conjunto de nimeros reales no negativos . Sea L
cualquier campo. Una funcidn | | : L — Rxq se le llama un valor absoluto de L
st satisface:

w (i) |x]| =0 siy sélo si x=0.
= (i) |zy| = |x||y| para todo x,y € L.

v (i) |z 4+ y| < |z|+|y| para todo z,y € L.

Definicidon 2.2.2. Sea L cualquier campo. Una valoracion de L es una funcion
v: L* — Z tal que se se satisfacen las siguientes propiedades:

v (i) v(zy) = v(z)+v(y) Yo,y € L* (i.e., v es un homomorfismo de grupos).
- (ii) v(@ +y) > min{o(z),v(y)} Y,y € L*

Extendemos v a L poniendo v(0) := 00

Sea O, = {a € L*|v(a) > 0} y M, := {a € L*|v(a) > 0}. Se puede verificar
que O, es un anillo y que M, es un ideal propio. Notamos que si a« € O, es
invertible en O, entonces 0 = v(1) = v(aa™1) = v(a) + v(a ) = v(a) =0y
v(a™!) = 0, y reciprocamente si « es tal que v(a) = 0 entonces tomando a1 €
L* se tiene 0 = v(1) = v(aa™t) = v(a) +v(a™!) = v(a ) =0=a €O,
y por tanto « es invertible en O,. Aplicando el siguiente lema se obtiene que

O, es un anillo local cuyo ideal maximal es M,. Denotamos por k, al campo
residual O,/ M,,.

Lema 2.2.3. Un anillo A es local si y sdlo si el complemento en A del conjunto
de unidades A* es un ideal de A.

Demostracion. Si A es local con ideal maximal M entonces sabemos que A\ M
consta de los elementos invertibles en A y su complemento es M, el cual es un
ideal.

Reciprocamente, si el complemento del conjunto de unidades, digamos J, es
un ideal de A entonces J es un ideal maximal, ya que de lo contrario si hubiera
I ideal de A con J C I (I # J) entonces Jx € I'\ J y por tanto z es invertible,
por lo que 1 € J = J = A. Por otro lado, si hubiera M maximal distinto de J
entonces debe contener a algin elemento invertible, porloque 1 € M = M = A,
lo cual es contradiccion.

Por tanto, A es local con ideal maximal J. O

Valoraciones P-adicas. Sea A un dominio de Dedekind (conmutativo), y
K su campo de fracciones. Sea P C A un ideal maximal. Asociamos a P una
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valoracién suprayectiva vp : K* — Z como sigue: si x € A entonces escribimos
el ideal () generado por z en A como

(:17) _ H Pordp(z)
PeMax(A)

donde Max(A) es el conjunto de ideales maximales de A y ordp(z) € N|J{0}
es el nimero de veces que aparece P en la factorizacién (tinica) del ideal (z).
Notamos que ordp(z) = 0 para todos excepto para un niimero finito de elemen-
tos P € A, y notamos también que, para cada P fija, el ntimero ordp(z) varfa
dependiendo de cada x. Definimos entonces vp(z) := ordp(z). Siz = a/b € K
con a,b € A entonces definimos

vp(z) :=vp(a) —vp(b)

Notamos que vp : K* — 7Z es efectivamente una valoracién, ya quesiz,y € A
se tiene x = a/by y = ¢/d con a,b,c,d € A y entonces

vp(zy) = vp(% 2) p(%) =vp(ac) — vp(bd) = ordp(ac) — ordp(bd)

Pero por ser A conmutativo, se tiene que (ac) = (a)(c) y por tanto

H Pordp(ac) — (CLC) — (a)(c) — H Pordp(a) H Pordp(c)

PeMax(A) PeMax(A) PeMax(A)

y por la unicidad de la factorizacién se obtiene

H POI‘dP (ac) _ H POI‘dP (a)+ordp(c)
PeMax(A) PeMax(A)

= ordp(ac) = ordp(a) + ordp(c)

Andlogamente se obtiene ordp(bd) = ordp(b) + ordp(d) y entonces

vp(z-y) vp(§-§) = vr(5g) = ve(ac) — vp(bd)

ordp(ac) — ordp(b

(ordp(a) + ordp(c)) — (ordp(b) + ordp(d))

(ordp(a) —ordp(b)) + (ordp(c) —ordp(d)) = vp(}) +ve(5)

vp(z) +vp(y)

Por otro lado, notamos también que la valoracién vp es suprayectiva. Como
P\ P? es un conjunto no vacio (por la factorizacén tnica de ideales maximales),
se obtiene que vp es suprayectiva, ya que tomando x € P\ P? y dado cualquier
n € N, tomamos el ideal (z)” = (z™) y notamos que estd contenido en P"
pero no en P"*1 y aplicando la observacién 5.2.19 se obtiene que vp(2™) = n
(notamos que z™ € A), y de aqui se obtiene la suprayectividad (otra forma de
verlo es notar que, dado P € Max(A) fijo, la localizacién Ap es dominio de

65



Dedekind local con un solo ideal maximal PAp, por lo que es un dominio de
ideales principales. Tomando cualquier n € N fijo, se obtiene entonces que existe
x/s € PAp, con x € P, s € S tal que (z/s) = (PAp)™. Factorizando el ideal
(z) = HQeMaX(A) Q°Q, notamos que z € P implica que el ideal P (elevado a un
valor positivo ep) aparece en la factorizacién de (z). Por tanto, se obtiene que
(z/1) = (PAp)®r,y como (z/1) = (x/s) y Ap es dominio de Dedekind entonces
eqg = n. Por tanto, vp(z) = n, y se obtiene entonces que vp es suprayectiva).

Notamos ademds que vp(x) > 0siz € Ay que vp(z) =0siysélosix ¢ P
(observacién 1.17.7).

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea P € Max(A).
Supongamos que A tiene cocientes finitos. Definimos el valor absoluto estanda-
rizado | |p asociado a vp como:

||P5K—>RZO

x— |z|p = |A/P|7P@ siz #£0

y [0]p = 0. La cardinalidad de A/P es una valor finito, pues A tiene cocientes
finitos.

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea L/K una
extension finita. Sea B la cerradura de A en L. Supongamos que B es un A-
modulo finitamente generado. Entonces B también es un dominio de Dedekind.
Cada ideal B € Max(B) tiene asociado una valoracién vg : L* — Z. Cuando
A tiene cocientes finitos entonces también B tiene cocientes finitos. Podemos
asociar de manera similar a lo anterior un valor absoluto || ||5 a cada valoracién

]

|z : L = Rxo
= || |ls = [B/B|"=@, six #0
y [0l = 0, es decir, el valor absoluto || || es el valor absoluto estandarizado

de L asociado a B. Sin embargo, también podemos definir el siguiente valor
absoluto: Sea P :=BNAy PB =[]y ppB°/7. Definimos

||B:L—>RZO

x| | = |A/P|7vE@ P sigp #£0
0—0

Observacién 2.2.4. El valor absoluto | |g de L extiende al valor absoluto | |p
de K, es decir, para todo x € K se cumple |z|g = |x|p. Para verlo, notamos que
si © € L entonces vg(x) = eg/pvp(x) (5.2.16). Por tanto, de las definiciones
se obtiene la observacion. Notamos también que

115 = (| [5)ce/rferr

(de la demostracion de la proposicion 2.1.6 se obtiene que |B/B| = |A/P|f5/7 ).
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Denotamos por ng,p al producto eg,p - f5/p. Tenemos entonces:

Lema 2.2.5. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
L/K wuna extension finita de grado n. Sea B la cerradura entera de A en L.
Supongamos que B es un A-mddulo finitamente generado. Entonces

= (i) ZB|PBnB/P =n=[L: K]
= (ii) Sea x € B. Entonces vp(Ny K (2)) =Yg pp f5/PvB(2).

» (iii) Supongamos que A tiene cocientes finitos. Sea | |p el valor abso-

luto estandarizado asociado a P € Max(A). Entonces |Np/k(x)|lp =

n
HB|PB(|‘T|BB/P)

Demostracion. La primera parte es en realidad el teorema 1.18.4.
Para la parte (ii), notamos que podemos escribir

@)= TI (I] 5=

PeMax(A) B|PB

Por definicién, Ng/a(zB) = HPEMaX(A) PXsips s/Pvs(®) Comg Npja(zB) =
Np,k(x)A (proposicién 1.25.8), se obtiene la parte (ii). Para la parte (iii), no-
tamos que por ser los valores absolutos y la funcién norma ambos funciones
multiplicativas, basta ver el caso en que x € B. Usando la factorizacién de
(zB), la proposicién 1.25.8 y la parte (ii) ya probada, se obtiene que

H |x‘7BlB/P _ ‘A/P|_ZB‘PB fe/pvB(z) _ |A/P|—1JP(NL/K(x)) — |NL/K(33)‘P
B|PB

obteniéndose lo que se buscaba. U

La funcién grado deg : k[z] \ {0} — N, con f(z) — deg(f(z)), puede exten-
derse a una funcién sobre k(z) \ {0} como sigue:
4

Si r(x) = p(x)/q(x), p(x),q(x) € k[z] entonces deg(r(z)) := deg(p(z)) —
deg(g(x)). Notamos que
deg(f - g) = deg(f) + deg(g)

deg(f +g) < max(deg(f), deg(g))

Se puede definir entonces una nueva valoracion
Voo @ k(x) = Z\ {0}

[ —deg(f)
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Observacién 2.2.6. Las valoraciones suprayectivas vp, P € Max(k[x]), ¥ Voo,
son todas distintas. Para verlo, sea f(x) € k[z] un polinomio irreducible que
genera al ideal mazimal P. Se obtiene entonces que

vp(f)=1

v (f) = —deg(f) < 0
vo(f) = 0 Q € Max(kfa]) y Q # P

Cuando k es un campo finito con ¢ elementos, asociamos a la valoracién v,
de k(z) el valor absoluto definido como

1f(2)]oo 1= g7 o) = gleeld)

Lema 2.2.7. Sea k cualquier campo. La valoracion vy, de k(x) es igual a la
valoracion vp de k(x) asociada al ideal mazimal P := (1/x)k[1/z] de k[1/x].

Demostracion. Consideramos la inclusién k[1/z] C k(1/z) = k(z). El anillo
k[1/x] es un dominio de ideales principales con campo de fracciones k(z). Sea
f(z) = Z?i%(f) a; ', CON Ggeg(f) # 0, cualquier elemento de k[z]. Como k(z) es
el campo de fracciones de k[1/x], podemos escribir f(z) como un cociente de la
forma g(1/xz)/h(1/x), con g(1/x),h(1/x) € k[1/x], como sigue. Escribimos

deg(f) 1

Fla) = ()Y i) =

7=

Qaeg(f) T daeg(p)—1(3) - + ao(2) V)
(1)dea(r)

Notamos que el elemento dgeg(f) +Gdeg(f)—1 (%) —+-- -—l—ao(%)deg(f) no es divisible
por 1/x en el dominio de ideales principales k[1/z]. Por tanto, se obtiene de la
definicién de la valoracién P-ddica vp asociada a P := (1/x) que

vp(f(x)) == ordp(f(x)) = 0 — ordp((1/2)*E)) = —deg(f).

Por tanto, vp = ve. Para mostrar que | | = | |p, notamos que k[1/z]/P = k.
Se obtiene entonces que si |k| = ¢, |flp := ¢ ") = | f|o. O

Teorema 2.2.8. Sea K cualquier campo. Sea v : K* — 7Z una valoracion no
trivial. Entonces O, es un dominio de ideales principales local, la funcion v
estd determinada de manera unica por el valor v(n), donde 7 es un generador
de My, y la funcion v — O,, del conjunto de valoraciones suprayectivas de K
al conjunto de dominios de ideales principales locales contenidos en K y con
campo de fracciones K, es una biyeccion.
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Demostracion. Sea m un elemento de M, tal que v(w) es igual al minimo valor
positivo que toma v. Sea a € O,. Si & no es unidad (por tanto v(a) > 0)
entonces v(«) es multiplo de v(w), ya que de lo contrario se tendria v(a) =
mo(m) + 7, con 0 <r <v(r) = v(ar™™) =r < v(n), por lo que ar~™ € M,,
contradiciendo que v(w) es el minimo valor posible. Luego, tenemos v(a) =
mo(m) = v(ar™™) =0, por lo que ar~™ es unidad en O,,. Se obtiene entonces
que cada elemento de O, se puede escribir como el producto de una unidad
en O, y una potencia de m, y por tanto m genera a M,. Notamos que si a €
O, con a = ur™ = /7", con u,u’ unidades en O, entonces se obtiene que
v(u) + mou(r) = v(u') + no(r), y como v(u) = v(u') = 0 entonces se obtiene
m = n, luego ur™ = u'7™ = u = v, por tanto « se escribe de manera tnica
como el producto de una unidad y una potencia de 7.

De manera similar se puede ver que cualquier otro ideal I C O, esta generado
por un elemento de @,. Para esto, notamos que si « € I entonces v(a) > 0, por
lo que v(a) > 0 (si ocurriera v(«) = 0 entonces «a serfa invertible en O, por lo
que I = O,), y entonces es de la forma o = un™, para algin n € N, u € O,
invertible en O,. Tomando ng el minimo de los enteros positivos n, se obtiene
que 70 genera a I. Entonces O, es de ideales principales.

Adema3s, cada elemento de K es el producto de una unidad y una potencia de
7, posiblemente negativa (pues si z € K entonces es un cociente § con a,b € O,,
y ademas a y b son ambos el producto tinico de una unidad y una potencia del
generador de M,,). De esto, y del hecho que la valoracién de una unidad es igual
a cero, se obtiene que la valoracién v estd determinada de manera tnica por el

valor v(7).
Veamos ahora que la funciéon v — O, es inyectiva. Sean v, y ve dos valora-
ciones suprayectivas de K. Si O0,, = O,, entonces M,, = M,, es un ideal

principal. Sea 7 un generador. Como wv; y we son suprayectivas, se obtiene
v1(m) = ve(m) = 1, y como los valores vi(m) y va(w) determinan de manera
Unica las valoraciones vy y v2, se concluye que v; = vs.

Ahora veamos que v — O, es suprayectiva. Sea O un dominio de ideales
principales local con campo de fracciones K. Sea M su ideal maximal. Sea 7 un
generador de M. Cada elemento x € K™* puede ser escrito de manera tinica como
un producto x = um®, con u € O*, s € Z (si tenemos x = umr® = v’ entonces,
por ser u,v unidades, se obtiene m° = 7!, y entonces s = t. Se obtiene que
u = v.). Tomando la valoracién M-adica vpq : K* — Z se tiene z € O,,, <
om(z) >0 & vapm(u) + supm(m) > 0 & s >0 (lo dltimo pues vaq(u) = 0y
vm(m) = 1, ya que vaq es sobre), y luego 2 = un®;s > 0 & x € O (pues si
x = un®, s > 0 entonces por ser m generador de M y u € O, se obtiene que
x € O. Reciprocamente, si x = un® € O, notamos que 7 no es invertible en O, ya
que genera a M, y entonces si se tuviera s < 0, obtendriamos u = z7~° € M,
pero u es invertible en O, y se tendria entonces M = O, una contradiccién.
Entonces, s > 0). Entonces O,,,, = O, y por tanto la funcién es suprayectiva. O

Observacion 2.2.9. Sea v : K* — 7Z cualquier valoracion. Sea n € N. Sea
nv : K* = Z tal que (nv)(x) = nv(x). Entonces Op = Opy y My = Mayy.
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Ahora, sea v : K* — Z cualquier valoracion no trivial. Entonces existe un unico
entero positivo e, tal que la funcidn v/e, : K* — Z, con © — v(z)/e,, es
una valoracion suprayectiva. Basta tomar e, := min{v(x)|z € M, }. Entonces
v(K*) = e, Z.

Teorema 2.2.10. Sea A un cualquier dominio de dimension 1 con campo de
fracciones K. Entonces la funcion v — M, N A entre el conjunto de valora-
ciones suprayectivas de K con v(A) > 0 y Max(A) estd bien definida. Si A es
un dominio de Dedekind entonces esta funcion es biyectiva, es decir, cada ideal
mazximal M C A define una valoracion suprayectiva vy de K (la valoracidn M -
ddica) tal que vpr(A) >0, y M — vy es el inverso de la funcion v — M, N A.
Ademds, N{y|v(a)>0yOv = A. Mds atin, kyy, == Oy, /My, = A/M.

Demostracion. Como v(A) > 0, se tiene A C O,. Sea M := AN M,. Cada
elemento de A\ M es invertible en O, pues si x € A\ M = z€ ACO,,
x ¢ M,NA=v(x) =0,y entonces z es invertible en O,,. Tomando la inclusién
i:A\M — O, y porser j: A— Ap,a— ¢ inyectivo (ya que A es dominio)
entonces la propiedad universal de anillos de fracciones nos dice que existe una
unica ¢’ : Ayy — O, con i = ¢’ o j, por lo que ¢’ es inyectiva y Ay; C O,.
Como A tiene dimensién 1 entonces M = (0) o M es un ideal maximal de A.
Si M = (0) entonces Ay = K = O, = K, lo cual no es posible pues v es una
valoracién suprayectiva. Entonces M € Max(A).

Supongamos que A es un dominio de Dedekind. Tomamos la valoracién vy .
La funcion M +— vy, es inyectiva, pues en general si P y @) son dos ideales
maximales distintos de A, tomamos x € P\ PNQ, y entonces x € Py z ¢ Q,
por lo que ¢ € P < vp(z) :=ordp(x) > 0 (observacién 1.17.7), y ¢ ¢ Q <
vg(x) = ordg(x) = 0 (observacién 1.17.7) entonces se obtiene que vp # vq.

Para ver la suprayectividad de la funcion M +— v,;, basta probar que, dado
v con v(A) > 0, existe un ideal primo M de A tal que Ay = O,, ya que
el teorema 2.2.8 implica entonces que v = vy (aplicamos el lema 5.2.14 para
obtener Ay, = O,,,, por lo que O, = O,,,, v del teorema 2.2.8 se obtiene
v = wvypr). Sea v una valoracién de K tal que v(A) > 0. Tenemos A C O,.
Sea M = M, N A. Andlogamente a lo que se hizo antes, encontramos que
M € Max(A), y que Ay € O,. Como Ajs es un dominio de ideales principales
local (pues A dominio de Dedekind implica que Ay; también es de Dedekind, y
como tiene un ndmero finito de ideales maximales (pues Ajs es local) entonces
aplicamos la proposicién 1.17.15) entonces del lema 1.14.6 se tiene Ay, = O,
(notamos que se cumple M Ay, C M, ya que M = M, N Ay j es inyectivo, por
lo que efectivamente podemos aplicar el lema). Por tanto, la funcién M +— vy
es biyeccién.

Por la proposicién 1.15.7 se prueba que A = Npremax(a)Anm, ¥ por la bi-
yeccién M > vy y por todo lo anterior, se obtiene que Nyremax(a)An =
Nfvju(a)>0} Oo. Del lema 1.18.5 se tiene que k, = A/M si v = vy, donde ademéds
se tiene A/M = Ay /M Ay O
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2.3. Curvas completas no singulares

Definicién 2.3.1. Sea L/k una extension finita. Denotamos por V(L/k) al
congunto de valoraciones suprayectivas de L triviales en k, es decir, al conjunto
de funciones suprayectivas v : L* — Z con v(k*) = 0.

Definicién 2.3.2. Un campo de funciones L/k es una extension L/k que tiene
grado de trascendencia 1 sobre k (es decir, 3z € L tal que L/k(x) es una exten-
sidn finita (con k(x) el menor subcampo de L que contiene a k y a z) y k(x)
es isomorfo como k-dlgebra al campo de funciones racionales en una variable
sobre k), y tal que k es algebraicamente cerrado en L (es decir, el conjunto de
elementos en L algebraicos sobre k es igual a k precisamente).

Definiciéon 2.3.3. Sea k cualquier campo. Una curva completa no singular
X/k sobre k es una pareja (X, k(X)/k) que consiste de un campo de funciones
k(X)/k, y un conjunto X que estd en correspondencia biyectiva con V(k(X)/k).

Notamos que a cada punto P € X le corresponde una valoracién vp, y por
tanto un anillo de ideales principales local Op := O, con ideal maximal Mp.
Llamamos al campo k(X) el campo de funciones racionales sobre X. Al anillo
Op se le llama el anillo de funciones racionales definidas en P, y a un elemento
de €l se le llama una funcién sobre X definida en P. Un elemento o € Op tiene
un cero en P si a € Mp, y vp(a) es el orden de dicho cero. Si o € Op \ Mp
entonces « tiene un polo en P,y su orden se define como |vp(a)|. El dominio
de a € k(X) es el conjunto de puntos P en X tales que a« € Op. SiU C X
entonces consideraremos el anillo Ox (U) := (\pcyy Op, v lo llamamos el anillo
de funciones sobre X definidas en todos lados sobre U.

Podemos dotar a X con la topologia de Zariski, donde un subconjunto C' es
cerrado si y sélo si C' es vacio, o igual a X, o un conjunto finito de puntos.

Definicién 2.3.4. Un abierto U de X se llama afin si el anillo Ox(U) es
una k-dlgebra finitamente generada y un dominio de Dedekind, y si la funcion
U — Max(Ox (U)) con P— MpnNOx(U) estd bien definida y es biyectiva.

Notamos que cualquier extensién L/k de grado de trascendencia 1 sobre k
define una curva completa no singular, donde tomamos X = V(L/k), y donde
cada punto P de X es una valoracién vp (la valoracién P-ddica).

Definicién 2.3.5. Una linea proyectiva sobre k es una curva completa no sin-
gular P*/k tal que el campo de funciones k(P')/k es isomorfo como k-dlgebra

al campo de funciones racionales en una variable.

Sea P! /k la linea proyectiva asociada al campo de funciones k(z)/k. Deno-
tamos por oo al punto de P! /k correspondiente a la valoracién ve.
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Proposicién 2.3.6. Sea k cualquier campo. Sea P! /k la linea proyectiva aso-
ciada al campo de funciones k(x)/k. Entonces

P' = {vy(x) | 9(z) € k[z], irreducible y monico} LI {vao }

Demostracion. Sea v € V(k(z)/k). Supongamos que z € O,. Entonces k[z] C
Oy, por lo que v(k[z]) > 0. Aplicando el lema 5.2.13 debe existir un maximal
M en k[z] tal que k[z]pr = O,. Como k[z] es de ideales principales cuyos
generadores son polinomios irreducibles entonces M estd generado por algin
polinomio irreducible g(z), y se obtiene que v(y4(,)) = v, es decir, vy,) = v.
Supongamos que z ¢ O,. Entonces v(z) < 0, por lo que v(1/x) > 0 y se tiene
1/x € M, (en particular, k[1/z] C O,). Notamos entonces que 1/z pertenece a
M,Nk[1/xz], el cual es un ideal principal en k[1/z], el cual estd generado por algin
polinomio irreducible (no constante) f’(1/x). Por tanto, 1/z = f/'(1/x)r(1/z),
para algin r(1/x) € k[1/x]. Se obtiene entonces que f'(1/z) = s-1/x, con
s€k*, yr(l/z) € k*. Por tanto, M,, Nk[1/x] = P := (1/x)k[1/z]. Aplicando el
lema 5.2.13 (donde tomamos A igual al dominio de Dedekind k[1/x]), se obtiene
que v = vp, y aplicando el lema 2.2.7 se obtiene que vp = v, y se obtiene el
resultado. O

Lema 2.3.7. Sea X/k una curva completa no singular asociada a una extension
k(X)/k de grado de trascendencia 1. Sea x € k(X). Sea U el dominio de x
(i.e., el conjunto de puntos P en X tales que x € Op) y U’ el dominio de 1/x.
Entonces X =UUU'.

Demostracion. Sea P € X. Por el lema 1.14.5 se tiene que el dominio de ideales
principales local Op contiene a & o a 1/x. Se obtiene entonces que P € U U
U'. O

Observacién 2.3.8. Sea P'/k como en la proposicion 2.5.6. Entonces el do-
minio U de x es igual a P!\ {oo}, y Op (U) = k[z]. Para lo primero, basta
notar que cada punto en P\ {oo} tiene asociado una valoracion P-ddica, donde
P :=(g(x)) es un ideal mazimal en k[x] generado por un polinomio irreducible
g(x) € klz], y ademds que el ideal mazimal (x) estd contenido en k[z], por lo
que en su factorizacion aparecerd cada ideal mazimal P elevado a algin entero
ap > 0, donde ap = 0 para todos excepto para un nimero finito de ideales ma-
zimales P, y de la definicion de vp, se obtiene que vp(x) > 0. Para lo segundo,
basta aplicar el teorema 2.3.9.
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Teorema 2.3.9. Sea X/k una curva completa no singular asociada a una ex-
tension k(X)/k de grado de trascendencia 1. Sea x € k(X) tal que k(X)/k(z) es
una extension finita. Sea U el dominio de x . Entonces U es un abierto afin de
X, yOx(U) esla cerradura entera de k[z] en k(X)) (con k[z] el menor subanillo
contenido en k(X) que contiene a k y a x) . El complemento de U en X es el
conjunto de puntos P tal que Op D k[1/x](1/4).

Demostracion. Sea P € U. Entonces x € Op. Como k C Op entonces k[z] C
Op. Tenemos que k(X)/k(x) es finita y por tanto es extensién algebraica. Como
k(X)) contiene a un elemento que no es algebraico sobre k (por ser de grado de
trascendencia 1, existe un elemento y € k(X) tal que k(X)/k(y) es extensién
finita y k(y) es isomorfo como k-dlgebras al campo de funciones racionales en
una variable), se obtiene que z no es algebraico sobre k (si se tuviera x algebraico
sobre k entonces k(z)/k es extension finita y por tanto k(X)/k serfa extensién
finita, lo cual implica que k(y)/k es finita y por tanto que y es algebraica sobre k,
una contradiccién). Como z no es algebraico sobre k entonces k[z] C k(X) es un
anillo de polinomios. Sea B la cerradura entera de k[z] en k(X). Como tenemos
una biyeccién entre las valoraciones suprayectivas v de k(X) y los dominios de
ideales principales locales O, cuyo campo de fracciones es k(X) mediante v +—
O, (teorema 2.2.8) entonces Op (que es dominio de ideales principales) tiene a
k(X) como campo de fracciones, y como Op es dominio de ideales principales
entonces es dominio de Dedekind, y por tanto es enteramente cerrado en k(X).
Luego, como la cerradura entera respeta contenciones entonces k[z] C Op =
B C Op. Aplicando la proposicién 5.1.4 obtenemos que B es un k[x]-mddulo
finitamente generado, y por tanto, también es un dominio de Dedekind (teorema
5.2.11). En particular, B es una k-algebra finitamente generada. Ademds, por
ser B un dominio de Dedekind, del teorema 2.2.8, se tiene una biyecciéon entre
U y Max(B) y ademds Ox (U) = B.

Asi, sblo resta mostrar que U es abierto en X. Como B es dominio de
Dedekind entonces U no es vacio (B = NpeyOp). Sea Py € X \ U. Enton-
ces x ¢ Op, = vp,(x) <0 = wvp,(1/x) > 0. Veamos que esto implica que
Op, 2 k[1/%](1/s). Tenemos que vp,(1/z) > 0 & 1 € Op = k[1/z] C Op,
(pues k* C Op,), con k[1/x] un anillo de polinomios (1/z no es algebraico sobre
k ya que x no lo es). Tomando la inclusién i : k[1/z] — Op,, y como k[1/x]
es anillo de polinomios entonces es dominio de ideales principales (en particu-
lar, es dominio), por lo que se tiene que j : k[1/x] — k[1/2](1/2), m — T es
inyectivo, y como k[1/z] \ (1/x) = k es invertible en Op, (vp,(k*) = 0) en-
tonces por la propiedad universal de anillos de fracciones (proposicién 1.12.4)
se tiene que 3¢ : k[1/x](1/2) — Op, tal que i = g’ 0 j = ¢’ es inyectiva, por
lo que k[1/z](1/2) <+ Op,, y por tanto k[1/x]1/s) € Op,. Reciprocamente, si
Py € X es tal que k[1/z](1/2) € Op,, la inclusién k[1/2] < k[1/x](1/,) implica
que vp,(1/x) > 0. Si ocurriera la igualdad entonces se tendria vp,(x) = 0, por
lo que z,1/xz € Op,, y por tanto, se tendria que (1/z) = Op,, lo cual es una
contradiccién pues (1/z) C k[1/x]. Por tanto, vp,(1/x) > 0 y se obtiene que
x ¢ Opy,y Phe X\U.
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Ahora, sea C' la cerradura entera de k[1/x](; /) en k(X). De nuevo por la
proposicién 5.1.4 se tiene que C' es un dominio de Dedekind, con k(X) campo
de fracciones de C' (para ver esto, notamos primero que por ser k[1/x] dominio
de Dedekind entonces su localizacién también es dominio de Dedekind. Ademas,
como k[1/x] C k[1/x]1/2) € k(x) entonces el campo de fracciones de k[1/x]( /a)
es k(x), y la extensién k(X)/k(z) es finita, por hipdtesis. Aplicando la proposi-
cién 1.2.15 se obtiene que el resultado), y luego por el teorema 2.2.10 tenemos
una correspondencia biyectiva entre los elementos de Max(C) y las valoraciones
suprayectivas vp de k(X) con vp(C) > 0. Ademas, k[1/x]1/.) € Op, y al ser
Op, dominio de ideales principales, y por ende dominio de Dedekind entonces
es enteramente cerrado, y como la cerradura entera respeta contenciones, se ob-
tiene C' C Op,, y por tanto vp,(C) > 0. Asi, vp, (que corresponde a Py) tiene
asociado un ideal maximal de C'. Por tanto, cada punto Py perteneciente a X \ U
tiene asociado un ideal maximal de C'. Por otro lado, como k[1/z](; /. es anillo
local entonces C' tiene un nimero finito de ideales maximales (de lo contrario,
habria un nimero infinito de ideales M € Max(C'), y por la observacién 1.5.7 se
obtiene que M N A = P := (2)k[1/2](1/4), lo cual implica que PC C M, y esto
para un numero infinito de maximales M € Max(C), pero por otro lado por ser
C' dominio de Dedekind, se tiene la factorizacién tnica de PC' es un producto
finito de ideales maximales PC = Mj*--- MS*, y de la observacién 1.17.7 se
tendria una contradiccién). Asi, como C' tiene un nimero finito de ideales ma-
ximales entonces X \ U es igual a un niimero finito de puntos (y en particular,
si By,...,Bs son los ideales maximales de C' entonces X \ U es igual al conjunto
de puntos asociados a las valoraciones B;-ddicas {vg,, ..., vs, })- O

Corolario 2.3.10. Una curva completa no singular X/k es la unidn de dos
subconjuntos abiertos afines.

Demostracion. Sea x como en el teorema 2.3.9. Entonces los dominios de x y 1/x
son abiertos afines, donde notamos que k(z) = k(1/x) y por tanto k(X)/k(x)
es extensién finita, y del teorema se obtiene que el dominio U’ de 1/x también
es abierto affn. Por el lema 2.3.7 se obtiene que los abiertos afines U y U’ de x
y 1/x, respectivamente, cubren a X. O

Corolario 2.3.11. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extension finita.
Sean B y B’ las cerraduras enteras de k[x] y k[1/x] en L, respectivamente. Sea
(1/z)B" =TI._, B{". Entonces

V(L/k) ={vg | B € Max(B)}U{vg,,...,vs,}

Demostracion. Sean Uy U’ los dominios en X de x y 1/x. Tenemos X = UUU’.
Del teorema 2.3.9 se obtiene que B = Ox(U) y que hay una biyeccién entre
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los puntos de U y los maximales de B (es decir, entre los puntos de U y las
valoraciones B-adicas de L). Ademds, del mismo teorema 2.3.9 se obtiene que el
complemento de U son todos los puntos P tales que Op 2 k[1/z](1/5) (en parti-
cular, Op O (1/z)), vy ademds notamos que todos estos puntos estn contenidos
en U’, y por el teorema 2.3.9 se obtiene que cada uno corresponde a un ideal ma-
ximal de B’ (pues los puntos de U’ estdn en biyeccién con los ideales maximales
de B’ = Ox(U’)). Sea B; el ideal maximal de B’ correspondiente a un punto
perteneciente a X \ U. Entonces Oy, 2 K[1/x](1/z). Queremos ver entonces que
B; 2 1B’ (notamos que de la conmutatividad se obtiene que (1/z)B’ = 1B’),
pues implicarfa que B; aparece en la factorizacién de (1/x)B’ en ideales ma-
ximales de B’. Como k[1/z] < k[l/z] /5 entonces vg,(1/z) > 0. No podria
ocurrir la igualdad, pues eso implicarfa que vg, (z) = 0, por lo que z,1/x € O,y
y entonces (1/x) = Oy, , lo cual no es posible pues (1/z) C k[1/z]. Por tanto,
vp,(1/z) > 0y 1/x € My, . Del teorema 2.3.9 y su demostracién se obtiene
que My, N B = B;, y como 1/x € k[1/z] C By B; es un ideal maximal
en B’ entonces se obtiene %B’ C B;. Reciprocamente, si un ideal maximal B;
de B’ aparece en la factorizacién de (1/x)B’ entonces en particular contiene al
elemento 1/2. Como vg, es la valoracién B;-ddica entonces vg, (B') > 0, por lo
que vg, (1/x) > 0, y obtenemos como antes que vg, (1/z) > 0. Asi, vg,(z) <0,y
por tanto vg, corresponde a un punto en X \ U. Se obtiene asi el resultado. O

Corolario 2.3.12. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extension finita.
Sea v € V(L/E). Entonces el grado [k, : k] es finito.

Demostracion. Notamos que el corolario se cumple en el caso L = k(z) (se
obtiene k, := O, /M, = k). Sean By B’ las cerraduras enteras de k[z] y k[1/z]
en L, respectivamente. Por el corolario 2.3.11 basta probar el caso en que v es
la valoracién B-ddica asociada a algin maximal B € Max(B) (y andlogamente,
para el caso B; € Max(B'), i = 1,...,s, del corolario 2.3.11). Sea P := BN
k[x]. Notamos que la dimensién de k[z]/P es finita sobre k (igual al grado del
polinomio ménico e irreducible que genera al ideal maximal P). Por tanto, resta
ver que fg,p es finita ya que por ser L el campo de fracciones de B y del teorema
2.2.10 se tendria entonces

[ky : k] =[Oy /My, k] = [B/B: k| = [B/B : k[z]/P][k|z]/P : k]

El entero fg,p es finito cuando B es un k[z]-médulo finitamente generado.
Cuando L/k(x) es separable entonces del teorema 1.4.6, se obtiene que B es
un k[z]-médulo finitamente generado. Sin embargo, la proposicién 5.1.4 asegura
que B siempre es un k[z]-mddulo finitamente generado. O

Observacién 2.3.13. Sea X/k una curva completa no singular. Sea P € X.
Del corolario 2.3.12 se obtiene que la composicion k C Op — Op/Mp es un
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isomorfismo. Identificamos el cociente Op/Mp con el campo k utilizando el
inverso de este isomorfismo. Dado o € k(X) definido en P, llamamos el valor
de la funcion o en P, denotado por oP), al elemento de k correspondiente a
la clase de o médulo Mp.
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2.4. Campos de funciones 1

Sea f € k[z,y] un polinomio irreducible. Tomando Cy := k[z, y]/(f), deno-
tamos por k(Zy) al campo de fracciones de Cj.

Definicién 2.4.1. Sea L/k una extension de campos. Decimos que k es alge-
braicamente cerrado en L si los unicos elementos de L algebraicos sobre k son
los elementos de k mismo.

Notamos que si k es un campo algebraicamente cerrado entonces k es alge-
braicamente cerrado en L para cualquier extensién L/k.

Sea k(z) el campo de funciones racionales sobre k. Entonces k es algebrai-
camente cerrado en k(z), ya que si f,g € k[z] son tales que f/g es algebraico
sobre k entonces se cumple a,, (f/9)" +an—1(f/9)"+...+a1(f/g) + ap = 0 para
algunos a; € k. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f, g no tienen
factores en comtin, y entonces a, f™ +...+a; fg" ! + apg™ = 0 y se obtiene que

flgyglf, yportanto f/g € k.

Lema 2.4.2. Sea f € k[, y].
i) Supongamos que f = gh en k[z,vy], con g € k[z,y]. Entonces h € k[z,].

= ii) Supongamos que f es divisible por un polinomio irreducible g en k[x, ],
y supongamos que g tiene al menos un coeficiente en k. Sea E la extension
de k generado por los coeficientes de g.

a) Si ocurre que E [k es separable, y {o1,02,...,0,} son representan-
tes de las clases Gal(k/k)/Gal(k/E) entonces [[;—, oi(9(z,y)) pertenece
a klx,y] y divide a f(z,y).

b) Si E/k es puramente inseparable de grado p¢, y sit > 1 es el entero
mds chico tal que g*" € k[z,y| (de la definicion de puramente inseparable
se tiene r < e) entonces g es irreducible en k[z,y] y divide a f.

Demostracion. i) Tenemos que h = f/g € k(x,vy),y entonces h € k(x,y) C k(z,y)
y h € k[z,y]. Se obtiene entonces que h € k[z,y].

ii) a) Como f € k[z,y|, tenemos que o;(g) divide a f para toda 1 <i < n.
Ademas, o; # 0; si i # j, ya que E es el generado por los coeficientes de g y si
ocurriera 0;(g) = 0;(g) entonces (o; oajfl)(E) = E y por tanto o; y o; estarfan
en la misma clase, contradiciendo la hipdtesis. Ademds, como g tiene al menos
un coeficiente en k se obtiene que ¢; no puede ser un multiplo constante de «; si
i # j (pues oy, 0, fijan a dicho elemento en k). Asi, se obtiene []}_, 0;(g) divide
af.

b) Sea E/k puramente inseparable. Sea r el menor entero positivo tal que
aP” € k para todos los coeficientes o de ¢g. Entonces g?" € klx,y] es irreducible,
ya que los tinicos factores de gP" son de la forma ¢’ con i < p”, y ninguno de
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estos factores pertenece a k[:lcL y] sii < p". Sea h un factor irreducible de g
(en k[z,y]) divisible por g en k[x,y]. Entonces g”" divide a h?". Como gP" es
irreducible en k[z, y], se obtiene que g?" divide a h, y por tanto divide a f. O

Proposicién 2.4.3. Sea k cualquier campo. Sea f € k[x,y] irreducible. Supon-
gamos que g € k[x,y| es irreducible y divide a f, y supongamos que al menos
uno de los coeficientes de g pertenece a k. Sea E el campo que se obtiene adjun-
tando a k los coeficientes de g, y sea Ey C E el subcampo mazximal de E que es
separable sobre k. Entonces:

w i) Bl campo k(Zs) contiene un subcampo isomorfo o Ey, es decir, existe
un homomorfismo de campos ¢ : Eq — k(Zy) tal que @, = Id),

» ) Si existe un coeficiente v de g tal que E = Ey(vy) entonces k(Zy)
contiene un subcampo isomorfo a E.

Demostracion. Supongamos primero que E/k es separable, es decir, E = Ej.
Sea {01,...,0,} el conjunto de representantes de Gal(k/k)/Gal(k/FE). Del lema
2.4.2, inciso ii), subinciso a) se obtiene que f = ¢[[}; 0i(g9) en kfz,y], con
¢ € k*. Consideramos la funcién natural i : k[z, y]/(f) — E[z,y]/(g). Notamos
que i es inyectiva, ya que si h € k[x, y] es divisible por g(z,y) en E|[x,y] entonces
del lema 2.4.2,ii),a) se obtiene que f(z,y) divide a h(z,y).

Ahora, como i es inyectiva, induce una funcién (inyectiva) i entre los campos
de fracciones correspondientes. Notamos primero que se cumple la proposicion
cuando g es lineal en k[z], ya que en este caso tendriamos g(z) =  — a, para
algtin a € k\ k. Entonces Ey = E = k(a), y como a no es algebraico sobre
k entonces k(a) es isomorfo como k-dlgebra al campo de funciones racionales
k(xz) — k(Z). Se obtiene de lo anterior que i) y ii) se cumplen. Supongamos
entonces que g no es un polinomio en k[z], o equivalentemente, que E[z] se
inyecta en E[z,y]/(g). Sean deg, (g) y deg, (f) los grados en y de los polinomios
g(x,y) vy f(z,y), respectivamente. Notamos que deg, (f) = ndeg(g). Ademis,
(k(Zy) : k(z)] = deg, (f) v [E(Z,) : E(x)] = deg,(g). Del lema 2.4.5 abajo se
obtiene que [E(x) : k(x)] = [E : k] = n, y como E(Z,) es una extensién de k(Z)
(mediante la funcién inyectiva i), se obtiene entonces que [E(Zy) : k(Z,)] =1,y
por lo tanto la funcién ¢ es un isomorfismo. Luego, k(Zy) contiene a un subcampo
isomorfo a F siempre que E/k sea separable.

Supongamos ahora que [E : Eg] = p® > 1, y sea r el menor entero tal que
g”" € Eylx,y]. Entonces g?" es irreducible en Eylz,y] y divide a f (por el lema
2.4.2, ii, b)). Tenemos que Ej es el subcampo de k que se obtiene adjuntando
a k los coeficientes de ¢gP, y entonces aplicando el procedimiento seguido ante-
riormente al caso gP , se obtiene que que k(Z ) es isomorfo a Eg(Zgr) sobre
k.

Consideramos el siguiente diagrama:
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Eo(2)[y)/(¢"") — E(z)[y]/(9)
Tp"degy(g) Tdegy(g)

Ey(z) ——— E(x)

donde las flechas indican las extensiones y los valores junto a las flechas
indican el grado de la extensién.

Por el lema 2.4.5 que se verd después, se tiene que [E(z) : Eyp(x)] = [E :
Ey], v entonces del diagrama se obtiene que E(x)[y]/(g) tiene grado p°~" sobre
Eo(z)[y]/(gP"). Ademds, si existe vy coeficiente de g tal que E = Ey(y) entonces
se tiene que e = r (pues notamos que r < e y g"" € Ey = N\ € Ey, pero el
polinomio minimo de X sobre Ey es de la forma 2" — a € Fylx], por ser E/F,
puramente inseparable, y tiene grado p¢, pues E = Eo(A) y [E : Ey] = p¢, por
lo que n = e y se obtiene entonces que e < r), y por lo tanto, Eo(z)[y]/(g?") es
isomorfo a E(x)[y]/(g). Se obtiene entonces que k(Zy) es isomorfo a E(Z,). Por
lo tanto, k(Z;) contiene a una copia de E. O

Observacién 2.4.4. Sea E/F cualquier extension finita, y sea o € E. Sea
f(y) € Fly] el polinomio minimo de o sobre F. Entonces f(y) también es el
polinomio minimo de o sobre F(x). Para verlo, sea g(y) € F(x)[y] el polinomio
minimo de a sobre F(x). Notamos que f(a) =0 = g(a), y ademds que f(y) €
Fly] C F(x)ly], y se obtiene entonces que g|f. Por tanto, g(y) € Fly], y se
obtiene entonces que f|g. Obtenemos entonces que f = g.

Lema 2.4.5. Sea E/k cualquier extension algebraica. Entonces las extensiones
E(x)/k(z) y E/k son ambas o de grado infinito, o de grado finito, y en este
dltimo caso se cumple [E(x) : k(z)] = [E : K|.

Demostracion. Supongamos que E/k no es una extension finita. Sea k C Ey C
. C E, C ... C E una cadena de subextensiones distintas de E/k. Con-
sideramos la cadena k(z) C Ei(x) C ... C E,(x) C ... C E(z). Como E;
es algebraicamente cerrada en F;(x) pero ya no es algebraicamente cerrada en
Eii1(z) (pues E; C Eiy1 C Eiy1(z) y Eiy1/E; es extension algebraica) entonces
E;(z) # E;y1(x), y por tanto E(x)/k(z) no es extensién finita.
Supongamos ahora que E/k es una extensién finita. Entonces se obtiene

que E = k(ay,...as) y consideramos la cadena k(x) C k(z)(ay) C ... C
kE(x)(ai,...,as) = E(x). Queremos ver primero que si F(«)/F es cualquier
extension algebraica entonces [F(a)(x) : F(z)] = [F(«) : F]. Para verlo, sea

f(y) € Fly] el polinomio minimo de « sobre F. Por la observacién 2.4.4 tenemos
que f(y) también es el polinomio minimo de « sobre F'(x). Obtenemos entonces
que [F(a)(z) : F(z)] = deg(f) = [F(«) : F], y aplicando esto a cada contencién
de la cadena k(z) C k(z)(a1) C ... C k(z)(aq,...,as) = E(z), se obtiene que
[E(z): k(x)] = [E : k] O
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Lema 2.4.6. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extensidn finita. Sea E
la cerradura algebraica de k en L. Entonces E [k es una extension finita.

Demostracion. Notamos que k(xz) C E(z) C L. Como L/k(z) es finita entonces
también E(z)/k(z) es finita. Por el lema 2.4.5 se obtiene entonces que E/k
también es finita. O

Proposicién 2.4.7. Sea k cualquier campo. Sea f € k[z,y] un polinomio irre-
ducible. Sea E [k la mazima extension algebraica de k contenida en k(Zy). En-
tonces E/k es una estension finita, y f se factoriza en klx,y] como un producto
de [E : k] polinomios irreducibles. Mds ain, existe un factor irreducible g de f
que tiene al menos un coeficiente en k tal que E es el subcampo de k(Z¢) genera-
do por los coeficientes de g. Ademds, si Ey es la maxima extension separable de
k contenida en E entonces E/Ey es extension simple y f es una [E : Ey|-ésima
potencia en k[x,y].

Demostracion. Se puede verificar que la proposiciéon se cumple en el caso f €
k[x]. Supongamos que deg,(f) > 0. Entonces k(Zy)/k(z) es una extension
finita. Tenemos que k(Z¢) = E(z)(y). Sea h(z,Y) € E(z)[Y] el polinomio
minimo de y sobre E(x). Entonces h(x,Y) divide a f(z,Y) en E(z)[Y] (pues
f(z,Y), = 0 en k(Z;) = E(x)(y)). Por el lema de Gauss, se obtiene que
g(z,Y) := cont(h(z,Y)) h(z,Y) € E[z][Y] divide a f(x,Y) (pues f = hh/,
con f € klz,Y] C E[z][Y], y h,h' € E(z)[Y], y por el corolario 1.26.4 se tiene
que f = cont(f)hih], con hy, h} € E[z][Y], donde en particular h = cont(h)h,
y por tanto cont(h)~'h = h; € E[z][Y] divide a f en E[z][Y]. Por tanto,

degy (f) = [k(Zy) : k(2)] = [K(Zf)  E(@)][E(z) : k(2)] = degy (9)[E : K]

donde en la dltima igualdad se usé que [k(Zf) : E(z)] = [E(z)(y) : E(x)] =
degy (h) = degy (9).

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que uno de los coeficientes no
cero de g pertenece a k (podemos multiplicar g por el inverso de algiin coeficiente
de g, obteniendo 1 € k). Sea F' la extensién de k generada por los coeficientes
de g. Sea Fj la maxima extensién separable de k contenida en F'. Sea r el menor
entero tal que g?" € Fy[z,y]. Sean o1, ..., 0, los distintos encajes de Fyy en k. Por
el lema 2.4.2 inciso ii) se obtiene que f = ¢(o1(g) - -~ 05(g))P . se obtiene entonces
que degy (f) = p"[Fp : k]degy (g). Como F C E (pues F estd generado por los
coeficientes de g, entre ellos un coeficiente de k, por lo que F'/k es una extensién
finita y por tanto algebraica), se obtiene que F' = E y que Fy = Fy. Como
[E : Eg] = p", obtenemos que el polinomio minimo sobre Ey de al menos un
coeficiente a de g es de la forma y? —a?" (pues E/Ej es puramente inseparable).
Por tanto, E = Ey(a). O
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Teorema 2.4.8. Sea k un campo perfecto. Sea f € klx,y] irreducible. Entonces
k es algebraicamente cerrado en k(Zy) siy sdlo si f es absolutamente irreducible.

Demostracion. Tenemos que si k no es algebraicamente cerrado en k(Z) enton-
ces f no es absolutamente irreducible, ya que si fuera absolutamente irreducible
entonces por la proposicién 2.4.7 sabemos que existe g factor irreducible de f
con al menos un coeficiente en k tal que E esta generado por los coeficientes
de g (donde E es la méxima extension algebraica de k contenida en k(Zy)),
pero por ser f absolutamente irreducible se obtiene que f = ag, a € k, o # 0.
Observamos entonces que cualquier coeficiente de f es el producto de o por un
coeficiente de g, y como f € k[z,y] y g tiene al menos un coeficiente en k, se
obtiene que a € k. De aqui, se obtiene que g € k[z,y|, y por tanto E = k,
contradiciendo que k no es algebraicamente cerrado en k(Zy).

Supongamos ahora que f no es absolutamente irreducible. Sea g € k[z,y] un
factor irreducible de f. Podemos asumir que al menos uno de los coeficientes de
g pertenece a k. Tenemos por hipdtesis que E # k, y entonces sea Ey C E la
méxima extensién separable de k contenida en E. Por la proposicién 2.4.3, se
tiene que k(Zy) contiene a un subcampo isomorfo a Ey, y como k es perfecto, se
obtiene que Ey = E, y por tanto Fy # k. De aqui, se obtiene que k no puede ser
algebraicamente cerrado en k(Zy) (pues de la definicién de que Ey sea separable
sobre k se tiene, en particular, que es una extensién algebraica). O

Lema 2.4.9. Sea k cualquier campo. Sean L/k(z) y K/k(y) dos extensiones
finitas. Supongamos que k(x) y k(y) son ambos isomorfos al campo de funciones
racionales en una variable, y supongamos que K C L. Entonces L/K es una
extension finita. En particular, si « no es algebraico sobre k entonces L/k(«)
es una extension finita.

Demostracion. Como L/k(x) es finita, se obtiene que k(x,y)/k(z) también es
finita. Sea f(z,Y") € k(z)[Y] el polinomio minimo de y sobre k(z). Notamos que
y no es algebraico sobre k (k(z) y k(y) isomorfos al campo de funciones racionales
en una variable), por lo que se tiene f ¢ k[Y]. Por tanto, x es algebraico sobre
k(y) y por tanto la extensién k(x,y)/k(y) es finita, y como L/k(x,y) es finita,
se obtiene que L/k(y) también es finita, y de aqui se obtiene que L/K es finita.

Si a no es algebraico sobre k entonces k(a) es un campo de funciones ra-
cionales en una variable sobre k, y aplicando un procedimiento analogo a lo
anterior al caso K = k(a), © = y = a, obtenemos el caso particular. O

Lema 2.4.10. Sea L/K una extensidn algebraica. Sea v : L* — Z una valora-
cion. St v|g~ es trivial entonces v es trivial en todo L*.
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Demostracion. Veamos primero lo siguiente: si a,b € L y v(a) # v(b) entonces
v(a + b) = min{v(a),v(b)}. Tenemos que v(a + b) > min{v(a),v(b)}. Podemos
asumir que v(a) > v(b). Supongamos que v(a + b) > v(b). Tenemos

v(b) =v(a+b—a) > min{v(a+b),v(—a)} = min{v(a + b),v(a)} > v(b)

donde la segunda igualdad se tiene porque v(—a) = v((—1)-a) = v(—1)+v(a) =
v(a), y la iltima desigualdad se tiene porque v(a), v(a+b) > v(b) (por hipétesis).
De la contradicciéon obtenida, se obtiene el resultado.

Ahora, sea a € L, y sea f(x) = apz™ + -+ ap € KJz] tal que f(a) = 0.
Supongamos que v(a) # 0. Notamos entonces que v(a;a) # v(aja?) sii # j.
Utilizando lo mencionado antes, se obtiene entonces que

0o = v(0) = v(f(a)) = min{vi(a1a),...,v,(ana™)} = v(ag)+v(a®) = kv(a) < 0o

para algin 1 < k < n. De la contradiccion, se obtiene el lema. O

Teorema 2.4.11. Sea k cualquier campo. Sea L/k de grado de trascendencia
uno sobre k. Sea V(L/k) el conjunto de valoraciones suprayectivas v : L* — Z
triviales en k. Sea k' C L la mdzima extension algebraica de k contenida en L.

Entonces k' [k es finita y
K= (] 0

veV(L/k)

Demostracion. Como L/k es de grado de trascendencia 1, existe z € L tal
que L/k(z) es finita y k(x) es isomorfo al campo de funciones racionales en
una variable sobre k. Aplicando entonces el lema 2.4.6 obtenemos que k'/k es
finita. Sea a € L algebraico sobre k. Como v € V(L/k) entonces por el lema
2.4.10 se obtiene que v(a) = 0. Por tanto, « € O, Vv € V(L/k) y se tiene
a € ﬂvev(L/k) O,. Ahora, sea o € ﬂv€V(L/k) O, pero supongamos que « ¢ k.
Por el caso particular del lema 2.4.9 se obtiene que L/k(«) es finita. Sea B’ la
cerradura entera de k[1/a] en L. Por la proposicién 5.1.4 se tiene que B’ es un
k[1/a)-médulo finitamente generado. Tenemos que el ideal (1/a) en k[1/a] es
no trivial, y por tanto podemos factorizar en un producto no vacio de ideales
maximales al ideal generado (1/a)B’ = Bf* - - - BS. Entonces 0 < e; = vg, (1/a),
y se obtiene por tanto que vg, (@) = —vg, (1/a) < 0, contradiciendo el hecho de
a € (’)vBI. Por tanto, se debe tener que o € k. O

Proposicién 2.4.12. Sea k cualquier campo. Sea L/k una extensién de grado
de trascendencia 1 sobre k. Sea o« € L*. Entonces el conjunto

{v e V(L/k)[v(e) # 0}

es un conjunto finito.
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Demostracion. Supongamos que S := {v € V(L/k)|v(«) < 0} es finito. Si hu-
biera algun « tal que v(a) > 0 para una infinidad de v entonces 0 = v(1) =
v(aa™t) = v(a) + v(a™!) = v(a!) < 0 para una infinidad de v, lo que con-
tradice la hipdtesis. Por tanto, {v € V(L/k)|v(a) > 0} es finito y por tanto
{v e V(L/k)|v(a) # 0} también lo es.

Ahora veamos que Ya € L* el conjunto S es finito. Sea a € L*. Si S es vacio
entonces v(a) = 0 Vo € V(L/k) = o € (\,cy(r/x) Ov ¥ Por el teorema 2.4.11
se tiene que « es algebraico sobre k y por el lema 2.4.10 se obtiene v(a) = 0
Yov € (L/k), por lo que se cumple lo que se querfa en este caso.

Si S no es vacio entonces por teorema 2.4.11 se tiene que « no es algebraico
sobre k, y por el lema 2.4.9 se tiene que L/k(a) es una extension finita. Sea
B’ la cerradura entera de k[1/a] en L (i.e., el anillo formado por los elementos
en L que son raiz de algin polinomio mdnico con coeficientes en k[1/«]). Por
la proposicién 5.1.4 se tiene que B’ es un k[1/a]-mddulo finitamente generado.
Factorizando el ideal generado por 1/« en B’, (1/a)B’, en un producto de
ideales maximales se tiene (1/a)B’ = BT ... B% (e > 0) y como v, (1/a) =
e; > 0 entonces vy, () < 0 Vi=1,2,...,s. Notamos que las vg, son las inicas
valoraciones tales que vy, (a) > 0, ya que si hubiera otra valoracién vy con
ves (@) < 0 entonces vy (1/a) > 0 y por tanto el ideal B=(1/®) debe aparecer
en la factorizacién de (1/a)B’, y por la unicidad de la factorizacién se tiene
vz (1/2) = B para algiin i. Como a pertenece a la cerradura entera B de k[a]
en L entonces v(a) > 0 si v es una valoracién tal que O, D B. Por el teorema
2.3.9 y el corolario 2.3.11 se obtiene que V(L/k) = {v|O, D B}U{ve,,...,vs,}
y de aqui se obtiene que S es finito. O

Recordamos la siguiente definicién que ya tenfamos desde antes: Sea k cual-
quier campo. Decimos que una extensién L/k es un campo de funciones sobre
k si L es de grado de trascendencia 1 sobre k, y si k es algebraicamente cerrado
en L.

Sea X/k cualquier curva completa no singular. Notamos entonces que k(X)/k
es campo de funciones (ya que Ox(X) = k, donde recordamos que si U C X es
un abierto no vacio entonces Ox (U) := [pcy Op, llamado anillo de funciones
sobre U). Llamamos a los elementos de & las funciones constantes sobre X, y al
campo k lo llamamos el campo de constantes del campo de funciones k(X).

Ahora, sea X/k una curva completa no singular, y consideramos k(X) una
cerradura algebraica fija de k(X). Sea k la cerradura algebraica de k contenida
en k(X). Notamos entonces que k es algebraicamente cerrado y por tanto k es
una cerradura algebraica de k. Sea k' C k cualquier extensién de k. Denotamos
por k'(X) al producto k' - k(X), es decir, al subcampo de k(X) generado por k'

y k(X).

Lema 2.4.13. Sea k un campo perfecto y sea k(X)/k un campo de funciones.
Si k' [k es cualquier extensidn de k en k entonces k'(X)/k' es un campo de
funciones. Mds ain, si la extension k'/k es finita entonces [K'(X) : k(X)] =

83



[k : K.

Demostracion. Sea x € k(X) tal que k(X)/k(x) es una extensién finita sepa-
rable (corolario 5.1.7). Sea y € k(X) tal que k(X) = k(x)(y) (corolario 5.1.7).
Sea f(x,Y) € k(z)[Y] el polinomio minimo de y sobre k(x). Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que f € k[z,Y]. Entonces, como k es perfec-
to y algebraicamente cerrado en k(X), podemos aplicar el teorema 2.4.8 pa-
ra obtener que f(z,Y) es absolutamente irreducible. De aqui, se obtiene que
[£'(X) : K'(z)] = degy (f) = [k(X) : k(z)] (donde la primera igualdad se obtiene
notando que k'(X) = k'(x)(y) y que el polinomio minimo de y sobre k'(z) sigue
siendo igual a f(x,Y) por ser un polinomio absolutamente irreducible, y por
tanto irreducible en k'[z, Y], donde se anula y).

Supongamos que la extensiéon k’/k es finita. Del lema 2.4.5 obtenemos que
[£'(x) : k(x)] = [k : k], y como k'(z)/k(z) es finita, similarmente obtenemos
que [K'(X) : k(X)] = [K'(z) : k(z)]. Por tanto, [K'(X) : k(X)] = [k : k]. Sea
E la maxima extensién algebraica de k' en k/'(X). Entonces k'(X) = E(X).
Haciendo un procedimiento similar a lo anterior aplicado a la extensién E/k,
podemos obtener que [E(X) : k(X)] = [E : k]. Y como [K' : k] = [K'(X) :
k(X)) =[E(X): k(X)] = [E : k], se obtiene que E = k’. Por tanto, k'(X)/k’ es
un campo de funciones.

Supongamos ahora que k’/k no es necesariamente finito. Sea o = Y ;_, a;v;
un elemento de k'(X) algebraico sobre k', cona; € k' yv; € k(X),Vi=1,...,s.
Sea F':= k(a1,...,as). Entonces o € FI(X). Aplicando el caso anterior, tenemos
que F(X)/F es campo de funciones, por lo que debe ocurrir que o € F, pero
notamos que F C K/, por lo que o € k’. Se obtiene que k'(X)/k’ es campo de
funciones. O

Con todo lo visto en esta seccién, podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 2.4.14. Sea k campo perfecto. Consideramos X/k una curva com-
pleta no singular con k(X)/k su campo de funciones asociado, y fijamos una
cerradura algebraica k(X) de k(X). Sea k' [k cualquier extension algebraica de k
contenida en la cerradura algebraica k de k contenida en k(X), y consideramos
el campo K'(X) =k - k(X). Sea X/ /K" la curva completa no singular asociada
al campo de funciones k'(X)/k’. Decimos que la curva Xy /K" se obtiene de X /k
por cambio de base (o por una extension de campos constante o por extension de
los escalares). A la extension k' (X)/k(X) se le llama una extensidn de campos
constante.
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2.5. Morfismos entre curvas completas no singulares

Definicién 2.5.1. Sea X/k, Y/k dos curvas completas no singulares sobre k.
Un morfismo no constante ¢ : X — Y de curvas completas no singulares so-
bre k se define como una funcion dada por un homomorfismo de k-dlgebras
@ k(Y) = k(X) como sigue: si P € X corresponde a la valoracidn vp enton-
ces o(P) corresponde en'Y a la dnica valoracion suprayectiva inducida por la
valoracion vp o p*.

La unicidad se obtiene pues para cualquier valoracion v : K* — 7Z se tiene
que v(K*) = rZ, donde r es el menor valor positivo que toma v (de hecho,
v(m) = r, donde 7 es el generador del ideal maximal M, de O,). Aplicando
esto a la valoracién (vp o ¢*) : k(Y)* — Z cuya imagen es de la forma eZ para
alguna e, obtenemos una unica valoracién asociada suprayectiva de k(Y") trivial
en k, vy(py := L(vp o ¢*).

De la definicién anterior se obtiene que Oy py = (¢*) 1 (Op). Ademas, el
mapeo ¢ estd bien definido, pues ¢*(k(Y)) es un campo de funciones sobre k,
con p*(k(Y)) C k(X) (¢*(k(Y))/k es de grado de trascendencia 1 y k algebrai-
camente cerrado en ¢*(k(Y)), pues k(X)/k es de grado de trascendencia 1 y
k es algebraicamente cerrado en k(X)). Ademads, del lema 2.4.9 se obtiene que
el grado de cualquier extensién de campos de funciones sobre k es finita, por
lo que k(X)/¢*(k(Y)) es una extensién finita y por tanto algebraica. Sea v la
valoracién de k(X) correspondiente al punto P en X. Entonces, del lema 2.4.10
se obtiene que el que k(X)/¢*(k(Y')) sea algebraica implica que v|(,«(x(y))+) no
puede ser la valoracion trivial.

Supongamos ahora que ¢* : k(Y) — Ek(X) estd dado por una inclusién
k C k(Y) C k(X). Se obtiene entonces que Oy py = Op Nk(Y).

Definicién 2.5.2. Sea ¢ : X — Y un morfismo no constante de curvas com-
pletas no singulares sobre k, y sea * : k(Y) — k(X) el morfismo de k-dlgebras
que induce a . Al grado (finito) [k(X) : *(k(Y))] se le llama el grado de .
Ademds, decimos que el morfismo @ es separable si k(X)/p*(k(Y)) es separable.

Decimos que dos curvas completas no singulares sobre k, X/k y Y/k, son
isomorfos si sus campos de funciones son isomorfos como k-dlgebras. Dado el
isomorfismo de k-dlgebras entre k(X) y k(Y), el morfismo asociado de curvas
completas no singulares sobre k se le llama un isomorfismo de curvas. Un au-
tomorfismo o de una curva X/k es un morfiso de curvas sobre k asociado a un
automorfismo de k-dlgebras o* : k(X) — k(X).

Notamos que un automorfismo tiene grado 1 y es separable. Notamos ademas
que si p : X — Y es un morfismo sobre k entonces las curvas completas no
singulares sobre k definidas por los campos de funciones k(Y)/k y ¢*(k(Y))/k
son isomorfos.
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Sea X /k cualquier curva completa no singular. Como k(X)/k es campo de
funciones entonces si a € k(X)\ k se tiene que « no es algebraico sobre k.
Entonces k() es isomorfo al campo de funciones racionales en una variable
sobre k. Por tanto, la inclusién k(a) C k(X) induce un morfismo ¢, : X — P!,
con O, (py = Op Nk() (donde P! es la curva completa no singular asociada
al campo de funciones k(a)/k, donde por ser « no algebraico sobre k se obtiene
que la extensién es de grado de transcendencia 1, y que k es enteramente cerrado

en k(a)).

Observacion 2.5.3. Por el teorema 2.3.9 se tiene que el dominio V de o en
X es un abierto afin. Sea {Py,...,Ps} el complemento de V en X, es decir,
los polos de «. Si co € P es el punto de P correspondiente a k[1/a]/q)
entonces oo es la imagen de los puntos Py,...,Ps bajo el morfismo ¢,. Pa-
ra verlo, notamos primero que si P € P! es el punto correspondiente al ideal
(1/a) € k[1/a] entonces Op = k[1/a](1/a) (lema 5.2.14). Luego, por el teorema
2.3.9 sabemos que el complemento del dominio V C X de « es igual al conjunto
(finito) de todos los puntos P; € X tales que Op, 2 k[1/c](1/4). Notamos en-
tonces que Op, Nk(a) = k[1/a](1/q) (pues como k[1/a] es dominio de ideales
principales entonces es de Dedekind y su localizacion k[1/a]q) también lo es,
y ademds k(a) es su campo de fracciones, pues k[1/a] C k[1/ali/o C k(a), y
como k[1/a]1/qa) € Op,, y como Op, Nk(a) # k(a) entonces podemos aplicar
el lema 5.2.15 al anillo de valoraciones discreto Op = k[1/a]x/q) con campo
de fracciones k(c) y a la contencion Op = k[1/a]q/a) € Op, N k(a), para obte-
ner la igualdad deseada). Se seguird entonces, por lo mencionado en el pdrrafo
anterior, que Oy (p,y = Op, Nk(a) = k[1/a](1/a), y por tanto el conjunto de
puntos en X cuya imagen es oo es igual al complemento de V.

Por el mismo teorema 2.3.9, también se tiene que la funcion que viene dada
por V. — Max(Ox(V)) y que manda un punto P al ideal mazimal MpNOx(V),
es una biyeccidn; y ademds, Ox (V) es la cerradura entera de k[a] en k(X). Y
por la observacion 2.3.8 se tiene que kla] = Opi (P! \ {00}), y se puede veri-
ficar que la funcién po|v : V. — PL\ {co} se puede identificar con la funcién
Max(Ox(V)) — Max(kla]), M — M N kla]. Para verlo, sabemos que hay una
biyeccion V +— Max(Ox(V)) mediante P — MpNOx(V) (con P € V), y
usando de nuevo la observacion 2.3.8 y el teorema 2.5.9, obtenemos una biyec-
cion entre el dominio V' = P\ {oc} de a en P! y Max(Op: (V")) mediante
P — Mp NOp (V') (con P’ € V'). Por tanto, la funcion @uly : V. — V/,
con P — P', define una funcidn natural Max(Ox(V)) — Max(k[a]), con
MpNOx(V) = Mp Nkla]. Y ademds, de la inclusion k(o) C k(X) y co-
mo la imagen de P es P', se tiene que Opr = Op Nk(a), y se obtiene que
Mpr = MpNk(a), y de aqui, la funcion natural mencionada es la misma que
la funcion Max(Ox (V) — Max(k[a]), con MpNOx (V) — Mp Nkla]. Como
todos los ideales mazimales de Ox (V') son de la forma MpNOx (V) (P€V)
y todos los ideales mazimales de k[a] son de la forma Mp Nk[a] (P’ € V'), se
obtiene que la funcion natural mencionada es la misma funcion que la funcidn
Max(Ox (V)) = Max(k[a]), con M — M Nk[a].
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Observacién 2.5.4. De manera andloga a la observacion 2.5.3, tomando V'
el dominio de 1/a se tiene que su complemento en X es el conjunto de ce-
ros de o en X. Sea 0 el punto de P correspondiente al anillo local kla](a)-
Entonces la funcion @u|v: @ V' — P\ {0} puede identificarse con la funcién
Max(Ox (V")) — Max(k[1/a]).

En la demostracion del siguiente lema se dard un esbozo de la demostracién,
la cual puede encontrarse en [9] (lema 5.5, pagina 247).

Lema 2.5.5. Sea k cualquier campo. Sea ¢ : X — Y un morfismo no constante
de curvas completas no singulares sobre k. Supongamos que  estd dado por la
inclusion de campos k(Y) C k(X). Entonces existe una cubierta abierta afin
{U1,U3} de Y con las siguientes propiedades:

» (1) SiV; == ¢ Y(U;), i = 1,2 entonces los conjuntos V;. i = 1,2 son
abiertos afines, y la inclusion Oy (U;) C Ox(V;) implica que Ox (V;) es
un Oy (U;)-mddulo finitamente generado.

w (2) La funcidn ¢ly, : V; — U; se puede identificar de manera natural con
la funcion Max(Ox (V;)) = Max(Oy (U;)), M — M N Oy (U;)

» (3) Sea Q € Y. Entonces la cerradura entera C' de Og en k(X) es un
Og-mddulo finitamente generado y un Dominio de Dedekind.

Demostracion. Sea « € k(Y) \ k. Sean V1 y Uy los dominios de v en X y en Y,
respectivamente. Sean V5 y Us los dominios de 1/ en X y en Y, respectivamen-
te. Entonces ¢~ 1(U;) = V4, pues si P € o~ 1(U;) entonces ¢(P) € Uy, es decir,
a € Oupy CE(Y), pero Oypy = Op Nk(Y) y por tanto, a € Op C k(X) =
P € V. Reciprocamente, si Q € V4 entonces o € Og C k(X), y por hipdte-
sis tenemos a € k(Y), por lo que Oyg) = Og NKE(Y), y se obtiene que
@ € Oy C k(Y), es decir, o(Q) € Uy, y asi Q € ¢ (U1). Andlogamente,
se puede ver que o~ 1(Uy) = Va. Por el lema 2.3.7 se obtiene que {U;,Us} v
{V1, Va} son cubiertas de Y y X, respectivamente, y del teorema 2.3.9 se obtie-
ne que son abiertos afines de Y y X, respectivamente. Luego, para probar (1),
basta ver que Ox (V1) es un Oy (U;)-médulo finitamente generado (el otro caso
es andlogo). Del teorema 2.3.9 tenemos que Ox (V1) es la cerradura entera B} de
ko] en k(X) y que también es una k-algebra finitamente generada y un dominio
de Dedekind (y notamos también que el campo de fracciones de Bj es k(X),
por la proposicién 1.2.15), y similarmente, Oy (U7) es la cerradura entera By de
kla] en k(Y) y un dominio de Dedekind (y también notamos que el campo de
fracciones de B; es k(Y'), por la proposicién 1.2.15). Sea BY la cerradura entera
de By en k(X). Queremos probar que B] = BY, ya que si se cumple eso en-
tonces de la proposicién 5.2.1 se obtendrd que B es un Bi-médulo finitamente
generado (notamos que la hipétesis de que k(X)/k(Y) sea extension finita se
cumple por el tercer parrafo de esta seccién 2.5 en el capitulo IT). Tenemos que
B; C BY, y como BY es entero sobre By, y By es entero sobre k[a] entonces BY
es entero sobre k[a] (proposicién 1.2.14), y entonces B C Bf.Y también, como
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B; C B}, y como Bj es entero sobre k[a] entonces B; es entero sobre k[a] y B
es entero sobre By (proposicién 1.2.14), y en particular B} es entero sobre By,
y por tanto, Bj C B{. Se obtiene entonces la igualdad buscada, y se obtiene la
parte (1).

Para probar (3), podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que Q € Uy,
es decir, que a € Og \ k. Tenemos que C' es enteramente cerrado, y como C/Oq
es extensién entera, se obtiene que C' tiene dimensién 1 (Og es un dominio de
ideales principales, y por tanto un dominio de Dedekind. Entonces es de dimen-
sio6n 1, y aplicamos la proposicién 1.5.6). Como o € Og, se obtiene que Og
es la localizacién de Oy (U1) en un ideal maximal Mg (como a € Og entonces
Q € Uy y se obtiene Oy (U1) C Og, por lo que vg(Oy (U1)) > 0. Ademds, como
Uy es afin entonces Oy (U;) es la cerradura entera de k[a] en k(Y), y por la
proposicién 5.1.4 Oy (U;) es un kla]-médulo finitamente generado. Usando en-
tonces el teorema 5.2.11 se llega a que Oy (U7) es un dominio de Dedekind, que
ademds tiene a k(X) como campo de fracciones debido a la proposicién 1.2.15.
Aplicando el lema 5.2.13 se obtiene el resultado). Por construccién, Ox (V7) es la
cerradura entera de Oy (Uy) en k(X) (por el teorema 2.3.9 tenemos que Oy (Uy)
es la cerradura entera B’ de k[a] en k(Y'), y Ox (V1) es la cerradura entera B de
ko] en k(X). Sea B” la cerradura entera de B’ en k(X). Si b € B” entonces es
entero sobre B’ y por la proposicién 1.2.14 se tiene que b es entero sobre k[a],
y por tanto, b € B. Reciprocamente, si b € B entonces en particular b € k(X)
y es un elemento entero sobre k[a]. Aplicando de nuevo la proposicién 1.2.14
se tiene que b es entero sobre B’. Por tanto, b € B”, y se obtiene la igualdad
B" = B). Como Oy (U;) \ Mg es un subconjunto multiplicativo de Ox (V1), se
obtiene que la cerradura entera C' de Og en k(X) es la localizacién de Ox (V1)
en un subjunto multiplicativo. Como Ox (V1) es un Oy (Uy)-médulo finitamente
generado entonces C' es un Og-moédulo finitamente generado. Se obtiene que C'
es Noetheriano, ya que Og lo es (Og es dominio de Dedekind, por lo que en
particular es noetheriano, y luego aplicamos el corolario 1.4.5). Asi, se obtiene
el resultado. O

Sea k un cualquier campo. Sea ¢ : X — Y un morfismo no constante de
curvas completas no singulares sobre k dado por una inclusién de campos de
funciones k(Y") C k(X). Sea P € X. Sea C la cerradura entera de O (py en k(X).
Entonces Op es la localizacién de C en un ideal maximal (del lema 2.5.5 tenemos
que C es un dominio de Dedekind y un Og-médulo finitamente generado, con
campo de fracciones k(X) y tal que vp(C) > 0, esto tltimo ya que la igualdad
Og = OpNk(Y) implica que Og C Op y como Op es enteramente cerrado en su
campo de fracciones k(X), se obtiene que C C Op, y por tanto vp(C) > 0. Como
las hipétesis del lema 5.2.13 se satisfacen entonces se obtiene el resultado). La
inclusién natural O, py — Op induce una funcién (inyectiva) entre los campos
residuales O (py/ My (py — Op/Mp. Como C es una O, (p)-dlgebra finitamente
generada, se tiene que [Op/Mp : Oypy/My(p)| es finito, y denotamos a este
valor como fp/,(p), ¥ lo llamamos el grado residual de P sobre ¢(P). Ademads,
al entero ep (denotado también por ep/,(p)) tal que My pyOp = MY se le

88



llama el indice de ramificacién de ¢ sobre P (o de P sobre ¢(P)). Observamos
que existe dicha ep, ya que Op es un dominio de ideales principales local, por
lo que es un dominio de Dedekind local. Entonces, el ideal M,pyOp generado
por M, py en Op se factoriza como un producto tinico de ideales maximales
de Op, el cual solamente tiene un ideal maximal, Mp, y asi M,p)Op = MY
para alguna ep € N. Tenemos entonces la siguiente definicién:

Definicién 2.5.6. Un punto P de X es no ramificado sobre Y siep =1 y
si el campo residual Op/Mp es separable sobre Oy, (py/Mypy. El punto P es
ramificado si ep > 1 o si el campo residual Op/Mp no es separable sobre
Oyu(py/My(py- La imagen en'Y del conjunto de puntos de ramificacion de X se
le llama el branch locus de ¢.

Sea Q € Y. La fibra »=1(Q) se puede describir como sigue: Sea C' la ce-
rradura entera de Og en k(X). Como C/O¢ es extensién entera entonces cada
ideal maximal de C' contiene a Mg (observacién 1.5.7). Como C' es dominio de
Dedekind, C tiene tinicamente un niimero finito de ideales maximales (pues al
intersectar cualquier ideal maximal de C' con Og se obtiene el tnico ideal ma-
ximal Mg de Ogq, y entonces del corolario 1.17.4 se obtiene el resultado). Cada
uno de estos ideales maximales corresponde a una valoracién de k(X) (recor-
damos que k(X)/k(Y) resulta ser una extension finita, por lo que tenemos las
hipétesis para poder aplicar la proposicién 1.2.15 y obtener que k(X) es el cam-
po de fracciones de C. Luego, cada ideal maximal M de C' induce una valoraciéon

de k(X), a saber, la valoracién M-ddica). Sea Op,, i = 1,...,s, los dominios
de ideales principales locales asociados a estas valoraciones. Sean P, ..., Ps los
puntos correspondientes en X. Entonces o~ 1(Q) = {Py,..., P;}. Como C es una

O, (p)-dlgebra finitamente generada, aplicamos el teorema 1.18.4 para obtener
que ZPGQ@*l(Q) ep/qfp/q = deg(p). En particular, la fibra ¢~ (Q) contiene a lo
més deg(p). Cuando k es algebraicamente cerrado, todos los campos residuales
son iguales a k, por lo que fp/o =1,V P € e Q).

Proposicion 2.5.7. Sea k cualquier campo. Sea ¢ : X — Y un morfismo no
constante de curvas completas no singulares sobre k de grado n. Entonces ¢ es
suprayectiva, con fibras finitas de cardinalidad a lo mds n. Si ¢ es un morfismo
separable entonces el branch locus es un conjunto finito. En particular, cuando
k es algebraicamente cerrado y ¢ es separable entonces existe un abierto denso
UCY tal que,V P €U, |p 1 (P)|=n.

Daremos un esbozo de la demostracién de esta proposicion. La demostracién
se puede encontrar en [9] (proposicién 5.7, pdgina 249)

Demostracion. Para ver que el branch locus es un conjunto finito, sea {Uy, Us}
una cubierta abierta de Y como en el lema 2.5.5. Como U; es abierto, su com-
plemento en Y es finito. Por tanto, es suficiente probar que el branch locus
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restringido a V7 es un conjunto finito. Por construccién, un punto @ € U; es
la imagen de un punto de ramificacién P € Vj si y sélo si el ideal maximal
Mg N Oy (Uy) contiene al ideal discriminante de la extensién Ox (V1)/Oy (Uy).
Como la funcién ¢ es separable, este ideal discriminante es distinto del ideal
cero. Por tanto, puede haber tinicamente un ntimero finito de puntos en U; que
son la imagen de puntos de ramificacion.

Sea U el complemento en Y del branch locus. Por lo anterior, obtenemos que
U es abierto siempre que ¢ sea separable. Si, ademads, k es algebraicamente ce-
rrado entonces cada una de las fibras de ¢ de los puntos en U tienen exactamente
n puntos distintos. Se obtiene asi el resultado. O
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2.6. Campos de funciones 2

Supondremos para esta seccién que los campos base k son siempre perfectos
a menos que se especifique otra cosa.

Consideramos primero la notacioén siguiente:

Sean k C E cualquier extensién de campos. Consideramos X /E una curva
completa no singular. Decimos que X /E estd definida sobre k si el campo de
funciones E(X)/E contiene a un campo de funciones L/k tal que el menor

subcampo de E(X) que contiene a E'y L es igual a E(X), i.e., EL = E(X).
Denotamos por k(X) a L, y X/k a la curva completa no singular asociada a

Consideramos X/k y Y/k curvas completas no singulares. Sea 7 : X — Y
un morfismo de curvas sobre k, inducido por la inclusién k(Y') C k(X). Fijamos
una cerradura algebraica k(X) de k(X). Tomamos k la cerradura algebraica
de k en k(X), y sea k'/k cualquier extensién en k. Decimos que 7 puede ser
extendido al morfismo 7 : X — Yy, el cual viene inducido por la inclusion
E(Y) = K(X).

Si k' = k, denotamos a m, por 7. Cuando 7 viene dado por un homomor-
fismo de campos (inyectivo) 7* : k(Y) — k(X), podemos definir para cualquier
extensién de campos ¢ : k — k' el morfismo extendido 7y : X — Y como el
morfismo asociado a la funcién 7* ® i : k(Y) Q% k' — k(X) Q4 k.

Consideramos nuevamente X/k y Y/k dos curvas completas no singulares
cualesquiera. Sea p : X3 — Y7 cualquier morfismo de curvas sobre k. Decimos
que el morfismo y estd definido sobre una extensiéon E/k (contenida en k) si
existe un morfismo de curvas 7 : Xg — Yg sobre E tal que p = 7.

Lema 2.6.1. Sean X/k yY/k curvas completas no singulares, y sea p: Xy —
Y% cualquier morfismo sobre k. Entonces u puede ser definido sobre cualquier
extension finita de k.

Demostracion. Sea y; € k(Y) tal que k(Y)/k(y1) es extensién finita, y sean
Y2,---,ys € k(YY) tales que k(Y) = k(y1,...,ys). Se obtiene entonces que
p*(y;) = Y1l  aijouj, para algunos a;; € k y a;; € k(X). Definimos E :=
k(a;j,1 <1 <rj;,1 < j < s),y entonces obtenemos que la imagen de E(Y)
bajo 1| g(yy estd contenido en E(X). De aqui, se obtiene que p*|g(y) define un
morfismo pg : Xg — Yg de curvas sobre E., tal que p es un morfismo sobre k ob-
tenido de i por extension de los escalares de E a k. Para verlo, basta observar
que k(Y) = k-E(Y) y que k(X) = k-E(X), pues esto implica que p = pg, donde
pz viene inducido por la inclusién k- E(Y) < k - E(X). Para ver que k(Y) = k-
E(Y), notamos que k(Y) = k(y1,...,ys) = k(Y) =k-k(Y) = k(y1,y2, .-, Ys)-
Por la misma razén, se tiene que E(Y) = E-k(Y) = E(y1,.-.,¥s), vy de esto

tiltimo, se obtiene que k- E(Y) = k(yi,...,ys). Por tanto, k(Y) = k- E(Y)
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Anélogamente se verifica que k(X) = k- E(X). Asi, se obtiene el resultado
deseado. O

Sea X/k una curva completa no singular. Fijamos una cerradura algebrai-
ca k(X) de k(X). Sea k la cerradura algebraica de k en k(X). Consideramos
la restriccién natural r : o — ol de Gal(k(X)/k(X)) a Gal(k/k). Enton-
ces, por ser k(X) = k- k(X), se tiene que r es inyectivo (pues si tenemos
0,0 € Gal(k(X)/k(X)) con ol = o’|; entonces por definicién ¢ y ¢’ fijan a
k(X), y ademds, o y o’ toman los mismos valores sobre k por hipétesis, por lo
que toman los mismos valores en k - k(X) = k(X), y entonces o = o).

Lema 2.6.2. Sea k un campo perfecto. Sea k'/k una extension de Galois en
k de grado d. Entonces k'(X)/k(X) es una extension de Galois. La funcion
restriccion ry o — 0|, de Gal(k'(X)/k(X)) a Gal(k'/k) es un isomorfismo.
Ademds, toda extension finita L/k(X) con L C k(X) estd contenida en una
extension de la forma k' (X), para alguna extension finita de Galois k' /k.

Demostracion. Como k'(X) = k'-k(X), obtenemos que 4 es inyectivo de mane-
ra andloga a lo que se hizo en el parrafo anterior (antes de enunciar el lema 2.6.2).
Del lema 2.4.13 se obtiene que [k'(X) : k(X)] = [k’ : k]. Por tanto, para pro-
bar que k' (X)/k(X) es Galois, basta probar que |Gal(k'(X)/k(X))| = [ (X) :
k(X)], o equivalentemente, que ry/ es suprayectiva (para la equivalencia: si r/
fuera suprayectiva entonces serfa biyectiva, implicando que |Gal(k'(X)/k(X))| =
|Gal(K'/k)| = [K : k] = [F(X) : k(X)], y por tanto k' (X)/k(X) es Ga-
lois. Reciprocamente, si k'(X)/k(X) es Galois entonces se obtiene la igualdad
|Gal(k'(X)/k(X))| = |Gal(k'/k)|, y esto junto con la inyectividad de 7y, impli-
can que Ty es suprayectiva). Para ver que rys es suprayectiva, tomamos una
base {c1,...,cq} de k' /k. Sea a € k'(X). Entonces o = Y _, a; 3;, con oy € K/,
Bi € k(X). Como «; = Z?Zl ajjc; para algunos oy; € k, y ocurre para ca-
da i entonces existen elementos v1,...,7¢ € k(X) tales que a = 2?21 Civi
(vj = Y5y Bicuj, para cada j = 1,...,d). Sea ¢/ € Gal(k'/k). Definimos
ola) = Z?=1 o'(¢;)Ai. Entonces o pertenece a Gal(k'(X)/k(X)), y rw (o) = o’.
Para verlo, se puede verificar haciendo cuentas que o es efectivamente un homo-
morfismo de campos, por lo que es inyectiva. Para ver que es suprayectiva, no-
tamos que si C' = {cy,...,cq} es una base de la extensién k' /k y o’ € Gal(k'/k)
entonces {0'(c1),...,0'(¢q)} también es una base de dicha extensién. Como «
se logré escribir en términos de una base arbitraria C' con coeficientes en k(X),
en particular se puede usar la base C' = {d’(¢1),...,0'(ca)}, vy se obtiene en-
tonces que ¢ es suprayectiva. Para ver que fija a k(X), sea a € k(X). Entonces
a=1a,conlek’yack(X).Escribimos 1 = Zle a;c;, con oy € k (notamos
entonces que 1 = ¢/(1) = Z?:l a;0’(¢;)). Se obtiene de la definicién de o que
ola) = 2?21 o(ei)(aa;) = o(a) = 0‘2?:1 a;0'(¢;) = a. Finalmente, para ver
que 74/ (0) = o/, sea m € k'. Escribimos m =m -1, conm € k', y 1 € k(X), y
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m= 2?21 a;c;. De la definicién de o, se obtiene que o(m) = Zle o'(¢i)(a;- 1),
pero el lado derecho de esta igualdad es precisamente o'(m), y se obtiene el
resultado.

Ahora, sea L/k(X) cualquier extensién finita contenida en k(X). Tomamos
una base {71,...,7.} para la extensién L/k(X). Entonces podemos escribir
Yi = Z?:l Cijﬂija con ¢;; € k y Bij € k(X) Sea FE = k(cij7l <i1<n,1<53<

s;). Sea k' una extensién de Galois de k que contenga a E. se obtiene entonces
que L C K/(X). Asi, se obtiene lo que buscdbamos. O

Sea I el conjunto de extensiones finitas de Galois de k contenidas en k.
Se obtiene de la proposicién 1.27.5 que el grupo Gal(k/k) es isomorfo al limite
proyectivo del sistema proyectivo de los grupos de Galois finitos {Gal(k’/k) }xrer.
Sea ¢ : Gal(k/k) — yLn(Gal(k”/k;)) dicho isomorfismo. Del lema 2.6.2, se obtiene
que el conjunto Z := {k'(X)/k(X)|k’ € I} es cofinal en el conjunto J de todas
las extensiones finitas de Galois de k(X) contenidas en k(X). Por tanto, de
la observacién 1.28.6 se obtiene que el grupo de Galois Gal(k(X)/k(X)) es
isomorfo al limite proyectivo del sistema proyectivo {Gal(k'(X)/k(X))} i (x)ez
y sea U : Gal(k(X)/k(X)) — @(Gal(k’(X)/k(X))).

Notamos que, como conjuntos dirigidos, el conjunto Z estd en biyeccién con
el conjunto I. Si denotamos por 7 a la restriccién natural Gal(k'(X)/k(X)) —
Gal(k’/k) entonces tenemos que {7y }irer es un morfismo entre los sistemas
proyectivos {Gal(k'(X)/k(X))}w (x)ez v {Gal(k'/k)}rrer. Pero como cada 7y
es un isomorfismo (del lema 2.6.2) entonces de la proposicién 1.28.5, se obtiene
que este morfismo de sistemas proyectivos induce un isomorfismo de grupos 7 :
I'&H(Gal(k’(X)/k(X))) — yLn(Gal(k"/k;)). Se obtiene entonces de las definiciones
que el siguiente diagrama es conmutativo:

Gal(R(X)/k(X)) ——~ Gal(k/k)

N |
lim(Gal (K (X)/K(X))) T lim (Gal('/k))
Asi, cuando la extensién k(X)/k(X) no es necesariamente finita, usando el
lema 2.6.2 y la discusion anterior se obtiene la siguiente proposicién:

Proposicién 2.6.3. Sea k un campo perfecto. Entonces r es un isomorfismo
de grupos.

Sea X/k una curva completa no singular. Sea X7/k el cambio de base de
X. Consideramos la siguiente accién de Gal(k/k) sobre Xz : V o € Gal(k/k),
V P € Xy, sea 0 - P el punto en Xz correspondiente al dominio de ideales
principales local Oy (p) := 0(Op), donde o € Gal(k/k) se estd identificando con

su correspondiente o € Gal(k(X)/k(X)) (proposicién 2.6.3).
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Notamos que Gal(k/k) actia sobre X% por medio de permutaciones y no
por medio de un morfismo de curvas ya que o : k(X) — k(X) no es un homo-
morfismo de k-algebras.

Ahora, consideramos I : Xz — X, con P — P tal que Op := O Nk(X).

En la siguiente proposicién se dara un esbozo de la demostracién, la cual se
puede encontrar en [9](proposicién 6.9, pagina 255).

Proposicién 2.6.4. Sea k un campo perfecto. Sea X/k una curva completa no
singular . Entonces I es suprayectivo, y el conjunto X estd en biyeccion con el
conjunto de orbitas de X3 bajo la accion de Gal(k/k).

Demostracion. Para probar que I estd bien definido, observamos que si una
valoraciéon de k(X) es trivial sobre k(X)* entonces es trivial sobre k*, y de
aqui se obtiene que es trivial sobre &~ (lema 2.4.10). Y como k(X) = k- k(X), se
obtiene entonces que también es trivial sobre k(X )*. Por tanto, una valoracién
de k(X) no trivial sobre k(X)* es no trivial sobre k(X)*, por lo que si O es un
dominio de ideales principales local (es decir, corresponde a una valoracién no
trivial) entonces también O N k(X) lo es.

Sea P € X y v : k(X) — Z la correspondiente valoracién suprayectiva.
Consideramos el conjunto ¥ de parejas (L,w) tales que k(X) C L C k(X) y
w : L* — 7 tal que wlyx)y = v. Definimos el siguiente orden parcial para el
conjunto ¥ como sigue:

(Lyw) < (L' yw')siysélosi LC L'y w'

L* = W.

Notamos que < es efectivamente un orden parcial y que las condiciones del
Lema de Zorn se satisfacen. Por tanto, 3 tiene al menos un elemento maximal, y
sea (M,w) dicho elemento. Queremos probar que M = k(X). Supongamos que
M # k(X) entonces existe un elemento algebraico o € k\ M (de lo contrario,
se tendria k € M, y como tenemos k(X) C M, se tendria k(X) C M, por
lo que k(X) = M). Sea O,, el dominio de ideales principales local asociado a
w. Consideramos la extensién M («)/M contenida en k(X). Sea B la cerradura
entera de O, en M(«). Sea M € Max(B). Por la proposicién 1.20.1 se obtiene
que la extensién B/O,, es no ramificada. Por tanto, v extiende a w. Para verlo,
primero observamos que w es suprayectiva, pues al restringirse a k(X) resulta
ser igual a v, que ya es suprayectiva. Usando la observacion 5.2.18 se obtiene que
M es el campo de fracciones de O,,. Por el teorema 2.2.10 notamos que w es la
valoracion M,,-adica, vaq, : M* — Z. Notamos entonces que las condiciones del
5.2.16, se satisfacen para el dominio de Dedekind O,, con campo de fracciones
M, M(a)/M extensién finita separable (pues k es perfecto), B la cerradura
entera de O,, en M («) y la valoracién vy (como O, es local con ideal maximal
tnico M,, entonces MNO,, = M,,, y por tanto M aparece en la factorizacion
de My B). Como B/O,, es no ramificada entonces se tiene que eaq/pr, = 1y
B/ M es separable sobre O,,/M,,. En particular, ex/aq, = 1, y utilizando el
5.2.16, se obtiene que v extiende a w. Esto contradice el hecho de que (M,w)

es maximal. Por tanto, (M,w) = (k(X),w) y cumple que wljx)- = v, y de esto
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dltimo y de las definiciones de O,, y O, se obtiene que O, = O,, N k(X), por
lo que P es la imagen bajo I del punto en X7 correspondiente a O,,, y asi, I es
suprayectiva.

Ahora, sea P € X. Queremos probar que la imagen inversa de P bajo I es
una érbita bajo la accién de Gal(k/k). Sean Oy y Oz dos dominios de ideales
principales locales de k(X)/k cuya imagen bajo I es P, ie., O; Nk(X) =
Op = O3 N k(X). Consideramos el conjunto © de tripletas (L1, L2, o) tales
que k(X) C Li,Ly C k(X), 0 : Ly — Ly es un isomorfismo de campos, y
(01 N L) = O3 N Ly. Damos un orden parcial al conjunto © como sigue:

(L1, Lo,0) < (L}, Ly, 0") siysdlosi Ly C LY, Ly C Ly, y o', =o0.

Notamos entonces que < es efectivamente un orden parcial, y ademas que
se cumplen las condiciones del lema de Zorn. Por tanto, © tiene al menos
un elemento maximal, y sea (M, Ma,0) dicho elemento. Queremos ver que
M, = k(X). Para verlo, suponemos M; # k(X), por lo que existe un elemento
algebraico a € k\ M;. Sea N; la menor extensién de Galois de M;j(a) con-
tenida en k(X) que es Galois sobre M;. Elegimos cualquier extensién o’ de o
a Np, y sea Ny := o/(N7). Sea Oy := Oy N Ms. Sea By la cerradura entera
de Oy en Ny. Los anillos ¢/(O1 N N1) y Oz N Ny son las localizaciones de Bs
en posiblemente dos ideales maximales M; y Ma, respectivamente (como la
extension N1 /M es de Galois entonces No/Ms es separable. Aplicando el teo-
rema 5.2.11 y la observacién 5.2.12 al dominio de Dedekind O3 con campo de
fracciones Ms y con extensién finita separable No/Ma, se obtiene que Bs es de
Dedekind (con campo de fracciones Ny). Luego, como las valoraciones induci-
das por ¢/(O1) N N1 y Oz N Ny son mayores o iguales a cero en Oy entonces
aplicamos el lema 5.2.13 para obtener lo buscado). Por la proposicién 1.21.1
existe una elemento 7 € Gal(Ny/Ms) tal que 7(M;) = M. De aqui, se ob-
tiene que (Ny, No,7 0 0’) > (My, M, o). Por tanto, esta contradiccién prueba

(N
que My = k(X). Y como o(k) = k, se obtiene que My = k(X). Por tanto,

o € Gal(k(X)/k(X)), con 0(O1) = Os. O

Sea X/k una curva completa no singular. Sea X7/k la curva completa no sin-
gular obtenida por extensién de los escalares de k. El grupo de Galois Gal(k/k)
actia sobre X como se describié antes. Sea P € X5.. El campo de definicién de

P sobre k, denotado por k(P),Ee define como el subcampo de k fijado por el
subgrupo Stab(P) := {o € Gal(k/k) | o(P) = P}. En otras palabras, tenemos

Definicién 2.6.5. El campo de definicién de P sobre k, denotado por k(P), es
el subcampo de k dado por k(P) := [ {c € klo(c) = ¢, ¥V o € Stab(P)}.

Lema 2.6.6. Sea k un campo perfecto. Sea X /k una curva completa no singular.
Sea P € Xy. Entonces la extension k(P)/k es finita, y la orbita de P bajo la

accion de Gal(k/k) contiene [k(P) : k] elementos.

Demostracion. Sea O el dominio de ideales principales local correspondiente a
P. Sea O := ONk(X). Sea 7 el generador del ideal maximal del anillo O.
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Entonces, V o € Gal(k/k), o(r) = 7 pertenece a o(O) (donde se identifica al
elemento ¢ € Gal(k/k) con su correspondiente o € Gal(k(X)/k(X)), por lo
que o fija, en particular, al elemento 7 € O = O Nk(X) C O). Por tanto,
se obtiene que el valor (vp o o)(m) es positiva, V o € Gal(k/k) (notamos que
vp oo : k(X) — Z es valoracién). Asociando a cada vp o o el conjunto o(O),
se obtiene de la proposicién 2.4.12 que {0(O) | o € Gal(k/k)} es finito. Y como

Gal(k/k)/Stab(P) est4 en biyeccién con la érbita de P y este wltimo es finito,
de la proposicién 1.28.7 se obtiene que k(P) = EStab(P) es extensién finita de k

de grado igual a la cardinalidad de la érbita de P. O

En la proposicién siguiente se dard un esbozo de la demostracién, la cual se
encuentra en [9] (proposicién 6.12, pagina 256).

Proposicién 2.6.7. Sea k un campo perfecto. Sea X/k cualquier curva com-
pleta no singular. Sea k la cerradura algebraica de k en una cerradura algebraica
fija k(X) de k(X). Sea P € Xz, y sea O su dominio de ideales principales lo-
cal asociado, con ideal mazimal M. Sea O := ONk(X) y M := M N k(X).
Entonces el isomorfismo natural k — O/M se restringe a un isomorfismo de
k-dlgebras de k(P) a O/ M.

Demostracién. Supongamos primero que la inyeccién natural k& — O/ M es
un isomorfismo, y queremos ver que en ese caso se tiene k(P) = k. Sea E/k
cualquier extensién de Galois de k contenida en k. Escribimos E = k(a) para
algin a € E con polinomio minimo f(y) € k[y]. Sea B la cerradura entera de
O contenida en F(X). Entonces B = O[a] (por la proposicién 1.20.1). Ademas,
f(y) es irreducible sobre O/ M (= k), y entonces esto implica que M B es primo
en B. De aqui, se obtiene que B = O N E(X). Similarmente, tenemos que
o(0O)NE(X) = B,V o € Gal(k/k). Supongamos que existe o € Gal(k/k) tal
que o(0) # O. Como o(0) C O implica 0(O) = O (pues o : k(X) — k(X)
es un automorfismo, y entonces o(O) es un dominio de ideales principales local
contenido en O de cardinalidad igual a la de O), podemos asumir que 33 € O tal
que o(8) # O. Entonces, del lema 2.6.2 se tiene que existe una extensién finita
de Galois E/k tal que L := k(X)(c(8)) € E(X). Como o(3) € 0(O) N E(X) =
ONE(X) entonces tal 3 no puede existir, por lo que 0(0) = O,V o € Gal(k/k),
y entonces Stab(P) = Gal(k/k) y se tiene k(P) = k.

Supongamos que O/ M es cualquier extensioén finita de k (del corolario 2.3.12
se sabe que O/ M siempre es finita sobre k). Sea k' C k la preimagen de O/ M
bajo el isomorfismo natural ¥ — O/M (el morfismo natural O/ M — O/ M
es inyectivo, pues si r + M,s + M € O cumplen r + M = s + M entonces
r—seM,yademisr —s €O CEk(X),yasir—se MnNk(X)). Sea a € ¥/,
con polinomio minimo f(y) € kly], tal que k' = k(«) (k' es la preimagen de la
extensién finita O/ M sobre k, por lo que k'/k es finita, y es separable por ser
k es perfecto, y por tanto es simple). La cerradura entera B de O en k'(X) es
igual a O[a] (proposicién 1.20.1). Sea M’ := M N B. Notamos que la imagen de
la funcién natural B — B/M’ esté contenido en O/M. Entonces la inclusién
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natural O/M — B/M’ es un isomorfismo. Sea O’ := ONk'(X) = By. Sea M’
el ideal maximal de O’. Entonces podemos aplicar la discusién anterior al caso
O’ para obtener que Stab(P) D Gal(k/k’). De aqui, se obtiene que Foreb®) CK.

Supongamos ahora que k'/k es una extension de Galois, y queremos ver que
k(P) = k'. Se puede verificar el aso general en que k’/k es cualquier extensién
separable. El ideal maximal M de O se factoriza en B = Oa] como un producto
de deg(f) ideales maximales distintos de B. Si ocurriera que k(P) # k' entonces
sea M el ideal maximal de ONk(P)(X). Existen [k : k(P)] > 1 ideales maxima-
les distintos de B que contienen a M. Como k'(X)/k(P)(X) es una extensién
de Galois entonces podemos encontrar p € Gal(k’'/k(P)) tal que u(M) # M.
Por tanto, existe I € Gal(k/k(P)) tal que u = fily, vy tal que m(O # O. Esto
contradice que Gal(k/k(P)) = Stab(P). De aqui, se obtiene que k(P) = k', y se
obtiene el resultado deseado. O

Definicién 2.6.8. Sea X/k una curva completa no singular, y tomamos k' /k
cualquier extension de k en k. El conjunto de puntos k'-racionales de la curva
X/k, el cual denotamos por X(k'), es el conjunto dado por

X(K) = {P € Xg|k(P) C '}

Observamos que X (k) = Xz v que X (k) = X (k)“21*/k)_ Notamos también
que X (k') depende también de X/k y no solamente de X7/k.

Sea E/k cualquier extensién en k. Se obtiene de las definiciones que Xz =
(XE)z- Sea P € X1. Entonces el campo de definiciéon de P sobre E, E(P), es
igual a E - k(P). Para verlo, sea Stab(P) el estabilizador de P bajo la accién
de Gal(k/k). El estabilizador de P bajo la accién de Gal(k/E) es el subgrupo
Gal(k/E) N Stab(P). Se obtiene entonces que

B(P) = EGal(k/E)ﬂStab(P) _ EGal(k/E)EStab(P) _ B k(P)

donde la igualdad de enmedio es una de las consecuencias del teorema 1.27.6
mencionadas ahf. Sea k'/k cualquier extensién que contenga a FE. Entonces
X(K') = Xg(k'"), ya que podemos utilizar que k(P) C k" si y sélo si E(P) C Kk’
(lo cual se cumple pues si k(P) C k' entonces como E(P) = E - k(P), y como
E C K, k(P) C k', se obtiene que E(P) C k' (E(P) es el menor subcampo
que contiene a k(P) y F), y reciprocamente, si E(P) C k', se obtiene que
E - k(P) = E(P) C K implica que k(P) C k') para obtener P € X (k') <
E(P)Ck' < E(P)CkK < Pec Xg(k).

Lema 2.6.9. Sea m : X — Y un morfismo de curvas completas no singulares
sobre k. Sea T : X3 — Y7 la extension de m a 7.
1. Sea o € Gal(k/k). Entonces, V P € X¢, @(o(P)) = o(®(P))). En parti-
cular, V P € Xz, k(P) 2 k(7(P)).
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2. Sea E/k cualquier extension de k en k. Entonces el morfismo 7 induce un
morfismo natural X (E) — Y (E).

Demostracion. Supongamos que 7 estd inducido por la inclusién k(Y) C k(X).
La restriccién de Gal(k(X)/k(X)) a Gal(k(Y)/k(Y)) compuesta con la restric-
ci6n de Gal(k(Y)/k(Y)) a Gal(k/k) es igual a la restriccién de Gal(k(X)/k(X))
a Gal(k/k). Ademéds, cada uno de estas tres restricciones es un isomorfismo,
por el lema 2.6.2. Un elemento o € Gal(k/k) actiia sobre k(X) como un au-
tomorfismo, y sobre k(Y) como la restriccién de dicho automorfismo a k(Y),
y denotamos a o, al automorfismo de k(X) y a la restriccién de éste a k(Y)
simplemente por o.

1. Para probar que 7(o(P)) (7(P)), de las definiciones se obtiene que hay
que probar que se cumple o(Op)Nk(Y) = o(OpNk(Y)). Notamos que se cumple
a(Op Nk(Y)) C a(Op)Nk(Y) (pues o es, en particular, un automorfismo de
k(Y), por lo que o(k(Y)) = k(Y)). Entonces, sea f € o(Op) Nk(Y). Entonces
o71(f) € OpNk(Y). Por tanto, f € o(Op Nk(Y)). Por tanto, se cumple la
igualdad que se querfa probar. Luego, se obtiene que Stab(P) C Stab(7(P)), ya
que si o € Stab(P) entonces por definicién se tiene o(Op) = Op, y usando la
igualdad probada se obtiene Op NEk(Y) = o(Op Nk(Y)), y como Op Nk(Y)
corresponde al punto 7(P), se obtiene que o € Stab(7(P)). Finalmente, de
la contencién probada se obtiene k(P) 2 k(7(P)), lo cual se obtiene de las
definiciones.

=0

2. Basta ver que 7 : X — Y7 restringido al conjunto X(E) := {P €
X% | kE(P) C E} tiene a su imagen contenida en el conjunto Y (E) := {P €
Y | k(P) C E} (recordamos que el o € Gal(k/k) que define la accién sobre las
curvas Xy y Y%, asf como el o € Gal(k(Y)/k(Y)) son solamente las restricciones
de o € Gal(k(X)/k(X)) a k y a k(Y), respectivamente, y por eso denotamos a
las tres por o). Sea P € X(E) (es decir, se cumple que k(P) C E). Entonces
basta ver que T(P) € Y(E) (es decir, que k(7(P)) C E), pero de (1) tenemos
que k(7(P)) C k(P) C E, y se obtiene el resultado. O

Definicién 2.6.10. Sea k cualquier campo, y X/k una curva completa no sin-
gular. Sea Q € X con dominio de ideales principales local asociado Og en k(X).
El grado de @, denotado por deg(Q), es el entero (Og/ Mg : k].

Definicién 2.6.11. Sea k un campo perfecto, y X/k una curva completa no

singular. Sea Q € X (k). El grado de P, denotado por deg(P), es el entero
[k(P) : K]

Notamos que de la proposicién 2.6.7 se obtiene que, cuando k es perfecto, el

grado de P € X (k) y el grado de la imagen @ de P bajo el morfismo natural
Xz — X, son iguales.
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Por otro lado, sea X/F, una curva completa no singular. Fijamos una cerra-
dura algebraica F,(X) de F,(X). Sea F,n el tinico subcampo de F, de grado n
sobre IF,.

Lema 2.6.12. Sea X/F, una curva completa no singular. Entonces, ¥V n € N,
el conjunto X (Fyn) es finito.

Demostracion. Sea x € F,(X) tal que Fy(X)/F,(z) es extensién separable y
finita (corolario 5.1.7). Por la observacién 5.2.12 se obtiene que la cerradura
entera B de Fy[z] en F,(X) es dominio de Dedekind. Por la proposicién 2.1.6 se
obtiene que B tiene cocientes finitos. Por otro lado, notamos que para probar
que X (F,») es finito, basta probar que el conjunto de puntos P € XE tales

que F,(P) tiene cardinalidad menor o igual a ¢" es un conjunto finito. Sea O
el dominio de ideales principales local asociado a P con ideal maximal M, y
tomamos O = ONF,(X), M = MNF,(X). De la proposicién 2.6.7, tenemos
que si |Fg(P)| < ¢™ entonces |O/ M| < ¢g". Como el dominio U de = en X tiene
complemento finito (teorema 2.3.9) entonces podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que O corresponde a un punto perteneciente a U (si correspon-
diera a un punto P’ en el complemento de U en X entonces tendriamos de la
demostracién de la proposicidn 2.6.4 que la érbita de P tiene como imagen a P’
bajo I, y del lema 2.6.6 se tiene que esta érbita es finita, y como X \ U es finito
entonces los puntos P € Xg— que cumplen que |Fq(P)| < Fgn resulta ser finito
también). Del teorema 2.2.10 se obtiene que O corresponde, de manera tnica, al
ideal maximal M N B de B (recordamos que para una curva completa no singu-
lar X/k, tenemos V(k(X)/k) = {vp | B € Max(B)}U{vg, | (1/2)B' =11} B{'},
donde B’ es la cerradura entera de k[1/z] en k(X)), y que O/ M es isomorfo a
B/BNM, por lo que la cardinalidad de este tltimo cociente es menor o igual a
q", vy del lema 2.1.7 se obtiene que el conjunto de los ideales maximales M de B
(que corresponden de manera tnica a puntos en el dominio U, por el teorema
2.3.9) tales que |B/M| < ¢™ es finito. Por tanto, se obtiene que el conjunto
de dominios de ideales principales locales O en F,(X) tales que |O/ M| < ¢"
es un conjunto finito, y entonces el resultado quedard probado si logramos ver
que el conjunto de dominios de ideales principales locales O en E(X ) tales

que o'n F,(X) = O es finito. Pero de la demostracién de la proposicién 2.6.4

se sique que los elementos o que cumplen lo anterior son los elementos de la
orbita de O, y del lema 2.6.6 se obtiene que este conjunto es finito. Se obtiene
entonces el resultado. O

Proposicién 2.6.13. Sea X/F, una curva completa no singular. Sea N, =
| X (Fgn)|. Sea bg := |{Q € X|deg(Q) = d}|. Entonces Ny, :=}_,, dba.

Demostracion. Veamos primero que el conjunto de érbitas de X (Fyn) bajo la

accién de Gal(IFy/F,) estd en biyeccién con la unién Uy, {Q € X| |Oq/Mgql| =
q%}, donde la asignacién es como sigue: se toma una érbita cuyo representante
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sea un punto P € X (F,n), y esta érbita es mandada al elemento @ := I(P) € X
(donde I es la funcién de la proposicién 2.6.4)

Veamos que esta asignacion estd bien definida. Sea P como en el parrafo
anterior. Entonces de la proposicién 2.6.7 se obtiene que Fy(P) es isomorfo a
Og/Mg. Ademés, como F,(P) C Fyn, se obtiene que F,(P) tiene cardinalidad
igual a ¢% para algin d que divida a n, y por tanto, Og /Mg también. Por
tanto, la asignacion esta bien definida.

Para ver la suprayectividad, sea Q € X tal que |Og/Mg| = ¢%, con d|n. De
la proposicion 2.6.4 y su demostracion, se obtiene que la imagen inversa de @
bajo la funcién I es igual a la érbita de cualquier punto P cuya imagen bajo I
sea (), y también que a @ le corresponde de manera dnica dicha 6rbita (pues
los puntos en X estan en biyeccién con las 6rbitas obtenidas bajo la accién de
Gal(F,/F,) sobre Xi,)- Sea P € I71(Q). Queremos ver que P € X(Fy). De
la proposicién 2.6.7, tenemos que Og/Mg es isomorfo a F,(P), y por tanto
este ltimo tiene cardinalidad igual a ¢%, y como d|n entonces se obtiene que
F,(P) C F,n. Por tanto, se tiene la suprayectividad (en particular, de lo anterior
notamos que la imagen inversa de () es una 6érbita contenida en X (Fgn)).

Para la inyectividad, notamos que si tenemos dos érbitas cuya imagen sea
un mismo punto @ € X entonces de la proposicién 2.6.4 y su demostracién se
obtiene que cada una de estas érbitas es la imagen inversa de @ bajo I, y por
tanto las dos orbitas son iguales. Por tanto, se tiene la biyecciéon buscada.

Luego, como X (Fyn) es la unién disjunta de dichas 6érbitas entonces podemos
agruparlas como sigue: tomamos un representante P de cada orbita, y por el
lema 2.6.6 tenemos que la cardinalidad de dicha érbita es igual a [Fy(P) : Fy] =
[Og/ Mg : Fy| = deg(Q) (donde la primera igualdad se obtiene de la proposicién
2.6.7), y agrupamos entonces las érbitas cuya cardinalidad sea igual a deg(Q).
Y como F,(P) C F,» entonces se obtiene que deg(Q)) = d, para algin d|n, y
entonces el nimero de dichas érbitas es igual a by. Asi, de esto y de la biyeccidn,
se obtiene el resultado. O

Lema 2.6.14. Sea X/F, una curva completa no singular. Fijamos un entero
e>1. Sea k' :=Fpe. Sea N, :=| Xy (Fgen)|. Entonces N}, = Ney,.

Demostracion. Tenemos que N es el nimero de puntos Q' € Xy tales que
E'(Q') € Fgeyn, y que Ney, es el niimero de puntos Q € X tales que Fo(Q) C
Fgen. Si Q' € X}/ cumple lo primero entonces el conjunto de puntos contenidos
en k’, tales que cada uno de ellos es fijado por todos los elementos del Stab(Q’),
es un conjunto contenido en F(geyn = Fyen, pero notamos que como k' = Fge

entonces su cerradura entera es igual a Fy, y por tanto, se obtiene que Q' €
X (Fg4en). Reciprocamente, si @ € X es tal que Fy(P) C Fzen entonces el conjunto
de puntos contenidos en E, tales que cada uno de ellos es fijado por todos los
elementos del Stab(Q), es un conjunto contenido en Fgen = F(geyn, y como
k' = F,e entonces la cerradura algebraica de F, es igual a k', y por tanto, se
obtiene que @ € Xy (F(geyn). Asi, se obtiene que N}, = Ne,,. O
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2.7. Grupo de clases de divisores

Sea A un dominio conmutativo. Recordamos que el conjunto M(A) de todos
los ideales no triviales de A es un monoide conmutativo bajo la multiplicacién
de usual de ideales:

« (i) Dados I,.J € M(A), IJ € M(A).

= (ii) El ideal (1) = A es el elemento identidad bajo la multiplicacién de
ideales.

Cuando A no es un campo, el monoide M(A) no es un grupo, ya que si a €
A\ {0} es un elemento invertible, entonces no existe ningin ideal J € M(A) tal
que (a)J = A. Por tanto, el ideal aA no es invertible en M(A). Sin embargo,
cuando A es un dominio de Dedekind entonces el monoide es un grupo.

Sea P(A) el conjunto de ideales principales no triviales de A. El conjun-
to P(A) es un submonoide de M(A). Mds ain, A es un dominio de ideales
principales si y s6lo si P(A) = M(A)

Recordamos también que si M es cualquier monoide con elemento unitario 1
entonces una relaciéon de congruencias sobre M es una relacién de equivalencia
= tal que , para todo I,I',J,J e Mcon I =1I' y J=J, se tiene II' = JJ'.
Sea M := M/ = el conjunto de clases de equivalencia de M bajo la relacién
de equivalencia =. Cuando la relacién de equivalencia = es una relacién de
congruencias entonces el conjunto M es un monoide bajo la multiplicacién

MxM—M
(clase de I)(clase de J) + clase de I.J

Para que M sea un grupo, es necesario y suficiente que para cada I € M exista
J € M con I.J =1 = JI. Entonces la clase de I en M es igual al inverso de la
clase de I.

Sea M un monoide conmutativo y P cualquier submonoide de M. Se puede
verificar que el submonoide P define una relacion de congruencias sobre M
como sigue: sean I,J € M. Entonces I = J si y sélo si existen a, S€ P tales
que al = 5J.

Si A un dominio conmutativo entonces consideramos el monoide conmutativo
M(A) que consiste de los ideales no cero de A (con el producto usual de ideales
y elemento neutro (1) = A), el cual define una relacién de congruencias

I'=J < 3Ja,8 € A\ {0} tal que (a)I = (B8)J

Como = es una relacién de equivalencia asociada a un submonoide de A (a
saber, P(A)) entonces es una relacién de congruencias sobre M(A). Definimos
Cl(A4) := M(4)/ =.

Cuando A es un dominio de Dedekind entonces Cl(A) es un grupo con ele-
mento identidad la clase de (1). Para verlo, sea I € M(A), I # A, y sea « € I,
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a # 0. Como los ideales no triviales de A tienen una factorizacién unica en
un producto de ideales maximales, podemos escribir («) = I.J para algtn ideal
J € M(A). Entonces IJ C (1), y la clase de J es el inverso de la clase de I en
Cl(A).

Definicién 2.7.1. Sea A un dominio de Dedekind. Al grupo Cl(A) se le llama
el grupo de clases de ideales de A.

Lema 2.7.2. Sea A un dominio conmutativo. Entonces Cl(A) = {(1)} si y sdlo
si A es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Supongamos que CI(A) = {(1)}. Sea I € M(A). Entonces exis-
ten a,b € A tales que (a)l = (b). En particular, b = ac, para algin ¢ € I.
Notamos entonces que I = (¢), ya que si € I entonces ax = bd para algin
d € A. De aqui, se obtiene que a(z — cd) = 0. Como A es un dominio, se obtiene
que z = cd € (c). O

Sea B un dominio de Dedekind con campo de fracciones L. Sea V(L) el
conjunto de todas las valoraciones no suprayectivas triviales de L. Sea

DIV(B) = @UEV(L)Z'IU
v(B)>0
El grupo Div(B) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto {z, | €
V(L) conv(B) > 0}. Un elemento D de Div(B) es una suma de la forma

>, vy con a, = 0 para todos excepto para un nimero finito de valoracio-
nes v € V(L) con v(B) > 0. Sea

divg : L™ — Div(B)

e > o(fm

veEV(L)

v(B)>0
La funcién divg estd bien definida, pues todo elemento f de L* es el cociente
de dos elementos g y h en B. Como B es noetheriano, los ideales (¢B) y (hB)
estan contenidos en Unicamente un ndmero finito de ideales maximales de B,
digamos M, ... M,. El teorema 2.2.10 nos dice que cada valoracién de L que
es no negativo sobre B es una valoracién M-adica, para algin M € Max(DB).
Por la observacién 1.17.7 se obtiene que v(f) = 0 para todas las valoraciones
v € V(L), v(B) > 0, excepto quizd para va,, ..., U, -

Proposicién 2.7.3. (Descripcidn aditiva del grupo de clases de ideales.) Sea
B un dominio de Dedekind con campo de fracciones L. El homomorfismo de
grupos

cl : Div(B) — Cl(B)
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T, +— clase de M, N B
induce un isomorfismo de grupos de Div(B)/divg(L*) a Cl(B).

Demostracion. La funcion cl es suprayectiva. Para verlo, notamos que todo ele-
mentos C € Cl(B) es igual a un elemento de la forma ’clase de I’ para algtin ideal
no cero I en B. Factorizamos I = [[i_; M;". Recordamos que M; = M,,, NB.
Entonces cl(}_; a;xy,,, ) = clase de I = C.

Ahora, sea f € L*. Entonces f = a/b con a,b € B. Por tanto, divg(f) =
divg(a) —divp(b) y

cl(divp(f)) = (clase de aB) - (clase de bB)™*

= clase de B

Se obtiene entonces divg(L*) C Ker(cl). Sea D € Div(B), y supongamos que
cl(D) = (1). Escribimos D = Dy— Do, donde Dy = >~ ay@y ¥ Doo = D, by SON
tales que a,,b, > 0, para todo v € V(L), v(B) > 0. Sean Ip, := [[, (M, N B)*
yIp, =][[,(M,N B)% inducidos por Dy y Dqo, respectivamente. Entonces

cl(D) = clase de B = (clase de Ip, )(clase de Ip_ )"

En particular, clase de Ip, = clase de Ip__. Por tanto, existen o, § € B tales que
alp, = plp_, . Escribiendo las factorizaciones de estos ideales explicitamente,
obtenemos

[[Mo B @ J[(M, 0 B)™ = [[(Mu B [[(My 0 B)*

v v v

De la propiedad de factorizacion tnica de ideales se obtiene entonces que
diVB(Oé) + Dy = diVB(ﬂ) 4+ D

Por tanto, D = Dy — Do, = divp(f/a) € divg(L*).
Asi, se obtiene que divg(L*) = Ker(cl) y se obtiene el resultado. O

Sea L/k una extensién. Tomamos el conjunto de valoraciones suprayectivas
de L triviales en k, V(L/k). Suponiendo que V(L/k) # 0, consideramos el grupo
abeliano libre Div(L/k) generado por el conjunto {z,|v € V(L/k)}, a saber,

Div(L/k) := ®vev(r/k) Ly
Definicién 2.7.4. El grupo Div(L/k) es el grupo el grupo de divisores de L/k.

Un elemento D en Div(L/k) (llamado divisor) es de la forma D = Y a,x,
con a, € Z y a, = 0 para todos excepto para un nimero finito de elementos
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v e V(L/k). Sia, > 0,Yv € V(L/E) entonces llamamos a D un divisor efectivo.

Consideramos la funcién

divy, : L* — Div(L/k)

fredive(f) = > v(f)z

veV(L/k)

Si no hay confusién, denotamos por div a la funcién divy,. Por la proposicién
2.4.12 se obtiene que cuando L es una extensién finita de k(z) entonces la
funcién div estd bien definida, ya que {v € V(L/k)|v(f) # 0} es finito y por
tanto Y-, cyr /) v(f)T0 € Div(L/k).

Se puede verificar que div(L*) es un subgrupo de Div(L/k), y tenemos en-
tonces

Definicién 2.7.5. Sea L/k(z) una extension finita. Definimos el grupo de Pi-
card Pic(L/k) como el grupo cociente Div(L/k)/div(L*).

Ahora, consideramos el caso de una curva completa no singular, y definiremos
de manera similar su grupo de Picard.

Sea k un campo. Sea k(X)/k un campo de funciones, y sea X/k la curva
completa no singular asociada. Cada punto P € X tiene asociado un dominio
de ideales principales Op con valoracién vp. Entonces, definimos Div(X/k) :=
©pexZP,y div: k(X)* — Div(X/k), con f — 3 pc y vp(f)P. Notamos que se
puede identificar al conjunto X con V(k(X)/k), y por tanto se puede identificar
el grupo Div(X/k) con el grupo Div(k(X)/k) de manera que la funcién div
se identifica con divy(x). Por el teorema 2.4.11, se obtiene que el kernel de la
funcién div es igual a k*, ya que k(X)/k es campo de funciones y por tanto
k' = k en el teorema 2.4.11, por lo que div(f) = 0 = vp(f) =0WVP e X =
fe nﬂpev(k(x)/k) Op = f € k' = k. Reciprocamente, si f € k entonces vp =
OVP € X = div(f) = 0. Denotamos por Pic(X/k) al cociente de Div(X/k) por
la imagen de div, es decir, Pic(X/k) := Div(X/k)/div(k(X)*).

Sea k cualquier campo. Sea X/k cualquier curva completa no singular.
Definimos la funcién grado deg : Div(X/k) — Z como deg(} pcyapP) =
> pecx apdeg(P) donde deg(P) := [Op/Mp : k] (notamos que cada punto P
tiene grado 1 si k es algebraicamente cerrado, donde recordamos también que
k— Op/Mp ya que MpNk*=10).

Sea w : X — Y un morfismo de curvas completas no singulares sobre k de
grado n. Por la proposicién 2.5.7 tenemos que 7 es suprayectiva. Sea P € X y
7(P) € Y. Consideramos el grado residual fp/r(py = [Op/Mp : Or(p)/ Mzp)].
De las definiciones, se tiene que deg(P) = fp/r(pydeg(m(P)). Ademas, a la
extensién k(X)/k(Y") se le asocié una funcién norma Ny x)/k(y) (seccién 1.22
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del capitulo I). Consideramos entonces la siguiente funcién:

Normy,y : Div(X/k) — Div(Y/k)

Z apP — Z apfp/ﬁ(p)W(P)

PeX pPeX

Tenemos entonces:

Proposicion 2.7.6. Sea m: X — Y como antes. Entonces el siguiente diagra-
ma es conmutativo:

K(X)* —3 Div(x/k) % >z

Nk(X)/k(Y)l Nome/Yl i

k(Y)* —3% Div(Y/k) <2z

Demostracion. Por el lema 2.2.5 se tiene que V o € k(X)*, yV Q € Y,
vQ(Nk(x)/k(v) (@) = > fp/mpyvp()
{PeX|n(P)=Q}
Asi, se tiene que

> Wiy ey (@)Q=>_( > fri=pyvp(a)@Q

QeYy QeY {PeX|m(P)=Q}

= > vp() fr/xp)7(P)

pPeX

por lo que el diagrama cuadrado izquierdo conmuta. Ademas, de las definiciones
se obtiene que deg(P) = fp/r(p)deg(m(P)), y por tanto,

Z apfp/rpym(P) = Z apdeg(P)

PeX PeX

y se obtiene que el diagrama cuadrado derecho también conmuta. Se obtiene
entonces que el diagrama completo también conmuta. O

Teorema 2.7.7. Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no sin-
gular. Entonces, ¥V a € k(X)*, deg(div(a) = 0).

Demostracion. Sea x € k(X) tal que k(X)/k(z) es una extensién finita. Sea
7 : X — P! el morfismo de curvas asociado. Sea o € k(X)*. Por la proposi-
cién 2.7.6, tenemos que deg(div(a)) = deg(div(Ni(x)/k)())). Por tanto, si
probamos que, V 8 € k[z]*, deg(div(5)) = 0 entonces quedard probado este
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teorema (notamos que si B es la cerradura entera de k[z] en k(X) entonces de
la proposicién 1.2.15 se obtiene que k(X) es el campo de fracciones de B, y
como div es multiplicativa, basta ver el caso en que o € B. Pero también por el
corolario 1.22.2 se obtiene entonces que Ny (x)/k(z)(@) € k[z]. Por tanto, basta
que V S € klx] \ {0}, se cumple deg(div(8)) = 0). Si 8 € k[z] \ {0}, escribimos
la factorizacién de § en k[z] como

p= I ewre®

g(x) irreducible

De aqui, se obtiene que ) (grado de g(x))vy(,)(8) = grado de 8 = —vso (). Por
la proposicién 2.3.6 se tiene que V(k(x)/k) = {vg(z)|g() es irreducible en k[z]}UI
{voo}. Como [O,,,, /M : k] = grado de g(z) y como [O,__ /M, : k] =1,
se obtiene que

Vg(x)

deg(div(B)) = Zypev(k(m)/k) vp(B)deg(P)
= Voo(B) + 2y (a) irreducible Va(@) (B) (v, : K]
=0
donde ky, ,, = Oy, /Moy, Asi, se obtiene el resultado deseado. O

Corolario 2.7.8. Sea X/k una curva completa no singular. Entonces la funcidn
deg : Div(X/k) — 7Z induce un homomorfismo de grupos no trivial, deg’ :
Pic(X/k) = Z, con D + div(k(X)*) — deg(D).

Demostracion. La funcién deg’ estd bien definida, pues si D + div(k(X)*) =
D’ + div(k(X)*) entonces D — D" € div(k(X)*), por lo que D — D' = div(«a),
para algin a € k(X)*. De la definicién de deg se obtiene deg(D — D') =
deg(D)—deg(D’), y entonces se obtiene que deg(D) —deg(D’) = deg(D—D’) =
deg(div(a)) = 0, donde en la tiltima igualdad se usé el teorema 2.7.7, por lo que
deg(D) = deg(D’). Por tanto deg’ estd bien definida.

De la definicién de deg, se obtiene que deg(D + D’) = deg(D) + deg(D’),
y de esto se deduce que deg’ es homomorfismo de grupos. Y como Div(X/k)
contiene a un divisor efectivo cuya imagen bajo deg es positivo, se se obtiene
que deg’ es no trivial. Se obtiene asi lo buscado. O

Denotamos de aqui en adelante como deg a la funcién deg’.

Observacién 2.7.9. Sea X/k una curva completa no singular. Sea o € k(X) \ k.
Entonces a define un morfismo no constante de curvas completas no singula-
res sobre k, m : X — P!, inducido por la extension K(X)/k(a). Sea 0 € P!
el punto correspondiente a la valoracion («)-ddica de kla], y sea oo € P! el
punto correspondiente a la valoracion (1/a)-ddica de k[1/a). Definimos (a)g :=
> per—1(0) VP() P, y similarmente (@)oo = — X per-1(o0) VP()P. Entonces,
de las observaciones 2.5.3 y 2.5.4 se tiene

div(@) = (a)o — (@)
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y el teorema 1.18.4 implica que deg((a)o) = deg(()oo) = [k(X) : k()]

Sea X/k una curva completa no singular. Sea Div’(X/k) el kernel de la
funcién deg : Div(X/k) — Z, y sea Pic’(X/k) el kernel de la funcién deg :
Pic(X/k) — Z. Se obtiene entonces que Pic’(X/k) = Div®(X/k)/div(k(X)*), y
se obtiene entonces de las definiciones que la sucesion

(1) = k* = k(X)* & DivO(X/k) — Pic®(X/k) — (0)

es exacta, donde div estd bien definida por el teorema 2.7.7.

Proposicién 2.7.10. Sea k cualquier campo. Entonces la funcion
deg : Pic(P'/Z) — Z
es un isomorfismo. En particular, Pic®(P'/k) = {0}.

Demostracion. Notamos que el conjunto V(k(z)/k) siempre contiene a una va-
loracién correspondiente a un punto en P! de grado 1, a saber vo ([koo :
k] = 1, pues Oos/ Moo = k[1/x](1/0)/(1/2)k[1/7](1/0) = k[1/2]/(1/2) = k),
con veo(f) = —(grado de f(x)) (lema 2.2.7). Por tanto, para toda n € Z, es-
cribimos n{oo} + div(k(z)*) (co es el punto de P! correspondiente a vs), y
notamos que la imagen de este elemento bajo la funcién deg : Pic(P!/k) —
Z es igual a n, y se obtiene entonces que deg es suprayectiva. Veamos que
Pic(k(x)/k) = {nzy,, + divym)(k(z)*) | n € Z}. Por la proposicién 2.3.6 sabe-
mos que V(k(z)/k) = {vy(z) | 9(x) € k[z] es irreducible} U{vs }. Sea g(x) € k[x]
irreducible. Se tiene entonces

divi) (9(@) = > wv(g@))wy =1y, — (grado de g(z))zy,,
veV(k(z)/k)

(pues tenemos que la factorizacién (tinica) en ideales maximales de k[z] del ideal
(g(x)) C k[z] es (g(x)) mismo, el cual es maximal por ser g(z) irreducible en
k[z], y entonces por definicién vy, (g(x)) = 1 si f(x) = g(x) y vy (g9(z)) =
0 si f(z) # g(x), con f(z) irreducible en k[z], ademds de que v (g(x)) =
—(grado de g(x)) (lema 2.2.7), y de aqui se obtiene que, en Pic(k(z)/k),

Ty, + divi(e) (k(z)") = (grado de g(x))xy,, + divie) (k(2)")

Y como Div(k(x)/k) estd generado por el conjunto {z, | v € V(k(x)/k)}, se
obtiene que Pic(k(z)/k) estd generado por el elemento {z, + divy)(k(z)*)}.
Ademéds, notamos que este elemento no puede tener orden finito en Pic(k(x)/k),
ya que deg es un homomorfismo de grupos y deg(x,_ ) = 1 (donde identificamos
a deg(x,_ ) con deg({oo}), que es igual a 1). Por tanto, deg : Pic(k(z)/k) =
{nz, + divyg (k(x)*) | n € Z} — Z es un isomorfismo.
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Teorema 2.7.11. Sea k un campo finito. Sea X/k una curva completa no
singular. Entonces Pic®(X/k) es un conjunto finito.

Demostracion. Sea d € N. Sea Picd(X/k:) el subconjunto de elementos pertene-
cientes a Pic(X/k) cuya imagen bajo deg es igual a d. Como deg : Pic(X/k) — Z
es homomorfismo de grupos, se obtiene que los conjuntos Pic?(X/k) y Pic® (X /k)
estén en biyeccién (si tenemos dos divisores D, D’ € Pic?(X/k) entonces deg(D—
D’) = 0, por ser homomorfismo de grupos, y por tanto D — D’ € Pic®(X/k), y
si fijamos D y tomamos D" € Pic?(X/k) con D’ # D", se obtiene que las restas
D — D'y D — D" son distintas y pertenecen ambas a Pic’(X/k), y como |{D —
D' | D' € Pic*(X/k)}| = |Pic?(X/k)|, se obtiene que [Pic?(X/k)| < |Pic®(X/k)|.
Similarmente, si D’ € Pic’(X/k) y D € Pic*(X/k) entonces deg(D’ + D) = d,
por ser homomorfismo de grupos, por lo que D + D’ € Picd(X/k), y si fija-
mos a D y tomamos D” € Pic’(X/k) con D’ # D" entonces se tiene que
las sumas D + D' y D + D" son distintas y pertenecen ambas a Pic?(X/k),
y como |{D + D' | D' € Pic’(X/k)}| = |Pic’(X/k)|, se obtiene entonces que
|Pic’ (X /k)| < |Pic?(X/k)|, y por tanto se obtiene la igualdad |Pic®(X/K)| =
|Pic’(X/k)|). Se obtiene entonces que Pic?(X/K) es finito si y sélo si Pic®(X/k)
es finito. Sea Eff*(X/k) el conjunto de divisores efectivos en Div(X/k) de grado
d. Consideramos la restriccién cl? de la funcién cl : Ef%(X/k) — Pic(X/k), es
decir,
B X/k) — Pict/(X/k)

Por la observacion 4.2.3, se tiene que cl? es suprayectivo si d es suficientemente
grande. Por tanto, basta probar que Effd(X /k) es finito si d es suficientemente
grande. Sea x € k(X) tal que k(X)/k(x) es una extensién finita separable
(corolario 5.1.7). Sea B la cerradura entera de k[z] en k(X). Como k es campo
finito, se obtiene que B tiene cocientes finitos, por la proposiciéon 2.1.6 y por el
lema 2.1.7 se tiene que el nimero de ideales maximales M C B con |B/M| < d es
finito. Ahora, por un lado el teorema 2.3.9 nos dice que el dominio U de z cumple
que U es abierto afin y que B = Ox(U), y por definicién el que sea afin implica
que U estd en biyeccién con Max(Ox (U)) = Max(B). Ademads, por el corolario
2.3.11 sabemos que el conjunto V(k(X)/k) es igual al conjunto de valoraciones
vg, con B € Max(B), unién con otro conjunto finito de valoraciones. Y ahora
por otro lado, del teorema 2.2.10 obtenemos que B/B = O,,,/M,,, para todo
B € Max(B), y por tanto tienen la misma cardinalidad. Asi, juntando estos dos
hechos, se obtiene que el nimero de valoraciones v en V(k(X)/k) cuyo campo
residual O, /M, tiene a lo més d elementos es un conjunto finito. Se concluye
entonces que el nimero de puntos P en X tales que deg(P) = [Op/Mp : k] <n
es finito, para cualquier n € N suficientemente grande. Asi, obtenemos que el
nimero de divisores D = Y apP, tales que ap > 0,V P € X, y tales que
> apdeg(P) < d, es también finito, y se obtiene el resultado. O
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3. Capitulo III - La racionalidad y la ecuacién
funcional de la funcién zeta sobre campos
finitos

3.1. La racionalidad

En esta seccién definimos la funcién zeta de una curva completa no singular
sobre un campo finito y demostramos la racionalidad de dicha funcién.

Definicién 3.1.1. La funcidn zeta de una curva completa no singular X/F, es
la serie de potencias Z(X/Fy,T) := HPEX(l _ Tdcg(P))*l

Sea by := {P € X| |Op/Mp| = q?}. Sea N,, =|X(Fyn)|.
posicién 2.6.13 muestra que N,, = Zd‘n dbg. Veamos entonces que Z(T) :=
Z(X/F,,T) = exp(>_o, N,T"/n). Observamos que si |[Op/Mp| = ¢¢ enton-
ces deg(P) = [Op/Mp : Fy| = d, ya que si deg(P) = d’ entonces por ser
|F,| = ¢ y del hecho de que todo elemento de Op/Mp se escribe de mane-
ra Unica como una combinacién lineal de los elementos de la base con coefi-
cientes en F,, se obtiene que |Op/Mp| = q?, por lo que d = d'. Por tanto,
{PeX||0Op/Mp|=q?} ={Pe X |deg(P)=d}, y podemos escribir

o0

Z(T) — H ( Tdeg(P) H Tdeg(P)

PeX d=1

Recordando la seccién 1.1 del capitulo 1 obtenemos que

log(Z(T)) = — i balog(1 — T4e(P))

d=1
Recordamos que
—log(l —z) =2+ 2% +2° Zf
Por tanto, se obtiene que
toa(Z(T) = > ba(Y =)
d=1  i=1

Reordenando, se llega a que

lo(z(1) = 3 (Y v o =S N,



y sacando la exponencial en cada lado de la 1iltima igualdad, se obtiene
> mn
Z(T) = N, —
(0 = ep(3 M)
Se obtiene asi el resultado.

Observacion 3.1.2. Notamos que el procedimiento utilizado para probar la
igualdad Z(T) = exp(>_,—; N,/ T™/n) puede usarse reciprocamente para probar
que, si definimos la funcidén zeta como

Z(T) == exp(Y_ N, T"/n)

donde N,, = | X (Fgn)| entonces Z(T) = [ pex (1=T9¢)) =1, En otras palabras,
la definicion 3.1.1 y la definicion 3.1.8 siguiente son equivalentes.

Definicién 3.1.3. La funcidn zeta de una curva completa no singular X/F, es

Z(X/F,, T) =3 N, L= donde N, = | X (Fqn)|.

Notamos que, al ser I, un campo finito, es un campo perfecto. Entonces
podemos aplicar varias de las ideas vistas en la secciéon 2.4 del capitulo II al
caso k = F,. Asi, fijamos una cerradura algebraica F,(X) de F,(X). Sea F, el
subcampo de F,(X) isomorfo a la cerradura algebraica de F,. Sea e cualquier
entero positivo primo relativo con p. Sea Fg4e el tinico subcampo de E de grado
e sobre Fy. Como F, es algebraicamente cerrado en Fy(X), el campo

Fye(X) i=Fge - Fy(X) C F (X)

es un campo de funciones sobre Fge, y su grado sobre F (X) también es igual
a e. Sea X, /Fe la curva completa no singular asociada a Fge(X)/Fge. Las
funciones zeta Z(X/F,,T) y Z(Xr,. /F4e, T) estdn relacionadas como sigue:

Lema 3.1.4. Z(Xp, . [Foe, T¢) = [[;_, Z(X/Fy,&.T), donde & es una raiz pri-
mitiva e-ésima de la unidad.

Demostracion. Sea N, := | X . (Fgne)|. Por el lema 2.6.14 se tiene N, = Ny..
Recordamos también que Y ;_, (€)™ es igual a e si e|m, de lo contrario es igual
a cero. Luego, tenemos que

log ([Ti=) Z(X/Fy,6.T)) = >oi_110g(Z(X/Fy, &T))

2oict (et N (€)™ T™ /)

Z::l Nm(Zf:l(fé)m)Tm/m

fo:l Nen T [ = Ziozl N(T)"/n
= log(Z(X/Fye/Fye,T°))

Asi, se obtiene el resultado. O
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Sea X/F, cualquier curva completa no singular. Veremos que la serie de
potencias Z(X/F,,T) es igual al cociente de dos polinomios. Tomamos el sub-
conjunto de Div(X/F,) consistente de los divisores efectivos, Eff (X/F,).

Tenemos entonces que

Z(X/F,,T) = [T (@ —7aestrn=t

PeX
H (1 + Tdeg(P) + T2deg(P) + TSdeg(P) 4. )
PeX

_ 3 )

DEEH(X/F,)

— Z ( Z Tdeg(D))

CEPic(X/F,) DEEM(X/F,)
deg(¢)>0 clase de (D)=(¢

Sea ¢ € Pic(X/F,) y E¢ :=={D € Eff(X/F,)| clase de (D) = (}.

Tenemos entonces

Z ( Z Ts(P)y = Z |E<|Tdcg(c)

CEPic(X/F,) DEEF(X/F,) CEPic(X/F,)
deg(¢)>0  clase de (D)=(¢ deg(¢)>0

y asl, se tiene

Z(X[Fy,T)= > |E T (1)
CEPic(X/F,)
deg(¢)=0

Por el corolario 2.7.8 se obtiene que todos los divisores D € E; tienen el
mismo grado d, a saber, d = deg(¢). En la demostracién del teorema 2.7.11 se
vio que, para todo d > 0, el nimero de divisores efectivos de grado d es finito, y
por un corolario (4.2.9) del teorema de Riemann-Roch (teorema 4.2.8) se obtuvo

que F¢ no es vacio si d es suficientemente grande.
Ademis, el teorema de Riemann-Roch muestra la existencia de un entero

g > 0, llamado el género de X/F,, tal que si deg(¢) > 2¢g — 1 entonces
deg($)+1-g _ |

q
|E¢| = T E—

Teorema 3.1.5. Sea X/F, una curva completa no singular de género g. En-

tonces
f(T)
(1 -=T)(1 —qT)
donde f(T) € Z[T] es un polinomio de grado a lo mds 2g. La funcidn zeta tiene
un polo simple en T =1, y

Z(X/F,,T) =

_h
-1
donde h := |Pic’(X/F,)| (llamado el mimero clase).

Jm (T~ 1)Z(X/F,, T) =
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Demostracion. Supongamos que g > 1. Usando (1), se obtiene

Z(X/F,,T)= Z |E| T + Z | B |TE(©)
CEPic(X/F,) CEPic(X/F,)
0<deg(¢)<2g—2 deg(¢)>2g—1

El teroema 2.7.11 muestra que la funcién deg : Pic(X/F,) — Z tiene kernel
finito Pic® (X/F,) de cardinalidad h, y ademds, que para todo d € N, el conjunto
Pic’(X/F,) = {¢ € Pic(X/F,)|deg(¢) = d} es o vacio, o tiene cardinalidad h.

Sea e es el menor entero positivo que puede tomar la imagen deg(Pic(X/Fy)),
y sea ¢ el elemento donde alcanza dicho valor. Entonces, si ¢’ € Pic(X/F,)
con deg(¢’) > 0, y si no es miiltiplo de e entonces existen ¢, r Unicos tales que
deg(¢’) = ge+r,con 0 < r < e, luego deg(¢' —¢¢) = r, con ¢’ —q¢ € Pic(X/F,),
contradiciendo la hipétesis. Entonces deg(¢’) es miiltiplo de e, y siguiendo un
proceso parecido se puede ver que deg(¢’) sigue siendo muiltiplo de e si deg({’) <
0.

Entonces, sea e € N el tinico entero tal que

Pic(X/F,) = eZ

Se obtiene que
de+1—g __ 1

E(|T#©) = h T~ e,
Z | Ec] zd: q—1

¢CEPic(X/F,)
deg(C)ZQg—ql de>2g—1

Si dy es el menor entero tal que dge > 2g — 1, se obtiene

210> @ty =

de>2g—1
_ e s e e i e dge+1—gmdge dpe
Lp(gloeti=omdoe(y (qT)™) = TP (Y T%)) = (S — 77
d=0 d=0
Te

(1 —g°Te)(1 =T°)

con
(qdoe+1ngdoe)(1 o Te) o Tdoe(l o que) (3)
q—1

el cual se verifica que tiene coeficientes enteros. Ademads, como dy es el menor
entero tal que dpe > 2¢g — 1, y poniendo 77 = T, se obtiene que u(7T°) es un
polinomio en T de grado a lo més 2g.

Por otro lado, observando la expresién

SIEITEO =h S T (4)

CEPic(X/F,) d
deg(¢)<2g—2 Osdes2g-2

u(T) =

donde r4 depende de los valores |E¢|, encontramos que T estd elevado a una
potencia que es multiplo de e, menor o igual a 2g — 2, por lo que escribiendo
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nuevamente T’ = T°, obtenemos que la expresién es un polinomio en 7’ con
coeficientes enteros de grado a lo mas 2g — 2.
‘4 (T°)
Sumando (2) y (4), obtenemos una expresién de la forma T—FT =T
donde f(T°) es un polinomio, con coeficientes enteros, igual a

B raT(1 = q°T9)(1 = T))] + hu(T*) (5)
d
El segundo sumando es de grado a lo més 2¢g en la variable T = T, mientras
que el primer sumando tiene grado a lo mas 2g — 2+ e + ¢ en la variable T', por
lo que es de grado a lo més 2g en T" = T*©.
Por tanto, f(7T°¢) es de grado a lo mds 2g.
Ademis, se obtiene

) L f(T°)
Hin (T = DZ(X/Fy) = Jim (T = V) = re ey

Por tanto, de la identidad 1 —T¢ = (1 —=T)(1 +T +---+T° 1), de (5) y de
(3), se obtiene que

) _h
%1311(T -1)Z(X/F,,T) = e

(6)

Notamos entonces que, para el caso g > 1, el teorema se cumplira si logramos
probar que e = 1.

Supongamos que g = 0. Entonces, se deduce que |E¢| = (¢4°&(©+1-1)/(g—1)
si deg(¢) > 0, y por tanto

Z(X[Fy,T) = Y |ET
¢
deg(C)ZOd o
q © -1 de
)
;lLeZO
— derei Tde
q_l(qzdedzoq Zdedzo )
— L(#_#)
qg—1\1—(qT)* 1-Te
_ £(1%)
(1—=(qT)¢)(1-T*)

fone 1T - (- (1))
—47)=-U=49
— =) @)

De (7) notamos que f(7°) es un polinomio en la variable 77 = T° y se puede
verificar que tiene coeficientes enteros. Sin embargo, de (7) también notamos
que si e = 1 entonces f(T¢) = h, es decir, es un polinomio de grado a lo mds
0 = 2g, y también se cumple que limy_,1 (T —1)(Z(X/F,,T)) = qf—l. Por tanto,
si probamos la siguiente proposicién entonces el teorema quedara probado. [J

F(re) = a2l
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Proposicién 3.1.6. Sea X/F, una curva completa no singular. La funcién
deg : Pic(X/F,) — Z es suprayectiva (i.e., e =1).

Demostracion. Sea e € N tal que deg(Pic(X/F,)) = eZ. Consideramos la curva
XF,e /Fge, obtenida de X/F, por cambio de base. Sea £, una raiz e-ésima de la

unidad en Q. Por lema 3.1.4 se tiene que

e

Z(qu/FanTe) = HZ(X/anféT)

i=1

Notamos que, haciendo T’ = T*, el lado izquierdo de la igualdad tiene un
polo simple en 77 = 1, pues podemos aplicar la férmula (6) a la funcién zeta
Z(X4e /F4e,T°), mientras que el lado derecho de la igualdad tiene un polo de
orden e, esto ultimo debido a que

= 1 _ f(Te) e
};11: Z(X/FW geT) - ((1 _ que)(l _ TG))

En particular, el lado derecho tiene un polo de orden e en 7" = 1.
Se obtiene de la igualdad y de la comparacién del orden del polo en T = 1
que e = 1. ]

Se concluye asi la proposicién y la demostracién del teorema.

Escribimos la funcién f(T') € Z[T] de la forma f(T) = co+c1T+- - -+c2,T%9,
conlos ¢; € Z,i=1,...,2g, no necesariamente distintos de cero (pues f(T) es
de grado a lo més 2¢, no necesariamente igual a 2g). Observamos de la definicién
de Z(T) = Z(X/F,,T) que Z(0) = 1. Y por otro lado, usando el teorema 3.1.5,
se obtiene que Z(0) = f(0). Por tanto, se obtiene ¢y = 1. Asi, podemos factorizar
a f(T) € Z|T] como un producto en Q[T] de la forma

2g

7@ =T[(t = wi1)

=1

con w; € Q,i=1,...,2g, enteros algebraicos no necesariamente distintos de
cero (notamos que son efectivamente algebraicos, ya que si definimos h(s) :=
529 f(1/s) entonces h(s) es ménico de grado a lo més 2g en Z[s] y se cumple que
h(w;) =0,V i=1,...,2¢g). Sin embargo, veremos en la siguiente parte que el
grado de f(T) es exactamente igual a 2g, por lo que se seguird que w; # 0 V
i=1,...,2g.
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3.2. La ecuacién funcional

En esta seccién demostramos la ecuacién funcional de la funcién zeta de una
curva completa no singular sobre un campos finito.

Tenemos, de la racionalidad de la funcién zeta, que Z(T) := Z(X/F,,T) =
[T5-,(1 —w,T)/(1 —qT)(1 —T) (con ¢ < 2g), y suponiendo que w; # 0 para
cada i (lo cual serd cierto al probar el siguiente teorema), es decir, suponiendo
que ¢ = 2g, encontramos que

z/q) = J[0-20/0-p0- =)

= 4T e ][ - wifeD)

=1
c

I1c- %T)

K2

- (—1)6(};[1 wi)g' T (iil(ﬂ’w )

Teorema 3.2.1. Sea X/F, una curva completa no singular de género g. Enton-
ces, tomando Z(T) = U*#%’ se tiene que f(T) tiene grado exactamente
igual a 2g, y ademds, se cumplen las siguientes condiciones equivalentes:

= (i) Z(1/qT) = (qT%)'9Z(T).

= (i1) H?il w; = ¢9, y la funcidon w; — q/w;, del conjunto {w1,ws, -, wag}
en st mismo, estd bien definida y es biyectiva.

Notamos que, de (ii), se obtiene que w; # 0 para cada i.

Demostracion. El teorema 4.2.8 asegura la existencia de un entero, el cual es
precisamente g, y, para cada ¢ € Pic(X/F,), de un entero no negativo h°(¢), tal
que )

(1) |B|= 271,

(2) si deg(¢) > 2g — 1 entonces h¥(¢) = deg(¢) +1—g

Més atin, también nos asegura la existencia de un elemento K € Pic??~?(X/F,)
(llamado la clase candnica), tal que , V ¢ € Pic(X/F,), se tiene

(3) h°(¢) = deg(¢() + 1 — g + h°(K — ()

Consideramos esta tltima condicién (3), y veamos primero que (i) se cumple.

Tomemos Z'(T) = (¢ — 1)Z(T'). Entonces

Z/(T)=(q—1) Y  |ETE©
CEPic(X/Fq)
deg(¢)>0
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Usando (1), podemos reescribir Z’(T') como la suma de dos términos o(T') +
B(T), donde

o(T) := Z qho(C)Tdeg(C)

CEPic(X/F,)
0<deg(¢)<2g—2

y
_ hO(¢)pdeg(¢) _ deg(¢)
B(T) " \oT T
CEPic(X/Fq) CEPic(X/Fq)
deg(¢)>2g—1 deg(¢)>0

Usando (2), obtenemos

BT) = h¥ysay 1 a9 —hy 4 T?
= ha' (TN (a0 (aT)) — 7
= W(Se7) - h(2s)

1—qT

De esto tltimo se obtiene que B(1/qT) = ¢'=9T?=293(T), ya que, después
de hacer los cédlculos necesarios, se obtiene que

q?(1/qT)>" 1 qT
) b ) = Bl

1—q(1/47T) 1—(1/4T) 1—gq

donde la tltima expresién se puede verificar que es igual a ¢'=9727295(T).

Consideramos ahora el caso de a(T). Sea K € Pic®™(X/F,) cualquier clase
de grado dy. La funcién

U Picd(x/Fy) — |J Pic/(X(F,)
0<d<do 0<d<dp

qlng272g

B01/aT) = b —

) = h(

(—=K-¢

estd bien definida, ya que si 0 < deg(¢) < do (con ¢ € Uycy<y, Pic’(X/F,))
entonces o
0 < deg(K — () = deg(K) — deg(¢) < do

por lo que K — ¢ € Up<g<a, Pic’(X/F,) Ademds, si

¢.¢'e |J Pic!(X/F,) C Pic(X/F,)
0<d<do

con K—({ = K—(’, entonces por ser Pic(X/F,) un grupo, se obtiene que { = ¢,
por lo que la funcién es inyectiva.

También, si ¢ € Uy< g, Pic?(X/F,) entonces ¢ es imagen, bajo la funcién,
del elemento K — ¢ (el cual pertenece a Jj< <4, Pic?(X/F,), como se vio). Por
tanto, la funcién es suprayectiva. En particular, esta biyeccién es valida cuando
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K es la clase candnica (es decir, dy = 2g — 2), y utilizando esta biyeccién,
podemos escribir

o(T) = Z th(C)Tdeg(C) — Z th(IC—C)Tdeg(/C—C)
CEPic(X/Fy) CEPIc(X/F,)
0<deg(¢)<2g—2 0<deg(¢)<2g—2

Y ahora, aplicando (3), encontramos que

o(T) = > ¢"° (©)—de(¢) ~1+grpdeg(K)—deg(¢)

CEPic(X/F,)
0<deg(¢)<2g—-2

= o 17des(K) Z @ © .

CEPic(X/F,)
0<deg({)<2g—2

= @97 'T%92a(1/qT)

1
(qT) deg(¢)

Es decir, a(1/qT) = ¢ 79T?729(T).
Por lo tanto, juntando los casos de B8(T') con «(T') tenemos

(¢—1)Z(1/qT) = «(1/qT)+ B(1/qT)
= ¢"IT*729a(T) +¢" 9T 295(T)
= ¢'79T*7%9(q - 1)Z(T)

y por tanto se obtiene el resultado.
Ahora, notamos que el hecho de que se cumpla (i) implica que el grado de
f(T) es ¢ = 2g. Para verlo, notamos que, por un lado, de (*) tenemos

1 w;
Z(T)=qT? — - 1— 2
@) im0
y por otro lado, de (i) tenemos

H§:1(1 —w;T)

Z(1/qT) = (qT%)'7 - (1—gD)(1-T)

Asi, igualando ambos expresiones y cancelando términos, obtenemos

c c

e | [ %) = (q7)'9 - T](1 — wT)

i=1 i=1

Desarrollando ambos lados de esta igualdad, luego multiplicando ambos lados
por (¢T)¢, y luego comparando los términos de cada lado de la igualdad (y en
particular los términos de mayor grado en cada lado de la igualdad), se puede
verificar que ¢ = 2g.

Asi, s6lo resta ver que se cumple la equivalencia. Supongamos que se cum-
ple (ii). Como H?il w; = g7 entonces se obtiene que w; # 0Vi=1,...,2g, y
entonces podemos aplicar (*). Como ¢ = 2g, y sustituyendo Hfi Lw; =q? y los
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elementos g/w; por w; en (*) (lo cual es posible por la biyeccién que se cumple
por hipdtesis), se obtiene (i). Ahora supongamos que se cumple (i). Haciendo el
mismo procedimiento para ver que el grado de f(T') es igual a 2g y comparando
los términos de mayor grado en cada lado de la igualdad, se puede verificar que
Hfil w; = ¢9. Ademds, como w; # 0V i = 1,...,2g entonces de (i) y de (*)

se obtiene que el conjunto {;-,..., ;I-} (las soluciones de Z(1/¢T)) y el con-
g
1 1

junto {-,..., =} (las soluciones de Z(T)) son el mismo conjunto. Se obtiene
9
que la funcién dada en (ii) estd bien definida y es biyectiva. Asi, se obtiene la

equivalencia y se obtiene el resultado. O

118



4. Capitulo IV - El teorema de Riemann-Roch

En este capitulo se prueba el teorema de Riemann-Roch asi como algunas
consecuencias del mismo que son claves para la demostracién de la racionalidad
y la ecuacién funcional que se expuso en el capitulo 3.

4.1. El k-espacio vectorial H°(D)

Sea X/k cualquier curva completa no singular. Sea O el elemento identidad
de Div(X/k). Consideramos el siguiente orden parcial > en el grupo Div(X/k):

D’ > D siysélosi D' — D es un divisor efectivo.

En particular, tenemos que D es un divisor efectivo si y sélo si D > O.
A cada a€ k(X)* se le asocia un divisor div(«), y podemos agregar un nuevo
elemento, denotado por div(0), al conjunto Div(X/k) y extendemos el orden
parcial > al conjunto Div(X/k)| |div(0) mediante div(0) > D VD € Div(X/k).

Consideremos el siguiente conjunto asociado a cada divisor D € Div(X/k):
H°(D) := {a € Div(X/k)|div(a) + D > O} y notamos lo siguiente.

Observacién 4.1.1. Sea k algebraicamente cerrado. Sea D = >0, > O un
divisor efectivo. Entonces se puede verificar que H°(D) es igual al conjunto de
funciones en k(X) con polos de orden a lo mds a; en P; y sin polos en ningin
otro punto, esto es, « € HY(D) <= |vp,(a)| < a;, 1 <i < s yvpla) >0,
P # P; Vi. En particular, H°(D) D k.

Observacién 4.1.2. Sea D = O. Entonces HY(D) = k ya que por el teorema
2.4.11, tenemos que las tnicas funciones en k(X) sin polos son las funciones
constantes.

Similarmente, tenemos que si a € k(X)* entonces H°(div(a)) = ka™!, ya
que de la definicion se tiene que a~' € H(div(a)) y tomando cualquier otro
B € H(div(a)), B # 0, se tiene también por definicion que div(B)+div(a) > O,
por lo que div(Ba) > O, y del teorema 2.4.11, obtenemos que Ba € k, y se
obtiene el resultado.

Observacién 4.1.3. Sea D € Div(X/k) tal que deg(D) < 0. Entonces H°(D) =
{0}, ya que si o € k(X)* entonces deg(div(a) + D) = 0+deg(D) < 0 (la igual-
dad se obtiene del teorema 2.7.7), por lo que div(«) + D no puede ser un divisor
efectivo (si lo fuera entonces ocurriria que deg(div(a) + D) > 0, lo cual es una
contradiccion), y se obtiene que el resultado.

Observacién 4.1.4. Sea D € Div(X/k) tal que deg(D) = 0. Entonces H°(D)
tiene dimension a lo mds uno, ya que suponiendo que H°(D) tiene dimen-
si0n positiva y que contiene una funcion distinta de cero a, tenemos entonces
div(a) + D > O. Por el teorema 2.7.7 se obtiene deg(div(a)) + D) = 0, lo que
implica que el coeficiente de cada P es igual a 0 (pues deg(P) > 1 para cada P),
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por lo que se obtiene que D = —div(a), y si 8 € H°(D) entonces debe ocurrir
que O < div(B) + D = div(p) — div(a) = div(g) > O, y por el teorema 2.4.11,
se obtiene que g es constante, y por tanto B es maltiplo de «, por lo que se
obtiene que H°(D) = ka y se obtiene el resultado.

Utilizando la observacién 4.1.1 se puede verificar que el conjunto H°(D) tiene
estructura de k-espacio vectorial, donde si o, 3 € H°(D) y ¢ € k entonces se

tiene que a+ 3 y ca pertenecen a H°(D). Denotamos por h’(D) a la dimensién
de H°(D).

Lema 4.1.5. Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no singular.
Sea ¢ € Pic(X/k). Supongamos que E; # 0, y sea D € E¢. Sea ¢p : H*(D) \
{0} = E¢ con o — div(e) + D. Entonces la funcion ¢p es suprayectiva. Mds
atin, el grupo k* actia sobre H°(D) \ {0} mediante

k* x H(D)\ {0} — H"(D)\ {0}
(¢, ) = cax
y E¢ puede ser identificado con el cociente de H°(D)\ {0} por la accion de k*.

Demostracion. Para probar que es suprayectiva hay que ver que, dado D’ € E¢,
existe « € HO(D) \ {0} tal que div(a) + D = D', es decir, div(a) = D’ — D. Por
definicién, se tiene que la clase de D’ es la misma que la clase de D (a saber,
¢), y se obtiene entonces que la clase de D’ — D es cero en Pic(X/k), lo que por
definicién implica que D' — D € Div(X/k), y entonces Ja € Div(X/k)* tal que
div(a) = D’ — D. Luego, notamos que div(a) + D = (D' = D)+ D =D"> O
(la dltima desigualdad es porque D’ € E¢, que es efectivo por definicién), y por
tanto o € HY(D) \ {0} y ¢p es sobre.
Se puede verificar que

k* x H(D)\ {0} — H"(D)\ {0}

(¢, ) — ca

es efectivamente una accién. Entonces, sea Dy € F, y tomamos a € ¢, (Dy).
Queremos ver que wgl(Do) = {ca | ¢ € k*}. Por un lado, tenemos que, para
cualquier ¢ € k*, 1p, (ca) = div(ca) + Dy = div(a) + Dy = ¥p,(a), y entonces
ca € wgg(a). Por otro lado, si B € 5 (Do) entonces Dy = div(B) + D =
div(a) + D. Se obtiene que div(5/a) = 0, con f/a € k(X)*, y por el teorema
2.4.11, se obtiene B/a € k*. Luego, 8 = ca para algin ¢ € k*. Por tanto,
Y5 (Do) = {ca | ¢ € k*} y entonces tenemos que cada elemento en E define
una 6rbita en H°(D) \ {0}, y se obtiene el resultado. O

Corolario 4.1.6. Sea F, un campo finito de cardinalidad q. Sea X/F, una
curva completa no singular. Supongamos que E¢ # 0, y sea D € E¢. Entonces

|E<| _ th(D),l

qg—1
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Demostracion. Aplicando el lema 4.1.5 al caso k = I, tenemos que |E¢| puede
identificarse con el cociente de H%(D) \ {0} bajo la accién de F}, y notando que
cada érbita {c-alc € F}} tiene ¢ — 1 elementos, se obtiene que |E¢| es igual al
nimero de elementos de H°(D) \ {0} dividido entre ¢ — 1. Pero por ser H°(D)
de dimensién finita (hY(D)) sobre k, se obtiene que su cardinalidad es th(D), y

,0
por tanto H°(D) \ {0} = th(D) — 1, y por lo tanto |E¢| = A q(_Di_l -

4.2. Teorema de Riemann

Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no singular. Sea D =
Y- papP € Div(X/k). Similarmente a H%(D), definimos, para cada P, el con-
junto

C(D)p ={a € k(X)|lvp(a)+ap >0}

Consideramos la siguiente funcién entre k-espacios vectoriales
¢p k(X)) — ©pex(k(X)/((D)p)

f = @pex(f mod((D)p)

Por definicién, se obtiene que Ker(ypp) = H?(D). Sea H(D) := Coker(pp).
Veremos después que H(D) y H'(D) son k-espacios vectoriales de dimensién
finita.

Consideramos dos divisores D y D’ linealmente equivalentes (i.e. D — D’ €
Div(X/E). Sea a tal que D’ = D + div(a), y tomamos el isomorfismo ”multi-
plicar por a”, my : k(X) — k(X). Entonces se induce el siguiente diagrama
conmutativo de espacios vectoriales, donde se puede verificar que las flechas
verticales son isomorfismos y que el diagrama es conmutativo.

0 — HO(D) k(X) —= B pexh(X)/((D") p —= HY(D') —=0
0 ——> H°(D) k(X) £ pexk(X)/C(D)p — HY(D) —=0

Supongamos que H°(D) y H'(D) son de dimensién finita (de dimensiones
h°(D) y h*(D), respectivamente) y tomamos un elemento ¢ € Pic(X/k) (la clase
de D). Como todos los divisores D, cuya clase es (, son linealmente equivalentes,
se obtiene del diagrama que h°(D) y h'(D) son valores que no dependen de la
D escogida. Asi, podemos definir h*(¢) := h*(D). i = 1,2. De la observacién
4.1.2, se tiene que h°(0) = 1.

Definicién 4.2.1. Sea X/k una curva completa no singular. El entero h'(O)
es el género de X, y se denota por g = g(X)
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Veremos que el valor h°(D)—h'(D)—deg(D) es una constante independiente
del divisor D elegido. Asumiendo este hecho, tenemos VD € Div(X/k) que

h?(D) = h'(D) — deg(D) = h°(0) = h'(0) — deg(O)
y como deg(O) = 0, h°(0) =1 y h*(O) = g, se tiene
h°(D) = deg + 1 — g + h*(D)

Como H'(D) es un espacio vectorial, su dimensién es un entero no negativo,
y entonces tenemos:

Corolario 4.2.2. (Teorema de Riemann) Sea D € Div(X/k). Entonces

h'(D) > deg(D) +1—g

Observacién 4.2.3. Sea D € Div(X/k). El teorema de Riemann implica que,
sideg(D) > g entonces h°(D) > 0. En particular, si d = deg(D) > g entonces la
funcion cld : EfY(X/k) — Pich(X/k) (definida en gupo de clases de divisores)
es suprayectiva, ya que si tomamos un elemento r € Picd(X/k) entonces T
es de la forma r = D + div(k(X)*), con deg(D) = d > g, y como entonces
se tiene h°(D) > 0, en particular H°(D) es no trivial. Tomando cualquier
a € HY(D), con a # 0, por definicién se tiene div(a) + D > O, y escribiendo
D' = div(a)+D, se obtiene que D' es efectivo, y ademds deg(D’) = deg(div(a)+
deg(D)) = deg(div(e)) + deg(D) = 0+ d = d, donde la peniltima igualdad se
obtuwvo del teorema 2.7.7. Ademds, tenemos D' — D = div(a) € div(k(X)*), y
se obtiene entonces que D' € BEY(X/k), y que c1*(D’) = D' + div(k(X)*) =
D +div(k(X)*)), y asi c1® es suprayectivo.

A continuacién, veremos que HY(D) tiene dimensién finita. Sean D, E dos
divisores con D > E. De la definicién se obtiene que H°(D) D H°(E), y simi-
larmente que ((D)p 2 ((F)p para cada P € X. Sea 7p el generador del ideal
maximal de Op C k(X). Entonces ((D)p = 7" Op (donde D =,y apP).
Para verlo, observamos que si a € {(D)p entonces vp(a) > —ap, y entonces
Jr entero no negativo tal que vp(a) = —ap + 7, y como vp es suprayectiva,
38 € k(X) con vp(B) = r (y por tanto 8 € Op). Ademds, vp(mp) = 1, por lo
que vp(mp"), y obtenemos vp(a) = vp(rp*" - B) = a(7p® -B) =11k
= a=7np""(8-1), con -1 € Op. Reciprocamente, si § € 75" Op entonces
B =mp"", v € Op, = vp(B) = vp(mp®”) +vp(7) = vp(7p*") = —ap. Se
tiene entonces el resultado deseado.

Lema 4.2.4. Si s <t entonces npsOp D wptOp y el cociente mpsOp /mptOp
es un k-espacio vectorial de dimension finita, con dimensién (t — s)deg(P).

Demostracion. Como k C Op, se obtiene que 75,0p, 70p y 750p /7% Op son
k-espacios vectoriales. Consideramos las inclusiones
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W%O‘D C Wﬁ;lop Cc...C 7T§;+IOP C 71'}93013

En general, tenemos que si A es un dominio conmutativo, M un A-médu-
lo,y (0) = My C My C ... C My = M una cadena de A-médulos, con

S
rank(M;/M;_1) finito V i = 1,2,-- - s entonces rank(M) = Zrank(Mi/Mi_l).
i=1
Aplicando esto a nuestro caso, tendremos que el lema 4.2.4 se cumplird si

dimy (7H0p /75 Op) = deg(P) V1 € Z

Pero, por definicién, tenemos deg(P) = dimy(Op/(7)p), asi que tomamos el
isomorfismo de k-espacios vectoriales ¢ : Op — 7LOp, con a — Tha, que
induce de manera natural un isomorfismo ¢” : Op/TpOp — wé;(’)p/ﬂﬂjlop.
De aqui, se tiene dimg(Op/mpOp) = dimk(ﬂ'égOp/’]Téj_lOP), y por tanto se
cumple el lema. O

Lema 4.2.5. Si D > FE entonces deg(D) — deg(E) = dimg(®p{(D)p/¢(E)p)

Demostracion. Ellema 4.2.4 nos dice que cada k-espacio vectorial ((D)p/¢(E)p
tiene dimensién (ap — bp)deg(P), con D = ZapP, E = Z bpP. Como ap =
P P

bp = 0 para todos excepto para algunos P’s, se obtiene que ®p((D)p/((E)p

es un k-espacio vectorial de dimensién finita, con dimensién E (ap —bp) =

P
deg(D) — deg(E). O

Sean D > E dos divisores. Sea ¢, : H'(E) — HY(D) la inclusién. Sea
w2 1 k(X) — k(X) la funcién identidad. Sea

w3 Opk(X)/C(E)p — ®pk(X)/¢(D)p

la funcién suprayectiva obtenida como la suma directade las funciones supra-
yectivas @3 p 1 k(X)/C(E)p — k(X)/¢(D)p inducida por la inclusién ((E)p —
¢(D)p. Consideramos el siguiente diagrama:

0——= HYE) —= k(X) — @ pk(X)/C(E)p —= HY(E) —= 0

0——= HY(D) — k(X) —E£%pk(X)/¢(D)p —> HY(D) —=0

donde ¢, p es la funcién natural inducida por 3 entre los cokernel de ¢
v pp. El lema 4.2.5 muestra que el kernel de ¢3 es un espacio vectorial de
dimensién finita, con dimensién deg(D) — deg(E).

Por otro lado, notamos que el diagrama anterior induce el siguiente diagrama
conmutativo con flechas exactas:
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0 —— k(X)/H(E) —*> &pk(X)/{(B)p *—> H'(E) —=0

T

0 — > k(X)/H(D) —%> ®pk(X)/((D)p "—> H(D) —0

donde ¢ es la funcién natural inducida, @ manda un elemento 7 + H°(E) al
elemento @ pr+((E)p (andlogamente se define ), y b es la funcién natural indu-
cida (andlogamente 8 es la funcién natural inducida). Notamos que a estd bien
definida, pues si r + H(E) = s + H(E) entonces r — s € H*(E) = ker(pg) =
r—s € ((E)p V P, por lo que se obtiene que ®pr + ((E)p = ®ps+ ((E)p.
Ademads, es inyectiva pues si ®pr+((E)p = ©ps+((E)p entonces r—s € ((E)p
VP =r—sc¢cker(prp) = H°(E), por lo que se obtiene que r + H’(E) =
s+ H°(F). Andlogamente se verifica que « estd bien definida y es inyectiva. Se
puede verificar que el diagrama es conmutativo y con flechas exactas. Aplicando
el lema de la serpiente, se obtiene en particular una sucesién exacta

0 — H°(D)/H°(E) — ker(¢3) — ker(¢g.p) LS coker(])

Tomando la funcién ker(¢3) — ker(vg p), notamos que si un elemento de la
forma Fp := (©pfp+((E)p)/Im(pr) € H'(E) pertenece a ker(pg p) entonces
de las definiciones se obtiene que 3 f € k(X) tal que fp — f € ((D)p V P, y
por tanto, ®pfp + ((D)p = ®pf + ((D)p. Por otro lado, de la demostracién
del lema de la serpiente se obtiene que la imagen del elemento elegido Fp bajo
la funcién d es igual al elemento f + HY(D) + (k(X)/H°(D)), pero notamos
que este elemento es igual a k(X) + H%(D), es decir, la imagen del elemento
Fp bajo la funcién d es igual al cero de coker(y]). Luego, por esto y por ser la
sucesién una sucesién exacta, se obtiene que la funcién ker(ps) — ker(¢g p) es
suprayectiva. Por lo tanto, se obtiene la sucesién exacta siguiente:

0— HO(D)/HO(E) — ker(p3) — ker(pp p) — 0

Se obtiene de esta sucesién exacta y del lema 4.2.5 que Ker(pg p) es un
espacio vectorial de dimension finita, con dimensién

dimyKer(og p) = deg(D) — deg(F) — dimy(H°(D)/H°(E)) (1)

Lema 4.2.6. Sea D € Div(X/k) con deg(D) > 0. Entonces h°(D) < deg(D) + 1.
En particular, ¥ D € Div(X/k), H°(D) es un espacio vectorial de dimension
finita.

Demostracién. De la observacién 4.1.3 tenemos que deg(D) < 0 entonces h°(D) =
0, y de la observacién 4.1.4 tenemos que si deg(D) = 0 entonces h? < 1. Sea
n € N, y asumamos, por induccién, que el lema 4.2.6 se cumple para todos los
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divisores E con deg(E) < n. Sea D un divisor de grado deg(D) = n+ 1. Enton-
ces, podemos encontrar un divisor P € X tal que D > D — P, y aplicando (1),
obtenemos que

0 < deg(D) — deg(D — P) — dimy(H"(D)/H®(D — P))

Pero h°(D — P) < oo, por hipétesis de induccién, y se obtiene de la desigual-
dad que h°(D) < oo, y ademds, que h®(D) < deg(P) + h°(D — P), y entonces,
de nuevo de la hipétesis de induccién, se obtiene h(D) < deg(D) + 1.

Asumamos ahora que H'(D) y H'(E) son espacios vectoriales de dimensién
finita, con dimensiones h'(D) y h'(E), respectivamente. Como la funcién ¢z p
es suprayectiva, obtenemos que dimy(Ker(pg p)) + h'(D) = h'(E), por lo que

dimy (Ker(¢p,p)) = h' (E) = h' (D) (2)
De las férmulas (1) y (2) se deduce que, para D > E,
deg(D) — h°(D) + h'(D) = deg(E) — h°(E) + h*(E) 3)

Sean, ahora, D y E dos divisores arbitrarios, y tomamos otro divisor M >
D, E. Aplicando (3) a M > Dy M > E, se deduce que

deg(D) — h°(D) + h*(D) = deg(E) — h°(E) + h'(E)

Asi, resta probar que H'(D) tiene dimensién finita y entonces habremos
probado el lema. O

En la demostracién del siguiente teorema daremos un esbozo. La prueba se
puede encontrar en [9], teorema 3.8 de la pagina 313.

Teorema 4.2.7. Sea k un campo arbitrario. Sea X/k una curva completa no
singular. Entonces, dado D € Div(X/k), el k-espacio vectorial H*(D) tiene
dimension finita, denotado por h*(D). Mds atin, h®(D) = deg(D)+1—g-+h!(D).

Demostracion. Basta ver que H'(D) tiene dimensién finita. Sean D > E dos
divisores como en (3). Veamos primero que dimy(Ker(¢g p)) es acotada por
una constante independiente de D y E.

Supongamos que E = O y que D es un miltiplo del divisor (a)~, para
algin elemento o € k(X) \ k (donde se sabe que div(a) = (a)o — (@)so). Por
la observacién 2.7.9 se tiene que (a)s es un divisor efectivo de grado n =
[£(X) : k(a)]. Elegimos una base {51, f2,...,5,} de la extensién k(X)/k(«x)
que esté contenida en la cerradura entera de k[a] en k(X) (Corolario 1.2.16).
Como cada (; es entero sobre k[a] entonces un polo P de ; debe ser también
un polo de «, esto es, si P es tal que 5; ¢ Op entonces a ¢ Op, lo cual ocurre ya
que si o € Op entonces Op contiene a la cerradura entera de ko] en k(X) (Op
es enteramente cerrado en su campo de fracciones k(X)), y por tanto f3; € Op.
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Se puede verificar que existe un entero positivo m que cumpla que Sy, ..., 3, €
H%(m(a)s), es decir, que para algtin entero positivo m se cumple que

div(8;) = Y _vp(B)P = m > vp ()P = —m(a)se
P {PeX|n(P)=co}
para cadai=1,2,...,n.
Ahora, sea s € N. Consideramos el siguiente conjunto de n(s + 1) elementos

S:={a"8;,0<i<s, 1<j<n}

Como f4, ..., [, son linealmente independientes sobre k[a], el conjunto S es li-
nealmente independiente sobre k, y ademds, tenemos que S € H((m + 5)()oo)-
Como S C HY((m + s)(a)s) entonces obtenemos que V p > m, = m + s, se
cumple

ho(u(e)oe) = n(p —m + 1) (4)

Sea D := p(@)oo, y E := 0. De (4) y (1) obtenemos
dimy (Ker(¢p,p)) = deg(D) — 0 — h°(D) + 1 (5)

<pn—n(p—m+1)+1
=nm-—-n+1

De esto tltimo, se deduce que la dimensién de Ker(pg p) estd acotada por
la constante ¢ := nm —n+ 1, independiente de . Ademés, de (5) se deduce que

deg(pu(@)oc) = h°(1(@)oc) < ¢ (6)

Sea D € Div(X/k) un divisor arbitrario. Por la observacién 2.5.3 se tiene que
sim: X — P! es el morfismo de curvas inducido por la inclusién k(a) — k(X)
entonces {P € X|n(P) =00} ={P € X|a ¢ Op}, es decir, es igual al conjunto
de polos de a (que es un conjunto finito).

Por definicién, tenemos que (@)oo = — Z vp(a)P, es decir,

{PeX|n(P)=occ}

(@)oo = — > vp(a)P

{PeX]|P polo de a}

Tomamos una "restriccion” de D = )", apP, a saber

Dy = > apP

{PeX]|P polo de a}

Luego, tomamos D5 := D — D;. Esto significa que

D2 = Z CLpP

{P€X|P no polo de a}
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Y en particular, si tomamos un coeficiente ap # 0 de Dy entonces para el P
asociado a dicho ap se obtiene vp(a) > 0. Para cada ap # 0 coeficiente de Do,
sea gp(x) € k[z] el polinomio minimo sobre & de la imagen de o en Op/Mp.
Escribiendo gp(z) = Y a;x%, con a; € k, y evaluando el elemento o + Mp en
este polinomio, se obtiene la expresion 3 a;a’ + Mp = Mp (la dltima igualdad
es porque gp(z) es el polinomio minimo de a + M p sobre k), y si escribimos
gp(a) := Y a;at, se obtiene entonces que el elemento gp(a) € k(X) cumple que
gp(a) € Mp, es decir, vp(gp(a)) > 0, y esto para cada P tal que ap # 0 es
coeficiente de Ds.

Sea a un entero positivo. Tomamos

Zq 1= H gp(a)®

{PeX|ap#0 coeficiente de D3}

Entonces z, € k(X). Se puede notar que elemento z, es tal que vp(z,) > 0
para cada P tal que el coeficiente de Dy en el punto P no es cero, y ademés
que los polos de z, estdn contenidos unicamente en los polos de «. Usan-
do esto, se puede verificar que, para p y « suficientemente grandes, se tiene
D < (@)oo + div(z,). Tenemos entonces que D — div(z,) < p(a)eo y por tanto
hO(D — div(z,)) < h®(u(ass)), pero sabemos que h°(D — div(z,)) = h%(D), y
entonces h’(D) < h%(u(as)), y esto para todo D € Div(X/k)

Por tanto, aplicando esto junto con la igualdad (1) se obtiene que

0 < deg(p(@)oo) = h'(1(@)o0) — (deg(D) — h*(D)) < o0 (7)
Se obtiene de (6) y de (7) que, V D € Div(X/k),
deg(D) — h°(D) < ¢ (8)

Ahora, sean D, E € Div(X/k) cualesquiera divisores con D > E. Sea ¢g p :
HY(E) — HY(D). La igualdad (1) y la desigualdad (8) implican que

dimg (Ker(¢g,p)) < 2¢c 9)

Queremos ahora probar que H'(E) es un espacio vectorial de dimensién
finita. Supongamos por contradiccién que H'(E) no tiene dimensién finita. En-
tonces existe una sucesion infinita {e; };en de elementos linealmente indepen-
dientes de H'(FE). Queremos ver que existe una cadena infinita de divisores
D <Dy <---<D,<...tlqueygp,(e)=0Vi=1,...,n, ya que esto
implicarfa que dimg(Ker(pg p,)) > n Vn € N, contradiciendo (9).

Podemos construir dicha cadena infinita por induccién: para todo i € N,
sea f; € ®pk(X)/C(E)p tal que su imagen en H'(E) es e; (notamos que dicha
fi existe, por definicién de H'(FE)). Entonces f; es de la forma (..., fip,...),
con fip € k(X)/C(E)p (en particular, f; = f! + ((E)p, para algun f/ €
k(X)), y sean Py,...,Ps todos los puntos tales que f;p no es cero. Sea D =
> papP. Notamos que entonces podemos encontrar un divisor D1 > D > E
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tal que, V j = 1,...,s, el elemento f;p, estd en el kernel de la funcién na-
tural k(X)/C(E)p, — k(X)/C(D1)p; (es decir, necesitamos un divisor D; =
Ep bpP tal que Upj(filpj) +bp, > 0 para cada j = 1,...,s, donde fip, =
i’Pj + C(E)p,. y si k ¢ {1,...,s} entonces tal que bp, > 0; y ademds tal

que bp > ap V P, y en particular podriamos tomar D; tal que bp = 0 si
P ¢ {P,...,Ps}U{Plap #0}, y si P € {P1,...,P;}|U{Plap # 0} enton-
ces tomar bp = max{—vp, (fip,),---,—vp,(fip.), {ap|ap coeficiente de D},0}),

y por tanto, de la definicién de la funcién natural ¢r g para cualesquiera dos
divisores R < S, se obtiene que ¢g p,(e;) = 0. En particular, elegimos i = 1
y obtenemos que ¢g p, (e1) = 0. Observamos que el divisor D; estd determi-
nado completamente por el e; elegido (es decir, notamos que el divisor D; no
necesariamente cumple que ¢g p,(e;) = 0 si j # ¢). Entonces, supongamos in-
ductivamente que ya hemos construido el divisor D,, tal que ¢g p,(e;) =0V
i =1,...,n. Ahora, tomamos el elemento e, 41, y nuevamente, sean Pi,..., Ps
los puntos donde el f,11 p; no es cero, con j = 1...,s, y queremos encontrar
un divisor D,y tal que D,,+1 > D,, > E, y tal que,V 5 =1,...,s, el elemento
fn+1,p; estd en el kernel de la funcién natural k(X )/((E)p, — k(X)/¢(Dn+1)p;-
Repitiendo un proceso andlogo a lo hecho para F, D, Dy pero ahora para el caso
E, Dy, Dy 1, se obtiene un divisor Dy, 1 que cumple que 9g p, ., (en+1) = 0. Pe-
ro también notamos que, por hipétesis de induccidn, se tiene que ¢g p, (e;) =0
Vi=1,...,n,y también como tenemos D,, < D, 11, se obtiene de la definicién
de pRr,s para cualesquiera dos divisores R < S que ¢g p,.,(¢) = (¥D,,Dyys ©
@E,Dn)(ei) = ¥Dn,Dny1 (@E,Dn (61)) = ¥D,,Dpi1 (0) =0parai=1,...,n,y por
tanto ¢g,p, . (€;)) =0V i=1,...,n+ 1,y se cample lo que buscdbamos. [

Teorema 4.2.8. (Riemann-Roch) Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva
completa no singular. Entonces existe un divisor K en Div(X/k) tal que, ¥
D € Div(X/k), el k-espacio vectorial H*(D)Y = Homy(H, k) es isomorfo al
espacio H°(K — D). En particular, h*(D) = h°(K — D) y

h°(D) = deg(D) + 1 — g + h°(K — D)
Antes de ver la prueba, podemos ver algunas consecuencias del teorema

anterior.
Para algin K como en el teorema, se obtiene del mismo que

h'(0) = (K - 0) =g,
Y K)=h(K - K)=1,
deg(K) =h°(K)—1+g—h'(K) =292

Ademaés, tenemos el siguiente corolario

Corolario 4.2.9. Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no sin-
gular. Sea ¢ € Pic(X/k). Si deg(¢) > 2g — 1 entonces h°(¢) =deg( +1—g.
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Demostracion. Sea D un divisor cuya clase en Pic(X/k) es (. Como deg(D)
29 — 1> 2g—2 = deg(K), se tiene que deg(K —D) < 0, y por tanto, h’ (K —D)
0, y se obtiene el corolario.

O v

Corolario 4.2.10. Si g — 1 < deg(D) < 2g — 2 entonces h®(D) < g.

Demostracion. Si g — 1 < deg(D) < 29 —2 = deg(K) entonces obtenemos
0 <deg(K — D) <g—1,y cuando deg(K — D) > 0, el lema 4.2.6 y lo anterior
nos asegura que h’(K — D) < deg(K — D)+ 1 < g, y por Riemann-Roch se
obtiene h?(D) = deg(D) +1— g+ h°(K — D) < g. O

Para demostrar el teorema de Riemann-Roch, definimos lo siguiente:

Para dos divisores D = Y papP y E = Y, bpP, definimos Inf(D, E) :=
Y. pmin(ap,bp)P, y Sup(D, E) := ), max(ap,bp)P.

Consideramos, para dos divisores D > E, la funcién ¢pp : H'(E) —
HY (D), y para a € k(X)* y D € Div(X/k) el isomorfismo ¢, : H' (D +
div(a)) — H!(D), ambos vistos anteriormente. Sea A : H*(D) — k un elemento
de HY(D)V. Si D > Ey a € k(X)* entonces \ define dos nuevos homomorfis-
mos:
Noppp:HYE)—=ky
Aoy : HY(D + div(a)) — k
Asi, podemos definir un k(X)-espacio vectorial J como sigue:

J=( | H®D)~

DeDiv(X/k)

donde ~ denota la siguiente relacién de equivalencia: sean \; € H'(D;)Y y
Ay € HY(D3)Y entonces \; ~ Ay si existe C' € Div(X/k) con Dy > C, Dy > C,
y con A © 9o, p, = A2 © ¢c,p,. Para probar que J tiene estructura de grupo,
notamos lo siguiente. Dados dos elementos ji,j2 en J, existe un solo divisor
D y dos homomorfismos A1, Ao € H'(D)V tales que j; y j2 son las clases de
equivalencia de \; y A2, respectivamente. Para verlo, tomamos \; € H!(D1)" y
N, € H'(Dy) representantes de j1 y j2. Sea D := Inf(Dy, Dy) (entonces D < Dy
y D < D5). De aqui, tomando A1 := A o@p p, ¥y A2 := Ay 0 ¢p p, se obtiene
que tambin son representantes de ji y jo.

Asi, podemos definir una suma + : J x J — J como sigue: dados j1,j2 € J,
tomamos D un divisor, de manera que existan \j, Ao € H!(D)V representantes
de las clases de equivalencias j; y jo, respectivamente. Entonces, definimos la
suma j; + jo como la clase de equivalencia de A\; + \g : HY(D) — k, definimos
0 como la clase del homomorfismo cero. Se puede verificar que J es entonces,
un grupo.

Ademas, definimos una multiplicacién por escalares k(X)xJ — J. Definimos
0-j=0,Vjed, ysia€kX) yjeJ, y\e& HY(D)Y un representante
de j entonces definimos a «j como la clase de equivalencia de X o ¢, : HY(D +
div(a)) — k.
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Se puede verificar que, con lo anterior, J es un k(X)-espacio vectorial.

Teorema 4.2.11. J es un k(X)-espacio vectorial de dimensidn 1.

Demostracion. Sean j y j' dos elementos, distintos de cero, en J. Sea D €
Div(X/k),y sean A\, \' € H'(D)V representantes de j; y jo, respectivamente. Sea
E cualquier divisor efectivo de grado grande, con h°(E) # 0. Sea a1, az, ..., apn
una base para H(E). Como div(a;) > —F (), se tiene

D+diviey) >D—-E,Vi=1,2,...,n

y por tanto, se obtiene que los elementos «;j y o;7’ tienen, paratodo: =1,...,n,
a las siguentes funciones lineales como representantes

QA = A0 Py, 0 YD—E,D+div(a) * HI(D —E)—k ¥y

N := N 0 Yo, © 9D B Didiv(as) HY(D-E)—=k

Supongamos que j y j’ son linealmente independientes sobre k(X) (se tendria
entonces h'(D) > 2). Entonces S := {a1\, an), ..., an A, N, a)\, ... an\'}
es un conjunto de homomorfismos linealmente independiente sobre k. Para verlo,
si hubiera ci1,c¢2,...,¢, y d1,da,...,d, en k, con

i Cio; N + i diai)\' =0
=1 =1

n n
entonces (Z ciag)j + (Z d;a;)j’ = 0;. Como j y j' son linealmente indepen-
i=1 1=1

dientes, se obtiene que (Z cia;) = (Z d;o;;) = 0en k(X),y como {aq,...,an}
i=1 i=1

es una base de HY(E),c; =d; =0,V i=1,2,...,n. Asi, los elementos de S son

linealmente independientes, y h'(D — E) > 2h°(E). Por el teorema de Riemann,

sabemos que

h(D — E) — deg(D) — 1 + g = —deg(E) + h' (D — E)
> —deg(E) + 2h°(E)
= deg(E) + 2 — 2g + 20} (E)
> deg(E) +2 —2g
= h%(D — E) —deg(D) — 1+ g > deg(F) +2 —2g (10)

Como h°(E) # 0 para cualquier E de grado suficientemente grande, podemos
elegir una cadena infinita D < By < By < ... tal que h°(E;) # 0 y deg(E;) <
deg(E; 1), Vi > 1. Como, por hipétesis, tenemos que D < Ej, se obtiene h°(D —
E;) =0, y aplicando (10) a cada E;, se tiene

—deg(D) —3+43g > deg(F;), VieN (11)
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Pero (11) contradice el hecho de que la sucesién deg(F;) tiende a oo. Por tanto,
j vy 7’ son linealmente dependientes. O

Lema 4.2.12. Sean C,D,D’ € Div(X/k) tales que C < D,D’. Sean X :
HY (D) = k, X : HY(D') — k tales que Nowc,p = Nopc pr. Sea I =Inf(D,D').
Entonces Aoy p =N oprpr.

Demostracion. De la definicion de I se obtiene que C' < I, y por tanto se tiene
$c.p = Q1D oYC,1 Y Po,p = P10 0 pc.r1, y esto implica ' o @1 prope =
Nowpe pr = Aowep=Aoprpowpcr,= Noprp opcr=Aowrpoycr,y
como por definicién se tiene que ¢, 1 es suprayectiva, se obtiene que N o pr =
)\ [e) QOLD D

Lema 4.2.13. Sean D, D’ € Div(X/k), y sean I = Inf(D, D’), S = Sup(D, D’).
Entonces, Y A € HY(D)V, X € HY(D")V tales que Ao ;. p = XN o p entonces
3Ny € HY(S)Y tal que \=Ny,0o9ps y N =X,0pprs.

Demostracion. Sean A\,\ que cumplan las hipétesis del lema. Sea y € H(S).
Entonces y es de la forma y = Coofipe) ©qonde fir = flp +C(S)p, flp €

Im(¢s) i
k(X), y notamos que que el elemento z = % c H!

eor,s(z) =y, y definimos \j(y) := (Ao ¢rp)(z) = (N o ¢r p)(z). Podemos
verificar que estd bien definida y que por definicién de A y por ser Ao ¢y p €
HYI)V (y N oprp € HY(I)V), se obtiene que Ay € H*(S)V. Ademés, si s =

—(""S;Ifnffég))’”"") € HY(D) entonces el elemento r = —(""S;?IIDHJ:(C;II;P"") € HY(I)

cumple que SDI,D(T) =S,y que ‘PD,S(S) = (@D,S © QOI,D)(T) = SDI,S(T)- Tenemos
entonces que (Ajo¢p s)(s) = A\y(¢p,s(8)) := (Aowr p)(r) = A(s), y se obtiene
que Aj o ¢p.s = A. Andlogamente, se puede ver que A\j o ppr g = N. O

(I) cumple que

Teorema 4.2.14. Sea k un campo arbitrario. Sea X/k una curva completa no
singular. Sea j € J, j # 05. Entonces existe un divisor K(j) € Div(X/k) tal
que:

i) j puede ser representado por un homomorfismo X : HY (K (j)) — k, y

it) K(j) es mazimal con esta propiedad: si E > K(j) es cualquier divisor tal
que j puede ser representado por N : HY(E) — k entonces E = K (j)

Mas ain, ¥V o € k(X)*, K(aj) = K(j) + div(a). En particular, la clase de
K(j) en Pic(X/k) es independiente de j € J\ {0;}.

Demostracion. Sea j € J,j # 07, y sea A : H'(D) — k un representante de
j. Entonces deg(D) < 2g + 1. Para verlo, notamos primero que del teorema de
Riemann, tenemos deg(D) < H%(D) + g — 1. Queremos ver que h°(D) < g. Si
hO(D) # 0, sea a1, g, . . . ., una base para H°(D) sobre k. Como div(c;)+D >
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O entonces el elemento «a;j, en J, estd representado por una funcién lineal
a;\ : HY(O) — k (con o\ := <po D-div(ai) © Pa; O ). Asumiendo que existen

C1,Co,...,Cp en k, tales que chal)\ = 0, se obtiene que Z ciai)A = 0y
=1 i=1

en J, y como J es un k(X)-espacio vectorial de dimensién 1, se obtiene que

n

Z(Ciai) = 0, y como aq,...,q, son linealmente independientes sobre k por
i=1

hipétesis, se tiene que ¢; = ...=¢, = 0, y por tanto H'(O)" tiene dimensién,
al menos, n, es decir, tiene dimensién al menos h°(D), y como la dimensién
del dual de un espacio vectorial es igual a la dimensién del espacio vectorial
(cuando tiene dimensién finita), se obtiene que H'(O) tiene dimensién, al menos,
igual a h°(D), y por definicién entonces g > h®(D). Ahora, sea D un divisor
cuyo grado es maximal de entre todos los divisores E, tal que j puede ser
representado por un homomorfismo H'(E) — k. Entonces D > E. Para verlo,
sean A\ : HY(D) — ky XN : HY(E) — k dos representantes de j. Consideramos
el siguiente diagrama

/

H'(Inf(D, E)) ——~ H'(E)

lw w l
HY(D) H' (Sup(D, E)

Como A y X representan a j, 3 F' € Div(X/k) tal que F < D, FE, con
Aoprp =MNoyrg. Porel lema 4.2.12 se tiene entonces que Aoy = XN o)/, y
por el lema 4.2.13 existe un nico homomorfismo \” : H*(Sup(D, E)) — k tal
que A =X opy A= XN oy Como deg(D) es maximal por hipStesis, se obtiene
que deg(Sup(D, E)) < deg(D), y de aqui, se obtiene que E < Sup(D, E) < D.

Por tltimo, hay que ver que, ¥V a € k(X)*, se tiene K (ayj) = K(j) + div(a).
De las definiciones, se obtiene que K (j) + div(a) es tal que existe un elemento
en HY(K(j) + div(a))Y que es representante de aj, y como K () es maximal
con esta propiedad, se obtiene que K(j) + div(a) < K(aj). Andlogamente, de
las definiciones se obtiene que K («j) — div(a) es tal que existe un elemento en
HY(K(aj)—div(a))Y que es representante de j, y como K (j) es maximal con es-
ta propiedad, se tiene que K («j) —div(a) < K(j), i.e., K(aj) < K(j) + div(a).
Se tiene entonces la igualdad K(ayj) = K(j) + div(«).

Y como J es de dimensién 1 sobre k(X), del parrafo anterior se obtiene que,
V4,5 € J\{0;}, la clase de K(j) y K(j') son iguales en Pic(X/k). O

Ahora, podemos ver la prueba del teorema de Riemann-Roch.

Demostracion. Sea D € Div(X/k). Sea j € J\ {0}, y sea K := K(j). Veamos
que la siguiente funcién es un isomorfismo

§: HY(D) — Homy(H'(K — D), H'(K))
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Q> Po O PK_D Kidiv(a)s SI @ F# 0
0 — el homomorfismo cero

Notamos que, si « # 0 entonces div(a) > —D, por lo que K + div(a) >
K — D. Asi, las funciones

HY(K — D) 722 YK 4 div(a)) £ HY(K)

estan bien definidas.

Se puede verificar que d es un homomorfismo de k-espacios vectoriales.

Sea A : H'(K) — k un representante de la clase j. Veamos que § es inyec-
tiva. Supongamos que §(a) = 0, a # 0. Entonces, debe ocurrir que A o ¢, o
PK—D,K+div(e) = 0. Por lo tanto, la clase aj de Ao ¢, en J debe ser la cla-
se 07, v entonces debe tenerse que o = 0 (J es un k(X)-espacio vectorial),
que es una contradiccion. Asi, § es inyectiva. Para ver que es suprayectiva, sea
¢ € Homy(H' (K — D), H*(K)). Entonces Aoy € H'((K — D))V, y por tanto,
la clase de Aot en J es igual a o, para algin « € k(X)* (pues J es un espacio
vectorial de dimensién 1 sobre k, y en particular la clase j de A puede tomarse
como base J). Como K(«aj) = K + div(a) es un divisor maximal de entre los
divisores F con la propiedad de que «j puede ser representado por un homo-
morfismo H!(E) — k, se debe tener K — D < K + div(a), y de esto tltimo se
obtiene que o € H(D), y

Aoy =Aogp,o PK—D,K+div(a)

Luego, ¥ = §(a) y 0 es suprayectiva.
Lo anterior podemos aplicarlo al caso D = O. Tenemos entonces

H'(0) 5 Homy,(H'(K — 0), H'(K))

Como h°(O) = 1, se concluye que h'(K) = 1. Para ver esto, notamos que por
ser H°(O) y Homy(HY(K), H'(K)) isomorfos y como la dimensién de H°(O)
es 1 entonces Homy(H'(K), H!(K)) tiene dimensién 1, y podemos tomar a la
identidad {Id} como base para Homy (H(K), H'(K)) sobre k. Sea {\1,..., A}
una base para H'(D). Entonces, para cualquier g € Homy(H(K), H'(K)) se
tiene, por un lado, que g(\;) = >, a;A; para algunos a; € k, y por otro lado
se tiene que g(A;) = ald()\;) = a\; para alguna « € k*, y en ambos casos para
cada i. Se tiene por tanto a)\; = Y. a;)\; y de la independencia lineal de los A;
se obtiene a — a; = 0, y esto para cada a;. Luego, se obtiene que A\; = Y . \;
para cada ¢, y como cada elemento \; de la base es combinacién lineal de la
misma base y esto no puede ser posible si n > 1, se obtiene que n = 1, y por
tanto Hom(H*(K)) tiene dimensién 1.

Usando la base correspondiente de H'(K), A : H*(K) — k (la dimensién de
HY(K)V es igual a la dimensién de H!'(K)), podemos identificar Homy (H* (K —
D), H'(K)) con H'(K — D)V (pues notamos que Hom(H'(K — D), H'(K))
tendrfa dimensién 1 también, por lo que Homy (H'(K—D), HY(K)) = {a)o|a € k},
para algtin 1y € Homy(H'(K — D), H'(K)), y ademds tenemos H'(K)"V =
{aM|a € k}, y utilizando estos dos hechos, junto con la linealidad de ¢y y de A,
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se obtiene la identificacién mencionada). Sustituyendo D = K — F, encontramos
que HY(E)Y es isomorfo a H(K — E), y esto para cada E € Div(X/k). Asi, se
obtiene el resultado. O
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5. Capitulo V - Extensiones inseparables y re-
sultados extras necesarios

En este capitulo revisamos algunos resultados que se utilizan principalmente
en el capitulo 2 aunque también se usan en los capitulos 3 y 4.

5.1. Extensiones inseparables

En esta seccion se revisan algunos resultados que son ttiles en los capitulos
anteriores. En particular, la proposicién 5.1.4 y el corolario 5.1.7 se utilizan con
frecuencia durante todo el trabajo, mientras que el resto de los resultados de
esta seccién se enuncian para complementar los dos resultados mencionados. Las
demostraciones se omiten, pero se pueden encontrar en [9] (capitulo 10, seccién
1).

Sea R cualquier anillo de caracteristica p > 0. La funcién Frobg : R —
R, que manda r a 7P, es un homomorfismo de anillos llamado el morfismo de
Frobenius absoluto de R (notamos que si r,s € R entonces (r + s)P = rP + sP
en caracteristica p).

Sea k cualquier campo de caracteristica p. El homomorfismo Froby, : k — k es
la funcién identidad si y sélo si k = [F,,. Para verlo, notamos que si Frob;, = Idy,
entonces a? —a = 0V a € k. Como el polinomio y? — y € k[y] tiene p raices
distintas en k, se obtiene que 2 < |k| < p. Como char(k) = p > 0 entonces
|k| > p, y por tanto |k| = p. Supongamos ahora que k estd contenido en un
anillo R. Consideramos a R como una k-dlgebra. Entonces el homomorfismo de
anillos Frobp no es un morfismo de k-algebras si k # F,. Sea RP la imagen de
Frobr en R. En general, sea

RP" :=imagen de (Frobg)" en R = (RP" )P

El conjunto RP es un subanillo de R, pero no es, en general, una k-subélgebra
de R (es decir, puede existir « € k' y r € RP tal que ar ¢ RP). Recordamos que
un campo k es perfecto si Froby es suprayectivo (y por tanto, un isomorfismo
de campos.) Se puede verificar que RP es una k-dlgebra cuando k es perfecto.

Sea K cualquier campo de caracteristica p > 0. Si a € K, denotamos por
a'/? a la tnica raiz del polinomio y? — a en K, o eqluivalentemente, al/r =
Frob%l(a). Definimos inductivamente o'/?" := (a'/P""")1/P,

Proposicién 5.1.1. Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extensidn finita.
Sea L/K wuna extension finita puramente inseparable de grado p"™. Entonces

K = L*". BEn particular, L = K'/?" .= {o'/?" | a € K}

Observacién 5.1.2. Sea L = k(x,y) el campo de funciones racionales en dos
variables. Sea K = k(z,y?). La extension L/K es algebraica, con [L : K| = p.
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Se puede verificar que x'/P ¢ L y que LP = k(aP,y?) C K C L, donde las
contenciones son propias. De este ejemplo observamos que la hipdtesis de que
K/k(x) es una extension finita no puede ser omitida en la proposicidn anterior.

Proposicién 5.1.3. Sea k un campo perfecto. Sea K/k(x) una extension finita.
Sea L/K una extension puramente inseparable de grado p™. Sea A un dominio
de Dedekind que contenga a k y que tenga a K como su campo de fracciones.
Sea B la cerradura entera de K en L. Entonces

= (i) B es un dominio de Dedekind y A = BP".

» (i1) La funcién inducida m : Max(B) — Max(A), con M — MNA, es
una biyeccion.

= (iii) Los grupos C1(A) y Cl(B) son isomorfos.

La proposicién 5.1.3 nos dice que B es un anillo noetheriano, pero no nos
dice que sea un A-médulo finitamente generado. Cuando L/K es separable,
el teorema 1.4.6, nos dice que la cerradura entera A en L es un A-médulo
finitamente generado. Sin embargo, cuando A = k[z] y se tiene una extensién
finita L/k(z) entonces no se necesita que sea separable.

Proposicién 5.1.4. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extensidn finita.
Sea B la cerradura entera de k[z] en L. Entonces B es un k[z]-mddulo finita-
mente generado.

Se puede generalizar lo anterior. Sea k cualquier campo. Sea A una k-algebra
finitamente generada con campo de fracciones K. Sea L/K una extensién finita.
Entonces la cerradura entera de A en L es un A-médulo finitamente generado.

Corolario 5.1.5. Sea k un campo perfecto de caracteristica p > 0. Sea K/k(x)
una extension finita. Sea L/ K una extension puramente inseparable de grado p™.
Sean A y B las cerraduras enteras de k[x] en K y L, respectivamente. Sea P €
Max(A). Entonces PB = MP", para algin M € Max(B). Mds atin, la funcion
norma Npya : Ip — 14 estd definida y ¥V o € B, Ng/a(aB) = Np/k(a)A.

Proposicién 5.1.6. Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extension finita.
Entonces existe y € L tal que L = k(x)(y).

Corolario 5.1.7. Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extension finita
que no es separable. Entonces existe y € L tal que

= (i) El campo k(y) generado por k yy en L es isomorfo al campo de fun-
ciones racionales en una variable, y

w (ii) L =k(z)(y) y la extension L/k(y) es separable.
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5.2. Resultados extras necesarios

En esta seccion recordamos algunos resultados utilizados a lo largo de este
trabajo. Algunos de los resultados aqui enunciados se escriben debido a que
se utilizaron en algunos momentos de esta tesis pero que durante el proceso
de escribir este trabajo no se tenian contemplados. También, algunos sirven
solamente como observaciones importantes con respecto a algunos detalles del
trabajo en cuestién. Por ejemplo, damos dos definiciones del concepto de anillo
de valoraciones discreto (un concepto que no se menciona explicitamente por
ejemplo durante la seccion 2.2 del capitulo IT donde se trata el concepto de
valoracién) y vemos que son equivalentes ambos.

Recordamos algunos resultados referentes a la relacién que existe entre alge-
bras finitamente generadas y mdédulos finitamente generados.

Proposicion 5.2.1. Sea k cualquier campo. Sea A un dominio entero con cam-
po de fracciones K. Supongamos que A es una k-dlgebra finitamente generada.
Sea L/K una extension finita. Entonces la cerradura entera B de A en L es un
A-mddulo finitamente generado, y es también una k-dlgebra finitamente gene-
rada.

(para esta proposicién, ver [7], teorema 3.9A, pagina 20)

Consideramos el siguiente lema que nos servird para probar la proposicién
5.2.3 (ver [8], seccién 2 del capitulo 1).

Lema 5.2.2. Sea A un anillo con campo de fracciones K, y x un elemento

algebraico sobre K. Entonces existe un elemento ¢ # 0 de A tal que cx es entero
sobre A.

Demostracion. Como x es algebraico sobre K y K es el campo de fracciones
de A entonces podemos encontrar una ecuaciéon azz™ + -+ + ag = 0, donde
a, # 0y a; € A para todo i. Multiplicamos esta ecuacién por a”~! para
obtener (a,z)"---+apa” ! = 0, y por tanto se obtiene que a, es entero sobre
A. O

Proposicion 5.2.3. Si B es una extension entera sobre A y ademds es una A-
dlgebra finitamente generada entonces B es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Notamos que, como B es una A-algebra finitamente generada
entonces B = Alzy,...,x,] con z; € B (y con Alzy,...,z,] isomorfo como A-
algebra al anillo de polinomios en r variables con coeficientes en A), y podemos
usar induccién en el nimero r. Asi, basta probar el caso r = 1 y suponer que
B = Alz], con x € B. Como B es extensién entera sobre A entonces existe
un polinomio ménico g(y) € A[y] (donde y es una variable) tal que g(x) =0, y
donde g(y) es de grado digamos n. Notamos que cualquier elemento en A[z] es de
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la forma f(z) para algin f(y) € Afy]. Como A[z] es isomorfo como A-dlgebra al
anillo de polinomios A[y] en una variable con coeficientes en A, podemos utilizar
el algoritmo de la divisién para obtener f(y) = g(y)h(y) + r(y), donde el grado
de r(y) es menor estricto a n. De la tltima igualdad se obtiene f(z) = r(x), y por
lo tanto cualquier elemento en A[x] es una combinacién lineal de los elementos
1,z,...,2" ! con coeficientes en A, y obtenemos lo buscado. O

Existen varias definiciones de anillo de valoraciones discreto. A continuacién
veremos dos de esas definiciones, y veremos que son equivalentes. La primera
definicién es la siguiente.

Definicién 5.2.4. Un anillo A es un anillo de valoraciones discreto st A es un
dominio de ideales principales local que mo sea campo.

Recordamos que si A es un anillo local con ideal maximal P entonces el A-
médulo P/P? es un espacio vectorial sobre A/P (la multiplicacién por P manda
Pa P2)

Proposicién 5.2.5. Para un dominio local A con ideal maximal P son equiva-
lentes:

= (i) A es un anillo de valoraciones discreto.

= (ii) A es noetheriano con dimension de Krull 1, y ademds P/P? es de
dimension 1 sobre A/P.

= (iii) A es noetheriano y P es principal.

Para probar lo anterior, usaremos dos corolarios de la siguiente version del
lema de Nakayama:

Lema 5.2.6. Sea A un anillo local con ideal mazimal P y sea M un A-mddulo
finitamente generado. Si PM = M entonces M = 0.

Corolario 5.2.7. Sea A un anillo local noetheriano con ideal mazimal P. En-
tonces N; P* = (0). Ademds, si P* # (0) entonces P* # Pi+ 1.

Demostracion. Sea @ la interseccién de los P?. Como A es noetheriano entonces
P es finitamente generado. Notamos que PQ) = @ (pues Q@ C Py P(Q es el menor
subanillo de A que contiene a P y a Q), y aplicando el lema de Nakayama se
obtiene la primera parte. Luego, como P? C P entonces se obtiene que P? es un
A-médulo finitamente generado, y aplicando de nuevo el lema 5.2.6, se obtiene

la segunda parte. O
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Corolario 5.2.8. Sea A un anillo local con ideal maximal P. Sea M un A-
mddulo finitamente generado. Supongamos que existen elementos ty,...,t, €

M tales que sus imdgenes forman un conjunto generador del espacio vectorial
M/PM sobre A/P. Entonces ty,...,t, generan a M sobre A.

Demostracion. Sea T el A-submédulo generado por los ¢;. Notamos entonces
que se cumple que M = T+ PM. Esto implica, a su vez, que M /T = P(M/T).
Aplicando el lema 5.2.7 se obtiene que M =T O

Procedemos ahora a probar la proposicién 5.2.5:

Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que A es un anillo de valoraciones dis-
creto, y sea t un generador de P. Por el corolario 5.2.7, se obtiene que cualquier
ideal primo distinto de cero  C P debe contener una potencia de t. (de lo
contrario, se tendria para todo i que P Z Q y P'NQ # 0, por lo que la inter-
seccién de los P? serfa un subconjunto no vacié de @, contradiciendo el corolario
5.2.7). Como @ es primo entonces contiene a ¢t mismo, y se obtiene que @ = P
y que A tiene dimensién de Krull 1. Adema4s, la imagen de t en P/P? genera al
A/ P-espacio vectorial P/P2.

(ii) = (iii). Basta aplicar el corolario 5.2.8 al caso M = P.

(iii) = (i). Supongamos que el ideal maximal P de A estd generado por t.
Veamos que cualquier elemento a € A se puede escribir de manera tnica como
un producto de la forma a = ut™, con u unidad en A, ya que del corolario 5.2.7 se
obtiene que existe un tinico entero n > 0 tal que a € P™ \ P"*! y por tanto a se
puede escribir en la forma deseada. Ademds, si tenemos a = ut™ = vt™ entonces
u = v pues A es dominio. Tomamos un ideal I de A. Como A es noetheriano
entonces I estd generado por un nimero finito de elementos aj...,ar € I.
Escribimos a; = w;t', i = 1,...,k, y sea n; el menor valor entre los n;. Se
obtiene que a; es un miiltiplo de t,,, V i, y por tanto I = (¢"7) es principal. [

Consideramos ahora la segunda definicién de anillos de valoraciones discreto.

Definicién 5.2.9. Un dominio entero R es un anillo de valoraciones discreto
si existe una valoracion v : F* — Z, con F el campo de fracciones de R, tal que
R={ac F*|v(a) >0} U{0}.

Proposicién 5.2.10. Sea R un dominio entero que sea local, noetheriano y de
dimension 1. Sea M es el inico ideal mazimal de R, y sea k = R/M entonces
son equivalentes:

1. (i) R es un anillo de valoraciones discreto.
2. (it) R es enteramente cerrado.

3. (iii) El ideal maximal M de R es principal.
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4. () La dimension M/M? sobre k (es decir, como espacio vectorial sobre
k) esigual a 1.

5. (v) Todo ideal propio distinto de cero de R es una potencia de M.

Demostracion. Notamos primero que Mt = M™ ya que si se tuviera M"! =
M™ entonces el R-mdédulo finitamente generado M’ = M™ cumpliria que MM’ =
M’ (recordamos que por ser R noetheriano, cualquier ideal es finitamente ge-
nerado, y en particular M’ es finitamente generado sobre R) y por Nakayama
se tiene M’ = 0, lo cual es falso. Notamos también que si I es cualquier ideal
no cero de R entonces v/I = M entonces /I es la interseccién de todos los
ideales primos que contienen a I, y como R es local y de dimensién 1, el tnico
ideal primo de R es M. Esto implica que M™ C I para algin n, y para verlo,
escribimos (z1,...,x,). Como /I = M, existen enteros n; con x;t € I. Si po-
nemos n = y . n; entonces M" estd generado por los elementos x7',...,z5" con

K
>~ s; = n. Para cada uno de estos generadores se tiene algin con s; > n;, por

lo que zi* € I, y asi el producto zj* - -z~ € I. Por tanto, M™ C I. Con todo
esto, se pueden probar las implicaciones:

i) = ii). Sea F el campo de fracciones de R. Supongamos que @ € R es
entero sobre R. Entonces o™ 4+ an_1a™ 1 4+ 4+ ag = 0 para algunos a; € R. Si
R = O, para alguna valoracién v entonces v(a;) > 0 para cada ¢. Supongamos
que a ¢ R. Entonces v(a) < 0. Multiplicando la igualdad por 1/a™~1, se obtiene
que o = —(ap_1 + ap_oa~t + -+ 4+ aga™"1). El lado derecho pertenece a R
(pues v(a~!) > 0 que por definicién implica que a~! € R). Por tanto, el lado
izquierdo estd en R, es decir, @ € R, lo cual es una contradiccién. Se obtiene
que R es enteramente cerrado.

il) = iii). Sea @ € M con a # 0. Sabemos entonces que M"™ C (a) para
algtin n. Sea n minimo tal que M"~! ¢ (a). Tomamos b € M(n — 1)\ (a), y
sea ¥ = a/b. Entonces 7! ¢ R ya que b ¢ (a) (de lo contrario, tendriamos
que z7ta € (a), es decir, b = ga € (a), lo cual es contradiccién) y entonces
7! no es entero sobre R. Ademds tenemos que las condiciones M™ C (a) y
b€ M"~ 1 implican que 2~ 'M C R (eligiendo m € M se tiene z~'m = bm/a, y
bm € M™ C (a) y entonces 3 ¢ € R tal que bm = ac y entonces bm/a = ¢ € R).
Ahora, si ocurre que =M = R entonces M = (z) (se toma cualquier m € M
y por tanto 3 7 € R tal que z7'm = r, es decir, m = xr), y por tanto M es
principal. Si ocurriera = !M C R entonces por ser z~'M ideal de R tendriamos
x~'M C M. Elegimos uy, . . ., u, generadores de M (R es noetheriano). Tenemos
entonces que x lu; = E;:1 TijU;, para algunos r;; € IR, y esto para cada 4. Si
escribimos d;; = 1sii = jy di; = 0sii # j (1 <4, <r), seobtiene Y7, (ri; —
§ijz~ )u; = 0 para cada i, y de esto se obtiene que la matriz A cuya entrada
(i,7) esmij— ;@ (con 1 < 4,5 < r) es tal que su determinante al multiplicarse
por cada u; es igual a 0, es decir, (det(r;; — d;;271)1<; j<,)uj; = 0 para cada u;.
Como estamos en un dominio entero, se debe tener det(r;; — 5ijx_1)1§i,j9 =0.
Desarrollando este determinante, se obtiene una expresién en términos de z !
con coeficientes en R que es igual a 0, es decir, obtenemos que ! es entero
sobre R, lo cual es una contradiccién pues R es enteramente cerrado y 7! ¢ R.

140



Por tanto, no puede ocurrir z='M C M y se cumple que M = ().

ili) = iv) Supongamos que M = (z). Entonces M estd generado por 2 como
R-médulo y por tanto M/M? esté generado por x + M2. Pero entonces M /M?
estd generado como R/M-médulo por x + M2, y por tanto la dimensién de
M /M? sobre k es menor o igual a 1, y como sabemos que M /M? # 0 entonces
la dimensién es igual a 1.

iv) = v). Sea x + M? un generador del espacio vectorial M/M? sobre R/M.
Entonces M = Rx + M? = Rz + M - M. Por tanto, por el lema de Nakayama
se obtiene que M = (x). Sea I cualquier ideal propio distinto de cero de R.
Entonces I C M pues M es el tnico ideal maximal de R. Sea r tal que I C
M yI ¢ M "+l (notamos que tal r existe, pues de lo contrario tendrfamos
I C M" para toda r, y sabemos entonces que M™ C [ para algin n, por lo que
M™ = M™"$ para cada s > 0, lo cual es falso por lo mencionado al principio).
Tomamos y € I\ M™"!. Entonces podemos escribir y = az” para algiin a € R
pues M = (), y como y ¢ M1 entonces a ¢ M, y por tanto a es una unidad
en R. Por tanto, (y) = (2") = M", lo cual implica que [ = M".

v) = 1i). Sea F el campo de fracciones de R, y supongamos que cada ideal
de R es una potencia de M. Para definir una valoraciéon sobre F', tomamos
a € R\ {0} y definimos v(a) = n si (a) = M"™ (donde ponemos M? = R
para que v esté definida sobre todo elemento de R). Se obtiene entonces que
v(ab) = v(a)+v(b) y v(a+b) > min(v(a),v(b)) ¥V a,b € R (ya que (a)(b) = (abd),
y (a4 b) C (a)+ (b)). Para extender v a F*, se define v(a/b) = v(a) — v(b)
(b € R\ {0}). Notamos que estd bien definida pues si a/b = ¢/d entonces
ad = be, y por tanto v(a)+v(d) = v(b)+wv(c), y entonces v(a)—v(b) = v(c)—v(d).
Se puede verificar que v cumple las propiedades de una valoracién. Ademads, de
la definicién de v se obtiene que R C O, y M C M,,. Sea a/b € F con a,b € R.
Entonces 0 < v(a/b) = v(a) — v(b), y entonces v(a) > v(b). Queremos ver que
a = bz para algin z € R (lo cual implicaria a/b € R y por tanto se tendria
R C O, y asf al igualdad R = O,). Sea m € M \ M2. Entonces (m) = M pues
todos los ideales de R son potencias de Ry (w) ¢ M?. Por tanto, M es principal,
y por consecuencia todas las potencias de M son principales, y asi todos los
ideales de R son principales. Si (a) = M™ = (7)) y (b) = M™ = (7™) entonces
n > m y escribimos a = 7"z y b = 7™y con z,y unidades de R. Entonces
a/b=7"""zx/y € Rpues n—m > 0y z,y son unidades en R y por tanto
x/y € R. Se obtiene que O, = R, y como M, es un ideal de R que contiene a
M, se obtiene que M, = M. O

Notamos entonces que las proposiciones 5.2.3 y 5.2.5 implican que las defi-
niciones 5.2.4 y 5.2.9 son equivalentes y podemos usarlas indistintamente.

Recordamos ahora algunos teoremas importantes que se usan a lo largo de
todo el trabajo. Algunos de los resultados que siguen a continuacién ya apare-
cieron antes pero se vuelven a mencionar para recalcar algunas observaciones
que son importantes durante el proceso del trabajo. El resto de los resulta-
dos a continuacién se desprenden del mismo trabajo y por tanto se escribe la
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demostracién correspondiente.

Recalcamos de nuevo las condiciones necesarias para que, dado un dominio
de Dedekind A con campo de fracciones K y una extensién finita L/K, la
cerradura entera B de A en L también sea dominio de Dedekind.

Teorema 5.2.11. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K. Sea L/K wuna extension finita, y sea B la cerradura entera de A en L.
Supongamos que B es un A-mddulo finitamente generado. Entonces B también
es un dominio de Dedekind.

Demostracion. Como A es noetheriano y B es un A-médulo finitamente ge-
nerado entonces del corolario 1.4.5, se obtiene que B es noetheriano. Como A
tiene dimensién 1 y L/K es finita entonces del corolario 1.5.8, se obtiene que B
también tiene dimensién 1. Finalmente, por la proposicién 1.2.15, inciso ii), se
obtiene que B es eneteramente cerrado. Por tanto, B es de Dedekind. O

Observacién 5.2.12. En el teorema 5.2.11, si la extension L/K es separable
entonces puede omitirse la condicion de que B sea un A-mddulo finitamente
generado, gracias al teorema 1.4.6.

Recalcamos a continuacion algunos detalles de la relacién que hay entre un
dominio de Dedekind A con campo de fracciones K y el dominio de ideales
principales local O, dado por una valoracién v : K — Z.

Lema 5.2.13. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
v: K* = Z una valoracion suprayectiva tal que v(A) > 0. Entonces existen un
ideal mazimal M de A tal que Apyy = O,. En particular, se tiene v = vy, donde
vy K — Z es la valoracion M -ddica con M = M, N A.

Demostracion. Sea M := M, N A. Tenemos que v(A) > 0, y por tanto A C O,,
y sea ¢ la inclusién inducida. Como A es dominio, la funcién j : A — Ay (con
a — §) es inyectiva. Ademds, cada elemento perteneciente a la imagen bajo i
del conjunto multiplicativo A \ M es invertible en O, (pues M es maximal en
A, y su complemento en A consiste de los elementos invertibles en A, los cuales
a su vez lo siguen siendo en O,). Por tanto, aplicando la propiedad universal de
anillos de fracciones, se obtiene que existe una funcién (inyectiva) f : Ayr — O,
tal que i = f o j. Por tanto, Ay; C O,.

Notemos ahora que M Ay C M,,. Sim/s € MAy (conm e M,se€ A\ M)
entonces f(m/s) = i(m)(i(s))~t = ms~L. Luego, v(ms™!) = v(m) + v(s) =
v(m) > 0 (puesm € M = M,NAYy s esinvertible en O,). Por tanto, m/s € M,,.
Aplicando entonces el lema 1.14.6, se obtiene que Ay = O,,.

Aplicando el lema 5.2.14 abajo, obtenemos que O,,, = O, (y notamos
ademéas que ambos son dominios de ideales principales locales con campo de
fracciones K, y vpr,v : K* — Z suprayectivas), y entonces del teorema 2.2.8 se
obtiene vy = 0. O
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Lema 5.2.14. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
vy 2 K* — 7Z la valoracion M -ddica asociada a un ideal mazximal M de A.
Entonces O,,, = Apr.

UmMm

Demostracion. Como vy es la valoracién M-adica entonces vy (A) >0,y A C
Oy, - Ademads, como M es maximal en A entonces el subconjunto multiplicativo
S := A\ M es un conjunto de elementos invertibles en A, y por tanto son
invertibles en O,,,. Consideramos la inclusiéon ¢ : A — O,,,. Aplicando la
propiedad universal de anillos de fracciones, obtenemos una funcién tnica ¢’ :
Ay — Oy, tal que i = g’ 0§ (con j: A — A, a— a/l, que es inyectiva por
ser A dominio), y por tanto ¢’ es inyectiva, y obtenemos Ap; C O,,,. Por otro
lado, de la demostracién de la propiedad universal de anillos de fracciones, se
puede obtener que la imagen bajo g’ de un elemento m/s € M Ay, conm € My
s € A\ M, esigual ai(m)i(s)~! = ms~!. Luego, por ser s~* invertible en O,,,,
se tiene vps(s71) = 0, y como m € M entonces (m) C M, y de la definicién
de vys se obtiene que vpr(m) > 0. Por tanto, vy (ms™t) > 0, y ms™! € M,,,,
es decir, MAy C M,,,. Ademds, como A C Ap; C K entonces el campo
de fracciones de Ay; es K. Entonces, aplicando el lema 1.14.6, se obtiene que
Apr = Oy, - O

Lema 5.2.15. Sea A un anillo de valoraciones discreto con campo de fracciones
K inducido por una valoracion discreta v : K* — Z. Sea B cualquier subanillo
de K que contenga a A. Entonces B=K o B = A.

Demostracion. Supongamos que B # A. Entonces existe un elemento a € B que
no estd en A. Como A = {x € K | v(z) > 0}, tenemos que v(a) < 0. Sea z € K.
Para una n suficientemente grande, se obtiene que v(za™") = v(z) — nv(a) > 0,
por lo que xza~™ € A C B. Por tanto, x = xza™" - a™ € B. O

Lema 5.2.16. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
L/K una extension finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Supongamos
que B es un A-mddulo finitamente generado. Sea P € Max(A), junto con vp :
K* — Z su wvaloracion P-ddica asociada, y factorizamos al ideal PB en un
producto de ideales mazimales de B, PB =[], B;*, y fijamos una B;, junto con
vp, : L* — Z su valoracion B;-ddica. Entonces vg, (x) = e;up(x).

Demostracion. Tenemos que la restriccién vg, |k : K — 7Z es una valoracién
discreta pero no necesariamente suprayectiva. Sea e el entero positivo tal que
%vgi es suprayectiva. Del lema 5.2.14 tenemos que OUB;’ = Bp,, y por tanto
{r € K | vg,(z) > 0} = B, N K. Ademés, notamos que A C Ap C K,y
ademds que por tener A C By P C B; (pues B; aparece en la factorizacién de
PB), se tiene Ap C Bpg,. Por tanto, se obtiene que Ap C Bp, N K. Por otro
lado, observamos que Bg, N K # K, ya que si p € P entonces 1/p € K no puede
ser un elemento de Bpg,, ya que de lo contrario tendriamos 1/p = b/s, con b € B
y s € B\ B;, y entonces s = pb € PB, lo cual no es posible pues PB C B;. Asi,
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aplicando el lema 5.2.15 obtenemos Ap = B, N K, y se obtiene entonces que
vp = é’UBi.

Ahora, veamos que ¢ = ¢;. Sea u € Ap tal que vp(u) = 1. Como vp es una
valoracion suprayectiva, y el elemento en O,, que genera al ideal maximal M,,,
toma el menor valor positivo entonces se obtiene que uAp = PAp, y ademés, que
uBp, = uApBg, = PApBp, = (B;Bp,)¢, donde la tltima igualdad se obtiene
del lema 1.17.2. De la definicién de vp, y del mismo lema 1.17.2, se obtiene que
vg, (u) = e;, y como vp = Lug, entonces 1 = vp(u) = Lug,(u) = e;/e, y por
tanto e = e;, y se obtiene el resultado. O

Observacion 5.2.17. Podemos sustituir en el lema 5.2.16 la condicion de que
B sea un A-mddulo finitamente generado por la condicién de que L/K sea
separable, gracias a la observacion 5.2.12.

Observacion 5.2.18. Sea L cualquier campo. Sea w : L* — 7Z wuna valora-
cion suprayectiva de L. Entonces L es el campo de fracciones del dominio de
ideales principales local O,,. Para verlo, sea a/b un elemento en el campo de
fracciones de O,,. Entonces a,b € O, y w(a/b) € Z. Como w es suprayectiva
entonces existe un elemento m € L tal que w(m) = w(a/b), lo cual implica que
w(§ -m~1) =0, y por tanto, el elemento %-m_l pertenece a Oy \ My, es decir,
es igual a una unidad u en O, C L, y se obtiene que a/b = mu € L. Reciproca-
mente, si m € L entonces w(m) € Z. Sean r,s > 0 tales que w(m) =r —s. Por
ser w suprayectiva, existen a,b € L tales que w(a) = r y w(b) = s. Notamos
entonces que a,b € Oy. Tenemos que w(a/b) = w(m), y se obtiene nuevamente
que existe una unidad u en O tal que %m_l = u, es decir, m = u‘l%, el
cual pertenece al campo de fracciones de O,,. Por tanto, se obtiene el resultado

deseado.

Se menciona a continuacion una observacién referente a la factorizacion de
un ideal en un dominio de Dedekind.

Observacion 5.2.19. Sea A un dominio de Dedekind, y x € A. Consideramos
la factorizacion unica (x) = [[; P/* del ideal (x) en ideales mazimales P; de A.
Sabemos que x pertenece a un ideal mazximal si y solo si dicho ideal maximal
aparece en la factorizacion unica del ideal (x). Ademds, se cumple que x € P;"
pero x ¢ Pim“. Para verlo esto ultimo, notamos que si tenemos cualesquiera
P,Q € Max(A) entonces P™ y Q™ son primos relativos, con m,n € N (pues
cualesquiera dos ideales mazximales son primos relativos, y la igualdad A = P+Q
implica A = Antm=1 = (P 4+ Q)"t™=1 C P" +Q™, por lo que A= P" +Q™).
Usando el lema 1.17.6 inciso i), se obtiene entonces que (x) =[], P/"" = N P",
y por tanto, x € P[''. Si ocurriera que x € P;”'H para algun j entonces la

s n;+1 n s . .
contencién P;7 " C P (la cual es contencion propia por ser A de Dedekind,
es decir, por tener la propiedad de factorizacion inica en ideales mazimales)
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implicaria que (z) = ﬂiPin;‘, donden, =n; siit#j,yn,=n+1sii=j,y
de nuevo por el lema 1.17.6, inciso ii), se tendria (x) =[], Pin’/", donde nl; = n;
sii# g, yn, =mn;+1 sii=j, lo cual contradice la propiedad de factorizacion
Unica en ideales maximales de A. Se obtiene asi el resultado.

Notamos también que del procedimiento anterior se obtiene que si x perte-
nece a un ideal mazimal P, y si pertenece a P™ pero no a P™"t! entonces en
la factorizacion del ideal (x) aparecerd el factor P™ (es decir, P unicamente
aparecerd elevado a la potencia n en la factorizacion de (x)).

Tenemos también un lema sobre dominios de Dedekind y dominios de ideales
principales.

Lema 5.2.20. Sea A un dominio de Dedekind, y M un ideal mazimal de A.
Entonces Ap; es un dominio de ideales principales local.

Demostracion. Como A es de Dedekind entonces Aj; también lo es. Ademds,
A es local por propiedades de localizacion, por lo que tiene un nimero finito
de ideales maximales. De estos dos hechos, se obtiene que Ajp; es de ideales
principales (un dominio de Dedekind con un ntdmero finito de ideales maximales
es es un dominio de ideales principales). O

Finalmente, se concluye con una observacién sobre el valor de deg(P) cuando
P pertenece a P! /k, donde k es cualquier campo.

Observacién 5.2.21. Sea P!/k curva completa no singular asociada a un cam-
po de funciones k(z)/k. Sea v € V(k(x)/k). Por el teorema 2.2.10, sabemos que
v = Vg(z) con g(z) € klx] mdnico e irreducible, 0 v = v. En el primer caso,
se tiene [Oy/ M, : k] = n = grado de g(x), ya que por el teorema 2.2.10 se
tiene que O,/ M, = k[z]/(g), y una base para este cociente es 1,x,...,z" L.
En el seqgundo caso, se tiene que [Oo/ Moo : k] = 1, ya que nuevamente se tiene
O/ Moo 2 E[1/x]/(1/2) 2 k, y se obtiene el resultado.
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