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Introducción

Sea XFq una variedad algebraica definida sobre un campo finito Fq con q
elementos. Sea X(Fqr ) el conjunto de puntos racionales de XFq en el campo
Fqr , donde Fqr es la única extensión de Galois de Fq de grado r. La función zeta
de XFq se define como

Z(XFq , T ) := exp(

∞∑
n=1

NrT
r/r)

donde Nr es la cardinalidad de X(Fqr ).
André Weil formuló una serie de conjeturas famosas acerca de la función Z de

una variedad XFq en las que afirmaba, entre otras cosas, que la función Z debeŕıa
ser una función racional y que debeŕıa satisfacer cierta ecuación funcional. La
prueba de las conjeturas de Weil fue el trabajo de varios matemáticos, entre ellos
Grothendieck y su cohomoloǵıa l-ádica cuyas propiedades implicaban parte de
las conjeturas de Weil (la racionalidad y la ecuación funcional), Dwork que
probó la racionalidad (ver [5]) y Deligne quien probó el resto de las conjeturas
(ver [4]).

El objetivo principal de la presente tesis será exponer una prueba de la
racionalidad y la ecuación funcional de la función zeta cuando Xk es una cur-
va completa no singular definida sobre un campo finito k = Fq. Para nuestro
propósito, consideraremos a Xk como una curva abstracta en lugar de considerar
una curva geométrica, esto es, identificamos Xk con el conjunto de valoraciones
suprayectivas v : k(X)∗ → Z (ver definición 2.2.2) que se anulan en k∗, donde
k(X) es el campo de funciones de Xk. Siempre que hablemos de campos de
funciones se sobrentenderá que es un campo de grado de trascendencia 1 sobre
el campo de definición de la curva (ver definición 2.3.2) ya que en este trabajo
consideraremos solamente el caso de curvas (ver definición 2.3.3).

Con esta representación de Xk, el conjunto de puntos racionales de Xk en
una extensión k′/k corresponde al conjunto X(k′) descrito a continuación:

Sea k/k la cerradura algebraica de k. Mediante un cambio de base (ver
sección 2.4 del caṕıtulo 2) se puede construir una curva Xk sobre k cuyo campo

de funciones está generado por el de Xk y k. Luego, hay una acción natural de
Gal(k/k) en Xk (ver sección 2.6 del caṕıtulo 3). Sea P ∈ Xk y sea Stab(P ) ≤
Gal(k/k) el estabilizador de P . Sea k

Stab(P )
el campo fijo de Stab(P ). Entonces,

dada una extensión k′/k contenida en k/k, el conjunto de puntos k′-racionales

de X es el conjunto X(k′) := {P ∈ Xk | k
Stab(P ) ⊆ k′}.

Veremos a la función zeta de la curva completa no singular Xk/k como

Z(T ) :=
∏
P∈X

(1− T deg(P ))−1

donde deg(P ) es el grado de la extensión OP /MP sobre k (donde OP es el
anillo local correspondiente a la valoración del punto P ∈ Xk y MP es su ideal
maximal).
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En este trabajo se probará que la función Z(T ) de la curva completa no
singular X/k de género g (con k = Fq) es de la forma

Z(T ) =
f(T )

(1− qT )(1− T )

donde f(T ) ∈ Z[T ] es de grado igual a 2g, y además, que cumple la siguiente
ecuación funcional:

Z(1/qT ) = (qT 2)1−gZ(T )

Para probar estos dos resultados, nos basamos fundamentalmente en el libro
An Invitation To Arithmetic Geometry de Dino Lorenzini. En la primer caṕıtulo
de la presente tesis se hace una compilación de los resultados más importantes
de álgebra conmutativa y teoŕıa algebraica de números que se usarán después
pero sin demostrarlos. Por ejemplo, se menciona el siguiente resultado de álgebra
conmutativa:

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea L/K una
extensión finita y separable. Sea B la cerradura entera de A en L. Entonces B
es dominio de Dedekind.

Para las demostraciones, remitimos al lector a las fuentes correspondientes
en la bibliograf́ıa. Además, en este mismo caṕıtulo se hace mención de varios
resultados y definiciones que no se utilizarán después, pero que están relaciona-
dos con las demostraciones y enunciados de los resultados que śı se utilizarán
más adelante, y es por esta razón que también se incluyen.

En el segundo caṕıtulo, desarrollaremos con más detalles algunos resultados
referentes a anillos con cocientes finitos, valoraciones, curvas completas no sin-
gulares, campos de funciones, morfismos entre curvas completas no singulares y
grupos de clases de divisores, los cuales son indispensables durante el caṕıtulo
3. En esta parte se demuestran los resultados que se vayan mencionando (uti-
lizando algunas de las cosas vistas en el caṕıtulo 1), y en algunos casos donde
las demostraciones sean extensas o requieran herramientas fuera del objetivo
principal de la tesis entonces se dará un esbozo lo más completo posible de la
demostración en cuestión.

En el tercer caṕıtulo se procede a probar la racionalidad y la ecuación funcio-
nal de la función zeta de nuestras curvas utilizando herramientas correspondien-
tes a los caṕıtulos 1 y 2 (principalmente del 2 y algunas pocas cosas del caṕıtulo
1) aśı como del teorema de Riemann-Roch que se desarrolla en el caṕıtulo 4.

En el cuarto caṕıtulo se procede a probar el teorema de Riemann-Roch
aśı como algunos lemas y corolarios que se utilizan en el caṕıtulo 3 y que son la
clave para las pruebas de la racionalidad y la ecuación funcional en el caṕıtulo
3.

Finalmente, en el último caṕıtulo se hace una breve colección de resultados
(sin su demostración correspondiente en algunos casos) que resultan útiles du-
rante todo el proceso del trabajo o que remarcan algunos detalles del mismo y
que no se presentaron en los caṕıtulo previos. Por ejemplo, se menciona en este
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caṕıtulo 5 sin probar el siguiente resultado que se utiliza en varias partes de la
presente tesis:

Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extensión finita y no separable
(con x ∈ L), donde k(x) es isomorfo como k-álgebra al campo de funciones
racionales. Entonces existe y ∈ L tal que k(y) es isomorfo como k-álgebra al
campo de funciones racionales, y además, tal que L = k(x)(y) y L/k(y) es
extensión finita y separable.

Finalmente, se concluye el trabajo con la bibliograf́ıa utilizada.
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1. Caṕıtulo I - Preliminares

En este caṕıtulo haremos un repaso de algunos resultados de álgebra conmu-
tativa y teoŕıa algebraica de números que usaremos a lo largo de los caṕıtulos 2
y 3, aśı como en algunos fragmentos del caṕıtulo 4. Se enunciarán los resultados
sin demostrarlos, y se hacen algunas observaciones también. Las demostraciones
se pueden encontrar en las referencias mencionadas. También se hace mención
durante este caṕıtulo de algunas otras definiciones y algunos resultados que no
se vuelven a utilizar en los siguientes caṕıtulos, pero que se usan en las pruebas
de los resultados que śı se utilizan en caṕıtulos posteriores.

1.1. Series de potencias

Las definiciones, resultados y sus demostraciones de esta sección se pueden
encontrar en [11].

Sea F cualquier campo. Sea

F [[T ]] := {
∞∑
n=0

anT
n | an ∈ F,∀ n ∈ N}

El anillo F [[T ]] es un dominio de ideales principales local con ideal maximal M
generado por T (para verlo, notamos que cada serie de potencias de la forma
f(T ) = a0 + T (

∑∞
n=1 anT

n−1), con a0 6= 0, es invertible). Sea ϕ : F [[T ]] →
F [[T ]]/M ∼= F la función natural. Sea U := ϕ−1(F ∗) el grupo de unidades en
F [[T ]], y sea U1 := ϕ−1(1) (llamado el subgrupo de las unidades principales).
El campo de fracciones F ((T )) de F [[T ]] es la campo de las series de Laurent

F ((T )) := {
∑
n≥n0

anT
n | ∀ n ∈ Z, n ≥ n0}

Como F [T ] ⊆ F [[T ]], podemos considerar el campo de funciones racionales F (T )
como un subcampo de F ((T )), es decir, la siguiente función es inyectiva

F (T )→ F ((T ))

f(T ) 7→ la serie de Taylor asociada a f(T ) en T = 0

Por ejemplo, (1− T )−1 = 1 + T + T 2 + . . . .
Sea {fi =

∑∞
j=0 ajiT

j}i∈N una sucesión infinita de series de potencias. De-
cimos que esta sucesión admite sumas si, ∀ r ≥ 0, existe un entero N = N(r)
tal que ∀ n ≥ N , a0n = a1n = · · · = arn = 0 (es decir, ∀ n ≥ N , fn = T rgn
para algún gn ∈ F [[T ]]). Si {fi}i∈N admite sumas, decimos que

∑
fi es una

suma admisible, y podemos escribir
∑∞
i=1 fi =

∑
sjT

j , donde, ∀ j ≥ 0, sj =
aj0 + aj1 + · · ·+ ajN(j).

Sea {gi}i∈N una sucesión de elementos en M . Si la sucesión {gi}i∈N admite
sumas entonces decimos que la sucesión {1 + gi}i∈N admite multiplicaciones.
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Si {1 + gi}i∈N admite multiplicaciones entonces decimos que
∏

(1 + gi) es un
producto admisible, y escribimos

∞∏
i=1

(1 + gi) = 1 +

∞∑
j=1

ujT
j

donde uj es el coeficiente de T j en cualquier producto finito
∏n
i=1(1 + gi) con

n suficientemente grande. Por ejemplo, dada una sucesión positiva de enteros
{bd}∞d=1, el producto

∏
d∈N(1− T d)−bd es un producto admisible.

Supongamos ahora que char(F ) = 0, por lo que F contiene a un subcampo
isomorfo a Q. Denotamos por n al elemento 1 + 1 + · · · + 1 (n veces) de F , y
denotamos por 1/n a su inverso. Se define la función logaritmo como

log : U1 →M

α 7→ log(α) :=

∞∑
n=1

(−1)n+1 (α− 1)n

n

y se define la función exponencial como

exp : M → U1

β 7→ exp(β) :=

∞∑
n=0

βn

n!

Se puede verificar que, ∀ α ∈ U1, ∀ β ∈M ,

(i) exp(log(α)) = α

(ii) log(exp(β)) = β

Se puede también verificar que, ∀ α1, α2 ∈ U1, ∀ β1, β2 ∈M ,

(iii) log(α1α2) = log(α1) + log(α2)

(iv) exp(β1 + β2) = exp(β1)exp(β2)

Más aún, si {1 +γi}i∈N es un producto admisible entonces se puede verificar
que

log(

∞∏
i=1

(1 + γi)) =

∞∑
i=1

log(1 + γi)
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1.2. Elementos enteros

Enunciamos a continuación algunos resultados con respecto a elementos en-
teros. Las demostraciones de los resultados y las observaciones de esta sección
pueden encontrarse en [8] (caṕıtulo 1, sección 2), en [9] (caṕıtulo 1, sección 2)
y en [1] (caṕıtulo 5).

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.1. Sea L/K una extensión de Galois con grupo de Galois L/K. Sea
R ⊆ L un subanillo tal que τ(R) = R para todo τ ∈ Gal(L/K). Entonces el
polinomio mı́nimo (sobre K) de cualquier elemento de R tiene coeficientes en
R ∩K.

Definimos ahora el concepto de elemento entero sobre un anillo.

Definición 1.2.2. Sea A un subanillo del anillo L. Un elemento α de L es
entero sobre A si es la ráız de un polinomio mónico f(y) ∈ A[y]. Cuando A = Z,
decimos que α es un entero algebraico en L.

Definición 1.2.3. Sea A un subanillo de un anillo C. El anillo C es entero
sobre A, o una extensión entera de A, si cada elemento de C es entero sobre A.

Observación 1.2.4. Sea L/K una extensión de Galois con grupo de Galois
Gal(L/k). Sea R ⊆ L un subanillo tal que τ(R) = R para todo τ ∈ Gal(L/K).
Del lema 1.2.1 se obtiene que cada elemento α ∈ R es entero sobre R ∩ K, o
equivalentemente, que R es una extensión entera de R ∩K.

Observación 1.2.5. Sea K el campo de fracciones del anillo A. Sea L/K una
extensión finita. Sea α ∈ L. Notamos que si el polinomio mı́nimo g(y) de α
sobre K pertenece a A[y] entonces α es entero sobre A. Supongamos ahora que
α es entero sobre A. Sea f(y) ∈ A[y] el polinomio mónico tal que f(α) = 0.
Se obtiene que el polinomio g(y) divide a f(y) en K[y]. Por el corolario 1.26.4
se tiene que cuando el anillo A es factorial, el polinomio g(y) deben entonces
pertenecer a A[y]. En particular, cuando A es factorial, α es entero sobre A si
y sólo si su polinomio mı́nimo g(y) pertenece a A[y]

Ejemplo 1.2.6. Sea K el campo de fracciones de un dominio A. Sea α ∈ K. El
polinomio mı́nimo de α sobre K es el polinomio lineal y−α. Por la observación
1.2.5, si A es factorial entonces α es entero sobre A si y sólo si y − α ∈ A[y],
es decir, si y sólo si α ∈ A. En particular, los elementos de Z son los únicos
enteros algebraicos en Q.

La siguiente proposición nos dice algunas equivalencias de que un elemento
sea entero sobre un anillo.
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Proposición 1.2.7. Sea A un subanillo de un campo L. Sea α ∈ L. Entonces
son equivalentes:

(i) El elemento α es entero sobre A.

(ii) El subanillo A[α] de L, generado por A y α, es un A-módulo finita-
mente generado.

(iii) Existe un A-submódulo finitamente generado M de L tal que αM ⊆
M , con αM = {αm|m ∈M}

Se puede probar con la proposición 1.2.7 el siguente corolario:

Corolario 1.2.8. Sea A un subanillo de un campo L. El conjunto B que consiste
de todos los elementos de L que son enteros sobre A es un anillo.

Del corolario anterior tenemos las siguientes definiciones:

Definición 1.2.9. Sea A un subanillo de un campo L. La cerradura entera B de
A en L es el anillo de elementos de L enteros sobre A. Cuando L es un campo
de números (i.e., cuando L/Q es una extensión finita), la cerradura entera B
de Z en L se le llama anillo de enteros de L, y se le denota por OL.

Definición 1.2.10. Un dominio A es enteramente cerrado si es igual a su
cerradura entera en su campo de fracciones.

Ejemplo 1.2.11. Los anillos Z y k[x] son enteramente cerrados. En general,
cualquier dominio factorial es enteramente cerrado, lo cual se puede probar uti-
lizando la observación 1.2.5 y el ejemplo 1.2.6 mencionado después.

Enunciamos dos lemas a continuación.

Lema 1.2.12. Un dominio factorial A es enteramente cerrado.

Lema 1.2.13. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de fraccio-
nes K. Sea α un elemento algebraico sobre K, con polinomio mı́nimo g(y) ∈
K[y]. El elemento α es entero sobre A si y sólo si su polinomio mı́nimo tiene
coeficientes en A.

En la demostración de la siguiente proposición (ver [9], sección 2 del caṕıtulo
1) se usa la proposición 1.2.7.

Proposición 1.2.14. Sean A,B y C tres dominios tales que A ⊆ B ⊆ C.
Entonces C es entero sobre A si y sólo si C es entero sobre B y B es entero
sobre A.
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Usaremos con cierta frecuencia en este trabajo la siguiente proposición.

Proposición 1.2.15. Sea A un dominio con K su campo de fracciones. Sea
L/K una extensión finita, y B la cerradura entera de A en L.

(i) Supongamos que α ∈ L. Entonces existen b ∈ B y a ∈ A tal α = b/a.
En particular, L es el campo de fracciones de B.

(ii) B es enteramente cerrado.

(iii) Si A es enteramente cerrado entonces B ∩K = A.

(iv) Si L/K es Galois con grupo de Galois G entonces τ(B) = B para
todo τ ∈ G. Más aún, si A es enteramente cerrado entonces A = BG :=
{b ∈ B | τ(b) = b, ∀ τ ∈ G}

Corolario 1.2.16. Sea A un dominio con K su campo de fracciones. Sea L/K
una extensión finita de grado n y B la cerradura entera de A en L. Entonces B
contiene a una base {e1, . . . , en} del K-espacio vectorial L.

Observación 1.2.17. Dada una tripleta (A,K,L), donde A es un dominio con
campo de fracciones K y L/K es una extensión finita, podemos asociarle de
manera canónica un anillos B tal que:

(1) L es el campo de fracciones de B.

Si A es enteramente cerrado entonces

(2) B ∩K = A

Si L/K es Galois entonces

(3) τ(B) = B para todo τ ∈ Gal(L/K).

1.3. Productos de ideales

Las demostraciones de los resultados de esta sección aśı como las observa-
ciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo 1, sección 3).

Definición 1.3.1. Sean I y J dos ideales de un anillo A. El producto de I y
J , denotado por IJ , o I2 si I = J , es el ideal de A generado por los elementos
de la forma xy con x ∈ I y y ∈ J . Definimos I0 := A, y definimos de manera
inductiva al ideal Ia como Ia−1 · I.

Dado un elemento α ∈ IJ , existe n ∈ N y x1, . . . , xn ∈ I y y1, . . . , yn ∈ J ,
tales que α = x1y1 + · · ·+ xnyn. Notamos también que, en general, IJ ⊆ I ∩ J .
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Definición 1.3.2. Sean I y J dos ideales de un anillo A. La suma de los ideales
I y J , denotada por I + J , es el ideal de A generado por los elementos de I y J
juntos.

Notamos que si a1, . . . , an ∈ A, y si denotamos al ideal generado en A por
estos elementos como (a1, . . . , an) entonces (a1, . . . , an) = (a1, . . . , an−1)+(an).
Si I es cualquier ideal de A entonces el ideal generado por los elementos de I
y a1, . . . , an se denota por (I, a1, . . . , an). Notamos que (I, a1, . . . , an) = I +
(a1, . . . , an)

Definición 1.3.3. Dos ideales son primos relativos si I + J = A.

Notamos que si I, J son primos relativos entonces existen x ∈ I, y ∈ J tales
que x+ y = 1.

Tenemos el siguiente lema:

Lema 1.3.4. Si I, J son coprimos entonces IJ = I ∩ J

Y tenemos la siguiente observación.

Observación 1.3.5. Sean P,Q dos ideales primos en un anillo A. Si P es
maximal y Q ( P entonces P y Q son primos relativos, pues el ideal P + Q
contiene estrictamente al ideal maximal P , por lo que P +Q = A.

Consideramos ahora la siguiente definición:

Definición 1.3.6. Un dominio entero R tiene la propiedad de factorización
única de ideales si todo ideal no trivial I ⊆ R puede ser escrito como I =
B1 · · · Bs, donde Bi, i = 1, . . . , s es un ideal primo de R, y si además I = C1 · · · Cr
entonces r = s y Bi = Cj para alguna permutación i 7→ j de {1, . . . , r}

Cualquier dominio de ideales principales tiene la propiedad única de factori-
zación de ideales. Mencionamos por último un teorema para saber cuándo una
cerradura entera de un anillo en una extensión de campos tiene la propiedad de
factorización única de ideales.

Teorema 1.3.7. Sea L/K una extensión separable. Sea A ⊆ K un dominio de
ideales principales. Entonces la cerradura entera B de A en L tiene la propiedad
de factorización única de ideales.
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1.4. Anillos noetherianos

Las demostraciones de los resultados de esta sección aśı como las observa-
ciones pueden encontrarse en [9] (caṕıtulo 1, sección 4) y en [1] (caṕıtulo 7).

Un ideal de un anillo A es finitamente generado si existe un número finito de
elementos c1, . . . , cr en I tales que I = {a1c1 + · · ·+ arcr | ai ∈ A, i = 1, . . . , r}.
Revisaremos más adelante el siguiente resultado: Sea A un dominio de idea-
les principales y K su campo de fracciones. Sea L/K una extensión separable.
Entonces cualquier ideal de la cerradura entera B de A en L es finitamente
generado.

Definición 1.4.1. Si cualquier ideal I de un anillo A es finitamente generado
entonces llamamos a A un anillo noetheriano.

Ejemplo 1.4.2. (i) Un campo es un anillo noetheriano.

(ii) Cualquier dominio de ideales principales es noetheriano.

(iii) Sea k un campo. El anillo R = k[x]/(x2) tiene un único ideal no
trivial, generado por la clase de x. Por tanto, es noetheriano.

(iv) Más en general, si A es noetheriano y I ⊆ A es un ideal entonces A/I
es noetheriano. Para verlo, tomamos la función natural f : A→ A/I. Sea
J ⊆ A/I cualquier ideal. Entonces el ideal f−1(J) es finitamente generado
en A, por ser A noetheriano. Sean c1, . . . , cn un sistema de generadores
para f−1(J). Entonces los elementos f(c1), . . . , f(cn) generan a J en A/I.

Observación 1.4.3. Si un anillo R es un grupo abeliano finitamente generado
entonces R es noetheriano. Para verlo, sea I ⊆ R cualquier ideal. Podemos
considerar a I como un grupo abeliano. Notamos que entonces I es finitamente
generado, ya que cualquier subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado
es también finitamente generado.

Por ejemplo, si f(y) ∈ Z[y] es un polinomio mónico entonces el anillo R :=
Z[y]/(f(y)) es noetheriano pues es un grupo abeliano libre cuya base consiste
de las clases en R de los elementos 1, y, . . . , ydeg(f)−1.

Proposición 1.4.4. Sea A un anillo noetheriano. Entonces cualquier submódu-
lo de un A-módulo finitamente generado también es finitamente generado.

En particular, notamos que como cualquier grupo abeliano es un Z-módulo
y como Z es noetheriano (pues es dominio de ideales principales), se obtiene
entonces que cualquier subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado
también es finitamente generado, lo cual ya se hab́ıa mencionado al principio.
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Corolario 1.4.5. Sean A ⊆ B dos anillos. Si A es noetheriano y B es un
A-módulo finitamente generado entonces B es noetheriano.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.4.6. Sea A un dominio noetheriano y además que sea enteramente
cerrado en su campo de fracciones K. Sea L/K una extensión finita y separable.
Entonces la cerradura entera B de A en L es un A-módulo finitamente generado.
En particular, B es un anillo noetheriano.

La hipótesis de que L/K sea separable se cumple cuando L sea un campo
de números (K = Q), ya que se sabe que cualquier extensión de un campo de
caracteŕıstica 0 es separable.

Consideramos la siguiente proposición.

Proposición 1.4.7. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K. Sea L/K una extensión separable de grado n, y B la cerradura
entera de A en L. Tomamos {e1, . . . , en} ⊂ B una base para L sobre K. Enton-
ces existe un elemento no cero d ∈ A tal que el A-módulo B está contenido en
un A-módulo libre generado por los elementos e1/d, . . . , en/d, es decir, se tiene

Ae1 ⊕ · · · ⊕Aen ⊆ B ⊆ A
e1

d
⊕ · · · ⊕Aen

d
⊆ L

Un elemento m en un A-módulo M es de torsión si existe a ∈ A, a 6= 0,
tal que am = 0. Un A-módulo M es de torsión si todos los elementos de M
son de torsión. Sea I un ideal no cero de A. Entonces el A-módulo A/I siempre
es de torsión (en particular, Z/dZ es un Z-módulo de torsión). Si 0 es el único
elemento de torsión en M entonces el módulo M es libre de torsión. Cuando A
es dominio de ideales principales, cualquier A-módulo finitamente generado es
isomorfo a la suma directa de un módulo de torsión finitamente generado y un
A-módulo finitamente generado libre.

Corolario 1.4.8. Sea K el campo de fracciones de un dominio A. Sea L una
extensión finita y separable del campo de fracciones de A. Entonces la cerradura
entera B de A en L es un A-módulo finitamente generado libre.

En la demostración del corolario anterior (que se puede encontrar en la
bibliograf́ıa mencionada en esta sección), se usa el siguiente lema.

Lema 1.4.9. Sea K el campo de fracciones de un dominio A. Supongamos que
L/K una extensión finita de grado n y B la cerradura entera de A en L. Si B
es una A-módulo finitamente generado libre entonces el rango de B sobre A es
igual a n.

Tenemos la definición siguiente.
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Definición 1.4.10. Sea A un subanillo de un campo L y B la cerradura entera
de A en L. Cuando B es un A-módulo finitamente generado libre, llamamos a
la base {b1, . . . , bn} de B sobre A una base entera para B.

De la demostración del lema 1.4.9 (que se puede consultar en las referencias
mencionadas al principio de esta sección), se puede obtener que {b1, . . . , bn} es
también una base para L sobre K.

Para definir un A-módulo noetheriano consideramos la definición siguiente.

Proposición 1.4.11. Sea A cualquier anillo conmutativo y M cualquier A-
módulo. Entonces son equivalentes:

(i) Cualquier submódulo de M es un A-módulo finitamente generado.

(ii) Cualquier sucesión creciente M1 ⊆M2 · · · ⊆Mn ⊆ · · · de submódulos
de M se estaciona en algún momento, es decir, existe n tal que Mn =
Mn+1 = . . . .

(iii) Cualquier subconjunto no vaćıo del conjunto de submódulos de M
tiene un elemento maximal.

Definición 1.4.12. Un A-módulo M es llamado noetheriano si se cumple cual-
quiera de las tres equivalencias de la proposición 1.4.11.

Un anillo A es noetheriano si y sólo si es un A-módulo noetheriano, pues los
submódulos del A-módulo A son justamente los ideales de A.

Definición 1.4.13. Un conjunto de A-módulos {Mi}i∈Z y un conjunto de ho-
momorfismos de A-módulos δi : Mi → Mi+1 es una sucesión si Im(δi−1) ⊂
Ker(δi), ∀ i ∈ Z. Una sucesión

· · · →Mi−1
δi−1→ Mi

δi→Mi+1 → . . .

de A-módulos y homomorfismos de A-módulos es exacta en Mi si Im(δi−1) =
Ker(δi). La sucesión es exacta si es exacta en cada Mi.

Definición 1.4.14. Una sucesión exacta corta es una sucesión exacta de la
forma

0→M ′
f→M

g→M ′′ → 0

Equivalentemente, una sucesión como arriba es exacta si f es inyectiva, g es
suprayectiva, y Im(f)) = Ker(g).
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Ejemplo 1.4.15. Sea M un A-módulo finitamente generado. Podemos repre-
sentar a este módulo por medio de generadores y relaciones usando una su-
cesión exacta. Sean m1, . . . ,ma un conjunto generador de M , y F el módulo
libre ⊕si=1Aei con base {e1, . . . , es}. Consideramos la función g : F → M ,
con a := a1e1 + · · · + ases 7→ g(a) :=

∑s
i=1mi. El módulo N := Ker(g) es el

módulo de relaciones para el conjunto de generadores {m1, . . . ,ms}. La sucesión

0→ N → F
g→M → 0 es exacta.

Ejemplo 1.4.16. Sea I un ideal no trivial de un anillo A. El cociente A/I
es un anillo, y además es un A-módulo, con multiplicación escalar dada por
a ·m := (clase de a)m en A/I, ∀a ∈ A, m ∈ A/I.

El A-módulo A/I es finitamente generado, cuyo generador es la clase de
1 ∈ A, ya que la función natural A→ A/I que manda el 1 de A a la clase de 1
en A/I es suprayectiva. La siguiente sucesión de A-módulos es exacta:

0→ I → A→ A/I → 0

Mencionamos un lema y una proposición con respecto a sucesiones exactas
y módulos finitamente generados y noetherianos.

Lema 1.4.17. Sea 0 → M ′
f→ M

g→ M ′′ → 0 una sucesión exacta de A-
módulos. Entonces M es un A-módulo finitamente generado si M ′ y M ′′ son
A-módulos finitamente generados. Más aún, si M es un A-módulo finitamente
generado entonces M ′′ es A-módulo finitamente generado.

Proposición 1.4.18. Sea 0 → M ′
f→ M

g→ M ′′ → 0 una sucesión exacta de
A-módulos. Entonces M es noetheriano si y sólo si M ′ y M ′′ son noetherianos.

Tenemos el siguiente corolario de la proposición 1.4.18.

Corolario 1.4.19. Sea {Mi}ni=1 un conjunto de A-módulos noetherianos. En-
tonces M := ⊕ni=1Mi es noetheriano.

1.5. Anillos de dimensión 1

Los resultados, demostraciones y observaciones de esta sección se pueden
encontrar en [9] (caṕıtulo 1, sección 5).

Definición 1.5.1. Sea A un anillo. Una cadena de ideales primos de longitud
n en A es un conjunto de n + 1 ideales primos distintos P0, P1, . . . , Pn de A
tales que Pn ⊂ Pn−1 ⊂ · · · ⊂ P1 ⊂ P0. La altura de un ideal primo P , ht(P ),
es el supremo de las longitudes de las cadenas de primos en A con P0 = P . La
dimensión de Krull de A se define como

dim(A) := sup{ht(P ) | P es ideal primo de A}

17



Ejemplo 1.5.2. (i) Cualquier campo tiene dimensión 0, ya que en un
campo el ideal trivial es el único ideal primo.

(ii) Sea k cualquier campo. El anillo R = k[x]/(x2) no es dominio pues
el cuadrado de la clase de x en R es igual a 0 en R. El anillo R tiene
dimensión 0 ya que el ideal generado en R por la clase de x es el único
ideal primo en R.

(iii) Sea k un campo. El ideal P := (x1, . . . , xi) es un ideal primo en el

anillo de polinomios R = k[x1, . . . , xn], ya que k[x1,...,xn]
P

∼= k[xi+1, . . . , xn]
es dominio entero. Además, se tiene que ht(P ) ≥ i ya que

(0) ⊂ (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ · · · ⊂ (x1, x2 . . . , xi)

es una cadena de primos de longitud i. El anillo de polinomios k[x1, . . . , xn]
tiene dimensión al menos n pues contiene una cadena de longitud n.

(iv) El anillo Z[x] tiene dimensión al menos 2, ya que dado cualquier
primo p,(0) ⊂ (p) ⊂ (p, x) es una cadena de ideales primos de longitud 2.

Un dominio entero R tiene dimensión 1 si y sólo si R contiene un ideal primo
no cero y cualquier ideal primo no cero de R es maximal.

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.5.3. Sea R un dominio entero, y sean P1 = (p1) y P2 = (p2) dos
ideales primos principales no triviales distintos de R. Entonces P1 ( P2. En
particular, un dominio de ideales principales tiene dimensión 1.

Con el lema 1.5.3 se puede probar el siguiente lema.

Lema 1.5.4. Sea R un dominio factorial y P un ideal primo no trivial de R.
Entonces ht(P ) = 1 si y sólo si P es principal.

Y el lema 1.5.4 se usa para probar la siguiente proposición (ver la bibliograf́ıa
mencionada al principio de esta sección).

Proposición 1.5.5. Un dominio factorial noetheriano R de dimensión 1 es un
dominio de ideales principales. El rećıproco también se cumple.

Tenemos también la proposición siguiente.

Proposición 1.5.6. Sea A un dominio de dimensión 1 y sea B un dominio que
contiene a A y tal que cada elemento de B es entero sobre A. Entonces B tiene
dimensión 1.
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Observación 1.5.7. Sea A un dominio de dimensión 1 y B un dominio que
contiene a A tal que cada elemento de B es entero sobre A. De la proposición
1.5.6 y su demostración (que se puede encontrar en la bibliograf́ıa mencionada
al principio de esta sección) se puede obtener que, si B ⊂ B es un ideal maximal
entonces P := B ∩A es un ideal maximal de A.

Corolario 1.5.8. Sea K el campo de fracciones de un dominio A de dimensión
1. Sea L/K una extensión finita. Entonces la cerradura entera B de A en L
tiene dimensión 1.

1.6. Dominios de Dedekind

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo I, sección 6), en [12]
(caṕıtulo 5) y en [1] (caṕıtulo 9).

Definición 1.6.1. Sea R un dominio entero. El anillo R es dominio de Dede-
kind si cumple las tres siguientes propiedades:

(i) R es noetheriano.

(ii) R tiene dimensión 1.

(iii) R es enteramente cerrado (en su campo de fracciones).

Del lema 1.2.12, y del lema 1.5.3 y la proposición 1.5.5 se obtiene que cual-
quier dominio de ideales principales es dominio de Dedekind. Además, aplicando
el teorema 1.4.6 y la proposición 1.5.6 obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.6.2. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K.
Sea L/K una extensión finita y separable. Entonces la cerradura entera B de A
en L es un dominio de Dedekind.

Enunciamos un último teorema para esta sección.

Teorema 1.6.3. Sea R un dominio noetheriano de dimensión 1. El anillo R
es dominio de Dedekind si y sólo si R tiene la propiedad de factorización única
de ideales.
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1.7. Curvas planas

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 1 y tam-
bién en el caṕıtulo X).

Sea k cualquier campo. Sea k una cerradura algebraica de k. Sea k ⊆ F ⊂ k
cualquier extensión de campos de k. Denotamos por An(F ) := Fn al conjunto
de puntos del n-espacio af́ın con coordenadas en F . Decimos que A1 := F y
A2 := F × F son el conjunto de puntos con coordenadas en F de la ĺınea
af́ın y del plano af́ın, respectivamente. Sea f(x, y) ∈ k[x, y] un polinomio en
dos variables con coeficientes en k. Escribiendo f(x, y) =

∑
i,j aijx

iyj , sea d el
maximo valor en el conjunto {i+ j | aij 6= 0}, y llamamos a d el grado de f . El
grado de f en x, denotado por degx(f), es el grado del polinomio f visto como
un polinomio en la variable x con coeficientes en k[y]. Similarmente, degy(f) es
el grado de f visto como un elemento de k[x][y]. Consideraremos el conjunto

Zf (F ) := {(a, b) ∈ F × F | f(a, b) = 0}

es decir, los ceros de f con coordenadas en F .

Definición 1.7.1. El conjunto Zf (k) se le llama una curva plana af́ın. El con-
junto Zf (F ) es el conjunto de puntos con coordenadas en F de la curva plana
af́ın de grado d definida por f(x, y).

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.7.2. Sea f(x, y) ∈ k[x, y] un polinomio de grado d > 0. Entonces Zf (k)
es un conjunto infinito. En particular, Zf (k) 6= ∅.

Ejemplo 1.7.3. Sea p un número primo. Sea Fq el campo finito Z/pZ. Sean r ∈
N y q := pr. Existe un único campo finito con q elementos (salvo isomorfismo),
y lo denotamos por Fq, el cual se obtiene adjuntando a Fp todas las ráıces del
polinomio xq − x. Sea f(x, y) ∈ Fq[x, y]. Decimos que f(x, y) define una curva
algebraica sobre un campo finito. Como Fq es un conjunto finito, se tiene que
Zf (Fq) ⊂ Fq × Fq es también finito. Cuando Fqn es la extensión de grado n
sobre Fq (dicha extensión es única salvo isomorfismo), se usa la notación

Nn := |Zf (Fqn)|

Se puede probar la siguiente afirmación importante, aunque es algo que no se
tratará en la presente tesis: Sea Zf (Fq) una curva no singular de género g.
Entonces Nn ≤ (qn + 1) + 2g

√
qn.
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1.8. Anillos de funciones

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 2).

Sea k cualquier campo. Dotamos a k con la topoloǵıa de Zariski, es decir,
donde un subconjunto no vaćıo C ⊂ k es cerrado si y sólo si es una unión finita
de puntos de k, o k. Consideramos las funciones

x : Zf (k)→ k y y : Zf (k)→ k

donde
(a, b) 7→ a y (a, b) 7→ b

Queremos dotar a Zf (k) con una topoloǵıa tal que x y y sean continuas
cuando A1(k) tiene la topoloǵıa de Zariski. Si ambas son continuas entonces un
punto (a, b) de Zf (k) es cerrado, ya que (a, b) = x−1(a) ∩ y−1(b).

Sea g(x, y) ∈ k[x, y] cualquier polinomio. Definimos la función g : Zf (k)→ k
mediante (a, b) 7→ g(a, b) := g(a, b). Entonces dotamos a la curva Zf (k) con la
topoloǵıa τ más chica sobre Zf (k) tal que todas las funciones g, con g ∈ k[x, y],
son continuas (donde k tiene la topoloǵıa de Zariski mencionada), es decir, si
τ ′ es una topoloǵıa sobre Zf (k) tal que todas las funciones g son continuas

entonces τ ⊆ τ ′. Similarmente, podemos definir una topoloǵıa sobre k
n

como la
topoloǵıa más chica sobre k

n
tal que todas las funciones g, con g ∈ k[x1, . . . , xn],

son continuas. Notamos que la topoloǵıa de Zariski sobre k
n

es también la más
chica tal que todos los conjuntos de la forma Zg(k) son cerrados. En particular,

Zf (k) es cerrado en k
2
, y la topoloǵıa de Zf (k) es la inducida por la topoloǵıa

de Zariski sobre k
2
. Podemos describir a la topoloǵıa de Zariski sobre la curva

Zf (k) de manera expĺıcita como sigue:

Proposición 1.8.1. Sea f ∈ k[x, y] irreducible. Un subconjunto no vaćıo C ∈
Zf (k) es cerrado si y sólo si es una unión finita de puntos de Zf (k), o Zf (k).

Mencionamos un teorema importante.

Teorema 1.8.2. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. Sea g ∈ k[x, y] un
polinomio no divisible por f(x, y). Entonces Zf (k)∩Zg(k) es un conjunto finito.

En la demostración del teorema 1.8.2 (que se puede consultar en la biblio-
graf́ıa mencionada en esta sección) se usan los siguientes resultados y definicio-
nes.

Lema 1.8.3. Sea A cualquier anillo. Sea g(x) cualquier polinomio en A[x]. Sea
a ∈ A. Entonces x− a divide a g(x) en A[x] si y sólo si g(a) = 0.
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Definición 1.8.4. Sea A cualquier anillo, y sea f(y) := any
n + · · · + a0 y

g(y) := bmy
m + · · ·+ b0 dos polinomios en A[y], con anbm 6= 0. El resultante de

f y g se define como el elemento

Res(f, g) := det



an an−1 . . . a0

an an−1 . . . a0

. . .
. . .

. . .

an an−1 . . . a0

bm bm−1 . . . . . . b0
. . .

. . .
. . .

bm bm−1 . . . . . . b0


donde el número de filas de la forma (an an−1 . . . a0) es igual a m, y

el número de filas de la forma (bm bm−1 . . . b0) es igual a n. Si f = 0,
hacemos Res(f, g) = 0.

Lema 1.8.5. Sea A un dominio factorial. Si anbm 6= 0 entonces f y g tienen
un factor no constante en común en A[y] si y sólo si Res(f, g) = 0

Sea f(x, y) :=
∑n
i=1 ai(x)yi, con an(x) 6= 0, y g(x, y) :=

∑m
j=0 bj(x)yj , con

bm(x) 6= 0. Consideramos el polinomio

Res(f(x, y), g(x, y)) ∈ k[x]

Llamamos a este polinomio el resultante de f y g con respecto a la variable y,
y se denota por Resy(f, g)(x)

Un corolario del teorema 1.8.2 es el siguiente:

Corolario 1.8.6. Sean f y g dos polinomios primos relativos en k[x, y]. En-
tonces Zf (k) ∩ Zg(k) es un conjunto finito.

Mencionamos una proposición más.

Proposición 1.8.7. Sean f y g dos polinomios primos relativos en k[x, y].

Supongamos que f(x, y) = yn +
∑n−1
i=0 ai(x)yi es mónico en y. Entonces a ∈

x(Zf (k) ∩ Zg(k)) si y sólo si Resy(f, g)(a) = 0.

Observación 1.8.8. Sean f(x, y) =
∏n
i=1(x−ai) y g(x, y) =

∏m
j=1(y− bj) dos

polinomios primos relativos y libres de cuadrados. Entonces Zf (k)∩Zg(k) con-
tiene exactamente mn = deg(f)deg(g) puntos distintos. El teorema de Bézout
establece, en general, que cuando f y g son cualesquiera polinomios primos re-
lativos entonces |Zf (k) ∩ Zg(k)| ≤ deg(f)deg(g).

El siguiente es otro corolario del teorema 1.8.2.

22



Corolario 1.8.9. Sea f ∈ k[x, y]. Sean f y g dos polinomios tales que g = h
como funciones sobre Zf (k). Entonces f divide a g − h. En particular, g y h
definen el mismo elemento en el anillo Cf := k[x, y]/(f).

Dotamos a Zf (k) y k con la topoloǵıa de Zariski, y consideramos el conjunto
de funciones continuas de Zf (k) a k, C(Zf (k), k). Del corolario 1.8.9 se obtiene
que la función if : Cf → C(Zf (k), k), con g + (f) 7→ g, es inyectivo. Llamamos
a Cf el anillo de funciones algebraicas sobre Zf (k) (o anillo de funciones de
Zf (k)). Si Cf es dominio entonces f es irreducible.

Tenemos la siguiente definición y un lema después.

Definición 1.8.10. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible, tal que el anillo
Cf := k[x, y]/(f) es un dominio entero. Denotamos por k(Zf ) el campo de
fracciones del anillo Cf , y lo llamamos el campo de funciones racionales de la
curva af́ın definida por f , y a sus elementos los llamamos funciones racionales
de Zf (k).

Lema 1.8.11. Dada α ∈ k(Zf )∗, existe un número finito de puntos P1, . . . , Ps
en Zf (k) tal que α define una función continua α : Zf (k) \ {P1, . . . , Ps} → k.

Sea f(x, y) = an(x)yn + · · · + a0(x) un polinomio irreducible en k[x, y]. La
función natural

ϕ : k[x]→ Cf := k[x, y]/(f)

es inyectiva si f(x, y) 6= cx+ d, ∀ c, d ∈ k. Cuando la función ϕ es inyectiva, se
puede extender a la función inyectiva dada por

k(x)→ k(Zf )

g(x)/h(x) 7→ ϕ(g(x))/ϕ(h(x))

del campo de fracciones k(x) de k[x] al campo de fracciones k(Zf ) de Cf . El
campo k(Zf ) es isomorfo a k(x)[y]/(f) y, por tanto, la extensión k(Zf )/k(x) es
de grado finito igual a degy(f). Tomamos la tripleta (A,K,L) con A = k[x],

K = k(x), y L = k(Zf ). Cuando an(x) = 1, se tiene que cada elemento de Cf
es entero sobre k[x], y entonces Cf es extensión entera de k[x].

Por la proposición 1.5.6 se obtiene que cuando an(x) = 1 entonces Cf tiene
dimensión 1. Más aún, como Cf está generado sobre k[x] por las clases de
los elementos 1, y, . . . , yn−1 entonces se obtiene del corolario 1.4.5, que Cf es
noetheriano. Por tanto, el dominio Cf es enteramente cerrado si y sólo si es un
dominio de Dedekind.
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1.9. Puntos e ideales maximales

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 3).

Queremos establecer una biyección entre los puntos de la curva Zf (k) y el
conjunto de ideales maximales Max(Cf ) del anillo Cf := k[x, y]/(f) (si A es
conmutativo, se denota por Max(A) al conjunto de ideales maximales de A.)

Definición 1.9.1. Sea g ∈ Cf . El valor de g en un punto (a, b) ∈ Zf (k) se define
como el elemento g(a, b) ∈ k, donde g(x, y) ∈ k[x, y] es cualquier polinomio cuya
clase en Cf es g.

Notamos que la definición anterior no depende del g(x, y) elegido. Sea (a, b) ∈
k(Zf ) fijo. Tomamos el conjunto

M := {g ∈ Cf | g(a, b) = 0}

Veamos que el ideal M es igual al ideal N generado por las clases en Cf de
x − a y y − b. Tenemos que el ideal (x − a, y − b) ⊂ k[x, y] es maximal en
k[x, y] pues el cociente k[x, y]/(x− a, y − b) es isomorfo al campo k. Por tanto,
si f(x, y) ∈ (x− a, y − b) entonces N es maximal en Cf . Ahora, sea g ∈ Cf , y
g(x, y) ∈ k[x, y] un representante de g en Cf . Escribimos

g(x, y) = g(a, b) +
∂g

∂x
(a, b)(x− a) +

∂g

∂y
(a, b)(y − b) + terminos de orden mayor

la expansión de Taylor de g(x, y) en (a, b). Notamos entonces que g(a, b) = 0 si y
sólo si g(x, y) ∈ (x− a, y − b) ⊂ k[x, y]. Por tanto, el ideal maximal (x−a, y−b)
de k[x, y] contiene a f(x, y), y por lo tanto, define un ideal maximal de Cf , a
saber, M .

Mencionamos dos lemas.

Lema 1.9.2. Sea f(x, y) ∈ k[x, y] cualquier polinomio no constante. Entonces
el ideal de k[x, y] generado por f no es maximal.

Lema 1.9.3. Sea A un dominio factorial con campo de fracciones K. Sea M
un ideal maximal de A[y] que no sea principal. Entonces M ∩A 6= (0).

Los lemas 1.9.2 y 1.9.3 se usan en la demostración de la siguiente proposición
(la cual se puede encontrar en [9], caṕıtulo 2, sección 3).

Proposición 1.9.4. Sea M un ideal maximal de k[x, y]. Entonces existe un
punto (a, b) ∈ A2(k) tal que M está generado por (x− a) y (y − b).

Finalmente, mencionamos un corolario de la proposición 1.9.4.
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Corolario 1.9.5. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. Un ideal M del anillo
Cf := k[x, y]/(f) es maximal si y sólo si puede ser generado por las clases en
Cf de dos elementos de la forma x − a y y − b in k[x, y], con f(a, b) = 0. Sea
If (a, b) el ideal de Cf generado por las clases en Cf de x−a y y− b. La función
If : Zf (k)→ Max(Cf ) dada por (a, b) 7→ If (a, b) es una biyección.

1.10. Morfismos de curvas

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 4).

Recordamos que si A es un anillo entonces una A-álgebra es un anillo B
junto con un homomorfismo de anillos ϕ : A → B (decimos también que ϕ :
A → B es una A-álgebra o que B es una A-algebra.). También, si ϕ : A → B
y γ : A → C entonces un homomorfismo de A-álgebras es un homomorfismo
de anillos φ : B → C tal que γ = φ ◦ ϕ. Y por último, que B es una A-
álgebra finitamente generada si existe, para algún n ∈ N, un homomorfismo de
A-álgebras suprayectivo ϕ : A[x1, . . . , xn]→ B.

Sea ϕ : Zf (k)→ Zg(k) cualquier función entre dos curvas. Notamos entonces
que ϕ determina de manera única dos funciones ϕ1, ϕ2 : Zf (k) → k tales que
ϕ(a, b) := (ϕ1(a, b), ϕ2(a, b)).

Definición 1.10.1. Una función Zf (k)→ Zg(k) entre dos curvas planas es un
morfismo de curvas planas afines si existen dos polinomios α(x, y) y β(x, y) en
k[x, y] tales que ϕ1(a, b) = α(a, b) y ϕ2(a, b) = β(a, b), ∀ (a, b) ∈ Zf (k).

Tenemos entonces un lema.

Lema 1.10.2. Sean f, g ∈ k[x, y] polinomios irreducibles. Dotamos a Zf (k)
y Zg(k) con la topoloǵıa de Zariski. Sea ϕ : Zf (k) → Zg(k) un morfismo de
curvas. Entonces ϕ es continua.

Ejemplo 1.10.3. Proyecciones sobre los ejes x y y. Sea f(x, y) cualquier po-
linomio irreducible. Sea g(x, y) = y. La curva Zy(k) es el ”eje x” en A2(k).
La función px : Zf (k) → Zy(k), con (a, b) 7→ (a, 0), es un morfismo de cur-
vas. Definimos similarmente la proyección al ”eje y”, py : Zf (k)→ Zx(k), con
(a, b) 7→ (0, b).

Definición 1.10.4. Un morfismo de curvas planas ϕ : Zf (k) → Zg(k) es un
isomorfismo si existe un morfismo de curvas planas ψ : Zg(k)→ Zf (k) tal que
ϕ ◦ ψ = IdZg(k) y ψ ◦ ϕ = IdZf (k). Si f = g entonces el isomorfismo ϕ es un

automorfismo.
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Sean Zf (k) y Zg(k) dos curvas planas afines dadas por dos polinomios irre-
ducibles f y g. Cualquier función continua ϕ : Zf (k)→ Zg(k) define una función

ϕ∗c : C(Zg(k), k)→ C(Zf (k), k)

h 7→ h ◦ ϕ
Se vio cómo los anillos Cf := k[x, y](f) y Cg := k[u, v]/(g) se puede pensar

como el anillo de funciones continuas de las curvas Zf (k) y Zg(k) a k. Conside-
ramos el siguiente diagrama del cual se desprende un lema 1.10.5 siguiente:

Cg

ig
��

Cf

if
��

C(Zg(k), k)
ϕ∗c // C(Zf (k), k)

Lema 1.10.5. Sea ϕ : Zf (k) → Zg(k) una función continua entre dos curvas
algebraicas dotadas con la topoloǵıa de Zariski. La función ϕ es un morfismo de
curvas planas si y sólo si (ϕ∗c ◦ ig)(Cg) ⊆ if (Cf ). Si ϕ es un morfismo de curvas
entonces la función ϕ∗c |ig(Cg) define un homomorfismo de k-álgebras entre Cg y
Cf , denotado por ϕ∗, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Cg
ϕ∗ //

ig
��

Cf

if
��

C(Zg(k), k)
ϕ∗c // C(Zf (k), k)

Expĺıcitamente, se define como

ϕ∗(clase de u) := (if )−1(ϕ∗c ◦ ig)(clase de u)

ϕ∗(clase de v) := (if )−1(ϕ∗c ◦ ig)(clase de v)

Sea ϕ∗ : Cg → Cf un homomorfismo de k-álgebras (i.e., ϕ∗ es un homomor-
fismo de anillos tal que ϕ∗|k = Id). El homomorfismo define de manera natural

un morfismo de curvas ϕ : Zf (k) → Zg(k). Sea ϕu(x, y) ∈ k[x, y] un polinomio
tal que su clase en Cf es igual a ϕ∗(clase de u), y sea ϕv(x, y) ∈ k[x, y] tal que
su clase en Cf es igual a ϕ∗(clase de u). Definimos:

ϕ : Zf (k)→ Zg(k)

(a, b) 7→ (ϕu(a, b), ϕv(a, b))

Notamos que ϕ está bien definida y no depende de las elecciones de ϕu(x, y) y
ϕv(x, y), pues como g(clase de u, clase de v) = 0 en Cg se obtiene en Cf que:

ϕ∗(g(clase de u, clase de v)) = 0 = g(clase de ϕu(x, y), clase de ϕv(x, y))
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Por tanto, f divide a g(ϕu(x, y), ϕv(x, y)), y entonces para todo (a, b) ∈ Zf (k)
se tiene g(ϕu(a, b), ϕv(a, b)) = 0, y por tanto (ϕu(a, b), ϕv(a, b)) ∈ Zg(k).

Lema 1.10.6. Sea ϕ∗ : Cg → Cf un homomorfismo de k-álgebras. Sea ϕ :
Zf (k)→ Zg(k) el morfismo de curvas inducido como se describió antes. Sea

ϕ∗c : C(Zg(k), k)→ C(Zf (k), k)

h 7→ h ◦ ϕ
Entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

Cg
ϕ∗ //

ig
��

Cf

if
��

C(Zg(k), k)
ϕ∗c // C(Zf (k), k)

Ejemplo 1.10.7. La función proyección al eje x, px : Zf (k) → Zg(k), corres-
ponde a un homomorfismo de anillos p∗x : k[x, y]/(y) → Cf . Identificamos al
anillo k[x, y]/(y) con k[x], y pensamos la función natural k[x]→ Cf como una
función sobre funciones a la proyección del eje x.

Definición 1.10.8. El conjunto de ideales primos de un anillo A es el espectro
de A y se denota por Spec(A). Dado un homomorfismo de anillos ψ : A → B,
consideramos la función natural

Spec(ψ) : Spec(B)→ Spec(A)

P 7→ ψ−1(P )

Sea Zf (k). Recordamos que la función If : Zf (k) → Max(Cf ), (a, b) 7→
(x− a, y − b), es biyectiva.

Concluimos con el siguiente lema.

Lema 1.10.9. Sean Cf y Cg dos anillos de funciones de dos curvas planas afi-
nes dadas por dos polinomios irreducibles f(x, y) y g(u, v), respectivamente. Sea
ϕ∗ : Cg → Cf un homomorfismo de k-álgebras. Entonces la función Spec(ϕ∗) se
restringe a una función ϕ′ : Cf → Cg, M 7→ (ϕ∗)−1(M). Más aún, el siguiente
diagrama es conmutativo:

Zf (k)
If //

ϕ

��

Max(Cf )

ϕ′

��
Zg(k)

Ig // Max(Cg)
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1.11. Puntos singulares

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 5).

Definición 1.11.1. Sea f(x, y) ∈ k[x, y]. Un punto (a, b) en Zf (k) es un punto

singular si (∂f∂x )(a, b) = (∂f∂y )(a, b). Si (a, b) es un punto singular entonces deci-

mos que la curva Zf (k) es singular en (a, b). La curva af́ın Zf (k) definida por
f(x, y) es no singular si no contiene ningún punto singular.

Sea l(x, y) := (∂f∂x )(a, b)(x−a) + (∂f∂y )(a, b)(y− b). Cuando (a, b) es un punto

no singular de Zf (k), la recta Zl(k) se le llama la recta tangente de Zf (k) en
(a, b).

Definimos ahora el discriminante de un polinomio.

Definición 1.11.2. Sea A cualquier anillo. Sea g(x) ∈ A[x] cualquier polino-
mio. Sea g′(x) la derivada de g(x) en A[x]. El resultante de g(x) y g′(x) depende
únicamente de los coeficientes de g(x) y se le llama el discriminante de g(x), y
se denota por disc(g).

Consideramos cualquier dominio factorial A, y sea a ∈ A. Supongamos que
(x− a) divide a g(x). Entonces (x− a)2 divide a g(x) si y sólo si (x− a) divide
a g′(x). En particular, del lema 1.8.5 se obtiene que g(x) tiene una ráız doble si
y sólo si disc(g) = 0.

En general, si tuviéramos una factorización h(x, y) = f(x, y)g(x, y) en k[x, y],
con f y g primos relativos, entonces se puede verificar que Zh(k) = Zf (k)∪Zg(k).
Si tuviéramos f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible entonces notamos que por la
sección 1.10 se tiene que la proyección dada por

x : Zf (k)→ k = A1(k)

(a, b) 7→ a

es un morfismo de curvas que corresponde al homomorfismo de anillos

x∗ : k[x]→ Cf

x 7→ clase de x

La función x∗ es inyectiva si f(x, y) no es de la forma cx+ d, para algunos
c, d ∈ k (para verlo, usamos que k es algebraicamente cerrado y que f es irredu-
cible). Cuando x∗ es inyectiva, podemos identificar k[x] con su imagen en Cf .
Consideramos el caso en que A = k[x], K = k(x), y L = k(Zf ). Si el polinomio
f(x, y) es mónico en y (visto como polinomio en k[x][y]) entonces la función x∗

es inyectiva y el anillo Cf está contenido en la cerradura entera del anillo k[x]
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en el campo k(Zf ) (pues la clase de y en Cf es entero sobre k[x]). El teorema
siguiente nos dice cuándo Cf es la cerradura entera de k[x] en k(Zf ).

Teorema 1.11.3. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. Entonces el anillo
Cf := k[x, y]/(f) es enteramente cerrado si y sólo si la curva Zf (k) es no
singular.

1.12. Localización

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 6) o en
[1] (caṕıtulo 3).

Definición 1.12.1. Sea A un anillo conmutativo. Un conjunto S en A es mul-
tiplicativo si 0 /∈ S, 1 ∈ S, y si a, b ∈ S entonces ab ∈ S.

Ejemplo 1.12.2. (i) Sea n ∈ A. Si n no es divisor de cero en A entonces
el conjunto S := {1, n, n2, . . . } es multiplicativo.

(ii) Sea P ⊆ A un ideal primo. El conjunto S := A \ P es multiplicativo.

Sea A un anillo conmutativo, y sea S un subconjunto multiplicativo de A. Se
define un nuevo anillo, denotado por S−1A, el cual se puede interpretar como el
anillo obtenido al ádjuntar a A los inversos de todos los elementos en el conjunto
S’, y se define como sigue:

Consideramos en A× S la relación

(a, s) ≡ (b, t) si y sólo si existe σ ∈ S tal que σ(at− bs) = 0

Notamos que cuando el anilloA es un dominio entero, la ecuación σ(at−bs) =
0 implica que at− bs = 0 pues σ ∈ S y 0 /∈ S.

Lema 1.12.3. La relación ≡ sobre A× S es una relación de equivalencia.

Sea a/s la clase de equivalencia de (a, s) en A×S. Sea S−1A el conjunto de
clases de equivalencia. Se le puede dar a S−1A una estructura de anillos como
sigue:

(a/s) + (b/t) = (at+ bs)/st

(a/s)(b/t) = (ab/st)

1/1 = elemento identidad

Se le llama a S−1A el anillo de fracciones de A con respecto a S. La función

jS : A→ S−1A
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a 7→ a/1

es un homomorfismo de anillos. La función jA (también denotada por j) junto
con S−1A cumplen las siguientes propiedades:

(i) Sea s ∈ S. El elemento j(s) = s/1 en S−1A es invertible y su inverso
es el elemento 1/s.

(ii) Si A es un dominio entero entonces j es inyectivo. Para verlo, notamos
que si j(a) = a/1 = 0/1 entonces existe σ ∈ S tal que σa = 0, pero como
A es dominio y 0 /∈ S, se obtiene a = 0.

(iii) Cuando A es dominio, el anillo S−1A es también dominio. Para verlo,
si tenemos a/s, b/t ∈ S−1A con a/s · b/t = 0 entonces existe σ ∈ S tal que
σ(ab− 0) = 0. Como A es dominio y σ 6= 0, se obtiene que a o b tiene que
ser cero.

(iv) Cuando A es dominio, el campo de fracciones K de A es el anillo
S−1A con S = A \ {0}.

Mencionamos ahora una propiedad importante.

Proposición 1.12.4. (Propiedad universal de anillos de fracciones.) Sea A un
anillo conmutativo y sea S ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Sea g : A → B
un homomorfismo de anillos tal que para todo s ∈ S se tiene que g(s) es una
unidad en B. Entonces existe un único homomorfismo de anillos g′ : S−1A→ B
tal que g = g′ ◦ j.

De la proposición 1.12.4 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.12.5. Sea A un dominio con campo de fracciones K. Sea S ⊆ A
un subconjunto multiplicativo. El anillo S−1A puede ser identificado de mane-
ra única con el subanillo A[1/s, s ∈ S] de K, generado por A y el conjunto
{1/s | s ∈ S}.

El lema 1.12.6 a continuación se usa para probar el lema 1.12.8, y a su vez
el lema 1.12.8 y la observación 1.12.7 se usan para la proposición 1.12.9 (ver [9],
sección 6 del caṕıtulo 2 para las demostraciones).

Lema 1.12.6. Sea A un anillo conmutativo. Sea S ⊆ A un subconjunto mul-
tiplicativo. Sea I cualquier ideal de A. Sea S−1I el ideal de S−1A generado
por la imagen jS(I). Entonces S−1I = {x/s | x ∈ I, s ∈ S}. En particular,
S−1I = S−1A si y sólo si I ∩ S 6= ∅.

Observación 1.12.7. Consideramos el homomorfismo de anillos j : A →
S−1A. Sea J cualquier ideal de S−1A, y sea I := j−1(J). Entonces el ideal
S−1I es igual a J . Para verlo, si x ∈ I entonces x/s = j(x)s−1 pertenece a J .
Y por otro lado, si x/s ∈ J entonces x/1 ∈ J , y por tanto x ∈ I.

30



Sea f : A→ B un homomorfismo de anillos. Sea J cualquier ideal de B. Sea
I := f−1(J). Notamos que el ideal f(I)B de B generado por f(I) está conte-
nido en J . Cuando f es suprayectivo entonces f(I)B = J . Pero en general, la
inclusión f(I)B ⊂ J es estricta.

Lema 1.12.8. Sea A un anillo conmutativo. Sea S ⊆ A un subconjunto multi-
plicativo. Sea P ⊆ A un ideal primo tal que P ∩ S = ∅. Entonces S−1I es un
ideal primo de S−1A.

Proposición 1.12.9. Sea A un anillo conmutativo. Sea S ⊆ A un subconjunto
multiplicativo. La función j : A→ S−1A induce una biyección

j−1 : Spec(S−1A)→ {P ∈ Spec(A) | P ⊆ A \ S}

donde la función j−1 es tal que P 7→ S−1P . Además, j y su inverso preservan
inclusiones.

Mencionamos ahora dos definiciones.

Definición 1.12.10. Sea P ⊆ A cualquier ideal primo. El conjunto S = A \ P
es multiplicativo, y el anillo S−1A es la localización de A en P , y se denota por
AP . El ideal S−1P se denota por PAP .

Definición 1.12.11. Un anillo A es local si tiene un único ideal maximal.

Ahora, mencionamos tres corolarios de la proposición 1.12.9.

Corolario 1.12.12. Sea P ∈ Spec(A). Entonces Spec(AP ) está en biyección
con el conjunto de ideales primos de A contenidos en P , y esta biyección es tal
que preserva inclusiones. En particular, el anillo AP es local con ideal maximal
PAP .

Corolario 1.12.13. Sea A cualquier anillo. Sea P ∈ Spec(A). Entonces ht(P ) =
dim(AP ), y dim(A) = sup{dim(AP ) | P ∈ Spec(A)}.

Corolario 1.12.14. Sea A un dominio de dimensión 1. Sea S un conjunto
multiplicativo tal que A \ S contiene a un ideal maximal P de A. Entonces
S−1A tiene dimensión 1. En particular, AP tiene dimensión 1.

Sea f un polinomio irreducible. Sea Cf := k[x, y]/(f). Consideramos k(Zf )
el campo de fracciones de Cf . Sea (a, b) ∈ Zf (k) cualquier punto. Tenemos la
siguiente definición:
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Definición 1.12.15. Decimos que una función racional α en k(Zf ) está defi-

nida en (a, b) si existen g(x, y) y h(x, y) en k[x, y] tales que α = g(x,y)+(f)
h(x,y)+(f) en

k(Zf ) (el cual denotamos solamente por g(x, y)/h(x, y)), y tal que h(a, b) 6= 0.
Cuando α está definido en (a, b) entonces definimos el valor de α en (a, b) como
α(a, b) := g(a, b)/h(a, b).

Notamos que el valor de α(a, b) no depende de la elección de g(x, y) y h(x, y).
Sea If (a, b) el ideal maximal de Cf correspondiente a (a, b) (corolario 1.9.5).
Recordamos que una función h de Cf pertenece a If (a, b) si y sólo si h(a, b) = 0
(de la definición 1.9.1). Por tanto, una función racional α está definida en (a, b)
si y sólo si existen g, h ∈ Cf con h /∈ If (a, b) tal que α = g/h. Se obtiene
entonces que el anillo (Cf )If (a,b) puede ser identificado, como en el corolario

1.12.5, con el subanillo de k(Zf ) que consiste de todas las funciones racionales
de k(Zf ) definidas en (a, b).

Definición 1.12.16. Llamamos a un punto P sobre la curva Zf (k) un polo de
α si una función α no está definida.

Notamos que se obtiene del lema 1.8.11 que una función α tiene únicamente
un número finito de polos Zf (k).

Mencionamos ahora dos proposiciones importantes.

Proposición 1.12.17. Si A es un anillo noetheriano y S es un subconjunto
multiplicativo entonces S−1A también es un anillo noetheriano.

Proposición 1.12.18. Sea A un dominio enteramente cerrado. Sea S ⊆ A
multiplicativo. Entonces S−1A también es dominio enteramente cerrado.

El siguiente corolario es consecuencia de 1.2.18, y el corolario 1.12.20 es
consecuencia de 1.2.17, 1.2.18 y de 1.2.14 (ver [9]. sección 6 del caṕıtulo 2).

Corolario 1.12.19. Sea B la cerradura entera de un dominio A en un campo
L. Sea S ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Entonces el anillo S−1B es la
cerradura entera de S−1A en L.

Corolario 1.12.20. Sea A un dominio de Dedekind. Sea S ⊆ A un subconjunto
multiplicativo tal que A \S contiene a un ideal primo no trivial de A. Entonces
S−1A también es un dominio de Dedekind.
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1.13. Dimensión y curvas afines

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 7).

Consideramos la siguiente proposición.

Proposición 1.13.1. Sea A un dominio de dimensión 1. Entonces el anillo
A[y] tiene dimensión 2 o 3. Si A es un dominio de ideales principales entonces
A[y] tiene dimensión 2.

En general, se puede probar que si A es un anillo de dimensión n entonces
n + 1 ≤ dim(A[y]) ≤ 2n+ 1, y que si A es noetheriano entonces dim(A[y]) =
n+ 1.

El siguiente es un corolario de la proposición 1.13.1.

Corolario 1.13.2. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. Entonces el anillo
k[x, y]/(f) tiene dimensión 1.

Además, se puede probar el siguiente corolario usando el corolario 1.13.2
(ver [9]).

Corolario 1.13.3. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. Entonces todo ideal
primo distinto de cero de Cf = k[x, y]/(f) es un ideal maximal generado por las
clases de x− a y y − b en Cf para algún (a, b) ∈ k × k tal que f(a, b) = 0.

Sea f ∈ k[x, y] irreducible. La k-álgebra Cf tiene dimensión 1. El con-
junto Zf (k) está en biyección con Max(Cf ). Cualquier morfismo de curvas
Zf (k) → Zg(k) viene dada por un homomorfismo de k-álgebras ϕ∗ : Cg → Cf .
Notamos que un conjunto de dos funciones sobre Zf (k) son fijados, a saber,
{clase de x, clase de y}. Estas dos funciones generan a Cf como k-álgebra. En
particular, Cf es una k-álgebra finitamente generada.

Definición 1.13.4. Sea k cualquier campo. Una curva af́ın sobre k es un par
(Max(A), A), donde A es una k-álgebra finitamente generada de dimensión 1.
Cuando A es un dominio, la curva (Max(A), A) se le llama entera (o irreducible
y reducida).

Sea (Max(A), A) cualquier curva af́ın sobre k. Notamos que podemos pensar
a los elementos de A como funciones definidas sobre Max(A), aśı como se hizo
en el caso de curvas planas, ya que se puede probar que si M ∈ Max(A) entonces
A/M es isomorfo a k, por lo que el valor que toma h ∈ A en el elemento M se
define entonces como h(M) := clase de h en el cociente A/M ∼= k.
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Definición 1.13.5. Una curva plana entera sobre k viene dada por una curva
entera (Max(A), A) y un conjunto de dos funciones en A (fijas), digamos x y
y, que generan a A visto como una k-álgebra.

Sea (Max(A), A) una curva plana entera sobre k. Consideramos la función
k[X,Y ] → A, con X 7→ x y Y 7→ y. Se obtiene de las hipótesis que esta
función es suprayectiva. Como A es un dominio entonces el kernel de esta función
es un ideal primo P de k[X,Y ]. Como A tiene dimensión 1, se obtiene que
P = (f(X,Y )) para algún polinomio irreducible f . La función

Max(A)→ k
2

M 7→ x(M), y(M)

es inyectivo, y su imagen es el conjunto Zf (k).
En general, dada cualquier curva entera (Max(A), A) y un conjunto de n

funciones x1, . . . , xn que generan a A visto como una k-álgebra, se puede probar
que la función

ϕ : Max(A)→ k
n

M 7→ (x1(M), . . . , xn(M))

es también inyectiva. Más aún, su imagen puede describirse como sigue: consi-
deramos la función k[X1, . . . .Xn] → A, con Xi 7→ xi, ∀ i = 1, . . . , n. El kernel
de esta función es un ideal primo P . Como k[X1, . . . , Xn] es noetheriano, se ob-
tiene del teorema 1.16.1 que P = (f1, . . . , fs) es finitamente generado. Se puede
verificar entonces que la imagen de ϕ en k

n
es el conjunto de ceros en común

del sistema de ecuaciones {fi = 0}si=1.

Definición 1.13.6. Un morfismo de curvas afines sobre k entre (Max(A), A)
y (Max(B), B) es un par (ϕ,ϕ∗), donde ϕ∗ : B → A es un homomorfismo de
k-álgebras, y ϕ : Max(A)→ Max(B) es tal que manda M a (ϕ∗)−1(M).

El ideal (ϕ∗)−1(M) siempre es un ideal maximal, por lo que ϕ está bien
definida. Notamos que la función ϕ es la restricción de la función Spec(ϕ∗) :
Spec(A)→ Spec(B) a Max(A).

Definición 1.13.7. Una curva af́ın (Max(A), A) sobre k se le llama una ĺınea
af́ın si A es isomorfo, como k-álgebra, al anillo de polinomios k[x].

La curva (Max(k[x]), k[x]) puede pensarse como una ĺınea af́ın con una fun-
ción coordenada, a saber, x. La función Max(k[x])→ k, con M 7→ x(M), es una
biyección.

Sea (Max(A), A) cualquier curva af́ın entera sobre k. Identificamos a k con
el subcampo de k · 1 de A. Un elemento de k de A se le llama una función
constante. Cualquier función no constante α en A induce un morfismo de A a
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una ĺınea af́ın: la función ϕ∗ : k[x] → A, con x 7→ α, es un homomorfismo de
k-álgebras. Por tanto, (ϕ,ϕ∗) : (Max(A), A)→ (Max(k[x]), k[x]) es un morfismo
de curvas.

Definición 1.13.8. Sea (Max(A), A) cualquier curva entera sobre k. Un mor-
fismo suprayectivo de curvas (ϕ,ϕ∗) : (Max(k[t]), k[t]) → (Max(A), A) se le
llama una parametrización de (Max(A), A).

Si (Max(Cf ), Cf ) es una curva plana entonces la parametrización (ϕ,ϕ∗) es
tal que el homomorfismo ϕ∗ : Cf → k[t] está dado por dos polinomios x(t), y(t) ∈
k[t] tales que f(x(t), y(t)) = 0 en k[x]. La función ϕ : Max(k[t]) → Max(Cf )
se puede identificar con la función k → Zf (k) que manda un elemento a a
(x(a), y(a)).

1.14. Dominios de ideales principales locales

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 8).

Sea f ∈ k[x, y] un polinomio ireducible. Sea Cf := k[x, y]/(f). Sea (a, b) ∈
Zf (k), y sea M el correspondiente ideal maximal generado en Cf por las clases
de x − a y y − b. Como se vio antes, el anillo local (Cf )M puede interpretarse
como el anillo de funciones racionales sobre Zf (k) que están definidas en (a, b).
Tenemos que (a, b) es un punto no singular si y sólo si el anillo (Cf )M es un
dominio de ideales principales.

Proposición 1.14.1. El punto (a, b) es un punto no singular de Zf (k) si y sólo
si el ideal maximal de (Cf )M está generado por un elemento.

Sea f ∈ k[x, y] irreducible. Como Cf tiene dimensión 1, la localización (Cf )M
es un dominio de dimensión 1 para todo M ∈ Max(Cf ). En particular, (Cf )M
tiene únicamente dos ideales primos: (0) y M(Cf )M . Cuando M corrresponde
a un punto no singular de la curva Zf (k), la proposición 1.14.1 nos dice que
M(Cf )M es un ideal principal. La siguiente proposición nos dice que (Cf )M es
un dominio de ideales principales.

Proposición 1.14.2. Sea A cualquier anillo conmutativo. Entonces son equi-
valente:

(1) Todo ideal de A es principal.

(2) Todo ideal primo de A es principal.

El siguiente es un corolario de la proposición 1.14.2.
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Corolario 1.14.3. Sea f ∈ k[x, y] cualquier polinomio irreducible. Entonces la
curva Zf (k) es no singular si y sólo si el anillo Cf es tal que su localización en
cualquier ideal maximal es un dominio de ideales principales local.

Terminamos esta sección con tres lemas que serán de utilidad en los siguientes
caṕıtulos.

Lema 1.14.4. Sea A un dominio de dimensión 1. Sea M ⊆ A un ideal maximal
generado por dos elementos x y y. Entonces son equivalentes:

(i) AM es un dominio de ideales principales.

(ii) Existen dos elementos u, v ∈ A tales que ux + vy = 0 y tal que al
menos uno de los elementos u, v no pertenece a M .

(iii) Uno de los dos elementos x, y genera a MAM

Lema 1.14.5. Sea A un dominio de ideales principales local. Sea K su campo
de fracciones y x ∈ K. Entonces x ∈ A o 1/x ∈ A.

Lema 1.14.6. Sea R un dominio de ideales principales local con campo de
fracciones K. Sea S cualquier dominio local con R ⊆ S ⊆ K. Sean MR y MS

los ideales maximales de R y S, respectivamente. Si MR ⊆MS entonces R = S.

1.15. Localización de módulos

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 9) y en
[1] (caṕıtulo 3).

Sea A cualquier anillo. Sea M un A-módulo y S ⊆ A un subconjunto mul-
tiplicativo. Consideramos la siguiente relación sobre M × S:

(m, s) ≡ (m′, s′) si y sólo si ∃ σ ∈ S tal que σ(s′m− sm′) = 0.

La relación ≡ es una relación de equivalencia. Denotamos por m/s a la clase de
(m, s) bajo ≡, y S−1M al conjunto de clases de equivalencia bajo ≡. El conjunto
S−1M tiene una estructura de S−1A-módulo:

∀ m1/s1,m2/s2 ∈ S−1M, (m1/s1) + (m2/s2) = (s2m1 + s1m2)/s1s2

∀ a/s ∈ S−1A,∀ m/t ∈ S−1M, (a/s)(m/t) = am/st

El S−1A-módulo S−1M es el módulo de fracciones de M con respecto a
S. Un homomorfismo de A-módulos f : M → N induce un homomorfismo de
S−1A-módulos

S−1(f) : S−1M → S−1N
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m/s 7→ f(m)/s

Si g : N → Q es cualquier homomorfismo de A-módulos entonces S−1(g ◦ f) =
S−1(g) ◦ S−1(f).

Tenemos entonces

Proposición 1.15.1. Sea M ′
f→M

g→M ′′ una sucesión de A-módulos que sea
exacta en M . Sea S ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Entonces la sucesión de
S−1A-módulos

S−1M ′
S−1(f)→ S−1M

S−1(g)→ S−1M ′′

es exacta en S−1M .

Tenemos dos corolarios de la proposición 1.15.1.

Corolario 1.15.2. Sea 0 → M ′
f→ M

g→ M ′′ → 0 una sucesión exacta de
A-módulos. Sea S un subconjunto multiplicativo. Entonces la sucesión

0→ S−1M ′
S−1(f)→ S−1M

S−1(g)→ S−1M ′′ → 0

es una sucesión exacta de S−1A-módulos

.

Corolario 1.15.3. Sea S ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Sea f : M → N
un homomorfismo de A-módulos. Entonces

(i) S−1(Im(f)) = Im(S−1(f)).

(ii) S−1(Ker(f)) = Ker(S−1(f)).

Sea P ⊆ A un ideal primo. Sea S := A \ P . Denotamos al S−1A-módulo
S−1M por MP . Si f : M → N es un homomorfismo de A-módulos, denotamos
a la función S−1(f) por fP .

El siguiente lema sirve para probar la proposición 1.15.5.

Lema 1.15.4. Sea M un A-módulo. Entonces son equivalentes:

(i) M = (0).

(ii) MP = (0) para todo P ∈ Spec(A).

(iii) MP = (0) para todo P ∈ Max(A).

Proposición 1.15.5. Sea M ′
f→ M

g→ M ′′ una sucesión de A-módulos (es
decir, Im(f) ⊆ Ker(g)). Entonces son equivalentes:
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(i) La sucesión M ′
f→M

g→M ′′ es exacta en M .

(ii) La sucesión M ′P
fP→ MP

gP→ M ′′P es exacta en MP para todo P ∈
Spec(A).

(iii) La sucesión M ′P
fP→ MP

gP→ M ′′P es exacta en MP para todo P ∈
Max(A).

Una consecuencia de la proposición 1.15.5 es

Corolario 1.15.6. Sea f : M → N un homomorfismo de A-módulos. Entonces
f es inyectiva (respectivamente suprayectiva) si y sólo si la funciones fP son
inyectivas (respectivamente suprayectivas) para todo P ∈ Max(A).

Tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.15.7. Sea A un dominio conmutativo. Entonces

A =
⋂

P∈Spec(A)

AP =
⋂

P∈Max(A)

AP

Una consecuencia de la proposición 1.15.7 es

Corolario 1.15.8. Sea A un dominio conmutativo. Entonces son equivalentes:

(i) A es enteramente cerrado.

(ii) AP es enteramente cerrado para todo P ∈ Spec(A).

(iii) AP es enteramente cerrado para todo P ∈ Max(A).

El siguiente teorema nos dice sobre la relación entre una curva no singular
y el concepto de enteramente cerrado.

Teorema 1.15.9. Sea f(x, y) ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. El anillo Cf :=
k[x, y]/(f) es enteramente cerrado en su campo de fracciones k(Zf ) si y sólo si
Zf (k) es no singular.

Terminamos esta sección con una consecuencia del teorema 1.15.9.

Corolario 1.15.10. Sea f(x, y) = yn + an−1(x)yn−1 + . . .+a0(x) ∈ k[x, y] un
polinomio irreducible. Entonces Cf es igual a la cerradura entera de k[x] en
k(Zf ) si y sólo si Zf (k) es una curva no singular.
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1.16. Teorema de la base de Hilbert

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo II, sección 10) y en
[6] (caṕıtulo 1, sección 1, subsección 1.4).

Mencionamos solamente dos teoremas en esta sección. El siguiente teorema
es útil en algunos resultados de los siguientes caṕıtulos.

Teorema 1.16.1. Sea A un anillo noetheriano. Sea B un A-módulo finitamente
generado. Entonces B es un anillo noetheriano.

En la demostración de lo anterior (ver [9]) se utiliza, entre otras cosas, el
teorema de la base de Hilbert.

Teorema 1.16.2. Un anillo A es noetheriano si y sólo si el anillo de polinomios
A[y] es noetheriano.

1.17. Factorización única de ideales

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo III, sección 2).

Empezamos con dos lemas que resultan útiles en los siguientes caṕıtulos.

Lema 1.17.1. Sean J ⊆ I dos ideales en un anillo A. Entonces J = I si y sólo
si JM = IM para todos los ideales maximales M de A que contienen a J .

Lema 1.17.2. Sea A cualquier anillo y sea S ⊂ A un subconjunto multiplica-
tivo. Sean I, J dos ideales de A. Entonces S−1(IJ) = S−1I · S−1J en el anillo
S−1A. Sea A un anillo de dimensión 1. Sea J un ideal de A que se puede fac-
torizar como un producto de ideales maximales, digamos J = P a11 · · ·P ass . Sea
M cualquier ideal maximal de A. Entonces, JM = (MAM )ai si M = Pi para
algún i, y JM = AM si M 6= Pi para todo i = 1, . . . , s.

Mencionamos ahora una proposición.

Proposición 1.17.3. Sea I cualquier ideal no trivial en un anillo noetheriano
A. Entonces existe un número finito de ideales primos P1, . . . , Ps y enteros po-
sitivos a1, . . . , as tales que P a11 · · ·P ass ⊆ I ⊆ P1 ∩ · · · ∩ Ps.

El siguiente corolario es consecuencia de la proposición 1.17.3. En la demos-
tración de dicho corolario (ver [9]) se usan los lemas 1.17.5 y 1.17.6.
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Corolario 1.17.4. Sea A un dominio noetheriano de dimensión 1. Sea I cual-
quier ideal no trivial distinto de A. Entonces el conjunto de ideales maximales
de A que contienen a I es finito. Si {M1, . . . ,Ms} es dicho conjunto entonces
existen a1, . . . as tal que Ma1

1 · · ·Mas
s ⊆ I ⊆M1 · · ·Ms.

Lema 1.17.5. Sea P un ideal primo. Sean I, J dos ideales tales que IJ ⊆ P .
Entonces I ⊆ P o J ⊆ P .

Lema 1.17.6. Sea A cualquier anillo conmutativo. Sean I1, . . . , In n ideales de
A tales que Ii, Ij son primos relativos si i 6= j. Entonces

(i) I1 · · · Is es primo relativo a Is+1, para s = 1, . . . , n− 1.

(ii) I1 · · · In = I1 ∩ · · · ∩ In.

Observación 1.17.7. De la demostración del corolario 1.17.4 (ver [9], corolario
2.2, página 89) se obtiene que si I es un ideal de A que se factoriza en un
producto Ma1

1 · · ·Mas
s de ideales maximales (con ai > 0, ∀ i = 1, . . . , s) entonces

{M1, . . .Ms} es el conjunto de todos los ideales maximales de A que contienen
a I. En particular, todo ideal maximal de A que contenga a I aparece en la
factorización de I.

La demostración de la siguiente proposición usa, entre otras cosas, los lemas
1.17.1, 1.17.5 y 1.17.6 aśı como el corolario 1.17.4.

Proposición 1.17.8. Sea A un dominio noetheriano de dimensión 1. Entonces
son equivalentes:

(i) A tiene la propiedad de factorización única de ideales.

(ii) AM tiene la propiedad de factorización única de ideales, para todo
M ∈ Max(A).

En la demostració de la siguiente proposición se usan, entre otras cosas, los
resultados 1.2.7, 1.2.12, 1.14.2 y 1.17.4.

Proposición 1.17.9. Sea A un dominio noetheriano local de dimensión 1, con
ideal maximal M . Entonces son equivalentes:

(i) A tiene la propiedad de factorización única de ideales.

(ii) A es un dominio de ideales principales.

(iii) A es enteramente cerrado.
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El teorema siguiente usa en su demostración el corolario 1.15.8 y las propo-
siciones 1.17.8 y 1.17.9.

Teorema 1.17.10. Sea A un dominio noetheriano de dimensión 1. Entonces
son equivalentes:

(i) A es dominio de Dedekind.

(ii) A tiene la propiedad de factorización única de ideales.

En general, se puede probar que A es un dominio de Dedekind si y sólo si
todo ideal de A es un producto de ideales primos (ver [9], página 93).

Definición 1.17.11. Sea A un dominio de Dedekind. Si I es cualquier ideal
no trivial de A y P es cualquier ideal maximal de A entonces decimos que P
divide a I, y lo denotamos como P | I, si I puede ser factorizado en A como
un producto de ideales de la forma I = PJ , para algún ideal J de A. Dados I y
P , definimos el orden de I en P como el entero ordP (I) obtenido como sigue:
factorizamos I = P a11 · · ·P ass . Entonces ordP (I) := ai si P = Pi, y ordP (I) := 0
si P no divide a I. Podemos escribir entonces

I =
∏

P∈Max(A)

P ordP (I) =
∏
P | I

P ordP (I)

Se puede verificar que ordP (I) es un invariante local de I, es decir, que depen-
de únicamente de IAP ⊆ AP , lo cual se obtiene de ordP (I) = ordS−1P (S−1I),
∀ S ⊂ A multiplicativo tal que S ∩ P = ∅.

Notamos también que, dado un ideal primo de un anillo A, la función ordP
puede ser definida siempre y cuando AP sea un dominio de Dedekind: si I es
un ideal de A, ponemos ordP (I) = ordPAP (IAP ).

Mencionamos ahora otro teorema.

Teorema 1.17.12. Sea A cualquier anillo conmutativo. Sean I1, . . . , In n idea-
les de A. Supongamos que Ii, Ij son primos relativos si i 6= j. Sean y1, . . . , yn
elementos de A. Entonces existe un elemento y ∈ A tal que y − yj ∈ Ij, para
todo j = 1, . . . , n.

El siguiente corolario es consecuencia del teorema 1.17.12.

Corolario 1.17.13. La función natural f : A →
∏n
i=1A/Ii es suprayecti-

vo, con kernel igual a
∏n
i=1 Ii. En particular, induce un isomorfismo de anillo

A/(I1 · · · In)→
∏n
i=1A/Ii.

Tenemos otra proposición.

Proposición 1.17.14. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces cualquier ideal
de A puede ser generado por dos elementos.
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Finalmente, terminamos esta sección con una proposición importante que se
usa en caṕıtulos posteriores.

Proposición 1.17.15. Sea A un dominio de dimensión 1 tal que tiene la propie-
dad de factorización única de ideales. Si Max(A) es un conjunto finito entonces
A es un dominio de ideales principales.

1.18. Índice de ramificación y grado residual

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo III, sección 3) y en
[3](caṕıtulo 9).

Sea A un dominio de Dedekind y sea K su campo de fracciones. Sea B la
cerradura entera de A en una extensión finita L de K. Supondremos en esta
sección que B es un A-módulo finitamente generado (y por tanto, que es un
dominio de Dedekind. Por ejemplo, B es un A-módulo finitamente generado
cuando la extensión L/K es separable (teorema 1.4.6). Sea P un ideal maximal
de A. Se verá que el ideal PB generado por P en B nunca es igual al ideal
trivial en B. Como B es un dominio de Dedekind, se obtiene que el ideal PB se
factoriza en B como un producto

∏s
i=1M

ei
i de ideales primos de B. También se

revisará una fórmula que relaciona a los enteros ei con el grado n de la extensión
L/K.

Lema 1.18.1. Sea A un dominio de Dedekind y K su campo de fracciones.
Sea B la cerradura entera de A en una extensión finita L de K. Sea P un ideal
maximal de A. Entonces PB 6= B.

Entonces, por ser PB un ideal no trivial en el dominio de Dedekind B,
podemos factorizar PB como un producto de ideales maximales

PB = Me1
1 · · ·Mes

s , para algunos enteros positivos e1, . . . , es

Llamamos al entero eMi/P := ei el ı́ndice de ramificación de Mi sobre P .
Notamos que Mi∩A = P para todo i (de la observación 1.17.7 se obtiene que

Mi contiene en particular a P , por lo que P ⊆Mi ∩A. Si se tuviera Mi∩A = A
entonces 1 ∈Mi, implicando que Mi = B, lo cual es una contradicción. Por ser
P maximal, se tiene P = Mi ∩ A). Por tanto, la inclusión A ⊆ B induce las
inyecciones

A/P → B/Mi, para i = 1, . . . , s.

Como B es un A-módulo finitamente generado, el campo B/Mi es una extensión
finita del campo A/P . Entonces sea fMi/P := [B/Mi : A/P ] (fMi/P también
se denota por fi) la dimensión de B/Mi visto como un espacio vectorial sobre
A/P .
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Definición 1.18.2. El campo A/P es el campo residual de A en P . El entero
fMi/P es el grado residual de Mi sobre P .

Definición 1.18.3. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K. Sea L/K una extensión finita, y sea B la cerradura entera de A en L.
Supongamos que B es una A-módulo finitamente generado. Sea M cualquier
ideal maximal de B. El ideal primo P := M ∩ A es maximal (observación
1.5.7). Llamamos al entero ordM (PB) el ı́ndice de ramificación de M sobre P ,
y lo denotamos por eM/P .

Enunciamos el siguiente teorema importante en cuya demostración (ver [9]
y [3]) se utiliza el lema 1.18.5. Este último lema también se usa en caṕıtulos
posteriores.

Teorema 1.18.4. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K.
Sea L/K una extensión finita. Sea B la cerradura entera de A en L. Si B es
un A-módulo finitamente generado entonces

[L : K] =
∑
M |PB

eM/P fM/P

Lema 1.18.5. Sea A un anillo conmutativo, y sea P ⊆ A un ideal maximal. Sea
S ⊆ A \ P un conjunto multiplicativo. Entonces los campos A/P y S−1A/S−1P
son isomorfos.

1.19. Primos ramificados y no ramificados

En esta sección revisamos en su mayoŕıa solamente definiciones y hacemos
algunos comentarios (ver [9], caṕıtulo III, sección 5).

Definición 1.19.1. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K
y L/K una extensión finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Suponga-
mos que B es una A-módulo finitamente generado. Consideramos M un ideal
maximal de B y P := M ∩ A. El ideal M es ramificado sobre P (o sobre A) si
eM/P > 1 o si la extensión B/M es no separable sobre A/P . De lo contrario,
decimos que el ideal M es no ramificado sobre P (o sobre A).

Además, un ideal maximal P de A ramifica en B si PB está contenido
en un ideal maximal M de B el cual es ramificado sobre A. Cuando ningún
ideal maximal de B es ramificado sobre A, decimos que la extensión B/A es no
ramificada.
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Si tomamos B y A como en la definición anterior, se obtiene que un ideal
maximal M de B es no ramificado sobre P si y sólo si PBM = MBM y B/M
es separable sobre A/P .

Se puede generalizar más la definición anterior.

Definición 1.19.2. Sea ϕ : A → B un homomorfismo de anillos y Spec(ϕ) :
Spec(B) → Spec(A) la función asociada. Consideramos M ∈ Spec(B) y P :=
ϕ−1(M) = Spec(ϕ)(M). Decimos que M es un punto de ramificación de la fun-
ción Spec(ϕ), o que la función Spec(ϕ) es ramificada en M , si ϕ(P ) no genera a
MBM , o si BM/MBM no es extensión separable de AP /PAP . De lo contrario,
decimos que Spec(ϕ) no es ramificado en M , y que M es un punto no ramifica-
do. El conjunto de puntos en Spec(B) donde Spec(ϕ) es ramificado se le llama
el ramification locus de Spec(ϕ). La imagen en Spec(A) del ramification locus se
le llama el branch locus de Spec(ϕ). Si el branch locus es vaćıo entonces decimos
que la función Spec(ϕ) es no ramificada.

Sea f, g ∈ k[x, y] dos polinomios irreducibles y π : Zf (k) → Zg(k) un mor-
fismo de curvas. Recordamos que este morfismo viene inducido por un homo-
morfismo de k-álgebras π∗ : Cg → Cf . Recordamos también que π puede ser
identificado con la función Spec(π∗)|Max(Cf ) : Max(Cf )→ Max(Cg), que manda
M a (π∗)−1(M). Con esta notación, tenemos la siguiente definición:

Definición 1.19.3. Decimos que π es no ramificado en (a, b) si la función
Spec(π∗) es no ramificado en (x− a, y − b).

Como Cf es un dominio, Ker(π∗) es un ideal primo de Cg. Como Cg es un
dominio de dimensión 1 entonces Ker(π∗) es maximal (en cuyo caso el morfismo
π es constante), o Ker(π∗) = (0). Supongamos que π∗ es inyectivo, y pensamos
al anillo Cg como un subanillo de Cf (notamos que la extensión Cf/Cg no es
necesariamente entera). Entonces se puede definir el ı́ndice de ramificación de
un punto no singular (a, b) de Zf (k) sobre π(a, b) como sigue:

Sea M el ideal maximal de Cf correspondiente a (a, b). Entonces (Cf )M es
un dominio de ideales principales, y la función ordM(Cf )M está definida. Sea P
es ideal maximal de Cg correspondiente a π(a, b). Como π∗ es inyectivo, se tiene
que P (Cf )M 6= (0). Con toda esta notación, terminamos entonces esta sección
con la siguiente definición.

Definición 1.19.4. El ı́ndice de ramificación e(a,b)/π(a,b) de (a, b) sobre π(a, b)
es el entero eM/P := ordM(Cf )M (P (Cf )M ). Si e(a,b)/π(a,b) > 1 entonces (a, b) es
un punto de ramificación de la función de la función π, y π es ramificado en
(a, b).
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1.20. Extensiones de campos constantes

En esta sección mencionamos solamente una proposición que será de utilidad
después. La demostración puede encontrarse en [9], proposición 7.15 de la página
115.

Sea k cualquier campo, K/k(x) cualquier extensión finita y A un dominio
de Dedekind con campos de fracciones K. Supongamos que k está contenido
en A. Consideramos K una cerradura algebraica de K y k ⊆ K el conjunto
de elementos de K que son algebraicos sobre k. El conjunto k es un subcampo
algebraicamente cerrado de K, y en particular, es una cerradura algebraica
de k. Si E ⊆ K es cualquier extensión de k entonces denotamos por EK al
subcampo de K generado por E y K. En particular, si E = k(α1, . . . , αs)
entonces EK = K(α1, . . . , αs). Si suponemos que E/k es una extensión finita,
entonces EK/K es una extensión finita, y a la extensión EK/K se le llama
una extensión de campos constante. Si tomamos B la cerradura entera de A en
EK entonces tenemos la siguiente proposición que nos servirá después (ver por
ejemplo la proposición 2.6.7).

Proposición 1.20.1. Sea E/k una extensión finita separable. Entonces

(i) Si E = k(α) entonces B = EA = A[α].

(ii) La extensión B/A es no ramificada.

1.21. Extensiones de Galois

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo III, sección 8).

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K y L/K una
extensión finita de Galois, con grupo de Galois G = Gal(L/K). Tomamos B la
cerradura entera de A en L. De la proposición 1.2.15 se obtiene que σ(B) = B
para todo σ ∈ G. Consideramos la función natural π : Spec(B) → Spec(A),
con M 7→ M ∩A, asociado a la extensión B/A. Consideramos P ∈ Spec(A) y
π−1(P ) := {M1, . . . ,Ms}, y sea Mi ∈ π−1(P ). Como σ(P ) = P , se obtiene que
σ(Mi) ∈ π−1(P ), y con esta notación tenemos entonces la siguiente proposición
que usaremos después (ver por ejemplo la proposición 2.6.4).

Proposición 1.21.1. Sea P ∈ Max(A). Sean Mi y Mj dos ideales maximales
en π−1(P ). Entonces existe σ ∈ G tal que σ(Mi) = Mj. Más aún, eM1/P =
· · · = eMs/P = e y fM1/P = · · · = fMs/P = f . En particular,

PB = (M1 . . .Ms)
e, con efs = [L : K].
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Sea L/K una extensión de Galois. Sean A y B como antes y G := Gal(L/K).
El grupo G actúa sobre Max(B) como sigue: σ ·M := σ(M), ∀ σ ∈ G, M ∈
Max(B). Tomamos P = M ∩ A. Denotamos al estabilizador del elemento M
bajo esta acción de G como el grupo DM/P := {σ ∈ G | σ(M) = M}.

Al grupo DM/P se le llama el grupo de descomposición de M , y notamos
entonces que la proposición 1.21.1 prueba que la acción de G sobre π−1(P ) es
transitivo. Por tanto, si π−1(P ) = {M1, . . . ,Ms} entonces

|G/DM/P | = |orbita de M | = s

En particular, |DM/P | = eM/P fM/P . Además, la transitividad de la acción
de G sobre {M1, . . . ,Ms} también prueba que∏

σ∈G
σ(M) = (M1 · · ·Ms)

|DM/P | = PBfM/P

(ver [9], caṕıtulo 3, sección 8).
Cada automorfismo σ : B → B en DM/P induce una función natural

σ : B/M → B/σ(M) = B/M

Notamos que la función σ se restringe a la función identidad sobre A/P
(A/P ↪→ B/M), y consideramos G el grupo de Galois de la extensión B/M
sobre A/P . La función σ 7→ σ, de DM/P → G, es un homomorfismo de grupos
que está bien definido. El kernel de esta función es el grupo

IM/P := {σ ∈ DM/P | ∀ b ∈ B, σ(b) ≡ b (mod M)}

Al grupo IM/P se le llama el grupo de inercia en M , y notamos que co-
mo IM/P es el kernel entonces es un subgrupo normal de DM/Py se obtiene
que |DM/P /IM/P | ≤ |G| ≤ |B/M : A/P | = fM/P . Del lema a continuación, se
obtiene además que cuando B/M es separable sobre A/P entonces

|DM/P /IM/P | = fM/P

o, equivalentemente, que la función DM/P → G es suprayectiva. Esto implica
que |IM/P | = eM/P ya que

|IM/P | · |DM/P /IM/P | · |G/DM/P | = |G| = eM/P · fM/P · s.

Mencionamos entonces dicho lema para concluir esta sección.

Lema 1.21.2. Supongamos que la extensión de campos residuales B/M sobre
A/P es separable. Entonces es una extensión de Galois de grado fM/P , y la
función DM/P → G es suprayectiva. En particular, M es ramificado sobre A si
y sólo si IM/P 6= {Id}.
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1.22. El discriminante como una norma

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo IV, sección 2).

Sea F un campo y R una F -algebra de dimensión n. Tomamos r ∈ R, y con-
sideramos µr : R→ R, con x 7→ µr(x) := rx, llamada la función ’multiplicación
por r’. La función µr es un homomorfismo de F -espacios vectoriales. Llamamos
a

NormR/F : R→ F

r 7→ det(µr)

la función norma de R a F . Es multiplicativa:

∀ r, s ∈ R, NormR/F (rs) = NormR/F (r) ·NormR/F (s)

Similarmente, llamamos a
TrR/F : R→ F

r 7→ Traza(µr)

la función traza de R a F . Es aditiva:

∀ r, s ∈ R, TrR/F (r + s) = TrR/F (r) + TrR/F (s)

Cuando R es un campo, denotamos a la función NormR/F por NR/F . Tam-
bién, denotamos por charr(y) ∈ F [y] al polinomio caracteŕıstico de µr

charr(y) = yn − TrR/F (r)yn−1 + · · ·+ (−1)nNormR/F (r)

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.22.1. Sea R una F -álgebra de dimensión s, y tomamos α ∈ R. Con-
sideramos F [α] la F -subálgebra más chica de R que contiene a α, y sea f(y) =
yn + an−1y

n−1 + · · · + a0 ∈ F [y] el polinomio mı́nimo de α sobre F (por lo
que F [α] ∼= F [y]/(f(y))). Supongamos que el F [α]-módulo R es libre de rango
[R : F [α]]. Entonces

(i) TrR/F (α) = −[R : F [α]]an−1 = [R : F [α]] · TrF [α]/F (α).

(ii) NormR/F (α) = ((−1)a0)[R:F [α]] = (NormF [α]/F (α))[R:F [α]].

Una consecuencia del lema 1.22.1 es el siguiente corolario.

Corolario 1.22.2. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K. Sea L/K una extensión finita. Si α ∈ L es entero sobre A entonces
NormL/K(α) y TrL/K(α) pertenecen a A.

Mencionamos otro lema.
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Lema 1.22.3. Sea L/K una extensión separable y finita de grado s. Sean
σ1, . . . , σs los s distintos encajes de L en una cerradura algebraica de K. En-
tonces

(i) ∀ a ∈ L, TrL/K(α) =
∑s
i=1 σi(α).

(ii) ∀ a ∈ L, NL/K(α) =
∏s
i=1 σi(α).

El siguiente teorema establece la transitividad de la norma y la traza.

Teorema 1.22.4. Sean M/L y L/K dos extensiones finitas de campos. Enton-
ces, ∀ α ∈M ,

(i) NL/K(NM/L(α)) = NM/K(α).

(ii) TrL/K(TrM/L(α)) = TrM/K(α).

Mencionamos otra proposición.

Proposición 1.22.5. Sea K cualquier campo y f(y) un polinomio mónico en
K[y]. Sea L la K-álgebra K[y]/(f(y)) y α la clase de y en L. Tomamos g(y) ∈
K[y] cualquier polinomio. Entonces

Res(f(y), g(y)) = NormL/K(g(α)).

En particular, disc(f) = NormL/K(f ′(α)).

El siguiente lema nos da algunas propiedades del resultante.

Lema 1.22.6. Sea A cualquier dominio conmutativo y a ∈ A \ {0}. Sean f(y)
y g(y) dos polinomios en A[y]. Entonces

(i) Res(af, g) = adeg(g)Res(f, g).

(ii) Res(f, g) = (−1)deg(f)deg(g)Res(g, f).

(iii) Res(f, y − a) = adeg(f)f(a).

Un corolario de 1.22.5 es el siguiente.

Corolario 1.22.7. Sea K cualquier campo. Sean f(y), g(y), h(y) tres polino-
mios en K[y]. Entonces Res(f, gh) = Res(f, g)Res(f, h).

Utilizando el lema 1.22.6 y el corolario 1.22.7 obtenemos otro corolario.

Corolario 1.22.8. Sea K una cerradura algebraica de K. Sean f, g ∈ K[y]
dos polinomios de grado positivo con factorizaciones f(y) := an

∏n
i=1(y − αi) y

g(y) := bm
∏m
j=1(y − βj). Entonces Res(f, g) = (an)m(bm)n

∏
i,j(αi − βj).
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Observación 1.22.9. Sea A un dominio con campo de fracciones A. Sabemos
que si A es factorial entonces Res(f, g) = 0 si y sólo si f(y) y g(y) tienen un
factor en común. El corolario 1.22.8 nos dice que, aún cuando A no es factorial,
Res(f, g) = 0 si y sólo si f(y) y g(y) tienen una ráız en común.

Concluimos con un último corolario.

Corolario 1.22.10. Sea f(y) un polinomio mónico irreducible de grado n > 0
en K[y]. Factorizamos a f(y) en K[y] como f(y) =

∏n
i=1(y − αi). Entonces

disc(f) =
∏
i 6=j(αi − αj).

1.23. El discriminante de una base

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo IV, sección 3).

Sea R una F -álgebra de dimensión finita, y consideramos la función

Tr : R×R→ F

(x, y) 7→ TrR/F (xy)

La función Tr es una forma F -bilineal. Tomamos e1, . . . , en una base para R
sobre F y denotamos por

T{e1,...,en} := (TrR/F (eiej))1≤i,j≤n

a la matriz que representa a la función Tr con respecto a la base {e1, . . . , en}. Si
{fi}ni=1 es otra base para R sobre F entonces tomamos la matriz C que expresa
a la base {fi} en términos de la base {ei}. Sea Ct la traspuesta de C. Entonces

T{f1,...,fn} = CtT{e1,...,en}C

En particular, det(T{e1,...,en}) y det(T{f1,...,fn}) difieren únicamente por un cua-
drado en F , a saber, det(C)2 6= 0. Se obtiene entonces que det(T{e1,...,en}) = 0
si y sólo si det(T{f1,...,fn}) = 0.

Denotamos por (F ∗)2 al subgrupo de F ∗ que consiste de los cuadrados en
F ∗ (notamos que los cuadrados en F ∗ no son un subgrupo del grupo aditivo F
a menos que char(F ) = 2). Damos entonces la siguiente definición.

Definición 1.23.1. El discriminante de la función Tr es igual a cero si

det(T{e1,...,en}) = 0

De lo contrario, el discriminante de Tr es igual a la clase del determinante de
T{e1,...,en} en F ∗/(F ∗)2.

49



Tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.23.2. Sea L/K una extensión separable y finita de grado n y
sean σ1, . . . , σn los n distintos encajes de L en una cerradura algebraica K de
K. Entonces

(i) Si tomamos α1, . . . , αn una base para L/K y consideramos M :=
(σi(αj))1≤i,j≤n entonces

T{α1,...,αn} := (TrL/K(αiαj))1≤i,j≤n = M tM

(ii) Si L = K(α) para algún α ∈ L con polinomio mı́nimo f(y) ∈ K[y] de
grado n, entonces

disc(f) = NL/K(f ′(α)) = (−1)n(n−1)/2det(T{1,α,...,αn−1})

Utilizando la proposición 1.23.2 puede probarse la siguiente proposición (ver
la bibliograf́ıa mencionada al principio de esta sección).

Proposición 1.23.3. Sea L/K una extensión finita de campos. Entonces L/K
es separable si y sólo si el discriminante de la función Tr : L × L → K no es
igual a cero.

Tenemos la siguiente definición.

Definición 1.23.4. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K y L/K una extensión finita de grado n. Tomamos B la cerra-
dura entera de A en L. Sean α1, . . . , αn ∈ L. El discriminante del conjunto
{α1, . . . , αn} se define como

disc(α1, . . . , αn) := det(T{α1,...,αn})

Si α1, . . . , αn ∈ B entonces αiαj ∈ B, ∀i, j, y TrL/K(αiαj) ∈ A. En particu-
lar, si {α1, . . . , αn} es una base para L/K contenida en B entonces se obtiene
que disc(α1, . . . , αn) ∈ A, y su clase en K∗/(K∗)2 es igual al discriminante de
la función Tr : L× L→ K.

Cuando L = K(α) con α ∈ B, y f(y) es el polinomio mı́nimo de α, de las
proposiciones 1.23.2 y 1.23.3 se obtiene que

disc(1, α, . . . , αn−1) = (−1)n(n−1)/2disc(f)

Esta descripción del discriminante de un polinomio se puede usar para dar una
condición suficiente para que A[α] sea igual a B. Dicha condición se da en el
siguiente lema (ver [9], caṕıtulo 4, sección 3) con el que terminamos esta sección.
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Lema 1.23.5. Sea A un dominio de ideales principales con campo de fracciones
K, L/K una extensión separable y finita de grado n y B la cerradura entera
de A en L. Sea b1, . . . , bn ∈ B una base para L/K. Si disc(b1, . . . , bn) es un
elemento libre de cuadrados de A entonces {b1, . . . , bn} es una base para B sobre
A. En particular, supongamos que L = K(α) para algún α ∈ B, y sea f(y) el
polinomio mı́nimo de α sobre K. Si disc(f) es un elemento libre de cuadrados
de A entonces A[α] = B.

1.24. El ideal discriminante

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo IV, sección 5).

Empezamos con la siguiente definición.

Definición 1.24.1. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K
y L/K una extensión finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Sea dB/A
el ideal de B generado por los elementos de la forma f ′(α), donde α es tal que
α ∈ B y L = K(α), y f(y) es el polinomio mı́nimo de α sobre A. Si L/K no es
una extensión simple entonces definimos dB/A := (0). Al ideal dB/A se le llama
el ideal diferencial de B/A. Sea δB/A el ideal de A generado por los elementos
de la forma disc(f), donde f es el polinomio mı́nimo sobre A de un elemento
α ∈ B tal que L = K(α). Si L/K no es una extensión simple entonces definimos
δB/A := (0).

Notamos que dB/A y δB/A no dependen del elemento primitivo elegido para
describir a la extensión L/K. Ambos ideales son nulos si la extensión L/K no
es separable.

Tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.24.2. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K y L/K una extensión separable y finita. Tomamos B la cerradura entera de
A en L. Entonces

(i) Si M ∈ Max(B) y es ramificado sobre A entonces dB/A ⊆M .

(ii) Si P ∈ Max(A) y ramifica en B entonces δB/A ⊆ P .

En particular, hay únicamente un número finito de ideales maximales de A que
ramifican en B.

Veamos ahora la siguiente definición.

Definición 1.24.3. Sea A un dominio enteramente cerrado en su campo de
fracciones K y L/K un extensión finita de grado n. Tomamos B la cerradura
entera de A en L. El ideal discriminante ∆B/A es el ideal de A generado por
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los elementos de la forma disc(b1, . . . , bn), donde los conjuntos {b1, . . . , bn} se
toman sobre todas las bases de L sobre K que están contenidas en B.

Recordamos que δB/A es el ideal de A generado por los elementos de la forma
disc(1, α, . . . , αn−1), donde α se toma sobre todos los elementos de B tales que
L = K(α). Notamos que δB/A ⊆ ∆B/A. Cuando B = A[α] para algún α ∈ B, y
f(y) es el polinomio mı́nimo de α sobre A entonces

δB/A = ∆B/A = disc(f)A

Más en general, ∆B/A = disc(α1, . . . , αn)A si {α1, . . . , αn} es una base para B
sobre A.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.24.4. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K y L/K una extensión finita. Consideramos B la cerradura entera de A en
L. Supongamos que B es un A-módulo finitamente generado. Entonces P ∈
Max(A) ramifica en B si y sólo si ∆B/A ⊆ P .

En la demostración del teorema 1.24.4 se usan, entre otras cosas, los siguien-
tes tres lemas:

Lema 1.24.5. Sea R una F -álgebra conmutativa de dimensión n. Suponga-
mos que R contiene a un elemento nilpotente distinto de cero r. Entonces el
discriminante de la función Tr : R×R→ F es igual a cero.

Lema 1.24.6. Sea S cualquier subconjunto multiplicativo de A. Entonces

∆S−1B/S−1A = S−1∆B/A

Lema 1.24.7. Sea P ∈ Max(A). Sea S = A \ P . Entonces P ramifica en B si
y sólo si PAP ⊂ AP ramifica en S−1B.

Terminamos con una observación.

Observación 1.24.8. Si L/K es no separable entonces de la proposición 1.23.3
se obtiene que el discriminante de la función Tr : L × L → K es igual a cero.
En este caso, ∆B/A = (0). Del teorema 1.24.4, se obtiene que todo ideal de A
ramifica en B.
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1.25. La función norma sobre ideales

Las observaciones y los resultados de esta sección junto con sus correspon-
dientes demostraciones se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo IV, sección 6).

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K y L/K una
extensión finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Denotamos a estos cuatro
elementos por (A,K,B,L). Consideramos a la función norma NL/K : L → K.
Queremos definir una función

NB/A : IB := {ideales de B} → IA := {ideales de A}

tal que, cuando L/K es separable, cumpla que, ∀ α ∈ B,NB/A(αB) := NL/K(α)A.
Para motivar la definición de NB/A, supongamos que la extensión L/K es

Galois, con grupo de Galois G = {σ1, . . . , σn}. Del lema 1.22.3 se tiene que
NL/K(α) =

∏n
i=1 σi(α). Esto sugiere definir, para un ideal I de B, a la función

NB/A como sigue:

NB/A(I) := (
n∏
i=1

σi(I)) ∩A

Tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.25.1. Sea L/K una extensión de Galois. Sea α ∈ B. Entonces
NB/A(αB) := NL/K(α)A.

Tenemos el siguiente lema y una observación con respecto a dicho lema.

Lema 1.25.2. Sea (A,K,B,L) como antes. Sea J ⊆ A un ideal. Entonces J =
JB ∩A. Más aún, la función iB/A : IA → IB, con J 7→ JB, es inyectiva.

Observación 1.25.3. Sea a ∈ A \ {0}. Si se tiene un ideal de la forma I =
(aA), se puede verificar que (IB)∩A = I sin usar el lema anterior. Para verlo,
notamos que (aA) ⊆ (aB) ∩A. Rećıprocamente, si c = ab ∈ (aB) ∩A entonces
b = c/a ∈ K. Como A es enteramente cerrado, se tiene K ∩ B = A, por lo
que b ∈ A. Por tanto, c ∈ aA. Utilizando localizaciones de J ⊆ JB ∩A y el
argumento anterior, se puede probar el lema anterior.

Mencionamos otro lema.

Lema 1.25.4. Sea (A,K,B,L) como antes, y tal que L/K es Galois de grado
n. Sea B un ideal maximal de B y P := B ∩A. Entonces NB/A(B) = P fB/P .

Consideramos otra proposición.
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Proposición 1.25.5. Sea (A,K,B,L) como antes, y tal que L/K es Galois.
Sea I = Ba11 . . .Ba11 un producto de ideales maximales de B. Entonces

NB/A(I) =

r∏
i=1

NB/A(Bi)ai

En particular, ∀ I, J ∈ IB, NB/A(IJ) = NB/A(I) ·NB/A(J).

Sea (A,K,B,L) como antes. Si L/K no es Galois, la proposición 1.25.5
sugiere definir la función norma de ideales NB/A : IB → IA como sigue:

(i) Si B ∈ Max(B) entonces NB/A(B) := (B∩A)fB/B∩A .

(ii) NB/A(Ba11 · · · Barr ) :=
∏r
i=1NB/A(Bi)ai .

(iii) NB/A(B) := A y NB/A((0)) := (0).

Notamos entonces que la función NB/A : IB → IA (también llamada función
norma) es multiplicativa.

Con la definición de la función norma de ideales, tenemos los siguientes dos
lemas.

Lema 1.25.6. Sea (A,K,B,L) como antes, y sea n el grado de la extensión
L/K. Entonces la composición NB/A ◦ iB/A : IA → IA es la función que manda
a un ideal de IA a su n-ésima potencia.

Lema 1.25.7. Sean M/L y L/K dos extensiones finitas de campos. Suponga-
mos que tenemos un dominio de Dedekind A cuyo campo de fracciones sea K.
Tomamos B (respectivamente, C) la cerradura entera de A en L (respectiva-
mente, en M). Supongamos que B y C son A-módulos finitamente generados.
Entonces NC/A = NB/A ◦NC/B.

Finalmente, terminamos esta sección con una proposición y un teorema.

Proposición 1.25.8. Sea (A,K,B,L) como antes. Entonces ∀ α ∈ B se cumple

NL/K(α)A = NB/A(αB)

Teorema 1.25.9. Sea (A,K,B,L) como antes. Supongamos que la extensión
L/K es separable. Sea M ∈ Max(B), y sea P := M ∩ A. Supongamos que la
extensión de campos residuales B/M es separable sobre A/P . Entonces

ordM (dB/A) ≥ eM/P − 1

y se alcanza la igualdad si y sólo si la caracteŕıstica de A/P y el valor eM/P

son primos relativos.
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1.26. Lema de Gauss

Definición 1.26.1. Sea A un dominio. Un elemento a 6= 0 es irreducible si
no es unidad y si siempre que se pueda escribir a = bc, con b, c ∈ A, se tenga
que b es unidad o c es unidad. Un elemento a 6= 0 tiene factorización única en
elementos irreducibles si existe una unidad u y elementos irreducibles p1, . . . , pr,
tal que a = up1 . . . pr, y si dadas dos factorizaciones a = u

∏r
i=1 pi = v

∏s
j=1 qj

en elementos irreducibles, debe ocurrir que r = s y que después de alguna permu-
tación de los ı́ndices se tenga (pi) = (qi). Un anillo A es factorial si es dominio
y si todo elemento no cero de A tiene una factorización única en elementos
irreducibles.

Sea A cualquier dominio factorial con campo de fracciones K. El contenido
de un elemento f ∈ K[x] es un elemento cont(f) ∈ K, definido salvo multipli-
cación por una unidad u ∈ A, tal que f(x) = cont(f)f1(x), donde f1(x) ∈ A[x]
es tal que el maximo común divisor de sus coeficientes es 1. El polinomio f1(x)
es único salvo multiplicación por una unidad en A, y se le llama un polinomio
primitivo asociado a f .

Lema 1.26.2. Sean f y g polinomios mónicos en Q[x]. Si los coeficientes de f
y g coeficientes no son todos enteros entonces los coeficientes del producto fg
tampoco son todos enteros.

Lema 1.26.3. Sea A un dominio factorial con campo de fracciones K. Sean
f, g ∈ K[x]. Entonces el contenido de fg es el producto del contenido de f por
el contenido de g.

Corolario 1.26.4. Supongamos que f(x) ∈ A[x] se factoriza en K[x] como
f(x) = g(x)h(x), con g, h ∈ K[x]. Escribimos g(x) = cont(g)g1(x) y h(x) =
cont(h)h1(x), con g1(x), h1(x) ∈ A[x]. Entonces f(x) = cont(f)g1(x)h1(x) es
una factorización de f(x) en A[x].

1.27. Extensiones infinitas de Galois

Sea E/k una extensión contenida en k, y sea G su grupo de Galois. Sea
F/k cualquier extensión de k contenida en E. Sea Homk(F,E) el conjunto de
encajes de k-álgebras F → E. Sea i0 la inclusión de F en E. Entonces el grupo
G actúa naturalmente sobre el conjunto Homk(F,E) como sigue: ∀ σ ∈ G, ∀
i ∈ Hom(F,E), sea σ · i = σ ◦ i. Se obtiene que el subgrupo Gal(E/F ) es el
estabilizador del elemento i0 bajo esta acción de G.
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Proposición 1.27.1. Sea E/k una extensión normal. Sea µ : F → E un
homomorfismo de k-álgebras. Entonces existe un automorfismo de k-álgebras
µ : E → E tal que µ|F = µ.

Corolario 1.27.2. Sea F/k una extensión finita de Galois contenida en E, y sea
GF el grupo Gal(F/k). Entonces la restricción natural G→ GF es suprayectiva.

Corolario 1.27.3. La acción de G sobre Homk(F,E) es transitiva.

Se obtiene que el conjunto cociente G/Gal(E/F ) está en biyección con
Homk(F,E). Una extensión separable F/k es finita si y sólo si Homk(F/E)
es un conjunto finito. Cuando F/k es separable entonces Homk(F,E) es un
conjunto finito de orden [F : k].

Lema 1.27.4. Sea E/k cualquier extensión finita de Galois de k en k. Sea
F/k cualquier extensión finita contenida en E. Sea H = Gal(E/F ). Entonces
F = EH .

Por el teorema fundamental de teoŕıa de Galois, existe un biyección entre
los subcampos de una extensión finita de Galois E/k y los subgrupos del grupo
de Galois G de dicha extensión. Pero aún cuando la extensión de Galois E/k
no sea finita, es posible asociarle a un subgrupo H de G el subcampo EH y
asociarle a un subcampo F el subgrupo Gal(E/F ). Pero a diferencia del teorema
fundamental de teoŕıa de Galois, cuando E/k es extensión infinita de Galois, la

asignación H 7→ k
H 7→ Gal(E/EH) puede no ser inyectivo sobre el conjunto de

subgrupos de G. Sin embargo, podemos dotar a G con una topoloǵıa y probar
que existe una biyección entre los subcampos de E y los subgrupos cerrados de
G. En particular, se puede tomar el caso en que k es perfecto y E = k.

Para definir la topoloǵıa mencionada, tomamos cualquier extensión de Galois
E/k de k contenida en k con grupo de Galois G. Sea I el conjunto de todas
las extensiones finitas de Galois de k contenidas en E. Sean M,M ′ ∈ I tal que
M ⊆M ′, y seanGM yGM ′ sus grupos de Galois respectivamente. Consideramos
la restricción natural GM ′ → GM y la denotamos por resM ′,M , y consideramos
el homomorfismo de grupos

ψ : G −→
∏
M∈I

GM

σ 7−→ {σM}M∈I con σM := resE,M (σ)

Entonces ψ es inyectiva, ya que por ser E/k algebraico, un elemento α de E
está contenido en una extensión finita de Galois F/k contenido en E, y si te-
nemos ψ(σ) = Id entonces en particular σF = IdF , es decir, σ|F = IdF y por
tanto σ(α) = α, y se obtiene que σ = IdG.
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Por otro lado, sea S el conjunto de todos los elementos {σM}M∈I en
∏
M∈I GM

tales que ∀M,N ∈ I, se cumple que resM,M∩N (σM ) = resN,M∩N (σN ). Entonces
S es un subgrupo de

∏
M∈I GM y se cumple la siguiente proposición.

Proposición 1.27.5. La imagen de ψ es igual a S.

Identificando a G con ψ(G), podemos darle a G una estructura topológica.
Dotando a cada factor GM con la topoloǵıa discreta, y a

∏
M∈I GM con la

topoloǵıa producto entonces la topoloǵıa de ψ(G) es la inducida por
∏
M∈I GM .

Llamamos a esta topoloǵıa sobre G la topoloǵıa de Krull. Tenemos entonces el
teorema fundamental de teoŕıa de Galois para extensiones infinitas:

Teorema 1.27.6. Sea E/k una extensión de Galois con grupo de Galois G.
Dotamos a G con la topoloǵıa de Krull. Entonces existe una biyección entre
los subcampos de E y los subgrupos cerrados de G. Más precisamente, a un
subgrupo cerrado H de G se le asocia el subcampo F := EH contenido en E,
y a un subcampo F de E se le asocia el subgrupo (cerrado) H := Gal(E/F ).
Entonces, H = Gal(E/EH), y F = EGal(E/F ). El subgrupo cerrado H es normal
en G si y sólo si F/k es una extensión de Galois.

De este teorema se obtienen algunas consecuencias:

Primero, siH yH ′ dos subgrupos cerrados deG entonces EH∩H
′

= EHEH
′ ⊆

E. Para verlo, notamos que del teorema anterior se tiene que EHEH
′

es de la
forma EH

′′
para algún subgrupo cerrado H ′′ de G. Como H y H ′ son cerrados

en G, se obtiene de las inclusiones EH , EH
′ ⊆ EH′′ que H ′′ ⊆ H ∩H ′. Además,

H ∩ H ′ es cerrado, y se puede verificar que EH∩H
′ ⊇ EHEH

′
. Luego, como

H ∩H ′ es cerrado se obtiene que H ′′ ⊇ H ∩H ′ y entonces H ′′ = H ∩H ′.
Segundo, supongamos que E/k es una extensión de Galois con grupo de

Galois G y que H ⊆ G es un subgrupo de ı́ndice finito. Se puede probar que
entonces H es cerrado. Asumiendo este hecho y utilizando el teorema anterior,
se obtiene que H = Gal(E/EH). Como G/H es un conjunto finito en biyección
con Homk(EH , E), se concluye que EH/k es finito de grado |G/H|.

Por último, si G′ cualquier subgrupo entonces un homomorfismo de grupos
ρ : G′ → G puede recuperarse de un conjunto de homomorfismos de grupos
compatibles {ρM : G′ → GM}M∈I utilizando también sistemas proyectivos.

1.28. Ĺımites proyectivos

Definición 1.28.1. Sea I un conjunto con orden parcial ≤. Llamamos a I un
conjunto dirigido si dados i, j ∈ I, existe l ∈ I tal que i ≤ l y j ≤ l.
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El conjunto I de todas las extensiones finitas de Galois de E/k es un ejemplo
de conjunto dirigido, donde M ≤ N si y sólo si M ⊆ N , y si M,N ∈ I entonces
M ·N ∈ I y M,N ≤M ·N .

Definición 1.28.2. Sea I cualquier conjunto dirigido. Sea {Gi}i∈I un conjunto
de grupos. Para todo i ≤ j, sea gji : Gj → Gi un homomorfismo de grupos. Al
conjunto {Gi}i∈I junto con los homomorfismos {gji}i≤j se le llama un sistema
proyectivo si, ∀ l ≤ i ≤ j, se tiene gjl = gil ◦ gji y gii = Id.

Se puede verificar que el sistema de grupos de Galois {GM}M∈I con las
funciones restricción usuales es un sistema proyectivo.

Definición 1.28.3. Sea {Gi}i∈I un sistema proyectivo de grupos. El ĺımite
proyectivo de este sistema es el subgrupo Γ del producto

∏
i∈I Gi definido como

sigue: un elemento λ = (λi)i∈I pertenece a Γ si y sólo si, ∀ i ≤ j, se cumple
gji(λj) = λi.

Se puede verificar que Γ es un grupo. Denotamos a Γ como lim←−(Gi).
Se puede probar que el grupo de Galois Gal(E/k) es isomorfo al ĺımite pro-

yectivo del sistema de grupos de Galois {Gal(M/k)}M∈I (donde k ⊆ M ⊆ E).
Cualquier grupo que sea el ĺımite proyectivo de un sistema de grupos finitos se
le llama un grupo profinito.

Notamos que el ĺımite proyectivo Γ induce ua función natural gi : Γ → Gi,
∀ i ∈ I, donde gi es la restricción a Γ de la proyeción natural

∏
i∈I Gi → Gi.

Ahora, sea {Gi}i∈I un sistema proyectivo de grupos. Si denotamos por
Hom(H,H ′) al conjunto de homomorfismos entre dos grupos arbitrarios H,H ′,
consideramos la siguiente función natural:

Hom(H,Γ) −→
∏
i∈I

Hom(H,Gi)

µ 7−→ gi ◦ µ
Se puede verificar que esta asignación es inyectiva, y no solamente eso sino
también que {Hom(H,Gi)}i∈I es un sistema proyectivo con las funciones hji :
Hom(H,Gj)→ Hom(H,Gi), donde hji(α) := gji ◦ α, ∀ i ≤ j.

Proposición 1.28.4. La imagen del grupo Hom(H,Γ) en
∏
i∈I Hom(H,Gi) es

igual al ĺımite proyectivo del sistema proyectivo de {Hom(H,Gi)}i∈I . Es decir,
Hom(H, lim←−(Gi)) ∼= lim←−(Hom(H,Gi)).

Sean {Hi}i∈I y {Gi}i∈I dos sistemas proyectivos de grupos sobre el mismo
conjunto dirigido y sean hji y gji sus homomorfismos de grupos asociados, res-
pectivamente. Un morfismo entre los sistemas proyectivos {Hi}i∈I y {Gi}i∈I es
un conjunto {fi}i∈I de homomorfismos de grupos fi : Hi → Gi tal que ∀ i ≤ j
se tiene gji ◦ fj = fi ◦ hji
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Proposición 1.28.5. Sea {fi}i∈I un morfismo de sistemas proyectivos.

1. El morfismo {fi}i∈I define un homomorfismo de grupos f : lim←−(Hi) →
lim←−(Gi)

2. Si cada fi es inyectivo (resp. biyectivo) entonces f es inyectivo (resp.
biyectivo).

Observación 1.28.6. Sea J un subconjunto de un conjunto dirigido I tal que el
orden parcial ≤ de I induce una estructura de conjunto dirigido sobre J . Dado un
sistema proyectivo {Gi}i∈I , podemos considerar el sistema proyectivo {Gj}j∈J ,
y sean ΓI y ΓJ sus ĺımites proyectivos respectivos. Entonces la proyección natural∏
i∈I Gi →

∏
j∈J Hj induce un homomorfismo de grupos ΓI → ΓJ .

Si además J cumple que, ∀ i ∈ I, existe j ∈ J tal que i ≤ j entonces decimos
que J es cofinal en I. Por ejemplo, si i0 ∈ I entonces J := {j ∈ I|j ≥ i0} es
cofinal en I. Cuando J es cofinal en I entonces la proyección natural ΓI → ΓJ
es un isomorfismo de grupos.

Proposición 1.28.7. Sea E/k una extensión de Galois con grupo de Galois
G, y sea H ⊂ G un subgrupo de ı́ndice finito. Entonces H = Gal(E/EH). En
particular, la extensión EH/k es finita y |G/H| = [EH : k].
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2. Caṕıtulo II - Propiedades de curvas
completas no singulares

En este caṕıtulo 2 se utilizarán varios de los resultados que revisamos en el
caṕıtulo 1. El objetivo en este caṕıtulo es definir una curva completa no singular
sobre un campo y su función zeta asociada cuando el campo es finito y después
desarrollar los resultados necesarios para probar la racionalidad y la ecuación
funcional de dicha función en el caṕıtulo 3. Algunos de los resultados en este
caṕıtulo serán útiles en el caṕıtulo 4, donde se prueba el teorema de Riemann-
Roch y algunas de sus consecuencias que, como se verá en el caṕıtulo 3, implican
la racionalidad y la ecuación funcional.

2.1. Anillos con cocientes finitos

Definición 2.1.1. Decimos que un dominio de Dedekind A tiene cocientes fi-
nitos si, para cualquier ideal maximal P ∈ Max(A), el campo residual A/P es
un campo finito.

Definición 2.1.2. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Defi-
nimos la norma de un ideal I distinto de cero como la cardinalidad del cociente
A/I, y denotamos a este valor como ||I||A.

Notamos que ||I||A = 1 si y sólo si I = A, y además, que ||I||A puede
ser infinito, Sin embargo, se verá más adelante que este valor es finito cuando
I 6= (0).

Ejemplo 2.1.3. Tenemos que el anillo A = Z tiene cocientes finitos. Entonces,
sea I = (a) cualquier ideal distinto de cero. Tenemos que

||I||A :=|Z/aZ| =|a|

En particular, dado un número real γ, existe únicamente un número finito
de ideales I en Z con ||I||Z ≤ γ. El anillo A = k[x], con k campo finito de q = pr

elementos, tambien tiene coeficientes finitos. Sea I = (g(x)) un ideal distinto de
cero. Entonces

||I||A :=|k[x]/(g(x))| = qdeg(g(x)).

pues k[x]/(g(x)) es un espacio vectorial sobre k de dimensión igual al grado de
g(x). En particular, dado un número real γ, existe únicamente un número finito

de ideales I de k[x] con ||I||k[x] ≤ γ pues existen a lo más q
log(γ)
log(q)

+1 polinomios
en k[x] de grado menor o igual a log(γ)/ log(q).
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Lema 2.1.4. Sea A un dominio de Dedekind. Sea P ∈ Max(A) ideal maximal
de A. Entonces, ∀ n ∈ N, el A-módulo Pn−1/Pn es isomorfo al A-módulo A/P .
En particular, si el conjunto A/P es finito entonces el conjunto A/P r es también
finito, y |A/P r| =|A/P |r.

Demostración. Como A es dominio de Dedekind, podemos elegir un elemento
x ∈ Pn−1 \ Pn (por ser A dominio de Dedekind, tiene la propiedad de factoriza-
ción única en ideales maximales, y por tanto Pn+1 6= Pn ∀ n ≥ 1). Consideramos
el siguiente diagrama

(0) // P //

ϕ′

��

A //

ϕ

��

A/P //

ϕ

��

(0)

(0) // Pn // Pn−1 // Pn−1/Pn // (0)

donde ϕ : A → Pn−1, con a 7→ ax, está bien definida ya que x pertenece
a Pn−1 que es un ideal, y además donde ϕ′ y ϕ son las funciones naturales
inducidas por ϕ (si p ∈ P entonces ϕ′(p) := px, y si a + P ∈ A/P entonces
ϕ(a+P ) := ax+Pn está bien definida pues x ∈ Pn−1 y Pn−1 es un ideal). Nota-
mos que las dos sucesiones horizontales son exactas, y que como A es dominio en-
tonces ϕ es inyectivo pero no suprayectivo, a menos que Pn−1 = (x). Queremos
ver que ϕ es un isomorfismo. Si ocurre que ϕ(a+ P ) = 0 en Pn−1/Pn entonces
ax ∈ Pn, por lo que ordP (a) + ordP (x) ≥ n (de la observación 5.2.19 se obtiene
que ordP (ax) ≥ n, y por otro lado, factorizando a los ideales (a) y (x) y multipli-
cando ambos, obtenemos que (ax) = (a)(x) = (

∏
i P

ni
i )(

∏
j P

nj
j ), y por la unici-

dad de la factorización del ideal (ax), se obtiene que ordP (a)+ordP (x) = ni+nj
(para los ı́ndices i, j tales que Pi = P = Pj), y que ni + nj = ordP (ax) ≥ n), lo
que implica que ordP (a) ≥ 1 (ya que tenemos x /∈ Pn y x ∈ Pn−1, y entonces
por la observación 5.2.19 se tiene ordP (x) = n− 1, es decir, ordP (a) ≥ 1), y por
tanto, de la observación 1.17.7 se obtiene que x ∈ P . Aśı, ϕ es inyectiva. Para ver
que es suprayectiva, de la proposición 1.15.5 basta probar que, ∀ Q ∈ Max(A),
la función ϕQ : (A/P )Q → (Pn−1/Pn)Q es suprayectivo. Consideramos el dia-
grama localizado

(0) // PQ //

ϕ′Q

��

AQ //

ϕQ

��

(A/P )Q //

ϕQ

��

(0)

(0) // (Pn)Q // (Pn−1)Q // (Pn−1/Pn)Q // (0)

Por la proposición 1.15.1 y por tener que las sucesiones horizontales del pri-
mer diagrama son exactas, se tiene que las dos sucesiones horizontales de este
diagrama siguen siendo exactas. Si Q 6= P entonces (Pn)Q = (Pn−1)Q = AQ
(lo cual se obtiene del lema 1.17.2). Por tanto, ϕQ es trivialmente suprayectiva
(y además, notamos que ϕQ no es suprayectiva cuando x ∈ Q (si fuera supra-

yectiva entonces dado a′

s′ ∈ (Pn−1)Q tal que a′ ∈ A \Q, existiŕıa a
s ∈ AQ tal
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que ax
s = a′

s′ , es decir, axs′ = a′s, y si x ∈ Q entonces el primer lado de la
igualdad perteneceŕıa a Q, por ser Q ideal, pero el lado derecho de la igualdad
no pertenece a Q, por ser Q maximal y en particular primo, y esto seŕıa una
contradicción). Si Q = P entonces (Pn−1)Q = (xAQ). Por tanto, la función ϕQ,
y por consiguiente ϕQ, son suprayectivas.

Supongamos ahora que A/P es campo finito. Para ver que A/P r es un
grupo finito, consideramos la siguiente sucesión exacta de grupos abelianos y
procedemos por inducción sobre r:

(0)→ P r−1/P r → A/P r → A/P r−1 → (0)

Como el lema se cumple para r = 1, supongamos que se cumple para r− 1 ≥ 1.
Entonces, por hipótesis de inducción se tiene |A/P r−1| =|A/P |r−1, y como
P r−1/P r es isomorfo a A/P entonces |P r−1/P r| =|A/P | y se obtiene que

|A/P r| = |A/P r−1||P r−1/P r| = |A/P |r−1|A/P | =|A/P |r

(donde la segunda igualdad se obtiene de la hipótesis de inducción y de la
igualdad |P r−1/P r| = |A/P |). Se obtiene entonces el resultado.

Lema 2.1.5. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Entonces la
norma de cualquier ideal no cero de A es finita, y la función || ||A :M(A)→ N
es multiplicativa, donde M(A) es el conjunto de ideales de A.

Demostración. Sea P ∈ Max(A). Por el lema 2.1.4 obtenemos que |A/P r| =
|A/P |r, que es un número finito, por lo que si tomamos cualquier ideal distinto de
cero I entonces es de la forma I = P a11 · · ·P arr , y por el corolario 1.17.13 tenemos
A/I ∼= A/P a11 ×· · ·×A/P arr , y por tanto ||I||A =

∏r
i=1||Pi||

ai
A (*). Se obtiene de

lo anterior que ||I||A es finito. Si I, J son cualesquiera dos ideales de A entonces
I, J y IJ se factorizan en un producto único de potencias de ideales maximales,
por lo que la factorización de I por la factorización de J es igual a la factorización
de IJ , y se obtiene que si IJ es de la forma IJ =

∏r
i=1 P

ai
i entonces se puede

obtener, sin pérdida de generalidad, que I =
∏j
i=1 P

ai
i y J =

∏r
i=j+1 P

ai
i para

algún 1 ≤ j ≤ r, y aplicando (*) se tiene ||IJ ||A =||I||A||J ||A.

Proposición 2.1.6. Sea A dominio de Dedekind con cocientes finitos y K su
campo de fracciones. Sea L/K una extensión finita. Supongamos que la cerra-
dura entera B de A en L es un A-módulo finitamente generado. Entonces B es
un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Más aún, si I ⊂ B es un ideal
no cero entonces ||I||B =||NB/A(I)||A.
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Demostración. Se obtiene del teorema 5.2.11 que B es dominio de Dedekind.
Sea M ∈ Max(B). Sea P := M ∩A. Entonces B/M es un espacio vectorial sobre
A/P (por ser B un A-módulo finitamente generado) de dimensión fM/P . Por
tanto, B/M es un campo finito (A/P es finito por ser A de cocientes finitos), y
se cumple que

||M ||B =|B/M | =|A/P |fM/P =||P fM/P ||A =||NB/A(M)||A

donde la penúltima igualdad se obtiene del lema 2.1.5, y la última igualdad es la
definición de NB/A cuando L/K no es Galois.Como NB/A es multiplicativa (lo
cual se obtiene de la definición de NB/A), obtenemos que para cualquier ideal I
de B, ||I||B =||NB/A(I)||A.

Denotamos ahora por A ya sea a Z o a k[x], donde k es un campo finito,
por L a una extensión finita de grado n del campo de fracciones K de A, y
por B a la cerradura entera de A en L. Supongamos que B es un A-módulo
finitamente generado. Entonces de la proposición 2.1.6 se obtiene que B tiene
cocientes finitos. Tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1.7. Sea λ ∈ R fijo. Entonces existe únicamente un número finito de
ideales B con ||I||B ≤ λ.

Demostración. Como un ideal I ∈ M(B) tiene norma ||I||B = 1 si y sólo si
I = B, y como || ||B es multiplicativa y positiva por el lema 2.1.5, basta
probar que B contiene únicamente un número finito de ideales maximales M
con ||M ||B ≤ λ. Como un ideal maximal de A está contenido únicamente en
un número finito de ideales maximales de B (ya que un ideal maximal P de A
está contenido en un ideal maximal M de B si y sólo si el ideal generado por P
en B está contenido en M , lo cual se obtiene de la observación 1.5.7), y como

||M ||B =||M ∩A||fM/M∩AA ≥ ||M ∩A||A

(donde la igualdad se obtiene de la proposición 2.1.6 y de la definición de NB/A)
es suficiente probar que, dado λ ∈ R, existe únicamente un número finito de
ideales maximales P de A con ||P ||A ≤ λ (pues de lo anterior, se tiene que la
norma de un maximal M de B es igual a la norma del maximal M ∩ A de A
elevado a una cierta potencia, por lo que basta fijarse solamente en la norma
del maximal M ∩A de A), lo cual se cumple para los casos A = Z o A = Fq[x],
por el ejemplo 2.1.3 mencionado antes.
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2.2. Valoraciones y dominios de ideales principales

Definición 2.2.1. Sea R≥0 el conjunto de números reales no negativos . Sea L
cualquier campo. Una función | | : L→ R≥0 se le llama un valor absoluto de L
si satisface:

(i) |x| = 0 si y sólo si x = 0.

(ii) |xy| = |x||y| para todo x, y ∈ L.

(iii) |x+ y| ≤ |x|+ |y| para todo x, y ∈ L.

Definición 2.2.2. Sea L cualquier campo. Una valoración de L es una función
v : L∗ → Z tal que se se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) v(xy) = v(x)+v(y) ∀x, y ∈ L∗ (i.e., v es un homomorfismo de grupos).

(ii) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} ∀x, y ∈ L∗

Extendemos v a L poniendo v(0) := +∞

Sea Ov = {α ∈ L∗|v(α) ≥ 0} yMv := {α ∈ L∗|v(α) > 0}. Se puede verificar
que Ov es un anillo y que Mv es un ideal propio. Notamos que si α ∈ Ov es
invertible en Ov entonces 0 = v(1) = v(αα−1) = v(α) + v(α−1) ⇒ v(α) = 0 y
v(α−1) = 0, y rećıprocamente si α es tal que v(α) = 0 entonces tomando α−1 ∈
L∗ se tiene 0 = v(1) = v(αα−1) = v(α) + v(α−1) ⇒ v(α−1) = 0 ⇒ α−1 ∈ Ov
y por tanto α es invertible en Ov. Aplicando el siguiente lema se obtiene que
Ov es un anillo local cuyo ideal maximal es Mv. Denotamos por kv al campo
residual Ov/Mv.

Lema 2.2.3. Un anillo A es local si y sólo si el complemento en A del conjunto
de unidades A∗ es un ideal de A.

Demostración. Si A es local con ideal maximal M entonces sabemos que A \M
consta de los elementos invertibles en A y su complemento es M , el cual es un
ideal.

Rećıprocamente, si el complemento del conjunto de unidades, digamos J , es
un ideal de A entonces J es un ideal maximal, ya que de lo contrario si hubiera
I ideal de A con J ⊆ I (I 6= J) entonces ∃x ∈ I \ J y por tanto x es invertible,
por lo que 1 ∈ J ⇒ J = A. Por otro lado, si hubiera M maximal distinto de J
entonces debe contener a algún elemento invertible, por lo que 1 ∈M ⇒M = A,
lo cual es contradicción.

Por tanto, A es local con ideal maximal J .

Valoraciones P -ádicas. Sea A un dominio de Dedekind (conmutativo), y
K su campo de fracciones. Sea P ⊂ A un ideal maximal. Asociamos a P una
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valoración suprayectiva vP : K∗ → Z como sigue: si x ∈ A entonces escribimos
el ideal (x) generado por x en A como

(x) =
∏

P∈Max(A)

P ordP (x)

donde Max(A) es el conjunto de ideales maximales de A y ordP (x) ∈ N
⋃
{0}

es el número de veces que aparece P en la factorización (única) del ideal (x).
Notamos que ordP (x) = 0 para todos excepto para un número finito de elemen-
tos P ∈ A, y notamos también que, para cada P fija, el número ordP (x) vaŕıa
dependiendo de cada x. Definimos entonces vP (x) := ordP (x). Si x = a/b ∈ K
con a, b ∈ A entonces definimos

vP (x) := vP (a)− vP (b)

Notamos que vP : K∗ → Z es efectivamente una valoración, ya que si x, y ∈ A
se tiene x = a/b y y = c/d con a, b, c, d ∈ A y entonces

vP (x· y) = vP (
a

b
· c
d

) = vP (
ac

bd
) = vP (ac)− vP (bd) = ordP (ac)− ordP (bd)

Pero por ser A conmutativo, se tiene que (ac) = (a)(c) y por tanto∏
P∈Max(A)

P ordP (ac) = (ac) = (a)(c) =
∏

P∈Max(A)

P ordP (a)
∏

P∈Max(A)

P ordP (c)

y por la unicidad de la factorización se obtiene∏
P∈Max(A)

P ordP (ac) =
∏

P∈Max(A)

P ordP (a)+ordP (c)

⇒ ordP (ac) = ordP (a) + ordP (c)

Análogamente se obtiene ordP (bd) = ordP (b) + ordP (d) y entonces

vP (x· y) = vP (ab ·
c
d ) = vP (acbd ) = vP (ac)− vP (bd)

= ordP (ac)− ordP (bd)
= (ordP (a) + ordP (c))− (ordP (b) + ordP (d))
= (ordP (a)− ordP (b)) + (ordP (c)− ordP (d)) = vP (ab ) + vP ( cd )
= vP (x) + vP (y)

Por otro lado, notamos también que la valoración vP es suprayectiva. Como
P \P 2 es un conjunto no vaćıo (por la factorizacón única de ideales maximales),
se obtiene que vP es suprayectiva, ya que tomando x ∈ P \ P 2 y dado cualquier
n ∈ N, tomamos el ideal (x)n = (xn) y notamos que está contenido en Pn

pero no en Pn+1, y aplicando la observación 5.2.19 se obtiene que vP (xn) = n
(notamos que xn ∈ A), y de aqúı se obtiene la suprayectividad (otra forma de
verlo es notar que, dado P ∈ Max(A) fijo, la localización AP es dominio de
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Dedekind local con un solo ideal maximal PAP , por lo que es un dominio de
ideales principales. Tomando cualquier n ∈ N fijo, se obtiene entonces que existe
x/s ∈ PAP , con x ∈ P , s ∈ S tal que (x/s) = (PAP )n. Factorizando el ideal
(x) =

∏
Q∈Max(A)Q

eQ , notamos que x ∈ P implica que el ideal P (elevado a un

valor positivo eP ) aparece en la factorización de (x). Por tanto, se obtiene que
(x/1) = (PAP )eP , y como (x/1) = (x/s) y AP es dominio de Dedekind entonces
eQ = n. Por tanto, vP (x) = n, y se obtiene entonces que vP es suprayectiva).

Notamos además que vP (x) ≥ 0 si x ∈ A y que vP (x) = 0 si y sólo si x /∈ P
(observación 1.17.7).

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea P ∈ Max(A).
Supongamos que A tiene cocientes finitos. Definimos el valor absoluto estanda-
rizado | |P asociado a vP como:

| |P : K → R≥0

x 7→ |x|P := |A/P |−vP (x), si x 6= 0

y |0|P = 0. La cardinalidad de A/P es una valor finito, pues A tiene cocientes
finitos.

Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea L/K una
extensión finita. Sea B la cerradura de A en L. Supongamos que B es un A-
módulo finitamente generado. Entonces B también es un dominio de Dedekind.
Cada ideal B ∈ Max(B) tiene asociado una valoración vB : L∗ → Z. Cuando
A tiene cocientes finitos entonces también B tiene cocientes finitos. Podemos
asociar de manera similar a lo anterior un valor absoluto || ||B a cada valoración
vB

|| ||B : L→ R≥0

x 7→ || ||B := |B/B|−vB(x), si x 6= 0

y |0|B = 0, es decir, el valor absoluto || ||B es el valor absoluto estandarizado
de L asociado a B. Sin embargo, también podemos definir el siguiente valor
absoluto: Sea P := B ∩A y PB =

∏
B|PB BeB/P . Definimos

| |B : L→ R ≥ 0

x 7→ | |B := |A/P |−vB(x)/eB/P , si x 6= 0

0 7→ 0

Observación 2.2.4. El valor absoluto | |B de L extiende al valor absoluto | |P
de K, es decir, para todo x ∈ K se cumple |x|B = |x|P . Para verlo, notamos que
si x ∈ L entonces vB(x) = eB/P vP (x) (5.2.16). Por tanto, de las definiciones
se obtiene la observación. Notamos también que

|| ||B = (| |B)eB/P fB/P

(de la demostración de la proposición 2.1.6 se obtiene que |B/B| = |A/P |fB/P ).
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Denotamos por nB/P al producto eB/P · fB/P . Tenemos entonces:

Lema 2.2.5. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
L/K una extensión finita de grado n. Sea B la cerradura entera de A en L.
Supongamos que B es un A-módulo finitamente generado. Entonces

(i)
∑
B|PB nB/P = n = [L : K].

(ii) Sea x ∈ B. Entonces vP (NL/K(x)) =
∑
B|PB fB/P vB(x).

(iii) Supongamos que A tiene cocientes finitos. Sea | |P el valor abso-
luto estandarizado asociado a P ∈ Max(A). Entonces |NL/K(x)|P =∏
B|PB(|x|nB/PB )

Demostración. La primera parte es en realidad el teorema 1.18.4.
Para la parte (ii), notamos que podemos escribir

(xB) =
∏

P∈Max(A)

(
∏
B|PB

BvB(x))

Por definición, NB/A(xB) =
∏
P∈Max(A) P

∑
B|PB fB/P vB(x). Como NB/A(xB) =

NL/K(x)A (proposición 1.25.8), se obtiene la parte (ii). Para la parte (iii), no-
tamos que por ser los valores absolutos y la función norma ambos funciones
multiplicativas, basta ver el caso en que x ∈ B. Usando la factorización de
(xB), la proposición 1.25.8 y la parte (ii) ya probada, se obtiene que∏
B|PB

|x|nB/PB = |A/P |−
∑
B|PB fB/P vB(x) = |A/P |−vP (NL/K(x)) = |NL/K(x)|P

obteniéndose lo que se buscaba.

La función grado deg : k[x] \ {0} → N, con f(x) 7→ deg(f(x)), puede exten-
derse a una función sobre k(x) \ {0} como sigue:

Si r(x) = p(x)/q(x), p(x), q(x) ∈ k[x] entonces deg(r(x)) := deg(p(x)) −
deg(q(x)). Notamos que

deg(f · g) = deg(f) + deg(g)

deg(f + g) ≤ max(deg(f),deg(g))

Se puede definir entonces una nueva valoración

v∞ : k(x)→ Z \ {0}

f 7→ −deg(f)
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Observación 2.2.6. Las valoraciones suprayectivas vP , P ∈ Max(k[x]), y v∞,
son todas distintas. Para verlo, sea f(x) ∈ k[x] un polinomio irreducible que
genera al ideal maximal P . Se obtiene entonces que

vP (f) = 1

v∞(f) = −deg(f) < 0

vQ(f) = 0 si Q ∈ Max(k[x]) y Q 6= P

Cuando k es un campo finito con q elementos, asociamos a la valoración v∞
de k(x) el valor absoluto definido como

|f(x)|∞ := q−v∞(f) = qdeg(f)

Lema 2.2.7. Sea k cualquier campo. La valoración v∞ de k(x) es igual a la
valoración vP de k(x) asociada al ideal maximal P := (1/x)k[1/x] de k[1/x].

Demostración. Consideramos la inclusión k[1/x] ⊂ k(1/x) = k(x). El anillo
k[1/x] es un dominio de ideales principales con campo de fracciones k(x). Sea

f(x) =
∑deg(f)
i=0 aix

i, con adeg(f) 6= 0, cualquier elemento de k[x]. Como k(x) es
el campo de fracciones de k[1/x], podemos escribir f(x) como un cociente de la
forma g(1/x)/h(1/x), con g(1/x), h(1/x) ∈ k[1/x], como sigue. Escribimos

f(x) = (
1

x
)−deg(f)(

deg(f)∑
i=0

ai
1

xdeg(f)−i ) =

adeg(f) + adeg(f)−1( 1
x ) + · · ·+ a0( 1

x )deg(f)

( 1
x )deg(f)

Notamos que el elemento adeg(f) +adeg(f)−1( 1
x )+ · · ·+a0( 1

x )deg(f) no es divisible
por 1/x en el dominio de ideales principales k[1/x]. Por tanto, se obtiene de la
definición de la valoración P -ádica vP asociada a P := (1/x) que

vP (f(x)) := ordP (f(x)) = 0− ordP ((1/x)deg(f)) = −deg(f).

Por tanto, vP = v∞. Para mostrar que | |∞ = | |P , notamos que k[1/x]/P ∼= k.
Se obtiene entonces que si |k| = q, |f |P := q−vP (f) = |f |∞.

Teorema 2.2.8. Sea K cualquier campo. Sea v : K∗ → Z una valoración no
trivial. Entonces Ov es un dominio de ideales principales local, la función v
está determinada de manera única por el valor v(π), donde π es un generador
de Mv, y la función v 7→ Ov, del conjunto de valoraciones suprayectivas de K
al conjunto de dominios de ideales principales locales contenidos en K y con
campo de fracciones K, es una biyección.
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Demostración. Sea π un elemento de Mv tal que v(π) es igual al mı́nimo valor
positivo que toma v. Sea α ∈ Ov. Si α no es unidad (por tanto v(α) > 0)
entonces v(α) es múltiplo de v(π), ya que de lo contrario se tendŕıa v(α) =
mv(π) + r, con 0 < r < v(π) ⇒ v(απ−m) = r < v(π), por lo que απ−m ∈ Mv,
contradiciendo que v(π) es el mı́nimo valor posible. Luego, tenemos v(α) =
mv(π) ⇒ v(απ−m) = 0, por lo que απ−m es unidad en Ov. Se obtiene entonces
que cada elemento de Ov se puede escribir como el producto de una unidad
en Ov y una potencia de π, y por tanto π genera a Mv. Notamos que si α ∈
Ov con α = uπm = u′πn, con u, u′ unidades en Ov entonces se obtiene que
v(u) + mv(π) = v(u′) + nv(π), y como v(u) = v(u′) = 0 entonces se obtiene
m = n, luego uπm = u′πm ⇒ u = u′, por tanto α se escribe de manera única
como el producto de una unidad y una potencia de π.

De manera similar se puede ver que cualquier otro ideal I ⊆ Ov está generado
por un elemento de Ov. Para esto, notamos que si α ∈ I entonces v(α) ≥ 0, por
lo que v(α) > 0 (si ocurriera v(α) = 0 entonces α seŕıa invertible en Ov, por lo
que I = Ov), y entonces es de la forma α = uπn, para algún n ∈ N, u ∈ Ov
invertible en Ov. Tomando n0 el mı́nimo de los enteros positivos n, se obtiene
que πn0 genera a I. Entonces Ov es de ideales principales.

Además, cada elemento de K es el producto de una unidad y una potencia de
π, posiblemente negativa (pues si x ∈ K entonces es un cociente a

b con a, b ∈ Ov,
y además a y b son ambos el producto único de una unidad y una potencia del
generador deMv). De esto, y del hecho que la valoración de una unidad es igual
a cero, se obtiene que la valoración v está determinada de manera única por el
valor v(π).

Veamos ahora que la función v 7→ Ov es inyectiva. Sean v1 y v2 dos valora-
ciones suprayectivas de K. Si Ov1 = Ov2 entonces Mv1 = Mv2 es un ideal
principal. Sea π un generador. Como v1 y v2 son suprayectivas, se obtiene
v1(π) = v2(π) = 1, y como los valores v1(π) y v2(π) determinan de manera
única las valoraciones v1 y v2, se concluye que v1 = v2.

Ahora veamos que v 7→ Ov es suprayectiva. Sea O un dominio de ideales
principales local con campo de fracciones K. SeaM su ideal maximal. Sea π un
generador deM. Cada elemento x ∈ K∗ puede ser escrito de manera única como
un producto x = uπs, con u ∈ O∗, s ∈ Z (si tenemos x = uπs = vπt entonces,
por ser u, v unidades, se obtiene πs = πt, y entonces s = t. Se obtiene que
u = v.). Tomando la valoración M-ádica vM : K∗ → Z se tiene x ∈ OvM ⇔
vM(x) ≥ 0 ⇔ vM(u) + svM(π) ≥ 0 ⇔ s ≥ 0 (lo último pues vM(u) = 0 y
vM(π) = 1, ya que vM es sobre), y luego x = uπs, s ≥ 0 ⇔ x ∈ O (pues si
x = uπs, s ≥ 0 entonces por ser π generador de M y u ∈ O, se obtiene que
x ∈ O. Rećıprocamente, si x = uπs ∈ O, notamos que π no es invertible en O, ya
que genera a M, y entonces si se tuviera s < 0, obtendŕıamos u = xπ−s ∈ M,
pero u es invertible en O, y se tendŕıa entonces M = O, una contradicción.
Entonces, s ≥ 0). EntoncesOvM = O, y por tanto la función es suprayectiva.

Observación 2.2.9. Sea v : K∗ → Z cualquier valoración. Sea n ∈ N. Sea
nv : K∗ → Z tal que (nv)(x) = nv(x). Entonces Ov = Onv y Mv = Mnv.
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Ahora, sea v : K∗ → Z cualquier valoración no trivial. Entonces existe un único
entero positivo ev tal que la función v/ev : K∗ → Z, con x 7→ v(x)/ev, es
una valoración suprayectiva. Basta tomar ev := min{v(x)|x ∈Mv}. Entonces
v(K∗) = evZ.

Teorema 2.2.10. Sea A un cualquier dominio de dimensión 1 con campo de
fracciones K. Entonces la función v 7→ Mv ∩A entre el conjunto de valora-
ciones suprayectivas de K con v(A) ≥ 0 y Max(A) está bien definida. Si A es
un dominio de Dedekind entonces esta función es biyectiva, es decir, cada ideal
maximal M ⊆ A define una valoración suprayectiva vM de K (la valoración M -
ádica) tal que vM (A) ≥ 0, y M 7→ vM es el inverso de la función v 7→ Mv ∩A.
Además, ∩{v|v(A)≥0}Ov = A. Más aún, kvM := OvM /MvM

∼= A/M .

Demostración. Como v(A) ≥ 0, se tiene A ⊆ Ov. Sea M := A ∩ Mv. Cada
elemento de A \ M es invertible en Ov, pues si x ∈ A \M ⇒ x ∈ A ⊆ Ov,
x /∈Mv ∩A⇒ v(x) = 0, y entonces x es invertible en Ov. Tomando la inclusión
i : A \M → Ov y por ser j : A → AM , a 7→ a

1 inyectivo (ya que A es dominio)
entonces la propiedad universal de anillos de fracciones nos dice que existe una
única g′ : AM → Ov con i = g′ ◦ j, por lo que g′ es inyectiva y AM ⊆ Ov.
Como A tiene dimensión 1 entonces M = (0) o M es un ideal maximal de A.
Si M = (0) entonces AM = K ⇒ Ov = K, lo cual no es posible pues v es una
valoración suprayectiva. Entonces M ∈ Max(A).

Supongamos que A es un dominio de Dedekind. Tomamos la valoración vM .
La función M 7→ vM es inyectiva, pues en general si P y Q son dos ideales
maximales distintos de A, tomamos x ∈ P \ P ∩Q, y entonces x ∈ P y x /∈ Q,
por lo que x ∈ P ⇔ vP (x) := ordP (x) > 0 (observación 1.17.7), y x /∈ Q ⇔
vQ(x) = ordQ(x) = 0 (observación 1.17.7) entonces se obtiene que vP 6= vQ.

Para ver la suprayectividad de la función M 7→ vM , basta probar que, dado
v con v(A) ≥ 0, existe un ideal primo M de A tal que AM = Ov, ya que
el teorema 2.2.8 implica entonces que v = vM (aplicamos el lema 5.2.14 para
obtener AM = OvM , por lo que Ov = OvM , y del teorema 2.2.8 se obtiene
v = vM ). Sea v una valoración de K tal que v(A) ≥ 0. Tenemos A ⊆ Ov.
Sea M = Mv ∩ A. Análogamente a lo que se hizo antes, encontramos que
M ∈ Max(A), y que AM ⊆ Ov. Como AM es un dominio de ideales principales
local (pues A dominio de Dedekind implica que AM también es de Dedekind, y
como tiene un número finito de ideales maximales (pues AM es local) entonces
aplicamos la proposición 1.17.15) entonces del lema 1.14.6 se tiene AM = Ov
(notamos que se cumple MAM ⊆Mv, ya que M = Mv ∩A y j es inyectivo, por
lo que efectivamente podemos aplicar el lema). Por tanto, la función M 7→ vM
es biyección.

Por la proposición 1.15.7 se prueba que A = ∩M∈Max(A)AM , y por la bi-
yección M 7→ vM y por todo lo anterior, se obtiene que ∩M∈Max(A)AM =
∩{v|v(A)≥0}Ov. Del lema 1.18.5 se tiene que kv ∼= A/M si v = vM , donde además
se tiene A/M ∼= AM/MAM .

70



2.3. Curvas completas no singulares

Definición 2.3.1. Sea L/k una extensión finita. Denotamos por V(L/k) al
conjunto de valoraciones suprayectivas de L triviales en k, es decir, al conjunto
de funciones suprayectivas v : L∗ → Z con v(k∗) = 0.

Definición 2.3.2. Un campo de funciones L/k es una extensión L/k que tiene
grado de trascendencia 1 sobre k (es decir, ∃x ∈ L tal que L/k(x) es una exten-
sión finita (con k(x) el menor subcampo de L que contiene a k y a x) y k(x)
es isomorfo como k-álgebra al campo de funciones racionales en una variable
sobre k), y tal que k es algebraicamente cerrado en L (es decir, el conjunto de
elementos en L algebraicos sobre k es igual a k precisamente).

Definición 2.3.3. Sea k cualquier campo. Una curva completa no singular
X/k sobre k es una pareja (X, k(X)/k) que consiste de un campo de funciones
k(X)/k, y un conjunto X que está en correspondencia biyectiva con V(k(X)/k).

Notamos que a cada punto P ∈ X le corresponde una valoración vP , y por
tanto un anillo de ideales principales local OP := OvP con ideal maximal MP .
Llamamos al campo k(X) el campo de funciones racionales sobre X. Al anillo
OP se le llama el anillo de funciones racionales definidas en P , y a un elemento
de él se le llama una función sobre X definida en P . Un elemento α ∈ OP tiene
un cero en P si α ∈ MP , y vP (α) es el orden de dicho cero. Si α ∈ OP \MP

entonces α tiene un polo en P , y su orden se define como |vP (α)|. El dominio
de α ∈ k(X) es el conjunto de puntos P en X tales que α ∈ OP . Si U ⊆ X
entonces consideraremos el anillo OX(U) :=

⋂
P∈U OP , y lo llamamos el anillo

de funciones sobre X definidas en todos lados sobre U .
Podemos dotar a X con la topoloǵıa de Zariski, donde un subconjunto C es

cerrado si y sólo si C es vaćıo, o igual a X, o un conjunto finito de puntos.

Definición 2.3.4. Un abierto U de X se llama af́ın si el anillo OX(U) es
una k-álgebra finitamente generada y un dominio de Dedekind, y si la función
U → Max(OX(U)) con P 7→ MP ∩ OX(U) está bien definida y es biyectiva.

Notamos que cualquier extensión L/k de grado de trascendencia 1 sobre k
define una curva completa no singular, donde tomamos X = V(L/k), y donde
cada punto P de X es una valoración vP (la valoración P -ádica).

Definición 2.3.5. Una ĺınea proyectiva sobre k es una curva completa no sin-
gular P1/k tal que el campo de funciones k(P1)/k es isomorfo como k-álgebra
al campo de funciones racionales en una variable.

Sea P1/k la ĺınea proyectiva asociada al campo de funciones k(x)/k. Deno-
tamos por ∞ al punto de P1/k correspondiente a la valoración v∞.
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Proposición 2.3.6. Sea k cualquier campo. Sea P1/k la ĺınea proyectiva aso-
ciada al campo de funciones k(x)/k. Entonces

P1 = {vg(x) | g(x) ∈ k[x], irreducible y monico} t {v∞}

Demostración. Sea v ∈ V(k(x)/k). Supongamos que x ∈ Ov. Entonces k[x] ⊆
Ov, por lo que v(k[x]) ≥ 0. Aplicando el lema 5.2.13 debe existir un maximal
M en k[x] tal que k[x]M = Ov. Como k[x] es de ideales principales cuyos
generadores son polinomios irreducibles entonces M está generado por algún
polinomio irreducible g(x), y se obtiene que v(g(x)) = v, es decir, vg(x) = v.
Supongamos que x /∈ Ov. Entonces v(x) < 0, por lo que v(1/x) > 0 y se tiene
1/x ∈Mv (en particular, k[1/x] ⊆ Ov). Notamos entonces que 1/x pertenece a
Mv∩k[1/x], el cual es un ideal principal en k[1/x], el cual está generado por algún
polinomio irreducible (no constante) f ′(1/x). Por tanto, 1/x = f ′(1/x)r(1/x),
para algún r(1/x) ∈ k[1/x]. Se obtiene entonces que f ′(1/x) = s · 1/x, con
s ∈ k∗, y r(1/x) ∈ k∗. Por tanto, Mv ∩ k[1/x] = P := (1/x)k[1/x]. Aplicando el
lema 5.2.13 (donde tomamos A igual al dominio de Dedekind k[1/x]), se obtiene
que v = vP , y aplicando el lema 2.2.7 se obtiene que vP = v∞, y se obtiene el
resultado.

Lema 2.3.7. Sea X/k una curva completa no singular asociada a una extensión
k(X)/k de grado de trascendencia 1. Sea x ∈ k(X). Sea U el dominio de x
(i.e., el conjunto de puntos P en X tales que x ∈ OP ) y U ′ el dominio de 1/x.
Entonces X = U ∪ U ′.

Demostración. Sea P ∈ X. Por el lema 1.14.5 se tiene que el dominio de ideales
principales local OP contiene a x o a 1/x. Se obtiene entonces que P ∈ U ∪
U ′.

Observación 2.3.8. Sea P1/k como en la proposición 2.3.6. Entonces el do-
minio U de x es igual a P1 \ {∞}, y OP1(U) = k[x]. Para lo primero, basta
notar que cada punto en P1 \{∞} tiene asociado una valoración P -ádica, donde
P := (g(x)) es un ideal maximal en k[x] generado por un polinomio irreducible
g(x) ∈ k[x], y además que el ideal maximal (x) está contenido en k[x], por lo
que en su factorización aparecerá cada ideal maximal P elevado a algún entero
aP ≥ 0, donde aP = 0 para todos excepto para un número finito de ideales ma-
ximales P , y de la definición de vP , se obtiene que vP (x) ≥ 0. Para lo segundo,
basta aplicar el teorema 2.3.9.

72



Teorema 2.3.9. Sea X/k una curva completa no singular asociada a una ex-
tensión k(X)/k de grado de trascendencia 1. Sea x ∈ k(X) tal que k(X)/k(x) es
una extensión finita. Sea U el dominio de x . Entonces U es un abierto af́ın de
X, y OX(U) es la cerradura entera de k[x] en k(X) (con k[x] el menor subanillo
contenido en k(X) que contiene a k y a x) . El complemento de U en X es el
conjunto de puntos P tal que OP ⊃ k[1/x](1/x).

Demostración. Sea P ∈ U . Entonces x ∈ OP . Como k ⊆ OP entonces k[x] ⊆
OP . Tenemos que k(X)/k(x) es finita y por tanto es extensión algebraica. Como
k(X) contiene a un elemento que no es algebraico sobre k (por ser de grado de
trascendencia 1, existe un elemento y ∈ k(X) tal que k(X)/k(y) es extensión
finita y k(y) es isomorfo como k-álgebras al campo de funciones racionales en
una variable), se obtiene que x no es algebraico sobre k (si se tuviera x algebraico
sobre k entonces k(x)/k es extensión finita y por tanto k(X)/k seŕıa extensión
finita, lo cual implica que k(y)/k es finita y por tanto que y es algebraica sobre k,
una contradicción). Como x no es algebraico sobre k entonces k[x] ⊂ k(X) es un
anillo de polinomios. Sea B la cerradura entera de k[x] en k(X). Como tenemos
una biyección entre las valoraciones suprayectivas v de k(X) y los dominios de
ideales principales locales Ov cuyo campo de fracciones es k(X) mediante v 7→
Ov (teorema 2.2.8) entonces OP (que es dominio de ideales principales) tiene a
k(X) como campo de fracciones, y como OP es dominio de ideales principales
entonces es dominio de Dedekind, y por tanto es enteramente cerrado en k(X).
Luego, como la cerradura entera respeta contenciones entonces k[x] ⊆ OP ⇒
B ⊆ OP . Aplicando la proposición 5.1.4 obtenemos que B es un k[x]-módulo
finitamente generado, y por tanto, también es un dominio de Dedekind (teorema
5.2.11). En particular, B es una k-álgebra finitamente generada. Además, por
ser B un dominio de Dedekind, del teorema 2.2.8, se tiene una biyección entre
U y Max(B) y además OX(U) = B.

Aśı, sólo resta mostrar que U es abierto en X. Como B es dominio de
Dedekind entonces U no es vaćıo (B = ∩P∈UOP ). Sea P0 ∈ X \ U . Enton-
ces x /∈ OP0

⇒ vP0
(x) < 0 ⇒ vP0

(1/x) > 0. Veamos que esto implica que
OP0

⊇ k[1/x](1/x). Tenemos que vP0
(1/x) > 0 ⇔ 1

x ∈ OP0
⇒ k[1/x] ⊆ OP0

(pues k∗ ⊆ OP0
), con k[1/x] un anillo de polinomios (1/x no es algebraico sobre

k ya que x no lo es). Tomando la inclusión i : k[1/x] → OP0 , y como k[1/x]
es anillo de polinomios entonces es dominio de ideales principales (en particu-
lar, es dominio), por lo que se tiene que j : k[1/x] → k[1/x](1/x), m 7→ m

1 es
inyectivo, y como k[1/x] \ (1/x) = k es invertible en OP0

(vP0
(k∗) = 0) en-

tonces por la propiedad universal de anillos de fracciones (proposición 1.12.4)
se tiene que ∃g′ : k[1/x](1/x) → OP0

tal que i = g′ ◦ j ⇒ g′ es inyectiva, por
lo que k[1/x](1/x) ↪→ OP0 , y por tanto k[1/x](1/x) ⊆ OP0 . Rećıprocamente, si
P0 ∈ X es tal que k[1/x](1/x) ⊆ OP0 , la inclusión k[1/x] ↪→ k[1/x](1/x) implica
que vP0

(1/x) ≥ 0. Si ocurriera la igualdad entonces se tendŕıa vP0
(x) = 0, por

lo que x, 1/x ∈ OP0
, y por tanto, se tendŕıa que (1/x) = OP0

, lo cual es una
contradicción pues (1/x) ⊂ k[1/x]. Por tanto, vP0

(1/x) > 0 y se obtiene que
x /∈ OP0 , y P0 ∈ X \ U .
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Ahora, sea C la cerradura entera de k[1/x](1/x) en k(X). De nuevo por la
proposición 5.1.4 se tiene que C es un dominio de Dedekind, con k(X) campo
de fracciones de C (para ver esto, notamos primero que por ser k[1/x] dominio
de Dedekind entonces su localización también es dominio de Dedekind. Además,
como k[1/x] ⊆ k[1/x](1/x) ⊆ k(x) entonces el campo de fracciones de k[1/x](1/x)

es k(x), y la extensión k(X)/k(x) es finita, por hipótesis. Aplicando la proposi-
ción 1.2.15 se obtiene que el resultado), y luego por el teorema 2.2.10 tenemos
una correspondencia biyectiva entre los elementos de Max(C) y las valoraciones
suprayectivas vP de k(X) con vP (C) ≥ 0. Además, k[1/x](1/x) ⊆ OP0

y al ser
OP0

dominio de ideales principales, y por ende dominio de Dedekind entonces
es enteramente cerrado, y como la cerradura entera respeta contenciones, se ob-
tiene C ⊆ OP0 , y por tanto vP0(C) ≥ 0. Aśı, vP0 (que corresponde a P0) tiene
asociado un ideal maximal de C. Por tanto, cada punto P0 perteneciente a X \U
tiene asociado un ideal maximal de C. Por otro lado, como k[1/x](1/x) es anillo
local entonces C tiene un número finito de ideales maximales (de lo contrario,
habŕıa un número infinito de ideales M ∈ Max(C), y por la observación 1.5.7 se
obtiene que M ∩A = P := ( 1

x )k[1/x](1/x), lo cual implica que PC ⊆M , y esto
para un número infinito de maximales M ∈ Max(C), pero por otro lado por ser
C dominio de Dedekind, se tiene la factorización única de PC es un producto
finito de ideales maximales PC = Me1

1 · · ·Mes
s , y de la observación 1.17.7 se

tendŕıa una contradicción). Aśı, como C tiene un número finito de ideales ma-
ximales entonces X \ U es igual a un número finito de puntos (y en particular,
si B1, . . . ,Bs son los ideales maximales de C entonces X \U es igual al conjunto
de puntos asociados a las valoraciones Bi-ádicas {vB1 , . . . , vBs}).

Corolario 2.3.10. Una curva completa no singular X/k es la unión de dos
subconjuntos abiertos afines.

Demostración. Sea x como en el teorema 2.3.9. Entonces los dominios de x y 1/x
son abiertos afines, donde notamos que k(x) = k(1/x) y por tanto k(X)/k(x)
es extensión finita, y del teorema se obtiene que el dominio U ′ de 1/x también
es abierto af́ın. Por el lema 2.3.7 se obtiene que los abiertos afines U y U ′ de x
y 1/x, respectivamente, cubren a X.

Corolario 2.3.11. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extensión finita.
Sean B y B′ las cerraduras enteras de k[x] y k[1/x] en L, respectivamente. Sea
(1/x)B′ =

∏s
i=1 B

ei
i . Entonces

V(L/k) = {vB | B ∈ Max(B)} t {vB1
, . . . , vBs}

Demostración. Sean U y U ′ los dominios en X de x y 1/x. Tenemos X = U∪U ′.
Del teorema 2.3.9 se obtiene que B = OX(U) y que hay una biyección entre
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los puntos de U y los maximales de B (es decir, entre los puntos de U y las
valoraciones B-ádicas de L). Además, del mismo teorema 2.3.9 se obtiene que el
complemento de U son todos los puntos P tales que OP ⊇ k[1/x](1/x) (en parti-
cular, OP ⊇ (1/x)), y además notamos que todos estos puntos estn contenidos
en U ′, y por el teorema 2.3.9 se obtiene que cada uno corresponde a un ideal ma-
ximal de B′ (pues los puntos de U ′ están en biyección con los ideales maximales
de B′ = OX(U ′)). Sea Bi el ideal maximal de B′ correspondiente a un punto
perteneciente a X \U . Entonces OvBi ⊇ k[1/x](1/x). Queremos ver entonces que

Bi ⊇ 1
xB
′ (notamos que de la conmutatividad se obtiene que (1/x)B′ = 1

xB
′),

pues implicaŕıa que Bi aparece en la factorización de (1/x)B′ en ideales ma-
ximales de B′. Como k[1/x] ↪→ k[1/x](1/x) entonces vBi(1/x) ≥ 0. No podŕıa
ocurrir la igualdad, pues eso implicaŕıa que vBi(x) = 0, por lo que x, 1/x ∈ OvBi ,
y entonces (1/x) = OvBi , lo cual no es posible pues (1/x) ⊂ k[1/x]. Por tanto,
vBi(1/x) > 0 y 1/x ∈ MvBi

. Del teorema 2.3.9 y su demostración se obtiene
que MvBi

∩ B′ = Bi, y como 1/x ∈ k[1/x] ⊆ B′ y Bi es un ideal maximal

en B′ entonces se obtiene 1
xB
′ ⊆ Bi. Rećıprocamente, si un ideal maximal Bi

de B′ aparece en la factorización de (1/x)B′ entonces en particular contiene al
elemento 1/x. Como vBi es la valoración Bi-ádica entonces vBi(B′) ≥ 0, por lo
que vBi(1/x) ≥ 0, y obtenemos como antes que vBi(1/x) > 0. Aśı, vBi(x) < 0, y
por tanto vBi corresponde a un punto en X \U . Se obtiene aśı el resultado.

Corolario 2.3.12. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extensión finita.
Sea v ∈ V(L/k). Entonces el grado [kv : k] es finito.

Demostración. Notamos que el corolario se cumple en el caso L = k(x) (se
obtiene kv := Ov/Mv = k). Sean B y B′ las cerraduras enteras de k[x] y k[1/x]
en L, respectivamente. Por el corolario 2.3.11 basta probar el caso en que v es
la valoración B-ádica asociada a algún maximal B ∈ Max(B) (y análogamente,
para el caso Bi ∈ Max(B′), i = 1, . . . , s, del corolario 2.3.11). Sea P := B ∩
k[x]. Notamos que la dimensión de k[x]/P es finita sobre k (igual al grado del
polinomio mónico e irreducible que genera al ideal maximal P ). Por tanto, resta
ver que fB/P es finita ya que por ser L el campo de fracciones de B y del teorema
2.2.10 se tendŕıa entonces

[kv : k] = [Ov/Mv : k] = [B/B : k] = [B/B : k[x]/P ][k[x]/P : k]

El entero fB/P es finito cuando B es un k[x]-módulo finitamente generado.
Cuando L/k(x) es separable entonces del teorema 1.4.6, se obtiene que B es
un k[x]-módulo finitamente generado. Sin embargo, la proposición 5.1.4 asegura
que B siempre es un k[x]-módulo finitamente generado.

Observación 2.3.13. Sea X/k una curva completa no singular. Sea P ∈ X.
Del corolario 2.3.12 se obtiene que la composición k ⊂ OP → OP /MP es un
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isomorfismo. Identificamos el cociente OP /MP con el campo k utilizando el
inverso de este isomorfismo. Dado α ∈ k(X) definido en P , llamamos el valor
de la función α en P , denotado por α(P ), al elemento de k correspondiente a
la clase de α módulo MP .
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2.4. Campos de funciones 1

Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irreducible. Tomando Cf := k[x, y]/(f), deno-
tamos por k(Zf ) al campo de fracciones de Cf .

Definición 2.4.1. Sea L/k una extensión de campos. Decimos que k es alge-
braicamente cerrado en L si los únicos elementos de L algebraicos sobre k son
los elementos de k mismo.

Notamos que si k es un campo algebraicamente cerrado entonces k es alge-
braicamente cerrado en L para cualquier extensión L/k.

Sea k(x) el campo de funciones racionales sobre k. Entonces k es algebrai-
camente cerrado en k(x), ya que si f, g ∈ k[x] son tales que f/g es algebraico
sobre k entonces se cumple an(f/g)n+an−1(f/g)n+ . . .+a1(f/g) + a0 = 0 para
algunos ai ∈ k. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f, g no tienen
factores en común, y entonces anf

n+ . . .+a1fg
n−1 + a0g

n = 0 y se obtiene que
f | g y g | f , y por tanto f/g ∈ k.

Lema 2.4.2. Sea f ∈ k[x, y].

i) Supongamos que f = gh en k̄[x, y], con g ∈ k[x, y]. Entonces h ∈ k[x, y].

ii) Supongamos que f es divisible por un polinomio irreducible g en k̄[x, y],
y supongamos que g tiene al menos un coeficiente en k. Sea E la extensión
de k generado por los coeficientes de g.

a) Si ocurre que E/k es separable, y {σ1, σ2, . . . , σn} son representan-
tes de las clases Gal(k̄/k)/Gal(k̄/E) entonces

∏n
i=1 σi(g(x, y)) pertenece

a k[x, y] y divide a f(x, y).

b) Si E/k es puramente inseparable de grado pe, y si r ≥ 1 es el entero
más chico tal que gp

r ∈ k[x, y] (de la definición de puramente inseparable
se tiene r ≤ e) entonces gp

r

es irreducible en k[x, y] y divide a f .

Demostración. i) Tenemos que h = f/g ∈ k(x, y), y entonces h ∈ k(x, y) ⊆ k̄(x, y)
y h ∈ k̄[x, y]. Se obtiene entonces que h ∈ k[x, y].

ii) a) Como f ∈ k[x, y], tenemos que σi(g) divide a f para toda 1 ≤ i ≤ n.
Además, σi 6= σj si i 6= j, ya que E es el generado por los coeficientes de g y si
ocurriera σi(g) = σj(g) entonces (σi ◦σ−1

j )(E) = E y por tanto σi y σj estaŕıan
en la misma clase, contradiciendo la hipótesis. Además, como g tiene al menos
un coeficiente en k se obtiene que σi no puede ser un múltiplo constante de αj si
i 6= j (pues σi, σj fijan a dicho elemento en k). Aśı, se obtiene

∏n
i=1 σi(g) divide

a f .
b) Sea E/k puramente inseparable. Sea r el menor entero positivo tal que

αp
r ∈ k para todos los coeficientes α de g. Entonces gp

r ∈ k[x, y] es irreducible,
ya que los únicos factores de gp

r

son de la forma gi con i ≤ pr, y ninguno de
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estos factores pertenece a k[x, y] si i < pr. Sea h un factor irreducible de g
(en k[x, y]) divisible por g en k̄[x, y]. Entonces gp

r

divide a hp
r

. Como gp
r

es
irreducible en k[x, y], se obtiene que gp

r

divide a h, y por tanto divide a f .

Proposición 2.4.3. Sea k cualquier campo. Sea f ∈ k[x, y] irreducible. Supon-
gamos que g ∈ k̄[x, y] es irreducible y divide a f , y supongamos que al menos
uno de los coeficientes de g pertenece a k. Sea E el campo que se obtiene adjun-
tando a k los coeficientes de g, y sea E0 ⊆ E el subcampo maximal de E que es
separable sobre k. Entonces:

i) El campo k(Zf ) contiene un subcampo isomorfo a E0, es decir, existe
un homomorfismo de campos ϕ : E0 → k(Zf ) tal que ϕ|k = Id|k

ii) Si existe un coeficiente γ de g tal que E = E0(γ) entonces k(Zf )
contiene un subcampo isomorfo a E.

Demostración. Supongamos primero que E/k es separable, es decir, E = E0.
Sea {σ1, . . . , σn} el conjunto de representantes de Gal(k̄/k)/Gal(k̄/E). Del lema
2.4.2, inciso ii), subinciso a) se obtiene que f = c

∏n
i=1 σi(g) en k[x, y], con

c ∈ k∗. Consideramos la función natural i : k[x, y]/(f) → E[x, y]/(g). Notamos
que i es inyectiva, ya que si h ∈ k[x, y] es divisible por g(x, y) en E[x, y] entonces
del lema 2.4.2,ii),a) se obtiene que f(x, y) divide a h(x, y).

Ahora, como i es inyectiva, induce una función (inyectiva) i entre los campos
de fracciones correspondientes. Notamos primero que se cumple la proposición
cuando g es lineal en k̄[x], ya que en este caso tendŕıamos g(x) = x − a, para
algún a ∈ k \ k. Entonces E0 = E = k(a), y como a no es algebraico sobre
k entonces k(a) es isomorfo como k-álgebra al campo de funciones racionales
k(x) ↪→ k(Zf ). Se obtiene de lo anterior que i) y ii) se cumplen. Supongamos
entonces que g no es un polinomio en k̄[x], o equivalentemente, que E[x] se
inyecta en E[x, y]/(g). Sean degy(g) y degy(f) los grados en y de los polinomios
g(x, y) y f(x, y), respectivamente. Notamos que degy(f) = ndeg(g). Además,
[k(Zf ) : k(x)] = degy(f) y [E(Zg) : E(x)] = degy(g). Del lema 2.4.5 abajo se
obtiene que [E(x) : k(x)] = [E : k] = n, y como E(Zg) es una extensión de k(Zg)
(mediante la función inyectiva i), se obtiene entonces que [E(Zg) : k(Zg)] = 1, y
por lo tanto la función i es un isomorfismo. Luego, k(Zf ) contiene a un subcampo
isomorfo a E siempre que E/k sea separable.

Supongamos ahora que [E : E0] = pe > 1, y sea r el menor entero tal que
gp
r ∈ E0[x, y]. Entonces gp

r

es irreducible en E0[x, y] y divide a f (por el lema
2.4.2, ii, b)). Tenemos que E0 es el subcampo de k̄ que se obtiene adjuntando
a k los coeficientes de gp

r

, y entonces aplicando el procedimiento seguido ante-
riormente al caso gp

r

, se obtiene que que k(Zf ) es isomorfo a E0(Zgpr ) sobre
k.

Consideramos el siguiente diagrama:
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E0(x)[y]/(gp
r

) // E(x)[y]/(g)

E0(x)
pe //

prdegy(g)

OO

E(x)

degy(g)

OO

donde las flechas indican las extensiones y los valores junto a las flechas
indican el grado de la extensión.

Por el lema 2.4.5 que se verá después, se tiene que [E(x) : E0(x)] = [E :
E0], y entonces del diagrama se obtiene que E(x)[y]/(g) tiene grado pe−r sobre
E0(x)[y]/(gp

r

). Además, si existe γ coeficiente de g tal que E = E0(γ) entonces
se tiene que e = r (pues notamos que r ≤ e y gp

r ∈ E0 ⇒ λp
r ∈ E0, pero el

polinomio mı́nimo de λ sobre E0 es de la forma xp
n − a ∈ E0[x], por ser E/E0

puramente inseparable, y tiene grado pe, pues E = E0(λ) y [E : E0] = pe, por
lo que n = e y se obtiene entonces que e ≤ r), y por lo tanto, E0(x)[y]/(gp

r

) es
isomorfo a E(x)[y]/(g). Se obtiene entonces que k(Zf ) es isomorfo a E(Zg). Por
lo tanto, k(Zf ) contiene a una copia de E.

Observación 2.4.4. Sea E/F cualquier extensión finita, y sea α ∈ E. Sea
f(y) ∈ F [y] el polinomio mı́nimo de α sobre F . Entonces f(y) también es el
polinomio mı́nimo de α sobre F (x). Para verlo, sea g(y) ∈ F (x)[y] el polinomio
mı́nimo de α sobre F (x). Notamos que f(α) = 0 = g(α), y además que f(y) ∈
F [y] ⊆ F (x)[y], y se obtiene entonces que g|f . Por tanto, g(y) ∈ F [y], y se
obtiene entonces que f |g. Obtenemos entonces que f = g.

Lema 2.4.5. Sea E/k cualquier extensión algebraica. Entonces las extensiones
E(x)/k(x) y E/k son ambas o de grado infinito, o de grado finito, y en este
último caso se cumple [E(x) : k(x)] = [E : k].

Demostración. Supongamos que E/k no es una extensión finita. Sea k ⊂ E1 ⊂
. . . ⊂ En ⊂ . . . ⊂ E una cadena de subextensiones distintas de E/k. Con-
sideramos la cadena k(x) ⊂ E1(x) ⊂ . . . ⊂ En(x) ⊂ . . . ⊂ E(x). Como Ei
es algebraicamente cerrada en Ei(x) pero ya no es algebraicamente cerrada en
Ei+1(x) (pues Ei ⊂ Ei+1 ⊂ Ei+1(x) y Ei+1/Ei es extensión algebraica) entonces
Ei(x) 6= Ei+1(x), y por tanto E(x)/k(x) no es extensión finita.

Supongamos ahora que E/k es una extensión finita. Entonces se obtiene
que E = k(α1, . . . αs) y consideramos la cadena k(x) ⊂ k(x)(α1) ⊂ . . . ⊆
k(x)(α1, . . . , αs) = E(x). Queremos ver primero que si F (α)/F es cualquier
extensión algebraica entonces [F (α)(x) : F (x)] = [F (α) : F ]. Para verlo, sea
f(y) ∈ F [y] el polinomio mı́nimo de α sobre F . Por la observación 2.4.4 tenemos
que f(y) también es el polinomio mı́nimo de α sobre F (x). Obtenemos entonces
que [F (α)(x) : F (x)] = deg(f) = [F (α) : F ], y aplicando esto a cada contención
de la cadena k(x) ⊂ k(x)(α1) ⊂ . . . ⊆ k(x)(α1, . . . , αs) = E(x), se obtiene que
[E(x) : k(x)] = [E : k].
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Lema 2.4.6. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extensión finita. Sea E
la cerradura algebraica de k en L. Entonces E/k es una extensión finita.

Demostración. Notamos que k(x) ⊆ E(x) ⊆ L. Como L/k(x) es finita entonces
también E(x)/k(x) es finita. Por el lema 2.4.5 se obtiene entonces que E/k
también es finita.

Proposición 2.4.7. Sea k cualquier campo. Sea f ∈ k[x, y] un polinomio irre-
ducible. Sea E/k la maxima extensión algebraica de k contenida en k(Zf ). En-
tonces E/k es una extensión finita, y f se factoriza en k̄[x, y] como un producto
de [E : k] polinomios irreducibles. Más aún, existe un factor irreducible g de f
que tiene al menos un coeficiente en k tal que E es el subcampo de k(Zf ) genera-
do por los coeficientes de g. Además, si E0 es la maxima extensión separable de
k contenida en E entonces E/E0 es extensión simple y f es una [E : E0]-ésima
potencia en k̄[x, y].

Demostración. Se puede verificar que la proposición se cumple en el caso f ∈
k[x]. Supongamos que degy(f) > 0. Entonces k(Zf )/k(x) es una extensión
finita. Tenemos que k(Zf ) = E(x)(y). Sea h(x, Y ) ∈ E(x)[Y ] el polinomio
mı́nimo de y sobre E(x). Entonces h(x, Y ) divide a f(x, Y ) en E(x)[Y ] (pues
f(x, Y )|y = 0 en k(Zf ) = E(x)(y)). Por el lema de Gauss, se obtiene que
g(x, Y ) := cont(h(x, Y ))−1h(x, Y ) ∈ E[x][Y ] divide a f(x, Y ) (pues f = hh′,
con f ∈ k[x, Y ] ⊆ E[x][Y ], y h, h′ ∈ E(x)[Y ], y por el corolario 1.26.4 se tiene
que f = cont(f)h1h

′
1, con h1, h

′
1 ∈ E[x][Y ], donde en particular h = cont(h)h1,

y por tanto cont(h)−1h = h1 ∈ E[x][Y ] divide a f en E[x][Y ]. Por tanto,

degY (f) = [k(Zf ) : k(x)] = [k(Zf ) : E(x)][E(x) : k(x)] = degY (g)[E : k]

donde en la última igualdad se usó que [k(Zf ) : E(x)] = [E(x)(y) : E(x)] =
degY (h) = degY (g).

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que uno de los coeficientes no
cero de g pertenece a k (podemos multiplicar g por el inverso de algún coeficiente
de g, obteniendo 1 ∈ k). Sea F la extensión de k generada por los coeficientes
de g. Sea F0 la maxima extensión separable de k contenida en F . Sea r el menor
entero tal que gp

r ∈ F0[x, y]. Sean σ1, . . . , σs los distintos encajes de F0 en k̄. Por
el lema 2.4.2 inciso ii) se obtiene que f = c(σ1(g) · · ·σs(g))p

r

. se obtiene entonces
que degY (f) = pr[F0 : k]degY (g). Como F ⊆ E (pues F está generado por los
coeficientes de g, entre ellos un coeficiente de k, por lo que F/k es una extensión
finita y por tanto algebraica), se obtiene que F = E y que F0 = E0. Como
[E : E0] = pr, obtenemos que el polinomio mı́nimo sobre E0 de al menos un
coeficiente a de g es de la forma yp

r−apr (pues E/E0 es puramente inseparable).
Por tanto, E = E0(a).
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Teorema 2.4.8. Sea k un campo perfecto. Sea f ∈ k[x, y] irreducible. Entonces
k es algebraicamente cerrado en k(Zf ) si y sólo si f es absolutamente irreducible.

Demostración. Tenemos que si k no es algebraicamente cerrado en k(Zf ) enton-
ces f no es absolutamente irreducible, ya que si fuera absolutamente irreducible
entonces por la proposición 2.4.7 sabemos que existe g factor irreducible de f
con al menos un coeficiente en k tal que E está generado por los coeficientes
de g (donde E es la máxima extensión algebraica de k contenida en k(Zf )),
pero por ser f absolutamente irreducible se obtiene que f = αg, α ∈ k, α 6= 0.
Observamos entonces que cualquier coeficiente de f es el producto de α por un
coeficiente de g, y como f ∈ k[x, y] y g tiene al menos un coeficiente en k, se
obtiene que α ∈ k. De aqúı, se obtiene que g ∈ k[x, y], y por tanto E = k,
contradiciendo que k no es algebraicamente cerrado en k(Zf ).

Supongamos ahora que f no es absolutamente irreducible. Sea g ∈ k̄[x, y] un
factor irreducible de f . Podemos asumir que al menos uno de los coeficientes de
g pertenece a k. Tenemos por hipótesis que E 6= k, y entonces sea E0 ⊆ E la
máxima extensión separable de k contenida en E. Por la proposición 2.4.3, se
tiene que k(Zf ) contiene a un subcampo isomorfo a E0, y como k es perfecto, se
obtiene que E0 = E, y por tanto E0 6= k. De aqúı, se obtiene que k no puede ser
algebraicamente cerrado en k(Zf ) (pues de la definición de que E0 sea separable
sobre k se tiene, en particular, que es una extensión algebraica).

Lema 2.4.9. Sea k cualquier campo. Sean L/k(x) y K/k(y) dos extensiones
finitas. Supongamos que k(x) y k(y) son ambos isomorfos al campo de funciones
racionales en una variable, y supongamos que K ⊆ L. Entonces L/K es una
extensión finita. En particular, si α no es algebraico sobre k entonces L/k(α)
es una extensión finita.

Demostración. Como L/k(x) es finita, se obtiene que k(x, y)/k(x) también es
finita. Sea f(x, Y ) ∈ k(x)[Y ] el polinomio mı́nimo de y sobre k(x). Notamos que
y no es algebraico sobre k (k(x) y k(y) isomorfos al campo de funciones racionales
en una variable), por lo que se tiene f /∈ k[Y ]. Por tanto, x es algebraico sobre
k(y) y por tanto la extensión k(x, y)/k(y) es finita, y como L/k(x, y) es finita,
se obtiene que L/k(y) también es finita, y de aqúı se obtiene que L/K es finita.

Si α no es algebraico sobre k entonces k(α) es un campo de funciones ra-
cionales en una variable sobre k, y aplicando un procedimiento análogo a lo
anterior al caso K = k(α), x = y = α, obtenemos el caso particular.

Lema 2.4.10. Sea L/K una extensión algebraica. Sea v : L∗ → Z una valora-
ción. Si v|K∗ es trivial entonces v es trivial en todo L∗.
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Demostración. Veamos primero lo siguiente: si a, b ∈ L y v(a) 6= v(b) entonces
v(a + b) = min{v(a), v(b)}. Tenemos que v(a + b) ≥ min{v(a), v(b)}. Podemos
asumir que v(a) > v(b). Supongamos que v(a+ b) > v(b). Tenemos

v(b) = v(a+ b− a) ≥ min{v(a+ b), v(−a)} = min{v(a+ b), v(a)} > v(b)

donde la segunda igualdad se tiene porque v(−a) = v((−1) ·a) = v(−1)+v(a) =
v(a), y la última desigualdad se tiene porque v(a), v(a+b) > v(b) (por hipótesis).
De la contradicción obtenida, se obtiene el resultado.

Ahora, sea α ∈ L, y sea f(x) = anx
n + · · · + a0 ∈ K[x] tal que f(α) = 0.

Supongamos que v(α) 6= 0. Notamos entonces que v(aiα
i) 6= v(ajα

j) si i 6= j.
Utilizando lo mencionado antes, se obtiene entonces que

∞ = v(0) = v(f(α)) = min{v1(a1α), . . . , vn(anα
n)} = v(ak)+v(αk) = kv(α) <∞

para algún 1 ≤ k ≤ n. De la contradicción, se obtiene el lema.

Teorema 2.4.11. Sea k cualquier campo. Sea L/k de grado de trascendencia
uno sobre k. Sea V(L/k) el conjunto de valoraciones suprayectivas v : L∗ → Z
triviales en k. Sea k′ ⊆ L la máxima extensión algebraica de k contenida en L.
Entonces k′/k es finita y

k′ =
⋂

v∈V(L/k)

Ov

Demostración. Como L/k es de grado de trascendencia 1, existe x ∈ L tal
que L/k(x) es finita y k(x) es isomorfo al campo de funciones racionales en
una variable sobre k. Aplicando entonces el lema 2.4.6 obtenemos que k′/k es
finita. Sea α ∈ L algebraico sobre k. Como v ∈ V(L/k) entonces por el lema
2.4.10 se obtiene que v(α) = 0. Por tanto, α ∈ Ov ∀v ∈ V(L/k) y se tiene
α ∈

⋂
v∈V(L/k)Ov. Ahora, sea α ∈

⋂
v∈V(L/k)Ov pero supongamos que α /∈ k′.

Por el caso particular del lema 2.4.9 se obtiene que L/k(α) es finita. Sea B′ la
cerradura entera de k[1/α] en L. Por la proposición 5.1.4 se tiene que B′ es un
k[1/α]-módulo finitamente generado. Tenemos que el ideal (1/α) en k[1/α] es
no trivial, y por tanto podemos factorizar en un producto no vaćıo de ideales
maximales al ideal generado (1/α)B′ = Be11 · · · Bess . Entonces 0 < e1 = vB1

(1/α),
y se obtiene por tanto que vB1

(α) = −vB1
(1/α) < 0, contradiciendo el hecho de

α ∈ OvB1 . Por tanto, se debe tener que α ∈ k′.

Proposición 2.4.12. Sea k cualquier campo. Sea L/k una extensión de grado
de trascendencia 1 sobre k. Sea α ∈ L∗. Entonces el conjunto

{v ∈ V(L/k)|v(α) 6= 0}

es un conjunto finito.
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Demostración. Supongamos que S := {v ∈ V(L/k)|v(α) < 0} es finito. Si hu-
biera algún α tal que v(α) > 0 para una infinidad de v entonces 0 = v(1) =
v(αα−1) = v(α) + v(α−1) ⇒ v(α−1) < 0 para una infinidad de v, lo que con-
tradice la hipótesis. Por tanto, {v ∈ V(L/k)|v(α) > 0} es finito y por tanto
{v ∈ V(L/k)|v(α) 6= 0} también lo es.

Ahora veamos que ∀α ∈ L∗ el conjunto S es finito. Sea α ∈ L∗. Si S es vaćıo
entonces v(α) ≥ 0 ∀v ∈ V(L/k) ⇒ α ∈

⋂
v∈V(L/k)Ov y por el teorema 2.4.11

se tiene que α es algebraico sobre k y por el lema 2.4.10 se obtiene v(α) = 0
∀v ∈ (L/k), por lo que se cumple lo que se queŕıa en este caso.

Si S no es vaćıo entonces por teorema 2.4.11 se tiene que α no es algebraico
sobre k, y por el lema 2.4.9 se tiene que L/k(α) es una extensión finita. Sea
B′ la cerradura entera de k[1/α] en L (i.e., el anillo formado por los elementos
en L que son ráız de algún polinomio mónico con coeficientes en k[1/α]). Por
la proposición 5.1.4 se tiene que B′ es un k[1/α]-módulo finitamente generado.
Factorizando el ideal generado por 1/α en B′, (1/α)B′, en un producto de
ideales maximales se tiene (1/α)B′ = Be1

1 . . .Bes
s (ei > 0) y como vBi

(1/α) =
ei > 0 entonces vBi

(α) < 0 ∀i = 1, 2, . . . , s. Notamos que las vBi
son las únicas

valoraciones tales que vBi
(α) > 0, ya que si hubiera otra valoración vB con

vB(α) < 0 entonces vB(1/α) > 0 y por tanto el ideal BvB(1/α) debe aparecer
en la factorización de (1/α)B′, y por la unicidad de la factorización se tiene
BvB(1/α) = Bei

i para algún i. Como α pertenece a la cerradura entera B de k[α]
en L entonces v(α) ≥ 0 si v es una valoración tal que Ov ⊃ B. Por el teorema
2.3.9 y el corolario 2.3.11 se obtiene que V(L/k) = {v|Ov ⊃ B}t{vB1

, . . . , vBs
}

y de aqúı se obtiene que S es finito.

Recordamos la siguiente definición que ya teńıamos desde antes: Sea k cual-
quier campo. Decimos que una extensión L/k es un campo de funciones sobre
k si L es de grado de trascendencia 1 sobre k, y si k es algebraicamente cerrado
en L.

SeaX/k cualquier curva completa no singular. Notamos entonces que k(X)/k
es campo de funciones (ya que OX(X) = k, donde recordamos que si U ⊆ X es
un abierto no vaćıo entonces OX(U) :=

⋂
P∈U OP , llamado anillo de funciones

sobre U). Llamamos a los elementos de k las funciones constantes sobre X, y al
campo k lo llamamos el campo de constantes del campo de funciones k(X).

Ahora, sea X/k una curva completa no singular, y consideramos k(X) una
cerradura algebraica fija de k(X). Sea k̄ la cerradura algebraica de k contenida
en k(X). Notamos entonces que k̄ es algebraicamente cerrado y por tanto k̄ es
una cerradura algebraica de k. Sea k′ ⊂ k̄ cualquier extensión de k. Denotamos
por k′(X) al producto k′ · k(X), es decir, al subcampo de k(X) generado por k′

y k(X).

Lema 2.4.13. Sea k un campo perfecto y sea k(X)/k un campo de funciones.
Si k′/k es cualquier extensión de k en k̄ entonces k′(X)/k′ es un campo de
funciones. Más aún, si la extensión k′/k es finita entonces [k′(X) : k(X)] =
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[k′ : k].

Demostración. Sea x ∈ k(X) tal que k(X)/k(x) es una extensión finita sepa-
rable (corolario 5.1.7). Sea y ∈ k(X) tal que k(X) = k(x)(y) (corolario 5.1.7).
Sea f(x, Y ) ∈ k(x)[Y ] el polinomio mı́nimo de y sobre k(x). Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que f ∈ k[x, Y ]. Entonces, como k es perfec-
to y algebraicamente cerrado en k(X), podemos aplicar el teorema 2.4.8 pa-
ra obtener que f(x, Y ) es absolutamente irreducible. De aqúı, se obtiene que
[k′(X) : k′(x)] = degY (f) = [k(X) : k(x)] (donde la primera igualdad se obtiene
notando que k′(X) = k′(x)(y) y que el polinomio mı́nimo de y sobre k′(x) sigue
siendo igual a f(x, Y ) por ser un polinomio absolutamente irreducible, y por
tanto irreducible en k′[x, Y ], donde se anula y).

Supongamos que la extensión k′/k es finita. Del lema 2.4.5 obtenemos que
[k′(x) : k(x)] = [k′ : k], y como k′(x)/k(x) es finita, similarmente obtenemos
que [k′(X) : k(X)] = [k′(x) : k(x)]. Por tanto, [k′(X) : k(X)] = [k′ : k]. Sea
E la máxima extensión algebraica de k′ en k′(X). Entonces k′(X) = E(X).
Haciendo un procedimiento similar a lo anterior aplicado a la extensión E/k,
podemos obtener que [E(X) : k(X)] = [E : k]. Y como [k′ : k] = [k′(X) :
k(X)] = [E(X) : k(X)] = [E : k], se obtiene que E = k′. Por tanto, k′(X)/k′ es
un campo de funciones.

Supongamos ahora que k′/k no es necesariamente finito. Sea α =
∑s
i=1 aiγi

un elemento de k′(X) algebraico sobre k′, con ai ∈ k′ y γi ∈ k(X), ∀i = 1, . . . , s.
Sea F := k(a1, . . . , as). Entonces α ∈ F (X). Aplicando el caso anterior, tenemos
que F (X)/F es campo de funciones, por lo que debe ocurrir que α ∈ F , pero
notamos que F ⊂ k′, por lo que α ∈ k′. Se obtiene que k′(X)/k′ es campo de
funciones.

Con todo lo visto en esta sección, podemos dar la siguiente definición.

Definición 2.4.14. Sea k campo perfecto. Consideramos X/k una curva com-
pleta no singular con k(X)/k su campo de funciones asociado, y fijamos una
cerradura algebraica k(X) de k(X). Sea k′/k cualquier extensión algebraica de k
contenida en la cerradura algebraica k de k contenida en k(X), y consideramos
el campo k′(X) = k′ · k(X). Sea Xk′/k

′ la curva completa no singular asociada
al campo de funciones k′(X)/k′. Decimos que la curva Xk′/k

′ se obtiene de X/k
por cambio de base (o por una extensión de campos constante o por extensión de
los escalares). A la extensión k′(X)/k(X) se le llama una extensión de campos
constante.
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2.5. Morfismos entre curvas completas no singulares

Definición 2.5.1. Sea X/k, Y/k dos curvas completas no singulares sobre k.
Un morfismo no constante ϕ : X → Y de curvas completas no singulares so-
bre k se define como una función dada por un homomorfismo de k-álgebras
ϕ∗ : k(Y )→ k(X) como sigue: si P ∈ X corresponde a la valoración vP enton-
ces ϕ(P ) corresponde en Y a la única valoración suprayectiva inducida por la
valoración vP ◦ ϕ∗.

La unicidad se obtiene pues para cualquier valoración v : K∗ → Z se tiene
que v(K∗) = rZ, donde r es el menor valor positivo que toma v (de hecho,
v(π) = r, donde π es el generador del ideal maximal Mv de Ov). Aplicando
esto a la valoración (vP ◦ ϕ∗) : k(Y )∗ → Z cuya imagen es de la forma eZ para
alguna e, obtenemos una única valoración asociada suprayectiva de k(Y ) trivial
en k, vϕ(P ) := 1

e (vP ◦ ϕ∗).

De la definición anterior se obtiene que Oϕ(P ) = (ϕ∗)−1(OP ). Además, el
mapeo ϕ está bien definido, pues ϕ∗(k(Y )) es un campo de funciones sobre k,
con ϕ∗(k(Y )) ⊂ k(X) (ϕ∗(k(Y ))/k es de grado de trascendencia 1 y k algebrai-
camente cerrado en ϕ∗(k(Y )), pues k(X)/k es de grado de trascendencia 1 y
k es algebraicamente cerrado en k(X)). Además, del lema 2.4.9 se obtiene que
el grado de cualquier extensión de campos de funciones sobre k es finita, por
lo que k(X)/ϕ∗(k(Y )) es una extensión finita y por tanto algebraica. Sea v la
valoración de k(X) correspondiente al punto P en X. Entonces, del lema 2.4.10
se obtiene que el que k(X)/ϕ∗(k(Y )) sea algebraica implica que v|(ϕ∗(k(Y ))∗) no
puede ser la valoración trivial.

Supongamos ahora que ϕ∗ : k(Y ) → k(X) está dado por una inclusión
k ⊆ k(Y ) ⊆ k(X). Se obtiene entonces que Oϕ(P ) = OP ∩ k(Y ).

Definición 2.5.2. Sea ϕ : X → Y un morfismo no constante de curvas com-
pletas no singulares sobre k, y sea ϕ∗ : k(Y )→ k(X) el morfismo de k-álgebras
que induce a ϕ. Al grado (finito) [k(X) : ϕ∗(k(Y ))] se le llama el grado de ϕ.
Además, decimos que el morfismo ϕ es separable si k(X)/ϕ∗(k(Y )) es separable.

Decimos que dos curvas completas no singulares sobre k, X/k y Y/k, son
isomorfos si sus campos de funciones son isomorfos como k-álgebras. Dado el
isomorfismo de k-álgebras entre k(X) y k(Y ), el morfismo asociado de curvas
completas no singulares sobre k se le llama un isomorfismo de curvas. Un au-
tomorfismo σ de una curva X/k es un morfiso de curvas sobre k asociado a un
automorfismo de k-álgebras σ∗ : k(X)→ k(X).

Notamos que un automorfismo tiene grado 1 y es separable. Notamos además
que si ϕ : X → Y es un morfismo sobre k entonces las curvas completas no
singulares sobre k definidas por los campos de funciones k(Y )/k y ϕ∗(k(Y ))/k
son isomorfos.
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Sea X/k cualquier curva completa no singular. Como k(X)/k es campo de
funciones entonces si α ∈ k(X) \ k se tiene que α no es algebraico sobre k.
Entonces k(α) es isomorfo al campo de funciones racionales en una variable
sobre k. Por tanto, la inclusión k(α) ⊂ k(X) induce un morfismo ϕα : X → P1,
con Oϕα(P ) = OP ∩ k(α) (donde P1 es la curva completa no singular asociada
al campo de funciones k(α)/k, donde por ser α no algebraico sobre k se obtiene
que la extensión es de grado de transcendencia 1, y que k es enteramente cerrado
en k(α)).

Observación 2.5.3. Por el teorema 2.3.9 se tiene que el dominio V de α en
X es un abierto af́ın. Sea {P1, . . . , Ps} el complemento de V en X, es decir,
los polos de α. Si ∞ ∈ P1 es el punto de P1 correspondiente a k[1/α](1/α)

entonces ∞ es la imagen de los puntos P1, . . . , Ps bajo el morfismo ϕα. Pa-
ra verlo, notamos primero que si P ∈ P1 es el punto correspondiente al ideal
(1/α) ⊆ k[1/α] entonces OP = k[1/α](1/α) (lema 5.2.14). Luego, por el teorema
2.3.9 sabemos que el complemento del dominio V ⊆ X de α es igual al conjunto
(finito) de todos los puntos Pi ∈ X tales que OPi ⊇ k[1/α](1/α). Notamos en-
tonces que OPi ∩ k(α) = k[1/α](1/α) (pues como k[1/α] es dominio de ideales
principales entonces es de Dedekind y su localización k[1/α](1/α) también lo es,
y además k(α) es su campo de fracciones, pues k[1/α] ⊆ k[1/α]1/α ⊆ k(α), y
como k[1/α](1/α) ⊆ OPi , y como OPi ∩ k(α) 6= k(α) entonces podemos aplicar
el lema 5.2.15 al anillo de valoraciones discreto OP = k[1/α](1/α) con campo
de fracciones k(α) y a la contención OP = k[1/α](1/α) ⊆ OPi ∩ k(α), para obte-
ner la igualdad deseada). Se seguirá entonces, por lo mencionado en el párrafo
anterior, que Oϕα(Pi) = OPi ∩ k(α) = k[1/α](1/α), y por tanto el conjunto de
puntos en X cuya imagen es ∞ es igual al complemento de V .

Por el mismo teorema 2.3.9, también se tiene que la función que viene dada
por V → Max(OX(V )) y que manda un punto P al ideal maximalMP ∩OX(V ),
es una biyección; y además, OX(V ) es la cerradura entera de k[α] en k(X). Y
por la observación 2.3.8 se tiene que k[α] = OP1(P1 \ {∞}), y se puede veri-
ficar que la función ϕα|V : V → P1 \ {∞} se puede identificar con la función
Max(OX(V )) → Max(k[α]), M 7→ M ∩ k[α]. Para verlo, sabemos que hay una
biyección V 7→ Max(OX(V )) mediante P 7→ MP ∩ OX(V ) (con P ∈ V ), y
usando de nuevo la observación 2.3.8 y el teorema 2.3.9, obtenemos una biyec-
ción entre el dominio V ′ = P1 \ {∞} de α en P1 y Max(OP1(V ′)) mediante
P ′ 7→ MP ′ ∩ OP1(V ′) (con P ′ ∈ V ′). Por tanto, la función ϕα|V : V → V ′,
con P 7→ P ′, define una función natural Max(OX(V )) → Max(k[α]), con
MP ∩ OX(V ) 7→ MP ′ ∩ k[α]. Y además, de la inclusión k(α) ⊆ k(X) y co-
mo la imagen de P es P ′, se tiene que OP ′ = OP ∩ k(α), y se obtiene que
MP ′ =MP ∩ k(α), y de aqúı, la función natural mencionada es la misma que
la función Max(OX(V ))→ Max(k[α]), con MP ∩OX(V ) 7→ MP ∩ k[α]. Como
todos los ideales maximales de OX(V ) son de la forma MP ∩ OX(V ) (P ∈ V )
y todos los ideales maximales de k[α] son de la forma MP ′ ∩ k[α] (P ′ ∈ V ′), se
obtiene que la función natural mencionada es la misma función que la función
Max(OX(V ))→ Max(k[α]), con M 7→M ∩ k[α].
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Observación 2.5.4. De manera análoga a la observación 2.5.3, tomando V ′

el dominio de 1/α se tiene que su complemento en X es el conjunto de ce-
ros de α en X. Sea 0 el punto de P1 correspondiente al anillo local k[α](α).
Entonces la función ϕα|V ′ : V ′ → P1 \ {0} puede identificarse con la función
Max(OX(V ′))→ Max(k[1/α]).

En la demostración del siguiente lema se dará un esbozo de la demostración,
la cual puede encontrarse en [9] (lema 5.5, página 247).

Lema 2.5.5. Sea k cualquier campo. Sea ϕ : X → Y un morfismo no constante
de curvas completas no singulares sobre k. Supongamos que ϕ está dado por la
inclusión de campos k(Y ) ⊆ k(X). Entonces existe una cubierta abierta af́ın
{U1, U2} de Y con las siguientes propiedades:

(1) Si Vi := ϕ−1(Ui), i = 1, 2 entonces los conjuntos Vi. i = 1, 2 son
abiertos afines, y la inclusión OY (Ui) ⊂ OX(Vi) implica que OX(Vi) es
un OY (Ui)-módulo finitamente generado.

(2) La función ϕ|Vi : Vi → Ui se puede identificar de manera natural con
la función Max(OX(Vi))→ Max(OY (Ui)), M 7→M∩OY (Ui)

(3) Sea Q ∈ Y . Entonces la cerradura entera C de OQ en k(X) es un
OQ-módulo finitamente generado y un Dominio de Dedekind.

Demostración. Sea α ∈ k(Y ) \ k. Sean V1 y U1 los dominios de α en X y en Y ,
respectivamente. Sean V2 y U2 los dominios de 1/α en X y en Y , respectivamen-
te. Entonces ϕ−1(U1) = V1, pues si P ∈ ϕ−1(U1) entonces ϕ(P ) ∈ U1, es decir,
α ∈ Oϕ(P ) ⊆ k(Y ), pero Oϕ(P ) = OP ∩ k(Y ) y por tanto, α ∈ OP ⊆ k(X) ⇒
P ∈ V1. Rećıprocamente, si Q ∈ V1 entonces α ∈ OQ ⊆ k(X), y por hipóte-
sis tenemos α ∈ k(Y ), por lo que Oϕ(Q) = OQ ∩ k(Y ), y se obtiene que
α ∈ Oϕ(Q) ⊆ k(Y ), es decir, ϕ(Q) ∈ U1, y aśı Q ∈ ϕ−1(U1). Análogamente,
se puede ver que ϕ−1(U2) = V2. Por el lema 2.3.7 se obtiene que {U1, U2} y
{V1, V2} son cubiertas de Y y X, respectivamente, y del teorema 2.3.9 se obtie-
ne que son abiertos afines de Y y X, respectivamente. Luego, para probar (1),
basta ver que OX(V1) es un OY (U1)-módulo finitamente generado (el otro caso
es análogo). Del teorema 2.3.9 tenemos que OX(V1) es la cerradura entera B′1 de
k[α] en k(X) y que también es una k-álgebra finitamente generada y un dominio
de Dedekind (y notamos también que el campo de fracciones de B′1 es k(X),
por la proposición 1.2.15), y similarmente, OY (U1) es la cerradura entera B1 de
k[α] en k(Y ) y un dominio de Dedekind (y también notamos que el campo de
fracciones de B1 es k(Y ), por la proposición 1.2.15). Sea B′′1 la cerradura entera
de B1 en k(X). Queremos probar que B′1 = B′′1 , ya que si se cumple eso en-
tonces de la proposición 5.2.1 se obtendrá que B′1 es un B1-módulo finitamente
generado (notamos que la hipótesis de que k(X)/k(Y ) sea extensión finita se
cumple por el tercer párrafo de esta sección 2.5 en el caṕıtulo II). Tenemos que
B1 ⊆ B′′1 , y como B′′1 es entero sobre B1, y B1 es entero sobre k[α] entonces B′′1
es entero sobre k[α] (proposición 1.2.14), y entonces B′′1 ⊆ B′1. Y también, como
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B1 ⊆ B′1, y como B′1 es entero sobre k[α] entonces B1 es entero sobre k[α] y B′1
es entero sobre B1 (proposición 1.2.14), y en particular B′1 es entero sobre B1,
y por tanto, B′1 ⊆ B′′1 . Se obtiene entonces la igualdad buscada, y se obtiene la
parte (1).

Para probar (3), podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que Q ∈ U1,
es decir, que α ∈ OQ \ k. Tenemos que C es enteramente cerrado, y como C/OQ
es extensión entera, se obtiene que C tiene dimensión 1 (OQ es un dominio de
ideales principales, y por tanto un dominio de Dedekind. Entonces es de dimen-
sioón 1, y aplicamos la proposición 1.5.6). Como α ∈ OQ, se obtiene que OQ
es la localización de OY (U1) en un ideal maximal MQ (como α ∈ OQ entonces
Q ∈ U1 y se obtiene OY (U1) ⊆ OQ, por lo que vQ(OY (U1)) ≥ 0. Además, como
U1 es af́ın entonces OY (U1) es la cerradura entera de k[α] en k(Y ), y por la
proposición 5.1.4 OY (U1) es un k[α]-módulo finitamente generado. Usando en-
tonces el teorema 5.2.11 se llega a que OY (U1) es un dominio de Dedekind, que
además tiene a k(X) como campo de fracciones debido a la proposición 1.2.15.
Aplicando el lema 5.2.13 se obtiene el resultado). Por construcción, OX(V1) es la
cerradura entera de OY (U1) en k(X) (por el teorema 2.3.9 tenemos que OY (U1)
es la cerradura entera B′ de k[α] en k(Y ), y OX(V1) es la cerradura entera B de
k[α] en k(X). Sea B′′ la cerradura entera de B′ en k(X). Si b ∈ B′′ entonces es
entero sobre B′, y por la proposición 1.2.14 se tiene que b es entero sobre k[α],
y por tanto, b ∈ B. Rećıprocamente, si b ∈ B entonces en particular b ∈ k(X)
y es un elemento entero sobre k[α]. Aplicando de nuevo la proposición 1.2.14
se tiene que b es entero sobre B′. Por tanto, b ∈ B′′, y se obtiene la igualdad
B′′ = B). Como OY (U1) \MQ es un subconjunto multiplicativo de OX(V1), se
obtiene que la cerradura entera C de OQ en k(X) es la localización de OX(V1)
en un subjunto multiplicativo. Como OX(V1) es un OY (U1)-módulo finitamente
generado entonces C es un OQ-módulo finitamente generado. Se obtiene que C
es Noetheriano, ya que OQ lo es (OQ es dominio de Dedekind, por lo que en
particular es noetheriano, y luego aplicamos el corolario 1.4.5). Aśı, se obtiene
el resultado.

Sea k un cualquier campo. Sea ϕ : X → Y un morfismo no constante de
curvas completas no singulares sobre k dado por una inclusión de campos de
funciones k(Y ) ⊆ k(X). Sea P ∈ X. Sea C la cerradura entera deOϕ(P ) en k(X).
Entonces OP es la localización de C en un ideal maximal (del lema 2.5.5 tenemos
que C es un dominio de Dedekind y un OQ-módulo finitamente generado, con
campo de fracciones k(X) y tal que vP (C) ≥ 0, esto último ya que la igualdad
OQ = OP ∩k(Y ) implica que OQ ⊆ OP y como OP es enteramente cerrado en su
campo de fracciones k(X), se obtiene que C ⊆ OP , y por tanto vP (C) ≥ 0. Como
las hipótesis del lema 5.2.13 se satisfacen entonces se obtiene el resultado). La
inclusión natural Oϕ(P ) → OP induce una función (inyectiva) entre los campos
residualesOϕ(P )/Mϕ(P ) → OP /MP . Como C es unaOϕ(P )-álgebra finitamente
generada, se tiene que [OP /MP : Oϕ(P )/Mϕ(P )] es finito, y denotamos a este
valor como fP/ϕ(P ), y lo llamamos el grado residual de P sobre ϕ(P ). Además,
al entero eP (denotado también por eP/ϕ(P )) tal que Mϕ(P )OP = MeP

P se le
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llama el ı́ndice de ramificación de ϕ sobre P (o de P sobre ϕ(P )). Observamos
que existe dicha eP , ya que OP es un dominio de ideales principales local, por
lo que es un dominio de Dedekind local. Entonces, el ideal Mϕ(P )OP generado
por Mϕ(P ) en OP se factoriza como un producto único de ideales maximales
de OP , el cual solamente tiene un ideal maximal,MP , y aśıMϕ(P )OP =MeP

P

para alguna eP ∈ N. Tenemos entonces la siguiente definición:

Definición 2.5.6. Un punto P de X es no ramificado sobre Y si eP = 1 y
si el campo residual OP /MP es separable sobre Oϕ(P )/Mϕ(P ). El punto P es
ramificado si eP > 1 o si el campo residual OP /MP no es separable sobre
Oϕ(P )/Mϕ(P ). La imagen en Y del conjunto de puntos de ramificación de X se
le llama el branch locus de ϕ.

Sea Q ∈ Y . La fibra ϕ−1(Q) se puede describir como sigue: Sea C la ce-
rradura entera de OQ en k(X). Como C/OQ es extensión entera entonces cada
ideal maximal de C contiene aMQ (observación 1.5.7). Como C es dominio de
Dedekind, C tiene únicamente un número finito de ideales maximales (pues al
intersectar cualquier ideal maximal de C con OQ se obtiene el único ideal ma-
ximalMQ de OQ, y entonces del corolario 1.17.4 se obtiene el resultado). Cada
uno de estos ideales maximales corresponde a una valoración de k(X) (recor-
damos que k(X)/k(Y ) resulta ser una extensión finita, por lo que tenemos las
hipótesis para poder aplicar la proposición 1.2.15 y obtener que k(X) es el cam-
po de fracciones de C. Luego, cada ideal maximal M de C induce una valoración
de k(X), a saber, la valoración M -ádica). Sea OPi , i = 1, . . . , s, los dominios
de ideales principales locales asociados a estas valoraciones. Sean P1, . . . , Ps los
puntos correspondientes en X. Entonces ϕ−1(Q) = {P1, . . . , Ps}. Como C es una
Oϕ(P )-álgebra finitamente generada, aplicamos el teorema 1.18.4 para obtener
que

∑
P∈ϕ−1(Q) eP/QfP/Q = deg(ϕ). En particular, la fibra ϕ−1(Q) contiene a lo

más deg(ϕ). Cuando k es algebraicamente cerrado, todos los campos residuales
son iguales a k, por lo que fP/Q = 1, ∀ P ∈ ϕ−1(Q).

Proposición 2.5.7. Sea k cualquier campo. Sea ϕ : X → Y un morfismo no
constante de curvas completas no singulares sobre k de grado n. Entonces ϕ es
suprayectiva, con fibras finitas de cardinalidad a lo más n. Si ϕ es un morfismo
separable entonces el branch locus es un conjunto finito. En particular, cuando
k es algebraicamente cerrado y ϕ es separable entonces existe un abierto denso
U ⊂ Y tal que, ∀ P ∈ U , |ϕ−1(P )|= n.

Daremos un esbozo de la demostración de esta proposición. La demostración
se puede encontrar en [9] (proposición 5.7, página 249)

Demostración. Para ver que el branch locus es un conjunto finito, sea {U1, U2}
una cubierta abierta de Y como en el lema 2.5.5. Como U1 es abierto, su com-
plemento en Y es finito. Por tanto, es suficiente probar que el branch locus
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restringido a V1 es un conjunto finito. Por construcción, un punto Q ∈ U1 es
la imagen de un punto de ramificación P ∈ V1 si y sólo si el ideal maximal
MQ ∩OY (U1) contiene al ideal discriminante de la extensión OX(V1)/OY (U1).
Como la función ϕ es separable, este ideal discriminante es distinto del ideal
cero. Por tanto, puede haber únicamente un número finito de puntos en U1 que
son la imagen de puntos de ramificación.

Sea U el complemento en Y del branch locus. Por lo anterior, obtenemos que
U es abierto siempre que ϕ sea separable. Si, además, k es algebraicamente ce-
rrado entonces cada una de las fibras de ϕ de los puntos en U tienen exactamente
n puntos distintos. Se obtiene aśı el resultado.
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2.6. Campos de funciones 2

Supondremos para esta sección que los campos base k son siempre perfectos
a menos que se especifique otra cosa.

Consideramos primero la notación siguiente:

Sean k ⊆ E cualquier extensión de campos. Consideramos X̄/E una curva
completa no singular. Decimos que X̄/E está definida sobre k si el campo de
funciones E(X̄)/E contiene a un campo de funciones L/k tal que el menor

subcampo de E(X̄) que contiene a E y L es igual a E(X̄), i.e., EL = E(X̄).
Denotamos por k(X) a L, y X/k a la curva completa no singular asociada a
k(X)/k.

Consideramos X/k y Y/k curvas completas no singulares. Sea π : X → Y
un morfismo de curvas sobre k, inducido por la inclusión k(Y ) ⊆ k(X). Fijamos
una cerradura algebraica k(X) de k(X). Tomamos k la cerradura algebraica
de k en k(X), y sea k′/k cualquier extensión en k. Decimos que π puede ser
extendido al morfismo πk′ : Xk′ → Yk′ , el cual viene inducido por la inclusión
k′(Y )→ k′(X).

Si k′ = k, denotamos a πk′ por π. Cuando π viene dado por un homomor-
fismo de campos (inyectivo) π∗ : k(Y )→ k(X), podemos definir para cualquier
extensión de campos i : k → k′ el morfismo extendido πk′ : Xk′ → Yk′ como el
morfismo asociado a la función π∗ ⊗ i : k(Y )⊗k k′ → k(X)⊗k k′.

Consideramos nuevamente X/k y Y/k dos curvas completas no singulares
cualesquiera. Sea µ : Xk → Yk cualquier morfismo de curvas sobre k. Decimos

que el morfismo µ está definido sobre una extensión E/k (contenida en k) si
existe un morfismo de curvas π : XE → YE sobre E tal que µ = πk.

Lema 2.6.1. Sean X/k y Y/k curvas completas no singulares, y sea µ : Xk →
Yk cualquier morfismo sobre k. Entonces µ puede ser definido sobre cualquier
extensión finita de k.

Demostración. Sea y1 ∈ k(Y ) tal que k(Y )/k(y1) es extensión finita, y sean
y2, . . . , ys ∈ k(Y ) tales que k(Y ) = k(y1, . . . , ys). Se obtiene entonces que
µ∗(yj) =

∑rj
i=1 aijαij , para algunos aij ∈ k y αij ∈ k(X). Definimos E :=

k(aij , 1 ≤ i ≤ rj , 1 ≤ j ≤ s), y entonces obtenemos que la imagen de E(Y )
bajo µ∗|E(Y ) está contenido en E(X). De aqúı, se obtiene que µ∗|E(Y ) define un

morfismo µE : XE → YE de curvas sobre E, tal que µ es un morfismo sobre k ob-
tenido de µE por extensión de los escalares de E a k. Para verlo, basta observar
que k(Y ) = k ·E(Y ) y que k(X) = k ·E(X), pues esto implica que µ = µk, donde

µk viene inducido por la inclusión k ·E(Y ) ↪→ k · E(X). Para ver que k(Y ) = k ·
E(Y ), notamos que k(Y ) = k(y1, . . . , ys) ⇒ k(Y ) = k · k(Y ) = k(y1, y2, . . . , ys).
Por la misma razón, se tiene que E(Y ) = E · k(Y ) = E(y1, . . . , ys), y de esto
último, se obtiene que k · E(Y ) = k(y1, . . . , ys). Por tanto, k(Y ) = k · E(Y )
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Análogamente se verifica que k(X) = k · E(X). Aśı, se obtiene el resultado
deseado.

Sea X/k una curva completa no singular. Fijamos una cerradura algebrai-
ca k(X) de k(X). Sea k la cerradura algebraica de k en k(X). Consideramos
la restricción natural r : σ → σ|k de Gal(k(X)/k(X)) a Gal(k/k). Enton-

ces, por ser k(X) = k · k(X), se tiene que r es inyectivo (pues si tenemos
σ, σ′ ∈ Gal(k(X)/k(X)) con σ|k = σ′|k entonces por definición σ y σ′ fijan a

k(X), y además, σ y σ′ toman los mismos valores sobre k por hipótesis, por lo
que toman los mismos valores en k · k(X) = k(X), y entonces σ = σ′).

Lema 2.6.2. Sea k un campo perfecto. Sea k′/k una extensión de Galois en
k de grado d. Entonces k′(X)/k(X) es una extensión de Galois. La función
restricción rk′ : σ 7→ σ|k′ , de Gal(k′(X)/k(X)) a Gal(k′/k) es un isomorfismo.
Además, toda extensión finita L/k(X) con L ⊆ k(X) está contenida en una
extensión de la forma k′(X), para alguna extensión finita de Galois k′/k.

Demostración. Como k′(X) = k′·k(X), obtenemos que rk′ es inyectivo de mane-
ra análoga a lo que se hizo en el párrafo anterior (antes de enunciar el lema 2.6.2).
Del lema 2.4.13 se obtiene que [k′(X) : k(X)] = [k′ : k]. Por tanto, para pro-
bar que k′(X)/k(X) es Galois, basta probar que |Gal(k′(X)/k(X))| = [k′(X) :
k(X)], o equivalentemente, que rk′ es suprayectiva (para la equivalencia: si rk′

fuera suprayectiva entonces seŕıa biyectiva, implicando que |Gal(k′(X)/k(X))| =
|Gal(k′/k)| = [k′ : k] = [k′(X) : k(X)], y por tanto k′(X)/k(X) es Ga-
lois. Rećıprocamente, si k′(X)/k(X) es Galois entonces se obtiene la igualdad
|Gal(k′(X)/k(X))| = |Gal(k′/k)|, y esto junto con la inyectividad de rk, impli-
can que rk′ es suprayectiva). Para ver que rk′ es suprayectiva, tomamos una
base {c1, . . . , cd} de k′/k. Sea α ∈ k′(X). Entonces α =

∑e
i=1 αiβi, con αi ∈ k′,

βi ∈ k(X). Como αi =
∑d
j=1 αijcj para algunos αij ∈ k, y ocurre para ca-

da i entonces existen elementos γ1, . . . , γd ∈ k(X) tales que α =
∑d
i=1 ciγi

(γj =
∑e
i=1 βiαij , para cada j = 1, . . . , d). Sea σ′ ∈ Gal(k′/k). Definimos

σ(α) :=
∑d
i=1 σ

′(ci)λi. Entonces σ pertenece a Gal(k′(X)/k(X)), y rk′(σ) = σ′.
Para verlo, se puede verificar haciendo cuentas que σ es efectivamente un homo-
morfismo de campos, por lo que es inyectiva. Para ver que es suprayectiva, no-
tamos que si C = {c1, . . . , cd} es una base de la extensión k′/k y σ′ ∈ Gal(k′/k)
entonces {σ′(c1), . . . , σ′(cd)} también es una base de dicha extensión. Como α
se logró escribir en términos de una base arbitraria C con coeficientes en k(X),
en particular se puede usar la base C ′ = {σ′(c1), . . . , σ′(cd)}, y se obtiene en-
tonces que σ es suprayectiva. Para ver que fija a k(X), sea α ∈ k(X). Entonces

α = 1·α, con 1 ∈ k′ y α ∈ k(X). Escribimos 1 =
∑d
i=1 αici, con αi ∈ k (notamos

entonces que 1 = σ′(1) =
∑d
i=1 αiσ

′(ci)). Se obtiene de la definición de σ que

σ(α) =
∑d
i=1 σ(ci)(ααi) ⇒ σ(α) = α

∑d
i=1 αiσ

′(ci) = α. Finalmente, para ver
que rk′(σ) = σ′, sea m ∈ k′. Escribimos m = m · 1, con m ∈ k′, y 1 ∈ k(X), y
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m =
∑d
i=1 αici. De la definición de σ, se obtiene que σ(m) =

∑d
i=1 σ

′(ci)(αi ·1),
pero el lado derecho de esta igualdad es precisamente σ′(m), y se obtiene el
resultado.

Ahora, sea L/k(X) cualquier extensión finita contenida en k(X). Tomamos
una base {γ1, . . . , γn} para la extensión L/k(X). Entonces podemos escribir
γi =

∑si
i=1 cijβij , con cij ∈ k y βij ∈ k(X). Sea E := k(cij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤

si). Sea k′ una extensión de Galois de k que contenga a E. se obtiene entonces
que L ⊆ k′(X). Aśı, se obtiene lo que buscábamos.

Sea I el conjunto de extensiones finitas de Galois de k contenidas en k.
Se obtiene de la proposición 1.27.5 que el grupo Gal(k/k) es isomorfo al ĺımite
proyectivo del sistema proyectivo de los grupos de Galois finitos {Gal(k′/k)}k′∈I .
Sea ψ : Gal(k/k)→ lim←−(Gal(k′/k)) dicho isomorfismo. Del lema 2.6.2, se obtiene
que el conjunto I := {k′(X)/k(X)|k′ ∈ I} es cofinal en el conjunto J de todas
las extensiones finitas de Galois de k(X) contenidas en k(X). Por tanto, de
la observación 1.28.6 se obtiene que el grupo de Galois Gal(k(X)/k(X)) es
isomorfo al ĺımite proyectivo del sistema proyectivo {Gal(k′(X)/k(X))}k′(X)∈I ,

y sea Ψ : Gal(k(X)/k(X))→ lim←−(Gal(k′(X)/k(X))).
Notamos que, como conjuntos dirigidos, el conjunto I está en biyección con

el conjunto I. Si denotamos por rk′ a la restricción natural Gal(k′(X)/k(X))→
Gal(k′/k) entonces tenemos que {rk′}k′∈I es un morfismo entre los sistemas
proyectivos {Gal(k′(X)/k(X))}k′(X)∈I y {Gal(k′/k)}k′∈I . Pero como cada rk′

es un isomorfismo (del lema 2.6.2) entonces de la proposición 1.28.5, se obtiene
que este morfismo de sistemas proyectivos induce un isomorfismo de grupos r :
lim←−(Gal(k′(X)/k(X)))→ lim←−(Gal(k′/k)). Se obtiene entonces de las definiciones
que el siguiente diagrama es conmutativo:

Gal(k(X)/k(X))
r //

Ψ

��

Gal(k/k)

ψ

��
lim←−(Gal(k′(X)/k(X)))

r // lim←−(Gal(k′/k))

Aśı, cuando la extensión k(X)/k(X) no es necesariamente finita, usando el
lema 2.6.2 y la discusión anterior se obtiene la siguiente proposición:

Proposición 2.6.3. Sea k un campo perfecto. Entonces r es un isomorfismo
de grupos.

Sea X/k una curva completa no singular. Sea Xk/k el cambio de base de

X. Consideramos la siguiente acción de Gal(k/k) sobre Xk : ∀ σ ∈ Gal(k/k),
∀ P ∈ Xk, sea σ · P el punto en Xk correspondiente al dominio de ideales

principales local Oσ(P ) := σ(OP ), donde σ ∈ Gal(k/k) se está identificando con

su correspondiente σ ∈ Gal(k(X)/k(X)) (proposición 2.6.3).
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Notamos que Gal(k/k) actúa sobre Xk por medio de permutaciones y no

por medio de un morfismo de curvas ya que σ : k(X) → k(X) no es un homo-
morfismo de k-álgebras.

Ahora, consideramos I : Xk → X, con P 7→ P tal que OP := OP ∩ k(X).

En la siguiente proposición se dará un esbozo de la demostración, la cual se
puede encontrar en [9](proposición 6.9, página 255).

Proposición 2.6.4. Sea k un campo perfecto. Sea X/k una curva completa no
singular . Entonces I es suprayectivo, y el conjunto X está en biyección con el
conjunto de órbitas de Xk bajo la acción de Gal(k/k).

Demostración. Para probar que I está bien definido, observamos que si una
valoración de k(X) es trivial sobre k(X)∗ entonces es trivial sobre k∗, y de

aqúı se obtiene que es trivial sobre k
∗

(lema 2.4.10). Y como k(X) = k ·k(X), se
obtiene entonces que también es trivial sobre k(X)∗. Por tanto, una valoración
de k(X) no trivial sobre k(X)∗ es no trivial sobre k(X)∗, por lo que si O es un
dominio de ideales principales local (es decir, corresponde a una valoración no
trivial) entonces también O ∩ k(X) lo es.

Sea P ∈ X y v : k(X) → Z la correspondiente valoración suprayectiva.
Consideramos el conjunto Σ de parejas (L,w) tales que k(X) ⊆ L ⊆ k(X) y
w : L∗ → Z tal que w|k(X) = v. Definimos el siguiente orden parcial para el
conjunto Σ como sigue:

(L,w) ≤ (L′, w′) si y sólo si L ⊆ L′ y w′|L∗ = w.

Notamos que ≤ es efectivamente un orden parcial y que las condiciones del
Lema de Zorn se satisfacen. Por tanto, Σ tiene al menos un elemento maximal, y
sea (M,ω) dicho elemento. Queremos probar que M = k(X). Supongamos que
M 6= k(X) entonces existe un elemento algebraico α ∈ k \M (de lo contrario,
se tendŕıa k ⊆ M , y como tenemos k(X) ⊆ M , se tendŕıa k(X) ⊆ M , por
lo que k(X) = M). Sea Ow el dominio de ideales principales local asociado a
w. Consideramos la extensión M(α)/M contenida en k(X). Sea B la cerradura
entera de Ow en M(α). Sea M∈ Max(B). Por la proposición 1.20.1 se obtiene
que la extensión B/Ow es no ramificada. Por tanto, vM extiende a ω. Para verlo,
primero observamos que w es suprayectiva, pues al restringirse a k(X) resulta
ser igual a v, que ya es suprayectiva. Usando la observación 5.2.18 se obtiene que
M es el campo de fracciones de Ow. Por el teorema 2.2.10 notamos que w es la
valoraciónMw-ádica, vMv

: M∗ → Z. Notamos entonces que las condiciones del
5.2.16, se satisfacen para el dominio de Dedekind Ow con campo de fracciones
M , M(α)/M extensión finita separable (pues k es perfecto), B la cerradura
entera de Ow en M(α) y la valoración vM (como Ow es local con ideal maximal
únicoMw entoncesM∩Ow =Mw, y por tantoM aparece en la factorización
de MwB). Como B/Ow es no ramificada entonces se tiene que eM/Mw

= 1 y
B/M es separable sobre Ow/Mw. En particular, eM/Mw

= 1, y utilizando el
5.2.16, se obtiene que vM extiende a ω. Esto contradice el hecho de que (M,ω)
es maximal. Por tanto, (M,ω) = (k(X), ω) y cumple que ω|k(X)∗ = v, y de esto
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último y de las definiciones de Ow y Ov se obtiene que Ov = Ow ∩ k(X), por
lo que P es la imagen bajo I del punto en Xk correspondiente a Ow, y aśı, I es
suprayectiva.

Ahora, sea P ∈ X. Queremos probar que la imagen inversa de P bajo I es
una órbita bajo la acción de Gal(k/k). Sean O1 y O2 dos dominios de ideales
principales locales de k(X)/k cuya imagen bajo I es P , i.e., O1 ∩ k(X) =
OP = O2 ∩ k(X). Consideramos el conjunto Θ de tripletas (L1, L2, σ) tales
que k(X) ⊆ L1, L2 ⊆ k(X), σ : L1 → L2 es un isomorfismo de campos, y
σ(O1 ∩ L1) = O2 ∩ L2. Damos un orden parcial al conjunto Θ como sigue:

(L1, L2, σ) ≤ (L′1, L
′
2, σ
′) si y sólo si L1 ⊆ L′1, L2 ⊆ L′2, y σ′|L1

= σ.
Notamos entonces que ≤ es efectivamente un orden parcial, y además que

se cumplen las condiciones del lema de Zorn. Por tanto, Θ tiene al menos
un elemento maximal, y sea (M1,M2, σ) dicho elemento. Queremos ver que
M1 = k(X). Para verlo, suponemos M1 6= k(X), por lo que existe un elemento
algebraico α ∈ k \M1. Sea N1 la menor extensión de Galois de M1(α) con-
tenida en k(X) que es Galois sobre M1. Elegimos cualquier extensión σ′ de σ
a N1, y sea N2 := σ′(N1). Sea O2 := O2 ∩ M2. Sea B2 la cerradura entera
de O2 en N2. Los anillos σ′(O1 ∩ N1) y O2 ∩ N2 son las localizaciones de B2

en posiblemente dos ideales maximales M1 y M2, respectivamente (como la
extensión N1/M1 es de Galois entonces N2/M2 es separable. Aplicando el teo-
rema 5.2.11 y la observación 5.2.12 al dominio de Dedekind O2 con campo de
fracciones M2 y con extensión finita separable N2/M2, se obtiene que B2 es de
Dedekind (con campo de fracciones N2). Luego, como las valoraciones induci-
das por σ′(O1) ∩ N1 y O2 ∩ N2 son mayores o iguales a cero en O2 entonces
aplicamos el lema 5.2.13 para obtener lo buscado). Por la proposición 1.21.1
existe una elemento τ ∈ Gal(N2/M2) tal que τ(M1) = M2. De aqúı, se ob-
tiene que (N1, N2, τ ◦ σ′) ≥ (M1,M2, σ). Por tanto, esta contradicción prueba
que M1 = k(X). Y como σ(k) = k, se obtiene que M2 = k(X). Por tanto,
σ ∈ Gal(k(X)/k(X)), con σ(O1) = O2.

Sea X/k una curva completa no singular. Sea Xk/k la curva completa no sin-

gular obtenida por extensión de los escalares de k. El grupo de Galois Gal(k/k)
actúa sobre Xk como se describió antes. Sea P ∈ Xk. El campo de definición de

P sobre k, denotado por k(P ), se define como el subcampo de k fijado por el
subgrupo Stab(P ) := {σ ∈ Gal(k/k) | σ(P ) = P}. En otras palabras, tenemos

Definición 2.6.5. El campo de definición de P sobre k, denotado por k(P ), es

el subcampo de k dado por k(P ) := k
Stab(P )

= {c ∈ k|σ(c) = c, ∀ σ ∈ Stab(P)}.

Lema 2.6.6. Sea k un campo perfecto. Sea X/k una curva completa no singular.
Sea P ∈ Xk. Entonces la extensión k(P )/k es finita, y la órbita de P bajo la

acción de Gal(k/k) contiene [k(P ) : k] elementos.

Demostración. Sea O el dominio de ideales principales local correspondiente a
P . Sea O := O ∩ k(X). Sea π el generador del ideal maximal del anillo O.
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Entonces, ∀ σ ∈ Gal(k/k), σ(π) = π pertenece a σ(O) (donde se identifica al
elemento σ ∈ Gal(k/k) con su correspondiente σ ∈ Gal(k(X)/k(X)), por lo
que σ fija, en particular, al elemento π ∈ O = O ∩ k(X) ⊆ O). Por tanto,
se obtiene que el valor (vP ◦ σ)(π) es positiva, ∀ σ ∈ Gal(k/k) (notamos que
vP ◦ σ : k(X) → Z es valoración). Asociando a cada vP ◦ σ el conjunto σ(O),
se obtiene de la proposición 2.4.12 que {σ(O) | σ ∈ Gal(k/k)} es finito. Y como
Gal(k/k)/Stab(P ) está en biyección con la órbita de P y este último es finito,

de la proposición 1.28.7 se obtiene que k(P ) = k
Stab(P )

es extensión finita de k
de grado igual a la cardinalidad de la órbita de P .

En la proposición siguiente se dará un esbozo de la demostración, la cual se
encuentra en [9] (proposición 6.12, página 256).

Proposición 2.6.7. Sea k un campo perfecto. Sea X/k cualquier curva com-
pleta no singular. Sea k la cerradura algebraica de k en una cerradura algebraica
fija k(X) de k(X). Sea P ∈ Xk, y sea O su dominio de ideales principales lo-
cal asociado, con ideal maximal M. Sea O := O ∩ k(X) y M := M∩ k(X).
Entonces el isomorfismo natural k → O/M se restringe a un isomorfismo de
k-álgebras de k(P ) a O/M.

Demostración. Supongamos primero que la inyección natural k → O/M es
un isomorfismo, y queremos ver que en ese caso se tiene k(P ) = k. Sea E/k
cualquier extensión de Galois de k contenida en k. Escribimos E = k(α) para
algún α ∈ E con polinomio mı́nimo f(y) ∈ k[y]. Sea B la cerradura entera de
O contenida en E(X). Entonces B = O[α] (por la proposición 1.20.1). Además,
f(y) es irreducible sobre O/M (∼= k), y entonces esto implica queMB es primo
en B. De aqúı, se obtiene que B = O ∩ E(X). Similarmente, tenemos que
σ(O) ∩ E(X) = B, ∀ σ ∈ Gal(k/k). Supongamos que existe σ ∈ Gal(k/k) tal
que σ(O) 6= O. Como σ(O) ⊆ O implica σ(O) = O (pues σ : k(X) → k(X)
es un automorfismo, y entonces σ(O) es un dominio de ideales principales local
contenido en O de cardinalidad igual a la de O), podemos asumir que ∃β ∈ O tal
que σ(β) 6= O. Entonces, del lema 2.6.2 se tiene que existe una extensión finita
de Galois E/k tal que L := k(X)(σ(β)) ⊆ E(X). Como σ(β) ∈ σ(O) ∩ E(X) =
O∩E(X) entonces tal β no puede existir, por lo que σ(O) = O, ∀ σ ∈ Gal(k/k),
y entonces Stab(P ) = Gal(k/k) y se tiene k(P ) = k.

Supongamos que O/M es cualquier extensión finita de k (del corolario 2.3.12
se sabe que O/M siempre es finita sobre k). Sea k′ ⊂ k la preimagen de O/M
bajo el isomorfismo natural k → O/M (el morfismo natural O/M → O/M
es inyectivo, pues si r +M, s +M ∈ O cumplen r +M = s +M entonces
r − s ∈ M, y además r − s ∈ O ⊆ k(X), y aśı r − s ∈ M∩ k(X)). Sea α ∈ k′,
con polinomio mı́nimo f(y) ∈ k[y], tal que k′ = k(α) (k′ es la preimagen de la
extensión finita O/M sobre k, por lo que k′/k es finita, y es separable por ser
k es perfecto, y por tanto es simple). La cerradura entera B de O en k′(X) es
igual a O[α] (proposición 1.20.1). Sea M ′ :=M∩B. Notamos que la imagen de
la función natural B → B/M ′ está contenido en O/M. Entonces la inclusión
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natural O/M→ B/M ′ es un isomorfismo. Sea O′ := O∩k′(X) = BM ′ . SeaM′
el ideal maximal de O′. Entonces podemos aplicar la discusión anterior al caso

O′ para obtener que Stab(P ) ⊇ Gal(k/k′). De aqúı, se obtiene que k
Stab(P ) ⊆ k′.

Supongamos ahora que k′/k es una extensión de Galois, y queremos ver que
k(P ) = k′. Se puede verificar el aso general en que k′/k es cualquier extensión
separable. El ideal maximalM de O se factoriza en B = O[α] como un producto
de deg(f) ideales maximales distintos de B. Si ocurriera que k(P ) 6= k′ entonces
sea M el ideal maximal de O∩k(P )(X). Existen [k′ : k(P )] > 1 ideales maxima-
les distintos de B que contienen a M . Como k′(X)/k(P )(X) es una extensión
de Galois entonces podemos encontrar µ ∈ Gal(k′/k(P )) tal que µ(M) 6= M .
Por tanto, existe µ ∈ Gal(k/k(P )) tal que µ = µ|k′ , y tal que µ(O 6= O. Esto
contradice que Gal(k/k(P )) = Stab(P ). De aqúı, se obtiene que k(P ) = k′, y se
obtiene el resultado deseado.

Definición 2.6.8. Sea X/k una curva completa no singular, y tomamos k′/k
cualquier extensión de k en k. El conjunto de puntos k′-racionales de la curva
X/k, el cual denotamos por X(k′), es el conjunto dado por

X(k′) := {P ∈ Xk|k(P ) ⊆ k′}

Observamos que X(k) = Xk y que X(k) = X(k)Gal(k/k). Notamos también

que X(k′) depende también de X/k y no solamente de Xk/k.

Sea E/k cualquier extensión en k. Se obtiene de las definiciones que Xk =
(XE)k. Sea P ∈ Xk. Entonces el campo de definición de P sobre E, E(P ), es
igual a E · k(P ). Para verlo, sea Stab(P) el estabilizador de P bajo la acción
de Gal(k/k). El estabilizador de P bajo la acción de Gal(k/E) es el subgrupo
Gal(k/E) ∩ Stab(P ). Se obtiene entonces que

E(P ) := k
Gal(k/E)∩Stab(P )

= k
Gal(k/E)

k
Stab(P )

= E · k(P )

donde la igualdad de enmedio es una de las consecuencias del teorema 1.27.6
mencionadas ah́ı. Sea k′/k cualquier extensión que contenga a E. Entonces
X(k′) = XE(k′), ya que podemos utilizar que k(P ) ⊆ k′ si y sólo si E(P ) ⊆ k′

(lo cual se cumple pues si k(P ) ⊆ k′ entonces como E(P ) = E · k(P ), y como
E ⊆ k′, k(P ) ⊆ k′, se obtiene que E(P ) ⊆ k′ (E(P ) es el menor subcampo
que contiene a k(P ) y E), y rećıprocamente, si E(P ) ⊆ k′, se obtiene que
E · k(P ) = E(P ) ⊆ k′ implica que k(P ) ⊆ k′) para obtener P ∈ X(k′) ⇔
k(P ) ⊆ k′ ⇔ E(P ) ⊆ k′ ⇔ P ∈ XE(k′).

Lema 2.6.9. Sea π : X → Y un morfismo de curvas completas no singulares
sobre k. Sea π : Xk → Yk la extensión de π a π.

1. Sea σ ∈ Gal(k/k). Entonces, ∀ P ∈ Xk, π(σ(P )) = σ(π(P ))). En parti-
cular, ∀ P ∈ Xk, k(P ) ⊇ k(π(P )).
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2. Sea E/k cualquier extensión de k en k. Entonces el morfismo π induce un
morfismo natural X(E)→ Y (E).

Demostración. Supongamos que π está inducido por la inclusión k(Y ) ⊆ k(X).
La restricción de Gal(k(X)/k(X)) a Gal(k(Y )/k(Y )) compuesta con la restric-
ción de Gal(k(Y )/k(Y )) a Gal(k/k) es igual a la restricción de Gal(k(X)/k(X))
a Gal(k/k). Además, cada uno de estas tres restricciones es un isomorfismo,
por el lema 2.6.2. Un elemento σ ∈ Gal(k/k) actúa sobre k(X) como un au-
tomorfismo, y sobre k(Y ) como la restricción de dicho automorfismo a k(Y ),
y denotamos a σ, al automorfismo de k(X) y a la restricción de éste a k(Y )
simplemente por σ.

1. Para probar que π(σ(P )) = σ(π(P )), de las definiciones se obtiene que hay
que probar que se cumple σ(OP )∩k(Y ) = σ(OP∩k(Y )). Notamos que se cumple
σ(OP ∩ k(Y )) ⊆ σ(OP ) ∩ k(Y ) (pues σ es, en particular, un automorfismo de
k(Y ), por lo que σ(k(Y )) = k(Y )). Entonces, sea f ∈ σ(OP ) ∩ k(Y ). Entonces
σ−1(f) ∈ OP ∩ k(Y ). Por tanto, f ∈ σ(OP ∩ k(Y )). Por tanto, se cumple la
igualdad que se queŕıa probar. Luego, se obtiene que Stab(P ) ⊆ Stab(π(P )), ya
que si σ ∈ Stab(P ) entonces por definición se tiene σ(OP ) = OP , y usando la
igualdad probada se obtiene OP ∩ k(Y ) = σ(OP ∩ k(Y )), y como OP ∩ k(Y )
corresponde al punto π(P ), se obtiene que σ ∈ Stab(π(P )). Finalmente, de
la contención probada se obtiene k(P ) ⊇ k(π(P )), lo cual se obtiene de las
definiciones.

2. Basta ver que π : Xk → Yk restringido al conjunto X(E) := {P ∈
Xk | k(P ) ⊆ E} tiene a su imagen contenida en el conjunto Y (E) := {P ∈
Yk | k(P ) ⊆ E} (recordamos que el σ ∈ Gal(k/k) que define la acción sobre las

curvas Xk y Yk, aśı como el σ ∈ Gal(k(Y )/k(Y )) son solamente las restricciones

de σ ∈ Gal(k(X)/k(X)) a k y a k(Y ), respectivamente, y por eso denotamos a
las tres por σ). Sea P ∈ X(E) (es decir, se cumple que k(P ) ⊆ E). Entonces
basta ver que π(P ) ∈ Y (E) (es decir, que k(π(P )) ⊆ E), pero de (1) tenemos
que k(π(P )) ⊆ k(P ) ⊆ E, y se obtiene el resultado.

Definición 2.6.10. Sea k cualquier campo, y X/k una curva completa no sin-
gular. Sea Q ∈ X con dominio de ideales principales local asociado OQ en k(X).
El grado de Q, denotado por deg(Q), es el entero [OQ/MQ : k].

Definición 2.6.11. Sea k un campo perfecto, y X/k una curva completa no
singular. Sea Q ∈ X(k). El grado de P , denotado por deg(P ), es el entero
[k(P ) : k]

Notamos que de la proposición 2.6.7 se obtiene que, cuando k es perfecto, el
grado de P ∈ X(k) y el grado de la imagen Q de P bajo el morfismo natural
Xk → X, son iguales.
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Por otro lado, sea X/Fq una curva completa no singular. Fijamos una cerra-

dura algebraica Fq(X) de Fq(X). Sea Fqn el único subcampo de Fq de grado n
sobre Fq.

Lema 2.6.12. Sea X/Fq una curva completa no singular. Entonces, ∀ n ∈ N,
el conjunto X(Fqn) es finito.

Demostración. Sea x ∈ Fq(X) tal que Fq(X)/Fq(x) es extensión separable y
finita (corolario 5.1.7). Por la observación 5.2.12 se obtiene que la cerradura
entera B de Fq[x] en Fq(X) es dominio de Dedekind. Por la proposición 2.1.6 se
obtiene que B tiene cocientes finitos. Por otro lado, notamos que para probar
que X(Fqn) es finito, basta probar que el conjunto de puntos P ∈ XFq tales

que Fq(P ) tiene cardinalidad menor o igual a qn es un conjunto finito. Sea O
el dominio de ideales principales local asociado a P con ideal maximal M , y
tomamos O = O ∩ Fq(X), M =M∩ Fq(X). De la proposición 2.6.7, tenemos
que si |Fq(P )| ≤ qn entonces |O/M| ≤ qn. Como el dominio U de x en X tiene
complemento finito (teorema 2.3.9) entonces podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que O corresponde a un punto perteneciente a U (si correspon-
diera a un punto P ′ en el complemento de U en X entonces tendŕıamos de la
demostración de la proposición 2.6.4 que la órbita de P tiene como imagen a P ′

bajo I, y del lema 2.6.6 se tiene que esta órbita es finita, y como X \U es finito
entonces los puntos P ∈ XFq que cumplen que |Fq(P )| ≤ Fqn resulta ser finito

también). Del teorema 2.2.10 se obtiene que O corresponde, de manera única, al
ideal maximalM∩B de B (recordamos que para una curva completa no singu-
lar X/k, tenemos V(k(X)/k) = {vB | B ∈ Max(B)}t{vBi | (1/x)B′ =

∏n
i B

ei
i },

donde B′ es la cerradura entera de k[1/x] en k(X)), y que O/M es isomorfo a
B/B ∩M, por lo que la cardinalidad de este último cociente es menor o igual a
qn, y del lema 2.1.7 se obtiene que el conjunto de los ideales maximales M de B
(que corresponden de manera única a puntos en el dominio U , por el teorema
2.3.9) tales que |B/M | ≤ qn es finito. Por tanto, se obtiene que el conjunto
de dominios de ideales principales locales O en Fq(X) tales que |O/M| ≤ qn

es un conjunto finito, y entonces el resultado quedará probado si logramos ver

que el conjunto de dominios de ideales principales locales O′ en Fq(X) tales

que O′ ∩ Fq(X) = O es finito. Pero de la demostración de la proposición 2.6.4

se sique que los elementos O′ que cumplen lo anterior son los elementos de la
órbita de O, y del lema 2.6.6 se obtiene que este conjunto es finito. Se obtiene
entonces el resultado.

Proposición 2.6.13. Sea X/Fq una curva completa no singular. Sea Nn :=
|X(Fqn)|. Sea bd := |{Q ∈ X|deg(Q) = d}|. Entonces Nn :=

∑
d|n dbd.

Demostración. Veamos primero que el conjunto de órbitas de X(Fqn) bajo la
acción de Gal(Fq/Fq) está en biyección con la unión ∪d|n{Q ∈ X| |OQ/MQ| =
qd}, donde la asignación es como sigue: se toma una órbita cuyo representante
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sea un punto P ∈ X(Fqn), y esta órbita es mandada al elemento Q := I(P ) ∈ X
(donde I es la función de la proposición 2.6.4)

Veamos que esta asignación está bien definida. Sea P como en el párrafo
anterior. Entonces de la proposición 2.6.7 se obtiene que Fq(P ) es isomorfo a
OQ/MQ. Además, como Fq(P ) ⊆ Fqn , se obtiene que Fq(P ) tiene cardinalidad
igual a qd, para algún d que divida a n, y por tanto, OQ/MQ también. Por
tanto, la asignación está bien definida.

Para ver la suprayectividad, sea Q ∈ X tal que |OQ/MQ| = qd, con d|n. De
la proposición 2.6.4 y su demostración, se obtiene que la imagen inversa de Q
bajo la función I es igual a la órbita de cualquier punto P cuya imagen bajo I
sea Q, y también que a Q le corresponde de manera única dicha órbita (pues
los puntos en X están en biyección con las órbitas obtenidas bajo la acción de
Gal(Fq/Fq) sobre XFq ). Sea P ∈ I−1(Q). Queremos ver que P ∈ X(Fqn). De

la proposición 2.6.7, tenemos que OQ/MQ es isomorfo a Fq(P ), y por tanto
este último tiene cardinalidad igual a qd, y como d|n entonces se obtiene que
Fq(P ) ⊆ Fqn . Por tanto, se tiene la suprayectividad (en particular, de lo anterior
notamos que la imagen inversa de Q es una órbita contenida en X(Fqn)).

Para la inyectividad, notamos que si tenemos dos órbitas cuya imagen sea
un mismo punto Q ∈ X entonces de la proposición 2.6.4 y su demostración se
obtiene que cada una de estas órbitas es la imagen inversa de Q bajo I, y por
tanto las dos órbitas son iguales. Por tanto, se tiene la biyección buscada.

Luego, como X(Fqn) es la unión disjunta de dichas órbitas entonces podemos
agruparlas como sigue: tomamos un representante P de cada órbita, y por el
lema 2.6.6 tenemos que la cardinalidad de dicha órbita es igual a [Fq(P ) : Fq] =
[OQ/MQ : Fq] = deg(Q) (donde la primera igualdad se obtiene de la proposición
2.6.7), y agrupamos entonces las órbitas cuya cardinalidad sea igual a deg(Q).
Y como Fq(P ) ⊆ Fqn entonces se obtiene que deg(Q) = d, para algún d|n, y
entonces el número de dichas órbitas es igual a bd. Aśı, de esto y de la biyección,
se obtiene el resultado.

Lema 2.6.14. Sea X/Fq una curva completa no singular. Fijamos un entero
e ≥ 1. Sea k′ := Fqe . Sea N ′n :=|Xk′(Fqen)|. Entonces N ′n = Nen.

Demostración. Tenemos que N ′n es el número de puntos Q′ ∈ Xk′ tales que
k′(Q′) ⊆ F(qe)n , y que Nen es el número de puntos Q ∈ X tales que Fq(Q) ⊆
Fqen . Si Q′ ∈ Xk′ cumple lo primero entonces el conjunto de puntos contenidos
en k′, tales que cada uno de ellos es fijado por todos los elementos del Stab(Q′),
es un conjunto contenido en F(qe)n = Fqen , pero notamos que como k′ = Fqe
entonces su cerradura entera es igual a Fq, y por tanto, se obtiene que Q′ ∈
X(Fqen). Rećıprocamente, siQ ∈ X es tal que Fq(P ) ⊆ Fqen entonces el conjunto
de puntos contenidos en Fq, tales que cada uno de ellos es fijado por todos los
elementos del Stab(Q), es un conjunto contenido en Fqen = F(qe)n , y como

k′ = Fqe entonces la cerradura algebraica de Fq es igual a k′, y por tanto, se
obtiene que Q ∈ Xk′(F(qe)n). Aśı, se obtiene que N ′n = Nen.
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2.7. Grupo de clases de divisores

Sea A un dominio conmutativo. Recordamos que el conjuntoM(A) de todos
los ideales no triviales de A es un monoide conmutativo bajo la multiplicación
de usual de ideales:

(i) Dados I, J ∈M(A), IJ ∈M(A).

(ii) El ideal (1) = A es el elemento identidad bajo la multiplicación de
ideales.

Cuando A no es un campo, el monoide M(A) no es un grupo, ya que si a ∈
A \ {0} es un elemento invertible, entonces no existe ningún ideal J ∈M(A) tal
que (a)J = A. Por tanto, el ideal aA no es invertible en M(A). Sin embargo,
cuando A es un dominio de Dedekind entonces el monoide es un grupo.

Sea P(A) el conjunto de ideales principales no triviales de A. El conjun-
to P(A) es un submonoide de M(A). Más aún, A es un dominio de ideales
principales si y sólo si P(A) =M(A)

Recordamos también que siM es cualquier monoide con elemento unitario 1
entonces una relación de congruencias sobre M es una relación de equivalencia
≡ tal que , para todo I, I ′, J, J ′ ∈ M con I ≡ I ′ y J ≡ J ′, se tiene II ′ ≡ JJ ′.
Sea M := M/ ≡ el conjunto de clases de equivalencia de M bajo la relación
de equivalencia ≡. Cuando la relación de equivalencia ≡ es una relación de
congruencias entonces el conjunto M es un monoide bajo la multiplicación

M×M→M

(clase de I)(clase de J) 7→ clase de IJ

Para queM sea un grupo, es necesario y suficiente que para cada I ∈M exista
J ∈ M con IJ ≡ 1 ≡ JI. Entonces la clase de I en M es igual al inverso de la
clase de I.

SeaM un monoide conmutativo y P cualquier submonoide deM. Se puede
verificar que el submonoide P define una relación de congruencias sobre M
como sigue: sean I, J ∈ M. Entonces I ≡ J si y sólo si existen α, β∈ P tales
que αI = βJ .

Si A un dominio conmutativo entonces consideramos el monoide conmutativo
M(A) que consiste de los ideales no cero de A (con el producto usual de ideales
y elemento neutro (1) = A), el cual define una relación de congruencias

I ≡ J ⇐⇒ ∃α, β ∈ A \ {0} tal que (α)I = (β)J

Como ≡ es una relación de equivalencia asociada a un submonoide de A (a
saber, P(A)) entonces es una relación de congruencias sobre M(A). Definimos
Cl(A) :=M(A)/ ≡.

Cuando A es un dominio de Dedekind entonces Cl(A) es un grupo con ele-
mento identidad la clase de (1). Para verlo, sea I ∈ M(A), I 6= A, y sea α ∈ I,
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α 6= 0. Como los ideales no triviales de A tienen una factorización única en
un producto de ideales maximales, podemos escribir (α) = IJ para algún ideal
J ∈ M(A). Entonces IJ ⊆ (1), y la clase de J es el inverso de la clase de I en
Cl(A).

Definición 2.7.1. Sea A un dominio de Dedekind. Al grupo Cl(A) se le llama
el grupo de clases de ideales de A.

Lema 2.7.2. Sea A un dominio conmutativo. Entonces Cl(A) = {(1)} si y sólo
si A es un dominio de ideales principales.

Demostración. Supongamos que Cl(A) = {(1)}. Sea I ∈ M(A). Entonces exis-
ten a, b ∈ A tales que (a)I = (b). En particular, b = ac, para algún c ∈ I.
Notamos entonces que I = (c), ya que si x ∈ I entonces ax = bd para algún
d ∈ A. De aqúı, se obtiene que a(x− cd) = 0. Como A es un dominio, se obtiene
que x = cd ∈ (c).

Sea B un dominio de Dedekind con campo de fracciones L. Sea V(L) el
conjunto de todas las valoraciones no suprayectivas triviales de L. Sea

Div(B) := ⊕v∈V(L)
v(B)≥0

Zxv

El grupo Div(B) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto {xv | ∈
V(L) con v(B) ≥ 0}. Un elemento D de Div(B) es una suma de la forma∑
v avxv con av = 0 para todos excepto para un número finito de valoracio-

nes v ∈ V(L) con v(B) ≥ 0. Sea

divB : L∗ → Div(B)

f 7→
∑

v∈V(L)
v(B)≥0

v(f)xv

La función divB está bien definida, pues todo elemento f de L∗ es el cociente
de dos elementos g y h en B. Como B es noetheriano, los ideales (gB) y (hB)
están contenidos en únicamente un número finito de ideales maximales de B,
digamos M1, . . .Mr. El teorema 2.2.10 nos dice que cada valoración de L que
es no negativo sobre B es una valoración M -ádica, para algún M ∈ Max(B).
Por la observación 1.17.7 se obtiene que v(f) = 0 para todas las valoraciones
v ∈ V(L), v(B) ≥ 0, excepto quizá para vM1

, . . . , vMr
.

Proposición 2.7.3. (Descripción aditiva del grupo de clases de ideales.) Sea
B un dominio de Dedekind con campo de fracciones L. El homomorfismo de
grupos

cl : Div(B)→ Cl(B)
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xv 7→ clase de Mv ∩B

induce un isomorfismo de grupos de Div(B)/divB(L∗) a Cl(B).

Demostración. La función cl es suprayectiva. Para verlo, notamos que todo ele-
mentos C ∈ Cl(B) es igual a un elemento de la forma ’clase de I’ para algún ideal
no cero I en B. Factorizamos I =

∏r
i=1M

ai
i . Recordamos que Mi =MvMi

∩B.
Entonces cl(

∑
i aixvMi ) = clase de I = C.

Ahora, sea f ∈ L∗. Entonces f = a/b con a, b ∈ B. Por tanto, divB(f) =
divB(a)− divB(b) y

cl(divB(f)) = (clase de aB) · (clase de bB)−1

= clase de B

Se obtiene entonces divB(L∗) ⊆ Ker(cl). Sea D ∈ Div(B), y supongamos que
cl(D) = (1). EscribimosD = D0−D∞, dondeD0 =

∑
avxv yD∞ =

∑
bvxv son

tales que av, bv ≥ 0, para todo v ∈ V(L), v(B) ≥ 0. Sean ID0
:=

∏
v(Mv ∩B)av

y ID∞ :=
∏
v(Mv ∩B)bv inducidos por D0 y D∞, respectivamente. Entonces

cl(D) = clase de B = (clase de ID0
)(clase de ID∞)−1

En particular, clase de ID0
= clase de ID∞ . Por tanto, existen α, β ∈ B tales que

αID0
= βID∞ . Escribiendo las factorizaciones de estos ideales expĺıcitamente,

obtenemos∏
v

(Mv ∩B)v(α)
∏
v

(Mv ∩B)av =
∏
v

(Mv ∩B)v(β)
∏
v

(Mv ∩B)bv

De la propiedad de factorización única de ideales se obtiene entonces que

divB(α) +D0 = divB(β) +D∞

Por tanto, D = D0 −D∞ = divB(β/α) ∈ divB(L∗).
Aśı, se obtiene que divB(L∗) = Ker(cl) y se obtiene el resultado.

Sea L/k una extensión. Tomamos el conjunto de valoraciones suprayectivas
de L triviales en k, V(L/k). Suponiendo que V(L/k) 6= ∅, consideramos el grupo
abeliano libre Div(L/k) generado por el conjunto {xv|v ∈ V(L/k)}, a saber,

Div(L/k) := ⊕v∈V(L/k)Zxv

Definición 2.7.4. El grupo Div(L/k) es el grupo el grupo de divisores de L/k.

Un elemento D en Div(L/k) (llamado divisor) es de la forma D =
∑
avxv

con av ∈ Z y av = 0 para todos excepto para un número finito de elementos
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v ∈ V(L/k). Si av ≥ 0,∀v ∈ V(L/k) entonces llamamos a D un divisor efectivo.
Consideramos la función

divL : L∗ → Div(L/k)

f 7−→ divL(f) :=
∑

v∈V(L/k)

v(f)xv

Si no hay confusión, denotamos por div a la función divL. Por la proposición
2.4.12 se obtiene que cuando L es una extensión finita de k(x) entonces la
función div está bien definida, ya que {v ∈ V(L/k)|v(f) 6= 0} es finito y por
tanto

∑
v∈V(L/k) v(f)xv ∈ Div(L/k).

Se puede verificar que div(L∗) es un subgrupo de Div(L/k), y tenemos en-
tonces

Definición 2.7.5. Sea L/k(x) una extensión finita. Definimos el grupo de Pi-
card Pic(L/k) como el grupo cociente Div(L/k)/div(L∗).

Ahora, consideramos el caso de una curva completa no singular, y definiremos
de manera similar su grupo de Picard.

Sea k un campo. Sea k(X)/k un campo de funciones, y sea X/k la curva
completa no singular asociada. Cada punto P ∈ X tiene asociado un dominio
de ideales principales OP con valoración vP . Entonces, definimos Div(X/k) :=
⊕P∈XZP , y div : k(X)∗ → Div(X/k), con f 7→

∑
P∈X vP (f)P . Notamos que se

puede identificar al conjunto X con V(k(X)/k), y por tanto se puede identificar
el grupo Div(X/k) con el grupo Div(k(X)/k) de manera que la función div
se identifica con divk(X). Por el teorema 2.4.11, se obtiene que el kernel de la
función div es igual a k∗, ya que k(X)/k es campo de funciones y por tanto
k′ = k en el teorema 2.4.11, por lo que div(f) = 0 ⇒ vP (f) = 0∀P ∈ X ⇒
f ∈

⋂
vP∈V(k(X)/k)OP ⇒ f ∈ k′ = k. Rećıprocamente, si f ∈ k entonces vP =

0∀P ∈ X ⇒ div(f) = 0. Denotamos por Pic(X/k) al cociente de Div(X/k) por
la imagen de div, es decir, Pic(X/k) := Div(X/k)/div(k(X)∗).

Sea k cualquier campo. Sea X/k cualquier curva completa no singular.
Definimos la función grado deg : Div(X/k) → Z como deg(

∑
P∈X aPP ) =∑

P∈X aPdeg(P ) donde deg(P ) := [OP /MP : k] (notamos que cada punto P
tiene grado 1 si k es algebraicamente cerrado, donde recordamos también que
k ↪→ OP /MP ya que MP ∩ k∗ = ∅).

Sea π : X → Y un morfismo de curvas completas no singulares sobre k de
grado n. Por la proposición 2.5.7 tenemos que π es suprayectiva. Sea P ∈ X y
π(P ) ∈ Y . Consideramos el grado residual fP/π(P ) = [OP /MP : Oπ(P )/Mπ(P )].
De las definiciones, se tiene que deg(P ) = fP/π(P )deg(π(P )). Además, a la
extensión k(X)/k(Y ) se le asoció una función norma Nk(X)/k(Y ) (sección 1.22
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del caṕıtulo I). Consideramos entonces la siguiente función:

NormX/Y : Div(X/k)→ Div(Y/k)∑
P∈X

aPP 7→
∑
P∈X

aP fP/π(P )π(P )

Tenemos entonces:

Proposición 2.7.6. Sea π : X → Y como antes. Entonces el siguiente diagra-
ma es conmutativo:

k(X)∗
div //

Nk(X)/k(Y )

��

Div(X/k)
deg //

NormX/Y

��

Z

��
k(Y )∗

div // Div(Y/k)
deg // Z

Demostración. Por el lema 2.2.5 se tiene que ∀ α ∈ k(X)∗, y ∀ Q ∈ Y ,

vQ(Nk(X)/k(Y )(α)) =
∑

{P∈X|π(P )=Q}

fP/π(P )vP (α)

Aśı, se tiene que∑
Q∈Y

vQ(Nk(X)/k(Y )(α))Q =
∑
Q∈Y

(
∑

{P∈X|π(P )=Q}

fP/π(P )vP (α))Q

=
∑
P∈X

vP (α)fP/π(P )π(P )

por lo que el diagrama cuadrado izquierdo conmuta. Además, de las definiciones
se obtiene que deg(P ) = fP/π(P )deg(π(P )), y por tanto,∑

P∈X
aP fP/π(P )π(P ) =

∑
P∈X

aPdeg(P )

y se obtiene que el diagrama cuadrado derecho también conmuta. Se obtiene
entonces que el diagrama completo también conmuta.

Teorema 2.7.7. Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no sin-
gular. Entonces, ∀ α ∈ k(X)∗, deg(div(α) = 0).

Demostración. Sea x ∈ k(X) tal que k(X)/k(x) es una extensión finita. Sea
π : X → P1 el morfismo de curvas asociado. Sea α ∈ k(X)∗. Por la proposi-
ción 2.7.6, tenemos que deg(div(α)) = deg(div(Nk(X)/k(x)(α))). Por tanto, si
probamos que, ∀ β ∈ k[x]∗, deg(div(β)) = 0 entonces quedará probado este
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teorema (notamos que si B es la cerradura entera de k[x] en k(X) entonces de
la proposición 1.2.15 se obtiene que k(X) es el campo de fracciones de B, y
como div es multiplicativa, basta ver el caso en que α ∈ B. Pero también por el
corolario 1.22.2 se obtiene entonces que Nk(X)/k(x)(α) ∈ k[x]. Por tanto, basta
que ∀ β ∈ k[x] \ {0}, se cumple deg(div(β)) = 0). Si β ∈ k[x] \ {0}, escribimos
la factorización de β en k[x] como

β =
∏

g(x) irreducible

g(x)vg(x)(β)

De aqúı, se obtiene que
∑

(grado de g(x))vg(x)(β) = grado de β = −v∞(β). Por
la proposición 2.3.6 se tiene que V(k(x)/k) = {vg(x)|g(x) es irreducible en k[x]}t
{v∞}. Como [Ovg(x)/Mvg(x) : k] = grado de g(x) y como [Ov∞/Mv∞ : k] = 1,
se obtiene que

deg(div(β)) =
∑
vP∈V(k(x)/k) vP (β)deg(P )

= v∞(β) +
∑
g(x) irreducible vg(x)(β)[kvg(x) : k]

= 0

donde kvg(x) := Ovg(x)/Mvg(x) . Aśı, se obtiene el resultado deseado.

Corolario 2.7.8. Sea X/k una curva completa no singular. Entonces la función
deg : Div(X/k) → Z induce un homomorfismo de grupos no trivial, deg′ :
Pic(X/k)→ Z, con D + div(k(X)∗) 7→ deg(D).

Demostración. La función deg′ está bien definida, pues si D + div(k(X)∗) =
D′ + div(k(X)∗) entonces D −D′ ∈ div(k(X)∗), por lo que D −D′ = div(α),
para algún α ∈ k(X)∗. De la definición de deg se obtiene deg(D − D′) =
deg(D)−deg(D′), y entonces se obtiene que deg(D)−deg(D′) = deg(D−D′) =
deg(div(α)) = 0, donde en la última igualdad se usó el teorema 2.7.7, por lo que
deg(D) = deg(D′). Por tanto deg′ está bien definida.

De la definición de deg, se obtiene que deg(D + D′) = deg(D) + deg(D′),
y de esto se deduce que deg′ es homomorfismo de grupos. Y como Div(X/k)
contiene a un divisor efectivo cuya imagen bajo deg es positivo, se se obtiene
que deg′ es no trivial. Se obtiene aśı lo buscado.

Denotamos de aqúı en adelante como deg a la función deg′.

Observación 2.7.9. Sea X/k una curva completa no singular. Sea α ∈ k(X) \ k.
Entonces α define un morfismo no constante de curvas completas no singula-
res sobre k, π : X → P1, inducido por la extensión K(X)/k(α). Sea 0 ∈ P1

el punto correspondiente a la valoración (α)-ádica de k[α], y sea ∞ ∈ P1 el
punto correspondiente a la valoración (1/α)-ádica de k[1/α]. Definimos (α)0 :=∑
P∈π−1(0) vP (α)P , y similarmente (α)∞ = −

∑
P∈π−1(∞) vP (α)P . Entonces,

de las observaciones 2.5.3 y 2.5.4 se tiene

div(α) = (α)0 − (α)∞
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y el teorema 1.18.4 implica que deg((α)0) = deg((α)∞) = [k(X) : k(α)]

Sea X/k una curva completa no singular. Sea Div0(X/k) el kernel de la
función deg : Div(X/k) → Z, y sea Pic0(X/k) el kernel de la función deg :
Pic(X/k)→ Z. Se obtiene entonces que Pic0(X/k) = Div0(X/k)/div(k(X)∗), y
se obtiene entonces de las definiciones que la sucesión

(1)→ k∗ → k(X)∗
div→ Div0(X/k)→ Pic0(X/k)→ (0)

es exacta, donde div está bien definida por el teorema 2.7.7.

Proposición 2.7.10. Sea k cualquier campo. Entonces la función

deg : Pic(P1/Z)→ Z

es un isomorfismo. En particular, Pic0(P1/k) = {0}.

Demostración. Notamos que el conjunto V(k(x)/k) siempre contiene a una va-
loración correspondiente a un punto en P1 de grado 1, a saber v∞ ([k∞ :
k] = 1, pues O∞/M∞ ∼= k[1/x](1/x)/(1/x)k[1/x](1/x)

∼= k[1/x]/(1/x) ∼= k),
con v∞(f) = −(grado de f(x)) (lema 2.2.7). Por tanto, para toda n ∈ Z, es-
cribimos n{∞} + div(k(x)∗) (∞ es el punto de P1 correspondiente a v∞), y
notamos que la imagen de este elemento bajo la función deg : Pic(P1/k) →
Z es igual a n, y se obtiene entonces que deg es suprayectiva. Veamos que
Pic(k(x)/k) ∼= {nxv∞ + divk(x)(k(x)∗) | n ∈ Z}. Por la proposición 2.3.6 sabe-
mos que V(k(x)/k) = {vg(x) | g(x) ∈ k[x] es irreducible}∪{v∞}. Sea g(x) ∈ k[x]
irreducible. Se tiene entonces

divk(x)(g(x)) =
∑

v∈V(k(x)/k)

v(g(x))xv = 1 · xvg(x) − (grado de g(x))xv∞

(pues tenemos que la factorización (única) en ideales maximales de k[x] del ideal
(g(x)) ⊆ k[x] es (g(x)) mismo, el cual es maximal por ser g(x) irreducible en
k[x], y entonces por definición vf(x)(g(x)) = 1 si f(x) = g(x) y vf(x)(g(x)) =
0 si f(x) 6= g(x), con f(x) irreducible en k[x], además de que v∞(g(x)) =
−(grado de g(x)) (lema 2.2.7), y de aqúı se obtiene que, en Pic(k(x)/k),

xvg(x) + divk(x)(k(x)∗) = (grado de g(x))xv∞ + divk(x)(k(x)∗)

Y como Div(k(x)/k) está generado por el conjunto {xv | v ∈ V(k(x)/k)}, se
obtiene que Pic(k(x)/k) está generado por el elemento {xv∞ + divk(x)(k(x)∗)}.
Además, notamos que este elemento no puede tener orden finito en Pic(k(x)/k),
ya que deg es un homomorfismo de grupos y deg(xv∞) = 1 (donde identificamos
a deg(xv∞) con deg({∞}), que es igual a 1). Por tanto, deg : Pic(k(x)/k) =
{nxv∞ + divk(x)(k(x)∗) | n ∈ Z} → Z es un isomorfismo.
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Teorema 2.7.11. Sea k un campo finito. Sea X/k una curva completa no
singular. Entonces Pic0(X/k) es un conjunto finito.

Demostración. Sea d ∈ N. Sea Picd(X/k) el subconjunto de elementos pertene-
cientes a Pic(X/k) cuya imagen bajo deg es igual a d. Como deg : Pic(X/k)→ Z
es homomorfismo de grupos, se obtiene que los conjuntos Picd(X/k) y Pic0(X/k)
están en biyección (si tenemos dos divisoresD,D′ ∈ Picd(X/k) entonces deg(D−
D′) = 0, por ser homomorfismo de grupos, y por tanto D −D′ ∈ Pic0(X/k), y
si fijamos D y tomamos D′′ ∈ Picd(X/k) con D′ 6= D′′, se obtiene que las restas
D−D′ y D−D′′ son distintas y pertenecen ambas a Pic0(X/k), y como |{D−
D′ | D′ ∈ Picd(X/k)}| = |Picd(X/k)|, se obtiene que |Picd(X/k)| ≤ |Pic0(X/k)|.
Similarmente, si D′ ∈ Pic0(X/k) y D ∈ Picd(X/k) entonces deg(D′ + D) = d,
por ser homomorfismo de grupos, por lo que D + D′ ∈ Picd(X/k), y si fija-
mos a D y tomamos D′′ ∈ Pic0(X/k) con D′ 6= D′′ entonces se tiene que
las sumas D + D′ y D + D′′ son distintas y pertenecen ambas a Picd(X/k),
y como |{D + D′ | D′ ∈ Pic0(X/k)}| = |Pic0(X/k)|, se obtiene entonces que
|Pic0(X/k)| ≤ |Picd(X/k)|, y por tanto se obtiene la igualdad |Picd(X/K)| =
|Pic0(X/k)|). Se obtiene entonces que Picd(X/K) es finito si y sólo si Pic0(X/k)
es finito. Sea Effd(X/k) el conjunto de divisores efectivos en Div(X/k) de grado
d. Consideramos la restricción cld de la función cl : Effd(X/k)→ Picd(X/k), es
decir,

cld : Effd(X/k)→ Picd/(X/k)

Por la observación 4.2.3, se tiene que cld es suprayectivo si d es suficientemente
grande. Por tanto, basta probar que Effd(X/k) es finito si d es suficientemente
grande. Sea x ∈ k(X) tal que k(X)/k(x) es una extensión finita separable
(corolario 5.1.7). Sea B la cerradura entera de k[x] en k(X). Como k es campo
finito, se obtiene que B tiene cocientes finitos, por la proposición 2.1.6 y por el
lema 2.1.7 se tiene que el número de ideales maximales M ⊂ B con |B/M | ≤ d es
finito. Ahora, por un lado el teorema 2.3.9 nos dice que el dominio U de x cumple
que U es abierto af́ın y que B = OX(U), y por definición el que sea af́ın implica
que U está en biyección con Max(OX(U)) = Max(B). Además, por el corolario
2.3.11 sabemos que el conjunto V(k(X)/k) es igual al conjunto de valoraciones
vB, con B ∈ Max(B), unión con otro conjunto finito de valoraciones. Y ahora
por otro lado, del teorema 2.2.10 obtenemos que B/B ∼= OvB/MvB , para todo
B ∈ Max(B), y por tanto tienen la misma cardinalidad. Aśı, juntando estos dos
hechos, se obtiene que el número de valoraciones v en V(k(X)/k) cuyo campo
residual Ov/Mv tiene a lo más d elementos es un conjunto finito. Se concluye
entonces que el número de puntos P en X tales que deg(P ) = [OP /MP : k] ≤ n
es finito, para cualquier n ∈ N suficientemente grande. Aśı, obtenemos que el
número de divisores D =

∑
aPP , tales que aP ≥ 0, ∀ P ∈ X, y tales que∑

aPdeg(P ) ≤ d, es también finito, y se obtiene el resultado.
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3. Caṕıtulo III - La racionalidad y la ecuación
funcional de la función zeta sobre campos

finitos

3.1. La racionalidad

En esta sección definimos la función zeta de una curva completa no singular
sobre un campo finito y demostramos la racionalidad de dicha función.

Definición 3.1.1. La función zeta de una curva completa no singular X/Fq es
la serie de potencias Z(X/Fq, T ) :=

∏
P∈X(1− T deg(P ))−1.

Sea bd := {P ∈ X| |OP /MP | = qd}. Sea Nn =|X(Fqn)|. Entonces la pro-
posición 2.6.13 muestra que Nn =

∑
d|n dbd. Veamos entonces que Z(T ) :=

Z(X/Fq, T ) = exp(
∑∞
n=1NnT

n/n). Observamos que si |OP /MP | = qd enton-
ces deg(P ) = [OP /MP : Fq] = d, ya que si deg(P ) = d′ entonces por ser
|Fq| = q y del hecho de que todo elemento de OP /MP se escribe de mane-
ra única como una combinación lineal de los elementos de la base con coefi-
cientes en Fq, se obtiene que |OP /MP | = qd

′
, por lo que d = d′. Por tanto,

{P ∈ X | |OP /MP | = qd} = {P ∈ X | deg(P ) = d}, y podemos escribir

Z(T ) =
∏
P∈X

(1− T deg(P ))−1 =

∞∏
d=1

(1− T deg(P ))−bd

Recordando la sección 1.1 del caṕıtulo 1 obtenemos que

log(Z(T )) = −
∞∑
d=1

bd log(1− T deg(P ))

Recordamos que

− log(1− x) = x+ x2 + x3 + · · · =
∞∑
n=1

xn

n

Por tanto, se obtiene que

log(Z(T )) =

∞∑
d=1

bd(

∞∑
i=1

(T d)i

i
)

Reordenando, se llega a que

log(Z(T )) =

∞∑
n=1

(
∑
d|n

dbd)
Tn

n
=

∞∑
n=1

Nn
Tn

n
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y sacando la exponencial en cada lado de la última igualdad, se obtiene

Z(T ) = exp(

∞∑
n=1

Nn
Tn

n
)

Se obtiene aśı el resultado.

Observación 3.1.2. Notamos que el procedimiento utilizado para probar la
igualdad Z(T ) = exp(

∑∞
n=1NnT

n/n) puede usarse rećıprocamente para probar
que, si definimos la función zeta como

Z(T ) := exp(

∞∑
n=1

NnT
n/n)

donde Nn = |X(Fqn)| entonces Z(T ) =
∏
P∈X(1−T deg(P ))−1. En otras palabras,

la definición 3.1.1 y la definición 3.1.3 siguiente son equivalentes.

Definición 3.1.3. La función zeta de una curva completa no singular X/Fq es
Z(X/Fq, T ) :=

∑∞
n=1Nn

Tn

n , donde Nn = |X(Fqn)|.

Notamos que, al ser Fq un campo finito, es un campo perfecto. Entonces
podemos aplicar varias de las ideas vistas en la sección 2.4 del caṕıtulo II al
caso k = Fq. Aśı, fijamos una cerradura algebraica Fq(X) de Fq(X). Sea Fq el

subcampo de Fq(X) isomorfo a la cerradura algebraica de Fq. Sea e cualquier
entero positivo primo relativo con p. Sea Fqe el único subcampo de Fq de grado
e sobre Fq. Como Fq es algebraicamente cerrado en Fq(X), el campo

Fqe(X) := Fqe · Fq(X) ⊂ Fq(X)

es un campo de funciones sobre Fqe , y su grado sobre Fq(X) también es igual
a e. Sea XFqe /Fqe la curva completa no singular asociada a Fqe(X)/Fqe . Las
funciones zeta Z(X/Fq, T ) y Z(XFqe /Fqe , T ) están relacionadas como sigue:

Lema 3.1.4. Z(XFqe /Fqe , T e) =
∏e
i=1 Z(X/Fq, ξieT ), donde ξe es una ráız pri-

mitiva e-ésima de la unidad.

Demostración. Sea N ′n := |XFqe (Fqne)|. Por el lema 2.6.14 se tiene N ′n = Nne.
Recordamos también que

∑e
i=1(ξie)

m es igual a e si e|m, de lo contrario es igual
a cero. Luego, tenemos que

log (
∏e
i=1 Z(X/Fq, ξieT )) =

∑e
i=1 log(Z(X/Fq, ξieT ))

=
∑e
i=1(

∑∞
m=1Nm(ξie)

mTm/m)
=

∑∞
m=1Nm(

∑e
i=1(ξie)

m)Tm/m
=

∑∞
n=1NenT

en/n =
∑∞
n=1N

′(T e)n/n
= log(Z(X/Fqe/Fqe , T e))

Aśı, se obtiene el resultado.
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Sea X/Fq cualquier curva completa no singular. Veremos que la serie de
potencias Z(X/Fq, T ) es igual al cociente de dos polinomios. Tomamos el sub-
conjunto de Div(X/Fq) consistente de los divisores efectivos, Eff(X/Fq).

Tenemos entonces que

Z(X/Fq, T ) =
∏
P∈X

(1− T deg(P ))−1

=
∏
P∈X

(1 + T deg(P ) + T 2deg(P ) + T 3deg(P ) + · · · )

=
∑

D∈Eff(X/Fq)

T deg(D)

=
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥0

(
∑

D∈Eff(X/Fq)
clase de (D)=ζ

T deg(D))

Sea ζ ∈ Pic(X/Fq) y Eζ := {D ∈ Eff(X/Fq)| clase de (D) = ζ}.
Tenemos entonces∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥0

(
∑

D∈Eff(X/Fq)
clase de (D)=ζ

T deg(D)) =
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥0

|Eζ |T deg(ζ)

y aśı, se tiene

Z(X/Fq, T ) =
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥0

|Eζ |T deg(ζ) (1)

Por el corolario 2.7.8 se obtiene que todos los divisores D ∈ Eζ tienen el
mismo grado d, a saber, d = deg(ζ). En la demostración del teorema 2.7.11 se
vio que, para todo d ≥ 0, el número de divisores efectivos de grado d es finito, y
por un corolario (4.2.9) del teorema de Riemann-Roch (teorema 4.2.8) se obtuvo
que Eζ no es vaćıo si d es suficientemente grande.

Además, el teorema de Riemann-Roch muestra la existencia de un entero
g ≥ 0, llamado el género de X/Fq, tal que si deg(ζ) ≥ 2g − 1 entonces

|Eζ | =
qdeg(ζ)+1−g − 1

q − 1

Teorema 3.1.5. Sea X/Fq una curva completa no singular de género g. En-
tonces

Z(X/Fq, T ) =
f(T )

(1− T )(1− qT )

donde f(T ) ∈ Z[T ] es un polinomio de grado a lo más 2g. La función zeta tiene
un polo simple en T = 1, y

ĺım
T→1

(T − 1)Z(X/Fq, T ) =
h

q − 1

donde h := |Pic0(X/Fq)| (llamado el número clase).
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Demostración. Supongamos que g ≥ 1. Usando (1), se obtiene

Z(X/Fq, T ) =
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
0≤deg(ζ)≤2g−2

|Eζ |T deg(ζ) +
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥2g−1

|Eζ |T deg(ζ)

El teroema 2.7.11 muestra que la función deg : Pic(X/Fq)→ Z tiene kernel
finito Pic0(X/Fq) de cardinalidad h, y además, que para todo d ∈ N, el conjunto

Picd(X/Fq) = {ζ ∈ Pic(X/Fq)|deg(ζ) = d} es o vaćıo, o tiene cardinalidad h.
Sea e es el menor entero positivo que puede tomar la imagen deg(Pic(X/Fq)),

y sea ζ el elemento donde alcanza dicho valor. Entonces, si ζ ′ ∈ Pic(X/Fq)
con deg(ζ ′) ≥ 0, y si no es múltiplo de e entonces existen q, r únicos tales que
deg(ζ ′) = qe+r, con 0 < r < e, luego deg(ζ ′−qζ) = r, con ζ ′−qζ ∈ Pic(X/Fq),
contradiciendo la hipótesis. Entonces deg(ζ ′) es múltiplo de e, y siguiendo un
proceso parecido se puede ver que deg(ζ ′) sigue siendo múltiplo de e si deg(ζ ′) <
0.

Entonces, sea e ∈ N el único entero tal que

Pic(X/Fq) = eZ

Se obtiene que∑
ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥2g−1

|Eζ |T deg(ζ) = h
∑
d

de≥2g−1

qde+1−g − 1

q − 1
T de.

Si d0 es el menor entero tal que d0e ≥ 2g − 1, se obtiene

h
q−1 (

∑
de≥2g−1

(qde+1−g − 1)T de) =

h
q−1 (qd0e+1−gT d0e(

∞∑
d=0

(qT )de)− T d0e(
∞∑
d=0

T de)) = h
q−1 ( q

d0e+1−gTd0e

1−qeT e − Td0e

1−T e )

= h · u(T e)

(1− qeT e)(1− T e)
(2)

con

u(T e) =
(qd0e+1−gT d0e)(1− T e)− T d0e(1− qeT e)

q − 1
(3)

el cual se verifica que tiene coeficientes enteros. Además, como d0 es el menor
entero tal que d0e ≥ 2g − 1, y poniendo T ′ = T e, se obtiene que u(T e) es un
polinomio en T ′ de grado a lo más 2g.

Por otro lado, observando la expresión∑
ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≤2g−2

|Eζ |T deg(ζ) = h
∑
d

0≤de≤2g−2

rdT
de (4)

donde rd depende de los valores |Eζ |, encontramos que T está elevado a una
potencia que es múltiplo de e, menor o igual a 2g − 2, por lo que escribiendo
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nuevamente T ′ = T e, obtenemos que la expresión es un polinomio en T ′ con
coeficientes enteros de grado a lo más 2g − 2.

Sumando (2) y (4), obtenemos una expresión de la forma f(T e)
(1−qeT e)(1−T e) ,

donde f(T e) es un polinomio, con coeficientes enteros, igual a

h[(
∑
d

rdT
de(1− qeT e)(1− T e))] + hu(T e) (5)

El segundo sumando es de grado a lo más 2g en la variable T ′ = T e, mientras
que el primer sumando tiene grado a lo más 2g− 2 + e+ e en la variable T , por
lo que es de grado a lo más 2g en T ′ = T e.

Por tanto, f(T e) es de grado a lo más 2g.
Además, se obtiene

ĺım
T→1

(T − 1)Z(X/Fq) = ĺım
T→1

(T − 1)
f(T e)

(1− qeT e)(1− T e)

Por tanto, de la identidad 1− T e = (1− T )(1 + T + · · ·+T e−1), de (5) y de
(3), se obtiene que

ĺım
T→1

(T − 1)Z(X/Fq, T ) =
h

(q − 1)e
(6)

Notamos entonces que, para el caso g ≥ 1, el teorema se cumplirá si logramos
probar que e = 1.

Supongamos que g = 0. Entonces, se deduce que |Eζ | = (qdeg(ζ)+1−1)/(q−1)
si deg(ζ) ≥ 0, y por tanto

Z(X/Fq, T ) =
∑
ζ

deg(ζ)≥0

|Eζ |T deg(ζ)

= h
∑
d

de≥0

(
qde+1 − 1

q − 1
)T de

= h
q−1 (q

∑
d

de≥0
qdeT de −

∑
d

de≥0
T de)

= h
q−1 ( q

1−(qT )e −
1

1−T e )

= f(T e)
(1−(qT )e)(1−T e)

donde

f(T e) = h[
q(1− T e)− (1− (qT )e)

q − 1
] (7)

De (7) notamos que f(T e) es un polinomio en la variable T ′ = T e y se puede
verificar que tiene coeficientes enteros. Sin embargo, de (7) también notamos
que si e = 1 entonces f(T e) = h, es decir, es un polinomio de grado a lo más
0 = 2g, y también se cumple que ĺımT→1(T −1)(Z(X/Fq, T )) = h

q−1 . Por tanto,
si probamos la siguiente proposición entonces el teorema quedará probado.
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Proposición 3.1.6. Sea X/Fq una curva completa no singular. La función
deg : Pic(X/Fq)→ Z es suprayectiva (i.e., e = 1).

Demostración. Sea e ∈ N tal que deg(Pic(X/Fq)) = eZ. Consideramos la curva
XFqe /Fqe , obtenida de X/Fq por cambio de base. Sea ξe una ráız e-ésima de la

unidad en Q. Por lema 3.1.4 se tiene que

Z(Xqe/Fqe , T e) =

e∏
i=1

Z(X/Fq, ξieT )

Notamos que, haciendo T ′ = T e, el lado izquierdo de la igualdad tiene un
polo simple en T ′ = 1, pues podemos aplicar la fórmula (6) a la función zeta
Z(Xqe/Fqe , T e), mientras que el lado derecho de la igualdad tiene un polo de
orden e, esto último debido a que

e∏
i=1

Z(X/Fq, ξieT ) = (
f(T e)

(1− qeT e)(1− T e)
)e

En particular, el lado derecho tiene un polo de orden e en T ′ = 1.
Se obtiene de la igualdad y de la comparación del orden del polo en T ′ = 1

que e = 1.

Se concluye aśı la proposición y la demostración del teorema.

Escribimos la función f(T ) ∈ Z[T ] de la forma f(T ) = c0+c1T+· · ·+c2gT 2g,
con los ci ∈ Z, i = 1, . . . , 2g, no necesariamente distintos de cero (pues f(T ) es
de grado a lo más 2g, no necesariamente igual a 2g). Observamos de la definición
de Z(T ) = Z(X/Fq, T ) que Z(0) = 1. Y por otro lado, usando el teorema 3.1.5,
se obtiene que Z(0) = f(0). Por tanto, se obtiene c0 = 1. Aśı, podemos factorizar
a f(T ) ∈ Z[T ] como un producto en Q[T ] de la forma

f(T ) =

2g∏
i=1

(1− wiT )

con wi ∈ Q, i = 1, . . . , 2g, enteros algebraicos no necesariamente distintos de
cero (notamos que son efectivamente algebraicos, ya que si definimos h(s) :=
s2gf(1/s) entonces h(s) es mónico de grado a lo más 2g en Z[s] y se cumple que
h(wi) = 0, ∀ i = 1, . . . , 2g). Sin embargo, veremos en la siguiente parte que el
grado de f(T ) es exactamente igual a 2g, por lo que se seguirá que wi 6= 0 ∀
i = 1, . . . , 2g.

114



3.2. La ecuación funcional

En esta sección demostramos la ecuación funcional de la función zeta de una
curva completa no singular sobre un campos finito.

Tenemos, de la racionalidad de la función zeta, que Z(T ) := Z(X/Fq, T ) =∏c
i=1(1 − wiT )/(1 − qT )(1 − T ) (con c ≤ 2g), y suponiendo que wi 6= 0 para

cada i (lo cual será cierto al probar el siguiente teorema), es decir, suponiendo
que c = 2g, encontramos que

Z(1/qT ) =

c∏
i=1

(1− wi
qT

)/(1− 1

T
)(1− 1

qT
)

= qT 2 · 1
(1−qT )(1−T )

c∏
i=1

(1− wi/qT )

= (−1)c(

c∏
i=1

wi)q
1−cT 2−c ·

c∏
i=1

(1− q

wi
T )

(1− qT )(1− T )
(∗)

Teorema 3.2.1. Sea X/Fq una curva completa no singular de género g. Enton-

ces, tomando Z(T ) = f(T )
(1−qT )(1−T ) , se tiene que f(T ) tiene grado exactamente

igual a 2g, y además, se cumplen las siguientes condiciones equivalentes:

(i) Z(1/qT ) = (qT 2)1−gZ(T ).

(ii)
∏2g
i=1 wi = qg, y la función wi 7→ q/wi, del conjunto {w1, w2, · · · , w2g}

en śı mismo, está bien definida y es biyectiva.

Notamos que, de (ii), se obtiene que wi 6= 0 para cada i.

Demostración. El teorema 4.2.8 asegura la existencia de un entero, el cual es
precisamente g, y, para cada ζ ∈ Pic(X/Fq), de un entero no negativo h0(ζ), tal
que

(1) |Eζ |= qh
0(ζ)−1
q−1 , y

(2) si deg(ζ) ≥ 2g − 1 entonces h0(ζ) = deg(ζ) + 1− g
Más aún, también nos asegura la existencia de un elementoK ∈ Pic2g−2(X/Fq)

(llamado la clase canónica), tal que , ∀ ζ ∈ Pic(X/Fq), se tiene
(3) h0(ζ) = deg(ζ) + 1− g + h0(K − ζ)
Consideramos esta última condición (3), y veamos primero que (i) se cumple.
Tomemos Z′(T ) = (q − 1)Z(T ). Entonces

Z′(T ) = (q − 1)
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥0

|Eζ |T deg(ζ)
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Usando (1), podemos reescribir Z′(T ) como la suma de dos términos α(T ) +
β(T ), donde

α(T ) :=
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
0≤deg(ζ)≤2g−2

qh
0(ζ)T deg(ζ)

y

β(T ) =
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
deg(ζ)≥2g−1

qh
0(ζ)T deg(ζ) −

∑
ζ∈Pic(X/Fq)

deg(ζ)≥0

T deg(ζ)

Usando (2), obtenemos

β(T ) = h
∑
d≥2g−1 q

d+1−gT d − h
∑
d≥0 T

d

= hq1−g(qT )2g−1(
∑
f≥0(qT )f )− h

1−T
= h( q

gT 2g−1

1−qT )− h( 1
1−T )

De esto último se obtiene que β(1/qT ) = q1−gT 2−2gβ(T ), ya que, después
de hacer los cálculos necesarios, se obtiene que

β(1/qT ) = h(
qg(1/qT )2g−1

1− q(1/qT )
)− h(

1

1− (1/qT )
) = h(

qT

1− qT
)− h(

q1−gT 2−2g

1− T
)

donde la última expresión se puede verificar que es igual a q1−gT 2−2gβ(T ).
Consideramos ahora el caso de α(T ). Sea K ∈ Picd0(X/Fq) cualquier clase

de grado d0. La función⋃
0≤d≤d0

Picd(X/Fq) −→
⋃

0≤d≤d0

Picd(X(Fq)

ζ → K− ζ

está bien definida, ya que si 0 ≤ deg(ζ) ≤ d0 (con ζ ∈
⋃

0≤d≤d0 Picd(X/Fq))
entonces

0 ≤ deg(K − ζ) = deg(K)− deg(ζ) ≤ d0

por lo que K − ζ ∈
⋃

0≤d≤d0 Picd(X/Fq) Además, si

ζ, ζ ′ ∈
⋃

0≤d≤d0

Picd(X/Fq) ⊆ Pic(X/Fq)

con K−ζ = K−ζ ′, entonces por ser Pic(X/Fq) un grupo, se obtiene que ζ = ζ ′,
por lo que la función es inyectiva.

También, si ζ ∈
⋃

0≤d≤d0 Picd(X/Fq) entonces ζ es imagen, bajo la función,

del elemento K− ζ (el cual pertenece a
⋃

0≤d≤d0 Picd(X/Fq), como se vio). Por
tanto, la función es suprayectiva. En particular, esta biyección es válida cuando
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K es la clase canónica (es decir, d0 = 2g − 2), y utilizando esta biyección,
podemos escribir

α(T ) =
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
0≤deg(ζ)≤2g−2

qh
0(ζ)T deg(ζ) =

∑
ζ∈Pic(X/Fq)

0≤deg(ζ)≤2g−2

qh
0(K−ζ)T deg(K−ζ)

Y ahora, aplicando (3), encontramos que

α(T ) =
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
0≤deg(ζ)≤2g−2

qh
0(ζ)−deg(ζ)−1+gT deg(K)−deg(ζ)

= qg−1T deg(K)
∑

ζ∈Pic(X/Fq)
0≤deg(ζ)≤2g−2

qh
0(ζ) · 1

(qT )deg(ζ)

= qg−1T 2g−2α(1/qT )

Es decir, α(1/qT ) = q1−gT 2−2gα(T ).
Por lo tanto, juntando los casos de β(T ) con α(T ) tenemos

(q − 1)Z(1/qT ) = α(1/qT ) + β(1/qT )
= q1−gT 2−2gα(T ) + q1−gT 2−2gβ(T )
= q1−gT 2−2g(q − 1)Z(T )

y por tanto se obtiene el resultado.
Ahora, notamos que el hecho de que se cumpla (i) implica que el grado de

f(T ) es c = 2g. Para verlo, notamos que, por un lado, de (*) tenemos

Z(T ) = qT 2 · 1

(1− qT )(1− T )
·
c∏
i=1

(1− wi
qT

)

y por otro lado, de (i) tenemos

Z(1/qT ) = (qT 2)1−g ·
∏c
i=1(1− wiT )

(1− qT )(1− T )

Aśı, igualando ambos expresiones y cancelando términos, obtenemos

qT 2 ·
c∏
i=1

(1− wi
qT

) = (qT )1−g ·
c∏
i=1

(1− wiT )

Desarrollando ambos lados de esta igualdad, luego multiplicando ambos lados
por (qT )c, y luego comparando los términos de cada lado de la igualdad (y en
particular los términos de mayor grado en cada lado de la igualdad), se puede
verificar que c = 2g.

Aśı, sólo resta ver que se cumple la equivalencia. Supongamos que se cum-
ple (ii). Como

∏2g
i=1 wi = qq entonces se obtiene que wi 6= 0 ∀i = 1, . . . , 2g, y

entonces podemos aplicar (*). Como c = 2g, y sustituyendo
∏2g
i=1 wi = qg y los
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elementos q/wi por wi en (*) (lo cual es posible por la biyección que se cumple
por hipótesis), se obtiene (i). Ahora supongamos que se cumple (i). Haciendo el
mismo procedimiento para ver que el grado de f(T ) es igual a 2g y comparando
los términos de mayor grado en cada lado de la igualdad, se puede verificar que∏2g
i=1 wi = qg. Además, como wi 6= 0 ∀ i = 1, . . . , 2g entonces de (i) y de (*)

se obtiene que el conjunto { qw1
, . . . , q

w2g
} (las soluciones de Z(1/qT )) y el con-

junto { 1
w1
, . . . , 1

w2g
} (las soluciones de Z(T )) son el mismo conjunto. Se obtiene

que la función dada en (ii) está bien definida y es biyectiva. Aśı, se obtiene la
equivalencia y se obtiene el resultado.
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4. Caṕıtulo IV - El teorema de Riemann-Roch

En este caṕıtulo se prueba el teorema de Riemann-Roch aśı como algunas
consecuencias del mismo que son claves para la demostración de la racionalidad
y la ecuación funcional que se expuso en el caṕıtulo 3.

4.1. El k-espacio vectorial H0(D)

Sea X/k cualquier curva completa no singular. Sea O el elemento identidad
de Div(X/k). Consideramos el siguiente orden parcial ≥ en el grupo Div(X/k):

D′ ≥ D si y sólo si D′ −D es un divisor efectivo.

En particular, tenemos que D es un divisor efectivo si y sólo si D ≥ O.
A cada α∈ k(X)∗ se le asocia un divisor div(α), y podemos agregar un nuevo
elemento, denotado por div(0), al conjunto Div(X/k) y extendemos el orden
parcial ≥ al conjunto Div(X/k)

⊔
div(0) mediante div(0) ≥ D ∀D ∈ Div(X/k).

Consideremos el siguiente conjunto asociado a cada divisor D ∈ Div(X/k):
H0(D) := {α ∈ Div(X/k)|div(α) +D ≥ O} y notamos lo siguiente.

Observación 4.1.1. Sea k algebraicamente cerrado. Sea D =
∑s
i=1 ≥ O un

divisor efectivo. Entonces se puede verificar que H0(D) es igual al conjunto de
funciones en k(X) con polos de orden a lo más ai en Pi y sin polos en ningún
otro punto, esto es, α ∈ H0(D) ⇐⇒ |vPi(α)| ≤ ai, 1 ≤ i ≤ s y vP (α) ≥ 0,
P 6= Pi ∀i. En particular, H0(D) ⊇ k.

Observación 4.1.2. Sea D = O. Entonces H0(D) = k ya que por el teorema
2.4.11, tenemos que las únicas funciones en k(X) sin polos son las funciones
constantes.

Similarmente, tenemos que si α ∈ k(X)∗ entonces H0(div(α)) = kα−1, ya
que de la definición se tiene que α−1 ∈ H0(div(α)) y tomando cualquier otro
β ∈ H0(div(α)), β 6= 0, se tiene también por definición que div(β)+div(α) ≥ O,
por lo que div(βα) ≥ O, y del teorema 2.4.11, obtenemos que βα ∈ k, y se
obtiene el resultado.

Observación 4.1.3. Sea D ∈ Div(X/k) tal que deg(D) < 0. Entonces H0(D) =
{0}, ya que si α ∈ k(X)∗ entonces deg(div(α) +D) = 0 + deg(D) < 0 (la igual-
dad se obtiene del teorema 2.7.7), por lo que div(α)+D no puede ser un divisor
efectivo (si lo fuera entonces ocurriŕıa que deg(div(α) +D) ≥ 0, lo cual es una
contradicción), y se obtiene que el resultado.

Observación 4.1.4. Sea D ∈ Div(X/k) tal que deg(D) = 0. Entonces H0(D)
tiene dimensión a lo más uno, ya que suponiendo que H0(D) tiene dimen-
sión positiva y que contiene una función distinta de cero α, tenemos entonces
div(α) + D ≥ O. Por el teorema 2.7.7 se obtiene deg(div(α) + D) = 0, lo que
implica que el coeficiente de cada P es igual a 0 (pues deg(P ) ≥ 1 para cada P ),

119



por lo que se obtiene que D = −div(α), y si β ∈ H0(D) entonces debe ocurrir
que O ≤ div(β) +D = div(β)− div(α) ⇒ div(βα ) ≥ O, y por el teorema 2.4.11,

se obtiene que β
α es constante, y por tanto β es múltiplo de α, por lo que se

obtiene que H0(D) = kα y se obtiene el resultado.

Utilizando la observación 4.1.1 se puede verificar que el conjunto H0(D) tiene
estructura de k-espacio vectorial, donde si α, β ∈ H0(D) y c ∈ k entonces se
tiene que α+β y cα pertenecen a H0(D). Denotamos por h0(D) a la dimensión
de H0(D).

Lema 4.1.5. Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no singular.
Sea ζ ∈ Pic(X/k). Supongamos que Eζ 6= ∅, y sea D ∈ Eζ . Sea ψD : H0(D) \
{0} → Eζ con α → div(α) +D. Entonces la función ψD es suprayectiva. Más
aún, el grupo k∗ actúa sobre H0(D) \ {0} mediante

k∗ ×H0(D) \ {0} −→ H0(D) \ {0}

(c, α) 7→ cα

y Eζ puede ser identificado con el cociente de H0(D) \ {0} por la acción de k∗.

Demostración. Para probar que es suprayectiva hay que ver que, dado D′ ∈ Eζ ,
existe α ∈ H0(D) \ {0} tal que div(α) +D = D′, es decir, div(α) = D′−D. Por
definición, se tiene que la clase de D′ es la misma que la clase de D (a saber,
ζ), y se obtiene entonces que la clase de D′−D es cero en Pic(X/k), lo que por
definición implica que D′ −D ∈ Div(X/k), y entonces ∃α ∈ Div(X/k)∗ tal que
div(α) = D′ −D. Luego, notamos que div(α) + D = (D′ −D) + D = D′ ≥ O
(la última desigualdad es porque D′ ∈ Eζ , que es efectivo por definición), y por
tanto α ∈ H0(D) \ {0} y ψD es sobre.

Se puede verificar que

k∗ ×H0(D) \ {0} −→ H0(D) \ {0}

(c, α) 7→ cα

es efectivamente una acción. Entonces, sea D0 ∈ Eζ y tomamos α ∈ ψ−1
D (D0).

Queremos ver que ψ−1
D (D0) = {cα | c ∈ k∗}. Por un lado, tenemos que, para

cualquier c ∈ k∗, ψD0
(cα) = div(cα) +D0 = div(α) +D0 = ψD0

(α), y entonces
cα ∈ ψ−1

D0
(α). Por otro lado, si β ∈ ψ−1

D (D0) entonces D0 = div(β) + D =
div(α) + D. Se obtiene que div(β/α) = 0, con β/α ∈ k(X)∗, y por el teorema
2.4.11, se obtiene β/α ∈ k∗. Luego, β = cα para algún c ∈ k∗. Por tanto,
ψ−1
D (D0) = {cα | c ∈ k∗} y entonces tenemos que cada elemento en Eζ define

una órbita en H0(D) \ {0}, y se obtiene el resultado.

Corolario 4.1.6. Sea Fq un campo finito de cardinalidad q. Sea X/Fq una
curva completa no singular. Supongamos que Eζ 6= ∅, y sea D ∈ Eζ . Entonces

|Eζ | = qh
0(D)−1
q−1 .
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Demostración. Aplicando el lema 4.1.5 al caso k = Fq, tenemos que |Eζ | puede
identificarse con el cociente de H0(D) \ {0} bajo la acción de F∗q , y notando que
cada órbita {c · α|c ∈ F∗q} tiene q − 1 elementos, se obtiene que |Eζ | es igual al
número de elementos de H0(D) \ {0} dividido entre q − 1. Pero por ser H0(D)

de dimensión finita (h0(D)) sobre k, se obtiene que su cardinalidad es qh
0(D), y

por tanto H0(D) \ {0} = qh
0(D) − 1, y por lo tanto |Eζ | = qh

0(D)−1
q−1 .

4.2. Teorema de Riemann

Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no singular. Sea D =∑
P aPP ∈ Div(X/k). Similarmente a H0(D), definimos, para cada P , el con-

junto

ζ(D)P := {α ∈ k(X)|vP (α) + aP ≥ 0}

Consideramos la siguiente función entre k-espacios vectoriales

ϕD : k(X) −→ ⊕P∈X(k(X)/ζ(D)P )

f 7→ ⊕P∈X(f modζ(D)P )

Por definición, se obtiene que Ker(ϕD) = H0(D). Sea H1(D) := Coker(ϕD).
Veremos después que H0(D) y H1(D) son k-espacios vectoriales de dimensión
finita.

Consideramos dos divisores D y D′ linealmente equivalentes (i.e. D −D′ ∈
Div(X/k). Sea α tal que D′ = D + div(α), y tomamos el isomorfismo ”multi-
plicar por α”, mα : k(X) → k(X). Entonces se induce el siguiente diagrama
conmutativo de espacios vectoriales, donde se puede verificar que las flechas
verticales son isomorfismos y que el diagrama es conmutativo.

0 // H0(D′)

��

// k(X)
ϕD′//

mα

��

⊕P∈Xk(X)/ζ(D′)P

��

// H1(D′)

ϕα

��

// 0

0 // H0(D) // k(X)
ϕD// ⊕P∈Xk(X)/ζ(D)P // H1(D) // 0

Supongamos que H0(D) y H1(D) son de dimensión finita (de dimensiones
h0(D) y h1(D), respectivamente) y tomamos un elemento ζ ∈ Pic(X/k) (la clase
de D). Como todos los divisores D, cuya clase es ζ, son linealmente equivalentes,
se obtiene del diagrama que h0(D) y h1(D) son valores que no dependen de la
D escogida. Aśı, podemos definir hi(ζ) := hi(D). i = 1, 2. De la observación
4.1.2, se tiene que h0(O) = 1.

Definición 4.2.1. Sea X/k una curva completa no singular. El entero h1(O)
es el género de X, y se denota por g = g(X)
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Veremos que el valor h0(D)−h1(D)−deg(D) es una constante independiente
del divisor D elegido. Asumiendo este hecho, tenemos ∀D ∈ Div(X/k) que

h0(D)− h1(D)− deg(D) = h0(O)− h1(O)− deg(O)

y como deg(O) = 0, h0(O) = 1 y h1(O) = g, se tiene

h0(D) = deg + 1− g + h1(D)

Como H1(D) es un espacio vectorial, su dimensión es un entero no negativo,
y entonces tenemos:

Corolario 4.2.2. (Teorema de Riemann) Sea D ∈ Div(X/k). Entonces

h0(D) ≥ deg(D) + 1− g

Observación 4.2.3. Sea D ∈ Div(X/k). El teorema de Riemann implica que,
si deg(D) ≥ g entonces h0(D) > 0. En particular, si d = deg(D) ≥ g entonces la
función cld : Effd(X/k) → Picd(X/k) (definida en gupo de clases de divisores)
es suprayectiva, ya que si tomamos un elemento r ∈ Picd(X/k) entonces r
es de la forma r = D + div(k(X)∗), con deg(D) = d ≥ g, y como entonces
se tiene h0(D) > 0, en particular H0(D) es no trivial. Tomando cualquier
α ∈ H0(D), con α 6= 0, por definición se tiene div(α) + D ≥ O, y escribiendo
D′ = div(α)+D, se obtiene que D′ es efectivo, y además deg(D′) = deg(div(α)+
deg(D)) = deg(div(α)) + deg(D) = 0 + d = d, donde la penúltima igualdad se
obtuvo del teorema 2.7.7. Además, tenemos D′ − D = div(α) ∈ div(k(X)∗), y
se obtiene entonces que D′ ∈ Effd(X/k), y que cld(D′) = D′ + div(k(X)∗) =
D + div(k(X)∗)), y aśı cld es suprayectivo.

A continuación, veremos que H0(D) tiene dimensión finita. Sean D,E dos
divisores con D ≥ E. De la definición se obtiene que H0(D) ⊇ H0(E), y simi-
larmente que ζ(D)P ⊇ ζ(E)P para cada P ∈ X. Sea πP el generador del ideal
maximal de OP ⊂ k(X). Entonces ζ(D)P = π−aPP OP (donde D =

∑
P∈X aPP ).

Para verlo, observamos que si α ∈ ζ(D)P entonces vP (α) ≥ −aP , y entonces
∃r entero no negativo tal que vP (α) = −aP + r, y como vP es suprayectiva,
∃β ∈ k(X) con vP (β) = r (y por tanto β ∈ OP ). Además, vP (πP ) = 1, por lo
que vP (π−aPP ), y obtenemos vP (α) = vP (π−aPP · β) ⇒ α(π−aPP · β)−1 = l, l ∈ k
⇒ α = π−aPP (β · l), con β · l ∈ OP . Rećıprocamente, si β ∈ π−aPP OP entonces
β = π−aPP γ, γ ∈ OP , ⇒ vP (β) = vP (π−aPP ) + vP (γ) ≥ vP (π−aPP ) = −aP . Se
tiene entonces el resultado deseado.

Lema 4.2.4. Si s ≤ t entonces πP sOP ⊃ πP tOP y el cociente πP sOP /πP tOP
es un k-espacio vectorial de dimensión finita, con dimensión (t− s)deg(P ).

Demostración. Como k ⊂ OP , se obtiene que πsPOP , πtPOP y πsPOP /πtPOP son
k-espacios vectoriales. Consideramos las inclusiones
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πtPOP ⊂ π
t−1
P OP ⊂ . . . ⊂ πs+1

P OP ⊂ πsPOP
En general, tenemos que si A es un dominio conmutativo, M un A-módu-

lo, y (0) = M0 ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂ Ms = M una cadena de A-módulos, con

rank(Mi/Mi−1) finito ∀ i = 1, 2, · · · s entonces rank(M) =

s∑
i=1

rank(Mi/Mi−1).

Aplicando esto a nuestro caso, tendremos que el lema 4.2.4 se cumplirá si

dimk(πlPOP /πl+1
P OP ) = deg(P ) ∀ l ∈ Z

Pero, por definición, tenemos deg(P ) = dimk(OP /(π)P ), aśı que tomamos el
isomorfismo de k-espacios vectoriales ϕ : OP → πlPOP , con α 7→ πlPα, que
induce de manera natural un isomorfismo ϕ′′ : OP /πPOP → πlPOP /π

l+1
P OP .

De aqúı, se tiene dimk(OP /πPOP ) = dimk(πlPOP /π
l+1
P OP ), y por tanto se

cumple el lema.

Lema 4.2.5. Si D ≥ E entonces deg(D)− deg(E) = dimk(⊕P ζ(D)P /ζ(E)P )

Demostración. El lema 4.2.4 nos dice que cada k-espacio vectorial ζ(D)P /ζ(E)P

tiene dimensión (aP − bP )deg(P ), con D =
∑
P

aPP , E =
∑
P

bPP . Como aP =

bP = 0 para todos excepto para algunos P ’s, se obtiene que ⊕P ζ(D)P /ζ(E)P

es un k-espacio vectorial de dimensión finita, con dimensión
∑
P

(aP − bP ) =

deg(D)− deg(E).

Sean D ≥ E dos divisores. Sea ϕ1 : H0(E) → H0(D) la inclusión. Sea
ϕ2 : k(X)→ k(X) la función identidad. Sea

ϕ3 : ⊕P k(X)/ζ(E)P → ⊕P k(X)/ζ(D)P

la función suprayectiva obtenida como la suma directade las funciones supra-
yectivas ϕ3,P : k(X)/ζ(E)P → k(X)/ζ(D)P inducida por la inclusión ζ(E)P →
ζ(D)P . Consideramos el siguiente diagrama:

0 // H0(E) //

ϕ1

��

k(X)
ϕE//

ϕ2

��

⊕P k(X)/ζ(E)P //

ϕ3

��

H1(E) //

ϕE,D

��

0

0 // H0(D) // k(X)
ϕD// ⊕P k(X)/ζ(D)P // H1(D) // 0

donde ϕE,D es la función natural inducida por ϕ3 entre los cokernel de ϕE
y ϕD. El lema 4.2.5 muestra que el kernel de ϕ3 es un espacio vectorial de
dimensión finita, con dimensión deg(D)− deg(E).

Por otro lado, notamos que el diagrama anterior induce el siguiente diagrama
conmutativo con flechas exactas:
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0 // k(X)/H0(E)
a //

ϕ′1
��

⊕P k(X)/ζ(E)P
b //

ϕ3

��

H1(E) //

ϕE,D

��

0

0 // k(X)/H0(D)
α // ⊕P k(X)/ζ(D)P

β // H1(D) // 0

donde ϕ′1 es la función natural inducida, a manda un elemento r+H0(E) al
elemento ⊕P r+ζ(E)P (análogamente se define α), y b es la función natural indu-
cida (análogamente β es la función natural inducida). Notamos que a está bien
definida, pues si r+H0(E) = s+H0(E) entonces r− s ∈ H0(E) = ker(ϕE) ⇒
r − s ∈ ζ(E)P ∀ P , por lo que se obtiene que ⊕P r + ζ(E)P = ⊕P s + ζ(E)P .
Además, es inyectiva pues si ⊕P r+ζ(E)P = ⊕P s+ζ(E)P entonces r−s ∈ ζ(E)P
∀ P ⇒ r − s ∈ ker(ϕE) = H0(E), por lo que se obtiene que r + H0(E) =
s+H0(E). Análogamente se verifica que α está bien definida y es inyectiva. Se
puede verificar que el diagrama es conmutativo y con flechas exactas. Aplicando
el lema de la serpiente, se obtiene en particular una sucesión exacta

0→ H0(D)/H0(E)→ ker(ϕ3)→ ker(ϕE,D)
d→ coker(ϕ′1)

Tomando la función ker(ϕ3) → ker(ϕE,D), notamos que si un elemento de la
forma FP := (⊕P fP +ζ(E)P )/Im(ϕE) ∈ H1(E) pertenece a ker(ϕE,D) entonces
de las definiciones se obtiene que ∃ f ∈ k(X) tal que fP − f ∈ ζ(D)P ∀ P , y
por tanto, ⊕P fP + ζ(D)P = ⊕P f + ζ(D)P . Por otro lado, de la demostración
del lema de la serpiente se obtiene que la imagen del elemento elegido FP bajo
la función d es igual al elemento f + H0(D) + (k(X)/H0(D)), pero notamos
que este elemento es igual a k(X) + H0(D), es decir, la imagen del elemento
FP bajo la función d es igual al cero de coker(ϕ′1). Luego, por esto y por ser la
sucesión una sucesión exacta, se obtiene que la función ker(ϕ3)→ ker(ϕE,D) es
suprayectiva. Por lo tanto, se obtiene la sucesión exacta siguiente:

0→ H0(D)/H0(E)→ ker(ϕ3)→ ker(ϕE,D)→ 0

Se obtiene de esta sucesión exacta y del lema 4.2.5 que Ker(ϕE,D) es un
espacio vectorial de dimensión finita, con dimensión

dimkKer(ϕE,D) = deg(D)− deg(E)− dimk(H0(D)/H0(E)) (1)

Lema 4.2.6. Sea D ∈ Div(X/k) con deg(D) ≥ 0. Entonces h0(D) ≤ deg(D) + 1.
En particular, ∀ D ∈ Div(X/k), H0(D) es un espacio vectorial de dimensión
finita.

Demostración. De la observación 4.1.3 tenemos que deg(D) < 0 entonces h0(D) =
0, y de la observación 4.1.4 tenemos que si deg(D) = 0 entonces h0 ≤ 1. Sea
n ∈ N, y asumamos, por inducción, que el lema 4.2.6 se cumple para todos los
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divisores E con deg(E) ≤ n. Sea D un divisor de grado deg(D) = n+ 1. Enton-
ces, podemos encontrar un divisor P ∈ X tal que D ≥ D − P , y aplicando (1),
obtenemos que

0 ≤ deg(D)− deg(D − P )− dimk(H0(D)/H0(D − P ))

Pero h0(D−P ) <∞, por hipótesis de inducción, y se obtiene de la desigual-
dad que h0(D) <∞, y además, que h0(D) ≤ deg(P ) + h0(D − P ), y entonces,
de nuevo de la hipótesis de inducción, se obtiene h0(D) ≤ deg(D) + 1.

Asumamos ahora que H1(D) y H1(E) son espacios vectoriales de dimensión
finita, con dimensiones h1(D) y h1(E), respectivamente. Como la función ϕE,D
es suprayectiva, obtenemos que dimk(Ker(ϕE,D)) + h1(D) = h1(E), por lo que

dimk(Ker(ϕE,D)) = h1(E)− h1(D) (2)

De las fórmulas (1) y (2) se deduce que, para D ≥ E,

deg(D)− h0(D) + h1(D) = deg(E)− h0(E) + h1(E) (3)

Sean, ahora, D y E dos divisores arbitrarios, y tomamos otro divisor M ≥
D,E. Aplicando (3) a M ≥ D y M ≥ E, se deduce que

deg(D)− h0(D) + h1(D) = deg(E)− h0(E) + h1(E)

Aśı, resta probar que H1(D) tiene dimensión finita y entonces habremos
probado el lema.

En la demostración del siguiente teorema daremos un esbozo. La prueba se
puede encontrar en [9], teorema 3.8 de la página 313.

Teorema 4.2.7. Sea k un campo arbitrario. Sea X/k una curva completa no
singular. Entonces, dado D ∈ Div(X/k), el k-espacio vectorial H1(D) tiene
dimensión finita, denotado por h1(D). Más aún, h0(D) = deg(D)+1−g+h1(D).

Demostración. Basta ver que H1(D) tiene dimensión finita. Sean D ≥ E dos
divisores como en (3). Veamos primero que dimk(Ker(ϕE,D)) es acotada por
una constante independiente de D y E.

Supongamos que E = O y que D es un múltiplo del divisor (α)∞, para
algún elemento α ∈ k(X) \ k (donde se sabe que div(α) = (α)0 − (α)∞). Por
la observación 2.7.9 se tiene que (α)∞ es un divisor efectivo de grado n =
[k(X) : k(α)]. Elegimos una base {β1, β2, . . . , βn} de la extensión k(X)/k(α)
que esté contenida en la cerradura entera de k[α] en k(X) (Corolario 1.2.16).
Como cada βi es entero sobre k[α] entonces un polo P de βi debe ser también
un polo de α, esto es, si P es tal que βi /∈ OP entonces α /∈ OP , lo cual ocurre ya
que si α ∈ OP entonces OP contiene a la cerradura entera de k[α] en k(X) (OP
es enteramente cerrado en su campo de fracciones k(X)), y por tanto βi ∈ OP .
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Se puede verificar que existe un entero positivom que cumpla que β1, . . . , βn ∈
H0(m(α)∞), es decir, que para algún entero positivo m se cumple que

div(βi) =
∑
P

vP (βi)P ≥ m
∑

{P∈X|π(P )=∞}

vP (α)P = −m(α)∞

para cada i = 1, 2, . . . , n.
Ahora, sea s ∈ N. Consideramos el siguiente conjunto de n(s+ 1) elementos

S := {αiβj , 0 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n}

Como β1, . . . , βn son linealmente independientes sobre k[α], el conjunto S es li-
nealmente independiente sobre k, y además, tenemos que S ⊆ H0((m+ s)(α)∞).
Como S ⊆ H0((m+ s)(α)∞) entonces obtenemos que ∀ µ ≥ m, µ = m + s, se
cumple

h0(µ(α)∞) ≥ n(µ−m+ 1) (4)

Sea D := µ(α)∞, y E := O. De (4) y (1) obtenemos

dimk(Ker(ϕE,D)) = deg(D)− 0− h0(D) + 1 (5)

≤ µn− n(µ−m+ 1) + 1

= nm− n+ 1

De esto último, se deduce que la dimensión de Ker(ϕE,D) está acotada por
la constante c := nm−n+ 1, independiente de µ. Además, de (5) se deduce que

deg(µ(α)∞)− h0(µ(α)∞) ≤ c (6)

Sea D ∈ Div(X/k) un divisor arbitrario. Por la observación 2.5.3 se tiene que
si π : X → P1 es el morfismo de curvas inducido por la inclusión k(α) → k(X)
entonces {P ∈ X|π(P ) =∞} = {P ∈ X|α /∈ OP }, es decir, es igual al conjunto
de polos de α (que es un conjunto finito).

Por definición, tenemos que (α)∞ = −
∑

{P∈X|π(P )=∞}

vP (α)P , es decir,

(α)∞ = −
∑

{P∈X|P polo de α}

vP (α)P

Tomamos una ”restricción” de D =
∑
P aPP , a saber

D1 :=
∑

{P∈X|P polo de α}

aPP

Luego, tomamos D2 := D −D1. Esto significa que

D2 :=
∑

{P∈X|P no polo de α}

aPP
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Y en particular, si tomamos un coeficiente aP 6= 0 de D2 entonces para el P
asociado a dicho aP se obtiene vP (α) ≥ 0. Para cada aP 6= 0 coeficiente de D2,
sea gP (x) ∈ k[x] el polinomio mı́nimo sobre k de la imagen de α en OP /MP .
Escribiendo gP (x) =

∑
aix

i, con ai ∈ k, y evaluando el elemento α +MP en
este polinomio, se obtiene la expresión

∑
aiα

i+MP =MP (la última igualdad
es porque gP (x) es el polinomio mı́nimo de α +MP sobre k), y si escribimos
gP (α) :=

∑
aiα

i, se obtiene entonces que el elemento gP (α) ∈ k(X) cumple que
gP (α) ∈ MP , es decir, vP (gP (α)) > 0, y esto para cada P tal que aP 6= 0 es
coeficiente de D2.

Sea a un entero positivo. Tomamos

za :=
∏

{P∈X|aP 6=0 coeficiente de D2}

gP (α)a

Entonces za ∈ k(X). Se puede notar que elemento za es tal que vP (za) > 0
para cada P tal que el coeficiente de D2 en el punto P no es cero, y además
que los polos de za están contenidos únicamente en los polos de α. Usan-
do esto, se puede verificar que, para µ y α suficientemente grandes, se tiene
D ≤ µ(α)∞ + div(za). Tenemos entonces que D− div(za) ≤ µ(α)∞ y por tanto
h0(D − div(za)) ≤ h0(µ(α∞)), pero sabemos que h0(D − div(za)) = h0(D), y
entonces h0(D) ≤ h0(µ(α∞)), y esto para todo D ∈ Div(X/k)

Por tanto, aplicando esto junto con la igualdad (1) se obtiene que

0 ≤ deg(µ(α)∞)− h0(µ(α)∞)− (deg(D)− h0(D)) <∞ (7)

Se obtiene de (6) y de (7) que, ∀ D ∈ Div(X/k),

deg(D)− h0(D) ≤ c (8)

Ahora, sean D,E ∈ Div(X/k) cualesquiera divisores con D ≥ E. Sea ϕE,D :
H1(E)→ H1(D). La igualdad (1) y la desigualdad (8) implican que

dimk(Ker(ϕE,D)) ≤ 2c (9)

Queremos ahora probar que H1(E) es un espacio vectorial de dimensión
finita. Supongamos por contradicción que H1(E) no tiene dimensión finita. En-
tonces existe una sucesión infinita {ei}i∈N de elementos linealmente indepen-
dientes de H1(E). Queremos ver que existe una cadena infinita de divisores
D ≤ D1 ≤ · · · ≤ Dn ≤ . . . tal que ϕE,Dn(ei) = 0 ∀i = 1, . . . , n, ya que esto
implicaŕıa que dimk(Ker(ϕE,Dn)) ≥ n ∀n ∈ N, contradiciendo (9).

Podemos construir dicha cadena infinita por inducción: para todo i ∈ N,
sea fi ∈ ⊕P k(X)/ζ(E)P tal que su imagen en H1(E) es ei (notamos que dicha
fi existe, por definición de H1(E)). Entonces fi es de la forma (. . . , fiP , . . . ),
con fiP ∈ k(X)/ζ(E)P (en particular, fi = f ′i + ζ(E)P , para algún f ′i ∈
k(X)), y sean P1, . . . , Ps todos los puntos tales que fiP no es cero. Sea D =∑
P aPP . Notamos que entonces podemos encontrar un divisor D1 ≥ D ≥ E
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tal que, ∀ j = 1, . . . , s, el elemento fiPj está en el kernel de la función na-
tural k(X)/ζ(E)Pj → k(X)/ζ(D1)Pj (es decir, necesitamos un divisor D1 =∑
p bPP tal que vPj (f

′
iPj

) + bPj ≥ 0 para cada j = 1, . . . , s, donde fiPj =

f ′iPj + ζ(E)Pj . y si k /∈ {1, . . . , s} entonces tal que bPk ≥ 0; y además tal
que bP ≥ aP ∀ P , y en particular podŕıamos tomar D1 tal que bP = 0 si
P /∈ {P1, . . . , Ps}

⋃
{P |aP 6= 0}, y si P ∈ {P1, . . . , Ps}

⋃
{P |aP 6= 0} enton-

ces tomar bP = max{−vP1(f ′iP1
), . . . ,−vPs(f ′iPs), {aP |aP coeficiente de D}, 0}),

y por tanto, de la definición de la función natural ϕR,S para cualesquiera dos
divisores R ≤ S, se obtiene que ϕE,D1

(ei) = 0. En particular, elegimos i = 1
y obtenemos que ϕE,D1

(e1) = 0. Observamos que el divisor D1 está determi-
nado completamente por el ei elegido (es decir, notamos que el divisor D1 no
necesariamente cumple que ϕE,D1(ej) = 0 si j 6= i). Entonces, supongamos in-
ductivamente que ya hemos construido el divisor Dn tal que ϕE,Dn(ei) = 0 ∀
i = 1, . . . , n. Ahora, tomamos el elemento en+1, y nuevamente, sean P1, . . . , Ps
los puntos donde el fn+1,Pj no es cero, con j = 1 . . . , s, y queremos encontrar
un divisor Dn+1 tal que Dn+1 ≥ Dn ≥ E, y tal que, ∀ j = 1, . . . , s, el elemento
fn+1,Pj está en el kernel de la función natural k(X)/ζ(E)Pj → k(X)/ζ(Dn+1)Pj .
Repitiendo un proceso análogo a lo hecho para E,D,D1 pero ahora para el caso
E,Dn, Dn+1, se obtiene un divisorDn+1 que cumple que ϕE,Dn+1(en+1) = 0. Pe-
ro también notamos que, por hipótesis de inducción, se tiene que ϕE,Dn(ei) = 0
∀ i = 1, . . . , n, y también como tenemos Dn ≤ Dn+1, se obtiene de la definición
de ϕR,S para cualesquiera dos divisores R ≤ S que ϕE,Dn+1

(ei) = (ϕDn,Dn+1
◦

ϕE,Dn)(ei) = ϕDn,Dn+1(ϕE,Dn(ei)) = ϕDn,Dn+1(0) = 0 para i = 1, . . . , n, y por
tanto ϕE,Dn+1(ei) = 0 ∀ i = 1, . . . , n+ 1, y se cumple lo que buscábamos.

Teorema 4.2.8. (Riemann-Roch) Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva
completa no singular. Entonces existe un divisor K en Div(X/k) tal que, ∀
D ∈ Div(X/k), el k-espacio vectorial H1(D)∨ = Homk(H, k) es isomorfo al
espacio H0(K −D). En particular, h1(D) = h0(K −D) y

h0(D) = deg(D) + 1− g + h0(K −D)

Antes de ver la prueba, podemos ver algunas consecuencias del teorema
anterior.

Para algún K como en el teorema, se obtiene del mismo que

h1(O) = h0(K −O) = g,

h1(K) = h0(K −K) = 1,

deg(K) = h0(K)− 1 + g − h1(K) = 2g − 2

Además, tenemos el siguiente corolario

Corolario 4.2.9. Sea k cualquier campo. Sea X/k una curva completa no sin-
gular. Sea ζ ∈ Pic(X/k). Si deg(ζ) ≥ 2g − 1 entonces h0(ζ) = deg ζ + 1− g.
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Demostración. Sea D un divisor cuya clase en Pic(X/k) es ζ. Como deg(D) ≥
2g − 1 > 2g−2 = deg(K), se tiene que deg(K−D) < 0, y por tanto, h0(K−D) =
0, y se obtiene el corolario.

Corolario 4.2.10. Si g − 1 ≤ deg(D) ≤ 2g − 2 entonces h0(D) ≤ g.

Demostración. Si g − 1 ≤ deg(D) ≤ 2g − 2 = deg(K) entonces obtenemos
0 ≤ deg(K −D) ≤ g − 1, y cuando deg(K −D) ≥ 0, el lema 4.2.6 y lo anterior
nos asegura que h0(K − D) ≤ deg(K −D) + 1 ≤ g, y por Riemann-Roch se
obtiene h0(D) = deg(D) + 1− g + h0(K −D) ≤ g.

Para demostrar el teorema de Riemann-Roch, definimos lo siguiente:
Para dos divisores D =

∑
P aPP y E =

∑
P bPP , definimos Inf(D,E) :=∑

P min(aP , bP )P , y Sup(D,E) :=
∑
P max(aP , bP )P .

Consideramos, para dos divisores D ≥ E, la función ϕE,D : H1(E) →
H1(D), y para α ∈ k(X)∗ y D ∈ Div(X/k) el isomorfismo ϕα : H1(D +
div(α))→ H1(D), ambos vistos anteriormente. Sea λ : H1(D)→ k un elemento
de H1(D)∨. Si D ≥ E y α ∈ k(X)∗ entonces λ define dos nuevos homomorfis-
mos:

λ ◦ ϕE,D : H1(E)→ k y
λ ◦ ϕα : H1(D + div(α))→ k
Aśı, podemos definir un k(X)-espacio vectorial J como sigue:

J := (
⊔

D∈Div(X/k)

H1(D)∨)/ ∼

donde ∼ denota la siguiente relación de equivalencia: sean λ1 ∈ H1(D1)∨ y
λ2 ∈ H1(D2)∨ entonces λ1 ∼ λ2 si existe C ∈ Div(X/k) con D1 ≥ C,D2 ≥ C,
y con λ1 ◦ ϕC,D1

= λ2 ◦ ϕC,D2
. Para probar que J tiene estructura de grupo,

notamos lo siguiente. Dados dos elementos j1, j2 en J , existe un solo divisor
D y dos homomorfismos λ1, λ2 ∈ H1(D)∨ tales que j1 y j2 son las clases de
equivalencia de λ1 y λ2, respectivamente. Para verlo, tomamos λ′1 ∈ H1(D1)∨ y
λ′2 ∈ H1(D2) representantes de j1 y j2. Sea D := Inf(D1, D2) (entonces D ≤ D1

y D ≤ D2). De aqúı, tomando λ1 := λ′1 ◦ ϕD,D1
y λ2 := λ′2 ◦ ϕD,D2

se obtiene
que tambin son representantes de j1 y j2.

Aśı, podemos definir una suma + : J × J → J como sigue: dados j1, j2 ∈ J ,
tomamos D un divisor, de manera que existan λ1, λ2 ∈ H1(D)∨ representantes
de las clases de equivalencias j1 y j2, respectivamente. Entonces, definimos la
suma j1 + j2 como la clase de equivalencia de λ1 + λ2 : H1(D) → k, definimos
0J como la clase del homomorfismo cero. Se puede verificar que J es entonces,
un grupo.

Además, definimos una multiplicación por escalares k(X)×J → J . Definimos
0 · j = 0J , ∀ j ∈ J , y si α ∈ k(X)∗ y j ∈ J , y λ ∈ H1(D)∨ un representante
de j entonces definimos a αj como la clase de equivalencia de λ ◦ ϕα : H1(D +
div(α))→ k.
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Se puede verificar que, con lo anterior, J es un k(X)-espacio vectorial.

Teorema 4.2.11. J es un k(X)-espacio vectorial de dimensión 1.

Demostración. Sean j y j′ dos elementos, distintos de cero, en J . Sea D ∈
Div(X/k), y sean λ, λ′ ∈ H1(D)∨ representantes de j1 y j2, respectivamente. Sea
E cualquier divisor efectivo de grado grande, con h0(E) 6= 0. Sea α1, α2, . . . , αn
una base para H0(E). Como div(αi) ≥ −E (), se tiene

D + div(αi) ≥ D − E, ∀ i = 1, 2, . . . , n

y por tanto, se obtiene que los elementos αij y αij
′ tienen, para todo i = 1, . . . , n,

a las siguentes funciones lineales como representantes

αiλ := λ ◦ ϕαi ◦ ϕD−E,D+div(αi) : H1(D − E)→ k, y

αiλ
′ := λ′ ◦ ϕαi ◦ ϕD−E,D+div(αi) : H1(D − E)→ k

Supongamos que j y j′ son linealmente independientes sobre k(X) (se tendŕıa
entonces h1(D) ≥ 2). Entonces S := {α1λ, α2λ, . . . , αnλ, α1λ

′, α2λ
′, . . . , αnλ

′}
es un conjunto de homomorfismos linealmente independiente sobre k. Para verlo,
si hubiera c1, c2, . . . , cn y d1, d2, . . . , dn en k, con

n∑
i=1

ciαiλ+

n∑
i=1

diαiλ
′ = 0

entonces (

n∑
i=1

ciαi)j + (

n∑
i=1

diαi)j
′ = 0J . Como j y j′ son linealmente indepen-

dientes, se obtiene que (

n∑
i=1

ciαi) = (

n∑
i=1

diαi) = 0 en k(X), y como {α1, . . . , αn}

es una base de H0(E),ci = di = 0, ∀ i = 1, 2, . . . , n. Aśı, los elementos de S son
linealmente independientes, y h1(D−E) ≥ 2h0(E). Por el teorema de Riemann,
sabemos que

h0(D − E)− deg(D)− 1 + g = −deg(E) + h1(D − E)

≥ −deg(E) + 2h0(E)

= deg(E) + 2− 2g + 2h1(E)

≥ deg(E) + 2− 2g

⇒ h0(D − E)− deg(D)− 1 + g ≥ deg(E) + 2− 2g (10)

Como h0(E) 6= 0 para cualquier E de grado suficientemente grande, podemos
elegir una cadena infinita D ≤ E1 ≤ E2 ≤ . . . tal que h0(Ei) 6= 0 y deg(Ei) <
deg(Ei+1), ∀i ≥ 1. Como, por hipótesis, tenemos que D ≤ Ei, se obtiene h0(D−
Ei) = 0, y aplicando (10) a cada Ei, se tiene

−deg(D)− 3 + 3g ≥ deg(Ei), ∀ i ∈ N (11)
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Pero (11) contradice el hecho de que la sucesión deg(Ei) tiende a ∞. Por tanto,
j y j′ son linealmente dependientes.

Lema 4.2.12. Sean C,D,D′ ∈ Div(X/k) tales que C ≤ D,D′. Sean λ :
H1(D)→ k̄, λ′ : H1(D′)→ k̄ tales que λ◦ϕC,D = λ′◦ϕC,D′ . Sea I = Inf(D,D′).
Entonces λ ◦ ϕI,D = λ′ ◦ ϕI,D′ .

Demostración. De la definición de I se obtiene que C ≤ I, y por tanto se tiene
ϕC,D = ϕI,D ◦ ϕC,I y ϕC,D′ = ϕI,D′ ◦ ϕC,I , y esto implica λ′ ◦ ϕI,D′ ◦ ϕC,I =
λ′ ◦ϕC,D′ = λ◦ϕC,D = λ◦ϕI,D ◦ ϕC,I , =⇒ λ′ ◦ϕI,D′ ◦ ϕC,I = λ◦ϕI,D ◦ ϕC,I , y
como por definición se tiene que ϕC,I es suprayectiva, se obtiene que λ′◦ϕI,D′ =
λ ◦ ϕI,D

Lema 4.2.13. Sean D,D′ ∈ Div(X/k), y sean I = Inf(D,D′), S = Sup(D,D′).
Entonces, ∀ λ ∈ H1(D)∨, λ′ ∈ H1(D′)∨ tales que λ ◦ϕI,D = λ′ ◦ϕI,D′ entonces
∃ λ′0 ∈ H1(S)∨ tal que λ = λ′0 ◦ ϕD,S y λ′ = λ′0 ◦ ϕD′,S.

Demostración. Sean λ,λ′ que cumplan las hipótesis del lema. Sea y ∈ H1(S).

Entonces y es de la forma y = (...,fiP ,... )
Im(ϕS) , donde fiP = f ′iP + ζ(S)P , f ′iP ∈

k(X), y notamos que que el elemento x =
(...,f ′iP+ζ(I)P ,... )

Im(ϕI) ∈ H1(I) cumple que

ϕI,S(x) = y, y definimos λ′0(y) := (λ ◦ ϕI,D)(x) = (λ′ ◦ ϕI,D′)(x). Podemos
verificar que está bien definida y que por definición de λ′0 y por ser λ ◦ ϕI,D ∈
H1(I)∨ (y λ′ ◦ ϕI,D′ ∈ H1(I)∨), se obtiene que λ′0 ∈ H1(S)∨. Además, si s =
(...,s′iP+ζ(D)P ,... )

Im(ϕD) ∈ H1(D) entonces el elemento r =
(...,s′iP+ζ(I)P ,... )

Im(ϕI) ∈ H1(I)

cumple que ϕI,D(r) = s, y que ϕD,S(s) = (ϕD,S ◦ ϕI,D)(r) = ϕI,S(r). Tenemos
entonces que (λ′0 ◦ϕD,S)(s) = λ′0(ϕD,S(s)) := (λ ◦ϕI,D)(r) = λ(s), y se obtiene
que λ′0 ◦ ϕD,S = λ. Análogamente, se puede ver que λ′0 ◦ ϕD′,S = λ′.

Teorema 4.2.14. Sea k un campo arbitrario. Sea X/k una curva completa no
singular. Sea j ∈ J , j 6= 0J . Entonces existe un divisor K(j) ∈ Div(X/k) tal
que:

i) j puede ser representado por un homomorfismo λ : H1(K(j))→ k, y

ii) K(j) es maximal con esta propiedad: si E ≥ K(j) es cualquier divisor tal
que j puede ser representado por λ′ : H1(E)→ k entonces E = K(j)

Más aún, ∀ α ∈ k(X)∗, K(αj) = K(j) + div(α). En particular, la clase de
K(j) en Pic(X/k) es independiente de j ∈ J \ { 0J}.

Demostración. Sea j ∈ J ,j 6= 0J , y sea λ : H1(D) → k un representante de
j. Entonces deg(D) ≤ 2g + 1. Para verlo, notamos primero que del teorema de
Riemann, tenemos deg(D) ≤ H0(D) + g − 1. Queremos ver que h0(D) ≤ g. Si
h0(D) 6= 0, sea α1, α2, . . . .αn una base para H0(D) sobre k. Como div(αi)+D ≥
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O entonces el elemento αij, en J , está representado por una función lineal
αiλ : H1(O) → k (con αiλ := ϕO,D+div(αi) ◦ ϕαi ◦ λ). Asumiendo que existen

c1, c2, . . . , cn en k, tales que

n∑
i=1

ciαiλ = 0, se obtiene que

n∑
i=1

(ciαi)λ = 0J

en J , y como J es un k(X)-espacio vectorial de dimensión 1, se obtiene que
n∑
i=1

(ciαi) = 0, y como α1, . . . , αn son linealmente independientes sobre k por

hipótesis, se tiene que c1 = . . .=cn = 0, y por tanto H1(O)∨ tiene dimensión,
al menos, n, es decir, tiene dimensión al menos h0(D), y como la dimensión
del dual de un espacio vectorial es igual a la dimensión del espacio vectorial
(cuando tiene dimensión finita), se obtiene queH1(O) tiene dimensión, al menos,
igual a h0(D), y por definición entonces g ≥ h0(D). Ahora, sea D un divisor
cuyo grado es maximal de entre todos los divisores E, tal que j puede ser
representado por un homomorfismo H1(E) → k. Entonces D ≥ E. Para verlo,
sean λ : H1(D) → k y λ′ : H1(E) → k dos representantes de j. Consideramos
el siguiente diagrama

H1(Inf(D,E))
ψ′ //

ψ

��

H1(E)

ϕ′

��
H1(D)

ϕ // H1(Sup(D,E))

Como λ y λ′ representan a j, ∃ F ∈ Div(X/k) tal que F ≤ D,E, con
λ ◦ ϕF,D = λ′ ◦ ϕF,E . Por el lema 4.2.12 se tiene entonces que λ ◦ ψ = λ′ ◦ ψ′, y
por el lema 4.2.13 existe un único homomorfismo λ′′ : H1(Sup(D,E)) → k tal
que λ = λ′′ ◦ϕ y λ = λ′′ ◦ϕ′. Como deg(D) es maximal por hipótesis, se obtiene
que deg(Sup(D,E)) ≤ deg(D), y de aqúı, se obtiene que E ≤ Sup(D,E) ≤ D.

Por último, hay que ver que, ∀ α ∈ k(X)∗, se tiene K(αj) = K(j) + div(α).
De las definiciones, se obtiene que K(j) + div(α) es tal que existe un elemento
en H1(K(j) + div(α))∨ que es representante de αj, y como K(αj) es maximal
con esta propiedad, se obtiene que K(j) + div(α) ≤ K(αj). Análogamente, de
las definiciones se obtiene que K(αj)− div(α) es tal que existe un elemento en
H1(K(αj)−div(α))∨ que es representante de j, y como K(j) es maximal con es-
ta propiedad, se tiene que K(αj)−div(α) ≤ K(j), i.e., K(αj) ≤ K(j) + div(α).
Se tiene entonces la igualdad K(αj) = K(j) + div(α).

Y como J es de dimensión 1 sobre k(X), del párrafo anterior se obtiene que,
∀ j, j′ ∈ J \ {0J}, la clase de K(j) y K(j′) son iguales en Pic(X/k).

Ahora, podemos ver la prueba del teorema de Riemann-Roch.

Demostración. Sea D ∈ Div(X/k). Sea j ∈ J \ {0J}, y sea K := K(j). Veamos
que la siguiente función es un isomorfismo

δ : H0(D)→ Homk(H1(K −D), H1(K))
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α 7→ ϕα ◦ ϕK−D,K+div(α), si α 6= 0

0 7→ el homomorfismo cero

Notamos que, si α 6= 0 entonces div(α) ≥ −D, por lo que K + div(α) ≥
K −D. Aśı, las funciones

H1(K −D)
ϕK−D,K+div(α)−→ H1(K + div(α))

ϕα−→ H1(K)

están bien definidas.
Se puede verificar que δ es un homomorfismo de k-espacios vectoriales.
Sea λ : H1(K) → k un representante de la clase j. Veamos que δ es inyec-

tiva. Supongamos que δ(α) = 0, α 6= 0. Entonces, debe ocurrir que λ ◦ ϕα ◦
ϕK−D,K+div(α) = 0. Por lo tanto, la clase αj de λ ◦ ϕα en J debe ser la cla-
se 0J , y entonces debe tenerse que α = 0 (J es un k(X)-espacio vectorial),
que es una contradicción. Aśı, δ es inyectiva. Para ver que es suprayectiva, sea
ψ ∈ Homk(H1(K −D), H1(K)). Entonces λ ◦ ψ ∈ H1((K −D))∨, y por tanto,
la clase de λ ◦ψ en J es igual a αj, para algún α ∈ k(X)∗ (pues J es un espacio
vectorial de dimensión 1 sobre k, y en particular la clase j de λ puede tomarse
como base J). Como K(αj) = K + div(α) es un divisor maximal de entre los
divisores E con la propiedad de que αj puede ser representado por un homo-
morfismo H1(E) → k, se debe tener K −D ≤ K + div(α), y de esto último se
obtiene que α ∈ H0(D), y

λ ◦ ψ = λ ◦ ϕα ◦ ϕK−D,K+div(α)

Luego, ψ = δ(α) y δ es suprayectiva.
Lo anterior podemos aplicarlo al caso D = O. Tenemos entonces

H1(O)
∼−→ Homk(H1(K −O), H1(K))

Como h0(O) = 1, se concluye que h1(K) = 1. Para ver esto, notamos que por
ser H0(O) y Homk(H1(K), H1(K)) isomorfos y como la dimensión de H0(O)
es 1 entonces Homk(H1(K), H1(K)) tiene dimensión 1, y podemos tomar a la
identidad {Id} como base para Homk(H1(K), H1(K)) sobre k. Sea {λ1, . . . , λn}
una base para H1(D). Entonces, para cualquier g ∈ Homk(H1(K), H1(K)) se
tiene, por un lado, que g(λi) =

∑
i aiλi para algunos ai ∈ k, y por otro lado

se tiene que g(λi) = αId(λi) = αλi para alguna α ∈ k∗, y en ambos casos para
cada i. Se tiene por tanto αλi =

∑
i aiλi y de la independencia lineal de los λi

se obtiene α − ai = 0, y esto para cada ai. Luego, se obtiene que λi =
∑
i λi

para cada i, y como cada elemento λi de la base es combinación lineal de la
misma base y esto no puede ser posible si n > 1, se obtiene que n = 1, y por
tanto Hom(H1(K)) tiene dimensión 1.

Usando la base correspondiente de H1(K), λ : H1(K)→ k (la dimensión de
H1(K)∨ es igual a la dimensión de H1(K)), podemos identificar Homk(H1(K−
D), H1(K)) con H1(K − D)∨ (pues notamos que Homk(H1(K − D), H1(K))
tendŕıa dimensión 1 también, por lo que Homk(H1(K−D), H1(K)) = {αψ0|α ∈ k},
para algún ψ0 ∈ Homk(H1(K −D), H1(K)), y además tenemos H1(K)∨ =
{αλ|α ∈ k}, y utilizando estos dos hechos, junto con la linealidad de ψ0 y de λ,
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se obtiene la identificación mencionada). Sustituyendo D = K−E, encontramos
que H1(E)∨ es isomorfo a H0(K −E), y esto para cada E ∈ Div(X/k). Aśı, se
obtiene el resultado.
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5. Caṕıtulo V - Extensiones inseparables y re-
sultados extras necesarios

En este caṕıtulo revisamos algunos resultados que se utilizan principalmente
en el caṕıtulo 2 aunque también se usan en los caṕıtulos 3 y 4.

5.1. Extensiones inseparables

En esta sección se revisan algunos resultados que son útiles en los caṕıtulos
anteriores. En particular, la proposición 5.1.4 y el corolario 5.1.7 se utilizan con
frecuencia durante todo el trabajo, mientras que el resto de los resultados de
esta sección se enuncian para complementar los dos resultados mencionados. Las
demostraciones se omiten, pero se pueden encontrar en [9] (caṕıtulo 10, sección
1).

Sea R cualquier anillo de caracteŕıstica p > 0. La función FrobR : R →
R, que manda r a rp, es un homomorfismo de anillos llamado el morfismo de
Frobenius absoluto de R (notamos que si r, s ∈ R entonces (r + s)p = rp + sp

en caracteŕıstica p).

Sea k cualquier campo de caracteŕıstica p. El homomorfismo Frobk : k → k es
la función identidad si y sólo si k = Fp. Para verlo, notamos que si Frobk = Idk
entonces αp − α = 0 ∀ α ∈ k. Como el polinomio yp − y ∈ k[y] tiene p ráıces
distintas en k, se obtiene que 2 ≤ |k| ≤ p. Como char(k) = p > 0 entonces
|k| ≥ p, y por tanto |k| = p. Supongamos ahora que k está contenido en un
anillo R. Consideramos a R como una k-álgebra. Entonces el homomorfismo de
anillos FrobR no es un morfismo de k-álgebras si k 6= Fp. Sea Rp la imagen de
FrobR en R. En general, sea

Rp
n

:=imagen de (FrobR)n en R = (Rp
n−1

)p

El conjunto Rp es un subanillo de R, pero no es, en general, una k-subálgebra
de R (es decir, puede existir α ∈ k y r ∈ Rp tal que αr /∈ Rp). Recordamos que
un campo k es perfecto si Frobk es suprayectivo (y por tanto, un isomorfismo
de campos.) Se puede verificar que Rp es una k-álgebra cuando k es perfecto.

Sea K cualquier campo de caracteŕıstica p > 0. Si α ∈ K, denotamos por
α1/p a la única ráız del polinomio yp − α en K, o equivalentemente, α1/p =
Frob−1

K
(α). Definimos inductivamente α1/pn := (α1/pn−1

)1/p.

Proposición 5.1.1. Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extensión finita.
Sea L/K una extensión finita puramente inseparable de grado pn. Entonces
K = Lp

n

. En particular, L = K1/pn := {α1/pn | α ∈ K}

Observación 5.1.2. Sea L = k(x, y) el campo de funciones racionales en dos
variables. Sea K = k(x, yp). La extensión L/K es algebraica, con [L : K] = p.
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Se puede verificar que x1/p /∈ L y que Lp = k(xp, yp) ⊂ K ⊂ L, donde las
contenciones son propias. De este ejemplo observamos que la hipótesis de que
K/k(x) es una extensión finita no puede ser omitida en la proposición anterior.

Proposición 5.1.3. Sea k un campo perfecto. Sea K/k(x) una extensión finita.
Sea L/K una extensión puramente inseparable de grado pn. Sea A un dominio
de Dedekind que contenga a k y que tenga a K como su campo de fracciones.
Sea B la cerradura entera de K en L. Entonces

(i) B es un dominio de Dedekind y A = Bp
n

.

(ii) La función inducida π : Max(B) → Max(A), con M 7→ M ∩A, es
una biyección.

(iii) Los grupos Cl(A) y Cl(B) son isomorfos.

La proposición 5.1.3 nos dice que B es un anillo noetheriano, pero no nos
dice que sea un A-módulo finitamente generado. Cuando L/K es separable,
el teorema 1.4.6, nos dice que la cerradura entera A en L es un A-módulo
finitamente generado. Sin embargo, cuando A = k[x] y se tiene una extensión
finita L/k(x) entonces no se necesita que sea separable.

Proposición 5.1.4. Sea k cualquier campo. Sea L/k(x) una extensión finita.
Sea B la cerradura entera de k[x] en L. Entonces B es un k[x]-módulo finita-
mente generado.

Se puede generalizar lo anterior. Sea k cualquier campo. Sea A una k-álgebra
finitamente generada con campo de fracciones K. Sea L/K una extensión finita.
Entonces la cerradura entera de A en L es un A-módulo finitamente generado.

Corolario 5.1.5. Sea k un campo perfecto de caracteŕıstica p > 0. Sea K/k(x)
una extensión finita. Sea L/K una extensión puramente inseparable de grado pn.
Sean A y B las cerraduras enteras de k[x] en K y L, respectivamente. Sea P ∈
Max(A). Entonces PB = Mpn , para algún M ∈ Max(B). Más aún, la función
norma NB/A : IB → IA está definida y ∀ α ∈ B, NB/A(αB) = NL/K(α)A.

Proposición 5.1.6. Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extensión finita.
Entonces existe y ∈ L tal que L = k(x)(y).

Corolario 5.1.7. Sea k un campo perfecto. Sea L/k(x) una extensión finita
que no es separable. Entonces existe y ∈ L tal que

(i) El campo k(y) generado por k y y en L es isomorfo al campo de fun-
ciones racionales en una variable, y

(ii) L = k(x)(y) y la extensión L/k(y) es separable.
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5.2. Resultados extras necesarios

En esta sección recordamos algunos resultados utilizados a lo largo de este
trabajo. Algunos de los resultados aqúı enunciados se escriben debido a que
se utilizaron en algunos momentos de esta tesis pero que durante el proceso
de escribir este trabajo no se teńıan contemplados. También, algunos sirven
solamente como observaciones importantes con respecto a algunos detalles del
trabajo en cuestión. Por ejemplo, damos dos definiciones del concepto de anillo
de valoraciones discreto (un concepto que no se menciona expĺıcitamente por
ejemplo durante la sección 2.2 del caṕıtulo II donde se trata el concepto de
valoración) y vemos que son equivalentes ambos.

Recordamos algunos resultados referentes a la relación que existe entre álge-
bras finitamente generadas y módulos finitamente generados.

Proposición 5.2.1. Sea k cualquier campo. Sea A un dominio entero con cam-
po de fracciones K. Supongamos que A es una k-álgebra finitamente generada.
Sea L/K una extensión finita. Entonces la cerradura entera B de A en L es un
A-módulo finitamente generado, y es también una k-álgebra finitamente gene-
rada.

(para esta proposición, ver [7], teorema 3.9A, página 20)

Consideramos el siguiente lema que nos servirá para probar la proposición
5.2.3 (ver [8], sección 2 del caṕıtulo 1).

Lema 5.2.2. Sea A un anillo con campo de fracciones K, y x un elemento
algebraico sobre K. Entonces existe un elemento c 6= 0 de A tal que cx es entero
sobre A.

Demostración. Como x es algebraico sobre K y K es el campo de fracciones
de A entonces podemos encontrar una ecuación axx

n + · · · + a0 = 0, donde
an 6= 0 y ai ∈ A para todo i. Multiplicamos esta ecuación por an−1

n para
obtener (anx)n · · ·+ a0a

n−1
n = 0, y por tanto se obtiene que anx es entero sobre

A.

Proposición 5.2.3. Si B es una extensión entera sobre A y además es una A-
álgebra finitamente generada entonces B es un A-módulo finitamente generado.

Demostración. Notamos que, como B es una A-álgebra finitamente generada
entonces B = A[x1, . . . , xr] con xi ∈ B (y con A[x1, . . . , xr] isomorfo como A-
álgebra al anillo de polinomios en r variables con coeficientes en A), y podemos
usar inducción en el número r. Aśı, basta probar el caso r = 1 y suponer que
B = A[x], con x ∈ B. Como B es extensión entera sobre A entonces existe
un polinomio mónico g(y) ∈ A[y] (donde y es una variable) tal que g(x) = 0, y
donde g(y) es de grado digamos n. Notamos que cualquier elemento en A[x] es de
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la forma f(x) para algún f(y) ∈ A[y]. Como A[x] es isomorfo como A-álgebra al
anillo de polinomios A[y] en una variable con coeficientes en A, podemos utilizar
el algoritmo de la división para obtener f(y) = g(y)h(y) + r(y), donde el grado
de r(y) es menor estricto a n. De la última igualdad se obtiene f(x) = r(x), y por
lo tanto cualquier elemento en A[x] es una combinación lineal de los elementos
1, x, . . . , xn−1 con coeficientes en A, y obtenemos lo buscado.

Existen varias definiciones de anillo de valoraciones discreto. A continuación
veremos dos de esas definiciones, y veremos que son equivalentes. La primera
definición es la siguiente.

Definición 5.2.4. Un anillo A es un anillo de valoraciones discreto si A es un
dominio de ideales principales local que no sea campo.

Recordamos que si A es un anillo local con ideal maximal P entonces el A-
módulo P/P 2 es un espacio vectorial sobre A/P (la multiplicación por P manda
P a P 2.)

Proposición 5.2.5. Para un dominio local A con ideal maximal P son equiva-
lentes:

(i) A es un anillo de valoraciones discreto.

(ii) A es noetheriano con dimensión de Krull 1, y además P/P 2 es de
dimensión 1 sobre A/P .

(iii) A es noetheriano y P es principal.

Para probar lo anterior, usaremos dos corolarios de la siguiente versión del
lema de Nakayama:

Lema 5.2.6. Sea A un anillo local con ideal maximal P y sea M un A-módulo
finitamente generado. Si PM = M entonces M = 0.

Corolario 5.2.7. Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal P . En-
tonces ∩iP i = (0). Además, si P i 6= (0) entonces P i 6= P i+ 1.

Demostración. Sea Q la intersección de los P i. Como A es noetheriano entonces
P es finitamente generado. Notamos que PQ = Q (pues Q ⊆ P y PQ es el menor
subanillo de A que contiene a P y a Q), y aplicando el lema de Nakayama se
obtiene la primera parte. Luego, como P i ⊆ P entonces se obtiene que P i es un
A-módulo finitamente generado, y aplicando de nuevo el lema 5.2.6, se obtiene
la segunda parte.
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Corolario 5.2.8. Sea A un anillo local con ideal maximal P . Sea M un A-
módulo finitamente generado. Supongamos que existen elementos t1, . . . , tm ∈
M tales que sus imágenes forman un conjunto generador del espacio vectorial
M/PM sobre A/P . Entonces t1, . . . , tm generan a M sobre A.

Demostración. Sea T el A-submódulo generado por los ti. Notamos entonces
que se cumple que M = T +PM . Esto implica, a su vez, que M/T = P (M/T ).
Aplicando el lema 5.2.7 se obtiene que M = T .

Procedemos ahora a probar la proposición 5.2.5:

Demostración. (i) ⇒ (ii). Supongamos que A es un anillo de valoraciones dis-
creto, y sea t un generador de P . Por el corolario 5.2.7, se obtiene que cualquier
ideal primo distinto de cero Q ⊆ P debe contener una potencia de t. (de lo
contrario, se tendŕıa para todo i que P i 6⊆ Q y P i ∩Q 6= ∅, por lo que la inter-
sección de los P i seŕıa un subconjunto no vació de Q, contradiciendo el corolario
5.2.7). Como Q es primo entonces contiene a t mismo, y se obtiene que Q = P
y que A tiene dimensión de Krull 1. Además, la imagen de t en P/P 2 genera al
A/P -espacio vectorial P/P 2.

(ii) ⇒ (iii). Basta aplicar el corolario 5.2.8 al caso M = P .
(iii) ⇒ (i). Supongamos que el ideal maximal P de A está generado por t.

Veamos que cualquier elemento a ∈ A se puede escribir de manera única como
un producto de la forma a = utn, con u unidad en A, ya que del corolario 5.2.7 se
obtiene que existe un único entero n ≥ 0 tal que a ∈ Pn \ Pn+1, y por tanto a se
puede escribir en la forma deseada. Además, si tenemos a = utn = vtn entonces
u = v pues A es dominio. Tomamos un ideal I de A. Como A es noetheriano
entonces I está generado por un número finito de elementos a1 . . . , ak ∈ I.
Escribimos ai = uit

i, i = 1, . . . , k, y sea nj el menor valor entre los ni. Se
obtiene que ai es un múltiplo de tnj ∀ i, y por tanto I = (tnj ) es principal.

Consideramos ahora la segunda definición de anillos de valoraciones discreto.

Definición 5.2.9. Un dominio entero R es un anillo de valoraciones discreto
si existe una valoración v : F ∗ → Z, con F el campo de fracciones de R, tal que
R = {a ∈ F ∗ | v(a) ≥ 0} ∪ {0}.

Proposición 5.2.10. Sea R un dominio entero que sea local, noetheriano y de
dimensión 1. Sea M es el único ideal maximal de R, y sea k = R/M entonces
son equivalentes:

1. (i) R es un anillo de valoraciones discreto.

2. (ii) R es enteramente cerrado.

3. (iii) El ideal maximal M de R es principal.
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4. (iv) La dimensión M/M2 sobre k (es decir, como espacio vectorial sobre
k) es igual a 1.

5. (v) Todo ideal propio distinto de cero de R es una potencia de M .

Demostración. Notamos primero que Mn+1 = Mn ya que si se tuviera Mn+1 =
Mn entonces elR-módulo finitamente generadoM ′ = Mn cumpliŕıa queMM ′ =
M ′ (recordamos que por ser R noetheriano, cualquier ideal es finitamente ge-
nerado, y en particular M ′ es finitamente generado sobre R) y por Nakayama
se tiene M ′ = 0, lo cual es falso. Notamos también que si I es cualquier ideal
no cero de R entonces

√
I = M entonces

√
I es la intersección de todos los

ideales primos que contienen a I, y como R es local y de dimensión 1, el único
ideal primo de R es M . Esto implica que Mn ⊆ I para algún n, y para verlo,
escribimos (x1, . . . , xr). Como

√
I = M , existen enteros ni con xnii ∈ I. Si po-

nemos n =
∑
ni entonces Mn está generado por los elementos xs11 , . . . , x

sr
r con∑

si = n. Para cada uno de estos generadores se tiene algún con si ≥ ni, por
lo que xsii ∈ I, y aśı el producto xs11 · · ·xsrr ∈ I. Por tanto, Mn ⊆ I. Con todo
esto, se pueden probar las implicaciones:

i) ⇒ ii). Sea F el campo de fracciones de R. Supongamos que α ∈ R es
entero sobre R. Entonces αn + an−1α

n−1 + · · ·+ a0 = 0 para algunos ai ∈ R. Si
R = Ov para alguna valoración v entonces v(ai) ≥ 0 para cada i. Supongamos
que α /∈ R. Entonces v(α) < 0. Multiplicando la igualdad por 1/αn−1, se obtiene
que α = −(an−1 + an−2α

−1 + · · · + a0α
−n+1). El lado derecho pertenece a R

(pues v(α−1) > 0 que por definición implica que α−1 ∈ R). Por tanto, el lado
izquierdo está en R, es decir, α ∈ R, lo cual es una contradicción. Se obtiene
que R es enteramente cerrado.

ii) ⇒ iii). Sea a ∈ M con a 6= 0. Sabemos entonces que Mn ⊆ (a) para
algún n. Sea n mı́nimo tal que Mn−1 * (a). Tomamos b ∈ M (n− 1) \ (a), y
sea x = a/b. Entonces x−1 /∈ R ya que b /∈ (a) (de lo contrario, tendŕıamos
que x−1a ∈ (a), es decir, b = b

aa ∈ (a), lo cual es contradicción) y entonces
x−1 no es entero sobre R. Además tenemos que las condiciones Mn ⊆ (a) y
b ∈Mn−1 implican que x−1M ⊆ R (eligiendo m ∈M se tiene x−1m = bm/a, y
bm ∈Mn ⊆ (a) y entonces ∃ c ∈ R tal que bm = ac y entonces bm/a = c ∈ R).
Ahora, si ocurre que x−1M = R entonces M = (x) (se toma cualquier m ∈ M
y por tanto ∃ r ∈ R tal que x−1m = r, es decir, m = xr), y por tanto M es
principal. Si ocurriera x−1M ⊂ R entonces por ser x−1M ideal de R tendŕıamos
x−1M ⊆M . Elegimos u1, . . . , ur generadores de M (R es noetheriano). Tenemos
entonces que x−1ui =

∑r
j=1 rijuj , para algunos rij ∈ R, y esto para cada i. Si

escribimos δij = 1 si i = j y δij = 0 si i 6= j (1 ≤ i, j ≤ r), se obtiene
∑r
j=1(rij−

δijx
−1)ui = 0 para cada i, y de esto se obtiene que la matriz A cuya entrada

(i, j) es rij−δijx−1 (con 1 ≤ i, j ≤ r) es tal que su determinante al multiplicarse
por cada uj es igual a 0, es decir, (det(rij − δijx−1)1≤i,j≤r)uj = 0 para cada uj .
Como estamos en un dominio entero, se debe tener det(rij−δijx−1)1≤i,j≤r = 0.
Desarrollando este determinante, se obtiene una expresión en términos de x−1

con coeficientes en R que es igual a 0, es decir, obtenemos que x−1 es entero
sobre R, lo cual es una contradicción pues R es enteramente cerrado y x−1 /∈ R.
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Por tanto, no puede ocurrir x−1M ⊆M y se cumple que M = (x).
iii)⇒ iv) Supongamos que M = (x). Entonces M está generado por x como

R-módulo y por tanto M/M2 está generado por x+M2. Pero entonces M/M2

está generado como R/M -módulo por x + M2, y por tanto la dimensión de
M/M2 sobre k es menor o igual a 1, y como sabemos que M/M2 6= 0 entonces
la dimensión es igual a 1.

iv)⇒ v). Sea x+M2 un generador del espacio vectorial M/M2 sobre R/M .
Entonces M = Rx + M2 = Rx + M ·M . Por tanto, por el lema de Nakayama
se obtiene que M = (x). Sea I cualquier ideal propio distinto de cero de R.
Entonces I ⊆ M pues M es el único ideal maximal de R. Sea r tal que I ⊆
Mr y I * Mr+1 (notamos que tal r existe, pues de lo contrario tendŕıamos
I ⊆Mr para toda r, y sabemos entonces que Mn ⊆ I para algún n, por lo que
Mn = Mn+s para cada s ≥ 0, lo cual es falso por lo mencionado al principio).
Tomamos y ∈ I \Mr+1. Entonces podemos escribir y = axr para algún a ∈ R
pues M = (x), y como y /∈Mr+1 entonces a /∈M , y por tanto a es una unidad
en R. Por tanto, (y) = (xr) = Mr, lo cual implica que I = Mr.

v) ⇒ i). Sea F el campo de fracciones de R, y supongamos que cada ideal
de R es una potencia de M . Para definir una valoración sobre F , tomamos
a ∈ R \ {0} y definimos v(a) = n si (a) = Mn (donde ponemos M0 = R
para que v esté definida sobre todo elemento de R). Se obtiene entonces que
v(ab) = v(a)+v(b) y v(a+b) ≥ min(v(a), v(b)) ∀ a, b ∈ R (ya que (a)(b) = (ab),
y (a + b) ⊆ (a) + (b)). Para extender v a F ∗, se define v(a/b) = v(a) − v(b)
(b ∈ R \ {0}). Notamos que está bien definida pues si a/b = c/d entonces
ad = bc, y por tanto v(a)+v(d) = v(b)+v(c), y entonces v(a)−v(b) = v(c)−v(d).
Se puede verificar que v cumple las propiedades de una valoración. Además, de
la definición de v se obtiene que R ⊆ Ov y M ⊆Mv. Sea a/b ∈ F con a, b ∈ R.
Entonces 0 ≤ v(a/b) = v(a) − v(b), y entonces v(a) ≥ v(b). Queremos ver que
a = bx para algún x ∈ R (lo cual implicaŕıa a/b ∈ R y por tanto se tendŕıa
R ⊆ Ov y aśı al igualdad R = Ov). Sea π ∈ M \M2. Entonces (π) = M pues
todos los ideales de R son potencias de R y (π) *M2. Por tanto, M es principal,
y por consecuencia todas las potencias de M son principales, y aśı todos los
ideales de R son principales. Si (a) = Mn = (πn) y (b) = Mm = (πm) entonces
n ≥ m y escribimos a = πnx y b = πmy con x, y unidades de R. Entonces
a/b = πn−mx/y ∈ R pues n − m ≥ 0 y x, y son unidades en R y por tanto
x/y ∈ R. Se obtiene que Ov = R, y como Mv es un ideal de R que contiene a
M , se obtiene que Mv = M .

Notamos entonces que las proposiciones 5.2.3 y 5.2.5 implican que las defi-
niciones 5.2.4 y 5.2.9 son equivalentes y podemos usarlas indistintamente.

Recordamos ahora algunos teoremas importantes que se usan a lo largo de
todo el trabajo. Algunos de los resultados que siguen a continuación ya apare-
cieron antes pero se vuelven a mencionar para recalcar algunas observaciones
que son importantes durante el proceso del trabajo. El resto de los resulta-
dos a continuación se desprenden del mismo trabajo y por tanto se escribe la
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demostración correspondiente.

Recalcamos de nuevo las condiciones necesarias para que, dado un dominio
de Dedekind A con campo de fracciones K y una extensión finita L/K, la
cerradura entera B de A en L también sea dominio de Dedekind.

Teorema 5.2.11. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones
K. Sea L/K una extensión finita, y sea B la cerradura entera de A en L.
Supongamos que B es un A-módulo finitamente generado. Entonces B también
es un dominio de Dedekind.

Demostración. Como A es noetheriano y B es un A-módulo finitamente ge-
nerado entonces del corolario 1.4.5, se obtiene que B es noetheriano. Como A
tiene dimensión 1 y L/K es finita entonces del corolario 1.5.8, se obtiene que B
también tiene dimensión 1. Finalmente, por la proposición 1.2.15, inciso ii), se
obtiene que B es eneteramente cerrado. Por tanto, B es de Dedekind.

Observación 5.2.12. En el teorema 5.2.11, si la extensión L/K es separable
entonces puede omitirse la condición de que B sea un A-módulo finitamente
generado, gracias al teorema 1.4.6.

Recalcamos a continuación algunos detalles de la relación que hay entre un
dominio de Dedekind A con campo de fracciones K y el dominio de ideales
principales local Ov dado por una valoración v : K → Z.

Lema 5.2.13. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
v : K∗ → Z una valoración suprayectiva tal que v(A) ≥ 0. Entonces existen un
ideal maximal M de A tal que AM = Ov. En particular, se tiene v = vM , donde
vM : K → Z es la valoración M -ádica con M := Mv ∩A.

Demostración. Sea M :=Mv ∩A. Tenemos que v(A) ≥ 0, y por tanto A ⊆ Ov,
y sea i la inclusión inducida. Como A es dominio, la función j : A → AM (con
a 7→ a

1 ) es inyectiva. Además, cada elemento perteneciente a la imagen bajo i
del conjunto multiplicativo A \M es invertible en Ov (pues M es maximal en
A, y su complemento en A consiste de los elementos invertibles en A, los cuales
a su vez lo siguen siendo en Ov). Por tanto, aplicando la propiedad universal de
anillos de fracciones, se obtiene que existe una función (inyectiva) f : AM → Ov
tal que i = f ◦ j. Por tanto, AM ⊆ Ov.

Notemos ahora que MAM ⊆Mv. Si m/s ∈MAM (con m ∈M , s ∈ A \M)
entonces f(m/s) = i(m)(i(s))−1 = ms−1. Luego, v(ms−1) = v(m) + v(s) =
v(m) > 0 (puesm ∈M =Mv∩A y s es invertible enOv). Por tanto,m/s ∈Mv.
Aplicando entonces el lema 1.14.6, se obtiene que AM = Ov.

Aplicando el lema 5.2.14 abajo, obtenemos que OvM = Ov (y notamos
además que ambos son dominios de ideales principales locales con campo de
fracciones K, y vM , v : K∗ → Z suprayectivas), y entonces del teorema 2.2.8 se
obtiene vM = v.
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Lema 5.2.14. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
vM : K∗ → Z la valoración M -ádica asociada a un ideal maximal M de A.
Entonces OvM = AM .

Demostración. Como vM es la valoración M -ádica entonces vM (A) ≥ 0, y A ⊆
OvM . Además, como M es maximal en A entonces el subconjunto multiplicativo
S := A \ M es un conjunto de elementos invertibles en A, y por tanto son
invertibles en OvM . Consideramos la inclusión i : A ↪→ OvM . Aplicando la
propiedad universal de anillos de fracciones, obtenemos una función única g′ :
AM → OvM tal que i = g′ ◦ j (con j : A → AM , a 7→ a/1, que es inyectiva por
ser A dominio), y por tanto g′ es inyectiva, y obtenemos AM ⊆ OvM . Por otro
lado, de la demostración de la propiedad universal de anillos de fracciones, se
puede obtener que la imagen bajo g′ de un elemento m/s ∈MAM , con m ∈M y
s ∈ A \M , es igual a i(m)i(s)−1 = ms−1. Luego, por ser s−1 invertible en OvM ,
se tiene vM (s−1) = 0, y como m ∈ M entonces (m) ⊆ M , y de la definición
de vM se obtiene que vM (m) > 0. Por tanto, vM (ms−1) > 0, y ms−1 ∈ MvM ,
es decir, MAM ⊆ MvM . Además, como A ⊆ AM ⊆ K entonces el campo
de fracciones de AM es K. Entonces, aplicando el lema 1.14.6, se obtiene que
AM = OvM .

Lema 5.2.15. Sea A un anillo de valoraciones discreto con campo de fracciones
K inducido por una valoración discreta v : K∗ → Z. Sea B cualquier subanillo
de K que contenga a A. Entonces B = K o B = A.

Demostración. Supongamos que B 6= A. Entonces existe un elemento a ∈ B que
no está en A. Como A = {x ∈ K | v(x) ≥ 0}, tenemos que v(a) < 0. Sea x ∈ K.
Para una n suficientemente grande, se obtiene que v(xa−n) = v(x)−nv(a) > 0,
por lo que xa−n ∈ A ⊆ B. Por tanto, x = xa−n · an ∈ B.

Lema 5.2.16. Sea A un dominio de Dedekind con campo de fracciones K. Sea
L/K una extensión finita, y sea B la cerradura entera de A en L. Supongamos
que B es un A-módulo finitamente generado. Sea P ∈ Max(A), junto con vP :
K∗ → Z su valoración P -ádica asociada, y factorizamos al ideal PB en un
producto de ideales maximales de B, PB =

∏
i B

ei
i , y fijamos una Bi, junto con

vBi : L∗ → Z su valoración Bi-ádica. Entonces vBi(x) = eivP (x).

Demostración. Tenemos que la restricción vBi |K : K → Z es una valoración
discreta pero no necesariamente suprayectiva. Sea e el entero positivo tal que
1
evBi es suprayectiva. Del lema 5.2.14 tenemos que OvBi = BBi , y por tanto
{x ∈ K | vBi(x) ≥ 0} = BBi ∩ K. Además, notamos que A ⊆ AP ⊆ K, y
además que por tener A ⊆ B y P ⊆ Bi (pues Bi aparece en la factorización de
PB), se tiene AP ⊆ BBi . Por tanto, se obtiene que AP ⊆ BBi ∩K. Por otro
lado, observamos que BBi ∩K 6= K, ya que si p ∈ P entonces 1/p ∈ K no puede
ser un elemento de BBi , ya que de lo contrario tendŕıamos 1/p = b/s, con b ∈ B
y s ∈ B \ Bi, y entonces s = pb ∈ PB, lo cual no es posible pues PB ⊆ Bi. Aśı,
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aplicando el lema 5.2.15 obtenemos AP = BBi ∩K, y se obtiene entonces que
vP = 1

evBi .
Ahora, veamos que e = ei. Sea u ∈ AP tal que vP (u) = 1. Como vP es una

valoración suprayectiva, y el elemento en OvP que genera al ideal maximalMvP

toma el menor valor positivo entonces se obtiene que uAP = PAP , y además, que
uBBi = uAPBBi = PAPBBi = (BiBBi)ei , donde la última igualdad se obtiene
del lema 1.17.2. De la definición de vBi y del mismo lema 1.17.2, se obtiene que
vBi(u) = ei, y como vP = 1

evBi entonces 1 = vP (u) = 1
evBi(u) = ei/e, y por

tanto e = ei, y se obtiene el resultado.

Observación 5.2.17. Podemos sustituir en el lema 5.2.16 la condición de que
B sea un A-módulo finitamente generado por la condición de que L/K sea
separable, gracias a la observación 5.2.12.

Observación 5.2.18. Sea L cualquier campo. Sea w : L∗ → Z una valora-
ción suprayectiva de L. Entonces L es el campo de fracciones del dominio de
ideales principales local Ow. Para verlo, sea a/b un elemento en el campo de
fracciones de Ow. Entonces a, b ∈ Ow, y w(a/b) ∈ Z. Como w es suprayectiva
entonces existe un elemento m ∈ L tal que w(m) = w(a/b), lo cual implica que
w(ab ·m

−1) = 0, y por tanto, el elemento a
b ·m

−1 pertenece a Ow \Mw, es decir,
es igual a una unidad u en Ow ⊆ L, y se obtiene que a/b = mu ∈ L. Rećıproca-
mente, si m ∈ L entonces w(m) ∈ Z. Sean r, s ≥ 0 tales que w(m) = r− s. Por
ser w suprayectiva, existen a, b ∈ L tales que w(a) = r y w(b) = s. Notamos
entonces que a, b ∈ Ow. Tenemos que w(a/b) = w(m), y se obtiene nuevamente
que existe una unidad u en Ow tal que a

bm
−1 = u, es decir, m = u−1 a

b , el
cual pertenece al campo de fracciones de Ow. Por tanto, se obtiene el resultado
deseado.

Se menciona a continuación una observación referente a la factorización de
un ideal en un dominio de Dedekind.

Observación 5.2.19. Sea A un dominio de Dedekind, y x ∈ A. Consideramos
la factorización única (x) =

∏
i P

ni
i del ideal (x) en ideales maximales Pi de A.

Sabemos que x pertenece a un ideal maximal si y sólo si dicho ideal maximal
aparece en la factorización única del ideal (x). Además, se cumple que x ∈ Pnii
pero x /∈ Pni+1

i . Para verlo esto último, notamos que si tenemos cualesquiera
P,Q ∈ Max(A) entonces Pn y Qm son primos relativos, con m,n ∈ N (pues
cualesquiera dos ideales maximales son primos relativos, y la igualdad A = P+Q
implica A = An+m−1 = (P +Q)n+m−1 ⊆ Pn +Qm, por lo que A = Pn +Qm).
Usando el lema 1.17.6 inciso ii), se obtiene entonces que (x) =

∏
i P

ni
i = ∩iPnii ,

y por tanto, x ∈ Pnii . Si ocurriera que x ∈ P
nj+1
j para algún j entonces la

contención P
nj+1
j ⊂ P

nj
j (la cual es contención propia por ser A de Dedekind,

es decir, por tener la propiedad de factorización única en ideales maximales)
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implicaŕıa que (x) = ∩iP
n′i
i , donde n′i = ni si i 6= j, y n′i = ni + 1 si i = j, y

de nuevo por el lema 1.17.6, inciso ii), se tendŕıa (x) =
∏
i P

n′i
i , donde n′i = ni

si i 6= j, y n′i = ni + 1 si i = j, lo cual contradice la propiedad de factorización
única en ideales maximales de A. Se obtiene aśı el resultado.

Notamos también que del procedimiento anterior se obtiene que si x perte-
nece a un ideal maximal P , y si pertenece a Pn pero no a Pn+1 entonces en
la factorización del ideal (x) aparecerá el factor Pn (es decir, P únicamente
aparecerá elevado a la potencia n en la factorización de (x)).

Tenemos también un lema sobre dominios de Dedekind y dominios de ideales
principales.

Lema 5.2.20. Sea A un dominio de Dedekind, y M un ideal maximal de A.
Entonces AM es un dominio de ideales principales local.

Demostración. Como A es de Dedekind entonces AM también lo es. Además,
AM es local por propiedades de localización, por lo que tiene un número finito
de ideales maximales. De estos dos hechos, se obtiene que AM es de ideales
principales (un dominio de Dedekind con un número finito de ideales maximales
es es un dominio de ideales principales).

Finalmente, se concluye con una observación sobre el valor de deg(P ) cuando
P pertenece a P1/k, donde k es cualquier campo.

Observación 5.2.21. Sea P1/k curva completa no singular asociada a un cam-
po de funciones k(x)/k. Sea v ∈ V(k(x)/k). Por el teorema 2.2.10, sabemos que
v = vg(x) con g(x) ∈ k[x] mónico e irreducible, o v = v∞. En el primer caso,
se tiene [Ov/Mv : k] = n = grado de g(x), ya que por el teorema 2.2.10 se
tiene que Ov/Mv

∼= k[x]/(g), y una base para este cociente es 1, x, . . . , xn−1.
En el segundo caso, se tiene que [O∞/M∞ : k] = 1, ya que nuevamente se tiene
O∞/M∞ ∼= k[1/x]/(1/x) ∼= k, y se obtiene el resultado.
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