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Lı́mite de Fraı̈ssé y
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Capı́tulo 1

Introducción

Dada una estructura M y un subconjunto D fuertemente minimal de M, es posible
asociar una pregeometrı́a a D si se define, para cada subconjunto A ⊂ D, el opera-
dor cl(A) = acl(A) ∩ D y donde acl(A) es la cerradura algebraica de A enM. Las
nociones de independencia y dimensión de un conjunto fuertemente minimal se pue-
den generalizar a una pregeometrı́a abstracta. Desde el punto de vista de su estructura
geométrica, se tienen 3 tipos de estructuras, a saber, las estructuras triviales (un con-
junto sin estructura), las (localmente) modulares que interpretan espacios vectoriales
y un tercer tipo que interpreta campos algebraicamente cerrados de caracterı́stica p.
Boris Zilber conjeturó que un conjunto fuertemente minimal no localmente modular
siempre interpreta un campo algebraicamente cerrado de caracterı́stica p [Zil84]. Esto
se conoce como la conjetura de tricotomı́a que Hrushovski refutó [Hru] al construir
un conjunto fuertemente minimal no localmente modular que no interpreta un campo.
Esta construcción mostró que para el tercer caso, habı́a más posibilidades de las que se
habı́a pensado.

Aunque la conjetura de tricotomı́a resultó falsa, puso en evidencia, por un lado, la
existencia de un conjunto grande de estructuras en las que la conjetura es cierta, y por
otro, un conjunto interesante de contraejemplos. El conjunto para el que es cierta, es el
de las llamadas geometrı́as de Zariski clásicas [Zil10]. Mediante la primera construc-
ción de Hrushovski [Hru] se obtienen todos los ejemplos conocidos de geometrı́as de
Zariski no clásicas, entre los que se encuentra el toro no conmutativo.

En [Poi], utilizando la metodologı́a desarrollada por Hrushovski, Poizat construye
una extensión F = (F,+, · , G) de un campo F algebraicamente cerrado de carac-
terı́stica 0 por un subgrupo G de F× tal que G es divisible y libre de torsión. El rango
de Morley de F es igual a ω · 2 y el de G es igual a ω. Poizat llama a los puntos de
G verdes y a los puntos en F rG blancos. Los campos verdes de Poizat son análogos
de rango (de Morley) infinito de los llamados campos malos, que son campos con un
subgrupo propio definible del grupo multiplicativo y de rango de Morley finito.

La construcción de Poizat ha sido retomada por Zilber en una nueva dirección. En
[Zil04], se demuestra que si se asume la conjetura de Schanuel, dado ε un número
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complejo algebraico que no está en los ejes, la estructura:

G = (C,+, · , G = exp(εR+ iQ))

es un modelo de la teorı́a del campo de puntos verdes de Poizat. Este modelo tiene
la particularidad de ser ω−estable. Algunas variantes de la estructura anterior están
ı́ntimamente relacionadas con la construcción del toro no conmutativo (toro cuántico).

En este trabajo hacemos evidente la relación entre el lı́mite de Fraı̈ssé, la construc-
ción de Hrushovski, la construcción de los campos coloreados y como se puede usar
esta construcción para obtener una teorı́a superestable, tal como lo plantea Zilber y cu-
yo modelo es, en realidad, el toro cuántico.

Procederemos de la siguiente manera: En el capı́tulo 3 presentamos la construc-
ción básica de una estructura numerable ω−categórica a partir del conjunto de sus
subestructuras finitas mediante un proceso de amalgamación. Siguiendo la exposición
presentada en [Hod] llamamos al resultado de esta construcción el lı́mite de Fraı̈ssé.

La construcción de Hrushovski es un lı́mite de Fraı̈ssé que se obtiene mediante un
proceso de amalgamación más fuerte que cuenta con tres propiedades adicionales, a
saber, tiene rango de Morley finito, es fuertemente minimal y no interpreta un campo
algebraicamente cerrado de caracterı́stica p. Las dos últimas caracterı́sticas son las que
refutan la conjetura de tricotomı́a. Esta construcción se presenta en el capı́tulo 4 y
recibe el nombre de construcción de Hrushovski.

Poizat, utilizando una técnica de amalgamación libre, parecida a la de Hrushovs-
ki, obtiene una teorı́a ω−estable. Un campo coloreado (también se les conoce como
campos bicoloreados) es un campo expandido por un predicado de aridad 1 que se de-
nomina su color. El color negro (o campos de color negro) distingue un subconjunto
algebraicamente independiente; el color rojo un subgrupo aditivo, conexo, propio y no
trivial; el color verde un subgrupo multiplicativo, conexo, propio y no trivial. De esta
clasificación se obtiene el nombre de los campos esmeralda y en el capı́tulo 5 se pre-
senta su construcción. La idea es seguir el desarrollo de Poizat para la construcción del
campo verde que, a su vez, se basa en la construcción de Hrushovski.

Zilber muestra que, asumiendo la conjetura de Schanuel, la estructura G es un mo-
delo de la teorı́a de campos verdes y notó que esta estructura está ı́ntimamente rela-
cionada con el Toro Cuántico. En el capı́tulo 6 se demuestran los resultados necesarios
para probar que la estructura que se obtiene es superestable, y esto se hace principal-
mente mediante argumentos geométricos.

En el capı́tulo 7 se considera en particular la estructura

E = (C,+,Γ)
exp−−→ (C,+, · ),

en donde Γ = εR + iZ. Al tomar el cociente del campo por el grupo definido por
el nuevo predicado, se obtiene el Toro Cuántico. En este caso a los puntos de Γ se
les llama puntos esmeralda. Zilber afirma en [Zil05] que, si se asume la conjetura de
Schanuel, es posible obtener la teorı́a de E por un procedimiento parecido al de Poizat.
Más aún, esta teorı́a es superestable.
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Capı́tulo 2

Prerequisitos

A continuación presentamos el mı́nimo de conceptos necesarios para el desarrollo del
presente trabajo. se asume que el lector está familiarizado con los conceptos elementa-
les de la teorı́a de modelos y de la lógica de primer orden.

Diremos que un lenguaje L es finito o numerable si tiene, respectivamente, un
número finito o numerable de sı́mbolos de función, relación y/o constantes. Una fórmu-
la atómica de un lenguaje consta solo de sı́mbolos de relación (incluyendo el sı́mbolo
de igualdad). En general nos referiremos a conjuntos finitos o numerables como con-
juntos a lo más numerables. También haremos la distinción entre modelo y estructura.
En general una estructura es un conjunto (un dominio o universo de discurso) en don-
de puede ser interpretado un lenguaje. Por otro lado un modelo es una estructura en
la que es posible asignar un valor de verdad a un enunciado de nuestro lenguaje. Un
conjunto de enunciados es una teorı́a. Por lo mismo hablaremos de modelos de teorı́as
y de estructuras de lenguajes. Un subconjunto A de una estructura B que es, a su vez
una estructura es una subestructura y diremos que B es una extensión de A. Deno-
taremos esta relación como A ⊆ B y A ⊂ B, aclarando de manera explı́cita cuando
esta relación sea entre simples conjuntos. Un encaje entre dos estructuras A y B es
un mapeo inyectivo que preserva la interpretación de los sı́mbolos del lenguaje. Si el
mapeo es también suprayectivo entonces es un isomorfismo de estructuras. Si dados
dos modelos y para toda fórmula ϕ de un lenguaje (de 1er. orden), ϕ es verdadera en
un modelo si y sólo si es verdadera en el otro, entonces diremos que los modelos son
elementalmente equivalentes. Es claro que si dos modelos son isomorfos entonces
son elementalmente equivalentes. Un encaje entre dos modelos que preserva los valo-
res de verdad es un encaje elemental. Por ThA(M) denotaremos el conjunto de todos
los enunciados verdaderos de L , con parámetros en un subconjunto A del universo de
una estructura M. ThA(M) es la teorı́a completa de M (en el lenguaje L ∪A y que
en adelante denotaremos por LA). Sea L un lenguaje de 1er. orden. El lenguaje L∞ω
consta de los mismos sı́mbolos que L pero permite como fórmulas conjunciones y
disyunciones infinitas. Un campo de conjuntos es una colección de conjuntos S que es
cerrada bajo uniones, intersecciones y complementación con respecto a S.

Definición 1. Sea DLO la teorı́a axiomatizada por el siguiente conjunto de enunciados:
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(i) DLO es un orden lineal.

(ii) (∀xy)(∃z)(x < z < y)

(iii) (∀xy)(∃zw)(z < x ∧ y < w)

(iv) (∃xy)(x 6= y)

DLO es la teorı́a de órdenes lineales densos sin puntos extremos.

Denotaremos por P(X) el conjunto potencia de X y por |A| o card(A) la car-
dinalidad del conjunto A. A los conjuntos con un elemento los llamaremos conjuntos
singulares. En general a los elementos de Mn los denotaremos como vectores b̄ y
cuando esté claro del contexto escribiremos b̄ ∈M en lugar de b̄ ∈Mn.

Definición 2. Sean X un conjunto y cl : P(X) → P(X) un operador en P(X).
Diremos que (X, cl) es una pregeometrı́a si cumple con:

(i) Si A ⊆ X , entonces A ⊆ cl(A) y cl(cl(A)) = cl(A).

(ii) Si A ⊆ B ⊆ X , entonces cl(A) ⊆ cl(B).

(iii) Si A ⊆ X, a, b ∈ X y a ∈ cl(A ∪ {b}), entonces a ∈ cl(A) o b ∈ cl(A ∪ {a})

(iv) Si a ∈ X y a ∈ cl(A), entonces existe A0 ⊆ A finito tal que a ∈ cl(A0).

Diremos que A ⊆ X es cerrado si cl(A) = A. Una pregeometrı́a es una geometrı́a si
los conjuntos singulares y el conjunto vacı́o son cerrados.

Definición 3. Diremos que b̄ es L−algebraico sobre A si existe una fórmula ϕ(x̄, ā)
con ā ∈ A tal que el conjunto de elementos de M que satisfacen a ϕ(x̄, ā) es finito y
b̄ es uno de ellos. Diremos que b̄ es L−definible sobre A si el conjunto de elementos
que satisface ϕ(x̄, ā) es precisamente b̄. La cerradura algebraica (definible) de un
conjunto A es el conjunto de todos los elementos algebraicos (definibles) sobre A.
Denotamos por acl(A) a la cerradura algebraica del conjunto A.

De manera alternativa. Sea M un conjunto y G un grupo de permutaciones de M .
Entonces, ā es definible sobre X ⊂ M si todo elemento de G que fija puntualmente
a X , también fija ā. Un elemento ā es algebraico sobre X ⊂ M si su órbita bajo
el conjunto de elementos de G que fijan puntualmente a X es finita. Las respectivas
cerraduras se definen igual. Los conjuntos que se obtienen de esta manera dependen
de la elección de G. Cuando G es igual al grupo de automorfismos de M , entonces los
conjuntos que se obtienen coinciden con los de la definición 3.

Definición 4. SeanM una estructura y D un subconjunto deM. Entonces D es mi-
nimal enM si para cada Y ⊆ D definible se tiene que Y es finito o D r Y es finito.
Si ϕ(x̄, ā) es la fórmula que define a D diremos que ϕ es minimal.

D y ϕ serán fuertemente minimales si ϕ es minimal en cada extensión elemental
deM.
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Definición 5. Sea D fuertemente minimal en M. Diremos que A ⊆ D es indepen-
diente si a /∈ acl(A r {a}) para todo a ∈ A. A es una base de Y ⊆ D si A ⊆ Y es
independiente y Y = acl(A). La dimensión de Y en D es igual a la cardinalidad de
una base de Y .

La dimensión estará bien definida siempre que acl forme una pregeometrı́a. Sea
aclD(A) = {b ∈ D | b es algebraico sobre A}, y definamos cl(A) = aclD(A).
Entonces todo conjunto fuertemente minimal con la cerradura algebraica da lugar a
una pregeometrı́a.

Sea ϕ(x̄) una fórmula de un lenguaje L . Diremos que ϕ(x̄) es satisfactible si exis-
te un modeloA y un elemento ā ∈ A tal queA es un modelo de ϕ(ā) y lo denotaremos
por A � ϕ(ā). Diremos que A satisface a ϕ(ā) o que ϕ(ā) es verdadera en A.

Definición 6. Sea M un estructura para un lenguaje L . Sea p un conjunto de fórmulas
con parámetros en A ⊆ M en las variables libres v1, . . . , vn. Diremos que p es un
n−tipo si ThA(M)∪p es satisfactible. Diremos que p es un n−tipo completo siϕ ∈ p
o ¬ϕ ∈ p para toda fórmula ϕ de LA con n variables libres y denotaremos por SM

n (A)
el conjunto de todos los n−tipos completos de M sobreA. Si un tipo p no es completo,
diremos que es un tipo parcial. Si MA es el modelo con universo M y con sı́mbolos
de constante para cada a ∈ A, entonces el tipo generado por b̄ = (b1, . . . , bk) ∈ Mk

sobre A es el conjunto
{ϕ(x̄) |MA � ϕ(b̄)}.

y lo denotaremos por tpM(b̄/A). Diremos que un tipo p(x̄) sobre A ⊆M es realizado
por b̄ ∈ M (o de manera alternativa que b̄ realiza a p(x̄) ) si p(x̄) ⊆ tpM(b̄/A). Un
tipo atómico es un tipo que sólo consta de fórmulas atómicas.

Observemos que en la definición de tipo generado por, y realización de un tipo
por un b̄ se supone dado un orden sobre los elementos que forman a b̄ = (b1, . . . , bk).
Dada una permutación σ del conjunto {1, . . . , k} de subı́ndices, b̄′ = (bσ(1), . . . , bσ(k))
no necesariamente genera el mismo tipo que b̄ ni satisface el mismo tipo que b̄, sin
embargo, para estructuras finitasA, podemos considerar el conjunto de tipos generados
por todas las permutaciones σ de los subı́ndices de ā tales que ai ∈ A y considerar esto
como una clase de equivalencia en la clase de todos los tipos. En otras palabras, diremos
que el tipo atómico generado por b̄ = (b1, . . . , bk) es equivalente al tipo atómico
generado por b̄′, y lo escribiremos como tp(b̄) ∼ tp(b̄′), si existe σ una permutación
del conjunto {1, . . . , k} tal que b̄′ = (bσ(1), . . . , bσ(k)). De esta manera, dada una
estructura finita A, podemos hablar de la clase de isomorfismo del tipo atómico de
A = (a1, . . . , ak) = ā

Una función µ de tipos atómicos es una función tal que si tp A ∼ tp A′, entonces
µ(A) = µ(A′).

Definición 7. Sean κ un cardinal infinito y T una teorı́a. Diremos que un modelo M
de T es κ−saturado si para todo A ⊆ M con |A| < κ y p un n−tipo completo con
parámetros enA, entonces p se realiza en M. Si M es |M |−saturado entonces diremos
que M es saturado.
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A menudo para simplificar el desarrollo se usan modelos monstruo que son sim-
plemente modelos suficientemente grandes con la propiedad de ser saturados y que
contienen como subestructuras a todas las estructuras con las que estemos trabajando.

Ahora definiremos el concepto de juego Ehrenfeucht-Fraı̈ssé de longitud γ entre
A y B, en sı́mbolos EFγ(A,B). Sea γ menor o igual a ω, en donde ω es el primer
ordinal lı́mite infinito. γ será la longitud del juego. Se tienen dos jugadores, ∀ y ∃.
El jugador ∀ elige entre una de las dos estructuras A, B (digamos que elige A) y
un elemento de la misma estructura (a ∈ A). El jugador ∃ debe elegir entonces un
elemento de la otra estructura (b ∈ B en este caso). Esto se repite γ veces para obtener
una jugada (ā, b̄) en donde ā, b̄ son sucesiones de elementos deA y B respectivamente.
Sean 〈ā〉A, 〈b̄〉B las subestructuras de A y B generadas por ā, b̄ respectivamente.
Diremos que (ā, b̄) es una victoria para ∃ si existe un isomorfismo f : 〈ā〉A → 〈b̄〉B tal
que fā = b̄. Si una jugada no es una victoria para ∃, entonces es una victoria para ∀.

Definición 8 (Bisimulación). Diremos queA y B son equivalentes por bisimulación
si el jugador ∃ tiene una estrategia ganadora para el juegoEFω(A,B) y lo denotaremos
por A ∼ω B.

De manera alternativa diremos queA y B permiten bisimulación para referirnos a
la definición anterior.

Teorema 1. Sean L un lenguaje finito que no contiene sı́mbolos de función y A,B
L−estructuras. Entonces, A y B serán elementalmente equivalentes si y sólo si
A ∼ω B.

Teorema 2. Si A y B son numerables, entonces A ∼ω B si y sólo si A y B son
isomorfos.

La demostración de estos dos teoremas se puede encontrar en [Mar] (págs. 53-55).

Teorema 3. SeanM un modelo saturado, A un subconjunto deM tal que |A| < |M |
y b ∈M . Entonces lo siguiente es equivalente:

i) b es algebráico sobre A;

ii) b tiene sólo una cantidad finita de imágenes bajo automorfismos deM que fijan
A puntualmente;

iii) tpM(b/A) tiene una cantidad finita de realizciones.

La demostración de este teorema se puede encontrar en [Mar] (pág. 147).

Definición 9 (Amalgamación). Sean A,B, C,D estructuras. Diremos que D es una
amalgama de B y C sobre A si se cumple lo siguiente:

• B ∩ C = A
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• B y C se encajan en D mediante encajes que coinciden en A, i.e.

D

B

g
>>~~~~~~~

C

h

``@@@@@@@

A

e

``@@@@@@@ f

>>~~~~~~~

donde g ◦ e = h ◦ f .

Diremos que una clase K tiene la propiedad de amalgama libre si se cumple lo si-
guiente:

(a) dados A,B ∈ K su unión disjunta pertenece a K,

(b) si A,B ∈ K tales que A ∩ B 6= ∅ y las respectivas subestructuras de A, B que
resultan de restringir las respectivas relaciones de A y B a A ∩ B son iguales,
entonces A ∪B ∈ K.

Llamaremos a A ∪B la amalgama libre de A y B.

El siguiente lema y su demostración aparecen en [Hod] y se usará en la demostra-
ción del corolario 5.

Lema 1 (Karp). Sean A,B dos estructuras para L . Entonces A ∼ω B si y sólo si
son L∞ω−equivalentes.

Definición 10. Sea L un lenguaje de 1er. orden y T una teorı́a de L . Diremos que T
es inestable si existe una fórmula ϕ(x̄, ȳ) de L y un modelo M de T con elementos
āi ∈M (i < ω) tales que

M � ϕ(āi, āj) ⇔ i < j < ω.

Diremos que T es estable si no es inestable.

Sean ϕ(v1, . . . , vn) una LA−fórmula y

[ϕ] = {p ∈ SM
n (A) : ϕ ∈ p}.

Entonces la topologı́a de Stone en SM
n (A) es la topologı́a generada al tomar los con-

juntos [ϕ] como abiertos básicos.

Definición 11. Sean T una teorı́a completa en un lenguaje numerable y λ un cardinal
infinito. Diremos que T es λ−estable si, siempre que M � T, A ⊂ M y |A| = λ,
entonces |SM

n (A)| = λ. T será superestable si existe µ tal que T es λ−estable para
todo λ > µ.
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Capı́tulo 3

Lı́mite de Fraı̈ssé

Podemos entender el lı́mite de Fraı̈ssé como la estructura numerable D que se ob-
tiene al “pegar” de una forma conveniente subestructuras finitas. D es única salvo iso-
morfismo y es homogénea, i.e. cualquier isomorfismo entre subestructuras de D puede
ser extendido a un automorfismo de D. Para esta sección y a menos de que se indique
lo contrario L será un lenguaje finito y que carece de sı́mbolos de función. Sea D
una L−estructura. Definimos la edad de D como la clase K de todas las estructuras
finitamente generadas que son encajables en D.

En realidad estaremos más interesados en las clases de isomorfismo de los elemen-
tos de K por lo que definimos

[K] = {[A ] |A es finitamente generada y encajable en D}

donde [A ] es la clase de isomorfismo de la L− estructura A y f es un encaje de A en
D. De esta forma, diremos que una estructura D tiene edad finita o numerable si [K]
es finita o numerable. Diremos que una clase K es una edad si es la edad de alguna
estructura.

Ejemplo 1. (Z,+, 0) tiene edad numerable. Por otro lado la estructura (R,+, 0, fr) en
donde fr(s) = rs tiene edad finita con dos elementos, a saber, 0 y el generado por 1.

Si K es una edad, entonces, además de ser no vacı́a, cumple con las siguientes
propiedades:

HP (Propiedad de herencia) Si A ∈ K y B es una subestructura finitamente gene-
rada de A, entonces B ∈ K.

JEP (Propiedad de encaje conjunta) Si A,B ∈ K, entonces existe un C ∈ K tal
que A,B son encajables en C.

Observemos que si A,B son estructuras finitamente generadas y ā, b̄ son conjuntos
de generadores para A y B respectivamente, entonces tanto A como B se encajan en
la estructura C (finitamente) generada por ā ∪ b̄ y se tiene la propiedad JEP. Ahora
mostraremos que si K cumple con HP y JEP, entonces K es la edad de una estructura.
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Teorema 4. Dados L y [K] un conjunto no vacı́o (finito o numerable) de clases de
isomorfismo de estructuras finitamente generadas y sea

K = {A | [A] ∈ [K]}

tal que cumple con HP y JEP. Entonces K es la edad de alguna estructura a lo más
numerable.

Demostración: Sea (Ai : i < ω) una enumeración de los elementos de K. Definamos
una cadena (Bi : i < ω) de estructuras isomorfas a estructuras en K de la siguiente
manera: Sea B0 = A0. Para Bi, usamos la JEP para encontrar un B′ ∈ K tal que
Bi y Ai+1 son encajables en B′. Sea Bi+1 una copia isomorfa a B′ que extiende
a Bi. Por último, sea C =

⋃
i<ω Bi. Como C es la unión numerable de estructuras

a lo más numerables se sigue que C es a lo más numerable. Por construcción cada
estructura enK es encajable enC. SiA es cualquier subestructura finitamente generada
de C, entonces los generadores de A están contenidos en algún Bi y se tiene que A es
encajable en Bi. Luego podemos pensar que A es una subestructura de Bi. Por la HP
A es isomorfo a alguna estructura en K. Por lo tanto K es la edad de C. a

El teorema anterior se cumple aún cuando L tiene sı́mbolos de función pero, una
manera de garantizar que la estructura resultante sea a lo más numerable es pedir que
L sea finito y que no contenga sı́mbolos de función. De hecho si L es finito y no
contiene sı́mbolos de función, entonces toda estructura finitamente generada es finita.
Esto es inmediato pues al tener un número finito de generadores y no tener sı́mbolos
de función, el dominio de la estructura será finito.

El ejemplo clásico de un lı́mite de Fraı̈ssé es la construcción de (Q, <) a partir de
sus subestructuras finitas ya que DLO es ω−categórica y el lı́mite de Fraı̈ssé es una
estructura numerable, única salvo isomorfismo, se sigue que (Q, <) es precisamente
el lı́mite de Fraı̈ssé de la clase de órdenes lineales finitos. Además, la edad de (Q, <)
cumple con la propiedad AP que se enuncia a continuación:

AP (Propiedad de Amalgamación) Si A,B,C ∈ K y e : A→ B, f : A→ C son
encajes, entonces existen D ∈ K y encajes g : B → D, h : C → D tales que
g ◦ e = h ◦ f .

D

B

g
>>~~~~~~~

C

h

``@@@@@@@

A

e

``@@@@@@@ f

>>~~~~~~~

Diremos que un conjunto K tiene la propiedad fuerte de amalagama (SAP) si,
además de cumplir con AP, se tiene que

im g ∩ im h = im g ◦ e = im h ◦ f.
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Definición 12. Diremos que una estructura D es débilmente homogénea si dadas
A,B subestructuras finitamente generadas de D, A ⊆ B y f : A → D es un encaje,
entonces existe un encaje g : B → D que extiende a f :

A

⊆
��

f // D

B

g

>>~
~

~
~

Diremos que una estructura D es homogénea si todo isomorfismo entre subestructuras
finitamente generadas de D puede ser extendido a un automorfismo de D.

Teorema 5 (Fraı̈ssé). Sean L un lenguaje numerable, [K] un conjunto no vacı́o, a lo
más numerable de clases de isomorfismo de L−estructuras finitamente generadas y

K = {A | [A] ∈ [K]},

y supongamos que tienen las propiedades HP, JEP y AP. Entonces existe una única
L−estructura D (salvo isomorfismo) tal que:

• D es a lo más numerable

• K es la edad de D

• D es homogénea

D en el teorema anterior es el lı́mite de Fraı̈ssé. A continuación presentamos un
bosquejo de la demostración de la existencia del lı́mite de Fraı̈ssé1:

Lema 2. Sea J un conjunto de estructuras finitamente generadas y (Di : i < α) una
cadena de estructuras. Si para cada i < α la edad de Di pertenece a J , entonces la
edad de la unión ∪i<αDi también pertenece a J . Si cada Di tiene edad J , entonces
∪i<αDi tiene edad J .

Demostración: Evidente. a
Ahora presentamos la demostración del Teorema 5. En esta sección asumiremos

que K es no vacı́o, que cumple con las propiedades HP, JEP y AP. Construiremos una
cadena de estructuras (Di : i < α) en K tal que se cumple lo siguiente:

~ Si A,B son estructuras en K con A ⊆ B y existe un encaje f : A → Di para
algún i < ω, entonces existen j > i y un encaje g : B → Dj que extiende a f .

Supongamos que hemos construido la cadena. Sea D igual a ∪i<αDi. Entonces
la edad de D pertenece a K por el lema anterior pues por HP la edad de cada Di

pertenece a K. Más aún, la edad de D es precisamente K. En efecto, si A en K,
entonces por la propiedad JEP existe B en K tal que A ⊆ B y D0 es encajable en
B. Por ~ es posible extender el mapeo identidad en D0 a un encaje de B en Dj , para
alguna j, y de esta forma A,B pertenecen a la edad de D. Luego, ~ muestra que D

1Para más detalles y la demostración de la unicidad del lı́mite de Fraı̈ssé ver [Hod] pp. 326-330.
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es débilmente homogénea, pero una estructura a lo más numerable es homogénea si y
sólo si es débilmente homogénea2, D es homogénea con edad K.

Ahora construimos la cadena. Sea P un conjunto numerable de pares de estructu-
ras (A,B) tales que A,B ∈ K y A ⊆ B. Es posible elegir P de tal forma que dados
[A], [B] ∈ [K] con A ⊆ B, P incluya a un representante de cada tipo de isomorfis-
mo de estos pares de estructuras. Tomemos una biyección π : ω × ω → ω tal que
π(i, j) > i para todo i, j. Procedemos por inducción: Sea D0 cualquier estructura en
K y supongamos que hemos construido Dk. Entonces existen ik, jk tales que, para
ik 6 k se tiene que π(ik, jk) = k.

Se listan las ternas (f,A,B) en donde (A,B) ∈ P y f : A→ Dk como

((fkj , Akj , Bkj) : j < ω).

Construimos Dk+1 por AP como en el siguiente diagrama de amalgamación:
si k = π(ik, jk) > ik, entonces fikjk : Aikjk → Dik ⊆ Dk y (fikjk , Aikjk , Bikjk)

se puede extender a un encaje de Bikjk en Dk+1 como en el diagrama:

Dk+1

Bikjk

f ikjk
77nnnnnnnnnnnn

Dk

⊆
hhRRRRRRRRRRRRRRRR

Dik

⊆

=={{{{{{{{

Aikjk

⊆

``AAAAAAAAAAAAAAAAAAA fikjk

<<yyyyyyyy

Con esto se garantiza que se cumple la propiedad~ pues dadosA ⊆ B y f : A→ Dn,
si n 6 k, entonces Dn ⊆ Dk y la propiedad se cumple de manera trivial. Si k 6 n
entonces se toma Dn+1, y por construcción, f se puede extender a un encaje de B en
Dn+1 a

El siguiente teorema nos muestra que todas las condiciones del teorema 5 son in-
dispensables.

Teorema 6. Sea L un lenguaje numerable y D una estructura homogénea a lo más
numerable. Sea K la edad de D. Entonces K es distinta del vacı́o, satisface las pro-
piedades HP, JEP y AP y [K] es a lo más numerable.

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos suponer queA ⊆ B ⊆ D. Luego,

2Lema 7.1.4 (b) en [Hod] pag. 327.
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se tiene el siguiente diagrama:

D

B

⊆
>>~~~~~~~

C

h

``@@@@@@@

A
⊆

``@@@@@@@ i

>>~~~~~~~

Este diagrama no necesariamente conmuta pero, por homogeneidad existeH : B → D
que extiende a h. Sean e : A→ B el encaje inclusión yD0 = 〈H(B), h(C)〉. Entonces
H ◦ e = H|A = h ◦ i y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

D

D0

⊆
OO

B

H
>>}}}}}}}}

C

h
``AAAAAAAA

A

e

``BBBBBBBB i

>>||||||||

a

En conjunto, el teorema anterior y el teorema 5 nos dicen que el problema de construir
una estructura homogénea numerable se reduce a encontrar conjuntos bien portados
de estructuras finitas. En general mientras más información se tenga de las estructuras
finitas, más se podrá decir de la estructura homogénea. A continuación se presentan
una serie de ejemplos de lı́mites de Fraı̈ssé.

Ejemplo 2. Sean p un número primo y K la clase de todos los campos finitos de
caracterı́stica p (con L = {+,−, · , 0, 1}). Recordemos que un campo de orden pr

es isomorfo a Fp ⊕ · · · ⊕ Fp︸ ︷︷ ︸
r veces

como espacio vectorial sobre Fp.

HP: En general las subestructuras de campos (en el lenguaje de anillos) no son cam-
pos, pero para el caso de campos finitos las subestructuras son a su vez campos.

JEP: Sean A,B ∈ K. Entonces el campo generado por A,B pertenece a K y A,B
son encajables de manera natural en este campo.

AP: Si A,B,C ∈ K y existen encajes e, f tales que e : A → B y f : A → C,
entonces tomamos D ∈ K igual a BC. Luego, de manera natural tenemos g :
B → D y h : C → D de tal forma que se tiene g ◦ e = h ◦ f .
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El lı́mite de Fraı̈ssé es la cerradura algebraica del campo primo de caracterı́stica p.
En efecto, sea F∞ =

⋃∞
n=1 Fpn! . Observemos que F∞ es un campo algebraicamente

cerrado de caracterı́stica p y que es de hecho la cerradura algebraica del campo primo
Fp de caracterı́stica p.

En efecto, observemos que dados x, y ∈ F∞ existe n tal que x, y ∈ Fpn! y por lo
tanto x+ y y xy pertenecen también a F∞. Sea q = pn para n > 1. Entonces es claro
que Fq es un subcampo de Fq! y por lo tanto Fq es un subcampo de F∞. Esto demuestra
queF∞ es un campo de caracterı́stica p. Ahora veamos que es algebraicamente cerrado.
Sea p(x) un polinomio sobre F∞, entonces existe n tal que p(x) es un polinomio sobre
Fpn! y el campo de descomposición de p(x) es una extensión finita de Fpn! y por lo
tanto es isomorfo a Fk para algún k. Se sigue que Fk es un subcampo de F∞ y por lo
tanto éste es algebraicamente cerrado.

F∞ es numerable pues es la unión numerable de conjuntos finitos. Es claro que K
es la edad de F∞. Por el teorema 2.8 del capı́tulo V en [Lan]3 sabemos que F∞ es
homogéneo pues dado un automorfismo de F∞ es posible aproximarlo por extensiones
finitas de isomorfismos entre subestructuras finitas.

Ejemplo 3. Sea K la clase de los grupos abelianos finitamente generados libres de tor-
sión. En este ejemplo suponemos que nuestro lenguaje incluye un sı́mbolo para inverso.
Ver [Hod] pág. 37.

Recordemos que todo grupo abeliano finitamente generado libre de torsión es iso-
morfo a Zn para algún n.

HP: El lenguaje de grupos incluye un sı́mbolo para inversos, luego toda subestructura
es un subgrupo. Por otro lado, todo subgrupo de Zn es libre de torsión, de donde
se sigue esta propiedad.

JEP: De manera natural cumple con esta propiedad considerando el grupo generado
por la unión de los generadores de los grupos más pequeños.

AP: Sean i : A → B y j : A → C encajes. Entonces, dado a ∈ A, defininimos los
conjuntos D0 = B ⊕ C/〈i(a),−j(a)〉, T0 = {x ∈ D0 | x es de torsión}. Sea
D = D0/T0. Entonces se tiene el siguiente diagrama:

D

D0

⊆
OO

B

k
>>}}}}}}}}

C

l
``AAAAAAAA

A

i

``BBBBBBBB j

>>||||||||

3Sean k un campo, E una extensión algebraica de k y σ : k → L un encaje de k en un campo L
algebraicamente cerrado. Entonces existe una extensión de σ a un encaje deE enL. SiE es algebraicamente
cerrado y L es algebraico sobre σk, entonces cualquier extensión de σ es un isomorfismo de E en L.
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Definimos k : B → D y l : C → D como

B → B ⊕ C → D

y
C → B ⊕ C → D

en donde las flechas son proyecciones y se cumple que k ◦ i(a) = [i(a), 0] ,
l ◦ j(a) = [0, j(a)]. Además [i(a), 0] = [0, j(a)] + [i(a),−j(a)].

Observemos que k, l son encajes. En efecto, supongamos que existe b 6= 0 en B
tal que k(b) = 0. Entonces

b 7−→ (b, 0) 7−→ (b, 0) + 〈(i(a),−j(a))〉 = 0

⇔ (b, 0) ∈ 〈(i(a),−j(a))〉

para algún a 6= 0.

(b, 0) = (i(a),−j(a))⇒ j(a) = 0⇔ a = 0⇒ (b, 0) = (0, 0)

lo cual es una contradicción.

El lı́mite de Fraı̈ssé de K es la suma directa de una cantidad numerable de copias
del grupo aditivo de los racionales.

En efecto, sea Gl la suma directa de una cantidad numerable de copias del grupo
aditivo de los racionales. Entonces Gl es numerable pues es igual a la unión numerable
de conjuntos numerables, K es la edad de Gl y la homogeneidad de Gl se sigue por un
argumento similar al del ejemplo anterior.

Ejemplo 4. Sea K la clase de álgebras booleanas finitas. Recordemos que toda álgebra
booleana finita es isomorfa a un campo de conjuntos y que de hecho es isomorfa a
P(X) para algún conjunto X finito. Recordemos también que si A es un álgebra
booleana, diremos que a ∈ A es un átomo si para todo b ∈ A, 0 6 b 6 a implica
que b = 0 o b = a. Denotamos por x−1 el complemento de x (en donde −1 es una
operación de un argumento) y por At A al conjunto de átomos de A.

HP: Inmediato.

JEP: Sean A,B y C álgebras booleanas finitas, At A = {a1, . . . , am}, At B =
{b1, . . . , bn} y At C = {c1, . . . , cl} con m,n 6 l. Definimos f : A → C de la
siguiente manera:

f(x) =


0 si x = 0
ci si x ∈ At A y 1 6 i 6 m− 1(∨m−1

i=1 ci

)−1

si x ∈ At A e i = m∨
f(ai) para ai ∈ At A tal que ai 6 x

Análogamente para g : B → C. Es claro que f, g son encajes de A,B en C.
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AP: Los encajes definidos para JEP funcionan para probar que K tiene la propiedad
AP siempre que los encajes e : A→ B y i : A→ C sean definidos de la misma
forma. Como se demuestra en [FriGra], lema 4, la clase de álgebras booleanas
cumple con la propiedad SAP, y por lo tanto con AP.

El lı́mite de Fraı̈ssé de K es el álgebra booleana numerable sin átomos (ABNSA),
que es única salvo isomorfismos. En efecto, la clase de subestructuras finitamente ge-
neradas encajables en ABNSA es K. Para ver que ABNSA es homogénea basta
mostrar que es débilmente homogénea (lema 7.1.4 en [Hod]). Sean A,B ∈ K tales
que A ⊆ B, M el ABNSA y f : A→M un encaje. Entonces por AP existe D ∈ K
tal que el siguiente diagrama conmuta:

M

D

k

OO

B

g
??~~~~~~~~

f(A)

h

bbDDDDDDDD

A

e

__@@@@@@@@ f

<<zzzzzzzz

con e : A → B igual a la identidad. Entonces k ◦ g es un encaje de B en M que
extiende a f .

Ahora estamos listos para presentar el desarrollo de la construcción de Hrushovski
tomando como punto de partida el lı́mite de Fraı̈ssé ya que el segundo es una particu-
larización del primero.
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Capı́tulo 4

Construcción de Hrushovski

En el presente capı́tulo presentaremos la construcción de Hrushovski de una estructura
fuertemente minimal tal como aparece en [Hru]. La motivación para desarrollar este
método fue el construir un contraejemplo que refutara la conjetura de Zilber en la
que se afirma que todo conjunto fuertemente minimal no trivial ni localmente modular
interpreta un campo algebraicamente cerrado.

La construcción de Hrushovski se desarrolla de la siguiente manera. Buscamos
obtener una estructura estable que llamaremos el genérico, y que se obtiene como un
lı́mite de Fraı̈ssé que además cumple con las siguientes condiciones:

• para A,M dos estructuras, una función d(A,M) que será la dimensión de A en
M ;

• la noción de encaje fuerte, que depende totalmente de la función dimensión;

• la propiedad de amalgama fuerte;

• una función entera del tipo atómico de pares de estructuras finitas que garantiza
que el rango de Morley del genérico es finito. A esta etapa de la construcción se
le conoce con el nombre de colapso.

El interés central del presente trabajo no es la conjetura de Zilber ni la construcción
de Hrushovski como tal, sino las posibilidades que esta técnica ofrece, en particular
en el estudio de la exponencial compleja y de los toros cuánticos. Los toros cuánticos,
o estructuras parecidas a toros cuánticos surgen en teorı́a de modelos como cocien-
tes de estructuras que se obtienen mediante la construcción de Hrushovski y que se
desarrollará con más detalle en el siguiente capı́tulo.

Convención: En el presente capı́tulo L denotará un lenguaje que consta de una
única relación ternaria R. Observemos que esto implica que si A es una L−estructura
y B es un subconjunto de A, entonces B es también una L−estructura. Más aún, si
Ai, Aj son L−estructuras, entonces Ai ∪ Aj es una L−estructura. De esta forma si
pensamos en A,B como estructuras, A ⊆ B significa que A es una subestructura de
B. Si pensamos en A,B como conjuntos entonces tendrá su significado usual.
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4.1. Dimensión
Definamos pues la función dimensión. Sean M una L estructura (posiblemente infi-
nita), A ⊆ M finita, n(A) la cardinalidad de A y r(A) el número de tripletas ā ∈ A3

tales que M � R(ā). Entonces:

(i) d0(A) = n(A)− r(A) y d0(A/B) = d0(A ∪B)− d0(B).

(ii) d(A,M) = mı́n{d0(B) : B finito , A ⊆ B ⊆M} y

d(A/B,M) = d(A ∪B,M)− d(B,M)

La función d0 es una predimensión y d(A,M) es la dimensión de A sobre M . En
general d no es acotada como veremos a continuación.

Con la finalidad de tener un ejemplo concreto, útil e intuitivo que nos permita com-
prender mejor el empleo de la función d(A,M) en la construcción de Hrushovski,
presentamos a continuación una familia de estructuras particulares que clarificarán el
comportamiento de las funciones d0 y d.

Ejemplo 5. Sean M = R2 y R ⊂M3 tales que

(a, b, c) ∈ R⇔ a, b, c son colineales.

Observemos que si A es una colección cualquiera de puntos de cardinalidad m y sin
tripletas colineales, como el conjunto de vértices de un polı́gono convexo regular de m
lados, entonces r(A) = 0 y se sigue que d0(A) = m− 0 = m.

Ejemplo 6. Sean M y R como en el ejemplo antrerior y A0 = { (i, j) | i, j ∈ {0, 1} }.
Entonces d0(A0) = 4. Consideremos el conjunto A1 = A0 ∪ {(0, k)} con k /∈ {0, 1}.
Se sigue que n(A1) = 5 y r(A1) = 6 pues (0, 0), (0, 1) y (0, k) son colineales y existen
6 formas diferentes de ordenar los puntos (0, 0), (0, 1) y (0, k) para formar elementos
de A3

1 que pertezcan a R. Luego d0(A1) = −1.

El ejemplo anterior muestra que d0(A) puede no estar acotada y por lo tanto d(A,M)
no estar bien definida. Para evitar esta situación restringiremos nuestra atención a una
clase particular de subestructuras en donde la predimensión siempre está acotada.

4.2. Subestructuras finitas
Definición 13. Una subestructura (finita) A ⊆M es autosuficiente en M si

d(A,M) = d(A,A) = d0(A),

y lo denotaremos por A 6M .

Si A 6M , entonces diremos que M es una extensión fuerte de A, o que A es una
subestructura fuerte de M .

Sea A una L− estructura tal queR no se satisface en A, entonces cualquier subes-
tructura de A es autosuficiente. A continuación se construye una familia de ejemplos
no triviales de estructuras autosuficientes.
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Ejemplo 7. Si M,A1 y R son como en el ejemplo 6 y A2 = A1 ∪ {a1} en donde a1

no es colineal con ningún par de elementos de A1. Definimos de manera recursiva el
conjunto An = An−1 ∪ {an−1} con la condición de que el punto an−1 no sea colineal
con ningún par de puntos de An−1. Entonces Ai 6 Aj para i < j.

Sea
C0 = {A | ∅ 6 A},

i.e. el conjunto de estructuras finitas A tales que toda subestructura de A tiene predi-
mensión no negativa. En efecto, si ∅ 6 A, entonces por definición se tiene que para
todo B ⊆ A

0 = d0(∅) = d(∅,∅) = d(∅, A) 6 d0(B)

En el ejemplo 5, C0 constarı́a de todos los conjuntos en los que R no se satisface. En
efecto, supongamos que M y R son como en el ejemplo 5 y sea B tal que existe a ∈ B
con a ∈ R, entonces A ⊂ B con A = a es una subestructura de B con predimensión
igual a −3.

Si c ∈M ∈ C0 y X ⊆M , diremos que c depende de X en M si

d(X ∪ {c},M) = d(X,M).

Definición 14. Dados dos subestructuras finitasA,B deM , diremos queB es simple-
mente algebraico sobre A en M si:

i) A ∩B = ∅.

ii) A 6 A ∪B.

iii) d0(A ∪B) = d0(A).

iv) no existe un subconjunto propio B′ ⊂ B tal que d0(B′ ∪A) = d0(A).

B es simplemente algebraico minimal sobre A si además de cumplir con las condi-
ciones anteriores se cumple que no existe un subconjunto propio A′ ⊂ A tal que B sea
simplemente algebraico sobre A′.

Lema 3. Sean A 6 N . Entonces:

(i) Si X ⊆ N y X finito, entonces d0(X ∩A) 6 d0(X).

(ii) Si A′ ⊆ A, entonces d(A′, A) = d(A′, N).

(iii) Si A′ 6 A 6 N , entonces A′ 6 N .

Demostración:

(i) Sean Y = X rA y r′ la cardinalidad de R en X3 rA3. Entonces

d(A,N) 6 d0(A ∪ Y ) = d0(A) + (n(Y )− r′)

pero como A 6 N , se sigue que n(Y )− r′ > 0. Por lo tanto

d0(X) = n(X)− r(X)

= n(Y ) + n(X ∩A)− r(X ∩A)− r′

= d0(X ∩A) + (n(Y )− r′)
> d0(X ∩A).
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(ii) d(A′, N) = mı́n{d0(B) | A′ ⊆ B} = mı́n{d0(B ∩A′) | A′ ⊆ B} = d(A′, A).

(iii) Es inmediato a partir de (ii).

a

4.3. Amalgamación Algebraica
En esta sección se presentan los pasos principales en la construcción de Hrushovski. La
idea central consiste en restringir la clase C0 a una subclase C cuyos elementos tengan
sólo un número finito de realizaciones de (tipos de isomorfismo de) tipos atómicos y
que cumpla con la propiedad de amalgama. Sin la cota en el número de realizaciones
es posible obtener un genérico de acuerdo a la construcción de Fraı̈ssé. En este caso es
necesario acotar el número de realizaciones para garantizar que el modelo resultante
sea fuertemente minimal.

Definición 15. Sean A un subconjunto de M y {Bi} una familia de subestructuras de
M tal que Bi ∩Bj = A para i 6= j. Sea B la subestructura que tiene como universo al
conjunto ∪Bi, entonces B es el ensamble libre de los Bi sobre A si R(c̄) y c̄ ∈ B3,
entonces se tiene que c̄ ∈ B3

i para alguna i. Denotaremos por d(B,B′)A el ensamble
libre de B,B′ sobre A y por di∈I(Ai)A el ensamble libre de la familia {Ai}i∈I
sobre A.

Nota: En general para dos subestructuras finitas B1, B2 se tiene que

d0(B1 ∪B2) 6 d0(B1) + d0(B2)− d0(B1 ∩B2),

y la igualdad se cumple si y sólo si B1 ∪ B2 es el ensamble libre de B1, B2 sobre
B1 ∩ B2. En efecto, si d(B1, B2)B1∩B2 , entonces no existe ā ∈ (B1 ∩ B2)3 tal que
R(ā). Luego

d0(B1) + d0(B2)− d0(B1 ∩B2) = n(B1)− r(B1) + n(B2)− r(B2)

−n(B1 ∩B2) + r(B1 ∩B2)

= n(B1 ∪B2)− r(B1)− r(B2) + r(B1 ∩B2)

> n(B1 ∪B2)− r(B1 ∪B2)

= d0(B1 ∪B2).

La desigualdad se da si existen relaciones entre elementos de los Bi que no pertenecen
a la intersección y entonces

−r(B1 ∪B2) 6 −r(B1)− r(B2) + r(B1 ∩B2).

Si por hipótesis no existen relaciones entre los elementos de B1 y B2 salvo, tal vez,
las que se cumplen para elementos en B1 ∩B2, entonces al restar −r(B1)− r(B2) se
están restando dos veces estos elementos de la intersección y al sumar r(B1 ∩ B2) se
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tiene la igualdad, lo que demuestra la afirmación de la nota.

Observemos que si A 6 B, entonces d0(X/B) 6 d0(X/A). En efecto, sea A′ =
A ∪ (X ∩B). Entonces A ⊆ A′ y

d0(X/A′) + d0(A′/A) = d0(X ∪A′)− d0(A′) + d0(A′ ∪A)− d0(A)

pero d0(A′ ∪A) = d0(A′), entonces

d0(X/A′) + d0(A′/A) = d0(X ∪A′)− d0(A)

= d0(X ∪A)− d0(A)

= d0(X/A).

Como A 6 B, se sigue que d(A,B) = d0(A) 6 d0(A ∪A′). Luego

0 6 d0(A ∪A′)− d0(A) = d0(A′/A),

lo que implica que

d0(X/A) = d0(X/A′) + d0(A′/A) > d0(X/A′).

Por último, haciendo uso repetido de la nota anterior y del hecho de que A ⊆ B
podemos ver que se tiene que d0(X/A′) > d0(X/B) pues

d0(X/B) = d0(X ∪B)− d0(B)

= d0(X ∪A ∪B)− d0(A ∪B)

6 d0(X ∪A) + d0(B)− d0((X ∪A) ∩B)− d0(A ∪B)

6 d0(X ∪A) + d0(B)− d0((X ∪A) ∩B)− d0(A)− d0(B) + d0(A ∩B)

= d0(X ∪A)− d0((X ∪A) ∩B)− d0(A) + d0(A ∩B)

= d0(X/A)− d0((X ∪A) ∩B) + d0(A ∩B)

= d0(X/A)− d0(A′) + d0(A)

= d0(X/A′) + d0(A′/A)− d0(A′) + d0(A)

6 d0(X/A′) + d0(A′ ∪A)− d0(A)− d0(A′) + d0(A)

= d0(X/A′) + d0(A′)− d0(A)− d0(A′) + d0(A)

= d0(X/A′) + 0.

Lema 4. Sean M ∈ C0, A ⊂ M y supongamos que Bi es simplemente algebraico
sobre A y A 6 (A ∪

⋃
iBi). Entonces

(i) Bi ∩Bj = ∅ para i 6= j.

(ii) A ∪
⋃
iBi = di∈I(B′i)A, con B′i = Bi ∪A.

(iii) Supóngase que A ⊆ Ā ⊆ M , Ā 6 Ā ∪ Bi y Bi * Ā. Entonces cualquier
isomorfismo de B′1 con B′2 sobre A se puede extender a un isomorfismo sobre Ā.
Más aún, Ā ∪Bi es el ensamble libre de Ā y B′i sobre A.
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Demostración:

(i) En efecto, demostraremos que B1 ∩B2 = ∅

d0(A) 6 d0(A ∪B1 ∪B2)

6 d0(A ∪B1) + d0(A ∪B2)− d0(A ∪ (B1 ∩B2))

= 2d0(A)− d0(A ∪ (B1 ∩B2)).

La primera desigualdad se cumple por serA 6 A∪
⋃
iBi, la segunda se sigue de

la nota anterior al lema y la igualdad se sigue del hecho de queA es simplemente
algebraico sobre Bi.

Entonces como d0(A) 6 2d0(A)− d0(A ∪ (B1 ∩B2)) se tiene que

0 6 d0(A)− d0(A ∪ (B1 ∩B2))

d0(A ∪ (B1 ∩B2)) 6 d0(A),

y A 6 (A∪B1 ∪B2), entonces se cumple la igualdad. Pero B1, B2 son simple-
mente algebraicos sobre A, lo que implica por el punto iv) de la definición 14
que B1 ∩B2 = ∅ o B1 ∩B2 = B1 = B2.

(ii) Del argumento anterior en particular se sigue que

d0(A ∪B1 ∪B2) = d0(A ∪B1) + d0(A ∪B2)− d0(A ∪ (B1 ∩B2))

pues d0(A) = d0(A ∪ (B1 ∩ B2)) y se tiene una cadena de igualdades. Por la
nota anterior a este lema se sigue el resultado.

(iii) Como Ā 6 Ā ∪Bi se tiene que 0 6 d0(Bi/Ā) 6 d0(Bi/A ∪ (Bi ∩ Ā)).

La segunda desigualdad se da porque A ∪ (Bi ∩ Ā) ⊆ Ā y

n(Bi r (A ∪ (Bi ∩ Ā))) > n(Bi r Ā)

y por otro
r(Bi ∪ (A ∪ (Bi ∩ Ā))) 6 r(Bi ∪ Ā)

luego, como Bi es simplemente algebraico sobre A se sigue que Bi ∩ Ā = ∅ o
Bi ∩ Ā = Bi.

Por hipótesis lo segundo no puede pasar por lo que Bi ∩ Ā = ∅. No ocurre
ninguna relación entre Bi y Ā salvo las que ya ocurrı́an entre Bi y A, de lo
contrario se tendrı́a que d0(Bi/Ā) < 0. Por lo tanto

Bi ∪ Ā = d(Bi, Ā)A.

a

Sea µ cualquier función de la clase de isomorfismo del tipo atómico de B sobre A
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en los enteros que estará definida cuando B es no vacı́o y simplemente algebraico mi-
nimal sobre A y tal que cumple con

µ( [tp(B/A)] ) > d0(A),

en donde [tp(B/A)] representa la clase de isomorfismo del tipo (atómico) de B sobre
A. µ cumple con ser ”finita a uno”, es decir que aunque no es uno a uno, dado un
entero k, existe un número finito de parejas (B,A) de clases de isomorfismo tales que
µ(B,A) = k. Para facilitar la lectura escribiremos µ(B,A) en lugar de µ( [tp(B/A)] )
y el tipo de (B,A) en lugar de tp(B/A).

Definición 16. Sea C la clase de L− estructuras finitas M que cumplen con:

(i) ∅ 6M

(ii) Sean B,Ai (i = 1, ..., n) subconjuntos no vacı́os de M ∈ C ajenos entre si.
Supongamos que (la clase de isomorfismo de) el tipo atómico de (Ai, B) es
constante para cada i y que Ai es simplemente algebraico minimal sobre B.
Entonces

n 6 µ(Ai, B).

La clase C resulta ser la clase de subestructuras finitas del modelo a construir.
Observemos que la primera condición implica que C ⊂ C0. La segunda condición
impone una cota sobre el número de soluciones posibles para el tipo atómico sobre B.

Lema 5 (Amalgamación algebraica). Supóngase que A,B1, B2 ∈ C , con A subes-
tructura de Bi y B1 r A es simplemente algebraico sobre A en B1. Por conveniencia
supóngase que la intersección de losBi esA y seaE = d(B1, B2)A. EntoncesE ∈ C
siempre que no suceda alguna de las dos siguientes condiciones:

(1) B1 r A es simplemente algebraico minimal sobre algún F ⊆ A y B2 contiene
µ(B1 r A,F ) conjuntos ajenos, y cada uno de estos realiza el tipo atómico de
B1 rA sobre F .

(2) Existe un subconjunto X de B2 tal que X ∩ A 
 X y X se encaja isomórfica-
mente en B1.

Demostración: Veamos primero que E cumple con la primera condición de la defini-
ción 16. En efecto, para X ⊆ E se tiene por definición que d0(X) = n(X)− r(X), y
como E es un ensamble libre se sigue que:

r(X) = r(X ∩B1) + r(X ∩B2)− r(X ∩A),

y
n(X) = n(X ∩B1) + n(X ∩B2)− n(X ∩A),

luego
d0(X) = d0(X ∩B1) + d0(X ∩B2)− d0(X ∩A).

Por hipótesis B1 rA es simplemente algebraico sobre A, entonces

A 6 (B1 rA) ∪A = B1.
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Por el lema 3 se tiene que d0(X ∩B1) > d0(X ∩A). Por lo tanto d0(X) > 0.

Ahora se mostrará que si E /∈ C , entonces se cumple el caso (1) o el caso (2). Por el
párrafo anterior tenemos que E cumple con la condición (i) de la definición 16, enton-
cesE /∈ C significa que falla la condición (ii), i.e. existen F,C1, . . . , Cr subconjuntos
mutuamente ajenos de E, tales que Ci es simplemente algebraico minimal sobre F y
que la enumeración de los Ci es tal que realizan la misma clase de isomorfismo del
mismo tipo atómico sobre F y se tiene que r > µ(F,Ci).

Observemos que se tienen dos casos posibles, a saber, F ⊂ B2 o F * B2, luego
se tiene lo siguiente:

caso 1: F ⊂ B2 y E /∈ C implica (1).

caso 2: F * B2 y E /∈ C implica (2).

Definimos los conjuntos:

• Ci0 = Ci ∩A, Ciν = Ci ∩Bν , para ν = 1, 2

• F0 = F ∩A, Fν = F ∩Bν , para ν = 1, 2

• kiν la cardinalidad de Ciν

• r(X/Y ) = r(X ∪ Y )− r(Y ) y n(X/Y ) = n(X ∪ Y )− n(Y )

• βiν = r(Ciν/F ) para ν = 0, 1, 2

Escogemos r0, r1 tales que 0 6 r0 6 r1 6 r y podemos reenumerar de tal forma que
se tenga

βi1 − βi0 > ki1 − ki0 si y sólo si i 6 r0,

y para i > r0, Ci = Ci2 si y sólo si i 6 r1.

Afirmación 1: r0 6 d0(F1/A).

En efecto, sea i 6 r0. Entonces, Como d(B1, B2)A, no existen relaciones entre Ci1 r
Ci0 y A ∪ F salvo aquellas que se cumplen entre Ci1 r Ci0 y A ∪ F1. Por otro lado
(Ci1 r Ci0) ∩ (A ∪ F ) = ∅, luego

d0((Ci1 r Ci0)/A ∪ F1) = d0((Ci1 r Ci0)/A ∪ F ) (4.1)

Por el mismo argumento y la definición de d0 se tiene que

d0((Ci1 r Ci0)/A ∪ F ) 6 d0((Ci1 r Ci0)/Ci0 ∪ F ). (4.2)

26



Ahora

d0(Ci1 r Ci0/Ci0 ∪ F ) = d0((Ci1 r Ci0) ∪ Ci0 ∪ F )− d0(Ci0 ∪ F )

= d0(Ci1 ∪ F )− d0(Ci0 ∪ F ) (4.3)
= d0(Ci1 ∪ F )− d0(Ci0 ∪ F ) + (d0(F )− d0(F ))

= d0(Ci1/F )− d0(Ci0/F )

= (ki1 − βi1)− (ki0 − βi0)

< 0 .

Entonces por las ecuaciones 4.1, 4.2 y la cadena de ecuaciones 4.3 se tiene que

d0(Ci1 r Ci0/A ∪ F ) = d0(Ci1 r Ci0/A ∪ F1) 6 d0(Ci1/F )− d0(Ci0/F ) < 0.

Sea C∗ =
⋃
i6r0

(Ci1 r Ci0). Entonces

d0(C∗/ ∪i6r0 Ci0 ∪ F ) = d0(∪i6r0Ci1 ∪ F )− d0(∪i6r0Ci0 ∪ F )

pero como los Ci son mutuamente ajenos yE es un ensamble libre se tiene (por la nota
posterior a la definición 15) que

d0(C∗/ ∪i6r0 Ci0 ∪ F ) =

d0(C1
1 ∪F ) +d0

(
r0⋃
i=2

Ci1 ∪ F

)
−d0(F )−d0(C1

0 ∪F )−d0

(
r0⋃
i=2

Ci0 ∪ F

)
+d0(F ).

= d0(C1
1/F )− d0(C1

0/F ) + d0

(
r0⋃
i=2

Ci1 ∪ F

)
− d0

(
r0⋃
i=2

Ci1 ∪ F

)
y por las ecuaciones 4.3 d0(C1

1/F )− d0(C0/F ) < 0 se sigue que lo anterior es menor
o igual que

−1 +

(
r0⋃
i=2

Ci1 ∪ F

)
− d0

(
r0⋃
i=2

Ci1 ∪ F

)
.

Procediendo de esta manera concluı́mos que

d0(C∗/ ∪i6r0 Ci0 ∪ F ) =

r0∑
i=1

( d0(Ci1/F )− d0(Ci0/F ) ) 6
r0∑
i=1

−1 = −r0.

Pero
d0(C∗/A ∪ F1) 6 d0(C∗/ ∪i6r0 Ci0 ∪ F )

d0((C1
1 r C1

0 ) ∪ (C2
1 r C2

0 )/A ∪ F1) 6 d0((C1
1 r C1

0 ) ∪ (C2
1 r C2

0 )/C0 ∪ F1)

Pero A 6 B1, entonces A 6 (A ∪ C∗ ∪ F1) y d0(C∗ ∪ F1/A) > 0. Luego
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d0(F1/A) = d0(A ∪ F1)− d0(A)

> r0 + d0(C∗ ∪ F1 ∪A)− d0(A)

= r0 + d0(C∗ ∪ F1/A)

> r0.

Afirmación 2: Si i > r1, entonces Ci2 = ∅.

En efecto, sea i > r0. Entonces βi1 − βi0 6 ki1 − ki0. Por la estructura de E y el
hecho de que Ci es simplemente algebraico sobre F , es claro que

βi1 + βi2 − βi0 = ki1 + ki2 − ki0.

pues
βi1 + βi2 − βi0 = r(Ci1/F ) + r(Ci2/F )− r(Ci0/F ) = r(Ci/F )

y
ki1 + ki2 − ki0 = n(Ci1) + n(Ci2)− n(Ci0) = n(Ci) = n(Ci/F ),

pero n(Ci/F ) − r(Ci/F ) = d0(Ci/F ) = 0. Por otro lado F 6 (Ci ∪ F ) implica
F 6 (Ci2 ∪ F ), entonces βi2 6 k

i
2.

Las tres relaciones juntas implican que βi2 = ki2 y entonces Ci2 es simplemente
algebraico sobre F . Por minimalidad se tiene que Ci2 = ∅ o que Ci2 = Ci pero por
definición Ci2 6= Ci entonces se sigue el resultado.

Ahora veremos qué sucede cuando se cumple alguno de los dos casos especiales del
lema:

Caso (1): F ⊆ B2 y E /∈ C .

Entonces F ∩ (B1 r A) = ∅ y F1 ⊆ A. Por la afirmación 1 d0(F1/A) > r0,
pero F1 ⊆ A implica que d0(F1/A) = 0, luego r0 = 0. Por la demostración de la
afirmación 2, Ci2 = ∅ o Ci2 = Ci para cada i. Si Ci2 = Ci para cada i, entonces
tanto F como todas las Ci están en B2 y la cota requerida sobre r es una consecuencia
del hecho de que B2 ∈ C . Por lo tanto supongamos que Ci2 = ∅ para algún i, i.e.
Ci ⊆ B1 r A. Como B1, B2 están en amalgama libre sobre A en E, y Ci = Ci1 es
simplemente algebraico sobre F = F2, se sigue que Ci es simplemente algebraico
sobre F ∩ A, pero Ci es simplemente algebraico minimal sobre F , entonces F ⊆ A.
Por otro lado Ci ⊆ B1 r A es simplemente algebraico sobre F ⊆ A y entonces
d0(Ci ∪ F ) = d0(F ) mientras que B1 r A es simplemente algebraico sobre A, de tal
manera que Ci = B1 r A. Entonces cada Cj realiza el tipo atómico de B1 r A sobre
F . Luego, si r > µ(C1, F ), entonces se cumple (1).

Asumamos en lo que resta de la demostración que F 6= F2, i.e. que F * B2. En
particular esto significa que F * A.
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Afirmación 3: r1 − r0 6 d0(F1/F0)− d0(F1/A)).

En efecto, sea r0 < i 6 r1. Entonces Ci = Ci2. Como Ci es simplemente algebraico
minimal sobre F y F2 ⊆ F , se tiene que

d0(Ci/F2) > d0(Ci/F ) = 0,

Se sigue que se realiza una instanciación de R entre Ci y F r F2 que no se cumplı́a
entre Ci y F2. Todas las instanciaciones de R en E suceden entre elementos de B1

o de B2. La instanciación en cuestión debe por lo tanto involucrar elementos de B1.
Entonces la relación ocurre entre algunos elementos de Ci y de F1 y por lo menos un
elemento de F1 r F0 debe estar involucrado. Podemos decir entonces que F1 r F0 y
F0 ∪ Ci0 están relacionados ya que Ci = Ci2. Como los Ci0 son mutuamente ajenos y
están contenidos en A, existen al menos r1− r0 relaciones entre F1rF0 y A. Luego,

d0(F1/F0)− d0(F1/A) > (r1 − r0).

pues

d0(F1/F0)− d0(F1/A) = d0(F1 ∪ F0)− d0(F0)− d0(F1 ∪A) + d0(A)

pero

d0(F1 ∪ F0)− d0(F0) = n(F1 ∪ F0)− r(F1 ∪ F0)− n(F0) + r(F0)

= n(F1 r F0)− r(F1 ∪ F0) + r(F0)

y
−d0(F1 ∪A) + d0(A) = −n(F1 ∪A) + r(F1 ∪A) + n(A)− r(A)

= −n(F1 r F0) + r(F1 ∪A)− r(A).

Entonces

d0(F1/F0)− d0(F1/A) = −r(F1 ∪ F0) + r(F0) + r(F1 ∪A)− r(A).

= −r(F1) + r(F0) + r(F1 ∪A)− r(A)

= r(F1/A)− r(F1/F0)

Caso (2): Supongamos que r > r1.

Entonces por la afirmación 2 se tiene queCr2 = ∅, i.e.Cr ⊆ B1, y como se mostró arri-
ba en caso 1, se sigue que F ⊆ B1. Si Ci ⊆ B1, para todo i, entonces todo sucede
dentro de B1 ∈ C y por lo tanto E ∈ C .

Supongamos que Ci * B1 para algún i. Si Ci ⊆ B2 r A, entonces, al ser Ci

simplemente algebraico minimal sobre F , y F ⊆ B1, debe suceder que F ⊆ A y
entonces F ⊆ B2. Lo cual contradice nuestra suposición. Luego Ci0 6= ∅ y otra vez
por minimalidad d0(Ci0/F ) > 0.

Entonces

d0(Ci2 r Ci0/Ci0 ∪ F ) = d0(Ci2/F )− d0(Ci0/F ) < d0(Ci2/F ).
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Pero
d0(Ci2/F ) = d0(Ci2/F ∪ Ci1)

pues (F ∪Ci1) ⊆ B1 mientras que Ci2 ⊆ B2 y entonces Ci1 no contribuye nuevas re-
laciones. Por la propiedad de ser simplemente algebraico d0(Ci2/F ∪Ci1) 6 0. Luego
d0(Ci2 r Ci0/Ci0 ∪ F ) < 0.

Sea X = F0 ∪ Ci2. Entonces

d(X/X ∩A) = d0(Ci2 ∪ F0/C
i
0 ∪ F0)

= d0(Ci2 ∪ F0)− d0(Ci0 ∪ F0)

= d0(Ci2 ∪ F )− d0(Ci0 ∪ F ) < 0.

La última igualdad se sigue de la suposición de que F 6= F2. Esta cadena de igualdades
implica que X ∩A no es fuerte en X y el tipo atómico de X se realiza en B1 dentro de
F∪Cr. Esto implica la existencia de un encaje deX enB1, y por lo tanto se cumple (2).

Si no se cumplen ninguno de los dos casos especiales, entonces por la negación de
(2), y por las afirmaciones 1 y 3 se tiene que

r = r1 = (r1 − r0) + r0 6 (d0(F1/F0)− d0(F1/A)) + d0(F1/A)

= d0(F1/F0) 6 d0(F ).

La última desigualdad se sigue del hecho de que F = F1. Por la elección de µ se tiene
que d0(F ) 6 µ(C1, F ). a

4.4. Amalgamación Autosuficiente
Por el lema 5 sabemos que C cumple con la propiedad de amalgama libre. Ahora
veremos que también cumple con la propiedad de amalgama autosuficiente.

Lema 6 (Amalgamación autosuficiente). Supóngase que A,A1, A2 ∈ C , A 6 Ai.
Entonces existen E ∈ C y encajes fi de Ai en E tales que f1|A = f2|A y fiAi 6 E.

Demostración: Procedemos por inducción sobre n = |A1rA|+ |A2rA|. Para n = 0
es inmediato pues esto implica que

|A| = |A1| = |A2|.

Supongamos que el resultado se cumple para n = k. Sea

d(A,A1) = d(A,A2) = d(A,A) = d.

Caso 1: existe X , con A ⊂ X ⊂ A1, tal que d0(X) = d0(A) = d. En este caso se
tiene que A 6 X 6 A1. Por inducción, podemos amalgamar X con A2 sobre A pues

|X rA|+ |A2 rA| < |A1 rA|+ |A2 rA|.
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Análogamente se amalgama A1 con X ∪ A2 sobre X . El resultado es E, con A1 6 E
y A2 6 X ∪A2 6 E.

Caso 2: d(A1, A1) > d y no ocurre el caso 1. Sea b ∈ A1. Entonces no existe X
tal que A ∪ b ⊆ X ⊆ A1 y d0(X) = d, luego d(A ∪ b, A1) = d+ 1. Observemos que
la amalgama libre de A ∪ b y A2 esta en C y satisface los requisitos. Como

d(A ∪ b, A ∪ b) 6 d(A,A) + 1 = d+ 1

se sigue que A∪ b 6 A1. Por inducción es posible amalgamar A1 con A2 sobre A∪ b.

Caso 3: d(A1, A1) = d y no ocurre el caso 1. en este caso A1 r A es simplemen-
te algebraico sobreA y digamos que es simplemente algebraico minimal sobre F ⊆ A.
El punto (2) del lema 5 no puede ocurrir pues A 6 A2. Si ocurre (1) del lema 5, el
tipo atómico de A1 rA sobre F se realiza µ(A1 rA,F ) veces en A2. Como se tiene
que A 6 A2, cada realización está contenida en A o, por el punto (iii) del lema 4
está libremente ensamblada con A sobre F . Si ocurre el segundo caso, entonces la rea-
lización en cuestión realiza el tipo atómico de A1rA sobre F , luego la amalgamación
se puede obtener al identificar A1rA con esta parte de A2. En el otro caso A contiene
µ(A1rA,F ) realizaciones ajenas del tipo atómico de A1rA sobre F , por lo que A1

contiene µ(A1 rA,F ) + 1, contradiciendo el hecho de que A1 ∈ C .
Por último, si no se cumplen ni (1) ni (2), entonces el lema anterior afirma que

A1, A2 pueden ser libremente ensamblados en C sobre A. Sólo queda por ver que la
amalgama E cumple con ser una extensión fuerte de A1 y A2, pero esto se sigue del
lema 3 ya que A 6 A1 y A 6 A2. a

4.5. El conjunto fuertemente minimal
Consideremos la siguiente descripción de un modeloM:

(1) M es una L estructura numerable.

(2) Toda subestructura finita deM está en C .

(3) Sean B 6M y B 6 C, con C ∈ C . Entonces existe un encaje f : C →M tal
que f(C) 6M y f |B = IdB .

Observemos que en toda L−estructura que satisface (2), para cada A ⊂ M finita
existeB finita tal queA ⊆ B ⊆M , d(A,M) = d(B,M) yB es autosuficiente enM.
Por un argumento de bisimulación es posible ver queM es única salvo isomorfismos.
Fijemos una tal estructuraM.

Observemos que existe A ⊆M tal que d(A,M) es arbitrariamente grande.

Lema 7. Sea d(A) = d(A,M). Entonces

(i) d(C) 6 d(aC) 6 d(C) + 1.

(ii) Si d(aCb) = d(Cb) = d(C), entonces d(aC) = d(C).
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(iii) Si d(aCb) = d(Cb) y d(aC) > d(C), entonces d(aCb) = d(Ca).

(iv) Si d(Ca) = d(C) = d(Cb), entonces d(C) = d(aCb).

(v) Si d(aC) = d(C), entonces d(aCb) = d(Cb).

Demostración: (i) y (ii) son evidentes.

(iii) d(aCb) = d(Cb) 6 d(C) + 1 6 d(aC).

(iv) Sean E1, E2 tales que Ca ⊆ E1, Cb ⊆ E2 y d0(E1) = d(C) = d0(E2) y cada
uno es minimal. Si a ∈ E2 o b ∈ E1 no hay problema. Sea E = E1 ∩ E2. E1

aporta por lo menos tantas relaciones como elementos aE pues en caso contrario
se tendrı́a que d(C) < d0(E1). Ası́,

d0(E1 ∪ E2) 6 d0(E2) = d(Cb).

De manera análoga para E1 y d0(Ca) se sigue el resultado.

(v) Observemos que si d(C) = d(Cb) entonces se cumple (iv) y el resultado se
sigue. Por lo que supondremos que d(C) < d(Cb). Entonces

d(C) < d(Cb) 6 d(aCb) 6 d(aC) + 1 = d(C) + 1.

d(Cb) = d(aCb).

a
El lema anterior demuestra que la relación d(aC) = d(C) es una relación de de-

pendencia. Observemos que si d(aC) > d(C), C ⊂ E, d0(E) = d(C), entonces
d(E) = d(C), luego tanto E como aE son autosuficientes en M y no se cumple nin-
guna relación entre a y E, por lo que tp(aC) queda completamente determinado por
este hecho, es decir, por el tipo de C y el hecho de que a no depende de C.

(3) no es una propiedad de 1er. orden ası́ que la reemplazamos por:

(3’) M contiene un conjunto infinito tal que d(A) = n(A) para A ⊆ I finito.

(3”) Supongamos queB ⊆M, B 6 C, C ∈ C y CrB es simplemente algebraico
sobre B. Supongamos también que siempre que X ⊆M realice un tipo atómico
realizado por C, se tiene que X ∩ B 6 X . Entonces existen µ(C r B,B)
soluciones distintas C ′ en M del tipo atómico de C sobre B.

Afirmación: (1,2,3) y (1,2,3’,3”) son equivalentes. En efecto, supongamos (1,2,3). En-
tonces (3”) se sigue del lema 5 y (3’) es trivial.

Supongamos ahora (1,2,3’,3”). Entonces (3) se sigue tal como en la demostración
del lema 6, i.e. podemos asumir que no existe C ′ tal que B < C ′ 6 C salvo que se
cumpla que C ′ = B o C ′ = C. Esto implica que C es simplemente algebraico sobre
B, o si no C = B∪{c} y c no depende deB. En el segundo caso, sea I ′ ⊆ I tal que la
cardinalidad de I ′ es mayor que la deB. Entonces existe un c′ ∈ I tal que c′ no depende
de B y c 7−→ c′ es el encaje requerido. En el caso algebraico, digamos que C r B es
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simplemente algebraico minimal sobre B′ ⊆ B. Por (3”), existen r = µ(C r B,B′)
soluciones C1, . . . , Cr del tipo atómico de C r B sobre B′ ajenas entre sı́. Como
B 6 M también se tiene que B ∩ (B′ ∪ Ci) 6 (B′ ∪ Ci) de tal manera que si
Ci ∩B 6= ∅, entonces Ci ⊆ B. Si cada Ci está contenido en B, entonces existen r+ 1
soluciones (incluido C r B) en C del tipo atómico, lo que contradice el hecho de que
C ∈ C . Si alguno de los Ci no está contenido en B, entonces es ajeno a B y, más aún,
no tiene relaciones con B salvo las que tiene con B′ (pues B 6M). Luego, C 7−→ Ci
nos da el encaje que buscamos.

Lema 8. Sean M1,M2 tales que satisfacen (1,2,3’,3”) y f : A1 → A2 un encaje
de L−estructuras, con Ai 6 Mi y Ai finito. Entonces f se puede extender a un
isomorfismo entreM1 yM2.

Demostración: (1,2,3) permite bisimulación entre estructuras autosuficientes. a

Corolario 1. M es saturado

Demostración: Por el teorema 1 M será equivalente por bisimulación a sus exten-
siones elementales y, por el teorema 2, M será isomorfo a cada extensión elemental
numerable de sı́ mismo. Se sigue que sólo hay una cantidad numerable de tipos realiza-
dos en cada estrato de extensiones elementales deM. Por lo tanto existe una extensión
elemental saturada deM a la cual debe ser isomorfa. a

Corolario 2. M es fuertemente minimal

Demostración: Sean A ⊆ M un conjunto finito y x un elemento cualquiera. Por el
lema 4 sabemos que existe una única órbita de elementos que no dependen deA. Como
M es saturado, basta demostrar que cualquier otra órbita es finita.

1. Existe A′ autosuficiente, algebraico sobre A ⊆ A′. Elijamos A′ minimal tal que
A ⊆ A′ y d0(A′) = d(A). Sea A′′ cualquier conjugado de A′ sobre A. Afirma-
mos queA′′ = A′. Si esto no se cumple, seaA′′′ = A′′∩A′. Entonces d0(A′′′) >
d(A), y por minimalidad se tiene que d0(A′/A′′′) < 0. Luego d0(A′/A′′) < 0
y se tiene que d0(A′/A′′) < 0. Entonces d0(A′ ∪ A′′) < d0(A′′) = d(A). Esto
contradice la definición de
d(A) = d(A,M).

2. Si x depende de A entonces x es algebraico sobre A y d(xA) = d(A). Sea
B un superconjunto de {x} ∪ A tal que d0(B) = d(xA) = d(A). Es claro
que podemos elegir A′ de tal forma que A′ ⊆ B. Sea B0 = A′ y tómense
B1, . . . , Bn tales que Bi+1 r Bi es distinto del vacı́o, simplemente algebraico
sobreBi yBn = B. ClaramenteBi+1/Bi es algebraico para cada i. ComoA′/A
es algebraico y x ∈ Bn se sigue el resultado.

a
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Parte II

Campos Esmeralda y Toros
Cuánticos
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Capı́tulo 5

Construcción del Campo
Esmeralda

En el presente capı́tulo seguimos el desarrollo presentado en [Cay] sobre el trata-
miento de los campos esmeralda.

Definición 17. Sea K la clase de todas las estructuras bicoloreadas de la forma

V =
(
(V,+, 0, (q·)q∈Q,Γ, 1, (Pm)m∈Z+

); (F,+, ·); ex : V → F
)

y que satisfacen las siguientes condiciones:

(K1) V = (V,+, 0, (q·)q∈Q) es un Q−espacio vectorial en el que la multiplicación
por escalares está dada como funciones unarias q·.

(K2) F = (F, (W )W∈ZarQ) es un campo algebraicamente cerrado de caracterı́stica 0,
equipado con relaciones para puntos que pertenecen a subvariedades algebraicas
de Fn (para cada n ∈ Z+) definidas sobreQ. Al conjunto de estas variedades las
denotaremos por ZarQ. En particular esto incluye relaciones ternarias x+y = z
y xy = z y relaciones unarias x = q, para cada q ∈ Q.

(K3) ex es un homomorfismo de V sobre el grupo multiplicativo F ∗.

(K4) Γ es un subgrupo de V con un elemento distinguido 1 y relaciones unarias Pm ⊂
Γ tales que (Γ,+, 0, 1, (Pm)m) es elementalmente equivalente a (Z,+, 0, 1, (mZ)m).

(K5) Ker(ex) tiene intersección trivial con Γ.

En una estructura V ∈ K llamaremos a los elementos de Γ y a sus imágenes bajo
ex puntos esmeralda. Denotaremos por V = (V,Γ, ex, F ) a los elementos V de K y
lo llamaremos campo esmeralda.

Lema 9. La claseK tiene una axiomatización de primer orden que consiste de ∀∃−enunciados.

Definición 18. Sea Sub K la clase de todas las estructuras A = (V A,ΓA, exA, FA)
tales que:
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(i) A es una subestructura de V ∈ K

(ii) exA es sobre FA r {0}.

Sea FinK la clase de estructuras de SubK con dominio de dimensión finita (como
espacio vectorial).

Notación: Denotaremos por spanΓ al espacio generado por Γ y escribiremos A en
lugar de V A.

Sea S un subconjunto de un campo de caracterı́stica 0. Entonces tr.d.(S) deno-
tará el grado de trascendencia del campo Q(S). Si S es un subconjunto de un espacio
vectorial sobre Q, entonces lin.d.(S) denotará la dimensión de S como espacio vecto-
rial sobre Q.

Definición 19. Sea A ∈ SubK y X un subespacio de dimensión finita de A. entonces
la predimensión de X en A se define como

δA(X) = 2tr.d.(exX)− lin.d.(X ∩ spanΓ)

y para X,Y subespacios de A, con X de dimensión (lineal) finita

δA(X/Y ) = 2tr.d.(ex(X + Y )/exY )− lin.d.((X + Y ) ∩ spanΓ/Y ∩ spanΓ).

En adelante escribiremos XΓ en lugar de X ∩ spanΓ.

Observemos que si A y A′ contienen a X y ambos inducen la misma estructura
en X , entonces δA(X) = δA′(X). En particular se cumple cuando una estructura es
subestructura de la otra. De manera similar el valor de δA(X/Y ) es igual para cualquier
estructura A′ que contenga e induzca la misma estructura en X + Y . En general con-
fiaremos en que del contexto quede clara la estructura en X y omitiremos el subı́ndice
de δA(X).

Si X y Y son ambos de dimensión lineal finita entonces

δ(X/Y ) = δ(X + Y )− δ(Y ).

Lema 10. Sea A ∈ subK. Si X,Y, Z son subespacios de A, X,Y son de dimensión
finita y Y ⊂ X , entonces

δ(X/Z) = δ(Y/Z) + δ(X/Y + Z).

Definición 20. Sea subK0 la clase de estructuras en subK tales que, para cada subes-
pacio X de dimensión finita de A, se tiene que δA(X) > 0.

Diremos que los elementos de subK0 satisfacen la condición de predimensión.
Sean K0 y FinK0 las clases K ∩ SubK0 y FinK ∩ SubK0 respectivamente.
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5.1. Extensiones Fuertes
Definición 21. Sean A y A′ estructuras en SubK tales que A ⊂ A′. Diremos que la
extensión A ⊂ A′ es fuerte o que A es autosuficiente en A′ (denotado por A 6 A′)
si para cada subespacio de dimensión finita X ⊂ A′ se tiene que δ(X/A) > 0.

Si f : A → B es un encaje de A en B y A 6 B, entonces diremos que f es un
encaje fuerte.

Lema 11. Si A,B, C son elementos de SubK tales que A 6 B 6 C, entonces A 6 C.

Demostración: Sea X un subespacio de C de dimensión finita. Observemos que

δ(X/A) > δ((X +A)Γ/A)

ya que, por un lado se tiene que

tr.d.(ex X/ex A) > tr.d.(ex(XΓ +A)/ex A)

= tr.d.(ex((X +A)Γ +A)/ex A),

y por otro se tiene que

lin.d.((X +A)Γ +A)Γ/AΓ) = lin.d.((X +A)Γ/AΓ)

> lin.d.(XΓ/AΓ).

Observemos también que se cumple la siguiente igualdad:

δ((X +A)Γ/A) = δ((X +A)Γ/(X +A)Γ ∩B) + δ((X +A)Γ ∩B/A).

En efecto, por definición

• δ((X +A)Γ/A) = 2tr.d.[ex((X +A)Γ +A)/ex A]− lin.d.[(X +A)Γ +A)Γ/AΓ]

= 2tr.d.[ex(XΓ +A)/exA]− lin.d.[(X +A)Γ/AΓ];

• δ((X+A)Γ/(X+A)Γ∩B) = 2tr.d.[ ex((X+A)Γ+(X+A)Γ∩B)/ex( (X+A)Γ∩B ) ]

−lin.d.[((X +A)Γ + (X +A)Γ ∩B)Γ/ ((X +A)Γ ∩B)Γ]

= 2tr.d.[ex(X +A)Γ/ex((X +A)Γ ∩B)]− lin.d.[(X +A)Γ/(X +A)Γ ∩BΓ];

• δ((X+A)Γ∩B/A) = 2tr.d.[ex((X+A)Γ∩B+A)/exA]−lin.d.[((X+A)Γ∩B+A)Γ/AΓ]

= 2tr.d.[ex((X ∩B)Γ +A)/exA]− lin.d.[(X ∩B)Γ +AΓ/AΓ].

Luego, debemos mostrar que

2tr.d.[ex(XΓ +A)/exA]− lin.d.[(X +A)Γ/AΓ]
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es igual a

2tr.d.[ex(X +A)Γ/ex((X +A)Γ ∩B)] + 2tr.d.[ex((X ∩B)Γ +A)/exA]

−( lin.d.[(X +A)Γ/(X +A)Γ ∩BΓ] + lin.d.[(X ∩B)Γ +AΓ/AΓ] ).

Observemos que lin.d.[(X +A)Γ/AΓ] = lin.d.(XΓ). Por otro lado

lin.d.[(X +A)Γ/(X +A)Γ ∩BΓ] + lin.d.[(X ∩B)Γ +AΓ/AΓ]

= lin.d.[(X +A)Γ/(X +A)Γ ∩BΓ] + lin.d.(X ∩B)Γ

= lin.d.[(X +A)Γ/(XΓ +AΓ) ∩BΓ] + lin.d.(X ∩B)Γ

= lin.d.[(X +A)Γ/(XΓ ∩BΓ +AΓ ∩BΓ)] + lin.d.(X ∩B)Γ

= lin.d.[(X +A)Γ/(XΓ ∩BΓ +AΓ)] + lin.d.(X ∩B)Γ

= lin.d.(XΓ).

Para los grados de trascendencia tenemos el siguiente diagrama para las extensiones:

ex (XΓ +A)

u1

RRRRRRRRRRRRR

ex (X +A)Γ

t1ex ((X ∩B)Γ +A)

t2

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

u2 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

ex ((X +A)Γ ∩B)

ex A

t3

en donde los ti, uj representan los grados de trascendencia de las respectivas extensio-
nes y entonces t3 = u1 + t1 − u2 + t2.

En efecto, observemos que

u1 = tr.d.[ex (XΓ +A)/ex (X +A)Γ] = tr.d.[A/AΓ]

y que
u2 = tr.d.[ex ((X ∩B)Γ +A)/ex ((X +A)Γ ∩B)]

= tr.d.[ex ((X ∩B)Γ +A)/ex ((X ∩B)Γ + (A ∩B)Γ)]

= tr.d.[ex ((X ∩B)Γ +A)/ex ((X ∩B)Γ + (A)Γ)]

= tr.d.[A/AΓ]
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y se tiene que t3 = t1 + t2.

δ((X +A)Γ ∩B/A) es no negativo ya que A 6 B. Por otro lado,

tr.d.(ex(X +A)Γ/ex((X +A)Γ ∩B)) > tr.d.(ex(X +A)Γ/ex B)

y por la modularidad de la dimensión lineal se tiene que

lin.d.((X +A)Γ/((X +A)Γ ∩B)Γ) = lin.d.((X +A)Γ/((X +A)Γ ∩BΓ))

= lin.d.((X +A)Γ +BΓ/BΓ)

= lin.d.(((X +A)Γ +B)Γ/BΓ).

Por lo tanto, δ((X +A)Γ/(X +A)Γ ∩B) > δ((X +A)Γ/B). La parte de la derecha
de la desigualdad es no negativa pues B 6 C. a

Lema 12. Si (Ai)i<ω es una cadena ascendente de estructuras de SubK0 con Ai 6
Aj para todo i 6 j, entonces A = ∪iAi pertenece a SubK0 y es una extensión fuerte
de cada Ai. Si cada Ai pertenece a K0, entonces A pertenece a K0.

Demostración: Sea (Ai)i<ω una cadena ascendente de estructuras de SubK0 tal que
Ai 6 Aj para todo i 6 j. Como la clase SubK tiene una ∀∃−axiomatización, se sigue
que A pertenece a SubK. Por otro lado, como cada subespacio X de A de dimensión
finita pertenece a algún Ai, se sigue que A satisface la condición de predimensión y es
una extensión fuerte de cada Ai. a

5.2. Existencia
Ahora mostraremos que K0 es no vacı́o. Para esto primero mostraremos que exis-
te una estructura en SubK0. Sea E = (E,ΓE , exE , exE(E)) la estructura tal que
E = Q, ΓE = Z, exE = exp|E y las interpretaciones necesarias para los demás
sı́mbolos del lenguaje. Entonces E está en SubK0. Que E cumple con la condición de
predimensión equivale a revisar que δ(0) = 0 > 0 y δ(E) = 2− 1 = 1 > 0. Más aún,
observemos que para cualquier A ∈ SubK, E es una subestructura de A.

Lema 13. Para cada A en SubK0, existe V en K0 tal que ΓV = ΓA. En particular
A 6 V .

Demostración: Sea F un campo algebraicamente cerrado tal que (FA, (WA)W ) es
una subestructura de (F, (W )W ). F existe por la definición de SubK. Si F = FA no
hay nada que hacer. Supongamos por lo tanto que esto no sucede. Sea {bi : i < λ} una
enumeración de Fr(FA∪{0}). Definamos una cadena ascendente de homomorfismos
exi : Ai → F ∗ con i < λ y tales que A0 = A, ex0 = exA, y para cada i, Ai es un
espacio vectorial sobre Q y bi es la imagen de exi+1 de la siguiente manera:

Sea {ai : i < λ} una enumeración de un conjunto linealmente independiente sobre
A. Dado exi, si bi pertenece a la imagen de exi, entonces exi+1 = exi, si no, entonces

elegimos de manera inductiva elementos b
1
m
i ∈ F, m ∈ Z+ tal que, para todo m, l ∈
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Z+, (b
1

ml
i )l = b

1
m
i y definimosAi+1 = Ai+span(ai) y exi+1(v+ l

mai) = ex(v)(b
1
m )l

para cada v ∈ Ai, l ∈ Z y m ∈ Z+.
Por último tomamos V =

⋃
iAi, ex =

⋃
i exi, Γ = Γ0 y las interpretaciones ade-

cuadas para los demás sı́mbolos se tiene que la estructura V = (V,Γ, ex, F ) contiene
a A como subestructura. Además, como Γ = Γ0, es claro que A 6 V . Del lema 11 se
sigue que V ∈ K0. a

Observemos que en la construcción de V a partir de A en la demostración anterior,
es posible que el núcleo vaya creciendo. Si asumimos queA es tal que ex(A) contiene
a todas las raı́ces de la unidad, entonces la construcción preserva el núcleo, i.e. kerV =
kerA. De hecho, en este caso ker ∩Ai = ker ∩Ai+1 para todo i. Para ver que esto se
cumple, tomemos a ∈ ker ∩ Ai+1 y escribamos a = qai + a′ con a′ ∈ Ai. Entonces,
si q = m

n , para m,n ∈ Z, tenemos que ex(ai)
m = ex(−a′)n ∈ ex(Ai). Observemos

que como Ai es divisible, todo elemento de ex(Ai) tiene raı́ces en ex(Ai) de todos
los órdenes. Por lo tanto la suposición de que también contiene a todas las raı́ces de la
unidad implica que todas las raı́ces de elementos de ex(Ai) pertenecen a ex(Ai). Como
sabemos que el elemento ex(ai) no pertenece a ex(Ai) pero el elemento ex(Ai)

m si
está, necesariamente m = 0. Por lo tanto a ∈ Ai.

5.3. Amalgamación
Ahora probaremos que los elementos de SubK0 cumplen con la propiedad de amalga-
mación con respecto a encajes fuertes. Aplicando de manera inductiva esta propiedad
y el lema 13 se demuestra que existe un tipo especial de elementos de K0 llamados
modelos ricos que tienen en común una teorı́a de 1er. orden que es bien portada.

Lema 14 (Amalgamación). Sean A,B, C ∈ SubK0 tales que A 6 B y A 6 C.
Entonces existe D ∈ SubK0 tal que C 6 D y B se encaja de manera fuerte en D sobre
A.

Demostración: Si reemplazamos a B por una copia isomórfica de B sobreA, podemos
asumir que B ∩ C = A y que Q(FB) y Q(F C) son algebraicamente independientes
sobre Q(FA), i.e. para cualquier β ∈ Q(FB) que sea algebraicamente independiente
sobre Q(FA) también lo es sobre Q(F C), y para cualquier γ ∈ Q(F C) algebraica-
mente independiente sobre Q(FA), también lo es sobre Q(FB). Sea b una base lineal
de B sobre A. Sea D la suma de C y B en un espacio vectorial más grande, i.e.
D = C + span b. Sean ΓD = ΓC + ΓB y PDm = P Cm + PBm para cada m.

Sea exD : D → Q(F C ∪ FB)alg definida por exD(c + b) = exC(c)exB(b) para
todos c ∈ C y b ∈ span b.

Es fácil ver que las estructuras D = (D,ΓD, exD, exD(D)) satisfacen las condi-
ciones necesarias para pertenecer a SubK.

Veamos ahora que la predimensión es no negativa en D. Observemos que para
cualquier subespacio X de D de dimensión finita se tiene que δ(X) > δ(XDΓ ) luego,
podemos asumir que X está contenido en span ΓD. Tenemos que

δ(X) = δ(X ∩ C) + δ(X/X ∩ C).
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La primera parte es no negativa ya que C ∈ K0. Para la segunda parte recordemos que
para cada x ∈ X , es posible escribir x = xB + xC para algún xB ∈ BΓ y xC ∈ CΓ.
Luego, para XB = {xB ∈ BΓ : ∃xC ∈ CΓ, x

B + xC} se tiene que

tr.d.(exX/ex(X ∩ V )) > tr.d.(exX/F )

= tr.d.(exXB/F C)

= tr.d.(exXB/FA).

Por otro lado, usando la modularidad de la dimensión lineal y nuestra suposición ante-
rior se tiene que

lin.d(X/X ∩ C) = lin.d.(X/X ∩ CΓ)

= lin.d.(X + CΓ/CΓ)

= lin.d.(XB + CΓ/CΓ)

= lin.d.(XB +AΓ/AΓ).

Por lo tanto δ(X/X ∩ C) es mayor o igual a δ(XB/A), que es no negativa pues, por
hipótesis, A 6 B.

Más aún, para cualquier subespacio X de D de dimensión finita se tiene que

δ(X/C) > δ((X + C)Γ/C)

y de la misma manera que se hizo arriba, existe un subespacio XB de B tal que

δ((X + C)Γ/C) > δ(XB/A) > 0.

Por lo tanto, C 6 D. Un argumento similar prueba que B 6 D. a
En la demostración anterior B y C se encuentran dentro de D de la manera más in-

dependiente posible. Cuando esto sucede es común decir que B y C están en amalgama
libre.

Definición 22. Sean B, C subestructuras (en SubK0 ) de un elemento V de SubK0.
Diremos que B y C están en amalgama libre si Q(FB) y Q(F C) son algebraicamente
independientes sobre Q(FA) y tales que (B +C) ∩ Γ = (B ∩ Γ) ∪ (C ∩ Γ) en donde
A es la estructura con universo A = B ∩ C.

Es importante resaltar que si B, C son subestructuras (en SubK0) de una estructura
V de SubK0, entonces δ(B+C/B) 6 δ(C/B∩C) y es fácil ver que se tendrá igualdad
si y sólo si B y C están en amalgama libre. Como por el lema 13 todo elemento en
SubK0 tiene una extensión fuerte en SubK0, se tiene el siguiente corolario al lema 14

Corolario 3. Sean A,B, C elementos de SubK0 tales que A 6 B y A 6 C. Entonces
existe V en K0 tal que C 6 V y tal que B se encaja fuertemente en V sobre A.

A continuación definimos la subclase de estructuras de K0 en la que centraremos
nuestro estudio.

Definición 23. Diremos que una estructura V de K0 es rica si para cualesquiera A,B
elementos de FinK0 tales queA 6 V yA 6 B existe un encaje fuerte de B en V sobre
A.
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La existencia de modelos ricos en K0 se puede derivar de la aplicación inductiva
del corolario anterior.

Lema 15. Para cualquier C en SubK0 existe V en K0, con C 6 V tal que para cua-
lesquiera A,B en FinK0 tales que A 6 B y A 6 C existe un encaje fuerte de B en V
sobre A.

Demostración: Sea {Ai : i < λ} una enumeración de todas las subestructuras fuertes
de C en FinK0, y para cada i sea {Bij : j < λi} una enumeración de todas las
extensiones fuertes de Ai en FinK0 módulo isomorfismos sobre Ai.

Obtenemos V como la unión de una cadena fuerte ascendente {Vi : i < λ} en K0,
una extensión fuerte de C en K0 como en el lema 13. Dado Vi definimos Vi+1 de la
siguiente manera: sea Vi0 = Vi. Para Vij , sea Vi(j+1) (en K0) una extensión fuerte de
Vij en la que Bij se encaja de manera fuerte sobre Ai. La existencia de esta extensión
queda garantizada por el corolario anterior. Por último hacemos Vi+1 = ∪jVij . Es
claro que si construimos V de esta manera, entonces tiene las propiedades deseadas. a

Lema 16. Para cualquier C en SubK0 existe un V en K0 tal que C 6 V .

Demostración: Se sigue de la aplicación inductiva ω veces del lema anterior y tomando
la unión de la cadena fuerte resultante. a

5.4. Cerradura autosuficiente

Definición 24. Sea A una estructura en SubK0 y sea X un subconjunto de A. La
cerradura autosuficiente de X , denotada por clA(X), es la subestructura fuerte de A
más pequeña que contiene a X .

Sea A en SubK0. Diremos que un subconjunto X de A es de dimensión finita si
está contenido en un subespacio de dimensión finita de A.

Definición 25. Definimos la función dimensión dA asociada a δ en A de la siguiente
manera: para cualquier subconjunto X de dimensión finita de A, sea

dA(X) = mı́n{δ(B) : X ⊂ B ⊂ V, dim B <∞, 1 ∈ B}.

Observemos que si A satisface la condición de predimensión, dA(X) existe para
cualquier subconjunto X ⊂ A de dimensión finita.

Para cualquier X , sea {Ai}i∈I un sistema dirigido de subespacios autosuficientes
de A tales que X ⊂

⋃
i∈I Ai. Entonces definimos clA(X) =

⋃
i∈I Ai

Lema 17. La cerradura autosuficiente de cualquier conjunto X del universo de A
siempre existe.

Demostración: Sea S la colección de todos los subespaciosB deA de dimensión finita
que contienen al elemento 1 y tales que X ⊂ B y δ(B) = dA(X). Observemos que
basta demostrar que:

•
⋂
S ∈ S
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•
⋂
S = clA(X)

i.e. que
⋂
S 6 A. Como todos los elementos de S son de dimensión finita, esta in-

tersección es igual a la intersección de un número finito de elementos de S. Luego,
bastará con demostrar que S es cerrado bajo intersecciones finitas:

Sean B1, B2 en S. Entonces para B = B1 ∩B2 tenemos que

δ(B1) = δ(B) + δ(B1/B).

Por la submodularidad de δ, δ(B1/B) > δ(B1/B2), y como B2 pertenece a S,

δ(B1/B2) > 0;

Luego δ(B1) > δ(B). Por lo tanto δ(B) = δ(B1), ya que B1 está en S . Luego B ∈ S.
Ahora, para ver que se cumple la segunda condición, sean D un subespacio de A

de dimensión finita y S̄ =
⋂
S. Entonces

δ(D/S̄) = δ(D + S̄)− δ(S̄),

pero como S̄ ∈ S , se sigue que δ(D + S̄) > δ(S̄) y por lo tanto S̄ 6 A. a
De lo anterior es claro que si X es de dimensión finita, entonces clA(X) también

lo será.

Lema 18. Sea B en SubK0 una subestructura fuerte de A (en SubK0) y sea X un
subespacio de dimensión finita de A. Entonces clA(B + X) tiene dimensión finita
sobre B.

Demostración: Como B 6 A, de todos los subespacios de A de dimensión finita que
contienen a X , podemos elegir Y tal que δ(Y/B) es mı́nimo. Para cualquier Z de
dimensión finita tenemos que

δ(Z/B + Y ) = δ(Z + Y/B + Y ) = δ(Z + Y/B)− δ(Y/B)

y por la elección de Y estos valores son no negativos. Por lo tanto B + Y 6 A, de
donde se sigue el resultado. a

Observemos que si A,A′ están en SubK0 y A 6 A′, entonces para cualquier
subconjunto X de A de dimensión finita

dA(X) = dA′(X) y clA(X) = clA′(X).

Luego, para cualquier X , no necesariamente de dimensión finita se tiene que

clA(X) = clA′(X).

5.5. Riqueza y cerradura existencial

Definición 26. Dadas V,V ′ enK. Sea S un conjunto no vacı́o de isomorfismos, tal que
cada uno tiene una subestructura B de V como dominio y una subestructura B′ de V ′
como contradominio. Diremos que S es un sistema de bisimulación de V en V ′ si
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• para cualquier f ∈ S y cualquier c ∈ V , existe f̄ ∈ S que extiende a f y tal que
c está en el dominio de f̄ .

• para cualquier f ∈ S y cualquier c′ ∈ V ′, existe f̄ ∈ S que extiende a f y tal
que c′ está en el contradominio de f̄ .

Lema 19. Sean V,V ′ estructuras ricas. Si el conjunto de isomorfismos

S = {f : B → B′ : B,B′ ∈ FinK0,B 6 V,B′ 6 V ′}

es no vacı́o, entonces es un sistema de bisimulación1 de V en V ′.

Demostración: Para cualquier f : B → B′ en S, y cualquier c ∈ V , sea C =
clV(Bc) 6 V , entonces f−1 : B′ → C es un encaje fuerte. Como V ′ es rica, debe
existir un encaje fuerte f̄ : C → V que extiende a f . Esto establece la primera con-
dición de la definición 26. Un argumento similar usando el hecho de que V es una
estructura rica demuestra la segunda parte. a

Corolario 4. Sean V,V ′ dos estructuras ricas. SiB,B′ pertenecen a FinK0 son subes-
tructuras fuertes de V y V ′ respectivamente, entonces cualquier isomorfismo

f : B → B′

es un mapeo elemental de V en V ′.

Demostración: Se sigue de la definición de riqueza, o del lema anterior por inducción
en la complejidad de las fórmulas. a

Corolario 5. Cualesquiera dos estructuras V,V ′ ricas son L∞ω−equivalentes y, en
particular, elementalmente equivalentes.

Demostración: Bastará con mostrar que existen subestructuras fuertes isomorfas B y
B′ de V y V ′ respectivamente pues el corolario se sigue del lema anterior y de la ca-
racterización de Karp de L∞ω (lema 1). Las subestructuras de V y V ′ con dominio
span(1, ε), en cada caso, cumplen con las propiedades requeridas. a

Denotaremos por qf − tp(b̄/ā) al tipo, libre de cuantificadores, de b̄ sobre ā.

Lema 20. Si V es una estructura rica y ā es una n−ada de elementos de V , entonces
para cualquier extensión fuerte V ′ de V y cualquier b̄′ ⊂ V ′, existe b̄ ⊂ V tal que

qf − tp(b̄/ā) = qf − tp(b̄′/ā).

Si V ′ también es rica, entonces se tiene

tpV(b̄/ā) = tpV(b̄′/ā).

1En inglés a esto se le llama back and forth system.
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Demostración: Sean V, ā,V ′ y b̄′ como en el lema (V ′ no es necesariamente una es-
tructura rica)

Sean A = clV(ā) 6 V y B′ = clV′(āb̄′) 6 V ′. Se sigue de V 6 V ′ que A 6 B′.
Luego, por la riqueza de V , existe un encaje fuerte f : B′ → V sobre A. Sea b̄ la
imagen de b̄′ bajo f . Como f es un isomorfismo de B′ sobre su imagen, se tiene que

qf − tp(b̄/ā) = qf − tp(b̄′/ā).

Si asumimos que V ′ es también rica, entonces por el corolario 4 se tiene que f es un
encaje elemental entre V y V ′ y entonces

tpV(b̄/ā) = tpV(b̄′/ā).

a

Definición 27. Diremos que una estructura V ∈ K0 es existencialmente cerrada con
respecto a extensiones fuertes si para cualquier fórmula ϕ(x̄) sin cuantificadores (en
donde las variables toman valores en el espacio vectorial), si existe una extensión fuerte
V ′ ∈ K0 de V y una n−ada b̄′ ⊂ V ′ tales que V ′ � ϕ(b̄′), entonces existe b̄ ⊂ V tal
que V � ϕ(b̄).

Diremos que V es fuertemente existencialmente cerrada con respecto a extensio-
nes fuertes si para cualquier tipo (parcial) Φ(x̄) sin cuantificadores sobre un conjunto
finito de parámetros ā ⊂ V (en donde las variables toman valores en el espacio vec-
torial), si existe una extensión fuerte V ′ ∈ K0 de V y una n−ada b̄′ ⊂ V ′ tales que
V ′ � Φ(b′), entonces existe b̄ ⊂ V tal que V � Φ(b̄).

Corolario 6. Si V es rica, entonces V es fuertemente existencialmente cerrada con
respecto a extensiones fuertes.

Ahora mostraremos de manera explı́cita el conjunto de axiomas de la teorı́a comple-
ta de 1er. orden que es común a todas las estructuras ricas. Los métodos desarrollados
por Hrushovski proporcionan una forma estándar de axiomatizar una teorı́a obtenida
mediante la construcción por amalgamación.

Para esto es necesario añadir dos conjuntos de enunciados al conjunto básico de
axiomas (en este caso los axiomas deK). El primer conjunto de enunciados universales
para expresar la condición de predimensión y otro de ∀∃−enunciados que, módulo
ω−saturación, captura la propiedad de riqueza.
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Capı́tulo 6

Geometrı́a de los Campos
Esmeralda

6.1. La condición de predimensión y la teorı́a T0

Mostraremos que existe una teorı́a T0 de 1er. orden que axiomatiza a la clase K0. El
paso correspondiente en la construcción de la teorı́a de campos verdes es explicado por
Poizat en [Poi] y, como en este caso estamos usando esencialmente la misma función
de predimensión, los argumentos presentados por Poizat de hecho implican el resultado
que necesitamos.

El punto principal es que se requiere una cierta propiedad de finitud que obtendre-
mos mediante el teorema 7 y que está relacionado con la conjetura de intersecciones
con toros[Zil02].

Ahora mostraremos como derivar a partir de este teorema que la clase K0 es axio-
matizada por una teorı́a de 1er. orden T0 y que existe un tipo parcial Φ0(ȳ) sobre el
conjunto vacı́o tal que para toda V ∈ K0 y b̄ ∈ V ,

V � Φ0(b̄) si y sólo si la subestructura de V con dominio span(b̄ ∪ {1}) es fuerte
en V .

Definición 28. Sea F un campo algebraicamente cerrado de caracterı́stica 0. Llamare-
mos a los subgrupos del grupo multiplicativo (F ∗)n toros. Un toro que no es igual a
todo (F ∗)n será propio.

Usaremos el hecho de que todo toro T es definido por un número finito de ecuacio-
nes de la forma

ym1
1 · · · ymn

n = 1,

en donde m̄ = (m1, . . .mn) es una n−ada de números enteros. Más aún, si T es
definido por k ecuaciones y las correspondientes n−adas m̄ forman un conjunto li-
nealmente independiente de Zn, entonces la dimensión de T es n − k y diremos que
T tiene codimensión k. Observemos que una clase lateral de un toro T es definida por
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una ecuación de la forma
ym1

1 · · · ymn
n = b,

en donde m̄ = (m1, . . .mn) es una n−ada de números enteros y b ∈ F ∗.
Para una estructura V ∈ K y un toro en (F ∗)n definido por ecuaciones de la forma

ym1
1 · · · ymn

n = 1

consideremos el subespacio X de V n definido por las correspondientes ecuaciones
lineales

m1 · x1 + · · ·+mn · xn = 0.

Es claro que exX ⊂ T . Observemos que para x̄ ∈ Γn se tiene de manera recı́proca
que, si ex(x̄) ∈ T , entonces x̄ ∈ X , pues se tiene que Γ ∩ ker ex = {0}.

En adelante usaremos las siguiente abreviaciones:

ym1
1 · · · ymn

n = ȳm̄

y
m1 · x1 + · · ·+mn · xn = m̄ · x̄.

Definición 29. Sea F un campo algebraicamente cerrado de caracterı́stica 0. Dada una
variedad W ⊂ Fn definida sobre un subcampo k de F algebraicamente cerrado, el
toro minimal de W sobre k es el toro T mas pequeño tal que W está contenido en
una clase lateral αT para algún α ∈ k.

Definición 30. Dadas una variedad W ⊂ Fn y una clase lateral T d̄ de un toro T ⊂
Fn. Una componente irreducible S de W ∩ T d̄ será atı́pica si la dimensión de S es
estrictamente mayor que dimW + dimT − n. Por otro lado, si

dimS = dimW + dimT − n

diremos que S es una componente tı́pica de W ∩ T d̄.

En algunos casos puede resultar de interés para nosotros el relativizar las definicio-
nes anteriores. Si S está contenida en una clase lateral P b̄ de un toro P , diremos que S
es una componente atı́pica de W ∩ T d̄ con respecto a P b̄ si

dimS > dimW ∩ P b̄+ dimT d̄ ∩ P b̄− dimP.

En caso contrario diremos que S es una componente tı́pica de W ∩ T d̄ con respecto a
P b̄.

A continuación enunciaremos la condición de finitud que se mencionó al inicio de
esta sección, la cual, entre otras cosas, nos permitirá expresar la condición de predi-
mensión como un conjunto de enunciados de 1er. orden

Teorema 7 (Zilber). Sea F un campo algebraicamente cerrado. Para cualquier varie-
dad W (x̄, ȳ) ⊂ Fn+k, con n > 1 y k > 0, existe un conjunto finito de toros propios
T1, . . . , Ts ⊂ Fn tal que, para cualquier b̄ ∈ F k y cualquier toro F ⊂ Fn, si S es una
componente atı́pica irreducible infinita deW (x̄, b̄)∩T d̄, para algún d̄ ∈ Cn, entonces,
para algún i ∈ {1, . . . , s} y d̄′ ∈ Cn, S está contenida en Tid̄d y S es un componente
tı́pico de W (x̄, b̄) ∩ T d̄ con respecto a Tid̄′.
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Lema 21. La clase K0 es axiomatizada por una ∀∃−teorı́a

Demostración: Añadimos el siguiente conjunto de enunciados universales a los axio-
mas de la clase K. Primero agregamos enunciados que afirman que si a ∈ Γ y ex(a)
es algebraico, entonces a = 0. Esto garantiza que el generado de no más de dos puntos
coloreados en V deba tener predimensión no negativa.

Nos ocupamos del espacio generado de un conjunto cualquiera de puntos al agregar,
para cada n > 1 y cada variedad W ⊂ F 2n+1 de dimensión a lo más n, el enunciado

∀x̄

(W (ex x̄) ∧
∧
j

Γ(xj))→
∨
i

Ti(ex x̄)

 ,

con T1, . . . , Ts ⊂ F 2n+1 son toros, tal como se menciona en el teorema 7 para W .
Es fácil ver que si una estructura V satisface estos enunciados entonces pertenece

a K0. En efecto, si V pertenece a K0 y A es un subespacio de span Γ de dimensión
finita tomamos ā ⊂ Γ una base para A. Si la longitud de ā es 2n+ 1 para algún n ∈ N,
entonces es claro que el conjunto de enunciados anteriores elimina la posibilidad de que
ā sea linealmente independiente cuando ex(ā) pertenece a una variedad de dimensión
menor o igual a n. Si ā tiene longitud 2n, tomemos un nuevo elemento a2n+1 ∈ Γ
linealmente independiente sobre ā, entonces, si ex(ā) perteneciera a una variedad W
de dimensión menor que n, entonces ex(āa2n+1), que pertenece a W × F estarı́a en
una variedad de dimensión menor o igual que n. Esto contradice el hecho de que V
satisface el nuevo conjunto de enunciados pues āa2n+1 es un conjunto linealmente
independiente.

Ahora mostraremos que el recı́proco también se cumple. Sea V ∈ K0 y suponga-
mos que ā ∈ Γ2n+1 es tal que ex(ā) pertenece a una variedad W de dimensión 6 n,
mostraremos que para alguna i, ex(ā) pertenece a Ti.

Sean W ′ el lugar geométrico de los puntos sobre Qalg tales que W ′ = ex ā, T el
toro minimal de W sobre Qalg y sea d ⊂ Qalg tal que W está contenida en la clase
lateral Td. Td está definida por ecuaciones de la forma ȳm̄ = c en donde cada c es
algebraico y, ya que todos los puntos en ā son puntos coloreados, cada c pertenece a
ex Γ. Si consideramos que ex Γ es libre de torsión se sigue que cada c = 1 y por lo
tanto T d̄ = T .

Como dim W ′ = tr.d.(ex ā) y dim T = lin.d.(ā), la condición de predimensión
para V implica que 2 dim W ′ − dim T > 0. Entonces se tiene que

dim W + dim T − (2n− 1) 6 dim T − (n+ 1) <
1

2
dim T 6 dim W ′.

De esta forma, la componente irreducible deW∩T en la que se encuentra ex(ā), y en la
que está contenida W ′, es atı́pica. Más aún, podemos suponer que esta componente es
infinita pues en caso contrario ex(ā) sólo tendrı́a coordenadas algebraicas y entonces
se tendrı́a que ā = 0, luego ex(ā) = 1 ∈ Ti para todo i. Por el teorema 7 existen
i, d̄′ tales que la clase lateral Tid̄′ contiene a la componente antes mencionada. Como
W ′ está definida sobre Qalg , podemos asumir que todas las coordenadas de d̄′ son
algebraicas. Se sigue, tal como se hizo para T d̄, que Tid̄′ = Ti. Por lo tanto ex(ā)
pertenece a Ti. a
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Ahora mostraremos que al añadir un conjunto de ∀∃−enunciados a la teorı́a de T0

obtenemos la teorı́a completa común de todas las estructuras ricas.

Nota: En adelante y hasta nuevo aviso, F representará un campo algebraicamente ce-
rrado de caracterı́stica 0.

Definición 31. Sea W ⊂ Fn una variedad irreducible. Para m̄1, . . . , m̄k ∈ Zn sea
W (m̄1,...,m̄k) la imagen de W bajo la transformación x̄ 7→ (x̄m̄

1

, . . . , x̄m̄
k

). Diremos
que W es normal si

dim W (m̄1,...,m̄k) >
k

2

para cualquier conjunto linealmente independiente de n−adas m̄1, . . . , m̄k ∈ Zn.

Si W está definida sobre el subcampo Q(C) de F y es irreducible, entonces la di-
mensión del conjunto construible W (m̄1,...,m̄k) es igual a la dimensión de su cerradura
en la topologı́a de Zariski sobreQ(C). De esta forma, si b̄ es un genérico de la variedad
W sobre Q(C), entonces W es normal si y sólo si

tr.d.(b̄m̄
1

, . . . , b̄m̄
k

/Q(C)) >
k

2
,

para cualquier conjunto linealmente independiente de n−adas m̄1, . . . , m̄k ∈ Zn.
Para el caso k = 1 en la definición de normalidad es posible expresar esta propiedad

de la siguiente forma: Para toda m̄ ∈ Zn r {0},

b̄m̄ /∈ Q(C)alg.

Es esencial que, dada una variedad W (x̄, ȳ) ⊂ Fn+k sobre Q, exista una fórmula
(libre de cuantificadores) ϕ(ȳ) tal que, para todo b̄ ∈ F k, F � ϕ(b̄) si y sólo si la
variedad W (x̄, ȳ) ⊂ Fn es normal. Para mostrar lo anterior nos basaremos en el hecho
de que, para cada variedad W (x̄, ȳ) ⊂ Fn+k y para cada entero l, existe una fórmula
libre de cuantificadores en las variables ȳ que se satisface para b̄ si y sólo si la dimen-
sión de la variedad W (x̄, b̄) ⊂ Fn es mayor o igual a l. Además, existe otra fórmula
libre de cuantificadores que es verdadera para b̄ precisamente cuando W (x̄, b̄) ⊂ Fn

es irreducible.

La manera obvia de expresar la normalidad de la variedad W (x̄, b̄) como una con-
dición sobre el conjunto b̄, utilizando las fórmulas antes mencionadas, es mediante una
conjunción infinita de fórmulas, una por cada conjunto de n−adas m̄1, . . . , m̄k ∈ Zn
linealmente independientes. El teorema 7 nos permite mostrar que la condición de nor-
malidad puede ser expresada por una fórmula de primer orden.

Para la demostración de este hecho se introduce la siguente notación: Si T es un toro
definido por las ecuaciones ȳm̄

i

= 1 escribiremos dim WT para denotar la dimensión
del conjunto W (m̄1,...,m̄k).

Lema 22. Dada una variedad W (x̄, ȳ) ⊂ Fn+l definida sobre Q, existe una fórmula
de primer orden libre de cuantificadores ϕ(ȳ) tal que, para todo b̄ ∈ F l, F � ϕ(b̄) si
y sólo si la variedad W (x̄, b̄) ⊂ Fn es normal.
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Demostración: Dada una variedadW (x̄, ȳ) ⊂ Fn+l definida sobreQ. Sean T1, . . . , Ts
los toros que se obtienen por el teorema 7. Sea ϕ(ȳ) una fórmula libre de cuantificado-
res tal que ϕ(b̄) es verdadera si y sólo si la variedad W (x̄, b̄) es irreducible y tiene di-
mensión mayor o igual a n

2 y, para cada i, la cerradura de Zariski de W (x̄, b̄)(m̄1
i ,...,m̄

k
i )

sobre Q(b̄) tiene dimensión mayor o igual que ki
2 donde m̄1

i , . . . , m̄
k
i son n−adas li-

nealmente independientes de enteros tales que Ti está definido por el conjunto de ecua-
ciones ȳm̄

j
i = 1, j = 1, . . . , ki.

Es claro que para cada b̄, si W (x̄, b̄) es normal, entonces ϕ(b̄) es verdadera. Para
el recı́proco, supongamos para llegar a una contradicción que para algún b̄, ϕ(b̄) es
verdadero pero W (x̄, b̄) no es normal. Tomemos b̄ fijo tal que se cumple lo anterior y
sea T un toro con codimensión k tal que dim W (x̄, b̄)T < k

2 . En lo que resta de la
prueba denotaremos W (x̄, b̄) simplemente por W . Sea d̄ un genérico de W sobre b̄ y
sea S la componente irreducible de W ∩ T d̄ a la que pertenece d̄.

En particular se tiene que dim WT < k y, por el teorema sobre la dimensión de
fibras [Sha]1 se tiene que

dim S > dim W − dim WT > dim W − k.

Como

dim W + dim T − n = dim W + (n− k)− n = dim W − k,

se sigue que dim S > dim W + dim T − n, i.e. S es una componente atı́pica de
W ∩ T d̄. Más aún, observemos que dim S > 0 pues en caso contrario tendrı́amos
que dim W = dim WT , n = k, y por lo tanto dim WT < n

2 , lo que contradice la
hipótesis.

Luego, por el teorema 7 existe i tal que S ⊂ Tid̄
′ y S es una componente tı́pica de

W ∩ T d̄ con respecto a Tid̄′, i.e.

dim S = dim W ∩ Tid̄′ + dim T ∩ Ti − dim Ti.

Observemos que nuestra suposición de que dim WT < k
2 puede ser expresada

como dim W ∩ T d̄ > 1
2dim T . Observemos también que S es una componente de

dimensión maximal en W ∩ T d̄, y entonces se tiene que dim W ∩ T d̄ = dim S.

Para cualquier toro T ′ contenido en T tal que S ⊂ T ′d̄ se tiene que

dim W ∩ T ′d̄ > dim S >
1

2
dim T >

1

2
dim T ′.

Por esto podemos asumir que T es el toro minimal de S, lo que implica que T∩Ti = T ,
y

dim S = dim W ∩ Tid̄′ + dim T − dim Ti.

1Teorema 7 de la sección 6.3, capı́tulo I, pág. 76.
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En resumen

dim W ∩ Tid̄′ = dim S − dim T ∩ Ti + dim Ti

> −1

2
dim T + dim Ti

>
1

2
dim Ti.

Esto da como resultado que dim WTi < ki
2 , lo cual es una contradicción pues por

hipótesis ϕ(b̄) es verdadera. a

Nota: En este punto concluı́mos con la convención sobre F como campo algebrai-
camente cerrado de caracterı́stica 0.

6.2. La teorı́a T

Definición 32. Sea T la teorı́a que se obtiene al extender T0 al añadir un conjunto de
enunciados que expresen lo siguiente:

Para cualquier variedad normal W ⊂ Fn, cualquier subvariedad propia W ′ de W
y cualquier sistema consistente de relaciones de congruencia

{xj ≡ rjm (mód m) : j ∈ {1, . . . , n},m ∈ {1, . . . , N}},

en donde N es un entero positivo y rjm ∈ {0, . . . ,m− 1}, existe b̄ ∈ Γn tal que ex(b̄)
pertenece a W rW ′ y b̄ satisface todas las relaciones de congruencia en Γ.

Por el lema 22 es fácil ver que podemos obtener T a partir de T0 al agregar un
conjunto de ∀∃−enunciados.
Ahora mostraremos que si V ∈ K0 es existencialmente cerrado con respecto a encajes
fuertes, entonces V es un modelo de T . El siguiente lema implica este resultado.

Lema 23. Sea V una estructura en K0. Para cualquier variedad normal W ⊂ Fn y
cualquier conjunto consistente de relaciones de congruencia

{xj ≡ rjm (mód m) : j ∈ {1, . . . , n},m ∈ Z+},

con rjm ∈ {0, . . . ,m− 1} para cada j y m, existe una extensión fuerte V ′ ∈ K0 de V
en la que W tiene un genérico de la forma ex(b̄) para algún b̄ ∈ (Γ′)n que satisface
todas las congruencias del sistema.

Demostración: Sea Γ1 un Z−grupo que extiende a Γ con algún b̄1 ∈ Γn1 tal que b̄
satisface todas las relaciones de congruencia en el sistema y es linealmente indepen-
diente sobre spanΓ. Al intersectar Γ1 con span(Γ ∪ b̄1) resulta un Z−grupo, por lo
que podemos asumir que Γ1 está contenido en span(Γ ∪ b̄1).
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Sea B un campo vectorial que extiende a V tal que lin.d.(B/V ) = n y sea b̄ una
base para B sobre V . Sea

f : span(Γ ∪ b̄1)→ span(Γ ∪ b̄)

un isomorfismo sobre span Γ que manda cada b1j a bj , y sea ΓB la imagen de Γ1 bajo
f . Entonces ΓB es un Z−grupo, b̄ satisface todas las relaciones de congruencia del sis-
tema en ΓB, y se tiene que ΓB ∩ V = Γ.

Sean F ′ un campo algebraicamente cerrado que extiende a F tal que tr.d.(F ′/F )
es mayor o igual a n y d̄ ∈ F ′n un genérico de W sobre F . Sea exB : B → F ′ dada
por

exB
(
v +

1

l
(k1b1 + · · ·+ knbn)

)
= ex(v)(d

1
l
1 )k1 · · · (d

1
l
n )kn),

para cualesquiera v ∈ V, l ∈ Z+ y kj ∈ Z y tal que para cada j los elementos d
1
l
j se

definen de manera inductiva para cumplir lo siguiente: para cualesquiera l,m ∈ Z+,

d1
j = dj , (d

1
lm
j )m = d

1
l
j .

Hemos definido una estructura B = (B,ΓB,ex
B
, exB(B)) de manera explı́cita con-

siderando la existencia de una b̄ adecuada.

Sólo resta mostrar que B ∈ SubK0 y V 6 B pues de esto se sigue que existe una
extensión fuerte en K0 que cumple con todos los requisitos del lema.

Mostraremos primero que B cumple la condición de predimensión. Sea X un
subespacio de span(ΓB). Entonces

δ(X) = δ(X ∩ V ) + δ(X ∩ span(b̄)/X ∩ V )

en donde los dos sumandos son no negativos, el primero por la condición de predimen-
sión para V y el segundo por la normalidad deW . La condición de normalidad también
nos da como resultado el que B sea una extensión fuerte de V pues para cualquier X
se tiene que

δ(X/V ) = δ(X ∩ span(b̄)/V ) > 0.

a

Corolario 7. Si V es existencialmente cerrado con respecto a extensiones fuertes, en-
tonces V es un modelo de T . Si V es fuertemente existencialmente cerrado con respecto
a encajes fuertes, entonces para cualquier variedad normal W ⊂ Fn y cualquier sis-
tema consistente de relaciones de congruencia

{xj ≡ rjm (mód m) : j ∈ {1, . . . , n},m ∈ Z+},

con rjm ∈ {0, . . . ,m− 1} para cada j y m, W tiene un genérico de la forma ex(b̄)
para algún b̄ ∈ Γn que satisface todas las relaciones de congruencia del sistema.
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6.3. Extensiones minimales

Definición 33. SeanA,B ∈ SubK0 tales queA 6 B. Diremos que la extensiónA 6 B
es minimal si A ( B y no existe C ∈ SubK0 con A ( C ( B tal que A 6 C 6 B.

Observemos que si A,B ∈ FinK0 y A 6 B, entonces la extensión fuerte A 6 B
se factoriza en una torre finita de extensiones fuertes minimales. Se sigue que la defini-
ción de riqueza no cambia si se añade la restricción para extensiones fuertes minimales.

Sean A,B ∈ FinK0 y A 6 B una extensión fuerte minimal. Entonces se tienen
los siguientes cuatro casos:

Caso 1: ΓB 6= ΓA y δ(B/A) = 0.

Primero observemos que, por minimalidad, B = A + spanΓB. Sea n la dimensión
deB sobreA, que por modularidad es también la dimensión deBΓ sobreAΓ, entonces
tr.d.(ex B/ex A) = n

2 . La minimalidad también nos da el hecho de que para cada
subespacio propio B′ de B que contiene de manera propia a A, δ(B′/A) > 0.

En este caso, para b̄ ⊂ ΓB una base de B sobre A, se tiene que

ΓB = ΓA + 〈bj/m : bj ∈ PBm, j = 1, . . . , n〉.

Caso 2: ΓB 6= ΓA y δ(B/A) > 0.

Como en el caso anterior se tiene que B = A+ spanΓB, y además

lin.d.(B/A) = lin.d.(BΓ/AΓ) = 1.

En efecto, tomemos b ∈ ΓB r ΓA. Observemos que ex b es trascendental sobre ex A
y por lo tanto δ(A+ spanb/A) debe ser igual a 1. Si lin.d.(B/A) > 1 entonces obte-
nemos una torre no trivial de extensiones fuertes: o bien A 6 A + span b 6 B es la
torre resultante, o bien existe b̄ ⊂ B que contiene a b tal que span b ( span b̄ ( B
y δ(span b̄/span b) < 0 y por lo tanto δ(A + span b̄) = δ(A). De esto se sigue que
A 6 A+ span b 6 B es una torre no trivial de extensiones fuertes.

Luego, para b ∈ B rA,

ΓB = ΓA + 〈b/m : b ∈ PBm〉.

El tipo de b sobre A en este caso es llamado el tipo genérico coloreado sobre A.

Caso 3: ΓB = ΓA y δ(B/A) > 0.

Como ΓB = ΓA, se sigue que B = A + span b para algún b ∈ B r A pues en caso
contrario para cualquier b ∈ B r A, la subestructura D de B tal que D = A+ span b
serı́a un contraejemplo a la minimalidad de la extensión.
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Luego tr.d.(ex B/ex A) 6 1 y, como por hipótesis δ(B/A) > 0, se tiene que
ex(b) debe ser trascendental sobre ex A, y por lo tanto δ(B/A) = 2. En este caso, el
tipo de b sobre A recibe el nombre el tipo genérico blanco sobre A.

Caso 4: ΓB = ΓA y δ(B/A) = 0.

Como en los casos anteriores se tiene que B = A+ span b, pero en este caso ex(b) es
algebraico sobre ex A.

En lo que sigue haremos referencia a los cuatro casos anteriores mediante el califi-
cativo “del primer tipo”, “del segundo tipo”, etc.

6.4. Los modelos ω−saturados de T son ricos

Lema 24. Sean A,B ∈ SubK0 tales que A 6 B. Entonces para cada b̄ ⊂ ΓB li-
nealmente independiente sobre A, el lugar geométrico de los puntos en ex(b̄) sobre
Q(ex A)alg es una variedad normal.

Demostración: Supongamos que la variedad no es normal, i.e. existen m̄1, . . . , m̄k ∈
Zr linealmente independientes (y donde r es la longitud de b̄) tales que

2tr.d.((ex b̄)m̄
1

, . . . , (ex b̄)m̄
k

/ex A) < k.

Como
lin.d.(m̄1 · b̄, . . . , m̄k · b̄/A) = k,

y todos los m̄i · b̄ están en ΓB. Esto implica que la predimensión de

span(m̄1 · b̄, . . . , m̄k · b̄)

sobre A es negativa. Lo cual es una contradicción. a

Lema 25. Si V es un modelo ω−saturado de T , entonces V es rico.

Demostración: Sean A,B ∈ FinK0 tales que A 6 V y A 6 B. Consideramos los
cuatro casos para los diferentes tipos de extensiones fuertes minimales:

Caso 1: A 6 B es del primer tipo.

Sea b̄ ∈ (ΓB)n una base paraB sobreA. Recordemos que en ese caso tr.d.(ex b̄/ex A) =
n
2 y ΓB = ΓA + 〈bj/m : PBm(bj)〉.

Por el lema anterior, para W igual al lugar geométrico (ex(b̄)/Q(ex A)), es una
variedad normal. Entonces, como V es un modelo de T , para cada subvariedad propia
W ′ de W sobreQ(ex A) y cualquier N ∈ Z+, existe b̄′ ⊂ Γ tal que ex(b̄′) ∈W rW ′
y, para cada j ∈ {1, . . . , n}, para cada m ∈ {1, . . . , N} y rjm ∈ {0, . . . ,m − 1},
b′j ≡ rjm (mód m) en Γ si y sólo si b′j ≡ rjm (mód m) en ΓB.
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Como V es saturado existe b̄′ ⊂ Γ tal que ex(b̄′ ∈ W ) y, para cada m ∈ Z+ y
rjm ∈ {0, . . . ,m− 1}, b′j ≡ rjm (mód m) en Γ si y sólo si b′j ≡ rjm (mód m) en
ΓB. Como W es normal, b̄′ es linealmente independiente sobre A.

Sea B′ la subestructura de V generada por A ∪ b̄′. Las condiciones sobre b̄′ garan-
tizan que la única transformación de B a B′ sobre A tal que la imagen de bj es b′j es
un isomorfismo. Por último, la suposición de que δ(A) = δ(B) da como resultado que
esta transformación es un encaje fuerte de B en V .

Caso 2: A 6 B es del segundo tipo.

Sea V ′ ∈ K0 tal que B ⊂ V ′. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
existe algún c ∈ Γ′ tal que ex(c) es trascendental sobre ex B. Sea C la subestructura
de V ′ generada por B ∪ c.

Se tiene que A 6 B 6 C, luego es suficiente probar que C se encaja de manera
fuerte en V sobre A.

Sea ā una base para A y consideremos el 2−tipo (parcial) sobre ā que consiste de
las fórmulas que expresan lo siguiente:

• x y y son linealmente independientes sobre A

• ex(x) y ex(y) son algebraicamente independientes sobre ex(A)

• x ∈ Γ y y ∈ Γ

• x ≡ rm (mód m) para cada m ∈ Z+ y rm ∈ {0, . . . ,m − 1} tal que b ≡
rm (mód m) en ΓC

• y ≡ rm (mód m) para cada m ∈ Z+ y rm ∈ {0, . . . ,m − 1} tal que c ≡
rm (mód m) en ΓC

• Φ0(x, y, ā)

Ahora mostraremos que cada subconjunto finito de Φ(x, y) se realiza en V .

Para cadaN ∈ Z+ consideremos la estructura C ∈ FinK0 que extiende a B tal que
C = B+span c para algún c /∈ B,ΓC = ΓB+span c y exC(c) es trascendente sobre
Q(ex A) y algebraico sobreQ(ex B) con polinomio minimal de grado al menosN+1,
e.g. c = (b+ 1)

1
N+1 (es posible verificar la irreducibilidad del polinomio obvio que se

anula en c usando [Lan] VI.9.1). Ası́,A 6 C es una extensión minimal del primer tipo.
Luego existe un encaje fuerte de C en V sobre A. Dado un subconjunto finito Θ(x, y)
de Φ(x, y), existe un N suficientemente grande tal que la imagen del par (b, c) bajo el
encaje satisface todas las fórmulas de Θ(x, y).

Luego, como por hipótesis V es ω−saturado, existen b̃, c̃ ∈ V tal que el tipo Φ(x, y)
es realizado por (b̃, c̃) ∈ V . Sea C̃ la subestructura de V generada por A ∪ {b̃, c̃}. La
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definición de Φ(x, y) nos da que C̃ 6 V es isomorfo a C sobre A.

Caso 3: A 6 B es del tercer tipo.

Sea ā una base para A y consideremos el tipo Φ(x) sobre ā que consiste de enun-
ciados que expresan lo siguiente:

• ex x es trascendental sobre ex A

• n · x /∈ Γ para cada n ∈ Z+

• Φ0(x, ā)

Observemos que basta con probar que el tipo Φ(x) se realiza en V .

Consideremos la extensión C de A generada por un solo punto c, i.e. C = A +
span c, con ex(c) trascendental sobre ex(A) y ΓC = ΓA+ 〈c〉. La extensiónA 6 C es
una extensión minimal del segundo tipo, luego, por el resultado para ese caso, podemos
asumir que C 6 V . Observemos que cualquier subconjunto finito de Φ(x) es realizado
por c

N para cualquier entero N suficientemente grande. Como V es ω−saturado, Φ(x)
debe realizarse en V .

Caso 4: A 6 B es del cuarto tipo.

Sea b′ ∈ V tal que ex(b′) es una raı́z del polinomio minimal de ex(b) sobre ex A.
Claramente ningún múltiplo racional de b′ puede pertenecer a Γ o A. Se sigue que la
subestructura B′ de V generada por A y b′ es isomorfa a B sobre A, y es fuerte en V
pues δ(B′) = δ(B) = δ(A). a

Teorema 8. La teorı́a T es completa y sus modelos ω−saturados son precisamente las
estructuras ricas.

Demostración: Mostraremos que para cualquier estructura V , V es rica si y sólo si es
un modelo de T y un modelo ω−saturado de su teorı́a completa. La completud de T
se sigue del corolario 5 (la consistencia se sigue del lema 16 y de las observaciones
hechas en la sección 5.2).

La suficiencia de esta afirmación es el lema anterior. Del corolario 6 y el lema 7 se
sigue que si V es rica, entonces es un modelo de T .

Falta probar que toda estructura rica es ω−saturada. Sea V una estructura saturada.
Sea V ′ una extensión elemental de V que es ω−saturada. Por el lema anterior V ′ tam-
bién es rica y, por el corolario 5 V y V ′ son L∞ω−equivalentes. Es fácil ver que esta
equivalencia preserva λ−saturación para cualquier cardinal infinito λ, por lo tanto V
es un modelo ω−saturado de su teorı́a completa. a

Como en la demostración del lema anterior la ∀∃−axiomatización sólo se usó para
extensiones fuertes minimales del primer tipo, es posible una axiomatización diferente
para T .
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Definición 34. Diremos que una variedad normal W ⊂ Fn viene de una extensión
fuerte minimal del primer tipo si dim W = n

2 y para cualquier toro propio T en Fn

de codimensión k, dim WT > k
2 .

Como corolario de la demostración anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 8. Sea V = (V,Γ, ex, F ) una estructura en K0. Entonces V es un modelo
de T si y sólo si se cumple lo siguiente:

Para cualquier variedad normal W ⊂ Fn que se obtiene de una extensión fuerte
minimal del primer tipo, cualquier subvariedad propia W ′ de W , y cualquier sistema
consistente de relaciones de congruencias

{xj ≡ rjm (mód m) : j ∈ {1, . . . , n},m ∈ {1, . . . , N}}

donde N ∈ Z+ y rjm ∈ {0, . . . ,m − 1}, existe b̄ ∈ Γn tal que ex(b̄) ∈ W rW ′ y b̄
satisface todas las relaciones de congruencia en Γ.

La equivalencia del corolario anterior simplifica la tarea de revisar que una estruc-
tura en particular sea un modelo de T .

6.5. Superestabilidad
A continuación se mostrará que la teorı́a T es superestable. Observemos que es posible
aplicar el corolario 4 a isomorfismos entre estructuras fuertes que no son necesaria-
mente de dimensión finita.

Lema 26. Sean V,V ′ estructuras ricas. Si B,B′ ∈ SubK0 son subestructuras fuertes
de V y V ′ respectivamente entonces cualquier isomorfismo f : B → B′ es un mapeo
elemental de V a V ′.

Demostración: Como B 6 V , B puede representarse como ∪iBi, en donde los Bi son
una enumeración de todas las subestructuras fuertes de dimensión finita de B. Veremos
que para cada i, f(Bi) es una subestructura fuerte de V ′ y luego, por el corolario 4 la
restricción de f a Bi es un mapeo elemental de V en V ′. Como todo subconjunto finito
de B está contenido en algún Bi, se sigue que f es también un mapeo elemental de V
en V ′.

Como B′ 6 V ′, para cada i se tiene que

clV′(f(Bi)) = clB′(f(Bi)).

Y como f es un isomorfismo y cada Bi es una subestructura fuerte de B,

clB′(f(Bi)) = clB(f(Bi)) = f(Bi).

Luego, clV′(f(Bi)) = f(Bi), lo que significa que f(Bi) 6 V ′. a
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En lo que resta del capı́tulo V denotará un modelo monstruo de T . En particular V
será un modelo rico.

Ahora puntualizamos el significado de estabilidad en este contexto multivariado.
Para cualquier cardinal infinito λ, T será ω−estable si y sólo si para cualesquiera A ⊂
V y C ⊂ F tales que |A ∪C| 6 λ existen a lo más λ tipos diferentes en una variable
(en V o F ), sobreA∪C. Diremos que la teorı́a T es superestable si es λ−estable para
todo cardinal λ suficientemente grande.

Teorema 9. La teorı́a T es superestable.

Demostración: Observemos que al ser ex sobre F r {0}, para mostrar que T es
λ−estable (para cualquier cardinal infinito λ) podemos restringirnos a tipos de una
variable que tome valores en el universo V y sobre un conjunto de parámetros A ⊂ V
tal que |A| = λ. Más aún, como para cada A se tiene que A ⊂ cl(A) y |cl(A)| = |A|,
es posible asumir que A es el dominio de una subestructura fuerte de V .

SeaA 6 V de cardinalidad λ. Para cada tipo p sobre A en una variable que recorre
V , elegimos una realización b ∈ V de p y una base correspondiente b̄ = (b1, . . . , bn)
de cl(A+ span(b)) sobre A, con b1 = b (la dimensión de cl(A+ span(b)) sobre A es
finita por el lema 18). El mapeo inducido

p 7→ qf − tp(b̄/A).

es injectivo (por el lema anterior).

El tipo libre de cuantificadores de cada b̄ sobre A queda determinado a
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Capı́tulo 7

Toros Cuánticos y Campos
Esmeralda

En el presente capı́tulo expondremos la relación entre el campo esmeralda y los toros
cuánticos. El interés principal es la posibilidad de usar la teorı́a de modelos para in-
troducir nociones propias de geometrı́a algebraica como variedades (conjuntos defini-
bles), ideales (tipos) y dimensión (rangos de Lascar y Morley) en el estudio de los toros
cuánticos. Además queremos hacer evidente la relación entre diferentes construcciones
de estructuras (modelos) y el toro cuántico u objetos geométricos relacionados. Por la
extensión y densidad del material ajeno a la teorı́a de modelos, el presente capı́tulo es
esencialmente expositorio. Para un desarrollo más claro sobre geometrı́a no conmuta-
tiva y toros cuánticos ver [CM], y para un desarrollo más completo sobre el material
de este capı́tulo ajeno a la teorı́a de modelos ver [Con].

7.1. Toros cuánticos
Existen varias formas en las que podemos pensar en los toros cuánticos y a continua-
ción presentaremos algunas. El toro cuántico es el ejemplo prototı́pico de un espacio
no conmutativo. La definición más sencilla es la siguiente:

Definición 35. Sea θ ∈ RrQ. Entonces el toro cuántico Tθ se define como

Tθ = R/〈1, θ〉

en donde 〈1, θ〉 es el grupo generado por 1 y θ.

Proposición 1 (Kronecker). 〈1, θ〉 es denso en R.

Demostración: Ver el capı́tulo XXIII en [Har]. a
De la proposición anterior se sigue que la topologı́a de Tθ es la topologı́a indiscre-

ta. Luego, es necesario desarrollar herramientas adecuadas para estudiar Tθ con una
topologı́a interesante. La primera de estas herramientas es la de foliaciones.
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Una n−foliación F consiste de una M variedad de dimensión n+ k dotada de un
atlas de cartas de la siguiente forma:

ϕ : U ⊂M → O ⊂ Rn × Rk

donde U,O son abiertos y las transiciones ψ ◦ ϕ−1 son funciones de la forma

(x, t) 7−→ (ht(x), φ(t)),

h es suave, φ es continua y la familia ht es normal.
De manera intuitiva esta condición dice que las transiciones son congruentes con

las familias
Rn × {t}, t ∈ Rk.

Escribimos x ∼ y si existe una carta ϕ tal que ϕ(x), ϕ(y) ∈ Rn × {t} para algún
t ∈ Rk. La clase de equivalencia

Lx = {y | y ∼ x}

es una n−variedad a la que llamaremos la hoja por x. Observemos que M = tLx.
Definimos el espacio de hojas de F como el cociente

Hoja(F) = M/ ∼

con la topologı́a cociente.
El concepto dual de hoja es el de una transversal. Si x ∈ F , entonces una trans-

versal que contiene a x es una k−subvariedad T contenida en F tal que T ∩ L es
numerable y discreta para cada hoja L. Para todo x ∈ T , existe una vecindad V ⊂ T
en donde O = ϕ−1({ϕ(x)} × V), con V un abierto en Rk.

Sea γ : I → L un camino contenido en una hoja L. Sean T1, T2 transversales
homeomorfos a Dk ⊂ Rk, el disco unitario en Rk, que contienen a γ(0), γ(1). Si T1 y
T2 son suficientemente pequeños, entonces γ define un homeomorfismo γ : T1 → T2

al trasladar T1 a T2 a lo largo de una cadena de trivializaciones locales que cubren γ.
El germen de este homeomorfismo recibe el nombre de holonomı́a de γ.

Como ejemplo podemos considerar F̃θ = R2 con la familia de lı́neas de pendiente
θ, que es una 1−foliación.

Definición 36. Sea θ ∈ R r Q. Entonces la foliación de Kronecker Fθ es la imagen
de F̃θ en T = R2/Z2.

Las hojas de Fθ son las imágenes de las lı́neas de F̃θ y por la irracionalidad de θ,
las hojas no se cierran. Más aún, ya que son homeomorfas a R, son densas en el toro.

Sea Lθ la hoja que pasa por cero, que es un subgrupo del toro T = R2/Z2. Dados
x, y ∈ T, observamos que

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Lθ.

Por lo tanto el espacio de hojas de Fθ es Hoja(Fθ) = T/ ∼= T/Lθ.
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Proposición 2. Hoja(Fθ) ∼= Tθ.

Demostración: Damos el siguiente bosquejo. El mapeo f : R → {0} × R induce un
isomorfismo R/Z → {0} × R/Z ⊂ T. Sean x̄, ȳ ∈ R/Z. Si x̄ = ȳ + nθ̄, entonces
f(ȳ) − f(x̄) = f(nθ̄) es igual a la imagen en T = R2/Z2 de (n, nθ) ∈ Lθ ⊂ R2,
luego f induce un homomorfismo.

(R/Z)/〈θ̄〉 = Tθ → Hoja(Fθ).

x̄+ 〈θ̄〉 7−→ Lf(x̄).

Este mapeo es inyectivo y sobre, y por lo tanto define un isomorfismo. a

La segunda herramienta que consideraremos es la de las álgebras C∗ y el programa
de la geometrı́a no conmutativa.

Definición 37. Un álgebra C∗ A es un álgebra de Banach sobre los números comple-
jos junto con una involución ∗ : A→ A conjugada lineal, que satisface

||x∗x|| = ||x|| ||x∗|| = ||xx∗||.

Por ejemplo, si X es un espacio Hausdorff compacto observemos que

C∗(X) = {f : X → C | f continua}

es un álgebra C∗ con norma definida por

||f || = sup
x∈X
|f(x)|

y con f∗ = f̄ .

La piedra angular de este enfoque es el teorema de dualidad de Gelfand.

Teorema 10 (Dualidad de Gelfand). SeanECH la categorı́a de los espacios de Haus-
dorff compactos, AC∗C la categorı́a de álgebras C∗ conmutativas, X un espacio
de Hausdorff compacto y C(X) el álgebra C∗ conmutativa de funciones continuas
f : X → C. Entonces la asociación

X → C(X)

define un functor invertible y por lo tanto una equivalencia de categorı́as .

La idea detrás del programa de la geometrı́a no conmutativa es extender el rango
del functor del teorema 10 a álgebras C∗ no conmutativas cuando X es un espacio
compacto no necesariamente Hausdorff. En general no hay un procedimiento obvio
para lograr esta extensión, sin embargo, para el caso de un espacio de hojas (como el
toro cuántico) sı́ existe un procedimiento y lo describimos a continuación.
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Sea Γθ la gráfica de holonomı́a de Fθ. Esto consiste de clases de equivalencia de la
forma

{γ : [0, 1]→ T | γ(s) ∼ γ(t) ∀s, t}/ ≈

en donde
γ ≈ η ⇔ γ(0) = η(0), γ(1) = η(1)

y γ−1 ◦ η define la misma holonomı́a [Con]. En el caso de Fθ, esta equivalencia se
simplifica a

γ ≈ η ⇔ γ es homotópica a η,

i.e. si γ(0) = η(0), γ(1) = η(1) pues las hojas son simplemente conexas. Γθ es una
generalización del grupoide fundamental de topologı́a.

Se puede definir una topologı́a en Γθ para que sea un espacio de Hausdorff y defini-
mos C(Tθ) = C0(Γθ), en donde C0 es el conjunto de funciones con soporte compacto
en Γθ con producto de convolución, i.e.

(f ∗ g)(γ) =

∫
f(η)g(γ · η−1)dη

integrando sobre {η | η(1) = γ(1)}.
Sea L2(K) el espacio de sucesiones {xn}n∈N (con xn ∈ K y K un campo) tales

que
∑
|xn|2 < ∞. Entonces definimos Ha = L2(La), en donde La es la imagen de

y = θx + a, que es igual a la hoja que pasa por ā ∈ S1 y que identificamos con (es
igual a) La. Observemos que L2(La) ≈ L2(R). Luego el conjunto

Γθ,a = {γ ∈ Γθ | γ(0) = a}

es isomorfo a La y se tiene que Γθ,a ⊂ Γθ, entonces Ha = L2(La) ≈ L2(Γθ,a).
Ahora definimos la acción de C(Tθ) sobre el espacio de HilbertHa de la siguiente

manera. Si ξ ∈ Ha, f ∈ C(Tθ), entonces

(f · ξ)(γ) =

∫
γ=γ1◦γ2

f(γ1) · ξ(γ2).

Esta acción nos da una representación πa : C(Tθ)→ B(Ha) en donde B(Ha) es el
conjunto de operadores acotados deHa. Por último definimos la norma de f ∈ C(Tθ)
de la siguiente manera

||f || := sup
a
||πa(f)||.

Resulta que en geometrı́a no conmutativa, la relación de equivalencia relevante no
es un isomorfismo, sino algo más crudo, a saber, la equivalencia de Morita. Luego esta
álgebra es equivalente en el sentido de Morita a un álgebra más simple, a saber, el
álgebra de rotaciones generada por dos elementos [Rie].

Sean λ = e2πiθ y Aλ = 〈U, V | UV = λUV 〉 el álgebra compleja generada por
U, V con la relación UV = λUV .

Sea H = L2(T) (con T igual al cı́rculo unitario) y definimos para toda ξ ∈ H

Uξ(t) := e2πitξ(t)
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V ξ(t) := ξ(t+ θ)

se tiene
V U = λUV.

Esto induce una representación π : Aλ → B(H). Luego, para todo x en Aλ definimos

||x|| := ||π(x)||.

Teorema 11. C(Tθ) es Morita equivalente a Aλ.

Hasta ahora se han presentado el estudio del toro cuántico desde el enfoque de
las foliaciones. En lo que resta se presentará la relación existente entre los campos
esmeralda y el enfoque de la geometrı́a no conmutativa.

7.2. Toros cuánticos asociados a una estructura super-
estable

En esta sección se mostrará que a partir de la estructura 〈C,+, ·,Aθ〉 (en dondeAθ
es un subgrupo aditivo) se obtiene el toro cuántico. Más aún, se presentará una cons-
trucción que sugiere un camino posible que permita recuperar el álgebra C∗ asociada
a Tθ.

Sean α, β ∈ C∗ tales que generan C como R−espacio vectorial y escribamos i en
esta base como i = iaα + ibβ. Supongamos que el conjunto A = {1, 2πia, 2πiaθ},
con θ ∈ RrQ, es linealmente independiente sobreQ (esto siempre se puede garantizar
con una elección adecuada de los parámetros). Consideremos 〈C,+, ·,Aθ〉 donde Aθ
es un predicado que representa al subgrupo aditivo

Aθ = βR+ 2πiZ+ 2πiθZ ∼= R⊕ Z⊕ Z

Ejemplo: Sean α = i, β = 1, entonces, ia = 1, ib = 0 y elegimos θ tal que
{1, 2π, 2πθ} es un conjunto linealmente independiente sobre Q, luego

C/Aθ ∼= iR/〈2πi, 2πiθ〉 ∼= Tθ.

Lema 27. Podemos expresar R de la siguiente manera:

R = R⊕ 2πia ·Q⊕ 2πiaθ ·Q con Q < R < R.

Demostración: Sea T = 2πia · Q ⊕ 2πiaθ · Q. Entonces T es un espacio vectorial
sobre Q generado por {2πia, 2πiah}

T ↪→ R→ R/T

es una sucesión exacta de Q−espacios vectoriales. Como consecuencia del splitting
lemma se sigue que existe σ : R/T → R tal que σ es una sección. σ es un homomor-
fismo y

R = T ⊕ σ(R/T )
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con R = σ(R/T ). a

Sea x ∈ R. Entonces por el lema anterior existen r ∈ R y q1, q2 ∈ Q tales que

x = r + q1 · 2πia + q2 · πiaθ.

Definamos la función “parte entera de x con respecto a θ” como

[x]θ := [ r + q1 · 2πia + q2 · πiaθ]θ
= [ r + (q1 − [ q1])2πia + (q2 − [ q2])2πiaθ].

en donde [ ·] es la parte entera usual. Observemos que esta función cumple con:

(i) [ 0]θ = 0

(ii) [x+ 1]θ = [ x]θ + 1

(iii) [x+ 2πia]θ = [ x]θ

(iv) [x+ 2πiaθ]θ = [ x]θ

y definimos la función
bdw = 2πiθ[wa]θ,

con w = waα+ wbβ. Observemos que para (ii) usamos el hecho de que 1 es indepen-
diente sobre Q de 2πia y 2πiaθ.

Definición 38. Sean ũ, ṽ : C→ C definidas por

ũ(w) = w + α

y

ṽ(w) = w + β + bd(w).

Sea [ṽ, ũ]w el conmutador de ṽ, ũ aplicado al elemento w. Entonces de la definición
anterior se sigue que [ṽ, ũ]w = w + 2πiθ. En efecto,

ũ(w) = α+ w;

ṽ ◦ ũ(w) = α+ β + w + bdθ(α+ w)

= α+ β + bdθw + 2πiθ;

ũ−1 ◦ ṽ ◦ ũ(w) = β + w + 2πiθ + bdθw;

ṽ−1 ◦ ũ−1 ◦ ṽ ◦ ũ(w) = 2πiθ + w.

Nota: Aθ es el subgrupo de todos los periodos de bdθ. Las traslaciones w 7→ a+w de
C que conservan la estructura (C, ũ, ṽ) son exactamente las traslaciones con a ∈ Aθ
(i.e. traslaciones que conmutan con ũ, ṽ).
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Ahora consideraremos el campo esmeralda, que es la estructura bivariada

((C,+,Aθ), exp,C∗)

en donde1 exp : C → C∗ y la parte de C∗ viene equipada con el lenguaje usual de
todas las relaciones cerradas de Zariski (como en el caso de V en la definición 17 del
capı́tulo 5).

Sea t = exp w. Entonces definimos

angθt := exp bdθw.

De las definiciones de las funciones bdθ y angθ se sigue que, para q = exp 2πiθ,

angθqt = angθt,

angθe
βt = angθt,

angθe
αt = q · angθt.

Entonces, si definimos
U : t 7→ eα · t

y
V : t 7→ eβ · t · angθt,

se tiene que para todo t ∈ C∗
V Ut = qUV t.

Formalmente obtenemos un álgebra que cumple con la relación indicada que es
isomorfa a Aλ mediante la representación π : Aλ → B(H).

Nota: Serı́a interesante encontrar una representación natural de estos operadores en un
espacio de funciones C∗. Hay algunas ideas en [Zil05] (págs. 32,33) pero aún no es
posible obtener un espacio de Hilbert con este procedimiento.

7.3. Implicaciones de estabilidad
El grado de estabilidad de una estructura está ı́ntimamente relacionado con la posibili-
dad de darle una estructura geométrica. De manera más precisa, la estabilidad de una
estructura esta ı́ntimamente relacionada con la posibilidad de definir una buena noción
de dimensión en ella.

Definición 39 (rango de Morley). Sea M una L−estructura y ϕ(v̄) una fórmula de
L . Definimos RMM (ϕ) > α de manera inductiva:

i) RMM(ϕ) > 0 si y sólo si ϕ(M) 6= ∅;

1Para esta estructura usamos la convención de notación de la definición 17. Escribimos
((C,+,Aθ), exp,C∗) en lugar de (C,Aθ, exp,C∗) para enfatizar que la estructura de la primera parte
es aditiva, mientras que la segunda parte es multiplicativa.

65



ii) si α es un ordinal lı́mite, entonces RMM (ϕ) > α si y sólo si RMM (ϕ) > β,
para todo β < α;

iii) para cualquier ordinal α, RMM (ϕ) > α + 1 si y sólo si existen fórmulas
ψ1(v̄), ψ2(v̄), . . . tales que ψ1(M), ψ2(M), . . . es una familia infinita de sub-
conjuntos disjuntos dos a dos de ϕ(M) y RMM (ψi) > α para todo i.

El rango de Morley de ϕ en M , denotado por RMM (ϕ), se define de la siguiente
manera:

• si ϕ(M) = ∅, entonces RMM (ϕ) = −1;

• si RMM (ϕ) > α pero RMM (ϕ) � α+ 1, entonces RMM (ϕ) = α;

• si RMM (ϕ) > α para todo ordinal α, entonces RMM (ϕ) =∞.

Para p un tipo, definimos RM(p) = ı́nf{RM(ϕ) | p � ϕ}.

Observemos que si p es un tipo completo, la definición de RM(p) se reduce a

RM(p) = ı́nf{RM(ϕ) | ϕ ∈ p}.

En una estructura M que es ω−estable es posible definir una noción de dimensión
mediante el rango de Morley que funciona para conjuntos definibles y tipos pues si
T = th(M) es ω−estable, entonces el rango de Morley siempre existe para todo tipo
p ([Bal], pág. 159, lema 2.4). Por otro lado, ω−estabilidad implica minimalidad fuerte
([Mar], pág 212.) y esto como ya se mencionó permite definir una (pre)geometrı́a. Más
aún, para una estructura fuertemente minimal tenemos la siguiente relación: modifi-
cando un poco la definición 5 tenemos que, para Y,B ⊂ X con X una pregeometrı́a,
la dimensión de Y sobre B será igual a la cardinalidad de un conjunto A que sea
maximal en cl(Y ∪ B) como conjunto independiente sobre B, y lo denotaremos por
dim(Y/B). El siguiente resultado y su demostración se encuentran en [Bue] pág. 78.

Lema 28. Sea ϕ fuertemente minimal sobre A′ y D = ϕ(M) (con M � T y T una
teorı́a completa). Si ā ∈ D yA′ ⊂ A, entonces el rango de Morley de tp(ā/A) es igual
a dim(ā/A).

En [Mar] (lemas de las páginas 217 y 218) se demuestra que es posible definir el rango
de Morley de manera que sea independiente del modelo del cual provienen los paráme-
tros, para esto se pide la condición adicional de que M,N sean modelos ω−saturados
y M ≺ N y entonces se define el rango de Morley de ϕ (lo denotaremos por RM(ϕ)),
como RMN (ϕ). Con esto estamos listos para definir una noción de dimensión sobre
los conjuntos definibles de la siguiente manera:

Definición 40. Sea T una teorı́a completa con modelos infinitos, M � T y X ⊆ Mn

es definido por la fórmula ϕ(v̄). Definimos el rango de Morley de X , denotado por
RM(X), como RM(ϕ) ([Mar], pág. 218).

En particular, si M es ℵ0−saturado y X ⊆ Mn es un conjunto definible, entonces
RM(X) > α + 1 si y sólo si existen Y1, Y2, . . . subconjuntos definibles de X mutua-
mente ajenos tales que RM(Yi) > α para cada i. El rango de Morley cumple con las
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siguientes propiedades: si X,Y son subconjuntos definibles de Mn, entonces X ⊆ Y
implica RM(X) 6 RM(Y ); RM(X ∪ Y ) es el máximo entre RM(X) y RM(Y ) y,
para X no vacı́o, RM(X) = 0 si y sólo si X es finito.

Como ya se mencionó los conjuntos definibles son algo parecido a las variedades
algebraicas. De hecho para campos algebraicamente cerrados de caracterı́stica 0, el
rango de Morley coincide con la dimensión de Krull, aunque para el desarrollo general
de las geometrı́as de Zariski no es conveniente tomar la dimensión de Krull pues ge-
nera problemas al extender a estructuras analı́ticas de Zariski (definidas en la siguiente
sección). Para una estructura superestable es posible definir el rango de Lascar sobre
tipos de la siguiente manera:

Definición 41. Sea M una estructura de primer orden, A ⊆ M un subconjunto del
universo, ϕ(x̄, ȳ) una fórmula del lenguaje deM y b̄ elementos de M . Diremos que
ϕ(x̄, b̄) se divide sobre A si existen k ∈ N, N una extensión elemental deM y una
sucesión b̄0, b̄1, . . . de realizaciones del tipo de b̄ sobre A tal que para para cualquier
K ⊂ ω de cardinalidad k, ⋂

i∈K
ϕ(N, b̄i) = ∅.

Diremos que la fórmula ϕ(x̄, b̄) bifurca sobre A si implica a una disyunción finita de
fórmulas que se dividen, i.e.

ϕ→ ψ1 ∨ ψ2 ∨ · · · ∨ ψn.

Si A ⊆ B ⊆ M y p ∈ SMn (B), entonces diremos que p bifurca sobre A si existe
una fórmula en p que bifurca. Si ā ∈ M , entonces diremos que ā es libre de B sobre
A si el tipo de ā sobre B no bifurca sobre A.

Para los casos en los que es posible definir el rango de Morley, la definición de bi-
furcación se reduce al siguiente enunciado más simple: sean A ⊆ B, p ∈ Sn(A), q ∈
Sn(B) y p ⊆ q. Si RM(q) < RM(p), diremos que q es una extensión de p que bi-
furca y que q bifurca sobre A. Si RM(q) = RM(p) entonces diremos que q es una
extensión de p que no bifurca.

Definición 42. El rango de Lascar (o el rango U), de un tipo completo p ∈ S(A)
(denotado por U(p)) sobre un subconjunto A ⊆ M del universo de un modelo M se
define por:

• U(p) > 0;

• U(p) > α+ 1 si y sólo si p tiene una extensión que bifurca de rango U al menos
α, i.e. existe una extensión elemental N de M , un conjunto A ⊆ B ⊆ N y un
tipo q ∈ S(B) una extensión que bifurca de p tal que U(p) > α;

• U(p) > λ, con λ un ordinal lı́mite, si y sólo si para todo α < λ, U(p) > α.

Definimos entonces que U(p) = α si U(p) > α pero no se tiene que U(p) > α+ 1. Si
no existe un tal ordinal entonces definimos U(p) =∞.
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En [Bue] (pág. 295) se demuestra que para T superestable, el rango de Lascar siempre
existe.

A manera de recapitulación, para una teorı́a ω−estable (siempre) es posible definir
el rango de Morley para fórmulas, tipos y conjuntos definibles. Por otro lado, para una
teorı́a superestable (siempre) es posible definir el rango de Lascar, pero sólo sobre tipos
completos. Esto de alguna manera permite portar herramientas propias de la geometrı́a
algebraica al estudio de estructuras en las cuales es posible definir una buena noción de
dimensión, i.e. las estructuras en las que es posible definir una noción conveniente de
rango.

Conjetura 1 (Schanuel). Dados z1, . . . , zn números complejos linealmente indepen-
dientes sobre Q, entonces el campo de extensión Q(z1, . . . , zn, exp(z1), . . . , exp(zn))
tiene grado de transcendencia al menos n sobre Q.

Teorema 12. La teorı́a de ((C,+,Aθ), exp,C∗) es superestable, siempre que la con-
jetura de Schanuel sea cierta.

Esta conjetura, en caso de ser cierta implicarı́a a la mayorı́a de los resultados conocidos
en teorı́a de números transendentales. El caso particular en el que los z1, . . . , zn son
todos algebraicos es el Teorema de Lindemann-Weierstrass. Si se eligen los z1, . . . , zn
de tal manera que exp(z1), . . . , exp(zn) sean todos algebraicos entonces se estarı́a de-
mostrando que logaritmos de números algebraicos son algebraicamente independien-
tes, lo cual serı́a una versión más fuerte del Teorema de Baker. De esta versión más
robusta del Teorema de Baker se sigue el Teorema de Gelfond-Schneider al igual que
la conjetura de las cuatro exponenciales.

El teorema 12 se demuestra en el capı́tulo anterior para el caso general siguien-
do el desarrollo de [Cay] y como se menciona en [Zil10] se sigue esencialmente del
desarrollo de Poizat. En [Zil04] se demuestra la ω−estabilidad de la teorı́a para el caso

G = exp(βR+ δQ)

en donde β no pertenece a los ejes deC y δ ∈ Rr2πiQ. El mismo argumento funciona
para el caso con Gθ = exp(Aθ), el cual genera una C−álgebra.

7.4. Geometrı́as analı́ticas de Zariski
Como se mencionó en la introducción la conjetura de tricotomı́a resulto falsa en ge-
neral, pero cierta para el conjunto de estructuras denominadas geometrı́as de Zariski
clásicas y que fueron desarrolladas en [HZ].

Esta sección está basada en [Zil10] y busca contextualizar el desarrollo del toro
cuántico dentro de la teorı́a de modelos como un ejemplo de una geometrı́a de Zariski
no clásica, lo cual permite pensar en el toro cuántico como si fuera un campo. Las
páginas indicadas hacen referencia a [Zil10].

Presentamos a continuación las definiciones básicas relevantes a este tema.
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Definición 43. Una estructura topológica consta de un conjunto M y, una familia
de subconjuntos (definibles) de Mn (para cada n) que cumplen con las condiciones
de conjuntos cerrados. Esta estructura será noetheriana si cumple con la condición de
cadenas descendentes2 (pág. 12).

Notación: K ⊆cl M significa que K es cerrado en M y análogamente para subcon-
juntos abiertos U de M denotaremos U ⊆op M . pr(S) denotará la proyección del
subconjunto S ⊂Mn dada por

prI : (x1, . . . , xn) 7→ (xi1 , . . . , xim) donde I = (i1, . . . , im),

con m 6 n.
En el capı́tulo 2 se dió una definición algebraica para los conjuntos definibles. En

[Zil10] (pág. 7) se da una definición inductiva netamente conjuntista en donde toda
relación S ⊂ Mn que representa a un elemento primitivo (sı́mbolo de relación, fun-
ción o constante) del lenguaje L es definible; dados dos definibles su producto carte-
siano, unión, intersección, complemento y proyección es definible. Esta definición es
de hecho equivalente a la más usual que es por inducción sobre la complejidad de las
fórmulas.

Diremos que un subconjunto definible S es irreducible si no existen subconjuntos
propios S1, S2 ⊆cl S relativamente cerrados tales que S = S1 ∪ S2 (pág 14).

Ahora, definimos lo que entendemos por una buena noción de dimensión (pág.
25) para conjuntos definibles. A cada S ⊂Mn le asociamos un entero positivo dim S
de la siguiente manera:

Definición 44. (buena noción de dimensión)

• la dimensión de un punto será igual a 0;

• dim S1 ∪ S2 = máx{dim S1, dim S2};

• para cualquier S ⊆cl U ⊆op Mn irreducible y sus subconjuntos cerrados Si ⊆cl
S, si Si 6= S, entonces dim Si < dim S;

• para cualquier S ⊆cl U ⊆op Mn irreducible y una proyección pr : Mn →Mm,

dim S = dim pr(S) + mı́n
a∈pr(S)

dim(pr−1(a) ∩ S);

• para cualquier S ⊆cl U ⊆op Mn irreducible y una proyección pr : Mn →
Mm,existe V ⊆op pr S tal que

mı́n
a∈pr(S)

dim(pr−1(a) ∩ S) = dim(pr−1(v) ∩ S)

para cualquier v ∈ V ∩ pr(S).

De manera más precisa, diremos que dim es una buena noción de dimensión para
conjuntos cerrados si cumple lo anterior para U = Mn.

2i.e. que toda cadena descendente de conjuntos cerrados anidados es finita.

69



El rango de Morley es un ejemplo de una buena noción de dimensión.

Definición 45. Sea S ⊆cl Mn irreducible. Una geometrı́a de Zariski de dimensión
1 en un conjunto M es una estructura topológica noetheriana que satisface

pr (S)r F ⊆ pr S (7.1)

para algún F ⊆cl pr (S) (con F subconjunto propio), y con una buena noción de
dimensión3 (pág. 31).

Una estructura analı́tica de Zariski es una estructura topológica no noetheriana con
una buena noción de dimensión sobre los conjuntos definibles y tal que la condición
sobre las proyecciones (7.1) ha sido debilitada (ver pág. 137). Las estructuras analı́ticas
de Zariski fueron desarrolladas en [PZ] por N. Peatfield y Zilber con la idea de permitir
el acceso al mundo de las estructuras de Zariski a dos clases nuevas de ejemplos, a
saber, estructuras construidas en términos de funciones y relaciones analı́ticas comple-
jas y, estructuras estables “nuevas”, introducidas por la construcción de Hrushovski en
[Hru], en particular los campos coloreados. Como se menciona en [Zil10] el estatus de
estructura analı́tica de los campos coloreados aún no se comprenden ni a nivel de con-
jetura4, sin embargo se han establecido varias propiedades interesantes como estructura
topológica.

Luego, uno de los objetivos principales a futuro es demostrar que los campos colo-
reados son estructuras analı́ticas de Zariski.

3Es posible definir la dimensión igual a la dimensión de Krull, pero esto acarrea confilctos al hacer la
generalización a las estructuras analı́ticas.

4pag. 162.
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