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7.4. Geometrias analiticas de Zariski



Parte I

Limite de Fraissé y
Construccion de Hrushovski



Capitulo 1

Introduccion

Dada una estructura M y un subconjunto D fuertemente minimal de M, es posible
asociar una pregeometria a D si se define, para cada subconjunto A C D, el opera-
dor cl(A) = acl(A) N Dy donde acl(A) es la cerradura algebraica de A en M. Las
nociones de independencia y dimensién de un conjunto fuertemente minimal se pue-
den generalizar a una pregeometria abstracta. Desde el punto de vista de su estructura
geométrica, se tienen 3 tipos de estructuras, a saber, las estructuras triviales (un con-
junto sin estructura), las (localmente) modulares que interpretan espacios vectoriales
y un tercer tipo que interpreta campos algebraicamente cerrados de caracteristica p.
Boris Zilber conjeturé que un conjunto fuertemente minimal no localmente modular
siempre interpreta un campo algebraicamente cerrado de caracteristica p [Zil84]. Esto
se conoce como la conjetura de tricotomia que Hrushovski refuté [Hru] al construir
un conjunto fuertemente minimal no localmente modular que no interpreta un campo.
Esta construccién mostré que para el tercer caso, habia més posibilidades de las que se
habia pensado.

Aunque la conjetura de tricotomia resultd falsa, puso en evidencia, por un lado, la
existencia de un conjunto grande de estructuras en las que la conjetura es cierta, y por
otro, un conjunto interesante de contraejemplos. El conjunto para el que es cierta, es el
de las llamadas geometrias de Zariski cldsicas [Zil10]. Mediante la primera construc-
cién de Hrushovski [Hru] se obtienen todos los ejemplos conocidos de geometrias de
Zariski no cldasicas, entre los que se encuentra el toro no conmutativo.

En [Poi], utilizando la metodologia desarrollada por Hrushovski, Poizat construye
una extensién F = (F,+, - ,G) de un campo F algebraicamente cerrado de carac-
teristica O por un subgrupo G de F'* tal que G es divisible y libre de torsién. El rango
de Morley de F es igual aw - 2 y el de G es igual a w. Poizat llama a los puntos de
G verdes 'y alos puntos en F' \. G blancos. Los campos verdes de Poizat son andlogos
de rango (de Morley) infinito de los llamados campos malos, que son campos con un
subgrupo propio definible del grupo multiplicativo y de rango de Morley finito.

La construccién de Poizat ha sido retomada por Zilber en una nueva direccién. En
[Zil04], se demuestra que si se asume la conjetura de Schanuel, dado € un nimero



complejo algebraico que no esté en los ejes, la estructura:
G=(C,+, -,G = exp(eR +iQ))

es un modelo de la teoria del campo de puntos verdes de Poizat. Este modelo tiene
la particularidad de ser w—estable. Algunas variantes de la estructura anterior estan
intimamente relacionadas con la construccion del toro no conmutativo (toro cudntico).

En este trabajo hacemos evidente la relacién entre el limite de Fraissé, la construc-
cién de Hrushovski, la construccién de los campos coloreados y como se puede usar
esta construccién para obtener una teoria superestable, tal como lo plantea Zilber y cu-
yo modelo es, en realidad, el toro cudntico.

Procederemos de la siguiente manera: En el capitulo 3 presentamos la construc-
cién bésica de una estructura numerable w—categdrica a partir del conjunto de sus
subestructuras finitas mediante un proceso de amalgamacién. Siguiendo la exposicién
presentada en [Hod] llamamos al resultado de esta construccion el limite de Fraissé.

La construccién de Hrushovski es un limite de Fraissé que se obtiene mediante un
proceso de amalgamacién mas fuerte que cuenta con tres propiedades adicionales, a
saber, tiene rango de Morley finito, es fuertemente minimal y no interpreta un campo
algebraicamente cerrado de caracteristica p. Las dos tltimas caracteristicas son las que
refutan la conjetura de tricotomia. Esta construccién se presenta en el capitulo 4 y
recibe el nombre de construccién de Hrushovski.

Poizat, utilizando una técnica de amalgamacion libre, parecida a la de Hrushovs-
ki, obtiene una teoria w—estable. Un campo coloreado (también se les conoce como
campos bicoloreados) es un campo expandido por un predicado de aridad 1 que se de-
nomina su color. El color negro (o campos de color negro) distingue un subconjunto
algebraicamente independiente; el color rojo un subgrupo aditivo, conexo, propio y no
trivial; el color verde un subgrupo multiplicativo, conexo, propio y no trivial. De esta
clasificacién se obtiene el nombre de los campos esmeralda y en el capitulo 5 se pre-
senta su construccién. La idea es seguir el desarrollo de Poizat para la construccion del
campo verde que, a su vez, se basa en la construcciéon de Hrushovski.

Zilber muestra que, asumiendo la conjetura de Schanuel, la estructura G es un mo-
delo de la teoria de campos verdes y notd que esta estructura estd intimamente rela-
cionada con el Toro Cuantico. En el capitulo 6 se demuestran los resultados necesarios
para probar que la estructura que se obtiene es superestable, y esto se hace principal-
mente mediante argumentos geométricos.

En el capitulo 7 se considera en particular la estructura

5:(C7+3F) ig;g)((cﬂ+v )7

en donde I' = €R + 3Z. Al tomar el cociente del campo por el grupo definido por
el nuevo predicado, se obtiene el Toro Cudntico. En este caso a los puntos de I' se
les llama puntos esmeralda. Zilber afirma en [Zil05] que, si se asume la conjetura de
Schanuel, es posible obtener la teoria de £ por un procedimiento parecido al de Poizat.
Mas atn, esta teoria es superestable.



Capitulo 2

Prerequisitos

A continuacién presentamos el minimo de conceptos necesarios para el desarrollo del
presente trabajo. se asume que el lector estd familiarizado con los conceptos elementa-
les de la teoria de modelos y de la 16gica de primer orden.

Diremos que un lenguaje . es finito o numerable si tiene, respectivamente, un
ndmero finito o numerable de simbolos de funcién, relacién y/o constantes. Una féormu-
la atéomica de un lenguaje consta solo de simbolos de relacién (incluyendo el simbolo
de igualdad). En general nos referiremos a conjuntos finitos o numerables como con-
juntos a lo mas numerables. También haremos la distincién entre modelo y estructura.
En general una estructura es un conjunto (un dominio o universo de discurso) en don-
de puede ser interpretado un lenguaje. Por otro lado un modelo es una estructura en
la que es posible asignar un valor de verdad a un enunciado de nuestro lenguaje. Un
conjunto de enunciados es una teoria. Por lo mismo hablaremos de modelos de teorias
y de estructuras de lenguajes. Un subconjunto A de una estructura B que es, a su vez
una estructura es una subestructura y diremos que B es una extensién de A. Deno-
taremos esta relacion como A C By A C B, aclarando de manera explicita cuando
esta relacion sea entre simples conjuntos. Un encaje entre dos estructuras A y B es
un mapeo inyectivo que preserva la interpretacién de los simbolos del lenguaje. Si el
mapeo es también suprayectivo entonces es un isomorfismo de estructuras. Si dados
dos modelos y para toda férmula ¢ de un lenguaje (de ler. orden), ¢ es verdadera en
un modelo si y sélo si es verdadera en el otro, entonces diremos que los modelos son
elementalmente equivalentes. Es claro que si dos modelos son isomorfos entonces
son elementalmente equivalentes. Un encaje entre dos modelos que preserva los valo-
res de verdad es un encaje elemental. Por T'h 4 (9) denotaremos el conjunto de todos
los enunciados verdaderos de ., con pardmetros en un subconjunto A del universo de
una estructura . Th 4 (9N) es la teoria completa de M1 (en el lenguaje ¥ U A 'y que
en adelante denotaremos por .Z4). Sea . un lenguaje de ler. orden. El lenguaje %,
consta de los mismos simbolos que .Z pero permite como férmulas conjunciones y
disyunciones infinitas. Un campo de conjuntos es una coleccion de conjuntos S que es
cerrada bajo uniones, intersecciones y complementacion con respecto a S.

Definicion 1. Sea DLO la teorfa axiomatizada por el siguiente conjunto de enunciados:



(i) DLO es un orden lineal.

(i) (Vay)(3z)(z <z <y)
(i) (Vey)(Fzw)(z <z A y<w)
(iv) (Bzy)(z #y)

DLO es la teoria de 6rdenes lineales densos sin puntos extremos.

Denotaremos por & (X) el conjunto potencia de X y por |A| o card(A) la car-
dinalidad del conjunto A. A los conjuntos con un elemento los llamaremos conjuntos
singulares. En general a los elementos de M™ los denotaremos como vectores b y
cuando esté claro del contexto escribiremos b € M en lugar de b € M™.

Definicion 2. Sean X un conjunto y ¢l : #(X) — £?(X) un operador en £ (X).
Diremos que (X, ¢l) es una pregeometria si cumple con:

(i) Si A C X, entonces A C cl(A) y cl(cl(A)) = cl(A).

(i) Si A C B C X, entonces cl(A) C cl(B).
(i) SitAC X,a,be Xy acc(AU{b}),entoncesa € cl(A)ob € cl(AU{a})
(iv) Sia € X ya € cl(A), entonces existe Ag C A finito tal que a € cl(Ap).

Diremos que A C X es cerrado si c/(A) = A. Una pregeometria es una geometria si
los conjuntos singulares y el conjunto vacio son cerrados.

Definicién 3. Diremos que b es .Z—algebraico sobre A si existe una férmula (7, @)
con a € A tal que el conjunto de elementos de M que satisfacen a ©(Z, a) es finito y
b es uno de ellos. Diremos que b es .Z —definible sobre A si el conjunto de elementos
que satisface (7, a) es precisamente b. La cerradura algebraica (definible) de un
conjunto A es el conjunto de todos los elementos algebraicos (definibles) sobre A.
Denotamos por acl(A) a la cerradura algebraica del conjunto A.

De manera alternativa. Sea M un conjunto y GG un grupo de permutaciones de M.
Entonces, @ es definible sobre X C M si todo elemento de G que fija puntualmente
a X, también fija a. Un elemento a es algebraico sobre X C M si su 6rbita bajo
el conjunto de elementos de G que fijan puntualmente a X es finita. Las respectivas
cerraduras se definen igual. Los conjuntos que se obtienen de esta manera dependen
de la eleccién de GG. Cuando G es igual al grupo de automorfismos de M, entonces los
conjuntos que se obtienen coinciden con los de la definicién 3.

Definicién 4. Sean M una estructura y D un subconjunto de M. Entonces D es mi-
nimal en M si para cada Y C D definible se tiene que Y es finito o D \ Y es finito.
Si ¢(Z,a) es la férmula que define a D diremos que ¢ es minimal.

Dy ¢ seran fuertemente minimales si ¢ es minimal en cada extension elemental

de M.



Definicion 5. Sea D fuertemente minimal en M. Diremos que A C D es indepen-
diente si a ¢ acl(A ~\ {a}) paratodoa € A. AesunabasedeY C Dsi A C Y es
independiente y Y = acl(A). La dimensién de Y en D es igual a la cardinalidad de
una base de Y.

La dimension estara bien definida siempre que acl forme una pregeometria. Sea
aclp(A) = {b € D | b esalgebraico sobre A}, y definamos cl(A) = aclp(A).
Entonces todo conjunto fuertemente minimal con la cerradura algebraica da lugar a
una pregeometria.

Sea ¢(Z) una férmula de un lenguaje .£. Diremos que (Z) es satisfactible si exis-
te un modelo A y un elemento @ € A tal que .4 es un modelo de ¢(a) y lo denotaremos
por A F ¢(a). Diremos que A satisface a ¢(a) o que p(a) es verdadera en A.

Definicién 6. Sea 9 un estructura para un lenguaje .Z. Sea p un conjunto de férmulas
con parametros en A C M en las variables libres vy, ..., v,. Diremos que p es un
n—tipo si T'h 4 () Up es satisfactible. Diremos que p es un n—tipo completo si ¢ € p
0 — € p para toda férmula o de .£4 con n variables libres y denotaremos por S7(A)
el conjunto de todos los n—tipos completos de 21 sobre A. Si un tipo p no es completo,
diremos que es un tipo parcial. Si 914 es el modelo con universo M y con simbolos
de constante para cada a € A, entonces el tipo generado por b = (by,...,by) € M*
sobre A es el conjunto

{o(@) | Ma F(b)}.
y lo denotaremos por ¢poy (b/A). Diremos que un tipo p() sobre A C M es realizado
por b € M (o de manera alternativa que b realiza a p(Z) ) si p(Z) C tpon(b/A). Un
tipo atomico es un tipo que s6lo consta de férmulas atomicas.

Observemos que en la definicién de tipo generado por, y realizacién de un tipo
por un b se supone dado un orden sobre los elementos que forman a b = (b1, ..., bz).
Dada una permutacién o del conjunto {1, ..., k} de subindices, b= (bo(1)s -+ bo(k))
no necesariamente genera el mismo tipo que b ni satisface el mismo tipo que b, sin
embargo, para estructuras finitas A, podemos considerar el conjunto de tipos generados
por todas las permutaciones o de los subindices de a tales que a; € A y considerar esto
como una clase de equivalencia en la clase de todos los tipos. En otras palabras, diremos

que el tipo atdmico generado por b = (b1,...,br) es equivalente al tipo atémico
generado por ', y lo escribiremos como tp(b) ~ tp(b’), si existe o una permutacién
del conjunto {1,...,k} tal que b' = (by(1),---,bo(k)). De esta manera, dada una

estructura finita A, podemos hablar de la clase de isomorfismo del tipo atémico de
A=(a1,...,ax) =a

Una funcién p de tipos atémicos es una funcién tal que si tp A ~ tp A’, entonces
(A) = p(A").

Definicion 7. Sean x un cardinal infinito y 7" una teoria. Diremos que un modelo 97t
de T es k—saturado si para todo A C M con |A| < ky p un n—tipo completo con
pardmetros en A, entonces p se realiza en 9. Si 91 es | M | —saturado entonces diremos
que 9N es saturado.



A menudo para simplificar el desarrollo se usan modelos monstruo que son sim-
plemente modelos suficientemente grandes con la propiedad de ser saturados y que
contienen como subestructuras a todas las estructuras con las que estemos trabajando.

Ahora definiremos el concepto de juego Ehrenfeucht-Fraissé de longitud ~ entre
Ay B, en simbolos EF, (A, B). Sea v menor o igual a w, en donde w es el primer
ordinal limite infinito. y serd la longitud del juego. Se tienen dos jugadores, V y 4.
El jugador V elige entre una de las dos estructuras A, B (digamos que elige A) y
un elemento de la misma estructura (a € .A). El jugador 3 debe elegir entonces un
elemento de la otra estructura (b € B en este caso). Esto se repite y veces para obtener
una jugada (@, b) en donde @, b son sucesiones de elementos de A y B respectivamente.
Sean (@) 4, (b)s las subestructuras de A y B generadas por @,b respectivamente.
Diremos que (@, b) es una victoria para 3 si existe un isomorfismo f : (@)4 — (b)z tal
que fa = b. Si una jugada no es una victoria para 3, entonces es una victoria para V.

Definicion 8 (Bisimulacién). Diremos que A y 15 son equivalentes por bisimulacion
si el jugador 3 tiene una estrategia ganadora para el juego F'F,, (A, B) y lo denotaremos
por A ~, B.

De manera alternativa diremos que .A y BB permiten bisimulacion para referirnos a
la definicién anterior.

Teorema 1. Sean £ un lenguaje finito que no contiene simbolos de funciony A, B
L —estructuras. Entonces, Ay B serdn elementalmente equivalentes siy sélo si

A~ B.

Teorema 2. Si A y B son numerables, entonces A ~,, B siy solo si Ay B son
isomorfos.

La demostracion de estos dos teoremas se puede encontrar en [Mar] (pags. 53-55).

Teorema 3. Sean M un modelo saturado, A un subconjunto de M tal que |A| < | M|
yb € M. Entonces lo siguiente es equivalente:

i) bes algebrdico sobre A;

ii) b tiene solo una cantidad finita de imdgenes bajo automorfismos de M que fijan
A puntualmente;

iii) tp™(b/A) tiene una cantidad finita de realizciones.
La demostracion de este teorema se puede encontrar en [Mar] (pag. 147).

Definicién 9 (Amalgamacion). Sean A, B,C, D estructuras. Diremos que D es una
amalgama de B y C sobre A si se cumple lo siguiente:

e BNC=A



e B y C seencajan en D mediante encajes que coinciden en A, i.e.
D
7N
B C
A

donde goe=ho f.

Diremos que una clase K tiene la propiedad de amalgama libre si se cumple lo si-
guiente:

(a) dados A, B € K su uni6n disjunta pertenece a K,

(b) si A, B € K tales que AN B # O y las respectivas subestructuras de A, B que
resultan de restringir las respectivas relaciones de Ay B a A N B son iguales,
entonces AU B € K.

Llamaremos a A U B la amalgama libre de Ay B.

El siguiente lema y su demostracion aparecen en [Hod] y se usard en la demostra-
cién del corolario 5.

Lema 1 (Karp). Sean A, B dos estructuras para £. Entonces A ~, B siy sélo si
son Lrow, —equivalentes.

Definicion 10. Sea . un lenguaje de ler. orden y 7" una teoria de .. Diremos que T’
es inestable si existe una férmula ¢(Z, ) de - y un modelo 9t de T' con elementos
a; € M (i < w) tales que

mhw(éi,dj) & 1<) <w.
Diremos que 71" es estable si no es inestable.

Sean ¢(vy,...,v,) una £y —férmula y

[p] ={p e S(A): ¢ ep}

Entonces la topologia de Stone en 52" (A) es la topologia generada al tomar los con-
juntos [¢] como abiertos bdsicos.

Definicion 11. Sean 7" una teoria completa en un lenguaje numerable y A un cardinal
infinito. Diremos que 7" es A—estable si, siempre que M E T, A C M y |A| = A,
entonces |SP'(A)| = \. T serd superestable si existe y tal que T’ es A—estable para
todo A > p.

10



Capitulo 3

Limite de Fraissé

Podemos entender el limite de Fraissé como la estructura numerable © que se ob-
tiene al “pegar” de una forma conveniente subestructuras finitas. © es unica salvo iso-
morfismo y es homogénea, i.e. cualquier isomorfismo entre subestructuras de © puede
ser extendido a un automorfismo de ©. Para esta seccion y a menos de que se indique
lo contrario . sera un lenguaje finito y que carece de simbolos de funcién. Sea D
una .Z—estructura. Definimos la edad de D como la clase K de todas las estructuras
finitamente generadas que son encajables en D.

En realidad estaremos mads interesados en las clases de isomorfismo de los elemen-
tos de K por lo que definimos

[K] = {[A]]| A es finitamente generada y encajable en D}

donde [A] es la clase de isomorfismo de la £ — estructura A 'y f es un encaje de A en
D. De esta forma, diremos que una estructura D tiene edad finita o numerable si [K]
es finita o numerable. Diremos que una clase K es una edad si es la edad de alguna
estructura.

Ejemplo 1. (Z,+,0) tiene edad numerable. Por otro lado la estructura (R, +, 0, f,.) en
donde f,.(s) = rs tiene edad finita con dos elementos, a saber, 0 y el generado por 1.

Si K es una edad, entonces, ademds de ser no vacia, cumple con las siguientes
propiedades:

HP (Propiedad de herencia) Si A € K y B es una subestructura finitamente gene-
rada de A, entonces B € K.

JEP (Propiedad de encaje conjunta) Si A, B € K, entonces existe un C' € K tal
que A, B son encajables en C.

Observemos que si A, B son estructuras finitamente generadas y @, b son conjuntos
de generadores para A y B respectivamente, entonces tanto A como B se encajan en
la estructura C' (finitamente) generada por @ U b y se tiene la propiedad JEP. Ahora
mostraremos que si K cumple con HP y JEP, entonces K es la edad de una estructura.

11



Teorema 4. Dados £y [K| un conjunto no vacio (finito o numerable) de clases de
isomorfismo de estructuras finitamente generadas y sea

K ={A[[A] € [K]}

tal que cumple con HP y JEP. Entonces K es la edad de alguna estructura a lo mds
numerable.

Demostracion: Sea (A; : i < w) una enumeracién de los elementos de K. Definamos
una cadena (B; : i < w) de estructuras isomorfas a estructuras en K de la siguiente
manera: Sea By = Ag. Para B;, usamos la JEP para encontrar un B’ € K tal que
B; y A;;1 son encajables en B’. Sea B;.1 una copia isomorfa a B’ que extiende
a B;. Por iltimo, sea C = Ui < Bi- Como C' es la unién numerable de estructuras
a lo mas numerables se sigue que C' es a lo mas numerable. Por construccion cada
estructura en K es encajable en C'. Si A es cualquier subestructura finitamente generada
de C, entonces los generadores de A estdn contenidos en alglin B; y se tiene que A es
encajable en B;. Luego podemos pensar que A es una subestructura de B;. Por la HP
A es isomorfo a alguna estructura en K. Por lo tanto K es la edad de C.

El teorema anterior se cumple atn cuando .Z tiene simbolos de funcién pero, una
manera de garantizar que la estructura resultante sea a lo mas numerable es pedir que
% sea finito y que no contenga simbolos de funcién. De hecho si .Z es finito y no
contiene simbolos de funcidn, entonces toda estructura finitamente generada es finita.
Esto es inmediato pues al tener un nimero finito de generadores y no tener simbolos
de funcion, el dominio de la estructura sera finito.

El ejemplo cldsico de un limite de Fraissé es la construccién de (Q, <) a partir de
sus subestructuras finitas ya que DLO es w—categérica y el limite de Fraissé es una
estructura numerable, dnica salvo isomorfismo, se sigue que (Q, <) es precisamente
el limite de Fraissé de la clase de érdenes lineales finitos. Ademds, la edad de (Q, <)
cumple con la propiedad AP que se enuncia a continuacion:

AP (Propiedad de Amalgamacion) Si A, B,C € Kye: A— B, f: A— Cson
encajes, entonces existen D € K yencajes g : B — D, h : C' — D tales que
goe=ho f.

B/DXC
N

Diremos que un conjunto K tiene la propiedad fuerte de amalagama (SAP) si,
ademads de cumplir con AP, se tiene que

imgNimh=imgoe=1imho f.



Definicion 12. Diremos que una estructura D es débilmente homogénea si dadas
A, B subestructuras finitamente generadas de D, A C B y f : A — D es un encaje,
entonces existe un encaje g : B — D que extiende a f:

A—1-p

Diremos que una estructura D es homogénea si todo isomorfismo entre subestructuras
finitamente generadas de D puede ser extendido a un automorfismo de D.

Teorema 5 (Fraissé). Sean £ un lenguaje numerable, [ K| un conjunto no vacio, a lo
mds numerable de clases de isomorfismo de £ —estructuras finitamente generadas y

K ={A[[A] € [K]},

y supongamos que tienen las propiedades HP, JEP y AP. Entonces existe una uinica
L —estructura ® (salvo isomorfismo) tal que:

e 3 es alo mds numerable
o K eslaedad de®
e X es homogénea

D en el teorema anterior es el limite de Fraissé. A continuacién presentamos un
bosquejo de la demostracién de la existencia del limite de Fraissé':

Lema 2. Sea J un conjunto de estructuras finitamente generadas 'y (D; : i < «) una
cadena de estructuras. Si para cada i < « la edad de D; pertenece a J, entonces la
edad de la union U; ., D; también pertenece a J. Si cada D; tiene edad J, entonces
Ui<a D; tiene edad J.

Demostraciéon: Evidente.

Ahora presentamos la demostracién del Teorema 5. En esta seccién asumiremos
que K es no vacio, que cumple con las propiedades HP, JEP y AP. Construiremos una
cadena de estructuras (D; : i < a) en K tal que se cumple lo siguiente:

® Si A, B son estructuras en K con A C By existe un encaje f : A — D, para
algiin ¢ < w, entonces existen j > ¢ y un encaje g : B — D; que extiende a f.

Supongamos que hemos construido la cadena. Sea D igual a U;«,D;. Entonces
la edad de D pertenece a K por el lema anterior pues por HP la edad de cada D;
pertenece a K. Mads audn, la edad de D es precisamente K. En efecto, si A en K,
entonces por la propiedad JEP existe B en K tal que A C By Dy es encajable en
B. Por ® es posible extender el mapeo identidad en Dy a un encaje de B en D;, para
alguna j, y de esta forma A, B pertenecen a la edad de D. Luego, ® muestra que D

Para més detalles y la demostracién de la unicidad del limite de Fraissé ver [Hod] pp. 326-330.
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es débilmente homogénea, pero una estructura a lo mas numerable es homogénea si y
sélo si es débilmente homogéneaz, D es homogénea con edad K.

Abhora construimos la cadena. Sea P un conjunto numerable de pares de estructu-
ras (A, B) tales que A, B € K y A C B. Es posible elegir P de tal forma que dados
[A],[B] € [K] con A C B, P incluya a un representante de cada tipo de isomorfis-
mo de estos pares de estructuras. Tomemos una biyeccién 7 : w X w — w tal que
7(i,7) > ¢ para todo i, j. Procedemos por induccién: Sea Dy cualquier estructura en
K y supongamos que hemos construido Dj. Entonces existen i, ji tales que, para
ir < k se tiene que 7(ig, jx) = k.

Se listan las ternas (f, A, B) endonde (A,B) € Py f: A — Dj como

((frjs Akjy Bry) 1 § < w).

Construimos Dy41 por AP como en el siguiente diagrama de amalgamacion:
sik = W(ik’jk) 2 1), entonces flmk : Alk]k - Dik CDyy (fik.jk’Aikjk7Bikjk)
se puede extender a un encaje de B;, ;, en Dy 1 como en el diagrama:

Dy 1

ikJk

Dy,
i
c Di,
A

ikJk

B

Con esto se garantiza que se cumple la propiedad ® puesdados AC By f: A — D,
sin < k, entonces D,, C Dy, y la propiedad se cumple de manera trivial. Si k < n

entonces se toma D,, 1, y por construccién, f se puede extender a un encaje de B en
Dn+1 _|

El siguiente teorema nos muestra que todas las condiciones del teorema 5 son in-
dispensables.

Teorema 6. Sea £ un lenguaje numerable y D una estructura homogénea a lo mds
numerable. Sea K la edad de D. Entonces K es distinta del vacio, satisface las pro-
piedades HP, JEP y AP y [ K] es a lo mds numerable.

Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A C B C D. Luego,

2Lema 7.1.4 (b) en [Hod] pag. 327.



se tiene el siguiente diagrama:

Este diagrama no necesariamente conmuta pero, por homogeneidad existe H : B — D
que extiende a h. Sean e : A — B el encaje inclusiony Dy = (H(B), h(C)). Entonces
Ho e= H|s = hoiy se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

_{

En conjunto, el teorema anterior y el teorema 5 nos dicen que el problema de construir
una estructura homogénea numerable se reduce a encontrar conjuntos bien portados
de estructuras finitas. En general mientras mas informacion se tenga de las estructuras
finitas, mas se podrd decir de la estructura homogénea. A continuacién se presentan
una serie de ejemplos de limites de Fraissé.

Ejemplo 2. Sean p un niimero primo y K la clase de todos los campos finitos de

caracteristica p (con .£ = {+,—,-,0,1}). Recordemos que un campo de orden p"
es isomorfo a IFy, @ - - - @ F;, como espacio vectorial sobre [F,,.
N————

T veces
HP: En general las subestructuras de campos (en el lenguaje de anillos) no son cam-
pos, pero para el caso de campos finitos las subestructuras son a su vez campos.

JEP: Sean A, B € K. Entonces el campo generado por A, B pertenece a K 'y A, B
son encajables de manera natural en este campo.

AP: Si A,B,C € K yexisten encajes e, ftalesquee : A - By f: A — C,
entonces tomamos D € K igual a BC'. Luego, de manera natural tenemos ¢ :
B — Dy h:C — D detal formaquesetienegoe = ho f.
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El limite de Fraissé es la cerradura algebraica del campo primo de caracteristica p.
En efecto, sea Fi = oo, F,n1. Observemos que F,, es un campo algebraicamente
cerrado de caracteristica p y que es de hecho la cerradura algebraica del campo primo
F, de caracteristica p.

En efecto, observemos que dados x,y € Fi existe n tal que x,y € Fpn y por lo
tanto z +y y xy pertenecen también a Fi,. Sea ¢ = p™ paran > 1. Entonces es claro
que F, es un subcampo de I7, y por lo tanto I, es un subcampo de F,. Esto demuestra
que F, es un campo de caracteristica p. Ahora veamos que es algebraicamente cerrado.
Sea p(z) un polinomio sobre Fi,, entonces existe n tal que p(z) es un polinomio sobre
F,n y el campo de descomposicién de p(x) es una extension finita de F,. y por lo
tanto es isomorfo a F}; para algin k. Se sigue que F}, es un subcampo de F, y por lo
tanto éste es algebraicamente cerrado.

F es numerable pues es la unién numerable de conjuntos finitos. Es claro que K
es la edad de F. Por el teorema 2.8 del capitulo V en [Lan]® sabemos que F es
homogéneo pues dado un automorfismo de F, es posible aproximarlo por extensiones
finitas de isomorfismos entre subestructuras finitas.

Ejemplo 3. Sea K la clase de los grupos abelianos finitamente generados libres de tor-
sién. En este ejemplo suponemos que nuestro lenguaje incluye un simbolo para inverso.
Ver [Hod] pag. 37.

Recordemos que todo grupo abeliano finitamente generado libre de torsion es iso-
morfo a Z" para algin n.

HP: El lenguaje de grupos incluye un simbolo para inversos, luego toda subestructura
es un subgrupo. Por otro lado, todo subgrupo de Z™ es libre de torsidn, de donde
se sigue esta propiedad.

JEP: De manera natural cumple con esta propiedad considerando el grupo generado
por la unién de los generadores de los grupos mas pequefios.

AP: Seani: A — Byj: A — C encajes. Entonces, dado a € A, defininimos los
conjuntos Dy = B @ C/(i(a),—j(a)), To = {z € Dy | x es de torsién}. Sea
D = Dy/T. Entonces se tiene el siguiente diagrama:

D

]
B/ O\C
N

A

3Sean k un campo, F una extensién algebraica de ky o : k — L un encaje de k en un campo L
algebraicamente cerrado. Entonces existe una extension de o a un encaje de E en L. Si E es algebraicamente
cerrado y L es algebraico sobre ok, entonces cualquier extension de o es un isomorfismo de E en L.
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Definimos k: B — D y [: C — D como

B—-BaeC—D

C—>BaeC—D

en donde las flechas son proyecciones y se cumple que k o i(a) = [i(a),0] ,
Lo j(a) = [0,7(a)]. Ademis [i(a), 0] = [0, j(a)] + [i(a), —j(a)).

Observemos que k, ! son encajes. En efecto, supongamos que existe b # 0 en B
tal que k(b) = 0. Entonces

b— (b,0) — (b,0) + ((i(a), —j(a))) = 0

& (b,0) € ((i(a), —j(a)))
para algtn a # 0.

(b,0) = (i(a),—j(a)) = j(a) =0 < a=0= (b,0) = (0,0)
lo cual es una contradiccion.

El limite de Fraissé de K es la suma directa de una cantidad numerable de copias
del grupo aditivo de los racionales.

En efecto, sea GG; la suma directa de una cantidad numerable de copias del grupo
aditivo de los racionales. Entonces (; es numerable pues es igual a la unién numerable
de conjuntos numerables, K es la edad de (G; y la homogeneidad de G, se sigue por un
argumento similar al del ejemplo anterior.

Ejemplo 4. Sea K la clase de dlgebras booleanas finitas. Recordemos que toda dlgebra
booleana finita es isomorfa a un campo de conjuntos y que de hecho es isomorfa a
P (X) para algin conjunto X finito. Recordemos también que si A es un dlgebra
booleana, diremos que a € A es un atomo si para todo b € A, 0 < b < a implica
que b = 0 0 b = a. Denotamos por 2~ ! el complemento de = (en donde ~! es una
operacion de un argumento) y por At A al conjunto de atomos de A.

HP: Inmediato.

JEP: Sean A, By C édlgebras booleanas finitas, At A = {ai,...,am}, At B =
{b1,...,bn} y At C ={c1,...,¢;} con m,n < l. Definimos f : A — C dela
siguiente manera:

0 si x=0
C; si r€AtA vy 1<i<m-1
= -1
f@) (\/;Zlci) si TEALA ¢ i=m

V f(a;) para a; € At A talque a; <=z

Andlogamente para g : B — C. Es claro que f, g son encajes de A, Ben C.
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AP: Los encajes definidos para JEP funcionan para probar que K tiene la propiedad
AP siempre que los encajes e : A — By i: A — C sean definidos de la misma
forma. Como se demuestra en [FriGra], lema 4, la clase de dlgebras booleanas
cumple con la propiedad SAP, y por lo tanto con AP.

El limite de Fraissé de K es el dlgebra booleana numerable sin dtomos (ABN S A),
que es Unica salvo isomorfismos. En efecto, la clase de subestructuras finitamente ge-
neradas encajables en ABNSA es K. Para ver que ABNSA es homogénea basta
mostrar que es débilmente homogénea (lema 7.1.4 en [Hod]). Sean A, B € K tales
que AC B,Mel ABNSA y f: A— M un encaje. Entonces por AP existe D € K
tal que el siguiente diagrama conmuta:

M
|
D
N
B \f(A)
N
A

con e : A — B igual a la identidad. Entonces k o g es un encaje de B en M que
extiende a f.

Abhora estamos listos para presentar el desarrollo de la construccién de Hrushovski
tomando como punto de partida el limite de Fraissé ya que el segundo es una particu-
larizacién del primero.
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Capitulo 4

Construccion de Hrushovski

En el presente capitulo presentaremos la construccién de Hrushovski de una estructura
fuertemente minimal tal como aparece en [Hru]. La motivacion para desarrollar este
método fue el construir un contraejemplo que refutara la conjetura de Zilber en la
que se afirma que todo conjunto fuertemente minimal no trivial ni localmente modular
interpreta un campo algebraicamente cerrado.

La construccién de Hrushovski se desarrolla de la siguiente manera. Buscamos
obtener una estructura estable que llamaremos el genérico, y que se obtiene como un
limite de Fraissé que ademas cumple con las siguientes condiciones:

e para A, M dos estructuras, una funcién d(A, M) que serd la dimensién de A en
M;

e la nocién de encaje fuerte, que depende totalmente de la funcién dimension;
e la propiedad de amalgama fuerte;

e una funcidn entera del tipo atémico de pares de estructuras finitas que garantiza
que el rango de Morley del genérico es finito. A esta etapa de la construccion se
le conoce con el nombre de colapso.

El interés central del presente trabajo no es la conjetura de Zilber ni la construccion
de Hrushovski como tal, sino las posibilidades que esta técnica ofrece, en particular
en el estudio de la exponencial compleja y de los toros cuanticos. Los toros cuanticos,
o estructuras parecidas a toros cudnticos surgen en teoria de modelos como cocien-
tes de estructuras que se obtienen mediante la construccién de Hrushovski y que se
desarrollard con mds detalle en el siguiente capitulo.

Convencion: En el presente capitulo .# denotard un lenguaje que consta de una
Unica relacion ternaria R. Observemos que esto implica que si A es una . —estructura
y B es un subconjunto de A, entonces B es también una .Z —estructura. Mas atin, si
A, Aj son £ —estructuras, entonces A; U A; es una £ —estructura. De esta forma si
pensamos en A, B como estructuras, A C B significa que A es una subestructura de
B. Si pensamos en A, B como conjuntos entonces tendra su significado usual.
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4.1. Dimension

Definamos pues la funcion dimensién. Sean M una .Z estructura (posiblemente infi-
nita), A C M finita, n(A) la cardinalidad de A y 7(A) el nimero de tripletas a € A3
tales que M F R(a). Entonces:

(i) do(A) =n(A) —r(4) y do(A/B)=do(AUB)—do(B).
(i) d(A, M) =min{dy(B) : Bfinito, ACBC M} y

d(A/B, M) = d(AU B, M) — d(B, M)

La funcién dy es una predimension y d(A, M) es la dimensién de A sobre M. En
general d no es acotada como veremos a continuacion.

Con la finalidad de tener un ejemplo concreto, til e intuitivo que nos permita com-
prender mejor el empleo de la funcién d(A, M) en la construccién de Hrushovski,
presentamos a continuacién una familia de estructuras particulares que clarificaran el
comportamiento de las funciones dy y d.

Ejemplo 5. Sean M = R? y R C M3 tales que
(a,b,c) € R < a,b,cson colineales.

Observemos que si A es una coleccién cualquiera de puntos de cardinalidad m y sin
tripletas colineales, como el conjunto de vértices de un poligono convexo regular de m
lados, entonces 7(A) = 0y se sigue que do(A) =m — 0 =m.
Ejemplo 6. Sean M y R como en el ejemplo antreriory Ag = { (¢,5) | 4,7 € {0,1} }.
Entonces dy(Ag) = 4. Consideremos el conjunto A; = Ag U {(0,k)} con k ¢ {0,1}.
Se sigue que n(A;) = 5y r(A;) = 6 pues (0,0), (0,1) y (0, k) son colineales y existen
6 formas diferentes de ordenar los puntos (0,0), (0,1) y (0, k) para formar elementos
de A3 que pertezcan a R. Luego dg(A;) = —1.

El ejemplo anterior muestra que dy(A) puede no estar acotada y por lo tanto d( A, M)
no estar bien definida. Para evitar esta situacion restringiremos nuestra atencién a una
clase particular de subestructuras en donde la predimension siempre esta acotada.

4.2. Subestructuras finitas

Definicion 13. Una subestructura (finita) A C M es autosuficiente en M si
d(A, M) = d(A, A) = do(A),

y lo denotaremos por A < M.

Si A < M, entonces diremos que M es una extension fuerte de A, o que A es una
subestructura fuerte de 1.

Sea A una £ — estructura tal que R no se satisface en A, entonces cualquier subes-
tructura de A es autosuficiente. A continuacion se construye una familia de ejemplos
no triviales de estructuras autosuficientes.
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Ejemplo 7. Si M, A, y R son como en el ejemplo 6 y As = A; U {aG;} en donde @,
no es colineal con ningtn par de elementos de A;. Definimos de manera recursiva el
conjunto 4,, = A,,_1 U{a,_1} con la condicién de que el punto @,,_1 no sea colineal
con ningun par de puntos de A,,_;. Entonces A; < A; parai < j.

Sea
6 ={A| o < A},

i.e. el conjunto de estructuras finitas A tales que toda subestructura de A tiene predi-

mension no negativa. En efecto, si @ < A, entonces por definicién se tiene que para
todo BC A
0=dy(@) =d(2,9) =d(@,A) < dy(B)

En el ejemplo 5, 6, constaria de todos los conjuntos en los que R no se satisface. En
efecto, supongamos que M y R son como en el ejemplo 5 y sea B tal que existe a € B
cona € R, entonces A C B con A = @ es una subestructura de B con predimension
igual a —3.

Sice M € 65y X C M, diremos que c depende de X en M si

d(X U{c}, M) =d(X,M).

Definicion 14. Dados dos subestructuras finitas A, B de M, diremos que B es simple-
mente algebraico sobre A en M si:

) ANB=o.

i) A AUB.

iii) do(AU B) = do(A).

iv) no existe un subconjunto propio B’ C B tal que do(B’' U A) = dy(A).

B es simplemente algebraico minimal sobre A si ademds de cumplir con las condi-
ciones anteriores se cumple que no existe un subconjunto propio A’ C A tal que B sea
simplemente algebraico sobre A’.

Lema 3. Sean A < N. Entonces:
(i) Si X C Ny X finito, entonces do(X N A) < do(X).
(ii) Si A’ C A, entonces d(A’, A) = d(A’,N).
(iii) Si A’ < A < N, entonces A’ < N.
Demostracion:
(i) SeanY = X . A y ' lacardinalidad de R en X3 ~. A3, Entonces
A(A, N) < do(AUY) = do(A) + (n(Y) — ')

pero como A < N, se sigue que n(Y) — ' > 0. Por lo tanto

do(X) = n(X)—r(X)
n(Y)+n(XnNA) —r(XNA) -1
= do(XNA)+ (nY)—1")
> do(X N A).
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(i) d(A’,N) =min{do(B) | A’ C B} =min{do(BNA") | A’ C B} =d(A’, A).
(iii) Es inmediato a partir de (ii).

_{

4.3. Amalgamacion Algebraica

En esta seccidn se presentan los pasos principales en la construccién de Hrushovski. La
idea central consiste en restringir la clase % a una subclase € cuyos elementos tengan
s6lo un niimero finito de realizaciones de (tipos de isomorfismo de) tipos atémicos y
que cumpla con la propiedad de amalgama. Sin la cota en el nimero de realizaciones
es posible obtener un genérico de acuerdo a la construccion de Fraissé. En este caso es
necesario acotar el nimero de realizaciones para garantizar que el modelo resultante
sea fuertemente minimal.

Definiciéon 15. Sean A un subconjunto de M y {B;} una familia de subestructuras de
M tal que B; N B; = Aparai # j. Sea B la subestructura que tiene como universo al
conjunto UB;, entonces B es el ensamble libre de los B; sobre A si R(¢)y ¢ € B3,
entonces se tiene que ¢ € B para alguna 4. Denotaremos por W(B, B') 4 el ensamble
libre de B, B’ sobre Ay por W;c;(A;)4 el ensamble libre de la familia {A;};cr
sobre A.

Nota: En general para dos subestructuras finitas By, B se tiene que

do(Bl U BQ) < do(Bl) + dQ(BQ) — do(Bl N Bg),

y la igualdad se cumple si y sélo si B; U By es el ensamble libre de B;, By sobre
By N By. En efecto, si W(Bi, B2)p,nB,, entonces no existe a € (B N Bg)? tal que
R(a). Luego

do(B1) + do(Bs) — do(B1 N By) n(By1) —r(B1) + n(B2) — r(Bs2)

—n(31 N BQ) + T(Bl n Bg)
n(By U By) —r(B1) — r(Bz2) + r(B1 N Bs)
n(B1 U By) —r(B; U By)

= do(Bl U BQ).

WV

La desigualdad se da si existen relaciones entre elementos de los B; que no pertenecen
a la interseccién y entonces

—’I”(Bl U Bg) g —T‘(Bl) — T‘(BQ) + T‘(Bl n Bg)

Si por hipétesis no existen relaciones entre los elementos de By y B salvo, tal vez,
las que se cumplen para elementos en By N Ba, entonces al restar —r(B;) — r(Bz) se
estan restando dos veces estos elementos de la interseccion y al sumar r(B; N Bs) se
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tiene la igualdad, lo que demuestra la afirmacién de la nota.

Observemos que si A < B, entonces do(X/B) < do(X/A). En efecto, sea A" =
AU(XNB).Entonces A C A’y

do(X/A") + do(A' JA) = do(X U A) — do(A") + do(A’ U A) — do(A)

pero do(A’ U A) = dy(A’), entonces

do(X/A) + do(A'JA) = do(X U A') — do(A)
= do(XUA) —do(4)
= do(X/A).

Como A < B, se sigue que d(A, B) = dp(A) < do(AU A’). Luego
0 < do(AU A') — do(A) = do(A'/A),
lo que implica que
do(X/A) = do(X/A") + do(A'JA) = do(X/A").

Por tltimo, haciendo uso repetido de la nota anterior y del hecho de que A C B
podemos ver que se tiene que do(X/A’) > do(X/B) pues

do(X/B) = do(XUB)—do(B)

= do(XUAUB)—dy(AUB)

< do(XUA)+do(B) —do((XUA)NB) —do(AUB)

< do(XUA) +do(B) —do((XUA)N B) —do(A) — do(B) + do(AN B)

= do(XUA)—do((XUA)NB)—dy(A) +do(AN B)
do(X/A) —do((X UA)N B) +do(AN B)

= do(X/A) —do(A") + do(A)

= do(X/A") + do(A/A) — do(A) + do(A)

< do(X/A") + do(A"U A) — do(A) — do(A) + do(A)

= do(X/A") + do(A") = do(A) — do(A") + do(A)

= do(X/A") +0.

Lema 4. Sean M € %y, A C M y supongamos que B; es simplemente algebraico
sobre Ay A < (AUJ; B;). Entonces

(i) B;NB; = J parai # j.

(iii) Supongase que A C A C M, A < AUB; y B; ¢ A. Entonces cualquier
isomorfismo de Bj con B, sobre A se puede extender a un isomorfismo sobre A.
Mds avin, AU B; es el ensamble libre de A'y B, sobre A.
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Demostracion:

®

(ii)

(iii)

_{

En efecto, demostraremos que By N By = &

do(A) < do(AU B, UBy)
< do(AUBy) 4+ do(AU By) — do(AU (B1 N Ba))

2do(A) — do(A U (By N By)).

La primera desigualdad se cumple por ser A < AU(J, B;, la segunda se sigue de
la nota anterior al lema y la igualdad se sigue del hecho de que A es simplemente
algebraico sobre B;.

Entonces como do(A) < 2dp(A) — do(A U (By N By)) se tiene que

do(A) — do(AU (B1 N By))

0
) do(A),

<
do(AU(B1NBy)) <

y A < (AU By U By), entonces se cumple la igualdad. Pero By, Bs son simple-
mente algebraicos sobre A, lo que implica por el punto iv) de la definicién 14
queBlﬂBgzg (8] BlﬁBQ:BliBQ.

Del argumento anterior en particular se sigue que
do(A UBi U BQ) = do(A U Bl) + dQ(A U Bg) - do(A @] (Bl N Bg))

pues do(A) = do(A U (B1 N By)) y se tiene una cadena de igualdades. Por la
nota anterior a este lema se sigue el resultado.

Como A < AU B; se tiene que 0 < do(B;/A) < do(B; /AU (B; N A)).
La segunda desigualdad se da porque AU (B;NA) C Ay

n(B; ~ (AU (B;NA))) =n(B; \ A)
y por otro ~ ~
r(B;U(AU(B;NA))) <r(B;UA)
luego, como B; es simplemente algebraico sobre A se sigue que B; N A=g2 o
B,NA=B,.
Por hipdtesis lo segundo no puede pasar por lo que B; N A = @. No ocurre

ninguna relacién entre B; y A salvo las que ya ocurrian entre B; y A, de lo
contrario se tendria que do(B;/A) < 0. Por lo tanto

BiUA=WY(B;, A)4.

Sea v cualquier funcién de la clase de isomorfismo del tipo atémico de B sobre A
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en los enteros que estard definida cuando B es no vacio y simplemente algebraico mi-
nimal sobre A y tal que cumple con

u( [tp(B/A)] ) = do(A),

en donde [tp(B/A)] representa la clase de isomorfismo del tipo (atémico) de B sobre
A. p cumple con ser “finita a uno”, es decir que aunque no es uno a uno, dado un
entero k, existe un nimero finito de parejas (B, A) de clases de isomorfismo tales que
(B, A) = k. Para facilitar la lectura escribiremos p(B, A) en lugar de u( [tp(B/A)] )
y el tipo de (B, A) en lugar de tp(B/A).

Definicion 16. Sea % la clase de .£ — estructuras finitas M que cumplen con:
oM

(ii) Sean B, A; (i = 1,...,n) subconjuntos no vacios de M € % ajenos entre si.
Supongamos que (la clase de isomorfismo de) el tipo atémico de (A;, B) es
constante para cada i y que A; es simplemente algebraico minimal sobre B.
Entonces

La clase € resulta ser la clase de subestructuras finitas del modelo a construir.
Observemos que la primera condicién implica que 4 C %j. La segunda condicién
impone una cota sobre el nimero de soluciones posibles para el tipo atémico sobre B.

Lema 5 (Amalgamacion algebraica). Supdngase que A, By, Bs € €, con A subes-
tructura de B; y By ~\ A es simplemente algebraico sobre A en By. Por conveniencia
supdngase que la interseccion de los B; es Ay sea E = U(B1, Bs) a. Entonces E € €
siempre que no suceda alguna de las dos siguientes condiciones:

(1) By~ A es simplemente algebraico minimal sobre algiin FF C Ay Bs contiene
w(B1 \ A, F) conjuntos ajenos, y cada uno de estos realiza el tipo atdmico de
Bi ~ A sobre F.

(2) Existe un subconjunto X de Bs tal que X N A & X y X se encaja isomdrfica-
mente en Bj.

Demostracién: Veamos primero que £ cumple con la primera condicién de la defini-
cién 16. En efecto, para X C E se tiene por definicién que do(X) = n(X) — r(X),y
como F es un ensamble libre se sigue que:

r(X)=r(XNBy)+r(XNBy) —r(XNA),

n(X)=n(XNDBy)+n(XNDBz) —n(XNA),

luego
do(X) = do(X n Bl) + do(X n Bg) — do(X n A)

Por hipétesis B; . A es simplemente algebraico sobre A, entonces

Ag(Bl\A)UA:Bl
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Por el lema 3 se tiene que do(X N By) > do(X N A). Por lo tanto do(X) > 0.

Ahora se mostrard que si £ ¢ %, entonces se cumple el caso (1) o el caso (2). Por el
pérrafo anterior tenemos que E cumple con la condicién (z) de la definicién 16, enton-
ces E ¢ € significa que falla la condicion (i), i.e. existen ', C', ... C" subconjuntos
mutuamente ajenos de E, tales que C? es simplemente algebraico minimal sobre F'y
que la enumeracién de los C? es tal que realizan la misma clase de isomorfismo del
mismo tipo atémico sobre F'y se tiene que 7 > u(F, C?).

Observemos que se tienen dos casos posibles, a saber, FF C By 0 F' ¢ By, luego
se tiene lo siguiente:

caso 1: F'C By y E ¢ % implica (1).
cas02: F ¢ By y E ¢ € implica (2).

Definimos los conjuntos:

e Ci=C'NnA, C:=C"NB,, parav = 1,2

Fh=FnA, F,=FNB,, parav=1,2

k! la cardinalidad de C?,

r(X/Y)=r(XUY)—rY) y n(X/Y)=n(XUY)—-n(Y)
e B =7r(CL/F) parav =0,1,2

Escogemos rg, 71 tales que 0 < rg < r1 < r'y podemos reenumerar de tal forma que
se tenga
By —Bh >kt —k{ siysélosi i< rg,

yparai > rg, C* = C4 siysélosi i <ry.

Afirmacion 1: vy < do(F1/A).

En efecto, sea i < r. Entonces, Como W(B7, Bs) 4, no existen relaciones entre C{ ~
Cy y AU F salvo aquellas que se cumplen entre Cf \. C§ y AU F}. Por otro lado
(CrNCHN(AUF) = o, luego

do((C} \ C{)JAU Fy) = do((C} ~ C{)JAUF) 4.1)
Por el mismo argumento y la definicién de dj se tiene que

do((C7 ~ Cg)/AU F) < do((C} \ Cp)/C U F). (4.2)
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Ahora

do(Ci N CLJCEUF) = do((Ci N\ CHUCEUF) —do(CLU F)
= do(C1 U F) dO(CO UF) 4.3)
= do(C{UF) —do(CyUF) + (do(F) — do(F))
= dO(Cl/F) do(C§/F)
= (k1 —B1) — (ko — B5)

< 0.

Entonces por las ecuaciones 4.1, 4.2 y la cadena de ecuaciones 4.3 se tiene que
do(C} ~ C4/ AU F) = do(C} ~ Ci/AUFy) < do(C}/F) — do(Ci/F) < 0
Sea C* = ;< (C1 ~ Cj). Entonces

do(C*/ Uigry Co U F) = do(Ui<ryCf U F) — do (Ui Co U F)

pero como los C** son mutuamente ajenos y E es un ensamble libre se tiene (por la nota
posterior a la definicién 15) que

do(c*/ Uigro C(Z) U F) =

To To

do(CHUF)+dy (U ci UF> —do(F)—do(CRUF) - <U Ciu F) +do(F).

i=2 i=2
To ) To )
=do(C}/F) — do(C3/F) + dy <U Ci U F) —dp (U Cciu F)
i=2 =2
y por las ecuaciones 4.3 do(C/F) — do(Cy/F) < 0 se sigue que lo anterior es menor

o igual que
To To
—1+ <UC{'UF> —dy (UC{UF) :

=2 1=2

Procediendo de esta manera concluimos que

70

do(C*/ Uicr, CoUF) = (do(C}/F) = do(Co/F)) <Y —1=—rq.
i=1

i=1

Pero _
do(C*JAU F1) < do(C™"/ Uigry Co U F)

do((CH N CHU(CE N C3)JAUFY) < do((C N CyU(CENC3)/CoU Fy)

Pero A < By, entonces A < (AUC* U Fy) y do(C* U Fy/A) > 0. Luego
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do(F1/A)

do(AU Fy) — do(A)

> To—l—do(C*UFl UA)_dQ(A>
= To—l-do(C*UFl/A)
2 To.

Afirmacion 2: Si i > r1, entonces C§ = @.

En efecto, sea i > rq. Entonces 8] — 8% < ki — k. Por la estructura de F' y el
hecho de que C* es simplemente algebraico sobre F', es claro que

Bl + By — By = ki + kg — ko,

pues

By + By — By = r(C1/F) +1(C3/F) = r(C/F) = r(C"/F)

ki + Ky — ko = n(C1) +n(C3) = n(Ch) = n(C") = n(C"/F),

=n
pero n(C?/F) — r(C*/F) = do(C*/F) = 0. Por otro lado F' < (C* U F) implica
F < (CiU F), entonces 3 < ki.

Las tres relaciones juntas implican que 85 = k} y entonces C% es simplemente
algebraico sobre F'. Por minimalidad se tiene que C4 = @ o que C} = C' pero por
definicién C% # C entonces se sigue el resultado.

Ahora veremos qué sucede cuando se cumple alguno de los dos casos especiales del
lema:

Caso(1: FC By, yE¢ €.

Entonces FF N (B; N~ A) = @ y F; C A. Por la afirmacién 1 do(F1/A) > ro,
pero Fy C A implica que do(F;/A) = 0, luego 7o = 0. Por la demostracién de la
afirmacion 2, C3 = @ o C§ = C* para cadai. Si Ci = C' para cada i, entonces
tanto F' como todas las C estdn en By y la cota requerida sobre r es una consecuencia
del hecho de que By € ¥. Por lo tanto supongamos que C4 = & para algin i, i.e.
C? C By ~ A. Como By, B, estdn en amalgama libre sobre A en E,y C* = C% es
simplemente algebraico sobre ' = F,, se sigue que C* es simplemente algebraico
sobre ' N A, pero Ces simplemente algebraico minimal sobre F', entonces F' C A.
Por otro lado C* C B; . A es simplemente algebraico sobre F C A y entonces
do(C*U F) = dy(F) mientras que B; ~. A es simplemente algebraico sobre A, de tal
manera que O = By \. A. Entonces cada C realiza el tipo atémico de B; . A sobre
F. Luego, sir > u(C!, F), entonces se cumple (1).

Asumamos en lo que resta de la demostracién que F' # Fj, i.e. que F ¢ Bs. En
particular esto significa que F ¢ A.
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Afirmacion 3: rn —7To < dO(Fl/FO) — d()(Fl/A))

En efecto, sea 79 < i < 71. Entonces C* = C%. Como C' es simplemente algebraico
minimal sobre 'y F» C F, se tiene que

do(C?/Fy) > do(C"/F) = 0,

Se sigue que se realiza una instanciacién de R entre C* y F' \. F» que no se cumplia
entre C* y F5. Todas las instanciaciones de R en E suceden entre elementos de B;
o de Bs. La instanciacidn en cuestion debe por lo tanto involucrar elementos de Bj.
Entonces la relacién ocurre entre algunos elementos de C? y de F} y por lo menos un
elemento de I} \ Fp debe estar involucrado. Podemos decir entonces que F; \ Fpy y
Fy U C} estdn relacionados ya que C* = C4. Como los C}} son mutuamente ajenos y
estdn contenidos en A, existen al menos r; — g relaciones entre F; N\ Fjy y A. Luego,

do(F1/Fy) — do(F1/A) = (r1 —710).
pues

do(Fy/Fy) — do(F1JA) = do(Fy U Fo) — do(Fy) — do(Fy U A) + do(A)

pero
do(F1 U Fy) — do(Fo) = n(Fy U Fy) — r(Fy U Fy) — n(Fy) + 7(Fp)
= ’/l(Fl N Fo) - T’(Fl U Fo) + ’I‘(Fo)
y
—do(F1 UA)+do(A) = —n(FLUA)+r(F1UA)+n(A) —r(A)
= —H(Fl N Fo) + T(Fl U A) — ’I“(A)
Entonces

dO(Fl/FO) — do(Fl/A) = —T(Fl U Fo) + T(F()) + T(Fl U A) - ’I’(A)

=—r(F)+r(Fo) +r(FLUA) —r(A)
=r(F/A) —r(F1/Fp)

Caso (2): Supongamos que 7 > 7.

Entonces por la afirmacion 2 se tiene que C = &, i.e. C" C Bj,y como se mostro arri-
ba en caso 1, se sigue que ' C B;. Si C* C By, para todo i, entonces todo sucede
dentro de B; € € y por lo tanto E € €.

Supongamos que C* ¢ By para algin i. Si C* C B, \ A, entonces, al ser C*
simplemente algebraico minimal sobre F', y F' C By, debe suceder que F' C Ay
entonces F' C Bs. Lo cual contradice nuestra suposicién. Luego C§ # @ y otra vez
por minimalidad do(C¢/F) > 0.

Entonces

do(Cy ~ C/CHUF) = do(C3/F) — do(C§/F) < do(C5/F).
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Pero ' 4 '
do(C3/F) = do(C3/F U CY)

pues (F UC?) C B; mientras que C} C By y entonces C? no contribuye nuevas re-
laciones. Por la propiedad de ser simplemente algebraico do(C%/F UC}) < 0. Luego
do(C3 . Cl/CEUF) < 0.

Sea X = Fy U C%. Entonces
d(X/X n A) = d()(C% U .F()/Cé @] F())

= do(CyUFy) — do(Ch U Fy)
= do(CLUF) —do(CLUF) <0.

La dltima igualdad se sigue de la suposicion de que F' # F5. Esta cadena de igualdades
implica que X N A no es fuerte en X y el tipo atémico de X se realiza en B; dentro de
FUCT™. Esto implica la existencia de un encaje de X en By, y por lo tanto se cumple (2).

Si no se cumplen ninguno de los dos casos especiales, entonces por la negacién de
(2), y por las afirmaciones 1 y 3 se tiene que

=1 :(T17T0)+T0 g (dQ(Fl/Fo)7d0(F1/A))+d0(F1/A)
= do(F1/Fp) < do(F).

La ultima desigualdad se sigue del hecho de que F' = F3. Por la eleccién de p se tiene
que do(F) < pu(C F). A
4.4. Amalgamacion Autosuficiente

Por el lema 5 sabemos que ¢ cumple con la propiedad de amalgama libre. Ahora
veremos que también cumple con la propiedad de amalgama autosuficiente.

Lema 6 (Amalgamacion autosuficiente). Supdngase que A, A1, A2 € €, A < A;.
Entonces existen E € €y encajes f; de A; en E tales que f1|A = f3|Ay f; A; < E.

Demostraciéon: Procedemos por induccién sobre n = |A; \ A|+|Az \ A|. Paran = 0
es inmediato pues esto implica que

|A] = [As] = [Ag].
Supongamos que el resultado se cumple para n = k. Sea
d(A, A1) =d(A, Ay) =d(AA) =d.

Caso 1: existe X, con A C X C Ay, tal que do(X) = dy(A) = d. En este caso se
tiene que A < X < A;. Por induccién, podemos amalgamar X con As sobre A pues

X VAl + Ay~ Al < AL~ Al + Az Al
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Andlogamente se amalgama A; con X U A, sobre X. El resultado es F, con A1 < F
y A2 < XU AQ < E.

Caso 2: d(Ay, A1) > dy no ocurre el caso 1. Sea b € A;. Entonces no existe X
talque AUD C X C A; ydo(X) =d, luego d(AUb, A1) = d + 1. Observemos que
la amalgama libre de AU by A, estaen € y satisface los requisitos. Como

d(AUb,AUDb) <d(AA)+1=d+1
se sigue que A Ub < A;. Por induccién es posible amalgamar A; con As sobre A U b.

Caso 3: d(A;1, A1) = d y no ocurre el caso 1. en este caso A; \ A es simplemen-
te algebraico sobre A y digamos que es simplemente algebraico minimal sobre F' C A.
El punto (2) del lema 5 no puede ocurrir pues A < As. Si ocurre (1) del lema 3, el
tipo atémico de A; \ A sobre F se realiza u(A; \ A, F') veces en Ay. Como se tiene
que A < A, cada realizacién estd contenida en A o, por el punto (7i7) del lema 4
estd libremente ensamblada con A sobre F'. Si ocurre el segundo caso, entonces la rea-
lizacién en cuestion realiza el tipo atémico de A; \. A sobre F', luego la amalgamacién
se puede obtener al identificar A; . A con esta parte de As. En el otro caso A contiene
(A N A, F) realizaciones ajenas del tipo atémico de A; ~. A sobre F, por lo que A,
contiene (A1 \ A, F') + 1, contradiciendo el hecho de que 4; € %

Por ultimo, si no se cumplen ni (1) ni (2), entonces el lema anterior afirma que
Aj, As pueden ser libremente ensamblados en € sobre A. S6lo queda por ver que la
amalgama F cumple con ser una extension fuerte de A; y As, pero esto se sigue del
lema3yaque A< A; y A< As. A

4.5. El conjunto fuertemente minimal

Consideremos la siguiente descripcion de un modelo M:
(1) M es una .Z estructura numerable.
(2) Toda subestructura finita de M estd en €.

(3) Sean B < My B < C, con C € . Entonces existe un encaje f : C' — M tal
que f(C) < My f|B = Idp.

Observemos que en toda .Z —estructura que satisface (2), para cada A C M finita
existe B finitatalque A C B C M, d(A, M) = d(B, M) y B es autosuficiente en M.
Por un argumento de bisimulacién es posible ver que M es tnica salvo isomorfismos.
Fijemos una tal estructura M.

Observemos que existe A C M tal que d(A, M) es arbitrariamente grande.

Lema 7. Sea d(A) = d(A, M). Entonces
(i) d(C)<d(aC) <d(C)+1.
(ii) Si d(aCb) = d(Cb) = d(C), entonces d(aC) = d(C).
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(iii) Si d(aCb) = d(Cb) y d(aC) > d(C), entonces d(aCb) = d(Ca).
(iv) Si d(Ca) = d(C) = d(Cb), entonces d(C) = d(aCb).
(v) Si d(aC) = d(C), entonces d(aCb) = d(Cb).
Demostracion: (i) y (ii) son evidentes.
(iii) d(aCb) =d(Cb) < d(C)+1 < d(aC).

(iv) Sean Ey, Fs tales que Ca C Eq, Cb C Ey y do(E71) = d(C) = do(E») y cada
uno es minimal. Sia € Es o b € E; no hay problema. Sea ' = E; N Ey. By
aporta por lo menos tantas relaciones como elementos a E' pues en caso contrario
se tendria que d(C') < do(E1). Asi,

do(E7 U Eg) < do(Eg) = d(Cb)
De manera anédloga para E; y do(Ca) se sigue el resultado.

(v) Observemos que si d(C) = d(Cb) entonces se cumple (iv) y el resultado se
sigue. Por lo que supondremos que d(C') < d(Cb). Entonces

d(C) < d(Cb) < d(aCb) < d(aC) + 1 = d(C) + 1.
d(Cb) = d(aCb).

_{

El lema anterior demuestra que la relacién d(aC) = d(C) es una relacién de de-
pendencia. Observemos que si d(aC) > d(C), C C E, do(E) = d(C), entonces
d(E) = d(C), luego tanto E como aE son autosuficientes en M y no se cumple nin-
guna relacién entre a y F, por lo que tp(aC') queda completamente determinado por
este hecho, es decir, por el tipo de C'y el hecho de que a no depende de C.

(3) no es una propiedad de ler. orden asi que la reemplazamos por:
(3’) M contiene un conjunto infinito tal que d(A) = n(A) para A C I finito.

(3”) Supongamos que B C M, B< C, C € € y C~ B es simplemente algebraico
sobre B. Supongamos también que siempre que X C M realice un tipo atémico
realizado por C, se tiene que X N B < X. Entonces existen u(C \ B, B)
soluciones distintas C’ en M del tipo atémico de C sobre B.

Afirmacion: (1,2,3) y (1,2,3°,3”) son equivalentes. En efecto, supongamos (1,2,3). En-
tonces (3”) se sigue del lema Sy (3’) es trivial.

Supongamos ahora (1,2,3°,3”). Entonces (3) se sigue tal como en la demostracién
del lema 6, i.e. podemos asumir que no existe C’ tal que B < C’ < C salvo que se
cumpla que C' = B o C’ = C. Esto implica que C es simplemente algebraico sobre
B,osino C'= BU{c} y cnodepende de B. En el segundo caso, sea I’ C I tal que la
cardinalidad de I’ es mayor que la de B. Entonces existe un ¢’ € I tal que ¢’ no depende
de By ¢ — ¢ es el encaje requerido. En el caso algebraico, digamos que C' \. B es
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simplemente algebraico minimal sobre B’ C B. Por (3”), existen r = u(C' \ B, B’)
soluciones C1, ..., C, del tipo atémico de C' . B sobre B’ ajenas entre si. Como
B < M también se tiene que B N (B’ U C;) < (B’ U ;) de tal manera que si
C; N B # @, entonces C; C B. Si cada C; esta contenido en B, entonces existen 7 + 1
soluciones (incluido C' . B) en C' del tipo atémico, lo que contradice el hecho de que
C € ¥. Sialguno de los C; no estd contenido en B, entonces es ajeno a By, mas aun,
no tiene relaciones con B salvo las que tiene con B’ (pues B < M). Luego, C — C;
nos da el encaje que buscamos.

Lema 8. Sean M1, M5 tales que satisfacen (1,2,3°,3”)y f : Ay — As un encaje
de L —estructuras, con A; < M; y A; finito. Entonces f se puede extender a un
isomorfismo entre My y Mo.

Demostracion: (1,2,3) permite bisimulacion entre estructuras autosuficientes. -
Corolario 1. M es saturado

Demostracion: Por el teorema 1 M serd equivalente por bisimulacién a sus exten-
siones elementales y, por el teorema 2, M serd isomorfo a cada extension elemental
numerable de si mismo. Se sigue que s6lo hay una cantidad numerable de tipos realiza-
dos en cada estrato de extensiones elementales de M. Por lo tanto existe una extension
elemental saturada de M a la cual debe ser isomorfa. -

Corolario 2. M es fuertemente minimal

Demostracion: Sean A C M un conjunto finito y x un elemento cualquiera. Por el
lema 4 sabemos que existe una Gnica 6rbita de elementos que no dependen de A. Como
M es saturado, basta demostrar que cualquier otra érbita es finita.

1. Existe A’ autosuficiente, algebraico sobre A C A’. Elijamos A’ minimal tal que
A C A'ydy(A") = d(A). Sea A” cualquier conjugado de A’ sobre A. Afirma-
mos que A” = A’. Siesto no se cumple, sea A" = A”NA’. Entonces do(A"") >
d(A), y por minimalidad se tiene que do(A’/A"") < 0. Luego do(A’/A") < 0
y se tiene que do(A’/A") < 0. Entonces do(A’ U A”) < do(A”) = d(A). Esto
contradice la definicién de
d(A) =d(A, M).

2. Si x depende de A entonces x es algebraico sobre A y d(zA) = d(A). Sea
B un superconjunto de {z} U A tal que do(B) = d(zA) = d(A). Es claro
que podemos elegir A’ de tal forma que A’ C B. Sea By = A’ y témense
By,..., B, tales que B;;; \ B; es distinto del vacio, simplemente algebraico
sobre B; y B,, = B. Claramente B,/ B; es algebraico para cada . Como A’/ A
es algebraico y z € B, se sigue el resultado.

33



Parte 11

Campos Esmeralda y Toros
Cuanticos
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Capitulo 5

Construccion del Campo
Esmeralda

En el presente capitulo seguimos el desarrollo presentado en [Cay] sobre el trata-
miento de los campos esmeralda.

Definicion 17. Sea K la clase de todas las estructuras bicoloreadas de la forma
V= ((V, +,0, (Q')qua 1, (Prrb)7n€Z+)§ (F, =+, ')5 ex:V — F)
y que satisfacen las siguientes condiciones:

(K1) V = (V,+,0,(g")qeq) es un Q—espacio vectorial en el que la multiplicacién
por escalares estd dada como funciones unarias q-.

(K2) F' = (F,(W)wezary) es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0,
equipado con relaciones para puntos que pertenecen a subvariedades algebraicas
de F™ (paracadan € Z™) definidas sobre Q. Al conjunto de estas variedades las
denotaremos por Zarg. En particular esto incluye relaciones ternarias ¢ +y = z
y zy = z y relaciones unarias x = ¢, para cada g € Q.

(K3) ex es un homomorfismo de V' sobre el grupo multiplicativo F™*.

(K4) T esun subgrupo de V' con un elemento distinguido 1 y relaciones unarias P,,, C
I tales que (T, +, 0, 1, (Pp,).m ) s elementalmente equivalente a (Z, +,0, 1, (mZ),, ).

(K5) Ker(ex) tiene interseccién trivial con T'.

En una estructura V € K llamaremos a los elementos de I y a sus imdgenes bajo
ex puntos esmeralda. Denotaremos por V = (V,T', ex, F') a los elementos V de K y
lo llamaremos campo esmeralda.

Lema9. La clase K tiene una axiomatizacion de primer orden que consiste de Y3—enunciados.

Definicién 18. Sea Sub K la clase de todas las estructuras A = (VA TA, ex?, FA)
tales que:
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(i) A es una subestructurade V € K
(ii) ex” es sobre FA ~ {0}.

Sea F'in K la clase de estructuras de Sub/C con dominio de dimensién finita (como
espacio vectorial).

Notacién: Denotaremos por spanl’ al espacio generado por I' y escribiremos A en
lugar de VA.

Sea S un subconjunto de un campo de caracteristica 0. Entonces ¢r.d.(S) deno-
tard el grado de trascendencia del campo Q(.S). Si S es un subconjunto de un espacio
vectorial sobre Q, entonces lin.d.(S) denotard la dimensién de S como espacio vecto-
rial sobre Q.

Definicion 19. Sea A € SubK y X un subespacio de dimension finita de A. entonces
la predimensién de X en A se define como

d4(X) = 2tr.d.(ezX) — lin.d.(X Nspanl’)
y para X, Y subespacios de A, con X de dimensién (lineal) finita
SAX/Y) =2trd.(ex(X +Y)/exY) — lin.d.((X +Y) N spanT'/Y N spanl).
En adelante escribiremos Xt en lugar de X N spanl'.

Observemos que si A y A’ contienen a X y ambos inducen la misma estructura
en X, entonces 0.4(X) = §4 (X). En particular se cumple cuando una estructura es
subestructura de la otra. De manera similar el valor de § 4 (X/Y") es igual para cualquier
estructura A’ que contenga e induzca la misma estructura en X + Y. En general con-
fiaremos en que del contexto quede clara la estructura en X y omitiremos el subindice
de § A (X ) .

Si X y Y son ambos de dimensién lineal finita entonces
IX/Y)=48X+Y)-46(Y).

Lema 10. Sea A € subK. Si X,Y, Z son subespacios de A, X,Y son de dimension
finitayY C X, entonces

0X/Z)=0Y/Z)+ (XY + Z).

Definicion 20. Sea subK la clase de estructuras en subKC tales que, para cada subes-
pacio X de dimensién finita de A, se tiene que § 4(X) > 0.

Diremos que los elementos de subkC, satisfacen la condicion de predimension.
Sean Ky y FinKy las clases IC N Subly y FinkC N SubK respectivamente.
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5.1. Extensiones Fuertes

Definicion 21. Sean Ay A’ estructuras en SubK tales que A C A’. Diremos que la
extension A C A’ es fuerte o que A es autosuficiente en .4’ (denotado por A < A’)
si para cada subespacio de dimensién finita X C A’ se tiene que §(X/A) > 0.

Si f: A— Besunencajede Aen By A < B, entonces diremos que f es un
encaje fuerte.

Lema 11. Si A, B, C son elementos de SubK tales que A < B < C, entonces A < C.

Demostracion: Sea X un subespacio de C de dimensién finita. Observemos que
5(X/A) > 8((X + A)r/A)

ya que, por un lado se tiene que

tr.d.(ex X/ex A) > trd.(ex(Xr+ A)/ex A)
= trd.(ex(X +A)r+ A)/ex A),

y por otro se tiene que

Observemos también que se cumple la siguiente igualdad:
(X +A)r/A) =0((X+A)r/(X+A)rnNB)+ (X + A)rNB/A).
En efecto, por definicién

e S((X+Ar/A) = 2rdlex((X+ A)r+ A)/ex A] —lin.d.[(X + A)r + A)r/Ar]
= 2trd.ex(Xr + A)/exA] — lind.[(X + A)r/Ar];

o J((X+A)r/(X+A)rnB) =2trd.[ex((X+A)r+(X+A)rNB)/ex( (X+A)rNB)]
—lind[(X+A)r+ (X+A)rNB)r/((X+ A)rNB)]
= 2tr.d.lex(X + A)r/ex((X + A)r N B)] — lin.d.[(X + A)r /(X + A)r N Br);

o S((X+A)rNB/A) = 2tr.d.Jex((X+A)rNB+A)/ex A|—lin.d.[(X+A)rNB+A)r/Ar]
= 2tr.d.[ex((X N B)r + A)/exA] — lin.d.[(X N B)r + Ar/Ar].

Luego, debemos mostrar que

2tr.d.lex(Xr + A)/ex Al — lin.d.[(X + A)r/Ar]
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esigual a
2tr.d.lex(X + A)r/ex((X + A)r N B)] + 2tr.d.lex((X N B)r + A)/exA]

—(lind.[(X +A)r/(X + A)rNBr|+lind.[(XNB)r+ Ar/Ar]).
Observemos que lin.d.[(X + A)r/Ar] = lin.d.(Xt). Por otro lado

lin.d.[(X + A)r /(X + A)r N Br] + lin.d.[(X N B)r + Ap/Ar]

= lin.d.[(X + A)r/(X + A)r N Br] + lin.d.(X N B)r
= lin.d.[(X + A)r/(Xr + Ap) N Br] + lin.d.(X N B)r
= lin.d.[(X + A)p/(Xr N Br + Ap 0 Br)] + lin.d.(X N B)p
= lin.d.[(X + A)r/(Xr N Br + Ar)] + lin.d.(X N B)r
= lin.d.(Xr).

Para los grados de trascendencia tenemos el siguiente diagrama para las extensiones:

ex (Xr + A)
ex (X + A)r
ex ((XNB)r+A4) t3 31
\
to 2 \
ex (X +A)rnB)
ex A

en donde los ¢;, u; representan los grados de trascendencia de las respectivas extensio-
nes y entonces t3 = uj + t1 — ug + ta.

En efecto, observemos que
uy = tr.d.[lex (Xt + A)/ex (X + A)r| = tr.d.|A/Ar]

que
’ ug = tr.d.Jex (X NB)r+ A)/ex (X + A)r N B)]
=trd.ex ((XNB)r+A)/ex (X NB)r+ (AN B)r)]
=trd.lex (X NB)r+ A)/ex ((X N B)r+ (4)r)]

= tr.d.[A/Ar]
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y se tiene que t3 = t1 + to.
0((X + A)r N B/A) es no negativo ya que A < B. Por otro lado,
tr.d.(ex(X + A)r/ex((X + A)r N B)) > tr.d.(ex(X + A)r/ex B)
y por la modularidad de la dimensidn lineal se tiene que

lin.d.(X + A)r/(X + Ar N B)r) = lind.(X + A)r/((X + A)r N Br))
lin.d.((X + A)r + Br/Br)
— lin.d.(X + A)r + B)r/Br).

Por lo tanto, §((X + A)r/(X + A)r N B) > 6((X + A)r/B). La parte de la derecha
de la desigualdad es no negativa pues 5 < C.

Lema 12. Si (A;);<., es una cadena ascendente de estructuras de SubKy con A; <
Aj para todo i < j, entonces A = U; A; pertenece a SubKy y es una extension fuerte
de cada A;. Si cada A; pertenece a Ky, entonces A pertenece a KCy.

Demostracion: Sea (A;);<,, una cadena ascendente de estructuras de Subky tal que
A; < Aj paratodo ¢ < j. Como la clase SubK tiene una V3—axiomatizacion, se sigue
que A pertenece a Sub/C. Por otro lado, como cada subespacio X de A de dimensién
finita pertenece a algtin A;, se sigue que .4 satisface la condicion de predimensién y es
una extension fuerte de cada A;. -

5.2. Existencia

Ahora mostraremos que [y es no vacifo. Para esto primero mostraremos que exis-
te una estructura en SubKy. Sea & = (E,T¢,ex® ex®(E)) la estructura tal que
E = Q, I’ = Z, ex® = exp|p y las interpretaciones necesarias para los demds
simbolos del lenguaje. Entonces £ estd en Sub/lCy. Que £ cumple con la condicién de
predimension equivale a revisar que §(0) =0 >0y 0(F) =2 —1 =1 > 0. Mds adn,
observemos que para cualquier A € SubKC, £ es una subestructura de A.

Lema 13. Para cada A en SubKy, existe V en K tal que TV = T'A. En particular
ALV

Demostracién: Sea F' un campo algebraicamente cerrado tal que (FA, (W4)y) es
una subestructura de (F, (W) ). F existe por la definicién de SubK. Si F = F* no
hay nada que hacer. Supongamos por lo tanto que esto no sucede. Sea {b; : i < A\} una
enumeracion de F'\. (F*U{0}). Definamos una cadena ascendente de homomorfismos
ex; : Ay — F* coni < \ytales que Ay = A, exq = ex?,y para cada i, A; es un
espacio vectorial sobre Q y b; es la imagen de ex; ;1 de la siguiente manera:

Sea {a; : i < A} una enumeracién de un conjunto linealmente independiente sobre
A. Dado ex;, si b; pertenece a la imagen de ex;, entonces ex;11 = ex;, Si no, entonces

1

elegimos de manera inductiva elementos b;" € F, m € Z* tal que, para todo m,[ €
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1

7", (bﬁ)l = b[’% y definimos 4,11 = A;+span(a;)y eaci+1(v+%ai) =ex(v)(bm)
paracadav € A;, L€ Zym € ZT.

Por dltimo tomamos V' = | J; A;, ex = |J, ex;, I' = I'g y las interpretaciones ade-
cuadas para los demds simbolos se tiene que la estructura V = (V,T', ez, F') contiene
a A como subestructura. Ademds, como I' = Ty, es claro que A < V. Del lema 11 se
sigue que V € K. 4

Observemos que en la construccién de V a partir de A en la demostracién anterior,
es posible que el niicleo vaya creciendo. Si asumimos que A es tal que ex(A) contiene
a todas las raices de la unidad, entonces la construccidn preserva el nicleo, i.e. kerY =
ker. De hecho, en este caso ker N A; = ker N A; 4, para todo i. Para ver que esto se
cumple, tomemos a € ker N A; 1 y escribamos a = qa; + a’ con a’ € A;. Entonces,
sig = 2, param,n € Z, tenemos que ex(a;)™ = ex(—a’)" € ex(A;). Observemos
que como A; es divisible, todo elemento de ex(A;) tiene raices en ex(A4;) de todos
los 6rdenes. Por lo tanto la suposicién de que también contiene a todas las raices de la
unidad implica que todas las raices de elementos de ex:( A;) pertenecen a ex(A;). Como
sabemos que el elemento ex(a;) no pertenece a ex(A;) pero el elemento ex(A;)™ si
estd, necesariamente m = 0. Por lo tanto a € A;.

5.3. Amalgamacion

Ahora probaremos que los elementos de SubK cumplen con la propiedad de amalga-
macién con respecto a encajes fuertes. Aplicando de manera inductiva esta propiedad
y el lema 13 se demuestra que existe un tipo especial de elementos de /Cy llamados
modelos ricos que tienen en comun una teoria de ler. orden que es bien portada.

Lema 14 (Amalgamacién). Sean A,B,C € SubKg tales que A < By A < C.
Entonces existe D € SublCq tal que C < D y B se encaja de manera fuerte en D sobre

A

Demostracion: Si reemplazamos a 3 por una copia isomérfica de 3 sobre A, podemos
asumir que BN C = Ay que Q(F?) y Q(F°) son algebraicamente independientes
sobre Q(F), i.e. para cualquier 3 € Q(F?) que sea algebraicamente independiente
sobre Q(F) también lo es sobre Q(FC), y para cualquier v € Q(FC) algebraica-
mente independiente sobre Q(F4), también lo es sobre Q(F5). Sea b una base lineal
de B sobre A. Sea D la suma de C'y B en un espacio vectorial mds grande, i.e.
D =C + spanb. Sean TP =T¢ + T8y PP = P¢ + P5 para cada m.

Sea ex? : D — Q(FC U FP)%9 definida por ex?(c + b) = ex®(c)ex(b) para
todos c € C'y b € span b.

Es facil ver que las estructuras D = (D, I'P, ex?, exP (D)) satisfacen las condi-
ciones necesarias para pertenecer a Sub/C.

Veamos ahora que la predimensién es no negativa en D. Observemos que para
cualquier subespacio X de D de dimension finita se tiene que §(X) > §(XF) luego,
podemos asumir que X est4 contenido en span I'P. Tenemos que

0(X)=0(XNC)+6X/XNC).
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La primera parte es no negativa ya que C' € K. Para la segunda parte recordemos que
para cada x € X, es posible escribir z = z¥ + z¢ para algiin 2 € Bry z¢ € Cr.
Luego, para X2 = {28 € Br : 32 € Cr, 2P + 2} se tiene que
tr.d.(exX/ex(XNV)) = trd.(exX/F)
= tr.d.(exXB/FC)
= tr.d.(exXB/FA).
Por otro lado, usando la modularidad de la dimensién lineal y nuestra suposicién ante-
rior se tiene que
lind(X/XNC) = lind(X/XNCr)
Zin.d.(X + CF/CF)
= lin.d.(XB + CP/CP)

Por lo tanto §(X/X N C) es mayor o igual a §(XZ/A), que es no negativa pues, por
hipétesis, A < B.
Mas atn, para cualquier subespacio X de D de dimensidn finita se tiene que

5(X/C) =2 6((X +C)r/C)
y de la misma manera que se hizo arriba, existe un subespacio X ” de B tal que
(X +C)r/C) = 6(XP/A) > 0.

Por lo tanto, C < D. Un argumento similar prueba que B < D.

En la demostracion anterior By C se encuentran dentro de D de la manera mads in-
dependiente posible. Cuando esto sucede es comuin decir que By C estan en amalgama
libre.

Definicion 22. Sean B, C subestructuras (en SubKy ) de un elemento V de SubK.
Diremos que B y C estdn en amalgama libre si Q(F5) y Q(F°) son algebraicamente
independientes sobre Q(F) y tales que (B + C)NT = (BNT)U (C NT) en donde
A es la estructura con universo A = BN C.

Es importante resaltar que si 3, C son subestructuras (en Sub/Cy) de una estructura
V de SubKy, entonces §(B+C/B) < §(C'/BNC) y es facil ver que se tendrd igualdad
si y sélo si By C estan en amalgama libre. Como por el lema 13 todo elemento en
SublCy tiene una extension fuerte en Sub/Cy, se tiene el siguiente corolario al lema 14

Corolario 3. Sean A, B,C elementos de SubKy tales que A < By A < C. Entonces
existe V en K tal que C <V y tal que B se encaja fuertemente en'V sobre A.

A continuacién definimos la subclase de estructuras de /Cy en la que centraremos
nuestro estudio.

Definicion 23. Diremos que una estructura )V de Ky es rica si para cualesquiera A, 5
elementos de F'inkK tales que A < V'y A < B existe un encaje fuerte de B en V sobre
A.
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La existencia de modelos ricos en Ky se puede derivar de la aplicacién inductiva
del corolario anterior.

Lema 15. Para cualquier C en SubKy existe V en Ky, con C < V tal que para cua-
lesquiera A, B en FinKy tales que A < By A < C existe un encaje fuerte de B en'V
sobre A.

Demostracién: Sea {A; : i < A} una enumeracion de todas las subestructuras fuertes
de C en FinkCy, y para cada ¢ sea {B3;; : j < A;} una enumeracién de todas las
extensiones fuertes de A; en F'inky médulo isomorfismos sobre A;.

Obtenemos V como la unién de una cadena fuerte ascendente {V; : i < A} en Ko,
una extension fuerte de C en Ky como en el lema 13. Dado V; definimos V;;1 de la
siguiente manera: sea V;o = V;. Para V;;, sea V(41 (en Ko) una extension fuerte de
V;; en la que B;; se encaja de manera fuerte sobre A;. La existencia de esta extension
queda garantizada por el corolario anterior. Por dltimo hacemos V;;1 = U;V;;. Es
claro que si construimos V' de esta manera, entonces tiene las propiedades deseadas. -

Lema 16. Para cualguier C en SubKy existe unV en Kg tal que C < V.

Demostracion: Se sigue de la aplicacion inductiva w veces del lema anterior y tomando
la unién de la cadena fuerte resultante. -

5.4. Cerradura autosuficiente

Definicién 24. Sea .4 una estructura en SubKy y sea X un subconjunto de A. La
cerradura autosuficiente de X, denotada por cl 4 (X), es la subestructura fuerte de A
mas pequeila que contiene a X .

Sea A en Subky. Diremos que un subconjunto X de A es de dimension finita si
estd contenido en un subespacio de dimension finita de A.

Definicion 25. Definimos la funcién dimensién d 4 asociada a 6 en A de la siguiente
manera: para cualquier subconjunto X de dimension finita de A, sea

da(X)=min{é(B): X cBCV, dim B < o0, 1 € B}.

Observemos que si A satisface la condicién de predimension, d 4(X) existe para
cualquier subconjunto X C A de dimension finita.
Para cualquier X, sea {A; };cs un sistema dirigido de subespacios autosuficientes

de A tales que X C |J,;; Ai. Entonces definimos cl4(X) = (J;c; Ai
Lema 17. La cerradura autosuficiente de cualquier conjunto X del universo de A
siempre existe.

Demostracion: Sea S la coleccion de todos los subespacios B de A de dimensién finita
que contienen al elemento 1 y tales que X C By §(B) = d4(X). Observemos que
basta demostrar que:

e SeS
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o NS = clu(X)

i.e. que (S < A. Como todos los elementos de S son de dimensién finita, esta in-
terseccion es igual a la interseccion de un nimero finito de elementos de S. Luego,
bastara con demostrar que S es cerrado bajo intersecciones finitas:

Sean By, By en S. Entonces para B = B; N By tenemos que

(B1) = 6(B) + 6(B1/B).
Por la submodularidad de §, §(B;1/B) > §(B1/Bz2), y como By pertenece a S,
§(B1/Bs3) 2 0;

Luego §(B1) = 0(B). Por lo tanto §(B) = 6(B1), yaque By estien S. Luego B € S.
Ahora, para ver que se cumple la segunda condicién, sean D un subespacio de A
de dimension finitay S = () S. Entonces

§(D/S) =8(D+S) —4(S),

pero como S € S, se sigue que (D + S) > §(S) y por lo tanto S < A.
De lo anterior es claro que si X es de dimension finita, entonces ¢l 4(X) también
lo serd.

Lema 18. Sea B en SubKy una subestructura fuerte de A (en SubKy) y sea X un

subespacio de dimension finita de A. Entonces clo(B + X) tiene dimension finita
sobre B.

Demostracién: Como B < A, de todos los subespacios de A de dimension finita que
contienen a X, podemos elegir Y tal que 6(Y/B) es minimo. Para cualquier Z de
dimensién finita tenemos que

§(Z/B+Y)=6(Z+Y/B+Y)=6(Z+Y/B)—5(Y/B)

y por la eleccién de Y estos valores son no negativos. Por lo tanto B + Y < A, de
donde se sigue el resultado. -

Observemos que si A, A" estan en SubKy y A < A’, entonces para cualquier
subconjunto X de A de dimensioén finita

da(X) =da(X) vy da(X)=cla(X).
Luego, para cualquier X, no necesariamente de dimension finita se tiene que

Cl_A(X) = CZ_A/(X).

5.5. Riquezay cerradura existencial

Definiciéon 26. Dadas V, 1V’ en K. Sea S un conjunto no vacio de isomorfismos, tal que
cada uno tiene una subestructura B de V como dominio y una subestructura B’ de V’
como contradominio. Diremos que S es un sistema de bisimulacion de V en V' si
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e para cualquier f € Sy cualquier ¢ € V, existe f € S que extiende a f y tal que
c estd en el dominio de f.

e para cualquier f € S'y cualquier ¢’ € V’, existe f € S que extiende a f vy tal
que ¢’ esté en el contradominio de f.

Lema 19. Sean V, V' estructuras ricas. Si el conjunto de isomorfismos
S={f:B—-B:B,B € FinKo,B<V,B' <V'}
es no vacio, entonces es un sistema de bisimulacion' de V en V',

Demostracién: Para cualquier f : B — B’ en S, y cualquier ¢ € V, sea C =
cly(Bce) <V, entonces f':B = Cesun encaje fuerte. Como V' es rica, debe
existir un encaje fuerte f : C — )V que extiende a f. Esto establece la primera con-
dicién de la definicién 26. Un argumento similar usando el hecho de que )V es una
estructura rica demuestra la segunda parte. -

Corolario 4. SeanV, V' dos estructuras ricas. Si B, B' pertenecen a FinKy son subes-
tructuras fuertes de V y V' respectivamente, entonces cualquier isomorfismo

f:B—=B
es un mapeo elemental de 'V en V',

Demostracion: Se sigue de la definicion de riqueza, o del lema anterior por induccién
en la complejidad de las férmulas.

Corolario 5. Cualesquiera dos estructuras V,V' ricas son Lo, —equivalentes y, en
particular, elementalmente equivalentes.

Demostracion: Bastard con mostrar que existen subestructuras fuertes isomorfas B y
B’ de V y V' respectivamente pues el corolario se sigue del lema anterior y de la ca-
racterizacién de Karp de %, (lema 1). Las subestructuras de V' y V' con dominio
span(1, €), en cada caso, cumplen con las propiedades requeridas. -

Denotaremos por qf — tp(b/a) al tipo, libre de cuantificadores, de b sobre a.

Lema 20. SiV es una estructura rica y a es una n—ada de elementos de V, entonces
para cualquier extension fuerte V' de V'y cualquier b’ C V', existe b C V tal que

af — tp(b/a) = of — tp(V'/a).

Si V' también es rica, entonces se tiene

tpy(b/a) = tpy (b'/a).

'En inglés a esto se le llama back and forth system.
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Demostracién: Sean V,a, )’ y b’ como en el lema (V' no es necesariamente una es-
tructura rica)

Sean A = cly(a) < VyB' = cly (ab') < V'. Sesiguede V < V' que A < B'.
Luego, por la riqueza de V, existe un encaje fuerte f : B/ — ) sobre A. Sea b la
imagen de b’ bajo f. Como f es un isomorfismo de 3’ sobre su imagen, se tiene que

af —tp(b/a) = of — tp(b'/a).

Si asumimos que )’ es también rica, entonces por el corolario 4 se tiene que f es un
encaje elemental entre V y V' y entonces

tpy(b/a) = tpy, (V' /a).
4{

Definicién 27. Diremos que una estructura ¥V € Ky es existencialmente cerrada con
respecto a extensiones fuertes si para cualquier formula () sin cuantificadores (en
donde las variables toman valores en el espacio vectorial), si existe una extension fuerte
V' € Ko de Vyunan—adad C V' tales que V' & o(b'), entonces existe b C V tal
que V E ¢(b).

Diremos que V es fuertemente existencialmente cerrada con respecto a extensio-
nes fuertes si para cualquier tipo (parcial) ®(Z) sin cuantificadores sobre un conjunto
finito de parametros @ C V(en donde las variables toman valores en el espacio vec-
torial), si existe una extension fuerte V' € Ky de V y una n—ada b’ C V' tales que
V' ®(b'), entonces existe b C V tal que V F ®(b).

Corolario 6. Si V es rica, entonces V es fuertemente existencialmente cerrada con
respecto a extensiones fuertes.

Ahora mostraremos de manera explicita el conjunto de axiomas de la teorfa comple-
ta de ler. orden que es comun a todas las estructuras ricas. Los métodos desarrollados
por Hrushovski proporcionan una forma estdndar de axiomatizar una teoria obtenida
mediante la construccién por amalgamacion.

Para esto es necesario afiadir dos conjuntos de enunciados al conjunto bdsico de
axiomas (en este caso los axiomas de KC). El primer conjunto de enunciados universales
para expresar la condicién de predimension y otro de V3—enunciados que, médulo
w—saturacion, captura la propiedad de riqueza.
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Capitulo 6

Geometria de los Campos
Esmeralda

6.1. La condicion de predimension y la teoria 7

Mostraremos que existe una teoria 7y de ler. orden que axiomatiza a la clase /Cq. El
paso correspondiente en la construccion de la teoria de campos verdes es explicado por
Poizat en [Poi] y, como en este caso estamos usando esencialmente la misma funcién
de predimension, los argumentos presentados por Poizat de hecho implican el resultado
que necesitamos.

El punto principal es que se requiere una cierta propiedad de finitud que obtendre-
mos mediante el teorema 7 y que estd relacionado con la conjetura de intersecciones
con toros[Zil02].

Ahora mostraremos como derivar a partir de este teorema que la clase ICy es axio-
matizada por una teoria de ler. orden T y que existe un tipo parcial ®o(y) sobre el
conjunto vacio tal que paratoda V € Koy b € V,

V E ®(b) si y sélo si la subestructura de 1 con dominio span(bU {1}) es fuerte
en).

Definicion 28. Sea F' un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Llamare-
mos a los subgrupos del grupo multiplicativo (F™*)™ tores. Un toro que no es igual a
todo (F'*)™ serd propio.

Usaremos el hecho de que todo toro 7" es definido por un nimero finito de ecuacio-
nes de la forma

miy Mn __
y1 e yn n — 17
en donde m = (mg,...m,) es una n—ada de ndimeros enteros. Mds atin, si T es
definido por k ecuaciones y las correspondientes n—adas m forman un conjunto li-

nealmente independiente de Z", entonces la dimensién de 7" es n — k y diremos que
T tiene codimension k. Observemos que una clase lateral de un toro 7" es definida por

46



una ecuacién de la forma

My

yTl...yn b,

en donde m = (my,...my;) es una n—ada de nimeros enteros y b € F*.
Para una estructura V € K y un toro en (F*)™ definido por ecuaciones de la forma

Yy =1

consideremos el subespacio X de V" definido por las correspondientes ecuaciones
lineales
m1x1++mnfﬂn:0

Es claro que exX C T'. Observemos que para T € I'™ se tiene de manera reciproca
que, si ex(z) € T, entonces T € X, pues se tiene que I' N ker ex = {0}.
En adelante usaremos las siguiente abreviaciones:

My

yi"t ey =g

my-x1+ -+ my- T, =m-T.

Definicion 29. Sea F' un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Dada una
variedad W C F™ definida sobre un subcampo k de F' algebraicamente cerrado, el
toro minimal de W sobre k es el toro T' mas pequefio tal que W estd contenido en
una clase lateral o/ para algiin « € k.

Definicion 30. Dadas una variedad W C F" y una clase lateral Td de un toro T' C
F™. Una componente irreducible S de W N T'd sera atipica si la dimensién de S es
estrictamente mayor que dim W + dim T" — n. Por otro lado, si

dimS =dimW +dimT — n
diremos que S es una componente tipica de W N T'd.

En algunos casos puede resultar de interés para nosotros el relativizar las definicio-
nes anteriores. Si S estd contenida en una clase lateral P{) de un toro P, diremos que S
es una componente atipica de W N T'd con respecto a Pb si

dim S > dim W N Pb+ dimTd N Pb — dim P.

En caso contrario diremos que S es una componente tipica de W N T'd con respecto a
Pb.

A continuacién enunciaremos la condicién de finitud que se mencion¢ al inicio de
esta seccion, la cual, entre otras cosas, nos permitird expresar la condicién de predi-
mension como un conjunto de enunciados de ler. orden

Teorema 7 (Zilber). Sea F' un campo algebraicamente cerrado. Para cualquier varie-
dad W (z,7) C F™* conn > 1yk > 0, existe un conjunto finito de toros propios
Ty,...,T, C F™ tal que, para cualquier b € F* y cualquier toro F C F", si S es una
componente atipica irreducible infinita de W (T, b)NTd, para algiin d € C", entonces,
para algiini € {1,...,s}yd € C", S estd contenida en T;dd y S es un componente
tipico de W (z,b) N Td con respecto a Td'.

47



Lema 21. La clase K es axiomatizada por una ¥3—teoria

Demostracién: Afiadimos el siguiente conjunto de enunciados universales a los axio-
mas de la clase K. Primero agregamos enunciados que afirman que sia € ' y ex(a)
es algebraico, entonces a = 0. Esto garantiza que el generado de no mds de dos puntos
coloreados en V' deba tener predimensién no negativa.

Nos ocupamos del espacio generado de un conjunto cualquiera de puntos al agregar,
para cadan > 1y cada variedad W C F?"*! de dimensi6n a lo mas n, el enunciado

vz (W(e:v:i)A/'\F(xj))%\/Ti(eiﬂf) ;

J

conTi,...,Ts C F?"*1 son toros, tal como se menciona en el teorema 7 para W.

Es fécil ver que si una estructura V satisface estos enunciados entonces pertenece
a Ky. En efecto, si V pertenece a Ky y A es un subespacio de span I' de dimensién
finita tomamos a C I" una base para A. Si la longitud de a es 2n + 1 para algin n € N,
entonces es claro que el conjunto de enunciados anteriores elimina la posibilidad de que
a sea linealmente independiente cuando ex(a) pertenece a una variedad de dimensién
menor o igual a n. Si @ tiene longitud 2n, tomemos un nuevo elemento asp 1 € I’
linealmente independiente sobre a, entonces, si ex(a) perteneciera a una variedad W
de dimensién menor que n, entonces ex(adas,+1), que pertenece a W x F estaria en
una variedad de dimensién menor o igual que n. Esto contradice el hecho de que V
satisface el nuevo conjunto de enunciados pues aas,+1 €s un conjunto linealmente
independiente.

Ahora mostraremos que el reciproco también se cumple. Sea V € K y suponga-
mos que @ € I'>"*1 es tal que ex(a) pertenece a una variedad W de dimensién < n,
mostraremos que para alguna ¢, ex(a) pertenece a T;.

Sean W' el lugar geométrico de los puntos sobre Q%9 tales que W’ = ex a, T el
toro minimal de W sobre Q9 y sea d C Q9 tal que W estd contenida en la clase
lateral T'd. T'd esta definida por ecuaciones de la forma §™ = c en donde cada c es
algebraico y, ya que todos los puntos en a son puntos coloreados, cada c pertenece a
ex I'. Si consideramos que ex I es libre de torsion se sigue que cada ¢ = 1y por lo
tanto 7d = T.

Como dim W' = tr.d.(ex a) y dim T = lin.d.(a), la condicién de predimensién
para V implica que 2 dim W' — dim T > 0. Entonces se tiene que

1
dimW—l—dimT—(Qn—l)SdimT—(n,+1)<§dimT§dz’mW’.

De esta forma, la componente irreducible de WNT en la que se encuentra ex(a), y en la
que estd contenida W', es atipica. Mds adn, podemos suponer que esta componente es
infinita pues en caso contrario ex(a) sélo tendria coordenadas algebraicas y entonces
se tendria que a = 0, luego ex(a) = 1 € T; para todo i. Por el teorema 7 existen
i,d’ tales que la clase lateral T;d’ contiene a la componente antes mencionada. Como
W' esta definida sobre Q?9, podemos asumir que todas las coordenadas de d’ son
algebraicas. Se sigue, tal como se hizo para T'd, que T;d’ = T;. Por lo tanto ex(a)
pertenece a T;. -
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Ahora mostraremos que al afiadir un conjunto de Y3—enunciados a la teoria de T
obtenemos la teoria completa comtn de todas las estructuras ricas.

Nota: En adelante y hasta nuevo aviso, ' representard un campo algebraicamente ce-
rrado de caracteristica 0.

Definicién 31. Sea W C F™ una variedad irreducible. Para m!, ..., m* € Z" sea
R N . o il —mEN Ty
W™ Ja imagen de W bajo la transformacién z ~ (2™ ,...,z™ ). Diremos

que W es normal si

. 1k k
dim W(m yeeey ) > 5
para cualquier conjunto linealmente independiente de n—adas !, ..., m*F € Z".

Si W estd definida sobre el subcampo Q(C') de F'y es irreducible, entonces la di-
mension del conjunto construible W' sm®) eg igual a la dimensi6n de su cerradura
en la topologia de Zariski sobre Q(C). De esta forma, si b es un genérico de la variedad
W sobre Q(C'), entonces W es normal si y s6lo si

— — k
tr.d. (6™ ,... 5™ JQ(C)) > 3
para cualquier conjunto linealmente independiente de n—adas m?, ..., m*F € Z".

Parael caso k = 1 en la definicién de normalidad es posible expresar esta propiedad
de la siguiente forma: Para toda m € Z™ ~ {0},

b ¢ Q(O).

Es esencial que, dada una variedad W (z,y) C F™"* sobre Q, exista una férmula
(libre de cuantificadores) (%) tal que, para todo b € F*, F E (b) siy sélo si la
variedad W (Z, §) C F™ es normal. Para mostrar lo anterior nos basaremos en el hecho
de que, para cada variedad W (z,7) C F"** y para cada entero [, existe una férmula
libre de cuantificadores en las variables ¢ que se satisface para b si y sélo si la dimen-
sién de la variedad W (z,b) C F™ es mayor o igual a [. Ademds, existe otra férmula
libre de cuantificadores que es verdadera para b precisamente cuando W (z,b) C F™
es irreducible.

La manera obvia de expresar la normalidad de la variedad W (z, b) como una con-
dicién sobre el conjunto b, utilizando las férmulas antes mencionadas, es mediante una
conjuncién infinita de férmulas, una por cada conjunto de n—adas m!,...,m* € Z"
linealmente independientes. El teorema 7 nos permite mostrar que la condicién de nor-
malidad puede ser expresada por una férmula de primer orden.

Para la demostracién de este hecho se introduce la siguente notacién: Si 7" es un toro
definido por las ecuaciones 4™ = 1 escribiremos dim W7 para denotar la dimensién
. _ 1 _k
del conjunto W (™ ")

Lema 22. Dada una variedad W (Z,9) C F"*! definida sobre Q, existe una férmula
de primer orden libre de cuantificadores () tal que, para todo b € F', FE p(b) si
y sdlo si la variedad W (z,b) C F™ es normal.
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Demostracién: Dada una variedad W (z, ) C F™*! definida sobre Q. Sean T1, . .., T}
los toros que se obtienen por el teorema 7. Sea () una férmula libre de cuantificado-
res tal que ¢(b) es verdadera si y sélo si la variedad W (Z, b) es irreducible y tiene di-
mensién mayor o igual a  y, para cada 4, la cerradura de Zariski de W (z, 5)(@1 S
sobre Q(b) tiene dimensién mayor o igual que % donde m}, ..., mk son n—adas li-
nealmente independientes de enteros tales que T; estd definido por el conjunto de ecua-
ciones g™ =1, =1,..., k.

Es claro que para cada b, si W (z,b) es normal, entonces ((b) es verdadera. Para
el reciproco, supongamos para llegar a una contradiccién que para algtin b, (b) es
verdadero pero W (Z, b) no es normal. Tomemos b fijo tal que se cumple lo anterior y
sea T un toro con codimensién k tal que dim W (z,b)T < g En lo que resta de la
prueba denotaremos W (Z, b) simplemente por . Sea d un genérico de W sobre b y
sea S la componente irreducible de W N T'd a la que pertenece d.

En particular se tiene que dim W7 < k 'y, por el teorema sobre la dimensién de
fibras [Sha]' se tiene que

dim S > dim W — dim WT > dim W — k.
Como
dim W +dimT —n=dimW +(n—k)—n=dimW —k,

se sigue que dim S > dim W + dim T — n, i.e. S es una componente atipica de
W N Td. Més atin, observemos que dimm S > 0 pues en caso contrario tendriamos
que dim W = dim W7, n = k, y por lo tanto dim W1 < 5, lo que contradice la
hipétesis.

Luego, por el teorema 7 existe i tal que S C T;d’ y S es una componente tipica de
W N Td con respecto a Td, i.e.

dim S =dimWNT,d +dimTNT, —dim T,.

Observemos que nuestra suposicion de que dim wT < g puede ser expresada
como dim W NTd > %dz’m T'. Observemos también que S es una componente de
dimension maximal en W N T'd, y entonces se tiene que dim W NTd = dim S.

Para cualquier toro 7" contenido en T tal que S C T"d se tiene que
. /7 . 1 . 1 . /
dimWnT'd>dimS > 5d@mT> édzmT.
Por esto podemos asumir que 7 es el toro minimal de S, lo que implica que TNT; = T,

y _
dim S = dim W NTyd + dim T — dim T;.

Teorema 7 de la seccién 6.3, capitulo I, pag. 76.

50



En resumen
dimWNTid = dimS—dimTNT;+dimT;
1
> —idim T + dim T;

1

Esto da como resultado que dim W7Ti < % lo cual es una contradiccién pues por

hipétesis ¢ (b) es verdadera.

Nota: En este punto concluimos con la convencién sobre ' como campo algebrai-
camente cerrado de caracteristica 0.

6.2. Lateorial

Definicion 32. Sea T la teoria que se obtiene al extender T} al afiadir un conjunto de
enunciados que expresen lo siguiente:

Para cualquier variedad normal W C F™, cualquier subvariedad propia W’/ de W
y cualquier sistema consistente de relaciones de congruencia

{zj=rjm médm):je{l,....,n},me{l,...,N}},

en donde N es un entero positivo y 7, € {0,...,m — 1}, existe b € T'™ tal que ex(b)
pertenece a W ~. W'y b satisface todas las relaciones de congruencia en I'.

Por el lema 22 es facil ver que podemos obtener 7" a partir de T al agregar un
conjunto de V3—enunciados.
Ahora mostraremos que si V € Ky es existencialmente cerrado con respecto a encajes
fuertes, entonces V' es un modelo de T'. El siguiente lema implica este resultado.

Lema 23. Sea V una estructura en K. Para cualquier variedad normal W C F™ y
cualquier conjunto consistente de relaciones de congruencia

{z;=rjm (médm):je{l,...,n},meZ},

con vy, €10,...,m — 1} para cada j y m, existe una extension fuerte V' e KodeV
en la que W tiene un genérico de la forma ex(b) para algin b € (I')™ que satisface
todas las congruencias del sistema.

Demostracién: Sea I'; un Z—grupo que extiende a T' con algtin b' € T} tal que b
satisface todas las relaciones de congruencia en el sistema y es linealmente indepen-
diente sobre spanl'. Al intersectar I'; con span(I" U b') resulta un Z—grupo, por lo
que podemos asumir que T'; estd contenido en span(I" U b').
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Sea B un campo vectorial que extiende a V tal que lin.d.(B/V) = n 'y sea b una
base para B sobre V. Sea

f: span(T U bY) — span(T U b)

un isomorfismo sobre span I' que manda cada b]l abj,ysea I'5 la imagen de I'; bajo
f. Entonces I'Z es un Z—grupo, b satisface todas las relaciones de congruencia del sis-
temaen '3, y se tiene que I3 NV =T.

Sean F un campo algebraicamente cerrado que extiende a F" tal que tr.d.(F'/F)
es mayor o igual an y d € F'™ un genérico de T sobre F. Sea ex® : B — F’ dada
por

ex® (v + %(klbl 4ot k;nbn)> = ex(v)(d])F - (db)*n),

1
para cualesquierav € V, | € Zy 'y k; € Zy tal que para cada j los elementos d; se
definen de manera inductiva para cumplir lo siguiente: para cualesquiera [,m € Z,

Sl

1 ™
dj =dj, (dj")"=d].
Hemos definido una estructura B = (B, T3 ex® oy (B)) de manera explicita con-
siderando la existencia de una b adecuada.

Sélo resta mostrar que B € SubKyy V < B pues de esto se sigue que existe una
extension fuerte en Ky que cumple con todos los requisitos del lema.

Mostraremos primero que B cumple la condiciéon de predimensiéon. Sea X un
subespacio de span(I'2). Entonces

§(X)=6(XNV)+6(X Nspan(b)/X NV)

en donde los dos sumandos son no negativos, el primero por la condicién de predimen-
sién para V' y el segundo por la normalidad de W. La condicién de normalidad también
nos da como resultado el que B sea una extension fuerte de V pues para cualquier X
se tiene que

§(X/V) = 6(X Nspan(b)/V) = 0.

_{

Corolario 7. SiV es existencialmente cerrado con respecto a extensiones fuertes, en-
tonces V es un modelo de T. Si'V es fuertemente existencialmente cerrado con respecto
a encajes fuertes, entonces para cualquier variedad normal W C F™ y cualquier sis-
tema consistente de relaciones de congruencia

{z; =rjm (méd m) :j e {l,...,n},me Z,},

contjm €10,...,m — 1} para cada j y m, W tiene un genérico de la forma ex(b)
para algiin b € T'™ que satisface todas las relaciones de congruencia del sistema.
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6.3. Extensiones minimales

Definicion 33. Sean A, B € SubK tales que A < B. Diremos que la extensiéon A < B
es minimal si A C B ynoexiste C € Sublopcon A C C C Btalque A <C < B.

Observemos que si A, B € FinKyy A < B, entonces la extensién fuerte A < B
se factoriza en una torre finita de extensiones fuertes minimales. Se sigue que la defini-
cion de riqueza no cambia si se afiade la restriccion para extensiones fuertes minimales.

Sean A, B € FinkKyy A < B una extension fuerte minimal. Entonces se tienen
los siguientes cuatro casos:

Caso 1: TB £ T4y §(B/A) = 0.

Primero observemos que, por minimalidad, B = A + spanI'®. Sea n la dimensién
de B sobre A, que por modularidad es también la dimensién de Br sobre Ar, entonces
tr.d.(ex B/ex A) = 5. La minimalidad también nos da el hecho de que para cada
subespacio propio B’ de B que contiene de manera propia a A, §(B’/A) > 0.

En este caso, para b C I'’® una base de B sobre A, se tiene que
T8 =TA 4 (bj/m:b; € PEj=1,...,n).
Caso2: T8 £ T4y §(B/A) > 0.

Como en el caso anterior se tiene que B = A + spanI'®, y ademds

En efecto, tomemos b € T'B . T'A. Observemos que ex b es trascendental sobre ex A
y por lo tanto 6(A + spanb/A) debe ser igual a 1. Si lin.d.(B/A) > 1 entonces obte-
nemos una torre no trivial de extensiones fuertes: o bien A < A + span b < Besla
torre resultante, o bien existe b C B que contiene a b tal que span b C span b C B
y d(span b/span b) < 0y por lo tanto 5(A + span b) = J(A). De esto se sigue que
A < A+ span b < B es una torre no trivial de extensiones fuertes.

Luego, parab € B \ A,
8 =144 (b/m:be PB).
El tipo de b sobre A en este caso es llamado el tipo genérico coloreado sobre A.

Caso3: B =T4y§(B/A) > 0.

Como I'B = I'4, se sigue que B = A + span b para algin b € B ~. A pues en caso
contrario para cualquier b € B \ A, la subestructura D de B tal que D = A + span b
seria un contragjemplo a la minimalidad de la extension.
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Luego tr.d.(ex B/ex A) < 1y, como por hipétesis §(B/A) > 0, se tiene que
ex(b) debe ser trascendental sobre ex A, y por lo tanto 6(B/A) = 2. En este caso, el
tipo de b sobre A recibe el nombre el tipo genérico blanco sobre A.

Caso4: B =TAyj§(B/A) =0.

Como en los casos anteriores se tiene que B = A + span b, pero en este caso ex(b) es
algebraico sobre ex A.

En lo que sigue haremos referencia a los cuatro casos anteriores mediante el califi-
cativo “del primer tipo”, “del segundo tipo”, etc.

6.4. Los modelos w—saturados de 7" son ricos

Lema 24. Sean A,B € SubKy tales que A < B. Entonces para cada b C T Ii-

nealmente independiente sobre A, el lugar geométrico de los puntos en ex(b) sobre
Q(ex A)™ es una variedad normal.

Demostracién: Supongamos que la variedad no es normal, i.e. existen m?!,...,m* €
Z" linealmente independientes (y donde r es la longitud de b) tales que

2tr.d.((ex 5)”7L1, oo, (ex B)mk Jex A) < k.

Como ~ ~
lin.d.(m* - b,...,m" - b/A) =k,

y todos los m/? - b estdn en I'5. Esto implica que la predimensién de
span(m' - b,...,m" - b)

sobre A es negativa. Lo cual es una contradiccion. -

Lema 25. SiV es un modelo w—saturado de T', entonces V es rico.

Demostracion: Sean A, B € FinKg tales que A < V y A < B. Consideramos los
cuatro casos para los diferentes tipos de extensiones fuertes minimales:

Caso 1: A < B es del primer tipo.

Seab € (I'5)™ una base para B sobre A. Recordemos que en ese caso tr.d.(ex b/ex A) =
2y T8 =TA 4 (b;/m: P5(by)).

Por el lema anterior, para W igual al lugar geométrico (ex(b)/Q(ex A)), es una
variedad normal. Entonces, como V es un modelo de 7', para cada subvariedad propia
W' de W sobre Q(ex A) y cualquier N € Z, existe b’ C T'tal que ex(b') € W~ W’
y, para cada j € {1,...,n}, paracadam € {1,...,N} y rj, € {0,...,m — 1},
by =7jm (méd m)enT siy solosib; =7, (médm)enT?.
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Como V es saturado existe b’ C T tal que ex(t) € W)y, paracadam € Z, y
Tim €{0,...,m — 1}, b; =7j, (mdéd m)enT siysélosib =rj, (médm)en
I'B. Como W es normal, & es linealmente independiente sobre A.

Sea B’ 1a subestructura de V' generada por A U b'. Las condiciones sobre b’ garan-
tizan que la dnica transformacién de B a B’ sobre A tal que la imagen de b; es b’ es
un isomorfismo. Por tltimo, la suposicién de que §(A) = §(B) da como resultado que
esta transformacion es un encaje fuerte de 3 en V.

Caso 2: A < B es del segundo tipo.

Sea V' € K tal que B C V. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
existe algin ¢ € T tal que ex(c) es trascendental sobre ex B. Sea C la subestructura
de V' generada por BU c.

Se tiene que A < B < C, luego es suficiente probar que C se encaja de manera
fuerte en V sobre A.

Sea a una base para A y consideremos el 2—tipo (parcial) sobre a que consiste de
las férmulas que expresan lo siguiente:

e 1y y son linealmente independientes sobre A
e cx(z)y ex(y) son algebraicamente independientes sobre ex(A)
ezecl'yyel

e x =71, (médm)paracadam € Z, yry, € {0,...,m — 1} talque b =
Tm  (méd m)enT¢

e y=r, (médm)paracadam € Zy yry, € {0,...,m — 1} tal que ¢ =
Tm  (méd m)enT¢

o (I)()(-T,y, a)

Ahora mostraremos que cada subconjunto finito de ®(z, y) se realiza en V.

Para cada N € Z, consideremos la estructura C € F'inK( que extiende a B tal que
C = B+span cparaalgin c ¢ B,T¢ =T'B+span c y ex®(c) es trascendente sobre
Q(ex A) y algebraico sobre Q(ex B) con polinomio minimal de grado al menos N +1,
eg.c=(b+ 1)ﬁ (es posible verificar la irreducibilidad del polinomio obvio que se
anula en c usando [Lan] VI.9.1). Asi, A < C es una extension minimal del primer tipo.
Luego existe un encaje fuerte de C en V sobre A. Dado un subconjunto finito O(z, y)
de ®(x,y), existe un N suficientemente grande tal que la imagen del par (b, ¢) bajo el
encaje satisface todas las férmulas de ©(z, y).

Luego, como por hipdtesis V es w—saturado, existen b,é e Vtal que el tipo ®(z,y)
es realizado por (b,¢) € V. Sea C la subestructura de V generada por A U {b,¢}. La
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definicién de ®(z, y) nos da que C < V es isomorfo a C sobre A.
Caso 3: A < B es del tercer tipo.

Sea a una base para A y consideremos el tipo ®(z) sobre a que consiste de enun-
ciados que expresan lo siguiente:

e cx x es trascendental sobre ex A
e n-x¢I'paracadan € Z,
b (I)O (:L', d)

Observemos que basta con probar que el tipo ®(x) se realiza en V.

Consideremos la extensién C de A generada por un solo punto ¢, i.e. C = A +
span ¢, con ex(c) trascendental sobre ex(A) y I'C = ' 4 (c). La extensién A < C es
una extension minimal del segundo tipo, luego, por el resultado para ese caso, podemos
asumir que C < V. Observemos que cualquier subconjunto finito de ®(x) es realizado
por + para cualquier entero N suficientemente grande. Como V es w—saturado, ®(z)
debe realizarse en V.

Caso 4: A < B es del cuarto tipo.

Sea b’ € V tal que ex (') es una raiz del polinomio minimal de ex(b) sobre ex A.
Claramente ningtin mdltiplo racional de b’ puede pertenecer a I' 0 A. Se sigue que la
subestructura B’ de V generada por A y b’ es isomorfa a B sobre A, y es fuerte en V
pues 6(B’) = §(B) = §(A).

Teorema 8. La teoria T es completa y sus modelos w—saturados son precisamente las
estructuras ricas.

Demostracién: Mostraremos que para cualquier estructura V), V es rica si y solo si es
un modelo de 7" y un modelo w—saturado de su teoria completa. La completud de T’
se sigue del corolario 5 (la consistencia se sigue del lema 16 y de las observaciones
hechas en la seccion 5.2).

La suficiencia de esta afirmacion es el lema anterior. Del corolario 6 y el lema 7 se
sigue que si V es rica, entonces es un modelo de 7T'.

Falta probar que toda estructura rica es w—saturada. Sea ) una estructura saturada.
Sea V'’ una extensién elemental de V que es w—saturada. Por el lema anterior V' tam-
bién es rica y, por el corolario 5V y V' son L., —equivalentes. Es fdcil ver que esta
equivalencia preserva A—saturacioén para cualquier cardinal infinito A, por lo tanto V
es un modelo w—saturado de su teoria completa. -

Como en la demostracion del lema anterior la V3—axiomatizacién s6lo se usé para
extensiones fuertes minimales del primer tipo, es posible una axiomatizacion diferente
paraT'.
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Definicion 34. Diremos que una variedad normal W C F™ viene de una extensién
fuerte minimal del primer tipo si dim W = % y para cualquier toro propio 7" en F™
de codimensién k, dim WT > g

Como corolario de la demostracion anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 8. Sea V = (V,T, ex, F') una estructura en Kg. Entonces V es un modelo
de T siy solo si se cumple lo siguiente:

Para cualquier variedad normal W C F™ que se obtiene de una extension fuerte
minimal del primer tipo, cualquier subvariedad propia W' de W, y cualquier sistema
consistente de relaciones de congruencias

{z; =rjm (méd m):j€{l,...,n},me{l,...,N}}

donde N € Zy y1jm € {0,...,m — 1}, existe b € I' tal que ex(b) € W~ W' yb
satisface todas las relaciones de congruencia en I'.

La equivalencia del corolario anterior simplifica la tarea de revisar que una estruc-
tura en particular sea un modelo de 7.

6.5. Superestabilidad

A continuacién se mostrard que la teoria 7" es superestable. Observemos que es posible
aplicar el corolario 4 a isomorfismos entre estructuras fuertes que no son necesaria-
mente de dimension finita.

Lema 26. Sean V, V' estructuras ricas. Si B, B’ € SubKy son subestructuras fuertes
de V y V' respectivamente entonces cualquier isomorfismo f : B — B’ es un mapeo
elemental de V a'V'.

Demostraciéon: Como B < V, B puede representarse como U;13;, en donde los 53; son
una enumeracion de todas las subestructuras fuertes de dimension finita de B. Veremos
que para cada ¢, f(B;) es una subestructura fuerte de V' y luego, por el corolario 4 la
restriccion de f a BB; es un mapeo elemental de )V en V'. Como todo subconjunto finito
de B esta contenido en algitin 5;, se sigue que f es también un mapeo elemental de V
en)’.

Como B’ <V, para cada i se tiene que

cly (f(Bi)) = clp (f(Bi))-

Y como f es un isomorfismo y cada B; es una subestructura fuerte de 1,

cp (f(Bi)) = cls(f(B:)) = f(Bi).
Luego, cly/ (f(B;)) = f(B;), lo que significa que f(B;) < V'. -
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En lo que resta del capitulo V denotard un modelo monstruo de 7. En particular V
serd un modelo rico.

Abhora puntualizamos el significado de estabilidad en este contexto multivariado.
Para cualquier cardinal infinito A, T" serd w—estable si y s6lo si para cualesquiera A C
V y C C F tales que |A U C| < A existen a lo mds A tipos diferentes en una variable
(en V o F)), sobre AUC'. Diremos que la teoria T" es superestable si es A—estable para
todo cardinal \ suficientemente grande.

Teorema 9. La teoria T es superestable.

Demostracién: Observemos que al ser ex sobre F' ~ {0}, para mostrar que T es
A—estable (para cualquier cardinal infinito \) podemos restringirnos a tipos de una
variable que tome valores en el universo V' y sobre un conjunto de pardmetros A C V'
tal que |A| = A. Mds atin, como para cada A se tiene que A C cl(A) y |cl(A)| = |A],
es posible asumir que A es el dominio de una subestructura fuerte de V.

Sea A <V de cardinalidad \. Para cada tipo p sobre A en una variable que recorre
V, elegimos una realizacién b € V de p y una base correspondiente b = (by,...,b,)

de cl(A + span(b)) sobre A, con by = b (la dimensién de cl(A + span(b)) sobre A es
finita por el lema 18). El mapeo inducido

p — df —tp(b/A).
es injectivo (por el lema anterior).

El tipo libre de cuantificadores de cada b sobre A queda determinado -
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Capitulo 7

Toros Cuanticos y Campos
Esmeralda

En el presente capitulo expondremos la relacion entre el campo esmeralda y los toros
cuanticos. El interés principal es la posibilidad de usar la teorfa de modelos para in-
troducir nociones propias de geometria algebraica como variedades (conjuntos defini-
bles), ideales (tipos) y dimension (rangos de Lascar y Morley) en el estudio de los toros
cuanticos. Ademds queremos hacer evidente la relacion entre diferentes construcciones
de estructuras (modelos) y el toro cudntico u objetos geométricos relacionados. Por la
extension y densidad del material ajeno a la teoria de modelos, el presente capitulo es
esencialmente expositorio. Para un desarrollo mas claro sobre geometria no conmuta-
tiva y toros cudnticos ver [CM], y para un desarrollo mds completo sobre el material
de este capitulo ajeno a la teorfa de modelos ver [Con].

7.1. Toros cuanticos

Existen varias formas en las que podemos pensar en los toros cudnticos y a continua-
cion presentaremos algunas. El toro cudntico es el ejemplo prototipico de un espacio
no conmutativo. La definicién mas sencilla es la siguiente:

Definicion 35. Sea # € R ~. Q. Entonces el toro cuantico Ty se define como
Ty = R/(1,0)
en donde (1, 0) es el grupo generado por 1y 6.

Proposicion 1 (Kronecker). (1,6) es denso en R.

Demostracion: Ver el capitulo XXIII en [Har]. -

De la proposicion anterior se sigue que la topologia de Ty es la topologia indiscre-
ta. Luego, es necesario desarrollar herramientas adecuadas para estudiar Ty con una
topologia interesante. La primera de estas herramientas es la de foliaciones.
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Una n—foliacion F consiste de una M variedad de dimensién n + k dotada de un
atlas de cartas de la siguiente forma:

w:UCM—OcCR"xRF

1

donde U, O son abiertos y las transiciones 1 o ¢~ son funciones de la forma

(2,t) — (he(2), 0(1)),

h es suave, ¢ es continua y la familia h; es normal.
De manera intuitiva esta condicién dice que las transiciones son congruentes con
las familias
R™ x {t}, teR".

Escribimos x ~ y si existe una carta ¢ tal que p(x), p(y) € R™ x {t} para algin
t € R*. La clase de equivalencia

Ly ={y|y~a}

es una n—variedad a la que llamaremos la hoja por x. Observemos que M = UL,.
Definimos el espacio de hojas de F como el cociente

Hoja(F) =M/ ~

con la topologia cociente.

El concepto dual de hoja es el de una transversal. Si x € F, entonces una trans-
versal que contiene a = es una k—subvariedad 7' contenida en F tal que 7' N L es
numerable y discreta para cada hoja L. Para todo = € T, existe una vecindad V C T’
endonde O = ¢! ({p(x)} x V), con V un abierto en R*.

Sea v : I — L un camino contenido en una hoja L. Sean 77,75 transversales
homeomorfos a D¥ C R¥, el disco unitario en R¥, que contienen a (0), y(1). Si T} y
T5 son suficientemente pequeios, entonces - define un homeomorfismo v : 77 — 15
al trasladar 77 a T5 a lo largo de una cadena de trivializaciones locales que cubren 7.
El germen de este homeomorfismo recibe el nombre de holonomia de .

Como ejemplo podemos considerar Fs = R? con la familia de lineas de pendiente
0, que es una 1—foliacion.

Definicion 36. Sea 0 € R \ Q. Entonces la foliacion de Kronecker 7 es la imagen
de Fyen T = R?/Z2.

Las hojas de Fy son las imagenes de las lineas de Fy y por la irracionalidad de 6,
las hojas no se cierran. M4s ain, ya que son homeomorfas a R, son densas en el toro.

Sea Ly la hoja que pasa por cero, que es un subgrupo del toro T = R?/Z2. Dados
x,y € T, observamos que

r~y & x—y€E Ly

Por lo tanto el espacio de hojas de Fy es Hoja(Fy) = T/ ~= T/ Ly.
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Proposicion 2. Hoja(Fy) = Ty.

Demostracién: Damos el siguiente bosquejo. El mapeo f : R — {0} x R induce un
isomorfismo R/Z — {0} x R/Z C T. Sean 7,5 € R/Z. Si # = y + n#f, entonces
f(@) — f(&) = f(nh) es igual a la imagen en T = R2?/Z2 de (n,nf) € Ly C R?,
luego f induce un homomorfismo.

(R/Z)/(0) = Ty — Hoja(Fp).

Este mapeo es inyectivo y sobre, y por lo tanto define un isomorfismo.

La segunda herramienta que consideraremos es la de las dlgebras C* y el programa
de la geometria no conmutativa.

Definicion 37. Un algebra C* A es un dlgebra de Banach sobre los nimeros comple-
jos junto con una involucién * : A — A conjugada lineal, que satisface

lo*e|| = ||| le*|| = ||lza”]I

Por ejemplo, si X es un espacio Hausdorff compacto observemos que
C*(X)={f:X — C| f continua}

es un algebra C* con norma definida por

I[f]l = sup [f(z)]
rzeX

ycon f* = f.
La piedra angular de este enfoque es el teorema de dualidad de Gelfand.

Teorema 10 (Dualidad de Gelfand). Sean EC H la categoria de los espacios de Haus-
dorff compactos, AC*C' la categoria de dlgebras C* conmutativas, X un espacio
de Hausdorff compacto 'y C(X) el dlgebra C* conmutativa de funciones continuas
f: X — C. Entonces la asociacion

X = C(X)
define un functor invertible y por lo tanto una equivalencia de categorias .

La idea detrds del programa de la geometria no conmutativa es extender el rango
del functor del teorema 10 a algebras C* no conmutativas cuando X es un espacio
compacto no necesariamente Hausdorff. En general no hay un procedimiento obvio
para lograr esta extension, sin embargo, para el caso de un espacio de hojas (como el
toro cudntico) si existe un procedimiento y lo describimos a continuacioén.
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SeaI'y la grafica de holonomia de Fy. Esto consiste de clases de equivalencia de la
forma

(V[0 =T | ~(s) ~7(t) Vs,t}/ =~
en donde
y=n & 5(0)=n0),v(1) =n(1)

y 7~ o n define la misma holonomia [Con]. En el caso de Fy, esta equivalencia se
simplifica a

1

y~n < v eshomotépicaa 7,

i.e. si v(0) = n(0),v(1) = n(1) pues las hojas son simplemente conexas. I'y es una
generalizacion del grupoide fundamental de topologia.

Se puede definir una topologia en I'y para que sea un espacio de Hausdorff y defini-
mos C(Ty) = Cy(I'g), en donde Cj es el conjunto de funciones con soporte compacto
en I'g con producto de convolucion, i.e.

(f*x9)(n) = /f(n)g(v-n‘l)dn

integrando sobre {7 | n(1) = ~v(1)}.

Sea L?(K) el espacio de sucesiones {z,, }nen (con 7, € K y K un campo) tales
que > |z,|* < occ. Entonces definimos H, = L*(L,), en donde L, es la imagen de
y = 0x + a, que es igual a la hoja que pasa por @ € S! y que identificamos con (es
igual a) L,. Observemos que L?(L,) ~ L?(R). Luego el conjunto

oo ={y €l |7(0)=a}

es isomorfo a L, y se tiene que I'y , C Ty, entonces H, = L?(L,) ~ L*(Tg.,).
Ahora definimos la accién de C(Ty) sobre el espacio de Hilbert H, de la siguiente
manera. Si § € H,, f € C(Ty), entonces

(Fom=[ it

Esta accién nos da una representacién m,, : C(Ty) — B(H,) en donde B(H,,) es el
conjunto de operadores acotados de H,,. Por tltimo definimos la norma de f € C(Ty)
de la siguiente manera

111 = sup f|ma (F)I]-

Resulta que en geometria no conmutativa, la relacion de equivalencia relevante no
es un isomorfismo, sino algo més crudo, a saber, la equivalencia de Morita. Luego esta
dlgebra es equivalente en el sentido de Morita a un dlgebra mds simple, a saber, el
algebra de rotaciones generada por dos elementos [Rie].

Sean A = 2™ y Ay = (U,V | UV = AUV) el dlgebra compleja generada por
U,V conlarelacion UV = AUV

Sea H = Ly(T) (con T igual al circulo unitario) y definimos para toda £ € H

UE(t) := e*™¢(t)
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VER) =€t +6)

se tiene
VU =XUV.

Esto induce una representacién 7 : Ay — B(H). Luego, para todo x en A definimos

[|z]] = [[m (@)l
Teorema 11. C(Ty) es Morita equivalente a Ay.

Hasta ahora se han presentado el estudio del toro cudntico desde el enfoque de
las foliaciones. En lo que resta se presentard la relacidn existente entre los campos
esmeralda y el enfoque de la geometria no conmutativa.

7.2. Toros cuanticos asociados a una estructura super-
estable

En esta seccidn se mostrard que a partir de la estructura (C, +, -, Ay) (en donde Ay
es un subgrupo aditivo) se obtiene el toro cudntico. Mds ailn, se presentard una cons-
truccién que sugiere un camino posible que permita recuperar el algebra C* asociada
a Te.

Sean «, § € C* tales que generan C como R—espacio vectorial y escribamos i en
esta base como i = i,a + 7. Supongamos que el conjunto A = {1, 27i,, 27wi,0},
con € R\ Q, es linealmente independiente sobre Q (esto siempre se puede garantizar
con una eleccién adecuada de los pardmetros). Consideremos (C, +, -, Ag) donde Ay
es un predicado que representa al subgrupo aditivo

Ag =R+ 2miZ +2mi0Z =R BZ DL

Ejemplo: Sean « = i, = 1, entonces, i, = 1,9 = 0y elegimos 6 tal que
{1, 27,270} es un conjunto linealmente independiente sobre Q, luego

C/Ap =2 iR /(2mi, 2mwif) =2 Typ.
Lema 27. Podemos expresar R de la siguiente manera:

R=R®27mi, - QP 2mi,0-Q con Q< R<R.

Demostracion: Sea 7' = 27i, - Q @ 27i,0 - Q. Entonces T es un espacio vectorial
sobre Q generado por {2mi,, 2mi h}

T—R—->R/T

es una sucesion exacta de Q—espacios vectoriales. Como consecuencia del splitting
lemma se sigue que existe 0 : R/T — R tal que o es una seccién. o es un homomor-
fismo y

R=T®o(R/T)
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con R=0c(R/T).
Sea xz € R. Entonces por el lema anterior existen 7 € Ry ¢1, g2 € Q tales que
=71+ q - 2Wig + g2 - TigH.
Definamos la funcién “parte entera de = con respecto a 8” como

[z]p = [r+q - 27iq + g2 mia0)p
= [r+ (o —[a])2mia + (g2 — [g2])2mia0].
en donde [ -] es la parte entera usual. Observemos que esta funcién cumple con:
(i) [0]p =0
(i) [z +1]p =[z]o +1
(iil) [z + 27ig]e = []o
(V) [z + 2migl]o = [x]o

y definimos la funcién
bdw = 27if[wg]e,

con w = wea + wp3. Observemos que para (ii) usamos el hecho de que 1 es indepen-
diente sobre Q de 27i, y 27i,0.

Definicion 38. Sean @, 7 : C — C definidas por
t(w) =w+ «
y
o(w) = w+ 8+ bd(w).

Sea [0, 4w el conmutador de ¥, @ aplicado al elemento w. Entonces de la definicién
anterior se sigue que [0, @Jw = w + 27if. En efecto,

t(w) = a+w;
totu(w) = a+pf+w+bdg(a+ w)
= a+ B+ bdow + 27i0;
i tovod(w) = B+w+2mif+ bdew;
v loatodou(w) = 2mif+w.

Nota: Ay es el subgrupo de todos los periodos de bdy. Las traslaciones w — a + w de
C que conservan la estructura (C, i, 0) son exactamente las traslaciones con a € Ay
(i.e. traslaciones que conmutan con , ¥).
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Ahora consideraremos el campo esmeralda, que es la estructura bivariada
(((Ca =+, A0)7 exp, C*)

en donde! exp : C — C* y la parte de C* viene equipada con el lenguaje usual de
todas las relaciones cerradas de Zariski (como en el caso de V en la definicion 17 del
capitulo 5).

Sea t = exp w. Entonces definimos

angyt := exp bdyw.
De las definiciones de las funciones bdy y angy se sigue que, para ¢ = exp 27if,
angyqt = angyt,
anggeﬁt = angyt,
angye®t = ¢ - angyt.

Entonces, si definimos
U:t—e* -t

V:t»—)e’8~t~anggt,
se tiene que para todo t € C*
VUt =qUVt.

Formalmente obtenemos un dlgebra que cumple con la relacién indicada que es
isomorfa a Ay mediante la representacién « : Ay — B(H).

Nota: Serfa interesante encontrar una representacion natural de estos operadores en un
espacio de funciones C'*. Hay algunas ideas en [Zil05] (pags. 32,33) pero atin no es
posible obtener un espacio de Hilbert con este procedimiento.

7.3. Implicaciones de estabilidad

El grado de estabilidad de una estructura estd intimamente relacionado con la posibili-
dad de darle una estructura geométrica. De manera mds precisa, la estabilidad de una
estructura esta intimamente relacionada con la posibilidad de definir una buena nocién
de dimensién en ella.

Definicion 39 (rango de Morley). Sea M una £ —estructura y ¢(0) una férmula de
. Definimos RM™ (¢) > a de manera inductiva:

i) RM™M(p) > 0siysélosip(M) # @;

'Para esta estructura usamos la convencién de notacién de la definicién 17. Escribimos
((C, 4+, Ap), exp,C*) en lugar de (C, Ag, exp, C*) para enfatizar que la estructura de la primera parte
es aditiva, mientras que la segunda parte es multiplicativa.
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ii) si o es un ordinal limite, entonces RM™ () > a'siy sélo si RM™M (p) > B,
para todo 8 < «;

iii) para cualquier ordinal o, RM™ (p) > a + 1 si y sélo si existen férmulas
¥1(0),¥2(0),. .. tales que 11 (M), 1o(M), ... es una familia infinita de sub-
conjuntos disjuntos dos a dos de (M) y RM™M (1;) > « para todo i.

El rango de Morley de ¢ en M, denotado por RM™ (), se define de la siguiente
manera:

e si (M) = @, entonces RM™M () = —1;

o si RMM () > a pero RMM (p) # o+ 1, entonces RM™M () = a

e si RM™M () > «a para todo ordinal a, entonces RM ™M (¢) = oc.
Para p un tipo, definimos RM (p) = inf{RM () | p F ¢}.

Observemos que si p es un tipo completo, la definicién de RM (p) se reduce a
RM(p) = mf{RM(p) | ¢ € p}.

En una estructura M que es w—estable es posible definir una nocién de dimensién
mediante el rango de Morley que funciona para conjuntos definibles y tipos pues si
T = th(M) es w—estable, entonces el rango de Morley siempre existe para todo tipo
p ([Bal], pag. 159, lema 2.4). Por otro lado, w—estabilidad implica minimalidad fuerte
([Mar], pag 212.) y esto como ya se menciond permite definir una (pre)geometria. Mas
atn, para una estructura fuertemente minimal tenemos la siguiente relaciéon: modifi-
cando un poco la definicién 5 tenemos que, para Y, B C X con X una pregeometria,
la dimensién de Y sobre B sera igual a la cardinalidad de un conjunto A que sea
maximal en ¢l(Y U B) como conjunto independiente sobre B, y lo denotaremos por
dim(Y/B). El siguiente resultado y su demostracién se encuentran en [Bue] pag. 78.

Lema 28. Sea ¢ fuertemente minimal sobre A’y D = (M) (con M E T y T una
teoria completa). Sia € Dy A’ C A, entonces el rango de Morley de tp(a/A) es igual
a dim(a/A).

En [Mar] (lemas de las paginas 217 y 218) se demuestra que es posible definir el rango
de Morley de manera que sea independiente del modelo del cual provienen los pardme-
tros, para esto se pide la condicién adicional de que M, N sean modelos w—saturados
y M < N y entonces se define el rango de Morley de ¢ (lo denotaremos por RM (¢)),
como RM™N (). Con esto estamos listos para definir una nocién de dimensién sobre
los conjuntos definibles de la siguiente manera:

Definicion 40. Sea 7" una teoria completa con modelos infinitos, M F Ty X C M"
es definido por la férmula (o). Definimos el rango de Morley de X, denotado por
RM(X), como RM () ([Mar], pag. 218).

En particular, si M es Ng—saturado y X C M™ es un conjunto definible, entonces
RM(X) > a+ 1siy sélo si existen Y7, Ya, . .. subconjuntos definibles de X mutua-
mente ajenos tales que RM (Y;) > « para cada i. El rango de Morley cumple con las
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siguientes propiedades: si X, Y son subconjuntos definibles de M "™, entonces X C Y
implica RM(X) < RM(Y); RM(X UY) es el mdximo entre RM(X)y RM(Y) y,
para X no vacio, RM (X) = 0siy sélo si X es finito.

Como ya se menciond los conjuntos definibles son algo parecido a las variedades
algebraicas. De hecho para campos algebraicamente cerrados de caracteristica 0, el
rango de Morley coincide con la dimensién de Krull, aunque para el desarrollo general
de las geometrias de Zariski no es conveniente tomar la dimension de Krull pues ge-
nera problemas al extender a estructuras analiticas de Zariski (definidas en la siguiente
seccion). Para una estructura superestable es posible definir el rango de Lascar sobre
tipos de la siguiente manera:

Definicién 41. Sea M una estructura de primer orden, A C M un subconjunto del
universo, ¢(Z, %) una férmula del lenguaje de M y b elementos de M. Diremos que
©(7,b) se divide sobre A si existen k& € N, A una extensién elemental de M y una
sucesion by, by, . . . de realizaciones del tipo de b sobre A tal que para para cualquier
K C w de cardinalidad &,

[ ¢(N.b;) = 2.

i€K
Diremos que la férmula (7, b) bifurca sobre A si implica a una disyuncién finita de
férmulas que se dividen, i.e.

=1V VeV

SiAC BC Mype SM(B), entonces diremos que p bifurca sobre A si existe
una férmula en p que bifurca. Si @ € M, entonces diremos que @ es libre de B sobre
A si el tipo de @ sobre B no bifurca sobre A.

Para los casos en los que es posible definir el rango de Morley, la definicién de bi-
furcacion se reduce al siguiente enunciado més simple: sean A C B, p € S,,(A), ¢ €
Sp(B)yp C q.Si RM(q) < RM(p), diremos que ¢ es una extensién de p que bi-
furca y que ¢ bifurca sobre A. Si RM(q) = RM (p) entonces diremos que ¢ es una
extension de p que no bifurca.

Definicion 42. El rango de Lascar (o el rango U), de un tipo completo p € S(A)
(denotado por U(p)) sobre un subconjunto A C M del universo de un modelo M se
define por:

e Up) = 0;

e U(p) > a+ 1siy sélosip tiene una extension que bifurca de rango U al menos
«, i.e. existe una extension elemental N de M, un conjunto A C B C N y un
tipo ¢ € S(B) una extensién que bifurca de p tal que U(p) > «;

e U(p) = A, con A un ordinal limite, si y s6lo si para todo o < A, U(p) = a.

Definimos entonces que U(p) = «si U(p) > « pero no se tiene que U(p) > o+ 1. Si
no existe un tal ordinal entonces definimos U (p) = oc.
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En [Bue] (pag. 295) se demuestra que para 7" superestable, el rango de Lascar siempre
existe.

A manera de recapitulacion, para una teoria w—estable (siempre) es posible definir
el rango de Morley para férmulas, tipos y conjuntos definibles. Por otro lado, para una
teoria superestable (siempre) es posible definir el rango de Lascar, pero s6lo sobre tipos
completos. Esto de alguna manera permite portar herramientas propias de la geometria
algebraica al estudio de estructuras en las cuales es posible definir una buena nocién de
dimension, i.e. las estructuras en las que es posible definir una nocién conveniente de
rango.

Conjetura 1 (Schanuel). Dados z1, ..., z, nimeros complejos linealmente indepen-
dientes sobre Q, entonces el campo de extension Q(z1, ..., zn,exp(z1),...,exp(z,))
tiene grado de transcendencia al menos n sobre Q.

Teorema 12. La teoria de ((C,+, Ap), exp, C*) es superestable, siempre que la con-
Jetura de Schanuel sea cierta.

Esta conjetura, en caso de ser cierta implicaria a la mayoria de los resultados conocidos
en teoria de nimeros transendentales. El caso particular en el que los 21, ..., z, son
todos algebraicos es el Teorema de Lindemann-Weierstrass. Si se eligen los 21, ..., 2,
de tal manera que exp(z1), ..., exp(z,) sean todos algebraicos entonces se estaria de-
mostrando que logaritmos de nimeros algebraicos son algebraicamente independien-
tes, lo cual serfa una version mas fuerte del Teorema de Baker. De esta version mas
robusta del Teorema de Baker se sigue el Teorema de Gelfond-Schneider al igual que
la conjetura de las cuatro exponenciales.

El teorema 12 se demuestra en el capitulo anterior para el caso general siguien-
do el desarrollo de [Cay] y como se menciona en [Zill10] se sigue esencialmente del
desarrollo de Poizat. En [Zil04] se demuestra la w—estabilidad de la teoria para el caso

G = exp(fR +0Q)

en donde (3 no pertenece alos ejes de Cy § € R\ 27iQ. El mismo argumento funciona
para el caso con Gy = exp(Ay), el cual genera una C—dlgebra.

7.4. Geometrias analiticas de Zariski

Como se mencioné en la introduccién la conjetura de tricotomia resulto falsa en ge-
neral, pero cierta para el conjunto de estructuras denominadas geometrias de Zariski
clasicas y que fueron desarrolladas en [HZ].

Esta seccidn estd basada en [Zil10] y busca contextualizar el desarrollo del toro
cudntico dentro de la teoria de modelos como un ejemplo de una geometria de Zariski
no cldsica, lo cual permite pensar en el toro cudntico como si fuera un campo. Las
paginas indicadas hacen referencia a [Zil10].

Presentamos a continuacidn las definiciones basicas relevantes a este tema.
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Definicion 43. Una estructura topoldgica consta de un conjunto M y, una familia
de subconjuntos (definibles) de M™ (para cada n) que cumplen con las condiciones
de conjuntos cerrados. Esta estructura serd noetheriana si cumple con la condicién de
cadenas descendentes” (pag. 12).

Notacion: K C.; M significa que K es cerrado en M y andlogamente para subcon-
juntos abiertos U de M denotaremos U C,, M. pr(S) denotard la proyeccién del
subconjunto S C M™ dada por

prr (@1, .., Tn) = (Tiy, ...y, ) donde I = (i1,...,0m),

conm < n.

En el capitulo 2 se di6 una definicion algebraica para los conjuntos definibles. En
[Zi110] (pag. 7) se da una definicién inductiva netamente conjuntista en donde toda
relacion S C M™ que representa a un elemento primitivo (simbolo de relacién, fun-
cion o constante) del lenguaje £ es definible; dados dos definibles su producto carte-
siano, unidn, interseccién, complemento y proyeccion es definible. Esta definicion es
de hecho equivalente a la mds usual que es por induccién sobre la complejidad de las
férmulas.

Diremos que un subconjunto definible S es irreducible si no existen subconjuntos
propios S1, S2 C.; S relativamente cerrados tales que S = S; U Sy (pag 14).

Ahora, definimos lo que entendemos por una buena nocion de dimension (pag.
25) para conjuntos definibles. A cada .S C M™ le asociamos un entero positivo dim S
de la siguiente manera:

Definicion 44. (buena nocién de dimension)

e la dimensién de un punto serd igual a 0;

dim S U Sy = méx{dim Sy, dim Ss};

e para cualquier S C U C,, M™ irreducible y sus subconjuntos cerrados S; C¢
S, siS; # S, entonces dim S; < dim S,

e paracualquier S C U C,, M™ irreducible y una proyeccién pr : M™ — M™,

dim S = dim pr(S) + min_ dim(pr—'(a) N S);
a€pr(S)

e para cualquier S C, U C,, M™ irreducible y una proyecciéon pr : M"™ —
M™ existe V C,p, pr S tal que

min_ dim(pr~'(a) N S) = dim(pr~(v) N S)
a€pr(S)

para cualquier v € V N pr(S).

De manera mas precisa, diremos que dim es una buena nocién de dimensién para
conjuntos cerrados si cumple lo anterior para U = M".

2j.e. que toda cadena descendente de conjuntos cerrados anidados es finita.
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El rango de Morley es un ejemplo de una buena nocién de dimensién.

Definicion 45. Sea S C.; M™ irreducible. Una geometria de Zariski de dimension
1 en un conjunto M es una estructura topoldgica noetheriana que satisface

pr(S)~F CprS (7.1)
para algiin ' C.; pr (S) (con F' subconjunto propio), y con una buena nocién de
dimensién® (pag. 31).

Una estructura analitica de Zariski es una estructura topoldgica no noetheriana con
una buena nocién de dimensién sobre los conjuntos definibles y tal que la condicién
sobre las proyecciones (7.1) ha sido debilitada (ver pdg. 137). Las estructuras analiticas
de Zariski fueron desarrolladas en [PZ] por N. Peatfield y Zilber con la idea de permitir
el acceso al mundo de las estructuras de Zariski a dos clases nuevas de ejemplos, a
saber, estructuras construidas en términos de funciones y relaciones analiticas comple-
jas y, estructuras estables “nuevas”, introducidas por la construccién de Hrushovski en
[Hru], en particular los campos coloreados. Como se menciona en [Zil10] el estatus de
estructura analitica de los campos coloreados atin no se comprenden ni a nivel de con-
jetura*, sin embargo se han establecido varias propiedades interesantes como estructura
topoldgica.

Luego, uno de los objetivos principales a futuro es demostrar que los campos colo-
reados son estructuras analiticas de Zariski.

3Es posible definir la dimensién igual a la dimensién de Krull, pero esto acarrea confilctos al hacer la
generalizacion a las estructuras analiticas.
4pag. 162.
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