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Resumen

La forma adoptada, la capacidad para resistir o transmitir fuerzas, entre
otras propiedades de los biopolimeros, tales como el ADN, los filamentos de
actina y los microtabulos; dependen en gran medida de la competencia en-
tre la energia de doblamiento del material y su entropfa. Las fluctuaciones
térmicas de los polimeros, pueden ser caracterizadas usando el concepto de
longitud de persistencia, L,. En el régimen semiflexible, para el cual la lon-
gitud del sistema, L, es aproximadamente igual que L, los tnicos grados de
libertad relevantes, son asociados con la geometria del polimero: es posible
describir su comportamiento, mediante un Hamiltoniano construido con ele-
mentos de cardcter puramente geométrico. Ejemplo de esto son los polimeros
semiflexibles, modelados como una elastica de Euler, caracterizada por su e-
nergia de doblamiento, que es descrita completamente, por un Hamiltonino
invariante bajo reparametrizaciones, dependiente de la curvatura de Frenet-
Serret.

En este trabajo de tesis, la geometria diferencial es utilizada como he-
rramienta fundamental, para desarrollar un marco teoérico, que resulta util
en la caracterizacién de los estados de equilibrio, de polimeros semiflexibles
confinados por superficies. Esto se logra empleando el principio variacional,
donde multiplicadores de Lagrange adecuados, que involucran la constriccion
del confinamiento y las definiciones de la base adaptada a la curva, son in-
troducidos. Se establecen las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes
v una expresion para la fuerza confinante, en términos de la geometria local
de la superficie y de la curva.

Los estados base asociados a cada superficie confinante son identifica-
dos, la estabilidad de las configuraciones encontradas es determinada, y sus
propiedades fisicas, tales como la energia y fuerza transmitida a la superfi-
cie, son descritas para los casos de confinamiento esférico y confinamiento
cilindrico. Estos resultados dependen sensiblemente de la longitud total de
la elastica. Finalmente, se analizan las diferencias principales, encontradas
entre ambos casos.
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Summary

The adopted form, the ability to resist or transmit forces, among other
properties of biopolymers such as DNA, actin filaments and microtubules; de-
pend largely on the competition between the bending energy of the material
and its entropy. Thermal fluctuations of the polymers may be characterized
using the concept of persistence length, L,. In the semiflexible regime, for
which the length of the system, L, is approximately equal to Ly, the only re-
levant degrees of freedom are associated with the geometry of the polymer: it
is possible to describe its behavior through a Hamiltonian, constructed with
purely geometric elements. Semiflexible polymers are modeled as an FEuler
elastic, characterized by its bending energy, which is fully described by a
Hamiltonian invariant under reparameterization, which depends on Frenet-
Serret curvature.

In this thesis, differential geometry is used as a fundamental tool to de-
velop a theoretical framework that is useful in characterizing the equilibrium
states of semiflexible polymers confined by surfaces. This is accomplished u-
sing the variational principle, where appropriate Lagrange multipliers, which
involve the constriction of confinement, and the definitions of the framework
adapted to the curve, are introduced. Both, the Euler-Lagrange equations
and an expression for the confining force, are established in terms of the local
geometry of the surface and the curve.

The ground states associated with each confining surface are identified,
the stability of the configurations is determined, and its physical properties
such as energy and force transmitted to the surface are described for two
cases, spherical confinement and cylindrical confinement. These results de-
pend largely on the total length of the elastic. Finally, we analyze the main
differences found between this two cases.

IX






Indice

Agradecimientos \Y%
Resumen VII
1. Introducciéon 1
1.1. Antecedentes . . . . . . .. ... ... 2
1.2, Justificacién . . . . . . ... )
1.3. Objetivos . . . . . . . 5)
1.4. Métodos . . . . . . . . ..o 5
2. Geometria de polimeros confinados a superficies, usando va-
riables auxiliares 7
2.1. Introduccidon . . . . . . . ..o 7
2.2. Elastica de Euler en una superficie . . . . .. ... ... ... 9
2.3. Ecuaciones de Fuler-Lagrange en términos de las curvaturas
sobre la superficie . . . . . . ... o 0oL 13
2.4. Confinamiento y la pérdida de invariancia translacional y rota-
cional . . ... 14
2.5. Conclusiones del capitulo . . . . .. . ... ... ... ... 16
3. Confinamiento esférico 19
3.1, Imtroduccién . . . . . . .. 19
3.2. Elastica de Euler confinada por una esfera . . . . . . . . ... 21
3.3. Confinamiento débil por esferas . . . . . . .. ... ... ... 26
3.3.1. Energla . ... ... Lo 28
3.3.2. Fuerza transmitida . . . . . . .. ... ... ... ... 29
3.4. Confinamiento esférico fuerte . . . . . .. ... ... .. ... 30
35, Estadobasen=2p=1. ... ... ... ... ... ..... 31
3.6. Conclusiones del capitulo . . . . .. ... ... ... ... 32
4. Confinamiento cilindrico 33
4.1. Introduccidén . . . . . . . . Lo 33



XII

INDICE

4.2. Confinamiento vertical . . . . . . . . . . .. ... ... ..
4.2.1. Condiciones de frontera . . . . . . . . . ... ...

4.2.2. Reconstruccién de la curva a partir de la curvatura . .

4.2.3. Solucién de la cuadratura . . . . . ... ... ...
4.2.4. Analisis de las elasticas . . . . ... .. ... ...
4.2.5. Trayectoria en el espacio de parametros . . . . . .
4.26. Energia . . ... ... ool
4.3. Elastica de Euler confinada por un cilindro. . . . . . . ..
4.3.1. Confinamiento cilindrico débil . . . . . . . ... ..
4.3.2. Confinamiento cilindrico fuerte . . . . .. ... ..
4.4. Energiadellazo . . . . ... .. ...
4.5. Fuerzas transmitidas . . . . . .. ... ... ...
4.6. Conclusiones del capitulo . . . ... ... ... ... ...

5. Conclusiones

A. Geometria diferencial de superficies bidimensionales
Al Introducciéon . . . . .. .. ...
A.2. Parametrizaciéon de una superficie . . . . . . . . ... ...
A.3. Primera forma fundamental . . . ... .. ... .. ....
A4. Derivada Covariante . . . . . ... . ... ... ......
A5, Segunda forma fundamental . . . . . ...

AS5.1. Curvatura . . . . . .. ... ...
A.5.2. Tensor de curvatura extrinseca . . . .. ... ...
A.6. Curvaturas principales . . . . . . . ... .. ...
A.7. Ecuaciones de Gauss y Weingarten . . . .. ... ... ..
A.8. Condiciones de integrabilidad . . . . ... ... ... ...
A.9. Teorema FEgregio de Gauss . . . . . . .. .. . ... ....

B. Dos marcos de referencia importantes
B.1. Marco de Frenet-Serret . . . . . . ... ... .. ... ...
B.2. Marco de Darboux . . . ... ... ... ... ... ....

C. Superficies con simetria axial

D. Solucién de la cuadratura para confinamiento cilindrico



Indice de figuras

3.1.

3.2.

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.
4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Estado con una simetria binaria, para valores de R, en el intervalo
[1, 3], dentro de una esfera unitaria: (a) y (b) muestran oscilaciones
crecientes alrededor del ecuador; (c) muestra oscilaciones que de-
sarrollan traslapes; (d) indica la primera autointerseccion realizada
en los dos polos; (e) muestra la autointerseccion de la triple orbita
de la esfera; (f) presenta la orbita que colapsa cubriendo tres veces
el ecuador. La fuerza local confinante normalizada, A, es codifica-
da por colores en estas figuras. Gracias a Jemal Guven y Pablo

Vazquez, por proporcionar estas figuras. . . . . . . . . . ... .. 20
Potencial cuartico en el confinamiento esférico. . . . . .. .. 23
Potencial cuartico en el confinamiento cilindrico. . . . . . .. 35

Elastica planar de Euler, confinada a yacer de manera vertical, en
un cilindro de menor radio. . . . . . . .. . ... 36

Elasticas de Euler de diferentes longitudes, confinadas verticalmente
dentro de un cilindro. . . . . . . . ... . 41

Trayectoria en el espacio de pardmetros, de los estados de equilibrio. 42

Energia total de la eldstica confinada verticalmente dentro del cilin-
dro, como funcién de su longitud. . . . . . . .. ..o 44

Eigenvalores A,, para el confinamiento cilindrico débil, como fun-
cion del numero de modo m, para n = 1 (circulos), n = 2 (cuadra-
dos), y n = 3 (diamantes). Las lineas de unién, no tienen significado
fisico para valores de m no enteros; son usados para facilitar la vi-
sualizacién de la grafica. . . . . . . ... ..o 53

Trayectoria en el espacio de pardametros (¢(L), m(L)), para los es-
tados con simetriasn=1yn=2 . . . ... ... .. .. .... 59

Estado con simetria n = 1, para valores de L, en el intervalo
[27, 5.57], dentro de un cilindro unitario: (a) muestra la configu-
racion proxima al circulo geodésico; (b) la separacion de la eléstica
con respecto al plano transversal al eje del cilindro; (c) la primera
elasticacon o =7/2. . . . ..o oo 56

XIII



XIv TNDICE DE FIGURAS
4.9. Estado con simetria n = 2, para valores de L, en el intervalo
[27,4.57], dentro de un cilindro unitario: (a) muestra la configura-
cion proxima al circulo geodésico; (b) los cuatro puntos con a = 0 se
muestran claramente; (c) la primera elastica para la cual o adquiere
unvalorde m/2. . . . . ... 57
4.10. Energia total de los estados con simetria n = 2, n = 1y
confinamiento vertical. . . . . . .. .. ... ... ... ... . 58
4.11. Fuerza como funcién de la longitud de arco, para diferentes estados:
a) y b), representan el estado con simetria n = 1, para L = 2.57 y
L = 5.43 respectivamente; mientras que c¢) y d) muestran el estado
con n =2, para L = 2.5m y L = 4.51xw. Noétese que la amplitud de
la fuerza, aumenta con la longitud de la elastica, en ambos casos. 60
4.12. Fuerza total de los estados con simetria n =2, n =1 y confi-
namiento vertical. . . . . . ... ... L 61
A.l. Circulo osculante . . . . .. ... ... ... ... .. ... .. 70
A.2. Curva C, sobre la superficie . . . . . ... .. ... ... .. 71
A.3. Curvaturas principales . . . . . .. ... L. 73



Capitulo 1

Introduccion

RESUMEN: Esta secciéon, pretende establecer una relacion entre al-
gunos problemas biolégicos de interés, y su descripcién mediante el
uso de herramientas proporcionadas por la geometria diferencial; asi
como dar un panorama general, del contenido de este trabajo de tesis.

La fisica siempre ha servido como telén de fondo para otras ciencias. De
hecho, muchos de los grandes temas en fisica, tales como el flujo de energia
e informacién, son relevantes en contextos tan diversos como lo son: la elec-
tronica, la medicina, la biologia, entre otros. Esta ultima (la biologia), por
su riqueza, ha proporcionado una fuente constante de problemas sumamente
interesantes, en los cuales pensar. Es en los fenémenos que ocurren en los
organismos vivos, donde se pueden apreciar elaboraciones tan complejas y
ricas, que son dignas de estudio. Ejemplo de esto son las membranas biold-
gicas, que constituyen una de las componentes mas importantes de la vida,
ya que separan el contenido celular del ambiente externo, y por lo tanto, es-
tablecen la frontera espacial de la vida, separando la materia animada de la
inanimada [1]. Otro tema fascinante y concerniente a la biologia, que resulta
desafiante para fisicos, bioquimicos e incluso matematicos, es la presencia
de motivos muy regulares, tales como las hélices alfa o las hojas beta, como
estados de equilibrio de biopolimeros y proteinas.

Debido al gran nimero de grados de libertad, presentes en los sistemas
mencionados, su descripcién microscopica resulta ser bastante complicada.
Por ejemplo, una molécula de ADN posee una arquitectura muy elaborada, se
encuentra constituida por un gran niimero de compuestos quimicos, llamados
nucle6tidos. Cada nucleédtido, esté formado por tres unidades: un compuesto
nitrogenado conocido como base (Adenina, Guanina, Timina y Citocina),
un monosacarido (ribosa o desoxirribosa) y un grupo fosfato. Debido a la
afinidad quimica entre las bases, los nucleétidos se unen entre si, mediante
enlaces quimicos débiles, llamados puentes de hidrégeno, formando lo que
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se conoce como pares de bases, donde los nucleétidos que contienen adenina
se acoplan siempre con los que contienen timina, y los que contienen citosi-
na con los que contienen guanina. Ademas, el ADN es una macromolécula
dindmica, ya que cada uno de sus enlaces quimicos se flexiona constante-
mente y participa en interacciones con otras moléculas. Por todo esto, una
descripcion detallada del comportamiento de este sistema, resultaria dema-
siado compleja, ya que involucrarfa considerar tres aspectos relevantes desde
el punto de vista fisico: elasticidad, entropia y electrostéitica. En este traba-
jo, nos enfocaremos en particular, en modelos de las propiedades elasticas de
estos sistemas.

1.1. Antecedentes

Modelo del polimero

Para realizar una descripcion sencilla de la mecanica del ADN, resulta
util establecer, cuales son las escalas de longitud de interés en el modelo.
El ADN, es un polimero aproximadamente cilindrico, de 2nm de diametro,
counstituido por un grupo de placas, aproximadamente planas (los pares de
bases), cada una de 0.34 nm de grosor. Por otra parte, la longitud total de
una molécula de ADN, por ejemplo, en uno de nuestros cromosomas, puede
llegar a ser de 2 ¢m, es decir, diez millones de veces la longitud de su didmetro
[1]. Por lo tanto, podemos esperar que a escalas mesoscopicas !, el compor-
tamiento de este sistema, no dependa en gran medida de los detalles de
su estructura. Esta idea, refleja una linea de pensamiento presente en toda
la fisica: la naturaleza, se encuentra estructurada de manera jerarquica por
escalas de longitud y cada nivel sucesivo en estas escalas, olvida la mayor
parte de los detalles presentes en los niveles inferiores. Historicamente, las
ideas que hemos tenido acerca de la estructura de la materia, han partido de
la concepcién de moléculas, atomos, protones, neutrones y electrones, hasta
llegar més alla de estos, a los quarks y leptones, y aiin en la actualidad, con-
tinuamos con la busqueda de niveles de estructura més pequenos. Si fuera
necesario comprender cada nivel de estructura antes de avanzar, la odisea de
la ciencia nunca hubiera comenzado [1].

!En fisica y quimica, la escala mesoscopica se refiere a la escala de longitud, en la que
se puede discutir razonablemente las propiedades de un material o fenémeno, sin tener
que discutir el comportamiento de los atomos individuales, esto es, alrededor de 200 nm.
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Otra manera de expresar el planteamiento del parrafo anterior, es decir
que:

Al estudiar un sistema con un gran nimero de componentes
idénticos, que actian localmente, es posible realizar una sim-
plificacion, cuando se constdera una escala mucho mayor que
el tamano de sus constituyentes. En este caso, el compor-
tamiento del sistema, es descrito por unos pocos grados efec-
tivos de libertad.

Esto nos permite, una vez establecida la escala de interés del modelo, pen-
sar en el ADN como una varilla elastica, caracterizada por tres magnitudes
fisicas: el alargamiento (u), que mide el aumento de longitud que tiene un
material cuando se le somete a un esfuerzo; la curvatura (k), que mide el
cambio del vector tangente a lo largo de la varilla; y la torsion (1), relativa
a la cantidad de fuerza necesaria para cambiar el estado de rotacion, con
respecto al eje de la varilla, de los elementos que la componen. En el con-
texto del ADN, podemos interpretar el alargamiento, como una medida de
la diferencia de longitud, entre el estado natural y el estado que surge tras
aplicar un esfuerzo, a un fragmento corto formado por N pares de bases.
La curvatura se puede pensar, como una medida del inclinamiento del plano
en el que se halla un par de bases, con respecto al plano del par de bases
anterior. Finalmente, para interpretar la torsién, imaginemos que el estado
natural de la doble hélice de ADN en disolucion, completa una espiral cada
10 pares de bases, entonces, la medida de la rotacion de un par de bases
con repecto a su predecesor, menos el valor de este dngulo en la situasion
relajada, es a lo que denominaremos torsion.

Asi, la energia eldstica necesaria para producir una deformacién, en una
seccion infinitesimal de longitud ds, de la varilla, esta dada por:

1
dH = §KBT [Lpli2+Bu2+CT2—|—2DUT] ds, (1.1)

donde Kp y T son la constante de Boltzmann y la temperatura del sistema
respectivamente; mientras que L,, B, C' y D, representan los parametros
conocidos como: longitud de persistencia, rigidez de alargamiento, longitud
de persistencia de torsién y acoplamiento torsién-alargamiento, respectiva-
mente. Podemos observar, que atn despreciando las contribuciones de los
aspectos de entropia y electrostatica, el modelo elastico del ADN por si solo,
es bastante complicado. Sin embargo, es posible realizar una simplificacion
al modelo, considerando el limite en el que la longitud total del polimero, L,
es mucho menor que su longitud de persistencia 2, Ly, [2]. En este caso, el
comportamiento del sistema es dominado por la energia de doblamiento, por

2El parametro de los materiales que determina la energia de doblamiento, es llamado
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lo que es posible despreciar la variable de torsion (C'= D = 0) y considerar
al ADN como un material inextensible (B = 0). Sorprendentemente, estas
simplificaciones han coincidido con los resultados encontrados experimental-
mente [3; 4|. De hecho, se encontrd (por comparasiéon con simulaciones y
experimentos), que esta simplificacion sigue siendo precisa en el régimen de
polimero semiflexible, es decir, cuando se satisface L ~ L,, [2].

Hemos logrado acotar el modelo del ADN y simplificarlo al de una varilla
elastica inextensible, cuya energfa de doblamiento esta dada por el primer
término al lado derecho de la igualdad, en la Ec.(1.1). Resulta interesante que
esta expresion, es la que caracteriza a la curva clésica conocida como elastica
de Euler, y es la solucién a un problema variacional propuesto por Daniel
Bernoulli a Leonhard Euler en 1744, [8]. La idealizacion matemética de este
problema, es la de minimizar la integral del cuadrado de la curvatura de
Frenet-Serret (k), para curvas de longitud fija (L), que satisfacen condiciones
de frontera especificas. Debido a que la energia de estos sistemas puede ser
representada como un funcional de entidades geométricas, como la curvatura,
es posible aplicar la geometria diferencial como herramienta fundamental en
el analisis y entendimiento de los estados de equilibrio y formas adoptadas
por algunos sitemas biolégicos, desde el punto de vista geométrico.

Confinamiento

Diversos problemas de interés en biofisica involucran el confinamiento o
la adhesion de polimeros semiflexibles a membranas biolégicas, por lo que en
la actualidad, estos sistemas han recibido bastante atencién. Existen traba-
jos que abarcan, desde simulaciones Monte Carlo del confinamiento esférico
de un polimero [9], hasta modelos estadisticos de polimeros [10]; sin embar-
go, pocos estudios han empleado un punto de vista propiamente geométrico
del problema.

Debido a esta aparente naturalidad geométrica del sistema, es que en
este trabajo se utiliza el formalismo desarrollado en la Ref.[11], en el cual
se encuentran las ecuaciones de Euler-Lagrange que describen la evolucion
de los estados de equilibrio del sistema, para el caso en que un polimero
semiflexible se encuentra confinado a yacer sobre una superficie esférica. Es-
tas mismas ecuaciones fueron halladas con anterioridad en [12|. También se
encuentra una expresion de la fuerza confinante, en términos de la geometria
local, tanto de la superficie, como de la curva.

rigidez de doblamiento y se denota por k. La competencia entre la energia de doblamiento y
las fluctuaciones térmicas, determina una longitud caracteristica, conocida como longitud
de persistencia, L, = kBLT' Valores experimentales de la longitud de persistencia, de
filamentos biologicos unidimensionales, varian entre: 50 nm para la doble cadena de ADN

[5], 10 pwm para filamentos de actina [6; 7] y en el rango de mm para microttbulos [6].
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1.2. Justificacion

Debido a limitaciones técnicas, tanto experimentales como numeéricas, el
estudio detallado de las configuraciones de equilibrio, adoptadas en el caso de
confinamiento de una elastica de Euler, por una superficie axialmente simétri-
ca, ha sido complicado. La dificultad reside en el hecho de que, al explorar
distintas geometrias confinantes, se encuentra que la pérdida de invariancia
rotacional y translacional, esta relacionada con soluciones no analiticas de las
ecuaciones que describen al sistema. Es por esto que en el presente trabajo
se consideran tnicamente los casos de confinamiento esférico y confinamien-
to cilindrico. Cada uno de los cuales exhibe un sin fin de configuraciones
posibles. El estudio de cada una de estas configuraciones, es considerado re-
levante, para el entendimiento de algunos procesos celulares, como lo son:
el empacamiento del ADN dentro de los capsides virales [13] o las deforma-
ciones elasticas de los microtibulos.

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de tesis consiste en identificar, tanto
la fuerza producida sobre la superficie, debida al confinamiento del polimero,
como la energia de cada una de las configuraciones de equilibrio mecénico,
asociadas a las geometrias tratadas: esferas y cilindros. De igual manera, se
pretende determinar la estabilidad y los estados base, de cada sistema.

1.4. Meétodos

Con este propo6sito, el segundo capitulo se enfoca en desarrollar un marco
tedrico para la descripcion geométrica de biopolimeros confinados a super-
ficies, enfatizando el uso del método de variables auxiliares. En el tercer
capitulo se presenta la aplicacion al caso esférico, del marco variacional de-
sarrollado. Este caso fue tratado con detalle en la Ref.[11]. Cabe mencionar,
que a diferencia del confinamiento por esferas, en el cual se encuentran solu-
ciones analiticas a las Ecuaciones de Fuler-Lagrange, en el caso de confi-
namiento cilindrico, presentado en el cuarto capitulo, sélo existen soluciones
numéricas del problema. Es por esto que antes de resolver las ecuaciones
que describen al sistema completo, un enfoque perturbativo para anillos pe-
quenos es empleado. Finalmente, se expone una discusién de los resultados
obtenidos.






Capitulo 2

(GGeometria de polimeros
confinados a superficies,
usando variables auxiliares

RESUMEN: Consideremos una curva elastica, descrita por un Hamil-
toniano dependiente de la curvatura s y posiblemente de la torsién 7
de Frenet-Serret. Estamos interesados en determinar la respuesta del
Hamiltoniano, a una deformacién de las funciones de encajamiento de
la curva: Y — Y 4+ dY. Estas deformaciones afectan de manera directa
a K, 7y a los vectores de la base del marco de Frenet-Serret {T, N, B}
adaptado a la curva. La aproximacion adoptada, consiste en tratar a
todas estas variables, como variables auxiliares independientes. Para
hacer esto, las relaciones entre las curvaturas cuando se aplica el prin-
cipio variacional, deben ser preservadas.

2.1. Introduccion

Un polfmero es un compuesto molecular que se distingue por tener una
masa molar grande, puede alcanzar millones de UMAs !, y por lo tan-
to es una macromolécula. Ademés, esta formado por unidades repetidas
de mondémeros, agrupados en cadenas largas mediante enlaces covalentes,
2. Una clase especial de macromoléculas son los biopolimeros, ya que sus

!La Unidad de Masa Atémica, UMA, es una unidad de masa empleada en fisica y
quimica, especialmente en la medida de masas atéomicas y moleculares. Equivale a la
doceava parte de la masa de un d4tomo de carbono-12.

2Un enlace covalente entre dos o més atomos, se produce cuando estos comparten
electrones. El nimero de enlaces covalentes que puede formar un atomo estd determinado
por su nimero de electrones de valencia.
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propiedades definen la estructura, funcién y procesos de los sistemas biol6gi-
cos a nivel molecular. En particular, estamos interesados en procesos a escala
mesoscopica, en los que las superficies pueden constrenir la configuracion del
biopolimero. Esto es relevante, por ejemplo, en el empacamiento del ADN
dentro de los capsides virales [10; 14], sin embargo, este tipo de sistemas re-
sultan muy complejos, pues se deben considerar aspectos como la elasticidad
del polimero, la entropia y en algunos casos, el comportamiento eléctrico del
sistema [15].

Un modelo biolégico es una representacion simplificada de uno mas com-
plejo, con la finalidad de incluir en el modelo, s6lo los componentes necesarios
para explicar una o varias variables que se desean estudiar, la desventaja es
que no representa completamente la realidad. El aspecto del problema que
nos interesa es ; Como se pueden caracterizar los estados de equilibrio mecani-
co, es decir, las configuraciones que minimizan la energfa elastica tridimen-
sional, de un polimero confinado a yacer en una superficie fija?, esta pregunta
exhibe un nivel notable de complejidad, que consideramos, arroja informa-
cion ttil en la escala de interés.

Debido a sus propiedades, el polimero semiflexible libre (sin constriccion
de confinamiento), puede ser modelado como una eléstica de Euler, esto es,
como una curva I en el espacio tridimensional, cuya energia de doblamiento
se encuentra determinada por la geometria del sistema:

=21 [ K2, (2.1)
2

donde s representa la longitud de arco y k la curvatura de Frenet-Serret.
Supondremos que I' es una curva cerrada, ya que estas minimizan la energia
de doblamiento y su comportamiento resulta interesante. Este tipo de curvas
fueron estudiadas en profundidad por Euler. Una revision histérica puede ser
encontrada en la referencia [16]; una aproximacion més reciente del problema
es presentada en [17; 18] y revisada en la referencia [19]. Un marco alterna-
tivo, que trata el mismo problema de confinamiento, fue desarrollado en la
referencia [20].

Si es que no existen fuerzas externas actuando sobre el polimero, la con-
figuracion de equilibrio que este adoptara, serd circular, pero en general, las
fuerzas producidas por el confinamiento, obligaran a la curva a adoptar dife-
rentes formas. La membrana que confina al polimero, es modelada como una
superficie bidimensional ¥, suficientemente diferenciable y rigida como para
no ser deformada por el polimero confinado. Con estos elementos, se puede
desarrollar un marco para estudiar las configuraciones de equilibrio del sis-
tema, implementando la constriccién de confinamiento del polimero mediante
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multiplicadores de Lagrange y derivando las ecuaciones de Kuler-Lagrange
correspondientes, como se hace en [21]. Finalmente, se explotan las simetrias
del sistema, para as{ encontrar las primeras integrales de movimiento.

2.2. Elastica de Euler en una superficie

Consideremos una curva I' : s — Y(s) parametrizada por longitud de
arco, sujeta a la constricciéon de yacer sobre una superficie . Esta superficie
es descrita de forma paramétrica, por el mapeo ¥ : (u',u?) — X(u',u?).
Por lo tanto, la curva confinada puede ser descrita como una curva sobre la
superficie T's; : s — (Ul(s), U?(s)).

Supongamos que el marco de referencia de Frenet-Serret (ver Apéndice
B.1) adaptado a la curva se encuentra mateméaticamente bien definido. El
Hamiltoniano invariante bajo reparametrizaciones, asociado a este sistema
y, dado por la Ec.(1.1), contiene términos de curvatura y torsion, por lo que
puede ser representado por un funcional dependiente de las curvaturas de
Frenet-Serret, a lo largo de la curva:

H[Y] = /H(Fa, k7 ...) ds, (2.2)

donde ’ representa derivada con respecto a longitud de arco y, k y T, son
la curvatura y la torsién respectivamente. Este tipo de Hamiltonianos son
importantes en la descripcién estatica y cinemética de curvas, y la manera en
la que los estudiamos, es explotando el teorema de Noether, para asi identi-
ficar las condiciones de equilibrio como leyes de conservacién, asociadas con
la invariancia Euclidiana de la energfa.

La aproximacién adoptada involucra tratar al vector tangente a la curva,
T =Y’, como variable independiente. Una manera de asegurar esto, es im-
poner un conjunto de constricciones en el principio variacional, tal y como
se hace en la Ref.[21]. La sutileza en este procedimiento, yace en preservar
las relaciones entre las curvaturas cuando se aplica el principio variacional,
ya que las ecuaciones de Frenet-Serret (B.1), deben ser preservadas bajo de-
formaciones de las variables auxiliares involucradas.

Consideremos el funcional:

1 1
HJY, T, A F,u = 2/T’zds+/[F-(T—Y’)—2A(T2—1)] ds

+/)\(s) 1Y (s) — X(u(s))] ds, (2.3)
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donde en la primera integral, hemos reescrito la Ec.(2.1), utilizando la relacion
de Frenet-Serret, x? = T’2. La segunda integral incluye las constricciones que
ayudaréan a tratar a T, como variable independiente: Tres multiplicadores de
Lagrange, (las tres componentes del vector F), son necesarios para fijar las
componentes del vector tangente T, dado por la primer derivada respecto a
s, de las funciones de encajamiento Y, las cuales representan el vector de
posicién de un punto sobre la curva, para cada valor del pardmetro s, y el
multiplicador A asegura que la curva estd parametrizada por longitud de
arco, ya que en este caso, T es un vector unitario. Finalmente, la tercera
integral impone la condicién de que I' yace sobre 3.

Tal y como se aplica el principio variacional en mecénica cléasica, para
encontrar las ecuaciones de Fuler-Lagrange, es posible obtener la variacion
en H,., debido a una deformacién en Y, esto es:

Sy H. :/ds (F'+A)-0Y —/ds (F-5Y), (2.4)

donde el segundo término del lado derecho de la igualdad, es un término
de frontera. De esta manera, podemos observar que en equilibrio, es decir,
cuando se satisface §H. = 0, se cumple que:

F = - (2.5)

Cabe mencionar que para una curva sin la constriccién de yacer sobre una
superficie fija, el tltimo término de la Ec.(2.3) es cero, y por lo tanto, F/ = 0,
es decir, F se conserva. Asi, cuando incluimos la constriccion, sabemos que
la tensién en el lazo no debe ser conservada y por lo tanto, el multiplicador
de Lagrange A, es identificado como la fuerza externa, asociada con la cons-
tricciom.

Encontremos las ecuaciones que satisface H,., para deformaciones de T:

orH, = / ds(F—T" - AT) - 0T + / ds (T'- 6T, (2.6)

donde la segunda integral es un término de frontera. Asi, en equilibrio mecéani-
co se satisface F = T” + AT, que al utilizar las relaciones de Frenet-Serret
(B.1), puede ser reescrito como:

F = (A—-&*)T++'N + w7B. (2.7)

Es importante notar, que debido a que los términos en la variaciéon del Hamil-
toniano respecto a T, no involucran al multiplicador A\ asociado con la cons-
triccidon, entonces, el vector F, estd dado tanto para la elastica libre como
para la confinada, por la Ec.(2.7).
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La variacion con respecto a u®(s) de He, es:

ouH, = /ds)\-axéua
ou®

= / ds X\ - e 0u’, (2.8)

0X
donde e, = e para a = 1, 2, representa los dos vectores tangentes adapta-
U

dos a la superficie, (ver Apéndice A.2). En equilibrio se cumple A-e, = 0, por
lo que se concluye que la fuerza sobre la curva asociada con la constriccion,
siempre actiia de manera ortogonal a la superficie. De esta manera, el mul-
tiplicador puede ser representado de la forma A = An, donde n es el vector
normal a la superficie. Utilizando este resultado en la Ec.(2.5), obtenemos:

F' = —)n. (2.9)

De la ecuacién anterior, es posible establecer una condicién de integrabilidad
para curvas cerradas:

%ds)\n—o, (2.10)

esta identidad se mantiene, aunque el contacto con la superficie, sea 0 no
completo.

Derivando la Ec.(2.7) respecto a s y utilizando las relaciones (B.1), un
calculo directo da como resultado:

F = (AN =36k )T + [ + k(A = 72 — 2N + (2/7 + 67)B.  (2.11)

De la Ec.(2.9), se sigue que la proyeccion tangencial de F/ debe ser cero,
(F/-T = 0). Este hecho es utilizado en la ecuacion anterior, para determinar el
multiplicador de Lagrange, A, asociado con la parametrizaciéon por longitud
de arco:
3
A=Zk?—c (2.12)
2
donde ¢ es una constante de integracién, asociada a la constricciéon de longi-
tud fija de la elastica 3. Este resultado permite expresar a F, en el marco de

3Se pudo usar el funcional H. = H. + ¢ (/ ds — L), en vez de usar tnicamente H.,

donde ¢ actia como el multiplicador de Lagrange que fija la longitud y se habria llegado
al mismo resultado.
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Frenet-Serret, como:

2
F = (“2 —c) T + #'N + x7B. (2.13)

De igual manera, F' dado en la Ec.(2.11), es separado en sus componentes
normales:

F =enN + e5B, (2.14)

donde las ecuaciones de Fuler-Lagrange, correspondientes a los modos de
oscilacién de la curva, estan dadas por:

2
ey =F N :/<;”+/<;<H2—72—c>, (2.15a)
1
eg =F B =— (k7). (2.15b)
K

La ecuacion de Euler-Lagrange tangencial e = F/ - T es cero, sin importar
si la curva se encuentra constrenida o no, a yacer sobre la superficie. Esto es
consecuencia de que los tinicos grados de libertad son geométricos.

Debido a que la fuerza confinante acttia en direcciéon normal a la su-
perficie, resulta conveniente escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange en
un marco de referencia que considere al vector normal a la superficie n,
en vez de los vectores normal N y binormal B de la curva. Este mar-
co es conocido como Marco de Darbouz, y estda formado por el trihedro
{T, n,1 = T x n}. Propiedades relevantes de este marco, se encuentran
resumidas en el (Apéndice B.2).

El marco de Frenet-Serret se encuentra relacionado con el marco de Dar-
boux, a través de una rotacién alrededor del vector tangente T, un angulo w,
y de acuerdo a la Ec.(B.6), los vectores normales se relacionan de la siguiente
manera:

N = Coswn + Senwl; B =—-Senwn+ Coswl. (2.16)

Usando estas expresiones, es posible reescribir F/ de la Ec.(2.14), en una
forma adaptada a la superficie:

F' = (Coswen — Senwep)n + (Senwen + Coswep) 1. (2.17)

La proyeccion de la Ec.(2.9) sobre el vector 1, provee la ecuacion de Euler-
Lagrange:

g1 =Senwen + Coswep = 0, (2.18)
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v la proyeccién correspondiente sobre n, determina a A:

A= —Coswen + Senwep. (2.19)

Podemos concluir, que tanto la ecuacién de Euler-Lagrange (2.18), como la
fuerza confinante (2.19), se encuentran determinadas por la geometria local
del sistema.

Notemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange, para el problema de la
elastica de Euler sin constriccion, para el cual F/ = 0, estan dadas por ey =0
v e = 0. Estas ecuaciones son reemplazadas para el caso con constriccidn,
por una séla ecuacion, €1 = 0. Esta discrepancia aparente en el nimero de
ecuaciones, refleja el hecho que una curva espacial posee dos modos indepen-
dientes de deformacién, mientras que una curva superficial, s6lo posee uno.
En general, la integrabilidad del par original de ecuaciones, se pierde cuando
la constriccidn estd presente.

2.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange en términos de
las curvaturas sobre la superficie

La ecuacion de Euler-Lagrange (2.18), puede ser expresada en términos
de las curvaturas sobre la superficie, utilizando las identidades (B.7) a (B.11):

K2 + K2 2
elzn;’+ng<92"—72—c —M:o. (2.20)

9 Fon

Esta ecuacion, coincide con la encontrada en la referencia [12] y fue re-
producida en [11|. Es importante notar que en esta, se involucran ambas
curvaturas al igual que la torsién geodésica, por lo que en general, la curva
no serd una geodésica; incluso si k4 = 0, la curva no minimizara la energfa
de doblamiento, a menos que también cumpla algunos de los tres siguientes
Casos:

2

l,‘ﬁ;n

T4 €s constante.

= Se trate de una curva asintotica, es decir, una curva con curvatura
normal nula en todas partes.

= Se trate de una curva principal de la superficie, es decir, que satisfaga
74 = 0 en todas partes.

Es poco probable que una geodésica satisfaga estas condiciones.
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La magnitud de la fuerza confinante, es expresada en términos de las
curvaturas sobre la superficie como:

2, .2 2.\
Ky + K KT,
—A:/ﬁ;{+/€n<gn—72—c>—|—(‘qg) , (2.21)

2 g

esta expresion fue derivada en [11]. Se puede apreciar que, — A\, tiene una ex-
presion idéntica a la Ecuaciéon de Euler-Lagrange €1, al intercambiar x4 con
Kn, (salvo un signo en el dltimo término). Esto es consecuencia de la descom-
posicién simétrica de la curvatura de Frenet-Serret, en sus partes geodésica
y normal, (kN = k,n + Kgl).

Ademas, es posible expresar al vector F de la Ec.(2.13), con respecto al
marco de Darboux, como:

K}g + K/% / !
F = T —c| T+ (/in + Kngg)n + (K“g - '%TLT!J)L (222)

2.4. Confinamiento y la pérdida de invariancia trans-
lacional y rotacional

Como es bien sabido, el teorema de Noether establece un método para
aprovechar las simetrias del sistema fisico, (representado por el Hamiltonia-
no), y de esta manera encontrar cantidades conservadas asociadas a estas
simetrias. En particular, estamos interesados en saber cuales son estas can-
tidades, cuando el Hamiltoniano es invariante bajo translaciones y cuando
es invariante bajo rotaciones.

Los términos de la carga de Noether, (), para el Hamiltoniano deformado
dH,, satisfacen la ecuacion 6H. = [ Q'ds. Es decir, salvo las ecuaciones de
Euler-Lagrange, las cuales se anulan en equilibrio, () contiene los términos
de frontera de las variaciones del Hamiltoniano, dadas en las ecuaciones (2.4)

y (2.6):

Q=—F - 6Y +T .6T. (2.23)

Para el caso de una translacién infinitesimal de la curva, se cumple:

Y — Y+0Y=Y+ea, (2.24)

con € a, correspondiente a un desplazamiento infinitesimal en la direccion del
vector arbitrario y constante, a. Por lo tanto, T no cambia bajo translaciones:
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T — (Y+6Y)=Y'=T = T=0. (2.25)

De manera analoga, puede ser demostrado que, {N = /B = 0. Es de-
cir, que bajo translaciones, la base de Frenet-Serret no cambia. Asi, en el
equilibrio se cumple:

5HC:—/(F-ea)’dS:—ea-/F’ds:O = F'=0. (2.26)

Por lo que se concluye, que la conservacién de F, es consecuencia de la in-
variancia translacional del Hamiltoniano. Esto se cumple, para el caso de la
curva sin constricciéon. Sin embargo, para el caso que estudiamos, el vector
F satisface la Ec.(2.9), y por ende, se pierde esta invariancia.

Cuando la curva sufre una rotaciéon infinitesimal, se observa que:

Y —Y+iY=Y+ewxY. (2.27)

Es directo demostrar, que para este caso, los vectores base del marco de
Frenet-Serret, transforman como:

0T = ew x T, ON = ew x N, 0B = ew x B. (2.28)

Mientras que la carga de Noether, esta dada por:

Q = -F (ewxY)+T:(ewxT)
= ew- (=Y xF+ KT xN)
= ew- (=Y xF+kB). (2.29)

Por lo tanto, la variacién del Hamiltoniano es:

0H, = —ew - /M'ds, (2.30)

con M, la torca por unidad de longitud, con respecto al origen, actuando
sobre un segmento de curva y que consiste de dos partes:

M = (Y xF) + 8, (2.31)

el primer término, es la torca debido a la fuerza F, y el segundo, es identifi-
cado con el momento de doblamiento, originado por segundas derivadas en
la energia de doblamiento:
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S = —kxB
Ko — Kpl. (2.32)

Es posible demostrar, que para una curva libre de constriccién, M es con-
servado, esto se logra, al expresar M, en la forma explicitamente invariante
bajo translaciones, T x F 4+ S’ [22], como se hace a continuacion:

M = TxF+YxF +¢8

2
= Tx |:<H2—C>T—|-I€/N+HTB — (kB)

= (HIB — m'N) —k'B - kB’
0, (2.33)

donde se aplica, el hecho que para una curva libre, F también es conservado,
y la expresion (2.13) es usada.

Sin embargo, en general no se cumple M’ = 0, por lo que, para el caso
con constriccion, se tiene:

M = YxF
— (Y x 1) = A(Y x n), (2.34)

donde la expresion (2.17), de F’, fue utilizada. Asi, para un equilibrio con-
finado con € = 0, el vector M no estd conservado, teniendo como fuente,
el momento de la fuerza asociado con la constriccién. Un caso especial de
geometria confinante, es una esfera centrada en el origen, de manera que,
Y siempre se encuentra dirigido a lo largo del vector normal n, y por lo
tanto, M seria conservado. Por otra parte, si la geometria confinante posee
simetria con respecto a un eje, (digamos el eje z), entonces, el Hamiltoniano
serd invariante, con respecto a rotaciones alrededor del eje de simetria. En

este caso, la cantidad conservada, serd la proyeccién correspondiente de M,
es decir, M3 =M - z.

2.5. Conclusiones del capitulo

Para curvas sin constriccion, la invariancia Euclidiana de la energfa, per-
mite integrar las ecuaciones de Euler-Lagrange. Mientras que, las ecuaciones
correspondientes para el caso con constriccion de confinamiento, debido a la
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pérdida de la invariancia rotacional y translacional de la energia, en general
no seran integrables.

No obstante, en varios casos de interés, la geometria confinante respeta
algin subgrupo del grupo Euclidiano. En particular, se analizardn en las
secciones subsecuentes, dos casos importantes: la esfera, para la cual M si
es conservado y por ende respeta el grupo de rotaciones, y el cilindro, que
respeta los subgrupos de rotacién alrededor, y translacién a lo largo, de su eje
de simetria. En ambos casos, se apreciard como estas invariancias residuales,
permiten expresar las ecuaciones de FKuler-Lagrange, como una cuadratura.






Capitulo 3

Confinamiento esférico

RESUMEN: El marco variacional desarrollado en el capitulo anterior,
es utilizado para examinar los estados de equilibrio, de un polimero
semiflexible, que tiene la constriccion de yacer sobre una superficie fija.
Como una aplicacién, se presenta el confinamiento de un polimero ce-
rrado, de longitud 27 R, dentro de una cavidad esférica de radio menor,
Ry. Esta seccién presenta un resumen de la Ref.[11].

3.1. Introduccién

La conservacion de la torca, asociada con la invariancia rotacional resi-
dual de una esfera, permite que la ecuacion de Euler-Lagrange sea expresada
como una cuadratura, en términos de la curvatura geodésica, kg, que puede
ser integrada de manera directa. Por lo tanto, resulta posible reconstruir la
curva, a partir de la curvatura encontrada. En particular, este marco es uti-
lizado, para examinar el confinamiento de un polimero semiflexible, cerrado,
de longitud fija 2w R, dentro de una esfera de radio Ry < R.

En contraste con un polimero abierto, el cual adoptara una forma circular
alrededor de una geodésica sobre la esfera, cuando su longitud excede 27 Ry;
la cerradura del lazo, serd incompatible con una geodésica, a no ser que, R
sea un multiplo entero de Ry. Asi mismo, se mostrara, que existe un nimero
infinito de estados ligados, completamente diferentes, etiquetados por un par
de enteros, n = 2,3,4,... y p =1,2,3,..., que representan: el namero de
periodos del d4ngulo polar y el angulo azimutal, en un circuito del lazo res-
pectivamente. Es decir, n caracteriza la simetria dihedral, con respecto al eje
de simetria, y p, el nimero de revoluciones alrededor de este mismo eje.

19
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() R=1.1 (b) R=1.5

(d) R = 2.127 (f) R = 2.99

0.9 1R

(c) R=2

Figura 3.1: Estado con una simetria binaria, para valores de R, en el intervalo [1, 3],
dentro de una esfera unitaria: (a) y (b) muestran oscilaciones crecientes alrededor
del ecuador; (c) muestra oscilaciones que desarrollan traslapes; (d) indica la primera
autointerseccion realizada en los dos polos; (e) muestra la autointersecciéon de la
triple 6rbita de la esfera; (f) presenta la orbita que colapsa cubriendo tres veces el
ecuador. La fuerza local confinante normalizada, A, es codificada por colores en estas
figuras. Gracias a Jemal Guven y Pablo Vazquez, por proporcionar estas figuras.

Lazos con longitud infinitesimalmente mayor a 2w Ry, oscilan simétrica-
mente alrededor de un circulo geodésico, con p = 1 y una simetria de orden
n, paran = 2,3, ... . La simetria de orden dos, resulta ser el estado base, que
ademés es estable. Para valores finitos de R, las simetrfas de orden mayor
son inestables, ya que decaen hacia simetrias de orden dos. En la Fig.3.1(a)

a 3.1(c), se muestran los estados con n = 2, para varios valores normalizados
de R.

Para un valor critico de la longitud, el lazo presentard autointersecciones
sobre la esfera. Para el caso de una simetria binaria, n = 2, esto ocurre cuan-
do R = 2.127 Ry, que es cuando el lazo cruza los polos, como se muestra en
la Fig.3.1(d). Consideramos que las autointersecciones son consistentes con
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la fisica del problema y no tienen costo de energia.

Conforme R incrementa hasta alcanzar el valor de R = 3Ry, el lazo
colapsa en un circulo geodésico que cubre la esfera tres veces, ver Fig.3.1(e)
y Fig.3.1(f).

3.2. Elastica de Euler confinada por una esfera

Consideremos una curva cerrada, de longitud S = 27 R, confinada dentro
de una esfera de radio Ry. Normalizaremos las longitudes en términos de Ry.
Sobre una esfera, el tensor de curvatura extrinseca es proporcional al tensor
meétrico, y ya que hemos normalizado, tenemos la relacién Ky, = 4, asi que
la curvatura normal es constante, k, = —1, y la torsién geodésica es nula,
74 = 0. Empleando estos resultados en la Ec.(2.22), resulta:

2
K 1
F = (29 + a) T + ryl, donde o=5-c (3.1)

El vector F, es tangente a la superficie en todo punto, y se encuentra total-
mente determinado por la geometria del sistema. Sin embargo, debido a la
constricciéon de la superficie, F no es conservado.

El vector de torca, definido en la Ec.(2.31) es:

2
M—K’T—<%+U—1>l—|—/{n (3.2)
_ : o, ,

donde se empleo la Ec.(2.32) y el hecho que Y se encuentra dirigido a lo
largo del vector normal n .

Como se establecié en el capitulo anterior, la invariancia rotacional, de
la energia de doblamiento confinada a la esfera, implica que M es un vector
constante. Su magnitud es una constante. Esto provee una cuadratura, en
términos de la curvatura geodésica, (M? = M - M):

I{Q ?
M? = (k)% + (29+a—1 + 2. (3.3)

Es simple comprobar que la condicién (M?) = 0, en la ecuacién anterior,
reproduce la ecuacion de Euler-Lagrange (2.20) para una esfera:

2
€1 = K 7 =0 3.4
1= kg + Ky 2+a =0. (3.4)
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Esta ecuacién, es idéntica a la descrita por un lazo elastico, con densidad de
2

K
energia ?g. Este resultado, es consecuencia directa de la descomposicién de

la curvatura de Frenet-Serret, en sus partes normal y geodésica, k2 = /ﬁg—l—/ﬁ%,

asi como el hecho que k,, es constante. Podemos decir entonces, que las es-
feras son especiales en estos aspectos.

Diferentes propiedades matematicas de curvas elasticas sobre esferas,
fueron descritas por Langer y Singer en los ochenta [17]. En la referencia
[23], se presenta el problema utilizando métodos numeéricos. Recientemente,
estos trabajos han sido reexaminados en la referencia [24]. La conexién con
la descripcién de defectos conicos en hojas planas inextensibles, fue desarro-
llada en [25; 26].

Sabemos que para una geodésica, k4 = 0 en todo punto, por lo tanto, la
Ec.(3.3) implica que, M2 = (o — 1)2. A menos que la longitud del lazo sea
un miltiplo entero de 27, las curvas geodésicas serdn inconsistentes con la
condicién de frontera asociada a la cerradura. Si kK, = 0 es accesible para
cualquier punto a lo largo del lazo, existird una cota inferior para el valor de
M, que resulta no trivial:

(0 —1)*<M>. (3.5)

En equilibrio, todos los lazos confinados satisfacen esta ecuacion.
Resulta util reescribir la Ec.(3.3) en la forma:

(Kh)? 4+ V(ky) = E?, (3.6)
donde:

K2 2
Vi(kg) = (29 + 0) , (3.7)

y B2 = M? + 20 — 1 es manifiestamente positivo. !

Si kg es identificado como la posiciéon de una particula ficticia y s como
el tiempo, la Ec.(3.6) describe, el movimiento de una particula de masa
m = 2, con energia total £2, dentro del potencial cuartico simétrico V(kg)-
Este potencial, que se muestra en la Fig.(3.2), depende del signo de o; si
o > 0, entonces, V' tendrd un minimo en k, = 0; si o < 0, entonces, posee
dos pozos simétricos centrados en kg, = £/ —20, separados por un méximo
local, situado en kg = 0.

'Esta es una condiciéon menos fuerte para M que la de la Ec.(3.5).
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V(kg)

Figura 3.2: Se muestra el potencial de la Ec.(3.7) y su dependencia en el
signo de o.

Aunque la analogia de la particula resulta muy util, tiene sus limitantes.
E? no representa la energia de la elastica y el potencial depende de la cons-
tante de integraciéon o, cuyo valor es determinado por las condiciones de
frontera, al igual que el de E2.

El comportamiento cualitativo del lazo, dependera de los puntos de re-
torno del potencial, y por lo tanto, en los valores relativos de o2 y E?:

» E2> 02

En este régimen, existen tinicamente dos puntos de retorno, que ocu-
rren cuando E? = V(k1), lo que implica:

Kt =2(E —0)>0. (3.8)

Entonces, ng = 0 sucede cuando k4, = £k1. Por lo tanto, la curvatura
geodésica solo puede adquirir valores en el intervalo simétrico [—£1, K1].
Esto seréd independiente del signo de o. Se espera que un lazo con lon-

gitud mayor a 2, oscile simétricamente alrededor del ecuador, donde

kg = 0, de manera que ?{ dskg = 0.

w F? < o2
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Este régimen es inalcanzable fisicamente si el lazo es cerrado. 2

La reconstruccién del lazo a partir de su curvatura, involucra examinar
el vector de torca conservado, M. Sin perdida de generalidad, resulta posible
alinear M a lo largo del eje z, M = M z, como en la referencia [26]. El vector
normal n, estd parametrizado, en términos de coordenadas esféricas como:

n(s) = (Send(s) Cosp(s),Send(s) Sen¢(s), CosI(s)) . (3.9)

La idea es encontrar las funciones de encajamiento, Y, (que se encuentran
dirigidas a lo largo del vector n), en términos de la curvatura geodésica, para
esto, debemos encontrar los d4ngulos polar y azimutal, en funcién de k.

Tomando las proyecciones de M en el marco de Darboux, es posible deter-
minar las funciones de encajamiento de la curva sobre la esfera, en términos
de k4 y dos constantes, o y M, como se realiza a continuacion:

La proyeccion de M dado por la Ec.(3.2), en n, determina el angulo polar
en términos de k. 3

M- -n=MCos¥ = ky; (3.10)
la proyeccién sobre 1, determina el angulo azimutal ¢:

I<62

M-lz—M(p'SeDQQS‘:— ?g—i-a—l , (3.11)

donde ocupamos la relacion 1 =T x n=n’ x n.

Notemos que ¢, no incrementa monoténicamente a lo largo del lazo.
De hecho, presentard traslapes, cuando se cumpla ¢’ = 0y o < 1, (ver
Ec.(3.12)). Combinando las Ecs. (3.10) y (3.11), se obtiene:

o= <MQ+2(U_1) - 1> : (3.12)

2 MQ—I{?]

2 2 . .
Sol6 puede ser alcanzado si o < 0, de tal manera que el potencial tenga dos pozos y
la trayectoria en x4 se encuentre confinada a oscilar en uno ellos. Podemos escribir:

B~ V(s,) = 1 (5% — w23 — i),

donde x3 = —2(E +0) >0y k2 = 2(E — o) > 0. Por lo tanto, x4 estaria confinada, a
yacer en uno de los dos intervalos con signo definido, es decir, que estaria confinado a un
solo hemisferio.

3La proyeccion de M, en T = n’, reproduce la derivada de la Ec.(3.10).
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La Ec.(3.10), proporciona una cota superior para kg, |kg| < M. Como
veremos més adelante, M siempre estard acotada. Asi, k4 y por lo tanto la
energia geodésica, también estardn acotadas. Por otra parte, la Ec.(3.10),
implica que los valores extremos de kg4, ocurren cuando ¥, adquiere valores
de multiplos enteros de 7. La cota es alcanzada, cuando el lazo pasa a través
de los polos.

Es posible reescribir la cuadratura (3.3), en términos del angulo polar,
usando la Ec.(3.10):

19/2 +

1 (M2+2(a—1

), s
T S M?Sen? ) =1. (3.13)

Asi, resulta claro que el acceso a los polos, donde ¥ adquiere valores iguales
a multiplos enteros de 7, es posible tinicamente cuando M y o, se ajustan
de tal manera, que el coeficiente del término divergente en el potencial de la
Ec.(3.13), desaparece:

M?+2(c—1)=0, (3.14)

a la vez esto implica que o < 1.

Cuando la Ec.(3.14) se satisface, la evolucion de ¢ se simplifica, ya que
la Ec.(3.12) adquiere la forma ¢’ = —M/2, por lo tanto, ¢ incrementa li-
nealmente con la longitud de arco a lo largo del lazo. Esta identidad implica
M = —2/R y como consecuencia de la Ec.(3.14), se cumple o = 1 — 2/R?
cuando se cruzan los polos.

Supongamos que la longitud del lazo, es suficientemente pequena para que
no ocurran ni autocontactos ni autointersecciones. El movimiento periédico,
en el potencial V' (k4) de la Ec.(3.7), implica una simetria dihedral de orden
n: si el lazo cierra, después de completar n periodos de 1, en un recorrido del
ecuador, se tiene que, 6(s +27R/n) = 0(s) y ¢(s + 27 R/n) = ¢(s) + 27 /n,
donde n > 2, es un entero. * Entonces, la cerradura impone una discretizaciéon
del sistema. °

En equilibrio, el niimero de periodos del d4ngulo azimutal p, incrementara
con la longitud del lazo, por lo que es posible, reemplazar la condicién sobre
@, por p(s+2rR/n) = ¢(s)+ 2mwp/n. La cuadratura (3.6), puede ser escrita

“Laidentidad (3.10), implica que la identidad anterior, es equivalente a kg (s+27R/n) =
Kg(s).

SEl caso n=1, se excluye, debido al teorema de los cuatro vértices y a la simetria del
potencial.
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en forma integral:

CEL - (3.15)
4n 0 E2 — V(/fg) ’ .

y la condicién para ¢, (3.12), es reescrita con ayuda de la Ec.(3.6):

2rp M /kl dkg kg +2(0—1)

4n 2 J, VE? =V (kg) M2—;—£f7 ’
donde k1, es el punto de retorno del potencial, definido en (3.8). Las Ecs.(3.15)
y (3.16), representan las condiciones de frontera de longitud fija y cerradura
del lazo, respectivamente. La primera es independiente de p y la segunda es

independiente de R. Juntas, determinan las dos constantes de integracién o
y M, en términos del radio de la elastica R, y los dos enteros n y p.

(3.16)

3.3. Confinamiento débil por esferas

Aunque la cuadratura (3.3), puede ser integrada exactamente, en tér-
minos de funciones elipticas [17; 19; 24|, resulta util resolver el problema,
usando un enfoque perturbativo para examinar anillos con un radio R, un
poco mayor que uno. Por lo tanto, es posible escribir la longitud del lazo,
s =2mR =27n(14+AR), en términos del exceso de longitud AR del lazo, con
respecto, al radio de la esfera unitaria.

Se define AR := R — 1 <« 1, de tal manera que el lazo, es suficientemente
pequeno para que no ocurran autocontacto ni autointersecciones. En este
caso, los estados de equilibrio, son descritos por pequenas deformaciones,
alrededor de un circulo geodésico sobre la esfera, con kK, = 0 y es apropiado
escribir la aproximacién armoénica de la cuadratura (3.6), como:

(ky)* + ok, = E>—o°

= M?-06?+20—1. (3.17)

Las funciones ry, asi como las constantes ¢ y M, son expandidas en

potencias de € = VAR, que es, el parametro sin dimensiones més pequefio.
6

kg=Ki+HK3+ -3 M=My+My+---; o=09+02+---. (3.18)

%En el orden mas bajo, k, ~ k1. Entonces, los términos de la cuadratura (3.17) rele-
vantes son: (k7)? y #3, cuyo orden es dos, y 1, cuyo orden es cero. Por lo tanto, el orden
uno no contribuye en las constantes M y o.
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Por lo tanto, la aproximacion armoénica de la cuadratura (3.17), en el orden
més bajo, adquiere la forma:

(5,1)2 + O'OK,% = Mg — (O’o — 1)2 + 2MyMo — 20009 . (319)

En este orden, la longitud de arco coincide con el angulo azimutal, ¢, y la
curvatura geodésica a lo largo de un anillo cerrado, estd dada por:

ki(s) = AiCosns
~ A1Cos ny, (3.20)

donde n es un entero y A; una constante. Sustituyendo la Ec.(3.20) en la
Ec.(3.19) y respetando el orden de las ecuaciones, encontramos las relaciones
oo =n? y My =n? — 1. También implica la constriccion:

2
A3 = ﬁ(rﬂ — 1)(My — 02) (3.21)
sobre la diferencia de las correcciones a segundo orden.

A continuacion, determinamos AR en términos de la amplitud A; y el
entero n. Para esto, recordamos que, el elemento de linea para una esfera
unitaria, puede ser escrito como:

s = /dap [(ZZ)Q + Senzﬁ] 1/2. (3.22)

Usando la Ec.(3.10) y la aproximacién armoénica de x4 dada por la Ec.(3.20),
se obtiene:

A2 dv 1 dlﬁl nA1
Sen?y ~ 1——L Cos’np, —~—— ——=—8enny, (3.23
M? LR A PR VA P VA #s (3:23)

de lo que se sigue:

(n* +1)
2n

Sen 2n<p> . (3.24)

Debido a que en este régimen S ~ (1 4+ AR)¢p, la ecuacién anterior permite
expresar AR como: '
1 2

AR = D A2 (3.25)

"A; desaparece cuando n = 1, una solucién, que es identificada como una rotacion
trivial del lazo ecuatorial, alrededor de un eje, sobre el mismo plano ecuatorial.
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Esta es toda la informaciéon que puede ser extraida de la cuadratura.
Para especificar o9 y My en términos de AR, es necesario examinar las
condiciones de frontera, (3.15) y (3.16), corregidas a segundo orden en € =
VAR. En este orden, el punto de retorno s; del potencial V(kg), definido
por la Ec.(3.7), coincide con A; dado en la aproximacién armoénica de la
Ec.(3.21). En general, E? — V(rg) = 1/4(53 + K?)(k? — /{3), donde:

k2 =2(FE — o)
K?=2(E + o)

A2,
2
4n? — —5(My —02) +2(Mp +02). (3.26)

Q

Q

Por lo tanto, la correccién a segundo orden es encontrada:

: My) = (o5 + My) &
_ e — (s _ B )
B2 - V(“g) \/r 4'”4 2 4n2 2 8n?
(3.27)
Con este resultado, la Ec.(3.15) queda como:
1 1 1 )
AR = 4 — (0'2 - MQ) i ) (0'2 + Mg) T6n2 Al . (328)

El término que aparece en la condicion (3.16), puede ser escrito a segundo
orden como:

shZ+o—1 1 1 n?+1 ,
Mng_ﬁz R4 (02—M2)+2(n2_1)n2_1/€g, (3.29)
por lo que para n # 1, resulta:
1 1 ni+1

Usando la Ec.(3.21) en (3.30), es posible reproducir la relacion (3.25) entre
A1y AR, A? = 4(n? — 1)AR. Sustituyendo este resultado en las ecuaciones
(3.28) v (3.30), y resolviendo este sistema de ecuaciones, se encuentra:

1
02 =53~ ?*)AR, M, = g(l —n®)AR. (3.31)

3.3.1. Energia

La energia de doblamiento del anillo confinado por la esfera, se descom-
pone en la suma de las partes geodésica y normal, reflejando de esta manera,
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la descomposicion de la curvatura de Frenet: x? = :‘ig + 1
1 2
H=g5 ¢ds (kg +1):=Hy+ H,. (3.32)

donde H,, = wR, es la energia asociada a una curva eldstica, introducida
en una espiral circular de radio Ry = 1, como se aprecia, crece linealmente
con la longitud. Para un anillo débilmente confinado, la Ec.(3.32) adquiere
la forma:

H/H,nito ~ 1 + 2n°AR, (3.33)

donde Hapnjiio = /R, es la energia de doblamiento de un anillo circular de
radio R, sin constriccion. La energia (3.33) crece linealmente con la longitud
del aro. Esto no ocurre para anillos de mayor longitud. Para un valor fijo de
AR, la energia incrementa con n. El estado base, es el estado completamente
pegado a la esfera, con n = 2. Como se mostraré, todos los estados con n > 3
son inestables.

3.3.2. Fuerza transmitida

La fuerza transmitida a la esfera en cualquier punto, estd dada por la
Ec.(2.21) y debido a que k, = —1 es constante, toma la forma particular-
mente simple:

L
)\Ziﬁg—FU. (334)
Comparando las ecuaciones (3.32) y (3.34), se observa que en todo pun-
to sobre el anillo, A esta relacionada con la densidad de energia local. Su
dependencia espacial, se encuentra completamente determinada por la cur-
vatura geodésica y su cota inferior es o.

Usando las expresiones (3.20) y la primera de las ecuaciones (3.31), en
(3.34), se encuentra que para valores pequenios de AR y n > 2, la fuerza
viene dada por:

An ~n?+ % [3— "+ 4 (n® — 1) Cos® ny] , (3.35)

donde se aprecia que la fuerza confinante es manifiestamente positiva, con
valores que oscilan alrededor de n?. A\, no desaparece en el limite AR — 0,
lo que se interpreta como una inestabilidad de Euler. El empacamiento del
anillo circular, en un estado de simetria n, involucra una compresién critica
en el anillo, que es transmitida como fuerza normal sobre la esfera.
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3.4. Confinamiento esférico fuerte

En esta seccién, se examina la forma adoptada por un lazo de radio finito
R, confinado por la esfera. La Ec.(3.6), puede ser integrada en términos de
funciones elipticas [17; 19; 24], para esto, resulta ttil presentarla en la forma:

drg
= | G 330

donde se definen K? = 2(E + o) y k3 = 2(E — o). Integrando e invirtiendo
esta ecuacion, se obtiene k4 como funcién de s:

kg(s) = 2y/mgen[gs,m] . (3.37)

La funci6n cn[z, m], es conocida como el coseno eliptico de Jacobi [27]. El
namero de onda angular, estd dado en términos de la constante E, (definida
abajo dela Ec.(3.7)), como ¢ = v'E. Por lo tanto, la Ec.(3.37), implica que la
curvatura oscila entre los valores +k1, con kK1 = 24/mgq la curvatura maxima,
es decir, —k1 < k < k1. Ademas, el modulo de m es definido por:

2
K1 1 o
m=-—=—(1-——=). 3.38
La curvatura sy, depende de los pardmetros por determinar o y M,
a través de los parametros ¢ y m.® Estos parametros, seran determinados
explicitamente, en términos de R y n, usando las condiciones de frontera,
asociadas con la cerradura del anillo.

Usando el hecho de que el periodo del coseno eliptico es 4K[m], donde
K[m] es la integral eliptica completa de primer tipo [27], es posible, expresar
la condicién de frontera para k4 de la Ec.(3.15), en la forma:

K[m]

=4 . 3.40
) (3.40)
La integracion de la Ec.(3.12) da como resultado:
M /[ ¢#+1 [ 4mg? ] )
ps)=— | ———Ml|——5——=,am|gs,m|], m| —s |, 3.41
0= (=" e e (341
8Las definiciones de m (3.38) y ¢ = V'E, son invertidas para dar:

o=¢q¢° (1-2m), M? = (q2 - 1)2 + 4mg” . (3.39)

El modulo de m toma valores en el intervalo [0,1]; lo cual acota a o en términos de ¢:
|o| < ¢*, cambiando de signo cuando m = 1/2.
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donde II[n, am[z, m],m], es la integral eliptica incompleta de tercer tipo y
am [z, m], es la amplitud de Jacobi [27]. Entonces, la condicién de cerradura
tras p circuitos del angulo polar, p(27R) = 27p, implica:

" (ke [‘(fﬂiqn ARDECIE

Con ayuda de la Ec.(3.40), la relacion anterior determina m implicitamente
como funcién de R. Con esto, se completa la construcciéon formal del anillo
confinado.

3.5. Estado basen=2,p=1

El estado con simetria n = 2, es ilustrado en la Fig.(3.1), para valores
de R en el intervalo [1, 3]. Cuando AR es pequeno, se observa una oscilacion
alrededor del circulo geodésico (ver Fig.3.1(a)), lo que es consistente con el
analisis perturbativo previo. Conforme R incrementa, las oscilaciones alrede-
dor de este circulo aumentan en amplitud, por lo que la eléstica explora una
mayor superficie de la esfera, (Figs.3.1(b) y 3.1(c)). En la Fig.(3.1(c)), los
traslapes con ¢’ = 0 comienzan. Para el valor critico del radio, Ry = 2.127,
existe autocontacto en los dos polos, Fig.(3.1(d)).”

Para valores de R mayores a Ry, es necesario mirar de manera més cuida-
dosa las condiciones de frontera, ya que si la fisica admite autointersecciones
sobre la superficie y estas ocurren sin costo de energia, como hemos asumido,
la curva descrita matemadticamente por funciones elipticas, continua repre-
sentando el lazo fisico.!?

Es importante notar, que existe un cambio en el comportamiento del lazo
conforme R incrementa més alla de R, (ver Fig.3.1(e)), al cruzar los polos,
el lazo realiza dos revoluciones adicionales en ¢, por lo que p = 1, debe ser
reemplazado por p = 3, en la condicion de frontera (3.16). Se observa que el
lazo cruza los polos cuatro veces, dos en cada polo. Una discontinuidad de
—27 es introducida en ¢ por cada cruce. Estas discontinuidades contribuyen
al periodo de la elastica; por lo que el periodo de 27 para una séla revolucion,
es reemplazado por 2 —4(27) = —67. Esto implica que la orientacion cambia

%Para cada valor de n, existe un valor critico R,, para el cual esto ocurre y cuya
magnitud incrementa con n. Para valores mayores a una longitud critica del lazo, todos
los estados de equilibrio presentan autointerseccion.

105j se prohiben las autointersecciones, la fisica seria muy diferente. Esto se describe
en el contexto de conicas en la referencia [26] y de manera numérica en [28]. Conforme
el lazo explora la esfera, existe un aumento sibito en la energia de la elastica, asociado
con este autoconfinamiento. Después de cierto punto, se espera que las configuraciones del
lazo parcialmente adheridas a la esfera, se vuelvan energéticamente favorables.
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de direccion.!’ Cuando R = 3, el lazo se degenera rodeando tres veces el
circulo geodésico, (Fig.3.1(e)).

3.6. Conclusiones del capitulo

Se ha examinado el confinamiento, de un lazo semiflexible y cerrado, por
una superficie esférica. Nos hemos centrado en la descripcion del estado base
de este sistema. Si el lazo es pequefio, este realizaré oscilaciones alrededor del
circulo geodésico, exhibiendo una simetria dihedral de orden dos. Este es el
Unico estado estable del sistema en este régimen. La descripcién del estado
base y los estados que se derivan del mismo, se vuelve mas complicada,
cuando la longitud del lazo incrementa. Como se puede ver en [11], la fuerza
total transmitida a la esfera, asi como la energia total de la elastica, exhiben
discontinuidades debido al cambio de simetria.

1Para el estado con simetria de grado n, el nimero de revoluciones esta dado por
p=2n—1.



Capitulo 4

Confinamiento cilindrico

RESUMEN: Se analizan las configuraciones de equilibrio, que puede
adoptar un polimero semiflexible cerrado, de longitud fija 27 R, confi-
nado dentro de una cavidad cilindrica de menor radio, Ry. Esta vez, la
invariancia rotacional y translacional, s6lo se da alrededor y a lo largo
del eje de simetria del cilindro, como consecuencia, la cuadratura no
tiene solucion anélitica.

4.1. Introduccion

El problema del polimero semiflexible, que envuelve una cavidad cilindri-
ca y que esta relacionado de manera intima, con el envolvimiento del ADN
alrededor de las histonas, fue estudiado hace algtn tiempo por Nickerson y
Mannig [12; 29], y revisado recientemente por Van der Heijden, Peletier y
R. Planqué [30]. Finalmente, un problema relacionado, por tratar el confi-
namiento de una hoja de papel cilindrica, dentro de un cilindro circular, fue
tratado por Boué¢, Adda-Bedia y Boudaoud [9].

A diferencia de los trabajos mencionados, la estrategia que adoptaremos,
se centra en explotar las simetrias del sistema. Como se ha visto en las seccio-
nes anteriores, la constriccién impuesta por la superficie confinante, rompe
la invariancia Fuclidiana de la energfa de doblamiento y la manera en la que
ocurre no es arbitraria. El marco variacional desarrollado en el capftulo 2, que
involucra los grados de libertad del sistema, imponiendo las constricciones
al usar multiplicadores de Lagrange locales, sera utilizado, para examinar el
confinamiento de un polimero semiflexible cerrado, de longitud fija L = 27 R,
dentro de un cilindro de radio menor Ry.

La descripcién del confinamiento cilindrico, resulta un poco mas compli-
cada que para esferas, por lo que trataremos de disgregar el problema por

33
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partes. Iniciamos describiendo el confinamiento de una elastica plana, que
yace de manera vertical dentro del cilindro. Posteriormente, nos limitaremos
a un tratamiento perturbativo del problema, en el cual el radio del lazo sin
perturbaciones, es s6lo un poco més grande que el de la cavidad cilindrica.
De manera andloga a la esfera, existen simetrias de orden n. El estado base
correspondiente del anillo, no tiene un anélogo esférico, pues resulta ser una
deformacion eliptica del anillo circular, misma que yace sobre el plano lon-
gitudinal del cilindro. Conforme el orden n de simetria aumenta, también lo
hace la energia.

4.2. Confinamiento vertical

Consideremos un cilindro infinito de radio unitario, cuya seccién transver-
sal tiene una longitud de 27. Examinemos el confinamiento de la elastica
planar de Euler, con longitud 2L > 27. Por ser planar, la elastica satisface
la constriccién de yacer de manera vertical, dentro de dicho cilindro, como
se muestra en la Fig.(4.2).

Utilizando el marco desarrollado en la seccién 2.2 y considerando que
para la elastica planar 7 = 0, encontramos que la Ec.(2.13), tras un cambio
en el signo de ¢,' se reduce a:

2
F = <2+c> T + +'N. (4.1)
El cuadrado de la Ec.(4.1), provee una cuadratura para la curvatura s, en
términos de la longitud de arco s:

2 2

F? = (k) + U(r), donde Uk) = <K2 + c> (4.2)

Al igual que para el caso del confinamiento esférico, es posible realizar

la analogfa de la particula en un pozo de potencial. Esto se logra, si k es

identificado con la posicién de una particula ficticia y s como el tiempo. De

esta manera, la Ec.(4.2), describe el movimiento de una particula con masa

m = 2 y energia total F2, dentro del potencial cuartico simétrico U (k).

Este potencial se muestra en la Fig.(4.1) y depende del signo de ¢; si ¢ < 0,

entonces posee dos pozos simétricos centrados en k = ++/—2¢, separados

por un méaximo local, situado en kK = 0; si ¢ > 0, entonces U (k) tendra un

minimo global en x = 0. El punto de retorno, 1, para este potencial, se

encuentra con la condicion U(k1) = F?2, por lo que k1 = £1/2(F — ¢) sin
importar el signo de c.

1Bl cambio de signo, es realizado para tener el mismo potencial que en el confinamiento
esférico, (3.7), identificando o con c.
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U (k)

Figura 4.1: Se muestra el potencial de la Ec.(4.2) y su dependencia en el
signo de c.

4.2.1. Condiciones de frontera

Cuando las ecuaciones de Euler-Lagrange se satisfacen, la variacion del
funcional, estd dada por los términos de frontera de la Ec.(2.23):

5H:/dsQ’, Q=-F-0Y+T -0T. (4.3)
Por lo tanto, en equilibrio, (0 H = 0), se debe satisfacer que @ sea constante.

Observemos la Fig.(4.2), donde se representa una elastica de longitud
2L, que yace en el plano x — z y que se encuentra confinada verticalmente,
dentro de un cilindro infinito de radio unitario. Sin pérdida de generalidad,
nos enfocaremos tnicamente, en la descripcién de la mitad superior de dicha
elastica. Esta comprende, los puntos en contacto con el cilindro, localizados
en sgy sy = so+L respectivamente. Si estos puntos son considerados fijos, la
primera condiciéon de frontera es impuesta, 6Y (sg) = 0Y (s¢) = 0. Ademas,
resulta conveniente expresar @) en términos del dngulo 6 entre la curva y el
eje coordenado X, es decir, el &ngulo definido por Cosf = T-xy Senf = Tz,
lo cual implica que 6 = N -T. Por lo tanto, se satisface que Q = k(s) d6(s)
v debido al confinamiento, sabemos que 66 no puede ser arbitrario en la
frontera, por ende, x tampoco lo es.? Asi, la segunda condicién establece el

2Lo mismo no es cierto, para el caso en que la elastica de Euler sigue siendo planar,
pero sin la constriccion impuesta por las paredes del cilindro. En este caso, la condicion
se satisface para un 00 arbitrario y ya que debemos tener (Q = 0, entonces, la curvatura
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valor de la curvatura ko en los puntos de contacto y para determinarlo, es
necesario revisar la reconstrucciéon de la curva, lo que se realiza en la siguiente
seccion.

Figura 4.2: Elastica planar de Euler, confinada a yacer de manera vertical, en un
cilindro de menor radio.

4.2.2. Reconstruccién de la curva a partir de la curvatura

Las funciones de encajamiento de la curva, Y = (z(s), 0, z(s)), pueden ser
obtenidas en términos de la curvatura. Para esto, se utilizan las proyecciones
del vector constante F de la Ec.(4.1), sobre la base cartesiana (X, z):

2
F*=F %= (% + c) ' — K2 (4.4a)
(2
F*=F.z= (? + c) 2+ K, (4.4b)

Tomando las combinaciones lineales apropiadas de las ecuaciones anteriores,
se obtienen las componentes del vector tangente T = (27,0, 2’), en términos

desaparece en los puntos de contacto, esto es, k(so) = k(sy) = 0.
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del cuadrado de la curvatura y su derivada:

F*2' — F*2 = K, (4.5a)

2
Frx' — F?) = (—i—c). (4.5b)

Para simplificar estas ecuaciones, se considera la eldstica vertical como
el resultado de deformar una curva elastica de longitud L, que yace en el eje
X, tras aplicar una fuerza F® sobre ella. Si ademés, la condicién de que la
curva es simétrica con respecto al eje z, es impuesta, se tendran las siguientes
constricciones, sobre los vectores tangentes:

2’ (sg) = 2'(sf) =0 y 2 (s0) = —2'(sy). (4.6)

Usando estas condiciones en las Ecs.(4.5), se encuentra que F* = 0, por lo
que la fuerza sobre la curva, sblo actuia en direccion del eje x. Ademaés, surgen
las relaciones:

S o= (4.7a)
¥ = 1<K2+c>. (4.7b)

donde F = F*. A su vez, la segunda de estas condiciones implica:

7'(s9) =0 == ko = Kk(sg) = £V —2c. (4.8)

La Ec.(4.8), representa la segunda condicién de frontera intrinseca, que de-
termina el valor de la curvatura en los puntos de contacto, en términos de la
constante c.

Antes de continuar con la solucién de la cuadratura, analicemos de ma-
nera mas detallada, la relacion entre la longitud de la elastica, la longitud de
arco y la curvatura. En la longitud de arco, partimos de un valor s mayor o
igual al punto de contacto de la elastica con el cilindro, sg, (ver nuevamente
Fig.(4.2)), en este punto, la curvatura x debe ser mayor o igual a la curvatura
ko de la Ec.(4.8), asi continuamos, hasta que la longitud de arco adquiere un
valor de sg + L/2, bien definido en términos de la longitud de la elastica, en
este punto, se alcanza el valor maximo de la curvatura i, que coincide con
el punto de retorno del potencial U(k).
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Ahora observemos detenidamente la Fig.(4.1), donde se representa este
potencial. Si la elastica tiene una longitud igual a la de la seccién transver-
sal del cilindro, adquiere una forma circular y su curvatura serd constante,
k = 1. Esto quiere decir, que nos encontramos atrapados en el pozo de po-
tencial, kg = v/—2c. Para una elastica de mayor longitud, nos situaremos en
algiin punto A por encima de kg, una vez alli, seremos capaces de movernos
horizontalmente en este pozo, es decir, la curvatura podra aumentar, hasta
adquirir un valor méaximo, el del punto de retorno, K1 = /2(F — ¢). Des-
pués regresaremos al punto inicial, donde el valor de la curvatura es kg. Esta
misma situacion es representada en la Fig.(4.2), en términos de la curvatura
y la longitud de arco, para una elastica de longitud dada.

4.2.3. Solucién de la cuadratura

En las secciones anteriores, se han determinado las condiciones de fron-
tera que satisface el sistema. Con esta informacion, la cuadratura (4.2) puede
ser resuelta, dependiendo de los valores relativos entre las constantes F' y c.

1) Para F? < 2, se reescribe la cuadratura en la forma integral:

80+L/2 K1 dk
/ ds =2 : (4.9)
$2>50 K>Ko \/(Iﬁ% — kQ)(k2 — H%)

donde se definen, k? = 2(F —c) y k3 = —2(F +c). Notemos que los limites de
integracion, dependen de lag condiciones de frontera encontradas. Integrando
e invirtiendo la Ec.(4.9), encontramos  en términos de s:

k(s) = 2qdn|q(so + L/2 — s),m], (4.10)

donde dnfu,m], es la funcion delta eliptica de Jacobi [27]|, ademés, hemos
reemplazado las constantes F' vy ¢, en términos de los pardmetros q y m,
definidos a través de las relaciones: F = mq? y —c = ¢*(2 — m). En este
caso, la curvatura es positiva en todos lados y oscila entre los dos valores, ko
y K1, es decir, 0 < ke < kK < K1.

Utilizando la condicion de frontera x(so) = ¢/2(2 —m) en la Ec.(4.10), es
posible determinar ¢ en funcién de L y m:

= %]—"[w/él, m, (4.11)

con Flu, m], la integral eliptica incompleta de primera especie.

Para encontrar las funciones de encajamiento de la curva, lo que se hace, es
sustituir la funcién de curvatura encontrada, en las Ecs.(4.7) e integrarlas,
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dando como resultado:

os) = T;q (2dnla(so + L/2 — 5),m] — V22— m)),  (4.120)
o(s) = (2-— m)(som—l— L/2—s)
—Wzlqé’[amp[q(so +L/2—s),m|,m], (4.12b)

donde E[u, m], es la integral eliptica incompleta de segunda especie y amp|u, m],
es la amplitud de Jacobi. Finalmente, es posible escribir m en términos de
L, para esto, imponemos la simetria con respecto al ejes z, lo que deter-

mina z(sg) = —1 y x(sy) = 1, ya que el cilindro tiene un radio unitario.
Sustituyendo estos resultados en la segunda de las Ecs.(4.12), se llega a:
Elamp[gL/2,m],m] ~m
=L ——1]. 4.13
e (R )

Recordemos que estamos en el caso F? < ¢2. En términos del parametro m,
esta desigualdad indica 0 < m < 1. Por lo tanto, las soluciones encontradas,
serdn validas Gnicamente en este régimen.

2) Para F? = ¢2, s6lo existen soluciones para d?> = —4c > 0, por lo que
podemos reescribir la cuadratura (4.2), como:

(U +U*U - d?) =0, (4.14)

donde se ha realizado el cambio de variable, U = 2. La solucién general de
esta ecuacion diferencial, da como resultado s en funciéon de s:

k(s) = V/—4cSech(v/—cs — a), (4.15)

donde a es una constante por determinar. Utilizando el hecho que x(L/2) =
k1 = \/2(F — ¢) = v/—4¢,3 es posible determinar ¢ como funcién de L, esto
es:

2a

V—ec=—. (4.16)
L
Sustituyendo este resultados en la Ec.(4.15), se obtiene:
4 2
k(s) = fa Sech <£l s — a> . (4.17)

3Sabemos que F? = ¢?, implica la relacion F = =+c¢. Si tomamos F = ¢, no existe

solucion para la ecuacion diferencial, que satisfaga la condicion de frontera x(L/2) = k1 =
0, por lo que se debe satisfacer F' = —c.
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Mientras que la condicion de frontera (4.8), determina el valor de la cons-
tante a = ArcSech(1/1/2) ~ 0.8813. Por lo tanto, la curvatura es positiva en
todas partes, aproximéandose a cero unicamente para s — +o0o. Esto quiere
decir, que esta solucién es valida, cuando nos encontramos situados a la mis-
ma altura que el méximo local, en el pozo de potencial U(k).

Reemplazando la curvatura (4.17), en las Ecs.(4.7), es posible determinar las
funciones de encajamiento de la curva:

2 a
2s) = 4% (m(s) - Z\/é) , (4.18a)
o(s) = —s+1 <; — 1.1345 Tanh(a — 2L‘L)> . (4.18b)

3) Finalmente, para F? > ¢2, la cuadratura se reescribe como:

80+L/2 K1 dk
/ ds = 2 , (4.19)
$>50 K>Ko \/(K2 + ]{32)(145% — k2)

donde se definen, como en los casos previos, K2 = 2(F +¢) y k2 = 2(F —c).
De la ecuacién anterior, la curvatura es determinada:

k(s) = 2v/mgcen[q(so + L/2 — s),m], (4.20)
donde cnfu, m], es la funcion coseno eliptico de Jacobi. Esta vez, la relacion
entre los parémetros, estd dada por: F = ¢® y ¢ = ¢*(1 — 2m). Por lo tanto,
la curvatura oscila entre +r1, con k1 = 2y/mgq.

La condicién de frontera k(sp) = ¢+/2(2m — 1), ayuda a determinar el
parametro ¢, en funcion de L y m:

¢ %f{ArcsenaN%),m], (4.21)

y las funciones de encajamiento:

; (2v/menla(so + L/2 — s).m] —v/2@m — 1)) (4.220)
z(s) = so+L/2—s— 3 Elamplg(so + L/2 — s),m], m]. (4.22b)

Con la condicién de frontera extrinseca, al igual que en el primer caso, en-
contramos m como funcién de L, que satisface la relacion:

, (5[amp[q(50 +L/2 = s),m],m] 1) 1—o0 (4.23)

F[ArcSen(1/v/2m), m] 2
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Debemos notar que ambas soluciones, F? > ¢? y F? < ¢?, tienden a la
solucion con, F? = ¢2, conforme m — 1

4.2.4. AndAlisis de las elasticas

Dadas las funciones de encajamiento de la seccién anterior y fijando
so = 0 en cada una de las soluciones, es posible graficar la elastica de Fu-
ler, confinada verticalmente, para diferentes longitudes. Estas se encuentran
representadas en la Fig.(4.3). El lazo de menor longitud, L = 27, como se
ha dicho, adquiere una forma circular. Se puede apreciar que, conforme la
longitud aumenta, los lazos se encuentran en mayor contacto con las pare-
des del cilindro. Es decir, la curvatura en la parte superior e inferior de la
elastica aumenta, mientras que en la parte media disminuye. Este proceso
continua, hasta alcanzar una longitud L = 8.7336 ~ 2.78w, dicha eléstica,
es la de mayor longitud representada en la Fig.(4.3), para la cual, la parte
media hace contacto total con las paredes del cilindro, cabe mencionar, que
estas secciones no contribuyen a la energia de doblamiento de la elastica.
Si la longitud aumenta, L > 2.78w, la seccién recta también lo hard y las
regiones superior e inferior tendran la misma forma.

o

Figura 4.3: Elasticas de Euler de diferentes longitudes, confinadas verticalmente
dentro de un cilindro.
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4.2.5. Trayectoria en el espacio de pardmetros

Cada estado de equilibrio, puede ser representado como un punto en el
espacio de parametros, (¢, F'). Conforme L incrementa, el estado seguird una
trayectoria L — (¢(L), F(L)), representada en la Fig.(4.4).

Los valores del punto inicial en esta trayectoria, son faciles de encontrar,
ya que al inicio, consideramos una eléstica de longitud 27, por lo que adopta
una forma circular, con curvatura kg = 1. Sustituyendo este resultado en la
Ec.(4.8), encontramos que el valor inicial del pardmetro ¢, debe ser —1/2.
Para encontrar el valor del parametro F', notamos que para esta longitud
inicial de la eldstica, la energia potencial de la particula ficticia es cero, por
lo que la energfa total, es puramente la energia cinética. Esto es, F? = (k/)?,
y ya que la curvatura es constante en cada punto de la circunferencia, el
valor inicial del parametro F' es cero.

Para una longitud L = 6.6164 ~ 2.1, la magnitud de los pardmetros F
y ¢ es la misma, es decir, ocurre para un lazo un poco mas grande que la
elastica circular. Cuando la eldstica tiene una longitud L > 2.787, y por lo
tanto, cuando hace contacto finito con las paredes del cilindro, la curvatura
en los puntos de contacto es cero, kg = 0, por lo que ¢ = 0.

0.7
0.6/
0.5
0.4
LL
0.3
0.2
0.1

0.0:; ‘ ‘ ‘ ‘ ]
-05 -04 -0.3 -0.2 -01 0.0

Figura 4.4: Trayectoria en el espacio de parametros, de los estados de equilibrio.
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4.2.6. Energia

La energfa total de la mitad superior de la curva, estd dada por, un
medio de la integral, del cuadrado de la curvatura a lo largo de la elastica,
Ec.(2.1), tomando como limites de integracion los puntos de contacto, so y
sy = so + L. Por lo tanto, asume diferentes expresiones, dependiendo de los
valores relativos entre F' y c.

1) Para F? < ¢, la energia resulta de sustituir la curvatura (4.10), en la
Ec.(2.1), dando como resultado:

H = 2q (E[amplgL/2, m],m] — E[amp[—qL/2,m],m]) . (4.24)
2) En el caso F? = ¢?, sustituimos (4.17), en la Ec.(2.1), obteniendo asf:

5
H~ —. 4.25
3 (4:25)

Esta solucién es vélida, para el caso en que la longitud de la mitad de la
elastica es, L = 1.057. Valor para el cual, la magnitud de los parametros F
v ¢, es la misma.

3) El proceso se repite para el caso F'2 > ¢? y se encuentra que la energia
estd dada por la expresion:

H = 2¢°L(1—m)+2q (E[amp[—qL/2,m], m] — E[amp[gL/2,m], m]) . (4.26)

Combinando estas tres soluciones, encontramos la energfa de la mitad
superior de la elastica, como funciéon de la mitad de su longitud total. Mul-
tiplicando por dos ambos parametros, H y L, es posible encontrar la energia
total de la elastica completa, como funciéon de su longitud. Esto se puede
apreciar en la Fig.(4.5), donde Ey = 7, representa la energia de un lazo de
longitud 27, sin constricciéon. Este resultado se puede comprobar de manera
directa, al sustituir el valor de la curvatura para un circulo de radio unitario,
k=1, en la Ec.(2.1).

Al aumentar la longitud, el radio de curvatura también lo hace, y por
lo tanto la curvatura disminuye, lo cual se ve reflejado en el descenso de la
energia. Este proceso continua, hasta llegar al valor de L = 2.787, a partir de
este punto, la energfa se satura, es decir que, aunque aumente la longitud del
lazo, el valor de la energia no cambiara. Esto se debe, a que para L > 2.78,
la region en contacto con las paredes del cilindro aumenta y estas regiones
de curvatura nula, no contribuyen a la energia total del sistema.
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Figura 4.5: Energia total de la elastica confinada verticalmente dentro del cilindro,
como funcién de su longitud.

Es importante notar que la energia de un lazo libre, es de la forma F =
w/R. Asi, para longitudes cercanas a 27, tanto la elastica libre, como la
confinada verticalmente, decrecen a una taza similar; sin embargo, conforme
la longitud de la elastica aumenta, en el caso libre se encuentra que la energia
tiende a cero rapidamente, mientras que la confinada, se satura en F =
0.9127.

4.3. Elastica de Euler confinada por un cilindro

Examinamos el confinamiento de un anillo circular de radio R, dentro
de un cilindro de radio Ry, menor que el radio del anillo. A diferencia de la
esfera, ya no es obvio que en el confinamiento débil, habra contacto completo.

Utilizando los resultados derivados en el Apéndice C, para superficies que
presentan simetria axial, es posible hallar la curvatura geodésica para el caso
cilindrico:

kg = —a, (4.27)

donde «, es el angulo que el vector tangente al lazo, hace con la direccién de
los paralelos del cilindro. Las dos curvaturas principales, resultan ser, C'| =0
y C) =1, por lo que la curvatura normal y la torsién geodésica son:

Sen 2«
5

(4.28)

ki = —Cos?a; Tg = —
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Como se hizo para el confinamiento esférico, las longitudes seran medidas
en unidades de Ry. La ecuacion de Euler-Lagrange (2.20), en términos del
pardmetro «, adquiere la forma:

/2

3
—g=ad"+d <oz2 + 5005404 — 6 Sen?a Cos’a — c> =0. (4.29)

Es posible aprovechar, las invariancias translacional y rotacional, a lo largo,
v alrededor del eje de simetria del cilindro, y asi obtener una cuadratura
para «, como se veri a continuacion.

La invariancia translacional a lo largo del eje z, implica que f = F - 2,
es constante. Asi, proyectando la expresion (2.22) de F, sobre el vector z y
usando las definiciones para T y 1, dadas en la Ec.(C.10), se obtiene:

2 2
Ky + K
f=—-Cosa (ng — KnTg) + Sena <92n — c) . (4.30)
De manera similar, la invariancia rotacional al rededor del eje z, establece
que m = M - z, es constante. Sobre un cilindro, el vector de posiciéon, Y,
puede ser expresado en la base de Darboux, como:

Y =Z(SenaT —Cosal)+n, (4.31)
por lo tanto:
K2+ K2
Y xF -z =Sena (s, — kn1g) + Cosa <g2”—c : (4.32)

Usando la expresion (2.32) para S, uno obtiene:

S3=8S-z=k,Cosa. (4.33)

Sumando las expresiones (4.32) y (4.33), m es identificado:

K2 + K2
m = Sena (ky — kn7y) + Cosa (9271 +kn—c| . (4.34)

Es directo demostrar que, f' = Cosa &1 y m’ = Sen« &1, asi, en equilibrio,
f v m son conservados.
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Las ecuaciones (4.30) y (4.34), son de segundo orden en derivadas de
«, la dependencia se debe al término /{’g. Tomando la combinacién lineal
apropiada, es posible eliminar esta dependencia y quedarnos a primer orden:

K2+ K2
fSena+m Cosa = %%—/@nCos%z—c. (4.35)

Sustituyendo kg4 y Ky, de las ecuaciones (4.27) y (4.28), en la ecuacioén ante-
rior, la siguiente cuadratura para a es obtenida:

1
S@P V() =c. (4.36)
donde:
4
Via) = —CO; e fSena — m Cosa .

Este resultado fue derivado en [31]. El analisis nuevamente se facilita, al ex-
plotar la analogia de una particula, dentro de un pozo de potencial periédico.

Notemos que una segunda combinacién lineal de los parametros f y m,
da como resultado:

—f Cosa+m Sena = K, — 2k, Ty, (4.37)

0 en términos de «:

o +2Cos’a Sena — f Cosa+m Sena = 0. (4.38)

Es sencillo comprobar, que esta relacion surge al diferenciar la Ec.(4.36).

La energia de doblamiento, del anillo confinado por el cilindro, consta de
la suma de las partes geodésica y normal, reflejando la descomposicion de la
curvatura de Frenet, x? = Iiz + K2:

H= ;/ds (/? + Cosa). (4.39)

Con ayuda de la cuadratura (4.36), la energia puede ser expresada en térmi-
nos de a:

H= /ds (Cos4a + f Sena+m Cosa+c) . (4.40)

De igual manera, la fuerza confinante sobre el cilindro dada por la Ec.(2.21),
puede ser expresada en términos de «, como se hizo en [31]:
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— A = 6¢Cos2a+2Cos’a (6 Cos’a — 5)
+ 5m Cosa (3Cos’a — 2) +3f Sena (5 Cos®a — 2) . (4.41)

En un anillo aislado, libre de fuentes de tensién externas, se espera que f = 0.
Entonces, el potencial que aparece en la cuadratura (4.36), posee simetria
arriba-abajo, es decir, simetria bajo cambios de @« — —a. Sin embargo, la
constante m no desaparece; esto rompe la simetria izquierda-derecha, o —
21 — a. No existe solucion analitica para « en funcién de s, cuando m # 0.
4 Es por esto que, a continuacién se presenta una solucién perturbativa,
para anillos débilmente confinados, que serd tutil para después presentar la
solucién numérica.

4.3.1. Confinamiento cilindrico débil

Supongamos que en un principio, existe contacto completo entre la elasti-
ca y las paredes del cilindro. Un anillo circular, que yace en el plano ortogonal
al eje del cilindro, cumple con a = 0 en cualquier punto. El confinamiento
débil, ocurre para lazos con una longitud un poco mayor a la de este anillo
circular. En este régimen, se cumple que a < 1 y es posible realizar una
aproximacion armonica de la Ec.(4.36), alrededor de o = 0, lo cual da como
resultado:

1 (da\? 1 1
- — 14+ - 2 = —. 4.43
2<dcp> +<+2m>a c+m+2 (4.43)

A este orden, la longitud del lazo es 2rRy v s es reemplazado por Rgy,
donde ¢ es el angulo azimutal sobre el cilindro. Ademaés, se ha considerado
que el lazo, posee simetria arriba-abajo. Como en el caso de confinamiento
esférico, existen soluciones periddicas con simetrias de orden n, de la forma
a = aiSenny, donde n es un entero positivo y o1 una constante. En con-
traste con la descripcién de confinamiento por una esfera, la deformacion con
n = 1, no es identificada con una rotacién.

Las constantes m y ¢, se expanden a segundo orden:

m=mo+mg+---, c=cotco+---.

%Si se multiplican ambos lados de la Ec.(4.36) por Sec*a, entonces:

1 1
3 (Tan o)"? — 3~ f Sec®a Tan v — m Sec®a = ¢ Sec*ar. (4.42)

Si tanto f como m se anulan, es posible resolver la cuadratura en términos de las funciones
elipticas.
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Al sustituir la solucion armoénica para « en la cuadratura (4.43) y respetando
el orden de las ecuaciones, encontramos mg y cg, en términos de n y ag:

my = n®—2 (4.44)
o = g—nZ. (4.45)

La suma de la correccién a segundo orden, esté restringida por la amplitud
a7q:

1
Co +mo = §n2a%.

Reconstruccion de la curva

Las funciones de encajamiento para este caso son Y = (Cos ¢, Sen ¢, 2).
Para encontrar z como funcién de s, empleamos la primera relacién de la
Ec.(C.11), y se realiza una expansion en serie de Taylor alrededor de oo = 0:

2" = Sen(a; Senny) ~ a; Senny

Integrando la ecuacién anterior, se obtiene z como funcién del angulo azimu-
tal:

z(p) = %(COS ne —1) (4.46)

Solo falta por determinar la amplitud, «, en términos del exceso de
longitud del lazo, AR. Observemos que la longitud de arco puede ser escrita

COomo:
2
ds® = [(‘”) + R?
de

dl\?
Usando las Ecs.(C.11), encontramos la relacion <d> = R? Tan?a. Por lo
14

do?.

tanto, con correcciones de orden cuadritico en este régimen, la longitud de
arco toma la forma:

1
ds = dp (1 +tan2a)'"* ~ dy (1 + 2(12) : (4.47)

Considerando que la longitud del anillo, en términos del exceso de longitud
es, 2r R =27 (1 + AR), al integrar la relacion anterior, se encuentra:

AR~ -a?. (4.48)
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Con este resultado, es posible escribir las funciones de encajamiento, en tér-
minos del exceso de longitud del anillo AR.

Condiciones de frontera

La primera condicion de frontera, surge de la longitud fija de la elastica.
Escribiendo en su forma integral la cuadratura, esta condicién implica:
2rR 1 / o do

2n V2 Jo m ’

Mientras que la condicién de cerradura tras un periodo del dngulo azimutal,

es obtenida al reescribir la segunda de las Ecs.(C.11), en su forma integral:

(4.49)

%_L Y Cosa do
2n V2 Jo Je—V(a)

Para anillos débilmente confinados, tenemos la relacién:

(4.50)

c— V() =7(af - a%)(a3 — a?),

donde:

n mo 2y
v=(18+n%/24, y a%%%<l+—nza%>

Por lo tanto:

1 N\/i
n

1 ma Y2 2
— = 1- — —[af +a’]) .
c—V(a) —a2< n2[ ! })

2
o7

De la Ec.(4.49), se sigue que:

AR~ o2 (3vaf —mo) .

Asi, obtenemos ¢y y me, como funcion del exceso de longitud del anillo:

1
ma = 2(6 —n?)AR. ¢y~ 5(7n2 — 18)AR.

La segunda condiciéon de frontera (4.50), es equivalente a la Ec.(4.48).
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Energia y fuerza confinante

En la aproximaciéon cuadratica, la energia puede ser escrita en la forma:

1
O
~ Hpoop [1+2(n* —1)AR] , (4.51)

donde Hioop = m/R, es la energia de la elastica circular. El estado base, es
el descrito por un lazo eliptico con n = 1. A este orden, su energia coincide
con la del lazo circular original.

La fuerza A, dada por la Ec.(4.41), en esta aproximacion adquiere la
forma:

A = —60—5m—2+<16+12c—|—325m>042
7 11
= n?— —2n2a%+<2n2—1> a?. (4.52)

Notemos que es positiva para n > 2, en el limite AR — 0. Este compor-
tamiento es completamente anélogo a la inestabilidad de Euler, asociada a
la simetria de grado n, confinada por la esfera. Para el estado eliptico confi-
nado con n = 1, A se reduce a la expresion:

A =4AR (1 — 2C0524p> , (4.53)

Que desaparece en el limite AR — 0. Para valores en los que A sigue siendo
pequeno, pero no es nulo, A no es positivo en todas partes. Es importante
identificar los lugares en los que serd negativo.

Estabilidad

A continuacién, se examina la estabilidad de los estados con simetria de
orden n, para anillos débilmente confinados, que han sido descritos en las
secciones anteriores. Para hacer esto, se requiere la segunda variacion de la
energia, con respecto a pequenas deformaciones del lazo.

§*H = /dsxpléel, (4.54)

donde dey, se determina a partir de la Ec.(4.29), al expander a segundo orden
en «, las funciones trigonométricas involucradas y aplicando la variacién a
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la expresiéon resultante, obteniendo asi:

Se1 = —6a"" — 6a/ (;’ —c+ ;(a')2> +9(a?sa) . (4.55)

Debido a que una deformacién de la elastica, §Y, debe yacer sobre la
superficie, esta puede ser descompuesta con respecto a la base {T,1}:

§Y =0T+ 0,1, (4.56)

por lo que ¥ y ¥, representan la deformacion del lazo, a lo largo de los
vectores T y 1, respectivamente. Asi, la variacion del vector tangente, puede
ser expresada en el marco de Darboux, como:

0T =Y = (V| — kW 1) T + (5,0 + 7@ )n + (V') + k)1 (4.57)

La normalizacién de T, impone la siguiente relacién, entre las dos compo-
nentes de la variacién del campo:

W — kT, =0. (4.58)

Mientras que la constriccion de longitud fija, a lo largo de la superficie cilin-
drica, a su vez, implica una constriccion global sobre la deformacion normal:

j{ds kgW 1 =0. (4.59)

Al comparar la variacion de T en (4.57) y la variacion de la expresion
en términos de a en (C.10), se encuentra:

da = —\I//J_ — Hg\I/” = —\I//J_ =+ o/\I/H . (4.60)

Este resultado, junto con la condiciéon de longitud fija (4.58), permiten deter-
minar d¢) de la Ec.(4.55), como funcién de las componentes de la variacion
del campo:

3 )
dep = ’L’”+{2—c—9a2+2(a')2] T4+ [pda —18ad| ¥,

+ [40/0/”—1—3(04”)24- (0/)2 (2 —0—9042—1—;(0/)2):| U,

3 3
_ |:O/W + O// (2 —c— 9042 + 2(0/)2) _ 180&(0/)2:| \I/”

Utilizando la aproximacién armoénica de a a segundo orden, en la ecuacién
anterior, la segunda variacion de la energia (4.54), toma la forma:
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j{ds‘ll { " |:3—C—9012+2(O/)2:| "

5aa —18aa]\I/’

+ [4 o 13 (") + (o) < _ c)] v,

- [o/"’ +a” (3 - cﬂ \I!”} : (4.61)

Es facil demostrar que el ultimo término, es la derivada respecto a s, de la
aproximacién armonica de la ecuacion de Euler-Lagrange:

3
e~ —ad" —d (2 — c) =0. (4.62)
Mientras que el tercer término, puede ser expresado como:

1
5(\113)'(5 o —18ad’),

que al ser integrado por partes, da como resultado una derivada total, (que
no contribuye a la variacion de la energia) y una expresiéon proporcional a
\I/i, que puede ser sumada con el cuarto término de la Ec.(4.61), para asf,
expresar la segunda variacién de la energia, como funcién tnicamente de ¥ :

82H = fdsqu_ ( " Vl\I/J_ + VQ\IU_) R (4.63)
donde:
i = g—c—9a2+g(a’)2
1 1
Vo = §o/a"’ + 5(0/’)2 +9 ((o/)? + ad”) , (4.64)

y se ha usado la Ec.(4.62), para obtener la expresion de Va.

Para el caso de confinamiento débil, se tiene que @ — 0y ¢ = ¢ =
3/2 —n?, por lo que V4 y V3 son constantes; V; = n? y Vo = 0, por lo tanto,
(4.63) puede ser reescrita en la forma:

6?H = jéds U, LT, (4.65)
donde el operador lineal de cuarto orden L, estd dado por:
o4 0?
L= _——+n? (4.66)

st 982
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Se observa que L es auto-adjunto, por lo tanto, sus eigenvalores son reales.
Si todos sus valores propios son positivos, entonces, la configuraciéon de equi-
librio correspondiente serd estable. En caso contrario, si alguno de ellos es
negativo, indicaria la presencia de deformaciones que podrian disminuir la
energia de doblamiento, por lo que la configuraciéon correspondiente serd i-
nestable.

La periodicidad implica que los modos de deformacién son: 1, Cos me,
Sen mep. Para un valor de n fijo, los eigenvalores de L, son etiquetados por
el entero m =0,1,2,..., y dados por:

Ap = m® (m* —n?) . (4.67)

En la Fig.(4.6), los eigenvalores A,,, son graficados como funcién de m, para
los valores mas bajos de n. Debido a que por cada m, hay un par de modos
de deformacién, todos los valores propios con m > 1, son doblemente dege-
nerados. Existen cuatro modos cero con A,, = 0, que ocurren en m = 0 y
m=n.

60, 4
- ]
40, 4
c L i
<

20+ b
Ore— - = o
-0, ‘ * ]
0 1 2 3

m

Figura 4.6: Eigenvalores A, para el confinamiento cilindrico débil, como funcién
del nimero de modo m, para n = 1 (circulos), n = 2 (cuadrados), y n = 3 (dia-
mantes). Las lineas de unioén, no tienen significado fisico para valores de m no
enteros; son usados para facilitar la visualizaciéon de la gréfica.

El estado con n = 1, es el tnico estado estable en esta aproximacion,
va que todos sus eigenvalores son positivos. Los estados con n > 2, poseen
algunos valores propios negativos, por lo que son inestables. Habrd 2(n —
2) modos de deformacion inestables, correspondientes a m = 1,...,n — 1
yaciendo entre los modos cero ubicados en m =0y m = n.
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4.3.2. Confinamiento cilindrico fuerte

Examinamos la forma adoptada por una eldstica de longitud finita L,
confinada dentro de una cavidad cilindrica. A diferencia del confinamiento
esférico, la cuadratura (4.36), no puede ser resuelta de manera analitica.

Al diferenciar respecto a s la Ec.(4.36), se obtiene la ecuacion de Euler-
Lagrange (4.38). Con esto, se logra eliminar al parametro ¢, de la ecuacion
diferencial resultante y a cambio se ha aumentado el orden de la derivada
de a. Notemos que la condicién de cerradura en z, tras abarcar la longitud
total de la eléstica, puede ser escrita en forma integral, como:

Sen «

do———=10
V2(c—=V(a))

Para que esta condicién se cumpla, es necesario que el denominador en el
integrando sea una funcién par, lo cual implica que f = 0. Por lo tanto, la
ecuaciéon que describe el sistema de interés, es:

o + Sen o (2Cos’a +m) = 0. (4.68)

Que se encuentra sujeta a la condicion de longitud fija (4.49) y cerradura del
lazo (4.50). En términos de «, la primera condiciéon requiere que se cumpla
a(s=0) =0y a(s = L/2n) = 0, mientras que la condiciéon de cerradura es
¢ = Cos a. Los detalles de la solucion a esta ecuacion diferencial, que arrojan
como resultado « en funcién de s, para cada L y n dados, se muestran en el
Apéndice D.

Estados como trayectorias en el espacio de parametros

Como se ha mencionado, cada estado de equilibrio, puede ser representa-
do como una trayectoria en el espacio de parametros. Una vez encontrado «,
como solucion de la ecuacion de Fuler-Lagrange (4.68), es posible encontrar
los pardmetros m y ¢, como funcién de la longitud de la elastica. Con esta
informacion, la curva de la Fig.4.7(a) es generada, misma que representa la
trayectoria (c(L), m(L)), para los estados de equilibrio con simetria n = 1. El
punto inicial en el espacio de parametros es (1/2,—1), lo que es consistente
con el analisis perturbativo de las Ecs. (4.44) y (4.45), donde para n =1, se
encuentran los valores de ¢p = 1/2 y mo = —1, para elasticas de longitud
cercana a 2m. Conforme la longitud del anillo aumenta, la trayectoria tiende
al origen (0,0) y lo hace de la siguiente manera: inicialmente, la constante ¢
tiene un valor positivo de 1/2, el cual disminuye con la longitud de la elas-
tica, hasta sufrir un cambio de signo para L = 2.397, después aumenta y
tiende a cero. Por otra parte, la constante m, en un principio es negativa,
aumenta con la longitud y al igual que c¢ sufre un cambio de signo, pero para
una longitud mayor, L = 2.61x, finalmente m tiende a cero.
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Figura 4.7: Trayectoria en el espacio de parametros (c¢(L), m(L)), para los estados
con simetrias n =1y n =2

De manera completamente analoga, la trayectoria en el espacio de pa-
rametros, para el estado con simetria de orden n = 2, es obtenida, (ver
Fig.4.7(b)). Esta vez, el punto inicial es el (—5/2,2), lo que coincide con el
tratamiento perturbativo del problema. Al incrementar la longitud, la curva
también tiende al origen, pero ahora, el comportamiento de las constantes
m 'y c, es totalmente opuesto al de n = 1. En este caso, ¢ comienza con un
valor negativo de —5/2, el cual aumenta con la longitud, sufre un cambio de
signo para una longitud L = 4.627, (casi dos veces mayor que paran = 1)y
en seguida tiende a cero. Mientras que el paradmetro m inicialmente tiene un
valor positivo, el cual decrece con la longitud y tiende a cero, sin cambiar de
signo durante la trayectoria.
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Curvas elasticas para el estado n=1

El estado con simetria n = 1, es ilustrado en la Fig.(4.8), para valores
de L en el intervalo [2m,5.57]. Cuando la longitud del anillo es cercana a
27, la eléstica resulta consistente con el circulo geodésico, (ver Fig.4.8(a)).
Conforme la longitud del anillo incrementa, la mitad de este, comienza a
separarse del plano transversal al eje del cilindro (ver Fig.4.8(b)), pareciera
que intenta girar para adoptar la configuracion vertical de la Fig.(4.3). En
la Fig.4.8(c), se muestra la primera elastica para la cual o adquiere el valor
de 7/2, lo que implica ¢’ = 0, su longitud es L = 5.43.

O

(a) L = 2.067 (b) L =25x (c) L =5.43m

Figura 4.8: Estado con simetria n = 1, para valores de L, en el intervalo [27, 5.57],
dentro de un cilindro unitario: (a) muestra la configuraciéon proxima al circulo
geodésico; (b) la separacion de la eléstica con respecto al plano transversal al eje
del cilindro; (c) la primera elastica con o = 7/2.
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Curvas elasticas para el estado n=2

En la Fig.(4.9), se aprecia el estado con simetria n = 2, para valores de L
en el intervalo [27, 4.57]. Nuevamente, para L = 2.067, la curva se aproxima
al circulo geodésico, (ver Fig.4.9(a)). Mientras que en la Fig.4.9(b), se observa
la manera en la que evoluciona la eldstica con la longitud, los cuatro puntos
en los que a = 0 se ven claramente. En la Fig.4.9(c), se muestra la elastica de
longitud L = 4.517, para la cual, o adquiere el valor de /2 por primera vez
v por lo tanto, a partir de este valor de L, los estados de equilibrio presentan
traslapes, pero a diferencia del caso esférico, no existen autointersecciones,
va que el confinamiento por cilindros, permite a la elastica crecer a lo largo
del eje axial. Notemos que ¢’ = 0, ocurre por vez primera, para una elastica
de menor longitud en el caso con simetria n=2, que para el caso n = 1.

q.‘
(a) L = 2.067 (b) L =25r (c) L =457

Figura 4.9: Estado con simetria n = 2, para valores de L, en el intervalo [27, 4.57],
dentro de un cilindro unitario: (a) muestra la configuracion préxima al circulo
geodésico; (b) los cuatro puntos con o = 0 se muestran claramente; (c) la primera
elastica para la cual a adquiere un valor de 7 /2.

4.4. Energia del lazo

En la Fig.(4.10), la energia es graficada como funcion de la longitud,
para los estados con simetria n = 1 y n = 2, esto se logra al sustituir la
solucion para «, en la Ec.(4.40). Asi mismo, se muestra la energia para el
confinamiento vertical. Para L = 2, la energia de todas las configuraciones,
es la misma que la del lazo sin constriccion, Ey = .

El estado con menor energia, estd dado por la configuracion vertical, en
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este caso, la elastica sufre la transicion a un circulo deformado, ® alineado a
lo largo del eje del cilindro y haciendo contacto con él en dos puntos; esto
sucede para longitudes en el intervalo [27,2.787]. Para longitudes mayores,
el contacto con las paredes del cilindro aumenta, este proceso no contribuye
a la energia de la elastica y por lo tanto, para L > 2.787, no hay cambio en
la energia, esta permanece en el valor Fy,;, = 0.9127.

La energia del estado con simetria n = 1, también decrece con la lon-
gitud, hasta alcanzar su valor minimo F,,;,, = 0.97, para L = 2.547. Du-
rante este proceso, pareciera que la eldstica intenta girar, para as{ adoptar
la configuracién vertical, que tiene una menor energia. Para longitudes ma-
yores a 2.54m, la energfa comienza a crecer hasta alcanzar su méximo valor,
Far = 1.0637, s6lo un poco mayor a la energia de la eldstica sin cons-
triccion.

Para n = 2, la energia crece con la longitud, hasta alcanzar su valor
maximo, Fyqe = 2.85m, para L = 4.457. Para L > 4.457, E decrece, esto se
debe a que la elastica alcanzara el valor de a = 7/2, por lo que se desarrollan
traslapes, lo que permite que la elastica se relaje. Para un lazo de longitud
47, que cubre dos veces el circulo geodésico, la energia es 2Ey = 27, que
resulta menor a 2.837, la energia del estado con simetria n = 2, para un lazo
de la misma longitud.
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Figura 4.10: Energia total de los estados con simetria n = 2, n = 1 y vertical,
como funcién de L.

SEste circulo deformado es de mayor longitud, menor curvatura y por lo tanto de menor
energia que el circulo geodésico
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Se podria pensar que la energia asintoética del estado con n = 1, deberfa
ser el doble de la del estado con n = 2, ya que al comparar las Figs.4.8(c) y
4.9(c), pareciera que la curva para el estado con simetria n = 2, esta formada
por la unién de dos curvas para el estado con simetria n = 1. Sin embargo,
se encuentra que la energfa asintética de n = 2, es 2.3 veces la de n = 1.
Esto nos permite realizar la conjetura, de que el estado con simetria n = 3,
tendra una energfa asintotica de 3.937.

También es importante notar que, la energfa para n = 1 se satura para
L = 4.73m, mientras que para n = 2 se satura en L = 9.27. Es decir que la
longitud para la cual el estado con simetria n = 2 se satura, es casi el doble
de la longitud para la cual lo hace el estado con simetria n = 1. Esto nos
hace pensar, que la energia del estado con simetria n = 3, se saturard para
una longitud aproximada de L ~ 14.19x.

4.5. Fuerzas transmitidas

Usando la Ec.(4.41), es posible encontrar la fuerza local por unidad de
longitud, transmitida al cilindro, como funcion de s, una vez dada la longitud
de la elastica. Esto se muestra, para el estado con simetria n = 1 y para dos
longitudes: L = 2.57 en la Fig.4.11(a) y para L = 5.437 en la Fig.4.11(b).
Se encontrd que para L = 27, el valor de la fuerza es cero, mientras que para
L > 27, todas las configuraciones poseen secciones en las que la fuerza es ne-
gativa. Este resultado fue previsto en el andlisis perturvativo de la Ec.(4.53).
Ademas, las secciones de fuerza negativa, ocurren cerca de los puntos donde
se satisface a = 0; conforme la longitud de la elastica aumenta, la fuerza se
vuelve mas negativa en estos puntos. Las regiones con A < 0, aumentan con
la longitud del lazo.

Para el estado con simetria n = 2 y longitudes en el intervalo (27, 2.157),
la fuerza por unidad de longitud, es positiva en todo punto, lo que confir-
ma el resultado de la Ec.(4.52), realizado en el régimen de confinamiento
débil. Para L > 2.15m, existen secciones del lazo donde A es negativo, esto
ocurre nuevamente cerca de los puntos donde o« = 0, como se aprecia en la
Fig.4.11(c). De manera analoga al estado con simetria n = 1, las regiones
donde la fuerza es negativa, aumentan con la longitud de la eldstica, asi como
su magnitud, (ver Fig.4.11(d)).

Para elasticas de la misma longitud, las regiones en las que la fuerza es
negativa, son mayores en el caso n = 2 que para n = 1. M4s importante atn,
las fuerzas negativas encontradas para las configuraciones con n = 2, son de
mayor magnitud, que las encontradas para n = 1. Esto se debe a que n = 2,
presenta el doble de veces regiones con o = 0, de las que presenta n = 1, por
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lo tanto, la elastica tiene que sufrir mas deformaciones durante su trayectoria.
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(a) Fuerza como funcién de s, para el estado  (b) Fuerza como funcién de s, para el es-
con simetria n = 1 y una longitud L =  tado con simetria n = 1 y una longitud
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Figura 4.11: Fuerza como funcién de la longitud de arco, para diferentes estados:
a) y b), representan el estado con simetria n = 1, para L = 257 y L = 5.43
respectivamente; mientras que ¢) y d) muestran el estado con n = 2, para L = 2.57
y L = 4.517. Noétese que la amplitud de la fuerza, aumenta con la longitud de la
eldstica, en ambos casos.

La fuerza A, s6lo depende de la geometria local, esta geometria es deter-
minada por el comportamiento global del lazo, a través de las condiciones
de frontera. Si el lazo es cortado en algun lugar, el estado se relajard inme-
diatamente en una geodésica, con \ constante y positiva en todas partes.
La existencia de regiones con A < 0, a lo largo del lazo, no indican nece-
sariamente tendencias de separarse de la superficie. Esto dependera de los
detalles de la energia, presentes en las diferentes configuraciones.

Intuitivamente, uno puede pensar que la fuerza total transmitida al cilin-
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dro, A = [ ds A, incrementara con la longitud del lazo. Sin embargo, esto no

es cierto en general, ya que dependera del estado y configuraciéon adoptados
por el lazo. Para la configuracion vertical, A incrementa hasta saturarse con
un valor de 1.48, al alcanzar una longitud de 2.787, misma en la que se satu-
ra la energia y para la cual, la elastica empieza el contacto con las paredes
verticales del cilindro. Para el estado con simetria n = 1, la fuerza total au-
menta hasta alcanzar su valor maximo de 3.86, con una longitud L = 3.2,
para después disminuir y saturarse en el valor 2.84, para L = 6.77. Mientras
que paran = 2, A tiene un valor inicial de 18.77 y disminuye hasta saturarse
en el valor 6.4, con L = 6.587. Esto indica, que nuevamente, la saturaciéon
ocurre para longitudes menores en el caso vertical, que para el cason =1y
a su vez, n = 1 se satura para longitudes menores que n = 2. Estos compor-
tamientos se muestran en la Fig.(4.12), donde se aprecia A, como funcion de
la longitud L, para los diferentes estados.

N n=2 ______
N
15¢ N\
N
AS n=1 e o 0 0 o
N
N .
S vertical
10} T~
< S~

2n 3r 4rx 5r 61 n

Figura 4.12: Fuerza total de los estados con simetria n = 2, n = 1 y vertical,
como funcién de L.

4.6. Conclusiones del capitulo

Se examino el confinamiento cilindrico de una superficie. Con los resulta-
dos encontrados en este proceso, es claro que el estado base, es el producido
por el confinamiento vertical, ya que resulta ser la configuracion con menor
energia y fuerza total. Como se ha visto en el analisis perturbativo, el es-
tado con simetria n = 1 es estable inicialmente. Sin embargo, al aumentar
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un poco la longitud, pareciera que intenta adoptar la configuraciéon vertical.
Por otra parte, el estado con simetria n = 2, resulta ser inestable en el rég-
imen de confinamiento débil, es por esto, que para longitudes pequenas de
la elastica, se cree que la configuracion con n = 2, se desdobla, decayendo
asi, al estado con simetria n = 1. Conforme la longitud aumenta, las con-
figuraciones se vuelven estables, ya que las paredes del cilindro, impediran
el desdoblamiento de la elastica, para decaer en configuraciones con menor
energia y fuerza.
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Conclusiones

Los avances relativamente recientes, en técnicas computacionales y ex-
perimentales, han permitido estudiar con mayor detalle el comportamiento
elastico de los biopolimeros, proporcionando de esta manera, informacién
relevante acerca de las propiedades estructurales de los mismos. Este tipo de
avances, requiere de un incremento similar en el entendimiento teérico del
sistema, para poder interpretar de manera adecuada cada resultado experi-
mental, y por que no, utilizar técnicas diferentes para entender el problema
desde otro punto de vista. Con este fin, se desarrollé un marco teérico, que
involucra técnicas relacionadas con la geometria diferencial, para entender el
confinamiento de un polimero semiflexible por una superficie. Las constric-
ciones sobre los grados de libertad espaciales del polimero, fueron aplicadas
en el principio variacional, usando el método de multiplicadores de Lagrange.
Ademas, la pérdida de la invariancia Euclidiana de la energia, de la varilla sin
constricciéon, bajo confinamiento, fue cuantificada a través del multiplicador
de Lagrange que, en equilibrio, es identificado como la fuerza por unidad de
longitud, transmitida a la superficie por el anillo confinado.

Nos hemos centrado en la busqueda del estado base, dado por la confi-
guraciéon, en la que una eléstica planar, yace de manera vertical dentro de la
cavidad cilindrica confinante. En este caso, sélo existen cambios en la energfa
y fuerza total, para longitudes en el intervalo [27,2.787], para esta dltima
longitud, el lazo comienza el contacto finito con las paredes verticales del
cilindro, lo cual no produce cambio alguno en la configuracién y es consis-
tente con la fisica del problema. Si el anillo es pequeno, las configuraciones de
equilibrio, consisten de oscilaciones alrededor del circulo geodésico, que yace
en el plano perpendicular al eje del cilindro. Estas configuraciones, exhiben
una simetrfa dihedral de orden n. En este régimen, el tnico estado estable,
estd dado por n = 1, cabe mencionar, que este orden no esta presente para el
caso de confinamiento esférico. Se encontré, que el estado con simetria n = 2,
en el caso de confinamiento débil, es inestable y decae a n = 1. Sin embar-
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go, conforme la longitud de la eléstica incrementa, las paredes del cilindro
impiden el desdoblamiento de la elastica y por ende, el decaimiento de los
estados, en uno con menor energia.

A diferencia del confinamiento esférico, los estados examinados no pre-
sentan ni autocontacto, ni autointersecciones. Esto se debe a que la superficie
confinante, para el caso cilindrico, permite que la eldstica crezca de manera
longitudinal. Sin embargo, para simetrias con n grande, esto no es obvio.
Ademas, el confinamiento cilindrico, no exhibe las discontinuidades en la
energia y fuerza transmitidas, presentes en el caso esférico, y que son asocia-
das a los cambios de simetria.

Al preguntar por la relevancia de estos resultados teéricos, en el caso
bioldgico real, se debe tomar en cuenta que hemos realizado simplificaciones
y aproximaciones al modelo, lo que nos permitié resolver un problema con-
creto, relativamente simple y bien definido. Los resultados obtenidos y las
técnicas discutidas en esta tesis, deben ser consideradas una parte mas de
la informacion necesaria, en la construcciéon de la imagen final del problema.
Debemos ser conscientes, que muchos son las incognitas que ain guardan
los sistemas bioldgicos y que a penas hemos iniciado la investigaciéon de los
mismos, por lo que todavia falta mucho por hacer.

El problema que hemos abordado, muestra varias caracteristicas de in-
terés desde un punto de vista geométrico y su aplicacién para describir al-
gunos procesos biolégicos, por su simplicidad, resulta seductora. Por esto, se
considera que seria interesante, utilizar el marco desarrollado, para describir
el proceso de endositosis en trabajos futuros. Esto se lograria, reemplazando
la superficie confinante por un catenoide, lo que presentaria simetrias rele-
vantes. En este trabajo, el papel que juega la superficie confinante, ha sido
pasivo: no se ha considerado la posibilidad, de que la superficie pueda defor-
marse, debido a la presencia del polimero confinado. Estas deformaciones,
podrian tener repercusiones importantes, en la morfologia de membranas
bioldgicas, por lo que se cosidera un problema interesante por estudiar.

El marco desarrollado, puede ser generalizado para casos en que el do-
blamiento sea promovido o inhibido por alguna interaccién. Si se considera
la posibilidad, de una energia de contacto, proporcional a la longitud de la
curva en contacto con la superficie, descrita por un potencial w; entonces,
se tiene que anadir a H,, una energia w Lcontacto- Lia competencia originada
entre la energia de doblamiento de la elastica, la energia de doblamiento
de la superficie y la energia de contacto, resulta util en la descripcion, por
ejemplo, de la secuencia llevada a cabo por el virus del ébola, en el proceso
de emisién del virus, después de la infeccién de una célula.



Apéndice A

Geometria diferencial de
superficies bidimensionales

RESUMEN: Esta seccién pretende introducir, algunos conceptos bési-
cos, asi como dar un panorama general de las nociones y herramientas
utilizadas en la geometria diferencial clasica. Es necesario mencionar
que el enfoque no sera el desarrollar un rigor matemaético.

A.1. Introduccién

La geometria diferencial clasica, es el estudio de las propiedades locales
de curvas y superficies, es decir, aquellas propiedades que dependen del com-
portamiento de las mismas, en la vecindad de un punto. En el estudio de estas
propiedades, resulta conveniente el uso de las técnicas que provee el calculo
diferencial, por lo que las curvas y superficies con las que trabajamos, se
consideran suaves y suficientemente diferenciables. Es importante resaltar,
que algunas propiedades locales de curvas, aparecen de manera natural como
parte del estudio de superficies, como se verd en las secciones subsecuentes.

A.2. Parametrizaciéon de una superficie

Sea X una superficie contenida en E3, definida por la funcién que asumire-
mos, es suficientemente diferenciable:

y =Y (u"), (A1)

donde u® para a = 1,2, son dos parametros independientes, que pueden ser
considerados, como las coordenadas locales que determinan un punto P en
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la superficie ¥ y se conocen como coordenadas de Gauss.

El vector y = y#, con u = 1,2, 3, representa las coordenadas locales del
mismo punto P, pero referidas a E® y que consideramos, son coordenadas
cartesianas ortogonales.

A.3. Primera forma fundamental

Definiendo los vectores tangentes a la superficie, que en general no son
unitarios:

Y
€, = %, (AQ)
junto con el vector unitario normal a la superficie:
X
n.= 17 (A.3)
ler X ea|
es posible formar una base local en E3:
e,-n=0, y n-n=1 (A.4)

Para una curva definida sobre nuestra superficie, la longitud de arco
adquiere la forma:

ds?|ly = dY -dY
Y 0Y
= X 8—du“alub
aua 8Ub (A 5)
= (e, - €p) dudu®
= Yab dudu,
donde el término al lado derecho de la igualdad, se denomina primera forma

fundamental de la superficie, v ademas, hemos definido el tensor ' métrico
covariante de la superficie, 745, como:

Yab = €q - €, (A.6)

que resulta ser, un tensor de segundo orden simétrico (Y45 = Ypa) ¥ Sirve para
determinar la distancia Euclidiana infinitesimal, en términos de las coorde-
nadas diferenciales.

! Un tensor es una entidad algebraica de varias componentes, que generaliza los concep-
tos de: escalar, vector y matriz, de una manera que sea independiente de cualquier sistema
de coordenadas. En algunos casos, pueden ser representados por matrices, como el tensor
de energia momento T}, .
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El tensor dual al tensor métrico, se denota por v* y es definido por la
siguiente relacion:

1 si a=b
Vaey = 0% = (A7)
0 si ab

donde 6%, es la delta de Kronecker. Debido a esta propiedad, el tensor ygp,
puede ser usado para subir y bajar indices en ecuaciones tensoriales, conside-
remos por ejemplo, el tensor de segundo orden By, y formemos los productos

nternos:

Y Bab = L% Y Y Bra =B,

en general, se tiene que, 39 no es igual a 3;, a menos que [y, sea simétri-
co. Analogamente, es posible bajar los indices de algin tensor, realizando el
producto interno con vgp.

Es directo demostrar que el determinante del tensor métrico, puede ser
escrito como:

1
v = Y| = §€ac€bd%b%d = V11722 — V12721, (A.8)

con £%¢, el simbolo bidimensional y antisimétrico de Lewvi- Civita, definido por:

ac

E ;:’

of % \ (4.9)

C C
o7 03
que ademds, satisface €%¢ = g4.. El determinante de la métrica, puede ser

utilizado para calcular el elemento infinitesimal de area, dA; sea ¢ el angulo
entre los vectores tangentes e; y es. Entonces:

ler x eal* = [le1]|? [le2]|* Sen®d = y11725(1 — Cos¢)
= 1722 — (e1-€2)? = Y1722 — Y2712 = 7. (A.10)

A.4. Derivada Covariante

La derivada covariante, V,, es una generalizaciéon del concepto de deriva-
da parcial d,, que permite extender, el calculo diferencial sobre R™ con coor-
denadas cartesianas, al caso de coordenadas curvilineas en R™. La definici6n
de V, involucra a los simbolos de Christoffel, que son introducidos a conti-
nuacion.
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Los simbolos de Christoffel de primera especie, se encuentran definidos
por:

1
Lope = 5(8a’7bc + ab'}/ac - 867(11))7 (All)

donde 0, = aga' Mientras que los simbolos de Christoffel de segunda especie,
se obtienen a partir de los de primera especie, subiendo el dltimo indice:

o cd
ab =" "Tabd- (A.12)
Evidentemente, estos simbolos son simétricos en sus dos primeros indices.
Ademis, es directo demostrar que la derivada del tensor métrico, en términos
de los simbolos de Christoffel, es:

ac%zb = Facb + Pbca- (A13)

La derivada parcial de un tensor, generalmente no transforma como un
tensor. Por lo tanto, es necesario generalizar el concepto de derivada, lo que
nos permite definir, la derivada covariante con respecto a 4, del tensor
covariante Ay, como el conjunto de funciones g‘;‘g —I'¢)Ac v la denotaremos

por V,Ay:

04y
0x?

Analogamente, se puede definir la derivada covariante, de un tensor con-
travariante de rango uno como:

VoA, = =2 —T¢,A.,. (A.14)

DA

b b

VaA == w + FacAc. (A]_S)
Notese que si los 745 son constantes, los simbolos de Christoffel se anu-

lan, dando como resultado que la derivada covariante, se reduce a la derivada

parcial. Podemos extender de manera natural la definicién de derivada co-

variante, para tensores de rango mayor, como:

chab - a614(11) - FgéAmb - FZZ am (A16a)
Ve A® = 9.4 +T9 A™ 4 TP Ao (A.16b)
VAL = 0.A) —TJAS, +12 AY. (A.16¢)

Es importante mencionar, que para la derivaciéon covariante de sumas
y productos de tensores, las reglas usuales que se utilizan en la derivacién
ordinaria, atn son validas. En el caso de derivacién covariante, las deltas de
Kronecker, son el andlogo de constantes, para la derivacién ordinaria:

Vb8 = 0,08 — T6% +T9 57 = 0. (A.17)

bc¥m
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También, es facil demostrar que el tensor métrico satisface:

VeYab = vc’Yab =V =0, (A.18)

a estos resultados, se les conoce como el lema de Ricci, lo que implica que
subir o bajar indices, conmuta con el proceso de derivacién covariante.

Sin embargo, las derivadas covariantes no conmutan entre ellas. Para un
tensor contravariante A°, uno obtiene:

[Va, Vel = (VaVi — VpVa) A = R, A%, (A.19)

donde R ;, es el tensor de curvatura de Riemann.

A.5. Segunda forma fundamental

A.5.1. Curvatura

Supongamos una curva C' en E3, con vector de posicién Y. Su curvatura
Kk, en un punto P, tiene magnitud igual al reciproco del radio de un circulo
osculante, es decir, un circulo que toca la curva en el punto dado, teniendo
la misma tangente, (ver Fig.(A.1)). En otras palabras, la curvatura es una
medida del cambio de direccion del vector tangente a una curva, cuanto méas
rapido cambia éste, a medida que nos desplazamos a lo largo de la curva,
se dice que méas grande es la curvatura. Para una curva parametrizada por
algin parédmetro ¢, la curvatura es igual a:

HY(t) x Y@)H
K(t) = "———5—,

¢l

donde *, representa diferenciaciéon con respecto al parametro t. Si la curva
estd4 parametrizada por longitud de arco, s, y ’ representa diferenciacion con
respecto a s, la ecuacién anterior se reduce a:

K(s) = HY”(S)H .

Sin embargo, para describir las propiedades de la curvatura de una su-
perficie encajada en E3, es necesario el tensor de curvatura extrinseca, K.

Comentario: A partir de aqui, s y ' representaréan: el parametro longitud
de arco y derivada con respecto a este parametro, respectivamente, a no
ser que se diga lo contrario.




70 APENDICE A. Geometria diferencial de superficies bidimensionales

C

Figura A.1: En el punto P, se muestra el circulo osculante de radio r, y por
lo tanto, la magnitud de la curvatura en ese punto resulta ser, Kk = 1/r.

A.5.2. Tensor de curvatura extrinseca

Consideremos una curva C, definida sobre la superficie 3, con parame-
trizacion Y (u'(s),u?(s)). En cada punto P de la curva, donde su curvatura
satisface k > 0, es posible definir una base ortonormal, {T, N, B}, conocida
como base de Frenet-Serret, (ver Apéndice B). Donde T = Y’ es el vector
unitario tangente a la curva; N = H%—:” = T?/, es el vector normal princi-
pal unitario, este establece la direccion en la cual C, localmente se curva y

B =T x N, representa el vector binormal unitario.

En el mismo punto P, es posible definir un vector normal a la superficie,
n, que satisface la Ec.(A.4) y que no coincide necesariamente con el vector
normal principal, N, como se muestra en la Fig.(A.2).

Si 0 representa el angulo entre los dos vectores unitarios, N y n, se
satisface:

N - n = Cos¥. (A.20)

Entonces, la curvatura x de la curva, puede ser descompuesta en dos partes:
la primera, se debe al hecho de que la superficie estd curvada en R3, a la
cual llamamos curvatura normal y se denota por k,; la segunda, se debe a
que la curva en si misma estd curvada, se denota por k4 y es conocida como
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Figura A.2: Curva C, sobre la superficie X..

curvatura geodésica. Su definicidon aparece a continuacion:

kp:=—T -n=—-kN-n=—xCosb, (A.21)

kg:=T-(T'xn)=r B -n=rSendsign(B-n). (A.22)

Estudiemos un poco més a fondo, las propiedades de la curvatura normal,
para esto, observemos que el vector T’, puede ser escrito como:

d (0Y du® de
T/ — Y//: Il _ ~a al “ all
ds <8ua ds) ds - at

= (Opeq)u¥u” + e u, (A.23)
por lo tanto, la Ec.(A.21) toma la forma:

/bl
aub

Kn = (—n - Ogep)u®u”, (A.24)

donde el término del lado derecho de la igualdad, es conocido como sequnda
forma fundamental y la cantidad entre paréntesis, es un tensor de segundo
orden, simétrico, conocido como tensor de curvatura extrinseca, al cual se
denota por Kgp:

Kab = —1n- &leb. (A25)
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Sustituyendo la Ec.(A.5) en la Ec.(A.24), es posible ver que la curvatura
normal, es igual a:

b = Ky . (A.26)

Otra manera de obtener una expresién para el tensor de curvatura ex-
trinseca, resulta al derivar la segunda relacion de la Ec.(A.4), con respecto
a, u. Esto es:

Kab = €qy - abl’l, (A27)

por lo tanto, se concluye que: K, mide la proyecciéon tangencial sobre la
superficie, del cambio del vector normal en R3, para un desplazamiento in-
finitesimal, en la direccién de una curva coordenada, esto sucede para cada
punto sobre la superficie.

Finalmente, podemos escribir al tensor de curvatura extrinseca, en tér-
minos de la derivada covariante, al utilizar la Ec.(A.14), lo cual es posible, ya
que la derivada parcial d,ey, difiere de la derivada covariante V ey, por los
simbolos de Christoffel, que a su vez, son términos proporcionales a los vec-
tores tangentes e, y desaparecen al hacer el producto interno, con el vector
normal a la superficie n:

Koy = —n- Ve, (A.28)

A.6. Curvaturas principales

En 1760, Euler introdujo los fundamentos de la geometria de superficies,
en su obra titulada, Recherches sur la courbuture des surfaces, donde da, la
primera aproximacién del concepto de curvatura de una superficie. La idea
bésica de Euler fue, reducir el estudio de la curvatura de una superficie en
un punto P, al estudio de la curvatura en dicho punto, de las curvas que se
obtienen al cortar transversalmente la superficie, por planos perpendiculares
a esta, en P.

Una manera ilustrativa de calcular las curvaturas principales de una su-
perficie ¥, que est4 contenida en R3, es la siguiente:

s Nos fijamos en un punto P sobre la superficie y su vector normal n en
dicho punto. Elegimos un plano II, que pase por P y que contenga a
n, (el plano es perpendicular a la superficie en el punto P). Entonces,
el plano II, corta la superficie a lo largo de una curva plana C, con
direcciéon tangente a la superficie, v.



A.6. Curvaturas principales 73

= Calculamos la curvatura k,, de la curva C.

= Repetimos el procedimiento anterior, fijaindonos esta vez, en la curva
C, con otra direccién tangente.

Ocurre entonces, que fijado el punto P de la superficie, existen dos di-
recciones tangentes privilegiadas, que son precisamente aquellas direcciones,
en las que la curvatura normal, alcanza su valor minimo y maximo (Ver
Fig.(A.3)). Estas dos direcciones privilegiadas, tangentes a la superficie en
el punto P, que son perpendiculares entre si, se llaman las direcciones prin-
cipales de la superficie y los correspondientes valores de la curvatura normal
en dichas direcciones, son las curvaturas principales de la superficie.

Figura A.3: Se muestran los dos planos perpendiculares sobre la superficie,
que cortan a esta, en las direcciones donde la curvatura es maxima a) y
minima b).

La manera formal de determinar las direcciones principales, es la siguien-
te: notemos que para un punto fijo P sobre la superficie, K, v v también
son fijos, entonces, el valor de k, sb6lo depende de la direccién de la curva,
dada por el vector tangente a esta, (y a la superficie), T. Es posible encontrar
los valores extremos de ky, al reescribir la Ec. (A.26) como:

(Kap — nn’yab)ua’ub’ =0. (A.29)

Derivando la expresion anterior con respecto a u® y tratando a k, co-
mo constante, debido a que dk, = 0 es una condicién para que K, sea un
extremo, encontramos:
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(Kac - Hn")/ac)ua/ =0,

o equivalentemente al subir uno de los indices:

(K — kpd2)u =0, (A.30)

La Ec.(A.30), resulta ser un problema de eigenvalores para K?. Los eigen-
vectores de esta ecuacion, representan las direcciones tangentes, a lo largo de
las cuales la curvatura normal toma valores extremos, a estas direcciones, las
llamamos direcciones principales y son ortogonales entre ellas. A los eigen-
valores, que denotamos por k1 y ko, se les da el nombre de curvaturas prin-
cipales de la superficie en el punto P. Si la curva sigue una misma direccién
principal en cada punto, es denominada linea de curvatura.

Ahora podemos introducir dos conceptos fundamentales: la traza del ten-
sor de curvatura extrinseca K:

K :=Tr(Kl) = v* Ky, = k1 + ko, (A.31)

y la curvatura Gaussiana Kg, definida como el determinante del tensor de
curvatura extrinseca:

Kg = k1ky = det(K?) = det(v*K,.) = det(v?P) det(Kqe) = ﬁ, (A.32)
v

donde k, es el determinante de K,.. Las cantidades K y K¢, son invariantes
bajo reparametrizaciones de la superficie, ya que sélo involucran eigenvalores
del tensor de curvatura extrinseca.

A.7. Ecuaciones de Gauss y Weingarten

Las ecuaciones de Gauss y Weingarten, describen el cambio del sistema
coordenado local de una superficie, debido a desplazamientos infinitesimales
sobre esta. Se puede pensar en ellas, como el anadlogo de las ecuaciones de
Frenet-Serret para superficies.

El sistema coordenado local, se encuentra formado por dos vectores tan-
gentes a la superficie e, y un vector normal n. Debido a que n es unitario,
(ver Ec.(A.4)), la diferenciacién con respecto a u®, da como resultado:

n-Jd,n =0,
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esto implica que J,n, se puede expresar como una combinacion lineal de los
vectores tangentes:

Oon = (O - eb)eb = ngb, (A.33)

donde se utiliz6 la Ec.(A.27). Estas ecuaciones, son conocidas como ecua-
ciones de Weingarten.

Por otra parte, el cambio de los vectores tangentes, se puede descomponer
a lo largo de las tres coordenadas:

Oq€p = (Oq€p - n)n + (€5 - €°)eg, (A.34)

donde el primer término entre paréntesis, estd dado por la Ec.(A.25) y la
proyeccién tangencial, se puede expresar en términos de los simbolos de
Christoftel. Para esto, consideremos las siguientes relaciones:

aa'ybc = (aaeb) ‘€.t €p- (aaec)7
ab’)/ac = (8bea) ‘€.t €q - (abec)7

OcYab = (Oc€q) - € + €4 - (Ocp),

sustituyendo estas ecuaciones en la Ec.(A.11) y utilizando que d,ep = 0,0, Y =
00, Y = Ope,, encontraremos el resultado esperado:

Lape = (Oab) - €c = Ioy = (Ouep) - €°. (A.35)

Por lo tanto, la Ec.(A.34) adquiere la forma:

Ouep = —Kgn +1T'ge., (A.36)

conocidas como las ecuaciones de Gauss. Finalmente, notemos que las ecua-
ciones de Weingarten y Gauss, pueden ser expresadas en forma covariante
como:

Ven = Kley, (A.37)
Vaeb (A38)

I
I
s
=

A.8. Condiciones de integrabilidad

Como se mencion6 en la seccién anterior, las ecuaciones de Gauss y Wein-
garten, son el analogo para superficies de las ecuaciones de Frenet-Serret.
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Sin embargo, mientras que en el caso unidimensional, dadas las funciones
de curvatura y torsion, podemos reconstruir la curva, (hasta un movimiento
euclidiano), lo mismo no es verdad para superficies: No se cumple que para
cada primera y sequnda forma fundamental dadas, se determine una superfi-
cie. Otra manera de decirlo es que dados K v Ve, para que las ecuaciones
(A.37) v (A.38) tengan solucion, se deben satisfacer ciertas condiciones de
integrabilidad. Fstas condiciones son derivadas a continuacién, partiendo de
la identidad 0,0pe. = Jpd.e. v utilizando las ecuaciones de Gauss y Wein-
garten:

8aabec = abaaec;

8a(_Kbcn+Fécel) = 8b<_Kac+Fiwel)7

—(Gach)n — chaal’l = —(8me)n — Kcaabl’l

+(8a1“§,c)el + Fécaael +(8bFlca)el + Flcaabel,
—(0.Kap)n — KpKlep = —(0yKeq)n — KooKl

+(0aTh)er + Tho(— Kam + Tijen,) +HOWTea)er + Tig(—Kyn + Tjlen,),
l+~—m I+~—m
(—Ka Kl 4+ 8, + T Ye; = (=K KL+ 0, +TTT e

—(&1ch + KamFZZ)n —<8cha + KbmFZ;)n.

Debido a que los vectores e; y n son linealmente independientes, sus
coeficientes deben ser iguales por separado. Al igualar los coeficientes de los
vectores normales, encontramos la relacion:

OaKep — FZZKbm = 0pKea — FZZ am>
restando de ambos lados de la igualdad el término I']} K., y utilizando la
Ec.(A.16a), encontramos la ecuacion de Mainardi-Codazzi:
VoK — VKo = 0. (A.39)

Al igualar los coeficientes de la parte tangencial, encontramos:

Rlcab = KCchlz - KcaK(l)a (A40)
donde se ha definido el tensor de curvatura de Riemann mizto, Rlcab, €Omo:
Rlcab = alréc - 8brlca + Fgérém - Fgrém? (A41)

que es antisimétrico en sus dos tltimos indices. También es comtn encontrar
el tensor de Riemann en expresiones como:
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[Va, Vb]AC = (Vavb - vaQ)AC
= R, A, (A.42)

por lo tanto, el tensor de Riemann se puede interpretar, como una medida
de la no conmutatividad de la derivada covariante.

El tensor de Riemann covariante es definido como:

Ricay = MsRogp

Yis(0al5e — 0L + Toelam — Teal'tm)

= O0a(MsI%e) = (Oamis)The — Ob(nsLea) + (Opvis)ea
+I0e L ami — Lo Lo

= aarbcl - (Flas + Fsal)rgc _8brcal + (Flbs + Fsbl)r(s;a
~— N—

s—m s—m
+ngraml - I‘ggzrbml
= aarbcl - 8b]:‘cal + Flbmrg - Plamrga (A43)

noétese que este tensor es antisimétrico respecto a sus dos primeros indices,
como a sus dos tltimos indices.

Resulta conveniente definir algunos conceptos antes de continuar, como
lo es el tensor de Ricci, que resulta de la contraccién no trivial del tensor de
Riemann mixto:

Rey =R, = KaK§ — KooKy = KKy — Koo Ky (A.44)
que es un tensor simétrico.

Contrayendo una ves méas el tensor de Ricci, obtenemos la curvatura
escalar de Ricci:

R:=7"Ry = K? — K"K,. (A.45)

Podemos escribir la curvatura escalar de Ricci, en términos de la cur-
vatura Gaussiana, para el caso de dos dimensiones, (los subindice tienen dos
posibles valores a= 1,2). Debido a la simetria del tensor de Riemann, las
tnicas componentes diferentes de cero son:

Ri212 = Ro121 = det(Kgp),
Ro112 = Rigo1 = —det(Kyp),
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donde se ocup6 la Ec.(A.40) para establecer la tltima igualdad. Entonces:

R = 'defyacRabcd

— R1212(’711’722+’Y22’711) +R2112(’712’721 +'Y21'712)

= 2Ria(vy? =42

k
= 2det(Ky) det(y?) = 2;
= 2Kg valido en dos dimensiones. (A.46)

Otras relaciones que involucran a la curvatura Gaussiana, son las siguien-
tes:

Rab = /VabKG- (A47)
Raved = Ka(YacVbd — YocYad)- (A.48)

A.9. Teorema Egregio de Gauss

Las ecuaciones (A.46), (A.47) y (A.48), confirman el teorema egregio de
Gauss, el cual establece que la curvatura Gaussiana, K¢, aunque original-
mente es definida de manera extrinseca, depende tinicamente de la primera
forma fundamental y por lo tanto, es una propiedad intrinseca de la super-
ficie.



Apéndice B

Dos marcos de referencia
importantes

B.1. Marco de Frenet-Serret

Consideremos una curva I'(s), parametrizada por longitud de arco. Para
cada valor del parametro s, se pueden asociar tres vectores ortonormales:
T(s), N(s) y B(s), a este triedro se le conoce como el marco de Frenet-Serret.
Las derivadas, T = kN, B’ = —7N de los vectores T y B , cuando son ex-
presadas en la base de Frenet-Serret, dan lugar a entidades geométricas, (la
curvatura k y la torsion 7), que dan informacion acerca del comportamiento
de T' en la vecindad de s.

Las ecuaciones de Frenet-Serret, describen las derivadas del triedro {T, N, B},
en términos de los mismos:

T 0 x 0 T
N|=[-x 0 +][N]. (B.1)
B’ 0 -7 0 B

Es interesante que, para una particula fisica desplazandose en el espacio,
el vector tangente es paralelo a la velocidad, mientras que el vector normal
da el cambio de direccién por unidad de tiempo de la velocidad o aceleracion
normal. Esto tiene implicaciones fisicas interesantes, por ejemplo, la trayec-
toria de una particula, queda especificada si se conocen: la posicién inicial, la
velocidad inicial y la variacion en el tiempo de las derivadas segundas, (que
estén relacionadas con la curvatura y la torsion). Es por esto, que las leyes
de Newton o las ecuaciones de Euler-Lagrange, se expresan en términos de
derivadas de segundo orden, (que es necesario complementar con la posicion
y velocidades iniciales).

79
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B.2. Marco de Darboux

Consideremos una curva parametrizada por longitud de arco, I'(s), sobre
una superficie M. Esta curva puede ser descrita, tanto en el marco de Frenet-
Serret, {T, N, B}, como en el marco de Darboux,{T, n,1}. Estos dos marcos
se encuentran relacionados mediante una rotacién alrededor de T, un dngulo
w. Por esta razon, tanto N como B, tienen componentes a lo largo de n y 1.
Asi, podemos expresar la primera ecuacion de (B.1), en el marco de Darboux:

T = k,n+ kyl, (B.2)

donde se ha definido la curvatura geodésica, ky = T’-1y la curvatura normal
kn = T’ -n. También se define la torsiéon geodésica como, 7, =1'-n. De esta
manera, las ecuaciones de estructura que describen el marco de Darboux,
estan dadas por:

T 0 ki g\ [T
n|=(-k, 0 -7 n (B.3)
r —kg T4 O 1

donde la primera, es la Ec.(B.2), misma que involucra las definiciones de &,
y kg. Para obtener la parte tangencial de n’ y I, hay que notar que:

T n=(T-n)-T-n = n T=—k,
T 1=(T ) -T-I! = 1-T=—x, (B.4)

Mientras que para obtener sus componentes normales, recurrimos a la defini-
cién de 74t

n-1=mn-1)+n-7 = V.-n=7,

La curvatura normal, la curvatura geodésica y la torsién geodésica, pueden
ser expresadas en términos de las componentes de los vectores T = T%,y1 =
[“e,, donde e,, son los vectores tangentes a la superficie, asi como del tensor
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de curvatura extrinseca, K, = e, - 9yn y la derivada covariante V,:

e — m d(T%,) 0 8(T“ea)d7ub
" ds oub  ds
de oT®
_ b a
= T°n- |:Ta aub aubea,:|
= —K,, T°T, (B.5a)
d(T%e, TCe,
/fg — laea * (dse ) - laea * 8(8 be )Tb
u
= T’%, - [(VyT)e. — T°Kpyn]
= TV, T, (B.5b)
B d(l%,)  0(l%y) du®
N oub ds
Oe ol*
_ b a a
= o [Z auﬁaubea}
= —Kgy T (B.5¢)

aqui K, y 74, dependen de la curvatura extrinseca, mientras que x4 es defini-
da intrinsecamente, ya que depende de la métrica de la superficie v, = €4-€p.

Como se dijo al principio del apéndice, ambos marcos se encuentran rela-
cionados por una rotacién alrededor de T, un angulo w, por lo que se cumple
que:

T 1 0 0 T
N|=10 Cosw Senw n|, (B.6)
B 0 —Senw Cosw 1

Estas relaciones, junto con las ecuaciones de estructura de Frenet-Serret
7 7
permiten expresar el &ngulo de rotacion, en términos del radio de curvatura:

kg = T'-1 =kN-1=kSenw, (B.7
kn = T -n=krN-n=kxCosw, (B.8)
T = W - Ty (B.9

Lo que implica que k% = /{3 + k2. Por lo tanto, las curvaturas de Frenet,
pueden ser descompuestas en sus partes intrinseca y extrinseca. La torsién
de Frenet, resulta de la suma entre la torsién geodésica y la tasa de rotacion
de un marco con respecto al otro, w'.

Las identidades (B.7), (B.8) y (B.9) implican las siguientes:
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/

K
Ii; = ;/ig—I—/ﬁn(T—l—Tg), (B.10)
K//
Kl = ;Rn—ﬁg(T+Tg). (B.11)

Estas relaciones son utilizadas en la seccién 2.3, para expresar los modos de
oscilacion de la curva, en términos de kg, ky, T4 y sus derivadas.



Apéndice C
Superficies con simetria axial

Una superficie axialmente simétrica, puede ser parametrizada por la lon-
gitud de arco a lo largo del meridiano, [, y por el dngulo azimutal ¢, a lo
largo del paralelo, como sigue:

X(l,¢) = (R(1)Cos p, R(l)Sen ¢, Z(1)) , (C.1)

donde R(1)?+ Z(1)> = 1 y el punto representa derivacion con respecto a lon-
gitud de arco. Los dos vectores tangentes adaptados a esta parametrizacién,
son:

e = (RCOSQO, RSen ¢, Z) , (C.2)
e, = (—RSenyp, RCosy, 0) . (C.3)

Por lo que el elemento de linea sobre la superficie, esta dado por: ds® =
di? + R(1)%2dy?, y el tensor métrico adquiere la forma:

o = ( L, ) | (C.4)

y su correspondiente tensor dual:

yob = ( 0 1R? ) . (C.5)

El vector unitario normal es:

n= 22— (jCosp, ZSenp, —R): (C.6)
lep x el

el tensor de curvatura extrinseca resulta ser diagonal:

Kab=<RZ_RZ 0 )

0 RZ
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Los eigenvectores del operador de forma, K%, = y*“K, yacen a lo largo

de los meridianos, (curvas con ¢ constante) y los paralelos, (curvas con [
constante), respectivamente; y las curvaturas principales son los eigenvalores
correspondientes:

C.=RZ-RZ, Cy=Z/R. (C.8)

Los dos invariantes simétricos del operador de forma son: la curvatura
Gaussiana K¢ = C C) y la curvatura media K = C) +C). Sea © el angulo
que el vector tangente a lo largo del meridiano hace con el plano = — y,
entonces, R = Cos©® y Z = Sen ©. Por lo que:

. Sen ©

C, =0, C)= R

Al considerar una curva sobre la superficie confinante, I" : s — Y (s),

es posible expresar sus vectores tangentes T y 1, referidos desde el marco

de Darboux, con respecto al dngulo a, que hacen con las dos direcciones
principales:

(C.9)

T =Cosaé, + Senaey, l1=Senaeé, — Cosaey, (C.10)

donde &, = e,/R. Reescribiendo la primera relacién de la ecuacién ante-
rior, en coordenadas cartesianas, usando (C.2) y (C.3), y comparando con la
derivada respecto a longitud de arco de la expresion (C.1), se obtiene:

Sena =1’ Cosa =Ry . (C.11)

Usando las Ecs. (C.10) y (C.11), es posible expresar la aceleracion T’, a
lo largo de la curva, como:

/
T = (—a' + % Cot )1 — (Sen?a €| + Cos’a Cj)n. (C.12)

Por lo tanto, la curvatura geodésica de I', kg = T’ - 1, esta dada por:

(R Cos )’
=——" C.13
g RSena ' ( )
la curvatura normal correspondiente, k, = T’ - n, es:
kn = —Sena O — Cos’a C - (C.14)

De manera analoga, la torsion geodésica 74, estd dada por:

79 = Sena Cosa(CL — (). (C.15)



Apéndice D

Solucién de la cuadratura para
confinamiento cilindrico

Al resolver el problema de la elastica confinada al cilindro, es necesario
resolver la Ec.(4.68). Este sistema tiene dos puntos de frontera, s = 0y
s = L/2n, con condiciones de frontera, a(s =0) =0y a(s = L/2n) = 0, im-
puestas por la longitud fija de la elastica, L. Entonces, cada solucién estara
etiquetada por un entero, n > 1, y dependera de la longitud de la elésti-
ca, L > 2m. Aun eligiendo un valor de n y asignando un valor numérico a
L, se encuentra que este tipo de sistemas, no puede ser resuelto de mane-
ra analitica. Por lo cual, se emplea un método, conocido como método de
Shooting. La idea crucial, consiste en reemplazar la condicién de frontera,
a(s = L/2n) = 0, con la condicién inicial, /(s = 0) = v. Para cada valor
numérico de v, tenemos una ecuacién que puede ser resuelta. S6lo nos faltaria
encontrar un valor vy de v, tal que la solucién correspondiente para o del
sistema modificado, (con la condicién inicial), cumpla que a(s = L/2n) = 0,
haciéndolo de esta manera, la solucién a la ecuacién original.

Dicho de una forma préctica, debido a que tenemos varios parametros,
(n,L,c,m), en la Ec.(4.68), lo que se hace, es asignar valores numéricos a
cada uno de ellos, para asi encontrar la solucién a la ecuacion diferencial.
Este procedimiento se explica a continuacién:

= Primero seleccionamos el valor de n > 1. Nimero que resulta impor-
tante, ya que 2n, indica el nimero total de veces, que a adquirird el
valor de cero, al recorrer por completo la longitud de la elastica. Por
ejemplo, si fijamos el valor de n = 1, sin importar la longitud de la
elastica, el valor de a = 0, serd encontrado dos veces en el lazo.

» Se le asigna un valor numérico a la constante m de la Ec.(4.68). Este
valor no es elegido de manera arbitraria, partiendo de la Ec.(4.44), para
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confinamiento débil, se encuentra que mg = —1, dado que se ha elegido
n = 1 en el paso anterior. Entonces, se le da un valor a m, alrededor de
—1. Continuando con el mismo ejemplo, supongamos que le asignamos
el valor de m = —1.5.

= Posteriormente, se fija la longitud de la elastica, que satisface L > 2.
En el ejemplo dado, se le asigna el valor de 2. Por lo tanto, las condi-
ciones de frontera para « seran: a(s =0) =0y a(s =m) = 0.

= Ahora utilizamos el método de shooting, reemplazando la segunda
condicion de frontera, por la condicién inicial, o/(s = 0) = v. Aqui,
se le dan diferentes valores numéricos y arbitrarios a v, hasta encon-
trar aquel que satisfaga, la condicion original a(s = L/2) = 0.

= Se repiten los dos pasos anteriores, incrementando el valor de L en 0.5
y resolviendo la ecuacién diferencial, hasta llegar a L = 7m. Con esto,
se logra tener v, como funcién de L, para el m elegido, que para el caso
que nos ocupa, resulta ser m = —1.5.

= Si repetimos el procedimiento a partir del segundo paso, incrementan-
do el valor de m en 0.1, hasta llegar a m = 2.5, encontrarfamos a v,
como funcion de L y m, en el rango de valores dados: L € [2m, 7]
y m € [—1.5,2.5]. Esto es andlogo a encontrar a «, como funcion de
s, my L.

L
» Utilizando la condicién de cerradura en su forma integral, Cosards =

27, es posible determinar a m, como funcién de L. En consecuencia,
encontramos v como funcién dnicamente de L y por lo tanto, o como
funcién de s, para cada L dada, que era nuestro objetivo principal.

» Finalmente, mediante la cuadratura (4.36) y recordando que f = 0,
facilmente se encuentra c en funcién de L, para cada n.
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