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Resumen

En el presente trabajo se explora si las soluciones de la GTD son soluciones viables
para construir modelos cosmoldgicos. En los modelos cosmolédgicos inspirados en la
geometrotermodinamica, las ecuaciones del modelo de FLRW no son modificadas. Se
parte de las mismas premisas que el modelo cosmoldgico estandar, pero al momento de
construir la ecuacién de estado necesaria para la descripcion del universo, aducimos al
formalismo de la GTD, para dar lugar a dos ecuaciones que usamos como relaciones
fundamentales en la construcciéon de un modelo sin interaccién termodinamica y un
segundo modelo con interacciéon. Obtuvimos que para la primera ecuacion, en el modelo
cosmoldgico sin interaccion termodinamica la descripcién cosmoldgica coincide con el
modelo cosmoldgico estandar mas simple, el de Friedman. Con la segunda ecuacion
construimos un modelo que describe el sector oscuro del universo de manera unificada
y los resultados se ajustan bien con los obtenidos por el modelo LambdaCDM, el cudl es
el mas exitoso hasta el momento. Adicionalmente se obtiene para ciertos valores de los
parametros el modelo de Gas de Chaplygin y el de fluidos barotropicos. Queda abierta
la posibilidad de estudiar la termodindmica del universo, pues al abordar las ecuaciones
de estado con el formalismo de GTD, algunos fluidos que componen el universo poseen

capacidad calorifica negativa.



Abstract

In this paper we explore whether the GTD solutions are viable solutions to build cos-
mological models. In models inspired cosmological geometrotermodinamics the FLRW
model equations are not modified. It starts from the same premise as the standard
cosmological model, but when building the state equation necessary to describe the
universe, we adduce the formalism of GTD, to give rise to two equations we use as
fundamental relationships in the construction of a model without thermodynamic in-
teraction and a second model with interaction. We made it to the first equation in
the cosmological model without interaction thermodynamics cosmological description
matches the simplest standard cosmological model, the Friedman. With the second
equation we construct a model describing the dark sector of the universe in a unified
way and the results are fit well with those obtained by the model LambdaCDM, which
is the most successful so far. Additionally obtained for certain values of the model pa-
rameters Chaplygin gas and barotropic Fluid. Left open the possibility of studying the
thermodynamics of the universe, for addressing the state equations with the formalism

of GTD, Some fluids that make up the universe have negative heat capacity.
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Introduccion

Uno de los mayores problemas de la cosmologia moderna es la explicacién fisica
de los llamados componentes oscuros del universo. Asumir la existencia de la energia
oscura y de la materia oscura es actualmente uno de los métodos més populares para
explicar las observaciones recientes sobre la expansiéon acelerada del universo, las curvas

de rotacion en galaxias, las velocidades orbitales de galaxias en ctimulos, entre otros.

Las ecuaciones de estado que resultan de considerar la expansion del universo bajo
el modelo relativista conocido como Lambda CDM, son no-estdndar y no existe ningin
tipo de materia ordinaria que satisfaga estas ecuaciones. Es por esto que se propone a
la energia y materia oscura. El objetivo de este trabajo es plantear un camino alter-
nativo en el contexto de la geometrotermodindmica(GTD). En este, se encuentra que
la materia ordinaria puede satisfacer estas ecuaciones no-estandar de estado, pero que

estos sistemas poseen variables termodindamicas no extensivas.

La geometrotermodinamica es un formalismo que permite estudiar los sistemas ter-
modindmicos descritos por la relacién fundamental & = ®(E?) a través de un anélisis ge-
ométrico del espacio de equilibrio £. En general ® representa un potencial termodinami-
coy E% con a =1,2,...,n es el conjunto de las n variables extensivas necesarias para
describir el sistema. La GTD permite tener en cuenta el hecho de que la termodinamica
clasica es independiente del potencial termodinamico, es decir, es invariante de Leg-
endre. Para esto, se construye un espacio de fase como una variedad Riemaniana de
contacto (7,0,G) donde T, es una variedad 2n + 1-dimensional, © es una 1-forma

que satisface que O A (dO)™ # 0, y G es una métrica en 7 no degenerada e invariante
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ante transformaciones de Legendre. En esta variedad el subespacio de los estados de
equilibrio &, cuya métrica es g = ¢*(G), debe satisfacer ¢*(d® — 5 1*dE®) = 0, donde
o (B - (2B} = {a(E"), B, 1H(E")).

Es mediante la interpretacién de manera invariante de la curvatura del espacio de
equilibrio como una manifestacién de la interaccién termodinamica que obtenemos in-

formacién de este formalismo.

Ademas de la informacion acerca de la interaccién termodinamica, también es posi-
ble obtener ecuaciones de estado que pueden ser usadas como relaciones fundamentales
del sistema termodinamico. Estas relaciones resultan al solucionar las ecuaciones dife-
renciales que satisface el potencial termodindmico ® al asumir que la métrica g deter-
mina una superficie extremal embebida en 7. Las dos soluciones encontradas en [20]
seran las relaciones que usaremos para construir en primer lugar un modelo cosmoldgico
sin interaccién termodinamica que aunque conduce a la ecuacién de estado utilizada en
el modelo cosmolégico estandar, entrana diferentes interpretaciones fisicas. En segun-
do lugar, la segunda solucién obtenida es utilizada para construir un modelo unificado
para el sector oscuro, soluciéon que conduce a una ecuacién de estado que coincide para
diferentes valores de los parametros con el gas de Chapligyn, el fluido oscuro o fluidos

barotrépicos.

En el primer capitulo se exploran los fundamentos de la geometrotermodindmica
que daran lugar a las dos ecuaciones fundamentales de las cuales partimos para realizar

nuestro modelo cosmoldgico.

En el segundo capitulo propondremos con una de las soluciones de la GTD un modelo
cosmoldgico sin interaccion termodinamica, que corresponde a un sistema termodinami-
co donde el espacio de equilibrio es plano. Veremos que esta relacion fundamental nos
permite describir todos los fluidos que componen el universo de manera consecuente con
el modelo estandar, pero ademas de ello abre la posibilidad de que el fluido asociado con
la energia oscura tenga capacidad calorifica negativa. Por ello, haremos un breve recuen-

to de cémo opera la termodinamica de las variables no extensivas, su relaciéon con las
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interacciones de largo alcance y la evolucion de sistemas con capacidades calorificas neg-
ativas. Es a través de estos comportamientos “atipicos”de la materia que pretendemos
explicar las componentes oscuras del universo. No hemos encontrado ninguna incon-
sistencia o imposibilidad de describir el universo mediante esta linea de pensamiento.
Los sistemas termodinamicos que hemos obtenido guardan relaciones con los sistemas
originales, porque sus particulas constituyentes son de la misma naturaleza, pero sus
ecuaciones de estado transforman su comportamiento de una manera tan drastica que

cambia su manera de interactuar.

Finalmente, en el tercer capitulo, usando otra relacién fundamental se desarrolla
el modelo cosmolégico unificado para el sector oscuro, el cual mostraremos que posee
una métrica con curvatura diferente de cero lo que indica que si existe interaccion
termodindmica. Mostraremos como a través de este modelo se puede describir el sector
oscuro de manera conjunta a través de la ecuacién de estado que tiene como caso
particular a la ecuacién de estado del gas de Chaplygin. En suma, lo que pretendemos
mostrar en esta tesis, es que las dos soluciones particulares aportadas por la GTD

pueden usarse para construir modelos cosmolégicos en el marco de la relatividad general.



CapiTULO 1

Fundamentos de la
geometrotermodinamica

Existen en la fisica clasica dos paradigmas para estudiar los fenémenos. Uno de ellos
es la mecénica y el otro es la teoria electromagnética. En ambos el tiempo esta presente
y juega un papel desicivo. Por otra parte se encuentra la termodindmica en equilibrio,
teoria de los fendmenos macroscépicos independientes del tiempo. El problema basico
que resuelve es la determinacién del estado de equilibrio que eventualmente resulta
de remover las restricciones internas en un sistema compuesto. En otras palabras, le
interesa conocer hacia donde evolucionan los sistemas cuando buscan el equilibrio. Para
ello los procesos son modelados cuasiestaticamente, es decir, como una sucesién de
estados de equilibrio. Entre mas rapido sea el tiempo de relajacién del sistema, mas

cercano a lo real es el proceso cuasiestatico.

Estos estados son descritos a través de las variables de estado que caracterizan los
sistemas termodinamicos. Las variables estan inspiradas parcialmente por las observa-
ciones macroscépicas, por ejemplo, el volumen (V), la presién (P), nimero de particulas
(N). Ademas de su cardcter macroscopico las variables estén relacionadas con prome-

dios estadisticos y se clasifican en intensivas y extensivas. Las primeras son aquellas
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que no dependen del tamano del sistema tales como la presion, la temperatura, o el
potencial quimico. Las segundas dependen del tamano del sistema, como la energia

interna, el volumen, la entropia, el nimero de particulas, entre otras.

La mayoria de problemas que resuelve la termodinamica y la estadistica clasica
son de sistemas donde se satisface que las variables de estado son extensivas. No se
acostumbra por ejemplo modelar con ensambles canénicos sistemas donde mezclar dos
sustancias el volumen resultante no sea la suma de los volumenes de cada sustancia.
El analisis de este tipo de sistemas no es abordado por la termodindmica convencional.
Los sistemas extensivos abarcan un espectro bastante amplio de fenémenos naturales
y la termodinamica los aborda convencionalmente de tres maneras. La primera es el
método ingenieril, con los postulados de Kelvin-Planck, Celsius y el estudio del ciclo
de Carnot; el segundo es el método de Caratheodory, el cudl restringe los estados que
pueden alcanzarse mediante procesos adiabaticos reversibles, y finalmente el método

variacional.

Ademas de estos acercamientos al sistema termodinamico, esta el estudio de los sis-
temas en término de conceptos geométricos. Este enfoque fue iniciado por Caratheodory
y Gibbs y desarrollado posteriormente por Hermann|8], Weinhold[22], Ruppeiner[16],
Quevedo[15] entre otros. Este acercamiento se conoce ahora como geometrotermodindmi-

ca.

Lo que haremos a continuacién es una descripcion de la estructura basica de la ter-
modindmica desde el formalismo del método variacional con el fin de contrastarlo con la
geometrotermodinamica y mostrar de que manera el segundo enfoque nos resultara ttil

para estudiar la expansion del universo.

1.1. Termodinamica de sistemas en equilibrio

En termodindmica clésica de sistemas en equilibrio [5], se especifica un conjunto
de n (igual al nimero de grados de libertad termodindmicos del sistema) variables

extensivas E® (a = 1, ...,n), las correspondientes variables intensivas %, y un potencial
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termodindamico ®. Todas las propiedades del sistema termodindmico (un gas, un alambre
con corriente, etc) estdn contenidas en una relacién fundamental que debe satisfacer la
primera ley de la termodinamica, de la cudl a su vez se deducen las ecuaciones de estado

del sistema.

En la tabla 1.1 esta resumida la estructura de la termodinamica en dos represen-
taciones, la de la entropia y la de la energia. Ademds de estas dos representaciones,
existen las representaciones de los potenciales termodinamicos. En el laboratorio no
poseemos ni entropimetros, ni mecanismos para medir directamente la energia interna
o la entropia y muchas veces se requiere otra formulacion alterna basada en cantidades
medibles directamente. Aunque la conveniencia de usar una representacién particular
es dictada por el problema termodinamico a tratar, mas alla de una facilidad alrededor
de lo experimental, la invarianza de la termodindmica ante la formulacion en diferentes

potenciales tiene razones matematicamente mas profundas.

Rep. de la energia Rep. de la entropia
Relacion fundamental U=U(S,V,N) S=S(U,V,N)
E.(S,U,V,N) extensivas aUu = >’ <38TUQ> dE, s = >’ %dEa
a=1 a=1
I\ N
Intensivas T P pu T £ £
Ec. Euler U=TS— PV +uN S=zU+EV - EN
Rel. Gibbs-Duhem SAT + Y Njdp; — VAP =0 Ud (L) - vd(£) = S Nyd (4
J J

FEc. de estado T=T(UV,N) T=T(S,V,N)

P =P(U,V,N) P =P(S,V,N)

p=pu(U,V,N) p=pu(S, V. N)

Cuadro 1.1: Principales relaciones termodinamicas en la representacion de la energia
y la entropia. T es la temperatura del sistema y pu es el potencial quimico.

Deciamos que la termodinamica resuelve su problema basico a través de la relacion
fundamental. Conocer la relacion fundamental es conocer a cabalidad el comportamien-

to del sistema. De la tabla 1.1, valga anotar que conocer las tres ecuaciones de esta-
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do es equivalente a conocer la relaciéon fundamental y por tanto resolver el problema
termodinamico. Tambien es importante resaltar que la ecuaciéon de Euler en ambas re-
presentaciones, se encontré cuando la energia interna y la entropia son homogéneas de

primer orden. Es decir, cuando satisfacen

U(AS,AX,;) = N'U(S, E;) (1.1)
S(AU,\X;) = N'S(U, E;)

con v = 1.

La primera ley de la termodindmica esta contenida en la ecuacion de Euler y la
condicion de equilibrio en la relacién entre variables extensivas e intensivas. Concreta-

mente la condicion de equilibrio esta dada como se ve en la tabla 1.1 por

o =1 (1.2)

que para el caso de la representacion de la energia y la entropia ® es U y S respectiva-
mente; F, es SV, N...y I, es T, P, u para la representacién de la energia por ejemplo.
Resaltamos de nuevo que ® puede ser cualquier potencial termodinamico y E, e I, las

variables extensivas e intensivas del sistema a describir.

1.1.1. Transformaciones de Legendre

El espacio de configuracion termodinamico es un espacio abstracto cuyas coorde-
nadas son la entropia y otras variables extensivas del sistema. La relacion fundamental

S = S(U,V,N) define una superficie en este espacio. Esta superficie debe satisfacer

as
oUu

= 7 > 0y U debe ser una funcién univaluada de S y viceversa. [5]. El subespacio
de estados de equilibrio estd contenido en el espacio de configuracion, y dependiendo
de la representacién esté restringido por el plano de energia constante U = U, para la
representacion de entropia y por el de entropia constante S = Sy en la representacién

de energia. Es decir, la interseccion entre el plano constante y la superficie formada por
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la ecuacién fundamental constituye el subespacio de estados de equilibrio accesibles al

sistema.(Ver Figura (1.1.1))

- TN
o Y
,\ 3 1)
— G \
I 7 '1\
T ——rf iy gl
Ine plane 7 : 7 e
S=5 . 1 v ¥
- - ; .\
- { £ x !
| A L o
M Bt
. e e O S
o — L

Figura 1.1: El plano S = Sy al intersectar la superficie formada por la relacién
fundamental, determina una curva de estados a entropia constante. El punto A es el
estado que minimiza la energia a lo largo de la curva.

Sea la relacion fundamental general de la forma
Y =Y (Xy) (1.3)

donde Y son las variables extensivas y Xj las variables independientes. Si queremos
escribir a las variables intensivas P, = g—)}(; como variables independientes sin perder
informacion de la relacién fundamental, debemos realizar una transfomacion de Le-

gendre.

Es sabido en matematicas, que una curva puede ser representada por la envolvente
de la familia de curvas tangentes o por los puntos que satisfacen la ecuacién Y = Y (X).
Cualquier ecuacién que permita construir la familia de curvas tangentes, describe igual-

mente bien la relacién fundamental [5]. Dado que cada recta tangente esté caracterizada
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por la pendiente Py el intercepto con el origen 6, la relacién § = ( P) nos permite cons-
truir la familia de rectas tangentes y por tanto la curva. Asi pues, la relacién 6 = 0(P)
es equivalente a Y = Y (X) y es la relacion fundamental en la f-representacion. Cuando
Y = Y (Xy, X1, ...) en lugar de una curva se tiene una superficie, y en lugar de lineas

tangentes se tiene planos tangentes.

Para construir § = (P) dada Y = Y (X), consideramos una linea tangente que pase

por el punto (X,Y’) con pendiente P e intercepto 6. Por tanto

Y -6
P=_—" 1.4
X -0 (1.4)
de donde
=Y — PX (1.5)

La funcién 6 se conoce como la transformada de Legendre de Y. En suma, y comparando

para ejemplificar con la representacion de la energia

Y =Y(Xo, X1,...) = U=U(S,V,N) (1.6)
oY U
Pk_a—Xk - T=-¢ (1.7)
=Y -> P.X, - F=U-TS (1.8)
k
o =—-> XP, — dF =dU —TdS (1.9)
k
a0 OF

Donde el potencial de Helmholtz F' es la transformada de Legendre de U, que
reemplaza la entropia por la temperatura como variable independiente. En la tabla
(1.2) resumimos las principales transformaciones de Legendre conocidas como poten-
ciales termodinamicos. Valga anotar que la termodinamica es invariante ante transfor-
maciones de Legendre, es decir, toda la informaciéon termodinamica contenida en la

relacién fundamental sigue presente en las relaciones fundamentales de los potenciales
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Transformaciones de Legendre

Entalpia (H) U=U(S,V,N) H=H(S,P,N)

Cambia V por P —P:g_g Vzg—l,;’
H=U+PV

En. libre de Gibbs U =U(S,V, N) G=G(T,P,N)

Cambia S por T T=29% —5 =2

Cambia V por P —pP=25 V=%

G=U-TS+ PV

Cuadro 1.2: Potenciales termodindmicos

termodindmicos. Para finalizar, cabe anotar que el principio de minima energia o de
maxima entropia que aparece en los postulados se manifiesta en la formulacion ter-
modinamica en potenciales, como un principio de minima accion. Es decir, los valores
asumidos por las variables extensivas en ausencia de constricciones internas del sistema,
son aquellos que minimizan el potencial termodinamico sobre la variedad de estados de
equilibrio. En las representaciones de los potenciales, el subespacio de estados de equi-
librio estd delimitado por la interseccion de cada superficie fundamental y los planos
T = Ty, para el potencial de Helmholtz, P = F, para la entalpia, ' =Ty v P = F
para la energia libre de Gibbs.

1.2. Descripcion geometrotermodinamica

La siguiente descripcion es desarrollada en los articulos [15],[20]. Para describir el
sistema termodindmico de n grados de libertad desde la geometrotermodinamica
(GTD), necesitamos introducir el concepto de espacio de fase termodindmico como una
variedad Riemaniana de contacto (7,0, G) donde T es una variedad 2n+ 1-dimensional,
© es una 1-forma que satisface © A (dO)™ # 0, y G es una métrica en T no degenerada
e invariante ante transformaciones de Legendre. Lo que se pretende averiguar ahora
es como las propiedades geométricas de el espacio de fase influyen sobre las propie-
dades geométricas del espacio de equilibrio y pueden darnos informacién del sistema

termodindmico y sus interacciones a través de la curvatura del espacio fasede equilibrio.
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Las coordenadas de la variedad son Z4 = {®, E* I} y como mencionamos en la
seccion anterior, @ es el potencial termodinamico y E* e I son las variables extensivas
e intensivas respectivamente.

A=0,...2nya=1,..,n, por tanto ® = Z° E* = Z% y [* = Z""* La l-forma de
Gibbs esta dada por
O = dd — §,,["dE" (1.11)

Sea ahora el espacio n-dimensional £ con coordenadas E°, construido a través de la
aplicacién ¢ : {(E*)} — {®(E*), E* [*(E")). Este espacio es un subespacio de T
y constituye el espacio de estados de equilibrio termodindmico siempre y cuando se
cumpla que

©*(0) = ¢*(d® — 6,4 I°dE") =0 (1.12)

siendo ¢* el pullback. La relacién (1.12) se puede leer como la condicién de equilibrio

termodinamico
0P

ok«

= 01" = 1, (1.13)

y también como la primera ley de la termodinamica
d® — dp[“dE® = 0 (1.14)

Es a través de las propiedades geométricas del espacio £ que se describen las propiedades

termodindmicas de un sistema fisico en GTD.

La segunda ley de la termodinamica, estd contenida en GTD en la condicién
de concavidad

0*®
W > 0, (115)

De igual manera que se obtuvo la ecuacién de Euler en la termodinamica clasica, exigi-

mos al potencial termodinamico, que satisfaga la condiciéon de homogeneidad

DAE®) = N1D(EY). (1.16)
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Derivando la ecuacién con respecto a A, evaluando el resultado en A = 1 y utilizando

la ecuacién (1.13), obtenemos la ecuacién de Euler
YO(E®) = S I°E" (1.17)

Ahora calculando la derivada exterior de la ecuacion de Euler, obtenemos la relacién

de Gibbs-Duhem generalizada
(1 — )0 [“dE® + 6,4 E*dI° = 0. (1.18)

Note que para 7 = 1 se obtienen las ecuaciones de Euler y Gibbs-Duhem de la ter-
modinamica ordinaria, suponiendo que todas las variables tienen el mismo grado de

extensividad.

Nos falta entonces para tener un analogo completo de la GTD y la termodindmica,
la invariancia ante transformaciones de Legendre de la que hablamos anteriormente.
Decir que la variedad Riemaniana es de contacto, significa que 7T es diferenciable y
que © A (dO)* # 0. Si existe otra 1-forma © que satisface © A (dO)™ # 0 deben
estar relacionadas por una transformacion de Legendre. Veamos explicitamente: sea

ZA 5 74 = (CI), E“, I~“) una transformacion de Legendre,
®=0o—06yE'', E'=-I', EM=E, I'=F. =D (1.19)

donde i U j es cualquier descomposicién disjunta del conjunto de indices {1,...,n} y
k,l =1,...,i. La GTD impone como condicién que todas las estructuras geométricas
usadas en 7 deben ser invariantes ante transformaciones de Legendre. Note ademaés
la semejanza de las ecuaciones (1.19) con las ecuaciones (1.8). Una transformacion de
Legendre es un caso especial de las transformaciones de contacto que dejan invariantes

la estructura de contacto en 7.

Hasta aqui puede decirse que el estudio de las propiedades geométricas del espacio
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de fase nos ha arrojado al menos las mismas ecuaciones de la termodinamica clasica, lo
que permite reproducir la descripcion conocida de los sistemas. Es clara la equivalencia
entre los dos acercamientos y podemos arriesgarnos a decir que simplemente hemos
escrito las ecuaciones de una manera mas general. Adicionalmente y dado que estamos
explorando las propiedades geométricas de la variedad (7,0, G), procederemos a dis-
cutir la métrica G'y cumplir el propédsito de estudiar las interacciones termodindmicas

desde una perspectiva geométrica.
Dado que G es la métrica definida en T, g = ¢*(G) es la métrica termodinamica de
& cuyas componentes estan dadas por

YA VA

9ab = F5a GEb Gap (1.20)

Esto nos dice, que una transformacién de Legendre de G corresponde simplemente a

una transformacion de coordenadas de g.

Concretamente, la métrica més general que satisface invariancia ante transforma-

ciones parciales y totales de Legendre es

n

G = (d® — I,dE*)* + A(Z*) ) E“I,dE“dI, (1.21)

a=1

donde A es una funcién de E* y de I invariante ante transformaciones de Legendre. Esta
métrica se ha construido de manera que satisfaga las condiciones necesarias de geometria
diferencial. Note que el primer término es ©2, el cual es invariante ante transformaciones
de Legendre y aunque su pullback es cero y no aparece en g, es indispensable incluirlo en
la ecuacién (1.21) para que Det(G) # 0 y G sea una métrica riemmaniana. El segundo
término en la métrica es lineal en las variables extensivas e intensivas y nuevamente es

invariante ante transformaciones totales y parciales de Legendre.

Ahora saquemos el pullback de (1.21) para obtener la métrica en el espacio de
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equilibrio (1.20). Sustituyendo las ecuaciones (1.12) y (1.13) en (1.21) se obtiene

0P 0P
— O2 a
G=0 +AEaaEadE d(aEa> (1.22)
0P 0P
% % 2 a
g=¢"(G) =" (0% + AEa—aEadE d(aECL))
Dado que ¢*(0) =0y & = ®(E£*) obtenemos
* a oo 82(1) ab a c
g=¢"(G)=A (E am) Sping ) B dE, (1.23)

la cual también es invariante ante transformaciones de Legendre. De la ecuacién (1.23)
podemos notar que basta con especificar la relaciéon fundamental ® = ®(E®) para

determinar analiticamente las componentes de g.

Hemos encontrado entonces las principales relaciones y caracteristicas de la ter-
modinamica desde el punto de vista de la GTD, lo cual era el objetivo principal de esta
seccion. En la siguiente seccién estudiaremos el papel que desempena la métrica y cémo

en ella esta contenida toda la informacién termodindamica.

Termodinamica clasica GTD
Relacion fundamental U=U(S,V,N) b = P(EY)
Primera ley dU = > <§TU) dE, dd = 5, 1*dE"
a=1 ¢
Ec. Euler U=TS+Y,_, PE YB(E®) = S IPE®
Rel. Gibbs-Duhem SdT + > PjdE; =0 (1 = 7)0ap[*dE® + b EdI® = 0.
J
Trans. Legendre(TL) (ver tabla 1.2) TL de G es trans. coordenadas de g.

Cuadro 1.3: Comparacién entre las ecuaciones de la termodinamica clasica y la
geometrotermodinamica. En el caso de la termodinamica las ecuaciones estan en la
representaciéon de la energia para mostrar un ejemplo concreto. T' es la temperatura
del sistema y P; con j = 1,2,3 son los pardmetros intensivos de la energia.
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1.2.1. Geodésicas en el espacio de estados de equilibrio

Uno de los principales objetivos de la GTD es encontrar la relacion entre las pro-
piedades geométricas del espacio de equilibrio £ y las propiedades termodinamicas del
sistema cuya relacién fundamental es & = ®(E£?). En el espacio &, la distancia entre
dos puntos E¢ y E* + dE* esta dada por ds = gud E*dE®. La longitud termodindmica

se define como[20]

t1 t1 1 t1 . . L
L= / ds = / (gupdE*dE")2 = / (g B E)2dr, (1.24)
to to

t2

donde el punto representa derivada respecto a 7. De la condicién de 6L = 0

2B dEdE°

e T

(1.25)

% son los simbolos de Christoffel de la métrica g,;,. Estas ecuaciones son las ecuaciones
geodésicas en el espacio £ con parameto afin 7. Las soluciones a estas ecuaciones de-
penden de la métrica y de la relacién fundamental ® = &(E£*). No todas las soluciones
son fisicamente compatibles con las leyes termodinamicas. Esto se interpreta diciendo
que las unicas soluciones con sentido fisico, son aquellas que representan procesos cuasi-
estaticos. Esto esta en total acuerdo con la interpretacién convencional de los procesos
cuasiestaticos como una sucesion de estados de equilibrio. El parametro afin 7 etiqueta
los estados y nos dice hacia donde evoluciona el proceso, lo cudl puede verse como una

direccion temporal que apunta hacia estados de mayor entropia.

En resumen, la geometrotermodindmica es un formalismo que describe de mane-
ra invariante ante transformaciones de Legendre, las propiedades de un sistema ter-
modinamico mediante un analisis geométrico de el espacio de estados de equilibrio.
Para esto, se construye una espacio de fase como una variedad Riemaniana de contacto
(T,0,G) donde T, es una variedad 2n + 1-dimensional, © es una 1-forma que satisface
que © A (dO)™ # 0, y G es una métrica en 7 no degenerada e invariante ante trans-

formaciones de Legendre. En esta variedad existe un subespacio, el de los estados de
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equilibrio £ cuya métrica es g = ¢*(G) que debe satisfacer p*(d® — 64, [*dE®) = 0,
donde ¢ : {E*} — {Z4(E*)} = {®(E*), E*, I"(E*)}. Es mediante la interpretacién de
manera invariante de la curvatura del espacio de equilibrio como una manifestacion de
la interaccién termodinamica que obtenemos informacién de este formalismo. Esto lo
veremos a continuacion para el caso del gas ideal y el de Van der Waals. En el primer
caso, cuando no hay interaccion termodinamica, la curvatura de la variedad es cero. Por
el contrario, cuando hay interaccion como en el caso de Van der Waals, la curvatura
es diferente de cero. Para estos casos interactuantes donde hay transiciones de fase,
el formalismo permite reproducir el comportamiento cerca de los puntos de transicién

mediante las singularidades de la curvatura.

Figura 1.2: Sea (7,0,G) donde T una variedad 2n + 1-dimensional, donde © es
una 1-forma que satisface que © A (dO)™ # 0, y G es una métrica no degenerada e
invariante ante transformaciones de Legendre. En esta variedad existe un subespacio,
el de los estados de equilibrio £ cuya métrica es ¢ = ¢*(G) que debe satisfacer
©*(d® — 6 1°dE®) = 0, donde ¢ : {E*} — {ZA(E")} = {®(E*),E* I°(E*)}. En
esta variedad pueden haber muchos espacios de equilibrio &7, &, etc; cada uno de los
cuales puede representar un sistema termodindmico.

1.2.2. Dos ejemplos: Gas ideal y Van der Waals

Gas ideal
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Considere la relacién fundamental del gas ideal en la representacién de la entropia
3
S(U,V)zéan—i—an (1.26)

Y en la representacién de la energia es

U(S,V)=V"3exp % (1.27)

En la representacién de la entropia Z4 = {CD =S, E*=UV,I1*= %} con a=1,2.

1
T

Las condiciones de equilibrio termodinamico son

os 1 os P
1——:— 2:—:—
'sop=g P=agp=n (1.28)

de donde la métrica (1.21) toma la forma

G = |dS - %dU - gdvr +A K%) dud (%) + (VTP) dvd (;)] . (1.29)

Al usar la relacién fundamental (1.26) obtenemos

o0 9S 3 9d 99 1

00 _95 _ 3 9 95 1 1.30
ou oUu 22U ov.ov V (1.30)

Y de (1.23), o
Gig = — [ZW + W] (1.31)

donde toda la informacion termodinamica esta contenida. El escalar de curvatura R =

g%g" = Rueq €n este caso es:

1 J11,2 — 12,1 9221 — G122 1 )
R = det(g) [( det(g) )2 + ( Jet(g) )1] 2det(g)2d t(H) (1.32)
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con

H=1g1u1 9121 go21 (1.33)

g11,2 G122 G222

donde la coma denota derivacién parcial. Calculando R para (1.31) se encuentra que la

curvatura es cero.

En lugar de calcular en este escrito R para saber si hay interacciéon termodindmica,
hacemos el cambio de coordenadas dé = A/ 2%%{] y dn =AY dev con el cual la métrica
toma la forma euclidiana g = —(d&* + dn?), cuya curvatura es cero y la solucién a
las ecuaciones geodésicas son lineas rectas en el plano. Segin GTD, esto indica que el

sistema es no interactuante, como ya es bien sabido en termodinamica.

Gas de Van der Waals

La relacién fundamental para el gas de Van der Waals en la representacion de la entropia

es

025/3k a

(1.34)

donde k es la constante de Boltzman y a y b las constante de Van der Waals. Mediante
un procedimiento completamente analogo al del gas ideal, obtenemos que la métrica

del espacio de estados de equilibrio es

2 a 4k 5k? 2aU
= —U(U + —) |2dS? — ——dSdV + ————dV?| — ——dV? 1.35
9= g2/ U+y) V@Y T e padvs o (13)
y el escalar de curvatura es
aP(U,V, a,b)

R:

1.36
U3(PV3 —aV + 2ab)? (1.36)

donde P(U,V,a,b) es un polinomio diferente de cero para todo valor real de a y b. Para
a = b = 0, la curvatura es cero y recuperamos el gas ideal. R también es cero para

a=0,b+#0, lo cual indica que a es responsable de la interaccion termodinamica.
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Cuando

PV? —aV +2ab =0 (1.37)

existen singularidades en la curvatura de las cuales podemos extraer informacion acerca
de las transiciones de fase de segundo orden, pues estas singularidades representan el
fin de la estabilidad local. En la termodindmica ordinaria, se sabe que las raices del

polinomio (1.37) corresponden a los puntos donde ocurren las transiciones de fase.

1.3. La variedad de equilibrio como superficie ex-

tremal

El formalismo de la GTD nos permite encontrar algunas relaciones fundamentales
como (1.26) usando un principio variacional. Supongamos que la subvariedad de equi-
librio £ represente una superficie extremal en 7. Esto es que la variacién del elemento

de volumen es cero
5 / Jdet(g)d"E = 0 (1.38)
£

Dado que g es la métrica inducida por G' que depende de Z*4, se puede mostrar[20]
que esta variacion lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales conocidas como

ecuaciones de Nambu-Gotto

1
024 = ——=(\/det(9)g™Z ) » + T3 25 25 g" = 0 (1.39)
det(g) ’ T
donde O es el dalambertiano. Esta variacién implica que el potencial & debe cumplir
un conjunto de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones se escriben en términos de las

variables extensivas, es decir que estas soluciones son las ecuaciones fundamentales. Dos

soluciones particulares para el potencial & = S'y E* = {U, V'} usando la métrica (1.23)
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en (1.25) halladas en en [20] son:

S=cilnU+c¢cInV (1.40)
S =8, In(U* 4 cV'HF) (1.41)

Donde ¢y, co,a, 3 v S, son constantes que cobraran sentido en el futuro. Valga anotar
que la primera de las anteriores ecuaciones, es una generalizaciéon que abarca para
¢ = 3/2y cg = 1 la relacién fundamental del gas ideal (1.26) utilizada en el ejemplo

de la seccién anterior.

Terminamos este capitulo resaltando el hecho de que en GTD hay dos caminos, uno
es, dada la relacion fundamental se construye la métrica g y se encuentra a través de
la curvatura si existe o no interaccién termodinamica. El otro camino es encontrar la
relacién fundamental a través del principio variacional como acabamos de hacerlo en
esta seccion. Mas adelante veremos que a partir de estas soluciones al problema ge-
ométrico, podremos describir un sistema termodinamico, derivar todas sus propiedades

y usarlas para construir dos modelos cosmolégicos.






CAPITULO 2

Un modelo cosmolégico sin
interaccion termodinamica

So, even though we do not understand our universe,
we have been quite successful in parametrising
our ignorance in terms of well-chosen numbers.

T. Padmanabhan

Conocer la evolucion del universo es conocer las funciones del tiempo: el factor de escala
a(t), la densidad p(t) y la presién p(t). Es decir, poder describir la manera en que se
expande o contrae o permanece a través del factor de escala a(t) que nos dice como
aumentan la distancia entre dos particulas fijas (en coordenadas comoviles) conforme
pasa el tiempo; describir la densidad del universo p(t) en el tiempo y la presién p(t).
Béasicamente es conocer el tamano y lo que lo conforma en cada instante de su vida.
El modelo cosmoldgico estandar aporta las ecuaciones para a(t) y utiliza una ecuacién
de estado para cada componente del universo. Las ecuaciones de estado necesarias para
describir las curvas de rotacién en galaxiaz y la expansion acelerada del universo no las
pueden cumplir ningin tipo de materia ordinaria o radiacién. Es aca donde entra la

materia y energia oscura como las formas de energia que dominan el universo. Haremos
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un recuento del modelo cosmoldgico estandar y posteriormente construiremos en un
modelo cosmoldgico sin interaccién termodinamica utilizando la relacién fundamental

(1.40) encontrada en GTD en el capitulo 1.

2.1. Modelo cosmolégico estandar

Para la tarea que nos ocupa uno de los modelos mas simples que podemos plantearnos
es el de un universo isotropico y homogéneo. Durante las tiltimas décadas, observaciones
como las de supernovas [14] indican que el universo se expande aceleradamente. Este
comportamiento ha sido hasta el momento imposible de explicar aduciendo exclusiva-

mente a materia convencional y radiacién. (Para ver un recuento en cosmologia, véase
[6])-

El modelo cosmoldgico estandar! conocido también como modelo ACDM(Cold Dark
Matter), [10] estd soportado en las ecuaciones de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW),

las cuales son equivalentes a las ecuaciones de campo de Einstein. En este modelo, la

métrica[21] estd dada por

dr?

2 2 2

+ r?(d6® + sin® Od¢?) (2.1)
donde a(t) es el factor de escala con tiempo cosmoldgico t. Las coordenadas r, 6 y
¢ son las coordenadas en un sistema de referencia comovil, es decir, en un sistema
de referencia donde una particula libre en movimiento estd en reposo. Las ecuaciones
diferenciales para el factor de escala y la densidad del universo se encuentran mediante

las ecuaciones de Einstein|[21]

14

1
Gl = Ry — J8LR = 8x T} (2.2)

!Este modelo es el que hasta ahora se ajusta mejor a las pruebas observacionales como CMB,
supernovas, anisotropias, entre otros.
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donde G* es el tensor de Einstein, R* es el tensor de Ricci que depende de la métrica
y sus derivadas, R es el escalar de curvatura y T# es el tensor de momento y energia.
Usando la métrica de FLRW (2.1), las componentes del tensor de Ricci y el escalar de

curvatura estan dados respectivamente por por[9]

3a
R = == 2.3
) = = (23)
5 a 2a®> 2K ;
i @ K
R = 6(-+—+— 2.5
(a + a? * a2) (2:5)

A medida que a disminuye, las componentes de R;'- aumentan y cuando a = 0 divergen,
dando lugar a la asi llamada singularidad del 'Big Bang’. Esta singularidad se puede
‘evitar’ diciendo que cuando el radio de curvatura del espaciotiempo se vuelve com-
parable a la longitud de Planck vGhe=3 ~ 10~33¢m los efectos cudnticos predominan
y las ecuaciones de Einstein ya no son validas. Esto nos dice que aunque el inicio del
universo es en t = 0, a = 0 solo después de algin tiempo es posible usar la relatividad
y las ecuaciones expuestas hasta ahora. En ese intervalo de tiempo inicial, ya no es

posible conocer el comportamiento del universo.

Ahora, si consideramos un fluido perfecto como la fuente de energia T = (—p, p, p, p)
donde p es la densidad total del universo y p es la presion, la ecuacion 2.2 arroja las

dos ecuaciones

H? — (9)2:81 _K (2.6)

a 3 a?

: K a2

9H = —8mp——)— (- 2.7
™) () 27)

donde H es el parametro de Hubble. Ademas de estas ecuaciones, podemos hallar la del
fluido mediante conservacién de energia, es decir T}, = 0 usando solo la componente
temporal.

TH, +TE TS —T) TH =0

v vpt o
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F80:O F(1J1:F(2)2:Fg3:g
a
) a
p+35 (p+p)=0. (2.8)
Eliminando K/a* de 2.6 y 2.7 se obtiene

a 4
S =—_—"(p+3 2.9
a 3 (p D), (2.9)

de donde podemos observar que la expansion acelerada ocurre para p + 3p < 0. Esta
restriccion no la puede cumplir ningin tipo de materia bariénica para la cudl p+3p > 0

lo que lleva a @ < 0, es decir a la desaceleracion.

Para solucionar las ecuaciones 2.6 y 2.8 para a(t), p(t) y p(t), es decir, para describir
como evoluciona el universo, es necesario conocer una relacion entre la presion y la

densidad, una ecuacion de estado.

Si reescribimos la ecuacion 2.6 como

K
Q) =1 2.10
0 =1+ g (210)
donde Q(t) = %(tt)) es un parametro adimensional que da cuenta de la densidad, y

pe(t) = %i(t) es la densidad critica; vemos la relacién entre la densidad y la geometria

del universo. Asi,

Q>1, p>p. = K=1 (2.11)
Q=1, p=p. = K=0 (2.12)
<1, p<p. = K=-1 (2.13)

Las observaciones[17] muestran que el universo tiene una geometria plana(2 ~ 1, K =

0), por tanto consideraremos en adelante un universo plano (K = 0).

No es posible encontrar una ecuacion de estado simple que describa las diferentes
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componentes del universo en una sola, asi que se estudiaran las diferentes contribuciones

a la evolucion del universo por separado.

2.2. Ecuaciéon de estado

Las aplicaciones de la GTD presentadas en el primer capitulo, nos hacen pensar que
es posible construir relaciones fundamentales que sean compatibles con las estructuras
geométricas en GTD y que caractericen sistemas termodindmicos. Si queremos mod-
elar un universo isotrépico, homogéneo, como un gas de particulas no interactuantes
podemos partir de la ecuacién general de un gas ideal (1.40) mencionada en el capitulo

1

S(UV)=cilnU + ¢ InV

, (2.14)

donde ¢; y c¢3 son constantes. Al igual que en el capitulo 1, la métrica en T y &
estd definida por 1.29 y si calculamos g del espacio de estados de equilibrio, con ¢ = 5

y E*={U,V} obtenemos

2 2
,dU 2dv] (215)

g = —A |:01F +02W

Si introducimos las coordenadas dx = AY?¢; % y dny = A'/?¢, % 1a métrica toma forma
euclidiana g = —(dx?+dn?) y claramente la curvatura de esta métrica es cero, evidencia

de que no existe interaccién termodinamica.

Tomando el diferencial de (2.14)

1
=— = 2.1
dS = —dU + =dV (2.16)

de donde
(2.17)
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que al combinar obtenemos la ecuacion de estado

CQU
P=———= 2.1
T (2.18)

con w = 2—? Esta ecuacién barotrépica de estado es la ecuacién que convencionalmente
se usa para describir las diferentes componentes del universo en el modelo cosmoldgico
estandar. La asociacién de diferentes valores al parametro w se debe principalmete a
que las observaciones indican que el universo esta en expansion y para explicarlo, es
necesario en el modelo estandar que exista un componente del universo con presion
negativa (w = —1), que no puede satisfacer ni la radiacién ni la materia ordinaria, por

lo cual se asocia la energia oscura a esta ecuacién de estado con w = —1.

Si bien la ecuacion de estado que obtenemos por este camino es exactamente igual,

la interpretacion fisica es radicalmente distinta a la interpretacion de la energia oscura.

La energia interna del sistema esta dada por

U =c,T (2.19)
y por tanto la capacidad calorifica es
oU

Ahora bien, si asumimos que el universo es un fluido perfecto cuya ecuacién de estado
es (2.18), las diferentes épocas del universo pueden obtenerse escogiendo las constantes

apropiadamente.

2.2.1. Era dominada por la materia: co =0 — P =0

Si 2 = 0 la ecuacion de estado es P = 0 y tenemos materia ordinaria con capacidad

calorifica igual a cero. Usualmente se considera que al ser un gas de particulas no
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interactuantes, la presion es cero para el caso de la materia ordinaria, lo cual no sucede
con la radiacién, donde la presion no es cero. Recordemos que estamos usando K = 0,

por tanto la ecuacién de fluido para P = 0 se reescribe [10]

. a d 3
g il — 2.21
p+3a 0<—>dt(pa) 0 (2.21)
de donde
£o

con py la densidad actual del universo. Esta ecuacion nos dice que la densidad del

universo disminuye a medida que el volumen aumenta, lo cual no es de extranarse.

Ahora hallemos como evoluciona a. Sustituyendo p en la ecuacién 2.6, se obtiene

22 87 po

a . (2.23)

Para solucionar esta ecuacion proponemos a  t~¢ y se obtiene que la solucion es

alt) = (t) oy =P Pl (2.24)

to a? 12

En esta solucion se observa que el universo se expande para siempre aunque la tasa de

.7 . . . (1 _ 2
expansion disminuye con el tiempo & = Z.

2.2.2. Era dominada por la radiacién: ¢;/c; =1/3 — P =1p

Dado que la ecuacion para radiacién obedece P = % p, la ecuacion de fluido es[10]

. a
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De la misma manera que se hizo en la era dominada por la radiacion, se obtiene
1 t\"? Po
x— a(t)=|— ) =2,
p (t) (to) plt) =3

Estas ecuaciones también nos dicen que el universo se esta expandiendo pero a una
tasa mas lenta que en la era dominada por la materia. Como en ésta, la densidad

esta disminuyendo.

En esta parte no se ha obtenido nada diferente al modelo convencional, la capacidad

calorifica del fluido es positiva y la presiéon también.

2.2.3. Era dominada por la constante cosmolégica: w = —1,
P+p=0
Siw=%2=—1, P+ p =0y tenemos la ecuacién de estado asociada en el modelo

C1

A-CDM a la energia oscura. Note que bajo esta restriccién, la ecuacién de estado puede
ser negativa para ¢ > 0y ¢; < 0, o para ¢ < 0y ¢; > 0. En el primer caso se
tiene la interpretacion convencional de que la capacidad calorifica debe ser positiva y
que la presion del sistema es negativa. En el modelo A-CDM la presiéon negativa es la
responsable de la expansion del universo. En el segundo caso, la presion es negativa, y

la capacidad calorifica es negativa.

Este resultado abre la posibilidad de considerar la energia oscura como un sistema
termodindmico no interactuante con capacidad calorifica negativa. En la proxima sec-
cién, exploraremos estos sistemas con capacidad calorifica negativa pues este resultado
nos da un indicio que es posible buscar en esta direccion, dado que si la parte de uni-
verso asociada a energia oscura tiene capacidad calorifica negativa sus variables son
no extensivas y podriamos relacionar la no extensividad con la fractalidad de nuestro

universo.
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2.2.4. Materia oscura: -1 <w <0, P+wp=20

Si—1 < % < 0, se obtiene la ecuacion de estado que modela la materia oscura.
Al igual que en el caso anterior, posiblemente la parte del universo que se asocia con

materia oscura, tiene capacidad calorifica negativa.

Como ya habiamos mencionado, las ecuaciones de estado asociadas a materia y
energia oscura, no pueden ser satisfechas por ningun tipo de materia conocida. Es por
esto que usualmente se asocian con estos tipos de materia exdtica que hasta el momento
no ha podido ser detectada bajo ninguna prueba experimental. Estas ecuaciones, aunque
luzcan exactamente iguales a las del modelo estandar, entranan una interpretacion muy
diferente en nuestro modelo. En este, el universo es isotropico, homogéneo, parte de una
singularidad inicial y se puede describir cierto tiempo después del “origen”, pero sus
componentes esenciales no son materia bariénica, radiaciéon y materia y energia oscura,

sino materia barionica con diferentes capacidades calorificas y radiacion.

Finalizamos este capitulo haciendo una exposicién de las propiedades de los sistemas
con capacidad calorifica negativa, simplemente para hacer énfasis en la vialidad de
explorar el camino de la energia y la materia oscura como un sistema termodinamico

con capacidad calorifica negativa.

2.3. Termodinamica de variables no extensivas

Como mencionamos antes, las variables extensivas en termodindmica son variables
aditivas y por tanto proporcionales al tamano del sistema. Por el contrario, las variables
intensivas son variables definidas solo localmente. En un sistema en equilibrio, las va-
riables intensivas valen lo mismo en todo el espacio de fase. La temperatura y la presion
son ejemplos de variables intensivas. Sin importar el tamano del sistema, estas tienen

el mismo valor.

La termodinamica clésica para sistemas en equilibrio, contiene solamente variables

extensivas e intensivas. Las interacciones de corto alcance son quienes rigen las rela-
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ciones entre los constituyentes de la materia, y si se mezclan dos cantidades V; y V5
de materia, lo que se espera es que el volumen total sea V = V; 4+ V5. Sin embargo,
el universo esta regido también por interacciones de largo alcance como la gravitacio-
nal. Algunos autores como Tsallis[19] y Abe[l], afirman que las interacciones de largo
alcance dan lugar a la no extensividad de las variables termodindmicas. Pero, ;jcémo
modelar un sistema donde la entropia, o el volumen no sean aditivos en primer grado
de homogeneidad? En GTD no hay restricciones acerca de la extensividad de las va-
riables para analizar geométricamente el espacio de fase, es por esto ademas que este

formalismo arroja nuevas luces al problema.

2.3.1. No extensividad en GTD

Partiendo de la relacion fundamental en la representacion de la energia que habiamos

usado antes en el gas ideal
S

U(S.V) = o, (2.25)
Ve
aplicando las condiciones de equilibrio
ou U ou U
7= - _p=_" 2.26
oS ¢’ oV aV ( )
se obtiene las ecuaciones de estado,
U=cT PV = ¢, T. (2.27)

Usando las ecuaciones de estado y la ecuacion de Euler (1.17)

oU oU
W=53""av"

U CQU
U=-=58-2_V

i cy aV

que simplificando nos conduce a

S =c7+c (2.28)
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donde « es el grado de homogeneidad del potencial termodinamico, en este caso de la
entropfa. Si v < 1 a las variables se les conoce como subextensivas y cuando v > 1
las variables son supraeztensivas. Las relaciones de Euler y Gibbs-Duhem generalizadas
para cualquier valor de v son

YO(E) = 41" E” (2.29)
(1 =)0 I*dE® + 6,4, E°dI® = 0. (2.30)

como ya habiamos obtenido en la descripcién geometrotermodinamica. Si v = 1, te-
nemos que la entropia es una cantidad extensiva y satisface las ecuaciones de Euler y
Gibbs-Duhem de la termodinamica ordinaria. Si v # 1 la entropia es no extensiva y es
a través de estas ecuaciones generalizadas de la GTD que podemos dar cuenta de los

sistemas no extensivos.

La no extensividad de las variables termodinamicas no esta prohibida por ningu-
na teoria fisica. Es conocido que en sistemas con interacciones de largo alcance como
sistemas autogravitantes, estrellas politropicas y cimulos de galaxias, entre otros, las
variables termodinamicas pueden ser no extensivas. La relacién que existe entonces
entre la interacciones de largo alcance, la no extensividad de las variables y la capaci-
dad calorifica negativa que resulta de esto, nos da un indicio para plantear un modelo

cosmolégico basado en la relacién fundamental proporcionada por la GTD.

2.4. Capacidad calorifica negativa

Como vemos, el sistema que nos interesa estudiar, el universo, posee variables ter-
modinamicas no extensivas. En este seccion queremos esclarecer la relacion entre inte-

racciones de largo alcance?, no extensividad y capacidad calorifica negativa.

A finales de 1800s los astrofisicos conocian que anadiendole energia a una estrella
esta puede expandirse, enfriarse e implotar. Este fenémeno claramente viola el principio

estadistico que afirma que la capacidad calorifica de un sistema siempre es positiva, es

2Las interacciones de largo alcance son aquellas donde el principal aporte del potencial que siente
una particula proviene del volumen de particulas distantes y no de los vecinos inmediatos.
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decir que si al sistema se le da calor, él aumenta su temperatura y no lo contrario que es
lo que se observa en ciertos objetos astrofisicos. En termodindmica clasica, la capacidad
calorica se define como la energia necesaria para incrementar un grado de temperatura

cierta cantidad de sustancia.

En la colectividad canodnica la energia media de un sistema en equilibrio térmico,

esta dada por

E.:
< E>= Z—i” (2.31)
i EFT
y por tanto la capacidad calorifica es
d< E> 1
= = Ei— < E >)? 2.32
(=S = (B < B> (232)

con lo que se prueba, como dije anteriormente, que la capacidad calorifica debe ser

positiva.

Sin embargo se conocen sistemas no solo en astrofisica sino también en conglome-
rados de dtomos[] y fragmentacién de nicleos[], donde la capacidad calorifica adquiere
valores negativos. Estos sistemas son usualmente sistemas autogravitantes y donde las
interacciones son de largo alcance. Por ejemplo, en un sistema autogravitante, el teorema

del Virial para un potencial de la forma
p=0Cr", (2.33)
es [12]
2E. 4+ n¢ = 3p.V. (2.34)

Con p. la presion externa y V el volumen. Para gravedad n = 1y F = E,. + ¢. Si

consideramos un sistema gravitacional aislado p. = 0,

E=-E, = —gNkT
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de donde

_dE = —§NkT

C“_W 2

La capacidad calorifica es negativa. La razon por la cual un sistema puede tener capaci-
dad calorifica negativa se encuentra relacionada con la no extensividad de las variables
termodindmicas y esta a su vez con las interacciones de largo alcance[13]. Los sistemas
en equilibrio como gases y plasmas que se estudian en mecanica estadistica estan regidos
por interacciones de corto alcance o interacciones de largo alcance apantalladas. Sobres-
implificando un poco, estos sistemas pueden estar en fase solida, liquida o gaseosa. A
altas temperaturas la energia cinética es superior a la potencial y el sistema esta en
fase gaseosa. Cuando la temperatura disminuye, la energia cinética es comparable a
la potencial y el sistema realiza una transicion a la fase liquida. Estadisticamente es
sencillo estudiar los sistemas en determinada fase mas no durante la transicion. En los
sistemas gravitacionales en equilibrio, la energia cinética y potencial son comparables
y por tanto estudiar estos sistemas estadisticamente es similar a estudiar los sistemas

termodinamicos a las puertas de una transicién.

Una buena analogia que nos permite entender el origen de la no extensividad en
relacion con largo alcance, es considerar una regién esférica de radio R donde las particu-
las estan distribuidas uniformemente. Supongamos que anadimos otra particula en el

origen. La energia potencial que siente esta particula debido a las demas esta dada por

R R
Uoc/ drr2drpr=3 oc/ drr=17¢ (2.35)
0 0

Si € > 0 las contribuciones a la energia son principalmente de particulas cerca del
origen. Si € < 0 como es el caso de las interacciones de largo alcance, la energia de cada
particula esta afectada por la energia de las particulas lejanas y por tanto la energia no
puede ser un parametro extensivo. Contrario a esto, en sistemas donde la interaccién
es de corto alcance la energia total del sistema es un parametro extensivo dado que

si dividimos el sistema en subsistemas macroscépicos la energia del sistema completo
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dependera de la suma de los subsistemas. Esto se debe a que en estas interacciones, la
energia de interaccion entre los subsistemas es proporcional al area superficial de los
mismos. La energia de los subsistemas incrementara entonces con el volumen. De esta
forma cuando la interaccion es de corto alcance la energia de interaccién contribuye en

una manera despreciable a la energia total del sistema.

Volviendo a la afirmacién del inicio del texto, jhay violacién a alguna imposicién
de la mecénica estadistica? ;Cémo podemos justificar que existan algunos sistemas con
capacidad calorifica negativa? Al respecto, dice Thirring: Si colocamos dos sistemas en
contacto térmico, con intercambio de energia mas no de particulas, y el sistema uno

tiene ¢ < 0, la expresion para la variacion de la energia es

1 _ 05 l:_T?azsi

T 8EZ’ C; ! 8Ef

S(E) = Sy(Ey) + So(E — By)

1 1] (BE)[ 1 1
— 0B | — - —| = 2.
05 =0 1{7} 15} > a1z T or (2:36)

Dado que T; > 0 la entropia aumenta cuando 77 # T, mediante la transferencia de
energia del sistema mas caliente al més frio.

Para 177 = T5 tenemos una situacién estable si

1 1
—+=>0
C1 Co

Por tanto, si ambos sistemas tienen ¢ < 0 nunca llegaran al equilibrio estable. Por
ejemplo, si los dos tienen ¢ < 0 y uno de los sistemas es ligeramente mas caliente,
éste transferird energia al otro. Entre mas energia transfiera, mas se calentard y mas
energia podra transferir. De este modo, los sistemas se alejaran cada vez mas de una
temperatura comun y el equilibrio solo serd posible si alguno de los dos pasa a un estado

con ¢ > 0.

Para ¢g > —c; > 0y T} > Ty la energia fluye de 1 a 2. Ambas temperaturas se
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incrementan, pero 7) lo hace mdas rapido que Ty pues |¢;| < cg por tanto tampoco

alcanzan los sistemas el equilibrio térmico.

Si como en la colectividad candnica el sistema 2 es el bafo térmico, co > |c1| y
tampoco se puede llegar al equilibrio térmico mientras que ¢; < 0. Por el contrario, si

c2 > 0 los sistemas alcanzan el equilibrio mientras |c1| > |ca|.

Estas consideraciones son muy importantes dado que reflejan la no extensividad de
los sistemas con capacidad calorifica negativa . Dado que dos sistemas con capacidad
calorifica negativa no pueden alcanzar el equilibrio térmico, es imposible formar una
colectividad candnica. Esto nos refuerza una de las preguntas del inicio, la capacidad
calorifica en la colectividad candnica, en una situacion de equilibrio termodindamico es
siempre positiva; pero en un sistema fuera del equilibrio que no puede ser descrito es-
tadisticamente mediante la colectividad candnica, esta restriccién no aplica. Es decir
que fisicamente no hay restriccién para la capacidad calorifica en general. La restric-
cion de ¢ > 0 aplica a sistemas que se describen estadisticamente en una colectividad

canodnica, a sistemas con interaccién de corto alcance.

En resumen, los sistemas con capacidad calorifica negativa tienen tres propiedades

[12]:

1. Dos sistemas con capacidad calorifica negativa en contacto térmico no alcanzan
el equilibrio térmico. Por tanto, es imposible dividir en subsistemas cada uno con
capacidad calorifica negativa, lo que conlleva a la no extensividad de las variables

del sistema.

2. Pueden alcanzar el equilibrio térmico con otro sistema de capacidad calorifica
positiva siempre y cuando la capacidad calorifica de la combinacién de los sistemas

sea negativa.

3. Un sistema con capacidad calorifica negativa no puede alcanzar el equilibrio térmi-

co con un bafio térmico.
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Figura 2.1: Ejemplo de sistema con estados de capacidad calorifica negativa [13].
Funcién T'(F) para una estrella binaria. El calor especifico es positivo a lo largo de
AB y CD, y negativo a lo largo de BC. Una grafica muy similar es obtenida por
Lynden-Bell para su modelo de la caja esférica de particulas puntuales con energia
fija.

Dado que no es posible trabajar con una colectividad canonica, los sistemas gravitantes
de este tipo son estudiados mediante una colectividad microcandnica. En los modelos
estudiados por Lynden-Bell [12], Thirring [18] y Padmanabhan [13], estos sistemas
tienen dos fases. La primera es de alta temperatura, dominada por la energia cinética;
la segunda es de baja temperatura donde domina el potencial. Estas dos fases poseen
capacidad calorifica positiva y estan conectadas por estados con capacidad calorifica
negativa en las temperaturas intermedias donde la energia cinética y potencial son

comparables.

Si se estudian los mismos sistemas a través de una colectividad canénica, lo que
se encuentra en estos estados intermedios es una transicién de fase. Es por esta razon
que Lynden-Bell y los demas autores mencionados, asocian esta fase del sistema con

capacidad calorifica negativa con una transicion.(Ver figura ?7)

Aunque algunos como Thirring y Lynden-Bell afirman que las interacciones de
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Figura 2.2: Comparacién entre T'(F) de una estrella binaria estudiada mediante la
colectividad canénica y T'(E) usando la colectivada microcandnica. [13]. La regién de
calor especifico negativo en la colectividad microcandnica es reemplazada en la colec-
tividad candnica por una transicién de fase acompanada por grandes fluctuaciones
en la energia. La zona de energias en las cuales las dos colectividades difieren, es la
region energética mas comun en los sistemas astrofisicos.

largo alcance son las responsables de este fenémeno atipico®, otros como Einarsson [7]
plantean que las dimensiones del sistema (D) y el exponente (n) del potencial (2.33),
son cruciales en generar estados de capacidad calorifica negativa en el sistema y que para
algunos valores de n y D no son las interacciones de largo alcance las responsables de
estos estados. En sistemas con potencial de la forma (2.33), independiente de la dimen-
sion del sistema, los sistemas pueden tener capacidad calorifica negativa para n = —1.
Para sistemas tridimensionales y n < 0 la capacidad calorifica negativa estd asociada
al parecer con interacciones de largo alcance. Estas son, en tres dimensiones las intera-
ciones cuyo potencial es (2.33) con n > —2. Dado que la capacidad calorifica negativa
se puede dar en sistemas con dimension D > 3 atn para n = —1 cabe preguntarse si

las interacciones de largo alcance son las tinicas responsables de este fendmeno [7].

3 Atfpico en los sistemas donde la interaccién es de corto alcance, sistemas que son mds conocidos
y trabajados en termodinamica clasica.
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En la seccion final del articulo de Thirring, hay buenos ejemplos de sistemas que
exhiben capacidad calorifica negativa. El mas ilustrativo consiste de una estrella que
ha acabado su combustible y por tanto su nicleo se contrae y se vuelve mas caliente
cediendo su energia a la parte externa, que a su vez se expande y se vuelve mas fria.
Esta situacion puede ser explicada mediante un intercambio de calor entre dos sistemas
con capacidad calorifica negativa, siendo el mas caliente el nticleo. Estos eventos pueden
ser estudiados como una transicién de fase debida a la inestabilidad de los sistemas con
capacidad calorifica negativa. Lyndel Bell en esta misma linea propone que el intervalo
de energia en el cual el sistema tiene capacidad calorifica negativa, puede reemplazarse

por una transicién de fase de primer orden.

Una pregunta que viene en la relacion entre sistemas con capacidad calorifica nega-
tiva y los componentes oscuros del universo, es si es posible diferenciar los sectores con
capacidad calorifica negativa de los sectores con capacidad calorifica positiva. Respecto
a esto, es crucial comprender la propuesta de Lynden-Bell en cuanto a las transiciones
de fase. Cuando se ponen en contacto sistemas con capacidad calorifica positiva con
sistemas con capacidad calorifica negativa , si combinados poseen capacidad calorifica
positiva, ocurre una transicién de fase y el sistema llega al equilibrio. Ademas de esto, el
lector se habra preguntado por qué a pesar de la imposibilidad de formar una colectivi-
dad candnica para sistemas donde las interacciones son de largo alcance, hicimos una
comparacion en la figura 77 entre el sistema en la canénica y en la microcanénica. Para
aclarar esto reproduzcamos los ejemplos del gas de Van der Waals y el de disociaciéon

quimica de Lynden-Bell [12].

Sean dos particulas A y B apareadas en el estado base. Las particulas estan ligadas
mediante un potencial tipo ¢ tal que en el estado base hay un estado con energia
de enlace x. y nap es la densidad de pares en un estado inicial base. Este sistema
es modelado como una colectividad microcanénica de cajas cada una con volumen
L? = np v cada una con una particula tipo A y una B. Lynden-Bell demuestra que

cada uno de esos microsistemas presenta capacidad calorifica negativa cuando la energia
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de cada caja es mayor que la energia de disociacién. Si el sistema estd en una caja
grande muchos se disocian a medida que la energia aumenta y la energia cinética por
particula libre va disminuyendo debido a que la energia es absorbida por la disociacion.
En este ejemplo, los elementos con capacidad calorifica negativa estan asociados con las

reacciones quimicas de disociacién.

En el gas de Van der Waals, conocemos que las crestas y valles de las isotermas
son reemplazadas en la construccién de Maxwell por una transicion de fase a presion
constante. Esto es lo que sucede en un sistema extensivo donde es posible dividir el
sistema en subsistemas. Sin embargo, a nivel molecular no hay extensividad en Van
der Waals pero se supone que pequenos elementos indivisibles de gas de Van der Waals
obedecen la ecuaciéon de Van der Waals y es solo la coperacion de muchos de ellos en
una colectividad canodnico la que hace obedecer la construccién de Maxwell y da lugar

a las transiciones de fase.

En los dos ejemplo anteriores, repetimos entonces lo que hemos dicho desde el
comienzo, y es que las transiciones de fase en el ensamble candnico corresponden a

estados energéticos del sistema donde la capacidad calorifica es negativa.

Hemos analizado las propiedades y la naturaleza de algunos sistemas con capacidad
calorifica negativa debido a que el sistema que nos interesa, el universo, es gobernado
por interacciones de largo alcance siendo pertinente abordar su estudio mediante otros
métodos diferentes a la estadistica de sistemas donde las interacciones son de corto
alcance. Si bien existe un modelo popular para incluir sistemas con interacciones de largo
alcance conocido como la superestadistica de Tsallis, el camino que emprenderemos es
abordar el problema desde la GTD. En este capitulo se planteé el modelo cosmoldgico
utilizando la relacién fundamental del gas ideal generalizada de la GTD y esta al ser no
extensiva, nos condujo naturalmente a que cierto sector del universo posee capacidad
calorifica negativa. Conclusiones méas concretas requeririan estudiar el sector oscuro del
Universo a través de su interaccion de largo alcance, su relacion directa con la capacidad

calorifica negativa y, por ende, con la posibilidad de introducir dimensiones efectivas a
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nivel cosmoldgico, que no necesariamente habran de coincidir con las tres dimensiones
espaciales en las que se basa nuestra percepcion actual del universo. Sin embargo, este
tema de investigacion esta fuera de los alcances de esta tesis y serd un tema a desarrollar

en el futuro préximo.






CAPITULO 3

El fluido oscuro generalizado: un
modelo unificado

En el capitulo 1 habiamos dicho que las ecuaciones (1.40) y (1.41) son dos soluciones
posibles a la ecuacién de las geodésicas. La primera solucion ya cobré un sentido en el
modelo cosmoldgico sin interaccién termodinamica. En este capitulo final indagaremos

en la segunda solucién, esta es
S = SyIn(U™ 4 cV1HF) (3.1)

donde Sy, a, ¢ y 8 son constantes. Con esta ecuacién nuevamente generamos la métrica
en & introduciendo ® = S'y E* = {U,V} en la ecuacién (1.23) tal y como se hizo en el
ejemplo del gas ideal en el capitulo 1
Y
9= (Ul—i—a + CVH—B)S
+ (14 B)*V (BU™ — cVHP) dv2—

(14 a)?U* (acVHP —U™™) dU+

— 1+ o)1+ B)cU VP (1 +a)UT + 1+ B) V) dUaV]  (3.2)
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Figura 3.1: Curvatura R(U,V) para o = § = 1 y diferentes valores de ¢ y Sp.

La curvatura para esta métrica es diferente de cero en general como se puede observar
en la figura 3.1 y esta dada para a« = § =1 por

B 6UVA2 + 44UV + V8t + U8

b= S2(U2 4 cUV + c2V?2)? ’ (3:3)

lo cual indica que si hay interaccién termodinamica. Sin embargo, no hay singularidades

y por tanto no hay transiciones de fase.

La primera ley de la termodindmica (1.14) y las condiciones de equilibrio (1.13)

usando la ecuacién (3.1) son

1 9S  S,(1+a)U® P 8S  S,e(1+p)V*°

S e A Sl Bt/ === P 3.4
T oU Ulte 4 Vs’ T 0V  Ulta4 cViHs (34)
que combinandolas nos permite obtener una ecuacion de estado
c(1+ p)v»
PUYV)= ——-+7F— 3.5
V) = eyt (35)
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Consideremos ahora el universo compuesto de particulas convencionales y un sector
oscuro descrito por GTD al cual distinguiremos por el subindice d. Para escribir la
ecuacién de estado (3.5) de este sector oscuro en términos del factor de escala a(t) y
la densidad de energia, usamos V = V,(a/a,)?, hacemos el valor de a hoy igual a 1y

definimos la constante
=1+ BV

C = 3.6
(14 «) (3.6)

En estos términos las ecuacion de estado es
Py =Ca 3P pe (3.7)

De esta ecuacién podemos ver que en el caso de @« = 8y 0 < a > 1 se obtiene el gas
generalizado de Chaplygin[4]. Al hacer a = 8 para o < 0 se obtiene adicionalmente la

ecuacion de estado de fluidos politropicos.

Ademas de esto, si @« = 3 = 0 se obtiene el comunmente llamado fluido oscuro el cual
es descriptivamente igual que el modelo ACDM [3][2][11]. Veamos a que corresponde
este caso limite desde la perspectiva de la GTD. Substituyendo o = 8 = 0 en la ecuacion
(3.2) obtenemos una métrica cuya curvatura es igual a cero, por lo cudl concluimos que
el fluido oscuro es un sistema sin interaccién termodinamica con ecuaciéon fundamental
S = S,(InU+cInV). Vemos que a nivel de GTD se explica facilmente por qué el fluido
oscuro es equivalente al modelo ACDM presentado en el capitulo anterior. Aunque los
dos sistemas tienen ecuaciones fundamentales diferentes, sus espacios de equilibrio son

planos y por tanto no presentan interacciéon termodinamica.

La ecuacién de continuidad

= —3H(py + P)) (3.8)

o~

P
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puede integrarse usando Mathematica y se obtiene

1

14+a

H_aca*?)(afﬁ)JrC]a_Ml“'”‘) (39)

Pd = 113

donde C} es una constante de integracion. Reorganizando esta expresién en
p = pao (Aa3@P 4 (1 — A)a=30F)) (3.10)

donde las constantes estan dadas por

C

SR S 3.11
A 10
1+« T

Pdo = (1+BC+CI> (3.12)
(1+5)

C = 3.13

(14 a)’ (3:.13)

Cr = pio(1— A) (3.14)

Para garantizar que py sea positiva y real todo el tiempo, impondremos la condicion

1
A>0 lo que implica cd+5) < 0.
(14 )
Esto es relevante dado que para 1 4+ a y S, > 0, g—g < 0 y nuevamente surge la

posibilidad de que el fluido oscuro generalizado posea capacidad calorifica negativa.
Como mencionamos el capitulo pasado esto abre otras posibilidades en la interpretacion
de esta parte del fluido cosmoldgico, pero en este capitulo no seguiremos esa ruta de

interpretacion.

Finalmente, segin la ecuacién (1.41) la entropia del sistema debe disminuir a medida
que el espacio de configuracién crece y una consecuencia de esto es que el fluido oscuro

de la GTD tiene presién negativa lo cual es responsable de la aceleracién del universo.

Ahora exploremos la dependencia del pardmetro wy = P;/pg del sector oscuro en
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GTD en relacién con el valor de los pardmetros «, 5y A. De la ecuacion (3.7) y (3.10)

obtenemos la expresion

. 1+B 1
wil@) = 10 | TH T = Aya 509/ A | (3.15)
la cual tiende a

wa(a — 0) — 0, (3.16)

1+
wg(a — 00) — 1+a (3.17)

B 1+ 8
wila=1) — g aA (3.18)

En la figura 3.2 se muestra la evolucién de wy como una funciéon de el corrimiento al

rojo z = % — 1 para diferentes valores de o y 3. A tiene un valor fijo de

1

=———~0,76
1+ fpu

8T Pio
3HZ2

con §); =
Ahora bien, para finalizar con la descripcion del universo isotrépico y homogéneo

queremos solucionar numéricamente la ecuacion de Friedmann dada por

8T
o= E(Pd‘ﬂ)lﬂrpw) (3.19)

donde la densidad de energfa de bariones es p, = proa > v la densidad de componentes
relativistas es p, = p,a~*. Los valores de o, 8 y A son los mismos que los usados
para construir la figura 3.2. El valor de py, lo fija la condicién de universo plano,
Qo+ %+ Q. =1 con Q4 = 0,96. En la figura 3.3 graficamos el factor de escala en
funcion del tiempo cosmoldgico para los diferentes valores de los parametros usados en

la figura 3.2.
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Figura 3.2: Evolucién de wy en funcion del corrimiento al rojo z. La linea sélida co-
rresponde a o = 8 = 0 es decir al modelo ACDM. Las lineas punteadas corresponden
a valores de o y 8 como estan etiquetados encada recuadro. « = 5 = 0,5 corresponde
al gas de Chaplygin.

Figura 3.3: Evolucién del factor de escala a en funcién del tiempo cosmolégico.
La linea sélida corresponde a o = 8 = 0 el modelo cosmoldgico estandar. La linea
vertical denota el tiempo presente.

Este analisis muestra que el fluido oscuro generalizado representa un modelo viable

para describir de forma unificada la energia oscura y la materia oscura.



CAPiTULO 4

Conclusiones y perspectivas

Existe un descontento generalizado entre los cosmélogos al momento de realizar un
modelo que describa correctamente las observaciones del universo. Si confiamos en que
los datos de observacién de supernovas, de la sonda WMAP, de el CMB, entre otros son
correctos, el universo se expande aceleradamente. Esta observacion, hasta el momento
es explicada con mayor éxito por el modelo A-CDM. En este modelo, es la constante
cosmoldgica la responsable de la expansion, y asociada a la constante cosmolégica estd la
energia oscura, que aunque responsable del 73 % de la constitucién del universo, no hay

ninguna idea experimentalmente comprobable que arroje luces sobre su naturaleza.

En los modelos cosmoldgicos inspirados en la geometrotermodinamica, las ecuaciones
del modelo de FLRW no son modificadas. Se parte de las mismas premisas que el modelo
cosmoldgico estandar, pero al momento de construir la ecuacion de estado necesaria para
la descripcion del universo, aducimos al formalismo de la GTD, para dar lugar a dos

ecuaciones que usamos como relaciones fundamentales en la construccién de un modelo
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sin interaccion termodindmica y un segundo modelo con interaccion. Estas fueron:

S=cInU+cInV Sin interaccion (4.1)

S =8, In(U* 4 cV'Hh) Con interaccién (4.2)

Utilizando la primera relacién encontramos la misma ecuaciéon de estado usada en el
modelo estandar

P—wp=0. (4.3)

Esta ecuacién cobré un nuevo significado al dotar de valores a w = ¢3/¢; para describir
las componentes del universo, que al igual que en el modelo estandar se describen por
separado. Para w = 0, es decir P = 0 se tiene la ecuacién de estado que describe la
materia bariénica y para w = 1/3 la ecuacién que describe a la radiacién. Dado que la
capacidad calorifica del sistema es

O = C2 (44)

Estas dos ecuaciones, en nuestra interpretacién, dan cuenta de que la capacidad calorifi-

ca de la materia y la radiacién son positivas y por esto tiene el comportamiento usual.

Para 2 = w = —1, obtenemos como es usual que la ecuacion de estado es P = —p.

Esta ecuacién en nuestro formalismo se puede interpretar de dos maneras:

1. Sic; <0y e >0, se tiene la interpretacién del modelo A-CDM. La causa de la
expansion es la presion negativa de cierto componente del universo conocido como
energia oscura. La capacidad calorifica es positiva, y el problema a enfrentarse
en este modelo es la justificacién fisica de la energia oscura. Es decir, jqué es la
energia oscura? La respuesta para algunos es que la energia oscura es la misma que
la constante cosmoldgica, para otros es un campo escalar, entre otras propuestas.

En ninguna de ellas se sabe fisicamente a que corresponde la energia oscura.

2. Sicp >0y ey <0, la presion es negativa, y la capacidad calorifica es negativa.

La causa de la expansion del universo es la interaccién entre la materia barionica
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con capacidad calorifica positiva y la materia con capacidad calorifica negativa.
En nuestro modelo, no es que exista una energia oscura con presién negativa,
sino que es la materia ordinaria quien satisface estas ecuaciones no-estandar de
estado, pero esta porcion de materia tiene capacidad calorifica negativa. Esto
conlleva a que las variables termodinamicas son no extensivas. Partiendo de una
de las ecuaciones fundamentales del gas ideal obtenida mediante métodos de la
geometrotermodinamica, podemos obtener una ecuacién de estado general que
describe la expansion acelerada del universo sin recurrir a la energia y a la ma-
teria oscura. En resumen, hemos estudiado como opera la termodinamica de las
variables no extensivas, su relaciéon con las interacciones de largo alcance y la
evolucion de sistemas con capacidades calorificas negativas. Es a través de estos
comportamientos “atipicos”de la materia que pretendemos explicar las compo-

nentes oscuras del universo.

No hemos encontrado ninguna inconsistencia o imposibilidad de describir el universo
mediante esta linea de pensamiento. Los sistemas termodinamicos que hemos obtenido
guardan relaciones con los sistemas originales, porque sus particulas constituyentes son
de la misma naturaleza, pero sus ecuaciones de estado transforman su comportamiento
de una manera tan drastica que cambia su manera de interactuar. Sin embargo mas
alla del planteamiento del sector oscuro como materia ordinaria con capacidad calorifica
negativa, queda mucho por explorar en la fenomenologia de esta afirmacion. Hablar mas

sobre ello es entrar al terreno de la especulacién.

Ademas del modelo sin interaccién, usando la segunda relacién fundamental en-
contrada en GTD, investigamos un fluido con curvatura en la variedad de equilibrio
diferente de cero, lo cual indica que existe interaccion termodindmica. Este fluido lleva
a un nuevo modelo cosmoldgico cuya ecuacion de estado abarca como casos especiales
al gas generalizado de Chaplygin, el modelo del fluido oscuro y el fluido politrépico.
Nuestro analisis mostré que se trata de un modelo generalizado de fluido oscuro que

describe de manera unificada a la energia y materia oscura.
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En conclusion, las indagaciones llevadas a cabo en este trabajo nos llevan a pensar
que es completamente plausible usar las ecuaciones fundamentales que se obtienen en
GTD para desarrollar modelos cosmologicos que estan en acuerdo con las observaciones
experimentales. Solo resta indagar el otro camino propuesto, el de la relaciéon entre
capacidad calorifica negativa y la expansion del universo y por supuesto, ensayar otras

soluciones de la GTD més complejas en el contexto de la cosmologia relativista.
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We use the formalism of geometrothermodynamics to derive fundamental thermodynamic equations
that are used to construct general relativistic cosmological models. In particular, we show that the simplest

possible fundamental equation, which corresponds in geometrothermodynamics to a system with no
internal thermodynamic interaction, describes the different fluids of the standard model of cosmology. In
addition, a particular fundamental equation with internal thermodynamic interaction is shown to generate
a new cosmological model that correctly describes the dark sector of the Universe and contains as a

special case the generalized Chaplygin gas model.

DOI: 10.1103/PhysRevD.86.063508

I. INTRODUCTION

Geometrothermodynamics (GTD) is a formalism that
has been developed during the past few years to describe
ordinary thermodynamics by using differential geometry
[1]. To this end, the states of thermodynamic equilibrium
are considered as points of an abstract space called the
equilibrium space £. Furthermore, we associate to £ a
Riemannian metric g in which all the geometric properties
of £ are encoded. In classical thermodynamics, all the
properties of a system can be derived from the fundamental
equation [2]; analogously, it can be shown that in GTD the
explicit form of the metric g can be derived from the
fundamental equation. It is then expected that the thermo-
dynamic properties of the system can be represented in
terms of the geometric properties of £. In particular, the
curvature of £ could be associated with the internal
mechanical interaction between the constituents of the
thermodynamic system, i.e., the thermodynamic interac-
tion, so that curvature singularities, in turn, correspond to
phase transitions.

In the above approach, starting from a particular funda-
mental equation, GTD provides the geometric structure of
the corresponding equilibrium space. However, the formal-
ism can also be used to generate fundamental equations.
Indeed, if the metric g is assumed to define an extremal
surface embedded in a phase space T (this will be ex-
plained in detail in Sec. II), certain differential equations
must be satisfied whose solutions turn out to be mathe-
matically well-defined fundamental equations. The conse-
quent question is whether this method can be used
to generate fundamental equations that could be applied
to describe physical systems. The main goal of this work is
to show two particular cases that can be used to construct
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cosmological models in the framework of general relativ-
ity. The idea is to derive all the thermodynamic properties
from the fundamental equations, and to use them as input
to construct cosmological models.

Nowadays, the standard paradigm in the late-time de-
scription of the Universe is that it is homogeneous and
isotropic when averaging over large scales, and that today
it is dominated by two unknown forms of energy: dark
energy which accelerates the Universe, and dark matter
that clusters by gravitational instability and is responsible
for the formation of the structures we see at a very wide
range of scales in the cosmos. For a review on the current
status of cosmology see Ref. [3].

Because of the lack of a fundamental description of
these two ingredients, several alternative proposals have
appeared in the literature. In fact, the split of the dark
sector into dark energy and dark matter is arbitrary, be-
cause what we measure in gravitational experiments is the
energy-momentum tensor of the total dark sector, a prop-
erty that has been called dark degeneracy by Kunz in
Ref. [4]; see also Refs. [5—11]. In part for this reason,
over the last decade the models of unified descriptions of
the dark sector have played an increasingly important role
to describe our Universe. The Chaplygin gas [12,13] and
its generalization [14] will be of special interest for us in
this work.

In this paper, we find first that the different epochs of the
standard cosmological model can be described in the con-
text of GTD and that these correspond to the simplest case
of a system with no internal thermodynamic interaction.
Thereafter, we consider a second GTD system with ther-
modynamic interaction that turns out to describe a unified
dark sector fluid which has as a special case the generalized
Chaplygin gas. As a bonus, the so-called polytropic fluids
can be obtained from this GTD fluid in a certain limit.

This paper is organized as follows. In Sec. II, we briefly
review the fundamentals of GTD. Then, in Sec. III, we
present the cosmological model that follows from a GTD

© 2012 American Physical Society
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system without thermodynamic interaction. In Sec. IV, we
study the cosmology of the dark sector GTD fluid at the
homogeneous and isotropic level. In Sec. V, we work out
the linear perturbation theory in order to constrain the free
parameters of the GTD model with thermodynamic inter-
action. Finally, Sec. VI is devoted to discussions of our
results and suggestions for further research. Throughout
this paper we use geometric units in which G = ¢ = kg =
7 = 1, unless otherwise stated.

I1. BASIC ASPECTS OF
GEOMETROTHERMODYNAMICS

In classical equilibrium thermodynamics [2], the stan-
dard method to describe a thermodynamic system
consists of specifying a set of n extensive variables E¢
(a =1, ..., n), their corresponding dual intensive variables
1%, and the thermodynamic potential ®. The integer n
determines the number of thermodynamic degrees of free-
dom of the system. For instance, in the case of the ideal gas
(n = 2), if we choose the internal energy U as the thermo-
dynamic potential ®, then E* = (S, V) and I* = (T, —P)
so that the temperature 7 is the dual of the entropy S and
the (negative) pressure P is the dual of the volume V. All
the properties of the ideal gas are contained in the funda-
mental equation U = U(S, V) = (¢5/V)?/? that satisfies
the first law of thermodynamics dU = TdS — PdV from
which the expressions for the temperature and the pressure,
i.e., the equations of state can be derived. Since an equi-
librium state of the ideal gas can be represented by the
corresponding values of S and V, all possible equilibrium
states form a space £ whose points can be represented by
the coordinates S and V.

Notice that using the above notation for an arbitrary
system with n thermodynamic degrees of freedom,
the fundamental equation can be written as ® = ®(E?),
the first law of thermodynamics as d® = I,dE* with
I, = 8,,1°, and the coordinates of the equilibrium space
& are E“. An advantage of this notation is that it can be used
with any thermodynamic potential and representation. For
instance, to write the above example of the ideal gas in the
entropy representation, one only needs to rewrite the first
law of thermodynamics as dS = (1/T)dU + (P/V)dV
so that the thermodynamic variables are now ® = §,
E*= (U,V),and I* = (1/T, P/T).

An important property of classical thermodynamics is
that it is invariant with respect to Legendre transforma-
tions, i.e., it does not depend on the choice of thermody-
namic potential. Indeed, for the description of the ideal gas
instead of U one can also use as thermodynamic potential
the Helmholtz free energy F = U — TS, the enthalpy
H = U+ PV or the Gibbs energy G =U — TS + PV,
without changing the properties of the system. The
Legendre transformations that generate the potentials F
and H are called partial transformations whereas G is
generated by a total transformation.
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The main idea of GTD consists in associating a differ-
ential geometric structure to the equilibrium space of a
given thermodynamic system in such a way that it does not
depend on the choice of the thermodynamic potential, i.e.,
it is Legendre invariant. To this end, it is necessary to
introduce an auxiliary structure called the phase space in
which the equilibrium space is embedded. To be more
specific, let us define the phase space as the (2n + 1)-
dimensional differential manifold 7°, with coordinates
7A ={®,E% I},A =0, ..., 2n, equipped with the funda-
mental Gibbs one-form ® = d® — [,dE“ [15], and a met-
ric G that must be invariant with respect to Legendre
transformations. The last condition is necessary in order
to incorporate in GTD the fact that classical thermodynam-
ics is Legendre invariant. In this notation, a Legendre
transformation is given by

{24} = {72} = {®, B, ), (1)

with
O = — §5,E Ei= -],
I'=E E = F, U= )

Here i,k, [l €1 and j € J, where /U J is any disjoint
decomposition of the set of indices {1, ..., n}. The metric
[16] (summation over all repeated indices)

G = (d® — I,dE*)? + AE,I,dE°dI° 3)

where A is a real constant, is the most general metric we
have found so far that is invariant under partial and total
Legendre transformations, and the last term linear in the
extensive and intensive variables.

The equilibrium submanifold £ C T is defined by
the smooth map ¢: &— T, or in coordinates
@: {E} — {®(E?), E4, I*(E*)}, under the condition that
0" (@) =0,i.e.,

oD

dd = I,dE®, e, I,=-—,
(:)Ea

“
where ¢” is the pullback of ¢. These equations are equiva-
lent to the first law of thermodynamics and the conditions
for thermodynamic equilibrium, respectively. We can
associate with & the induced metric

o\ 92D
) 8UPdEYdES  (5)

= o' (G) = A[E, 2=
g =@ (“BE” JEPOES

in a canonical manner. One of the main objectives of GTD
is to find relations between the geometric properties of the
equilibrium space £ and the thermodynamic properties of
the system determined by the fundamental equation
® = O(E?) [2] that, in turn, is specified by the map ¢.
In particular, one expects that the curvature of £ can be
used as a measure of the thermodynamic interaction. For
instance, in the case of vanishing interaction, one expects
the curvature to be zero. Let us recall that our interpretation

063508-2
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of thermodynamic interaction is based upon the statistical
approach to thermodynamics in which all the properties of
the system can be derived from the explicit form of the
corresponding Hamiltonian [17], and the interaction be-
tween the particles of the system is described by the
potential part of the Hamiltonian. Consequently, if the
potential vanishes, we say that the system has zero ther-
modynamic interaction and the curvature should vanish.
The equivalence between the curvature of £ and the ther-
modynamic interaction has been shown to be true in the
case of ordinary classical systems, like the ideal gas and the
van der Waals gas [16], and black hole configurations in
different theories (see Ref. [18] for a review). Moreover,
the curvature singularities of £ turn out to correspond to
phase transitions of the thermodynamic system.

The above description of GTD shows that in order to
find explicitly the metric g of the equilibrium manifold
& one only needs to specify the fundamental equation
® = ®(E%). This means that one needs the fundamental
equation to study the corresponding geometry. However,
the formalism of GTD allows us to generate fundamental
equations by using a variational principle as follows.
Suppose that the equilibrium manifold £ determines an
extremal surface in T, i.e., the variation of the volume
element of £ vanishes:

5 fg det(g)d"E = 0. ©)

Since g is induced by the metric G that depends on Z, it
can be shown [16] that this variation leads to a system of
differential equations

1
OzA = m( det(g)g*Z%) , + I'4c25 258" =0,
(7

where [J is the d’Alembert operator. Moreover, this
variation implies that the thermodynamic potential &
must satisfy a set of differential equations whose solutions
can be written as functions of the extensive variables
® = ®(EY), i.e., as fundamental equations. Two particu-
larly simple solutions with ® = S and E* = {U, V} found
in Ref. [16] are given by

S=c¢yInU + ¢, 1nV, (8)
and
S = SoIn(U'"e + cVITE), 9)

where ¢y, ¢,, a and S are real constants.

The question arises whether these functions, which are
obtained as solutions of a geometric problem, can be used
as fundamental equations to describe a thermodynamic
system with realistic physical properties. This question
will be treated in the following sections.
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III. THE FLUIDS OF THE STANDARD
COSMOLOGICAL MODEL

The simplest solution with two thermodynamic degrees
of freedom (n = 2) is given by equation (8) In the special
case ¢; = 3/2 and ¢, = 1, we obtain the Sackur-Tetrode
equation that is interpreted as the fundamental equation for
the ideal gas [2]. This solution is the simplest one in the
sense that it corresponds to a system with no internal
thermodynamic interaction. In fact, introducing the
Eq. (8) into the general metric (5) with & = § and
E® = {U, V}, we obtain the particular metric

dU? dv?

A straightforward calculation shows that the curvature of
this metric vanishes identically, showing that the metric is
flat. This can be seen explicitly by introducing the coor-
dinates dé = A'Y2¢c,dU/U and dn = A2¢c,dV/V
in which the metric takes the Euclidean form g =
—(d€* + dn?). As mentioned above, in GTD we interpret
the curvature as a measure of the thermodynamic interac-
tion so that a flat metric corresponds to the simplest case of
a system without interaction.

The first law of thermodynamics (4) in the entropy
representation can be written as

1 P
dS =—=dU+ =dV. (11)
T T

Then, from the equilibrium conditions (4) we obtain the
relationships T = U/c; and P/T = ¢,/V which lead to
the equation of state

P="p, (12)

where p = U/V. To consider this thermodynamic system
in general relativity, we assume the simplest case of a
homogeneous and isotropic spacetime that is described
by the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
line element

d 2
ds? = —di + a(t)z[ 4 S+ r2(d6* + sin20d¢2)]. (13)
r

1—k

Then, if we assume a perfect fluid source with equation of
state (12), it is clear that the different epochs of the
Universe evolution can be obtained by choosing the con-

stants appropriately. So, the choice c¢,/c; = 1/3 corre-
sponds to the radiation dominated era, ¢, = 0 describes
the matter dominated era, and c¢,/c; = —1 corresponds to

a vacuum dominated cosmology. Consequently, the differ-
ent fluids of the standard model can be described by
applying the simplest GTD fundamental equation (8) in
the context of general relativity; in other words, the fluids
of the standard cosmological model correspond thermody-
namically to the simplest possible fundamental equation of
GTD.
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It is worth noticing that for the fundamental equation (8)
the heat capacity at constant volume is given by Cy = c;.
This opens the possibility of considering the dark energy as
a non-interacting thermodynamic system with negative
heat capacity. In fact, for the dark energy fluid we obtained
that c,/c, = —1; therefore, we can assume that ¢, >0
which results in a negative Cy. Although most physical
systems exhibit a positive heat capacity, there are systems
for which the heat capacity is negative. Among others,
these include self-gravitating objects such as stars and
star clusters [19]. Furthermore, it can be shown [20] that
systems with negative Cy are never extensive. We con-
clude that the dark energy fluid can be considered as a
noninteracting system with nonextensive thermodynamic
variables. To further investigate this possibility it is neces-
sary to consider nonextensive variables in the framework
of GTD. We expect to study this problem in the near future.

IV. A UNIFIED DESCRIPTION FOR DARK
MATTER AND DARK ENERGY

In this section we study the fundamental equation (9).
According to Eq. (5), this solution generates the thermo-
dynamic metric

AS3
(U™ + cVITA)3
+(1+ By AVE[BU T — cVIFR]dY?
—(1+a)(1+B)cU'T*VITE[(1 4+ a)U' T«
+(1+ B)cVItBldudVv], (14)

g= [(1+ a)?U**[acV'TE - Ut *]dU?

for the equilibrium manifold £. The corresponding curva-
ture is, in general, nonvanishing and in the particular case
a =1 and B = 1 it can be expressed as

6U*V4c? + 4UV2c + 4UPVOC + Vic* + U

R = »
S§(c*VE + UH?

s5)

indicating the presence of thermodynamic interaction. In
this sense, this thermodynamic system represents a general-
ization of the system with no interaction investigated in the
last section. The first law of thermodynamics is again (4)
and the conditions of thermodynamic equilibrium lead to

1 S(l + a)U® P Soc(1+ B)VA

? - U1+a + cyItB’ ? - U1+a + Cvl+,8' (16)
Then, an equation of state can be written as
c(1+ BV~
PU,V)=—"7—-. 17
.V (1+ a)U* {17

We now consider the large scale evolution of a universe
filled with standard model particles and the dark sector
described by GTD; a subindex d shall denote GTD dark,
single fluid, variables. We write the equation of state of the
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dark sector (17) in terms of the scale factor a(¢) and its
energy density p,

Py, = —Ca 3 Pp-ea (18)

where we used V = Vy(a/a,)’. Also, we set the value of
the scale factor today equal to one, and defined the constant
C=—c(1+ B)V([f_a/(l + «). From this equation, one
can see that the specific case @ = B in the interval 0 =
a =1 corresponds to a (generalized) Chaplygin gas
[12,14]. Moreover, if « = 8 =0 a fluid, often called
dark fluid, which gives exactly the same phenomenology
as the ACDM model is obtained [11,21,22], not only at the
cosmological level, but also at astrophysical scales. This is
because the dark fluid which comprises about 96% of the
energy content of the Universe, partially clusters; for
details see Refs. [4,11].

Polytropic fluids, extensively used in modeling
astrophysical objects, are obtained if &« = B in the interval
a < 0. We also note that the case @ = 1, dubbed variable
Chaplygin gas, has been studied in the past and has the
advantage over the standard Chaplygin that it can develop
large inhomogeneous perturbations [23,24].

It is interesting to note that the dark fluid model with
a = 3 =0 leads to a thermodynamic metric (14) whose
curvature vanishes identically. This resembles the case of
the GTD fluid described in Sec. III that generates the fluids
of the standard cosmological model.

The continuity equation p/, = —3H(p, + P;) (prime
denotes differentiation with respect to cosmic time, con-
trary to conformal time, to be used in the next section) can
be integrated to give

1+
pd==[ 2Ca=3aB) 4 a3+ . (19

1+ 8

where C; is an integration constant. It is convenient to
recast this expression into the form

p = palAa3 B + (1 = A)a—31Fe)l/I+a) (20)

]1/(l+a)

where we defined p ; as the value of the dark sector energy
density today. The constants are related by the equations

C 1+a 1/(1+a)
= _ N
A CrC(1+B)/1+ay PO (TIEC CJ
1+ N .
=1+aﬂpb§ . Cr=plg*(1—A). 1)

To ensure the reality and positivity of p, at all times, we
must impose the condition A > 0 that implies the relation
c(1 + B)/(1 + a)<0. Notice that for 1 + a <0 and
positive S, it follows that 3S/0U < 0 and so the possi-
bility of a negative heat capacity arises, as in the case
analyzed in the previous section. We will not investigate
this case in this section. Thus, following Eq. (9), the
entropy of the system must diminish as the configuration
space grows, and as a consequence the GTD dark fluid has
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a negative pressure which ultimately is responsible to
accelerate the Universe.

It is straightforward to calculate the equation of state
parameter of the GTD dark sector fluid (w; = P;/p,),
giving

1+ 8 1
= - , 22
vl = e T a - e ea @

which has the following behavior:
+
wyla — 0) — 0, wy(la — ) — — '8, (23)
1+ a
1+ 8

=1)=- A. 24
wgla = 1) T o (24)

Figure 1 shows the evolution of w, as a function of the
redshift z = 1/a — 1 for different combinations of «a and
B; A is kept fixed to the value A = 1/(1 + Qpp/Qy) =
0.76, with Q; = 87 p,o/3H3.

Now, the Friedmann equation is given by

8

==
3

(pd + Pb + py)’ (25)
where H = a'/a is the Hubble factor. The energy densities
of baryons (p;) and relativistic components (p.) redshift
as p, = ppoa > and p,, = p,a”*, respectively.

To complete with the homogeneous and isotropic de-
scription we solve numerically the Friedmann equation.
We choose the same values for «, 8 and A as in Fig. 1.
The value of p , is fixed by the flat condition, Q,; + Q, +
Q, =1, giving Q,=0.96. In Fig. 2, we plot the scale
factor as a function of the cosmic time for the different
chosen combinations of the parameter values.

r »
e

FIG. 1 (color online). Evolution of w, as a function of the
redshift z. The solid (black) curve corresponds to &« = 8 =0
(the ACDM model); the dashed (blue) curve to @ = 0.06 and
B = —0.06; the dotted (red) curve to @ = 0.1 and 8 = 0.2; the
dashed-dotted (gray) curve to @« = B = 0.5 (a Chaplygin gas).
A = 0.76 is kept fixed for all the cases.
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FIG. 2 (color online). Evolution of the scale factor a as a
function of the cosmic time ¢. The solid (black) curve corre-
sponds to @ = B =0 (the ACDM model); the dashed (blue)
curve to @ = 0.06 and 8 = —0.06; the dotted (red) curve to & =
0.1 and B = 0.2; the dashed-dotted (gray) curve to o = 8 =
0.5. A =0.76 and Q,; = 0.96 are kept fixed for all the cases.
The vertical line denotes present time.

An important quantity for the investigation of the fluid
perturbations—to be analyzed in the next section—but
calculated with purely background quantities is the square
of the adiabatic speed of sound, c¢? = P,/ p,, which can be
shown to be

P, +
2= —wdw’ 26)
Pd + Pd
or, written as a function of the scale factor,
= I+5 1
5 1+« 1+(1_qu)a73(1+ﬁ)/ﬂ
((B—a)/(+a)+ B0 - A)a314B ) A
(@a—B)/(1+a)+(1—-A)a+P/A "
(27

The limits of this expression are c2(a — 0) =0, and
2(a— o) =—(14+B)/(1 + a), if a # B, and c2(a —
) = a, if @ = B. This result leads to an important
difference between the generalized Chaplygin model
and the extension found here with GTD. At the cosmo-
logical background level this fact does not have any
consequences, but as we shall see, it is of great impor-
tance when considering perturbations. To not violate
causality, we require c? < 1; consequently, further con-
ditions are imposed over the parameters « and .

The particular case of the Chaplygin gas gives
c2 = —awy, while for the dark fluid, ¢ = 0. The assump-
tion that the speed of sound vanishes has been the starting
point in several works that study the dark fluid model as an
alternative to the ACDM [11,22]. It turns out that both
models are fundamentally indistinguishable as long as
some general conditions are imposed beyond the zero order
in perturbation theory. Instead of the Chaplygin gas, it is
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possible to consider its natural extension based upon a
constant speed of sound, an approach adopted in
Refs. [25,26].

We note that if a < 3, there is a singularity in the speed
of sound at a =[(1+ a)(1 — A)/A(B — a)]'/30+A),
this coincides with the moment at which the equation of
state parameter crosses the phantom barrier, w, = —1.

V. THE PERTURBED UNIVERSE

At small scales (nowadays lesser than about 100 Mpc),
the homogeneous and isotropic description of the Universe
outlined in the last section breaks down. In this section, we
study the deviations of the background cosmology up to
linear order in perturbation theory. To this end, let us
consider scalar perturbations in the Conformal
Newtonian gauge, with the line element given by

ds? = a*(7)[—(1 + 2W)d7> + (1 — 2®)§,;dx'dx’],  (28)

where 7 is the conformal time, related to the cosmic time
by dt = adr. The matter fields perturbation variables are
defined through the expressions

1% = —p(1+9), (29)
Ti, = —(p + P)V', (30)
T', = P((1 + )8, + IT7)), (31)

where IT' ; 1s the anisotropic stress tensor. The energy
density p and the pressure P denote background quantities,
and are functions of the conformal time only. The vector v’
is called the peculiar velocity and is related to the four-
velocity u# of the fluid by the relation v' = u’/u®. In the
Fourier space, we define the velocity 6 = —ikivi and the
scalar anisotropic stress o = 2k;k; I1Vw/3(1 + w).

For a general fluid, the energy local conservation equa-
tions V, T#” = 0 become [27]

008 : T T T T T T
0.07F
0.06F

0.05F

b

0.04f

FIG. 3 (color online).
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5=—(1+w)(6—3d) - 35{(2—1; - w)& (32)

and
. W
6 = —5{(1—3w)9—1+wa
5P/
+ #kzé + K2V — K2g, (33)
w

where 8P = P, 8p = pd, H = a/a and a dot means
derivative with respect to conformal time. Note that
the adiabatic speed of sound can be expressed as ¢? =
w —w/3(1 + w). To go further on, we make the assump-
tion of a perfect fluid, obtaining no anisotropic stresses,
o = 0, so that the gravitational potentials coincide, ® =
W. Moreover, if we consider only adiabatic perturbations,
then the (gauge invariant) entropy perturbation is zero,
I'=m, —c28/w =0, and the equations for the GTD
dark sector fluid become

S,=—(1+w)0,;—3D)—3H(2—wy)d,; (34)
and
c§k25d

Og=—H(O =320, + —=+ K>, (35)
1+ Wy

where w, and ¢? are given by Egs. (22) and (26),
respectively.

Figure 3 shows the behavior of the baryons and dark
sector density contrasts, 0, and 0, respectively, for differ-
ent chosen parameters « and 8. We note that in the cases
with = B (Chaplygin gases), the density contrasts decay
more quickly than those with a # 8 (not Chaplygin
gases). This is because, as shown in Fig. 4, the squared
of the speed of sound of the perturbations is positive for the
former cases and negative for the latter, enhancing the
growth of structure. See Eq. (26) and the discussion
thereafter.

005~ T T T T T T g

0.04F R 3

003} =" ]

—0.0l:“x“‘x“‘x“‘x“‘“‘1“‘1“;

Evolution of the baryonic (left panel) and dark sector fluid (right panel) density contrasts as a function of the

scale factor a. Solid (black) line corresponds to & = B = 0 (the dark fluid model). Large-dashed (blue) line to &« = 8 = 0.0001.
Short-dashed (green) line to & = B = 0.0006. Dashed-dotted (gray) line to & = 0.0001 and 8 = —0.0001. A = 0.76 and ), = 0.96

are kept fixed for all the cases.
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FIG. 4 (color online). Evolution of the adiabatic speed of
sound for the cases considered in Fig. 4.

To proceed with the analysis we use the publicly avail-
able code CAMB [28] to study the anisotropies of the
cosmic background radiation. In Fig. 5, we plot the CMB
angular power spectrum for different choices of the pa-
rameters « and 3, keeping fixed the remaining parameters.
We note that the larger deviations from the ACDM model
show up at large scales. This can easily be understood from
the equation of state parameter and the adiabatic speed of
sound: both of them are nearly zero at high redshifts, thus
at early times the GTD dark sector fluid behaves essentially
as cold dark matter, then at lower redshifts—after recom-
bination for the cases shown in Fig. 5—they start to diverge
from the zero values. Consequently, the differences arise
mainly through the integrated Sachs-Wolfe effect. This
enhancement of the low CMB power spectrum multipoles
has been found in the past for the Chaplygin gas [29], and
in general for unified dark models [30].

To constrain the parameters of the model, we use the
code CosmoMC [31] to perform a Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) analysis over the eight-parameter
space M ={Q,h> 6, 1, n, logA,, a, B, A}. 0 is defined
as 100 times the ratio of the sound horizon to the angular

6000
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p
B
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0.001
0.01

RRR >
w0

nino

5000 [
4000

3000
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2000

1000 F

10 100 1000
|

FIG. 5 (color online). CMB angular power spectrum for differ-
ent values of @ and B. A = 0.76 is kept fixed.
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diameter distance at recombination, 7 is the reionization
optical depth, n, is the spectral index of the primordial
scalar perturbations and A; is its amplitude at a pivot scale
of k, = 0.05 Mpc~!. We take flat priors on the intervals
—0.01 < a, 8<0.02 and 0.2 < A <0.99.

The observations that we choose to constrain the
model are the WMAP seven-years results of the observa-
tions of the anisotropies of the CMB [32], and the super-
novae type Ia Union 2 data set compilation of the
Supernovae Cosmology Project [33]. Moreover, we use
Hubble Space Telescope (HST) measurements to impose
a Gaussian prior on the present value of the Hubble con-
stant of Hy = 74 * 3.6 km/s/Mpc [34].

Figure 6 shows the marginalized confidence interval in
the subspace a — ; in this figure, the region of parameters
that corresponds to the Chaplygin gas is represented by a
solid straight line, and the polytropic case by a dashed line.
These lines split the space into two regions, « > B (with
no singular solutions) and & < . The circle corresponds
to the dark fluid (or ACDM) model.

In Fig. 7 the 1-dimensional posteriors of the explored
space parameter M and the derived parameter (), are
shown. For comparison, the results for the dark fluid model
are also plotted. To translate the latter quantities to the
ACDM model language, one only needs to use the equa-
tions A = 1/(1 + Qpm/Q,) and Qy; = Qpy + Q4 for

3
o (x107%)

FIG. 6 (color online). Contour confidence intervals for the
a — B subspace of parameters at 68 and 95% c.l. The solid
line corresponds to the generalized Chaplygin gas, the dashed to
a polytropic fluid and the circle is the ACDM model. The
shading shows the mean likelihood of the samples.
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FIG. 7 (color online).

3 3.05
log[10*° A
GTD —— GTD ——
-0.008  -0.004 0 0.004  0.008 -0.004 20.002 0 0.002 0.004
B

1-dimensional marginalized probability for the complete set of parameters explored with MCMC and the

derived parameter (),. The data used are the WMAP seven-year results, Union 2 data set supernovae compilation and a prior of HST
on the Hubble constant. The dashed curves are obtained imposing & = 8 = 0.

details see Ref. [11]. In Table I we present the summary of
the results at 0.68 confidence level (c.L.).

We obtain that the free parameters of the GTD unified
fluid have to take values of the order of 1073 or lesser,
although in principle they could be as large as causality
allows (for the cases @ = B, this is @ <1). This con-
straints are in agreement with those found for the general-
ized Chaplygin gas in the literature; see e.g., Ref. [35,36].

There is a nonlinear effect that we have not considered
so far and that arises from the fact that in general the
relation (P) = P({p), a) does not hold. Therefore, when
some scale grows and becomes nonlinear, the naive aver-
aging procedure is no longer valid. This effect has been
investigated in the past in Refs. [37,38]; for alternative
approaches see Refs. [39,40]. In fact, in our case it follows
a relation

(Py=—Ca3*"P(p)=*(1 — ad + 04(5)),  (36)
between averages quantities. It is clear that considering
these effects complicates the calculations considerably and

it is out of the scope of this work to treat them accurately.
We expect the free parameters of the GTD fluid to be even
more constrained by the corrections induced by this non-
linear effect.

VI. CONCLUDING REMARKS

In this work, we applied the formalism of GTD to
construct models of fluids that can be used as gravitational
sources in the context of relativistic cosmology. First, we
considered the simplest GTD fluid that corresponds to a
thermodynamic system whose equilibrium manifold is flat,
and found that it can be used to generate all the fluids of the
standard cosmological model. We also discussed the pos-
sibility of considering the dark energy fluid as a noninter-
acting thermodynamic system with negative heat capacity
and nonextensive thermodynamic variables.

We then investigated a GTD fluid whose thermodynamic
curvature is nonzero in general, indicating the presence of
internal thermodynamic interaction. It turned out that this
fluid leads to a new cosmological model whose equation of

063508-8



EXTENDING THE GENERALIZED CHAPLYGIN GAS MODEL ...

TABLE I. Summary of constraints. The upper panel contains
the parameter spaces explored with MCMC. The bottom panel
contains derived parameters. The data used are the WMAP
seven-year data, Union 2 compilation and HST.

Parameter Best fit*
102Q, h? 2.23170153
0 1.03870:90
T 0.0892+ 50038
10%a —=3.2175°
10’8 —1.56332
A 0.7683:%1
ng 0.96375:047
log[10'04,] 3.075%008¢
Qg 0.95575:093
to 13.841023
H® 70.41+358

“The maximum likelihood of the sample. The quoted errors show
the 0.68 c.l.

The Age of the Universe (f,) is given in gigayears.

°H, is given in Km/s/Mpc.

state contains as special cases the generalized Chaplygin
gas, the dark fluid model, and the polytropic fluids. We
showed that it is possible to interpret this new GTD fluid as
corresponding to a unified model for dark matter and dark
energy. To prove this, we used the Friedmann equations to
perform a detailed analysis of the behavior of the state
parameter of the GTD dark sector and of the corresponding
scale factor. The obtained results are in accordance with
current cosmological observations. The main difference

PHYSICAL REVIEW D 86, 063508 (2012)

between the generalized Chaplygin gas and the GTD fluid
consists in the behavior of the adiabatic speed of sound.
Although at the cosmological background level this differ-
ence does not lead to any considerable consequences, the
perturbation of the background cosmology shows an es-
sential difference at the level of the density contrasts. The
square of the adiabatic speed of sound is always positive
for the Chaplygin gas model but negative in general for the
GTD fluid, leading to an enhancement of the structure
growth in the latter case. Moreover, the analysis of the
CMB angular power spectrum shows that deviations from
the ACDM model appear only at large scales. Finally, we
find the best fit parameters of the GTD fluid by using
current observational data and show that the parameters
« and B must be of the order of 1073 or lesser.

We conclude that from GTD it is possible to obtain
fundamental equations for thermodynamic systems that
can be used to develop physically reasonable cosmological
models. In this work, we analyzed only two simple GTD
fluids. It would be interesting to study more complicated
GTD solutions and their interpretation in the framework of
relativistic cosmology.

The microscopic nature of the GTD dark fluid is un-
known, as much as the dark matter and dark energy in the
ACDM model. In this work we have focused on its geo-
metrical description by using the formalism of GTD.
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