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Introduccion

El presente trabajo tiene la finalidad de ilustrar dos de los multiples
métodos que existen para estimar el crecimiento de las estructuras, conocidas
como resonancias, que aparecen en los mapeos simplécticos casi-integrables
al aumentar el parametro de perturbacién, usando como modelo el mapeo
estandar.

Se hace especial énfasis en el uso de formas normales debido a que es una
de las pocas herramientas! disponibles que permite argumentar por qué tie-
nen la forma gue tienen las estructuras que se observan al graficar el espacio
fase de estos mapeos para distintos valores del parametro de perturbacion.
Ademas de que su cédmputo para nimeros de rotacién racionales p/q pequerios
(g < 12) puede ser hecho de manera exacta®.

El trabajo estd organizado de la manera siguiente: el capitulo 1 contie-
ne los preliminares de la teoria hamiltoniana relacionados con el estudio de
mapeos simplécticos cagi-integrables; el capitulo 2 se aboca a la aplicacion y
desarrollo de las formas normales en el mapeo estandar; el capitulo 3 muestra
los pormenores que fue necesario cubrir para poder elaborar un cédigo en un
manipulador algebraico para calcular la primera forma normal resonante; el
capitulo 4 contiene los resultados obtenidos del algoritmo de formas normales
y estimaciones del valor critico del parametro de perturbacién; el capitulo 5
contiene una descripcion y resultados del cédigo numérico empleado para cal-
cular las amplitudes de las resonancias sin el uso explicito de formas normales
y finalmente, el capitulo 6 contiene las conclusiones.

L0 la dnica en opinién de algunos de los expertos.
2Los coeficientes de la expansién asintdtica pueds ser en principio calculados exacta-
mente.



Capitulo 1

Flujos hamiltonianos y Mapeos
simplécticos

En este capitulo se introduciran los conceptos matemaéticos y un par de
teoremas que serdn la base del presente trabajo. También se discutird sobre
algunos de los argumentos a favor del uso de mapeos para estudiar el com-
portamiento a tiempos largos de las soluciones de un tipo particular de ecua-
ciones diferenciales: los sistemas dindmicos hamiltonianos casi-integrables.

1.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico consiste en un espacio fase que describe los estados
permitidos del sistema v una regla que define la evolucion temporal de dichos
estados. La evolucion puede ser continua, como en el caso de las ecuaciones
diferenciales, o discreta, como en los mapeos. Virtualmente todo modelo de
un fendmeno fisico es un sistema dindmico; v més ain, muchos de los modelos
fundamentales de la fisica son sistemas dindmicos hamiltonianos!, y de estos
ultimos se obtienen los mapeos stmplécticos. El ejemplo canénico es el mapeo
definido por el flujo hamiltoniano aplicado sobre una condicién inicial x(0)
y el estado final x(¢) al que llega un tiempo finito ¢ después, es un mapeo
simpléctico (véase la figura 1.1).

Los mapeos son utiles debido a que en la mayoria de los casos, son mas
faciles de estudiar que una ecuacién diferencial y en principic toda solucién

IParticularmente a escalas planstarias y estelares, como también a escalas microscdpi-
cas, donde la friccion es inexistente o desdenable.

1
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Figura 1.1: Ejemplo de un mapeo simpléctico T construido a partir de un flujo hamilto-
niano: Xp41 = 7 (Xn) = Fr(Xy).

numérica de una ecuacién diferencial involuera un mapeo (que en el caso de
que el sistema sea hamiltoniano, es requerido que el mapeo sea simpléctico).

Dos de las preguntas tipicas que surgen del estudio de sistemas dinamicos
son: la estabilidad de drbitas a tiempos largos y la determinacion de regiones
accesibles de movimiento. Ambas preguntas pueden ser atacadas con el uso
de mapeos.

1.2. Flujos hamiltonianos

Un flujo hamiltoniano estd descrito por una funcién H(p,q,?) y un con-
junto de ecuaciones diferenciales:
dg;: OH  dp; oH
B (1.1)
dt  dp;’  dt g
donde g; representan las coordenadas de configuracién y p; representa los

momentos candnicos, i = 1,2, ... N, para un sistema con N grados de libertad.
De manera més compacta se puede reescribir (1.1) como:

p=1z H} (1.2)

donde z = (q1,...,qn,P1, - Pn) ¥ 1, | representa el paréntesis de Poisson,
definido para dos funciones f(z) y g(z) como:

2N N

af &g of 0g  dg 8f
_ o9f, 99 Yr Yy 98 Y 1.3
19t 1 aszmnazn kz; (aqk dpr  Ogy, apk) (13)

m,n=

donde J, la matriz simpléctica, es una matriz de 2n x 2n definida por:

1= (%0) (1.4

!



donde T es la matriz identidad de n x n.

El flujo hamiltoniano también puede obtenerse de un principio variacio-
nal. Consideremos una trayectoria de prueba v = {(q(#), p(£))| to <t < #1}
en el espacio fase que conecta el punto (qe, po) con (g1, p1). La accidn es un
funcional de dicha trayectoria, definida como

11
5= ['pra-Hip.a,0la (1.5
to
Entonces el flujo hamiltoniano es aquel que hace que la accidn sea esta-
cionaria: 68 = 0.
Con esta construccién ademas es posible demostrar que la accion de una
curva simple cerrada en el espacio fase £ = {q(A), p(A), t{N)[0 < XA < 1}

! dq dt
SL_/ p~—H—d)\_j}§p'qudt 1.6
o= [ o R HFla= ¢ (1.6

es invariante ante el flujo hamiltoniano, el tnwvariante integral de Potncaré.
Esto es, si dejamos evolucionar a cada punto de £, obtendremos una hiper-

superficie T semejante a un tubo en el caso de un espacio fase M =R*™* xR
(figura 1.2).

q

Figura 1.2: Ejemplo de la superficie generada por la evolucién de una curva cerrada £
en el espacio fase.

Si tomamos cualquier curva £/ en T homotdpicamente equivalente a £ se
encontrara:

S[c] = S[£] (1.7)



Por tltimo, es de especial interés el caso en que H es independiente del
tiempo (o que ggﬁ Hdt = 0 para toda £). En este caso es posible simplificar
(1.6):

S[L] jigrpdq (1.8)

y, usando el teorema de Stokes, se puede reescribir como:

N
S(L] —fdp/\dq—ZJi/ dp'dq’ (1.9)
A i—1 A

donde o; = +1 dependiendo de si la proyeccion de £ en el plano candnico
(g:,p;) tiene una trayectoria en sentido de las manecillas del reloj o inversa,
respectivamente. De esta iltima expresion se puede definir la 2-forma:

w(62,02) =Jp - 6q — 8q - dp = 82" wy; %7 (1.10)

que representa la suma correcta de las dreas proyectadas por un paralelo-
gramo de lados dz y 0z sobre los planos candnicos (g;,p;). Esta 2-forma
antisimétrica es llamada la forma simpléctica y en coordenadas (q,p) es

representada por la matriz:
0 —I
w = ( I o ) (1.11)

1.3. Mapeos simplécticos
Un mapeo es una transformacién para cada punto del espacio fase
g =Tz} (1.12)
y una oérbita, en el sentido de mapeos, es una secuencia:
{2 Zn, Zngl, e (1.13)

tal que 2,41 = T (2n).

Un mapeo 7 es simpléctico si preserva la integral de contorno de la accién:

S[L] = S[T(L)] = S[£] (1.14)



Usando la forma simpléctica es posible dar una definicién diferencial (es
decir, local) de un mapeo simpléctico. Si consideramos un paralelogramo di-
ferencial formado por dz v 62, bajo el mapeo 7 se tendrd para cada lado:

85 = DT (2)d2 = [%r(z)] 5z (1.15)

entonces, (1.14) nos dice que el drea de ambos paralelogramos debe ser igual:
w(d2',07") = w(dz,06z) (1.16)
Esto es lo mismo, usando notacién matricial que:
[DTfwDT = w (1.17)
donde D7 es la matriz jacobiana:

!
i (1.18)

(DT )i; = 5z,

Los mapeos que son localmente simplécticos también son llamados exac-
tamente simplécticos. En el presente trabajo se considerars todo mapeo
simpléetico como exactamente simpléctico, a menos que se diga lo contra-
rio.

1.4. Mapeos twist

Un mapeo twist (con twist a la derecha) es un caso particular de un
mapeo simpléctico bidimensional con un espacio fase (z,y) homeomorfo a un
cilindro y tal que cumple la condicion de twist: si x es la coordenada angular,

existe un K tal que:
dx’
—| =2K>0 (1.19)
dy %
esto es, ' es una funcién mondtona creciente de y.
El efecto de la condicidén de twist se ilustra en la figura 1.3{a), donde el
primer iterado de una linea vertical (z = cte) se inclina hacia la derecha (es

una grafica sobre z, aunque ¥’ no es necesariamente una funcién de y).



Y

(a)

Figura 1.3: Interpretacién geométrica de la condicién de twist (1.19), en coordenadas

cartesianas (a) y polares (8).

La condicién de fwist tiene una interpretacion fisica natural: ¥ es la coor-
denada que representa el momento y la condicion nos dice que entre mas
grande sea y mayor serd su desplazamiento en x, porque su velocidad es
mayor (usualmente son proporcionales la velocidad v el momento: p =mv).

Hace falta notar que mientras que 7 es mapeo fwist su iteracién 72 no
necesariamente lo es. Pero su inverso 7 ! sf es un mapeo twist, con twist a
la izquierda.

Y aunque por convencién los mapeos fwist son considerados casos parti-
culares de los mapeos simplécticos, es posible considerar mapeos bidimensio-
nales que unicamente cumplan la condicidn de #wist. Para evitar confusiones,
a los mapeos con fwist que si son simplécticos se les llama: mapeos tunst que
preservan drea (o APTM, por sus siglas en inglés), donde el drea preservada
se refiere a la definida por la forma simpléctica.

1.5. Ejemplos de mapeos twst

» El ciclotrén [8]:

Un ciclotrén es un acelerador de particulas con un diseno sencillo. El
acelerador consiste en un campo magnético constante en una direccion
B = Bye, v una caida de voltaje dependiente del tiempo V sen(wt)
que ocurre a lo largo de una pequena fraccion del dngulo polar, en el
plano normal a la direccién de B (figura 1.4).



(

\ Vsen(wt)

Figura 1.4: Madelo de un ciclotrén.

Supongamos que se tiene un electrén dentro del ciclotrén, éste se mo-
verd en un plano trazando circulos alrededor del eje z. El tiempo que
le toma al electrén completar una vuelta es

myc E

2
2w i (1.20)

¥ . eD eBc’

donde £ es la energia relativista de la particula y -y el factor relativista.
El cambio de energia al atravesar la fraccidn de dngulo polar serd:
AF = —eV sen(wt). Supongamos que se tiene (&,t) justo antes de la
patada, entonces después de una. vuelta, sus valores seran:

E' =FE—eVsenwt, t' =t+ (2n/ceB)E', (1.21)

suponiendo que la patada es lo suficientemente débil como para no
revertir la velocidad.

Definiendo variables normalizadas, (1.21) se puede reescribir:

] y' =y — esen(2mx)
T { A (1.22)

Este mapeo es usualmente llamado el mapeo estandar v es un APTM:

¢ Condicién de twist:

dx!

— =1>0 1.23
1> (1.2
¢ Cambio diferencial del area:
B 1 —2recos(2mx) B
7] = ‘( 1 1— 2n=cos(2mz) )‘ = (LS

10



= La ecuacién de Duffing perturbada [11]:

Consideremos el hamiltonianc:

H = Hq + =g cos(@ot + ¢) (1.25)
donde H; es el hamiltoniano asociado a la ecuacion de Duffing no per-
turbada:

P
Hy :?—2q2+q4 (1.26)

El espacio fase del sistema no perturbado se encuentra dibujado en la
figura 1.5(a).

Figura 1.5: (a) Espacio fase de la ecuacién de Duffing. (b) Orbita del sistema perturbado,
cercana a la separatriz.

Si £ es lo suficientemente pequeno, podemos considerar que las érbitas
del sistema perturbado visitan drbitas vecinas a las que les correspon-
derfa por sus condiciones iniciales en el caso no perturbado (figura
1.5 (b)). En particular, si nos concentramos en las drbitas cercanas a
la separatriz (del sistema no perturbado) es posible hacer un cédleulo
aproximado {Apéndice A) del cambio en la energia® (AHg) y la fase de
la funcién perturbativa (A¢) al completar un circuito®:

AHy = enly Sech(%) sen{e) (1.27)
_ G 6t
Ap = 2 ln(|E0|) (1.28)

?La energia medida con respecto al sistema no perturbado.
5En el sistema perturbado, la érbita es improbable que sea cerrada. Un circusto es una,
rotacién completa alrededor de uno de los puntos elipticos.

11



donde E; es la energia con la que empieza la drbita, dada por las
condiciones iniciales.

De (1.27) v (1.28) y renombrando: wy = Fy, se define el mapeo:

3

. 1.29
$np1 = ¢+ 510 o L2

Wnt1

7. { Wil = Wy + €7@ sech(%”) sen{ gy, )

Este mapeo es llamado mapeo whisker v es un APTM:

¢ Condicidn de twist:

déb, 5 Wy -+ emigsech (291 sen( ¢y, )
Dutt _ ©o GA) >0 (1.30)
den, V2 64
: Ssaen wo| | W T -1
para€ lo suficientemente chica: |e| << || = |£2|(7 \sech(zoﬁ)\) :

¢ Cambio diferencial del drea:

1 £00 oSy,
DT = o w o — 1
‘ ‘ ‘ ( 64\0/2—;@1?1{—1 1 + ?\O@wnﬂ(gw COS@n) ) ‘
(1.31)

1.6. Hamiltonianos y Mapeos integrables

Existen diversas definiciones de integrabilidad, pero la que se usara en
este trabajo es la integrabilidad en el sentido de Liouville.

Una. integral es una funcién en un espacio fase 2 N-dimensional I(z), que
es invariante bajo el flujo hamiltoniano:

I{(F(z)) = I{2), Vt. (1.32)
Con el fin de excluir a las funciones constantes, se supone:
Vul £0 (1.33)

en todo el espacio fase. Esto implica que I = constante define una superficie
2N — 1 dimensional o un conjunto de superficies en el espacio fase. Supon-
gamos que son todas éstas compactas.

12



Un conjunto de N integrales {1,172, ...,I"} se dice independiente si sus
gradientes generan un vector N-dimensional en cada punto del espacio fase.
Ademas, el conjunto se dice que esta en fnvolucién si todos los paréntesis de
Poisson entre ellos son cero:

{IF 1"} =0 (1.34)

Con estas definiciones se puede enunciar el teorema de Arnol’d-Lioville para
mapeos:

TEOREMA 1 5% hay N integrales independientes en tnvolucion, entonces el
movimiento yace en una familia anidada de toros N-dimensionales y existen
coordenadas anqulares 0 tales que el flujo hamiltoniano puede ser escrito en
la forma

I=1,6=0+Q0 (1.35)

Demostracion: Véase [8] y [1].

Ahora bien, la mayoria de los problemas fisicos relevantes no son inte-
grables en el sentido de Licuville pero una gran mayoria de ellos se pueden
tratar como sistemas integrables con una peguena perturbacion.

Un sistema hamiltoniano integrable genera mapeos hamiltonianos (simpléc-
ticos) integrables. Al tomar una seccién de Poincaré a través de las hipersu-
perficies de energia constante, el mapeo que se obtiene es integrable, la forma
de este mapeo es:

I'=r1,8=0+w{) (1.36)
cuando el flujo se representa de la forma (1.35).

Y justamente para mapeos simplécticos casi-integrables se tiene el primer
resultado sobre qué es lo que pasa al alejarse un poco de la integrabilidad: el
teorema de punto fijo de Birkhoff * para mapeos twist que preservan drea:

TEOREMA 2 Sea un T, un mapeo con twist que preserva drea { APTM) tal
que T i To es un mapeo integrable. Sea C el circulo invariante® con
nimero de rotacion® p = p/q (p y q primos relatives) para Ty . Entonces
st £ es lo suficientemente pequenio existirdn un nidmero par: 2kg, k € N de

4También llamado teorema geométrico de Birkhoff o teorema twist de Birkhoff
5Los toros N-dimensionales son en este caso cérculos.
5Ver capitulo 2, seccién 2.1.

13



puntos fijos para el mapeo (7.)?, donde lo mitad de los puntos fijos tendrdn
estabilidad lineal eliptico y lo otra mited estabilidad lineal hiperbolica.

Demostracion: Véase [11].

De este teorema, por conservacion del drea, se concluye que las variedades
estable e inestable asociadas a los puntos hiperbélicos, para valores lo sufi-
cientemente pequerios de £, deben conectarse o al menos cruzarse, es decir,
los puntos hiperbélicos deberén estar conectados”. Por lo tanto, debe existir
un nimero par de orbitas 2kq, con mimero de rotacién p/¢ que unan los pun-
to hiperbdlicos. La forma exacta de estas drbitas no esta determinada por
este teorema, las formas posibles son muy variadas (figura 1.6) y solamente
un analisis agintético puede arrojar luz sobre la estructura que forman este
nuimero par de érbitas.

(b)

Figura 1.6: Ejemplos de formas de conectar los puntos hiperbélicos predichos por el
Teorema de punte fijo de Birkhoff.

"Ohra argumentacién de la existencia de un mimero par de érbitas peridédicas puede

encontrarse en [9].

14



Apéndice A
Para el sistema no perturbado, un periodo estaba dado por:

2 2K (k 2 e

g 2T _ AU -

w f f?

donde K es una funcién eliptica de primera especie que viene del célculo del

periodo de las érbitas cerradas, para la cual, cerca de la separatriz (k — 1)
cumple:

(1.37)

) . 4
Cerca de la separatriz se puede aproximar el periodo por:
1 64
T(Eo) = —1n(—) 1.39

Ahora bien, la energia que se tenia en el sistema sin perturbar, £y = H,,
ahora variara:
dH, aH, 5
=9 — {Hy, H} + =2 = {Hy,=q cos(Gnt + )} (1.40)
dt ot
Si deseamos contabilizar el cambio total de la energia después de un
circuito, hay que calcular:

T/2 dH. T/2
dt = 8/ peos(fot + ¢)dt (1.41)

T/2

y para la separatriz se tiene: p.., = 4sech(~/2t) tanh({+/2¢). Sustituyendo en
(1.41) e integrando se obtiene:

AHy = eniy sech(;o/g) sen(¢) (1.42)

Para calcular el cambio de la fase sdlo es necesario calcular la razdn de los
periodos:

1 1n(-84 5
no TUE) _ Tz I;EEOO - By 64|) (1.43)

Tpert B E N Qﬂ’ﬂ |E0
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Capitulo 2

El mapeo estandar y las formas
normales

Como se menciond en el capitulo anterior, el mapeo estandar, o mapeo
de Chirikov-Taylor, es un mapeo twist que preserva drea (APTM) que se
puede obtener linearizando casi cualquier otro APTM alrededor de uno de sus
puntos fijos. Bste mapeo describe el comportamiento cualitativo de la mayoria
de los flujos hamiltonianos alrededor de un punto fijo (u érbita periddica) al
aumentar el parametro de perturbacion.

El mapeo estandar general se define como:

pir1 = pi — eV (0i,€) Qi = @it P (2.1)

donde p € R es una variable radial, ¢ € S! es una variable angular y V{¢, )
es una funcién periddica en @ : V(¢ + 1,2) = V (¢, £), con promedio cero.

Con el propésito de simplificar las manipulaciones analiticas subsecuentes,
se eligié una forma sencilla para V: V{p, ) = sen{27g).

2.1. Caso integrable del mapeo estandar
Si fijamos £ = 0 en {2.1) queda:

Pivi = Pi »  Pipl = @i+ Pigt (2.2)

En este caso el mapeo es integrable en el sentido de Liouville y la integral
de movimiento es simplemente: I{p, ¢} = p.

16



Al ser p constante, el espacio fase queda foliado por tores invariantes
(rectas en coordenadas cartesianas, circulos en coordenadas polares) y cada
uno de estos toros esta identificado de manera Unica por su valor de p, a
dicho valor se le denomina nidmero de rotacion! (Figura 2.1).

@ Qe+, | @+2p, @
@p, @ +2p,

(8)

Figura 2.1: Ejemplo de dos circulos invariantes {py , p2+ en el mapeo estandar integrable
en coordenadas cartesianas (a) y polares (b).

Es importante notar que p € U, corresponde al caso de érbitas periddicas.
El escribir al nimero de rotacidn como una fraccién reducida (p = p/q , con p
y g primos relativos), nos proporciona informacién sobre el comportamiento
del mapeo al iterarlo. El denominador ¢ indica cuantas veces debe iterarse un
punto g del cdreulo invariante para que vuelva al mismo punto (¢, = ¥o);
el numerador p nos dice cuantas vueltas da la iteracién alrededor del cilindro
antes de volver al mismo punto (Figura 2.2). Es por esta razén que se llaman
numeros de rotacidn.

1Formalmente el niimero de rotacién de una érbita se define como:

p= lm qb_n

n—oo T
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(b)

Figura 2.2: Tteracién del mapeo estindar de un punto en los circulos invariantes: 1/5 (a)
y 2/5 (b), en coordenadas polares.

Los ndmeros de rotacién correspondientes a p € R\(Q) no admiten esta
interpretacién: la iteracién de cualquiera de sus puntos nunca se cierra v
llena densamente el circulo. Sin embargo la teorfa de Aubryv-Mather permite
demostrar que estos circulos invariantes son el limite formal de los circulos
con nimero de rotacién racionales [8].

2.2, Formas normales

Las formas normales son cambios de variable sobre un mapeo o un sistema
de ecuaciones diferenciales con el fin de simplificarlo en algin sentido [6].
Usualmente se busca reducir el nimero de pardmetros que se tienen con el
fin de reducir la complejidad aparente del problema.

En general un problema de forma normales consistird en proponer un
cambio de variables para nuestro sistema de ecuaciones y después ajustar los
parametros del cambio de variables para que elimine la mayor cantidad de
términos no deseados o bien, reducir el nimero de pardmetros que describen
al mapeo original.

A veces, lo que se desea es eliminar los términos de un orden especifico vy
esto causa que aparezcan huevos términos de orden superior que posiblemente
en un andlisis alrededor del origen tengan una contribucién despreciable a la
dindmica del problema. Otras veces, se tratard de eliminar los términos de
un orden especifico y se tendré el caso de que no es posible eliminarlos todos;
log términos que no pueden ser eliminados son llamados resonantes v tienen
una contribucién directa a la dindmica. esencial del problema.
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La ecuacion que dicta como deben ser escogidos los parametros del cambio
de variable es llamada: ecuacidn homoldgica.

Ejemplo:
Sea la ecuacidn diferencial:

x = Ax + fo(x) + f3(x) + ... (2.3)
donde x € R”, A es una matriz de coeficientes constantes de n x n v
f,, son funciones homogéneas de grado n que van de: R — ™.

Si deseamos eliminar la parte cuadrética: y — Ay + f3(y) + O(|y[4),
con un cambio de variables: x = y + h(y), es suficiente con elegir una
h(y) cuadratica:

h(y) = ha(y) = Z Cijk Yilli€h
i k=1
sustituyendo en {2.3):
% = [[+ Dyhs]y = Ay + ha(y)) + fa(y + ha(y)) + O(y/*)
despejando y,

y = [+ Dyho] ™' (Ay + Ahy(y) + foly + ho(y}) + O(y[*})
= [[— Dyhs + O(ly|?)][Ay + Aho(y) + f2(y) + O(ly|*)]
— Ay +Ahy(y) + f2(y) — Dyhs(y)Ay + O(Jy[*)

Los términos subrayados son los de orden O(|y|?), si su suma fuera cero,
se eliminaria la parte cuadratica. Estos términos forman la ecuacién

homoldgica:

Ahy(y) + f2(y) — (Dyha(y))Ay =0 (2.4)
Que tenga o no solucién, dependerd de la forma particular de: & y
fa(y).

Consideremos el caso particular:

1
T = 5x—|—§$y

. 1
v = —(9—2y— v
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Proponemos el cambio de variable: (z,y)! = (u, )" + ha(u,v), donde a
ho(u,v) lo escribimos:

h (u, ) hiu? + b + B2
ho(u,v) = =
h® (u,2) hé%)uz + hﬁ)uv + hg‘;)vz

(L _

Sustituyendo en {2.4) se encuentra que los valores: h%) = hyy = hg‘;) =
(2) _ () _ 1 2 _ -1
hit =0, hiy = 2(e9) ¥ hyy = 3(=+9}

dejando al nuevo sistema como:

resuelven la ecuacién homoldgica,

U = eu+4aww® — b’ 4+ O(4)
= (9 &)+ cufv + O4)

Si repetimos el procedimiento para eliminar los términos cibicos, en-
contraremos que las dos ecuaciones resultantes estaran desacopladas

{Apéndice B).

2.3. Formas normales en el Mapeo estandar:
conjugacion

El célculo de las formas normales para el mapeo estandar tiene varias
finalidades:

» mostrar qué tan cerca estd el mapeo respecto a un mapeo integrable
en una cierta regién del espacio fase,

» describir las estructuras en que se convierten los circulos invariantes de
nimero de rotacién racional al aumentar el parametro de perturbacion
¢ (el nimero par de érbitas predichas por el teorema twist de Birkhoff),

m estimar el tamasio de estas estructuras como funcidén de =,

El cambio de variable que se desea es uno que conjugue tanto como sea
posible la dindmica de (2.1) con la de (2.2) en el caso de p € @, al resultado
le llamaremos forma normal resonante.
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Por la forma elegida de la funcidn de perturbacién es conveniente trabajar
en una representacién lagrangiana para este mapeo. Para esto primero se hace
un levantamiento o lift al mapeo (2.1):

Yipr = Yo —e8en(2m2;) . X1 = Ti + Yip1 (2.5)

donde ahora z,y € R, v luego se sustituye una ecuacién en la otra:

Tiiq — 2% + ®;q = —esen(2mwx;) (2.6)
Y se repite para (2.2):
Oy = 0; + g‘ (2.7)

donde 8; € R.

Sea g(f, =) la funcién que defina la conjugacion entre la coordenadas entre
x; de (2.6)y 6; de (2.7):
Debido a que 8 es en el fondo una coordenada angular, pedimos que ¢(8,¢)
sea periddica en 8 v sea lo suficientemente regular para poder escribirla como
una serie de potencias en £ donde los coeficientes sean funciones periddicas
de 8 escritas en series de Fourier:

[e.0]

g(8,e) = Z & Z gjpe " (2.9)

3=0 keZ
Sustituyendo (2.8) ¥ {2.9)en (2.6) queda:

(e e}
9i+1 — il 4+ ZEJ Zgj,k(ezmkei“ _ 9 p2mikt; 4 82m’k9i_1)
4=0 ke

= —esen(2m(6; + Z & Z gj,kezmkai)) (2.10)

3=0 kelZ

usando (2.7), queda:

= . 2mkp
9i+1 — Qgt 4= 91‘,1 f Z g7 Zgj,kegmwﬂ(cos — 1)
4=0 kel 4
= —esen(2m(0; + Y 7Y g;xe®)) (2.11)

3=0 keZ
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desarrollando el senc de la forma:

git — gt
sen(d) =
se sigue: < S
B — 20,4+ 60,1 + Z & Zgikezmkaﬂ(cos e 1)
4=0 kel 4
. E h = j _2mik6y
== ( + exp( + 2mi(6; + Ze Zgj,ke ))) (2.12)

3=0 keZ

Estaes la ecuacion homoldgica que debe ser resuelta para encontrar la funcién
de conjugacién g(d,¢).

Desarrollando el término derecho de (2.12) se tiene:

. . e 1 SF )
ei?frz(9+g(9,5)) - ei?m@ (1 1 2 E(igﬂ'@ z:ogm kz% gm)kEZka@)n)
n= m= e

= .

. . j:Q’,‘iT?J 71+...+re
TS S A S e
N=1 M+ Fneme=N Foqt.. Tyt

(2.13)

donde ng, my, € NU{0} y Gy, esté definido® por:
Gy = Y _ Gmy ™™™ (2.14)
kel

Agrupando y factorizando los términos con Gy de la segunda suma de
(2.13), se simplifica un poco més:

eﬂ:ZTri(9+g(9,s))
(o] .
. :tgﬂ.?l)ni-l—...-l—nf
_ 28+ Co) N ( ny ... )
‘ (1 L Z : Z nyl...n,! G+ G,
N=1 nim A neme =N
(Z.13)
donde ahora ng, my € N\{0}.
ZNotese que: Gii, = (G, )™, N0 ge trata de una nueva cantidad.
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Sustituyendo (2.15) en (2.12) v considerando por el momento al término
G114 —26; +6;_| =0 (debido a (2.7)), se pueden separar las sumas de ambos
lados en drdenes de £ y encontramos:

2mh
O1) 3 gore” ™ cos = — 1) =0 (2.16)
kel q

2k —1 ) )
O(E) Zg 2mk92 COS TR . 1) _ 7'(82m(9+(?o) - 672m(9+Go)) (217)
kel

; 2k
O™ ZQN’kEQMkGQ(COS ki 1)
kel 4

) AT o B I 0o PN
1 =amiran) ( 5 A A G . G’;;;)

N :FQZ' T8 Tl

i+ name=N—-1

(2.18)

A (2.16), (2.17) v (2.18) les llamaremos sistemas de ecuaciones homold gi-
cas de orden 0, 1 y N, respectivamente?.

De estas tres ultimas expresiones se puede concluir que es posible escribir
una ecuacion homoldgica para cada coeficiente g, que dependa de otros
coeficientes g,y p de menor grado (m' < m), de la forma:

Om kCh — Fm,k(go,kuﬁ,kﬂ, ey 9m71,k(m) (2-19)

donde k. &k",.. k™ € Zy ¢, 1= 72(008%@ 1).

Entonces, la ecuacién homoldgica (2.12) se reduce a resolver una infinidad
de ecuaciones homolégicas del tipo (2.19). Aunque la primera impresién de
esto es desalentador (debido a que el segundo indice corre sobre todos los
enteros), se puede mostrar que es posible encontrar todos los coeficientes
Om, % Para cualquier orden de ¢ si tomamos las siguientes consideraciones:

I. Debido a que el mapeo preserva area, ambos lados de la ecuacién ho-
moldgica {2.12) deben tener promedio cero para cualquier orden de &.
Es decir, todos los coeficientes de la forma g, o deben ser cero.

5Notese que el orden N empieza en N > 2.
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II. Para limitar el nimero de parametros libres, si el lado derecho de una
ecuacién homoldgica del tipo (2.19) es cero, se asignard el valor de cero
al gm  del lado izquierdo independientemente del valor de cg.

Se sigue, al resolver el sistema de ecuaciones homoldgicas de orden O se
encuentra que debido a la independencia lineal entre las funciones exponen-
ciales: 2™ cada sumando de (2.16) debe ser cero:

E gO,kezmwck =0 =  gopc=20
ke

que por Ly II: go =0, ¥k € Z y por lo tanto: Gy = 0.

El sistema de ecuaciones homoldgicas de orden 1 queda:

Zgl’kezﬁikack _ %(ezﬁie o 872%’59) (220)
keZ ¢

desarrollando v tomando las consideraciones anteriormente escritas:

G100 =10 — g10=10

Q1,1€2m901 = %ezme — J11 = ﬁ , 1 #0
91,1870 ey = —ge™0 g =g, #0
g1k Cr =10 — g1x=0, |k >1

Si¢q # 0, Gy se reduce a:
Gr = 116" + g1, 177 (2.21)

Diremos que G es una funcion armonica de orden 1 y en lo futuro llama-
remos funcion armdnica de ordern n a cualquier funcién cuya serie de Fourier
sea finita v tal que el término e2™*¥con mayor k| en la serie sea igual an .

Usando el principio de induccion fuerte sobre (2.18) se puede demostrar
que los siguientes (G, también serdn funciones armdnicas de orden n:
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1. Hipdtesis de induccion: G, es una funcién armdnica de orden n.
2. Cason=0. Gyg=0 — Gyesuna funcion armonica de orden 0.

3. Cason=1 G = 91,182”9 n gl,_le*%w

— (71 es una funcién armonica de orden 1.

4. Cason=N:

Por (2.18), se tiene para los coeficientes gy :

E :QN,keszkack

kel

I e e
— j:— did ( Gnl PN Gn"" )
2@'6 Z nq!...n,! it war

nim oo e =N -1
Usando el principio de induccion fuerte:

m (G, €5 una funcion armdnica de orden myj, ¥Vom; < N
L -, P
m Gy, es una funcion armonica de orden ngmy;, ¥V my; < N
m Gl Goroes una funcidn armdnica de orden nymy + ... + 1My,
sim; < N Vj

" el término derecho de (2.18) es una funcidn armdnica de orden N.
.. Unicamente los sumandos del lado izquierdo con gy, |k| < N podrén
tener una Fyy # 0.

sopor IT, gvg =0, Y|k| > N,

;. Gy es una funcion armdnica de orden N.

Lo anterior se resume en:
» El cambio de variables sugerido induce una ecuacién homolégica: (2.12).

» Laecuacién homoldgica puede separarse en sistemas de ecuaciones ho-
moldgicas de orden n correspondientes a cada orden O(&").

s Tomando ciertas consideraciones, es posible separar a su vez cada uno
de estos sistemas en un en un nudmero finito (2n + 1) de ecuaciones
homoldgicas tipo (2.19), donde los coeficientes g, 5 estardn en funcién
de los gy calculados de los sistemas de menor orden.
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Los sistemas de ecuaciones homoldgicas pueden ser entonces resueltos
siempre que ¢ # 0 y se realice en orden: O(1), luego O{g), ete. Resolver
(2.12) es resolver un sistema de ecuaciones tipo Poincaré-Lindstedt.

2.4. Resonancias

Si pudiera ser resuelta exactamente (2.12), es decir, que todos los términos
del lado derecho fueran cancelados por los de la suma del lado izquierdo
quedaria;

9@4,1 — Qgt + gifl =0 (222)

que es consistente con {2.12), pero no tendriamos informacién del mapeo per-
turbado. Lo que ocurre sin embargo, es gue hay términos del lado derecho que
no pueden ser eliminados. Esto sucede en todas las ecuaciones homoldgicas
tipo (2.19) cuyas de gy, 1 tienen indices tales que: ¢ = 0y Fi, 5 # 0, més pre-
cisamente, m v k de la forma: k =ng, n € Z v m > k. Todos estos términos
que no podemos eliminar en el lado derecho de (2.12) son los llamados térmi-
nos resonantes, v son la simplificacion que hacen las formas normales sobre
(2.6): son los términos indispensables para describir la dindmica del mapeo
perturbado alrededor de un circulo invariante con nimero de rotacién p/q
que existia en el mapeo no perturbado.

Los primeros términos resonantes que aparecen al resolver (2.12) son los
correspondientes al sistema de ecuaciones homoldgicas de orden g, y justa-
mente son los dos términos de orden g. Estos son la primera correccién de
(2.22) de orden O(=?):

92'4_1 — 292 -+ 92'_1 = Eq(Fq)qezmqai -+ Fq’_qeizﬂiqai) -+ O(Eq+1) (223)

donde recordamos que Fj, 1, son funciones de coeficientes g, , de menor orden
(ie. m < gy |kl < g), no dependen de 4;.

Con una traslacién en el origen de la coordenada 6 es posible reescribir
la ecuacién como:

;11 — 20, + 6; 1 == Ay, sen(2mgh;) + O(e7™) (2.24)

este e? A, , sen(2mql;) es la primera forma normal resonante.
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Si dividimos (2.24) entre <%, podemos interpretar el lado izquierdo como
la primera aproximacién centrada de la segunda derivada de una funcién 8(¢),
donde At = /2. La ecuacién diferencial asociada es la del péndulo fisico:

01 — 20,4 0,4 s @ .
(/%) T

La Figura 2.3 ilustra el espacio fase de esta ecuacién. Lo que se espera. es
que nuestra forma normal resonante (2.24) es que su espacio fase sea similar
hasta un orden O(=7t!). El espacio fase de esta ecuacién del péndulo tiene
2¢ puntos periédicos, la. mitad con estabilidad lineal eliptica v la otra mitad
con inestabilidad lineal hiperbélica (como los del teorema de punto fijo de

Birkhoff).

A, . sen(2mgf) + O(e) (2.25)

SN2
///\_A\\\‘%/\

Figura 2.3: Espacio fase (8, §) tipico del péndulo fisico. A, s, sefiala la amplitud maxima
de las érbitas heteroclinicas.

©
L

/
(
(
%

En la figura 2.3 se puede observar que las érbitas heteroclinicas tienen
una maxima amplitud A que puede calcularse a partir de los pardmetros

de su ecuacién (Apéndice C). Y esta es: A = 2,/A,,,/(2wq) = 2X/(2ng),
donde A es la diferencia de los valores propios del punto hiperbélico. El valor
correspondiente para el valor de la amplitud de la forma normal resonante

(2.24) es entonces:
A= 2602, [ 2208 4 O(glt1)/2y, (2.26)
B 27q

y los walores propios de los puntos hiperbélicos son:

Apja = 1 £ 2697, [2mq Ay, + O(H1/2), (2.27)



Solamente como un comentario, es interesante notar que si no se hubieran
tomado las consideraciones 1 v I para fijar parametros en la seccién anterior,
la. forma normal resonante a orden O(g?) hubiera quedado:

g—1
Biy — 205+ sy — (Z Ev A+ e@Aq,q) sen(2mq(6; + Go)) + O(=7'1) (2.28)

k=0

donde Go v Ay, V|k| < ¢ dependen de los coeficientes: gnym, n,m € Z no
determinados.

2.5. Mas alla de la primera resonancia

La primera forma normal resonante nos da va una estimacion de la ampli-
tud de la estructura* que forman el par de drbitas predichas por el teorema
de punto fijo de Birkhoff v también nos dan una primera imagen del espacio
fase alrededor del circulo invariante que habia en el mapeo integrable. Sin
embargo, quedan aun preguntas por responder:

1. ;s la gerie de formas normales resonantes convergente?
2. ;Qué pasa para los siguientes ordenes?

La respuesta a la primer pregunta escapa a los intereses y propdsitos de
este trabajo. Lo Unico que podemos decir con seguridad es que al ser este un
estudio asintdtico, todos los resultados son formalmente vélidos en el limite
de = — 0, y en este limite carece de sentido preguntarse si la serie converge
O nNo.

La segunda pregunta si es posible responderla de manera concreta: los
sistemas de ecuaciones homoldgicas pueden resolverse para ordenes O(£")
con n > ¢, pero encontraremos mas términos resonantes. Para cada orden
O(=917) aparecerén correcciones al valor de A,, = A, + A 11, + ... v en
los ordenes O(e™?) apareceran nuevos arménicos. Las correcciones a (2.24) a
mayores ordenes seran:

iy — 20; + 0, = % A, sen(2mgh;) 4 €24 Ay, o, sen(4ngh;)

+£34 Ay, 5, sen(6mgl;) + €19 Ay, 4, sen(8mgh;) + O(59)
(2.29)

4UJsualmente llamada, para confusién de algunos, resonancia.
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¥ _ 2
donde Apymg = Amgmg + EAmgt1mg + % Amgizmg + -
Las correcciones a la amplitud son significativamente méas dificiles de cal-

cular, pero podemos tener una idea de su magnitud de la imagen del espacio
fase de la ecuacién diferencial asociada:

fj;—g = Ay sen(2mgh) + &% Ay, o, sen(dmgt) (2.30)
+& As, o, sen(6mgh) + £ Ay, 4, sen(8rgf) + O(c%) '

El espacio fase de (2.30) a orden O(e?) estd dibujado en la figura 2.4.
El cambio més notable entre éste v el espacio fase del péndulo, es que cada
6rbita. heteroclinica, se rompe en 4 nuevas érbitas heteroclinicas y aparecen 4
nuevos puntos: 2 elipticos v 2 hiperbélicos. La contribucién de este segundo
arménico a la amplitud de la resonancia es siempre pegueria (del doble del
orden en « de la primera forma normal resonante).

Figura 2.4: Dibujo del espacio fase (8,8) de (2.29) tomando términos hasta O(<2q).

oi dibujaramos el espacio con el siguiente arménico tendriamos que érbitas
heteroclinicas nuevamente se rompen cada una en 4, ¥ asi sucesivamente para
los siguientes érdenes. Sin embargo, seria cada vez mas dificil percibirlas en
el dibujo: si la amplitud de la primera resonancia es 1 v la de la segunda es
0.2, la tercera serfa del orden de (0.2)* = 0.04, la cuarta de (0.2)* = 0.008,
etc.

Un ejercicio interesante que se puede proponer es comparar la aproxi-
macién de la resonancia a érdenes mayores con la que se obtiene del calculo
asintético de lags variedades estable e inestable cerca de un punto hiperbélico.
Sin embargo, el realizar ambos cémputos excede el objetivo de este trabajo.
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Apéndice B

Para evitar confusiones, renombraremos las variables del sistema original
COMO:

{X(c» = =X + XY (2.31)

Yoo = —(9-9)Y9 —3Y5

Y a las variables del sistema obtenido después del cambio de variable para
eliminar los términos cuadraticos:

{ Xy = eXgy + aXwYg —bXp) +O0) (2.32)

Yoo = —(0—e)Y¥y +cXqYy +O0(4)

Para eliminar los términos cibicos de (2.32) proponemos el cambio de
variable: (X(l),)f@))t = (X(g),)f(z))t - hg(X(g),}f(g)), donde hg(X(z),}f(g)) lo
escribimos:

(2)

b oy = [ P0G B XY + MY X YR, + AV
3( 2 (2)) - h(Q)X?s h(Z)XQ v, h(g)X y2 h(z)YS
f0-4{y TR AR L@ TAzA@ G T Rt

Sustituyendo en (2.32) y reescribiendo el sistema en las variables (X3, Y{2))
se llega a una ecuacién homoldgica muy parecida a (2.4):

Ahs(z) + fi3(z) — (Dhs(z)Az =0 (2.33)

donde ahora: z = (X(g),Y(g))T v f; corresponde a los términos cubicos de

(2.32). Y se encuentra que los valores de los parametros hgf) que la resuelven
son: y ; y
Bl Bl — B2 _ —
2 8(e -2 Y 8e(e +9) ! 4e(e —9)

y todos los demés iguales a cero. Debido a que el parametro £ se considera
pequenio, los valores de hg%) v hg) no son admisibles (el cambio de variables
cercano a la identidad no estaria bien puesto); se tienen términos resonan-
tes que no deben de ser eliminados. Sin embargo el nuevo sistema queda
desacoplado:

{ Xoy = eX@ —bX3 +04) (2.34)

Yoo = —(9—e)¥p + XY +0(4)
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Y seguiran estando desacopladas para los siguientes ordenes, aunque el calcu-
lo se vuelve cada mas laborioso por el nimero de términos de hy y los cuarti-
cos fy:

X2Y23 (55—9)X(32)Y(2)

=—0)2 £—0)2(s
f4(X(2): l/(2)) — o (3329)}((223/((22 % +)?=)1

o 8(579)2(5+9)) + 4(54(3)2

Apéndice C

La ecuacién del g-péndulo es:

@0 _ Asen(2mql) (2.35)
ez t |
Integrando una vez, se tiene:
1sdoN2 A
(%) F g (Lt cos(2maf)) = £ (2.36)
A

Graficando el potencial U = 22-(1 4 cos(2m¢f)) (figura 2.5), notamos que

2g

el valor de £ asociado a la separatriz seria: £, = %.
A7

. A
/ e
_5:%‘4
Tg

= L T e

2q <q g

Figura 2.5: Créfica del potencial del g-péndulo.

El valor méximo que tendr4 6 para £ seglin {2.36) ocurrira para 8 = Qﬂgi{jl:
: A

i — = ke = 28 o— 2.37

ora (2.37)

Y esta es la maxima amplitud de las separatrices del plano fase del ¢-
péndulo.
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Capitulo 3

Calculo de las formas normales
resonantes usando un
manipulador algebraico

En este capitulo se expondran los problemas que deben ser soluciona-
dos por el algoritmo a implementar en un manipulador algebraico (Maxima)
para el calculo de los coeficientes g, 1 que permita escribir las formas norma-
les resonantes del mapeo estdndar que se mostraron en el capitulo anterior.
Ademas se ilustrara como a partir de los resultados que proporcione el algo-
ritmo es posible establecer otro algoritmo con el cual determinar una cota al
parametro de perturbacién = para la persistencia de circulos invariantes con
nimero de rotacién irracional.

3.1. Elementos necesarios del algoritmo

El algeritmo debe resolver los sistemas de ecuaciones homoldgicas de
orden O(=7), descrito por (2.18). Los primeros dos érdenes ya fueron resueltos
en el capitulo anterior por lo que sdlo deben agregarse como parte de la
entrada del algoritmo que calcule de manera recursiva los siguientes drdenes.

Usando los resultados del capitulo anterior, se puede reescribir (2.18) de
manera mas compacta:

N

; 1 ; —orif
Z gN,kSQMkBCk - %(ezmasﬁ\}_1 —e 2 95}\]_1) (31)
k=—N
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donde: IR
SE = 3 Sein G ninis (3.2)

nyl..n,!

nim+.Freme=N—1

El algoritmo que resuelva todos los sistemas (3.1) necesarios para encon-
trar la amplitud A/, asociada a un ndmero de rotacién p/g dado, consis-
tird en:

1. Para 2 < N < g, calcular todas lag combinaciones de nimeros naturales
n; y m; tales que:

g+ ..+ nme =N -1, ny;,m; € N\{0} (3.3)

2. Escribir la sumas Sx_,, sustituirlas en (3.1) y desarrollar cada G, en
términos de g, pe?™ .

3. Factorizar el lado derecho de (3.1) en miltiplos de €™ para encontrar
las Iy g
1 N
% (6271—198]-'\_{,1 . “3_2”298&,1) _ Z FN’kBQMkG (34)
k=—N

4. Despejar las gy del lado izquierdo cuando ¢ # 0 y sustituir en sus
expresiones todos los coeficientes g, va calculados en los ordenes
anteriores.

5. Repetir desde 1. para N + 1 hasta llegar a N = gq.

3.2. Descomposicion en sumas

Encontrar todos los n;,my; € N\{0} tales que satisfagan (3.3) para un es
M = N —1 arbitraric, es un problema de célculo combinatorio que involucra
la factorizacién en primos de cada sumando de cada posible suma que dé M.

Por ejemplo, algunas de las posibles descomposiciones distintas en sumas
de un M > 4 son:

M= 1+4(M-1) =24+ (M-=2) =3+ (M -3 =5 2
—1x24(M—-2) =1x3+(M-3)
=1+24+(M-3)

33



Y sin embargo, en esas descomposiciones va podemos encontrar repeticiones:
si M = 5, las descomposiciones: 2+ (M —2) v 3+ (M —3) son la misma 2+ 3.
Por lo que el cilculo de todas las permutaciones debe hacerse con cuidado.

Sin embargo, nuestro problema necesita que sean calculadas todas las
posibles sumas desde M = 1 hasta M = ¢ — 1. Por este motivo se propone
un enfoque recursivo para calcular estas sumas.

La tabla 3.1 contiene todas las sumas del tipo (3.3) para los primeros 6
numeros naturales. Estdn separadas en renglones para indicar el modo en
que se construyeron: ({(n — k) + k) indica que se sumé k a las sumas (ya
calculadas) que se tenian para el nimero (n — k) v se factorizé en caso de ser
necesario (ej. (1+2)+2=1+2x 2).

‘n‘ Sumas ‘ Tipo ‘

1] 1 (n)

5 2 (n)
1x2 ((n—1)+1)

3 3 (n)
1x3,142 ((n—1)+1)
4 (n)

4] 143, 1x4,1x2+2 ((n—1)+1)
2x2,1x2+2 ((n—2)+2)
5 (n)

5| 144, 1x5, 1x3+2 1x2+3, 1+2x2 ((n—1) +1)
1x3+2, 1x2+2,243 ((n—2)+2)
6 (n)
145, 1%x6, 1x4+2 1x3+3, ((n—1)+1)

6] 1x242x2,14+2+3
244, 14243, 1x442, 1 x24+2x%x2,2x3 ((n—2)+2)
8% 2, 1x8+438,1+24+3 ((n—3)+3)

Tabla 3.1: Descomposicién en sumas de log primercs 6 nimeros naturales, escritas en el
formato: m2q x n1+ ...+, X n, (con la simplificacion: m; x 1 = my). Las sumas subrayadas
indican que estan repetidas.

De estos ejemplos ordenados en renglones, es facil establecer un algorit-
mo que calcule todas las descomposiciones en sumas de N a partir de las
descomposiciones anteriores.
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Consideremos la siguiente notacidn:

w Op, = {nimMber,, = {mam, ., ey, tq ngmy + .+ nemy = M,
ng,my, M € NU {0}, V4. Donde ademaés: my < mg < ... < m,.

m X7 es el conjunto total de descomposiciones en sumas distintas posibles
de M: ¥y — Ur,, 01,

Definimos las sumas: oy, +m y Xpr + m, como:

{ramy, .., (5 + 1)my, ..y, by sim = my

01,y +m = (3:8)

{...,njmj,l KM, M1y, },
sl my < m < Mjpq

Yu+mi= Up o, +mk (3.6)

De estas definiciones:
= 07, +m es una nueva descomposicion cuya suma es M + m, es decir:
Tr, M=

O-fM+m = EM«I»m

m Y+ m C Eprem, pero en general: Xpr +m # Xpram.

El algoritmo entonces se reduce a:

1. Calecular:
N
S =Sy + U Sy + DU U{Sy g + 5 B

donde [.] es la funcién entero menor o igual: [3] =0, [5.333] =5, [7.89] =
7, ete.

2. Eliminar sumas repetidas: >3 — Xp.

Nota: (3.7) no incluye las descomposiciones: Xy _ 44y + ([Z]+1) v subse-

cuentes, debido a que cualquier suma con m > [%] va esta considerada en des-
composiciones anteriores (eje. 11 = 14+4+6 se obtiene de (4+6)+1 € Xjp+1
y se repite en X + 6 ).

Implementando este algoritmo en el manipulador algebraico {Maxima en
este caso), encontramos que el nimero de descomposiciones en sumas crece
rapidamente con N.
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‘ N ‘ # de sumas ‘ # de términos H N ‘ # de sumas ‘ # de términos

1 1 2 10 42 5384
2 2 3 12 ik 20496
! 7 124 15 176 133448
7 15 620 20 627 2327400

Tabla 3.2: Numero de descomposiciones distintas en sumas (# de sumas) y niimero de
términos en gy x (# de términos) para algunos de nimeros naturales N.

La tabla 3.2 muestra el nimero de descomposiciones distintas en sumas
y el nimero total de términos que aparecen al sustituir cada Gy, por su
expansién en g, ; correspondiente (antes de factorizarlos en términos de
egm‘g) para algunos de los primeros sistemas de ecuaciones homoldgicas de

orden N. El numero de términos aumenta casi de manera exponencial con
N.

3.3. Problemas de implementacién

Al tratar de implementar este algoritmo en la computadora surgen 2
problemas. El primero es que el nimero de términos distintos de cada sistema
de ecuaciones homoldgicas crece rapidamente al aumentar el orden. Esto
nos asegura que el realizar el aparentemente trivial paso 3 del algoritmo
propuesto {encontrar los coeficientes Fiy) tendrd un costo computacional
cada vez mayor conforme aumente V.

El segundo problema es la representacion de los numeros ¢,. Mientras
que para ciertos nimeros de rotacién p = p/g se tendrd una representacién

cos(26)—
(22) 1)

analitica cerrada (gracias a la identidad cos{f) = + , para la gran

mayoria sélo es posible escribirlos en su expansién decimal (tabla 3.3).

Por lo tanto, para el cdlculo con nimeros de rotacién racionales p = p/gq,
en general serd necesario usar una representacion en punto flotante para
todos los coeficientes usados, y esto introducira un error numérico a nuestro
calculo originalmente sélo algebraico.
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‘ 1/q ‘ g = —2(008(?) —1)

12 |4

1/3 |3

/4 [2,4

1/5 | 1.38107,3.61803
1/6 | 1,3,4

1/7 | 0.75302,2.44504, 3.80194

1/8 | 8—=+/2,38 /24

1/9 | 0.46791,1.6527,3,3.87938

1/12 | 2—+/3,1,3,2++/3,4

1/16 | 2—+//242,2—+/2,2— /2 —+/2,2
V24+2,24+ V22,24 2,2+ V2 +2,4

Tabla 3.3: Coeficientes ¢ calculados para algunos nimeros de rotacién p = 1/g {omi-
tiendo los repetidos).

El nimero de cifras significativas de la representacion de nimero flotante

que se necesitard para un resultado veraz, variara segun el denominador ¢
debido a:

m es necesario resolver al menos los primeros ¢ ordenes de sistemas de
ecuaciones homoldgicas para encontrar el primer valor A, , necesario
para la estimacion de la amplitud de la resonancia.

» al aumentar ¢ aumenta el ndmero de términos en cada sistema de ecua-
ciones homoldgicas y con ello el nimero de operaciones aritméticas
sobre las ¢;’s.

Afortunadamente, el manipulador algebraico usado, permite la defini-
cién de niimeros de punto flotante de precisién arbitraria con la instruccion:
fpprec :##. Sin embargo, ain es posible tener errores de underflow si se
usan imprudentemente rutinas que simplifiguen a racionales las sumas de
términos que componen a cada Fi .
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3.4. Usos: Estimacion del valor critico de =

Ahora bien, un resultado interesante que se puede obtener con los datos
que proporcionard el algoritmo es el establecer una cota para el valor de &
en la que el sistema deja de ser easi-integrable y se vuelve no-integrable o
cadtico.

El teorema KAM nos asegura que al perturbar un sistema integrable, si &
es lo suficientemente pequerio, no todos sus toros invariantes se destruirdn’,
v la gran mayoria? sdlo se deformaran. Pero al aumentar e, lo que se sabe es
que los toros empiezan a desaparecer.

La teoria de Aubry-Mather nos dice que, en el caso de mapeos, los toros
no desaparccen sino que se rompen y forman una estructura cantorial: un
cantoro {cantorus en inglés). Pero no hay un teorema dentro de la teoria que
nos diga en qué momento (para que valor de £) se rompe el 1ltimo toro en
un regién del espacio fase®.

S6lo un estudio sobre el mapeo o KOO particular puede encontrar la cota.
Existen varios métodos para encontrarla, algunos no completamente demos-
trados, pero el més accesible para nuestros datos es el método del trasiape de
resonancias®:
= Dadas 2 resonancias con nimeros de rotacién (racionales) cercanos (p/g

v ¢'/q'), con el algoritmo anterior es posible dar una expresién para el
crecimiento de (la amplitud) de estas: A,/ () v Ay () (figura 3.1).

= Al aumentar el valor de = las resonancias tenderan a superponerse. Esto
no supone forzosamente un problema para el andlisis en formas norma-
les debido a que el nimere de rotacion no estd siempre bien definido
para todos los puntos del espacio fase al aumentar £ de cero®. Justo pa-
ra el valor eritico de £ antes de que se traslapen, cuando las resonancias
son tangentes, todos los circulos con nimero de rotacion irracionales

ITodos aquellos con mimeros de rotacidn racional ¢f se destruirdn.

2La mayoria de toros con nimero de rotacidn irracional.

5Qreene desarrollé un método para determinar la existencia de un circulo invariantes
revisando la estabilidad de drbitas periddicas cercanas, y con esto descubrié que para el
mapeo estandar el dltimo circulo invariante es el de la razén durea: p = v = ‘/5271, perc
calcular el valor critico de & requiere un estudio sobre las fracciones continuas de v [8],
como el hecho por Mackay [7]. Otros métodos se discuten en [2].

4QOriginalmente llamado por Chirikov como: resonance-overlap criterion[3]

5Por ejemplo, los puntos heteroclinicos no tienen un ntimero de rotacién bien definido,

gl n — co dan un p/qg distinto a si se hace n — —oo,
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I

Figura 3.1: Ejemplo de dos resonancias con nimeros de rotacién (p/g v p'/q’) cercanos
v un circulo invariante p intermedio (p' /¢’ < p < p/g).

que pudieran persistir entre las dos resonancias deben romperse (figura
3.2) v una vez rotos, por tener un niimero de rotacién irracional deben
romperse en muchos® mas puntos.

A

p

Figura 3.2: Ejemplo de dos resonancias con nimeros de rotacién (p/g y p//q’) cercanos
tangentes y un circulo invariante p intermedio (p’ /g’ < p < p/q).

m El valor de £, en el que las resonancias se hacen tangentes, es el valor
critico en el que desaparecen todos los circulos invariantes del teorema
KAM, en la regién del espacio fase comprendida entre dos circulos con
nimero de rotacién racional.

8Una cantidad numerable de puntos, formando una estructura cantorial segiin la teoria
de Aubry-Mather.
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\j

Figura 3.3: Ejemplo de la interseccién entre las curvas Ay ralE) ¥ =Dy s, (€) de

donde se obtiene E.(:@.

Este concepto se puede refinarse, si consideramos una particién racional

! 2
del intervalo (&, 2): & = 8 « B » o B o Pl _ Py gglculamos la
(q” q) 7 ) q1 - g1 q y
. . PR 1 ‘ .
£, entre cada dos fracciones consecutivas de la particién: 8,(3) = EC(%, %),
¢ %

tendremos que el maximo de {e@} es también una cota para el valor €} en
el que desaparecen todos los toros-KAM' en el intervalo (1;—:, %). Y debido a
que dos resonancias adyacentes se podran tocar anfes® que resonancias més
alejadas, este maximo serd menor o igual a la primera cota:

/
et < max{e@) < gc(p f—’) (3.8)
q

EJ

Y siempre serd posible mejorar esta cota cada vez que se refine la particion.

Entonces, un algoritmo para estimar e, para el intervalo (0, 1)consiste en:

1. Particionar (0, 1) en intervalos racionales: (0, 1) = (0, 2] U[2L E2] ) U

T 9’ 4
Ay wlyggl €t €. <8<l

2. Calcular las amplitudes A, /. para cada I 1 gg<n,
i
3. Buscar la Eg) entre dos fracciones consecutivas: p;/g; v pir1/9i11 me-
diante un método de interpolacién ( Newton-Raphson, por ejemplo) para
todas las fracciones (figura 3.4).

TCireulos invariantes irracionales del teorema KAM.
SPara un valor de £ menor.
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A
2
1
plg,
pslgs :?-i‘
pila; i -
/><\
pila;
i e = 2 2
el el jg‘f" E
) g'i'

Figura 3.4: Ejemplo de las intersecciones entre varias de las curvas A, . () de una

particidén del intervalo (0,1) y las EE") en que ocurren las intersecciones.

4. Elegir la mayor de las sff) como la correspondiente al intervalo: ,(0,1) =
malx{ggz)} :

Este algoritmo permitira dar una cota a £} pero no podra ser la éptima
debido a que no se considera que:

s La posicidn relativa de las resonancias varia al aumentar £, su Iinea

medic no permanece en p/q sino que se desplaza y se deforma dejando
de ser recta (figura 3.5).

Figura 3.5: Dibujo de la apariencia real de las resonancias como se observan en el mapeo
estandar al aumentar el pardmetro de perturbacién £ de 0.2 a 0.5, [§][11].

» No se esté considerando que las amplitudes de las resonancias pueden
llegar a cruzarse para un valor de £ pero sin que las mismas resonancias
se lleguen a tocar debido a la espaciacién de sus 16bulos (figura 3.6).
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Escande [5] comenté que este era un problema del criterio de Chiri-
kov, las resonancias tienden a encajarse para ocupar el minimo espacio
posible al aumentar el parametro de perturbacién.

A

Q @ @ iz,gmr(,g)

ye)

Figura 3.6: Dibujo de un caso en que dos funciones A
resonancias sean tangentes o se traslapen.

»./e(E) 88 cruzan sin que las
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Capitulo 4

Resultados del algoritmo

En este capitule se presentan los resultados obtenidos con el algoritmo
descrito en el capitulo anterior ya implementado en Maxima. Los resultados
consisten en valores de la amplitud A/, calculados a partir de los coeficientes
A, 4 encontrados con el computo de la forma normal para varios nimeros de
rotacion p/q. Ademas se presentan dos estimaciones distintas del valor critico
de £ hechas a partir de las A,

4.1. Resultados I: Ap/g

La tabla 4.1 presenta los valores de A/, calculados con (2.26) a partir de
los A, , encontrados con el algoritmo para algunos de los primeros nimeros
de rotacién racionales. Con el fin de simplificar los resultados’, se reescalé la
funcién de perturbacién para el mapeo estdndar: V(0,¢) = Z-sen(270).

Como se menciond antes, solo para algunos de los primeros numeros de
rotacion es posible dar una expresién analitica cerrada compacta a sus ¢g’s
y por ello sélo las amplitudes correspondientes a 0/1,1/2,1/3,1/6 y 1/8 son

presentadas también en una expresion analitica a veces compacta®.

IEliminar potencias de .
2E] nimero o que aparece para Ay s tiene la expresion analitica:

e BV2—1
32/ E£218/2 _

donde:
A = 158723758377337563272820802330805823114351610405887,
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/g | Apsq | p/a | Ay

0/1 L2~ 015915572 [ 1/7 0.033799¢7/2
1/2 Le ~ 0.0795772 1/8 [ aet =~ 0.051928¢1
1/3 2632 ny 0.0375136%2 | 1/9 0.090904£%/2
1/4 Y522~ 0.025684< | 1/10 0.178634<°
1/5 0.023034<52 | 1/12 0.932594£5
1/6 | L4/ =~ 0.025554¢°

Tabla 4.1: Amplitudes A,,, encontradas para algunos de log primeros nimeros de rota-
p plg p g P
clon raclonales.

Después de toparse con multiples errores de underflow para 1/8 debidos a
que se le pedia al manipulador usar la expresién analitica de Ay /g, se opté por
usar la representacion de punto flotante para g > 7. Los resultados para 1/8
coincidieron para ambas representaciones, pero era necesario manipular cui-
dadosamente gsg v gs s para evitar errores. Para 1/5,1/7,1/9,1/10 y 1/12
se realizo el calculo con nimeros de punte flotante de 22 cifras significativas.
Las amplitudes encontradas coinciden con las reportadas en la literatura [10].

Es de notar que no fue necesario introducir una traslacién en € para
obtener la forma del seno en la forma normal para ninguna de las resonancias
p : g calculadas. El paso de (2.23) a (2.24) fue automético: F,, = —F, , ¥
ambos eran puramente imaginarios, por lo que en todos los casos:

Fog _ Fag

A — — 4.1
LT 94 —2i o

También es necesario anadir que el tiempo de calculo se incrementa drasti-
camente al aumentar ¢, pasaba de unos cuantos minutos para p/8 a varias
horas para $/12.

v = 224469291768060943810236492359429726669095906944608,
§ = 81075670847TT968600458686202649355356649358851695,
1 = T33813205065132805807170228829428207161069766741680.
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4.2. Resultados II: =,

A partir de los resultados de la seccién anterior se hicieron dos célculos
distintos para estimar el valor critico del parametro de perturbacién e, para el
cual todos los circulos invariantes remanentes del teorema KAM desaparecen.

Ambos célculos se hicieron sobre varias particiones racionales regulares
1, del intervalo (0,1) de la forma: f, = {0, %,%, ...,%, 1}. Por motivos de
tiempo de cémputo y que el propdsito de este trabajo es ilustrar el algoritmo
y no dar una cota exacta a £,, sélo se tomaron las particiones con ¢ =
11,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12}. Las amplitudes A/, de cada miembro de cada
particién se muestran en la tabla 4.2. De la tabla se pueden observar varios

fendmenos:

» Las amplitudes son simétricas: A/, = Ay_p) /4, debido a la simetria de
la funcién coseno y probablemente a la eleccién de V{p, ).

» Las amplitudes A,/ para nimeros de rotacién cercanas a 0.6 y 0.4
tienden a ser mas pequefias que las demds amplitudes del mismo g. Este
fendémeno es acorde con el resultado de Greene de que el ultimo circulo
invariante en romperse para el mapeo estandar es el correspondiente a
la razén aurea: p = vy = % = 0.618033 y, por simetrias del mapeo
estdndar todos las resonancias de nimero de rotacién: p = v+ n [8].
En este caso, por la simetria y precision de los datos también para:
1 —v=038197T y n L.

» Las amplitudes correspondientes a numeros de rotacién cercanos a los
extremos (0 y 1) varian al aumentar g: al principio (1 — 5) disminuyen
y después (6 —+ 12) crecen, conforme se alejan de vy 1 — .
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Kl Boa | a5 | B
1] 9]  LeV2~0151055¢12 = 0.090904 /2
2 |3 =& = 0.079577¢ 2 0.0089 %/
5 | & V2 812 4 (,037513¢%2 L1 9290 0 008751872
2| 2P| g | 2 0.005974 £%/2
- Y15 £2 oy 0.025684¢2 . 0.005974 £%/2
42 & 2 0.079577e 2 | A2.3/2 003751332
2 Y15 £2 ry 0,025684¢7 z 0.0089 %/
£ 0.023034 %2 2 0.090004 %/
E 0.013288 %2 L 0.178634°
2 0.013288 %2 : 0.023034 =52
£ 0.023034 %2 2 0.004915 £°
: %\/% g3 2 0.025554¢3 " ? 0.013288 %/
L 22:%2 % 0.037513:%2 : L e 0.079577e
¢TI L e 0079577 2 0.013288 %2
2| 22302 4 003751372 & 0.004915 £°
2| L/ %~ 0.0265548° - 0.023034 £/
! 0.033709:7/2 z 0.178634 =°
z 0.008638=72 = 0.932504 £°
7|2 0.007602¢7/2 L L /3523~ 0.025554¢3
2 0.007602=7/2 y Y15 .2 0.025684¢2
2 0.008638=7/2 Ll 29w 0i030187°
g 0.033799¢72 || 12 | & 0.002627 £°
: 0.051928 7 2 L e~ 0.079577e
: Y15 2 ry 0.025684¢7 i 0.002627 &°
2 0.005502 £* 2| 232 % 0.037513:%2
8 : L€~ 0.079577¢ 5 Y15 22y (0.025684¢2
: 0.005502 4 . i\/ oas £ a0 0.025554¢°
. VI 22 oy (.025684¢2 i 0.932504 £°
: 0.051028 7

Tabla 4.2: Amplitudes A,q encontradas para las particiones racionales del intervalo

0,1).
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4.2.1. Estimacion £,

La primera estimacién, denotada por £,, consistid en directamente sumar
las amplitudes A/, para todos los miembros de la particién y calcular el
valor de £ para el cual sumaban 1. Este cdlculo es equivalente a apiler un
l6bulo de cada resonancia en la particién v encontrar el valor de £ en que la
columna llega a 1 (figura 4.1).

A

1

Figura 4.1: Estimacién de =, suponiendo las resonancias no se traslapan y sus 1ébulos se
apilan.

La tabla 4.3 muestra los valores de £, encontrados usando un algoritmo
basado en el método de la secante con nimeros de punto Hotante de doble
precision.

e | & Jla | & |
1 10.53 7 2.02
2 9 57 5 1.54
3 5.05 g 144
1 2.03 0 119
5 3.00 2 0.89
6 2.06

Tabla 4.3: Valores de &, y £. encontrados para diversas particiones del intervalo (0,1).
Se puede observar que £, disminuye al aumentar el mimero de fracciones

en la particidn como se esperaba. Sin embargo se acaba superando la cota
reportada en la literatura [8] de: 0.971635, por lo que la informacién obtenida

a7



s6lo nos permite conocer el orden de magnitud de la £, real, pero no acotarla
adecuadamente. Escande [5], en 1985, hizo la observacién que las resonancias
no se apilan como muestra en la figura 4.1, sino que las resonancias se encajan
entre ellas para ocupar el minimo espacio posible. Esto nos muestra que £,
es simplemente una cota inferior del punto de ruptura.

4.2.2. Estimacion £,

La segunda estimacion de ¢, fue la descrita en la seccién 3.4 v se deno-
tard como £.. Se buscd mediante un método de interpolacién el valor ey) en
que las funciones A, /,(g) de dos resonancias con ntimeros de rotacién sucesi-

; 1 ; ; :
VOS: % v % sumaban su diferencia, es decir:

A (i 1
ApsaED) + A y1y/a(E9) = . (4.2)

La tabla 4.4 muestra las distintas 5 encontradas numéricamente a partir
de las amplitudes A, de la tabla 4.2, calculadas con un algoritmo de inter-
polacién Newton-Raphson v nimeros de punto flotante de doble precisién.
La £, reportada corresponde al maximo de las s?). Se puede observar en la
tabla que las £, no son mondtonamente decrecientes como se esperaba, pero
esto es debido en parte a que no todas las particiones son refinaciones una
de la otra. Si cbservamos los valores de £, para particiones que si son una
refinacion una de la otra como: {/s, 14, f5, {12} o {13, I5, f12} podemos notar
que disminuye mondtonamente, pero aun lejos del valor éptimo reportado.

También es interesante notar de la tabla 4.4 que las £, para casi todas
las particiones, corresponde a un intervalo que contiene a la razén aurea:
%<%<g<§<7f<%<17—0<%<%oestaﬂenunintervalodondeunode
sus extremos es cercano a .

Lafigura 4.2 muestra dos graficas con los valores g,(f) reportados en la tabla
4.4. Una linea vertical entre dos nimeros de rotacién % ¥ f;—; indica que en ese
valor de la ordenada (el eje €) sus funciones de amplitud correspondientes

suman: Ap/q(éff)) + Apyy (é,(f)) — |% =,
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Tabla 4.4: Valores de égi) v &, encontrados para las distintas particiones del intervalo

(0,1) usadas.
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Figura 4.2: Valores de 69 reportados en la tabla 4.4. La primer grafica (superior) muestra
(9

todas las £¢7, la segunda (inferior) muestra sélo las menores a 3. A cada particién se le
asigna un color distinto.
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Capitulo 5

Calculo numérico de las
amplitudes

En este capitulo se presentard una forma alterna para obtener las am-
plitudes de las resonancias. El célculo consiste ahora en encontrar numérica-
mente la posicidon de uno de los puntos fijos hiperbdlicos de una resonancia
dada, estimar los valores propios del punto hiperbdlico v con estos calcular
la. amplitud! usando las expresiones de la seccién 2.4.

5.1. El algoritmo numérico

El algoritmo consiste en:

» Dado un nimero de rotacién p/g v un valor de &, localizar uno de sus
puntos fijos hiperbdlicos. Para esto aprovecha la existencia de lag lineas
de simetria del mapeo estandar (figura 5.1} para buscar rdpidamente®

LE] cédigo usado para el computo de esos dos primeros pasos fue elaborado por el Dr.
Arturo Olvera Chavez, quien lo usade y probado en numeras oportunidades para nimeros
de rotacién grandes (g =2 10°). El cddigo estaba escrito en C -+ 4 con cuddruple precisién
¥ permitia usar funciones V (y, ) con multiples armdnicos:

N
Vip, &) = Z g gen (2 k)
k=1

2Computacionalmente es mas econémico hacer una bisqueda a lo largo de un objeto
1-dimensional que en una superficie bidimensional.
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dos puntos fijos de la resonancia p : g. Estas lineas son el el resultado
de reescribir el mapeo estandar como la invelucién de dos funciones
(véase [11]). Al menos dos de los puntos fijos de cualquier resonancia
p 1 ¢ estardn o en las lineas verticales o en las de pendiente 1/2.

'

1

i [

o+1

0 4 1 v
3 @
Figura 5.1: Lineas de simetria para el mapeo estdndar.

m Calcular la pendiente de la recta tangente a a la variedad inestable
en punto fijo hiperbélico encontrado (figura 5.2). Y repetir para la
direccion propia estable.

A, A A
'/':f
7=~

~

‘I".

Figura 5.2: Dibujo ilustrativo del caleulo de Ay.

m Calcular A,/,(¢) con (2.26), a partir de sustituir y despejar los valores
propios en (2.27) para calcular /A, .

» Repetir para varios valores de £ para tener una estadistica sobre la cual
calcular el factor constante que multiplica a £%/% en la férmula (2.26).
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Para alcanzar una precisién aceptable fue necesario usar que el programa
estuviera escrito en cuadruple precisién. La diferencia: A, — A_ es cada vez
més pequefia conforme aumentaba ¢ o disminufa® . De otra forma el cociente

/\;7/2* introducia un error grande?.

5.2. Resultados del algoritmo numérico

La tabla 5.1 se presentan algunas de las A, calculadas algebraica (con

formas normales) y numéricamente para su comparacién. Hay que notar que
)

pequefio muestreo hecho sobre los datos (A,/,(5;)) que proporciona el pro-
grama en C. La regresién solamente se hizo con 5 puntos (5 valores distintos
de =) y sélo se trato de ajustar la constante enfrente del factor £9/2 de la
formula (2.26) de A,/,; no se estimo el exponente de £ (como se hace en [10])
porque ello requeriria un muestreo mucho mayor.

Se obgerva de la tabla 5.1 que la discrepancia entre las amplitudes encon-
tradas por ambos métodos ocurre en general en la cuarta cifra decimal. Para
nimeros de rotacién p/q con g > 10, se encontraron discrepancias crecientes
entre ambos cédigos ¥y es necesario un estudio detallado para determinar la

la. amplitud reportada Agﬁ;m es el resultado de una regresién hecha sobre un

causa:

m puede ser que el error acumulado por literalmente miles de operacio-
nes aritméticas en el cédigo de formas normales sea més grande de lo
previsto,

m puede que el programa en C necesite un muestreo mayor para también
estimar el exponente de g,

» puede que la contribucidn de los siguientes términos en = de la forma
normal sean inusualmente grandes para algunos nimeros de rotacion,

m elc.

Ademas es importante senialar que en comparacién con el script de Maxima,
el tiempo de calculo del programa en C nunca fue superior a unos cuantos

5lis necesario usar € pequeias para estar trabajando dentro de la aproximacién en que
es valida la forma normal v la aproximacién del péndulo.
4De 15 % a nan.
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p/q A}U q AP q

0/1 —e!? & 01591552 —

1/2 ¢ =~ 007977« |0.079692¢
1/3 232  (.037513%2 | 0.037523 %2
1/4 YI5:2 o 0.025684¢ | 0.025688¢
1/5 0.023034 2 | 0.023033 /2
2/5 0.013288 /2 | 0.0132897 £°/2
1/6 | £4/ 3% ~ 0025554 | 0.025527°
1/7 0.033799:7/2 | 0.033672=7/2
2/7 0.008638 =772 | 0.008640 7/
1/8 0051928 " | 0.051433¢"
3/8 0.005502" | 0.005497 &*
1/9 0.090004 %2 | 0.089068 £¥/*
2/9 0.0089¢%% | 0.008881 "2
4/9 0.005974¢%2 | 0.005983 £%/2
1/10 0.178633:" | 0.171930¢"
3/10 0.004915:" | 0.003901 &
7/10 0.004915:" | 0.004896 <"
1/12 0.932504:5 | 0.628262°
7/12 0.002627:° [ 0.002244¢°

Tabla 5.1: Amplitudes A, 4 encontradas para algunos nimeros de rotacion racionales.

A;J/EZ) son las amplitudes calculadas con formas normales (con numeros de punto flotante

de 22 cifras significativas) y Ag}zm) las calculadas numéricamente (con cuadruple precisién:

(num)

o/1  porque el programa en C no

32 cifras significativas). No se presenta la amplitud A
conslderaba evaluar este numerc de rotacion.

segundos, lo que supone una ventaja considerable sobre el calculo exacto® de
las formas normales.

Por lo cercano de los valores encontrados entre este cédigo y el script de
Maxima, se omite el cdlculo de las estimaciones £, y £, hechas en el capitulo
anterior.

5El primer término de la expansién asintdtica es calculado tan exactamente como lo
permite la representacion numeérica de los coeficientes cy.
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Capitulo 6

Conclusiones

El presente trabajo muestra que es posible obtener estimaciones de la
amplitudes de las estructuras formadas por el drbitas (resonancias) predichas
por el teorema de punto fijo de Birkhoff v que una primera imagen de estas
estructuras es la de las separatrices del péndulo.

El célculo algebraico de las formas normales permite calcular asintdtica-
mente los valores de las amplitudes, teniendo como limitantes la precisién de
la representaciéon numérica de los coeficientes ci. El script escrito en Maxima
puede ser usado para calcular logs armdnicos de la forma normal a un orden
arbitrario y para cualquier nimero de rotacién racional, aunque esto puede
precisar una capacidad de computo sustancial.

Una ventaja de este algoritmo es que es facilmente generalizable para
para. funciones periédicas V' (¢, =) més complejas que la funcién seno siempre
y cuando se conozca su expansion de Fourier:

Vip,e) = cxle)e™™ ke (6.1)

keZ
En particular, para:
V(SOJ 8) - Z gj Z (cz'ez'ﬂ'?:kip + cge—Zﬂ'ikgp) (62)
j=0 kel

el tinico cambio seria cambiar en (2.13), (2.15) los factores: Gyi, por cfanTﬁij.
El problema subyacente del algoritmo de formas normales con la repre-
sentacion de los coeficientes ¢ podria atenuarse si se sustituyeran los valores
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de ¢ hasta el final del compute para reducir el numero de redondeos que
se hacen en cada paso para calcular las Fp . Sin embargo, en ese caso el
algoritmo tendria que trabajar con expresiones como:

1 1 1

— — — 16 términos
128 mepeacscgcs 256 Tt caeqcs 1287rc%c22(:4c:5+( )

Fog —

en vez de sdlo:
99

= 102407

para el caso de p/g = 1/6. Y el niimero de términos crece de manera galopante
al aumentar g, por ejemplo, los Fig; tienen en promedio 854 términos. Por
lo tanto la demanda de memoria y tiempo de computo seria alin mMayor
(debido a que la cantidad de términos crece exponencialmente).

Ademads fue posible percibir los efectos de los llamados circulos dorados
del mapeo estdndar! en la estimacién del valor criticos del pardmetro de per-
turbacién; aunque no fue posible dar una buena cota para dicho valor. Por
lo reportado en la literatura ([8], [10]) para usar este algoritmo para encon-
trar una buena cota, probablemente sea necesario usar un ntimero mayor de
resonancias® (g ~ 10%) y usar la forma explicita del cambio de variable que
da las formas normales para poder localizar la posicién aproximada de las
resonancias en el espacio fase y asf tomar en cuenta lo dicho por Escande [5].

Faa

Por otro lado, el cdlculo numérico de la amplitud es significativamente més
rapido v probablemente, para g > 10, mas preciso que el calculo algebraico
por no necesitar realizar literalmente miles de operaciones aritméticas sobre
los nimeros representados con punto flotante. Sin embarge, este método no
proporciona informacién cualitativa de la forma de la resonancia al aumentar
el parametro de perturbacion, sdlo percibe los efectos netos en la amplitud
del 1ébulo v no la compleja estructura que comienza a aparecer cerca de los
puntos hiperbdlicos [8][11].

IEl conjunto de circulos con ntimero de rotacién: 4 + n [].
2Como se hace en [4].
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