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INTRODUCCION

Un resultado muy conocido en topologia algebraica es la clasificacién de haces
G-principales sobre complejos CW. Hay dos maneras maneras de hacerla, una
homotopica y otra “cohomoldgica”, esta tltima en general es no-abeliana. La
primera se da tomando las clases de homotopia [X, BG|, donde BG es el espacio
clasificante del grupo topoldgico G y usando la existencia de una haz universal
EG — BG, de manera que la funcién que asocia a cada clase de homotopia
[f: X — BG] la clase de isomorfismo del pullback f*(EG) — X es biyectiva.
La otra clasificacién se hace sobre cualquier espacio topoldgico, usando que los
haces G-principales inducen una familia de funciones que forman un cociclo.
Los cociclos sobre una cubierta abierta U fija se agrupan de manera natural
en un conjunto H LU;G) donde G es la pregavilla de funciones continuas con
valores en G. Esta relacién da una biyeccion entre las clases de isomorfismo de
haces G-principales sobre la cubierta U, k% (X) = H LU;G) y se obtiene una
biyeccién “global” kq(X) = H'(X;G) tomando colimites sobre las cubiertas. Si
restringimos lo anterior a complejos CW, obtenemos una biyeccién H! (X;06) =
[X, BG]. Sin embargo la primera biyeccién kg (X) = [X, BG| estd dada por la
existencia de extensiones de secciones y no hay una correspondencia especifica
de cociclos en funciones continuas.

En el primer capitulo vamos a dar algunos conceptos bésicos sobre espacios
simpliciales y categorias topoldgicas que relacionaremos mediante el nervio de
una categoria. Usando esto, daremos la construccion del espacio BG de P. May
([15]) que se obtiene a partir de la realizacién geométrica del nervio de una
categoria topoldgica asociada al grupo topolégico G y veremos que en efecto
es un espacio clasificante en el sentido usual, es decir, hay un haz G-principal
p: EG — BG con EG un espacio contraible.

Siguiendo las ideas del inicio del articulo de P. Gainza [8] basadas en [7],
se puede dar una funcién entre cociclos y clases de homotopia, H HX;6) —
[X, BG] cuando el espacio es paracompacto. Esta regla de correspondencia estd
hecha con la realizacién geométrica “gorda” de espacios simpliciales que esta
bien desarrollada en [7]. En el segundo capitulo de este trabajo, daremos la
correspondencia con la realizacién geometrica usual siguiendo [3] y veremos que
es biyectiva.

Terminaremos dando una prueba de Huber ([10]) de un resultado cldsico
que es el isomorfismo entre la cohomologia homotépica de espacios paracom-
pactos con coeficientes en un grupo abeliano L y la cohomologia de Cech con
coeficientes en la gavilla de funciones localmente constantes con valores en L.
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Este isomorfismo se da entre cohomologia de gavillas y cohomologia homotépica,
pero la cohomologia de Cech sobre espacios paracompactos es isomorfa a la coho-
mologia de gavillas. Para construir este isomorfismo daremos algunos conceptos
bésicos de ambas teorias sin entrar en muchos detalles.
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CapiTULO 1

EsPACIO CLASIFICANTE

Vamos a construir un modelo del espacio clasificante de un grupo topolégico
G (en una categoria adecuada). Para esto, veremos a G como una categoria y
veremos cémo asociarle a una categoria arbitraria un espacio clasificante.

1.1 Conjuntos Simpliciales y la Realizacién Geométrica

DEFINICION 1.1.1. Sea C una categoria. Un objeto simplicial en C es un funtor
contravariante K: A — C, donde A es la categoria cuyos objetos son los con-
juntos finitos ordenados @ = {0, 1,...,n} y sus morfismos son funciones f que
preservan el orden no estrictamente, es decir, si ¢ < j entonces f(i) < f(j).

Para entender mejor cémo es un objeto simplicial, analicemos la categoria
A. Consideremos los siguientes morfismosen A: d;:n—1—>nys:n+1—7n
que estan dados para cada 0 < i < n por

< k si k<i _ k si k<1
di(k)_{k+1 si k> 8i(k>_{k—1 si k> .

Cada morfismo en A se puede factorizar mediante las funciones d; y 5;, de
manera que si K: A — C es un objeto simplicial, entonces K estd determinado
por K,, y por los morfismos

dil Kn — Kn—l Si- Kn — Kn+1
en C, donde K,, = K(m) para cada n > 0, K(d;) = d; y K(5;) = s; para cada
0 <4 < n. Llamamos a los morfismos d; operadores cara y a los morfismos s;
operadores degenerados. Un elemento x € K, es degenerado si x = s;(y) para
algin y € K,,_;. De las propiedades heredadas por d; y ;, se sigue que d; y s;
satisfacen las siguientes igualdades:

diodj:dj_lodi st 1<

ijlodi st 1< ]
dios; = Id  sii=jéi=j+1
Sdei,]_ SZZ>]+1
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5;08; =8;4108; st 1< j.

Sean K, L: A — C objetos simpliciales y tomemos una transformacién natural
entre ellos, digamos ¢: K = L. Entonces para cada n > 0 tenemos que los
siguientes diagramas conmutan

Pn $Pn
Kn Ln Kn - Ln .
Yn—1 Pn+1
Kn—l _— Ln—l Kn+1 e Ln+1

En este caso, decimos que p: K — L es un morfismo simplicial. De esta manera,
podemos organizar objetos y morfismos simpliciales en categorias que se denotan
Ca, Func(A,C) 6 CA”. Un caso ya muy conocido es cuando K: A — Set,
que llamamos conjunto simplicial. Una manera de caracterizar a los conjuntos
simpliciales es con los funtores contravariantes An: A — Set, que denotan
al funtor Homa(-,m) para cada n > 0. Como AT es representable, por el
Lema de Yoneda hay una biyeccion K, = Homget, (AT, K) para cada n > 0
y cada conjunto simplicial K. Una ventaja de los conjuntos simpliciales es
que podemos asociarles espacios topoldgicos con propiedades muy buenas, por
ejemplo complejos CW.

DEFINICION 1.1.2. Sea K un conjunto simplicial y A" C R"*! el n-simplejo

estandar, es decir, A" = {({g,...,t,) € R"™ |0 < ¢t; <1y S t; =1}
Definimos la resolucion geométrica de K como

K| = (] K x A™)/ ~

n>0

donde la relacién ~ estd dada como sigue. Consideremos 6;: A"~1 — A" y
o;: A"t — A" las funciones definidas en los generadores e; de R* como

o4 & J<i oyl g
se) =19 IS v e ={0 IS

con 0 <14 < n. Entonces ~ es la relacién generada por
K, x A" 3 (a,6;(t)) ~ (di(a),t) € K, 1 x A"
K1 x A" 5 (si(a),t) ~ (a,04(t)) € K, x A"
donde d; y s; son los operadores cara y degenerados de K.

La topologia de |K| es la inducida por la filtracién

k
Fy|K| = (| | Kn x A™),

n=0
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donde K, tiene la topologia discreta, A™ la de subespacio de R"+! y

m |_|K,,)<A”H|K|
n>0

es la aplicacién cociente. |K| tiene una estructura de complejo CW con una n-
celda por cada n-simplejo no degenerado. Dado un punto (a,t), se puede probar
que existe un tinico punto no-degenerado (b, s), es decir, b es no-degenerado y s
es un punto interior, de manera que [a,t] = [b, s] en |K]|.

EJEMPLO 1.1.3. Sea S un conjunto y consideremos a .S como conjunto simplicial,
es decir, S, = S para cada n > 0, donde los operadores cara y degenerados son
identidades. Entonces |S| & S ya que cada punto (s,t) es degenerado salvo
So x AY = S x {x} y por lo tanto |S| = S x {x} = S.

EJEMPLO 1.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Podemos asociarle un complejo
CW a X de la siguiente manera: definimos un conjunto simplicial SX como
(8X), = {o: A" — X | o es continua}, donde d;: (§X), — (SX)p_1 ¥y
$i: (8X)y — (8X)p41 estdn dados por di(0) = o 0d; y si(0) = o o o;. Milnor
probé que la funcién py : |[SX| — X dada por px(o,t) = o(t) es una equivalen-
cia homotopica débil.

Si f: K — L es una funcién simplicial, definimos |f|: |K| — |L| como
|f|([a,t]) = [f(a),t], la cual resulta continua ya que f conmuta con los oper-
adores cara y degenerados de manera que la funciéon f x Id pasa al cociente y
define | f|. Esto nos da un funtor

| - |: Seta — CW.

Por otro lado, si f: X — Y es una funcién continua, definimos Sf: SX — SY
como (Sf)n: (§X)n — (8Y)n, 0 — f oo para cada n > 0 que claramente
conmuta con los operadores cara y degenerados. Asi, tenemos un funtor

S(.): Top — Setna.
Se puede probar que S(_) y | - | son funtores adjuntos, es decir, hay una biyeccién
Hompop(|K|, X) = Homge, (K, SX)

para cada espacio X y cada conjunto simplicial K.
Recordemos que una categoria C es pequena si los objetos de C, Obj(C) y los
morfismos More son conjuntos.

DEFINICION 1.1.5. Sea C una categoria pequena. Definimos el nervio de C que
denotamos por NC como sigue: consideremos sucesiones finitas de morfismos

XO n Xl L2 e L Xn—l In Xn )

definimos el conjunto simplicial NC como
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(NC)p = {(f1, s fn) € More x --- x Morc | fiy1 0 fi estd definida}.

n veces

Definimos d;: (NC),, = (NC)p—1 v 8;: (NC);, = (NC)p41 como

(f2)"')fn> Si 'LZO
di(fi,ees fn) = (fro fix10 fis s fn) 81 0<i<n
(f1seey frm1) st i=mn
Si(fl)"'?fn) = (fl)"'?fiaIdC“fi.i,_]_,...,fn)7
donde f;: C;_1 — C; con 0 < i < n.

Asi, obtenemos un conjunto simplicial NC: A — Set dado por NC(n) =
(NC)n, NC(dZ) =d;y NC(gi) = S;.

NortaA 1.1.6. Dada una categoria pequena, podemos asociarle un espacio topolé-
gico (complejo CW) |NC|. Este espacio es de interés cuando C tiene estructura
de monoide, es decir, C tiene un sélo objeto y hay una operacién (bifuntor)
C®C — C junto con un morfismo I que actia trivialmente tanto por la izquierda
como por la derecha.

Ahora, consideremos F': C — D un funtor entre categorias pequenas, en-
tonces tenemos una funcién simplicial NF: NC — ND que para cada n > 0,
(NF)p: (NC) — (ND), esté definida por (NF)(fr s fa) = (F(f1)s s F(f2))-
En efecto, como F' es funtor, (NF),, estd bien definida y adem4s,

di o (NE)u(fiy oo fn) = (E(f1)y s F(fia) 0 F(fi), s F(fn)) =
(ECf1)s s E(firr 0 fi)y s F(fn)) = (NF)p—1 0 di(fr, s fu) ¥
o (NE)n(f1sefn) = (E(f1), s Idp(cyys s F(fn)) =
F(fl), o F(Ide,), o F(f)) = (NF)pg1 0 8i(f1, s fu)-

Sea cat la categoria cuyos objeto son categorias pequenas y morfismos fun-
tores entre ellas. Hemos construido un funtor (el funtor nervio)

N: cat — Seta.

1.2 Categorias Topolégicas y Espacios Simpliciales

Quremos estudiar el caso de objetos simpliciales en Top, es decir, funtores con-
travariantes K: A — Top. Dado un conjunto simplicial K, podemos dotar a
cada conjunto K, con la topologia discreta y obtenemos un espacio simplicial
discreto. Andlogamente al ejemplo 1.1.3, dado un espacio X podemos verlo
como espacio simplicial de manera que |X| = X como espacios topoldgicos. En
particular nos interesan los nervios de categorias NC: A — Top y para esto
necesitamos que los operadores cara y degenerados de 1.1.5 sean continuos.
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DEFINICION 1.2.1. Sea C una categoria pequena. Decimos que C es una categoria
topoldgica si 0bj(C) y More son espacios topoldgicos y ademds, pedimos que las
siguientes funciones sean continuas:

1. More — Obj(C) x Obj(C) dada por f +— (C,C"), donde f es un morfismo
en More(C,C").

2. La composicién de morfismos More * More — More, (f,9) — (g o f)
donde More * More = {(f,g) | g o f estd definida} C More x More.

3. Obj(C) — Morc dada por C — Idc.
Estas funciones se les llama funciones estructurales.

EJEMPLO 1.2.2. Podemos asociarle a un grupo topoldgico G la categoria que
tiene un solo objeto * y los morfismos son los elementos de G cuya composicién
estd dada por la operacién en el grupo, es decir, g2 0 g1 = g192. En este caso
Id, = e y tenemos que la composicién de morfismos es asociativa ya que G es
grupo. En efecto,

g30(g2091) = (92091)93 = (9192)93 ¥

(g3 092) 0 g1 = (9293) © 91 = 91(9293)-

De esta manera, si denotamos por G a esta categoria tenemos que Obj(G) =
{x} y Morg = G son espacios topoldgicos. Para ver que G es una categoria
topoldgica falta verificar que las tres funciones de la definiciéon 1.2.1 son conti-
nuas.

1. La funcién G — {e, e} es constante y por lo tanto continua.

2. Dados morfismos g1, g2 € G tenemos que g1g2 € G, entonces la funciéon
G+ G =G x G — G estd dada por (g1, g2) — g2 © g1 = g1g2 que es continua ya
que la multiplicacién G x G — G es continua.

3. Finalmente {x} — G dada por * — Id, es claramente continua.

EJEMPLO 1.2.3. Otra categoria que se le puede asociar a un grupo topolégico
G es G, donde Obj(G) = G y dados g1,g2 € G el tinico morfismo g; — go
es (g1,92) y por lo tanto Mors = G x G. Esto es en efecto una categoria ya
que si g € G, Id, = (g9,9) v tenemos la composicién (g1, g2)(g2, 93) = (91, 93)
que es asociativa pues (g1, 92)((92, 93) (93, 94)) = (91, 92)(92, 94) = (91, 94) y por

otro lado ((g1,92)(92,93))(93,94) = (91,93)(93,94) = (91,94). Los objetos y
morfismos de G son espacios topolégicos. En este caso Homga(g1,92) es un

punto. Veamos que G es una categoria topoldgica:

1. La funcién Morg = G x G — Obj(G) x Obj(G) = G x G est4 dada por
(91,92) — (g1, 92) que es la identidad.

2. La composicién (GXG)x(GxG) — GxG, ((91,92), (g2, 93)) — (g1,93) es
la restriccion de la proyeccién G X G x G x G — G x G, (g1, 92, 93, 94) — (91, 94)
y por lo tanto es continua.

3. La funcién G — G x G dada por g — (g, g) es la funcién diagonal que es
continua.
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EJEMPLO 1.2.4. Sea X un espacio topolégico y consideremos una cubierta
abierta U = {U, }aea de X. Definimos la categoria Xy, de la siguiente manera:
los objetos de X, son de la forma (x,a) donde z € U, para alguna o € A.
Dados (z,a) y (y, ) existe un morfismo (z,a) — (y,3) siy sélosiy =z y
lo denotamos (x, (o, 8)). Esto quiere decir que existe un morfismo si y sélo si
x € Uy NUg. De esta manera tenemos que

Obj(Xy) = | | Ua y Morx, = | | UanUps
aEA a,BEA

L. La funcién |, 5ep UaNUs = (Upen Ua) X (Uaen Ua) es continua ya que
estd dada por las inclusiones U, NUg — Uy y Uy NUg — Ug.

2. Notemos que la composicién de dos morfismos (y, (9,7)) o (z, (o, 3)) esta
definida si y sélo si x =y y 8 = J, lo que implica que = estd en U, NUg N U,.
Asi, podemos escribir Morx,, * Morx,, = |_|a7577€A U,NUgNU, y la funcién
Morx, *Morx, — Morx, estd dada por las inclusiones U,NUgNU,, — U,NU,.

3. La funcién Objx,, — Morx,, estd inducida por la identidad Uy, — U, y
por lo tanto es continua.

NotA 1.2.5. En el contexto de oo-categorias el nombre de categoria topoldgi-
ca tiene otro significado, ya que en este caso los espacios simpliciales no son de
interés, y se define como una categoria enriquecida sobre la categoria de espacios
compactamente generados, es decir, para cada par de objetos, el conjunto de
morfismos entre ellos son un espacio compactamente generado, y ademas se pide
que la composiciéon de morfismos sea una funcién continua.

Proposicién 1.2.6. Sea C una categoria topolégica, entonces el nervio NC: A —
Top es un espacio simplicial.

Demostracion. Para los operadores cara, si ¢ = 1 6 n, d; es una proyecciéon y
por lo tanto es continua. Para ver que d; es continua si 0 < i < n consideremos
la funcién composicién ¢: More * More — More, (f,g9) — (go f). Entonces

di = Idprore X+ X Idprore X¢ X Idprore X -+ X Idprore)

i veces n—i—1 veces

y como C es una categoria topoldgica, ¢ es continua, lo que implica que d; es
continua. Para ver que s; es continua, considremos h dada por la composicion

proy2

More — Obj(C) x Obj(C) ——= Obj(C) —— Mor¢

donde las funciones More — Obj(C) x Obj(C) y Obj(C) — Morc estan dadas
por f— (C,C") con f € More(C,C") y C — Idc respectivamente. Ahora, h
es continua pues C es una categoria topoldgica y como

S; = IdMo'rc X e X IdMorc X(IdMorc,h) X IdMD’I“c7~"7IdMO’r‘c)

1 veces n—i veces

se sigue que s; es continua para 0 < i < n. Asi, tenemos que NC: A — Top. O
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DEFINICION 1.2.7. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es un k-espacio,
si se satisface lo siguiente: C' C X es cerrado si y sélo si para cada f: K — X
donde f es continua y K es compacto y Hausdorff, se tiene que f~1(C) es
cerrado en K.

Nora 1.2.8. Dado un espacio topoldgico arbitrario Y, podemos modificar su to-
pologia para que sea un k-espacio, que denotamos por k(Y'). Esta construccién
define un funtor k: Top — k-Top, donde k-Top es la categoria de k-espacios.
En k-Top definimos el producto X X5 Y = k(X x Y). También tenemos:

1. Id: k(X) — X es continua.

2. Id induce isomorfismos en los grupos de homotopia y de homologia en
espacios arbitrarios.

Los k-espacios satisfacen lo siguiente:

1. Si X es un k-espacio y p: X — Y es una identificacién, entonces Y es un
k-espacio.

2. Sip: X - Y yq: X’ — Y’ son identificaciones entre k-espacios, entonces
pxq: X X X' =Y x, Y es identificacidn.

Proposiciéon 1.2.9. Sean K y L espacios simpliciales. Consideremos las
proyecciones (simpliciales) m1: K x L — K y m: K x L — L. Entonces

(Im1], |m2]): |K x L] —| K| x| L]
es un homeomorfismo donde |K| x| L| es el producto de k-espacios.

Demostracion. Sea (u,v) € AP x A7y denotemos u = (tg, ...,tp) en AP y v =
(th, - ty) en A?. Consideremos

um ="t con 0<m<p y v"=>"_t con 0<n<gq

Jj=0"J

y ordenemos al conjunto {u®,...,uP~ 0% ..., 0971} de menor a mayor, digamos
w’ < w' <o <wPtITL Definimos w € APTY como w = (tf), ..., )/, ), donde
t = wk —w*~1 tomando w=! = 0y wP*? = 1. w est4 bien definido ya que la
suma

p+q p+q

E ) = E (wh —wh ) = —w ! Pt =1.

k=0 k=0
Consideremos sucesiones de numeros ajenas i; < --- < igy j1 < --- < j, (que

no son necesariamente Unicas) tales que
wle € {uY, ..., uP~} y wiv € {00, . vIT} (%)

paracada 1l <s<py 1l <r <gq. Entonces

. . " 1" " " 1" "
0y 000 (W) =04 000, (B, B sty F st oy Ty,
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donde (t 5, ... tg,,) = (wit — wlk=1 . wPtd —wir) = (ty,...,t,) para alguna
0 < k < p. Desarrollando

1 1 1 1 " " "
G1y 000, (W) = (H, oot A+t ] ot ] ]t )

y cada suma anula a todos los wi* € {v°,...,vP~1}. Por lo tanto

-1

oy 000 (w) = (W —wTh L w =W ) = (g, ty) =

De manera similar o, o---00; (w) = v. Definimos (: |K| x |L| —| K x L| como

(([:v,u], [yavD = [(Siq 0--0 Sil(x)7sjp 00 Sjl(y))’w]7

donde z € K, y y € L,. Para ver que ( estd bien definida, hay que probar que no
depende de los representantes de [z, u], [y, v] ni de las suceciones I = {i1, ..., i},
J = {j1,..,Jp}. La primera se sigue de que cada punto en la realizacién tiene
un unico punto no-degenerado como representante. Para ver que no depende
de I, J supongamos sin pérdida de generalidad que (z,u), (y,v) son puntos no-
degenrades y observemos que las sucesiones dependen del orden w® < ... <
wPt971 de manera que las sucesiones no son tnicas si tenemos w* = w*t!,
donde necesariamente w* € {u?,...,uP~1} y wFt! € {00 ..., 0771} o viceversa,
ya que u,v son puntos interiores. Supongamos que I = {ig,...,i,} v J' =
{70, -+ Ji} son otras sucesiones que satisfacen (*). Por lo anterior, I, 1"y J, J'
coinciden en todos los nimeros salvo en un nimero k tal que k € INJ' y
k+1eI'nJ. Usando que dj o sy = di 0 Sgo1 = Id obtenemos que

dy(si, 0+ 084, (), 85, 0085 (y)) =
(8iy—10---08g0---054(x),8),0 - 08ky10---05;5(y)).
Finalmente, w = (t{, ..., _1,0,¢}, 1,...,t; ), lo que implica que
Ok (E0s oos 15 Uiy woes s ) = W
Veamos que ( es la inversa de (|m1], |m2|). Sean z € K, y y € L, entonces
(Imal, |ma]) o C([2, ul, [y, v]) = (Imaf, [w2)(si, 0 - - 0 86, (), 85, 0 -~ 055, (y), w] =

([si, 0084 (@), w], [s5, 0055 (y), w])

por lo anterior ¢;, o --- 00y (w) = uy g5, 0---00; (w) = v, lo que implica
que (|m1],|m2]) o {([=,u], [y, v]) = ([x,u], [y,v]). Por otro lado, sea ((x,y),u) en
K, x L, x AP, entonces

¢o(Iml, [mDl(z,y), ul = ([, u], [y, u]) =

([si, 0+ 083y (2), a(u, u)], [s3, 0 -+ 0 54, (), w]),

donde g, 0---00; (w) = wlo que implica que (o (|my], |m2|)[(x,y), u] = [(x,y), u].
Para ver que ( es continua primero veamos lo siguiente. Denotemos por
K(I,J) C AP x A% al subespacio que consta de los puntos (u,v) que estdn
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determinados por las sucesiones I y J, es decir, o;, 0 --- 00y (w) = u y
0j, 000 (w) =wvconw € APt Consideremos la funcién (07,6;): APT? —
AP x A% donde 0f = 04, 0---00;, y 05 =04 0---00;, . La funcién (0;,0;) es
continua (ya que cada oy, es continua). Tenemos que K (I,.J) = (6;,6;)(APT)
y como A" es compacto y Hausdorff para cada n > 0, se tiene que K(I,J) es
cerrado en AP x AY. Ahora, (I, J): K(I,J) — APT? dada por a(4, j)(u,v) = w
es una composicién de sumas y proyecciones, lo que implica que es continua.
Consideremos el siguiente diagrama

TTXTT

Kp X Ly x AP x A —=5 (K, x AP) x (Ly x A7) 275 F|K| x F,|L

Jo

K, x Lgx K(I,J) —— Kp1q X Lpyq x APY —— F . |K X L
sTxs? xa(l,J) i

donde s’ =s; 0---0s; y s/ =s; o---0s;,. Claramente el diagrama conmuta.
Por lo anterior s x s/ x «(I,J) es continua para cada par de sucesiones de
ntmeros I,J. Ahora, AP x A? es la unién de un nimero finito de K(I,J)
que son cerrados y las composiciones 7 o s x s/ x a(I,.J) coniciden en las
intersecciones por lo anterior, de manera que se pueden pegar a una funcién
continua a: K, x Ly x AP x A1 — F,. |K x L|. Como 7 es identificacién y
(Xpx AP) x (Y, x A?) es el producto de k-espacio, m X 7 también es identificacién,
lo que implica que (| es continua. Por lo tanto ¢ es contina y (|m1],|m2|) es un
homeomorfismo. O

Nota 1.2.10. El producto usual de dos complejos C'W numerables es homeo-
morfo al producto en k-T'op. La referencia de esto es [13].

CONVENCION: En adelante vamos a necesitar que |K| x |L| & |K x L| para
cualesquiera espacios simpliciales. Para asegurar esto es necesario que el pro-
ducto sea el de k-espacios, y por esto vamos a trabajar en la subcategoria plena
de Top, k-Top cuyos objetos son k-espacios (més detalles en [16]). Tomando
espacios simpliciales K: A — Top, la realizacién geométrica satisface

| - |: Topa — k-Top.

En efecto, cada K, x A™ es un k-espacio ya que A" es compacto y como
T o0 Kn X A" — |K| es identificacion se tiene que |K| es un k-espacio.
Como vamos a seguir [17], entonces también pediremos que los espacios X sean
débilmente Hausdorff, es decir, si para cualquier funcién continua f: K — X
con K compacto y Hausdorff, f(K) es cerrado en X.

DEFINICION 1.2.11. Sea C una categoria topoldgica y consideremos el espacio
simplicial NC. Definimos el espacio clasificante de C como

BC = |NC|.
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Consideremos GG como categoria topoldgica y tomemos el espacio simplicial
asociado NG que esta dado por (NG),, = G" = G x --- X G, junto con opera-
———

n

dores d;: (NG),, — (NG),—1 dados por

(g2, s gn) 1=0
di(g1, s 9n) = (G154, Gim1, GiGit1, s gn) 0<i<n
(917"'7977,71) 1 =n,

y $i: (NG)p, — (NG)pt+1 dados por s;(g1,--y9n) = (g1, e, Gir €, Git1y ey Gnt1)-
Entonces tenemos

BG =|NG|= | |(NG), x A"/ ~ .
n>0

Denotemos (BG),, = (NG),. BG est4 filtrado por

(BG)" = |i| (BG) x AF/ ~ .
k=0

A cada elemento de la filtracién le damos la topologia cociente y BG tiene la
topologia coherente con la filtracién.

EJjEMPLO 1.2.12. Consideremos Zs como categoria topoldgica. Entonces BZo =
RP>.
Proposicion 1.2.13. Sea G un grupo topolégico abeliano, entonces BG es un

grupo topoldgico.

Demostracion. Consideremos los espacios simpliciales NG y NG x NG. Como
G es abeliano, el producto G x G — G es un homomorfismo que induce una
funcién simplicial NG x NG — NG de manera que al pasar a la realizacion
geométrica obtenemos

BG x BG = |NG| x| NG| “— |NG x NG| — |[NG| = BG

que es el producto en BG. O

Para ver que BG es en efecto un espacio clasificante del grupo G, tenemos
que probar la existencia de un haz G-principal, P — BG, con P un espacio
contraible.

1.3 Una Construccion del Haz G-principal Universal

Tomemos G un grupo topoldgico (trabajamos en k-Top). Vamos a construir un
espacio simplicial (EG), de la siguiente manera: definimos

(EG), =G"" =G x---x G,
1
n+
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y di: (EG),, — (EG)p—1 como

d; s e = (92, 7gn+1) 7 -
1(90 7971) {(917 <03 9i—15,9i9i+1, "'agn-l-l) 0<i<n

Yy si: (EG)n - (EG)n+1 como si(glv 7gn) = (gla - 9i5 €, Ji+1, ~"agn+1)' Defi-
nimos FG como la realizacion geométrica

(BEG).| = | |(EG), x A"/ ~ .

n>0

Denotemos (BG). = NG. Para cada n tenemos la proyeccién p,,: (EG), —
(BG),, dada por

pn(gla ~"agnagn+1) = (91, 7gn)
que inducen la funcién simplicial p,.: (FG). — (BG). ya que los siguientes

diagramas conmutan

Pn Pn

(EG)n (BG)n (EG)n (BG)n
dil Pn—1 ldi Sii Pn+1 iSi
(EG)p—1 —= (BG)n—1 (EG)nt1 — (BG)ny1-

Para cada n, tenemos una accién derecha (EG), x G — (EG), dada por
(915290 Gn+1) - 9 = (91, - > Int19). Ademds

do((g1s s Gnt1) - 9) = (925, Gnr19) = (925 s Gnt1) - 9 = do(g1, s Gnt1) - 9,

di((g1s ooy Int1) = G) = (G1y ooy GiGit 1y oos Gnb19) = (G15 ooy GiGit1y ooy Gt1) - § =
di(g1s s Gni1) g si 0<i<m,

dn((g1; s 9nt1)9) = (915 GnGnt19) = (91, s InGn+1) - 9 = dn(g1, s Gnt1) - 9

y S’L((gl’ "'7gn+1) ! g) = (917 b e? "'7gn+1g) = (917 b 67 "'7gn+l) : g =
8i(g1s s Gnt1) - g-
Por lo tanto (EG). es un G-espacio simplicial y EG es un G-espacio. Ahora,
para cada n, tenemos que (EG),/G = (BG),, y por lo anterior, este homeo-
morfismo pasa a la realizacién, es decir, el siguiente tridngulo conmuta

EG ——> EG/G

|

BG.

R

donde el homeomorfismo es inducido por p. EG esté filtrado por
(EG)" = | |(EG)y x AF/ ~.
k=0
A cada elemento de la filtracién le damos la topologia cociente y EG tiene la
topologia coherente con la filtracién.
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DEFINICION 1.3.1. Una pareja de espacios (X, A) con A C X es una pareja
NDR, si existe una representaciéon (u,h) donde w es una funcién continua
u: X — I tal que u=1(0) = A, y h es una homotopfa h: X x I — X que
satisface h(z,0) = x para cada © € X, h(a,t) = a para cada (a,t) en A x Iy
h(z,1) € A para cada z € u~*[0,1).

Queremos ver que las parejas ((EG)", (EG)"~!) son NDR. Para esto, usa-
mos los siguientes lemas.

Lema 1.3.2. Sean (X, A) y (Y, B) parejas NDR con representaciones (u, h)
y (J,v) respectivamente. Entonces la pareja

(X, A)x(Y,B)=(XxY, X xBUAXY)
es NDR, donde w(z,y) =min{u(z),v(y)} vy

. u(x)
(h(x, 1), 3 (Y, 35

t) v(y) = u(z)
k(x7y7t) =

(h(w, 254), j(y,1)  u(z) > v(y).
(I
Lema 1.3.3. Sea (X, A) una pareja NDR con representacion (u, h). Entonces
(X, A" = (X" X x Ax X"
i=1
es una pareja NDR con representacion (hy,u,) dada por
Un (X1, ey ) =man(w(xy), ..., u(xy)) Y

ho (1, ooy @pyt) = (h(x1,t1),y ooy R(tn, Tp))
donde

p ]t min{ Z((g;"))} st existe u(xy,) < u(x;), i #n
’ t si todo u(xy) > u(x;), i # n.

Por el Lema 1.3.3, si (G, e) es una pareja N DR, entonces
(G e)" = (G", |G x {e} xG"7)
i=1

es una pareja NDR. Ahora, la pareja (A", JA™) es una pareja cofibrada (pues
A™ es un complejo CW y su frontera es un subcomplejo) y usando un resul-
tado de Steenrod ([21]) que afirma que (X, A) es NDR si (X, A) es cofibrada,
obtenemos que (A", dA") es NDR. Sea R,, = |J_; G'~! x {e} x G"~, usando
el Lema 1.3.2 obtenemos que

(G,e)" x (A™,0A™) = (G" x A", G" x A" U R,, x A")
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es NDR. R, es el subespacio donde al menos una entrada es el idéntico e € G.
Finalmente consideremos la pareja NDR (G, ) y obtenemos que

(G"xGx A™",G" x Gx OA" UR, x G x A™)

también es NDR. Notemos que (EG)""1 C (EG)" se identifica con todos lo
puntos del subespacio G" x G x A" UR,, x G x A™ de G™ x G x A", es decir,

(EG)" — (EG)" ' = (G™ — R,) x G x (A™ — 0A™)

y andlogamente (BG)" — (BG)"~! = (G" — R,,)) x (A" — §A™). Con lo an-
terior, cada pareja ((EG)", (EG)"!) es NDR y en [21] y [22] se prueba que
(EG,(EG)™) es una pareja NDR . Mads ain, la representacién (h,u) es G-
equivariante, donde la accién en I es la accién trivial.

DEFINICION 1.3.4. Sea X un espacio y U = {U,}acp una cubierta abierta.
Decimos que U es numérica si es localmente finita y existe una particién de la
unidad {\,}s € A tal que A\;%(0,1] = U, para cada o € A. Decimos que un
haz G-principal es numérico si existe una cubierta trivializadora numeérica.

Proposicién 1.3.5. Sea G un grupo topoldgico bien basado, es decir, {e} — G
es cofibracion. Entonces la funcion inducida p = |p«|: EG — BG es un haz G-
principal numérico.

Demostracion. Primero vamos a construir una cubierta abierta de BG numérica.
Denotemos por u,: EG — Iy h,: EG x I — EG a la representacién G-
equivariante de (EG, (EG)™). Para cada n > 0, definimos la funcién G-equiva-
riante p,: EG — I como

B 1 —uo(y) n=0
pn(y) - {(1 — un(y))unfl(hn@j, 1)) n>0

que son continuas. Consideremos la funciéon G-equivariente r;: EG — EG
dada por 7;(y) = hi(y,1). Ahora, si y € (EG)?, entonces po(y) = 1. Sea
y € EG y supongamos que po(y) # 0, entonces ug(y) < 1 y por lo tanto
ro(y) = ho(y,1) € (EG)o. Asi,

(BEG)" € py(0,1] € rg ' ((EG)°).

Sean >0yy € (EG)" — (EG)" L, entonces u,(y) = 0y hn(y,1) = y que
no estéd en (EG)" ! y por lo tanto p,(y) # 0. Sea y € EG y supongamos que
pn(y) # 0, entonces u,(y) < 1y up—1(hn(y,1)) # 0. La primera implica que
ra(y) € (EG)™ y la segunda implica que 7,(y) = hn(y,1) ¢ (EG)"~1. Por lo
tanto

(EG)" — (EG)™ € p (0,1] € r ((EG)" — (EG)™Y).

Para cada n > 0 definimos 7,,: EG — I como

ruly) = may{0, puly) — 1 3" pi(y))
1=0
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que est4 bien definida ya que si p,(y) > n Z?:_Ol pi(y) entonces la resta es menor

o igual a 1 ya que p,(y) < 1.

Pn Tn

EG /11 EG /11
i ///’5" i ///7?"
EG/G = BG EG/G = BG

Como cada p; es G-equivariente y la accién en I es la trivial, tenemos que para
cadan >0, pu(y - g) = pn(y) ¥ Ta(y - g) = mn(y) para caday € EG y g € G.
Por lo tanto p, y 7, pasan al cociente y definen p,,,7,: BG — I. Denotamos
W, = ;10,1 y V,, = p(W,,) C BG, que por lo anterior V,, = 7, 1(0,1]. Para
ver que {V,,}n>0 es una cubierta abierta numérica de BG, fijemos z9 € BG y
sea ng el minimo tal que py,(xo) > 0y mo el mdximo tal que P, (xo) > 0.
Como p;(xg) = 0 para cada ¢ < ng, entonces pn,(Zo) = 7n,(20), lo que implica
que xg € V,,,. Ahora, sea ko € N tal que kg > mp y

1
kio < ;pi(.%‘()).

Consideremos N, = {z € BG | Z;ioo_l pi(z) > k%} que es un abierto ya que la
funcién E;’;OO_I pi: BG — [0,mg] es continua y N, es la preimdgen del abierto
(%,mo], y es no vacio pues zg € Ny,. Asi, para cadan > ko y x € Ny,

n—1

pn(x) —n Y pi(x) < pn(a) =1 <0
1=0

y por lo tanto 7, (x) = 0, lo que implica que N, N'V,, = @ para cada n > k.
Finalmente definimos A,, = 7,/ Zkzo Tk

Ahora vamos a construir secciones locales s,: V,, — EG de la funcién
p: EG — BG. Para cada n > 0 consideremos los homeomorfismos

jn = (P, proyas1): (EG)" — (EG)" ™' — (BG)" — (BG)" ™! x G.
Para n = 0 definimos ~y: Wy — G como la composicién

’r‘()‘

Wo (EG)°

Jo

(BG)° x G — G,

donde la ultima flecha es la proyeccién en la segunda coordenada. Para n > 0
definimos v, : W,, — G como

T

W, — % (EG)" — (EG)"! = (BG)" — (BG)"' x G — G.

Y estd bien definida ya que W,, C p~1(0,1] y claramente es continua. Definimos
En: Wy xG — W, como &, (y, 9) = y- (7 (y) "1g). Para ver que estd bien definida
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tomemos y € W, y consideremos

p(y(n nzpz n g) ’I’szl n 1g):

y) —nim(y) >0
=0

ya que p, es G-equivariente y la accién en I es trivial. Queremos ver que &,
induce una funcién

W, x G =W,
7
pxId /_/
l e - fn
V. x G.
Sean y,y' € W, tales que p(y) = p(y') = [(91, - gn+i). 1] en BG, que es de

esta forma ya que (EG)* N W,, = () para cada k < n. Entonces y, v’ son de la
forma

[(gla - n+i, @ )7t} [(gla'"agn-i-’iae)at] - a
[(glv vy Ontiy ) [(gla "'agn+i7e)vt] - b.

1] =
Entonces Tﬂ( )—Tn([(917~ - 9n+i, € )7 ] )_T’ﬂ([(gl" © 9n+i, € )’t]) ayTﬂ(yl) =
rn([(g1, s Gntir €), 8] 0) = ru([(91, - Gntis €), t]) - b ya que hy, es G-equivariente.
Ahora, Tn([(glv' - 9n+is ) ] = [(gla' ’gn-i—l)’t/] ( ) y entonces Tn(y) =
(915 9n110), '] y Tn(y') = [(91, -+, gny1b), ¥'] y por lo tanto yn(y) = g a0y
Y (Y') = Gns1b. Asi,

-1

gn(ymg) = [(gla "'7gn+iaa)7ﬂ ' (ail(g;+l)7lg) - [gla ooy In+is (g;L—‘rl) g]

&', 9) = [(915 s Gnsis D)5 t] - (07 (ghi1) " 9) = 915 s Gt (Ghy 1)~ 9)-

Por lo tanto existe &,: V,, x G — W, continua. M&s atn, £ es un homeomor-
fismo cuyo inverso es (p,7,). En efecto, usando la notacién anterior, tenemos
que

(P, ) 0 E((Y), 9) = (1) (Y - (1 (y)) ') =
(P(y - (m®) 9y - () 7'9) = (W) m(y - (@ (ghi1)""9)) =

(W) Y1915 s gntir @), 1] - (@ (gr41) " 19)) =
W), 10 (g1, - gnvis (9n11) 71 9), 1) = (), 91 (9n41) 1 9) = (0(y), 9)-

Por otro lado, &, o (p, ) (y) = &u(P(¥), 1 (¥)) = ¥ - (m(y) " 7 (y)) = y. Final-
mente, para cada n > 0 definimos s, : V,, — EG como la composicién

V, "V x G —I W, C EG

donde 1, (p(y)) = (p(y),e). La composicién p o s,(p(y)) = p(En(p(y),e)) =
p(y - vn(y)~1) = p(y) y por lo tanto s,, es una seccién local de p.
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Para ver que p es un haz G-principal falta ver que la funcién 7: (EG)* — G
es continua, donde (EG)* = {(y,y') € EG x EG | p(y) = p(y')} y 7 satisface
y-7(y,y") = y'. Para esto, consideremos los abiertos

Q. = (EG)" N (W,, x W,).
Por lo hecho anteriormente, tenemos que si p(y) = p(y') v v,y € W,,, entonces

v (m(y) () =y Asi, |g, esla composicién

oL e e p—

donde la tltima flecha es el producto (a,b) — a~1'b que es continua. Por lo
tanto p es un haz G-principal. O

Ahora, necesitamos la nocién de homotopia en objetos simpliciales. Recorde-
mos que f: K — L es un morfismo simplicial, si para cada n, fn: K, — Ly,
diofn=fan-10diy $i0 fn = fnt108;.

DEFINICION 1.3.6. Sean L y K objetos simpliciales y f,g: K — L morfismos
simpliciales. Una homotopia h entre f y g consiste de una familia de morfismos
hi: K4 — Lgy1, con 0 <4 < g, tales que

dooho=foydgr10hg =94
hj_lodi 1< ]

diohj: djohj—l 1=35>0
hjodifl ’L>]+1

! J thSi_1 1> 7.

Proposicién 1.3.7. Sean X,Y espacios simpliciales y f,g: X — Y morfismos
simpliciales homotdpicos en el sentido de la definicion 1.3.6. Entonces |f| ~ |g|.

Demostracion. Sea h;: X, — Y11 la homotopia (simplicial) entre fy g. Sea Al
el 1-simplejo estdndar considerado como espacio simplicial discreto (Al: A —
Set). Entonces |AT| = A! 2 . Sea iy el punto no degenrado en AT. Definimos
la funcién simplicial H: Al x X — Y como

Hy(sq-10---0si4108;-10---50(i1), ) = diy1hi()

para cada x € X,4. H, es continua ya que cada d; 1 y h; es continua. Entonces
la composicién

o — p— H
I x |X| =2 |AT] x| X| —> |AT x x| 2Ly

es la homotopid deseada. O
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Corolario 1.3.8. Sea G un grupo topoldogico bien basado. Entonces
p: EG — BG

es un haz G-principal universal.

Demostracion. Para ver que p: EG — BG es un haz universal, falta probar que
EG es contraible. Consideremos el espacio simplicial inducido por el punto {e}.
Tenemos funciones simpliciales naturales i: {e} — (EG). y r: (FG). — {e}
dadas por i,: {e} — (EG),, * — (e,...,e) y r: (EG), — {e} es la constan-
——
n+1
te. Entonces r o1 = Idj,). Vamos a dar una homotopia simplicial entre i o r
y ldgg).. Para esto definimos h;: (EG),, — (EG),41 como la composicion
Sp0---08;0d;y10--0d, que es continua. Ahora,

do © h0(91, "'agn+1) = d0(9192 o On+15,65 0 6) = (6, EEE) 6) =io0 T(glv "-agn-‘rl)

dn+1 o hn(gh '”7gn+1) = dn+1(sn(gl7 ~~'7gn+1)) =
Apt1(915 s Gnt1,€) = (91, s Gt 1)-

Las otras igualdades se siguen de las igualdades que satisfacen los operadores
en (EG).. Por la proposicién 1.3.7 obtenemos que |i| o] r| ~ Idgg y como
|r| o] | = cte. se tiene el resultado. O

Corolario 1.3.9. Sea G un grupo discreto, entonces BG es un espacio Filen-
berg MacLane de tipo K(G,1).

Demostracion. Consideremos la sucesiéon larga de homotopia del haz p: EG —
BG,

——> 7g(BG) —= 14(BG) —= 7y 1(G) —= 741 (EG) — -

Como EG es contriable, m4(EG) = 0 para cada ¢ > 0 y como G es discreto,
7q(G) = 0 para cada ¢ > 0. Por lo tanto

~JO0 sig#l
ﬂ-q(BG)_{G si qg=1.






CAPIiTULO 2

COHOMOLOGIA

En las primeras 2 secciones vamos a dar una manera de relacionar 1-cociclos en la
cohomologia no abeliana de un espacio paracompacto X con clases de homotopia
de funciones X — BG. En la ultima seccién vamos a dar un isomorfismo entre
la cohomologia homotépica de un espacio paracompacto X y la cohomologia de
Cech con coeficientes en una gavilla con valores en un grupo abeliano (discreto),
este es el resultado principal de [10].

2.1 1-cociclos

En esta seccién vamos a seguir las ideas de Bott en [3] que estén basadas en el
articulo de Segal [19], pero trabajaremos con la categoria X;; que definimos en
1.2.4.

DEFINICION 2.1.1. Sean C y D categorias topoldgicas. Decimos que F': C — D
es un funtor continuo si F' es un funtor y

F: 0bj(C) — Obj(D) F: Mor¢c — Morp
son continuas.

EJEMPLO 2.1.2. Sea U = {U,}aecn una cubierta abierta de un espacio X.
Recordemos que un conjunto de funciones continuas

{9gap: Ua NUg — G},

donde G es un grupo topoldgico son funciones de transicion para la cubierta U,
si cumplen la condicion de cociclo, es decir, gog(z)gs, () = gay(z) para cada
a,8,7v € Ay cada x € Uy NUgNU,. Consideremos la categoria Xy;. Las
funciones de transicién definen un funtor g: X;; — G, que en los objetos es la
funcién constante g(z,a) = * y en los morfismos estd dado por

g(l', (0476)) = gaﬁ(l') €G.
En efecto, g es un funtor ya que g(z, (@, @) = gaa(z) =€ € G,

9((x, (8,7)) o (x (e, B))) = g(, (@, 7)) = gar (2) ¥
9(x, (8,7)) 0 gz, (@, 8)) = gp (%) © gap(x) = Gap()gp (¥) = gar (2)-

19
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M4s aun, la continuidad de cada g,z implica que la funcién

|| UanUs—a
a,BEN

es continua y por lo tanto g es un funtor continuo.

Sea X un espacio y U = {U, }aeca una cubierta abierta. Podemos asociarle
a U un complejo simplicial NU (nervio de la cubierta), con vértices Vyy = Ay
un g-simplejo es un elemento o = {ag, ..., aq | Uy, N---NUs, # 0}. Sea

NU, ={(ag,...,aq) | {ao, ..., g} es un simplejo de NU}.

Entonces tenemos un complejo de cadenas (C.(NU),0,), donde Cq(NU) es
el grupo libre abeliano generado por NU, y cuyos operadores d,: Cy(NU) —
Cy—1(NU) estén dados por

q
g0, ey 0rg) =D (=1)" (@, ey Gy ooy 0tg)

que estan bien definidos ya que
D#Us N---NUs, CUggN---NUq, N NU,g,.

La cohomologia simplicial de NU con coeficientes en un grupo abeliano L,
H*(NU; L), se define con el complejo de cocadenas

CY(NU; L) = Homyz(Cy(NU), L)

y con el operador cofrontera 09 = 8; que es el dual de 9,. Denotemos al
grupo abeliano de funciones de N, en L como Ca (U). Claramente se tiene que
CiUNU;L) = é’q(U) v que el siguiente diagrama conmuta

o

Cuu) CU(NU; L)

% laq

Catl(yf) —> CTY(NU; L)

donde §%(¢)(ag, ..., g+1) = Zgi&(—l)igo(ao, ey @y ooey g1 ), de manera que
HIYU; L) = ker 67 /im 67! = HI(NU; L)

DEFINICION 2.1.3. Una pregavilla de grupos abelianos P en X es un funtor
contravariante P: 7x — Ab, donde Tx es la categoria cuyos objetos son los
abiertos de X y los morfismos Mor,, (U, V) tiene un unico elemento ¢: U — V
si U C V y en otro caso es el vacio. Si U C V, entonces denotamos al morfismo
P(): P(V) — P(U) como ¢ — ¢|y.
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EJEMPLO 2.1.4. Sea L un grupo abeliano. La pregavilla constante L: 7x — Ab
asocia a cada abierto U, el grupo L.

EJEMPLO 2.1.5. Sea G un grupo topoldgico abeliano, entonces G.: Tx — Ab
dada por G.(U) = C(U, G) que es el conjunto de funciones continuas U — G,
es una pregavilla de grupos abelianos.

Ahora vamos a generalizar los grupos de cohomologia H *(U; L) para el caso
en que los coeficientes sean en una pregavilla de grupos abelianos.

DEFINICION 2.1.6. Sea P una pregavilla de grupos abelianos en X, entonces
definimos las g-cocadenas

CUUsP) = {o: NUy— | PU) | p(ag, ..., aq) € P(Uag N+~ NUa,)}
U abierto

y siguiendo la notacién de 2.1.3 definimos 37, : C9(U; P) — C9H1(U; P) como

q+1 A
51(,1{(90)(0407 seey O‘q—‘—l) = Z(*l)zw(a()a sy O?ia ceey O‘q+1)|U(yoﬂ-~-ﬂ U(,qul )

i=0

donde ¢(ag, ..., @i, ..y ¥gs1) € P(Ugy N---N ﬁai N---NUa,)y

(A0, +eey Qi ovy Qg 41) [ U0 Ao Unypy € PUao N+ NUa,).
Definimos la g-cohomologia de U con coeficientes en una pregavilla P como

HYU; P) = ker 53, Jim 63"

_ Veamos coémo son los 0-cociclos y 1-cociclos. Tomemos una 0-cocadena f en
Co%U;P), es decir, f: A = Uy wpierto P(U) con f(a) € P(Uy). Entonces

522(f)(04>ﬁ) = f(ﬁ)|UamUﬁ - f(a)\UamUﬁ~

Por lo tanto f es un 0-cociclo si y sélo si f(8)|v.nv; = f(@)|v.nv,. Ahora,
tomemos una 1-cocadena ¢: NUy — Uy apierto P(U), donde ¢(a, 3) esta en
P(U,NUg). Entoces

5 (0) (. B,7) = (B, Nlvanusnu, — el Mvanusno, + (e, B)|v.nusnu,

y por lo tanto ¢ es un 1-cociclo si y sdlo si

80(57’Y)|U00Ugmuw + SD(Ol,ﬂ)\UmUBmUw = <P(Oé,7)|UangnU7~

Dos 1-cocadenas ¢ y ¥ son cohomodlogas si existe una 0-cocadena f tal que su
cofrontera es &, (f)(a, B) = f(B)lv.nv, — f(@)vanv, = v(e,B) + (e, B) y

obtenemos
(e, B) = f()|v.nu, +e(a, B) = F(B)u.nus-
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DEFINICION 2.1.7. Basdndonos en el caso abeliano, podemos definir cohomologia
no-abeliana tomando una pregavilla de grupos P: 7x — Gr y modificando los
operadores, aunque en este caso sélamente se puede definir HO(U4; P) y H*(U; P)
que son conjuntos basados. Definimos

HOU;P) = {{fataer | fa € PWUa) Y falvanvs = folvaru, }

que es el conjunto de familias de funciones U-compatibles. H O(U;P) es grupo
con el producto {f.}-{fa} = {fa- f.}, donde f, - f! es el producto en P(U,).
Una 1-cocadena es una familia de funciones {p,s} tales que wop € P(Uy NUp)
para cada a, 8 € A. {@ap} es un l-cociclo si

<Pa5|UanUgnU5 '<Pm|UanUﬁnU5 = %W\UangnUﬁ

en P(U,NUgNU,). Dos 1-cocadenas {¢as} vy {t/ap} son cohomdélogas si existe
una 0-cocadena {f,} tal que

-1
Yap = falv,nu, - #as - folvanus

en P(U, NUg). Al conjunto de clases de 1-cociclos lo denotamos H'(U;P) y a
las clases las denotamos por [pag].

DEFINICION 2.1.8. Sean F, F': C — D funtores continuos. Una transformacion
natural entre funtores continuos es una transformacién natural ¢: F — F’
en el sentido usual, donde ademds la funcién ¢: Obj(C) — Morp es continua.
Decimos que F'y F’ son isomorfos si existe otra transformacién natural ¢: F/ —
F tal que ¢ oo = Idpi(cy y Yo © pc = Idp(c). Denotamos al conjunto de
clases de isomorfismo de funtores continuos como 7[C, DJ.

EJEMPLO 2.1.9. Consideremos la pregavilla (de grupos) G., con G un grupo
topoldgico y U una cubierta abierta. Sean {¢agtagenr ¥ {¥as}a,pen 1-cociclos
cohomélogos, es decir, existe una 0-cocadena { f }aca tal que Yo = fo 1vasfa.
En este caso, los 1-cociclos forman un conjunto de funciones de transiciéon y
podemos considerar los funtores continuos inducidos del ejemplo 2.1.2; ¢: X7y —
Gy v: Xy — G. Entonces {f,}aea induce una transformacién natural entre
estos funtores. En efecto, definimos f: Obj(Xy) = | |Us — Morg = G como
flz,a) = fo(x). f es continua ya que cada f,: U, — G es continua. Sea
(z, (o, 8)) un morfismo en Xz;. Consideremos el diagrama

o) = % 2L s = p(z,a)

%B(r)i lwaa(w)

que claramente conmuta por hipétesis, lo que implica que f: ¢ — 1) es una trans-
formacién natural de funtores continuos. Més atun, como la funcién f,: U, — G
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dada por f,(z) = fa(x)"! es continua (pues G es un grupo topoldgico), pode-
mos definir f: Obj(Xy) — Morg como f(z,a) = fo(z)™! que es continua y
ademas, ¥as(x)fa(x)™ = fa(z) Lpas(z) para cada z € U, N Ug. De mane-
ra similar a lo anterior, se tiene que f: ¢ — ¢ es una transformacién natural
que satisface fo () fo(x)™t = fa(x) 1 fo(z) = ¢ € G. Por lo tanto ¢ y 9 son

isomorfos.

Proposicién 2.1.10. Sea U una cubierta abierta de una espacio X y G un
grupo topoldgico. Entonces hay una biyeccion

H'(U; Ge) = 7[Xy, G).

Demostracion. Como vimos en el ejemplo 2.1.9, tenemos una funcién bien de-
finida H'(U;G,) — 7[Xy,G] dada por [pap] — [¢: Xu — G]. Para ver que
la funcién es suprayectiva, tomemos un funtor continuo F': X;; — G. Entonces
tenemos una funcién continua F': | |U, NUg — G y definimos

ga,@ = F|UQOU/3: Uoc N Uﬁ - Ga

donde cada x € U, N Ug representa el morfismo (z, (a, 5)). Veamos que la
familia {gas} cumple la condicién de cociclo: sea x € U,, entonces goo(x) =
F(z,(o, @) = Idp(g,a) = Ide = e € G. Sea x € U, N Ug N U,, entonces

ga,g(x)g,@y(x) = F(:L‘, (67 7)) o F(.’L’, (O‘7ﬁ)) =

F((.’E, (677)) o (.%', (avﬁ))) = F(‘Tv (OZ,’Y)) = 9047(56)'

Por construccién, tenemos que el funtor inducido por {gag} es F', lo que implica
que la funcién es suprayectiva. Veamos que es inyectiva. Sean {wag} y {¥as}
1-cociclos, y supongamos que los funtores inducidos ¢ y v son isomorfos, es
decir, existen transformaciones naturales y1: ¥ — @ y v2: ¢ — 9 tales que

y1(x, a)ya(z, @) = ya(z, )1 (z, ) = e.

para cada objeto (z,a) en Xy Esto implica que y2(z,a) = v (2,a)~! en G.
Ademds, v, y 7o satisfacen

Pap(@)11(z, B) = 711(7, @) Pap(z)

12(2, )Pap(®) = Yap(z)r2(z, 5)

para cada = € U, N Ug. Definimos f,: Uy — G como fo(r) = 11(x, ). fo es
continua ya que es la restriccién v1|: U, — G. Por otro lado, f,(z) ™! = y2(z, @)
y obtenemos que f; ' = 73|: U, — G también es continua (donde f;* denota el
inverso de fo € G.(Uy)). As, Yag = fi 0apfs en G.(Us NUp) y por lo tanto
tenemos la biyeccion deseada. O
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2.2 Funciones Clasificantes

En la seccién 1.1, vimos que un funtor F': C — D induce una funcién simplicial
NF: NC — ND. En el caso de categorias topoldgicas, si F' es un funtor continuo
entonces cada (NF),: (NC),, — (ND), es claramente continua, es decir, NF' es
una funcién simplicial continua y en particular obtenemos BF = |NF|: BC —
BD continua. Asi, para una cubierta abierta U/, cada conjunto de funciones de
transicién {gng} para un grupo topolégico G, determina una funcién continua

Bg: BXy — BG. Vamos a extender este resultado par 1-cociclos en H'(U; G..).

Proposicion 2.2.1. Sean Fy, F1: C — D funtores continuos y ¢: Fy — Fi
una transformacion natural. Entonces las funciones inducidas BFy y BFy son
homotdpicas.

Demostracion. Consideremos el conjunto ordenado J = {0,1} como categoria
topoldgica (discreta). Definimos F': C x J — D como F|C x {0} = Fy y F|C x
{1} = F1. Como J es discreta, F es un funtor continuo. Asi, obtenemos una
funcién continua BF: B(C x J) — BD. Por la proposicién 1.2.9 tenemos

BD x BJ — B(C x J) 2X> pp

donde BJ = [0, 1], que por construccién es la homotopia deseada. O

Corolario 2.2.2. Sean G un grupo topoldgico y U una cubierta abierta de un
espacio X . Entonces la funcion

H'U;G,) — [BXy, BG)
dada por [pag] — [Be: BXy — BG] estd bien definida.

Demostracion. Por la proposicién 2.1.10, dos 1-cociclos {¢as} ¥ {tas} son co-
homdlogos si y sélo si los funtores inducidos son isomorfos. En particar, hay
una transformacién natural F': ¢ — 1 que por la proposicién 2.2.1 induce una
homotopia By ~ B. O

Sea U = {U,}aca una cubierta abierta de X. Escojamos un buen orden
(<,A) y definamos una subcategoria de Xy que denotamos X;; cuyos objetos
son los mismos que los de Xy y Morxg ((z, ), (y, 3)) tiene un sélo morfismo si
r=yya<f yen otro caso es el vacio. Asi,

Obj(X77) = Uaea Ua y Morxg = Uagﬁ Ua NUp.
Claramente tenemos un funtor continuo X;; — Xy que es el inducido por la
inclusion
| | UanUs—| |UanUs
a<p a,

y por lo tanto una funcién continua BX;, — BXy. Mas aln, tenemos el
siguiente resultado que se prueba en [6].



CAPIiTULO 2. COHOMOLOGIA 25

Proposicién 2.2.3. La funcion BX;, — BXy es una equivalencia homotdpica.

NoTA 2.2.4. En el articulo de Segal [19], é] utiliza otro espacio simplicial que
en general es distinto de NXy y NXj;. Este espacio simplicial es el nervio de
la categoria )N(u, donde los objetos son parejas (z,0) con & € Uy, N---NUy, ¥
o = {ap, ..., &g }. En este caso los indices o estan parcialmente ordenados por la
contensién, de manera que se definen los morfismos Morg ((z,0),(y,7)) como

un sélo elemento six =y y o C 7, y en otro caso el vacio. Una ventaja de N)?u
es que ya estd ordenado, es decir, cada elemento es de la forma (x, (o1, ...,04))

con oy C -+ C 0. En [6] se prueba que BXy = BXJ.

Si tomamos como cubierta de un espacio X a { X}, tenemos que N X(x} = X
visto como espacio simplicial. Las familias de inclusiones {U, — X}aea ¥
{UaNUp — X}a<p inducen un funtor continuo i: X, — X x} y por lo tanto
una funcién continua Bi: BX;, — BX(x}. Ahora, BX;x} = [NX(xy| =
X donde el homeomorfismo estd dado por [z,¢] — x. A la composicién del
homeomorfismo anterior con Bi lo denotamos por ¢: BXy — X.

Proposicion 2.2.5. Sea X un espacio y U una cubierta numérica. Entonces
la funcion v: BX{, — X es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Como U = {Uy}aeca es numérica, entonces es localmente finita
y hay una particién de la unidad {\q}aea tal que A\;1(0,1] = U,. El inverso
homotoépico de Bi esté inducido por la particién de la unidad, definimos \: X —
BX}, como

A(@) = [(z, (@0, -+ )5 (Aag () -+ Aa, ()]

donde ap < a1 < -+ < a4 son todos los indices en los que x € U,,. A estd bien
definida ya que & € Uy, M-+ NUqa, ¥y 2 1_o Aayp(2) = 1, y obtenemos que

((z, (@0, s aq)), (Nag (), -0y Aay () € (NX77)q X AL

Para ver que X es continua, vamos a usar que la cubierta es localmente finita.
Fijemos xzyp € X y tomemos un abierto W C BXjy, tal que A(zg) € W. Como
Azg) = ((wo, (0, -, q))s (Aag (Z0), -y Aa, (0))) €8 un punto no degenerado,
existe

UxV CUsyNe--NUy, x A1
vecindad abierta de A(zg) tal que #(U x V) = W, donde

m: | | (NXG)n x A" — BXF,

n>0

es la aplicacién cociente. Como U es localmente finita existe U,, vecindad
abierta de xg tal que para cada x € Uy,, = no es cero en a lo mas Ay, ..., Aq,-
Ahora, como la funcién v: Uy, — A? dada por z — (Agg(2),..., Aa, (7)) €s
continua, existe V,, C U, vecindad abierta de zq tal que v(V,,) C V C A%
Definimos W = V,, N U. Asi, A\(W) C W.
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Ahora, v o A(z) = t[(z, (a0, ..., 0g)), (Aag (), ..., Aa, (2))] = 2 y tenemos que
to X = Idx. Por otro lado,

Ao [(x, (Bos s Bn)), (to, o tn)] = [(2, (@0, -y ), (e (2), -0y Ay ()]
y como {0, ..., Bn} C{ a0, ..., a4} existe
(@, (Bos s Bn), (to, s tn)) ~ ((z, (@0, ..oy 0g)), (0, ..y to, ooy 0, oy By o, 0))

en (NXJ)q x A? y para ver que Aot = IdBX& basta dar una homotopia
lineal entre (0,...,%0,...,tn,..,0) ¥ (Aag(2),...; A, (x)). Por lo tanto ¢+ es una
equivalencia homotopica. O

Nota 2.2.6. Si consideramos dos particiones de la unidad {A,} y {A\}} su-
bordinadas a U, entonces las funciones inducidas A, \': X — BX}, son ho-
motdpicas, ya que cada x € X estd en a lo mas un numero finito de U,,
y basta dar una homotopia lineal entre [(z, (ag, ..., ), (Aag (%), .., Ao, ()] ¥

[(, (@0, -+ 2q)); (N () -5 AG, ()]

Dado un cociclo {4} asociado a la pregavilla G., con G un grupo topoldgico,
tenemos un funtor continuo ¢: X;; — G. Ahora, también tenemos un funtor
continuo ¢: X7, — G tomando la composicién

Xz(,){4>Xz,{L>G

que es restringir ¢ a los morfismo en X;;. De la misma manera en que dos
cociclos cohomélogos {¢as}, {¥ap} inducen una transformacién natural en-
tre ¢: Xoyy — G y ¢¥: Xy — G, obtenemos una transformacién natural entre
p: X — Gy ¢: X{; — G. Aplicando la proposicién 2.2.1 obtenemos una
funcién bien definida

HY(U;G.) — [BX{), BG]

dada por [pas] — [By]. Sea X un espacio paracompacto. La proposicién 2.2.5
nos dice que hay una biyeccién

(X, BG] = [BXY,, BG|

para cualquier cubierta abierta de X. En particular, tenemos una funcién bien
definida
H'(U;G.) — [X, BG]

A

dada por [¢ag] — [ X BX}, be BG ] donde A es la funcién inducida
por la cubierta U de la proposicién 2.2.5.

DEFINICION 2.2.7. Sea Pot(X) el conjunto potencia de X. Consideremos cu-
biertas abiertas de X de la forma

U: X — Pot(X)

tales que x € U(z) = U, a las que llamaremos cubiertas buenas.
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Cualquier cubierta abierta {U,}aea de un espacio X, tiene un refinamiento
a una cubierta abierta buena, que se define de la siguiente manera. Sea x € X,
entonces existe U, tal que z € U, y definimos U, = U,. Las cubiertas abiertas
buenas son un conjunto dirigido, pues tenemos un orden parcial i < V si y sélo
si para cada z € X, V, C U,. Esta dirigido ya que dados U y V existe W tal
queld < Wy VW, donde W, =V, NU,.

DEFINICION 2.2.8. Sean U y V cubiertas abiertas buenas de un espacio X. Las
cubiertas abiertas buenas son un conjunto dirigido, de manera que inducen una
familia de funciones pyy: H Yu; Py — H L(V;P) con P una pregavilla, dadas
por [wag] — [Paply, donde un representante {og} en [pagly estd definido
como

'L/}aﬂ = (PaB|V,,ﬁV3 S P(Va n Vﬂ).

Los conjuntos H' (i; P) junto con las funciones pyy forman un sistema dirigido.
Definimos

HY(X;P) = colimy H' (U; P).

Proposicion 2.2.9. Sea X un espacio paracompacto y G un grupo topoldgico.
Entonces la funcion

HY(X:G.) — [X, BG]

dada por [pas) — [By o N, donde [pas] es un representante en H'(U;G.)
y A: X — BX}, es la funcién inducida por una particion de la unidad {\.}
subordinada a U, estd bien definida.

Demostracion. Sean U = {U,}, V = {V,} cubiertas abiertas de X tales que
V CU. Sean {A\,}, {\,} particiones de la unidad subordinadas a i/ y V respec-
tivamente. Sean [pa5] € H' (U; G.) ¥ [Yas] = [pasly € H' (V;G.). Para ver
que la funcién esté bien definida, hay que probar Bo o A ~ Bt o \. Para esto
consideremos los funtores continuos ji: X3, — X;; inducidos por las inclu-
siones Vi, — Uy y Vo NV — Uy, NUg. Entonces el funtor continuo ¢: X}, — G
inducido por el cociclo {13} es la composicién

Ji
Xg 2% xp s

donde ¢ es el funtor continuo inducido por {@.g}. Asi, By = B(p o juy) =
Byo Bjyy ya que B(-) es funtorial. Ahora, como V C U, {\,,} es una particién
de la unidad subordinada a U/ y por lo tanto induce N:X — BX{, tal que
Bpo)~ Bpo)N. Ademés, X es la composicién

x > Bxg P pxo

Por lo tanto Bpo A~ Bpo X = By o BjyyoXN = Bipo X. O
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2.3 Haces G-principales, Homotopia y 1-cociclos

Sea G un grupo topoldgico. Vamos a relacionar haces G-principales y 1-cociclos.
Sea U = {Uq }aeca una cubierta abierta de un espacio X y {¢ag: UaNUz — G}
un 1-cociclo asociado a la pregavilla G.. Definimos una relacién ~ en

UUaxGx{a}

acA

como (z/,¢',a) ~ (z,9,08) siysélosiz’ =z y ¢ = pap(x)g. Esto lo podemos
expresar como (z,g,3) ~ (x,pa3(x)g,). Esta relacién es de equivalencia y
podemos definir el espacio

P(pap) = U Us x G x {a}/ ~

acA

junto con la accién P(pa3) X G — P(pap) dada por [z,g,a]-¢' = [z, 99, a]. La
proyeccién q: P(pag) — X, q[z, g, a] = x resulta ser un haz G-principal, donde
las trivializaciones locales 1, : Uy X G — ¢~ (U,) estan dadas por ¢4 (z,g) =
[z,9,0a]. Sipas, ¢, 5 son cociclos cohomdlogos, entonces la familia de funciones
{fa} tales que

Pop(®) = fal2) " pap(e) f3(2)

para cada z € U, N Ug, define un isomorfismo de haces f: P(php) = P(pap)

dado por flz,g,a] = [z, fo(2)g, a]. Asi, obtenemos una funcién bien definida
HYU;G.) — K4(X)

dada por [pag] — [¢: P(¢ap) — X], donde k% (X) denota al conjunto de clases
de isomorfismo de haces G-principales que son localmente triviales sobre U.
Ademss, esta funcion pasa al colimite y define

HY(X;G.) = colimyH' (U; G.) — colimyk%(X) = kg (X)

donde kg(X) es el conjunto de clases de isomorfismo de haces G-principales
sobre X.

Sea G un grupo topolégico bien basado y consideremos el haz G-principal
universal p: FG — BG. Para cualquier funcién continua f: X — BG podemos
tomar el pullback de p inducido por f

ffEG—— EG
| F
x !~ pc

de manera que f*EG — X es un haz G-principal. En [1] se prueba que si
f,9: X — BG son homotopicas y X es un espacio paracompacto, entonces
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los haces inducidos son isomorfos. En otras palabras, si X es paracompacto
tenemos una funcién bien definida
dada por [f] — [[*EG — X].

Teorema 2.3.1. Sea X un espacio paracompacto y G un grupo topoldgico bien
basado. Entonces el diagrama

ka(X)

TN

HY(X,G.) [X, BG]

[pasl—[Bpor: X —BG]

conmuta, donde las flechas diagonales son las definidas anteriormente.

Demostracion. Consideremos el pullback del haz universal inducido por By o A
y el haz asociado a [pag], P(©vag)

P(‘Paﬁ)\ -

(Bp o )*(EG) —= EG

Pk

Para ver que p y ¢ son isomorfos basta dar un morfismo de haces G-principales,
es decir, una funcién continua G-equivariente v tal que poy = q. Esto es equi-
valente a tener una funcién continua equivariante v tal que yop = By o1 oq.
Definimos v4: Uy X G x {a} — EG como

(@9, @) = [(Pagar () s Pan 100 (), Pa 0 (2)9), (Aag (2)5 005 A, (2))]

donde z € Uy, N---NU,, ¥ ap < --- < ay, son todos los indices de los abiertos
tales que A, (z) # 0. Para ver que es continua fijemos xg € U, y sea W C EG
un abierto tal que v, (z,g,a) € W. Sea Up X -+ x U, x V una vecindad de
(Paoar (%0); s Pan 10, (T0), Pa,,a(0)9); (Aaq (%0), s A, (20)) tal que

7r(U0><~-><Un><V)CW

donde 7: | |,~o(EG), x A" — EG es la aplicacén cociente. Sea U,, C U, una
vecindad de z¢ donde a lo més Ay, (2) # 0 para cada 0 < i <ny cada x € Uy,.
Entonces Ag: Uy, — A™ dada por z — (g, (), ..., Aa, (7)) es continua y existe
N C U,, vecindad abierta de zg tal que A2(N) C V. Como cada @a,a,,, €S
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continua, existen Ny, ..., Nj, vecindades abiertas de zq tales que @q,q,., (Ni) C
Ucon0<i<n—1y va,a(N,)S C U, con S C G abierto, donde esto tltimo
pasa ya que el producto en G es continuo. Definimos

W=U,NNyN---NN, NN x 8 x {a}.

Ast, 7, (W) C W y por lo tanto 7, es continua. Ahora, la funcién

Uaea Ua X G x {a} ;‘”‘; EG

—~
~
~
~
> v
—~

P(pap)

pasa al cociente y define la funcién continua v ya que
(@, pgalr)g, B) —

[(Paoas (T); s Pan_1a, (T), @an,ﬁ(x)‘ﬁﬂa(x)g)y (Aag (T); 0y Ay, ()] =
(Pagar (), s Py 10 (T)5 Pary () 9)s (Aag (X)), -5 Aar,, ()]

~ es G-equivariante ya que
/

'7[3;7 9, Oé] g =
[(‘paoal (.Z‘), o Pan_1an (l‘), @ama(x)g)’ ()‘Oto (l‘)v sty )\an (.Z‘))] ’ g/ =
[(Pagar () s Pan_1an (2), Pan,a(2)99"); Nag ()5 s Aa, (2))] =

Y[z, 99', .
Finalmente, por construcciéon ~ satisface p oy = By o A o ¢ y obtenemos el
isomorfismo de haces G-principales 7. O

Para probar que H Y X,G.) — [X, BG] es biyectiva cuando X es paracom-
pacto necesitamos que las flechas diagonales del triangulo del teorema 2.3.1 sean
biyectivas. El siguiente resultado se puede consultar en [9].

Proposicion 2.3.2. Sea X un espacio topoldgico, entonces la funcion
HY(X,G.) — ka(X)
dada por [pag] — [P(pap) — X| es biyectiva.

Para ver que la otra flecha es biyectiva, primero recordemos que el haz
universal p: FG — BG es numérico, entonces el haz inducido por una funcién
continua f: X — BG, también es numérico, ya que una cubierta trivializadora
de f*EG — X es {f1(Va)}aen, donde {V, }aea es una cubierta trivializadora
de p, lo que implica que la familia de funciones

Aa
{X=7BC >R }Jaea
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es una particién de la unidad subordinada a {f~1(Va)}aea que ademés es lo-
calmente finita, donde m, es la particién de la unidad subordinada a {V,}aea.
Ahora, la prueba de que funciones homotdépicas inducen haces isomorfos se basa
en que hay una cubierta trivializadora con una particién de la unidad (local-
mente finita) subordinada a ella. Podemos generalizar esto a haces numéricos,
de manera que si kéf (X) denota el conjunto de clases de isomorfismo de haces
G-principales numéricos, entonces también tenemos una funcién bien definida
[X, BG] — kg(X ) para cualquier espacio topoldgico. El siguiente resultado se
puede consultar en [11].

Proposicion 2.3.3. Sea X un espacio topoldgico, entonces la funcion
[X, BG] — k& (X)
dada por [f] — [f*EG — X] es biyectiva.

Las cubiertas abiertas buenas numéricas son un conjunto dirigido, de manera
que podemos definir

Iﬂﬁ(X; G.) = colimuﬁl(u; G.)
donde el colimite se toma sobre cubiertas abiertas buenas numéricas. Clara-
mente la restriccién de la funcién de la proposicién 2.3.2 a H#(X ;G.) induce
una biyeccién ﬁ# (X;G.) — kg(X) Ahora, por la proposicién 2.2.5 y un ar-
gumento similar a la prueba de la proposicién 2.2.9, tenemos una funcién bien

definida Iﬂ# (X;G.) — [X, BG]. De manera andloga a la prueba de 2.3.1, tene-
mos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. Sea X un espacio topoldgico y G un grupo topolégico bien
basado. Entonces el siguiente tridngulo conmuta

kE(X)

PN

TL(X,Ge) [X, BG].

[papl—[Bpor: X —BG]

y por lo tanto ﬁ#(X; G.) — [X, BG] es biyectiva.

Corolario 2.3.5. Sea X un espacio paracompacto y G un grupo topoldgico
bien basado. Entonces la funcion

HY(X:G.) — [X, BG]
es biyectiva.

Demostracion. Si X es un espacio paracompacto, entonces cualqyier cubierta
abierta de X es numérica, lo que implica que H'(X;G.) = Hy(X;G.) y
ko(X) = kg(X) Asi, la funcién [X, BG] — kg(X) es biyectiva y por el
teorema 2.3.1 se tiene el resultado. O
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2.4 Cohomologia Homotépica

La cohomologia homotopica de un espacio X se define usando espacios Eilenberg
MacLane de la siguiente manera:

DEFINICION 2.4.1. Sea L un grupo abeliano. Definimos la g-cohomologia ho-
motdpica de un espacio X con coeficientes en L como

HUX; L) = [X, K(L, q)].

Si trabajamos en k-Top, por el corolario 1.3.9 y la proposicién 1.2.13 dado
un grupo abeliano G con la topologia discreta, tenemos un espacio Eilenberg
Maclane BG de tipo K (G, 1), donde BG es un grupo topoldgico abeliano. Si G
es numerable, entonces BG es un complejo CW numerable y BG x BG es un
complejo CW con la topologia producto usual, de manera que BG es un grupo
topoldgico abeliano en Top.

Podemos iterar la construccién B(-) y obtenemos espacios Eilenberg Maclane
K(G,n) = B"G = B(--- BG) ya que

G sig=n

ﬂ-Q(BnG) = Wq*l(Bn_lG) == 7T-¢1*(7171)<BG) = {0 si q 7& n

y podemos definir H?(X,G) = [X, BIG]. Vamos a dar otra construccién de
espacios K(G, q) que es més clara y mds adecuada para el isomorfismo entre la
cohomologia homotépica y la cohomologia de Cech ([2]).

DEFINICION 2.4.2. Sea (5, s¢) un conjunto basado y L un grupo abeliano. Defi-
nimos F(S,L) = {¢: S — L | ¢ es cero salvo en un nimero finito y ¢(s9) = 0}.

Cada ¢ € F(S,L) se puede escribir de la siguiente manera: sea l € Ly
s € S, definimos Is € F(S, L) como

Il s=s
ls(s’)—{o o2

con s # sg y definimos lsg = 0 para cada l € L. Dada ¢ € F(S,L) y s1, ..., Sk
los puntos donde ¢ no es cero, entonces ésta es de la forma ¢ = Ele l;s;, donde
©(si) = l;. Asi, escribiremos

¥ = Z lssa

seS
con [s no cero en un numero finito de s € S. Cuando S es un espacio topoldgico
le damos una topologia a F(S;L) de la siguiente manera. Denotemos por
F.(S,L) = {p € F(S,L) | ¢ es no cero en a lo mas n puntos}. Ahora, para
cada n, F,(S,L) C F,,+1(S, L) y tenemos que

F(S,L) = | Fu(S, L).

n>0
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Consideremos (L x S)™ que es un espacio con la topologia producto, y la
funcién py,: (L x S)™ — F,(S, L), dada por

Mn((lla 51)7 ceey (ln7 Sn)) = Z liss
=1

que es suprayectiva. Para cada n, le damos la topologia cociente a F,(S,L) y
a F(S,L) la topologia coherente, es decir, C C F(S, L) es cerrado si y sélo si
C N F,(S,L) es cerrado en F, (S, L) para cada n. Veamos que F(S,L) es un
grupo topoldgico. Considremos el siguiente diagrama

(L x S)» —~ (L x S)"

F.(S,L) F.(S,L)

|

F(S,L) — F(S,L)

inverso
donde h((l1,51), s (In,sn)) = ((=l1,81), ., (=, 8n)) que es continua ya que

L es un grupo discreto. Por lo tanto la composicion es continua y la funciéon
inverso es continua. Ahora, consideremos el diagrama

(L xS)" x (L xS)™ —— (L x §)ntm

HnXIJ«ml \L#n-%—m

producto

Fo(S,L) X Fip(S, L) —— F, 11 (S, L)
donde la composicién estd dada por
((Iusy+ -+ +1nsn), (I1s) + -+ 1U,s0)) = list+ -+ sy 18y + -+ 18,

Para que la funcién producto sea continua, necesitamos que p, X , sea identi-
ficacién. Vamos a considerar S = |K|, donde K es un complejo simplicial. Se
puede probar que F(|K|, L) es un complejo CW ([2]) y ademds, si L es numer-
able, F'(S, L) es un complejo CW numerable y por lo tanto F'(S; L) x F((S; L) es
un complejo CW con la topologia usual. Si L no es numerable, hay que trabajar
en la categoria k-Top. En esta categoria, i, X u, resulta ser una identificaciéon
y entonces si S es un k-espacio, F'(S, L) es un grupo topoldgico abeliano (como
k-espacio).

Consideremos el cono de S (reducido), CS, y la suspensién XS (reducida),
junto con las funciones i: S — CSy q: CS — XS. Se puede probar que

F(S,L) "> F(CS,L) %~ F(SS, L)
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es una fibracién (basada) y que F'(CS, L) es contraible. Usando esto, la holono-
mia Op: QF(3S, L) — F(S, L) para una funcién de levantamiento I', resulta ser
una equivalencia homotépica ([2]). Tomando S = S™ (que es un espacio trian-
gulado), obtenemos que QF(S™, L) ~ F(S"~, L) y en particular, QF(S™, L) es
del mismo tipo de homotopia que un complejo CW'.

Lema 2.4.3. Si (X,x0) es conectable por trayectorias entonces F(X,L) es
conectable por trayectorias.

Demostracion. Sea lx un generador de F/(X, L). Vamos a dar una trayectoria de
lx alrg=0en F(X,L). Paraesto,seac: I — X tal que 0(0) = zo y (1) = x.
Definimos ¢: I — F(X,L) como 6(t) = lo(t). Entonces 6(0) = lo(0) = lzo
y (1) = lo(1) = lz. Falta ver que & es continua. Consideremos la funcién
continua «: I — L x X dada por ¢t — (I,0(t)). Asi, el siguiente diagrama
cunmuta

I —2—>LxX

y como p1 es continua, se tiene que & es continua. Ahora, sea Z?Zl lix; en
F(X,L) y &; la trayectoria que empieza en l;xg y termina en l;x;. Considere-
mos la trayectoria w: I — F(X, L) dada por w(t) = 61(t)+- - -+5,(t). Entonces
w(0)=61(0)+---+6,0) =lizo+- - +lpzo=0yw(l) =61(1)+---+6,(1) =
lix1 + -+ l,z,. Ahora, w es continua ya que es la composicion

F(X,L F(X,L
I B ( ) )XK XK ( 5 ) sumaF(X’L)

n

donde S estd dada por t — (61(t), -+ ,Gn(t)). O
Proposicion 2.4.4. F(S™; L) es un espacio Eilenberg Maclane de tipo K(n, L).

Demostracion. m,(F(S™, L)) & 7 (QF(S" T L)) & my41(F(S", L)), Sig >
n’

L siqg=n
0 si q#n.

Sig <mn, mg(F(S™", L)) & --- 2 mo(F(S" %, L)) y comon—gq >0, S" 7 es
conexo por trayectorias, lo que implica que F(S™ 9, L) también lo es. Por lo
tanto, para cada n > 0, F(S™, L) = K(L,n). O

ro(F(S™ L) 2 - & my_y(F(S°, L)) = 1y (L) = {

DEFINICION 2.4.5. Vamos a definir
HIY(X, L) =[X,F(S", L)]

donde la operacién de grupo es la inducida por F(S™, L), es decir, (f - g)(z) =
f(x) - g(z) y pasando a homotopia [f] - [g] = [f - g].
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2.5 Cohomologia de Gavillas

Vamos a mencionar los conceptos necesarios para poder probar 2.6.10, los cuales
no probaremos, pero que se pueden consultar en [18].

DEFINICION 2.5.1. Sea G: Tx — Ab una pregavilla de grupos abelianos. Deci-
mos que G es una gawilla, si se cample lo siguiente: Sea U = (J;. ; U; y conside-
remos una familia compatible {s; | s; € G(U;)}ie, es decir, s;|u,nu; = 55
para cada 4,j € J. Entonces existe una tnica s € G(U) tal que s
cada i € J.

UiﬁUj
U, = s; para

EJEMPLO 2.5.2. Sea G un grupo topoldgico abeliano. Entonces la pregavilla
G.: 1, — Ab es una gavilla, ya que la existencia de la funcién continua global
asociada a una familia compatible de funciones, estd garantizada por el lema
del pegado.

En general, una pregavilla no es una gavilla, por ejemplo, dado un grupo
abeliano L, la pregavilla constante L no es una gavilla si L no es el grupo trivial.
Pero podemos “gavillanizar” a las pregavillas de la siguiente manera.

DEFINICION 2.5.3. Sea G: 7x — Ab una pregavilla y x € X, definimos
G = colimys,G(U)

donde el colimite se toma sobre los abiertos U que contienen a . Definimos

w:S:HQmaX

zeX

como m([s,U];) = z, donde s € G(U) y [s,U]s € G- A la clase [s,U], se le
llama germen de s en z. Los gérmenes satisfacen [s, U], = [¢/,U’], si y sélo
si existe W C U NU’ vecindad de z tal que s|yy = s'|wv. Una base para la
topologfa de S son los conjuntos {[s,U], | € U y U es un abierto de X} y con
esta topologia 7 satisface lo siguiente:

1. 7 es continua y suprayectiva.

2. 7 es un homeomorfismo local, es decir, para cada a € S, existe una vecin-
dad abierta N tal que 7|y es un homeomorfismo y m(N) es abierto.

3. Cada tallo 7~ !(z) = G, tiene estructura de grupo abeliano, de manera
que la diferencia a —b € 7~!(x) depende continuamente de a y b, es decir,
si S* = {(a,b) € S xS | 7(a) = w(b)} entonces la funcién S* — S dada
por (a,b) — a — b es continua.

A 7 se le llama la gavilla étalé asociada a G.

DEFINICION 2.5.4. Considermos la gavilla étalé 7: S — X asociada a una pre-
gavilla G, tenemos las secciones locales
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INU,S)={s: U — S| sescontinuay mos=Idy}

para cada abierto U C X. TI'(U,S) es un grupo abeliano con la operacién
(s+ 8)(x) = s(z) + s'(z) € G,. El idéntico en este grupo es la seccién cero
s0: U — S, z — 0, € G, (que siempre es continua). Si U C V, tenemos un
homomorfismo I'(V, S) — T'(U, S) que estd dado por restringir las secciones a U.
Asi, obtenemos una pregavilla I'(_, S): 7x — Ab y ademds, el lema del pegado
nos dice que es gavilla. Denotamos a esta gavilla como G.

EJEMPLO 2.5.5. Sea L un grupo abeliano y consideremos la pregavilla constante
L. La gavilla étalé asociada a L es la proyecciéon 7: X x L — X, donde L tiene
la topologia discreta. Entonces la gavillanizacion de L es la gavilla

(., X x L): 7x — Ab.

Ademds, I'(U, X x L) = C(U, L), es decir, la gavillanizacién de la pregavilla
consatente es L., donde L tiene la topologia discreta y por lo tanto L.(U) son
las funciones localmente constantes f: U — L.

Consideremos la categoria de pregavillas Ab("X)”" donde los morfismos entre
pregavillas h: P — Q son transformaciones natural entre P y Q, es decir, para
cada abierto U C X se tiene un homomorfismo de grupos abelianos hy tal que
el siguiente diagrama conmuta

P(V)—— Q(V)

PU,V\L \LPU,V

h
PU) —= Q(U)
para cada U C V. Sea Gav(X) la categoria de gavillas que es una subcategoria
plena de Ab(™)™ | es decir, Morgay(x)(G,F) = Mor gy -xyer (G, F) para cua-
lesquiera gavillas F y G. Sea GE(X) la categoria de gavillas étalé sobre X, es
decir, cada obejeto p: S — X satisface 1, 2, y 3 de 2.5.3 y los morfismos son de

la forma
h

N A
X
donde h es continua, el tridngulo conmuta y la restriccién a las fibras que se

denota hy: p~t(z) — ¢ '(z) es un homomorfismo de grupos abelianos para
cada = € X. Se puede probar que

S

S/

&
—_—

Gav(X) GE(X)

r

es una equivalencia de categorias, donde & es el funtor que a cada gavilla le
asocia su gavilla étalé. Asi, una gavilla es equivalente a su gavilla étalé. En
particular, dada una gavilla G, el grupo G(U) es isomorfo a T'(U, S).
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DEFINICION 2.5.6. Sea h: G — F un morfimo de pregavillas. Definimos la
pregavilla ker h: 7x — Ab como (ker h)(U) = ker hy C G(U) y para i: U —
V', definimos (ker h)(i): (ker h)(V) — (ker h)(U) como py.v|ker hy : ker hy —
ker hy que esta bien definido pues h es natural. De manera similar, definimos
la pregavilla im h: 7x — Ab como (im h)(U) = im hy C F(U) y la pregavilla
coker h: Tx — Ab como (coker h)(U) = coker hy = F(U)/im hy,.

Con estas pregavillas, la categoria Ab(™)" es abeliana, es decir, hay una o-
peracién aditiva en los morfismos y existen nicleos y conticleos. Se puede probar
que la pregavilla ker h es gavilla, pero en general, las pregavillas im h y coker h

no son gavillas, sin embargo, podemos tomar la gavillanizacién im h y coker h.
Con estas gavillas, la categoria Gav(X) también es abeliana. En una categoria
abeliana tenemos sucesiones exactas de manera similar a las categorias Ab o
R-mod. El siguiente resultado se puede consultar en [12].

Proposicién 2.5.7. Sean h: F' — F y g: F — F' morfismos de gavillas.
Entonces la sucesion

0—>F "> F 2o —0

es exacta corta (donde la pregavilla O si es una gavilla) si y sdlo si la sucesion

en los tallos

0 Fr ey O

Fil——=0
es exacta corta para cada v € X .

DEFINICION 2.5.8. Definimos I'(X,_): Gav(X) — Ab como I'(X,G) = G(X). A
I'(X, ) se le llama funtor de secciones globales.

Recordemos que un funtor F': C — D entre categorias abelianas es exacto
izquierdo si dada una sucesién exacta 0 — A — B — C — 0, la sucesién
0 — F(A) — F(B) — F(C) es exacta. El siguiente resultado se puede consultar
en [18].

Proposicién 2.5.9. El funtor I'(X,_): Gav(X) — Ab es un funtor exacto
izquierdo.

NoTA 2.5.10. También tenemos un funtor exacto izquierdo de Ab(™x)"" — Ap,
pero este funtor no serd interesante ya que resulta exacto.

De manera similar a la categoria Ab, tenemos objetos inyectivos en una
categoria abeliana C, es decir, si I es un objeto de C, entonces I es inyectivo si
para cualesquiera morfismos

1
(S
N
N
N
A

0——
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existe el morfismo punteado tal que el diagrama conmuta. Dado un objeto A
en una categoria abeliana, decimos que la sucesién exacta

0 1
0 A AR S

es una resolucién inyectiva si cada I; es un objeto inyectivo. Si F': C — D es un
funtor exacto izquierdo, obtenemos un complejo de cocadenas

F(d°) F(d")
F(ly) —= F(I)

F(Iy)

Dadas dos resoluciones inyectivas 0 — A — I* y 0 — A — J* de un objeto A
se puede probar que los complejos de cocadenas I* y J* son homotépicamente
equivalentes y por lo tanto también los complejos F'(I*) y F(J*). De esta
manera tenemos isomorfismos candnicos en cohomologia

H'(F(I)) = H'(F(J"))

para cada i > 0. Una categoria abeliana tiene suficientes inyectivos si cualquier
objeto A se puede encajar en un objeto inyectivo lo cual es equivalente a que
todo objeto tenga una resolucién inyectiva.

DEFINICION 2.5.11. Sean C y D categorias abelianas y F': C — D un funtor ex-

acto izquierdo, donde C tiene suficientes inyectivos. Definimos el ¢-ésimo funtor
derivado derecho de F, R'F: C — D como R'F(A) = H'((F(I*), F(d")).

El siguiente resultado se puede consultar en [18].

Proposicién 2.5.12. R‘F: C — D es un funtor aditivo que satisface R°F = F
y para cualquier sucesion exacta corta 0 — A — B — C — 0 hay una sucesion
ezacta larga

0 — F(A) — F(B) — F(C) - R'F(A) — R'F(B) —» R'F(C) — ---

Vamos definir la g-cohomologia de un espacio X con coeficientes en una
gavilla como el g-ésimo funtor derivado de I'(X,_): Gav(X) — Ab. Para esto
necesitamos que cualquier gavilla G tenga una resolucién inyectiva

0—=G—Fo—F1—>Fa— -

En Ab cualquier grupo abeliano L se puede encajar en un cociente de Q). U-
sando que Ab tiene suficientes inyectivos se prueba que Gav(X) tiene suficientes
inyectivos.

DEFINICION 2.5.13. Sea G en Gav(X). Definimos
HY(X:G) = RT(X,G).
En particular, por la proposicién 2.5.12 obtenemos un isomorfismo
H°(X:G) = T(X,G).

Hay otra definicién de cohomologia de gavillas usando otro tipo de resoluciones.
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DEFINICION 2.5.14. Sean C, D categorias abelianas y F': C — D un funtor
exacto izquierdo. Decimos que un objeto C en C es F-aciclico si R'F(C) = 0
para cada i > 0. Decimos que una resoluciéon 0 — A — C* es F-aciclica si cada
objeto de C* es F-aciclico.

El siguiente resultado se puede consultar en [5].

Proposicion 2.5.15. Sea 0 — A — C* una resolucion F-aciclica de A.
Entonces R'F(A) = HY(F(C*)).

Con esto podemos calcular la cohomologia con resoluciones aciclicas. Algu-
nas gavillas aciclicas (I'(X, -)-aciclicas) en la categoria Gav(X) se obtienen de
la siguiente manera.

DEFINICION 2.5.16. Decimos que una gavilla G en Gav(X) es fldcida (“flasque”
o “flabby”) si para cualquier abierto y cualquier s € G(U) existe § € G(X) tal
que S|y = s.

El siguiente resultado se puede consultar en [18]

Proposicién 2.5.17. Sea G una gavilla flicida. Entonces H1(X;G) = 0 para
cada q > 0.

De esta manera las gavillas flacidas son aciclicas. Usando que cualquier
gavilla inyectiva es flicida y que Gav(X) tiene suficientes inyectivos tenemos
que cualquier gavilla tiene una resolucién flicida. Otra manera de ver esto es
con la gavilla de Godement asociada a una gavilla G que se define como

o)) = [[ 9
zeU

Se puede probar que GG es flicida y que hay un encaje G — GG. Con esta
gavilla se puede construir la una resolucion flacida de G.

DEFINICION 2.5.18. Sea G una gavilla en Gav(X) y 0 — G — F* una resoluciéon
flacida de G. Definimos

HY(X;G) = HI(T'(X, F7)),

que coincide (salvo isomorfismo canénico) con la definicién 2.5.13, ya que por
las proposiciones 2.5.15 y 2.5.17 tenemos RII'(X,G) = HI(T'(X, F*)).

De manera similar a como se defini6 H 1(X;G) para una pregavilla de gru-
pos, definimos la cohomologia de Cech de un espacio con coeficientes en una
pregavilla de grupos abelianos.

DEFINICION 2.5.19. Sea P en Ab(™x)°". Definimos
HY(X;P) = colimy H(U; P)

donde el colimite de los grupos H? (U; P) se toma sobre cubiertas abiertas buenas
de X.
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En este caso también se tiene un isomorfismo H°(X;G) = I'(X, G), cuando G
es gavilla ya que como vimos antes un 0-cociclo { f,} es una familia de funciones
compatibles y como G es gavilla tienen una unica extensién.

Vamos a relacionar la cohomologia de gavillas con la cohomologia de Cech
en dimensiones mayores que cero. Para esto primero se prueba lo siguiente que
se puede consultar en [23].

Proposicion 2.5.20. Sea Z una gavilla inyectiva, entonces ﬁq(X,I) =0 para
cada g > 0.

La comologia de Cech es para pregavillas y en general una sucesién exacta
de gavillas no implica que la sucesién de pregavillas subyacentes sea exacta.
Entonces no siempre tenemos la sucesién exacta larga en cohomologia de éech,
asociada a una sucesion exacta corta de gavillas. Para asegurar que tengamos
sucesiones exactas en cohomologia hay que pedir otra hipétesis al espacio X. El
siguiente resultado se puede consultar en [20]

Proposicion 2.5.21. Sea X un espacio paracompacto y
0—-F -F—->F"—0
una sucesion exacta en Gav(X). Entonces hay una sucesion exacta larga
c— HYX; F) - H(X; F) —» H(X; F") — HTY(X; F') — - -
El siguiente resultado se puede consultar en [18].

Proposicion 2.5.22. Sean C y D categorias abelianas y F1,H9: C — D con
q > 0 una familia de funtores aditivos contravariantes. Supongamos que

1. Para cada sucesion exacta corta0 — A — B — C — 0 en C hay sucesiones
exactas largas en D

- — F1(A) — FY(B) — F1(C) — FT"'(A) — - ..
-— HY(A) — HY(B) — HI(C) — H™(A) — -
2. FY es naturalmente isomorfo a H
3. Fi(I)=0= Hi(I) para cada objeto inyectivo I en C y para cada q > 1.
Entonces F'9 es naturalmente isomorfo a H? para cada g > 0.

Aplicando la proposicién anterior a H?(X;_), HI(X;): Gav(X) — Ab que
son funtores aditivos contravariantes y usando que HY(X;G) = T'(X,G) =
H°(X;G) para cualquier gavilla, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.5.23. Sea X un espacio paracompacto y G en Gav(X). En-
tonces hay isomorfismos

HI(X;G) = H(X;G)

para cada q¢ > 0.
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2.6 El Teorema de Huber

Recordemos que un espacio X es débilmente localmente contraible (dlc) si para
cada x € X existe un abierto U C X que contiene a x y una homotopia U x I —
X entre la identidad en U y la constante c,.

Lema 2.6.1. Sea X un espacio débilmente localmente contraible. SiY es es del
mismo tipo de homotopia de X entonces Y es débilmente localmente contraible.

Demostracion. Sea 1: X — Y una equivalencia homotoépica y ¢: Y — X su
inverso homotépico. Tomemos yg € Y y denotemos z¢g = ¢(yo). Sea U C X un
abierto que contiene a gy H: U x I — X una homotopia tal que H(z,0) =z
y H(z,1) = z¢ para cada z € U. Sea F: Y x I — Y una homotopia tal que
F(y,0) =y y F(y,1) = 9 o ¢(y) para cada y € Y. Consideremos el abierto
V = ¢~1(U) que es una vecindad de yo y definimos H': V x I — Y como

) F(y,2t 0<t<1/2
Hlwt)= {w<H<¢><§/>,2t —1) 1zsts<1

que estd bien definida y es continua pues ¢(y) € U, F(y,1) = ¥(é(y)) v

Y(H(4(y),0)) = ¥(4(y)) para cada y € V. Ahora, H'(y,0) = F(y,0) = y
y H' (y,1) = v(H(¢(y),1)) = ¥(z0) = ¥(¢p(yo)) para cada y en V. Finalmente

definimos H: V x I — Y como

— . H(y2t) 0<t<1/2
H(y’t>{F(yO,2—2t) 1/2<t<1

que estd bien definida y es continua ya que H'(y,1) = ¥(¢(vo)) vy F(yo,1) =
V(d(yo))- Ast, H(y,0) = H'(y,0) =y y H(y,1) = F(yo,0) = yo para cada
yevV. O

Lema 2.6.2. Sea Y un espacio que tiene el mismo tipo de homotopia de un
complejo CW. Entonces Y es débilmente localmente contraible.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos una equivalencia homotoépica Y ~ X con
X un complejo CW. Como X localmente contraible ([13]) en particular es dlc
y por el lema 2.6.1 obtenemos que Y es dlc. O

Sea Y un espacio y P(Y,y) el espacio de trayectorias que comienzan en y € Y’
(con la topologia compacto abierta). Entonces la funcién p: P(Y,y) — Y dada
por a — a(1) € Y es una fibracién con fibra p=*(y) = Q(Y,y) y ademés P(Y,y)
es contraible ([1]).

Lema 2.6.3. Sea Y un espacio conexo por trayectorias. Entonces la fibracion
p: P(Y,yo) — Y admite secciones locales si y solo siY es débilmente localmente
contraible.
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Demostracion. Supongamos que Y es dlc. Seany € Yy H: Uy x I — Y la
contraccién débil H(z,0) =y y H(x,1) =x. Sea a: I — Y una trayectoria tal
que a(0) = yo y a(1) = y. Definimos H,: U x I — Y como

B a(2t) st 0
H, () = {H(x,%—l) si 1

que es continua ya que H(z,0) = y = a(l) para cada * € U. Asi, Hy es
un contracciéon débil entre Idy, y cy,. Definimos H,: U, — P(Y,y0) como
H,(z)(t) = Hy(x,t) que estd bien definida pues H,(x)(0) = Hy(x,0) = yo y es
continua ya que Hy: Uy — C(I,Y) es la funcién adjunta de H, (que por la ley
exponencial es continua). Sea x € Uy, entonces

poHy(z)=H,(z)(1) = H,(x,1) = z.

Por lo tanto la familia {H,},cy es una familia de de secciones locales para
p yva que {Uy}ycy es una cubierta abierta de Y. Supongamos que p admite
secciones locales. Sea y € Y y s: U — P(Y,yp) una seccién local tal que
y € U. Definimos H: U x I — Y como H(x,t) = s(x)(t) que es continua por el
argumento de arriba. Entonces H(x,0) = s(z)(0) = yo ya que s(z) € P(Y,yo) y
H(z,1) = s(z)(1) =pos(z) =z Por lo tanto H es una contraccién débil. [

Sea L un grupo abeliano. Vamos a considerar los grupos topoldgicos F(S™, L)
y los espacios de lazos G, = Q" *F(S™, L) los cuales tienen una estructura de
grupo topoldgico heredada por F(S™, L). Para cada 0 < k < n, Gy, es del mismo
tipo de homotopia de un complejo CW ya que
Q" kR(S" L) ~ F(S*, L).

Ademas, son espacios Eilenberg MacLane de tipo K (L, k) pues

m(@tr(s D) = m(rsh o) = {0 T I

Consideremos el espacio P(Gy, *) (que también hereda una estructura de grupo
topoldgico). Tenemos la fibracién

G111 P(Gy, %) 2— Gy (1)

ya que la fibra de p es QG = Gj—1. Consideremos las gavillas (Gi). vy P(G, *).
sobre un espacio X. Tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.6.4. La sucesion (1) induce una sucesion exacta de gavillas

00— (Gpo1)e —F= P(Gr,#)e 2 (Gh)e —— 0.
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Demostracion. Por la proposicién 2.5.7 basta probar que la sucesién

iy j 2

0—— ((Gk?*l)c)z — (P(Gka *)c)a: —_— ((Gk:)c):zz —0

es exacta corta para cada z € X. El morfismo i4 estd dado por ix[f,U], =
i, U], Supongamos que [io f, U], = [fo, V], en (P(Gy,*)c)s con fo — cte.,
entonces existe W C U NV vecindad de z tal que (i o f)|w = folw. Como i es
una inclusién, claremente f|y = cte., y por lo tanto ix es inyectivo.

Ahora, pg oin[f,Uly =[poio f,Uls = [cs, U]y en ((Gr)e)s vy por lo tanto
im iy C ker pg. Supongamos que px(f,Ul, = [po f,Uls = [cs,V]s, con
f: U — P(Gg, *). Entonces, de manera similar a lo anterior, (po f)|w = ¢, es
decir, f(y)(1) = *, lo que implica que f(y) € Q(Gk,*) = Gx—1 paracaday € W
yasi flw: W CUNV — Gi_1. Por lo tanto im iy = ker p.

Falta ver que py es suprayectivo, para esto tomemos un germen [ 1, U]g; en
((Gk)e)z- Por el lema 2.6.2, Gi es dlc y como Gy es conexo por trayecto-
rias si £k > 1, podemos aplicar el lema 2.6.3 y obtenemos secciones locales de
p: P(Gg,*) — Gj. Ahora, f(x) € Gy, entonces existe V' C Gy, vecindad abierta
de f(x), junto con una seccién local s: V — P(Gy, ). Sea W =UN f~1(V) y
definimos f': W — P(Gy,*) como so flw. Asi, po f' =poso flyw = flw. Por
lo tanto px[f', Wls = [f, Uls. O

DEFINICION 2.6.5. Una gavilla G sobre un espacio X es una gavilla suave si
cualquier seccién s € G(A) con A C X cerrado, se extiende a una seccién global
5 € G(X), es decir, §|4 = s, donde G(A) =T(A,S) y m: S — X es la gavilla
étalé asociada a G.

La cohomologia con coeficientes en una gavilla suave G satisface que
HY(X,G)=0

para cada ¢ > 0 ([4]). En [4] también se prueba que cuando G es una gavilla
sobre un espacio paracompacto X entonces cualquier seccién s € G(A) con
A C X cerrado, se puede extender a una seccién s’ € G(U) donde U es una
abierto que contiene a A.

Lema 2.6.6. Sea X un espacio paracompacto y E un grupo topoldgico con-
traible. Entonces la gavilla E. sobre X es suave.

Demostracion. Sea A C X un subespacio cerrado y s: A — S una seccién
en FE.(A). s se puede extender a una funcién continua s’: U — F con A C U
vecindad abierta de A. Como X es paracompacto, entonces es normal y podemos
encontrar abiertos V, W tales que AC W C W Cc V C V C U. Por el Lema de
Urysohn existe una funcién continua f: X — I'talque f(W) =0y f(X-V) =1
Sea H: E x I — E una contraccién de E tal que H(x,0) = 2 y H(z,1) = *.
Definimos s: X — F como

v [H( (z), f(x)) sizeU
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Tomemos z € U N (X — V), entonces f(z) = 1y H(s'(z), f(z)) = *. Por
lo tanto 3 estd bien definida y es continua. Ademés, §(z) = H(s'(x), f(x))

H(s'(x),0) = s'(z) para cada x € W y en particular para z € U. Por lo tant
5 es la extension deseada.

ool

Proposicién 2.6.7. Sean X un espacio paracompacto, G un grupo topoldgico
abeliano y QQ C G un subgrupo abierto y cerrado. Si QQ es contraible, entonces
para g > 0

HY(X;Ge) = HY(X;(G/Q)e)-

Demostracion. (G/Q). es la gavilla de funciones localmente constantes ya que
G/Q es un grupo discreto. Ahora, [e] € G/Q es abierto, entonces la funcién
[e] — e € G es una seccién local, lo que implica que G — G/Q admite secciones
locales. De manera similar a la prueba del lema 2.6.4 la sucesiéon @ — G - G/Q
induce una sucesién exacta corta de gavillas

0—Qc— Ge— (G/Q)c — 0.

Por el Lema 2.6.6 Q. es suave y por lo tanto H4(X;Q.) = 0 para ¢ > 0. Como
X es paracompacto tenemos una sucesién exacta larga

= HTH (X5 (G/Q)e) — HI(X;Qc) — HU(X;Ge) — HU(X;(G/Q)e) — -+
y por lo anterior tenemos isomorfismos
HI(X;Ge) = HY(X; (G/Q)e)
para g > 0. O

Proposicion 2.6.8. Sea X un espacio paracompacto. Entonces paran > 0
H"(X;(Go)e) 2 H"(X; L)
donde Go = Q"F(S™, L) y L es un grupo abeliano discreto.

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta
27 2
00— (Gr-1)e — P(Gy, *)e — (Gp)e —0.

Por el lema 2.6.4, (P(Gg, *)). es suave, entonces si X es paracompacto y pasamos
a cohomologia, la sucesién

s HON(X5(Gr)e) = HY(X (Gron)e) = HYX P(Gr, %)) —

HY(X;(Gr)e) = HH (X (Gr-r)e) — HYX; P(Gro¥)e) — -
es exacta y por lo tanto HY(X; (Gg)e) = HT(X; (Gr—1).) para g >0y

HO(X; (Gr)e) im HY(X; (P(Gr,%))e) = H'(X; (Gr-1)e)-
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Tomando k = n e iterando el primer isomorfismo obtenemos
HO(X;(Gn)e)/im HY(X; P(Gr,%)e) = HY (X (Gno)e) = H™ (X5 (Go)e)-

El grupo H°(X;(Gp).) 2 T(X, (G,).) donde G,, = F(S™, L), es decir, son las
funciones continuas X — F(S™, L). El subgrupo im H®(X; P(G,,*).) denota
a las funciones f que se pueden factorizar mediante una funcién continua

P(E(S™, L), *)

)

X

y dado que P(F(S™, L), %) es contraible, f ~ cte., y obtenemos que f = po f ~
¢«. En otras palabras, [f] = [g] en

HO(X;(Gp)e)/im HY(X; P(Gn,y *)e)
siysélosi f-g7' = poh ~ ¢, lo que implica f ~ ¢, -g = g. Por otro
lado, si tomamos una funcién f: X — F(S™, L) homotdpica a una constante y
consideramos el diagrama

donde H(x,0) = c. y H(x,1) = f(x), usando que p es fibracién obtenemos una

homotopia H tal que po H(x,1) = f(x). De esto se sigue que si [f] = [g] en
[X, F(S™, L)], entontonces existe h tal que poh = f - g~!. Por lo tanto

H°(X3(Gn)e)/im HO(X; (P(Gy,*))e) = [X, F(S", L)] = H"(X, L)
para n > 0. O
Proposicion 2.6.9. Sea L un grupo abeliano. Entonces
H(X;L.) = H°(X,L).

Demostracion. Tenemos que H°(X;L.) 2 T'(X,L.) = C(X,L) y H(X,L) =
[X, F(S° L)] donde F(SY L) = L. Consideremos la funcién C(X,L) — [X, L]
dada por ¢ — [p], que claramente es suprayectiva. Veamos que es inyectiva.
Sean ¢, : X — L tales que [¢] = [¢)]. Entonces existe H: X x I — L tal que
H(z,0) = p(x) y H(z,1) = ¢(x). Sea x € X fijo, entonces tenemos o,: [ — L
dada por o, (t) = H(x,t), y como L es discreto, o, es constante. Por lo tanto
o(x) = 0,(0) = 0,(1) = 9(x) para cada x € X. Como [p-¢] = [¢] - [¢] la
funcién preserva el producto y por lo tanto es isomorfismo. O
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Teorema 2.6.10. Sea X un espacio paracompacto y L un grupo abeliano.
Entonces
HYX,L.) 2 HYX,L).

para cada q > 0.
Demostracion. Sea Gy = Q"F(S™, L). Tenemos que Gy ~ L ya que
Q"F(S", L)~ F(S°,L) = L.

Sea ¢: Gy — L una equivalencia homotdpica, entonces el morfismo inducido
¢u: mo(Go) — mo(L) = L es biyectivo, es decir, 14 es una biyeccién entre las
componentes por trayectorias, lo que implica que ¢ es suprayectiva pues L es
discreto. Asi, ¢~1(I) C Gy es abierto para cada [ € L que son todas las com-
ponentes por trayectorias de Gy. Consideremos la componente por trayectorias
del cero en Gy que denotamos Cy. Como Cjy es un subgrupo abierto y cerrado
obtenemos una sucesion exacta larga en homotopia

= 74(Co) — m(Go) — 74(Go/Co) — mg-1(Co) — -+

Ahora, Go/Cy es un espacio discreto y ademds, Gy es un espacio Eilenberg
MacLane de tipo K(L,0) lo que implica m,(Go) = 0 = 7,(Go/Cy) para g > 1.
Asi, m,(Cy) = 0 para cada ¢ (pues Cj es conexo por trayectorias). Por el teorema
de Whitehead Cj es contraible ya que es del mismo tipo de homotopia que un
CW. Asi, podemos aplicar la proposicién 2.6.7 tomando Q = Cy y obtenemos
para ¢ > 0 el isomorfismo

HI(X; (Go)e) = HI(X;(Go/Co)e)-

Finalmente tenemos los isomorfismos L 2 7o(Go) = mo(Go/Co) = Go/Cy y por
lo tanto (Go/Co)c = L¢. Aplicando la proposicién 2.6.8,

H(X; Lo) = HY(X; (Go).) = HI(X; L)
para g > 0. El caso ¢ = 0 es la proposicion 2.6.9. O

NoTa 2.6.11. En el articulo de Huber [10], no se trabaja en k-Top, de manera
que en general el producto en F'(S™, L) no es continuo si L no es numerable. Pero
si X es un k-espacio entonces el producto de funciones f-g: X — F(S™, L) es una
funcién continua pues el producto en F(S™, L) restringido a espacios compactos
s es continuo y obtenemos que (Gp). es pregavilla. Para los grupos Gy =
Qn=kF(S™, L) el espacio C(U, G},) se identifica de manera canénica mediante la
ley exponencial con el subespacio de

C(X x 8" 7% F(s", L))

que consiste de las funciones que satisfacen f(U x {pt}) = {pt}. Como S"~*
es compacto, X x ™% es un k-espacio, de lo cual se sigue que el producto es
continuo.
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Corolario 2.6.12. Sea X wun espacio paracompacto y L un grupo abeliano.
Entonces hay un isomorfismo

9

HYX;L,) = HIX;L).

Demoustmcio’n. Por la proposicién 2.5.23 y el teorema 2.6.10 tenemos isomorfis-
mos HY(X;L,) = HY(X;L,) 2 HY(X;L). O

Usando que la cohomologia de Cech de espacios paracompactos calculada en
una pregavilla G es isomorfa a la cohomologfa de Cech calculada en la gavilla
asociada G (se puede consultar en [9]) obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.6.13. Sea X wun espacio paracompacto y L un grupo abeliano.
Entonces hay un isomorfismo

v

HY(X;L) = HIX;L).

Demosttacio/n. Tenerunos que la gavilla asociada a L es L.. Por el corolario
2.6.12, HY(X;L) 2 HY(X;L.) 2 HYX;L). O
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