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Introduccion

Cuando nos adentramos en el estudio de los niimeros primos no es extrano
que en ocasiones la incertidumbre se haga presente en nuestras reflexiones.
Sabemos que las cuestiones donde los primos son el elemento central no son
sencillas, en particular, su distribucién es uno de los tépicos de interés per-
manente, y en parte se debe a la irregularidad con la que éstos se presentan.

Los primos muestran variaciones que podrian contradecir nuestra intui-
cién, y un reflejo de ello es la existencia de grandes intervalos de niimeros
compuestos que ademas son consecutivos. Por ejemplo, dado un ntimero na-
tural n, los enteros

m+1)14+2, (n+I+3, (n+ 1)1 +4, - (n+ 1)+ (n+1)
son multiplos de

2,34, ,n+1

respectivamente, es decir, todos son nimeros compuestos y en consecuencia
tenemos un espacio de tamano n donde no existe ningiin primo. Lo intere-
sante de este intervalo es que puede ser tan grande como queramos que n lo
sea, y mas aun, la cantidad de intervalos puede ser nuevamente tan grande
como n pueda ser elegida entre los enteros positivos. Esto nos pone a la vista
que se tiene una infinidad de intervalos, donde cada uno puede contener una
enorme cantidad de enteros compuestos consecutivos.

Pero un contraste respecto a la presencia de estos grandes espacios donde
no se hallan primos, es que sabemos que existen intervalos bien definidos
donde si hay primos. Y en esta direccién tenemos la conjetura de Legendre
que nos enuncia que por lo menos existe un primo entre n? y (n+ 1), para n
entero positivo; por su parte Bertrand asegur6 que entre n y 2n — 2 siempre



existe por lo menos un primo; y una generalizacion de este resultado la pro-
puso Sierpinski, y dice que para todo natural n > 1y k < n, existe al menos
un primo en el intervalo kn y (k4 1)n. Con estos resultados tenemos que la
existencia de los primos no es tan incierta, como nos lo indicaba la presencia
de los grandes huecos que sélo contienen niimeros compuestos, es mas, con
la propuesta de Bertrand cada uno de los grandes huecos queda contenido
en uno de sus intervalos que si contienen un primo.

De los intervalos que se enunciaron en el parrafo anterior sabemos que
ya fue demostrado el que conocemos como postulado de Bertrand, y el caso
k = 2 de la generalizacién de Sierpinski.

Este trabajo de tesis tiene como tema central el estudio de las demostra-
ciones principales del postulado de Bertrand. Y se decidié asi porque perci-
bimos que en la mayoria de los trabajos donde se menciona el postulado y
su demostracion se refieren a Bertrand -quien lo propuso-, mencionan que la
primera demostracién fue la de Chebyshev, y algunos autores a veces men-
cionan a Ramanujan y Erdos como los otros personajes que aportaron algo
a la demostracion del postulado. Pero en la mayoria de los casos no se en-
cuentra lo que escribieron los personajes antes mencionados, y esto es lo que
motivo que nos adentraramos a estudiar los articulos originales de los cuatro
matematicos citados, y con esto poder dar una interpretacién de como se dio
un hilo conductor entre los trabajos.

La tesis se divide en cuatro capitulos y cada uno tendra como eje central
lo que aportaron al tema Bertrand, Chebyshev, Ramanujan y Erdos. Los
capitulos contienen lo siguiente:

e Capitulo I. Es un analisis del articulo de Bertrand, Mémoire sur le nom-
bre de valeurs que peut prendre une fonction quand on y permute les lettres
qu” elle renferme (1845), para conocer el contexto de su enunciado que dice
entre n y 2n-2 siempre existe por lo menos un primo, y asi tratar de
entender por qué no lo demostro.

e Capitulo II. Es el mas extenso de la tesis y en el se estudia el articu-
lo de Chebyshev Mémoire sur les nombres premiers (1850), que es amplio
ya que contiene la primera demostracion del postulado de Bertrand. Cabe
senalar que en este trabajo Chebyshev tiene como objetivo principal analizar



propiedades correspondientes a la distribucién de los primos, y el postulado
de Bertrand quedé como una aplicacién de éstas.

e Capitulo III. Se analiza el articulo de Ramanujan A proof of Bertrand’s
Postulate (1919), y vemos cémo tomé algunos de los elementos primordiales
de la demostracién de Chebyshev, pero él trazé un camino diferente para la
demostracion del postulado, y en el articulo nos deja ver su enorme capaci-
dad para replantear el problema y llevarlo por una ruta maés corta.

e Capitulo IV. Aqui se aborda el articulo de Paul Erdés Beweis eines Satzes
von Tschebyschef (1931) y de él extraemos su razonamiento para acotar coe-
ficientes binomiales, mismos que lo llevan a demostrar el postulado. Aqui es
interesante ver como Erdos se fue por un camino diferente al de Ramanu-
jan y Chebyshev, pero con esta forma de proceder dejé las bases para que
otros abordaran la generalizacién de Sierpinski, también por la via de los
coeficientes binomiales.



Capitulo 1

Surgimiento del Postulado de
Bertrand

Cada vez que abordamos uno de los problemas matematicos de importancia
es comun que lo veamos fuera de un entorno multidisciplinario, es decir, con
frecuencia empezamos el estudio de un tema matematico de manera direc-
ta, y no es que sea inapropiado, porque finalmente lo que queremos en ese
momento es la solucién a esa inquietud. Empero, si nos adentramos en el
entorno matematico que influy6 en el autor del problema a tratar, entonces,
cabe la posibilidad que podamos comprender algunas de las vias que nos pue-
den conducir a la solucién o a nuevas posibilidades vinculadas al problema
que nos atane.

En esta tesitura se abordara aqui lo que actualmente conocemos como el
“postulado de Bertrand”!, es decir, que entre n y 2n, para n entero positivo,
siempre existe por lo menos un nimero primo.

En los estudios presentes sobre teoria de los niimeros no puede faltar el pos-
tulado de Bertrand, y lo comin es que lo sitien dentro del tema de ntimeros
primos, y cabe mencionar que existen libros que lo han expuesto muy bien,
desde la vision de la matematica actual. Pero cuando se acude a la fuente
original, esto es, lo que escribié el mismo Bertrand en una memoria de la
Ecole Polytechnique en 1845, se encuentra que la finalidad de proponer esta

'En matemadticas es comtin escuchar o encontrar los términos “postulado y teorema”.
Un postulado es una proposiciéon no demostrada, pero que es aceptado; por otro lado, un
teorema es una afirmacién que puede ser demostrada dentro de un sistema formal.



propiedad de un intervalo [n,2n], es totalmente ajena a la de los tdépicos
vinculados sélo a los niimeros primos. A continuacion se expone el contexto
matematico en el que Bertrand enuncié lo que conocemos como su ‘postula-

do’.

En 1845 Bertrand publicé su Mémoire sur le nombre de valeurs que
peut prendre une fonction quand on y permute les lettres qu” elle
renferme?, donde aborda el tema de las permutaciones de n letras. En este
punto exhibe que esta retomando los resultados sobre permutaciones relacio-
nados a las soluciones de ecuaciones, y en este sentido él tiene presente que
fue Lagrange con su propuesta de que en cada ecuacion algebraica de grado
n
" + a1z a4+ a, =0,

las raices 1,9, - ,x,, se puede asociar a una funcién racional de ellas,
denotada por f(zq,z2,- - ,x,). De esto se consideran las permutaciones de
x1,To, -+, T, que son n!, (y esta funcién puede llegar a tener hasta n! valores
diferentes, y estos pueden ser denotados como f1, f2,---, f™).

Por otro lado, estos valores son las raices de la resolvente de Lagrange

(= F) (1= ) (- 1) =0

De aqui se tiene que las raices de 2" +a; 2"t +asx™ 2+ - - +a, = 0 son fun-
ciones racionales de las raices de la resolvente. Asi, Lagrange establecié que
el numero de valores siempre tiene que ser un divisor de n!, en términos mo-
dernos nos dice que el orden de un subgrupo de un grupo finito es siempre
un divisor del orden de n.

Lo que tenemos es que Bertrand se encuentra inicialmente en un contex-
to de las soluciones de una ecuacion algebraica, y aunque no navegara en
esta direccion, si se ubicard en el mismo tema de las permutaciones.

Otra vertiente en la que Bertrand también se situo es la que aparecié en 1815
cuando Cauchy publicé su Mémoire sur le nombre de valeurs qu “une
fonction peut acquérir lorsqu “on y permute de toutes les manieres
possibles les quantités qu “elle renferme. Es importante senalar que éste
es el primer estudio que se conoce sobre el grupo de las permutaciones, y que

2Bertrand [1845].



no esta vinculado a las soluciones de ecuaciones, es decir, en este articulo
el conjunto de las permutaciones ya es directamente el objeto de estudio.
En su Mémoire Cauchy estudié el nimero de valores que toma una funcién
racional f(xq,xs, - ,x,) sobre las permutaciones de (x1, 22, -+ ,x,), y de
manera sobresaliente se adentré en la estructuracion sistematica de lo que
hoy conocemos como la teoria de grupos de permutaciones.

Entre 1844 y 1846 Cauchy nuevamente publicé trabajos sobre el grupo de
permutaciones y demostrd, entre otras cosas, que si el orden de un grupo
de permutaciones es divisible por un primo p, entonces el grupo contiene un
subgrupo de orden p.

Es en el contexto de lo antes expuesto que Bertrand escribié su articulo de
1845, pero si se ha mencionado que Bertrand estaba en la via de las permu-
taciones, entonces cabe preguntarnos jen donde entra el postulado?.

En la quinta seccién de su Mémoire se encuentra el resultado que dice:

Si una funcién de n letras tiene mas de dos valores, entonces ella tiene al
menos 1.

Esto es, si f(z1, 29, -+ ,x,) adquiere mas de dos valores respecto a su co-
rrespondencia con (zq, s, -+ ,Z,), entonces tendré al menos n — 2 valores
adicionales a los otros dos.

Para demostrar este teorema, Bertrand consideré una funcién

f(x17x27”' 7'Tn)

de n letras que tuviera menos de n valores, y de las n letras propuso extraer
2 grupos, uno de p letras y el otro de 2. Y aqui es donde establece la ca-
racteristica de que siempre podra elegir a p que sea primo y que ademas se
encuentre entre £ y n — 2, enseguida menciond que esto se cumple para toda
n > 6 y que ya lo prob6 para todos los nimeros inferiores a seis millones.
Asi es como aparece por primera vez lo que ahora conocemos como el ‘pos-
tulado de Bertrand’ y es muy importante notar que no se detiene més en
ese resultado, él tenia el otro objetivo, que era demostrar el teorema antes
citado, y asi lo hizo. Inmediatamente después mencioné que sobre los dos
grupos, el de dos y el de p letras, se operara una permutacion circular, y dice
que este proceso lo puede repetir p veces para el de p letras y dos veces en
el de dos, con lo que puede obtener 2p arreglos diferentes de n letras para
flxy, 29, -+, 2,), y aqui es fundamental que como considerd que p esta entre
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5 ¥y n — 2, entonces 2p es mayor que n, y como 2p son los arreglos diferentes
de las n letras, entonces se tienen més de n arreglos.
Lo que se puede ver es que si no toma a p con estas caracteristicas, entonces
se corre el riesgo de que los 2p arreglos extraidos de los dos grupos de dos y
de p letras, respectivamente, no sean mayores que n.

Todos los detalles de la demostracion de Bertrand se encuentran en su articu-
lo de 1845, lo que aqui se queria mostrar es que el contexto en el que sur-
gi6 el postulado es totalmente ajeno a un entorno de niimeros primos, es mas,
podriamos decir que ni siquiera esta inmerso en un topico de teoria de ntime-
ros. Lo que aqui pasé es que Bertrand requeria estos conjuntos de p letras
para seguir adelante en su demostracion, y resulté que no estaba errado en
su propuesta, posteriormente otros demostrarian que existe por lo menos un
primo entre n y 2n. Bertrand no volveria a retomar este tema de los primos
desde una perspectiva de querer demostrar que esto era cierto para toda n.
El articulo de Bertrand es rico en la informacién que proporciona para en-
tender como se gestd la teoria de grupos de permutaciones, Bertrand con-
junté aportaciones de Abel, Cauchy, Rufinni, Galois y Lagrange, pero en este
trabajo de tesis ya no se tratara mas este perfil, porque aqui nos enfilaremos
hacia el estudio del postulado de Bertrand.



Capitulo 2

Chebyshev demuestra por
primera vez el postulado de
Bertrand.

Como ya se menciond, Bertrand enuncié que “para todo entero n > 3 siempre
existe un nimero primo entre ny 2n—2" ' y sabemos que no demostré nada al
respecto. El primero en demostrar el postulado en cuestion fue el matemati-
co ruso Pafnuty Chebyshev, en 1850 escribié la “Mémoire sur les nombres
premiers” donde su propodsito inicial era encontrar un criterio para definir la
convergencia o divergencia de las series con indices primos; y por otro lado
exhibe la demostracion del postulado de Bertrand como una aplicaciéon de
uno de los pasos para construir las cotas superior e inferior del logaritmo del
producto de nimeros primos.

Pero antes de pasar al analisis de la demostracion contenida en la Mémoire
de 1850 es importante poner en contexto este trabajo, y para ello se tiene
que recurrir al primer articulo que escribié Chebyshev sobre ntiimeros primos,
éste es la “Mémoire sur la fonction qui détermine la totalité des nombres pre-
miers”, que escribid en 1848. En esta Mémoire se encuentra una parte de los
estudios de Chebyshev para tratar de conocer la cantidad de ntimeros pri-
mos menores a un determinado nimero z, y es lo que conocemos como m(z).

I Actualmente lo podemos encontrar enunciado como “para todo ntimero n > 1 siempre
existe un numero primo entre n y 2n” que es més general, ya que involucra un intervalo
mas amplio y no nos limita sélo a niimeros enteros.



En este articulo Chebyshev estudiara el limite de (@ — logx) cuando x

tiende a infinito, pero lo que mas nos interesara es que también da un paso
importante para tratar de acotar m(x), y para esto propuso que

/‘” dx ox /‘r dz ox
— <7(z) < +
5 logr  log,x 5 logxr  log,x

para una infinidad de valores de .

Para la segunda memoria, la de 1850, “Mémoire sur les nombres premiers”
Chebyshev se adentrarda nuevamente en la acotacién de primos en intervalos
definidos, y con esto se entenderd més a w(z), esto es, la construccién de las
cotas daria lugar a lo que hoy conocemos como Teorema de Chebyshev, que
dice lo siguiente:

Ezisten niumeros ¢y y co tales que

x x
< m(x) < e

1

logx logz’

para todo x > 2.

Y aqui nos adelantamos a decir que las demostraciones modernas del teore-
ma anterior suponen que el postulado de Bertrand es cierto, mientras que en
la demostracion directa de Chebyshev el postulado sera una aplicacion del
proceso de construccion de las cotas para los primos contenidos en ciertos
intervalos, y es aqui donde se considera que se presenta la primera demostra-
cién del postulado. Ahora pasamos al anélisis de la memoria de Chebyshev

de 1850.

2.1. Mémoire sur les nombres premiers, 1850

En la parte anteriot de este capitulo se indicé que el propdsito inicial del
articulo de Chebyshev era encontrar un criterio para definir la convergencia
o divergencia de las series con indices primos; y después en el segundo punto
-el mas importante para nosotros- exhibe la demostracion del postulado de
Bertrand como una aplicacion del proceso para construir las cotas del loga-
ritmo del producto de ntimeros primos.
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En el primer punto, el de las series, se tiene que comentar que Euler ya habia
probado que algunas de esas series divergian, por ejemplo,

L, 1ttt 1,
2¢ 3¢ he  Ta o 1le " 13e  17@
diverge para los mismos valores para los cuales la serie

1 1 1 1 1 1 1
ettt e tmte
diverge, es decir, para las a < 1. En ese caso coincide en que ambas series
convergen, pero no siempre pasa que las series de la forma

U2+U3+U4+U5+U6+U7+U8+"'

convergen si
Uy + U3 + U + U7 + U1 + Uy + U7 + -+ -

converge.

Para conocer la convergencia o divergencia Chebyshev quiso formular un
criterio que lo indicara y crefa que podia hacerlo por aproximaciones. Y es
en este contexto que él se adentro en el andlisis de las series.

Ahora pasamos a la construccion de las cotas del logaritmo del producto de
primos, que es lo que dara lugar a la demostracion del postulado de Bertrand.

§ 1. Chebyshev inici6 con la definicién de la funcién 6(x) como el logarit-
mo natural del producto de todos los niimeros primos menores o iguales que

x, es decir,
( H pi)-

2<pi<z

Podemos observar que si x es positiva y menor que 2, entonces (z) = 0, y
esto sucede porque [n (1) = 0, entonces, inicialmente sélo trabajaremos con
x > 2 para que la funcién no se anule. Ya definida la funcién 6(zx), ahora
Chebyshev la usara para expresar el logaritmo del factorial de z, asi

0(z) + 0(/T) + 0(Vz) + 0(YT) + - -

In(1-2-3-4..|z|) = +0(2) +0(\/2) +0(Y/%) +0(/%) + -
+0(5) +0(/5) +0(3/3) +0(/3) + -

+0(5) +6(/9 +0(/5) + (/%) + -



|z| denota el mayor entero menor o igual que z, y se puede apreciar en la
igualdad anterior que gran parte de los términos

con 7, j naturales, son cero, y esto se debe a que sélo se cuentan los términos
que superan o son iguales que el primer niimero primo, que es el 2.

Antes de pasar al andlisis de esta igualdad, es conveniente mostrar un ejem-
plo para que se vea cémo se desarrolla el lado izquierdo de la igualdad. Sea
x =13.5, entonces |xz| = 13 y 13! = 6,227,020,800 ademés tenemos que
contabilizar cuantos términos son mayores o iguales que cada p < 13. De lo
encontrado se forma la siguiente tabla

p <13 términos > p cantidad de términos > p
2 13.5 135 135 13,5 135 135 35, (/135 /135y Y135 10
3 13-5, 135, 135 7135 /135 5
5 3.5, 155 2
7 13-5 1
11 13.5 1
13 13.5 1

de lo que se ve que

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13 =131=219.3%.52. 71 . 111 . 13",

y al aplicarle logaritmo natural a 13! tenemos 10(n (2),3In (5),2in (7),in (11)
y In (13)

por otro lado
x =13.5 por lo que 0(13.5)=In(2-3-5-7-11-13),

%: 6.75 por lo que 9(%) =1In(2-3-5)

135 =45, entonces 0(132) =In (2 - 3)
85 =337y 0(£2)=In(2-3)
B 27y 0(*22) =1In(2)
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185 =225 y 0(122) = In (2)

V135 =367y 0(\/13-5) = In (2 - 3)

\/@ 25y 0(\/@) =n(2)
\/@ 212y 9(\/@5) =n(2)

V135 =2.38 y (/13- 5) = In (2).

Y asi obtenemos 10in (2), 3in(5), 2in(7), In(11) y In(13), y claramen-
te las descomposiciones son las mismas.

El ejemplo ayuda a entender que cada sumando del lado derecho de la igual-
dad, que depende de 6(z), es parte de la factorizacién en potencias de primos
del 13!. Pero surge la pregunta ;cémo fue que Chebyshev visualizé esta igual-
dad?. Para darnos una idea, escribamos a ésta junto con las representaciones
de las funciones 6(z), para obtener que

In(1-2-3---|x|) =

ln(H pi>+ln H i | +1n H ol +

2<pi<z 2<pi<VE 2<pi <Yz

Y si consideramos el caso de x = 30, entonces se tiene
In(1-2-3-4---30) =

13



+5-7-11-13-17-19-23-29) +In(2-3-5)+In(2- 3) + In(2)
-5 (2-3) +In(2)

~5-7) +1In(2-3) +In(2)
5 (2
5 (2

OJCOOOQJQJQJCOOOQD

S~ T~ Tttt e e S S e o~ o~y
S 3333333333333
AN N N N N N N N N N~
DO DO DNODNDD DN NN DN DD DN DN

— — — — —

(2.1)
De esto se obtiene

ln(l 2 3.4.-.30) =1In[(2-3-5-7-11-13-17-19-23-29) (2-3-5-7-11-13)
(2-3-5-7) (2-3-5)(2-3-5)(2-3)(2-3)(2-3)(2-3)(2)(2)(2) (2)(2)(2-3-5)
(2 )( -3)(2)(2) (2)(2-3)(2)(2)(2)],

y aqui es claro que si se aplica la funcién inversa al logaritmo se obtiene
la descomposiciéon en primos.

Entonces
1-2-3-4---30=(2-3-5-7-11-13-17-19-23-29)(2-3-5-7-11- 13)
(2-3-5-7)(2-3-5)(2-3-5)(2-3)(2-3)(2-3)(2-3)(2)(2)(2)(2)(2)(2-3-5)
(2-3)(2-3)(2)(2)(2)(2-3)(2)(2)(2),

o lo que es lo mismo?

2Aqui se usara un resultado que para la época de Chebyshev ya era conocido, y dice:

Si p es un nimero primo, entonces Y oo =1 LP—JJ es el exponente de p en la factorizacién de
primos de n!.

Vease la demostracién de este resultado en el apéndice C al final de la tesis.

14



ol 2] . 3l %) 58] .7 LF] 1115 13l 7l] . 99l 58] «
ol58] . 3l] . 513«

R TP ETRE T
ol5%]

La tdltima igualdad relaciona directamente los renglones con las columnas de
(2.1), esto es, todos los primos involucrados en el rengén

ol 2] 3l %] . 58] . 71F) . 118 . q13lB] . 17LB] .. 99l 5]

~[E

son los mismos que todos los primos existentes en todos los productos de la
primer columna de (2.1),% y lo mismo para los renglones restantes y columnas
de (2.1) respectivamente.

Aunque Chebyshev no dice como llegé a la expresién para (n(1-2-3-4--- |x]),
es posible que lo haya hecho a través de la iltima igualdad que acabamos de
exponer.

Por otro lado, los comentarios de Chebyshev en su Mémoire se ubican en
un sentido mas cercano al de mostrar que se puede llegar a cumplir la igual-
dad, mientras que lo que se acaba de mostrar en una posible forma de como
se llegd a deducir la igualdad. Lo que Chebyshev hizo para la justificacion es
senalar que el lado derecho se puede descomponer como suma de términos
de la forma K Inp con p primo y K un entero positivo.

Para justificar que el lado derecho de la igualdad se puede representar con

3Se puede ver que ol %] que es la cantidad de veces que aparece el primo 2, es la misma
cantidad de sumandos que aparecen en la primera culumna de (2.1), y asi para los otros
primos.
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términos de la forma K In p toma las series
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(2.2)

y considera a K como el nimero de términos de la serie que son mayores
o iguales a p, y en general, para los casos en que x < p, entonces 6(z) no
genera al término (n p, y como busca todos los términos In p que aparezcan
enelln(1-2-3---30), entonces requiere los términos de la serie (2.2) que son
mayores o iguales que aquellos de la serie (2.2), que son mayores o iguales
a p, para cada p primo, tal que 2 < p < |z], y al hacer esto se obtiene
la cantidad K de veces que aparece el In p, para cada p primo. Y con esto
Chebyshev afirmé6 que el coeficiente K de In p es igual a la mayor potencia
de p, tal que p divide a 1-2-3-4---|z].* Sabemos que Chebyshev no
demostré este resultado, pero parece que intuyd que esta potencia maxima
es igual al nimero de términos de la serie (2.2), que son mayores o iguales
que p y a su vez esto se debe a que el niimero de términos de la serie

r r T
x_ —_— —_— . ..
7273747

que son mayores o iguales que p es igual al numero de términos de la serie
1,2,3,4,--- , |x| que son divisibles por p. Enseguida, el nimero de términos

de la serie
x x x

que son mayores o iguales que p es igual al nimero de términos de la se-
rie 1,2,3,4,--- ,|x| que son divisibles por p?. Y en general, el nimero de

4Este es el mismo resultado que se menciona en la nota 3.
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términos de la serie

J jz J‘E JE
\/Ea\/;v 37 47

que son mayores o iguales que p, es igual a la cantidad de términos de la
serie 1,2,3,4,--- , | x| que son divisibles por p/, y K es la suma del nimero
de términos de la serie (2.2) menores o iguales que p,p? p?, -+, esto para
cada primo p < |x].

Con esto se visualiza que K es la mayor de las potencias, por lo que am-
bos lados de la igualdad se pueden descomponer en términos de la forma
Kinp

Podemos darnos cuenta que esta relacionando el niimero de términos de la
forma % que son mayores o iguales a p, para cada p primo, con la mayor

potencia de p que divide a |x|!, pero hasta aqui atin no introduce el loga-
ritmo natural, pero cuando lo hace se sigue conservando lo planteado por
Chebyshev, y se debe a las propiedades del [n.

Se nota que implicitamente cuando busca una K; que sea la maxima potencia
de p, tal que p%i divide a |x]!, para cada primo, lo que estd haciendo es fac-
torizar a |x]! en potencias de primos, y al aplicarle el logaritmo obtenemos
una suma de logaritmos de primos con sus respectivas potencias K;, pero
recordemos que bajo las propiedades del logaritmo la potencia pasa a ser un
coeficiente.

Con lo anterior ya se tiene una idea de como opera la propuesta de Chebyshev
sobre el logaritmo de |z ]!, es decir, la igualdad

0(x) +0(yx) + 0(/x) + 0(v/x) +
In(1-2-3-4---|z]) = (§)+9\/_+6(§/§)+9 \/§)+
+0(2) + 0(/%) +0(3/%) + 0(3/3) +
HO(Z) + 0(\/2) + 0(3/%) + 0(3/%) + -

§ 2. Kl siguiente paso que Chebyshev realiz6 fue plantear otras funciones que
dependen de la funcién 0(x) antes definida, asi

6(x) + 0(3/) + 6(/7) + O(/) + ... = ()

(@) + 6 (5) () + UG + e = T()

17



donde
In(1-2-3-4---|z]) =T(x).

Es importante senalar que uno de sus principales objetivos serd acotar a 0(x),
y como esta funcién es igual a In(2-3-5---|z]), entonces, al acotar a 6(z)
se tendrian limites para el producto de los primos en el intervalo [2, z].
Para llegar a este objetivo él requiere las siguientes desigualdades

V(@) > Te) + T(35) ~ T(5) — T(5) - T(3)
blw) = () < T) + T(55) = T(5) = T(5) = T(3).

Para justificar la existencia de éstas trabajaremos con x > 30, y es para no
llegar a cero en ninguna de las funciones que dependen de T'(z).

El proceso para obtener las desigualdades requiere que se desarrolle cada una
de las funciones T'(z), entonces

x x x x
T(z) + T(%) - T(E) - T(g) - T(g) =
( (@) +9(5) +9(5) +o(F) + -
+)(55) +U(5%5) + ¥ (55) + ¥(g5) + -
—0(3) —¥(35) —¥(5) —¥v(d5) — (2.3)
—0(5) —v(55) —v(s5) —¥(55) — '
—0(5) —U(35) —v(s5) —¥(55) —
\
Y podemos observar que T'(z) +T(55) —T(5) — T(5) — T(%) es de la
forma
Aph(a) + A () + Agp(3) + A() + - A () 4o (24)
Para saber como son los coeficientes Ay, Ag, As, Ay, -+ A,,--- analizaremos

la multiplicidad de 2,3,5 y 30, ademas nétese que 2 -3 -5 = 30 por lo que
podemos trabajar con modulo 30. Entonces, podemos ver la sucesion de va-
lores de n en A,, como

n=30m-+1,2,3,4,56,7,8 - 128,29 0 30,

18



y con esto obtendremos una sucesién de ceros y unos
1,0,0,0,0,—1,1,0,0,—1,1—1,1,0,—1,0,1 —1,1,—1,0,0,1,—1,0,0,0,0,1, —1 - -

para Aq, Ag, Az, A4, --- Ay, - -+, respectivamente. Y esto sucede al considerar a los

miultiplos de 2, 3, y 5 en los denominadores de (%) para 1 (%), de la igualdad
(2.3). Entonces la agrupacién de las clases residuales médulo 30 que determinan
los valores de A,, son:

A,=18in=30m+1,7,11,13,17,19,23 0 29
A,=0sin=30m+2,3,4,5,8,9,14, 16, 21, 22, 25, 26, 27 o0 28
A, =—-1sin=30m+6,10,12,15,18,20 0 24

A, =1sin=30m+ 30.

De las cuatro clasificaciones se puede decir que:

En el primer renglén se colocan los niimeros que no son divisibles por 2, 3, y
5.

El segundo renglén se forma con las n que son divisibles por uno de los niimeros
2,3 0 5 (solamente por uno de los tres).

El tercer renglén se forma con las n que son divisibles por dos de los ntimeros 2, 3
y O.

Y el cuarto renglén se forma por las n que son divisibles por 2,3 y 5, es decir,
divisibles por 30.

Asi, la sucesiéon de A; a Agg se presenta como una sucesién periodica de ceros
y unos debido a que trabajamos con médulo 30. La sucesion es
1,0,0,0,0,-1,1,0,0,—-1,1-1,1,0,—-1,0,1—-1,1,-1,0,0,1,-1,0,0,0,0,1, —1,

y si omitimos los ceros, entonces tenemos una sucesién con 1 y —1, que vista en
(2.4) lleva a

U(@) =0 (BB~ HE) () + - = T@)+T()-T(§)~T(F)-T(3)

o de manera equivalente

De las dos igualdades se puede inferir que
Y(z) = T(x) +T(

xT

35) ~ I
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T T T T T
—Y(=2)<T T(=)-T(=)-T(=z)—-T(=).

Y(e) — 0(5) <T@+ T(55) ~T(5) ~T(5) ~ T(;)

Una pregunta que es oportuno formularnos, es jpor qué Chebyshev tomé los térmi-

nos
T xr x X
P
30727375

, 0 dicho de otra forma ;por qué tomo a los enteros 2, 3, 5, 30 en los denominadores?

?

Posiblemente lo hace porque al tomar T'(x), T(s55), —1(3), —T(3), —T(%) se
generan 5 renglones, 2 con signo positivo y 3 con signo negativo, lo que da lugar a
que aparezcan términos negativos, es decir, que no se anulen o neutralicen con los
positivos y se genere el signo negativo.

En general, conviene trabajar con un ntmero impar de términos, para tener la
posibilidad de obtener los renglones negativos, positivos y/o neutros.

Otra causa por la que toma a T'(z), T(55), —1(5), —T(5), —T(%) es porque
2-3-5 = 30, y trabajar médulo 30 parece que facilita los calculos, pues nétese que
30 es el niimero méas pequeno que es producto de 3 primos diferentes, y al utilizar
la multiplicidad de estos niimeros primos se genera a —1,0,1 que es lo que nos
interesa.

Pero veamos por qué no nos conviene tomar otros productos con menos facto-
res primos o con la misma cantidad de factores, pero con primos mas grandes.
Si tomamos 2 -3 = 6, que es el producto de los dos primeros nimeros primos,

entonces proponemos
T x T
T() +T(g) = T(5) = T(3).

(@)

y como en el caso anterior agrupamos las clases médulo seis de la forma
A,=1sin=6m+105
A,=0sin=6m+2,3,406

entonces obtenemos

(@) +9(3) + () + () + - = Ta) + 1

x T x
—)=-T(=)-T(=).
5)-T(5) - T(3)
Con el producto de primos 2 -3 = 6 y la igualdad anterior podemos proponer una

cota inferior, esta es
x T T

6) - T(?) - T(§)7

pero inferir una cota superior no es tan facil, y es porque no se génera el —1, que
es lo que hace evidente la cota.

Y(x) < T(x)+T(
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En general no es conveniente tomar un niimero que es factorizacion de un nimero
par de primos, lo méas recomendado es un nimero impar.

Ahora, si tomamos 2 -3 -7 = 42, entonces proponemos

X T x

x
T T -T(=)-T(=z)—-T(<
con la siguiente agrupacién de las clases médulo 42

A, = —1sin=42m + 6,12, 14,18, 21,24, 28,30, 36 o 42

A,=1sin=42m +1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37 0 41
A,=0sin=42m+2,3,4,7,8,9,10, 15, 16, 20, 22, 26, 27, 32, 33, 34, 35, 38,39 0 40
y la sucesion de A1 a Ao queda asi
1,0,0,0,1,-1,0,0,0,0,1,-1,1,-1,0,0,1,—-1,1,0,-1,0,1,—-1,1,0,0,—1,1, —1,
1,0,0,0,0,—1,1,0,0,0, —1,

y con esto obtenemos

V(@) () =5+ () +U(E) — - = T@)+T(H)~T(§)-T(3)-T(3)

y de esto deducimos que

T(w)+T(55) —T(5) = T(5) = T(2) < () + ¥ (3)
@)+ T(35) ~ T(5) = T(5) = T(3) > (@) +(5) — ¥ (5),

esta es una buena cota, pero como en los procesos matematicos siempre se busca
el camino éptimo, entonces trabajaremos con la factorizacién de 30, que es mas
pequena y facil de manejar, y es la asociada a

x x x x
—)=T(=)=-T(=)—-T(=).
) -T()-T(5) -T(})
Intrinsecamente nos fijamos en la factorizacion que mads conviene, y no se trata
de acotar a ¥(x) — ¥ (%), mas bien se trata de trabajar con los términos que nos

6
hagan més claras y manejables ambas desigualdades.

T(z)+T(

De lo antes mencionado posiblemente podemos entender por qué Chebyshev tra-
bajé con

() =2 T(2) + T(55) = T(5) = T



(2.5)

x T xT

¥(z) —9() < T(2) + T(g5) - T(5) - T(

Ya vimos que las combinaciones lineales de (2.4) se complican si usamos descom-
posiciones de 3 o menos de 3 nimeros primos, es decir, éstas no funcionan para
minimizar las cotas de Chebychev. Pero es importante mencionar que en 1881 y
1892 el matemético J.J Silvester planteé en dos articulos® otras cotas aptas para
un buen manejo de los datos. Introdujo en lugar de

T x x T
T T(=)-T(z)-T(=)-T(=
(2) + T() ~T(5) - T(5) - T(3)
otras combinaciones lineales de T' (%) considerablemente mas complicadas, pero
el beneficio es que las cotas mejoran.
§ 3. Chebyshev ahora construira otra cota para
T x T x
T T(=)-T(z)-T(=)-T(=

y las requiere para poder establecer otras desigualdades vinculadas con (2.5), pero
éstas sélo dependeran de .

Recordemos que
T(x)=In(1-2-3-4--|z]),

y denotemos a |z] como n, donde n < x, ademas 1-2-3-4---n=n! paran > 1
y finalmente teniamos que T'(x) = log (n!).

Chebyshev fue muy cuidadoso con cada uno de los pasos que sustentan su de-
mostracién, pero en el proceso de la construccién de las cotas de esta seccion,
menciona la desigualdad

1 1
In(1-2-3-4---n) <InV2r +nlnn+ Zlnn —n+ —,
2 12n

y aqui Chebyshev no hace referencia a porque la desigualdad se cumple o de dénde
surge. Para conocer la procedencia de la desigualdad nos acercaremos a Stirling y
a su aproximacién de n!. A esta se le conoce como la férmula de Stirling

1
n+3

n!%\/27rn —,

(&

50n Tchebycheff ‘s theory of the totality of the prime numbers comprised within given
limits, 1881, American Journal Mathematics, IV, pdg. 230-247 y On Arithmetical Series,
1892, Messenger of Mathematics, XXI, pag. 1-19 y 87-120
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y al aplicarle logaritmmo natural de ambos lados se obtiene
1
In(1-2-3---n)~InV2r+ninn+ ilnn—n,

que es una buena aproximacion a la de Chebyshev y con un error minimo conside-
rando las grandes magnitudes que alcanzan los valores de n!. Para tener una idea
de la presicion de la férmula daremos unos ejemplos:

Sea n = 50, entonces
In(50!) =148.4778 y

InV/2m + 501050 — 50 + 5 In 50 =148.4761

Sea n =100
calculamos [n(100!) =363.7393 y por otro lado
Inv2m +1001n 100 — 100 + % In 100 =363.7385

Sea n = 150
calculamos n(150!)= 605.0201 y
Inv2m 4+ 1501n 150 — 150 + % In 150= 605.0195

para finalizar

In(200!) =863.2319 y
In\/27 + 2000200 — 200 + L In 200= 863.2315.

En el ultimo ejemplo podemos ver que ya es una excelente aproximacién y que
el margen de error es minimo.

En el primer ejemplo la diferencia es de 0.0016, en el segundo es 0.0008, en el ter-
cero 0.0005, y en el cuarto 0.0004. Se nota que la diferencia es pequena, pero en la
medida que aumenta el niimero también disminuye el margen de error, esto es, el
comportamiento de In(n!) y Inyv2r+nin n—n—i—% Inn es asintético cuando n crece.

La siguiente tabla compara las aproximaciones.
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n In(n!) InV2r +ninn—n+%lnn error
50 148.4777669517 148.4761003073 0.001666644
100 363.7393755555 363.7385422250 0.000833331
150 605.0201058494 605.0195502946 0.000555555
200 863.2319871924 863.2315705260 0.000416666
250 1134.0452317908 1134.0448984576 0.000333333
300 1414.9058499450 1414.9055721673 0.000277778
350 1704.1247472748 1704.1245091796 0.000238095
400 2000.5006979832 2000.5004896499 0.000208333
450 2303.1351597537 2303.1349745685 0.000185185
500 2611.3304584601 2611.3302917935 0.000166667
1000 5912.1281784881 5912.1280951548 0.000083333

2000 13206.5243505138 13206.5243088471 0.000041667
10000 82108.9278368143 82108.9278284810 0.000008333
100000 | 1051299.2218991218 | 1051299.22189828853179594755265 | 0.0000008333

De Stirling tenemos que
1
In(1-2-3-4---n) %ln\/27r—|—nlnn—|—§lnn—n,
y de la tabla podemos ver que

1
ln(1-2‘3-4-~n)>lm/27r+nlnn+§lnn—n.

En la medida que n crece, mas se acercan In(1-2-3-4---n) y InvV2r +ninn +
%lnn —n, y el margen de error es cada vez mas pequeno. Pero recordemos que
Chebyshev usa la desigualdad

1 1
ln(1-2-3-4-~n)<lnv2ﬂ+nlnn+§lnn—n+ﬁ,
n

que no es la misma que obtuvimos a partir de la férmula de Stirling.

Con la finalidad de llegar a la desigualdad de Chebyshev agregamos a la que

obtuvimos a partir de la férmula de Stirling el término ﬁ, que es positivo, y

entonces la desigualdad cambia de esta forma

1 1
ln(1-2-3~4-~n)<ln\/27r+nlnn+§lnn—n+712 .
n

Ahora veamos la tabla donde ya se agrega el término ﬁ (trabajando con 20

decimales)
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n In(n!) InV2r +nilnn—n+3lnn+ o error
50 148.4777669517 148.4777669739 0.0000000222
100 363.7393755555 363.7393755583 0.0000000025
150 605.0201058494 605.0201058502 0.0000000008
200 863.2319871924 863.2319871925 0.0000000001
250 1134.0452317908 1134.0452317910 0.0000000002
300 1414.9058499450 1414.9058499451 0.0000000001
350 1704.1247472748 1704.1247472748 0
400 2000.5006979832 2000.5006979832 0
450 2303.1351597537 2303.1351597537 0
500 2611.3304584601 2611.3304584601 0
1000 5912.1281784881 5912.1281784881 0
2000 13206.5243505138 13206.5243505138 0

10000 82108.9278368143 82108.9278368143 0
100000 | 1051299.2218991218 1051299.2218991218 0

La aproximacién es casi exacta, y también el error es muy pequeno, conforme crece
la cifra el error disminuye mucho méas hasta ser casi nulo, pero no llega a ser 0.

Ahora bien, sea  un nimero cualquiera, y tomaremos n = |z |, entonces

n<xz<n+l,
y como la funcién T'(z) es creciente, entonces
T(n) <T(x)<T(n+1).
Segun definimos 7'(z) en un inicio, tenfamos algo de la forma

T(x)=1In(1-2-3---|x])

y en particular

pero ya sabemos que

1
Ln(n!) > InvV2r +nilnn —n+ ilnn
Ln(n!) <InV2r +nilnn—n+ 1lnn—i— e
2 12(n)’
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y en particular tenemos las desigualdades

1
Ln((n+ 1)) >inV2r+(n+1)in(n+1)—(n+1)+ §ln(n+ 1)
Ln(n!) <InvV2m +nlnn—n+ 1lnn—i— L
2 12(n)’
pero de la definicién de T'(x) y de propiedades bésicas de In, tenemos que
T(x)=In(1-2-3----n(n+1))—In(n+1),

entonces
Tn)=T(x)=T(n+1)—In(n+1)

y si a la desigualdad
1
Ln((n+ 1)) >inV2r+(n+1)in(n+1)—(n+1)+ §ln(n+ 1)
le restamos In (n + 1) de ambos lados, obtenemos
1
Tx)=TMn+1)—In(n+1)>nVv2r+(n+1)in(n+1)—(n+1) — §ln(n+1),
pero la funcién

InV3r + (a) In (a) — (a) — % In (a)

es una funcién creciente, entonces
1 1
InV2r+(n+1)In(n+1)—(n+1)— 5 In(n+1) > InV2r+(x)In () —(m)—i In(z)

y por transitividad podemos concluir que

T(x) > Inv/2r + (2) In (2) — (z) — %ln (2),

v esta es la primera desigualdad que requeriamos. Para obtener la segunda sélo

tomaremos 1 1
Ln(n!) <InvV2r +ninn—n+ -lnn+ ——
2 12(n)
1

. . 1 . . 1
en particular si en 20 1 €8 igual a 1, la desigualdad se conserva, ya que 13- < 75

para toda n, por lo cual podemos ajustar la segunda desigualdad como
1 1
T(x) <InV2r +zlnx + 3 Inz —x+ 13"

Veamos la tabla para la constante %
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n In(n!) InV2r +nilnn—n+3lnn+ 3 error
50 148.4777669517 148.5594336406 0.0816666888
100 363.7393755555 363.8218755583 0.0825000027
150 605.0201058494 605.1028836280 0.0827777786
200 863.2319871924 863.3149038594 0.0829166670
250 1134.0452317908 1134.1282317910 0.0830000001
300 1414.9058499450 1414.9889055007 0.0830555556
350 1704.1247472748 1704.2078425129 0.0830952381
400 2000.5006979832 2000.5838229832 0.0831250000
450 2303.1351597537 2303.2183079018 0.0831481481
500 2611.3304584601 2611.4136251268 0.0831666666
1000 5912.1281784881 5912.2114284881 0.0832500000
2000 13206.5243505138 13206.6076421804 0.0832916666
10000 82108.9278368143 82109.0111618143 0.0833250000
100000 | 1051299.2218991218 1051299.3052316218 0.0833325000

Nétese que el error no varia mucho, tiende a ser una constante y se sigue cum-
pliendo que
1 1
T(x) <Inv2r+nilnn+ §lnn -—n+ 17
Pero es importante mejorar en cada paso las cotas, haciendolas cada vez mas pre-
cisas y manejables.

Ya tenemos un par de cotas para T'(x), es decir,

1
T(x) >InV2r+zlnx —x — iln:z:

1 1
T(z) < ln\/2w+nlnn+§lnn—n+ﬁ.

Ahora que las conocemos el siguiente paso es acotar T'(x) +T(55) —T(5) —T(5) —
T(%) en términos de la féormula de Stirling, y la tinica observacién previa para
entender lo que Chebyshev hace es que si a > b > cy d > e > f, entonces
at+d>b+te>ct+fya—f>b—e>c—d.

Para acotar T'(x) + T(55) — T(5) — T(5) — T(¥) lo primero que se hace es en-

contrar la cota superior e inferior para T'(z) y T'(55) en términos de Stirling, y
tomamos esos dos términos ya que son los que se agrupan con signo positivo.
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Para T'(z) tenemos

1
T(x) >InV2r+zlnx — 5lnm—x

1
T(z) <Inv2 +xlnx+flnx—$+—

12
yparaT(%) X
z x x x z
T(o5) > Inv/2r + s in oo — S ln oo
( )> nv2r + n 5 n30 30
T( ) <inv2 —i-fln——i—fl ——i—i-i
30 30 30 30 30

por lo tanto

T(x)+T(5) <InV2r+zinz+gine—o+5+IinV2r+5in k-S4 - &+ L
Y

T(x)+T(&5) >In2r+zlne—z—Fma+iny2r+ Sindk — & —1ink

entonces

31 31
2IinV2m —I—f—l—%xlna}—xlnii()so — 3—1x+lnx—fln30>T( )+T(30)

31
) > 2InV271 —:U—I——xlnw—lnw+—ln30—xln3030

T(z )+T( 20

30
Haciendo lo mismo para T'(§) +T'(5) + T'(¥), tenemos

\f7r+ln\/27r+ln\/27r—i—mln2 %ln%—k%ln%—
nf+iinz+ 3

03\%3 3

Y

T(5)+T(35)+ (§)>ln\/§+ln\/ﬁ+ln\ﬁ+xlﬂ +3lng+3ing —5—
nt
3

Por lo tanto

1 1

1 1
3ln\/2w+§—0xlnx—§—0a}—$ln(2%~3§-53)-1— lnx—fln(Q 3 5)+—>T( )+T( )+T(5)
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) 31 +1130 31
— —xz+ —-ind0——inx
30 2 2

wl=
il

31
T(g)+T(§)+T(§) > 327 + %xlnxfxln@% 3% .5

y al hacer la operacién T'(z) +T'(55) — T'(5) — T(5) — T($) obtenemos

1

2
T(z) +T(3£0) —T(%) —T(g) —T(%) < —InV2m 4 = —In30 + glnx+xln(2% .33 .58) — xIn 3030

T(z) +T(3‘)10) 7T(g) 7T(§) fT(g) > —Inv2m — glnz — 2In30% +xin (2% 35 -53) +In30 — 13—2

y para reducir estas dos desigualdades haremos las siguientes observaciones

1 1 1 1 1 1 1
1) xIn22 -35 .55 — xln 3030 = xln 223558
3030
2) —Inv2m —In30 = —1 (18007)
3) —Inv2m +1In30 = 3 in Y
por lo que podemos concluir que
22 .33 .55 5 1 2
2 933 -95 X T T xz
In =2 4 S e — = (18007) + — > T(2)+ T(==) = T(2) = T(3) = T(=
1 1 1
x x T x 22 -33 -55 H 1. 450 3

T T(=)-T(=)-T(=)-T(= In———— =1 —In———.

y si renombramos un factor del primer sumando como

=

1 1
In 2‘?;’]7253 = A=0.9212920- - - - - - ,
0

W

y como se tiene que
1 2
——1In 1800 — <0
5 n 18007 + B <

1l 450 3 -1
Zp 2 2
2 w 12
entonces podemos llegar a
) T x T T )
A — T T(=)-T(=)-T(=)-T(= Ax — = -1. (2.
x+2lnx> (x) + (30) (2) (3) (5)> x 2lnx (2.6)

§4. Ahora queremos obtener las cotas finales para 6(z), y lo podemos ya tenemos

las nuevas cotas para
T T

)~ T(E)-T(E) -T(%).

X
T(x)+ T r a
(@) +T(55 2 3 5
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regresar a § 2 con las dos desigualdades

(@) > T() + T(5) - T(5) - T(5)  T(3)
bla) —(g) < T(@) +Tlgs) - T(3) - T(3) - T(5)

y aunado a las que obtuvimos en (2.5) podemos concluir que
5
P(x) >A1:—§lnx—1

X

ORIE

)<Am+glnas

para x > 30.

Y aqui Chebyshev dio un paso importante, pues logré acotar a 1 (x), que es una
funcién que depende de 0(z) =In(2-3-5---), pero sélo en términos de .

Ahora Chebyshev introducird una funcién f(x), que aparentemente no tiene un
sentido directo, pero en realidad lo hace para simplificar las expresiones de los
limites antes obtenidos, y para acotar en términos de algo diferente a lo que se
ha venido manejando. Asi, f(z) es la funcién adecuada para cambiar los limites y
expresarlos de la manera maés sencilla con base en las desigualdades usadas hasta
ahora.

En resumen, lo que se busca es una cota superior para 1 (z), en términos de f(x),
ya que solo tenemos una cota inferior y nos interesa cerrar el intervalo.

Asi, Chebyshev define a f(x) como

6 , 5
f(:z:)—gA:z:—i-MnGln a:+1lnx

y para ¢ se tiene

f(f):A~§+ianE+§ln$

6 5 4ln6 6 4 6
y fla)—f(%) =
6 T 5 5 r b 5 «x
“Ar—A-Z 20 2247 S P
577 5 Tt T dme™ g AT 1Ing
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:A:U—l—ﬁ%lnw-lnx—ui(ilnx-lnx—|—2-ﬁlnaj-ln()‘—l—ﬁ%mﬁlnG—l—%lnx—
%lnm—i—%ln 6,

que es lo mismo que

Pero ya se tenia
5
P(z) — 1/1(%) < Az + 3 Inx
por lo tanto podemos afirmar que

X

bla) —w(g) < fl@) = £(3)

b(@) — f() <w(g) ~ £(5).

De la segunda desigualdad y dada la sucesion decreciente

rr =
A
es posible obtener la sucesion
(@) = fla) <(5) = F(3) <) = F(55) <o <) = o)

con m el nimero natural mas grande tal que g > 1, y en consecuancia gt < 1,

y como é < gmgr, Dor lo tanto

1 T 1
Con esto podemos considerar a g7 = z y con z € [§,1], entonces 1(z) = 0

(por la definicién de 1) y como f(z) > 0, entonces —f(z) < 1, de lo que podemos
concluir que ¥ (gmgr) — f(gagr) < 1y por transitividad

U(z) — fz) <1

lo que nos indica que
P(z) < fz)+1

por lo tanto

o

5
2 J—
4ln6ln x+4lnx+1.

P(z) < gAa;—F
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Con esta desigualdad Chebyshev logré acotar superiormente a v, y ahora ya se
tienen ambas cotas para v, esto es,

6
24
V(o) <gAz+ s

5
ln2x+1ln$—l—l

)
() >Ax—§lnx—1.

Las desigualdades para el caso de y/z son las siguientes

5
? nz+ =lnz+1

6
PvVa) < g AVE+ g 8

w(ﬁ)>Aﬁ—Zlnx—l

Ahora, de las dos parejas de desigualdades y de la propiedad que dice: sia < by
¢ < d, entonces a — d < b — ¢, tenemos que

6 5 ., 5
Y 12 ) 15
— PR — a— 2 PR — —
() — 2¢(Vz) > Ax 5 Az 8ln6ln T =~ Inz—3

Con los elementos que ya se tienen, entonces ya es posible acotar a f(x). Recuérdese
que

Ox)=In(2-3------ n),
y ademas
0(z) +0(Vz) + 0(Vz) + 0(Vz) + - = ¥(2)
VVE) = 0V + (V) + 0(Y/z) + -+ 0(a) 4+
entonces

(@) — b(Vr) = 0(z) + 0(Vz) + 0(Vx) + 0(Jx) - :
Por otro lado tenemos que
20(v/7) = 20(Y7) + 20(/z) + 20(Y2) + 2+ + 6(Ya) + -

por lo tanto

V(@) ~ 20(V2) = 6(a) — [0(V2) — (YD) ~ [O(V/) — O(¥/a)] -+
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y con esto se llega a las desigualdades
0(z) < ¥(z) — (V)
0(z) > ¥(x) — 2¢(Va),

y con éstas podemos obtener las cotas adecuadas para 6(z) =In(2-3-5---), que
sélo dependen de x, éstas son

6 5 9 5
0(z) < EAJU—A\/:E—}— 4ln6ln x—l—ilnx—l—Q
12 ) 15
Ax — — AVx — Ty - = - 3.
0(z) > Az 3 VT 8ln6ln$ 4lnfL‘ 3
Este es uno de los grandes resultados de la Mémoire de Chebyshev, poder acotar
aln(2-3-5------ ) fue un gran paso para conocer mas sobre la distribucién de los

primos menores a un entero x.

2.2. El postulado de Bertrand

Después de encontrar las cotas para 6(z), Chebyshev planteé que una aplica-
cion de lo anterior seria la demostracién del postulado de Bertrand. Y nuevamente
Chebyshev nos sorprende en su articulo, porque un resultado tan importante co-
mo el de Bertrand quedd resuelto por una extension de sus razonamientos sobre
la distribucion de los ntimeros primos.

La siguiente seccién estara dedicada a ver como son los intervalos en los que existe
por lo menos un niimero primo, es decir, los intervalos de Bertrand.

§5. En este punto Chebyshev propuso un intervalo con limites [y L, donde [ # L
su objetivo era el estudio de la existencia, asi como la cantidad de niimeros primos
entre tales limites.

Entonces, sean [y L dos limites tal que L > [ > 0 y supongamos que existen
m ndmeros primos diferentes en el intervalo [I, L] que son p1,pa,p3------ s Pm, ¥
se tiene que



I <pm <L,

por lo tanto
m<I]p <™

Por otro lado, como [ < p; < L, entonces

in([]pi)=06(L)—60D),

y esto aunado a la aplicacién del logaritmo natural a la desigualdad, da como
resultado

min(l) <0(L)—0(1l) <mlin(L),

y de esto se obtiene

o(L) — 0(1) o(L) — 0(1)
L ST

Y este es otro de los grandes pasos de Chebyshev porque m es la cantidad de
primos en un intervalo, y esto nos lleva a entender més sobre la distribucién de
los primos. Ademads esto nos va a guiar sobre cémo tiene que ser L y | para que
m > 1, es decir, para que por lo menos exista un primo entre esos limites.

De §4. tenemos que

6 )
— Az — A = 2
9(ac)<5 x \/:E+4ln6ln x+2lnaz+
12 )
Az — 2 AT — 20— Ping—
0(z) > Ax 5 VT 8ln6mm 4lnx 3,

y estas desigualdades son ttiles para acotar a 0(L) — 6(1).
Entonces

O(L)—0() < A(SL—1)—A (ﬂ —L z) + 2 (22 L+ In2])+2 (2InL + 3inl)+5
y

O(L)-0() > A (L= $)~A (2VL - V1)~ g5 (L + 2n2) =5 (38InL + 2nl) -5,
y como

o(L) —6(1)

InL <m

6Usaremos la propiedad que dice:sia < b < cyd < e < f entonces, c—d < b—e < a— f
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Esto significa que existen k nimeros primos entre L y I, y no sabemos como es k,
pero queremos garantizar que 0 < k < m. Y recordemos que estas desigualdades
estdn construidas con base en z y 0(x).

Como queremos garantizar que por lo menos m = 1, entonces para el caso par-
ticular tomemos k = 0 y asi podemos afirmar que por lo menos existe un nimero
primo comprendido entre [y L.

Asi, con k=0

5 1 25In%2L  125InL 25
=S L—2L2 — - - =
=5 T 16AIn6  24A 64

nos indica que hay por lo menos k ntimeros primos entre [y L, y con esta igualdad
podemos saber de manera aproximada la distribucién de los nimeros primos en
esos limites.

Y ain mas, si se toma
_A(L-8) - BAVL - g5 (In?L+ 2in’L) — % (3InL + 2InL) — 5
N InL ’

podemos asegurar que por lo menos existan k primos entre [y L, y es asi porque
con esta igualdad podemos establecer una cantidad k& minima de ntimeros primos,
y con la [ dada de manera independiente se establece la otra, aunque parece que
es mas sencillo establecer L y encontrar la [ por la naturaleza de nuestra igualdad.

La igualdad no es muy exacta respecto a cuantos primos hay en el intervalo [l, L],
pero nos garantiza que podemos encontrar k primos, donde k es una cantidad que
nosotros podemos establecer.

Entonces, de la igualdad anterior despejaremos [ (es més facil que L) y se ob-
tiene 12 15 7,2 25
j_ “hinl+ AL - ZAVL — 2L — 2InL -5
= 1 )
5

Para que sea mas clara esta igualdad mostraremos un ejemplo:

Sea L = 365, entonces

I —176 - 9969 + 366 - 2716 — 42 - 2430 — 36 - 4259 — 36 - 8743 — 5
a 1-056
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entonces

A(L=8) = A(BVI= Vi) = gig (0L +2n%) = 5 (3InL + 2nd) - 5
InL

ademads, como
(L) — 6(1)
Inl

>m

entonces

A(SL-1)-A (\E — %\/z) + 525 (2In2L+ In?l) + § (2inL + 3Inl) + 5
Inl '

Ahora tenemos otros limites para m, pero ain no sabemos cémo son L y I, y nos
interesa conocerlos pero con la caracteristica que m > 0.

m <

Por nuestros intereses supongamos que existen k ntimeros primos, y que ademés k
satisface las condiciones necesarias para que se cumpla la desigualdad, y con esto
inicia la busqueda de L y I. Asi

A(L-S)—A (%\/Zf \/z) — 25 (In2L + 2In2l) — 2 (3InL + 2Inl) — 5
InL

<m

k<

como [ < L entonces podemos afirmar que

A(SL—1) - A(VI = 2V1) + glg (2n?L + In2l) + 5 (2nL + 3ind) + 5

Ini = m

A(L—8)—A (%\/E_ \/Z> — 25 (In2L 4 2In2l) — 2 (3InL + 2Inl) — 5

> y
InL

y en particular podemos suponer que

A(L-81) - 2AVL - g2 (In?L+2InL) — 2 (3InL + 2InL) — 5

k:
InL ’

y con las cuentas requeridas tenemos que

5 1 25In2L 5 <25 ) 25
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~38-7314

~1-1056
lo que estamos diciendo es que en el intervalo [35.032, 365] hay por lo menos 30
primos.

= 35 - 0320,

Y aunque no es una buena aproximacion de distribuciéon de primos, en interva-
los grandes puede ser muy 1til y podemos encontrar en que intervalo, dado uno de
los limites hay cierta cantidad de primos.

Otro ejemplo

sea L = 5,000,000
k =100,
entonces 1=4,160,482.3669

es decir, entre 5,000,000 y 4,160,482.3669 existen por lo menos 100 ntimeros primos;
y un ultimo ejemplo

sea L = 100,000, 000
k =300
entonces [=83,299,583.2020,

y si bien no indica una buena distribucién de los primos, si nos estd garantizando
la existencia de por lo menos 300 primos en ese intervalo que ya es bastante grande.

Cuando se considerd a k = 0 expresamos a [ en términos de L, pero ahora sélo
falta caracterizar a L dentro de nuestros intereses.

El siguiente paso de Chebyshev es establecer qué pasa con £ = 0 y con una L
vinculada directamente con un entero de la forma (2a — 2), y especificamente
Chebyshev toma a > 160, y veremos més adelante porque lo hace.

Chebyshev toma
a<l<L<2a-—2,

es decir,

25In2L  125InL 25<L<2 5
16AIn6 244  6A “

y como nos interesa que L sea entero, entonces basta que L = 2a—3, ya que cumple
L < 2a—2.

a<z:%L—2L%—
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Ahora, si sustituimos en

25In2 L _125InL 25
16 Aln6 24 A 6A

5 1
<-=L—-2L2 —
a 6 2

tenemos

2500 (2 —3) 125In(2a—3) 25
16 Aln6 24 A 6A

5 1
a< g (28) - 2(2a-3)% —
v a > 160 satisface la desigualdad, ya que con la desigualdad anterior tenemos una

raiz cuadrada, por lo que si

2500 (20 —3) 125In(2x —3) 25
16 Aln6 24 A 6A’

5
v =2 (2-3) = 2(20-3)2 —

entonces tenemos 2 raices, y una es mayor que otra. La raiz méas grande queda
comprendida entre 159 y 160, y es importante aclarar que esto no quiere decir que
s6lo se cumpla para a > 160. Para el caso en que a < 160 Chebychev sugiere que
se puede verificar con tablas.”

Esta ecuacién no la resolveremos aqui, sélo mencionaremos que seguramente la
resolvié por aproximaciones, que era la herramienta de la epoca para este tipo de
problemas.

Entonces a tiene que ser mayor que 160 para que se satisfaga

25In2L 125InL 25

_ 2 L —24-3<% —2.
16AIn6 244 64 @=3<2a

) 1
a<l:6L—2L2—

Ya teniamos

A(L-8l) — BAVL — g2 (In*L+2In*L) — 2 (3InL +2InL) — 5

0=Fk= InL
<m
< A(L=8) = A(RBVL = V1) = gl (L +20n21) = 5 (3InL+ 2Inl) — 5
InL

donde m es la cantidad de niimeros primos entre [y L, y como m >k, y k = 0 sa-
tisface lo que necesitabamos, entonces con esto queda demostrado el postulado de

"Ver apéndice.
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Bertrand, ya que por lo menos hay un nimero primo comprendido entre [y L que
se generaliza en otros dos nuevos limites a y 2a—2, y esto es muy importante, ya que

a<l<L<2a-—2,

y este es un intervalo mas pequenio, del que enuncia en el postulado. Finalmente lo
que se tiene es que Chebyshev con su demostracion minimiza un poco el intervalo
enunciado en el postulado de Bertrand

2.3. Regresamos a las series

Se mencioné que la Mémoire de Chebyshev tenia como punto de inicio el
estudio de series definidas en términos de ntimeros primos, asi como determinar
los primos existentes en ciertos intervalos. Ya sabemos cual fue la direcciéon que
tomo respecto a los primos en intervalos, y en lo que corresponde a las series, él
pretendia conocer la convergencia o divergencia de éstas, pero con la propiedad de

que s6lo se desarrollan en los primos. A estas series las denotaremos como F'(x),
F(z)

s e Sea decreciente.

y ademads se pide que para toda x mayor que un nimero fijo
Asi bajo estas caracteristicas tomaremos sumas de la forma

F(2)+ F(3) + F(5) + F(7) + F(11) + - .

Para avanzar en esta direccién retomemos las cotas de m (primos en el intervalo [
a L)
0(L) —6(1) 0(L) - 0(1)

i ST

que son la base para la convergencia de las series de la forma F'(2)+ F(3)+ F(5) +
F(7)+ F(11) + - - - . También recordemos que

0(x)=In( [[ po)

2<p;i<z

y consideremos a aq, (g, a3, (4, 5, - - - , Ay cOmo los niimeros primos comprendidos
entre los limites [y L.

Ahora nombremos a F(ay) + F(ag) + F(a3) + F(a4) + F(as)+ - - -+ F(ay,) como
U, y notemos que en particular

F(an) + F(ag) + Flag) + Fou) + Flas) + -+ = L2 p(y 4 LD p(r4
1)+ MR P (14-2) + - 4+ MO (),
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es decir,

a()—0(1-1 0(1+1)—0(1 0(1+2)—0(1+1 0(L)—0(L—1
U = 2000 p()+ 2O P (1) + 22 I P (1 2) 4+ HEAE=D (1)
y esto es posible porque al considerar intervalos de niimeros consecutivos, se ob-
tiene que

Inz

0(x) — 0(z-1) {0 si  compuesto

1 sixprimo

F( F(l)  F(+1 F41)  F(42
U = —0( - 1)71) + [% - ln((l+1))] o(l) + |:ln((l+1)) - ln((l—i-Q)) 0+ 1) + -+

F(L) F(L+1)} (L) + 51((%111))9@)7

(2.7)

F(x)

y ahora U estéd expresada como suma de funciones de la forma -~

Véase que se trabaja con los limites [-1 y L+1, y como ya se menciond antes pode-

mos suponer que los términos -+ son positivos y decrecientes, es decir, debemos

Inx
de tomar una x suficientemente grande tal que % sea positiva y decreciente en

el intervalo [I-1, L+1], con el primer término 6(l — 1) negativo y los otros positivos.

En la seccién §4 tenfamos las desigualdades

0(z) < SAz — AVa + 25 inz+ 3ina +2

0(z) > Az — 2 A\/x — 2elnx — Lina -3,

y para un manejo mas comodo denotemos a la cota superior como 07(x) y la cota
inferior como 6;7(x),

por lo tanto
9[1(%) < 9(1’) < 9[(33)

—911(.%) > —9(1‘) > —(91(%‘).

Si cada uno de los términos 6(1), (1 +1), --- ,0(L), de la igualdad de U, es cons-
truido con las desigualdades anteriores, entonces de
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—~

U= -01-1)7%
[F(L) F(L+1)}

D, [FO)  Fa F+1)  F(+2
!+ [% - ln((l+1))] (1) + [ln((lJrl)) - m((z+2))} ol +1) + - +

(D) + g o(L),

3

>

InL In (L+1)

se obtiene que

U>—0r(1—1) z() i {”El) F(l+1)} 0r1(l) + [F(l+1) _ F(l+2)]911(l+1)+._,+

In(1+1) In (1+1) In (1+2)
F(L+1) FL 1
|:lnL - Lil :| ( ln(qu))eII(L%

y COmo
O(x;) > O0r7(x;), para todai =1,1+1,--- | L,

y —0r(l —1) < —6(l — 1), entonces

U < 0l =15t + [% %lliﬂ 0:1(l) + [Iziglli? L0+ 1) 4+
L L+1) +1
[th) ln((L-',-l} (L) + L+1))01(L)7

considerando que 6(x;) < 6r(x;), para toda ¢ = I, +1,--- L,y —0;7(l —1) >
—0(1—-1).

De la primera desigualdad obtenemos que

l F(l F F(l+2

U > 01l = 1) 57 + 5t 00r() = gyra() + s 0rr(+ 1) — i35 0r (0 +

D)o+ 8 (1) — B G (1) 4 B, (1),

y si agregamos del lado derecho a 0;;(I — 1 LU MGH [ — 1), ésta se con-
Inl Inl

serva y por lo tanto

U > 0l = D53 — 000 = DG = 59000 = 1) + $200(0) — 35 00(0) +

Inl
e 0114+ ) = R 0rr (4 1)+ -+ 200D — LR 01r(D) + 3501 (L),

y por consiguiente

U > 0r(l — )2 — 00— )5 4 po) 207000 4 p(g 1)) u®

4 F(L) 911(L)l*n91LI(L*1).
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Finalmente se obtienen cotas para U = F(a1) + (ag) + (a3) + -+ - + (an).
Esta construccion de U y sus cotas nos ayudaran a demostrar el siguiente teorema.

Teorema. Sea F'(x) una funcién que a partir de cierta z sigue siendo positiva. La

convergencia de la serie

F(2) F@3) F(b) F(r) F(11)
n2 + n3 + Inb In7 In11

es una condicién necesaria y suficiente para que la serie

F(2) 4+ F(3)+ F(5) + F(7) + F(11) + F(13) + F(17) + - --

sea también convergente
Demostracién.

Supongamos que [ es un limite inferior de z a partir del que F(z) conserva el

signo positivo, también tenemos que =2 es decreciente y ay,ag,as, -, a;, son

los ntimeros primos comprendidos entre [y L.
Ahora nombramos con S a la suma de F(z) con z < L y z primo, entonces

S=FQ2)+F3)+F(B)+F(T)+F11)+---+F(a1)+F(a2)+- -+ F(an_1)+F(an)

o de manera equivalente

S =80+ Fa1) + F(az) + -+ F(an—1) + F(an)

donde Sp = F(2)+ F(3)+ F(5)+ F(7) + F(11) + - --.
Recordemos que
U=F(a)+ F(az) + F(as) + F(as) + F(as) + -+ + F(ap),

pero esta igualdad sélo incluye a los primos comprendidos entre [ y L, y S contiene
mas o igual nimero de primos que contiene U, y se debe a que contiene a todos
los primos menores que L, es decir, contiene a los del intervalo y también a los
primos menores que I.
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Sabemos que

F(I) Orr(x) —Orr(x—1)

U > 6 U—D777—91—1 }:F T
F() 01(1: —1)
U <0l —=1)~ > s 11_m7+§:F - ,

y si sumamos en ambas desigualdades Sy = F(2)+F(3)+F(5)+F(7)+F(11)+-- -,
de ambos lados, obtenemos

F() 911 — O (z —1)
U+50>So+9[[(l—1) i — 0 l—l E F Ine

Fl) 91(a: _1)
U+ Sy < Sy+ 0[([ 1) i — 05 l 1 lnl + E F .

pero U + Sy = S, por lo tanto

§ > So o+ 0rr(1 = 1)GF = 0r(1 = VTP + S B e

Inx

S < So+0r(1— )5 g0 - 1)5U 4 S p(g) el lie])

Inz

Estas desigualdades se cumplen para el caso en que las sumas

9[[((]}) — 9[1(1’ — 1)
;F(w) T :
Y L
9[(%) — 9](% — 1)
;F(x) Inx

se manejen con L = oo, y nos interesa ver cémo es F(2) + F(3) + F(5) + F(7) +
F(11) + - --

Cuando L tiende a infinito tenemos dos casos, que la serie F'(2) + F(3) + F(5) +
F(7)+ F(11) + - - - sea finita o infinita.

i) si F(2) + F(3) + F(5) + F(7) + F(11) 4+ - - es finita, entonces serd conver-
gente.
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ii) si FI(2) + F(3) + F(5) + F(7) + F(11) + - -- es infinita, entonces serd diver-
gente.

Recordemos cémo son 0r(z) y Or7(x)

6 5
2 Ar— A 2 0
Or(x) = s Az f—l—u 6ln T+ lnx—i—2
_ _ == _ 2,._ ¢ _
Or1(x) = Az 7 A\f Y 6ln T ln:c 3.
Si sustituimos en
ZL:F(:,;) 011(z) — Or(zx — 1) ZL:F(m) 0;(z) — 0;(x — 1)
g Inx ’ g Inx
se obtiene
L 0;(x) — 0;(z — 1)
o Inx
Zi ll;i? [ (f_\/?)—}_éllnG (ln T — an(:c—l))—i—%(lnx—ln(x—l))],
L
ZF(%)HII(w) —Orr(x—1) _
g Inx

F(x
Sk h(m) [A-2A(Vo—Ve=1)— g2 (NP2 —In®(x—-1)) = L (Ilnz —In(z—1))].
Noétese que los valores de las funciones

Vr—vr—1,n*z—n?@x—-1),Inz—In(z—1)

se hacen infinitamente pequenos para x muy grande.

Asi, concluimos que si

> F(z
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tiene un valor finito, entonces, las expresiones

L L
ZF(:U)GI(x) —lifn(x - 1)7 ZF(x)HH(:L‘) —lifvj(:v —1)
=l

también son finitas. De la misma forma, si Zle lé‘? es infinita, entonces

L 9[(93) —(9[(.%—1) L 9[[(.%‘)—9[[(1'—1)
ZF(x) Inx ’ ;F(x) Inx

son infinitas, aclarando que esto sélo para el caso L = oo.

El primer caso siempre se produce si la serie

F2) F@3) F(b) F(r)  F(11)
In2 + n3 + Ind + In7 + inll

es convergente. El segundo caso se produce si la serie

F(2) F@3) F(b) F(r)  F(11)
In2 + n3 + Ind + In7 + inll

diverge. Con esto queda demostrado el teorema y nosotros podemos concluir que

las series
! + L + L + L + L +
2ln2  3log3  5Inb  TIn7 = 11linll

1 1 1 1 1
20n2(n2) | 3In2(n3) | 5ln2(nb) | Tn2(nT) | 1Un2(nil)

convergen, mientras que las series

1 1 1 1 1
PR R T

1 1 1 1 1 1
s T ey T inni) T imgn) T

In(in2) + In(in3)

divergen.

Ahora nos enfocaremos en las series de la forma

F(2)+ F(3)+ F(5) + F(7) + F(11) + - --
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que son convergentes. Chebyshev afirma que podemos hacer una excelente aproxi-
macién del valor al que converge, y que esto es posible calculando la suma de sus
primeros términos.

Para ver mas claramente lo anterior, considérese a [ un nimero entero, y a partir
P, F(m) . .. ’ ’

de él todos los valores de 7=~ son decrecientes y positivos, ademds témese a g

como el primer primo mayor o igual que I, y a,, el dltimo primo comprendido entre

2yl —1, tomando L que tiende a oo.

Retomemos a
S=F2)+FQ3)+Fb5)+F(7)+ F(11)+---+ F(ap) + F(ag) + F(ay) + - -

donde
So=F2)+F@B3)+FO5)+F(7)+ F(11) 4+ ---+ F(an),

por lo tanto
S = So+ F(ao) + F(a1) + Fag) + F(ag) +-- -,
y con F(ag) + F(a1) + F(az) + F(as) +---= U, entonces
S=5+U

Lo que nos interesa es aproximar U, y para esto recordemos que las cotas de U
son

U> 00— 150 90— 1)F0 4 3L | () fule)fu(z=])

Inz

U<0r(l—1)ED g —1)20 4 S8 () rle)fiz=]),

Inx

y lo que Chebychev planted en el articulo es que

L 0 —0 -1 L 0 —0r(z—1
s L P() 11(%) ln;](z ) +3 L F(x) 1(z) lni(w )
2
es decir, el promedio de las sumas de los lados derechos de las desigualdades es el
valor aproximado a U, entonces, el promedio de la diferencia es el limite del valor
del error de la aproximado de U, y este limite serd atin més pequeno que .

Para aclarar un poco lo anterior desarrollamos un ejemplo que calcula el valor
aproximado de una serie.

Sea la serie
1 1 1 1 1

2In2 + 3log3 + 5Inb + TIn7 * 11in11
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y tomemos el limite [ = 100, y para que se cumpla el criterio tomamos L = oo,

. S—1+1+1—|—1+1++1
07 2in2 3log3 ~ 5lnb  TIn7 = 11inll 97In97
pero
S=5+U,
entonces
1 1 1 1

U= {otinto1 * 10310103 * 1070107 © 109in100 T

y calculando los primeros términos hasta el primo anterior a 100 obtenemos

So =1.42. De las desigualdades de U

U> 00— 150 00— 1)50 4 S°L | () bl fu(z=])

Inz

U<0r(l—1)ED g —1)E0 4 S8 () ) fie=]),

Inx

con | = 100 y como F(x) = ﬁ, entonces podemos sustituir a F'(x) en las de-
sigualdades anteriores, y asi obtenemos

0rr(99)  61(99) 00 Orr(x)—0r7(z—1) )
U > 100in2100 100in2100 + ZI:lOU zin2z >0-14

0;(99) 0:1(99) o 01(x)—0;(x—1)
U < 15002100 — 100007100 T 2o2—100 —— “in?s <0-28,

entonces por lo planteado anteriormente

[]%0-14—;—0‘28:0'21

y el margen de error es
0-28—0-14
fzo.m

por lo que
1-4240-21=1-63

es el valor aproximado de la serie

1 n 1 . 1 . 1 . 1
2ln2  3log3  5lnd  Tin7  11linll

4+
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La totalidad de los ntimeros primos dentro de los limites indicados [ y L, se deduce
como un caso particular del valor de la serie

F(ap) + F(a1) + F(az) + F(az) + -+ + F(ap).

Si consideramos a la funcién constante

entonces la suma
F(ag) + F(a1) + F(az) + F(az) + -+ F(an)
se reducird a tantas unidades como términos de la serie de niimeros primos
Qp, 1, 2, 3, "+ + , Qi
donde las desigualdades

U> 01— 1)ED g —1)E0 S8 () @b @=1)

Inx

U<6,(1—1)50 6,0 -1)50 4 $°L | p(g) dle)bile=)

Inx

determinaran los limites entre los cuales quedan comprendidos todos los niimeros
primos «;, y estos nuevos limites se encuentran a su vez entre [ y L.

Y para el caso particular de | = 2 y como F(z) = 1, entonces se tiene que

Orr(1) + i Orr(z (911 (x—1)

In2
r=2

9[(1) 0[[ +29[ 9[ ."E—l)

in2 n2

)

que son limites entre los cuales quedan todos los nimeros primos comprendidos
entre 2 y L, o dicho de otra manera, todos los niimeros primos que no superan a L.

Al calcular el promedio de las expresiones anteriores, es decir,

2522 Orr(z)—0r7(z—1) +Z;p 2 )—01(z—1)

Inx Inx
2
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tendremos el valor aproximado de todos los ntimeros primos que no superan a L,
y el error de este valor no puede superar a

2917(1) . 2911(1) + ZL—Q Or(x)—0r(z—1) ZL Orr(z)—0r1(z—1)

In2 n2 Inz r=2 Inz

2

Chebyshev menciona que con una serie de cuentas se logra descubrir que la rela-
cion de la media respecto a la diferencia es 1—11 en comparaciéon con la media de la
suma, y esto para L = oo.

Para un valor muy grande de L esta relacién serd menor que %, y si se calcula con
base en nuestras férmulas, entonces la cantidad de los niimeros primos que obte-
nemos que no excedan un limite determinado (y grande), tendra un error inferior
a una decima parte de la cantidad buscada.

La Mémoire de los ntimeros primos de Chebyshev es un gran paso significativo en
la teoria de los niimeros, esta contiene un resultado preciso sobre la distribucién de
los primos, y en la teoria de los niimeros este tema presenta una especial dificultad.

En 1881 el matemético James Joseph Sylvester publicé en la revista American
Journal of Mathematics,®, el articulo On Tchebycheff s theory of the totality of
the prime numbers comprised within given limits en el demostrd el postulado de
Bertrand con base en la demostracién del matematico Joseph Alfred Serret. Cuan-
do plantea los objetivos de ese articulo senala que méas que una demostracion es
un complemento del articulo de Serret, y en el mismo articulo Sylvester seniala que
su aportacién consiste en una aproximacion a traves de un ntmero indefinido de
pasos. Con esto Sylvester nos indica que no es un proceso corto.

Sylvester analizé a Chebyshev y pretendié hacer una mejor precisién de las co-
tas para calcular los primos en un intervalo y acotar a 6(z), (véase pag. 36) y para

llegar a eso tenian que modificar algunos elementos del trabajo de Chebyshev.

Inicié proponiendo que

diferente a Chebyshev que uso las cotas
x
) -T(5) -TE) -T(;)

81881,American Journal of Mathematics, IV, P4g. 230-247, revista de la cual es el
fundador

X

U(a) > T(@) + Tl
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bla) —w(3) < T@) + Ti55) - T(3) - T(3) - T(z

El procedimiento de Sylvester si logra mejorar la precision de las cotas de Chebys-
hev, pero su demostracion es menos clara y mas larga. Recordemos que la precision
de las cotas de Chebyshev ya era bastante buena, pero con el trabajo de Sylvester,
éstas mejoraron en la razén de la aproximacién del error en cuatro centésimos
menos que la original, y sin duda no era despresiable, aunque Sylvester al inicio
del articulo senala que es una pequena pero no importante contribucién.

Algo que podemos tomar de Sylvester para esta tesis es que él proporciona un
mejor argumento de por qué Chebyshev considera a

1 1 1 1
Tx)-T(z)-T(z)-T(=)+-T(=—=
(2) = T(5) = T(3) ~ T(2) + ~T(55),
Sylvester simplemente expresa
1 ! = + = =0
2 3 5 30
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Capitulo 3

Demostracion de Ramanujan
del postulado de Bertrand

El gran matematico hindd Srinivasa Ramanujan murié en 1919, pero un ano antes
de este suceso publicé! una demostracién sobresaliente del postulado de Bertrand.
Esta demostracién estd llena de conexiones sorprendentes, él tomé elementos de
otra demostracion y los vinculé de una manera que sélo su genialidad podia hacer.
La demostracion es breve (sélo dos paginas), pero esta extension tan corta se debe
a que se sube a la maquinaria que previamente habia construido Chebyshev.

Es importante senalar que seria injusto decir que la demostraciéon de Ramanu-
jan es mejor que la Chebyshev, y se debe a que el objetivo del segundo no era
demostrar sélo el postulado, recordemos que su Mémoire nos lleva a temas de
series, pero principalmente a encontrar cotas para

O(x) = Ln H Di |

2<p;i<w

que posteriormente serian de utilidad para acotar la cantidad de primos en un
intervalo fijo, y después sucedio que el postulado de Bertrand quedé como una
aplicacién de lo anterior. Ahora, por el lado de Ramanujan demostrar el postulado
si es el objetivo de su articulo y por eso va directamente a construir los elementos
que requiere, entonces esta puede ser una de las razones (ademéds de su ingenio)
por las que su demostracion es mas breve.

L«A proof of Bertrand’s postulate”. Journal of the Indian Mathematical Society, XI,
1919, pag 181-182.
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3.1. La demostracion

Ramanujan senala que una de sus fuentes es el trabajo de Georg Hermann Landau,
pero a la vez menciona que ese trabajo es esencialmente el de Chebyshev. Ademas,
Ramanujan modifica la versién anterior del postulado para enunciarlo de la forma
que hoy lo conocemos, es decir, que si > 1 entonces por lo menos hay un primo
p tal que < p < 2x.

Ramanujan inicié la demostraciéon retomando tres elementos fundamentales de
la Mémoire de Chebyshev, estos son 6(z), ¥(z) y T'(z), donde

0(z)=In [ p (3.1)

2<pi<w

Y(z) =0(x) + 0(vx) + 0(Jx) + 0(Vz) + ... (3.2)

T(e) = In(|e]!) = ¥(x) + $(5) +(5) +%(7) + (3.3)
Y de (3.2) y (3.3) se deduce que?

V(@) = 20(Va) = 0(x) — [0(vVz) — 0(V2)] — [0(V2) — 0(Vx)] — -

n(|2)t) - 2tn(| 3 1) = (@) = W(5) = v - () —w(E] -
y de esto propone directamente que
b(@) - 26(V7) < 0(z) < (@) (3.4)

o610 3) <t - [3]) <o (3) 0 3).

Tomemos el extremo derecho de la desigualdad
x T
) v (3)+v(3) (3.5)

porque es importante detenernos en esta parte, y aunque es el inicio de la demos-
tracién si queremos senalar que con estas desigualdades Ramanujan ya construyé el
corazén de la prueba. Lo que hard es acotar (3.5), con una cota inferior, que expre-
sa en términos de x; y también construir una cota superior, pero ésta quedard en
términos de 6(z) y x. Con estos elementos llegara a que 6(2z) — 6(z) > 0, o lo

2Ver capitulo 2, parte de esta igualdad ya fue abordada por Chebyshev.
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que es lo mismo, el logaritmo del producto de los primos en el intervalo z y 2z
es mayor que cero, lo que nos lleva a que por lo menos hay un primo en el intervalo.

Ahora sigamos con la demostracion y procedamos a usar la aproximacion de Stir-
ling, aquella para el in(n!)

1
ln(1-2~3---n)zln\/27r—|—nlnn—|—§lnn—n

v la aplicaremos en

para llegar a
T 1
In(|z]!) —2In( [§J )~ —InV2r — ilnaz + (xz + 1)in2,

pero como ya se mencioné que estamos usando a x > 1, entonces

1
—InV2m — ilnx +(z+1)n2 < %x six>1 (3.6)
y ademds
1 2
—InV2m — §lnfv + (z+ 1)In2 > 3T siT > 300. (3.7)

Para ver de una manera mas clara que las desigualdades anteriores se cumplen,
tomemos z = 300 y = = 301 respectivamente, por lo tanto

1 3
—InV2m — §ln300 + (301)In2 = 204 - 8664 < 1(300) =225

1 2
—Inv2r — iln301 + (302)In2 = 205 - 5579 > 5301 = 200 - 6666.
Ahora, como
P(z) — (§> <lIn(|z]!) — 2in (LgJ !)
entonces, de (3.6) se tiene que

V() — (%) <3zsiz>1,

y como

ey -2 ([3]) < - (5) +43)
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entonces, de (3.7)

(@) =9 (5) + ¢ (%) > 3z si x> 300.
Regresando a

y sustituyendo x por %x, %x, %x, %x, -+ obtenemos
v —v(3) <
x T 3
vz -0 (7) <5
T x 3
v = (5) <6
x x 3
Vi) - (5) < 7
z x 3
v v (%) <@
3
w(zin) —Y <27~i1> gnt2"

y después de sumar estas desigualdades se obtiene

¢()<3+3+3+3+3+ + +
x -+ -+ —2a+—1a+—2a+ -+ —=x+ -
4 8 16 32 64 on+2
Como la serie
AR AR ATUU: U o P
4 8 16 32 64 on+2 4 2 4 8 16 32
3 1
C4\1-14
3 3
:72 = —
4() 2

por lo tanto ¢(z) < 3z, si z > 1.
Ahora regresemos a la desigualdad (3.4)
() = 2¢(Va) < 0(z) < 1)(x)

o4

2n+1

+)



y sumemosle 2¢(v/x) —(5) +¢(3) a la parte ¥(z) — 2¢(y/z) < 0(x), obteniendo

i) = h(5) +(3) < 0() + 20(Va) = w(5) +U(3),

z
2

y como 0(x) < 9(x) entonces —0(5) > —¢(3), por lo tanto podemos sustituir

—(5) por —0(5), la desigualdad se conserva y asf se llega a que
bla) —(5) + ¥ (5) < 0@) + 20(a) — 0(3) + ¥ (5).

Y como ¥(z) < 2z si x> 1, entonces
2

0w) + 26(/D) — 6(3) +9(5) < 0(z) —03) + o +

pero
2 4
0(x) — e(g) + g +5VE < b(a) - e(g) + g + 37,
entonces se puede afirmar que
bla) = 0(3) +u(3) < (@) = 0(5) + 5 +3V. (3.8)

Esta parte es muy interesante porque aqui estamos llegando a la cota de ¢ (x) —
P(5) + ¥(5) que mencionamos al inicio, que tiene la caracteristica de que sélo
depende de 0(x) y z. Por otro lado ya se tenia que para x > 300

x x 2
vla)—w(5) +¥(5) > s,

y de (3.8) se obtiene
2

0(zx) — 0(%) + g —3Vz > 3%

y si & > 300, entonces
x

o) - 03) > éx 3, (3.9)

pero %;1: —3y/x >0, si x > 324, y esto pasa ya que si § > 3/, entonces x > 18/
y V& > 18, es decir x > 324.

Ahora recordemos que Chebyshev definié a la funcién 6(z) como
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entonces

0(2x) = In H Di,

2<p;i <2z

por lo tanto, si

0(2x) —0(x) >0

entonces por lo menos hay un primo entre x y 2x. Por otro lado ya logramos ver
de (3.9) que 0(z) — 0(5) > § — 3/ > 0si z > 324, por lo tanto

0(2x) — 6(x) > 0,

six > 162,

es decir, si * > 162, entonces por lo menos hay un primo entre x y 2z y para
los anteriores a 162 se pueden verificar en las tablas.

Es importante notar que Chebyshev concluy6 que el postulado de Bertrand es
valido para los valores a > 160, y que los otros se podian verificar en las tablas.
Pero tomemos en cuenta que Chebyshev consideraba la existencia de un primo en
el intervalo comprendido entre n y 2n — 4 mientras que Ramanujan demuestra la
existencia de por lo menos un primo en el intervalo n y 2n para n > 162, que es
quivalente a lo de Chebyshev.

Otro detalle importante es que Chebyshev llegé a una enorme y abrumadora
ecuacién, con la que deduce que a > 160; por su parte Ramanujan encuentra
la correspondiente de una manera impresionantemente directa, pero recordemos
que toma parte del entramado de Chebyshev que fue creado para fines parecidos
pero no iguales.

No podemos concluir sin antes mencionar que al principio de la demostracién
Ramanujan introduce la funcién Gamma que es denotada por I'(z), esta funcién
es importante ya que extiende el concepto de factorial a los nimeros complejos.

Si la parte real del nimero complejo z es positivo, entonces la funcién Gamma

es -
I'(z) = / t* et
0

y esta integral converge absolutamente, por otro lado esta integral puede ser ex-
tendida a todo el plano complejo excepto a los enteros negativos y al cero.
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Ahora bien si z es un entero positivo al que nombramos como 7, entonces
I'(n) = (n—-1),

es decir, existe una relacién de esta funcion con el factorial. Definida la funcién y
junto con las igualdades y desigualdades anteriores, entonces podemos afirmar que

InT(x) 2T (S + %) < tn(le)t) ~ 2n(| | < T +1) ~ 2T + 3

2
¥ Eome z 1 z 1
InT(x) — 2lnf(§ + 5) =In((z —1)!) — 2ln((§ - 5)')
y
InT(z+1)—2In F(g + ;) =In((z)!) — 2ln((g + %)')
entonces

In(|z 1) — 2in( EJ )

queda acotada por estas dos expresiones, por lo tanto la desigualdad se cumple.
Esta funcién es importante, pero en la demostracién de Ramanujan se omite.

Casi como un anexo a la demostracién del postulado, Ramanujan trabajé la dis-
tribucién de los nimeros primos. Construyé una funcién que permite ver por lo
menos cuantos primos hay entre n y 2n — 2.

El denoté como 7(x) al niimero de primos menores o iguales que x, asi

R

es el nimero de primos que hay entre = y %3: Por otro lado, se tenia que

o) -0(5) =t [[ s

la<pi<z

o de forma equivalente
T
0(z) — 0(5) = In(p1) + In(p2) + -~ + In(pr),

donde %ac <p; <z, parai=1,2,---,r. Entonces podemos afirmar que

0(x) — 9(%) < (7‘(‘(33) -7 <§>> Inx,
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y se debe al suponer que entre z y § estdn los primos p1,p2,ps,- - ,pr, lo que
significa que entre z y § hay r nimeros primos, y a su vez r = w(z) — 7 (%),
ademas como In es una funcién creciente, entonces

In(p;) <lin(x)

para todo %:U <pi<zi=1,2,--,r.
Y de lo anterior

In(p1) + In(p2) + In(ps) + - + (pr) < r(In(z))

lo cual prueba la afirmacién.

Ahora, como 6(z) — 0 (%) > tx — 3\/z si > 324, entonces por transitividad

T 1 1
si x> 324.

Cabe senalar que Ramanujan dice que se cumple para x > 300, pero aun para
z = 301 no pasa que %x — 3y/z > 0, de hecho es mayor a algo negativo, y eso no
nos muestra que por lo menos exista un niimero primo entre 150.5 y 301.

En los primeros pasos Ramanujan usaba x > 164 y como ahora nos interesa tra-
bajar con x y 3, entonces

iz —3y/z > 0siy solosi z > 324.
Un ejemplo se muestra a continuacion

sea z = 500, entonces

1 500
— (2 - [Z== 3y —92.61
7(500) — w(250) > 1500 ( 5 3 500) 6177
es decir, por lo menos hay tres primos entre 500 y 250

Ahora bien si x = 1000, entonces

1 /1000
1000) — (500 == —3V/1000 | = 10- 3939
7(1000) = m(500) > lnlOOO( 6 )
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que nos indica que por lo menos entre 1000 y 500 hay 11 primos.

Para terminar, podemos reflexionar en que Chebyshev tiene su gran mérito, ya
que fue el primero en demostrar el postulado, y fue a través de definir y construir
justamente lo que necesitaba de una manera increible, pero Ramanujan capté la
esencia de esos elementos matematicos, que son los mismos que usé para su de-
mostracién.
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Capitulo 4

Paul Erdos y su primera
publicacidn.

En los capitulos anteriores nos centramos en el estudio de las demostraciones de
Chebyshev y Ramanujan, y como ya se vio ambas conservan un hilo conductor
que es el uso de las funciones 0(x), ¥(x) y T(x), y fue con éstas que Ramanujan
configuré una demostracion diferente a la del matematico ruso.

Lo usual seria que otros interesados en el tema retomaran lo que ellos hicieron, y
a partir de ciertos elementos que ahi se emplearon para las demostraciones, ellos
tratardn de proponer otras rutas menos complicadas para justificar el postulado.
Empero, esta manera de proceder en diversas ocasiones no es la aceptada por las
mentes mas brillantes de las ciencias, pues sucede que si los elementos centrales
de una teoria predeterminan un limite a la simplificacion, entonces esto motiva a
que se transite por otra ruta tedrica. Quien adopté otro camino y por lo mismo no
puede faltar en este estudio es el gran matematico hiingaro Paul Erdos.

Erdos nacié en 1913 y desde su juventud mostré un gran interés por los niimeros
primos, al respecto se conocen anécdotas escolares! -que publicé Hoffman en su
libro biografico - que exhiben, en esos afos, su preferencia por estos temas sobre
casi cualquier otro. En 1931, durante su primer ano en la universidad, sorpren-
dié a los matematicos hiingaros cuando presenté otra demostracion del postulado
de Bertrand. El consideraba que la de Chebyshev era demasiado extensa y fue que
publicé la suya en la revista Acta Scientiarum. Mathematicarum (Szeged).?

1Véase [Hoffman 2000].
2Erdos, P. Beweis eines Satzes von Tschebyschef. Acta Scientiarum. Mathematicarum
(Szeged) 5, 1930-32, 194-198.
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Esta demostracion tiene la caracteristica de que no es de alguna manera una ex-
tensién de los trabajos presentados por Chebyshev y Ramanujan. Encontramos
que en los tres casos usan el producto de los primos en ciertos intervalos, o recu-

rren al cdlculo de que el factor primo p aparece Y L%J veces en n!; pero estos

elementos no indican que con ellos se tendié un puente de influencia hasta llegar
a Erdos. Consideramos que los dos elementos matemaéticos comunes en los tres no
tienen la relevancia suficiente para pensar que Erdos retomé las demostraciones de
ellos -como si sucedié entre Ramanujan y Chebyshev-. Erdos tomd la ruta de tra-
bajar con el coeficiente binomial (27:”) y exhibir que este no podia ser muy pequeno.

Haciendo referencia al titulo.?

4.1. La demostracién del postulado.

Lo primero que distingue a Erdos es que enuncié el postulado para los reales y ya
no so6lo para enteros.

Propuso lo siguiente:
Para todo real x > 1 existe un primo en el intervalo z y 2.

Para la demostracion consideré al coeficiente binomial

2n 2n!
n ~ nlpl’
y lo que interesa es construir cotas para (27?) que nos acerquen a su valor.

Para n > 5 podemos proponer que

3@ < (1) < 4,

y para justificar esto, primero veamos que

1 2n
_ 22n < .
2n (27) n
3Consideramos que para el trabajo de tesis era adecuado exponer la demostracién de
Erdos, en primer lugar porque es casi inaccesible a menos que se lea directamente en el

original, lo cual hicimos para la tesis, y por otro lado porque hacemos un analisis estructural
de ella y de sus posibles semejanzas con las demostraciones anteriores.
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Sabemos que

n nin! 1-1-2-2-----. n-n

<2n>_2n! 2:3-4-5--n-(n+1)---2n-1

entonces

5 <2n> 2n! 2-3-4-5---n-(n+1)---2n-2n
n — _

n)  nln! 1-1-2-2---.. n-n ’

notese que hay 2n factores, y el mas pequeno es 2, por lo tanto

2
2n< n) > 92n
n

<2:) > 222;: (4.1)

Falta demostrar que (27’:) < iQQ”, y en este caso se trabajara con induccién.

entonces

Asi, paran =25

2 1
< ”) — 952 < 256 = ~210,
n 4

Ahora, supongamos que se cumple para n = k, entonces

26\ 1.0
-2
<k><4 ’

v el paso siguiente es ver que se cumple para n = k + 1. Para llegar a esto se

multiplica la desigualdad anterior por %, es decir,

(Qk) (2k+1) (2k+2) 1 5 (2k+1) (2k+2)
k) (k1) (kt1) 4% (kel) (k1)

2(k+1)
k+1

(2(k+ 1)> 12% (2k+1)
k+1 4 (k+1)

Noétese que el lado izquierdo es ( ), por lo tanto

_ Lo k41
4 (k+1)

1
< Z92k+2
4
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(2k+1) _ 2+%

% tiende a 2 cuando k
k

a esta desigualdad se llega si se considera que

<2(k + 1)) < Loatern)

es grande, por lo tanto

kE+1

Ahora pasamos a construir mas elementos que serdn requeridos para tratar de
. ., 2 L.
proponer otra estimacién de (:) Para esto haremos lo siguiente:

e Considérese un intervalo de la forma (10,b] = A, donde b es mayor o igual
que 10; enseguida se construyen intervalos que cubran todo A, pero cada uno de
estos inicia en una z y termina en 2z: Los intervalos se determinan de la siguiente
manera: sea

b b b b
bZ]-Ov ap = ’72-‘)042: ’722-‘,63: ’72"3-‘7"'5@.%: ’7216-"

donde

es el entero inmediato mayor que

por lo tanto

y de esto se tiene que

b b
ak<+1:2<>+1§2ak+1+1

2k 2k+1
entonces
ag < Qg1

Acto seguido, considérese a m como el mayor entero (inmediato) tal que a,, > 5,
y por lo tanto am+1 < 5, y con esto 2a,,4+1 < 10.

Por otro lado se sabe que a; > % y en consecuencia 2a; > b, entonces los in-
tervalos

Am & 20,
Um—1 & 20m 1
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ai a 2aq
cubren totalmente al intervalo 10 a b.

Ahora pasamos a reconocer el producto de los primos entre 10 y b, con base en los
intervalos a; a 2a;, esto es

II »< II »< II p<< II »

10<p<b a1<p<l2a; a2 <p<2az am<p<2am
De manera general se tiene para cada uno de los factores de la derecha, usando

(4.1), lo siguiente:

n<p<2n

Por lo tanto, el producto de los primos entre 10 y b queda acotado asi:

H p < 22a—1)  92(a2—1)  92(as=1) . 92(am—1)

10<p<b
— 22((1171+a271+a371+---+am71)
_1<? 1< ... 1< t
pero aj < 3,02 < 27> am < zm, €ntonces
H p < 22GFgrt )
10<p<b

pero % + 2% + -+ 2% tiende a 1, entonces

I] p<4=2* (4.2)
10<p<hb

e El siguiente paso es ubicar los intervalos entre 1 y 2n, donde se encuentran

. .. 9 . . . .
los primos que dividen a (77:), esto es necesario para la estimacion del mismo
coeficiente binomial. La ruta para ubicarlos inicia con el teorema de Lagrange®

que nos lleva a que (277) = (j!"n)!! contiene al factor primo p exactamente

> (1) -2 5)

4Aquel que dice El ntimero n! contiene al factor primo p exactamente {p%J

veces. Véase Apéndice C para ver el teorema junto con la demostracion.
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veces, ademas cada sumando no puede ser mayor que uno, y se debe a que

(31-+130) 3 -+G-9 -

y como el sumando es un entero, entonces es uno.
Ademis, los sumandos se anulan siempre que p¥ > 2n, de aqui que si p > v/2n,

entonces p? > 2n, que nos indica que p? no divide a (27?), y en particular los primos

p > +/2n aparecen en (27’:) no mas de una vez.
Por otro lado cuando n > 3, entonces los primos p en el intervalo

—_n < <
n p n
3 =

no dividen a (2:), y es porque si 2n < 3p < 3n, entonces 3p > 2n, y sélo p y 2p, y

ningtn otro multiplo de p pueden dividir a (2n)!

e De lo anterior, y con base en la descomposicién en primos de (27?) retoma-

. . 2 ,
mos nuevamente el camino de acotar al coeficiente (:), que es el corazén de la
demostracién de Erdos. Asi, se puede asumir que:

2n
()<Tv I » I »
p<+v2n \/%<p§§n n<p<2n
pero p" < 2n, entonces

()< Ten I » I

p<v2n V2n<p<in  n<p=2n
2n Van
< (2 . .
()<= T o 11 »
\/ﬂ<p§%n n<p<2n
y de (4.1) se tiene que

2" <20V I p- [I v

A /2n<p§§n n<p<2n

Ahora, para n > 50 se tiene que 2n > 100, entonces v/2n > 10, entonces usaremos
(4.2) que dice: H10<p§bp < 226 para obtener que

H p< 22(%71) _ 2%717
V2n<p<in
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entonces .
22" < (2n)V2 125 [ p.
n<p<2n

Y el paso importante es que si consideramos que no hay primos entre n y 2n,

entonces
22'”, < (271)\/%+1 . 2%71,

o lo que es lo mismo

23" < (2n)V2nt! (4.3)

y esta ultima desigualdad no es valida para n suficientemente grande, veamos por
ejemplo que para n = 5000, entonces

235000 —9 7121x101903 > (10000)V10000+1 — 1510404,

lo cual es una contradiccién, y ésta se dio al suponer que no hay primos entre
n y 2n, por lo que podemos concluir que por lo menos existe un ndmero primo
entre n y 2n.

4.2. Otra via

Con lo anterior se termina la demostracion de Erdos, pero agregamos esta parte
que muestra que se puede concluir la contradiccién de Erdos por otra via.
Desde el inicio se considerd el intervalo comprendido entre n y 2n, pero si se
ajusta el proceso de la demostracién anterior al intervalo § y n, en lugar de (4.3)
obtendriamos

2% < (2n)VE,

y con esta desigualdad también podemos ver que se llega a una contradiccién cuan-
do suponemos que entre un nimero y su doble no existe un nimero primo, veamos
porque.

Aplicando Logaritmo natural de ambos lados a la desigualdad 2% < (2n)\/g ob-

tenemos
2
?nLn(Q) < \/ZLn(Qn)7

y si multiplicamos por \/g @ de ambos lados entonces

3;2) \/Z . %”Ln(z) < 3;2) \/Z\/ZLn@n)
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por lo tanto,
v8nLn2 — 3Ln(2n) < 0,

Ahora, consideramos la funcién
f(x) = V8zLn2 — 3Ln(2z)
que esta definida para x > 0, esta misma funcién la podemos ver como
f(x) = 2v2yxLn2 — 3Ln(2z),

y su deriviada es
V2zxLn2 — 3
fl(x) = - 5

Si x es un entero, entonces para x > 10 la derivada de f(x) es positiva, ya que

V2y/xin(2) > 3

3
ve> V2Ln(2)

2In?%(2)

Lo que se tiene es que a partir determinada x la funcién f(z) es creciente y que
después de cierto valor f(z) = v/8zLn2 — 3Ln(2z) ya no serd menor que cero,
lo que lleva a una contradiccién, asi, v/8nLn2 — 3Ln(2n) no se cumple para to-
do n > 128, por lo tanto el postulado de Bertrand ha quedado demostrado para
n > 128 y para los menores que 128 se puede ver cada caso usando tablas.

entonces

=9-36.

Ya pudimos ver que Paul Erdds visualizé un camino diferente y muy ingenioso,
solo pensé en extraer las caracteristicas del coeficiente binomial (25), y mostrar
que como éste es un entero, entonces si no existen primos entre n y 2n, se llegaria
a una contradiccion respecto a la magnitud minima que puede tener el coeficiente.
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Conclusion

A través de los cuatro capitulos se expuso que los primos si se pueden presentar
en intervalos bien definidos, y asi de esta manera desde el siglo XIX se logré dar
un paso més para comprender como se da la distribucion de los primos.

Se expuso que el objetivo de Bertrand al enunciar lo que hoy se conoce como
postulado, nunca fue adentrarse en demostrar un resultado sobre primos, y por
esta razén ahora ya sabemos que no podemos esperar que él nos presentara una
demostracién de su propuesta. Pero el que si lo hizo fue Chebyshev en un extenso
articulo donde pudimos comprender que su finalidad no era demostrar sélo la
propuesta de Bertrand, es mas, ésta quedé como una aplicaciéon de un resultado
importante que correspondia a construir cotas para la cantidad de primos que se
encuentran en intervalos cualesquiera.

Del articulo de Ramanujan vimos cémo tomé las funciones logaritmicas de
Chebyshev y se enfilé directamente a demostrar el postulado de Bertrand, y no
como en el caso de Chebyshev que fue una aplicaciéon. Aqui pudimos encontrar el
hilo conductor entre ambos para llegar a una nueva demostracién verdaderamente
sorprendente.

Con Paul Erdés hallamos un camino diferente, él siguié la ruta de trabajar con
las cotas de los coeficientes binomiales, posiblemente de la, manera como lo propuso
Catalan. Aqui podemos ver que las bases que dejé Erdos son las que actualmente
se estan usando para demostrar la generalizacion de Sierpinski, del postulado de
Bertrand.

68



Apéndice A
Una demostracion reciente

Tengamos en cuenta que lo expuesto son las principales y primeras demostraciones
del postulado de Bertrand, pero no son las tnicas, actualmente hay méas demos-
traciones que usan otro tipo de herramientas matemadticas, y mencionaremos por
lo menos una.

Primero mencionaremos el problema del matemaético polaco W. Sierpinski, que
asegura que: Para todo natural n > 2 y k < n por lo menos hay un primo en el
intervalo [kn, (k + 1)n].

Si k =1, entonces tenemos el postulado de Bertrand.

Para k = 2, fue demostrado en 2006 por el mateméatico M. El Bachraoni, esta
demostracién no la presentamos en esta tesis, pero si la usaremos para demostrar
a Bertrand.!

Ahora se expondra la demostracion del postulado de Bertrand del matematico
Rumano Neculai Stanciu. Esta demostracién es posterior al 2006, es corta y muy
sencilla y ademas presenta la demostracién de dos maneras.

La demostraciéon de Neculai toma como base el problema de Sierpinski, ademas
usaremos otros teoremas, que son los siguientes

Teorema 1. Para todo natural n > 2 hay un primo entre [2n, 3n]

Teorema 2. si n > 1 entonces existe un primo p tal que n < p < %

Demostracion

La demostracién completa se puede ver en [El Bachraoui 2006] y sin duda que su razo-
namiento esta inspirado en el estudio de los factores primos de los coeficientes binomiales
que presenta Erdos en 1931.
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sin =1 pasa que 1 < p < 3, tenemos al primo p = 2
si n = 2, entonces p = 3.

Ahora, si n es par, entonces es de la forma 2k, y usando el teorema de M. El

Bachraoni tenemos que n = 2k < p < 3k < 3@kt _ 3(";1), entonces existe un

2
primo p entre n y w

Si n impar, n es de la forma 2k + 1, y podemos ver que n = 2k + 1 < 2k + 2 =

2k+1)<p<3(k+1) = %, y también se cumple.

Teorema 3. Si se cumple el teorema 2, entonces se cumple el postulado de Ber-
trand.

tenemos que n < p < w para n > 1, pero w < 2n siysolosin >3

por lo cual
n<p<?2n

sin>3

Teorema 4. Si se cumple el teorema 1, entonces se cumple el postulado de Ber-
trand.

Caso 1.sin par, entonces n es de la forman = 2k, peron = 2k < p < 3k < 4k = 2n

Caso 2. si n impar, entonces n es de la forma n = 2k + 1, peron = 2k +1 <
2k+2=2k+1)<p<3(k+1)<4k+2=22k+1)=2n.

Y asi el postulado de Bertrand ha sido demostrado una vez maés.
Por 1ltimo hay que agregar que cuando M. El Bachraoni demostré que para todo
natural n > 2 hay un primo entre [2n, 3n], fue otro gran avance, y pareceria que

es equivalente al postulado de Bertrand, y cuando Neculai demostro el postulado
parece que sélo estd ajustando el caso de k =2 a k = 1.
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Apéndice B

Primos en intervalos n y 2n — 2

n 2n-2 primos entre n y 2n-2
4 6 5
5 8 7
6 10 7
7 12 11
8 14 11, 13
9 16 11, 13
10 18 11, 13, 17
11 20 13, 17, 19
12 22 13, 17, 19
13 24 17, 19, 23
14 26 17,19, 23
15 28 17,19, 23
16 30 17, 19, 23, 29
17 32 19, 23, 29, 31
18 34 19, 23, 29, 31
19 36 23, 29, 31
20 38 23, 29, 31, 37
21 40 23, 29, 31, 37
22 42 23, 29, 31, 37, 41
23 44 29, 31, 37, 41, 43
24 46 29, 31, 37, 41, 43
25 48 29, 31, 37, 41, 43, 47
26 50 29, 31, 37, 41, 43, 47
27 52 29, 31, 37, 41, 43, 47
28 54 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53
29 56 31, 37, 41, 43, 47, 53
30 58 31, 37, 41, 43, 47, 53
31 60 37, 41, 43, 47, 53, 59
32 62 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61
33 64 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61
34 66 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61
35 68 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67
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n 2n-2 primos entre n y 2n-2
36 70 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67
37 72 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71
38 74 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73
39 76 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73
40 78 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73
41 80 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79
42 82 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79
43 84 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83
44 86 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83
45 88 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83
46 90 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89
47 92 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89
48 94 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89
49 96 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89
50 98 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
51 100 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
52 102 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101
53 104 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103
54 106 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101
55 108 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107
56 110 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109
57 112 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109
58 114 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
59 116 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
60 118 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
61 120 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
62 122 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
63 124 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
64 126 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113
65 128 67, 71,73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127
66 130 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127
67 132 71,73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131
68 134 71,73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131
69 136 71, 73,79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131
70 138 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137
71 140 73,79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139
72 142 73,79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139
73 144 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139
74 146 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139
75 148 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139
76 150 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149
7 152 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151
78 154 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151
79 156 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151
80 158 83, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157
81 160 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157
82 162 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157
83 164 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163
84 166 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163
85 168 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167
86 170 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167
87 172 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167
88 174 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173
89 176 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173
90 178 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173

72




n 2n-2 primos entre n y 2n-2
91 180 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179
92 182 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181
93 184 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181
94 186 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181
95 188 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181
96 190 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181
97 192 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191
98 194 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193
99 196 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193
100 198 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197
101 200 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199
102 202 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199
103 204 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199
104 206 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199
105 208 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199
106 210 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199
107 212 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
108 214 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
109 216 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
110 218 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
111 220 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157 ,163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
112 222 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
113 224 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223
114 226 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223
115 228 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227
116 230 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229
117 232 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229
118 234 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233
119 236 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233
120 238 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233
121 240 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239
122 242 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241
123 244 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241
124 246 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241
125 248 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241
126 250 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241
127 252 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251
128 254 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241
129 256 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251
130 258 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257
131 260 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257
132 262 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257
133 264 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263
134 266 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263
135 268 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263
136 270 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269
137 272 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271
138 274 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271
139 276 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271
140 278 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277
141 280 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277
142 282 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281
143 284 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283
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n 2n-2 primos entre n y
144 286 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 28
145 288 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 28
146 290 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 28
147 292 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 28
148 294 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
149 296 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
150 298 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
151 300 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
152 302 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
153 304 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
154 306 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
155 308 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 28
156 310 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 29
157 312 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 30
158 314 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 31
159 316 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 31
160 318 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 31
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Apéndice C
Teorema

QJ es el exponente de p en la factorizacién en pri-

Si p es primo, entonces Y .o, L’l

mos de n!.

Demostracion

Si p > n, entonces p no aparece en la factorizacién de n!.
Si p < n, entonces se tiene L%J enteros en el conjunto {1,2,3,---,n} que son

divisibles por p, estos son

n
p72p73p>"' ) \‘J y
p

De estos enteros, L%J son a la vez divisibles por p, estos son

n
p272p2a3p27"' ) \‘pQJ p27

y asi se tiene que de estos enteros L%J son divisibles por p.
Después de un proceso finito se tiene que el total de veces que p divide a los
nimeros del conjunto {1,2,---,n} en y 2, L%J, y esta es la suma que da lugar

P
al exponente de p en la factorizacién en primos de n!.
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