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1. Introduccidon

En la Introduccion a La Dialéctica de la Naturaleza F. Engels (1875) realiza un esbozo de la historia
de la ciencia hasta ese momento. Senala, de forma critica, que las Ciencias Naturales en el periodo del
Renacimiento a la primera mitad del siglo XVIII, elaboraron una peculiar concepcién del mundo, en
la que el punto de vista més importante es la idea de la inmutabilidad absoluta de la naturaleza. Segin
esta idea, la naturaleza, independientemente de la forma en que hubiese nacido, una vez presente
permanecia siempre inmutable [...] las especies vegetales y animales habian sido establecidas de una
vez y para siempre, cada individuo siempre producia otros iguales a él. Engels mantenia una opinién
contraria a esta idea, sin dejar de reconocer el desarrollo cientifico en ese periodo. Fundamentd su
critica a la inmutabilidad absoluta de la naturaleza influenciado por los nuevos descubrimientos de la
época, desde los estudios de Lamarck hasta la reciente (para ese momento) teoria de la evolucién de
Darwin. Apunté que con la primera célula se obtuvo la base para el desarrollo morfoldgico de todo el
mundo orgdnico; lo primero que se desarrolld, [...] , fueron innumerables especies de protistas acelulares
y celulares que fueron diferencidandose hasta formar las primeras plantas y los primeros animales [...]
También el hombre surge por la diferenciacion, y no solo como individuo desarrollandose a partir de
un stmple ovulo hasta formar el organismo mds complejo que produce la naturaleza, sino también en
el sentido historico. En un lenguaje, hoy antiguo, Engels aborda el concepto de diferenciacion celular.
Durante ésta, las células, de ser todas iguales, se especializan y van a formar parte de los érganos y
sistemas del individuo, teniendo entonces funciones tanto diferentes como especificas (véase [17]). El
proceso de diferenciacion es clave en algunos aspectos de la morfogénesis, que se ocupa del origen de
las formas y patrones en la naturaleza, sean éstos en los seres vivos o en la materia inanimada.

La no inmutabilidad absoluta de la naturaleza es evidente cuando se aprecia la diversidad de formas
y patrones que en ella se presentan. La dinamicidad de la naturaleza ha dado pauta a preguntas en
la ciencia, algunas de ellas son: ;Cémo y por qué surgen patrones en la naturaleza? ;Cudles son los
mecanismos que hacen posible el surgimiento de estructuras espacialmente ordenadas en la naturaleza?

Los intentos por responder este tipo de preguntas han sido varios. Uno de los mas novedosos fue el
modelo planteado por Turing en 1952, sus resultados son considerados hoy como base para explicar
algunos mecanismos de formacién de patrones. Los patrones que surgen en sistemas de Turing, descritos
por ecuaciones de reaccién-difusion, son manchas o rayas. Sin embargo, dependiendo de las condiciones
iniciales, de contorno, la forma y el crecimiento del dominio, otros tipos de patrones pueden ser gene-
rados (véanse [5],[20]). Existe ademds un gran interés en conocer cémo y cudndo se generan patrones
especificos . Recientemente en [5] se ha establecido un criterio para determinar el tipo de estructuras
espaciales (manchas o rayas) generadas en sistemas de reaccién-difusién para un dominio plano y fi-
jo. En la construccién del criterio es necesario considerar la naturaleza estocéastica de los procesos de
reacciéon-difusion, para esto se requiere un andlisis de la ecuacién Fokker-Planck asociada al sistema de
reaccién-difusion original (véase [31]).

Considerando la importancia que tiene la dindmica del dominio de los sistemas de reaccion-difusiéon en el
surgimiento de patrones (véanse [7],[8],[11],[20]), en el presente trabajo se hace un recuento del material
tedrico sobre los sistemas de reaccion-difusion y las ecuaciones de Fokker-Planck, con el objetivo de
construir una ecuacién de Fokker-Planck en un dominio unidimensional con curvatura y creciente. Un
propésito posterior es abonar en la investigacién y generalizacién de criterios como el planteado en [5].



1.1. Ecuacion de Fokker-Planck

Es posible estudiar algunos sistemas fisicos de cardcter estocdstico! definiendo modelos discretos o
continuos. Para la descripcion macroscopica con modelos continuos es frecuente el uso de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales que dirigen el comportamiento de dicho sistema. En algunos casos
estas ecuaciones son del tipo Fokker-Planck, la aplicacion mas conocida de esta ecuacion es la que le
dieron Adriaan Fokker y Max Planck para describir el movimiento browniano (véanse [19],[20]).

El movimiento browniano (MB) debe su nombre al botdnico inglés Robert Brown, quien en 1827,
al suspender unos pequenos granos de polen en agua observé que éstos presentaban un movimiento
irregular. Demostré ademas que el fenémeno estaba presente en cualquier suspension de particulas
finas de vidrio y minerales, por lo que descarté cualquier origen organico de este movimiento. La
primera explicacion satisfactoria del MB la dio Einstein en 1905, la cual se abordara con mas detalle
posteriormente, otra explicacion alternativa fue aportada de manera independiente por Smoluchowski
(véanse [9],[18],[21]). El estudio del MB revela las fluctuaciones estadisticas que ocurren dentro de un
sistema en equilibrio térmico.

La descripcion de la interaccion de una particula de masa m, inmersa en un liquido a temperatura
absoluta T', con los grados de libertad del liquido que lo rodea, es muy complicada. Para observar lo
anterior, consideremos que el centro de masa de dicha particula al tiempo ¢ estd designado por z(t), su
velocidad por v = dz/dt y que el efecto de todos los grados de libertad se expresa mediante una fuerza
neta efectiva F(t) que actia sobre la particula. Si ademds la particula interactia con otras fuerzas
externas, tales como la gravedad o las de origen electromagnético, a través de una fuerza denotada por
F(t), entonces la segunda ley de Newton puede ser escrita como

il
dt

F(t) es una funcién que fluctiia répidamente en el tiempo y varia de forma irregular, de hecho no se
puede especificar la dependencia explicita de F'(¢) en t. Al considerar un ensamble? de muchas particulas
similares y el medio que las rodea, para cada dupla (particula y medio que la rodea) resulta que F'(t)
es una funcion aleatoria de t. En este sentido la descripcién completa de un sistema de particulas con
MB requiere de la solucién de todas las ecuaciones microscopicas del sistema. Como en general no es
posible hacer esto, es necesario utilizar una descripcion estocastica, es decir, describir el sistema por
sus variables macroscopicas que fluctiian en un camino estocastico. Este tipo de analisis conduce a una
ecuacién de movimiento (tipo Fokker-Planck) para la funcién de distribucién de las fluctuaciones en
las variables macroscopicas que en el enfoque determinista se desprecian (véase [13],[21]).

F(t) + F(t). (1)

El ano de 1905 ha sido catalogado como el annus marabilis de Albert Einstein, que presencié la
irrupcién del joven fisico de tan sélo 26 anos en la ciencia. Ese ano publicé cinco articulos en Annalen
der Physik, la revista de fisica alemana méas importante del momento. En uno de estos trabajos, de
nombre “Sobre el movimiento de pequenas particulas suspendidas en liquidos estacionarios requerido
por la teoria cinetica molecular del calor”, dio una explicacion satisfactoria al problema del MB. La
explicacion de Einstein, en esencia, es una combinacién de un proceso estocéstico elemental (conocido
como camino aleatorio) con la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Sus ideas pueden resumirse de

'Por ejemplo el comportamiento de un gas o los procesos de difusién

2Un ensamble, en fisica estadistica, es un conjunto hipotético de sistemas termodindmicos de cacteristicas similares
que permite realizar un analisis estadistico de dicho conjunto. Este concepto fue propuesto por J. W. Gibbs en 1879.
En el contexto del presente trabajo, es conveniente imaginar un ensamble como unn conjunto muy grande de sistemas
idénticos (por definir) y en equilibrio térmico (véanse [9],[21]).



la siguiente manera: si una particula en un fluido sin friccién colisiona con una molécula del fluido,
entonces la velocidad de la particula cambia; sin embargo, si el liquido es muy viscoso, el cambio en la
velocidad se disipa rapidamente y el resultado neto de un impacto es un cambio en el desplazamiento
de la particula. Asi, Einstein asumié que el efecto acumulativo de colisiones produce saltos aleatorios
en la posicion de una particula browniana, es decir, la particula realiza una especie de camino aleatorio.
Considerando los saltos en el camino, lo mas pequenos posible, obtuvo una ecuacién diferencial parcial
para la distribucion de densidad de probabilidad del desplazamiento en una dimensién. A partir de su
solucion, Einstein, fue capaz de demostrar que el desplazamiento cuadratico medio de una particula
browniana aumentaba de forma lineal con el tiempo, lo que fue verificado por Jean Perrin en 19083,

El razonamiento de Einstein, es muy claro y elegante; conviene hacer un esbozo de su trabajo. Dos
hipétesis destacan en el modelo de Einstein para el problema del movimiento browniano:

i)El movimiento es resultado de los frecuentes impactos sobre los granos de polen de las moléculas del
liquido.

ii)El movimiento de estas moléculas es tan complicado que sus efectos sobre los granos de polen sélo
puede ser descrito probabilisticamente en términos de la frecuencia estadistica de impactos indepen-
dientes.

Einstein supuso ademas que cada particula presentaba un movimiento independiente del movimiento
de otras particulas y que los movimientos entre una y otra particula en diferentes intervalos de tiempo
son procesos independientes cuando los intervalos de tiempo no son elegidos muy pequenos.

Antes de continuar ejemplifiquemos un camino aleatorio. Supongamos que una persona, lista para
caminar, inicialmente se encuentra en la direccion norte-sur. Antes del primer paso y en los siguientes,
arroja una moneda al aire. Si cada vez que sale cara da un paso en la direccién sureste y cada vez
que sale cruz al suroeste, entonces una persona que observa el movimiento desde lo alto de un edificio
observard una trayectoria compleja. En el presente ejemplo, un evento o suceso, esta representado por
el paso de la persona y el resultado del suceso es la posicion final. Ademds existe cierta probabilidad
de que ocurra uno u otro resultado. En general, cada suceso puede generar dos o mas resultados. Si en
lugar de considerar una moneda que defina la trayectoria, se utiliza un dado, tendremos seis direcciones
en las que puede avanzar la persona. Haciendo la analogia del ejemplo con el MB, la persona jugaria
el papel de la particula browniana. Cuando Einstein supuso la independencia de los procesos, estaba
considerando que los resultados observados (desplazamientos de las particulas) en cada suceso son
independientes entre si, es decir, al arrojar la moneda entre uno y otro paso, el resultado de uno no
influye en el siguiente: son estadisticamente independientes.

Siguiendo con la reconstruccién del modelo matemético de Einstein, es necesario introducir un intervalo
de tiempo 7 muy pequeno en comparacién con los intervalos de tiempo observables, pero lo suficiente-
mente grande para que el movimiento de una particula al tiempo ¢ sea independiente de su movimiento
al tiempo t £ 7.

Consideremos un total de n particulas suspendidas en un liquido. En un intervalo de tiempo 7, las
X — coordenadas individuales de las particulas sufren un incremento A, donde el valor de A para
cada particula es diferente. En el lenguaje matemético moderno, A seria una variable aleatoria. Esta
cantidad puede tomar cualquier valor de un conjunto especifico respetando cierta ley de frecuencia,
dicho de otra forma, una frecuencia relativa especifica o probabilidad; el nimero dn de particulas que

3El contenido expuesto en este parrafo y los posteriores tiene como principal fuente [18].



experimentan un cambio entre A y A + dA puede ser expresado por una ecuacién de la forma

dn = ne(A)dA

/_ Z S(A)dA =1

y ¢ es diferente de cero sélo para valores muy pequenos de A, es decir, la probabilidad de que una
particula dé un salto mayor es nula. Debido a que los saltos son resultado de las colisiones de las
moléculas del fluido viscoso con la particula, un desplazamiento mayor supondria que existié una
colisién inicial que desplazé a la particula de forma considerable, pero en el intervalo de tiempo 7, la
particula no colisioné con mas moléculas, lo cual le permitié recorrer mayor camino. Para que esto
ocurra, la densidad de las moléculas debe ser baja, es decir, un fluido no viscoso, que no es el caso del
MB.

La funcién ¢ ademéds debe satisfacer la condicion ¢(A) = ¢(—A), esto ya que un incremento positivo
o negativo es equiprobable, en otras palabras, se trata de un camino aleatorio imparcial. Enseguida,
se hace la suposicion de que el nimero de particulas v por unidad de volumen depende sélo de = y
t, es decir, v = f(x,t). Es posible calcular la distribucién de particulas al tiempo t + 7 a partir de
la distribucion al tiempo t. A partir de la definicién de la funcién ¢ es facil encontrar el nimero de
particulas que al tiempo ¢+ 7 se encuentran entre dos planos perpendiculares al eje x y pasan a través
de los puntos = y x + dx respectivamente, se obtiene

donde

Flart+7)de — /_OO F@+ D, o(A)d A da.

Si se considera que la funcién f es de clase C?, como 7 es muy pequeno, entonces al desarrollar f(z,t+7)
en su serie de Taylor de primer orden se tiene

0
flz,t+71)= f(x,t)+ Taf + 6,(72),
y ademads, al desarrollar f(x + A\, t) en su serie de Taylor de orden 2 para A se obtiene

0 A&

Flat+ B0 = f0)+ Do+ S+ AT

Lo anterior es usado en la integral para obtener

f+r f f/ (D) A +— f/ YANOIPAN dA+—f/OOA2 N)d A +....

Como ¢(A) = ¢p(—A) el segundo, cuarto, etcétera, término del lado derecho de la expresién anterior
desaparecen. Al considerar la siguiente igualdad

L[ Sewan=o,

T

que nos dice cémo el coeficiente de difusién depende de la funciéon ¢ y pensando que los términos que

no desaparecen en el desarrollo de la integral son al menos de orden 72, entonces resulta la siguiente

ecuacion 5 o
—f=D—,
ot Ox?

que es una ecuacion de difusién en una dimensién donde D es la constante de difusion.

4



El fenémeno de difusién, presenta de forma intrinseca, eventos fluctuantes, esto llevé a Einstein a
abordar el problema desde un punto de vista estadistico. Antes que él, Maxwell y Boltzmann habian
aplicado ya la estadistica a su famosa teoria de los gases. De hecho los antecedentes histéricos, se re-
montan a 1812, cuando Laplace obtuvd una ecuacion diferencial parcial similar a la de Fokker-Planck.
Posteriormente Lord Rayleigh (1880,1894), consideré una descripcién estadistica con la intencién de
encontrar la funcién de distribucién de probabilidad de una suma de n movimientos sinusoidales te-
niendo todos el mismo periodo y amplitud con una distribucion aleatoria de las fases, pero, por alguna
razon u otra, pocos conocen su trabajo. En 1900 Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier, matematico
francés, en su tesis “La teoria de la especulacion”planteé un modelo matematico de la bolsa francesa y
obtuvé una ecuacién de difusién similar a la de Einstein (véase [9]). Es por ello que se le atribuye haber
sido el primero en modelar el movimiento browniano. Sin embargo, es a Einstein, al final, a quien se
le reconoce mas ampliamente la explicacion estadistica del MB, que ademés debe considerarse como el
inicio de los modelos estocasticos para los fenémenos naturales.

Un enfoque desde la mecdnica estadistica

El principal objetivo de la termodinamica clasica es conocer con precision la evolucion temporal de un
sistema. Su enfoque desprecia la dindmica individual de cada uno de los componentes del sistema, lo cual
resulta adecuado en algunos casos. Sin embargo, cuando se busca entender el comportamiento individual
de cada componente del sistema, la termodindamica clasica, en el mejor de los casos, sélo proporciona una
descripcion global y por lo tanto, es necesario un enfoque distinto como el que proporciona la mecénica
estadistica. Aunque ésta sélo permite conocer de forma parcial el estado macroscopico del sistema,
lo cual no es suficiente para dar una descripcion completa, si permite la explicaciéon de numerosos
fenémenos fisicos que la mecénica clasica deja de lado (véase [29]).

En la mecéanica estadistica es necesario sustituir el sistema por una coleccién de subsistemas con la mis-
ma estructura y gobernados por las mismas ecuaciones de evolucion, pero con diferentes microestados
iniciales (véase [9]). Esto hace posible el estudio de numerosos fenémenos dependientes de forma extre-
madamente compleja del tiempo, practicamente indescriptibles desde un enfoque clésico, por ejemplo el
MB. Las consideraciones probabilisticas en fisica hacen posible observar regularidades en el comporta-
miento macroscépico del sistema, estas consideraciones toman en cuenta el comportamiento promedio
de la coleccion de subsistemas. Por tanto, los valores especificos de las variables microscépicas resul-
tan irrelevantes y el sistema puede ser descrito mediante los valores promedio de ciertas magnitudes
microscépicas que estén regidas por leyes relativamente simples (véase [12]).

Los valores promedio de las magnitudes microscépicas estan distribuidos sobre un conjunto de diferentes
valores o estados posibles llamado espacio de fases o estados.

En el contexto del presente trabajo y con la intencion de investigar el comportamiento de un ensamble
de particulas, es conveniente utilizar un lenguaje cuasi-geométrico (véase [9]) que puede ser usado para
especificar el estado de cada subsistema en el ensamble y describir el estado del conjunto como un
todo. Para hacer esto, asociado a cada sistema es necesario construir un espacio euclidiano ®, llamado
espacio de fases o estados n-dimensional. El conjunto de coordenadas del espacio q(t) = (g1 (t), ..., ¢. (1))
corresponderd a una variable de naturaleza puramente estocastica, donde cada punto en el espacio define
una fase o estado accesible del sistema con una cierta probabilidad al instante ¢. La probabilidad de
que q(t) se halle dentro de un elemento de volumen dv del espacio de estados ® es interpretada como
el niimero de subsistemas “modelo” idénticos que hay dentro del elemento de volumen.



La descripcion completa de cada ensamble o sistema macroscopico se lleva a cabo mediante la resolu-
cién de las ecuaciones en las n variables microscopicas caracteristicas, en las que el comportamiento
determinista se ve completado con una fuerza de cardcter estocastico que sintetiza el efecto de las
fluctuaciones. El conjunto de ecuaciones diferenciales estocasticas en cada variable microscépica ¢;(t)
queda bien definido con el conocimiento de la fuerza fluctuante por unidad de masa I'(t), denominada
fuerza de Langevin. Dichas ecuaciones son de la forma

W 1) = Adat) + > By(@ () (2)

para 1 < i < n. Estas ecuaciones se denominan Ecuaciones no lineales de Langevin. En general, Fj(t)
se considera como una variable aleatoria gaussiana de media temporal nula, con funcién de correlacién
proporcional a la § de Dirac, segin

(I';(2)) =0,

El término B;; se conoce como ruido y se encuentra relacionado con las fluctuaciones en torno a
la trayectoria determinista. Las ecuaciones diferenciales (2) son estocésticas y describen la evolucién
temporal de las variables estocésticas ¢;(t). Un enfoque comin consiste en describir la evolucién de la
funcién densidad de probabilidad p(q,t) de la que se desprende el nimero de particulas del ensamble
contenidas en un elemento de volumen dv. Partiendo de la ecuacién no lineal de Langevin se obtiene
la ecuacion de evolucién temporal para la funcién p(q, t), conocida como ecuaciéon de Fokker-Planck,
cuya expresion general es

Z 04, p(a,t) + ZZ 94 Dij(a,t)p(q, 1), (3)

i=1 j=1

donde D; y D;; son los coeficientes de conveccién o deriva y difusién respectivamente. La relacién entre
los coeficientes A;,B;; y los de la ecuacién de Fokker-Planck estd dada por

. . . . 0 .

Z sz q7 Jk q7 t)7 (5)

para 1 < ¢ < n,1 < j < n. La ecuacién de Fokker-Planck configura un problema bien planteado
que establece una ley de evolucién para la funcién de distribucién de las variables macroscopicas
asociada a la ecuacion diferencial estocéstica para las variables microscopicas (véanse [13],[14],[15]). El
modelo retoma conjuntamente la trayectoria determinista del sistema en el vector de conveccién y las
fluctuaciones en torno a la misma, reflejadas en los elementos del tensor de difusion. La deduccién y
tratamiento completo de la ecuacién de Fokker-Planck desde el enfoque de la teoria de probabilidades
y variables aleatorias se puede encontrar en [12].

YF(t)G(t + 7)) se refiere al promedio temporal del producto de dos funciones Gy F en dos instantes distintos:

1T
(Ft)Gt+71)) = T/l—l}?-oo T /0 Ft)G(t + 7)dr



1.2. Sistemas de reaccién-difusion

Los sistemas de reaccién-difusion son modelos mateméaticos que describen el comportamiento de una o
mas sustancias distribuidas en el espacio bajo la influencia de dos procesos.

El primer tipo de ellos corresponde a las reacciones quimicas en las que algunas sustancias se trans-
forman en otras. En estos procesos, las particulas de las sustancias pueden cambiar su estado, por
ejemplo, debido a interacciones o de manera espontanea. En general se pueden distinguir tres tipos de
reacciones de inhibicion, activacion y autocatalisis.

El segundo proceso es el de difusion, este es un mecanismo por el que las particulas son transportadas
de una region de mayor concentracién a una de menor. Lo anterior ocurre debido a las colisiones de
las particulas con las moleculas del medio en el que se hallan, donde si bien cada una presenta una
trayectoria irregular (MB), en grupo su movimiento es regular. A este fendmeno se le conoce como
proceso de difusion.

Para un subconjunto €2 de R™ (i.e. una regién en el espacio) con frontera 92 suave, si u € C?(Q x R™)
denota la concentracién de particulas de una sustancia U en x € () al instante ¢t > 0, la ecuacién de
evolucion temporal de u es de la forma

o . .
Eu(x, t) = DAu(x, 1), (6)

donde D es el llamado coeficiente de difusion. El problema queda bien planteado al establecer una
condicién inicial u(x,0) = ug(x) y las condiciones de frontera (véase [27]).

Si sumamos los dos procesos, reacciéon y difusién, obtenemos

0

EU(X’ t) = DAU(Xa t) + f(u> X, t) (7)
La ultima ecuacion diferencial parcial parabdlica, en general no lineal, junto con condiciones iniciales y
de frontera apropiadas, es una ecuacion de reaccion-difusién. Los sistemas de reaccién-difusion pueden
dar lugar a un niimero importante de fenémenos interesantes con comportamiento asintético, multiples
estados estacionarios, estructuras espaciales, pulsos o frentes mdviles y oscilaciones (véase [10]).

Este tipo de sistemas no sélo sirve para modelar procesos quimicos sino también encuentra aplicaciones
en procesos dindmicos de diferente naturaleza en Biologia, Geologia, Finanzas, Fisica y Ecologia (véase

[19]).
Patrones de Turing

Al observar a nuestro alrededor es posible encontrar fenémenos naturales que exhiben multitud de
estructuras que forman patrones regulares. Las bandas en las dunas del desierto, las franjas de algunos
peces, la piel moteada o con rayas de algunos mamiferos son algunos ejemplos en los que la Naturaleza
busca un orden extremo de gran complejidad. Estos patrones pueden surgir en sistemas inanimados o
en los sistemas bioldgicos, en ambos podran formar estructuras autoorganizadas.

La formacion de patrones espacio-temporales ha sido analizada mediante diversos tipos de modelos
matematicos. Se pueden citar algunos en el contexto biolégico (véase [28]):



-En 1972 Gierer y Meinhardt propusieron varios modelos fenomenologicos de reacciones cinéticas. En
esencia consideraron que una de las sustancias quimicas, el activador, inicia la produccién de la segunda
sustancia, el inhibidor, que a su vez detiene la produccién del activador.

-El modelo de Schnakenberg determina el comportamiento de un quimico activador u en presencia de
un quimico inhibidor v.

-Otro modelo que predice la formacién de patrones de origen biolégico es el modelo de glucdlisis.

-El cuarto modelo corresponde a uno de movimiento celular que describe la formacién de una onda
viajera en virtud de un quimico o quimiotaxis.

-Ademas, varios autores han derivado esquemas de reaccion para describir reacciones quimicas hipotéti-
cas. En el campo de la ecologia, para la dinamica de poblaciones existen diversos modelos, como por
ejemplo, un sistema huésped-parasito-hiperparasito donde la aparicion de patrones espacio-temporales
se da en las densidades de poblacién en un medio natural (véase [6]).

En general, los modelos de formacién de patrones describen tanto los mecanismos de motilidad® celular
como la generacion de patrones quimicos.

El matematico britdnico Alan M. Turing en su articulo The Chemical Basis of Morphogenesis °, pu-
blicado en 1952 (véase [1]), fue el primero en observar y atribuir a las interacciones quimicas entre
sustancias la formacién espontanea de patrones en la naturaleza. Turing sugirié que un sistema de
sustancias quimicas, que él llamé morfégenos, a los que no dio ningtin significado biolégico concreto
mediante reacciones y difusion a través de la masa del tejido, formaria la base fundamental para la ex-
plicacién de la morfogénesis. La parte difusiva del modelo presupone que cada morfégeno se movera de
la regién de mayor concentracion a la de menor concentracién, respetando asi la ley de conservacion de
la materia. Por otra parte, debido al término de reaccion, la ley de accién de masas se debera satisfacer
de forma que la velocidad a la que la reaccién tendra lugar sea proporcional a la concentracion de las
sustancias reactivas.

En el caso bioldgico, la formacion de patrones esta relacionada con la distribucién de sustancias que
reaccionan y se difunden en cierta geometria. En el desarrollo tisular, por ejemplo, estas sustancias
son consideradas como marcadores que contienen alguna informacién que el tejido necesita para su
crecimiento, formacién y maduracion.

Aunque ya lo habia sugerido Rashevsky (1938), fue Turing quien demostré que ain cuando los procesos
de difusion y los de reaccién, tomados independientemente, son homogeneizadores, al considerarlos
juntos bajo determinadas circunstancias, pueden generar patrones estables en el espacio, conocidos
ahora como estructuras o patrones de Turing. Conforme a esto, establecié que la difusién puede llevar
un sistema quimico a la inestabilidad, induciendo asi la formacién de un patron espacial donde antes
no existia. Este tipo de inestabilidad, estacionaria en el tiempo, es mas conocida como inestabilidad de
Turing (véase [4]).

5La motilidad es un término de la biologia para expresar la habilidad de moverse espontanea e independientemente.
Esta referida tanto a organismos unicelulares como multicelulares.

5La morfogénesis (del griego morphé, forma, y génesis, creacién) es el proceso por el cual se van desarrollando en
un embrion los 6rganos diferenciados de un adulto a partir de estructuras indiferenciadas. Es junto con el control del
crecimiento celular y de la diferenciacién celular, uno de los aspectos fundamentales de la biologia del desarrollo. La
morfogénesis incluye la forma de los tejidos, de los érganos y de los organismos completos.

"En algunos casos, los morfégenos pueden interpretarse como genes, otras veces hormonas, otras los pigmentos de la
piel, etcétera.



Concretamente, Turing estudié las soluciones de los modelos biolégicos descritos por ecuaciones de
reaccion-difusion. En su andlisis encontrd que se pueden producir seis estados estacionarios, dependiendo
de la dindmica del término de reaccién y longitud de onda del patrén (véase [kondo,tesis]). En el caso
I el sistema converge a un estado estable y uniforme. El caso II presenta una oscilacion uniforme
en la fase de la funcién de concentraciéon del morfogéno (oscilacion temporal). El I11 corresponde a
ondas estacionarias con longitud de onda extremadamente corta. El IV presenta un comportamiento
oscilatorio con longitud de onda muy corta. En el V' se genera una onda viajera. Finalmente, en el
caso VI se generan patrones estacionarios. El hallazgo de este tipo de ondas es el resultado principal
del andlisis de Turing y éstas son las que generalmente se conocen como patrones de Turing (véase la
Figura 1.1).

Seis estados estables.

Condiciones iniciales. !

Ambos morfégenos se v \"
difunden y reaccionan
entre si.

Caso VI (Patrones de Turing)

Vi

Figura 1.1
La figura muestra los seis estados estables a los que puede converger un

sistema de reaccién-difusién de dos sustancias. I) Uniforme y estaciona-
rio. II) Uniforme y oscilatorio. /1) Ondas estacionarias con longitud
de onda extremadamente corta. IV') Casos oscilatorios con longitud de
onda muy corta. V) Casos oscilatorios con longitud de onda finita (onda
viajera). VI) Ondas estacionarias con longitud de onda finita (Patrén
de Turing). Figura tomada de [4].

Si se tienen dos sustancias, a diferencia de (7), el proceso de reaccién-difusién estd descrito por un
sistema de ecuaciones, que en su forma adimensional se escribe como

%u(&, 1) = Au(k, t) +7f (u, ),
%v(f(, t) = dAv(x,t) + vg(u,v). (8)



En (8) u(t,x) y v(t,z) son las concentraciones de las dos sustancias, f(u,v) y g(u,v) son los términos
reactivos. d = D, /D, es el coficiente de difusién dado por la adimensionalidad del sistema. D, y D,

son los coeficientes de difusién de cada sustancia. En tanto, v puede tener varias interpretaciones .

Supongamos que en (8) los términos difusivos son cero y que existe un estado estacionario estable. Si
al incluir nuevamente los términos difusivos, el sistema no alcanza dicho estado estacionario estable, se
dice entonces que el sistema de ecuaciones (8) presenta inestabilidades por difusién o inestabilidades
de Turing.

El primer paso para el andlisis de la inestabilidad de Turing es desacoplar el término de variaciéon espacial
para garantizar la estabilidad temporal. Luego se incorpora el término difusivo y se determina el espacio
de parametros que producen la inestabilidad espacial. Asi, en el primer paso de esta metodologia reduce

el sistema (8) a

d .
%u(xv t) = f(u7 U),
d

Ev(&, t) = g(u,v).

El estado uniforme del sistema anterior es (u,v) = (ug,v) tal que

f (o, vo) = g(ug, vo) = 0.

La inestabilidad de Turing tiene lugar cuando el estado estacionario (ug,vp) es estable en ausencia
de difusién y se hace inestable en presencia del término difusivo. Se puede demostrar que para que
un sistema de reaccién-difusién (como (8)) presente formacién de patrones espacio-temporales es ne-
cesario restringir el espacio de parametros. Estas restricciones dan lugar al denominado espacio de
Turing, al interior del cual el sistema exhibe la formacion de patrones espacio-temporales. Este espacio
estd descrito por el siguiente conjunto de desigualdades:

fU+gU<07

Jugv = fogu >0,
dfu + go > 0,
(dfu + gv)2 - 4d(.fugv - fvgu) > 0. (9)

Los términos f,, fu, 9. ¥ g» en las desigualdades anteriores representan las primeras derivadas de los

términos de reaccién respecto de las concentraciones v y v, evaluadas en el estado estacionario .

8

i) ~1/2 es proporcional al tamaiio lineal del dominio espacial en una dimensién. En dos dimensiones ~ es proporcional al
area.

i) «y representa la fuerza relativa de los términos de reaccién.

i47) Un aumento en « puede ser considerado equivalente a una disminucién en el coeficiente de difusién d.

Véase [26]
9Para un tratamiento completo de la Inestabilidad de Turing, entre otros, véanse [16],[26] y [28].
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Sistemas de reaccion difusion en dominios crecientes y con curvatura

En el modelo original de Turing, las superficies sobre las que emergen los patrones son tales que su
geometria y tamano no cambian al aumentar el tiempo. Sin embargo, desde el punto de vista de la
morfogénesis, es de vital importancia considerar los efectos que causan el crecimiento y la geometria de
los organismos, ya que estos presentan un desarrollo a lo largo de su vida. Actualmente existen diferentes
ejemplos donde la dinamica del dominio da lugar a cambios en los patrones que no son simplemente
cuantitativos (véanse [3],[7],[11]). El pez angel, del género Pomacanthus, presenta patrones que a lo
largo de su vida no permanencen fijos. Algunas variedades de este pez exhiben franjas dorso-ventrales
sobre un fondo azul obscuro. A medida que el pez crece, nuevas franjas mas angostas se desarrollan y,
gradualmente, se van insertando entre las franjas pre-existentes (véase [30]).

Varios modelos han sido propuestos para entender la relaciéon en cuanto a la apariciéon de algunos
patrones, asi como su estabilidad (inestabilidad) y el crecimiento de los organismos. Recientemente en
[8] se ha proporcionado un marco general para el estudio de la formacién de patrones utilizando las
ecuaciones de reaccién-difusion en el que los efectos de crecimiento y la geometria se toman en cuenta.
Este trabajo destaca de entre otros, ya que estd basado en primeros principios (teorema de Reynolds,
leyes de conservacién y ley de Fick). Los resultados del trabajo constatan que, tanto el crecimiento
como la curvatura son cruciales para la emergencia de patrones en esos dominios (véase [17]).
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2. Ecuacion de Fokker-Planck: construccion del modelo

2.1. Dominio fijo

Consideremos una sustancia U cuya concentracion al tiempo ¢ en 2 C R"™ es u. Supongamos que la
sustancia lleva a cabo un proceso de difusion a lo largo del dominio fisico y simultdaneamente presenta
una reaccién mediante la cual se genera o se consume, de tal forma que la concentracién total de U
en () varfa en el tiempo. Si pensamos que no es posible especificar con exactitud la concentracion de
la sustancia en X € {2 en el instante ¢, entonces es necesario introducir una densidad de probabilidad
conjunta p(u,X,t) = p(u(x,t),x,t) (véanse [2],[31]), que nos permita conocer la probabilidad para que
la concentracion u, de la sustancia U, tome valores dentro del intervalo comprendido entre u y v + du,
esto para cada punto X en el espacio y en el instante ¢. En otras palabras, pensemos que el conjunto
de particulas (de la sustancia) y su entorno (medio fisico) definen un ensamble cuyo espacio de estados
estd dado por [0, Uma,) X €, es decir, los estados del sistema son (u, X).

Al establecer la hipétesis de que se trata de procesos de un paso, podemos suponer que el estado (u, X)
puede ser alcanzado al instante t 4§t como resultado de la combinacién de los siguientes eventos (véase

20):
i) El sistema se encontraba en el estado (u,X) y tras el intervalo (¢,t + dt) se mantuvo sin cambios.
i1) El sistema se encontraba en (u + du,X) y pasé a (u,X) con probabilidad r* = r*(u, X, t).

i11)El sistema se encontraba en (u — du,X) y pasé a (u,x) con probabilidad p* = p*(u, X, t).

Para 0h = (0hy, ..., 6hy),

iv) El sistema se encontraba en el estado (u,% 4 0h) y pasé a (uX) con probabilidad r* = r*(u, X, t).
v) El sistema se encontraba en el estado (u, % — 6h) y pasé a (u, %) con probabilidad p* = p*(u, X, t).

La situacion que se describe en cada uno de los eventos anteriores se muestra graficamente en la Figura
2.1.

La probabilidad de que tras un paso dt no se presenten cambios estd dada por la expresion
L= (p* + 7% +p" + 1),
de modo que la probabilidad del evento i) es

plu, %, t)(1 — (p* + 1%+ p“ +1")).

Asf la probabilidad p(u, %X, t + t) es la suma de las probabilidades de todos los eventos y estard dada
por
plu, X, t+0t) = p(u, %, 8)(1 — (P* + % + p* + %)) + p(u + du, %, t)r" "+

(p(u — du, %, £)p"~*" + p(u, % + 0h, t)r**éf‘ + p(u, % — &h, t)p*—5f1,

De donde obtenemos
p(U, }29 t+ 6t) - p(U, }A(a t) = _p(u> )29 t)(pf{ + T)A{ + pu + ,,,.u) + p(u + 5“) }29 t)ru+6u+

p(u — du, %, £)p" =" + p(u, X + 6h, t)r’“‘Sfl + p(u, % — 6h, t)pf‘_éf‘. (10)
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[07 “maz) X

Instante ¢ + ot

Instante ¢

Instante ¢

[0, Umaz) X

Figura 2.1
a) Evolucién temporal del espacio de estados [0, Upmqz) X €2, donde se

ejemplifican las posibilidades de transicién de un estado del sistema al
instante ¢ a otro en el instante t + &t.
b) Trayectoria del sistema en el espacio de estados [0, Upmaz) X €.

Si imponemos la condicién a 7%,p* 1% p* y p(u,%,t) de que sean funciones de clase C?([0, Upqz) X 2 X
[0,00)), entonces al utilizar el desarrollo en serie de Taylor de segundo orden obtenemos que

(o 0
2 8u2'0

ou)? 02 . "
OO T ol %, 0" + Rafiu),  (12)

. . 0 .
p(u 4 du, X, 1)r* 0% = p(u, X, t)r* + Su——p(u, X, t)r* +

au (u>§(> t),,,.u + R1(5U)> (11)

u—ou

0
= p(u,x,t)p" — 5u%p(u, x,t)p* +

donde R;(du)/(6u)? — 0 cuando du — 0 para i = 1,2 y ademds

p(u - 5”7 27 t>p

R o X n a X 1 n n 02 X )
p(u, X +6h, )r*" = p(u, %, t)rx—i-z 5hi%p(u, X, t)r*+ 5 Z Z dh;oh; Wp(u, x,t)r*+ R3(dh),
i=1 ! i=1 j=1 Lt
(13)
N ~ *— . ~ %< - 8 ~ < 1 " - 82 N % A~
p(u,x—éh, t)p = p(U,X, t)p _Z(Shza—xp(uuxv t)p +§ Z 5h25hjmp(uvxv t)p +R4(6h)7
i=1 ¢ i=1 j=1 v

(14)

donde R;(6h)/ || 6h ||>— 0 cuando 6h — 0 para i = 3,4. Al sustituir (11)-(14) en (10) y simplificar
tenemos que
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plu,x,t+ 0t) — p(u,x,t) = —5u—(p“ —r)p(u,x,t)+

2 52
(0u) 8—(p“—l—r (u,%,t) Z(Sh p — ) p(u, X, t)+

+2 ou?

= ZZMMJ& a7 (p* + %) plu, %, 1)+

+ Ry (0u) + Ry(6u) + Rs(6h) + Ry(0h). (15)

Al dividir la ecuacién (15) por dt llegamos a un punto crucial, ya que encontraremos los términos %,

(6u)?  Shy ShiSh; . ., ) i )

55 5o W, para i,j = 1,...,n. Como la intencién es pasar al caso continuo, serd necesario tomar
el limite 6h — 0, 6u =0y 5t — 0. Pero si queremos encontrar algo que no sea trivial, entonces,
(5u)2 __ Shidhy
25t 201

serd necesario que al menos los términos
La opcion mas sencilla es mantener

_ (ouw?
Kll — 95t

s tengan un limite positivo y finito (véase [24]).

ShiSh,
Dij = =5+, parai,j=1,...,n.

constantes, para D;;’s y K1 mayores que cero, estos serdn precisamente los coeficientes de difusiéon para
el espacio de estados. Los D;; s son los coeficientes de disfusiéon en el espacio fisico y sus dimensiones
son [distancia)?/[tiempo]. Resulta que en cada direccién del espacio fisico la particula se difunde una
distancia media de y/2D;; por unidad de tiempo (véanse [10],[24],[25]). Una situacién similar ocurre
en el eje u del espacio de estados, donde “distancia "no se refiere al concepto fisico usual. Si se hacen
estas consideraciones se puede deducir que

Oh; ou

— — = +oo
ot " ot

Esto muestra que las velocidades medias (en el espacio de estados) en cada paso se hacen infinitas. Por
tanto, el hecho de que el emsamble se difunda una “distancia”’media finita, en el espacio de estados, se
debe sélo a las répidas fluctuaciones de su movimiento (véase [24]).

Es claro que el pedir que los D;;’s y Ki; sean finitos cuando se toma el limite no es suficiente para
conseguir algo no trivial. Por tanto es necesario que

5h- X X
Z(p r ) - Dz
ot
parai=1,...,ny
du(p™ —r")
— - 3 K
(St 1

con D; para i =1,...,n y K; finitos, lo cual se puede hacer si escribimos

sp X =) _ ohE (p* — 1)

ot 6t Shy
(p*—r")  ou® (p* —r")
W = S u
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y consideramos que p*, X ~ 0h = min{dh;[i = 1,...,n} y p*, r* ~ du (véase [24]). Lo anterior es una
generalizacién del siguiente hecho. Pensemos por un momento que el espacio de estados es solo el fisico
y de una dimensién. Que las particulas de la sustancia no pueden permanecer en el mismo lugar, es
decir p® 4+ r® = 1, es equivalente a

1 p
“=—-—0h=—0(h
P'=g 5 — o)
y
1 B
=~ 4+ 5h=+06(h).*°
¢" =5 +0hg +6(h)
Donde f es una funciéon adecuada. En tal caso resulta que
o )
ot oh

tiende a Dy = 2D;,6. Profundicemos un poco més en este ejemplo. Como p* — r* es una diferencia de
probabilidades, resulta adimensional, asi que las dimensiones de D; son las de dh/dt, por tanto son de
velocidad. Por lo anterior, el coeficiente D; representa la tendencia de las particulas de avanzar hacia
una direccién privilegiada con rapidez | D;|. En otras palabras, existe una corriente, de intensidad |D1]|,
conduciendo las particulas de la sustancia en una direccion.

Si regresamos a la ecuacion (15) y retomamos la discusién previa, al dividir por §t y tomar el limite
oh — 0, du — 0, 6t — 0 no obtendremos un resultado trivial o contradictorio. Luego entonces, resulta
la siguiente ecuacién

) ) * . "0 %
510 = 50 E1p) + K (0 +T)p)—;a—xi( i0 +ZZDwa . (" +7%)p),  (16)

i=1 j=1
con coeficientes de difusién dados por

_ (6u)?
Kll — 95t

D;; = Sy ih ,parai,j =1,...,n.
(17)
La ecuacién (16) es una ecuacién de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad conjunta p(u, X, t).
Antes de profundizar en la ecuacién (16) introduzcamos una sustancia més al modelo, de tal forma que
ahora son dos sustancias, concretamente U y V| que reaccionan entre si y se difunden en el espacio

fisico. Es necesario aumentarle una coordenada al espacio de estados y, con un desarrollo similar al
previo a (16), se obtiene una ecuacién de la forma

0 0 ? . 0 02 ;
a9l = —%( 10) +K11%((P +7)p) — o-(Kap) +K22@((p +1")p)
Zn 9 ZZ % %

_i:1 8@-( 7 _I—z 1 j=1 Y 00 axﬁ (" +17)).

La ecuacién anterior es nuevamente una ecuaciéon de Fokker-Planck para la funcién de densidad de
probabilidad conjunta.

OPara el caso general de difusién en principio ¢% # p”, es decir, la difusién no es simétrica o isotrépica. Asi que las
presentes ecuaciones pueden ser interpretadas como una simetria del movimiento en una escala microscépica (véase [24]).
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Es posible observar que los términos K; y K5 representan la tendencia de avanzar en una direccion
privilegiada de los ejes u y v en el espacio de estados, son por tanto términos de transporte o conveccion
en el conjunto de los valores de concentracion de las sustancias. Olvidemos por un momento el espacio
fisico. Si el ensamble esta en el estado u al instante ¢, K; marca la tendencia de que tras un paso el
ensamble evolucione a los estados u, u — du o u + du. En el primero de los casos la concentracion de
la sustancia al tiempo t + 0t no cambia, en los otros disminuye o aumenta respectivamente. Por esta
razén el término K; (de transporte en el eje u) es en realidad un término de reaccién y, en general,
Ky = f(u,v). De forma andloga Ky = g(u,v).

En tanto los términos D;’s representan la tendencia de avanzar en una direcciéon privilegiada en el
espacio fisico, lo que corresponde a un fenémeno de transporte en el medio donde se hallan las sustancias.
En general se considera el proceso de difusién espacial como direccionalmente independiente, lo que se
traduce en que D = D;; parat=1,....ny D;; =0 para i # j.

La probabilidad de que el ensamble en el estado (u,v,X) salte a uno distinto tras un paso es
Pt At pR <L

No es posible por tanto hacer que p* + 7% = p’ + 7% = pX + ¥ = 1, pero sf se puede pensar que
los términos p* + r*,p” +r¥ y p* + r* toman valores constantes. Sin pérdida de generalidad se puede
considerar que estos valores son absorbidos en las constantes K11, Ko y D respectivamente.

El conjunto de observaciones de los tres parrafos anteriores nos lleva a la siguiente ecuacién

dp = 0p ?p 3
5 = —Vuv(pF)“‘Kll%“'me — Vi(pD) + DAx(p), (18)

donde F = (f(u,v), g(u,v))T es el vector de reaccién, Ki;,Kss,D son las constantes de difusion y
D = (Dy, ..., D,)T es el vector de deriva o transporte espacial que en general no es constante.

2.2. Dominio creciente y con curvatura

Una dimension

Ahora consideremos el caso en el que el dominio donde la sustancia U se difunde y reacciona es una
curva €(t) en R™ que cambia su forma en el tiempo. Con la intencién de derivar la forma apropiada
de la ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad conjunta sobre el espacio de estados
accesibles [0, Upmqz) X £2(t), se hace necesario considerar una parametrizacion del dominio fisico

¥ 1 la, b x [0,00) = R™ 7*(s,t) = (71(8,1), ..., Yu(s, t)).
(19)

Asi para cada t fijo ¥* es una parametrizacién de la curva €(t) en el espacio R™, que supondremos de
clase C*([a, b]). Si ademds 7(s,t) # 0 para todo ¢ > 0 entonces €2(t) es una curva regular encajada en
R™. Sea

b
17)(t) = / | 72(s.8) | dr (20)
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y consideremos
w=als.t)= [ |70 (21)

la funcién longitud de arco. Luego entonces, para cada t podemos construir la reparametrizacién por
longitud de arco de la curva (t) dada por

F=F"0al, )7 [0,I(7)(#)] — R". (22)

Antes de continuar cabe hacer una anotacion respecto a la conveniencia de introducir la reparametriza-
cion por longitud de arco. Esto se hace ya que el problema n-dimensional se reduce a uno unidimensional.
El cambio de la concentracion de la sustancia, en algin punto sobre la curva, se debe en parte al flujo
de particulas de ese punto a otros o de otros a ese punto. Si suponemos que la evoluciéon temporal
de la curva es suave, en intervalos de tiempo lo suficientemente pequenos, no cambiara demasiado su
forma. Consideremos la Figura 2.2 bajo las hipdtesis anteriores: la concentracién de la sustancia en el
punto A cambiard, en un intervalo de tiempo, debido a la cantidad de particulas en A que se quedan,
las que se mueven de A a otros puntos de la curva y las que se mueven de puntos cercanos como B y
C. Como la posicién de las particulas sobre la curva puede especificarse por la longitud de arco de la
curva, entonces la concentracion de la sustancia sobre la curva y sus cambios se pueden especificar por
la longitud de arco y los cambios en ella, que responde a una dinamica unidimensional.

Figura 2.2

Como se hizo en la seccion anterior, supongamos que se trata de procesos de un paso y que el estado
(u, ¥(w(t + dt),t + 6t)) puede ser alcanzado como la combinacién de los siguientes eventos:

i) El sistema se encontraba en el estado (u, ¥(w(t),t)) v tras 0t pasé a (u, Y(w(t + ot),t + ot)) .

i1) El sistema se encontraba en (u,y(w(t) + 0w, t)) y pasé a (u, ¥(w(t 4+ dt),t 4+ dt)) con probabilidad
r = r(u, Y(w(t), t),1).
i11)El sistema se encontraba en (u, ¥(w(t) — dw,t)) y pasé a (u, ¥(w(t + dt),t 4+ dt)) con probabilidad
p* = p"(u,J(w(t), 1),1).

Las tres situaciones anteriores que representan un cambio en el espacio fisico, se ejemplifican en la
Figura 2.3.
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Figura 2.3
Evolucion temporal de la curva en el espacio fisico. Se ejemplifican las po-

sibilidades de transicién en el intervalo [t,t+ dt] de una o varias particu-
las. Lo anterior se refleja en el cambio de concentraciéon de la sustancia
sobre los puntos de la curva.

Procediendo de manera semejante para la variable u, resulta que la probabilidad de que tras dt se pase
de (u, Y(w(t),t)) a (u,¥(w(t+ 6t),t + dt) es

L= (" +r" +p" + 1),
de modo que la probabilidad del evento ) es
plu, F(w(t), 1), )(1 = (p 4+ +p* + 1)),

Tenemos entonces que la probabilidad p(u, ¥(w(t + 0t),t 4 dt),t 4 dt) serd igual a la suma de todas las
probabilidades
p(u, Y(w(t + 6t), t 4 6t),t + 6t) =

p(u, F(w(t), £), £)(1— (p" +17+p"+1")) + p(u, F(w(t) + 6w, 1), )r DT 4 p(u, F(w(t) — dw, t), t)p" ="
+p(u+ Su, F(w(t), £), )r" T + p(u — u, F(w(t), t), 1)p"~". (23)

Si consideramos la definicion p*(u, w(t),t) = p(u,¥(w(t),t),t) y hacemos lo mismo para p*, p*,r*, r*,
al sustituir en la dltima ecuacién obtenemos

P (u,w(t +dt), t + dt) =

P (u,w(t), t)(1— (¥ + 7 + p* + 7)) + p*(u, w(t) + Sw), )r DT 4 p* (u, w(t) — dw, t)pH =24
o+ B, w(t), O 4 (= Bt (), ) (24)

18

w(t + t) 17t + 8t)



Como 7*(s,t) es regular para todo t > 0, entonces w(t) cuenta con desarrollo de Taylor de orden uno,
Le.w(t+dt) = w(t) + dtw(t) + 6(dt), tal que 0(6t) /5t — 0 cuando 6t — 0 y sustituyendo en el término
izquierdo de (24) tenemos que

P (u,w(t + 6t), t + t) = p*(u, w(t) + dtw(t) + 6(dt), t + 0t).

En tanto, al considerar una expansion de Taylor de orden uno para p* obtenemos que
0
P (u, w(t) + otw(t) + 0(5t), t + ot) = p*(u, w(t), t + dt) + 5twta—p*(u, w(t),t + dt) + 01(dt),
w

tal que 6,(dt) /6t — 0 cuando ot — 0.

Si sustituimos las tltimas dos ecuaciones en (24) y reordenamos términos obtenemos

P (u,w(t), t + ot) — p*(u, w(t),t) =

0
Bt () 4 56) — Bu(5) — (4 7%+ ) a w(0) ) o () - 9 O
P (u, w(t) = Sw, )p D=0 + p* (u + Su, w(t), ret*" + p*(u — du, w(t), t)pi=". (25)
Utilizando un desarrollo similar al que se present6 en la seccién pasada, en (11)-(14), para los términos
del lado derecho de la ecuacién anterior y simplificamos, llegamos a la ecuacién

P (u,w(t), t + ot) — p*(u, w(t),t) =

St o (), 401) = 04 00) = (9 — )0 (w0, 1) + PO (), )
oS (2 — 1) o, w(t), )

(6w)* 0?
2 Ouw?
donde Ry(du)/(6u)* — 0,R1(dw)/(6w)* — 0 cuando du — 0, dw — 0.
Una vez mas, como en la seccién pasada, nos encontramos en un paso crucial. Al dividir la tdltima
ecuacion por 0t y tomar el limite dw — 0, du — 0y 6t — 0, con la intencion de no conseguir resultados

triviales o contradictorios, es necesario hacer las mismas consideraciones que en la seccion 2.1. Asi se
llega a la ecuaciéon

(P + )" (uw, w(t), 1)) + Ry (du) + Ry(dw),

*(uvw(t>vt) = wtip*(u,w(t),t) - Q(Dlp*(uvw(t)vt»

Ep ow ou

—I—Dg%((pf +r)p (w,w(t), b)) — %(Elp*(u, w(t),t)) + Ez%((ﬁ +r)p (ww(t), 1), (26)

Por otro lado, si recuperamos la funcién longitud de arco w = a(s,t) donde se observa que
s=a (-, t)(w),

obtenemos lo siguiente
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W(u,s,t) = p(u, (s, t),t)
= p(u, 7 (a7 (1) (w), 1), 1)
= p(u,¥(w, 1), )
= p*(u,w,t). (27)

Luego entonces, ©(u, a™ (-, t)(w),t) = p*(u, w, t). De forma andloga se puede desglosar la composicién
para p¥, r¥, p* y p*. En general si se nos presenta x(u,a '(-,t)(w),t) = f(u,w,t) y s = a7 1(-,t)(w),
tras utilizar la regla de la cadena se obtiene

9, 0 10
ow wosX T o 95V
0? 1y h2 0? _1 o 1 0? Qgs O
oz’ = (@™ )w) @X“‘ (av )wng = (as)? @X - (as)? %X' (28)

El siguiente paso es utilizar (28), olvidar las etiquetas para r¥ = r* = r(u, s,t),...,p* (v, w, t) = p(u, s, t)
y sustituir en (26) para obtener la ecuacién

9=~ (Dup) + Do (" + 1)) — 2L
40— S22 1)) — o (B (20

Como se hizo en la seccién anterior, podemos considerar dos sustancias, con concentraciones u y v, que
se difunden e interaccionan en Q(t) (curva parametrizada por s). Realizando observaciones e hipétesis
similares a las de (18) la ecuacion resultante es

0 0? 02 Qg5 0 10 Ey 02 a; 0

= YV (pF) + D D D G o W E A S e S

5iP = ~Vuo(pF) + Dug5p+ Doagsp o 5" %88( 1p)+(as)2as2p 0. 05" (30)
donde F(u,v) = (f(u,v),g(u,v))T es el vector de los términos de reaccién, Dyy, Day, Ey son los

coeficientes constantes de difusion, a(s,t) estd determinada por la funcién de crecimiento de la curva
y (u,v,8,t) € [0, Umaz) X [0, Vmaz) X [a,b] x [0,00). Observemos que los términos del lado derecho de
(30) dependen del tiempo y el espacio. Su interpretacién fisica (véase [8]) es la siguiente:

—V.uu(+) = término de transporte en [0, tqz) X [0, Vpmaz ), corresponde al fendmeno de reaccion,
Dllaa—;( *), Daso 81}2( ) = términos de difusién en [0, Umaez) X [0, Umaz),

( 52)2 %(-) = término de difusion en el espacio fisico y

Qs ot O 1 0 iz . . , .
—(D%= + 54 5:(),— -5, (1) = términos de transporte en el espacio fisico.
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3. Consideraciones finales

Para terminar, se pueden agregar algunos comentarios sobre el presente trabajo. Existen muchos ejem-
plos (véase [31]) sobre la sensibilidad que tienen los sistemas de reaccién-difusién a los cambios de las
condiciones iniciales, de la geometria del dominio, de los valores de los parametros, etcétera. Debido a
esta sensibilidad, se busca entender la naturaleza estocastica de los modelos.

En la primera parte del trabajo se hizo un esbozo tedrico sobre las ecuaciones de Fokker-Planck y
los sistemas de reaccion-difusion. Dada la cantidad y diversidad de materiales existentes sobre estos
temas, se retomaron principalmente las fuentes enfocadas al estudio de fenémenos fisicos, quimicos y
biolégicos, no tanto, aquellas de caracter puramente tedrico.

En la segunda parte se lograron establecer, mediante un método directo de construccion, dos ecuaciones
de Fokker-Planck, una para dominios fijos (18) y otra para dominios dindmicos (30). Otra alternativa
para llegar a la ecuacion (18) y tal vez a la (30), consiste en considerar (2) y (7) (con una modificacién),
pero esto acarrea la complejidad del las ecuaciones diferenciales estocésticas.

El camino planteado para llegar a (18) y (30) permite una comprensién fisica de los procesos de
reaccion-difusién no deterministas. Se puede mencionar, como ejemplo de ello, que al considerar un
espacio de estados, compuesto por el espacio fisico y el conjunto de valores de las concentraciones,
aparece intrinsecamente el fenémeno de reaccion.

Las ecuaciones resultantes integran, de forma promediada, la informacién de dos ecuaciones diferenciales
estocdsticas asociadas a un proceso de reaccién-difusion de dos sustancias. En (30) se logra incorporar
la dindmica del dominio. Un trabajo a futuro puede ser la generalizacién de (30) al caso de un dominio
dos-dimensional creciente y con curvatura, para después ampliar el criterio presentado en [5].
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