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CAPÍTULO 1

Introducción

1.1. Materiales con memoria de forma

Ciertos materiales presentan un fenómeno interesante, pues después de ser de-
formados pueden �recordar� su forma original si son llevados a cierta temperatura.
Por ejemplo, si tomamos un trozo de alambre hecho de una aleación de niquel y
titanio, lo deformamos cuantas veces queramos y después los calentamos con agua
hirviendo, éste retomará su forma original. Este fenómeno es llamado efecto de
memoria de forma.

El efecto de memoria de forma, de acuerdo a Bhattacharya [Bha02], es una
manifestación de la tranformación martensítica. Ésta es una transformación de
sólido a sólido donde la estructura molecular cambia abruptamente a cierta tem-
peratura, la cual es llamada temperatura crítica. Por ejemplo, como se muestra

Figura 1.1: Ilustración del cambio de fase martensítico

1



2 1. Introducción

en la Figura 1.1. Si el arreglo de las moléculas del sólido a una temperatura alta
(fase austenita) es como el que se muestra en la Figura 1.1(a), al enfriarlo (fase
martensita) y llegar a una temperatura crítica éste cambia a una con�guración
rectangular como la de la Figura 1.1(b) o la de la Figura 1.1(c). Además, este
proceso es reversible.

Típicamente las con�guraciones estables que aparecen por debajo de la tem-
peratura crítica tienen menor simetría que las con�guraciones a alta temperatura.
En este caso la fase cuadrangular tiene mayor simetría que la rectangular.

Una característica de la transformación martensítica es la presencia de mi-
croestructuras. Es decir, el sólido con con�guración molecular como la de la Figu-
ra 1.1(a), puede cambiar a la con�guración de la Figura 1.1(b) o la de la Figu-
ra 1.1(c) indistintamente. Sin embargo, no solamente puede presentarse una sola
con�guración si no una combinación de ambas. Al hacer esta combinación de
con�guraciones, el sólido no debe romperse por lo que la combinación debe ser
coherente como se muestra en la Figura 1.1(d).

Retomemos el ejemplo del trozo de alambre de níquel y titanio desde el punto
de vista de las microestructuras. A temperatura ambiente el alambre se encuentra
en su fase martensítica por lo que puede presentar distintas microestructuras,
de manera que al ser deformado las moléculas se reacomodan de tal forma que
su estructura molecular sólo cambia de una microestructura a otra, digamos de
Figura 1.1(b) a Figura 1.1(c). Por lo que al calentarlo hasta su temperatura crítica,
éste regresa a su estructura de la fase austenita, digamos Figura 1.1(a), por lo que
retoma su forma original.

El objetivo de esta tesis es estudiar las microestruturas que aparecen en una
película delgada de un material martensítico. Tomando como punto de partida un
modelo variacional en tres dimensiones para una material cuya geometría está da-
da por un dominio cilíndrico de altura h y base S ⊂ R2, el modelo para la película
delgada se deriva como un límite asintótico cuando h → 0. Más precisamente se
considera el Γ-límite de la energía cuando h→ 0. Este tipo de convergencia resul-
ta adecuado para nuestros propósitos, ya que en el límite preserva la estructura
variacional de los funcionales de energía. Bajo ciertas hipótesis, el modelo para la
película delgada resulta en un funcional de energía no convexo, el cual no nece-
sariamente tiene mínimos únicos. En este modelo, las microestructuras se estudian
como las sucesiones minimizantes de la energía, y las medidas de Young asociadas
a éstas.

Esta tesis se basa en el artículo de Bhattacharya y James [Bha99] en el cual se
analizó el modelo de película delgada para el caso de elasticidad no lineal e incluye
los resultados que aquí se presentan.

1.2. Modelo

La película delgada de grosor h y per�l S ⊂ R3 ocupa una región

Ωh =

{
x ∈ R3 tal que (x1, x2) ∈ S ,

−h
2

< x3 <
h

2

}
.



1.2. Modelo 3

Una deformación de la película delgada es una función

ū : Ωh → R3 con ū = (ū1, ū2, ū3).

Es decir, a cada punto

Figura 1.2: ū : Ωh → R3

x = (x1, x2, x3) ∈ Ωh

le asociamos el punto
ū(x) = (ū1(x), ū2(x), ū3(x)).

La energía elástica debe ser invariante bajo translaciones rígidas, para ello de�ni-
mos el desplazamiento de una partícula x = (x1, x2, x3) ∈ Ωh como

u(x) = ū(x)− x.

En la teoría geométrica lineal de la elasticidad las deformaciones se miden en
términos del gradiente simétrico del desplazamiento u, es decir, de

∇su =
1

2

(
∇u +∇Tu

)
.

donde ∇Tu es la transpuesta de la matriz ∇u La energía se mide en términos de
las deformaciones, entonces estaremos interesados en funcionales de energía de de
la forma

E[u ] =

∫
Ωh

ϕ(∇su)dx,

donde
ϕ : M3×3 → (0,∞) ,

es una función que depende del material.
En los materiales con memoria de forma, el funcional de energía se anula (o

tiene sus mínimos locales) en las con�guraciones estables de menor simetría (o de
baja temperatura).

Bajo las hipótesis de la elasticidad geométrica lineal, los mínimos de la energía
se modelan como matrices simétricas. En esta tesis se supondrá que el material
tiene una transición de fase cúbico a tetragonal, es decir, si de�nimos

U1 =

−2 0 0
0 1 0
0 0 1

 , U2 =

1 0 0
0 −2 0
0 0 1

 , U3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,



4 1. Introducción

a las tres deformaciones que corresponden a las tres fases (tetragonales) que no
�cuestan� energía, entonces

ϕ(U1) = ϕ(U2) = ϕ(U3) = 0.

Supondremos además que el funcional de energía es coercivo, es decir, si una
sucesión {uk} es no acotada entonces E[uk] → ∞. Para esto supondremos las
siguientes condiciones de crecimiento para la función ϕ,

c1(|U |2 − 1) ≥ ϕ(U) ≥ c2 (|U |q − 1) con 2 < q < 6.

Sin embargo el funcional es no convexo, pues tiene más de un mínimo, por lo que
no es posible garantizar la unicidad (o existencia) del mínimo.

Al nivel del modelo, la hipótesis de que bajo las deformaciones el material no
se rompe, implica que u tiene que ser continua. Para satisfacer la continuidad, y
para la formación de microestructuras, las matrices U1, U2 y U3 deben satisfacer
relaciones de compatibilidad para mantener la coherencia entre las distintas fases.
Esto es, sean Ω+

h , Ω−h ⊂ Ωh tales que ∇u = U1 ∈ Ω+
h y ∇u = U2 ∈ Ω−h , entonces

al integrar obtenemos
u = U1z + c+ en Ω+

h ,

u = U2z + c− ∈ Ω−h

donde c+ y c− son constantes. En la frontera entre Ω+
h y Ω−h , se debe de cumplir

Figura 1.3: Ωh

que
(U1 − U2)z + c+ − c− = 0. (1.1)

Si U1 − U2 6= 0, entonces (1.1) de�ne un hiperplano afín, por lo que

rango(U1 − U2) = 1,

y entonces existen a y n ∈ R3 tal que

U1 − U2 = anT = a⊗ n.
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Como además U1 y U2 son simétricas, tenemos que

a⊗ n = (a⊗ n)T = n⊗ a

y por lo tanto

U1 − U2 =
1

2
(a⊗ n+ n⊗ a) .

Esta última igualdad se conoce como la condición de salto de Hadamard, y es-
tablece la coherencia entre las distintas fases, o equivalentemente la continuidad
en la deformación u .

Obsérvese que las matrices U1 U2 y U3 satisfacen las relaciones de compatibil-
idad dos a dos. Es decir, para todo i, j = 1, 2, 3 con i < j,

Ui − Uj =
1

2
(ai,j ⊗ ni,j + ni,j ⊗ a,j) ,

donde los vectores ni,j apuntan en la dirección perpendicular a la transición entre
Ui y Uj . En este caso se tiene que

n1,2 =

(
1√
2
,

1√
2
, 0

)
, a1,2 =

3

2

(
1√
2
,− 1√

2
, 0

)
,

n1,3 =

(
1√
2
, 0,

1√
2

)
, a1,3 =

3

2

(
1√
2
, 0,− 1√

2

)
,

n2,3 =

(
0,

1√
2
,

1√
2

)
, a2,3 =

3

2

(
0,

1√
2
,− 1√

2

)
.

Intercambiando los roles de ni,j y ai,j en cada caso, es claro que existen dos tipos
de interfaces planas entre las distintas variantes.

1.3. Estructura de la tesis y resumen de resultados

Desde el punto de vista matemático, vamos a estudiar problemas variacionales
vectoriales (en R3) no convexos. La determinación del modelo para una película
delgada se hará por medio del concepto de Γ − convergencia (que se introducirá
en el capítulo 3). Para utilizar este método es necesario regularizar el funcional
de energía por medio de un término de orden superior. Este término puede in-
terpretarse como una energía de super�cie que penaliza las transiciones entre los
mínimos de energía y tiene la forma∫

Ωh

κ
∣∣∇2

u
∣∣2 dx.

El funcional de energía resultante es convexo y tiene la forma,

εh(u) =

∫
Ωh

{
κ
∣∣∇2

u
∣∣2 + ϕ(∇su)

}
dx,

donde

Ωh =

{
x ∈ R3 tal que (x1, x2) ∈ S ,

−h
2

< x3 <
h

2

}
.
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Nótese que, si en el funcional de energía εh tomamos el límite h→, el dominio Ωh
se colapsa y la integral en εh sería identicamente cero. Para obtener un resultado
no trivial en el límite h → 0, deberemos estudiar el funcional re-escalado εh/h,
re-escalar el dominio Ωh, para trabajar en un dominio �jo, de la siguiente forma,

z1 = x1, z2 = x2, z3 =
1

h
x3, para todo x ∈ Ωh. (1.2)

El primer resultado de esta tesis (capítulo 4) establece la energía reescalada εh

h
tiene como Γ− límite al funcional

E0[u ,b] =

∫
S

{
κ
[∣∣∇2

pu
∣∣2 + |∇pb|2

]
+ ϕ((∇su , b))

}
dz1dz2,

cuando h→ 0, y donde

(∇su , b) =


e11(u) e12(u) 1

2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
e21(u) e22(u) 1

2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
1
2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
1
2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
b3

 .

donde

eij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
para i, j ∈ 1, 2, b1, b2, b3 ∈ L2(S), y tanto los eij como b1, b2, b3 dependen
únicamente de z1 y z2.

El modelo resultante para la película delgada es convexo y por lo tanto no puede
modelar microestructuras. Para recuperar la no convexidad (y las microestruc-
turas), supondremos ahora que κ = 0, y estudiaremos las sucesiones minimizantes
del nuevo problema no convexo,∫

S

ϕ((∇su , b))dz1dz2.

Estas sucesiones minimizantes las estudiaremos usando el concepto de medidas de
Young que se introduce en el capítulo 3. En esta dirección, el principal resultado
de esta tesis establece que dadas condiciones de frontera del tipo

Fλ = λ1U1 + λ2U2 + λ3U3

existe una sucesión minimizante {(∇suk, bk)} tal que (∇suk, bk) = Fλ en la
frontera de Ω, es decir, se tiene que

ĺım
k→∞

∫
Ω

ϕ(∇suk, bk)dz1dz2 = 0,

donde además, los elementos de la sucesión tienen una geometría que esencial-
mente se ve como la Figura 1.4. La geometría de estas sucesiones es una de las
principales predicciones del modelo. Este resultado implica que las microestruc-
turas observables en estos materiales deberán ser parecidas a esta imagen.
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Figura 1.4: Microestructuras

Aún más, las fracciones volumétricas de las dintintas fases {U1, U2, U3} están
determinadas de manera única por las condiciones de frontera Fλ (es decir, por
λ1 +λ2 +λ3 = 1) y la medida de Young µ asociada a {(∇suk, bk)} viene dada por

µ = λ1δU1
+ λ2δU2

+ λ3δU3
.

La tesis se completa con un capítulo de introducción a espacios de Sobolev y
un apéndice, donde por comodidad se introducen dos resultados necesarios que no
se demuestran por estar más allá del alcance de esta tesis.



CAPÍTULO 2

Espacios de Sobolev

En este capítulo introduciremos la notación, las de�niciones y los resultados
sobre espacios de Sobolev que serán relevantes en esta tesis. Se incluirán las de-
mostraciones de algunos de los resultados o se hará referencia a los textos clásicos
donde se encuentran. La mayor parte del material de este capítulo fue tomado de
[Eva98] y [Cla09].

2.1. Espacios de Sobolev

Notación. Denotamos por C∞c (Ω) al espacio de funciones in�nitamente diferen-
ciables ϕ : Ω → R con soporte compacto en Ω. A estas funciones les llamamos
funciones prueba.

Sea k un entero positivo, sea α = (α1, ..., αn) un multiíndice de orden |α| =
α1 + ...+ αn = k y supongamos que u es una función en Ck(Ω). Si tomamos una
función ϕ ∈ C∞c (Ω) por la fórmula de integración por partes, tenemos∫

Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

Dαuϕdx,

donde

Dαϕ =
∂α1

∂xα1
1

...
∂αn

∂xαnn
ϕ.

Notemos que el lado izquierdo de la primera igualdad tiene sentido si u es local-
mente integrable, entonces podemos de�nir lo siguiente.

De�nición 2.1.1. Sean u, v ∈ L1
loc(Ω), y α = (α1, ...., αn) un multiíndice tal que

|α| = α1 + ....+αn. Decimos que v es la α- ésima derivada débil de u, denotada

9



10 2. Espacios de Sobolev

por

Dαu = v

si cumple lo siguiente: ∫
Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

vϕdx

para toda ϕ en C∞c (Ω).

Observación. Si la α-ésima derivada débil de u existe, entonces es única salvo por
conjuntos de medida cero.

De�nición 2.1.2. Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y k ≥ 0. De�nimos el espacio de Sobolev

W k,p(Ω) como el conjunto de funciones u ∈ L1
loc(Ω) tal que para todo multiíndice

α con |α| ≤ k la derivada débil Dαu existe y está en Lp(Ω), es decir,

W k,p(Ω) =
{
u ∈ L1

loc(Ω) tal que Dαu existe y Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k
}
.

Además si u ∈W k,p(Ω) de�nimos la siguiente norma

‖u‖Wk,p(Ω) :=


(∑

|α|≤k
∫

Ω
|Dαu|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞∑
|α|≤k sup essΩ |Dαu| , p =∞.

Observación. La norma ‖u‖Wk,2(Ω) está inducida por el producto escalar

〈u, v〉Wk,2(Ω) =
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαu ·Dαvdx. (2.1)

De�nición 2.1.3. Denotamos por

W k,p
0 (Ω)

a la cerradura de C∞c (Ω) en L1
loc con respecto a la norma ‖u‖Wk,p(Ω)

Teorema 2.1.1. Para toda k = 1, 2, ... y 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio W k,p(Ω) es un
espacio de Banach con la norma ‖u‖Wk,p(Ω).

Demostración.

Primero veamos que ‖u‖Wk,p(Ω) es una norma. Claramente

‖λu‖Wk,p(Ω) = |λ| ‖u‖Wk,p(Ω)

y

‖u‖Wk,p(Ω) = 0 si y sólo si u = 0 casi donde sea.



2.1. Espacios de Sobolev 11

Veri�quemos la desigualdad del triángulo. Sean u, v ∈ W k,p(Ω). Si 1 ≤ p < ∞
tenemos que

‖u+ v‖Wk,p(Ω) =

∑
|α|≤k

‖Dαu+Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

≤

∑
|α|≤k

(
‖Dαu‖Lp(Ω) + ‖Dαv‖Lp(Ω)

)p 1
p

≤

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

+

∑
|α|≤k

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

= ‖u‖Wk,p(Ω) + ‖v‖Wk,p(Ω) ,

donde primero usamos la desigualdad del triángulo para la norma en Lp y de-
spués la desigualdad del triángulo en Rn. Podemos aplicar un proceso análogo
para p =∞

Ahora veamos que W k,p(Ω) es completo. Sea {um} ⊂ W k,p(Ω) una sucesión
de Cauchy, es decir, para toda ε > 0 existe N tal que

‖un − um‖Wk,p(Ω) < ε si n,m > N .

Entonces ∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαun −Dαum|p dx

 1
p

< ε si n,m > N .

Por lo tanto, para cada |α| ≤ k(∫
Ω

|Dαun −Dαum|p dx
) 1
p

< ε si n,m > N .

De manera que, para cada |α| ≤ k, {Dαum}m∈N es una sucesión de Cauchy en
Lp(Ω). Como Lp(Ω) es completo, existen funciones uα ∈ Lp(Ω) tales que

Dαum → uα en Lp

para cada |α| ≤ k.

Denotemos u = u(0,..,0). Veamos que

u ∈W k,p(Ω) y Dαu = uα. (2.2)

Sea ϕ ∈ C∞c (Ω). Entonces por la desigualdad de Hölder∣∣∣∣∫
Ω

uDαϕdx−
∫

Ω

umD
αϕdx

∣∣∣∣ ≤ ‖u− um‖Lp(Ω) ‖D
αϕ‖Lq(Ω) → 0 cuando m→∞.



12 2. Espacios de Sobolev

para p y q tales que 1
p + 1

q = 1. Por lo tanto∫
Ω

uDαϕdx = ĺım
m→∞

∫
Ω

umD
αϕdx

= ĺım
m→∞

(−1)|α|
∫

Ω

Dαumϕdx

= (−1)|α|
∫

Ω

uαϕdx.

Por unicidad de la derivada débil, (2.2) es cierta, es decir Dαum → Dαu en Lp(Ω).
Entonces um → u en W k,p(Ω). Por lo tanto W k,p(Ω) es completo.

�

Observación. En particular para p = 2, W k,2(Ω) es un espacio de Hilbert y se
denota por Hk(Ω).

2.2. Aproximación

De�nición 2.2.1. Sea η ∈ C∞(Rn) dada por

η(x) =

{
c exp

(
1

|x|2−1

)
si |x| < 1,

0 si |x| ≥ 1,

donde c es tal que
∫
Rn η(x)dx = 1. Para toda ε > 0, de�nimos

ηε(x) =
1

εn
η
(x
ε

)
.

De�nición 2.2.2. Sea 1 ≤ p <∞, de�nimos la regularización de u ∈ W k,p(Ω)
como

uε = ηε ∗ u ,

es decir,

uε(x) =

∫
Ω

ηε(x− y)u(y)dy para toda x ∈ Ωε ,

donde Ωε = {x ∈ Ω tal que dist(x, ∂Ω) > ε}.

Notación. Sean Ω′ ⊂ Ω abierto, escribimos que

Ω′ ⊂⊂ Ω

si Ω′ ⊂ Ω y Ω′ es compacto, donde Ω′ es la cerradura de Ω′.

Teorema 2.2.1. Sean u ∈ W k,p(Ω) y 1 ≤ p ≤ ∞, entonces existen funciones uε

tales que

i) uε ∈ C∞(Ωε) para toda ε > 0

ii) Sea Ω′ ⊂⊂ Ω, entonces ‖uε‖Lp(Ω′) ≤ ‖u‖Lp(Ω) ,

iii) uε → u en W k,p
loc (Ω) cuando ε→ 0.
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Demostración.
1.Veamos que i) es cierto. Sea x ∈ Ωε �jo, i ∈ 1, ..., n. Tomemos |h| ≤ ε tal que

x+ hei ∈ Ωε. Entonces

∂uε

∂xi
(x) = ĺım

h→0

1

h
[uε(x+ hei)− uε(x)]

= ĺım
h→0

1

εn

∫
Ω

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
u(y) dy

= ĺım
h→0

1

εn

∫
Ω′

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
u(y) dy

Para algún Ω′ ⊂ Ω compacto, además como η ∈ C∞(Rn)

ĺım
h→0

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
→ 1

ε

∂η

∂xi

(
x− y
ε

)
uniformemente en Ω′, por lo tanto,

= ĺım
h→0

1

εn

∫
Ω

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
u(y) dy

=
1

εn

∫
Ω

ĺım
h→0

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
u(y) dy

=
1

εn

∫
Ω

[
∂η

∂xi

(
x− y
ε

)]
u(y) dy

=

∫
Ω

[
∂ηε
∂xi

(x− y)

]
u(y) dy.

Argumentando análogamente para las derivadas de orden superior concluimos que

uε ∈ C∞(Ωε) para toda ε > 0.

2. A continuación probemos ii). Sea u ∈W k,p(Ω) con 1 ≤ p <∞ y denotemos
1
q = 1− 1

p . Tomemos un conjunto abierto Ω′ ⊂⊂ Ω. Veamos que

‖uε‖Lp(Ω′) ≤ ‖u‖Lp(Ω) .

En efecto,

|uε(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)u(y)dy

∣∣∣∣∣
≤
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)
1
q ηε(x− y)

1
p |u(y)|dy

Por la desigualdad de Hölder tenemos

|uε(x)| ≤

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)(
1
q )qdy

) 1
q
(∫

B(x,ε)

ηε(x− y)(
1
p )p|u(y)|pdy

) 1
p

=

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|u(y)|pdy

) 1
p
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Elevando a la p, e integrando de ambos lados con respecto a la variable x sobre
Ω′, tenemos

∫
Ω′
|uε(x)|pdx ≤

∫
Ω′

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|u(y)|pdy

)
dx

≤
∫

Ω

|u(y)|p
(∫

B(y,ε)

ηε(x− y)dx

)
dy (2.3)

=

∫
Ω

|u(y)|pdy.

3. Ahora, veamos que

uε → u en Lploc(Ω) cuando ε→ 0 . (2.4)

Como las funciones continuas son densas en Lp, sean w ∈ C(Ω′) y δ > 0 tal que

‖u− w‖Lp(Ω′) < δ.

Entonces

‖uε − u‖Lp(Ω′) ≤ ‖u
ε − wε‖Lp(Ω′) + ‖wε − w‖Lp(Ω′) + ‖w − u‖Lp(Ω′)

≤ 2 ‖u− w‖Lp(Ω′) + ‖wε − w‖Lp(Ω′)

≤ 2δ + ‖wε − w‖Lp(Ω′)

Como wε → w uniformemente en Lp(Ω′) 1 tenemos que

‖uε − u‖Lp(Ω′) ≤ 3δ.

Como δ es arbitraria, tenemos (2.4).

4. Notemos que si |α| ≤ k entonces

Dαuε = ηε ∗Dαu, para toda u ∈W k,p(Ω). (2.5)

En efecto, sea x ∈ Ωε

Dαuε(x) = Dα
x

(∫
Ω

ηε(x− y)u(y)dy

)
=

∫
Ω

Dα
xηε(x− y)u(y)dy

= (−1)|α|
∫

Ω

Dα
y ηε(x− y)u(y)dy

= (−1)|α|(−1)|α|
(∫

Ω

ηε(x− y)Dα
y u(y)dy

)
= ηε ∗Dαu(x).

1Véase Apéndice
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5. De (2.4) y (2.5) deducimos que

Dαuε → Dαu en Lploc(Ω) cuando ε→ 0 .

Tomamos Ω′ ⊂⊂ Ω, entonces

‖uε − u‖Wk,p
loc (Ω) =

∑
|α|≤k

‖Dαuε −Dαu‖Lploc(Ω) → 0

cuando ε→ 0, por lo tanto iii) �
En el siguiente resultado demostraremos que las funciones en el espacio de

Sobolev W k,p(Ω) pueden aproximarse, en el interior de Ω por funciones suaves.

Teorema 2.2.2. Supongamos que Ω es acotado. Sea u ∈ W k,p(Ω) para algún
1 ≤ p ≤ ∞. Entonces existen funciones um ∈ C∞(Ω) ∩W k,p(Ω) tales que

um → u en W k,p(Ω).

Demostración. De�nimos Ω′i = Ωi+3 − Ωi+1 donde

Ωi =

{
x ∈ Ω tal que dist(x, ∂Ω) >

1

i

}
i = 1, 2, ...

Observemos que Ω =
⋃∞
i=1 Ωi.

Tomemos un conjunto Ω′0 ⊂⊂ Ω tal que Ω =
⋃∞
i=0 Ω′i. Sea {ζi}

∞
i=0 una partición

de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {Ω′i}
∞
i=0. Es decir,{

ζi ∈ C∞c (Ω′i), 0 ≤ ζi ≤ 1 y∑∞
i=0 ζi = 1 en Ω.

Sea u ∈W k,p(Ω), entonces ζiu ∈W k,p(Ω) y sop(ζiu) ⊂ Ω′i.

Fijemos δ > 0 y tomemos εi > 0 su�cientemente pequeño tal que ui = ηεi∗(ζiu)
satisfaga que {

‖ui − ζiu‖Wk,p(Ω) ≤
δ

2i+1 (i = 0, 1, ...)

sop ui ⊂ Ω′′i (i = 1, ...),

donde Ω′′i = Ωi+4 − Ωi ⊃ Ω′i (i = 1, ...).
Sea v =

∑∞
i=0 ui. Esta función está en C∞(Ω), ya que para cada Ω′ ⊂⊂ Ω la suma

tiene sólo un número �nito de términos. Como u =
∑∞
i=0 ζiu, tenemos que para

cada Ω′ ⊂⊂ Ω

‖v − u‖Wk,p(Ω′) ≤
∞∑
i=0

‖ui − ζiu‖Wk,p(Ω)

≤ δ
∞∑
i=0

1

2i+1

= δ.

Tomando el supremo de los conjuntos Ω′ ⊂ Ω obtenemos que ‖v − u‖Wk,p(Ω) ≤ δ.
Dado que δ es arbitrario el resultado se sigue.

�
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Corolario 2.2.3. Sean Ω conexo y u ∈W 1,p(Ω) con 1 ≤ p ≤ ∞ tal que

Du = 0 casi para todo x ∈ Ω.

Entonces u es constante casi para toda x ∈ Ω

Demostración. Sea Dαuε = ηε ∗ u, entonces

Dαu
ε = ηε ∗Dαu

=

∫
Ω

ηε(x− y)Dαu(y)dy

=

∫
Ω

ηε(x− y)0dy

= 0.

Por lo tanto, uε = cte pues Ω es conexo. Además sabemos que existe una subsuce-
sión {uεi} de {uε} tal que

uεi(x)→ u(x) casi para todo x ∈ Ω′,

donde Ω′ ⊂⊂ Ω. Entonces,

|u(x)− u(y)| = |u(x)− uεi(x) + uεi(y)− u(y)|
≤ |u(x)− uεi(y)|+ |uεi(y)− u(y)|
≤ 2ε

Como la desigualdad es cierta para toda ε > 0, concluimos que

|u(x)− u(y)| = 0,

y por lo tanto
u = cte.

�
Ahora extenderemos el resultado anterior, aproximando las funciones enW k,p(Ω)

hasta la frontera de Ω, cuando ∂Ω es regular.

Teorema 2.2.4. Supongamos que Ω es acotado y ∂Ω es C1. Sea u ∈ W k,p(Ω)
para algún 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces existen funciones um ∈ C∞(Ω) tal que

um → u en W k,p(Ω).

Demostración. Sea x0 ∈ ∂Ω. Como ∂Ω es C1, existe una constante r > 0 y
γ : Rn−1 → R una función C1 tal que, cambiando el sistema de coordenadas si es
necesario, satisface

Ω ∩B(x0, r) =
{
x ∈ B(x0, r) tal que xn > γ(x1, ..., xn−1)

}
.

Sea Θ = Ω ∩B(x0, r2 ). Para x ∈ Θ y ε > 0 de�nimos el punto

xε = x+ λεen.



2.2. Aproximación 17

Entonces, para λ > 0 su�cientemente grande tenemos que la bola B(xε, ε) ⊂
Ω ∩ B(x0, r) para toda x ∈ Θ y ε > 0 pequeña. Ahora, trasladamos la función u
una distancia λε en la dirección en, es decir, para x ∈ Θ, de�nimos la función

uε(x) = u(xε) = u(x+ λεen).

Sea vε = ηε ∗ uε, claramente vε ∈ C∞(Ω), veamos ahora que

vε → u en W k,p(Θ).

En efecto, tomemos un multiíndice α tal que |α| ≤ k, entonces

‖Dαvε −Dαu‖Lp(Θ) ≤ ‖D
αvε −Dαuε‖Lp(Θ) + ‖Dαuε −Dαu‖Lp(Θ) .

Por el Teorema 2.2.2, el primer término de la derecha tiende a cero; y como la
traslación es continua en la norma Lp, el segundo término es igual a cero en el
límite.
Sea δ > 0. Como ∂Ω es compacto, existe un número �nito de puntos x0

i , constantes ri >
0, conjuntos Θi = Ω ∩B(x0

i ,
ri
2 ) y funciones vi ∈ C∞(Θi) tales que

∂Ω ⊂
N⋂
i=1

B(x0
i ,
ri
2

), y ‖vi − u‖Wk,p(Θi)
≤ δ. (2.6)

Tomemos un conjunto Θ0 ⊂⊂ Ω tal que Ω =
⋂N
i=0 Θi, entonces por el Teorema

2.2.2 existe una función v0 ∈ C∞(Θ0) tal que

‖v0 − u‖Wk,p(Θ0) ≤ δ. (2.7)

Por último, sea {ζi}Ni=0 una partición de la unidad subordinada a los conjuntos
abiertos {Θi}Ni=0 en Ω. Sea v =

∑N
i=0 ζivi, claramente v ∈ C∞(Ω). Además, como
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u =
∑N
i=0 ζiu tenemos que para cada |α| ≤ k

‖Dαv −Dαu‖Lp(Ω) ≤
N∑
i=0

‖Dαζvi −Dαζu‖Lp(Θi)

C ≤
N∑
i=0

‖vi − u‖Wk,p(Θi)

≤ CNδ

por (2.6) y (2.7). �

Corolario 2.2.5. Para cada um ∈ C∞(Ω) del Teorema 2.2.4 se tiene que,

‖um‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) .

Demostración. Sean um y Θi como en el Teorema 2.2.3, entonces que para
cada |α| ≤ k

‖Dαum‖Lp(Ω) ≤
N∑
i=0

∥∥Dαζuiε
∥∥
Lp(Θi)

≤
N∑
i=0

‖Dαζu‖Lp(Θi)

= ‖Dαζu‖Lp(Θ) .

La segunda desigualdad es consecuencia del inciso ii) del Teorema 2.2.1 �

2.3. Extensiones

Ahora veamos que si la frontera de Ω es regular, siempre podemos extender
una función u ∈W 1,p(Ω) en W 1,p(Rn).

Teorema 2.3.1. Sean Ω acotado y ∂Ω ∈ C1. Tomemos un conjunto abierto y
acotado Θ tal que Ω ⊂⊂ Θ. Entonces existe un operador lineal acotado

E : W 1,p(Ω)→W 1,p(Rn)

tal que para cada u ∈W 1,p(Ω)

i) Eu = u casi para todo punto en Ω

ii) Eu tiene soporte en Θ

iii) ‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω)

donde la constante C sólo depende de Ω, p y Θ.
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Demostración. Primero veamos que para x0 ∈ ∂Ω, podemos identi�car a una
vecindad V de x0 con un subconjunto del plano {xn = 0}. Sea x0 ∈ ∂Ω, como
∂Ω es C1, existe una constante r > 0 y un difeomor�smo

D : V → B = B(y0, r)

tal que

D(x0) = y0 y D(∂Ω ∩ V ) ⊂ {yn = 0} .

De�nimos {
B+ = B ∩ {yn ≥ 0}
B− = B ∩ {yn ≤ 0} (2.8)

entonces D(V ∩ Ω) = B+.
Sea u ∈W 1,p(Ω) y consideramos la función

u′(y) = u(D−1(y))

para toda y ∈ B+.

Por el momento supongamos que u ∈ C∞(Ω). Entonces de�nimos

ū′(y) =

{
u′(y) si y ∈ B+

−3u′(y1, ..., yn−1,−yn) + 4u′(y1, ..., yn−1,
−yn

2 ) si y ∈ B−. (2.9)

Comprobemos que
ū′ ∈ C1(B).

Para esto, denotemos u′+ = ū′|B+ y u′− = ū′|B− . Veamos primero que

u′+yn = u′−yn en {yn = 0} .

En efecto, de (2.9) tenemos

∂u′−

∂yn
(y) = 3

∂u′

∂yn
(y1, ..., yn−1,−yn)− 2

∂u′

∂yn
(y1, ..., yn−1,

−yn
2

) (2.10)

y por lo tanto
u′+yn |{yn=0} = u′−yn |{yn=0}.

Ahora, como u′+ = u′− en {yn = 0}, también se cumple que

u′+yi = u′−yi en {yn = 0}

para i = 1, ..., n− 1. Entonces, para cada |α| ≤ 1

Dαu′+|{yn=0} = Dαu′−|{yn=0},

y por lo tanto
ū′ ∈ C1(B).
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Además, usando (2.10) podemos veri�car que para una constante C, que no
depende de ū′,

‖ū′‖W 1,p(B) ≤ C ‖ū
′‖W 1,p(B+) . (2.11)

Como ∂Ω es compacto, existen un número �nito de puntos x0
i y y

0
i , conjuntos

abiertos Vi, bolas Bi y extensiones ū′i de u
′ en Vi, como arriba, tales que ∂Ω ⊂⋃N

i=1 Vi. Tomemos V0 ⊂⊂ Ω de manera que Ω ⊂
⋃N
i=0 Vi, y sea {ηi}∞i=0 una

partición de la unidad subordinada a las bolas Bi para i = 0, 1, .., N . Escribimos
ū′ =

∑∞
i=0 ηiūi

′, donde ū′0 = u.
De (2.11) tenemos que

‖ū′‖W 1,p(
⋃
Bi)
≤

N∑
i=0

‖ηiū′i‖W 1,p(Bi)
≤

N∑
i=0

ci ‖ηiū′i‖W 1,p(B+
i )

≤c
N∑
i=0

‖ηiū′i‖W 1,p(B+
i )

donde c = máxi=0,...,N ci. Ahora, como

‖ηiū′i‖W 1,p(B+
i ) ≤ c

′ ‖ū′‖W 1,p(B+
i ) ≤ c

′ ‖ū′‖W 1,p(
⋃
B+
i ) .

Por lo tanto
‖ū′‖W 1,p(

⋃
Bi)
≤ C ‖ū′‖W 1,p(

⋃
B+
i )

Pasando a la variable x, obtenemos la desigualdad

‖ū‖W 1,p(D(
⋃
Bi))
≤ C ‖ū‖W 1,p(Ω) .

Denotemos Θ = D(
⋃
Bi) y observemos que u tiene soporte compacto en Θ por lo

tanto podemos extender u como 0 en Rn, entonces

‖ū‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖ū‖W 1,p(Ω) .

Denotemos Eu = ū y observemos que la función u→ Eu es lineal.

Por último, supongamos que u ∈ W 1,p(Ω) y sea um ∈ C∞(Ω) tal que um →
u en W 1,p(Ω), entonces

‖Eum − Eul‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖um − ul‖W 1,p(Ω) .

Por lo tanto, {Eum} es una sucesión de Cauchy y converge a ū = Eu.
�

2.4. Traza

En esta sección introduciremos el concepto de traza, el cual da sentido a los
valores en la frontera de una función en W 1,p(Ω).



2.4. Traza 21

Teorema 2.4.1. Sea Ω acotado con ∂Ω ∈ C1. Entonces existe un operador lineal

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

tal que

i) Tu = u|∂Ω si u ∈W 1,p ∩ C(Ω̄)

ii) ‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω).

Demostración. Sean x0 ∈ ∂Ω �jo y V una vecindad alrededor de x0, como
∂Ω ∈ C1 al igual que en la sección anterior existe un difeomor�smo

D : V → B(0, r) ⊂ R

donde D(x0) = 0. Entonces, sea B = B(0, r) ⊂ Rn, de�nimos{
B+ = B ∩ {xn ≥ 0}
B− = B ∩ {xn ≤ 0} . (2.12)

Por lo tanto, podemos identi�car a ∂Ω cerca de x0 con {xn = 0} y suponer que{
B+ ⊂ Ω
B− ⊂ Rn − Ω.

(2.13)

Primero supongamos que u ∈ C1(Ω). Sea ζ ∈ C∞c (B) tal que ζ ≥ 0 en B y
ζ = 1 en B(0, r2 ). Denotemos Γ = ∂Ω∩B(0, r2 ). Sea x′ = (x1, ..., xn−1) ⊂ Rn−1 =
{xn = 0}.
Entonces

∫
Γ

|u|p dx′ ≤
∫
{xn=0}

ζ |u|p dx′

= −
∫
B+

(ζ |u|p)xndx

= −
∫
B+

|u|p ζxn + p |u|p−1
sign(u)uxnζdx.

Aplicando la desigualdad de Young al segundo sumando tenemos∫
Γ

|u|p dx′ ≤ C
∫
B+

|u|p + |uxn |
p
dx.

Por lo tanto∫
Γ

|u|p dx′ ≤ C
∫
B+

|u|p + |Du|p dx ≤ C
∫

Ω

|u|p + |Du|p dx.

Como Ω es acotado ∂Ω es compacto, existe un número �nito bolas Bi y con-
juntos Γi, i = 1, ..., N , tal que ∂Ω =

⋃
Γi. Entonces, por la desigualdad anterior

‖u‖Lp(∂Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .
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Por lo tanto, si escribimos
Tu = u|∂Ω

tenemos que
‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω)

donde C no depende de u. Sea u ∈W 1,p(Ω), entonces, por el Teorema 2.2.3, existen
funciones um ∈ C∞(Ω) tal que um → u en W 1,p. Entonces

‖Tum − Tul‖Lp(∂Ω) ≤ C ‖um − ul‖W 1,p(Ω) ;

por lo tanto {Tum} es una sucesión de Cauchy en Lp(∂Ω). Podemos de�nir

Tu = ĺım
m→∞

um.

Si u ∈W 1,p∩C(Ω̄) las funciones um ∈ C∞(Ω) convergen uniformemente a u en Ω.
Por lo tanto

Tu = u|∂Ω.

�

De�nición 2.4.1. A Tu le llamamos la traza de u en ∂Ω.

Teorema 2.4.2. Supongamos que Ω es acotado y que ∂Ω es C1. Sea u ∈W 1,p(Ω).
Entonces

u ∈W 1,p
0 (Ω) si y sólo si Tu = 0 en ∂Ω.

Demostración. Sea u ∈W 1,p
0 (Ω), por de�nición existen funciones um ∈ C∞c (Ω)

tales que
um → u en W 1,p(Ω).

Como Tum = 0 para toda m, y ya que

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

es un operador lineal continuo, tenemos que

Tu = 0 en ∂Ω.

La demostración de recíproco se puede consultar en [Eva98] págs 259-260. �

2.5. Desigualdades de Sobolev

En esta sección enunciaremos algunas desigualdades que serán útiles para la
siguiente sección. Por economía de espacio no se darán las demostraciones, las
cuales pueden ser consultadas en [Eva98].

De�nición 2.5.1. Si 1 ≤ p < n, el conjugado de Sobolev de p es

p∗ =
np

n− p
.
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Teorema 2.5.1. Sean 1 ≤ p < n y u ∈ W 1,p
0 (Ω). Entonces existe una constante

C que sólo depende de n y p tal que,

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C ‖Du‖Lp(Rn) .

Teorema 2.5.2. Sea Ω ∈ Rn un subconjunto abierto y acotado de frontera suave.
Supongamos que 1 ≤ p < n y que u ∈ W 1,p(Ω). Entonces u ∈ Lp

∗
(Ω), con la

estimación
‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) ,

donde C depende de solamente de p, n y Ω.

2.6. Compacidad

En esta sección de�nimos la noción de convergencia débil y algunos resultados
de compacidad que serán importantes para los resultados de esta tesis.

De�nición 2.6.1. Una sucesión {um}∞m=1 ⊂ Hk(Ω) converge débilmente a u
en Hk

um ⇀ u

si, para cada w ∈ Hk, se cumple que

ĺım
m→∞

〈um, w〉Hk(Ω) = 〈u,w〉Hk(Ω) ,

donde 〈 , 〉Hk(Ω) es el producto interior de�nido en (2.1).

Para espacios de Hilbert de dimensión in�nita las sucesiones acotadas no nece-
sariamente tienen subsucesiones convergentes, sin embargo, como veremos en el
siguiente resultado, sí tienen subsucesiones que convergen débilmente.

Teorema 2.6.1. Toda sucesión acotada en Hk(Ω) contiene una subsucesión dé-
bilmente convergente en Hk(Ω).

Demostración. Sea {um}∞m=1 una sucesión acotada en Hk(Ω), y sea c ∈ R tal
que

‖um‖ ≤ c para toda m ∈ N,

de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

|〈um, u1〉| ≤ ‖um‖ ‖u1‖ ≤ 2c. (2.14)

Por lo tanto, existe una subsucesión {um1
} ⊂ {um} tal que, la sucesión de números

reales {〈um1
, u1〉} es convergente.

Análogo a (2.14) se sigue que {〈um1
, u2〉} está acotada en Hk(Ω) y, por lo tanto,

existe una subsucesión {um2} ⊂ {um1} tal que, {〈um2 , u2〉} es convergente. De
manera inductiva obtenemos para toda j ∈ R una subsucesión

{
umj

}
⊂
{
umj−1

}
tal que,

{〈
umj , uj

〉}
es convergente.

Tomemos la sucesión diagonal {umm} ⊂ {um}y notemos que para j ≤ m la suce-
sión {umm} ⊂

{
umj

}
, por lo tanto,

{〈umm , uj〉} converge en R cuando m→∞ para toda j ∈ N.
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Sea V = lin({uj}∞j=1) el espacio generado por {uj}∞j=1. Como el producto
escalar es bilineal, tenemos que {〈umm , v〉} converge para cada v ∈ V.
Ahora tomemos z ∈ V . Para cada ε ≥ 0 existe v ∈ V tal que

‖z − v‖Hk(Ω) ≤
ε

4c

y m0 ∈ N tal que

|〈umm − ull , v〉| ≤
ε

2
si m, l ≥ m0.

Por lo tanto,

|〈umm − ull , z〉| ≤ |〈umm − ull , z − v〉|+ |〈umm − ull , v〉|
≤ ‖umm − ull‖Hk(Ω) ‖z − v‖Hk(Ω) + |〈umm − ull , v〉|

≤ 2c
ε

4c
+
ε

2
= ε si m, l ≥ m0.

De manera que para cada z ∈ V , {〈umm − ull , z〉} es una sucesión de Cauchy en
R y por lo tanto, es convergente.
Por último, debido a que V es cerrrado, todo w ∈ Hk(Ω) se puede escribir como
w = z + y con z ∈ V y y ∈ V ⊥. En consecuencia,

〈umm , w〉 = 〈umm , z〉+ 〈umm , y〉 = 〈umm , z〉

por lo tanto, {〈umm , w〉} converge para toda w ∈ Hk(Ω).

Sea F : Hk(Ω)→ R, dada por

F [w] = ĺım
m→∞

〈umm , w〉 ,

esta función claramente es lineal, y continua pues

〈umm , w〉 ≤ ||umm ||Hk(Ω)||w||Hk(Ω) ≤ c||w||Hk(Ω) para toda w ∈ Hk(Ω)

de manera que

|F [w]| ≤ c||w||Hk(Ω) para toda w ∈ Hk(Ω).

Por el Teorema de representacion de Fréchet-Riesz 2, existe u ∈ Hk(Ω) tal que

ĺım
m→∞

〈umm , w〉 = F [w] = 〈u,w〉 para toda w ∈ Hk(Ω).

Por lo tanto umm ⇀ u en Hk(Ω), y el Teorema está demostrado. �

De�nición 2.6.2. Sean X y Y espacios de Banach. Decimos que X está com-
pactamente contenido en Y , denotado por

X ⊂⊂ Y ,
2Véase [Cla09] págs 290-291
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si

i) ‖x‖Y ≤ C ‖x‖X con x ∈ X para alguna constante C

ii) Toda sucesión acotada en X tiene una subsucesión convergente en Y .

Teorema 2.6.2. Supongamos que Ω es un subconjunto abierto y acotado de Rn,
y que ∂Ω es C1. Sea 1 ≤ p <∞, entonces

W 1,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω)

para cada 1 ≤ q < p∗.

Demostración.
1. Como Ω es acotado, el Teorema 2.5.2 implica que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p (Ω),

donde C sólo depende de p y n. Además, para 1 ≤ q < p∗ �jo

‖u‖Lq(Ω) ≤ ‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) . (2.15)

Por lo que tenemos
W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω).

Sólo basta demostrar que si {um}∞m=1 es una sucesión acotada en W 1,p(Ω),
entonces tiene una subsucesión

{
umj

}∞
m=1

que es de Cauchy en Lq(Ω).
Por el Teorema de Extensión, podemos suponer que {um}∞m=1 ⊂ W 1,p(Rn) y que
las sucesiones {um}∞m=1 tienen soporte compacto en Θ ⊃ Ω, además por hipótesis

sup
m
‖um‖W 1,p(Θ) <∞. (2.16)

2. Primero estudiemos la regularización de um,

uεm = ηε ∗ um con ε > 0.

Podemos suponer que el soporte de las funciones uεm también está contenido en Θ.
Notemos que

uεm → um en Lq(Θ) cuando ε→ 0, uniformemente en m.

En efecto, supongamos que um es suave, entonces

uεm(x)− um(x) =

∫
B(0,1)

ηε(y)(um(x− εy)− um(x))dy

=

∫
B(0,1)

ηε(y)

∫ 1

0

d

dt
(um(x− εty))dtdy

= −ε
∫
B(0,1)

ηε(y)

∫ 1

0

Dum(x− εty) · ydtdy

Entonces ∫
Θ

|uεm(x)− um(x)dz| ≤ ε
∫
B(0,1)

ηε(y)

∫ 1

0

∫
Θ

|Dum(x− εty) · y| dzdtdy

≤ ε
∫

Θ

|Dum(z)| dz.
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Por aproximación en W 1,p, esto es cierto para um ∈W 1,p(Θ). De manera que

‖uεm − um‖L1(Θ) ≤ ε ‖Dum‖L1(Θ)

≤ εC ‖Dum‖Lp(Θ) , (2.17)

la última desigualdad ya que Θ es acotado.
Sea 1

q = θ + (1−θ)
p∗ , 0 < θ < 1. Como 1 ≤ q < p∗, por la desigualdad de

interpolación de espacios Lp

‖uεm − um‖Lq(Θ) ≤ ‖u
ε
m − um‖

θ
L1(Θ) ‖u

ε
m − um‖

1−θ
Lp∗ (Θ) ,

entonces de (2.15) y (2.16)

‖uεm − um‖Lq(Θ) ≤‖u
ε
m − um‖

θ
L1(Θ) ‖u

ε
m − um‖

1−θ
W 1,p(Θ)

≤ C ‖uεm − um‖
θ
L1(Θ) ;

Por lo tanto, con (2.17) deducimos que

uεm → um en Lq(Θ) cuando ε→ 0, uniformemente en m.

3. Ahora veamos que para cada ε > 0, la sucesión {uεm}
∞
m=1 es uniformemente

acotada y equicontinua.
En efecto, sea x ∈ Rn, entonces

|uεm(x)| ≤
∫
B(x,ε)

ηε(x− y) |um(y)| dy

≤ ‖ηε‖L∞(Rn) ‖um‖L1(Θ) ≤
C

εn
≤ ∞

para toda m, por lo tanto {uεm}
∞
m=1 es uniformemente acotada.

De igual manera, para toda m,

|Duεm(x)| ≤
∫
B(x,ε)

ηε(x− y) |um(y)| dy

≤ ‖ηε‖L∞(Rn) ‖um‖L1(Θ) ≤
C

εn+1
≤ ∞,

por lo tanto {uεm}
∞
m=1 es equicontinua.

4. Como las funciones de {um}∞m=1 tienen soporte compacto en Θ, entonces
las funciones de {uεm}

∞
m=1 también tienen soporte compacto en Θ. Utilizando el

criterio de compacidad de Arzela-Ascoli 3, tenemos que existe una subsucesión{
uεmj

}∞
m=1

de {uεm}
∞
m=1 tal que converge uniformemente en Θ, en particular,

ĺım sup
j,k→∞

∥∥∥uεmj − uεmk∥∥∥Lq(Θ)
= 0.

3Véase Apéndice sección A.1
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Por lo tanto, para toda δ > 0 existen J,K tales que

ĺım sup
j,k→∞

∥∥umj − umk∥∥Lq(Θ)

= ĺım sup
j,k→∞

∥∥∥umj − umk + uεmj − u
ε
mk
− uεmj + uεmk

∥∥∥
Lq(Θ)

≤ ĺım sup
j,k→∞

∥∥∥umj − uεmj∥∥∥
Lq(Θ)

+ ĺım sup
j,k→∞

∥∥uεmk − umk∥∥Lq(Θ)

+ ĺım sup
j,k→∞

∥∥∥uεmj − uεmk∥∥∥Lq(Θ)

≤ δ.

siempre que j ≥ J y k ≥ K. 5. De la a�rmación anterior tomamos δ = 1, 1
2 ,

1
3 , . . .,

y usamos un argumento estándar de diagonalización para obtener una subsucesión
{uml} de {um} tal que

ĺım sup
l,k→∞

‖uml − umk‖Lq(Θ) = 0.

Por lo que {uml} es de Cauchy en Lq(Ω). �

2.7. Estimaciones

En esta sección demostraremos algunas desigualdades que serán necesarias.
Una versión de la desigualdad de Poincaré para funciones en W 1,2(Ω). Además
una desigualdad de interpolación para funciones en W 2,2(Ω) ∩W 1,2

0 (Ω).

Teorema 2.7.1. Sea u ∈ W 1,2(Ω). Supongamos que Ω es acotado y convexo,
entonces∫

Ω

|u(x)|2 dx ≤ 2diam(Ω)2

∫
Ω

|Dxnu(x)|2 dx+ 2diam(Ω)

∫
∂Ω

|u(x)|2 dx

Demostración. De�namos L(x′) y R(x′) tales que para todo (x′, xn) ∈ Ω con
x′ �jo, L(x′) ≤ xn ≤ R(x′). Como Ω es convexo, L(x′) y R(x′) están bien de�nidos
y son únicos.

Sea u ∈ C∞(Ω), por el Teorema fundamental de cálculo tenemos que

u(x′, xn)− u(x′, L(x′)) =

xn∫
L(x′)

Dyu(x′, y)dy.

De la desigualdad del triángulo para número reales y por la desigualdad de Hölder
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obtenemos,

|u(x′, xn)| ≤
xn∫

L(x′)

|Dyu(x′, y)| dy + |u(x′, L(x′))|

|u(x′, xn)| ≤

 R(x′)∫
L(x′)

1dy


1
2
 R(x′)∫
L(x′)

|Dyu(x′, y)|2 dy


1
2

+ |u(x′, L(x′))|

= |R(x′)− L(x′)|
1
2

 R(x′)∫
L(x′)

|Dyu(x′, y)|2 dy


1
2

+ |u(x′, L(x′))| .

Usando que para cada x′, |R(x′)− L(x′)| ≤ diam(Ω) y elevando al cuadrado
obtenemos

|u(x′, xn)|2 ≤ 2diam(Ω)

R(x′)∫
L(x′)

|Dyu(x′, y)|2 dy + 2 |u(x′, L(x′))|2 .
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Integrando con respecto a la variable xn

R(x′)∫
L(x′)

|u(x′, xn)|2 dxn ≤ 2diam(Ω)

R(x′)∫
L(x′)

R(x′)∫
L(x′)

|Dyu(x′, y)|2 dydxn

+ 2

R(x′)∫
L(x′)

|u(x′, L(x′)|2 dxn

R(x′)∫
L(x′)

|u(x′, xn)|2 dxn ≤ 2diam(Ω)2

R(x′)∫
L(x′)

|Dyu(x′, y)|2 dy

+ 2diam(Ω) |u(x′, L(x′))|2 .

Integrando con respecto a x′, se obtiene∫
Ω

|u(x)|2 dx ≤ 2diam(Ω)2

∫
Ω

|Dyu(x)|2 dx+ 2diam(Ω)

∫
ΩL

|u(x′, L(x′))|2 dx′.

La última integral del lado derecho de la desigualdad puede acotarse con∫
∂Ω

|u(x)|2 dS, por lo tanto

∫
Ω

|u(x)|2 dx ≤ 2diam(Ω)2

∫
Ω

|Dyu(x)|2 dx+ 2diam(Ω)

∫
∂Ω

|u(x)|2 dS.

Por aproximación, se tiene el resultado para toda u ∈W 1,2(Ω).
�

Teorema 2.7.2. Sean Ω ⊂ Rn y u ∈W 2,2(Ω)∩W 1,2
0 (Ω), con ∂Ω ∈ C1. Entonces

‖Diu‖2L2(Ω) ≤
∥∥D2

i u
∥∥
L2(Ω)

‖u‖L2(Ω) , i = 1, 2, 3

Demostración. Sea um ∈ C∞c (Ω) tal que um converge a u en W 1,2
0 (Ω), entonces∫

Ω

|Dium|2 dx =

∫
Ω

DiumDiumdx.

Integrando por partes, tenemos que∫
Ω

|Dium|2 dx = −
∫

Ω

D2
i umumdx+

∫
∂Ω

Diumumνidx

= −
∫

Ω

D2
i umumdx

≤
∫

Ω

∣∣D2
i umum

∣∣ dx.
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Por la desigualdad de Hölder obtenemos

∫
Ω

|Dium|2 dx ≤
(∫

Ω

∣∣D2
i um

∣∣2 dx) 1
2
(∫

Ω

|um|2 dx
) 1

2

Del Teorema 2.2.1 inciso ii) tenemos que

∫
Ω

|Dium|2 dx ≤
(∫

Ω

∣∣D2
i u
∣∣2 dx) 1

2
(∫

Ω

|u|2 dx
) 1

2

Como um converge a u ∈W 1,2
0 (Ω), concluimos que

‖Diu‖2L2(Ω) ≤
∥∥D2

i u
∥∥
L2(Ω)

‖u‖L2(Ω) , para toda i.

�



CAPÍTULO 3

Técnicas variacionales

En este capítulo se presentan algunas de�niciones y resultados del cálculo de
variaciones. En particular el método directo y la noción de Γ−convergencia. Los
resultados de esta sección fueron tomados de [Eva98] y [JLJ98].

3.1. Método directo del cálculo de variaciones

Supongamos que Ω ⊂ Rn es un conjunto abierto y acotado con frontera suave,
es decir, ∂Ω ∈ C∞. Sea

L : Mn×n × Rn → R.

A la función L le llamamos Lagrangiano y usaremos la siguiente notación.

L = L(P, z) = L(p1
1, p

1
2, ..., p

n
n, z

1, ...zn)

para P ∈ Rn×n, z ∈ Rn, donde

P =

p
1
1 ... p1

3

. . .
pn1 ... pnn

 .

Ahora, consideramos el funcional

E[u ] =

∫
Ω

L(∇u(x),u(x))dx

de�nido para funciones

u ∈ A =
{
u ∈ H1 tal que Tu = g

}
31
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donde g : ∂Ω→ Rn dada, y

∇u(x) =


∂u1

∂x1
(x) ... ∂u1

∂xn
(x)

. . .
∂un
∂x1

(x) ... ∂un
∂xn

(x)


es la matriz de derivadas parciales de u en x.

3.1.1. Coercividad

De�nición 3.1.1. Decimos que el funcional E es coercivo si existen constantes
α > 0, β ≥ 0 tales que

E[u ] ≥ α
∫

Ω

|∇u |2dx− β|Ω|,

de manera tal que E[u ]→∞ cuando |∇u | → ∞

Observación. Notemos que para que E sea coercivo basta pedir que

L(∇u ,u) ≥ α|∇u |2 − β (3.1)

para α > 0, β ≥ 0 constantes.

3.1.2. Semicontinuidad inferior débil

Sea
m = ı́nf

u∈A
E[uk] (3.2)

y tomemos una sucesión {uk}∞k=1 tal que

E[uk]→ m,

a la cual le llamamos sucesión minimizante. La coercividad nos garantiza que
la sucesión {uk}∞k=1 está acotada en H1 y por lo tanto debido al Teorema 3.6.1

existe una subsucesión
{
ukj

}∞
j=1

débilmente convergente a u en H1.
Sin embargo, no podemos garantizar que E[ukj ] → E[u ] pues en la mayoría de
los casos el funcional E no es débilmente continuo. Para demostrar la existencia
de un mínimo es su�ciente pedir, la condición más débil

E[u ] ≤ ĺım inf
j→∞

E[ukj ].

En este caso, usando (3.2), tenemos que

E[u ] ≤ m,

lo que nos garantiza que u es un mínimo.

De�nición 3.1.2. Decimos que E es débilmente semicontinuo inferior en
H1, si

E[u ] ≤ ĺım inf
k→∞

E[uk]

cuando
uk ⇀ u débilmente en H1(Ω).
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3.1.3. El método directo

Teorema 3.1.1. Supongamos que L satisface la condición de coercividad (3.1) y
que E es débilmente semicontinuo inferiormente. Entonces existe al menos una
función u ∈ A que satisface

E[u] = mı́n
w∈A

E[w].

Demostración. Sea m = ı́nfu∈AE(uk). Si m = ∞ no hay nada que de-
mostrar, entonces supongamos quem es �nito. Tomemos una sucesión minimizante
{uk}∞k=1, de manera que

E[uk]→ m. (3.3)

Podemos suponer que β = 0 en la condición (3.1) de otra forma podemos considerar
L̃ = L+ β. Entonces L ≥ α|P |2, y

E[w ] ≥ α
∫

Ω

|∇w |2dx. (3.4)

Como m es �nito de (3.3) y (3.4) tenemos que

sup
k
||∇uk||L2(Ω) <∞. (3.5)

Ahora, por la desigualdad de Poincaré, del Teorema 3.7.1, tenemos que

||uk||L2(Ω) ≤ C||∇uk||L2(Ω) + C ≤ C

Por lo tanto, supk ||uk||L2(Ω) <∞. De esta desigualdad y de (3.5) concluimos que
la sucesión {uk}∞k=1 es acotada en H1.

En consecuencia, debido al Teorema 3.6.1, existe una subsucesion
{
ukj

}∞
j=1
⊂

{uk}∞k=1 y una función u ∈ H1 tal que

ukj ⇀ u débilmente en H1(Ω).

Como E es débilmente semicontinuo inferiormente entonces, E[u ] ≤ ĺım infj→∞E[ukj ] =
m. Además u ∈ A, por lo tanto

E[u ] = m = mı́n
w∈A

E[w ].

�

3.2. Γ− convergencia

Ahora de�niremos la noción de Γ− convergencia, la cual hace rigurosa la idea
de que una familia de funcionales semi continuos inferiormente deberán converger
en algún sentido, y que sus mínimos deberán estar relacionados.
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De�nición 3.2.1. Sea X un espacio métrico y Eh : X → R funciones con h ∈ N.
Decimos que Eh Γ− converge a E,

E = Γ ĺım
h→∞

Eh

siempre que:
i) para toda sucesión {xh}h∈Z que converge a algún x ∈ X,

E[x] ≤ ĺım inf
h→∞

Eh[xh]

ii) para toda x ∈ X, existe una sucesión {xh}h∈N que converge a x y además

E[x] = ĺım
h→∞

Eh[xh].

3.2.1. Ejemplos

Para establecer algunas propiedades de la Γ − convergencia estudiaremos al-
gunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.2.1. Sea h ∈ N. Eh : R→ R dada por

Eh[x] =

 1 si x ≥ 1
h

hx si − 1
h ≤ x ≤

1
h

−1 si x ≤ − 1
h .

Entonces

(Γ ĺım
h→∞

Eh)[x] =

{
1 si x > 0
−1 si x ≤ 0

(3.6)

Nótese que el límite puntual cuando x = 0 es 0, y cuando x > 0(<)0 es 1(−1), y
por lo tanto es distinto al Γ− límite .

Demostración.
Sea x ∈ R y {xh}h∈N una sucesión que converge a x. Primero supongamos que

x > 0, existe k ∈ N tal que

x >
1

k
.

Podemos tomar h su�cientemente grande tal que

xh >
1

k
y h > k

de manera que xh > 1
h para toda h > k. Por lo tanto

Eh[xh] = 1,

de donde concluimos que
ĺım inf
h→∞

Eh[xh] = 1.

Análogamente para x < 0 y {xh}h∈N una sucesión que converge a x, concluimos
que

ĺım inf
h→∞

Eh[xh] = −1.
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Figura 3.1: Ejemplo 1

Supongamos que x = 0 y sea {xh}h∈N una sucesión que converge a x, por de�nición
para toda h, −1 < Eh < 1. En particular si tomamos la sucesión

{
− 1
h

}
h∈N

obtenemos que

Eh(− 1

h
) = −1.

Por lo que podemos asegurar que

ĺım inf
h→∞

Eh[xh] ≥ −1.

Por lo tanto (3.6) cumple la de�nición de Γ− límite .
�

Ejemplo 3.2.2. Sea h ∈ N. Eh : R→ R

Eh[x] = sin(hx).

Entonces
(Γ ĺım

h→∞
Eh)[x] = −1.

Nótese que la sucesión no tiene límite puntual.

Demostración.
Sea x ∈ R y {xh}h∈N una sucesión que converge a x. Tenemos que para toda

h ∈ N
−1 < Eh[xh] < 1,

por lo que
ĺım inf
h→∞

Eh[xh] ≥ −1.

Veamos que existe una sucesión {xh}h∈N tal que

ĺım
h→∞

Eh[xh] = −1.
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Sabemos que el periodo de sin(hx) es de 2π
h , por lo tanto existe un xh ∈ X tal que

sin(hxh) = −1 y

|x− xh| <
2π

h
.

Por lo tanto, xh → x cuando h→∞.
�

Ejemplo 3.2.3. Sea h ∈ N. Eh : R→ R

Eh[x] =

 hx si 0 ≤ x ≤ 1
h

2− hx si 1
h ≤ x ≤

2
h

0 en otro caso.

Figura 3.2: Ejemplo 3.2.3

Entonces

(Γ ĺım
h→∞

Eh)[x] = 0

Demostración.
Sea x ∈ R y una sucesión {xh}h∈N tal que xh → x. Como para toda h ∈ N,

0 ≤ Eh(x) para toda x, tenemos que

0 ≤ ĺım inf
h→∞

Eh[xh].

Ahora, supongamos que x < 0 y tomemos la sucesión constante {xh}h∈N, xh = x.
Entonces

E[x] = ĺım
n→∞

E (xh) .

Supongamos que x = 0, la sucesión
{

1
n2

}
n∈N cumple

E[x] = ĺım
n→∞

E

(
1

n2

)
.
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Por último, supongamos que x > 0 y sea {xh}h∈N una sucesión tal que xh → x.
Existe k ∈ N

x >
2

k
.

Tomemos h ∈ N su�cientemente grande tal que

xh >
2

k
y h > k

de manera que xh > 2
h para toda h > k. Por lo tanto

ĺım
h→∞

Eh[xh] = 0.

�

Ejemplo 3.2.4. Sea h ∈ N. Eh : R→ R

Eh[x] =

 −hx si 0 ≤ x ≤ 1
h

hx− 2 si 1
h ≤ x ≤

2
h

0 en otro caso.

Entonces

(Γ ĺım
h→∞

Eh)[x] =

{
−1 si x = 0

0 en otro caso .

Notemos que las funciones Eh de este ejemplo son las negativas de las funciones

Figura 3.3: Ejemplo 3.2.4

Eh del Ejemplo 3.2.3. Por lo tanto, en general

Γ ĺım
h→∞

−Eh 6= −Γ ĺım
h→∞

Eh.

La Γ− convergencia está diseñada para detectar mínimos, no máximos.
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Demostración.
Sea x ∈ R y una sucesión {xh}h∈N tal que xh → x. Si x 6= 0, como en el

Ejemplo 3
Γ ĺım
h→∞

Eh[x] = 0.

Si x = 0, tomemos la sucesión
{

1
h

}
h∈N, entonces

Γ ĺım
h→∞

Eh[x] = −1.

�

Ejemplo 3.2.5. Supongamos que X es un espacio métrico y que h ∈ N. Si

(Γ ĺım
h→∞

Eh)[x] = E

y F continua en X, entonces

(Γ ĺım
h→∞

(Eh + F ))[x] = E + F .

Ejemplo 3.2.6. Sea h ∈ N. Eh : R→ R

Eh[x] =

{
1 si x ≥ 0
−1 si x < 0

Figura 3.4: Ejemplo 2.2.6

Entonces

(Γ ĺım
h→∞

Eh)[x] =

{
1 si x > 0
−1 si x ≤ 0

(3.7)

Es decir,
(Γ ĺım

h→∞
Eh)[x] = sc−E

donde

sc−E = sup {φ : R→ R semicontinua inferiormente con φ < E} .
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Demostración.
Supongamos que x 6= 0 y sea {xh}h∈N una sucesión que converge a x. Sabemos

que para toda h, Eh es continua en x 6= 0. Por lo tanto (3.7) es el Γ−límite de Eh
para x 6= 0.
Supongamos que x = 0, para toda {xh}h∈N tal que xh → 0 tenemos que

−1 ≤ ĺım inf
h→∞

Eh[x].

Ahora, tomemos la sucesión
{
− 1
h

}
h∈N, entonces

−1 = ĺım
h→∞

Eh[x].

�

3.2.2. Convergencia de mínimos

Sea E : X → R que satisface la siguiente condición

ı́nf
y∈X

E[y] > −∞

Dada ε > 0, decimos que x ∈ X es un ε−mínimo de X si

E[x] < ı́nf
y∈X

E[y] + ε.

Observación. Notemos que x es un mínimo de E si es un ε−mínimo de E para
toda ε > 0.

Teorema 3.2.1. Supongamos que X es un espacio métrico. Sea Eh : X → R una
sucesión de funciones y E : X → R tal que

Γ− ĺım
h→∞

Eh = E

Supongamos que ı́nfy∈X E[y] > −∞ para toda h ∈ Z y que xh es un εh−mínimo de Eh.
Por último, supongamos que εh → 0 y que existe x ∈ X tal que xh → x. Entonces
x es un mínimo de E, y

E[x] = ĺım
h→∞

Eh[xh]. (3.8)

Demostración. 1. Supongamos que x no es un mínimo de E, entonces existe
un x′ ∈ X tal que

E[x′] < E[x]. (3.9)

Como Eh Γ− converge a E, existe una sucesión {x′h}
∞
h=1 ⊂ X tal que

x′ = ĺım
h→∞

x′h y

E[x′] = ĺım
h→∞

Eh[x′h]

Fijemos δ = 1
4 [E[x]− E[x′]]. Tomemos h su�cientemente grande tal que

εh < δ y
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Eh[x′h] < E[x′] + δ (3.10)

Del inciso i) de la de�nición de Γ− convergencia tenemos que

Eh[xh] > E[x]− δ (3.11)

Como xh es un εh −mínimo de Eh tenemos que,

Eh[x′h] >Eh[xh]− εh
>Eh[xh]− δ
>E[x]− 2δ de (3.11) (3.12)

De (3.10) y (3.12), obtenemos que

E[x] < E[x′] + 3δ

pero debido a la de�nición de δ tenemos que

E[x] <E[x′] +
3

4
[E[x]− E[x′]]

<Eh[x′]

lo cual contradice (3.9). Por lo tanto x es un mínimo de E.

2. Ahora, supongamos que (3.8) no es cierto, como en el paso 1 demostramos
que E[x] ≤ E[x′] para toda x ∈ X, entonces tomando una subsucesión si es
necesario, tenemos

E[x] < ĺım
h→∞

Eh[xh]

pero, por el inciso ii) de la de�nición de Γ− convergencia sabemos que existe una
sucesión {x′h}

∞
h=1 que converge a x y que

E[x] = ĺım
h→∞

Eh[x′h],

lo cual contradice que xh es un εh−mínimo, pues

Eh[xh] < ı́nf
y∈X

Eh[y] + εh

<Eh[x′h] + εh

tomando el límite tenemos

ĺım
h→∞

Eh[xh] < E[x],

y el resultado se sigue. �

Corolario 3.2.2. Supongamos que X es un espacio métrico. Sea Eh : X → R
una sucesión de funciones que Γ − convergen a E : X → R. Supongamos que xh
es un mínimo de Eh. Si xh → x, entonces x es un mínimo de E, y

E[x] = ĺım
h→∞

Eh[xh]. (3.13)
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Teorema 3.2.3. Sea X un espacio métrico. Supongamos que Eh Γ−converge a E.
Entonces E es semicontinuo inferiormente.

Demostración. Supongamos que la conclusión no es cierta, entonces existe
x ∈ X y una sucesión {xk}∞h=1 tal que

ĺım
k→∞

xk = x y

ĺım
k→∞

E[xk] < E[x]. (3.14)

Debido a la Γ− convergencia, para toda k existe una sucesión {xk,h}∞h=1 ⊂ X tal
que

ĺım
h→∞

xk,h = xk y

ĺım
h→∞

Eh[xk,h] = E[xk]. (3.15)

Supongamos que −∞ < ĺımk→∞E[xk] y que E[x] <∞. Sea

δ =
1

4

[
E[x]− ĺım

k→∞
E[xk]

]
> 0 por (3.14)

Para toda k, podemos encontrar hk ∈ N tal que

Ehk [xk,hk ]− E[xk] < δ, (3.16)

ĺım
k→∞

xk,hk = x y ĺım
k→∞

hk =∞

Entonces, por la Γ− convergencia

E[x] ≤ ĺım inf
k→∞

Ehk [xk,hk ].

Tomemos k su�cientemente grande tal que

E[xk]
(3.14)
< E[x]− 3δ y (3.17)

Ehk [xk,hk ] > E[x]− δ. (3.18)

Por lo tanto

Ehk [xk,hk ] <E[xk] + δ ( de (3.16))

<E[x]− 2δ ( de (3.17))

E[x]− δ <E[x]− 2δ ( de (3.18))

−δ <− 2δ.

de esta contradicción concluimos que E es semicontinuo inferiormente. �





CAPÍTULO 4

Medidas de Young

En este capítulo se introducen las nociones de teoría de la medida que necesi-
tamos en el estudio de las sucesiones minimizantes para problemas variacionales
no convexos.

El objetivo de este capítulo es de�nir a las medidas de Young y demostrar el
Teorema fundamental de medidas de Young.

4.1. Preliminares

En esta sección introducimos las medidas de Radon y mencionamos algunas de
sus propiedades sin demostración, para esto ver [Fol99].

De�nición 4.1.1. Tomemos Ω ⊂ Rn. Sea µ una medida de Borel en Ω y sea E
un subconjunto de Borel de Ω. Se dice que la medida µ es regular exterior en
E si

µ(E) = ı́nf {µ(U) tal que U es abierto y E ⊂ U}
y que es regular interior en Ω si

µ(E) = sup {µ(K) tal que K es compacto y E ⊃ K} .

De�nición 4.1.2. Una medida de Radon en Ω es una medida de Borel tal que
es �nita en conjuntos compactos, es regular exterior en los conjuntos de Borel y
es regular interior en conjuntos abiertos.

Al espacio de medidas de Radon con signo en Ω, es decir el conjunto de medidas
de Borel

µ = µ+ − µ−,
tales que µ+ y µ− son de Radon, lo denotamos porM(Ω).

43



44 4. Medidas de Young

Proposición 4.1.1. El espacio de medidas de Radon con signo M(Ω) es un
espacio métrico con la norma

‖µ‖M(Ω) =

∫
Ω

d|µ|,

donde |µ| = µ+ + µ−.

Notación. Denotamos por C0(Ω) a la cerradura de las funciones continuas en Ω
con soporte compacto.

De�nición 4.1.3. Sea Ω ⊂ Rn. Para f ∈ C0(Ω) y µ ∈M(Ω) de�nimos

〈µ, f〉 =

∫
Ω

fdµ.

Teorema 4.1.2. Para f ∈ C0(Ω) y µ ∈M(Ω) la función dada por

f → 〈µ, f〉

es un funcional lineal.
Además podemos identi�car al dual de C0(Ω) conM(Ω).

De�nición 4.1.4. Una función µ : Ω→M(Ω) es débil∗medible si las funciones

x 7→ 〈µ(x), f〉

son medibles para toda función f ∈ C0(Ω).

Notación. Denotamos por L1(Ω;C0(Ω)) al espacio de funciones

F : Ω→ C0(Ω)

que son integrables y por L∞w (Ω;M(Ω)) al espacio de funciones

µ : Ω→M(Ω)

débil* medibles que están esencialmente acotadas.

Proposición 4.1.3. Podemos identi�car al dual de L1(Ω;C0(Ω)) con L∞w (Ω;M(Ω)),
donde

〈µ, F 〉L1(Ω;C0(Ω)) =

∫
Ω

〈µ(x), F (x)〉 dx.

De�nición 4.1.5. i) Sea {uk} una sucesión de funciones uk : Ω → Rn medibles
y sea u una función u : Ω→ Rn medible. Decimos que

uk
∗
⇀ u en L∞(Ω)

si y sólo si

ĺım
k→∞

∫
Ω

ukϕdx =

∫
Ω

uϕdx
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para toda ϕ ∈ L1(Ω).
ii) Sea {µk} una sucesión de funciones µk : Ω → M(Ω) débil∗ medibles y sea
µ : Ω→M(Ω) débil∗ medible. Decimos que

µk
∗
⇀ µ en L∞w (Ω;M(Ω))

si y sólo si
ĺım
k→∞

〈µk, F 〉L1(Ω;C0(Ω)) = 〈µ, F 〉L1(Ω;C0(Ω))

para toda F ∈ L1(Ω;C0(Ω)).

4.2. Teorema Fundamental de las medidas de Young

Para la demostración de este teorema son necesarios los teoremas de Banach-
Alaoglu y Dunford-Pettis, a los cuales incluiremos en el apéndice sin demostración.
Los resultados de esta sección fueron tomados de [Bal88], [Chi00] y [Mül98].

Teorema 4.2.1. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto medible de medida �nita, y sea {uk}
con uk : Ω → Rd una sucesión de funciones medibles. Entonces, existe una sub-
sucesión

{
ukj

}
y una función µ : Ω→M(Rd) débil* medible tal que

i) Para toda f ∈ C0(Rd)

f(ukj )
∗
⇀ f̄ en L∞(Ω),

donde
f̄(x) = 〈µ(x), f〉 .

Si además ∥∥ukj∥∥L∞(Ω)
≤ C,

entonces,

ii) Para casi toda x ∈ Ω ∫
Rd
dµ(x) = 1.

iii) Si A es un subconjunto medible de Ω

f(ukj ) ⇀ 〈µ(x), f〉 en L1(A),

para toda función f : Rd → R continua y positiva (y no de soporte compacto), tal
que

{
f(ukj )

}
es débilmente compacto en L1(A).

Demostración. 1. Sea x �jo, entonces para cada k ∈ N, de�nimos

µkx(E) = δ
uk(x)(E) =

{
1 si uk(x) ∈ E
0 si uk(x) /∈ E .

A continuación demostraremos que µkx es de Radon. Primero, sea una sucesión
{Em} de conjuntos de Borel disjuntos, entonces µkx(

⋃
mEm) =

∑
m µ

k
x(Em) por lo
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que µkx es una medida de Borel.
Ahora, sea E un conjunto de Borel, y sea Um una sucesión de conjuntos abiertos
tales que Um ⊃ E, Um+1 ⊃ Um para toda m y además,

µkx(E) ≥ µkx(Um)− 1

m
para cada m,

tomando el límite cuando m tiende a in�nito y por la continuidad inferior de la
medida µkx, tenemos que

µkx(E) ≥ µkx(
⋃
m

Um)

≥ ı́nf {µ(U) tal que U es abierto y E ⊂ U} ,

y la última desigualdad es cierta ya que
⋃
m Um es abierto. Por otro lado,

µkx(E) ≤ ı́nf
{
µkx(U) tal que U es abierto y E ⊂ U

}
,

pues µkx(E) ≤ µkx(U) para todo U tal que E ⊂ U .
Por lo tanto,

µkx(E) = ı́nf
{
µkx(U) tal que U es abierto y E ⊂ U

}
, (4.1)

es decir, es regular exterior en borelianos.
Por último, sea U abierto. Si uk(x) ∈ U entonces µkx(U) = 1, y además el

conjunto {uk(x)} ⊂ U es compacto, por lo que

1 = µkx(U) = sup
{
µkx(K) tal que K es compacto y U ⊃ K

}
≥ 1.

Si uk(x) /∈ U entonces µkx(U) = 0, por la monotonía de la medida para todo
K ⊂ U , µkx(K) = 0, por lo que

0 = µkx(U) = sup
{
µkx(K) tal que K es compacto y U ⊃ K

}
= 0, (4.2)

es decir, es regular interior en abiertos.
De (4.1) y (4.2) concluimos que µkx es una medida de Radon para cada k y x.

2. Sea f ∈ C0(Rd), la función dada por

x→
〈
µkx, f

〉
,

es débil∗ medible, ya que, por de�nición〈
µkx, f

〉
= f(uk(x)).

Además, de la de�nición de µkx tenemos que∥∥µkx∥∥M(Ω)
= 1. (4.3)

Por lo tanto la función µk : Ω→M(Rd) dada por

x→ µkx
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está en el espacio L∞w (Ω;M(Rd)).

3. Debido al Teorema de Banach-Alaoglu, tenemos que existe una subsucesión{
µkj
}
de
{
µk
}
tal que

µkj = δ
ukj

(x)
∗
⇀ µ en L∞w (Ω;M(Rd)). (4.4)

Sea ϕ ∈ L1(Ω) y f ∈ C0(Rd) denotamos por ϕ⊗f a la función en L1(Ω;C0(Rd))
dada por

x→ ϕ(x)f ,

entonces, por (4.4)

ĺım
j→∞

〈
µkj , ϕ⊗ f

〉
L1(Ω;C0(Ω))

= 〈µ, ϕ⊗ f〉L1(Ω;C0(Rd))

=

∫
Ω

〈µ(x), ϕ(x)f〉 dx

=

∫
Ω

ϕ(x) 〈µ(x), f〉 dx.

Por otro lado,

〈
µkj , ϕ⊗ f

〉
L1(Ω;C0(Ω))

=

∫
Ω

∫
Rd
ϕ(x)fdµkjx dx,

=

∫
Ω

ϕ(x)

∫
Rd
fdµkjx dx,

=

∫
Ω

ϕ(x)f(ukj (x))dx.

Por lo tanto, para toda ϕ ∈ L1(Ω)

ĺım
j→∞

∫
Ω

ϕ(x)f(ukj (x))dx =

∫
Ω

ϕ(x) 〈µ(x), f〉 dx.

Entonces i) es cierto.

4. Sea C tal que ∥∥ukj∥∥L∞(Ω)
≤ C,

tomemos la función f ∈ C0(Rd) dada por

f(y) =

 1 si |y| ≤ C
1 + C − |y| si C ≤ |y| ≤ C + 1

0 si |y| > C + 1
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Entonces, tomando ϕ = 1, de i) tenemos

|Ω| = ĺım
j→∞

∫
Ω

f(ukj (x))dx

= ĺım
j→∞

∫
Ω

∫
Rd
fdµkjx dx

=

∫
Ω

〈µ(x), f〉 dx

≤
∫

Ω

〈µ(x), 1〉 dx =

∫
Ω

‖µ‖M(Rd) dx

Por lo tanto
‖µ‖M(Rd) ≥ 1,

además, de la semicontinuidad inferior de la norma y de (4.3) tenemos que ‖µ‖M(Ω) ≤
1. En consecuencia

‖µ‖M(Rd) = 1.

5. Sea f : Rn → R una función continua y positiva, tal que
{
f(ukj )

}
es

débilmente compacto en L1(A). Entonces existe una subsucesión de
{
f(ukj )

}
, que

igualmente denotaremos por
{
f(ukj )

}
y una función χ ∈ L1(A) tales que

f(ukj ) ⇀ χ en L1(A). (4.5)

Sea ϑm ∈ C0(Rn) y m ∈ R

ϑm =

 1 si |y| ≤ m
1 +m− |y| si m ≤ |y| ≤ m+ 1

0 si |y| > m+ 1

De�nimos
fm ∈ C0(Rn) como fm = fϑm.

Sea ϕ ∈ L∞(A), entonces para M una constante∣∣∣∣∫
A

ϕ
(
fm(ukj )− f(ukj )

)
dx

∣∣∣∣ ≤M∫{x∈A:|ukj (x)|≥m}
fm(ukj )dx

≤M

(∫
{x∈A:|f(ukj (x))|≥K}

fm(ukj )dx

+K
{
x ∈ A : |ukj (x)| ≥ m

})
.

Por el Teorema de Dun�ord Pettis 1 y como
∥∥ukj∥∥L∞(Ω)

≤ C, tenemos que∣∣∣∣∫
A

ϕ
(
fm(ukj )− f(ukj )

)
dx

∣∣∣∣ ≤M2ε.

1Apéndice A.3
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para toda kj si m es su�cientemente grande. Por lo tanto, para toda ϕ ∈ L∞(A)∫
A

ϕfm(ukj )dx→
∫
A

ϕf(ukj )dx (4.6)

uniformemente para toda j cuando m→∞
Por otro lado, como fm ∈ C0(Rn), del inciso i) tenemos que

ĺım
j→∞

∫
A

ϕfm(ukj )dx =

∫
A

ϕ 〈µ(x), fm〉 dx.

Tomando el límite cuando m→∞

ĺım
m→∞

ĺım
j→∞

∫
A

ϕfm(ukj )dx = ĺım
m→∞

∫
A

ϕ 〈µ(x), fm〉 dx,

como la convergencia en (4.2) es uniforme en j obtenemos

ĺım
j→∞

∫
A

ϕf(ukj )dx = ĺım
m→∞

∫
A

ϕ 〈µ(x), fm〉 dx

=

∫
A

ϕχdx,

la última igualdad debido a (4.5). Tomemos ϕ ≥ 0, como la sucesión {fm} es
creciente, entonces por el Teorema de la convergencia monótona tenemos que

ĺım
m→∞

∫
A

ϕ 〈µ(x), fm〉 dx =

∫
A

ϕ ĺım
m→∞

〈µ(x), fm〉 dx =

∫
A

ϕ 〈µ(x), f〉 dx.

Por lo tanto,

ĺım
j→∞

∫
A

ϕf(ukj )dx =

∫
A

ϕ 〈µ(x), f〉 dx,

que es lo que a�rmabamos. �

De�nición 4.2.1. A la función

µ : Ω→M(Rd)

del Teorema anterior le llamamos medida de Young generada por la sucesión
{uk}.

4.3. Ejemplos

A continuación daremos algunos ejemplos elementales de sucesiones y medidas
de Young generadas por éstas.

Ejemplo 4.3.1. Sea u : R→ R una extensión periódica de la función dada por

v(x) =

{
a si 0 ≤ x < λ
b si λ ≤ x < 1,
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Figura 4.1: Grá�ca de v

de�nimos uk : [0, 1]→ R como

uk(x) = v(kx).

El siguiente resultado se tomó de [Chi09]. Sea ϕ ∈ L1([0, 1]), entonces∫ 1

0

uk(x)ϕ(x)dx =

k∑
m=1

∫ m
k

m−1
k

uk(x)ϕ(x)dx.

Haciendo el cambio de variable y = kx− (m− 1) obtenemos de la periodicidad de
v,

k∑
m=1

∫ m
k

m−1
k

uk(x)ϕ(x)dx =

k∑
m=1

∫ 1

0

1

k
uk

(
y

k
+
m− 1

k

)
ϕ

(
y

k
+
m− 1

k

)
dy

=

k∑
m=1

∫ 1

0

1

k
v(y)ϕ

(
y

k
+
m− 1

k

)
dy (4.7)

=

∫ 1

0

v(y)

k∑
m=1

1

k
ϕ

(
y

k
+
m− 1

k

)
dy.

Notemos que
∑k
m=1

1
kϕ
(
y
k + m−1

k

)
es una suma de Riemman, de manera que

ĺım
k→∞

k∑
m=1

1

k
ϕ

(
y

k
+
m− 1

k

)
=

∫ 1

0

ϕ(x)dx.

Por lo tanto

ĺım
k→∞

∫ 1

0

uk(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

v(y)dy

∫ 1

0

ϕ(x)dx

=

∫ 1

0

∫ 1

0

v(y)dyϕ(x)dx,



4.3. Ejemplos 51

para toda ϕ en L1([0, 1]).

Es decir,

uk
∗
⇀

∫ 1

0

v(y)dy = λa+ (1− λ)b =

∫ 1

0

zdµx(z),

donde

µx = λδa + (1− λ)δb.

De manera que uk genera la medida de Young µx.

Ejemplo 4.3.2. Sea Ω ⊂ R2 un subconjunto acotado. Consideremos el siguiente
problema

T (u) = ı́nf
u∈W 1,∞

0 (Ω)

∫
Ω

f(∇u)dx, (4.8)

donde f(z ) = z2
1 +

(
z2

2 − 1
)2
.

Entonces {∇uk} una sucesión minimizante de
∫

Ω
f(∇u)dx genera a la medida

de Young dada por,

µx =
1

2
δ(0,1) +

1

2
δ(0,−1).

1. Veamos que

ı́nf
u∈W 1,∞

0 (Ω)

∫
Ω

f(∇u)dx = 0.

En efecto, sea

ūk(x1, x2) =

{
x2 (0, 1

k )
2 1
k − x2 ( 1

k , 2
1
k ),

, (4.9)

extendemos a ū períodicamente en la dirección x2. Esta función se describe en la
Figura 6.4.

Notemos que

0 ≤ ūk(x1, x2) ≤ 1

k
, ∇ūk(x1, x2) = {(0, 1), (0,−1)} casi donde sea en Ω.

Sea

d(x) = dist(x, ∂Ω),

de�nimos

uk(x) = mı́n(ū(x), d(x)) para toda x ∈ Ω.

Debido a que

uk(x) = ū(x) para toda x tal que d(x) >
1

k
,
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Figura 4.2: ūk(x1, x2)

se tiene que ∫
Ω

f(∇uk)dx =

∫
{x∈Ω:d(x)≤ 1

k}
f(∇uk)dx

≤ sup
x
|∇uk|

∫
{x∈Ω:d(x)≤ 1

k}
dx

≤3

∫
{x∈Ω:d(x)≤ 1

k}
dx.

Por lo tanto,

ĺım
k→∞

∫
Ω

f(∇uk)dx = 0. (4.10)

2. Sea {∇uk} una sucesión minimizante del problema (4.8), y sea ϕ = 1, por
el Teorema 4.2.1 existe una medida µx tal que

0 = ĺım
k→∞

∫
Ω

1f(∇uk)dx =

∫
Ω

1

∫
R2

f(z1, z2)dµx(z)dx,

la primera igualdad debido a (4.10). Entonces,∫
R2

f(z1, z2)dµx(z)dx =

∫
R2

z2
1 + (z2 − 1)

2
dµx(z)dx = 0

para casi toda x ∈ Ω. Por lo que el soporte de µx está contenido en el conjunto de
ceros de f , es decir, el conjunto {(0, 1), (0,−1)}. Además como µx es una medida
de probabilidad, µx es de la forma

α(x)δ(0,1) + (1− α(x))δ(0,−1), casi para toda x ∈ Ω,

donde α es medible y α ∈ [0, 1].
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Ahora, tomando la sucesión minimizante (4.12) tenemos que

∂uk
∂x2

(x1, x2) =

{
1 (0, 1

k )
−1 ( 1

k , 2
1
k ),

,

argumentando análogamente al Ejemplo 4.3.1 anterior ∂uk
∂x2

tiende a su promedio
en L∞(Ω), es decir,

∂uk
∂x2

∗
⇀ 0 en L∞(Ω).

Entonces, por el Teorema 4.2.1, para ϕ = 1 y f = z2.

0 = ĺım
k→∞

∫
Ω

1
∂u

∂xz
dx =

∫
Ω

1

∫
R2

z2dµx(z)dx para casi toda x ∈ Ω.

Por lo tanto,

α(x)− 1 + α(x) = 0, es decir, α(x) =
1

2
.

Ejemplo 4.3.3. Sea Ω ⊂ R2 un subconjunto acotado. Consideremos el siguiente
problema

T (u) = ı́nf
u∈W 1,∞

0 (Ω)

∫
Ω

f(∇u)dx, (4.11)

donde f(z ) = z2
1 + [(z2 − 2) (z2 + 1)]2.

Entonces {∇uk) una sucesión minimizante de
∫

Ω
f(∇u)dx genera la medida de

Young dada por,

µx =
1

3
δ(0,2) +

2

3
δ(0,−1).

Veamos que

ı́nf
u∈W 1,∞

0 (Ω)

∫
Ω

f(∇u)dx = 0.

En efecto, sea

ūk(x1, x2) =

{
2x2 (0, 1

k )
3
k − x2 ( 1

k , 3
1
k ),

, (4.12)

extendemos a ū períodicamente en la dirección x2.
Notemos que

0 ≤ ūk ≤
1

k
, ∇ūk = {(0,−1), (0, 2)} casi donde sea en Ω.

Sea
d(x) = dist(x, ∂Ω),

de�nimos
uk(x) = mı́n(ū(x), d(x)) para toda x ∈ Ω.

Debido a que

uk(x) = ū(x) para toda x tal que d(x) >
1

k
,



54 4. Medidas de Young

se tiene que ∫
Ω

f(∇uk)dx =

∫
{x∈Ω:d(x)≤ 1

k}
f(∇uk)dx

≤ sup
x
|∇uk|

∫
{x∈Ω:d(x)≤ 1

k}
dx

≤2

∫
{x∈Ω:d(x)≤ 1

k}
dx.

Por lo tanto,

ĺım
k→∞

∫
Ω

f(∇uk)dx = 0. (4.13)

Sea ϕ = 1, por el Teorema 4.2.1 existe una medida µx tal que

0 = ĺım
k→∞

∫
Ω

1f(∇uk)dx =

∫
Ω

1

∫
R2

f(z1, z2)dµx(z)dx,

la primera igualdad debido a (4.13). Entonces,∫
R2

f(z1, z2)dµx(z)dx =

∫
R2

z2
1 + [(z2 − 2) (z2 + 1)]2dµx(z)dx = 0

para casi toda x ∈ Ω. Por lo que el soporte de µx está contenido en el conjunto de
ceros de f , es decir, el conjunto {(0, 2), (0,−1)}. Además como µx es una medida
de probabilidad, µx es de la forma

α(x)δ(0,2) + (1− α(x))δ(0,−1), casi para toda x ∈ Ω,

donde α es medible y α ∈ [0, 1].

Ahora, como
∂uk
∂x2

∗
⇀ 0 en L∞(Ω),

y por el Teorema 4.2.1, para ϕ = 1 y f = z2.

0 = ĺım
k→∞

∫
Ω

1
∂u

∂xz
dx =

∫
Ω

1

∫
R2

z2dµx(z)dx para casi toda x ∈ Ω,

Por lo tanto,

2α(x)− 1 + α(x) = 0, es decir, α(x) =
1

3
.



CAPÍTULO 5

Modelo para una pelı́cula delgada

El objetivo de este capítulo consiste en derivar un modelo para una película
delgada a partir del modelo tridimensional. Esta derivación se basa usando la
noción de Γ− convergencia.

5.1. El modelo en tres dimensiones

La película delgada ocupa el dominio

Ωh =

{
x ∈ R3 tal que (x1, x2) ∈ S ,

−h
2

< x3 <
h

2

}
,

donde S ⊂ R2 es un conjunto acotado con frontera Lipschitz. Como se vió en la
Introducción, la deformación de la película delgada está dada por

ū : Ωh → R3 con ū = (ū1, ū2, ū3),

donde

eij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Para la demás notación, veáse la Introducción sección 1.2.
Sea ϕ : M3×3 → (0,∞). Supongamos que existen dos constantes positivas c1, c2

tales que para toda U ∈M3×3

c1(|U |2 − 1) ≥ ϕ(U) ≥ c2 (|U |q − 1) con 2 < q < 6, (5.1)

donde |U | denota la norma de Frobenius |U | =

√√√√ 3∑
i,j=1

|uij |2.

55
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En este caso la energía total de la película delgada de grosor �nito h tiene la
forma

εh(u) =

∫
Ωh

{
κ
∣∣∇2

u
∣∣2 + ϕ(∇su)

}
dx.

Queremos estudiar los mínimos de este funcional sobre el espacio

A =
{
u ∈ H2(Ωh) tales que Tu = Az en ∂Ωh

}
, (5.2)

donde

A = (a1,a2,a3) =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ,

cuando el grosor h tiende a cero.

5.2. El límite para una película delgada

Debido a que si tomamos el límite cuando h→ del funcional de energía εh, el
dominio Ωh se colapsa y la integral en εh es identicamente cero para estudiar el
límite de película delgada del funcional εh debemos estudiar el comportamiento
del funcional reescalado,

1

h
εh cuando h→ 0.

En este caso es conveniente trabajar en un dominio �jo, para lo que haremos el
siguiente cambio de variables

z1 = x1, z2 = x2, z3 =
1

h
x3, para todo x ∈ Ωh. (5.3)

De esta forma para cada x ∈ Ωh, tenemos que

z ∈ Ω1 =

{
x ∈ R3 : (x1, x2) ∈ S ,

−1

2
< x3 <

1

2

}
A cada deformación ũ : Ωh → R3 le asociamos una deformación u : Ω1 → R3

mediante
u(z(x)) = ũ(x) x ∈ Ωh

Así, en términos de la variable z,

e13(u) =
1

2

(
1

h

∂u1

∂z3
+
∂u3

∂z1

)
,

e23(u) =
1

2

(
1

h

∂u2

∂z3
+
∂u3

∂z2

)
,

e33(u) =
1

h

∂u3

∂z3
.

En términos de la variable z la condición de frontera resulta

Tu = A
hz, z ∈ ∂Ω1 con Ah = (a1,a2, ha3).
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Notación. Usaremos la notación

∇pu =
∂u

∂z1
⊗ e1 +

∂u

∂z2
⊗ e2

para designar al gradiente sobre el plano donde yace S.

Haciendo el cambio de variable dado por (5.3) en 1
hε
h[ũ ], obtenemos

E
h[u ] =

1

h
εh[ũ ]

=

∫
Ω1

{
κ

[∣∣∇2
pu
∣∣2 +

1

h2

∣∣∣∣∇p ∂u∂z3

∣∣∣∣2 +
1

h4

∣∣∣∣∂2
u

∂z3

∣∣∣∣2
]

+ ϕ(∇su)

}
dz. (5.4)

Existencia de mínimos para h �nito.

Veamos que para cada h > 0 el funcional de energía (5.4) alcanza su mínimo
en H2(Ω1) , para ello usaremos el método directo descrito en el Capítulo 3.

Proposición 5.2.1. Para cada h > 0 el funcional dado por (5.4) alcanza su
mínimo ū en el espacio

A =
{
u ∈ H2(Ω1) tales que Tu = A

hz en ∂Ω1

}
. (5.5)

Demostración. Primero notemos que (5.4) es coercivo, es decir,

E[u ]→∞ cuando ‖Du‖L2(Ω1) →∞.

En particular demostraremos que toda sucesión minimizante de (5.4) está acotada
en H2(Ω1). Sea

{
u
k
}
k∈N ⊂ A una sucesión minimizante. Por (5.1) y ya que κ ≥ 0

tenemos que

ch ≥ E
h[uk] ≥

∫
Ω1

ϕ(∇suk)dz ≥ c
(∫

Ω1

∣∣∇suk∣∣2 − 1

)
(5.6)

y por lo tanto ∥∥∥∥∂uk1∂z1

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ c′h,∥∥∥∥∂uk2∂z2

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ c′h, (5.7)

1

h2

∥∥∥∥∂uk3∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ c′h.

Del Teorema 2.6.1 obtenemos
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∥∥uk1∥∥L2(Ω1)
≤ C

∥∥∥∥∂uk1∂z1

∥∥∥∥
L2(Ω1)

+ C

∫
∂Ω

∣∣uk1(z)
∣∣2 dz,

∥∥uk2∥∥L2(Ω1)
≤ C

∥∥∥∥∂uk2∂z2

∥∥∥∥
L2(Ω1)

+ C

∫
∂Ω

∣∣uk2(z)
∣∣2 dz, (5.8)

∥∥uk3∥∥L2(Ω1)
≤ C 1

h2

∥∥∥∥∂uk3∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

+ C

∫
∂Ω

∣∣uk3(z)
∣∣2 dz ,

y como uk|∂Ω = Az tenemos que
∥∥uk∥∥

L2(Ω1)
≤ K.

Con este resultado y por el Teorema 2.7.2 aplicado a cada derivada parcial de
uk −Ahz obtenemos que ∥∥∇uk∥∥

L2(Ω1)
≤ Ch. (5.9)

En consecuencia, por (5.6) y (5.8), la sucesión
{
u
k
}
k∈N está acotada en H2(Ω1),

y en particular el funcional es coercivo.

Ahora veamos que (5.4) es débilmente semicontinuo inferiormente. Sea
{
u
k
}
k∈N

una sucesión débilmente convergente en H2(Ω1), es decir, existe ū tal que uk ⇀ ū

en H2(Ω1).
Para el primer término de (5.4), tenemos

∫
Ω1

∣∣∇2
pu

k
∣∣2 dz ≥ ∫

Ω1

∣∣∇2
pu
∣∣2 dz
+

∫
Ω1

2∇2
pu · (∇2

pu
k −∇2

pu)dz.

Tomando el límite inferior en ambos lados de la desigualdad

ĺım inf
k→∞

∫
Ω1

∣∣∇2
pu

k
∣∣2 dz ≥ ∫

Ω1

∣∣∇2
pu
∣∣2 dz.

Aplicamos un proceso análogo al segundo y tercer término de (5.4). Por el
Teorema de Rellich (Teorema 2.6.2)

u
k → ū en H1(Ω1),

y dado que ϕ es continua obtenemos que

ĺım
k→∞

∫
Ω1

ϕ(∇suk)dz =

∫
Ω1

ϕ(∇su)dz.

En consecuencia (5.4) es débilmente semicontinuo inferiormente en H2(Ω1).
Por lo tanto del Teorema 3.1.1 implica que existe al menos una función ū ∈ A que
minimiza (5.4).

�
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Compacidad para sucesiones de energía acotada.

Lema 5.2.2. Sea uh ⊂ H2(Ω1) una sucesión con energía acotada, es decir, para
toda h

Eh[uh] ≤ C,

para alguna constante C ≥ 0. Entonces existen funciones u ∈ H2(S × (− 1
2 ,

1
2 )) y

b ∈ H1(S × (− 1
2 ,

1
2 )) que sólo dependen de las variables z1 y z2 tales que{

u
h ⇀ u débilmente en H2(Ω1)

1
h

(
∂uh

∂z3

)
⇀ b débilmente en H1(Ω1)

. (5.10)

Observación. Debido al Teorema de Rellich (Teorema 2.6.2), para toda sucesión
u
h que converja a (u , b) como en (5.10) se tiene que{

u
h → u en H1(Ω1)

1
h

(
∂uh

∂z3

)
→ b en L2(Ω1).

Demostración (Lema 4.2.2). Como Eh[uh] ≤ C podemos ver que

∥∥∇2
pu

h
∥∥
L2(Ω1)

≤ C,
∥∥∥∥ 1

h
∇p

∂uh

∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ C,
∥∥∥∥ 1

h2

∂2
u

∂z2
3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ C. (5.11)

Análogamente a (5.8) para uh, obtenemos∥∥uh∥∥
L2(Ω1)

≤ C. (5.12)

Ahora para toda i = 1, 2, 3,∥∥∥∥∂uh∂zi

∥∥∥∥
L2(Ω1)

=

∥∥∥∥ ∂

∂zi

(
u
h −Ahz +A

hz
)∥∥∥∥

L2(Ω1)

≤
∥∥∥∥ ∂

∂zi

(
u
h −Ahz

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

+

∥∥∥∥∥∂Ahz

∂zi

∥∥∥∥∥
L2(Ω1)

.

Aplicamos el Teorema 2.7.2∥∥∥∥ ∂

∂zi

(
u
h −Ahz

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤
∥∥∥∥ ∂2

∂zi2

(
u
h −Ahz

)∥∥∥∥ 1
2

L2(Ω1)

∥∥∥uh −Ahz
∥∥∥ 1

2

L2(Ω1)

≤ C,

entonces para toda i = 1, 2, 3 ∥∥∥∥∂uh∂zi

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ C.

Por lo tanto, ∥∥∇uh∥∥
L2(Ω1)

≤ C. (5.13)
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De (5.11), (5.12), (5.13) obtenemos que∥∥uh∥∥
H2(Ω1)

≤ C,

por el Teorema 2.6.1 existe una subsucesión de uh, que denotaremos igualmente
u
h y una función u ∈ H2(Ω1) tal que

u
h ⇀ u en H2(Ω1)

Además,∥∥∥∥∂uh1∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

=

∥∥∥∥ ∂

∂z3
(uh1 − ha13z3 + ha13z3)

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤
∥∥∥∥ ∂

∂z3
(uh1 − ha13z3)

∥∥∥∥
L2(Ω1)

+

∥∥∥∥∂(ha13z3)

∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

.

Del Teorema 2.7.2 obtenemos∥∥∥∥ ∂

∂z3
(uh1 − ha13z3)

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤
∥∥∥∥ ∂2

∂z3
2

(uh1 − ha13z3)

∥∥∥∥ 1
2

L2(Ω1)

∥∥uh1 − ha13z3

∥∥ 1
2

L2(Ω1)

=

∥∥∥∥∂2uh1
∂z3

2

∥∥∥∥
1
2

L2(Ω1)

∥∥uh1 − ha13z3

∥∥ 1
2

L2(Ω1)

≤ (Ch)C.

Por lo que, ∥∥∥∥∂uh1∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ C2h+ Ch.

Análogamente para ∂uh2
∂z3

y ∂uh3
∂z3

. En consecuencia,∥∥∥∥∂uh∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ Ch. (5.14)

De (5.14) y ya que uh → u en H1(Ω1), obtenemos que

ĺım
h→0

∥∥∥∥∂uh∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

= 0.

Por lo que u no depende de la variable z3.

Ahora,∥∥∥∥ 1

h

(
∂uh1
∂z3

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

=

∥∥∥∥ 1

h

(
∂

∂z3
(uh1 − ha13z3 + ha13z3)

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤
∥∥∥∥ 1

h

(
∂

∂z3
(uh1 − ha13z3)

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

+

∥∥∥∥∂(a13z3)

∂z3

∥∥∥∥
L2(Ω1)

.
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Del Teorema 2.7.2 obtenemos∥∥∥∥ 1

h

(
∂

∂z3
(uh1 − ha13z3)

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤
∥∥∥∥ 1

h

(
∂2

∂z3
2

(uh1 − ha13z3)

)∥∥∥∥ 1
2

L2(Ω1)

∥∥uh1 − ha13z3

∥∥ 1
2

L2(Ω1)

=

∥∥∥∥ 1

h

(
∂2uh1
∂z3

2

)∥∥∥∥
1
2

L2(Ω1)

∥∥uh1 − ha13z3

∥∥ 1
2

L2(Ω1)

≤Ch 1
2 .

Por lo que, ∥∥∥∥ 1

h

(
∂uh1
∂z3

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ Ch 1
2 + C.

Análogamente para 1
h

(
∂uh2
∂z3

)
y 1
h

(
∂uh3
∂z3

)
. En consecuencia,∥∥∥∥ 1

h

(
∂uh

∂z3

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ Ch 1
2 + C. (5.15)

De la tercera desigualdad de (5.11) y de (5.15) obtenemos que∥∥∥∥ 1

h

(
∂uh

∂z3

)∥∥∥∥
H1(Ω1)

≤ C,

por el Teorema 2.6.1 existe una subsucesión de 1
h

(
∂uh

∂z3

)
, que denotaremos igual-

mente 1
h

(
∂uh

∂z3

)
y una función b ∈ H1(Ω1) tal que

1

h

(
∂uh

∂z3

)
⇀ b en H1(Ω1).

Por otro lado,
∂

∂z3

(
1

h

∂uh

∂z3

)
=

1

h

(
∂2
u
h

∂z3
2

)
,

y usando de la tercera desigualdad de (5.11) tenemos que∥∥∥∥ ∂

∂z3

(
1

h

∂uh

∂z3

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

≤ Ch,

de manera que

ĺım
h→0

∥∥∥∥ ∂

∂z3

(
1

h

∂uh

∂z3

)∥∥∥∥
L2(Ω1)

= 0.

Por lo tanto, b no depende de la variable z3.
�

Observación. Como u ∈ H2(S × (− 1
2 ,

1
2 )) y b ∈ H1(S × (− 1

2 ,
1
2 )) no dependen de

la variable z3, escribiremos indistintamente que u ∈ H2(S) y que b ∈ H1(S).
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Cálculo del Γ-límite para la película delgada.

Teorema 5.2.3. Sea Eh : H2(Ω1)→ R como en (5.4) entonces

Γ− ĺım
h→0

Eh[u] = E0[u, b]

con respecto a la convergencia dada por

{
u
h ⇀ u débilmente en H2(Ω1)

1
h

(
∂uh

∂z3

)
⇀ b débilmente en H1(Ω1)

(5.16)

con u = u(z1, z2), b = b(z1, z2) y donde

E0[u, b] : H2(S)×H1(S)→ R,

está dada por

E0[u, b] =

∫
S

{
κ
[∣∣∇2

pu
∣∣2 + |∇pb|2

]
+ ϕ((∇su, b))

}
dz1dz2 (5.17)

con

(∇su, b) =


e11(u) e12(u) 1

2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
e21(u) e22(u) 1

2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
1
2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
1
2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
b3

 .

Demostración. Por el lema 5.2.2 basta con estudiar sucesiones uh que conver-
gen como en (5.10) a algún (u , b) en H2(S)×H1(S). Primero veamos que en este
caso,

E0[u , b] ≤ ĺım inf
h→∞

Eh[uh].

En efecto, sean Eh
p y Eh

z3 tal que

{
∇2
pu

h = ∇2
pu +E

h
p , E

h
p ⇀ 0 en L2(Ω1)

1
h∇p

∂uh

∂z3
= ∇pb +E

h
z3 , E

h
3 ⇀ 0 en L2(Ω1)

.
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Entonces,

Eh[uh] =

∫
Ω1

{
κ

[∣∣∣∇2
pu +E

h
p

∣∣∣2 +
∣∣∣∇pb +E

h
z3

∣∣∣2 +
1

h4

∣∣∣∣∂2
u
h

z3

∣∣∣∣2
]

+ ϕ
(
∇suh

)}
dz

=

∫
Ω1

{
κ

[ ∣∣∇2
pu
∣∣2 + 2∇pu ·Eh

p +
∣∣∣Eh

p

∣∣∣2 +
∣∣∇2

pb
∣∣2 +

∣∣∣Eh
z3

∣∣∣2
+2∇pb ·Eh

z3 +
1

h4

∣∣∣∣∂2
u
h

z3

∣∣∣∣2
]

+ ϕ
(
∇suh

)}
dz

≥
∫

Ω1

{
κ
[∣∣∇2

pu
∣∣2 + 2∇pu ·Eh

p +
∣∣∇2

pb
∣∣2 + 2∇pb ·Eh

z3

]
+ ϕ

(
∇suh

)}
dz.

Tomamos el límite inferior de ambos lados y obtenemos

ĺım inf
h→0

Eh[uh] ≥ E0[u , b] + ĺım inf
h→0

(
2∇pb ·Eh

z3

)
+ ĺım inf

h→0

(
2∇pu ·Eh

p

)
.

Por de�nición Eh
z3 y Eh

p convergen débilmente a cero en L2(Ω1), entonces

ĺım inf
h→0

Eh[uh] ≥ E0[u , b].

Ahora veamos que para toda (u , b) ∈ H2(S) × H1(S), existe una sucesión
u
h ∈ H2(Ω1) tal que uh converge como en (5.10) y

E0[u , b] = ĺım
h→0

Eh[uh].

Sea bh ∈ C∞c (Ω1) una regularización de b, es decir, bh → b en H1(Ω1). Tomemos
la sucesión uh(z) = u(z) + hbhz3, entonces

∥∥uh − u∥∥2

L2(Ω1)
+

3∑
i=1

∥∥∥∥∂uh∂zi
− ∂u

∂zi

∥∥∥∥2

L2(Ω1)

+

3∑
i,j=1

∥∥∥∥ ∂2
u
h

∂zi∂zj
− ∂2

u

∂zi∂zj

∥∥∥∥2

L2(Ω1)

= h2
∥∥∥bhz3

∥∥∥2

L2(Ω1)
+ h2

2∑
i=1

∥∥∥∥∥z3
∂bh

∂zi

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω1)

+ h2
∥∥∥bh∥∥∥2

L2(Ω1)

+ h2
n∑
i=1

∥∥∥∥∥∂bh∂zi

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω1)

+ h2

∥∥∥∥∥∂2z3b
h

∂zi∂zj

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω1)

+ h2

∥∥∥∥∥∂z3b
h

∂zi

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω1)

≤ Ch2.
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Tomando el límite cuando h→ 0 concluimos que

u
h → u en H2(Ω1). (5.18)

Además, ∥∥∥∥ 1

h

(
∂uh

∂z3

)
− b

∥∥∥∥2

H1(Ω1)

= ‖bh − b‖H1(Ω1) .

Tomando el límite cuando h→ 0 concluimos que

1

h

(
∂uh

∂z3

)
→ b en H1(Ω1). (5.19)

Ahora, comparemos Eh[uh] y E0[u , b].

∣∣Eh[uh]− E0[u , b]
∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω1

κ
[∣∣∇2

pu + h∇2
pbhz3

∣∣2 − ∣∣∇2
pu
∣∣2] dz

+

∫
Ω1

κ
[
|∇pbh|2 − |∇pb|2

]
dz +

∫
Ω1

{
ϕ(∇suh)− ϕ((∇su , b))

}
dz

∣∣∣∣
≤ h

∫
Ω1

κ
[
2
∣∣∇2

pbhz3 · ∇2
pu
∣∣+ h

∣∣∇2
pbhz3

∣∣2] dz
+

∫
Ω1

κ
∣∣∣|∇pbh|2 − |∇pb|2∣∣∣ dz +

∫
Ω1

∣∣ϕ(∇suh)− ϕ((∇su , b))
∣∣ dz.

Aplicamos la desigualdad de Hölder al primer término de la primera integral del
lado derecho y desarrollamos la resta de cuadrados de la tercera integral, para
obtener ∣∣Eh[uh]− E0[u , b]

∣∣ ≤ 2hκ
∥∥∇2

pbhz3

∥∥
L2(Ω1)

∥∥∇2
pu
∥∥
L2(Ω1)

+ h2κ

∫
Ω1

|∇pbhz3|2 dz +

∫
Ω1

κ |(∇pbh −∇pb) · (∇pbh +∇pb)| dz

+

∫
Ω1

∣∣ϕ(∇suh)− ϕ((∇su , b))
∣∣ dz

≤ 2hκ
∥∥∇2

pbhz3

∥∥
L2(Ω1)

∥∥∇2
pu
∥∥
L2(Ω1)

+ h2κ ‖∇pbhz3‖2L2(Ω1) + κ ‖∇pbh −∇pb‖L2(Ω) ‖∇pbh +∇pb‖L2(Ω1)

+

∫
Ω1

∣∣ϕ(∇suh)− ϕ((∇su , b))
∣∣ dz.

La última desigualdad la obtuvimos al aplicar la desigualdad de Hölder al tercer
sumando del lado derecho.
Ahora, del Teorema 2.2.1 del Capítulo 2

‖∇pbh‖L2(Ω1) ≤ ‖∇pb‖L2(Ω1) ,

en consecuencia

‖∇pbh +∇pb‖L2(Ω1) ≤ ‖∇pbh‖L2(Ω1) + ‖∇pb‖L2(Ω1) ≤ 2 ‖∇pb‖L2(Ω1) ,
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por lo que obtenemos∣∣Eh[uh]− E0[u , b]
∣∣ ≤ 4hκ

∥∥∇2
pu
∥∥
L2(Ω1)

∥∥∇2
pbz3

∥∥
L2(Ω1)

+ h2κ ‖∇pbz3‖2L2(Ω1) + κ ‖∇pbh −∇pb‖L2(Ω)

(
2 ‖∇pb ‖L2(Ω1)

)
+

∫
Ω1

∣∣ϕ(∇suh)− ϕ((∇su , b))
∣∣ dz.

Por (5.18) y (5.19) tenemos que{
∂uh

∂zi
→ ∂uh

∂zi
en L2(Ω1) para toda i,

1
h

(
∂uh

∂z3

)
→ b en H1(Ω1).

Entonces, debido a que ϕ es continua y como bh → b en H2(Ω1) concluimos que∣∣Eh[uh]− E0[u , b]
∣∣→ 0 cuando h→ 0,

que es lo que se quería demostrar. �
Por el Lema 5.2.2, tenemos el siguiente corolario como consecuencia del teorema

anterior, debido al Corolario 3.2.2.

Corolario 5.2.4. Sea
{
u
h
}
⊂ H2(Ω1) una sucesión tal que para cada h, uh ∈ A

minimiza a Eh[uh]. Entonces, existe

(u, b) ∈ H2(S)×H1(S)

que cumple las condiciones de frontera{
u(z1, z2) = a1z1 + a2z2

b(z1, z2) = a3 (z1, z2) ∈ ∂S

y que minimiza a E0[u, b] dado por (5.17).

Demostración. Como uh ∈ A minimiza a (5.4) para cada h, entonces

Eh[uh] ≤ Eh[Ahz] = |Ω1|C.

Por lo tanto, usando el Lema 5.2.2 tenemos que existen funciones u ∈ H2(Ω1) y
b ∈ H1(Ω1) que satisfacen (5.10)

Por otro lado, las condiciones de frontera que satisface uh están dadas por

Tuh = A
hz = a1z1 + a2z2 + ha3z3 =

a11z1 + a12z2 + ha13z3

a21z1 + a22z2 + ha23z3

a31z1 + a32z2 + ha33z3

 .

Como la traza T es continua, entonces

Tu = T ( ĺım
h→0

u
h) = ĺım

h→0
Tuh =

a11z1 + a12z2

a21z1 + a22z2

a31z1 + a32z2

 .
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De igual manera para b,

T

(
1

h

∂uh

∂z3

)
= a3,

y como la traza T es continua, entonces

ĺım
h→0

T

(
1

h

∂uh

∂z3

)
= a3 = Tb.

�



CAPÍTULO 6

Microestructuras en pelı́culas
delgadas

En este capítulo estudiaremos las sucesiones minimizantes asociadas al modelo
de película delgada derivado en el capítulo anterior. En nuestro análisis asumiremos
que la energía de super�cie es despreciable.

Sea S ⊂ R2 un conjunto acotado con frontera Lipschitz y u ∈ W 1,∞(S).
Consideremos el funcional de energía introducido en el capítulo anterior,

E0[u ,b] =

∫
S

{
κ
[∣∣∇2

pu
∣∣2 + |∇pb|2

]
+ ϕ((∇su , b))

}
dz1dz2.

Este funcional es convexo debido a los términos de orden superior que compo-
nen la energía de super�cie. Para recuperar la no convexidad y las microestruc-
turas eliminamos la parte de energía super�cial de E0[u ,b]. En términos de los
parámetros esto equivale a asumir que

κ = 0,

entonces, el funcional de energía que nos queda es∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2. (6.1)

Al eliminar la energía super�cial, el problema se hace no convexo y por lo tanto
no necesariamente se alcanza el mínimo.

67
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A continuación, para �jar ideas, trataremos la forma más simple de energía
cuadrática con tres pozos,

U1 =

−2 0 0
0 1 0
0 0 1

 , U2 =

1 0 0
0 −2 0
0 0 1

 , U3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,

es decir, cuando

ϕ((∇su , b)) = mı́n
{
|(∇su , b)− U1|2 , |(∇su , b)− U2|2 , |(∇su , b)− U3|2

}
.

Sin embargo, cabe mencionar que los resultados serán válidos para cualquier ϕ que
se anule en {U1, U2, U3}.

Recordemos que

(∇su , b) =


e11(u) e12(u) 1

2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
e21(u) e22(u) 1

2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
1
2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
1
2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
b3

 .

En este capítulo, abusando de la notación, usaremos el símbolo ∇su para denotar
la matriz de 2× 2,

∇su =

(
e11(u) e12(u)
e21(u) e22(u)

)
y

U ′1 =

(
−2 0
0 1

)
, U ′2 =

(
1 0
0 −2

)
, U ′3 =

(
1 0
0 1

)
.

El estudio de los mínimos del funcional de energía lo dividiremos en dos pasos:
Primero, identi�caremos los estados donde se anula la energía para condiciones

de frontera libres, es decir, para las funciones u ∈W 1,∞(S) tales que∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2 = 0.

Segundo, encontraremos sucesiones minimizantes de∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2,

en W 1,∞(S) que cumplan ciertas condiciones de frontera, y las medidas de Young
que generan las sucesiones minimizantes.

6.1. Estados de energía nula

Lema 6.1.1. Sea u ∈W 1,∞(S), entonces ∇su satisface que

∂2e11(u)

∂z2
2

+
∂2e22(u)

∂z1
2
− 2

∂2e12(u)

∂z1∂z2
= 0
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en el sentido de las distribuciones, es decir,∫
S

{
∂2ϕ

∂z2
2
e11(u) +

∂2ϕ

∂z1
2
e22(u)− 2

∂2ϕ

∂z1∂z2
e12(u)

}
dz1dz2 = 0,

para toda ϕ ∈ C∞c (S).

Demostración. 1. Supongamos que ∇su es suave, entonces como

eij(u) =
1

2

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)
,

∂2e11(u)

∂z2
2

+
∂2e22(u)

∂z1
2
− 2

∂2e12(u)

∂z1∂z2
=

=
∂2

∂z2
2

(
∂u1

∂z1

)
+

∂2

∂z1
2

(
∂u2

∂z2

)
− ∂2

∂z1∂z2

(
∂u2

∂z1

)
− ∂2

∂z1∂z2

(
∂u1

∂z2

)
= 0.

2. Supongamos que ∇su ∈ L2(S) y que ηε es un regularizador estándar.
Tomemos eεij(u) = ηε ∗ eij(u) ∈ C∞(S) la regularización de eij(u) en L2

loc(S),
entonces, para toda ϕ ∈ C∞c (S)

0 =

∫
S

ϕ

(
∂2eε11(u)

∂z2
2

+
∂2eε22(u)

∂z1
2
− 2

∂2eε12(u)

∂z1∂z2

)
dz1dz2

=

∫
S

{
∂2ϕ

∂z2
2
eε11(u) +

∂2ϕ

∂z1
2
eε22(u)− 2

∂2ϕ

∂z1∂z2
eε12(u)

}
dz1dz2

=

∫
S

{
∂2ϕ

∂z2
2
ηε ∗ e11(u) +

∂2ϕ

∂z1
2
ηε ∗ e22(u)− 2

∂2ϕ

∂z1∂z2
ηε ∗ e12(u)

}
dz1dz2

=

∫
S

{
ηε ∗

∂2ϕ

∂z2
2
e11(u) + ηε ∗

∂2ϕ

∂z1
2
e22(u)− 2ηε ∗

∂2ϕ

∂z1∂z2
e12(u)

}
dz1dz2

=

∫
S

{
∂2ηε ∗ ϕ
∂z2

2
e11(u) +

∂2ηε ∗ ϕ
∂z1

2
e22(u)− 2

∂2ηε ∗ ϕ
∂z1∂z2

e12(u)

}
dz1dz2.

Sea ϕ̄ = ηε ∗ ϕ, entonces

∂2e11(u)

∂z2
2

+
∂2e22(u)

∂z1
2
− 2

∂2e12(u)

∂z1∂z2
= 0

en el sentido de las distribuciones.
3. Como u ∈ W 1,∞(S), entonces ∇su ∈ L∞(S) y ya que S es acotado ∇su ∈

L2(S). Por el punto anterior, se tiene el resultado.
�

Proposición 6.1.2. Sea u ∈W 1,∞(S) tal que∫
S

ϕ((∇su, b))dz1dz2 = 0,

y asumamos que (∇su, b) toma a lo más dos valores del conjunto {U1, U2, U3},
entonces (∇su, b) es una función de una variable.



70 6. Microestructuras en películas delgadas

Observación. El caso en que (∇su , b) puede tomar los tres valores {U1, U2, U3} es
un problema abierto, y más allá del alcance de esta tesis.

Demostración. Sea u ∈W 1,∞(S) tal que∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2 = 0.

1. Si (∇su , b) = cte., no hay nada que demostrar.

2. Si (∇su , b) ∈ {U1, U3}, entonces recordando que

(∇su , b) =


e11(u) e12(u) 1

2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
e21(u) e22(u) 1

2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
1
2

(
∂u3

∂z1
+ b1

)
1
2

(
∂u3

∂z2
+ b2

)
b3

 .

obtenemos
∂u3

∂z1
= −b1,

∂u3

∂z2
= −b2 b3 ∈ {1,−2} ;

y (
e11(u) e12(u)
e21(u) e22(u)

)
∈
{(
−2 0
0 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
. (6.2)

Por lo que,

e22(u) = 1 y e12(u) = 0 casi para todo punto,

usando el Lema 6.1.1 tenemos que

∂2e11(u)

∂z2
2

= 0,

en el sentido de las distribuciones, es decir,∫
S

∂2ϕ

∂z2
2
e11(u)dz1dz2 = 0

para toda ϕ ∈ C∞c (S). Sea ϕ = ηε ∗ χ, con χ ∈ C∞c (S), entonces

0 =

∫
S

∂2ηε ∗ χ
∂z2

2
e11(u)dz1dz2

=

∫
S

ηε ∗
∂2χ

∂z2
2
e11(u)dz1dz2

=

∫
S

∂2χ

∂z2
2
ηε ∗ e11(u)dz1dz2

=

∫
S

χ
∂2eε11(u)

∂z2
2

dz1dz2.

Por lo que,
∂2eε11(u)

∂z2
2

= 0,
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en consecuencia, para toda ε > 0

eε11(u)(z) = hε(z1)z2 + f ε(z1).

Como
eε11(u)→ e11(u) en L2(S),

existe una subsucesión de {eε11(u)}, que nombraremos igualmente {eε11(u)}, que
converge puntualmente a e11(u). Por lo que

e11(u)(z) = h(z1)z2 + f(z1) casi para todo z = (z2, z2) ∈ S.

Supongamos que h 6= 0, y �jemos z1 tal que h(z1) 6= 0. Sean z2, z
′
2 tales que

3

|h(z1)|
+ z′2 < z2,

entonces,

|h(z1)z′2 + f(z1)− (h(z1)z2 + f(z1))| = |h(z1)(z2 − z′2)| > 3.

Lo cual no puede suceder pues e11(u) ∈ {−2, 1}. Por lo tanto,

e11(u)(z) = f(z1) casi para toda z ∈ S.

En este caso, los mínimos de energía se ven como en la Figura 6.1.

Figura 6.1: Distribución de (∇su , b)

Observación. Los valores de b3 quedan determinados por e11(u) de manera única.

3. Si (∇su , b) ∈ {U2, U3}, entonces

∂u3

∂z1
= −b1,

∂u3

∂z2
= −b2 b3 ∈ {1,−2} ;
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y (
e11(u) e12(u)
e21(u) e22(u)

)
∈
{(

1 0
0 −2

)
,

(
1 0
0 1

)}
. (6.3)

Argumentando análogamente al inciso anterior, obtenemos que

e11(u) = 1, e12(u) = 0 casi para todo punto

y
e22(u)(z) = f(z2) casi para toda z ∈ S.

En este caso, los mínimos de energía se ven como en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Distribución de (∇su , b)

4. Si (∇su , b) ∈ {U1, U2}, entonces

∂u3

∂z1
= −b1,

∂u3

∂z2
= −b2 b3 = 1;

y (
e11(u) e12(u)
e21(u) e22(u)

)
∈
{(
−2 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −2

)}
. (6.4)

Por lo que
e11(u) + e22(u) = −1 casi para todo punto,

es decir,
e22(u) = −1− e11(u) casi para todo punto.

Usando el Lema 6.1.1 tenemos que(
∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
e11(u) = 0

en el sentido de las distribuciones, es decir,∫
S

e11(u)

(
∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
ϕ dz1dz2 = 0
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para toda ϕ ∈ C∞c .
Sea ϕ = ηε ∗ χ, con χ ∈ C∞c , entonces

0 =

∫
S

e11(u)

(
∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
ηε ∗ χdz1dz2

=

∫
S

e11(u)ηε ∗
(

∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
χdz1dz2

=

∫
S

eε11(u)

(
∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
χdz1dz2

=

∫
S

χ

(
∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
eε11(u)dz1dz2 para toda χ ∈ C∞c .

Por lo tanto, (
∂2

∂z2
2
− ∂2

∂z1
2

)
eε11(u) = 0

por lo que
eε11(u)(z) = f ε(z1 + z2) + gε(z1 − z2).

Ahora, queremos demostrar que existen funciones g : R → R y f : R → R tales
que

e11(u) = f(z1 + z2) + g(z1 − z2).

En efecto, como
eε11(u)→ e11(u) en L2(S),

existe una subsucesión de {eε11(u)} que igualmente llamaremos {eε11(u)}, tal que

eε11(u)(z)→ e11(u)(z) casi para todo z ∈ S.

Abusando de la notación, escribimos

f ε(z) = f ε(z1 + z2),

y sea f el límite puntual de f ε.
Si tomamos z = (z1, z2) y z′ = (z′1, z

′
2) ∈ S tal que z1 +z2 = z′1 +z′2, entonces para

toda δ > 0 existe ε > 0 tal que

|f(z)− f(z′)| = |f(z)− f ε(z) + f ε(z′)− f(z′)|
≤ |f(z)− f ε(z)|+ |f ε(z′)− f(z′)|
≤ 2δ

siempre que |z − z′| < ε para ε su�cientemente pequeño. En consecuencia,

f(z) = f(z1 + z2) para casi toda z = (z1, z2) ∈ S.

Argumentando análogamente para gε(z) = gε(z1 − z2) obtenemos que

g(z) = g(z1 − z2) para casi toda z = (z1, z2) ∈ S.
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Por unicidad del límite puntual, para casi toda z ∈ S

e11(u)(z) = f(z1 + z2) + g(z1 − z2), (6.5)

como se había a�rmado.
Finalmente, como e11(u) sólo toma dos valores y tiene la forma (6.5), entonces

e11(u)(z) = f(z1 + z2) ó e11(u)(z) = g(z1 − z2),

e22(u)(z) = −1− f(z1 + z2) ó e22(u)(z) = −1− g(z1 − z2),

para casi toda z ∈ S.
En este caso, los mínimos de energía se ven como en la Figura 6.3.

Figura 6.3: Distribución de (∇su , b)

Esta última dicotomía se deduce trivialmente del siguiente ejemplo: Sean f :
R→ R y g : R→ R dadas por.

f(z1 + z2) =

{
−1 si z1 + z2 < 0

1 si z1 + z2 > 0

g(z1 − z2) =

{
−1 si z1 − z2 > 0

1 si z1 − z2 < 0

Entonces f(z1 + z2) + g(z1− z2) tendría la forma que se presenta en la Figura 6.4.
por lo que f + g no puede tomar sólo dos valores. �

6.2. Sucesiones minimizantes

En esta sección construiremos sucesiones minimizantes de la energía∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2,

y sus correspondientes medidas de Young. Como veremos, las condiciones de fron-
tera determinarán las proporciones en que aparezcan los distintos estados.
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Figura 6.4: Ejemplo

Proposición 6.2.1. Sean {uk} ∈ W 1,∞(S) y {(∇suk, bk)} una sucesión mini-
mizante de ∫

S

ϕ((∇su, b))dz1dz2

que satisface la siguiente condición de frontera

(∇suk, bk) = Fλ = λUi + (1− λ)Uj, sobre ∂Ω.

con i, j ∈ {1, 2, 3}.
Entonces, la medida de Young generada por {∇suk} es

µ(z) = λδUi + (1− λ)δUj

donde i, j ∈ {1, 2, 3}.

Demostración. 1. Primero veamos que

ı́nf
u∈W 1,∞(S)

∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2 = 0.

Sea {∇sūk} una sucesión tal que

(∇sūk, b̄k) ∈ {Ui, Uj} con i, j ∈ {1, 2, 3} �jos,

para toda k.
Sea a : R→ [0, 1] dada por la extensión periódica de

a(x) =

{
1 si x ∈ [0, λ)
0 si x ∈ [λ, 1)

y de�nimos
ak(x) = a(kx).

De acuerdo con la proposición 6.1.2, podemos distinguir cuatro casos de laminados
simples que parametrizaremos de la siguiente forma.

(∇sūk, b̄k) = ak(z1)U1 + (1− ak(z1))U3,
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(∇sūk, b̄k) = ak(z2)U2 + (1− ak(z2))U3,

(∇sūk, b̄k) = ak(z1 + z2)U1 + (1− ak(z1 + z2))U2,

(∇sūk, b̄k) = ak(z1 − z2)U1 + (1− ak(z1 − z2))U2.

De manera que, si recordamos la forma especí�ca de U1, U2 y U3, ūk es de la forma(
ūk1
ūk2

)
=

(
−2Ak(z1) + [z1 −Ak(z1)]

z2

)
,(

ūk1
ūk2

)
=

(
z1

−2Ak(z2) + [z2 −Ak(z2)]

)
,

donde de�nimos a Ak : R→ R como

Ak(x) =


x si x ∈ [0, λk ) ,
λ
k si x ∈

[
λ
k ,

1
k

)
,

x+ nλ
k −

n
k si x ∈

[
n
k ,

n
k + λ

k

)
para toda n ∈ N,

(n+1)λ
k si x ∈

[
n
k + λ

k ,
n+1
k

)
para toda n ∈ N

ó (
ūk1
ūk2

)
=

(
−2Ak(z1, z2) + [z2 −Ak(z1, z2)]
Ak(z2, z1)− 2[z2 −Ak(z2, z1)]

)
donde de�nimos a Ak : R→ R como

Ak(x, y) =


x si x± y ∈ [0, λk ) ,
λ
k si x± y ∈

[
λ
k ,

1
k

)
,

x+ nλ
k −

n
k si x± y ∈

[
n
k ,

n
k + λ

k

)
para toda n ∈ N,

(n+1)λ
k si x± y ∈

[
n
k + λ

k ,
n+1
k

)
para toda n ∈ N.

El argumento siguiente es el mismo en los cuatro casos. Sean

U ′1 =

(
−2 0
0 1

)
, U ′2 =

(
1 0
0 −2

)
, U ′3 =

(
1 0
0 1

)
,

de�nimos F ′λ como

F ′λ = λU ′i + (1− λ)U ′j con i, j ∈ {1, 2, 3}

Veamos que

sup |ūk − F ′λz| ≤
c

k
.

Por conveniencia tomemos el caso del laminado U1, U3, para esto sea

F ′λ = λU ′1 + (1− λ)U ′3,

de manera que,
a) sea z ∈

[
0, λk

)
× R entonces

|ūk − F ′λz| ≤ sup
∣∣∣ūk1 − F ′λz1

∣∣∣
≤ sup |−2z1 − (−3λ+ 1)z1|
=3 sup |−z1 + λz1|

=3 |λ− 1| sup |z1| ≤ 3(1− λ)
λ

k
.
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b) sea z ∈
[
λ
k ,

1
k

)
× R entonces

|ūk − F ′λz| ≤ sup
∣∣∣ūk1 − F ′λz1

∣∣∣
≤ sup

∣∣∣∣−2

k
+ z1 −

λ

k
− (−3λ+ 1)z1

∣∣∣∣
=3 sup

∣∣∣∣λz1 −
λ

k

∣∣∣∣
=3λ sup |z1 −

1

k
| ≤ 3(1− λ)

λ

k
.

c) sea z ∈
[
n
k ,

n
k + λ

k

)
× R entonces

|ūk − F ′λz| ≤ sup
∣∣∣ūk1 − F ′λz1

∣∣∣
≤ sup

∣∣∣∣−2(z1 +
nλ

k
− n

k
) + z1 − z1 −

nλ

k
+
n

k
− (−3λ+ 1)z1

∣∣∣∣
=3 sup

∣∣∣∣−z1 + λz1 +
n

k
− nλ

k

∣∣∣∣
=3 sup

∣∣∣z1(λ− 1) +
n

k
(1− λ)

∣∣∣
=3 sup

∣∣∣(λ− 1)(z1 −
n

k
)
∣∣∣

=3(1− λ) sup
∣∣∣(z1 −

n

k
)
∣∣∣ ≤ 3(1− λ)

λ

k
.

d) sea z ∈
[
n
k + λ

k ,
n+1
k

)
× R entonces

|ūk − F ′λz| ≤ sup
∣∣∣ūk1 − F ′λz1

∣∣∣
≤ sup

∣∣∣∣−2(
(n+ 1)λ

k
) + z1 −

(n+ 1)λ

k
− (−3λ+ 1)z1

∣∣∣∣
=3 sup

∣∣∣∣λz1 −
(n+ 1)λ

k

∣∣∣∣
=3λ sup |z1 −

n+ 1

k
| ≤ 3(1− λ)

λ

k
.

Sea β > 0, de�nimos el conjunto

Sk =

{
z ∈ S tales que dist(z, ∂S) >

β

k

}
.

Sea ψk, para toda k, dada por,

ψk(z) =

{
1 en Sk
0 fuera de S

y ∣∣∇ψk(z)
∣∣ ≤ 2k

β
.
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Sea {uk} una sucesión tal que

uk = ψk(z)(ūk) + (1− ψk(z))F ′λz,

entonces

|(∇suk, bk)| ≤ |∇ψk| |ūk − F ′λz|+ |1− ψk| |F ′λ|+ |ψk| |∇sūk|+ |bk|
≤ |∇ψk| |ūk − F ′λz|+ C

≤ |∇ψk|M(sup |ūk − F ′λz|) + C (6.6)

≤ |∇ψk|
c

k
+ C

≤ 2k

β

c

k
+ C.

Por lo tanto∫
S

ϕ((∇suk, b))dz1dz2 =

∫
S−Sk

ϕ((∇suk, bk))dz1dz2 ≤ C |S − Sk| ,

que tiende a cero cuando k tiende a in�nito.
2. Ahora determinemos la medida de Young.

De lo anterior tenemos que∫
S

1ϕ((∇suk, bk))dz1dz2 → 0,

y del inciso iii) del Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de las medidas de
Young), tenemos que

f(∇suk, bk) ⇀ 〈µz, f〉 en L1(S),

para toda f continua y positiva, en particular para ϕ, por lo tanto∫
S

1ϕ((∇suk, bk))dz1dz2 →
∫
S

∫
R9

ϕ(y)dµz(y)dz1dz2,

entonces, para casi toda z ∈ S∫
R9

ϕ(y)dµz(y) = 0.

Por lo que, el soporte de dµz está contenido en el conjunto de ceros de ϕ, es decir,
en

{Ui, Uj} con i, j ∈ {1, 2, 3} �jos.

Además como µz es una medida de probabilidad, es de la forma

µz = λ(z)δUi + (1− λ(z))δUj casi para toda z ∈ S,

donde λ es medible y λ ∈ [0, 1].
Del inciso iii) del Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de las medidas de Young)
tenemos que ∫

S

1(∇suk, bk)dz1dz2 →
∫
S

∫
R9

ydµz(y)dz1dz2.
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Sabemos que ∫
S

∫
R9

ydµz(y)dz1dz2 =

∫
S

λ(z)δUi + (1− λ(z))δUjdz.

Por otro lado, como (∇suk, bk) es periódica podemos argumentar análogamente
a 4.7 del capítulo. Por lo que, para toda ϕ ∈ L1(R2)∫

S

ϕ(z)(∇suk, bk)dz1dz2 →
∫
S

ϕ(z)Fλdz1dz2,

entonces con ϕ = 1 ∫
S

1(∇suk, bk)dz1dz2 →
∫
S

1Fλdz1dz2.

Por lo tanto,

µz = λ(z)δUi + (1− λ(z))δUj = λδUi + (1− λ)δUj ,

casi para toda z ∈ S. �

Proposición 6.2.2. Existen sucesiones {uk} ∈ W 1,∞(S) y {(∇suk, bk)}, tales
que {(∇suk, bk)} es una sucesión minimizante de∫

S

ϕ((∇su, b))dz1dz2

y satisface la siguiente condición de frontera

(∇suk, bk) = Fλ = λ1U1 + λ2U2 + λ3U3,

con λ1 + λ2 + λ3 = 1.

Demostración.
1. Escribamos la condición de frontera Fλ de la siguiente forma

Fλ = α(λU1 + (1− λ)U2) + (1− α)(µU1 + (1− µ)U3),

en este caso

λ1 =αλ+ (1− α)µ

λ2 =α(1− λ)

λ3 =(1− α)(1− µ),

y
λ1 + λ2 + λ3 = αλ+ (1− α)µ+ α(1− λ) + (1− α)(1− µ) = 1.

Por lo que (λ1, λ2, λ3) determinan unívocamente a λ y α, y viceversa.
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Sean

Fa = λU1 + (1− λ)U2 =

−3λ+ 1 0 0
0 −2 + 3λ 0
0 0 1


y

Fb = µU1 + (1− µ)U3 =

−3µ+ 1 0 0
0 1 0
0 0 3µ− 2

 .

Veamos que existen λ y µ tal que Fa y Fb son compatibles, en efecto

Fa − Fb =

−3λ+ 3µ 0 0
0 −3 + 3λ 0
0 0 3− 3µ

 ,

por lo que, para λ = µ ó λ = 1, Fa − Fb es una matriz de rango uno.

Tomemos λ = µ, entonces tenemos que la matriz de 2× 2 dada por F ′a −F ′b es
de la forma

F ′a − F ′b =

(
0 0
0 −3 + 3λ

)
,

por lo que la dirección de compatibilidad es (0, 1).
2. Ahora construyamos una sucesión minimizante {∇suk, bk}, sin condiciones

de frontera. Es decir,

i) Sea
(∇sūk, b̄k) = ak(z1)U1 + (1− ak(z1))U3,

entonces, como vimos en la proposición anterior, ūk es de la forma

(ūk)1 =

(
ūk1
ūk2

)
=

(
−2Ak(z1) + [z1 −Ak(z1)]

z2

)
.

Sea ψk1 : (0, αk + c
k )→ R una función suave tal que

ψk1 (z) =

{
1 si z2 ∈ (0, αk )
0 si z2 ∈ (αk + c

2k2 ,
α
k + c

k2 )

con c < α, y ∣∣∇ψk1 (z)
∣∣ ≤ 2k

β
.

Construimos la sucesión

ψk1 (z2)ūk + (1− ψk1 )F ′bz.

ii)Análogamente, sea

(∇sūk, b̄k) = ak(z1 + z2)U1 + (1− ak(z1 + z2))U2,
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entonces, como vimos en la proposición anterior, ūk es de la forma

(ūk)2 =

(
ūk1
ūk2

)
=

(
−2Ak(z1, z2) + [z2 −Ak(z1, z2)]
Ak(z2, z1)− 2[z2 −Ak(z2, z1)]

)
.

Sea ψk2 : (αk + 3c
2k2 ,

1
k + 2c

k2 )→ R una función suave tal que

ψk2 (z2) =

{
0 si z2 ∈ (αk + c

k2 ,
α
k + 3c

2k2 )
1 si z2 ∈ (αk + 2c

k2 ,
1
k + 2c

k2 )

con c < α y ∣∣∇ψk2 (z)
∣∣ ≤ 2k

β
.

Construimos la sucesión

ψk2 (z2)ūk + (1− ψk2 )F ′az.

Obsérvese que las funciones (ūk)1 y (ūk)2 representan los laminados simples, que
en promedio son compatibles en la dirección (0, 1).

Figura 6.5: Laminado de laminados

iii) Ahora de�niremos un laminado de laminados, para esto sea uk la extensión
periódica de

ψk1 (z2)(ūk)1 + (1− ψk1 )F ′bz + ψk2 (z2)(ūk)2 + (1− ψk2 )F ′az,

donde

(ūk)1 y (ūk)2
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son las funciones ūk de�nidas en los incisos i) y ii) respectivamente, entonces

|(∇suk, bk)| ≤
∣∣∇ψk1 ∣∣ |(ūk)1 − Fbz|+

∣∣1− ψk1 ∣∣ |Fb|+ ∣∣ψk1 ∣∣ |∇s(ūk)1|
+
∣∣∇ψk2 ∣∣ |(ūk)2 − Faz|+

∣∣1− ψk2 ∣∣ |Fa|+ ∣∣ψk2 ∣∣ |∇s(ūk)2|+ |bk|
≤
∣∣∇ψk1 ∣∣ |(ūk)1 − Fbz|+ C +

∣∣∇ψk2 ∣∣ |(ūk)2Faz|+ C

≤
∣∣∇ψk1 ∣∣M(sup |(̄uk)1 − Fbz|) +

∣∣∇ψk2 ∣∣M(máx |(ūk)2 − Faz|) + C

≤
∣∣∇ψk1 ∣∣ ck +

∣∣∇ψk2 ∣∣ ck + C

≤ 2k

β

c

k
+

2k

β

c

k
+ C.

Por lo tanto∫
S

ϕ((∇suk, b))dz1dz2 = c(k)

∫
S1×(αk+ c

2k ,
α
k+ 2c

k )

ϕ((∇suk, bk))dz1dz2

≤ C
(
c(k)

∣∣∣∣S1 × (
α

k2
+

c

2k2
,
α

k
+

2c

k2
)

∣∣∣∣) ,

donde c(k) representa el número de secciones donde (∇suk, b) 6= 0. Por construc-
ción

∣∣S1 × ( αk2 + c
2k2 ,

α
k + 2c

k2 )
∣∣ se comporta como 1

k2 , por lo tanto

C

(
c(k)

∣∣∣∣S1 × (
α

k2
+

c

2k2
,
α

k
+

2c

k2
)

∣∣∣∣)
tiende a cero cuando k tiende a in�nito.

3. Por último, agregamos la condición de frontera

(∇suk, bk) = Fλ = λ1U1 + λ2U2 + λ3U3,

donde

λ1 =αλ+ (1− α)λ = λ,

λ2 =α(1− λ) = α(1− λ1),

λ3 =(1− α)(1− λ) = (1− α)(1− λ1) = 1− λ1 − λ2.

Entonces, de�nimos el conjunto

Sk =
{
z ∈ S tales que dist(z, ∂S) >

α

k

}
.

Sea ψk, para toda k, dada por,

ψk(z) =

{
1 en Sk
0 fuera de S

y ∣∣∇ψk(z)
∣∣ ≤ 2k

β
.
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Además, sean

U ′1 =

(
−2 0
0 1

)
, U ′2 =

(
1 0
0 −2

)
, U ′3 =

(
1 0
0 1

)
,

de�nimos
F ′λ = λ1U

′
1 + λ2U

′
2 + λ3U

′
3.

Sea {uk} una sucesión tal que

uk = ψk(z)(ūk) + (1− ψk(z))F ′λz,

donde ūk es la sucesión construida en el inciso iii) del punto anterior, entonces
argumentando como en la Proposición anterior y debido a la parte 2. tenemos que

(∇suk, bk)

es una sucesión minimizante de∫
S

ϕ((∇su , b))dz1dz2.

3. Ahora determinemos la medida de Young.
De lo anterior tenemos que∫

S

1ϕ((∇suk, bk))dz1dz2 → 0,

y del Teorema Fundamental de las medidas de Young, tenemos que∫
S

1ϕ((∇suk, bk))dz1dz2 →
∫
S

∫
R9

ϕ(y)dµz(y)dz1dz2,

entonces, para casi toda z ∈ S∫
R9

ϕ(y)dµz(y) = 0.

Por lo que, el soporte de dµz está contenido en el conjunto de ceros de ϕ, es decir,
en

{U1, U2, U3} .
Además como µz es una medida de probabilidad, es de la forma

µz = λ1(z)δU1
+ λ2(z)δU2

+ λ3(z)δU3
casi para toda z ∈ S,

donde λ es medible y λ ∈ [0, 1].
Del inciso iii) del Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de las medidas de Young)
tenemos que ∫

S

1(∇suk, bk)dz1dz2 →
∫
S

∫
R9

ydµz(y)dz1dz2.

Sabemos que∫
S

∫
R9

ydµz(y)dz1dz2 =

∫
S

(λ1(z)δU1
+ λ2(z)δU2

+ λ3(z)δU3
) dz.
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Por otro lado, como se argumentó en el capítulo 4 en 4.7. Para toda ϕ ∈ L1(R2)∫
S

ϕ(z)(∇suk, bk)dz1dz2 →
∫
S

ϕ(z)Fλdz1dz2,

entonces con ϕ = 1 ∫
S

1(∇suk, bk)dz1dz2 →
∫
S

1Fλdz1dz2.

Por lo tanto,

µz = λ1(z)δU1
+ λ2(z)δU2

+ λ3(z)δU3
= λ1δU1

+ λ2δU2
+ λ3δU3

,

casi para toda z ∈ S. �
Como se dijo en la introducción, la implicación de este resultado es que las mi-

croestructuras observables en estos materiales deberán ser parecidas a esta imagen.

Figura 6.6: Microestructuras



APÉNDICE A

Apéndice

En este apéndice incluiremos algunos resultados que necesitamos pero no in-
cluimos su demostración por estar fuera del alcance de esta tesis.

A.1. Regularización

Teorema A.1.1. Sean Ω abierto y u una función continua. Entonces para uε una
regularización estándar de u se tiene que

uε → u

uniformemente en subconjuntos compactos de Ω.

Demostración. Véase página 630 de [Eva98] �

A.2. Compacidad

De�nición A.2.1. Decimos que las funciones de {uk} son uniformemente

equicontinuas si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que, si

|x− y| < δ

entonces
|uk(x)− uk(y)| < ε

para toda x, y ∈ Rn y para toda k
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Teorema A.2.1. Sea {uk} una sucesión de funciones escalares de�nidas en Rn
tal que existe una constante M que satisface que para toda x

|uk(x)| ≤M

para toda k ∈ N. Además supongamos que las funciones de {uk} son uniforme-
mente equicontinuas. Entonces existe una función u y una subsucesión

{
ukj
}
⊂

{uk} tal que
ukj → u

uniformemente en subconjuntos compactos de Rn.

Demostración.
Véase página 109 de [Cla09]

�

A.3. Banach-Alaoglu

Teorema A.3.1. Sea X un espacio métrico arbitrario. Entonces la bola cerrada
B(0, 1) en el dual de X es compacta en la topología débil*.

Demostración.
Véase página 169 de [Fol99]

�

A.4. Dunford-Pettis

De�nición A.4.1. Un conjunto de funciones C en L1(A) es uniformemente

integrable si dado ε > 0, existe una constante positiva M tal que∫
{x∈A:u(x)≥M}

u(x)dx ≤ ε,

para toda u ∈ C.

Teorema A.4.1. Un conjunto de funciones C en L1(A) es uniformemente inte-
grable si y sólo si es débilmente compacto.

Demostración.
Véase página 271 de [Edw65]

�
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