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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Materiales con memoria de forma

Ciertos materiales presentan un fenémeno interesante, pues después de ser de-
formados pueden ‘“recordar” su forma original si son llevados a cierta temperatura.
Por ejemplo, si tomamos un trozo de alambre hecho de una aleacién de niquel y
titanio, lo deformamos cuantas veces queramos y después los calentamos con agua
hirviendo, éste retomaré su forma original. Este fenémeno es llamado efecto de
memoria de forma.

El efecto de memoria de forma, de acuerdo a Bhattacharya [Bha02], es una
manifestacion de la tranformacion martensitica. Esta es una transformacion de
sélido a sélido donde la estructura molecular cambia abruptamente a cierta tem-
peratura, la cual es llamada temperatura critica. Por ejemplo, como se muestra

(a) (d)

(b}

(c)

Figura 1.1: Ilustracion del cambio de fase martensitico
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en la Figura 1.1. Si el arreglo de las moléculas del sélido a una temperatura alta
(fase austenita) es como el que se muestra en la Figura 1.1(a), al enfriarlo (fase
martensita) y llegar a una temperatura critica éste cambia a una configuracién
rectangular como la de la Figura 1.1(b) o la de la Figura 1.1(c). Ademaés, este
proceso es reversible.

Tipicamente las configuraciones estables que aparecen por debajo de la tem-
peratura critica tienen menor simetria que las configuraciones a alta temperatura.
En este caso la fase cuadrangular tiene mayor simetria que la rectangular.

Una caracteristica de la transformaciéon martensitica es la presencia de mi-
croestructuras. Es decir, el sélido con configuraciéon molecular como la de la Figu-
ra 1.1(a), puede cambiar a la configuracion de la Figura 1.1(b) o la de la Figu-
ra 1.1(c) indistintamente. Sin embargo, no solamente puede presentarse una sola
configuraciéon si no una combinacién de ambas. Al hacer esta combinacién de
configuraciones, el sélido no debe romperse por lo que la combinaciéon debe ser
coherente como se muestra en la Figura 1.1(d).

Retomemos el ejemplo del trozo de alambre de niquel y titanio desde el punto
de vista de las microestructuras. A temperatura ambiente el alambre se encuentra
en su fase martensitica por lo que puede presentar distintas microestructuras,
de manera que al ser deformado las moléculas se reacomodan de tal forma que
su estructura molecular sélo cambia de una microestructura a otra, digamos de
Figura 1.1(b) a Figura 1.1(c). Por lo que al calentarlo hasta su temperatura critica,
éste regresa a su estructura de la fase austenita, digamos Figura 1.1(a), por lo que
retoma su forma original.

El objetivo de esta tesis es estudiar las microestruturas que aparecen en una
pelicula delgada de un material martensitico. Tomando como punto de partida un
modelo variacional en tres dimensiones para una material cuya geometria esta da-
da por un dominio cilindrico de altura h y base S C R?, el modelo para la pelicula
delgada se deriva como un limite asintético cuando h — 0. Mas precisamente se
considera el I'-1imite de la energia cuando h — 0. Este tipo de convergencia resul-
ta adecuado para nuestros propoésitos, ya que en el limite preserva la estructura
variacional de los funcionales de energia. Bajo ciertas hipétesis, el modelo para la
pelicula delgada resulta en un funcional de energia no convexo, el cual no nece-
sariamente tiene minimos tnicos. En este modelo, las microestructuras se estudian
como las sucesiones minimizantes de la energia, y las medidas de Young asociadas
a éstas.

Esta tesis se basa en el articulo de Bhattacharya y James [Bha99] en el cual se
analizé el modelo de pelicula delgada para el caso de elasticidad no lineal e incluye
los resultados que aqui se presentan.

1.2. Modelo

La pelicula delgada de grosor h y perfil S C R? ocupa una regién

—h h
Qh—{xERgtalque (xl,m2)65,2<:v3<2}.
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Una deformacion de la pelicula delgada es una funcion
@ :Q, — R? con @ = (U, Uy, U3).

Es decir, a cada punto

Figura 1.2: @ : Q), — R?

x = (21, 22,73) € Qp,
le asociamos el punto
u(z) = (u1(x), uz(x), us(z)).
La energia elastica debe ser invariante bajo translaciones rigidas, para ello defini-
mos el desplazamiento de una particula z = (21,29, x3) € ) como

u(z) = u(zr) — z.

En la teoria geométrica lineal de la elasticidad las deformaciones se miden en
términos del gradiente simétrico del desplazamiento u, es decir, de

Veu = % (Vu+ V7).

donde VT u es la transpuesta de la matriz Vu La energia se mide en términos de
las deformaciones, entonces estaremos interesados en funcionales de energia de de
la forma

Elu] = /Q o (Vou)de,

donde
© ngg — (0,00),
es una funcién que depende del material.

En los materiales con memoria de forma, el funcional de energia se anula (o
tiene sus minimos locales) en las configuraciones estables de menor simetria (o de
baja temperatura).

Bajo las hipotesis de la elasticidad geométrica lineal, los minimos de la energia
se modelan como matrices simétricas. En esta tesis se supondré que el material
tiene una transicion de fase ctibico a tetragonal, es decir, si definimos

—2 0 0 1 0 0 10 0
=0 1 0], U=[0 -2 o], Us;=(0 1 0],
0 0 1 0 0 1 00 -2
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a las tres deformaciones que corresponden a las tres fases (tetragonales) que no
“cuestan” energia, entonces

@(Ur) = ¢(Us) = ¢(Us) = 0.

Supondremos ademas que el funcional de energia es coercivo, es decir, si una
sucesion {ur} es no acotada entonces E[ur] — oo. Para esto supondremos las
siguientes condiciones de crecimiento para la funcién ¢,

(U =1) > oU) > ca (JU|* = 1) con 2 < ¢q < 6.

Sin embargo el funcional es no convexo, pues tiene més de un minimo, por lo que
no es posible garantizar la unicidad (o existencia) del minimo.

Al nivel del modelo, la hipotesis de que bajo las deformaciones el material no
se rompe, implica que u tiene que ser continua. Para satisfacer la continuidad, y
para la formacién de microestructuras, las matrices Uy, Us y Us deben satisfacer
relaciones de compatibilidad para mantener la coherencia entre las distintas fases.
Esto es, sean Qz, Q, C Qy tales que Vu = U, € Q; y Vu = U; € Q,, entonces
al integrar obtenemos

u=Uz+c" en QZ,

u=Uz+c €Q

donde c¢T y ¢~ son constantes. En la frontera entre Q,JLr y £, , se debe de cumplir

-

Uz

Hd_,,»-”

Figura 1.3: Qy,

que
(U —Up)z+ct —c™ =0. (1.1)

Si U; — Us # 0, entonces (1.1) define un hiperplano afin, por lo que
rango(U; — Us) = 1,
y entonces existen a y n € R? tal que

Uy —Us =an” =a®n.
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Como ademés U; y Uy son simétricas, tenemos que
a@n=(a@n)’ =n®a
y por lo tanto
U — Us zé(a®n+n®a).

Esta ultima igualdad se conoce como la condicién de salto de Hadamard, y es-
tablece la coherencia entre las distintas fases, o equivalentemente la continuidad
en la deformacion u.

Obsérvese que las matrices U; U, y Us satisfacen las relaciones de compatibil-
idad dos a dos. Es decir, para todo i, = 1,2,3 con i < 7,

1
Ui=Uj = 5 (ai; ®nij +ni; @ a;j),

donde los vectores n; ; apuntan en la direccién perpendicular a la transicién entre
U; y Uj. En este caso se tiene que

nig = (171,0), a2 =
, RN ,
1 1 1 1

niy3 = (\/5707 \/§> s a1,3 = ) s
1 1 1 1

ng 3 = (Oa Nk \@> ; a3 = <07 \@,—\@> .

Intercambiando los roles de n; ; ¥ a;; en cada caso, es claro que existen dos tipos
de interfaces planas entre las distintas variantes.

()

=
|

S

W N Ww N w
7N
>

1.3. Estructura de la tesis y resumen de resultados

Desde el punto de vista matemético, vamos a estudiar problemas variacionales
vectoriales (en R?®) no convexos. La determinacién del modelo para una pelicula
delgada se hara por medio del concepto de I' — convergencia (que se introducira
en el capitulo 3). Para utilizar este método es necesario regularizar el funcional
de energia por medio de un término de orden superior. Este término puede in-
terpretarse como una energia de superficie que penaliza las transiciones entre los
minimos de energia y tiene la forma

/ K |V2u|2 dx.
Qp

El funcional de energia resultante es convexo y tiene la forma,
€' (u) = / {KZ ]VQu’2 + w(Vsu)} dz,
Qp

donde L L
Qh:{xGRBtalque (z1,22) €5, _2<$3<2}.
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Nétese que, si en el funcional de energia € tomamos el limite h —, el dominio €,
se colapsa y la integral en € seria identicamente cero. Para obtener un resultado
no trivial en el limite A — 0, deberemos estudiar el funcional re-escalado €"/h,
re-escalar el dominio €2y, para trabajar en un dominio fijo, de la siguiente forma,

1

z1 = 21, 2o = Tg, z3 = El‘g, para todo x € Q. (1.2)

El primer resultado de esta tesis (capitulo 4) establece la energia reescalada %
tiene como I' — limite al funcional

Eo[u,b}:/S{n“vf,ufﬂvpbﬁ] + o(Vsu, b))}dzldzz,

cuando h — 0, y donde

e11(w) e12(u) % ng +b
(Vsu,b) = ea1(u) e2a(u) 3 ?fiﬁ + ba
L(3a+n) (52 +0) bs

donde

( )_1 8ui+6uj
=5\ 0z, " o

para i,j € 1,2, by, by, by € L%*(S), y tanto los e;; como by, by, by dependen
dUnicamente de z; y zs.

El modelo resultante para la pelicula delgada es convexo y por lo tanto no puede
modelar microestructuras. Para recuperar la no convexidad (y las microestruc-
turas), supondremos ahora que k = 0, y estudiaremos las sucesiones minimizantes
del nuevo problema no convexo,

/ @((Vsu, b))dzleQ
S

Estas sucesiones minimizantes las estudiaremos usando el concepto de medidas de
Young que se introduce en el capitulo 3. En esta direccién, el principal resultado
de esta tesis establece que dadas condiciones de frontera del tipo

FA = >\1U1 + )\QUQ + >\3U3

existe una sucesion minimizante {(Vsug, br)} tal que (Vsug, by) = Fy en la
frontera de 2, es decir, se tiene que

lim ©(Vsug, by)dz1dze = 0,

k—oo Jq
donde ademaés, los elementos de la sucesién tienen una geometria que esencial-
mente se ve como la Figura 1.4. La geometria de estas sucesiones es una de las
principales predicciones del modelo. Este resultado implica que las microestruc-
turas observables en estos materiales deberan ser parecidas a esta imagen.
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Figura 1.4: Microestructuras

Adn maés, las fracciones volumeétricas de las dintintas fases {Uy, Us, Us} estan
determinadas de manera tnica por las condiciones de frontera Fy (es decir, por
A1+ A2+ A3 = 1) y la medida de Young i asociada a {(Vsug, by)} viene dada por

1= A0y, + A2y, + A36y,.

La tesis se completa con un capitulo de introduccién a espacios de Sobolev y
un apéndice, donde por comodidad se introducen dos resultados necesarios que no
se demuestran por estar méas alla del alcance de esta tesis.



CAPITULO 2

Espacios de Sobolev

En este capitulo introduciremos la notacién, las definiciones y los resultados
sobre espacios de Sobolev que seran relevantes en esta tesis. Se incluiran las de-
mostraciones de algunos de los resultados o se hara referencia a los textos clésicos
donde se encuentran. La mayor parte del material de este capitulo fue tomado de
[Eva98] y [Cla09].

2.1. Espacios de Sobolev

Notacion. Denotamos por C°(€2) al espacio de funciones infinitamente diferen-
ciables ¢ : © — R con soporte compacto en €. A estas funciones les llamamos
funciones prueba.

Sea k un entero positivo, sea o = (o, ..., ) un multiindice de orden |a| =
ai + ...+ a, =k y supongamos que u es una funcién en C*(€2). Si tomamos una
funcion ¢ € C°(2) por la formula de integraciéon por partes, tenemos

/ uD%pdx = (—1)!° / D updz,
Q Q
donde N N
0430 _ ot 0%n o
Oz a7
Notemos que el lado izquierdo de la primera igualdad tiene sentido si u es local-
mente integrable, entonces podemos definir lo siguiente.

D

Definicién 2.1.1. Sean u, v € L}, (), y a = (a1, ...., ) un multiindice tal que
|a] = a1 +.... + a;,. Decimos que v es la a- ésima derivada débil de u, denotada

9
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por
D%u=w

si cumple lo siguiente:

/uDagadx = (71)‘04/ vpdx
Q Q

para toda ¢ en C°(Q).

Observacion. Sila a-ésima derivada débil de u existe, entonces es tunica salvo por
conjuntos de medida cero.

Definicion 2.1.2. Sea 1 < p < ooy k > 0. Definimos el espacio de Sobolev
WHkP(Q) como el conjunto de funciones u € L}, () tal que para todo multiindice
a con |a| < k la derivada débil D*u existe y estd en LP(Q), es decir,

WHhP(Q) = {u € L},.(?) tal que D*u existe y Du € LP(Q), o] < k} .

Ademas si u € W*P(Q) definimos la siguiente norma

1
(ngk Jo |1 D%ul? dx) ", 1<p<o

H“HWknp(Q) =
ngk sup essq |D*ul, p = 0.

Observacidn. La norma [[ul|yyr.2(q) estd inducida por el producto escalar

(w, V)yyrzg) = Z /Do‘u~D°‘vdﬂc. (2.1)
la|<k
Definicion 2.1.3. Denotamos por

Wy (Q)

a la cerradura de C2°(2) en L},

loc €ON Tespecto a la norma [[ul]y e )

Teorema 2.1.1. Para toda k = 1,2,... y 1 < p < 0o, el espacio WFP(Q) es un
espacio de Banach con la norma |[ul[yk.p(q)-

Demostracion.
Primero veamos que [|ul|y .., (q) €s una norma. Claramente

[Nl = M ey

[ull iy = 0 siy solo si u= 0 casi donde sea.
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Verifiquemos la desigualdad del tridngulo. Sean u,v € W*P(Q). Si 1 < p < oo
tenemos que

D=

lu+vllwrmy = | D 1D+ D],
lo| <k
1
P
p
< [ 32 (Il + 10l )
lo| <k
<[ S0l |+ [ D2 1Dl
lo| <k || <k

= ullyrr ey + Tollrray

donde primero usamos la desigualdad del tridngulo para la norma en LP y de-
spués la desigualdad del tridngulo en R™. Podemos aplicar un proceso analogo
para p = oo

Ahora veamos que W*P(Q) es completo. Sea {u,,} C W¥P(Q) una sucesion
de Cauchy, es decir, para toda € > 0 existe N tal que

||un - um“Wkp(Q) < € si n,m > N.

Entonces

=

Z / D%y, — D%up|Pdz | <€ sin,m> N.
la]<k /¢

Por lo tanto, para cada |a| < k

1

(/ |Daun—DO‘um|pdx>p <e sin,m>N.
Q

De manera que, para cada |a| <k, {D%u,},,y €s una sucesion de Cauchy en
LP(Q2). Como LP(Q2) es completo, existen funciones u, € LP(2) tales que

D%,y — ug en LP

para cada |a| < k.
Denotemos u = u,..,0)- Veamos que
u € WHP(Q) y D = uy,. (2.2)
Sea ¢ € C°(€2). Entonces por la desigualdad de Holder

/ uD%pdx — / um D*pdz| < [[u—um| 1o D¢l L4(q) — 0 cuando m — oco.
Q Q
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para p y q tales que = + % = 1. Por lo tanto

1
P

/’U,Datpd,%: lim U DY pdx
Q

m—o0 Q

= lim (—1)‘a|/Daum<pdx
Q

m—o0

= (=1)l /Quagoda:.

Por unicidad de la derivada débil, (2.2) es cierta, es decir D%u,,, — D“u en LP(2).
Entonces u,, — u en W*?(Q). Por lo tanto W**(Q) es completo.
O

Observacion. En particular para p = 2, W*2(Q) es un espacio de Hilbert y se
denota por H*(Q).

2.2. Aproximacion

Definicién 2.2.1. Sea n € C*°(R") dada por
1 i
n(x) = cexp <‘I|271> si |z < 1,
0 silz|>1,

donde c es tal que [, n(z)dz = 1. Para toda e > 0, definimos
1 x
ne(z) = 577 (E) .
Definicién 2.2.2. Sea 1 < p < oo, definimos la regularizacién de u € W*?(Q)

como
ut =Mk,

es decir,
ut(z) = / ne(x —y)u(y)dy  para toda x € Q. ,
donde Q. = {z € Q tal quz dist(z, 00) > €}.
Notacion. Sean €' C € abierto, escribimos que
Q' cc
si Y C Qy Q es compacto, donde € es la cerradura de €Y.

Teorema 2.2.1. Sean u € Wk’p(ﬂ) y 1 <p<oo, entonces existen funciones uc
tales que

i) u® € C™(Qe) para toda € > 0
ii) Sea Q' CC Q, entonces |[uc|| 1oy < llullpsiq)

iii) ut — u en W,oP(Q) cuando € — 0.
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Demostracion.
1.Veamos que i) es cierto. Sea x € Q. fijo, ¢ € 1,...,n. Tomemos |h| < € tal que
x + he; € Q.. Entonces

() = lfm = [u(z + hes) — u(x)]
S R

Caim & [ L] (B (P28 | ) d
_h—)OEn Q/hn € n € y y

Para algin ' C Q compacto, ademés como n € C*°(R™)

o1 z+ he; —y T—y 10n (z—y
%%h[n( € > 77( € )]%eaxi €

uniformemente en ', por lo tanto,

T hD0 en Qb K € T\ e e
1 1 T+ he;, —y r—y

€en Q%E’%h[n< € )‘77( € )}u(y)dy

! on (x—y

~o Ll ()|

B /Q [gz (= y)] u(y) dy.

Argumentando andlogamente para las derivadas de orden superior concluimos que

u® € C*°(Q,) para toda e > 0.

2. A continuacién probemos i4). Sea u € W*P(Q) con 1 < p < oo y denotemos

% =1- %. Tomemos un conjunto abierto Q' CC Q. Veamos que

ey < el oy -
En efecto,

ju ()| =

/ ne(x — y)u(y)dy
B(z,e€)

1 1
</B( )ne(x—y)qne(x—y)PIU(y)ldy

Por la desigualdad de Hélder tenemos

ju ()] < ( /B ( )m(m—yﬂi)qdy)

)

< / ne — y>|u<y>|pdy>
B(z,e€)

Q=
=

( / el — y><i>P|u<y>de>
B(z,€)

D=
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Elevando a la p, e integrando de ambos lados con respecto a la variable = sobre
', tenemos

[ w@par< [ ( IR y>|u<y>|pdy) dr

< /Q fu(y)l? ( /B RS y)da:> dy (2.3)

= [ i,

3. Ahora, veamos que
u® — wen LY (Q) cuando e — 0 . (2.4)
Como las funciones continuas son densas en L?, sean w € C(Q)) y § > 0 tal que
l[u = wllpp gy <0
Entonces

f[u® — uHLp(Q’) < uf - weHLP(Q’) + [|w = w”LP(Q’) + flw— UHLP(Q’)
< 2w = wll gy + [0 = wll Loy

< 20 + [Jwf - w”Lp(Q')
Como w* — w uniformemente en LP(Q') ! tenemos que
[[uf — uHLT—'(Q’) < 39.
Como ¢ es arbitraria, tenemos (2.4).

4. Notemos que si |a| < k entonces
D%uf = 1, * D%u, para toda u € W*P(Q). (2.5)

En efecto, sea = € Q.
D*uf(z) = D2 ( /Q Ne(x — y)u(y)dy>
= / Dine(z —y)u(y)dy
Q
= 0! [ Dgnle— y)ut)dy

= (~1)lel(—1)el ( [t~ y)D;u@)dy)

= ne * D%u(x).

1Veéase Apéndice
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5. De (2.4) y (2.5) deducimos que

D% — D% en L?

loc

(©) cuando € — 0 .

Tomamos Q' CC 2, entonces
[[u® — U||Wl’;f(9) = |Zk | D%uf — DaUHLfoc(Q) —0
al<

cuando € — 0, por lo tanto 4ii) a
En el siguiente resultado demostraremos que las funciones en el espacio de
Sobolev W*:P(Q) pueden aproximarse, en el interior de  por funciones suaves.

Teorema 2.2.2. Supongamos que ) es acotado. Sea v € WFP(Q) para algin
1 < p < 0o. Entonces ezisten funciones u,, € C*(Q) N WH,P(Q) tales que

Uy — u en WFP(Q).

Demostracion. Definimos Q) = Q43 — Q.1 donde
1
Q= {x € O tal que dist(z,00) > z} 1=1,2,..

Observemos que Q = (=, Q.
Tomemos un conjunto Qf CC Q tal que Q = (J;2, Q. Sea {¢;};~, una particién
de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {€2;}:° . Es decir,
GEeCT(y), 0<G<1 vy
YcoG=1 enq.

Sea u € WHFP(Q), entonces (;u € WHP(Q) y sop(Gu) C Q.

Fijemos ¢ > 0y tomemos ¢; > 0 suficientemente pequeno tal que u; = 7, *((;u)
satisfaga que
{ ”ul - (zuHWkp(Q) < % (Z =0,1, )
sop u; C QY (t=1,..),
donde Q;/ = Qi+4 —E D) Q,IL (’L =1, )
Sea v =Y_:7, u;. Esta funcion esta en C*°(Q), ya que para cada ' CC Q la suma
tiene s6lo un nimero finito de términos. Como u = Z;’io (;u, tenemos que para
cada Q' cc Q

o0
lo = gy < D s = Gl o
=0

=1
5§2T

=J4.

IA

Tomando el supremo de los conjuntos ' C £ obtenemos que ||v — u||Wk,p(Q) <.
Dado que d es arbitrario el resultado se sigue.
O
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Corolario 2.2.3. Sean Q) conexo y u € WHP(Q) con 1 < p < oo tal que
Du=0 casi para todo x € ).

Entonces u es constante casi para toda x € )

Demostracion. Sea D*u = 7. * u, entonces
D u® =ne x Dyu

=/3Mx—yﬁhww@
Q

/m@—wwy
Q
0.

Por lo tanto, u¢ = cte pues € es conexo. Ademaés sabemos que existe una subsuce-
sion {u} de {u} tal que

u’ (z) = u(x) casi para todo = € ',
donde ' cC Q. Entonces,

u(z) = u(y)| = u(z) —u(z) + u(y) — u(y)|
< Ju(@) —u(y)| + [u(y) — u(y)

Como la desigualdad es cierta para toda € > 0, concluimos que

u(z) = u(y)| =0,

y por lo tanto
u = cte.

O
Ahora extenderemos el resultado anterior, aproximando las funciones en WP (€2)
hasta la frontera de €2, cuando 0f2 es regular.

Teorema 2.2.4. Supongamos que 0 es acotado y OQ es C'. Sea u € WF2(Q)
para algin 1 < p < co. Entonces existen funciones u, € C>®(Q) tal que

Uy — u en WHP(Q).

Demostracion. Sea xy € 9Q. Como 0 es C!, existe una constante r > 0 y
v :R*"! — R una funcién C' tal que, cambiando el sistema de coordenadas si es
necesario, satisface

QN B(2°,r) = {x € B(z° 1) tal que z,, > (21, ..., 1) } -
Sea © = QN B(a°, ). Para z € © y € > 0 definimos el punto

¢ =2 + Aee,.



2.2. APROXIMACION 17

B(x,£)

B(»x" r)

Entonces, para A > 0 suficientemente grande tenemos que la bola B(z€) C
QN B(2° r) para toda x € © y € > 0 pequefia. Ahora, trasladamos la funcién u
una distancia Ae en la direccién e,,, es decir, para z € ©, definimos la funcién

ue(z) = u(z®) = u(x + Aeey).
Sea v¢ = 7, * u,, claramente v¢ € C*°(Q), veamos ahora que
v — uen WHP(O).
En efecto, tomemos un multiindice « tal que |a| < k, entonces
10 = Dull (o) < 1D = D*ul () + 1D%ttc — Dl (o

Por el Teorema 2.2.2, el primer término de la derecha tiende a cero; y como la
traslacién es continua en la norma LP, el segundo término es igual a cero en el
limite.

Sea § > 0. Como 952 es compacto, existe un niimero finito de puntos z¥, constantes r; >

0, conjuntos ©; = QN B(z?, %) y funciones v; € C*°(O;) tales que

19 2
N
T
N C ﬂ B($?7 5)7 y ”vl - u”kap(@J <. (26)

=1

Tomemos un conjunto ©9 CC 2 tal que Q = ﬂé\;o O;, entonces por el Teorema
2.2.2 existe una funcion vy € C>(0y) tal que

oo — ullyyin oy < 9 (2.7)

Por ultimo, sea {Ci}i]io una particiéon de la unidad subordinada a los conjuntos
abiertos {@Z—}f\;o en Q. Seav = Zij\io ¢;vi, claramente v € C*°(Q2). Ademas, como
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u = Zz‘]\;o ¢iu tenemos que para cada |a| < k
N
|ID%v — Dul| ) < Z [ D*Cv; — DaC“”Lp(@ )
i=0

C<

-

I
<

Hvi —U”Wk,p(@i)
K

<C

=
S

por (2.6) y (2.7). O
Corolario 2.2.5. Para cada u,, € C*(Q) del Teorema 2.2.J se tiene que,
[wmll Loy < llell o -

Demostracion. Sean u,, y ©; como en el Teorema 2.2.3, entonces que para
cada |a| < k

=

D% | o0y < Z | D Cug ||LP
=0

Z 1D Cull Lo o,

=0
= ||D CUHLP(@)

2

La segunda desigualdad es consecuencia del inciso i) del Teorema 2.2.1 O

2.3. Extensiones

Ahora veamos que si la frontera de € es regular, siempre podemos extender
una funcion u € WHP(Q) en WHP(R™).

Teorema 2.3.1. Sean Q acotado y 02 € C'. Tomemos un conjunto abierto y
acotado © tal que Q CC ©. Entonces existe un operador lineal acotado

E:W'P(Q) — WhHP(R™)
tal que para cada u € WHP(Q)
i) Eu=u casi para todo punto en )

1) FEu tiene soporte en ©

i) N Eullyrr@ny < Cllullyre)
donde la constante C sdlo depende de ), p y ©.
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Demostracion. Primero veamos que para z° € 9, podemos identificar a una
vecindad V de 2° con un subconjunto del plano {z,, = 0}. Sea 2° € 9Q, como
0 es C!, existe una constante r > 0 y un difeomorfismo

D:V — B=DB(@’")
tal que

D) =4 y DOQNV) C {y, = 0}.

Definimos
{ Bt =Bn{y, >0}

B~ =Bn{y, <0} (2.8)

entonces D(V N Q) = BT,
Sea u € W1P(Q) y consideramos la funcion

para toda y € BT.

Por el momento supongamos que u € C*°()). Entonces definimos

!

o uw'(y) siye Bt
" (y) B { —3u/ Y1, Yn—1; _yn) + 4U/(y1, sy Yn—1, 7%’") si yE B~. (29)

Comprobemos que
u' € CY(B).

Para esto, denotemos v'* = @/|g+ v '~ = @'|g-. Veamos primero que
) B B

u;f = uil_ en {y, =0}.

En efecto, de (2.9) tenemos

ou'~ ou’ ou’ —Yn
8yn (y) - 37(y1, csYn—1, 7yn) - 287%(341’ sy Yn—1, T) (210)

y por lo tanto
I+ o=
uyn |{yn:0} - uyn ‘{ywzo} :
Ahora, como u/* = u'~ en {y, = 0}, también se cumple que
ugf =, en {y, =0}
para ¢ = 1,...,n — 1. Entonces, para cada |a| <1

DQU/J'_ | {yn:(-)} = Dau/_ |{yn:0}’

y por lo tanto

a' € CY(B).
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Ademas, usando (2.10) podemos verificar que para una constante C, que no
depende de u/,

1@ llwrem) < ClE sy - (2.11)

Como 05 es compacto, existen un ntimero finito de puntos z? y 49, conjuntos
abiertos V;, bolas B; y extensiones @, de v’ en V;, como arriba, tales que 9Q C
U, V;. Tomemos Vy CC Q de manera que Q@ C N, Vi, y sea {;}:2, una
particion de la unidad subordinada a las bolas B; para ¢ = 0,1, .., N. Escribimos
' =Yy miu;, donde ufy = u.

De (2.11) tenemos que

N N
||ﬂ/HW1,p(U By = Z ||77¢ﬂ;||wlm(3i) < Zci ||77iﬂ;HW1,p(Bj)
i=0 i=0
N
<Y Imttllwinsr
i=0
donde ¢ = méx;—g, .. n ¢;. Ahora, como
Il sy < €N wangssy < ¢ 1w s
Por lo tanto
”ﬂ/”WlJ’(U B;) <C ||ﬂ/HW1,p(U B
Pasando a la variable z, obtenemos la desigualdad
HﬂHWLP(D(U B = ¢ ||71||W1,p(ﬂ) :

Denotemos © = D(|J B;) y observemos que u tiene soporte compacto en © por lo
tanto podemos extender u como 0 en R™, entonces

12lly1.0@ny < C llllyrpg) -
Denotemos Fu = u y observemos que la funcién v — Fu es lineal.

Por tltimo, supongamos que u € W1P(Q) y sea u,, € C*®(Q) tal que u,, —
u en WHP(Q), entonces

| Bt — Eul”Wl,p(Rn) < Clum — ul”WhP(Q) :

Por lo tanto, { Eu,,} es una sucesion de Cauchy y converge a @ = Fu.

2.4. Traza

En esta seccién introduciremos el concepto de traza, el cual da sentido a los
valores en la frontera de una funciéon en W17 (Q).
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Teorema 2.4.1. Sea Q2 acotado con O € C*. Entonces existe un operador lineal
T:WhP(Q) — LP(09)
tal que

i) Tu=ulgn siu€ WP NC(Q)

i) NTull ooy < Cllullwe)-

Demostracion. Sean 20 € 99 fijo y V una vecindad alrededor de z°, como
00 € C! al igual que en la seccién anterior existe un difeomorfismo

D:V = B(0,r) CR
donde D(z°) = 0. Entonces, sea B = B(0,r) C R", definimos

{ BY =Bn{z, >0}

B~ =Bn{z. <0}. (2.12)

Por lo tanto, podemos identificar a 92 cerca de z° con {z,, = 0} y suponer que

{B+ cQ

B~ CR"—Q. (2.13)

Primero supongamos que u € C1(Q). Sea ¢ € C°(B) tal que ( > Oen By
(=1 en B(0,%). Denotemos I' = 90N B(0, 5). Sea 2’ = (z1,...,xp,—1) CR" ! =

{z, = 0}.
Entonces

/|u|p dx’ S/ ¢ ul? dx’
T {z,=0}
—— [ €l ds
B+

—/+ [ul? Cs,y +p|u\p71 sign(u)ug, Cdx.
B

Aplicando la desigualdad de Young al segundo sumando tenemos

/|u|pdx’ gc/ uf? + [us, [P da.
T B+

Por lo tanto
/|u|p dz’ < C/ |u|” + |Dul? dz < C’/ |u|” + |Dul? dx.
r B+ Q

Como (2 es acotado 0f) es compacto, existe un nimero finito bolas B; y con-
juntos T';, i =1,..., N, tal que 9Q = |JT';. Entonces, por la desigualdad anterior

||u||Lp(aQ) <cC ||u||W1,p(Q) :
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Por lo tanto, si escribimos
Tu= ’u|aQ

tenemos que
”TuHLp(aQ) <C Hu”vvl,p(g)

donde C no depende de u. Sea u € WLP(Q), entonces, por el Teorema 2.2.3, existen
funciones u,, € C~(Q) tal que wu,, — u en W1P. Entonces

1T, — Tul”Lp(aQ) < Cllum — ul”wlm(g) ;
por lo tanto {T'uy, } es una sucesion de Cauchy en LP(99Q). Podemos definir

Tu= lim u,,.
m— 00

Siu € WHPNC(Q) las funciones u,, € C*(Q) convergen uniformemente a u en .
Por lo tanto
Tu= u‘ag.

Definicion 2.4.1. A Tu le llamamos la traza de u en €.

Teorema 2.4.2. Supongamos que ) es acotado y que IQ es C'. Sea u € WP(Q).
Entonces
we WyP(Q) siy sélo si Tu=0 en Q.

Demostracion. Seau € Wy'*(€), por definicion existen funciones u,, € C2°(f)

tales que
Up — u en WHP(Q).

Como T'u,, = 0 para toda m, y ya que
T:WhP(Q) — LP(09)
es un operador lineal continuo, tenemos que

Tu =0 en 0.

La demostracion de reciproco se puede consultar en [Eva98] pags 259-260. [

2.5. Desigualdades de Sobolev

En esta seccion enunciaremos algunas desigualdades que seran ttiles para la
siguiente secciéon. Por economia de espacio no se daran las demostraciones, las
cuales pueden ser consultadas en [Eva98].

Definicion 2.5.1. Si 1 < p < n, el conjugado de Sobolev de p es

. np

n—p
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Teorema 2.5.1. Sean 1 <p<nyu¢€ Wol’p(Q). Entonces existe una constante
C que sdlo depende de n y p tal que,

[l o= gny < ClI1Dull Lo @eny -

Teorema 2.5.2. Sea 2 € R™ un subconjunto abierto y acotado de frontera suave.
Supongamos que 1 < p < n y que u € W1P(Q). Entonces u € L (Q), con la
estimacion

l[ull o @ = C ||u||W17P(Q) ;
donde C depende de solamente de p, n y (2.

2.6. Compacidad

En esta seccién definimos la nocién de convergencia débil y algunos resultados
de compacidad que seran importantes para los resultados de esta tesis.

Definicién 2.6.1. Una sucesion {u,,}-_, C H*(2) converge débilmente a u
en HF
U — U

si, para cada w € H*, se cumple que

”}EHOO (Umvw>m(n) = <u’w>H’V(Q) J

donde (, ) zx(q) es el producto interior definido en (2.1).

Para espacios de Hilbert de dimensién infinita las sucesiones acotadas no nece-
sariamente tienen subsucesiones convergentes, sin embargo, como veremos en el
siguiente resultado, si tienen subsucesiones que convergen débilmente.

Teorema 2.6.1. Toda sucesion acotada en H* () contiene una subsucesion dé-
bilmente convergente en H*((2).

Demostracion. Sea {u,,} -_, una sucesién acotada en H*(Q), y sea ¢ € R tal
que
||um || < ¢ para toda m € N,

de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que
[ (tm, ur)| < flum| [Jur ]| < 2¢. (2.14)

Por lo tanto, existe una subsucesion {u,,, } C {u,,} tal que, la sucesion de ntimeros
reales {(um,,,u1)} es convergente.

Analogo a (2.14) se sigue que {(u,,,,us)} esta acotada en H*(Q) y, por lo tanto,
existe una subsucesion {um,} C {um,} tal que, {{um,,us)} es convergente. De
manera inductiva obtenemos para toda j € R una subsucesion {up, } C {tm,_, }
tal que, {(um,,u;)} es convergente.

Tomemos la sucesion diagonal {uy,,, } C {un}y notemos que para j < m la suce-
sion {um,, } C {um, }, por lo tanto,

{(tm,,,u;)} converge en R cuando m — oo para toda j € N.
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Sea V = lm({uj};il) el espacio generado por {u]}joil Como el producto
escalar es bilineal, tenemos que {(uy,,,,v)} converge para cada v € V.
Ahora tomemos z € V. Para cada ¢ > 0 existe v € V tal que

€
_ <
B U||Hk(sz) = e

y mo € N tal que

sim,l > mg.

|

[(um,,, =, 0)| <
Por lo tanto,

|<umm _ulz’z>| < |<umm _ulz7z_v>| + |<umm _Ull7v>|

< lum,, —w, HHk(Q) llz — UHHk(m + [{um,,, — 1, )]
§2c4ic+§:e si m,l > my.

De manera que para cada z € V, {(u,,,, —w,,2)} es una sucesién de Cauchy en
R y por lo tanto, es convergente.

Por tltimo, debido a que V es cerrrado, todo w € H*(2) se puede escribir como
w=z+yconz€cVyyec VL, En consecuencia,

(U w) = (U, 2) + (Um,,, Y) = (Um,,, 2)
por lo tanto, {{u,,, ,w)} converge para toda w € H*(Q).
Sea F : H*(Q2) — R, dada por
Flu) = lim (i),
esta funcién claramente es lineal, y continua pues
(s 0) < [, || e @) 10l ey < ellwllpr)  para toda w € H*(R)
de manera que
|Flw]| < cllw||gr@)  para toda w € H*(Q).
Por el Teorema de representacion de Fréchet-Riesz 2, existe u € H*(Q) tal que

lm (up,, ,w) = Flw] = (u,w)  para toda w € H*(Q).

m—r oo
Por lo tanto u,,, — u en H*(2), y el Teorema esté demostrado. O

Definicion 2.6.2. Sean X y Y espacios de Banach. Decimos que X estad com-
pactamente contenido en Y, denotado por

X ccy,

2Vease [Cla09] pags 290-291
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si
i) |lz|ly < Clz|x con z € X para alguna constante C

#1) Toda sucesiéon acotada en X tiene una subsucesion convergente en Y.

Teorema 2.6.2. Supongamos que Q) es un subconjunto abierto y acotado de R™,
y que 0 es C1. Sea 1 < p < oo, entonces

WhP(Q) cc LY(Q)
para cada 1 < g < p*.

Demostracion.
1. Como 2 es acotado, el Teorema 2.5.2 implica que

[ull Lo- () < Cllully.r (2),
donde C so6lo depende de p y n. Ademaés, para 1 < ¢ < p* fijo
[ull Loy < Mullpos @) < Cllullyrsq) - (2.15)
Por lo que tenemos
WhP(Q) c LY(Q).
S6lo basta demostrar que si {u,,}-_, es una sucesion acotada en W1(Q),
entonces tiene una subsucesion {um]. }::1 que es de Cauchy en L9(Q).

Por el Teorema de Extension, podemos suponer que {u,,}._, C WHP(R™) y que
las sucesiones {um}f;:l tienen soporte compacto en © D (2, ademés por hipotesis

sup ||um||W1,p(@) < 0. (2.16)
m
2. Primero estudiemos la regularizacion de uy,,
Uy, = Ne * Uy con € > 0,

Podemos suponer que el soporte de las funciones S, también esta contenido en ©.
Notemos que

Uy, — Upy, en LY(O) cuando € — 0, uniformemente en m.

En efecto, supongamos que u,, es suave, entonces

U, () — () = /B o T ) )y

o

1
= —6/ ne(y)/ Duy, (z — ety) - ydtdy
B(0,1) 0

La
1)m(y) /O @(um(ﬂc*dy))dtdy

Entonces

1
[ @) = un@isl < [ o) [ [ 1Dun(o— ety) -yl dadedy
e B(0,1) o Je
ge/ | Dy, (2)] dz.
(C]
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Por aproximacién en WP, esto es cierto para u,, € W'?(0). De manera que

[ty = tmll 10y < €l[Dumll 1 o)
< eC ”DumHLP(@) ’ (2'17)

la dltima desigualdad ya que © es acotado.
Sea % =0+ (129), 0 <0 < 1. Como 1 < g < p*, por la desigualdad de
interpolaciéon de espacios LP

0 1-6
llur, — um”m(@) < g — “m”Ll(@) s, — UmHLp*(@) )

entonces de (2.15) y (2.16)
€ € 0 € 1-6
llum, — um”Lq(@) < lup, — Um”Ll(e) l[umm — umel,p(@)
€ 0
< Clluy, — Um||L1(@) ;
Por lo tanto, con (2.17) deducimos que
us, — Uy en L9(0©) cuando € — 0, uniformemente en m.

3. Ahora veamos que para cada e > 0, la sucesion {u$,} -_, es uniformemente
acotada y equicontinua.
En efecto, sea x € R", entonces

s, ()] s/B( e =) e )

|Q

< oo

S

< o0 (Ton <

< mell, (R )||“m||L1(@) =7

para toda m, por lo tanto {u$,} °_, es uniformemente acotada.
De igual manera, para toda m,

|Dus, ()] </B( e =) )] dy

C

S mell oo gy lumll 10 < en+l < oo,

por lo tanto {uS,} ~_, es equicontinua.

4. Como las funciones de {um}fnoz1 tienen soporte compacto en ©, entonces
las funciones de {u&,} ~_, también tienen soporte compacto en ©. Utilizando el
criterio de compacidad de Arzela-Ascoli 2, tenemos que existe una subsucesion

oo
{uﬁn]} ) de {ut,}°_, tal que converge uniformemente en ©, en particular,
m=

€
mpg

Li©)

z €
lim sup Humj —u
J,k—o00

3Véase Apéndice secciéon A.1
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Por lo tanto, para toda § > 0 existen J, K tales que

1;’,51331;9 [ty = s | o

— 11 € € € €
= limsup Humj = Uy, F Uy, = Uy = Upyy, - Upy,

J,k—00 L1(0)

<h'msup”um. —us + limsup ||u, —u
— m; m mg
j,k%oo J J L‘I((—)) j,k*}OO || k HLQ((—))
+ lmsup ||ug, — us,,

j,k—00 J *liLa(o)
<.

siempre que j > J y k > K. 5. De la afirmacion anterior tomamos § =1, 3, &, . . .,

y usamos un argumento estandar de diagonalizacién para obtener una subsucesién
{um, } de {un,} tal que

lim sup ||tm, — umkHLq(@) = 0.
l,k—o0

Por lo que {u,, } es de Cauchy en L7(2). O

2.7. Estimaciones

En esta seccién demostraremos algunas desigualdades que serdn necesarias.
Una version de la desigualdad de Poincaré para funciones en W2?(Q). Ademés
una desigualdad de interpolacion para funciones en W22(Q) N Wy2(€).

Teorema 2.7.1. Sea u € W12(Q). Supongamos que ) es acotado y convexo,
entonces

/Q () ? do < 2diam(Q)2/Q Dy, () da + 2dz‘am(Q)/m lu(z)? da

Demostracion. Definamos L(x') y R(z') tales que para todo (z/,z,) € Q con
2’ fijo, L(z") <z, < R(z'). Como Q es convexo, L(z’) y R(z') estan bien definidos
y son unicos.

Sea u € C*°(Q), por el Teorema fundamental de calculo tenemos que

w(@', z,) —u(z’, L(z")) = / Dyu(z',y)dy.

L(x")

De la desigualdad del tridngulo para nimero reales y por la desigualdad de Holder
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R(x)

Xn

obtenemos,

e 2 < [ Dyula’ )l dy + ule’, L)

L(z")
1 1
Ra) \? [ R@ :
(!, 2,)] < / 1dy / @ Py |+ u, L))
L(z")
R(:r 3
1
— |R() — L(z')} \Duz Dy |+, L))

Usando que para cada 2/, |R(z') — L(2’)] < diam(Q2) y elevando al cuadrado
obtenemos

R(z")
u(a’, z,)[* < 2diam(€2) / |Dyu(a’, y)[* dy + 2 u(a’, L(z'))[.

L(x")
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Integrando con respecto a la variable x,,

R(z") R(a") R(z")
/ lu(z’, z,)|” dz,, < 2diam(Q) / / |Dyu(x’,y)|2 dydz.,
L(z") L(z') L(z")
R(z")
+2 / lu(z’, L(2")|* da,
L{z")
R(z') R(2)
/ (!, 2,)|? dy, < 2diam ()’ / IDyu(a’,y) dy
L(a’) L(z’)

+ 2diam(Q) |u(z’, L(z"))|.

Integrando con respecto a z’, se obtiene

w(z)|? dz iam(Q)?2 w(z)|? dz iam w(z'. L(z')|? do'.
/Q|<>\d§2d (9)/0\Dy<>|d+2d (Q)/QL'(’L( DI d

La dltima integral del lado derecho de la desigualdad puede acotarse con
/ lu(z)|* dS, por lo tanto
o9

ux2ac iam 2 u;v2x iam ux2 .
[ @) do < 2dinn(2)? | Dyu(o)] do + 24 m)/m\(nds

Por aproximacion, se tiene el resultado para toda u € W12().
|

Teorema 2.7.2. Sean Q C R” yu € W>2(Q) N W,%(Q), con dQ € C'. Entonces
2 .
||Diu||L2(Q) < ||Di2u||L2(Q) ||u||L2(Q) ;o 1=1,2,3

Demostracion. Sea u,, € C°(Q) tal que u,, converge au en W,'*(£2), entonces
/ |Dium|2 dx = / Djiuy, Diupde.
Q Q

Integrando por partes, tenemos que
/ |Dmm|2 dx = —/ Dfumumdx + Diupupvidz
Q Q a0

= 7/ Dfumumdx
Q

§/ |Di2umum|dx.
Q
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Por la desigualdad de Holder obtenemos

: :
Q Q Q

Del Teorema 2.2.1 inciso i) tenemos que

Q Q Q

1,2 .
Como wu,, converge a u € Wy"*(£2), concluimos que

2 .
[ Diull7, ) < HD?uHLQ(Q) lull,), Para toda i.



CAPITULO 3

Técnicas variacionales

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados del calculo de
variaciones. En particular el método directo y la nocién de I'—convergencia. Los
resultados de esta seccion fueron tomados de [Eva98] y [JLJ98].

3.1. Meétodo directo del calculo de variaciones

Supongamos que 2 C R™ es un conjunto abierto y acotado con frontera suave,
es decir, 092 € C*°. Sea

L:M"" xR" - R.
A la funcién L le llamamos Lagrangiano y usaremos la siguiente notacion.
L=L(P,z) = L(p},p},....p", 2%, ..2")

para P € R"*", z € R", donde

pi Py
P =
pY - Dn

Ahora, consideramos el funcional

Elu] = / L(Vu(z), u(z))dz
Q
definido para funciones

uEA:{ueHltalqueTu:g}

31
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donde g : 002 — R™ dada, y

g—;‘i(:v) g%i(x)
Vu(x) = )
S () . Jen(x)

es la matriz de derivadas parciales de u en x.

3.1.1. Coercividad

Definicion 3.1.1. Decimos que el funcional E es coercivo si existen constantes
a >0, >0 tales que

Elu] > o / Vul?dr — 19,
Q

de manera tal que E[u] — oo cuando |Vu| — oo
Observacion. Notemos que para que E sea coercivo basta pedir que
L(Vu,u) > a|Vul? - 3 (3.1)

para o > 0, 8 > 0 constantes.

3.1.2. Semicontinuidad inferior débil

Sea
m = ,},EEE[“’C] (3.2)

P oo
y tomemos una sucesion {uy},_; tal que
Elug] — m,

a la cual le llamamos sucesién minimizante. La coercividad nos garantiza que

la sucesion {uy},-, estd acotada en H' y por lo tanto debido al Teorema 3.6.1
. /_., o0 L1 - 1

existe una subsucesién {ukj }j:1 débilmente convergente a u en H".

Sin embargo, no podemos garantizar que Efuy;] — E[u] pues en la mayorfa de

los casos el funcional E no es débilmente continuo. Para demostrar la existencia

de un minimo es suficiente pedir, la condicién més débil

Elu] < liminf Efuyg,].
j—o0

En este caso, usando (3.2), tenemos que
Elu] <m,
lo que nos garantiza que u es un minimo.

Definicion 3.1.2. Decimos que E es débilmente semicontinuo inferior en
H1, si
Elu] < liminf Efuy]
k—o0

cuando
up — u débilmente en H'(Q).
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3.1.3. EIl método directo

Teorema 3.1.1. Supongamos que L satisface la condicion de coercividad (3.1) y
que E es débilmente semicontinuo inferiormente. Entonces eziste al menos una
funcion uw € A que satisface

Elu] = gléﬂE[w]

Demostracion. Sea m = infyecq E(ug). Si m = oo no hay nada que de-
mostrar, entonces supongamos que m es finito. Tomemos una sucesion minimizante
{uy},—,, de manera que

Elug] = m. (3.3)

Podemos suponer que 8 = 0 en la condicién (3.1) de otra forma podemos considerar
L =L+ 3. Entonces L > o|P|?y

E[w] > a/Q|Vw|2dx. (3.4)

Como m es finito de (3.3) y (3.4) tenemos que

sip [[Vur||p2 o) < oo. (3.5)

Ahora, por la desigualdad de Poincaré, del Teorema 3.7.1, tenemos que
lurll2) < ClIVugl[20) +C < C

Por lo tanto, supy, ||ur||z2(q) < oo. De esta desigualdad y de (3.5) concluimos que
la sucesion {uy},-, es acotada en H'.

. . . . o0
En consecuencia, debido al Teorema 3.6.1, existe una subsucesion {ukj }j:1 C
{uy}re, y una funciéon u € H' tal que

uy, — u débilmente en H' ().

Como E es débilmente semicontinuo inferiormente entonces, F[u] < liminf; . Eluy,]| =
m. Ademéas u € A, por lo tanto

E[u] = m = min F[w].
weA

3.2. I — convergencia

Ahora definiremos la nocién de T' — convergencia, la cual hace rigurosa la idea
de que una familia de funcionales semi continuos inferiormente deberan converger
en algin sentido, y que sus minimos deberdn estar relacionados.
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Definiciéon 3.2.1. Sea X un espacio métrico y Ej : X — R funciones con h € N.
Decimos que Ej, I'— converge a F,

E=T lim E,
h— o0
siempre que:
i) para toda sucesién {xp},., que converge a algin z € X,
Elz] < liminf Ep,[2z,]
h—o0
i1) para toda x € X, existe una sucesion {ry}, .y que converge a x y ademaés

Elz] = hlirrgo Eplxp).

3.2.1. Ejemplos

Para establecer algunas propiedades de la I' — convergencia estudiaremos al-
gunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.2.1. Sea h € N. Fj, : R — R dada por

1 sixz> %
Eylz] = hx si—%ﬁxﬁ%
-1 siwg—%.
Entonces
. _ 1 siz>0
i Bl ={ ] 5120 (36)

Notese que el limite puntual cuando 2 = 0 es 0, y cuando = > 0(<)0 es 1(—1), y
por lo tanto es distinto al I — limite .

Demostracion.
Seax € Ry {n},y una sucesién que converge a . Primero supongamos que
x > 0, existe k € N tal que
1
x> —.
k
Podemos tomar h suficientemente grande tal que

1
xh>E Y h>k

de manera que x; > % para toda h > k. Por lo tanto
Eplzn] =1,

de donde concluimos que
l{iminf Ey[zp] = 1.
h—o00

Anélogamente para © < 0y {xp},cy una sucesion que converge a x, concluimos
que

liminf Ep[z,] = —1.

h—o0
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Figura 3.1: Ejemplo 1

Supongamos que z = 0 y sea {xh}heN una sucesion que converge a x, por definicion

para toda h, —1 < Ej < 1. En particular si tomamos la sucesién {_%}heN
obtenemos que
1
En(=7)=-1

Por lo que podemos asegurar que

liminf Ep,[z,] > —1.

h—o0
Por lo tanto (3.6) cumple la definicion de I — limite .

O

Ejemplo 3.2.2. Seahe N. F, :R—> R
E[z] = sin(hx).

Entonces
(T im Ep)[z] = —1.

h—o0

Notese que la sucesion no tiene limite puntual.

Demostracion.
Sea x € Ry {xp}), y una sucesién que converge a x. Tenemos que para toda
heN
—-1< Eh[l’h] < 1,

por lo que
lim inf Ep[z] > —1.

h— o0

Veamos que existe una sucesion {z},y tal que

lim Eh[:z:h} = —1.

h—o0
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Sabemos que el periodo de sin(hz) es de 2%, por lo tanto existe un x;, € X tal que
sin(hzp) =—1y

2
|z —zp| < -
Por lo tanto, x, — x cuando h — oo.
O
Ejemplo 3.2.3. SeaheN. F, :R—R
hr si0<z< %é
Eplrz] =% 2—hr sit<z<2

0 en otro caso.

|-
e

Figura 3.2: Ejemplo 3.2.3

Entonces
(T lim Ep)[z] =0
h—o0
Demostracion.

Sea z € R y una sucesion {z,},y tal que z;, = z. Como para toda h € N,
0 < Ej(z) para toda x, tenemos que

0 < liminf Ey[zp].
h—o00

Ahora, supongamos que x < 0 y tomemos la sucesién constante {xp}, y, Tn = .
Entonces

Elz] = lim E(xzp).

n— oo

Supongamos que z = 0, la sucesion {5} oy cumple

, 1
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Por tltimo, supongamos que x > 0y sea {zp},y Una sucesion tal que x, — =.
Existe k € N

ac>2
=

Tomemos h € N suficientemente grande tal que
2
Th > — yh>k
k
de manera que x; > % para toda h > k. Por lo tanto

lim Eh[l‘h] =0.

h—o0

Ejemplo 3.2.4. Seahe N. E, :R—> R

—hx siogxg%z
Eplz] =4 ha—2 sif<z<32

0 en otro caso.

Entonces
. -1 siz=0
T hhf;o Ep)lz] = { 0 en otro caso .

Notemos que las funciones E}, de este ejemplo son las negativas de las funciones

Ea
=

Figura 3.3: Ejemplo 3.2.4

E, del Ejemplo 3.2.3. Por lo tanto, en general
I' lim —Eh 7é —I' lim Eh.
h— o0 h—o0

La I' — convergencia estd disenada para detectar minimos, no méaximos.
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Demostracion.
Sea x € R y una sucesion {zx},cy tal que 2, — x. Si x # 0, como en el
Ejemplo 3
T lim Ep[z] = 0.
h—oc0

Si z = 0, tomemos la sucesién {%}heN, entonces

I lim Eplz] = -1.

h—o0
O
Ejemplo 3.2.5. Supongamos que X es un espacio métrico y que h € N. Si
(T lim Ep)[z]=F
h—o0
y F' continua en X, entonces
(T lim (Ep + F))[z] = E+ F.
h—o0
Ejemplo 3.2.6. Seahe N. E, :R—> R
1 siz>0
Eh[x]_{ -1 siz<0
1
X
1
Figura 3.4: Ejemplo 2.2.6
Entonces
. _ 1 siz>0
(T hh_}n;o En)lz] = { -1 siz<0 (3.7)
Es decir,
(T" lim Ep)[z] =sc” E
h—o0
donde

sc”E =sup{¢ : R — R semicontinua inferiormente con ¢ < E'}.
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Demostracion.

Supongamos que x # 0y sea {xp,},y una sucesién que converge a x. Sabemos
que para toda h, Ej, es continua en x # 0. Por lo tanto (3.7) es el I'—limite de E},
para x # 0.

Supongamos que = = 0, para toda {xp},cy tal que z;, — 0 tenemos que

—1 < liminf Fj[x].

h—o0

., 1
Ahora, tomemos la sucesion {fﬁ }heN’ entonces

—1= lim Ejlz].

h—o0

3.2.2. Convergencia de minimos

Sea E : X — R que satisface la siguiente condicién

inf Ely] > —
[Inf Efy] > —o0

Dada € > 0, decimos que x € X es un € — minimo de X si

Elz] < inf Ely] +e.
[2] < fnf Byl +e

Observacion. Notemos que x es un minimo de F si es un € — minimo de E para
toda € > 0.

Teorema 3.2.1. Supongamos que X es un espacio métrico. Sea Ep : X — R una
sucesion de funciones y E : X — R tal que

I— lim E, = E
h—o0

Supongamos que inf,c x Ely] > —oo para toda h € Z y que x}, es un e,—minimo de Ej,.
Por dltimo, supongamos que €, — 0 y que existe x € X tal que x, — x. Entonces
x es un minimo de E, y
E[z] = lim Epjxp]. (3.8)
h—o0
Demostracion. 1. Supongamos que x no es un minimo de F, entonces existe
un z’ € X tal que
E[z'] < Elx]. (3.9)

Como Ej, I' — converge a E, existe una sucesion {z},},-, C X tal que

¥ = lim z, y
h— o0

E[z'] = lim Ep[x),]

h—o0

Fijemos § = 1 [E[z] — E[2/]]. Tomemos h suficientemente grande tal que

T y
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Eplz)) < E[z'] 46 (3.10)
Del inciso ) de la definicién de I' — convergencia tenemos que
Enlzp] > E[z] — 0 (3.11)
Como xj, es un €, — minimo de Fj, tenemos que,
Eplz)] >Eplxs] — en
[

>F, :ch] -0
SE[e]—26  de (3.11) (3.12)

De (3.10) y (3.12), obtenemos que
Elz] < E[2']+ 34

pero debido a la definiciéon de § tenemos que

Ble] <Ele') + 5 [Bla] - Bla’]

<FEp [.Tq

lo cual contradice (3.9). Por lo tanto  es un minimo de E.
2. Ahora, supongamos que (3.8) no es cierto, como en el paso 1 demostramos
que E[z] < E[z'] para toda x € X, entonces tomando una subsucesion si es

necesario, tenemos
Elz] < lim Ej[zy)
h—o0

pero, por el inciso 47) de la definiciéon de I" — convergencia sabemos que existe una
A 7 100
sucesion {x,},_, que converge a x y que

Elz] = lim Ej[x}],

h—o0

lo cual contradice que x; es un €, —minimo, pues
Eylzn] < inf E +€
h[zh] Inf [yl + en
<FEy [I;L] + €n
tomando el limite tenemos

lim Ejlxp] < Elz],

h—o0
y el resultado se sigue. O

Corolario 3.2.2. Supongamos que X es un espacio métrico. Sea E : X — R
una sucesion de funciones que I' — convergen a E : X — R. Supongamos que xp
es un minimo de Ey. Si x, — x, entonces x es un minimo de E, y

Elz] = hlin;o Eplxp). (3.13)
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Teorema 3.2.3. Sea X un espacio métrico. Supongamos que Ej, T'—converge a E.
Entonces E es semicontinuo inferiormente.

Demostracion. Supongamos que la conclusion no es cierta, entonces existe
.2 o0
x € X y una sucesion {xy},_, tal que

CETEE
lim Elzi] < E[z]. (3.14)
k— o0

Debido a la I' — convergencia, para toda k existe una sucesion {zy},-, C X tal
que

lim Tkh = Tk y

h— 00

lim Eh[ffkyh] = E[Z’k] (315)
h—o0

Supongamos que —oo < limg_,o0 E[xi] ¥ que E[z] < co. Sea

0 =- |Elx] — lim Elfxg]| > 0 por (3.14)
4 k—o0

Para toda k, podemos encontrar h; € N tal que
En[wr,n,] — Elzg] <6, (3.16)

lim zpp, =2y lim Ay = o0
k—o00 ! k— o0

Entonces, por la I' — convergencia

Elz] <liminf B}, [zk.5,]-

k—o0

Tomemos k suficientemente grande tal que

(3.14)
Elzy] < E[z]—36 y (3.17)
Ehk [xk‘,hk] > E[x] — 0. (318)

Por lo tanto
Ey, [xhhk] <E[$k] + 6 ( de (3.16))
<E[x] —2§ (de (3.17))
Elz] —§ <E[z] —26 (de (3.18))
—§ < —24.

de esta contradiccién concluimos que E es semicontinuo inferiormente. O






CAPITULO 4

Medidas de Young

En este capitulo se introducen las nociones de teoria de la medida que necesi-
tamos en el estudio de las sucesiones minimizantes para problemas variacionales
N0 CONVeXOos.

El objetivo de este capitulo es definir a las medidas de Young y demostrar el
Teorema fundamental de medidas de Young.

4.1. Preliminares

En esta seccion introducimos las medidas de Radon y mencionamos algunas de
sus propiedades sin demostracion, para esto ver [Fol99].

Definicién 4.1.1. Tomemos 2 C R". Sea p una medida de Borel en 2 y sea E
un subconjunto de Borel de 2. Se dice que la medida p es regular exterior en
E si

w(E) =inf {u(U) tal que U es abiertoy E C U}

y que es regular interior en 2 si
w(E) = sup {p(K) tal que K es compactoy E D K}.

Definicion 4.1.2. Una medida de Radon en () es una medida de Borel tal que
es finita en conjuntos compactos, es regular exterior en los conjuntos de Borel y
es regular interior en conjuntos abiertos.

Al espacio de medidas de Radon con signo en 2, es decir el conjunto de medidas
de Borel

p=pt—p,
tales que u™ y p~ son de Radon, lo denotamos por M ().

43
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Proposicion 4.1.1. El espacio de medidas de Radon con signo M(Q) es un
espacio métrico con la norma

Il uiey = | o,

donde || = p* + p~.

Notacion. Denotamos por Cy(f2) a la cerradura de las funciones continuas en €2
con soporte compacto.

Definicién 4.1.3. Sea Q C R". Para f € Cy(Q) y p € M(Q) definimos

.y = | s
Q
Teorema 4.1.2. Para f € Co(Q) y p € M(Q) la funcion dada por

f= A f)

es un funcional lineal.
Ademds podemos identificar al dual de Co(§2) con M(Q).

Definicién 4.1.4. Una funcién p : Q — M(Q) es débil*medible si las funciones

z = (), f)

son medibles para toda funcion f € Cp(£).

Notacién. Denotamos por L*(£2; Co(2)) al espacio de funciones
F:Q— Cy(Q)

que son integrables y por L3 (€2; M(2)) al espacio de funciones
w:— M(Q)

débil* medibles que estan esencialmente acotadas.

Proposicién 4.1.3. Podemos identificar al dual de L*(2; Co(Q2)) con LS°(£2; M(£2)),
donde

1 F) 2 vy = /Q (u(x), F(2)) da.

Definicién 4.1.5. i) Sea {u;} una sucesion de funciones uy : € — R™ medibles
y sea u una funcion u : Q — R™ medible. Decimos que

up — u en L(Q)
si y solo si

lim ukgodx:/ updz
Q Q

k—o0
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para toda ¢ € L*(Q).
i1) Sea {ur} una sucesion de funciones pi : Q@ — M(Q) débil* medibles y sea
p: Q= M() débil* medible. Decimos que
pe = pen Loy (2, M(Q))
si y s6lo si
(s ) 1 gic0)) = (B F) paico o)

para toda F' € L'(Q; Cy(Q)).

4.2. Teorema Fundamental de las medidas de Young

Para la demostracién de este teorema son necesarios los teoremas de Banach-
Alaoglu y Dunford-Pettis, a los cuales incluiremos en el apéndice sin demostracion.
Los resultados de esta seccion fueron tomados de [Bal88], [Chi00] y [Miil98].

Teorema 4.2.1. Sea Q@ C R™ un conjunto medible de medida finita, y sea {wy}
con ui, : Q — R? una sucesion de funciones medibles. Entonces, existe una sub-
sucesion {wuy, } y una funcion p: Q — M(R?) débil* medible tal que

i) Para toda f € Co(R?)

donde
f(a) = (u(@), f)
Si ademds
et [ () = €
entonces,
1) Para casi toda x € Q
du(x) = 1.
Rd

iii) Si A es un subconjunto medible de )

f(uk;) - <,LL(£17),f> en Ll(A)’

para toda funcion f : R? — R continua y positiva (y no de soporte compacto), tal
que { f(ur,)} es débilmente compacto en L'(A).

Demostracion. 1. Sea z fijo, entonces para cada k € N, definimos

() = b (B) = { G

A continuacién demostraremos que u* es de Radon. Primero, sea una sucesién
{E} de conjuntos de Borel disjuntos, entonces p*(U,, Em) =Y., 1k (E,,) por lo
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que 1% es una medida de Borel.
Ahora, sea E' un conjunto de Borel, y sea U, una sucesion de conjuntos abiertos
tales que U,, D E, U,,+1 D U,, para toda m y ademaés,

1
p*(E) > pk(U,,) — — para cada m,
m

tomando el limite cuando m tiende a infinito y por la continuidad inferior de la
medida ¥, tenemos que

P (E) > ph( Unm)
> inf {u(U) tal que U es abiertoy E C U},
y la tltima desigualdad es cierta ya que J,, Up, es abierto. Por otro lado,
Pk (E) < inf {4 (U) tal que U es abiertoy E C U},

pues ik (E) < pu¥(U) para todo U tal que E C U.
Por lo tanto,

p*(E) = inf {p’;(U) tal que U es abiertoy EC U}, (4.1)

es decir, es regular exterior en borelianos.
Por tltimo, sea U abierto. Si uy(z) € U entonces pf(U) = 1, y ademés el
conjunto {u(z)} C U es compacto, por lo que

1= p(U) = sup { s (K) tal que K es compactoy U D K} > 1.

Si ui(z) ¢ U entonces uk(U) = 0, por la monotonia de la medida para todo
K c U, uf(K) =0, por lo que

0= pk(U) =sup {,u’;(K) tal que K es compactoy U D K} =0, (4.2)

es decir, es regular interior en abiertos.
De (4.1) y (4.2) concluimos que ;% es una medida de Radon para cada k y .

2. Sea f € Cy(R?), la funcién dada por
z = (i, f)
es débil* medible, ya que, por definicién
(1, [) = f (e ().
Ademés, de la definicién de p” tenemos que
||MI;||M(Q) =1 (4.3)
Por lo tanto la funcién p* : Q — M(R?) dada por

z — ik
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esté en el espacio L (Q; M(R?)).

3. Debido al Teorema de Banach-Alaoglu, tenemos que existe una subsucesion
{ukj} de {uk} tal que

,ukj = 5Ukj (z) = pen L?(Q;M(Rd))‘ (44)

Sea ¢ € LY(Q) y f € Co(R?) denotamos por ¢® f a la funcién en L (€; Co(R?))
dada por

r— ¢(z)f,

entonces, por (4.4)
Jim (15,0@ 1) i@ = 9 © Nis@icaray

= [ twle)ole) o

= [ ¢la) (). ) .

Por otro lado,

k; kj
W0 @ 1) s @uco) :/Q /Rd P iy d,

= [ ola) [ sautsas

= | ola) s (a))da.
Por lo tanto, para toda ¢ € L'(Q)

lfm w@ﬁw@wmmz/wWMM@JMm

j—o0 Q

Entonces i) es cierto.
4. Sea C tal que

||ukj||L°C(Q) <C,
tomemos la funcién f € Cy(R?) dada por
1 sipyl<C
fly)=9 1+C—Jy| siC<|y<C+1

0 silyl>C+1
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Entonces, tomando ¢ = 1, de ) tenemos
| = lim / f(ukj (z))dz
j—oo Jq

= lim / fdpksdx
Q JRd

= [ @)1 da
< [ tut@) 1o = [ Il o do

Por lo tanto
||H||M(Rd) > 1,

ademas, de la semicontinuidad inferior de la norma'y de (4.3) tenemos que ||| (o) <
1. En consecuencia

||1u’||,/\/l(]Rd) =L

5. Sea f : R® — R una funciéon continua y positiva, tal que {f(uk])} es
débilmente compacto en L'(A). Entonces existe una subsucesion de { f(uy,)}, que
igualmente denotaremos por {f(uk])} y una funcién y € L'(A) tales que

f(ug;) = x en L'(A). (4.5)
Sea 9™ € Ch(R™) y m € R

1 sifyl<m
I =< 14+m—Jlyl sim<|y<m+1
0 sily>m+1

Definimos
f™ e Co(R™) como f™ = fo™.

Sea ¢ € L>°(A), entonces para M una constante

S M fm(ukj)d:r
{zEA:|ukj (m)\Zm}

<M (/ ™ (ug; )dx
{zeA:|f(ur; ()| >K}

+K{x€A:|ukj(x)|2m}>.

/ o (f™(ur,) — flur,)) dz
A

Por el Teorema de Dunfford Pettis ' y como ’ < C, tenemos que

|, HLoo(Q)

< M 2e.

/ o (f™(ur,) — flux,)) de
A

L Apéndice A.3
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para toda k; si m es suficientemente grande. Por lo tanto, para toda ¢ € L>(A)

[ etmtuyde = [ oftu,)is (4.6)
A A

uniformemente para toda j cuando m — oo
Por otro lado, como f™ € Cy(R™), del inciso i) tenemos que

tim [ oo = [ ¢ Guta). ™) de

Tomando el limite cuando m — oo

lim lim [ @f™(ug,;)dz = lim /go(u(x),fm>dx,
A m—ro0 A

m—00 j—00

como la convergencia en (4.2) es uniforme en j obtenemos

m [ of(u,)de = lim [ o (u(z), f")dx

j—oo 4 m—oo J 4

/ pxdx,
A

la ultima igualdad debido a (4.5). Tomemos ¢ > 0, como la sucesion {f™} es
creciente, entonces por el Teorema de la convergencia monétona tenemos que

tm [ (u(a), ) de = /A o lim (u(x), ™) dz = /A o (u(z), f) da.

m—r oo A m—r 00

Por lo tanto,

tim [ o ur,)de = / o (), f) dr,
I JA A

que es lo que afirmabamos. O

Definicién 4.2.1. A la funcién
weQ— M(RY)

del Teorema anterior le llamamos medida de Young generada por la sucesion

{uk}

4.3. Ejemplos

A continuacion daremos algunos ejemplos elementales de sucesiones y medidas
de Young generadas por éstas.

Ejemplo 4.3.1. Sea u : R — R una extensién peridédica de la funcién dada por

{a sio<z <A
v(z) =

b six<<x<l,
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Figura 4.1: Gréafica de v

definimos uy, : [0,1] — R como
ug(z) = v(kx).
El siguiente resultado se tomé de [Chi09]. Sea ¢ € L'(]0,1]), entonces

1 k m
/0 ug(z)(x)de = mizjl /kl ug(x)(x)de.

Haciendo el cambio de variable y = kxz — (m — 1) obtenemos de la periodicidad de
v

zk:/m ()()d_i/ll y mo1y (v m-1),
Lo Ju I 24 [T T )P\ e )Y

Por lo tanto
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para toda ¢ en L'([0,1]).

Es decir,
1
4/ dy—)\a+(1—)\)b:/ zdpig (),
0
donde
te = Aq + (1 — A)dp.
De manera que uj, genera la medida de Young p,.

Ejemplo 4.3.2. Sea Q C R? un subconjunto acotado. Consideremos el siguiente
problema

T(u) = inf / f(Vu)d (4.8)

uEWy > (Q)
donde f(z) =2+ (23 — 1)2.
Entonces {Vuy} una sucesion minimizante de [, f(Vu)dz genera a la medida
de Young dada por,
P = %5(0,1) + %5(0,71)-

1. Veamos que

inf /f(Vu)d:z::
weEW, = (Q) Ja

En efecto, sea

_ o T2 (O %
g (x1,x2) = { 2% o (% 5 (4.9)

[

) ’
extendemos a @ periodicamente en la direccion zo. Esta funcion se describe en la

Figura 6.4.
Notemos que

1
0 < ag(z1,22) < T Vi (z1,22) = {(0,1), (0,—1)} casi donde sea en €.
Sea
d(x) = dist(z,00Q),
definimos

uk(x) = min(a(x), d(z)) para toda z € Q.
Debido a que

1
ug(z) = u(x) para toda z tal que d(z) > o
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Figura 4.2: @y (1, 22)

se tiene que

/f(Vuk)d:cf/ f(Vug)dx
Q {zed(z)<}}
<sup |Vuk|/ dx
z€Q:d(x) %}
§3/ dx.
{mEQ:d(w)S%}
Por lo tanto,
lim /f(Vuk)dx:O. (4.10)
k—o0 Q

2. Sea {Vug} una sucesion minimizante del problema (4.8), y sea ¢ = 1, por
el Teorema 4.2.1 existe una medida u, tal que

0= lim 1f(Vuk dx—/ f (21, 22)dpy (2)dz,

k—o0

la primera igualdad debido a (4.10). Entonces,

/ f(z1, 22)dps (2)de = / 224 (20 — 1) dpg(2)dz = 0
RQ RZ

para casi toda = € Q. Por lo que el soporte de pu, esta contenido en el conjunto de
ceros de f, es decir, el conjunto {(0,1),(0,—1)}. Ademas como pu, es una medida
de probabilidad, pu, es de la forma

a(x)do,1) + (1 — a(r))d,—1), casi para toda x € Q,

donde « es medible y o € [0, 1].
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Ahora, tomando la sucesién minimizante (4.12) tenemos que

Ou, [t )
8332 (1'17‘%2) - { -1 (%,2%)7 )

argumentando anédlogamente al Ejemplo 4.3.1 anterior ‘g%’; tiende a su promedio
en L>(Q), es decir,

8uk * 0o
67]/‘2 Oen L (Q)

Entonces, por el Teorema 4.2.1, para ¢ =1y f = z5.

0
0= lim / 12y = / 1/ zodp,(2)dx para casi toda x € Q.
Q o Jre

k—o0 oz,

Por lo tanto,
1

a(x) =1+ a(x) = 0, es decir, a(z) = -
Ejemplo 4.3.3. Sea Q C R? un subconjunto acotado. Consideremos el siguiente
problema,
T(u)=  inf / f(Vu)dz, (4.11)
@ Ja

ueWOl’OC

donde f(z) = 22 + [(z2 — 2) (22 + 1)]°.

Entonces {Vuy,) una sucesion minimizante de [, f(Vu)dx genera la medida de
Young dada por,

1 2
Po = 55(072) + 55(0,—1)-

Veamos que

inf / f(Vu)dx = 0.
weWy = (Q) Ja
En efecto, sea
_ 2:E2 (O, %)
Up(T1,22) = : , 4.12
(21, 22) {z—xz (1.3D), (4.12)
extendemos a u periodicamente en la direccion zs.
Notemos que

0<a, < —, Vi = {(0,-1), (0,2)} casi donde sea en .

Ealie

Sea
d(z) = dist(z,00Q),

definimos
ug(z) = min(a(z), d(z)) para toda x € €.

Debido a que
ug(z) = u(x) para toda z tal que d(z) >

’

T =
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se tiene que

/ f(Vuy)dz =/ f(Vug)da
Q {zed(z)<1}
<sup |Vug| dx
T {.LEQZd(I)S%}
§2/ dx
€EQ d(z)S%}
Por lo tanto,
lim / f(Vuy)dz = 0. (4.13)
k—oo Q

Sea ¢ = 1, por el Teorema 4.2.1 existe una medida p, tal que

0= lim 1f(Vuk)dx:/ 1| f(z,22)du(2)dx,
Q Q R2

k—o0

la primera igualdad debido a (4.13). Entonces,

[tz )dn = [+ (2= 2) (a4 )P () =0
R2 Rz

para casi toda = € Q. Por lo que el soporte de pu, esta contenido en el conjunto de
ceros de f, es decir, el conjunto {(0,2),(0,—1)}. Ademas como pu, es una medida
de probabilidad, pu, es de la forma

a(z)d,2) + (1 — a(x))d(o,—1), casi para toda x € €,
donde « es medible y « € [0, 1].

Ahora, como

y por el Teorema 4.2.1, para ¢ =1y f = 25.

0
0= lim [ 1% de = / 1/ zodpu, (z)dx para casi toda = € Q,
z Q R2

k—o0 Q X

Por lo tanto,

1
20(z) = 1+ a(w) = 0, es decir, a(z) = 5.



CAPITULO 5

Modelo para una pelicula delgada

El objetivo de este capitulo consiste en derivar un modelo para una pelicula
delgada a partir del modelo tridimensional. Esta derivacién se basa usando la
nocién de I' — convergencia.

5.1. El modelo en tres dimensiones

La pelicula delgada ocupa el dominio

—h h
Qp = {x€R3 tal que (z1,22) €9, - <3< 2},

donde S C R? es un conjunto acotado con frontera Lipschitz. Como se vi6 en la
Introduccién, la deformacién de la pelicula delgada estéd dada por

u:Qp — R3 con w = (al,ﬂg,ﬂg),

donde

1 8uz 8uj
ei;j(u) == + .
”( ) 2 (&r] 8:@
Para la demés notacion, veése la Introduccion secciéon 1.2.
Sea ¢ : M3x3 — (0, 00). Supongamos que existen dos constantes positivas ¢1, co
tales que para toda U € Mjzy3

a(U =1) > o(U) > e (JU1T = 1) con 2 < q <6, (5.1)

donde |U| denota la norma de Frobenius |U| =

35
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En este caso la energia total de la pelicula delgada de grosor finito h tiene la
forma

'(u) = / {I'i |V2u‘2 + tp(Vsu)} dx.
Qh
Queremos estudiar los minimos de este funcional sobre el espacio
A= {u € H*(Q,) tales que Tu = Az en 00, }, (5.2)

donde
ain a2 a3
A= (a1,a2,a3) = |a ax ass],
az1 asz ass

cuando el grosor h tiende a cero.

5.2. El limite para una pelicula delgada

Debido a que si tomamos el limite cuando h — del funcional de energia ", el
dominio , se colapsa y la integral en €” es identicamente cero para estudiar el
limite de pelicula delgada del funcional " debemos estudiar el comportamiento
del funcional reescalado,

L g
Ee cuando h — 0.

En este caso es conveniente trabajar en un dominio fijo, para lo que haremos el
siguiente cambio de variables

1
h
De esta forma para cada x € €2, tenemos que

z1 = x1, 29 = T3, 23 = —T3, para todo x € Q. (5.3)

2 2

A cada deformacién @ : 5, — R3 le asociamos una deformacién u : Q; — R3
mediante

-1 1
ZEle{Z‘ERgI(.Tl,xQ)ES,<l‘3<}

u(z(x)) =a(x) €,

Asi, en términos de la variable z,

1 /10 0
613(’!1,) < “ + U3> ,

“2\hdz 0z
_L(10u2, Ous
eaa(t) =3 (h 2 T aZQ) ’
19
633(U) :ETZ

En términos de la variable z la condicion de frontera resulta

Tu=A"z2 2€ 90 con A" = (a4, as, has).
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Notacion. Usaremos la notacién

Vou = Ju e + Ju Re
P 521 ! 822 2
para designar al gradiente sobre el plano donde yace S.

Haciendo el cambio de variable dado por (5.3) en %eh[ﬂ], obtenemos

B = e

2 1

Existencia de minimos para h finito.

2 2

Pu
32’3

Ju
P 62’3

1

v + 77

+ cp(Vsu)} dz. (5.4)

Veamos que para cada h > 0 el funcional de energia (5.4) alcanza su minimo
en H?(Q) , para ello usaremos el método directo descrito en el Capitulo 3.

Proposicion 5.2.1. Para cada h > 0 el funcional dado por (5.4) alcanza su
minimo u en el espacio

A= {u € H*(Qy) tales que Tu= A"z en 891} . (5.5)

Demostracion. Primero notemos que (5.4) es coercivo, es decir,
Elu] = oo cuando ||Du|[12q,) — oo

En particular demostraremos que toda sucesién minimizante de (5.4) esté acotada
en H?(y). Sea {u*}, . C A una sucesion minimizante. Por (5.1) y ya que £ > 0
tenemos que

cp > Eh[uk] > /

Q

P(Vouh)dz > ¢ (/ V. ub|? - 1> (5.6)
1 Q1
y por lo tanto

ou¥

57 < C;w
21 L2(Q1)

oub

822 LQ(QI) -

h2 8Z3 Lz(Ql) -

Del Teorema 2.6.1 obtenemos
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k 8’&’16 / k 2

HUIHB(Q” = CH 921 || p20y) e o9 i )] dz,

o] 2| wof phele 59
20L2(en) = 29 L2@y) 00| 2 ) .
k 1 8u’§ b 2

H“iﬂ”m(nl) =72 |92 . +C - |u§(2)|" dz ,

y como u¥|gn = Az tenemos que HukHLQ(Ql) <K.
Con este resultado y por el Teorema 2.7.2 aplicado a cada derivada parcial de
uF — A"z obtenemos que

[V Ch. (5.9)

ron <

En consecuencia, por (5.6) y (5.8), la sucesion {u"}, _ estd acotada en H*(Q),
y en particular el funcional es coercivo.

Ahora veamos que (5.4) es débilmente semicontinuo inferiormente. Sea {u*},

una sucesién débilmente convergente en H2(€2;), es decir, existe @ tal que u* — u
€n H2 (Ql)
Para el primer término de (5.4), tenemos

/ |V12,uk’2dz 2/ |V}2,u‘2dz
Ql Q1
k
+/ 2Vou - (Vou" — Viu)dz.
Q1
Tomando el limite inferior en ambos lados de la desigualdad

h’minf/ \vgukfdzz/ V2l dz.
Q1 (951

k—o0

Aplicamos un proceso anélogo al segundo y tercer término de (5.4). Por el
Teorema de Rellich (Teorema 2.6.2)

u® = wen HY(Q),

y dado que ¢ es continua obtenemos que

lim <p(vsuk)dz:/ o(Vu)dz.
Q

k—o0 [oh)

En consecuencia (5.4) es débilmente semicontinuo inferiormente en H?(£);).
Por lo tanto del Teorema 3.1.1 implica que existe al menos una funcién @ € A que
minimiza (5.4).

O
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Compacidad para sucesiones de energia acotada.

Lema 5.2.2. Seq u C H?(Q4) una sucesion con energia acotada, es decir, para
toda h

E'u'] < C,
para alguna constante C > 0. Entonces ezisten funciones u € H*(S x (—1,3)) y
be H(S x (—%, %)) que solo dependen de las variables z1 y zo tales que
u — u débilmente en H?(;)
. (%) — b débilmente en H'(Q1) (5.10)

Observacion. Debido al Teorema de Rellich (Teorema 2.6.2), para toda sucesion
u" que converja a (u, b) como en (5.10) se tiene que

u' — uen HY(Q)
t
h

?;;:) S ben L2().

Demostracion (Lema 4.2.2). Como E"[u"] < C podemos ver que

1_ oul 1 0%u
Viu" <C, ||+Vp=— <C, |5=% <C. (511
|| pU ||L2(Ql) = Hh Pazg L) =L HhQ az?% L2() = ( )
Anélogamente a (5.8) para u”, obtenemos
h
"] 2,y < C- (5.12)
Ahora para toda i = 1,2, 3,
h
Hc’)u = ‘ 0 (uthhz+Ahz)
0z |l p20y) 1192 L2(2)
h
S‘ o) (uh—Ahz> 0A"z
O v | %% e,
Aplicamos el Teorema, 2.7.2
2 3 1
o (w-ars)| < (e
0z; L2() 0% L2(Q) L2(Q)
<C,
entonces para toda i =1,2,3
h
... =
0zi |2 ()

Por lo tanto,

V" 2 g, < C- (5.13)
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De (5.11), (5.12), (5.13) obtenemos que

HuhHHz(Ql) <G,

por el Teorema 2.6.1 existe una subsucesiéon de u”, que denotaremos igualmente
u” y una funcién u € H?(Q;) tal que

u" = wen H?()

Ademas,
— haiszzs + h(llgzg)
823 L2(94) H323 L2(Q4)
0(hai3z
Lt ][Ry
823 L2(91) %3 L2(1)

Del Teorema 2.7.2 obtenemos

0]
—(u’f — h(l1323)
623 LQ(QI)
62 %
b haraz h_ 2
= 07232 (Ut = hazzs) L2(Q1) HUI halgzd””(“l)
O*ult || h 3
9252 . [ ha13z3||L2(Ql)
< (Ch)C.
Por lo que,
h
‘ dur < C%h + Ch.
823 LQ(QI)
Anélogamente para ‘Z’Z y g’;g En consecuencia,
h
‘ ou? < Ch. (5.14)
023 |20

De (5.14) y ya que u" — u en H'(£2;), obtenemos que

oul

= 0.
82’3

L2 ()

lim
h—0

Por lo que u no depende de la variable z3.

Ahora,

HES

=||= 7(’(1, — haizz3 + ha1323)>
L2(Q) H h\0z

1/ 0
< Hh (azg(u}f - h01323)>

L2(Q1)
3(a1323)

+ 823

L2(Q4)

L2(Qy) ‘
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Del Teorema 2.7.2 obtenemos

1/ 0
E <azg(u}f — h(lngg))

L2(Q1)

1 82 %
(2t

1
S [t — h“13z3H22(91)
L2(1)
1

i (5 ot sl
=||- uy — hazzs||?

(5], I Parssla,
<Ch3.

Por lo que,
h
Hl (6“1) < Ch? +C.
h 823 LQ(QI)

. 1 [ oul 1 [ oul .
Analogamente para & 8Z§ v 5 822 . En consecuencia,

L (out
h 82,'3

De la tercera desigualdad de (5.11) y de (5.15) obtenemos que

(), =€
h\ 0z gy~

. .. h .
por el Teorema 2.6.1 existe una subsucesién de % (%“;3 ), que denotaremos igual-

< Ch? +C. (5.15)
L2(Q1)

mente + (%“:) y una funcién b € H'(Q;) tal que

1 [ouh 1
7 (823) ben H ().

O (1owry 1 (o
Oz3 \h 0z3 )  h \ 022 )’

y usando de la tercera desigualdad de (5.11) tenemos que

Jos (i 555)
823 h 623 L2(Q1)

0 (Low"
62’3 h 8z3

Por lo tanto, b no depende de la variable z3.

Por otro lado,

< Ch,

de manera que

lim
h—0

=0.
L2(Qy)

(|
Observacion. Como w € H?(S x (=%,3)) y b € H'(S x (—4,3)) no dependen de

11
272
la variable z3, escribiremos indistintamente que u € H?(S) y que b € H*(S).
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Calculo del I'-limite para la pelicula delgada.

Teorema 5.2.3. Sea E" : H%(Q1) — R como en (5.4) entonces

I — lim E"[u] = E°[u, b]
h—0

con respecto a la convergencia dada por

u — u débilmente en H?(£2;)
1 (%%Z’:) — b débilmente en H'(Qy) (5.16)
con u= u(z1,22), b= b(z1,22) y donde
E°[u, b] : H*(S) x H*(S) — R,
esta dada por
Eu, b :/ L [1V20 + 19,0 + (Vo0 B) } deadz (5.17)
S
con
611(’11,) 612(’11,) % g:f + b1
(Vu, b) = ea1 () €90 () 5 (92 + b,
L(gs b)) 3(5%+n) b
2 \ 9z 1 2 \ 9z 2 3

Demostracion. Por el lema 5.2.2 basta con estudiar sucesiones u" que conver-
gen como en (5.10) a algtn (u, b) en H?(S) x H'(S). Primero veamos que en este
caso,

E°u, b] < liminf E"[u"].
h—o0

En efecto, sean EZ y EZS_ tal que

{ V2uh = V2u + El, E! —0en L*((y)

1y,2" — v b+ E" E' —0en L2()

Oz3 237
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2]

Ce vzl [

Entonces,

Eh[uh]:/Q {,-;va,quE;‘

O*uh

Z3

+ ¢ (Vsu") }dz

2 1
T

2 h
+ |Vpb + B,

Viul*+2V,u- B} + | B

:/Ql{ﬁ.

1 |92uh 2
h
+2V,b - E + 7

+ ¢ (Vsuh) } dz

> / {n V2l +2V,u- B} + |[V2b[* + 2,6 - B
Q

+ ¢ (Vsu™) }dz.

Tomamos el limite inferior de ambos lados y obtenemos

PN hi, h > o PN . ph
liminf E"[u"] > E"[u, b] +h£nﬁl(l)lf (2Vpb EZS)

h—0
+liminf (2V,u - B} ).
Por definicién EZS y EZ convergen débilmente a cero en L?(£2;), entonces
lim inf E"uh] > E°u, b].
Ahora veamos que para toda (u,b) € H2(S) x H'(S), existe una sucesion

uh € H?(Qy) tal que u” converge como en (5.10) y

Eu,b] = lim, E"[u"].
—

Sea bj, € C2°(Q) una regularizacién de b, es decir, b, — b en H'(£2;). Tomemos
la sucesién u"(z) = u(z) + hby 23, entonces

3 h 2 3 2, h 2 2
h 2 ou ou 0°u 0°u
U —u + - = + e — "
|| HL2(Q1) ; ‘ azZ azz L2(Q) ijZ:I 82282] 8ziazj L2(Q1)
2 h
ob 2
*thbh h2 hZth’
=3 ) Z =3 0z; + L2(Qy)
1=1 2((21)
2 2 2
NPT 9223 b" 9z3b"
h2 h2 h2 2
+ Z 07 + 8Zi82j + 0z;
i—=1 L2(Q) L2() L2(Qy)
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Tomando el limite cuando h — 0 concluimos que

u" — wen H* (). (5.18)

h
Lrowry o
h 823

Tomando el limite cuando A — 0 concluimos que

Ademas,
2

= [1bn = bl g1 (q,) -

H (1)

1 [oul 1
Ahora, comparemos E"[u"] y E°[u, b].

|EMfuh) — Efu, b]) = ‘/Q k|92 + hV2byz [ — |V2uf] d:

s [ R [9abaP = 190] de [ (ol ew) — oV b))} i

<h| o [2]92buz - Vie|+h|V2baz|’] d
Q1
b [ |1l = 1902 d k[ el < (V. )]
Q Qq

Aplicamos la desigualdad de Hoélder al primer término de la primera integral del
lado derecho y desarrollamos la resta de cuadrados de la tercera integral, para
obtener

|Eh[uh] — E°[u, b” < 2hx Hvibh%Hm(Ql) ’|VZ27uHL2(Ql)

+h2f<;/ |Vpbh23|2dz+/ K |(Vpbp — Vpb) - (Vb + V,b)| dz
Ql Ql

+ /Q (V2" ~ p((V.u, b)) d

< 2hk HvzthBHLz(Ql) HviuHL2(Q1)

+h?k ||vpbh23‘|i2(gl) + K[| Vpbr — vpb”L2(Q) [Vpbr + VPbHLQ(Ql)
+/ (Vo) — o((Vsu, b)) dz.
(951

La ultima desigualdad la obtuvimos al aplicar la desigualdad de Holder al tercer
sumando del lado derecho.
Ahora, del Teorema, 2.2.1 del Capitulo 2

vabh”L2(Ql) < ||Vpb||L2(Ql)’
en consecuencia

19,00 + Vbl gy < IVl 2y + 170Dl () < 219012
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por lo que obtenemos
|E"[u"] — E°[u, b]| < 4hm||V?,uHL2(QI) vabZSHLQ(QI)
+ B2 Vb2 32y + K 1IVpbn = Vbl paa) (211950 2o, )

+/ | o(Vau") = ((Viu, b))| d.
Q

Por (5.18) y (5.19) tenemos que

Zi

8012; — 8% en [2(Q) para toda i,
(o) >0 en HY(S).

Entonces, debido a que ¢ es continua y como b, — b en H?(Q;) concluimos que
{Eh[uh] — E°[u, b]| = 0 cuando h — 0,

que es lo que se queria demostrar. O

Por el Lema 5.2.2, tenemos el siguiente corolario como consecuencia del teorema
anterior, debido al Corolario 3.2.2.

Corolario 5.2.4. Sea {u"} C H*(Q4) una sucesion tal que para cada h, u" € A
minimiza a E"[u"]. Entonces, existe

(u, b) € H*(S) x H'(S)
que cumple las condiciones de frontera

w(z1,22) = @121 + a2
b(Zl7 2:2) = as (2117 2:2) € oS

y que minimiza a E°[u, b] dado por (5.17).
Demostracion. Como u" € A minimiza a (5.4) para cada h, entonces
E"u"] < EMA"2] = |4 C.

Por lo tanto, usando el Lema 5.2.2 tenemos que existen funciones u € H?(Q;) y
b € H'(Q;) que satisfacen (5.10)

Por otro lado, las condiciones de frontera que satisface u” estan dadas por

. ’ a1121 + a1222 + haizzz
Tu" = A"z = a121 + aszs + hazzs = | as121 + azszs + haszzs
az121 + aszazo + hasszz

Como la traza T es continua, entonces
a1121 + a1222

Tu = T(lim uh) = lim Tu" = | as121 + ase 2o
h—0 h—0
a3121 + a3222
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De igual manera para b,

1 ouh
T (hazzz,) = as,

y como la traza T es continua, entonces



CAPITULO 6

Microestructuras en peliculas
delgadas

En este capitulo estudiaremos las sucesiones minimizantes asociadas al modelo
de pelicula delgada derivado en el capitulo anterior. En nuestro anélisis asumiremos
que la energia de superficie es despreciable.

Sea S C R? un conjunto acotado con frontera Lipschitz y u € W1o°(S).
Consideremos el funcional de energia introducido en el capitulo anterior,

E°[u,b] = /S {/-e UV%u‘z + |Vpb|2} + o((Vsu, b))}dzldzg.

Este funcional es convexo debido a los términos de orden superior que compo-
nen la energia de superficie. Para recuperar la no convexidad y las microestruc-
turas eliminamos la parte de energia superficial de E°[u,b]. En términos de los
pardmetros esto equivale a asumir que

k=0,

entonces, el funcional de energia que nos queda es

/Sap((vsu, b))dz1dzs. (6.1)

Al eliminar la energia superficial, el problema se hace no convexo y por lo tanto
no necesariamente se alcanza el minimo.

67
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A continuacién, para fijar ideas, trataremos la forma mas simple de energia
cuadrética con tres pozos,

2.0 0 1 0 0 10 0
=0 1 0], U=[0 20|, Us=[01 0],
0 0 1 0 0 1 00 -2

es decir, cuando
¢((Vsu, b)) = ml’n{|(Vsu, b) — Ui, [(Vsu, b) — Uaf*, [(Vsu, b) — U3|2} :

Sin embargo, cabe mencionar que los resultados seran validos para cualquier ¢ que
se anule en {Uy,Us, Us}.

Recordemos que

e (u) e12(w) 3 g:f +b
(Vsu,b) = e21(u) eaa(u) 3 32‘;7' + b2
F(3mm) $(32+m)  n

En este capitulo, abusando de la notacién, usaremos el simbolo V u para denotar

la matriz de 2 x 2,
_ (enn(u) erz(u)
Vsu = (621(U) 622(U)

2 0 1 0 10
i=( ) el B we()

El estudio de los minimos del funcional de energia lo dividiremos en dos pasos:
Primero, identificaremos los estados donde se anula la energia para condiciones
de frontera libres, es decir, para las funciones u € W1°°(S) tales que

/ ©((Vsu, b))dz1dzy = 0.
s

Segundo, encontraremos sucesiones minimizantes de

/ (p((VS’U,, b))dzleQ,
S

en W1°°(S) que cumplan ciertas condiciones de frontera, y las medidas de Young
que generan las sucesiones minimizantes.

6.1. Estados de energia nula

Lema 6.1.1. Sea u € WH(S), entonces V,u satisface que

82611(’U,> + 82622(“) _ 282612(’&)
0z” 022 021029

=0
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en el sentido de las distribuciones, es decir,

0% 9% %
/S {(9222611(“) + weﬂ(u) - 2821822 612("’)} dz1dzp =0,

para toda p € CX(S).

Demostracion. 1. Supongamos que Vs u es suave, entonces como
1 8’11,7‘ 8’&1
eii(u) = = : ,
(W) =3 (&ri T oz,

&er1(u) n Pegp(u) D%era(u)
0227 0212 02102

_ O (0m), & (0w & (0w & (0w
T 0202 \ 07 0212 \ 029 021029 \ 021 02107 \ Oz9

=0.

2. Supongamos que V,u € L2(S) y que 7. es un regularizador estandar.
Tomemos €;(u) = 7 * e;(u) € C°(S) la regularizacion de e;;(u) en L, (S),
entonces, para toda ¢ € C°(5)

0_/¢<62€i1(u)+82652(u) 28 eia(u)

dzd
Dz92 0212 021029 ) e

o 3290

c Py .
82 2 egq( 82 YD) 22(“)_2W€12(U)}d21d22

0% &
{a 27’]6 * 611 ) 827127']6 * ezg(u) — 2@7’]6 * @12(u)} ledZQ

%o 0%
Ne * 8 2611 ) + 7Me * 02,2 622(11:) — 20 * 821822612(’“)} dz1dzo
Pne* @ 0% x 21, *
=\ 002 — _ TN ® _
/S (T fentu + T Fen(u) -2 50 L) f dnds,

Sea @ = 7. * @, entonces
82611(11,) n 82622(11,) 282612(11,)
62’22 62’12 621822
en el sentido de las distribuciones.

3. Como u € Wh>°(S), entonces Vsu € L>(S) y ya que S es acotado Vu €
L?(S). Por el punto anterior, se tiene el resultado.

=0

(|
Proposicién 6.1.2. Sea u € WH(S) tal que

/ ©((Vsu, b))dz1dze = 0,
s

y asumamos que (Vsu,b) toma a lo mds dos valores del conjunto {Uy,Us,Us},
entonces (Vsu, b) es una funcion de una variable.
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Observacion. El caso en que (Vu,b) puede tomar los tres valores {Uy, Uy, Us} es
un problema abierto, y més alla del alcance de esta tesis.

Demostracion. Sea u € W1°°(S) tal que

/ o((Vou, b))dz1dz — 0.
S

1. Si (Vsu, b) = cte., no hay nada que demostrar.

2. S5i (Vsu, b) € {Uy, Us}, entonces recordando que

e11(u) e12(w) z ?}%f + by
(vs'u, b) = 621(U) 622(11,) % g;:s + by
Lo b)) 3(5m ) b
obtenemos 5 5
Uus us
— =-b —= =) b 1.—-21-
82’1 1, 622 2 3 (S { , },
' (u) e1z(u)
eir(u) en2(u -2 0 1 0
(621(“) 622(11,)> = {( 0 1) ’ (O 1) } . (6.2)
Por lo que,
eza(u) =1y ea(u) =0 casi para todo punto,

usando el Lema 6.1.1 tenemos que

82611(u)

=0
82’22 ’

en el sentido de las distribuciones, es decir,

0%

82722611(’U,>d21d22 =0
S

para toda ¢ € C2°(S). Sea ¢ = 7. * x, con x € C°(5), entonces

2
0:/ 00X X o (w)dzadz
S

0292 €11
82
:/ne*—az;en(u)dzldzz
S

82
:/782><2776*611(u)d2:1d22
S 2

0%efy (u)
= ————dz1dza.
/SX D22 21022

Por lo que,
ey (u)

=0
8222 ’
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en consecuencia, para toda € > 0
en(u)(z) = h(21)z2 + (1)

Como
ej1(u) = e11(u) en LQ(S),

existe una subsucesion de {e;(u)}, que nombraremos igualmente {e$;(u)}, que
converge puntualmente a ej;(u). Por lo que

e11(w)(z) = h(z1)22 + f(21) casi para todo z = (29, 22) € S.

Supongamos que h # 0, y fijemos z1 tal que h(z1) # 0. Sean 29, 2} tales que

!/
+22 < Z9,

3
[h(z1)]

entonces,
|h(21)25 + f(21) = (h(21)22 + f(21))] = |h(21)(22 — 25)| > 3.
Lo cual no puede suceder pues ey1(u) € {—2,1}. Por lo tanto,
ern(u)(z) = f(z1) casi para toda z € S.

En este caso, los minimos de energia se ven como en la Figura 6.1.

U, J: 1) LJ;

U U Us

F£)

Figura 6.1: Distribucion de (V,u,b)

Observacion. Los valores de b3 quedan determinados por eq;(u) de manera tnica.
3. Si (Vsu, b) € {Usz, Us}, entonces

8u3 8U3
—— = by, — =) bz € {1, -2}
0z ! 0z 2 3 €4 !
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ern(u) era(u) 1 0 10
<€21(u) e22(u) Sl —2) \o 1)(" (6.3)
Argumentando andlogamente al inciso anterior, obtenemos que

e11(u) =1, era(u) =0 casi para todo punto

y
ean(u)(z) = f(z2) casi para toda z € S.

En este caso, los minimos de energia se ven como en la Figura 6.2.

z| U,
Us
U,
Us
U,
U,
U,
Us

Z1
Figura 6.2: Distribuciéon de (Vsu,b)

4. Si (Vsu, b) € {U, Uz}, entonces

Ous Ous
— =-b — =-b by =1,
92, 1 92 2 3 ;
611(‘11,) 612(‘11,) -2 0 1 0
(621(”) 622(”) < 0 1)’ 0 -2 ’ (64)
Por lo que
ern(u) +egn(u) =—1 casi para todo punto,
es decir,
ex(u) = —1—-eg1(u) casi para todo punto.

Usando el Lema 6.1.1 tenemos que

0? 0?
(w - al) en() =0

en el sentido de las distribuciones, es decir,

0? 0?
/Seu(u) (6222 - 8212) @ dz1dzo =0
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para toda ¢ € C°.
Sea ¢ =1, * X, con x € C2°, entonces

0? 0?
0= /Seu(u) (8222 - 62’12) Ne * xdz1dzo
0? 0?
= /Sen(u)ﬁe * (8222 - 8212) xdz1dzy
0? 0?

= /Sell(u) (3222 - 8212) xdz1dzy

0? 0?
= /SX <(9222 — 8212> e (u)dz1dzy para toda y € C°.

02 o2 .
<8z22 - 8212> ej1(u) =0

e (w)(2) = f (21 + 22) + g°(21 — 22).

Ahora, queremos demostrar que existen funciones g : R - Ry f: R — R tales
que

Por lo tanto,

por lo que

e11(u) = f(z1 + 22) + 9(21 — 22).

En efecto, como
51 (u) — eq1(u) en L*(S),

existe una subsucesion de {ef;(u)} que igualmente llamaremos {e$; (u)}, tal que
ef1(u)(z) — e11(u)(2) casi para todo z € S.
Abusando de la notacion, escribimos
f(2) = F (21 + 22),
y sea f el limite puntual de f€.

Si tomamos z = (21, 22) y 2/ = (2], 25) € S tal que 21 + 22 = 2§ + 2}, entonces para
toda § > 0 existe € > 0 tal que

[f(z) = F() = [f(2) = f(2) + F(z) = £(&)]
<|f(2) = I+ IFE) = FD)
<24

siempre que |z — 2’| < € para € suficientemente pequenio. En consecuencia,
f(2) = f(21 + 22) para casi toda z = (21, 22) € S.
Argumentando anilogamente para g°(z) = g°(z1 — z2) obtenemos que

g(2) = g(21 — 22) para casi toda z = (21,22) € S.
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Por unicidad del limite puntual, para casi toda z € S
er1(u)(2) = f(z1+ 22) + g(21 — 22), (6.5)

como se habia afirmado.
Finalmente, como e1;(u) sélo toma dos valores y tiene la forma (6.5), entonces

er1(u)(z) = f(z1 + 22) 6 enn(u)(2) = g(z1 — 22),

ean(u)(z) = =1 — f(z1 + 22) 6 eaa(u)(2) = =1 — g(z1 — 22),

para casi toda z € S.
En este caso, los minimos de energia se ven como en la Figura 6.3.

U

U U.

U. U:

Us

Us U

Figura 6.3: Distribucion de (Vsu,b)

Esta ultima dicotomia se deduce trivialmente del siguiente ejemplo: Sean f :
R —Ryg:R— R dadas por.

. —1 siz1+29<0
f(zl+22)_{ 1 Si21+22>0

(21— 2) = —1 sizg—22>0
giz 2= 1 Stz —20 <0

Entonces f(z1 + 22) + g(21 — 22) tendria la forma que se presenta en la Figura 6.4.
por lo que f + g no puede tomar s6lo dos valores. O

6.2. Sucesiones minimizantes

En esta seccién construiremos sucesiones minimizantes de la energia

/ (p((VS’U,, b))dzleQ,
S

y sus correspondientes medidas de Young. Como veremos, las condiciones de fron-
tera determinaran las proporciones en que aparezcan los distintos estados.
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Iy

Figura 6.4: Ejemplo

Proposicién 6.2.1. Sean {u;} € W1>°(S) y {(Vsug,br)} una sucesion mini-
mizante de

/ QO((VS'Uq b))dZ1d22
S

que satisface la siguiente condicion de frontera
(Vsug, by) = Fx = A\U; + (1 — \)Uj, sobre 09.

con i,j € {1,2,3}.
Entonces, la medida de Young generada por {Vsu} es

[L(Z) = )\5U1 + (]. — >\)5U_7

donde i,j € {1,2,3}.

Demostracion. 1. Primero veamos que

inf ; =0.
uem}rﬁm(s)/s(p((véu, b))dz1dzo =0

Sea {Vsuj} una sucesion tal que
(Vstg, by) € {U;,U;} con i, j € {1,2,3} fijos,

para toda k.
Sea a : R — [0,1] dada por la extension periodica de

{1 siz€0,))

a(z) = 0 size\l)

y definimos
ap(x) = a(kz).

De acuerdo con la proposicién 6.1.2, podemos distinguir cuatro casos de laminados
simples que parametrizaremos de la siguiente forma.

(Vsﬂk, Bk) = ak(Zl)U1 + (]. — ak(Zl))U3,
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(Vstiy, br) = ag(z0)Us + (1 — az(22))Us,
(Vstig, bi) = ar(z1 + 22)Us + (1 — ar(z1 + 22))Us,
(Vstty, br) = ap(z1 — 20)U1 + (1 — ap(z1 — 22))Us.
De manera que, si recordamos la forma especifica de Uy, Us y Us, uy, es de la forma

af\ _ (—24k(21) + [21 — Ax(21)]
(i) - )

UIZC Z9

(%) - (—2Ak(zg) +Z[122 - Ak(@)]) ’

donde definimos a A : R — R como

z sizel0,?),

e b oaseily),
42— sizge R %+ 2)paratodan €N,
@ si z€ [+ 2, %) para todan € N

(i) - o sl maeey)

Us
donde definimos a A : R — R como

x six:l:yG[O,%),
Au(ay) = PoaTivel,
’ x—i—%‘—% six:l:ye[%,%—l—% para todan € N,
@ siztye [2+42,22) paratodan € N.
El argumento siguiente es el mismo en los cuatro casos. Sean

, (-2 0 , (1 0 , (10
oi=( ) =l h) w0,
definimos F} como
F = U] + (1 = \)U;j con i,j € {1,2,3}

Veamos que
c
sup |u — Fiz| < T

Por conveniencia tomemos el caso del laminado U;, Us, para esto sea
Fy = \U{ + (1= \)Us,

de manera que,
a) sea z € [0, %) x R entonces

|u, — Fyz| <sup ‘1;’1“ — F{z
<sup|—2z1 — (—=3A 4+ 1)z
=3sup |—z1 + Az

—3|A— 1] sup |=1] < 3(1 - /\)%
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b) sea z € [%, 1) x R entonces

|uy — F5z| §sup)u’f —F)’\zll

-2 A
<sup ?—l—zl—é—(—?))\—&—l)zl

A
=3 sup )\zl—k‘

1 A
=3\ — = <3(1=X)-.
3Asup |z — - < 3(1—A) ¢

c) sea z € [, % + ) x R entonces
|uy — Fyz| Ssup‘t;’f — F\z
<sup |—2(z —&-n—)\—ﬁ)—i—z —z —n—)\—i—ﬁ—
e I T o Y TR
n o ni
3sup‘zl+)\zl+kk
n
:3sup’zl()\—1)+g(1—)\)‘
=3sup | (A~ 1)(z1 - 7)|
A
=3(1—-X) sup‘(zl - %)‘ <3(1 _)\)E'

d) sea z € [ + %, 2E1) x R entonces

|ay, — F5 2| §sup’1;’f —F)'\zll

(=3X+ 1)z

1 1
<sup _2((n—|—T))\) + 21— @ —(=3X+ 1)z
=3sup [Az; — (n—&—kl))\‘

n+1 A

=3\ —— <31 =M=,

3Asup |z — ——[ < 3(1 = A) 7

Sea 8 > 0, definimos el conjunto
Sy = {z € S tales que dist(z,0S5) > ﬁ} .
Sea 1*, para toda k, dada por,
k] 1 enSg
Vi(z) = { 0 fuera de S

|VyF(2)] < 7

7
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Sea {wu;} una sucesion tal que
wy, = YF(2)(ar) + (1 - ¢u(2)) Fyz,

entonces

[(Vsuk, br)| < [Vibi| [r — FXz| + [1 = | [F3] + [¥n] [Vstie] + by
< |Vl |y — Fiz| + C
< |Vapy| M (sup |uy — Fyz]) + C (6.6)
<|Veul  +C
2k ¢
<ZZ 40
=35% +C

Por lo tanto

/ o((Vsu®, b))dzydze = / ©((Vsup, by))dz1dze < C'|S — Sk,
S S—Si

que tiende a cero cuando k tiende a infinito.
2. Ahora determinemos la medida de Young.
De lo anterior tenemos que

/ Lo((Vsug, by))dz1dze — 0,
s

y del inciso #i7) del Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de las medidas de
Young), tenemos que

f(Vsuk7 br) — (u., f) en Ll(S),

para toda f continua y positiva, en particular para ¢, por lo tanto

/w((Vsuk,bk))dzld«Zrz%// o(y)dp-(y)dz1dzs,
S S JR9

entonces, para casi toda z € S

/ ©(y)dp.(y) = 0.
RQ

Por lo que, el soporte de du, esta contenido en el conjunto de ceros de ¢, es decir,
en
{U;,U;} coni,je {1,2,3} fijos.

Ademés como p, es una medida de probabilidad, es de la forma
pz = AM2)0u; + (1 — A(2))éy, casi para toda z € S,

donde A es medible y A € [0, 1].
Del inciso iii) del Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de las medidas de Young)
tenemos que

/1(Vsuk,bk)dz1dzg—>// ydp, (y)dz1dzs.
s s JRro
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Sabemos que
/ / ydp, (y)dz1dzy = / A(2)dy, + (1 = A(2))dy, dz.
S JR? S

Por otro lado, como (V,u*, b;) es periédica podemos argumentar anélogamente
a 4.7 del capitulo. Por lo que, para toda ¢ € L*(R?)

/go(z)(vsuk,bk)dzldzg—>/¢(2)F>\dz1dz2,
s s

entonces con ¢ =1

/S L(Vou®, by)dzdze — /S 1Fydz1dz,.
Por lo tanto,
p= = A2)dy, + (1 = X(2))0y; = Aoy, + (1 — A)dy,,
casi para toda z € S. a

Proposicién 6.2.2. Existen sucesiones {ur} € W1°(S) y {(Vsug,bx)}, tales
que {(Vsug,br)} es una sucesion minimizante de

/ QO((VS'U,, b))d21d2;2
S

y satisface la siguiente condicion de frontera
(Vsug, b)) = Fx = MUy + AUz + A3Us,
con A+ Ao+ A3 = 1.
Demostracion.
1. Escribamos la condicién de frontera F de la siguiente forma
Fyx=a(AU1 + (1 = AN)Uz) + (1 — a)(uUs + (1 — p)Us),
en este caso

A =ar+(1—a)u
)\2 :a(l — )\)
)\3 :(1 - Oé)(l - N’)a

M+t =ad+(1—-a)pu+a(l-N)+(1—-a)1l—p) =1

Por lo que (A1, A2, A\3) determinan univocamente a A y «, y viceversa.
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Sean
—3A+1 0 0
F,=XU1+(1-MNUy = 0 —-24+3X2 0
0 0 1
y

—3u+1 0 0

Fb:MUl-i-(l—,U,)Ug: 0 1 0
0 0 3u—2

Veamos que existen A y p tal que F, y Fj son compatibles, en efecto

—3\+ 3p 0 0
F,—F, = 0 343\ 0 |,
0 0 3-3u

por lo que, para A = pu 6 A =1, F, — F} es una matriz de rango uno.

Tomemos A = pu, entonces tenemos que la matriz de 2 x 2 dada por F,, — F] es

de la forma
/ , (0 0
Fom B = (0 3+3>\>’

por lo que la direcciéon de compatibilidad es (0, 1).
2. Ahora construyamos una sucesion minimizante {Vuy, by}, sin condiciones
de frontera. Es decir,

i) Sea
(Vsﬁk, Bk) = ak(zl)Ul + (1 — ak(zl))Ug,

entonces, como vimos en la proposicion anterior, @y es de la forma

i = (1) = (P Lo ey,

Uy 22

Sea 9} : (0, % 4+ £) — R una funcién suave tal que

wi“(z):{ (1) sizp € (©,

conc<a,y

Construimos la sucesion

i1)Analogamente, sea

(Vs’l_l,k7 Bk) = ak(zl + Zg)Ul + (1 — ak(zl + ZQ))UQ,
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entonces, como vimos en la proposicion anterior, @y es de la forma

o= () - RS0

0 sizg€($+:5,%+35%)
k — 2 kT k2 kT 2k2
W5 (22) {1 51226(%—1-%,%-1-%
conc<ay
2k
|V¢§(z)|<ﬁ.

Construimos la sucesion
V5 () g + (1 — Y5) F) 2.

Obsérvese que las funciones ()1 y ()2 representan los laminados simples, que
en promedio son compatibles en la direccion (0,1).

i
Y b\
v \

{uk)z

(uk):

. e
\\—_-d{_____—A

Figura 6.5: Laminado de laminados

i4i) Ahora definiremos un laminado de laminados, para esto sea uy, la extension
periédica de

OF (z2) (@)1 + (1= 91) Fyz + 95 (2) (wr)2 + (1 — 5) Fyz,

donde
(wr)r y (wr)2
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son las funciones uy, definidas en los incisos ) y ii) respectivamente, entonces

[(Vsur, )| < | VO] [(wr)1 — Foz| + |1 — oF| [Fy| + [0F] [Vs(r)1]
+ V5| 1(r)2 = Fazl + [1 = @5 [Ful + |05] [Vs(@r)2] + [byl
< |VYF| () — Foz| + C + | V5| [(wr)2Faz| + C
< |V¢1|M sup|(uk)1 — Fpz]) + !V¢2|M méx |(ag)e — Fuz|) + C
< |w’f|£+va§|£+c
<2k e
T~ Bk Bk

Por lo tanto

+C.

/ o((Vsuk, b))dzydzy = c(k)/ o((Vsug, by))dz1dze
s Six(f+35,8+%)
« c «a 2
< —_ — 4=
_C<C(k)51x<k+k k+k2))’

donde c(k) representa el ntimero de secciones donde (Vsu”, b) # 0. Por construc-
cién |51 X (5 + 5 %+ %)| se comporta como k%, por lo tanto

(et )

tiende a cero cuando k tiende a infinito.
3. Por ultimo, agregamos la condicién de frontera

g_;,.i g_i'_%)
2k27 k- k2

Sl X (kQ

(Vsug, by) = Fx = MU + XUz + A3Us,
donde

A =ad+ (1 —a)A =\,

A2 =a(l = A) =l = A1),
)\3 (1—04)( )\) (1—&)(1—>\1):1—)\1—)\2.

Entonces, definimos el conjunto

Sk = {z € S tales que dist(z,0S5) > %}

Sea ¥, para toda k, dada por,
kv | 1 enSg
vi2) = { 0 fuera de S

k 2k
[Vy(z)| < 7
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Ademas, sean

-2 0 1 0 1 0
U{(O 1)1 U2/(0 _2)1 Ué(o 1>a

definimos

Sea {uy} una sucesion tal que
up = 9" (2)(ur) + (1 - ¥i(2)) Fyz,

donde @y, es la sucesion construida en el inciso i) del punto anterior, entonces
argumentando como en la Proposicién anterior y debido a la parte 2. tenemos que

(vsuka bk)

es una sucesién minimizante de
/@((Vsu, b))dz1dzs.
s

3. Ahora determinemos la medida de Young.
De lo anterior tenemos que

/ lo((Vsug, by))dz1dze — 0,
S

y del Teorema Fundamental de las medidas de Young, tenemos que

/1@((Vsuk,bk))dz1dzgﬁ// o(y)dp(y)dz1dzs,
s s Jro

entonces, para casi toda z € S

/ o(y)dp(y) = 0.
RQ

Por lo que, el soporte de du, esta contenido en el conjunto de ceros de ¢, es decir,
en

{U17 U27 U3} .
Ademés como p, es una medida de probabilidad, es de la forma
tz = A1(2)0u, + A2(2)dy, + As(z)0y, casi para toda z € S,

donde A es medible y A € [0, 1].
Del inciso 4i7) del Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de las medidas de Young)
tenemos que

/1(Vsuk,bk)dzld22—>// ydp. (y)dzdze.
s s Jro

Sabemos que

/ / ydp,(y)dz1dzs = / (M (2)du, + A2(2)0u, + A3(2)du, ) d=.
s Jro s
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Por otro lado, como se argumenté en el capitulo 4 en 4.7. Para toda ¢ € L'(R?)

/@(z)(vsuk,bk)dzlsz%/<p(z)F>\dz1d22,
s s

entonces con ¢ =1

/ 1(Vsu®, by)dz1dzy — / 1Fy\dz dzs.
S S
Por lo tanto,
Wy = )\1(2)5(]1 + )\Q(Z)§U2 —+ )\3(2’)5(]3 = )\15(]1 + )\25(]2 + )\3(5(]3,

casi para toda z € S. O
Como se dijo en la introduccién, la implicacién de este resultado es que las mi-
croestructuras observables en estos materiales deberan ser parecidas a esta imagen.

Figura 6.6: Microestructuras



APENDICE A

Apéndice

En este apéndice incluiremos algunos resultados que necesitamos pero no in-
cluimos su demostracién por estar fuera del alcance de esta tesis.

A.1. Regularizacién

Teorema A.1.1. Sean ) abierto y u una funcion continua. Entonces para u® una
regqularizacion estandar de u se tiene que
€

U —u

uniformemente en subconjuntos compactos de Q.

Demostracion. Veéase pagina 630 de [Eva98] O

A.2. Compacidad

Definicién A.2.1. Decimos que las funciones de {uy} son uniformemente
equicontinuas si para cada € > 0 existe § > 0 tal que, si

|l —y| <o

entonces
lur () —ur(y)| <€

para toda x, y € R™ y para toda k

85



86 A. APENDICE

Teorema A.2.1. Sea {ur} una sucesion de funciones escalares definidas en R"
tal que existe una constante M que satisface que para toda x

uk(2)] < M

para toda k € N. Ademds supongamos que las funciones de {uy} son uniforme-
mente equicontinuas. Entonces existe una funcion u y una subsucesion {ukj} -
{ur} tal que

Uk; — U

uniformemente en subconjuntos compactos de R™,

Demostracion.
Véase pagina 109 de [Cla09]

A.3. Banach-Alaoglu

Teorema A.3.1. Sea X un espacio métrico arbitrario. Entonces la bola cerrada
B(0,1) en el dual de X es compacta en la topologia débil*.

Demostracion.
Veéase pagina 169 de [Fol99]

A.4. Dunford-Pettis

Definicién A.4.1. Un conjunto de funciones C en L'(A) es uniformemente
integrable si dado € > 0, existe una constante positiva M tal que

/ u(z)dx <,
{z€Awu(z)>M}

para toda u € C.

Teorema A.4.1. Un conjunto de funciones C en L'(A) es uniformemente inte-
grable si y sdlo si es débilmente compacto.

Demostracion.
Véase pagina 271 de [Edw65]
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