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Resumen

Este trabajo trata del estudio del fenémeno natural de transporte de flujo o flujos en medios porosos en el cual
primero se debe de entender el fenémeno fisico, para asi poder identificar los procesos que determinan la mecanica
de yacimiento.

Nos apoyaremos en modelos mateméticos de sistemas continuos donde formularemos balances sencillos, balance de
masa es un ejemplo, con lo cual nos permitan abstraer la realidad y representarla mediante Ecuaciones Diferenciales
Parciales EDP, que generalmente no tienen una solucién analitica. En particular usaremos el modelo de petréleo
negro de forma general y asi poder establecer una formulacién para los casos de estudio que se resuelven en esta
tesis.

Para encontrar la solucion a estas EDP es necesario aplicar un método numérico. En este trabajo de tesis se aplicara el
Método de Volumen Finito MVF, el cual es ampliamente utilizado en investigacién y en la industria para resolver
este tipo de problemas. Cabe mencionar que en el modelo del fenémeno fisico se completard con las ecuaciones
constitutivas que es donde se incorporan los adelantos cientificos y tecnoldgicos, que definen las caracteristicas del
fluido y medio particular. De esta manera aseguramos la mejor aproximacion al fenémeno natural.

Para la simulacién numérica se utilizarda TUNAM donde se implementa el algoritmo computacional para el modelo
matemaético y numérico, TUNAM es un software desarrollado para resolver problema de conveccién natural, escrito
en C++.
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Capitulo 1

Introduccion

México pasa por una declinacién en sus reservas petroleras. Es tiempo de aplicar tecnologias eficientes en la re-
cuperaciéon de hidrocarburos las cuales deben de ser éptimas y adecuadas, para asi obtener la mayor cantidad de
aceite o gas que se encuentra en los campos petroleros mexicanos. A un campo se le debe efectuar una estimacién
de su volumen inicial, el cual deberd ser econémicamente redituable para explotarlo debido a que la infraestructura
necesaria para su explotacién es elevada (un solo pozo cuesta alrededor de 40 millones de délares).

Se puede dividir la explotacién de un yacimiento en tres partes; a la primera se conoce como recuperacién primaria
y se hace uso de tecnologia elemental ya que la presiéon que existe dentro del yacimiento es muy superior a la presién
atmosférica y entonces el flujo de los hidrocarburos en el medio poroso fluye de manera natural hacia los pozos
productores. Cuando la presién en el yacimiento disminuye, el flujo del hidrocarburos es menor hasta llegar a ser
nulo, entonces es necesario utilizar procedimientos con los cuales se genere un desplazamiento de los fluidos y se
tenga produccion de hidrocarburos, esto implica aumentar la presion en el yacimiento.

Una vez transcurrido el primer periodo, es necesario emplear tecnologias més avanzadas como recuperacion secun-
daria y/o recuperaciéon mejorada, para seguir explotando al yacimiento. Una técnica considerada como sencilla y
muy T1til es la de inyeccién de agua al yacimiento con lo cual se aumenta la presion y se genera un barrido del aceite,
saturando el medio poroso con agua.

En la recuperacién mejorada se utilizan surfactantes y/o quimicos para modificar las propiedades de los hidrocar-
buros, de tal manera que puedan fluir més facilmente a través de la roca permeable, [12].

En la primera parte de la vida 1til (recuperacién primaria) el yacimiento aporta de un 10 % a un 12 % del contenido
total de hidrocarburos del yacimiento. La recuperacién secundaria y mejorada permite extraer de un 12% a un
15 % mads de hidrocarburos que se encuentran en el yacimiento, esto es redituable econdmicamente.

Se han encontrado pocos campos en el territorio nacional, por lo tanto es importante explotar de manera 6ptima los
yacimientos actuales. Ain cuando hay una exploracién en aguas profundas, esto conlleva una cuantiosa inversién y
tiempo. Es un momento adecuado para la recuperacion secundaria y mejorada debido a las condiciones de nuestros
yacimientos. Es posible recuperar aceite que se ha quedado en los poros de la roca sin fluir, al aplicar técnicas
de recuperacién de petrdleo los costos de produccion se incrementan lo que deja un menor margen de ganancia.
Efectuar simulaciones numéricas de yacimientos, SNY, permite disenar una extraccién eficiente y adecuada debido a
que esta herramienta facilita la predicién para el comportamiento del flujo de fluidos y posibilita la toma decisiones
en la administraciéon del yacimiento.

La simulacién numérica de yacimientos permite tener predicciones con diferentes escenarios del yacimiento y a la
vez es un método sencillo y barato que proporciona muchas ventajas para la manera en que se debe de administrar
un yacimiento.

El objetivo principal de la simulaciéon de yacimientos es predecir el rendimiento futuro de un depésito y encontrar
modos y maneras de optimizar la recuperaciéon de algunos de los hidrocarburos.

Dos de las caracteristicas méas importantes en el yacimiento son las propiedades de la roca y las propiedades de
los fluidos. El estudio de un yacimiento se efectia considerando heterogéneas de propiedades que dependen de
la ubicacion en el espacio y en el tiempo. Por ejemplo un yacimiento fracturado se compone de un conjunto de
bloques de medios porosos y una red de fracturas. Las propiedades de la roca en tales condiciones pueden variar
dréasticamente, asi como la de los fluidos. Los modelos deben de ser capaces de tener flexibilidad en las ecuaciones
para poder representar los fenomenos requeridos; esto se lleva a cabo mediante las ecuaciones constitutivas.
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En general las ecuaciones que gobiernan al fenémeno natural de la mecéanica de yacimientos no tienen solucion
analitica, es necesario aplicar métodos numéricos implementados computacionalmente para obtener las soluciones.
Con los recientes avances en computacién es posible abordar problemas en Ciencias e Ingenieria en particular
para problemas de yacimientos petroleros que involucra una gran cantidad de grados de libertad. Ademas con los
recientes avances en métodos numéricos que permiten la utilizacién del creciente poder del cémputo en paralelo,
conjuntamente permiten abordar problemas mas complejos.

En comparacién con los métodos tradiconales como diferencias finitas [14] , la introduccién de métodos de volumen
finito es relativamente reciente, véase por ejemplo [15, 1, 2]. Las ventajas de los métodos de volumen finito son, el
manejo de las condiciones de frontera, la capacidad para reproducir o ajustar geometrias complejas, las propiedades
de variables materiales pueden incorporarse facilmente. y la disminuacién de grados de libertad en las ecuaciones.
Ademss, la estructura clara y versatil de los volimenes hace posible el desarrollo de software de propésitos generales.
Ademsds cuenta con una base tedrica solida que resulta en una mayor confianza, y es posible obtener estimaciones
de error concretos para la aproximacion mediate el método de volimenes finitos.

Ademsds de las ventajas mencionadas anteriormente, el métodos de volumen finito tienen algunas caracteristicas
peculiares cuando se aplican a simulaciones de yacimientos petroleros, como la reduccién de la malla, refinamiento
local de la red en pozos, en las técnicas de punto de esquina, en la simulacién de fallas y fracturas, en el disefio de
lineas de corriente y en la exigencia de alta precisién de soluciones numéricas. El método de volumen finito poseen
una propiedad local de conservacion de masa en cada volumen de control.

Aplicando diferentes tecnologias y herramientas, es posible realizar estudios que podridn conducir al incremento de
las reservas nacionales de hidrocarburos, que significan una gran riqueza para nuestro pais.

1.1. Objetivos generales

Los objetivos generales de este trabajo son los siguientes:

= Revisar conceptos fundamentales de la mecanica del yacimientos petroleros.
» Mostrar de manera sistematica la formulacién axiomaética de los modelos de sistemas continuos.

= Desarrollar un modelo mateméatico, numérico y computacional para el flujo de fluidos en medios porosos.

1.2. Objetivos particulares

Los objetivos particulares para este trabajo son los siguientes:

= Desarrollar el modelo matematico de flujo en dos fases en medios porosos, basado en el modelo de petréleo
negro, y obtener a una formulacién de presién-saturacién para resolver las ecuaciones de balance de masa.

= Aplicar el método de volumen finito para discretizar las ecuaciones de balance.
= Dado que se tendrd una formulacion presién-saturacion, se usara el esquema IMPES para su solucién.
» Estudiar y modificar lo necesario del software libre TUNAM, para obtener soluciones numéricas del problema.

= Investigar la conveniencia de aplicar esquemas numéricos de segundo y tercer orden, para obtener aproxima-
ciones con buena precisién.

= Realizar una simulacién con datos particulares y obtener el comportamiento del yacimiento apartir de las
varibles de presién y saturacion.

= Comparar los resultados numéricos obtenidos en TUNAM con el software comercial ECLIPSE.

8 1.1. OBJETIVOS GENERALES
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1.3. Organizacién de esta tesis

La estructura de este trabajo de tesis estd dada de la manera siguiente:

Capitulo 1. Se aborda la necesidad e importancia de este tipo de investigaciones para la obtencién de la forma
Optima para la explotacion de los yacimientos de hidrocarburos, los cuales son de gran importancia mundial.

Capitulo 2. Se describen las propiedades petrofisicas que completaran el modelo matematico en forma de ecuaciones
constitutivas.

Capitulo 3. Se presenta el modelo matemédtico, donde se incluye una explicacién de la cinematica de sistemas
continuos y un andlisis axiomatico para poder entender formulaciones alternativas de una manera sencilla y eficaz.

Capitulo 4. Se describe el MVF el cual se emplea para encontrar soluciones numéricas a la ecuaciéon diferencial
parcial, mostrando el esquema de discretizacion, el calculo de las condiciones de frontera, la forma de solucién de
las ecuaciones algebraicas y tratamiento de la dependencia temporal.

Capitulo 5. Se resuelven los casos de estudio particulares de este trabajo de tesis, mediante un conjunto de algoritmos
especializados, desarrollados e implementados en TUNAM para obtener soluciones numéricas con buena precisién

Capitulo 6. Se presentan la conclusiones.

CAPITULO 1. INTRODUCCION 9
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Capitulo 2

Modelo Geofisico: Conceptos
fundamentales

2.1. Origen del petrdéleo y gas

Las distintas teorias sustentadas para determinar el origen del petréleo datan de 1886. En las ultimas dos décadas,
el avance sobre la génesis de los hidrocarburos, por medio de la informacién quimica, geoldgica y bacteriolégica, ha
permitido cancelar muchas teorias y eliminar los misterios de dicho origen.

El petréleo se origina de una pequena fraccion de la materia organica depositada en cuencas sedimentarias. Parte
de esta materia orgénica proviene de los restos de plantas y animales que viven en el mar; la mayor porcién procede
de la materia orgénica terrestre transportada a la cuenca por corrientes fluviales y por el viento, principalmente.

Los hidrocarburos que constituyen los crudos o petréleos provienen basicamente de dos fuentes diferentes:

1) Del 10% al 15% son hidrocarburos formados directamente por los organismos preservados y que sélo sufren
pequenos cambios quimicos.

2) Del 85% al 90 % de los hidrocarburos que constituyen el petréleo se forman a través de una serie de procesos
quimicos y bacterianos, a los que se somete la materia orgdnica original; es decir, estos hidrocarburos se forman a
partir de un proceso diagenético de transformacién, donde la temperatura y la presién que se tiene a la profundidad
que se encuentran los estratos, son los factores principales que influyen para la generacién de los hidrocarburos.

En la figura (2.1) se hace referencia al transporte de sedimentos por un rio que viene desde las montanas y recorre
el continente hasta llegar a una desembocadura al océano; en su recorrido el agua va ganando sedimentos y materia
orgdnica, la cual se deposita y va sepultandose para posteriormente pasar a procesos diagenéticos, catagenéticos y
metagenéticos, que generaran los diferentes hidrocarburos, para mayor informacién véase [18].

Figura 2.1: Depositacion de sedimentos.

11
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Tanto el petréleo como el carbdén son el producto de la transformacién de la materia organica. Dependiendo del
tipo de materia orgénica, tendremos un producto oleoso o carbonoso; asi, cuando se trata de materia vegetal, en su
mayoria el producto final es el carbén y cuando la materia orgdnica procede de restos de microorganismos ricos en
lipidos y proteinas, el resultado serd la generacion de petréleo.

2.2. El sistema petrolero.

El sistema petrolero incluye todos los elementos y procesos geoldgicos esenciales para que un yacimiento de aceite
o gas se forme en la naturaleza. Estos sistemas se estudian usando modelos dindmicos, en los que intervienen
varios elementos de entrada a la cuenca sedimentaria, como son sedimentos y la materia organica, entre otros. La
transformacién de un sistema petrolero ocurre bajo ciertas condiciones, por ejemplo cuando se llevan a cabo procesos
como la diagénesis, catagénesis y metagénesis. La diagenésis es el proceso de formacion de una roca por medio de la
compactacion de sedimentos, la diagenésis convierte asi a la arena en arenisca, lodos calcdreos en calizas, etcetera.
La catagenésis es el proceso mediante el cual la materia organica contenida en los sedimentos se transforma en
petréleo y estd en funciéon de la presiéon y el flujo de calor. La metagenésis es el proceso donde se obtiene el petrdleo
mas maduro y se genera el gas hiimedo y gas seco, este proceso se lleva a cabo con la mayor presién y temperatura
es asi que se llega finalmente a la formacién de gas y aceite, los cuales pueden acumularse en una trampa petrolera.

Todos los elementos esenciales (roca generadora, roca transportadora, roca almacén, roca sello y roca de sobre
carga) deben darse en tiempo y espacio para que puedan ocurrir todos los procesos (formacién de trampa y gene-
racién-migracién-acumulacién) que dan origen a una acumulacién de hidrocarburos. La ausencia de uno sélo de los
elementos o procesos, elimina la posibilidad de tener un yacimiento de hidrocarburos.

2.3. Generacion de hidrocarburos

La roca generadora debe llegar a un nivel de enterramiento natural, en tiempo geolégico, a una profundidad suficiente
y con las condiciones adecuadas de presién, volumen y temperatura para que la materia organica contenida pueda
madurar hasta convertirse en hidrocarburos.

Es necesario que la roca se encuentre dentro de una cuenca sedimentaria que sufra procesos de subsidencia, hundi-
miento por su propio peso, y enterramiento, en un ambiente andxico con un aporte suficiente de sedimentos; este
es el principal factor limitante.

Dentro de la roca generadora, no toda la materia orgdnica se transforma en petréleo, se estima que el 70 % permanece
como residuo orgénico, insoluble, por lo que el rendimiento promedio de las rocas generadoras es de aproximadamente
30 %. Ese petréleo generado debe migrar hacia una roca almacén y acumularse en ella por medio de una trampa,
se estima que solo 1% es capaz de llegar a la trampa para generar un yacimiento.

El petréleo y el gas se encuentran casi exclusivamente en estructuras sedimentarias, estos se encuentran concentrados
en el espacio poroso de los yacimientos subterraneos cuyas rocas son principalmente carbonatadas y areniscas.

La migracién y concentracién de los hidrocarburos estdn determinadas por la extensién a la que el fluido puede
viajar a través de los poros comunicados en la roca y por las diferentes densidades de los fluidos. Los poros estan
ocupados principalmente por agua el petroleo tiene una densidad menor a la del agua y no es soluble en ella, por
la tanto el aceite tiende a ascender a través del agua hacia la parte superior y forman capas separadas. El petroleo
debe de tener una viscosidad suficientemente baja para poder fluir, a su vez la roca debe de ser permeable de tal
manera que los fluidos puedan percolar a través de ella.

La viscosidad del petréleo depende de la composicién quimica y de la temperatura. Existen dos tipos béasicos de
petrdleo. Uno es llamado aceite de base parafinica y el otro aceite de base asfaltica. Se definen usualmente con el
término de gravedad y no por la densidad. La gravedad se mide en grados en la escala Baume. El agua pura tiene
una gravedad de 10 grados en esta escala. La mayoria de los aceites tiene una gravedad mayor, variando desde los
10 grados hasta més de 60 grados.

Los aceites de base asfdltica contienen una proporcién relativamente mayor de constituyentes viscosos que el de
base parafinica. Sin embargo, algunos de estos constituyentes viscosos también son més volatiles, es decir cambian
de liquido a gas, a temperaturas menores que otros menos viscosos. Algunos aceites que fluyen facilmente a las
temperaturas mayores de los yacimientos profundos, se vuelven demasiado viscosos al fluir en estructuras con
temperaturas menores y viceversa. Se puede decir que el petréleo es suficientemente fluido para percolar a través de

12 2.2. EL SISTEMA PETROLERO.



Ricardo Flores Vargas.

la roca permeable si tiene la temperatura, composicion y el tiempo disponible para alterar la composicién perdiendo
los componentes volatiles.

Las estructuras tectonicas tienen efectos importantes en la migraciéon y concentracién de los hidrocarburos. Las
fracturas contribuyen a la porosidad y a la permeabilidad, mientras que los pliegues y fallas influyen en la distribucién
de las zonas permeables e impermeables.

La geologia tiene un papel clave en la busqueda de los hidrocarburos. Las trampas estructurales y estratigraficas han
sido descubiertas con la ayuda de mapas geoldgicos que mostraban el patrén del suelo y de estudios geofisicos que
lo confirmaban. El conocimiento de las estructuras tecténicas y la distribucién de las rocas sedimentarias pueden
aumentar mucho la posibilidad de localizar los hidrocarburos.

La extension estratigrafica del Sistema Petrolero incluye a las rocas generadoras, acumuladoras, sellos y de sobre-
carga, al momento critico. Las rocas de sobrecarga proveen el sepultamiento necesario para la madurez de las rocas
generadoras e impactan en la geometria de las trampas y de las vias de migracién.

2.3.1. Migracion

La migracion es el movimiento de aceite o gas en los poros (porosidad primaria) o discontinuidades de las rocas
(porosidad secundaria) en el interior de la corteza terrestre que permite la acumulacién del hidrocarburo en un
yacimiento.

La migracién primaria designa los movimientos de los fluidos de la roca donde se almacena el hidrocarburo. Esta,
comprende el movimiento de los hidrocarburos a partir de su desprendimiento del Kerégeno, asi como su transporte
dentro y a través de los capilares y poros estrechos de las rocas de grano fino en el medio poroso.

La migracién secundaria es el desplazamiento de los hidrocarburos en el interior de los horizontes permeables de
una serie estratigrafica hacia la trampa donde se produce la acumulacién. Es decir, es el movimiento del petréleo,
después de su expulsién de la roca generadora, a través de poros mas amplios de la roca portadora y almacenadora,
mas permeables y porosas.

La migracidén lateral (o paralela) son los desplazamientos de los hidrocarburos en el interior de una formacién de
la misma edad, no importando cual sea la distancia y el nivel de recorrido.

La migracién vertical (o transversal) se refiere a los movimientos de los hidrocarburos de forma perpendicular a los
limites cronoestratigraficos y que ocasiona que los fluidos de una formacién determinada circulen a otra formacién
de edad diferente.

Existen dos casos tipicos de migracién:

1. Cuando el paso de hidrocarburos se realiza de una formacién antigua a otra estratigraficamente méas joven.

2. Cuando el paso de hidrocarburos se realiza de una unidad estratigréfica joven a otra mas antigua.

Las fuerzas que causan la migracién son varias y de diferente naturaleza. Entre ellas se pueden mencionar: fuerzas
debidas a la accién de la gravedad, fuerzas moleculares entre las que se encuentran la absorcion, adhesion, capilaridad,
fuerzas quimicas debidas a la cementacion y el relleno de los intersticios entre los granos de la roca desplazando a
los hidrocarburos, fuerzas debidas a movimientos tecténicos y a la profundidad de sepultamiento, fuerzas debidas a
la accion bacterial.

Algunos de los factores que gobiernan la migracion del petréleo pueden verse en las propiedades de la roca del
yacimiento (seccién 2.4).

2.4. Propiedades de la roca y de fluidos del yacimiento

En ésta seccion se presentaran conceptos geoldgicos y fisicos que complementan la mecénica de yacimientos y que son
necesarios para poder comprender de manera integral el fenémeno de transporte en medios porosos. Es necesario la
comprensién de las propiedades basicas de la roca y el fluido para poder formular un modelo completo, identificando
los procesos fisicos que tienen mayor impacto en el sistema, y asignarles variables para representarlos e incorporarlos
al modelo como ecuaciones constitutivas.
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Poros . Son diminutos pasajes interconectados que existen en una roca permeable, véase la figura (2.2), donde
se presenta una representacién. Pueden estar alineados por minerales diagenéticos (arcillas). Las conexiones
entre los poros se conoce como pore throat y son éstas las que controlan la presiéon capilar de entrada en un
proceso de drenaje.

Porosidad . Se define como volumen de vacios entre volumen total. Hay dos tipos de porosidades: La porosidad
total que incluye poros interconectados y aislados; y la porosidad efectiva que incluye solo los poros
interconectados. Debido a que sélo por los poros interconectados es por donde puede trasladarse el fluido, es
la porosidad efectiva la que tiene especial interés. La porosidad se denota comunmente por ¢.

Poros .

interconectado Hidrocarburos
Poros no
interconectados

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Poros interconectados. (b) Poros no interconectados.
Entonces, la porosidad total se escribe como

_ Volumen del espacio del poro

¢ =

)

Volumen total

mientras que la porosidad efectiva es

_ Volumen del espacio del poro disponible interconectados

e

)

Volumen total

donde

Pe < .

La porosidad depende de la presién, la compresibilidad de la roca, se puede definir como:

o o 10O
B %ap

Una vez integrada la expresién anterior la porosidad puede expresarse como
_ 0
¢ = ¢OecR(p P

donde @° es la porosidad a la presién de referencia p° (la presiéon atmosférica). Expandiendo en series de
Taylor, obtenemos:

1
¢ = 0" |1+ crlp—1°) + 5k —P")" + -+

Para roca ligeramente compresible los términos de alto orden se pueden despreciar, de tal manera que en este
caso tenemos

14 2.4. PROPIEDADES DE LA ROCA Y DE FLUIDOS DEL YACIMIENTO



Ricardo Flores Vargas.

¢~ ¢°(1+cr(p—1p°))

Conductividad . Las interacciones entre un fluido y la matriz sélida, en un medio poroso se toman en cuenta
mediante la conductividad hidraulica, cuya relacion se presenta enseguida:

K = kraﬁﬁv

7 T Mo
donde ko es la permeabilidad relativa de cada fase (o = w,0,g. donde w = agua,o = aceite, g = gas), k es
la permeabilidad inherente al medio el cual se representa mediante un tensor, p, es la densidad de cada fase,
g es la fuerza de gravedad, p, representa la viscosidad de cada fase.

Permeabilidad . La permeabilidad es la capacidad de la roca para conducir los fluidos a través de sus poros
interconectados de estd. Esta capacidad de conduccién en algunas ocasiones se refiere como permeabilidad
absoluta. Comuinmente se representa por k, y se mide en unidades de darcy (d) 6 milidarcy (md). En la
ingenierfa de yacimientos, la permeabilidad es probablemente la cantidad medida més importante, debido a
que dicta la distribucién de la conectividad de los poros interconectados y el flujo de fluidos en el yacimiento.
En seguida se muestra una tabla con valores tipicos de permeabilidad para rocas de yacimientos, tomada de

[6]

Cuadro 2.1: Valores tipicos de permeabilidad.

Clasificacién | Rango de permeabilidad (md)
Pobre aceptable 1-15
Moderado 15-20
Bueno 50-250
Muy bueno 250-1000
Excelente mas de 1000

La permeabilidad a menudo varia con la ubicacion, incluso en el mismo lugar, puede depender de la direccién
de flujo. Para situaciones practicas, es posible asumir que k es un tensor diagonal, el cual representa un sistema
isotrépico donde el sistema de coordenadas coincide con las direcciones del flujo principales, como se muestra
a continuacién en un ejemplo para tres dimensiones:

ki 00
k=0 ko o0
0 0 ks

Se pueden tener tres casos:

Primer caso, todas las permeabilidades son diferentes, es un medio anisotrépico.

ki1 # koo # ka3

Segundo caso, las direcciones en la vertical son diferentes a la direccién en la horizontal

ky = ki1 = koo

kg = ka3

donde

ky # kn

Tercer caso, todas las permeabilidades son iguales en las tres direcciones, medio isotrépico
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ki1 = kog = k33

En muchos sistemas existen correlaciones aproximadas entre k y ¢. En la figura (2.3) se incluye un ejemplo
tomado de [6] donde se puede observar una correlacién de permeabilidad-porosidad.

10000

md

1000

100

Permeabilidad, k

% de porosidad del nicleo

Figura 2.3: Correlacién permeabilida-porosidad. Los circulos son mediciones de laboratorio.
En esta grafica se observa que a mayor porosidad mayor permeabilidad.

Fase . Se refiere a la regién quimicamente homogénea de un fluido que se separa de otras regiones por una interfase.
En el caso del modelo de petréleo negro, vamos a tener tres fases, agua (w), aceite (0), gas (g). La fase de la
roca es indicada por la variable r.

Componentes . Es una especie quimica que puede estar presente en una fase. Por ejemplo la fase aceite puede
tener cientos de componentes, C7, Cs, C3, etc.

Fluido incompresible . Nos indica compresibilidad igual a cero, su densidad es independiente de la presion. El
agua y el aceite (sin gas) pueden ser considerados como dos fluidos incompresibles.

Fluido ligeramente compresible . Su compresibilidad estd en el rango de 10° a 10~ %psi~!. Unos ejemplos a
condiciones de yacimiento son el agua y el aceite (sin gas).

Fluido compresible . Su compresibilidad est4 en el rango de 1073 a 10 *psi !, su densidad se incrementa cuando

se aumenta la presién, pero se estabiliza a altas presiones. El gas es un fluido compresible.

En la Simulacién Numérica de Yacimientos, (SNY). El agua se considera incompresible o ligeramente com-
presible. El gas se considera compresible. Si p, > pyq. el aceite y su soluciéon de gas son tratados como
ligeramente compresibles. En el otro caso, p, < pyac, se consideran compresibles. Donde p; es la presion de
punto de burbuja del aceite (es cuando el hidrocarburo pasa de estado liquido a estado gaseoso) y pyac €s la
presion del yacimiento.

La figura (2.4) tomada de [6] muestra la forma en que se comporta un fluido incompresible, ligeramente
compresible, compresible y las componentes aceite y gas disuelto en la fase aceite.
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Incompresible

............. Ligeramente
compresible

TS ' Compresible

\ 4 y— Petroleo y
solucion de

‘x / ’ gas

»

Figura 2.4: Densidad (p)-presién (p).

Compresibilidad de una fase ¢; . Se puede definir en términos del cambio de volumen (V') o de la densidad (p)
con respecto a la presion

L1V 1o
="V op T poplr

después de integrar la expresion anterior obtenemos
p = poec’ (pfpo).
donde p° es la densidad a la presién de referencia p° (a la presiéon atmosférica).
1
p=r" |1+ crp=p") + 5¢5(p = p")* + -+

Para fluidos ligeramente compresibles la aproximacién obtenida es:

prp’(1+ci(p—p")).

Factor de solubilidad del gas (Rso) . Es el volumen de gas (medido a condiciones estdndar en superficie) di-
suelto a presién y temperatura del yacimiento en una unidad de volumen de almacenamiento de aceite:

VG s

Rso(p,T) = Voo

donde s indica condiciones estdndar, usualmente se usa SCF/STB (standar cubic feet / stock tank barrels)
para medir volumen. Si se usa la definicién de volumen tenemos

Wo Wa
VOS = ) VGS = .
POs PGs

donde Wo v Wi son los pesos de las componentes de gas y aceite.
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Usando las relaciones anteriores se obtiene

W,
Rso _ GPOs ]
Wopas

Factores de formacion de volumen . Describe la razéon del volumen V,, de una fase o medida a condiciones de

yacimiento, entre el volumen V; de la fase medida a condiciones estdndar. Se usan unidades RB/STB (RB=
reservoir barrels) para liquidos y RB/SCF para gases.

Para una fase («), en términos de la densidad se tiene

Ba(p,T) = 222

P

Para el aceite tomando en cuenta que éste contiene gas, es decir

~ Wo+Wg
Po

Vo
se tiene lo siguiente

(Wo + We)pos

B, =
Wopo

Densidad del fluido (p) . La densidad de un fluido se define como la masa m por unidad de volumen V'

18

P:v~

En general la densidad de un fluido es funcién de la presion y la temperatura, de acuerdo a relaciones llamadas
ecuaciones de estado

p=pp,T).

La densidad relativa d; se define como el cociente de dividir la densidad de un fluido a ciertas condiciones
fijas de presién y temperatura, por la densidad de un fluido de referencia, a las mismas condiciones de presién
y temperatura.

Entonces, para la fase a se tendria

5. - PT)
7 par(®T)

donde el subindice ar significa un fluido de referencia, el cual es el aire para los gases y el agua para los
liquidos.

Las fracciones de masa del aceite y solucién de gas en la fase aceite se escriben

Cow = Wo _ _Pos
¢ WO + WG -Bopo7
W RSO S
Caro o o PG

" We+Wa  Bopo
usando Cp, + Cg, = 1 obtenemos la densidad de la fase aceite:

Rsost + POs

Po = Bo
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Cuadro 2.2: Valores tipicos de viscosidad.

Clasificacién Rango de viscosidad (cp)
Aceite ligero 0.3-1
Aceite medio 1-6
Aceite moderado 6 - 50
Aceite muy viscoso 50 - 1000
Aceite pesado mas de 1000

Viscosidad (i) . Es una medida de la energfa disipada cuando el fluido estd en movimiento resistiendo una fuerza
de corte aplicada. (fuerza/drea*tiempo, Pa*s = poise).
Para un gas, las moléculas estdn ”muy” distantes entre si, por lo tanto tienen poca resistencia a fluir. Un fluido
muy denso, tiene alta resistencia a fluir, pues sus moléculas estan cerca entre si. La viscosidad del agua a
condiciones estandar es de 1 c¢p (centiposie). La viscosidad del betumen puede ser de 4,500,000.00 cp.

Mojabilidad . La mojabilidad de la roca del yacimiento afecta los procesos de desplazamiento de las fases (fluidos).
Las fases se dividen en mojadoras (wetting) y no mojadoras (non-wetting). Mide la preferencia de la superficie
de una roca a ser mojada por una fase en particular, vease figura (2.5). La mojabilidad de un medio poroso
determina la forma de permeabilidad relativa y presion capilar.

Fase no mojadora Fase mojadora

Figura 2.5: Angulo que determina la mojabilidad.

Imbibicién . Es el fendmeno que existe en presencia de al menos dos fluidos inmiscibles en un medio poroso,
cuando uno es la fase mojadora que cubre al medio poroso y el otro fluido es la fase no mojadora. Cuando se
incrementa la saturacién de la fase mojadora, existe un desplazamiento de la fase no mojadora. Se puede ver en
la figura (2.6) que al ser el dngulo que forma la fase mojadora con la roca mayor a 45 grados aproximadamente
se da el fenémeno de la imbibicién.

Drenaje . Proceso de desplazamiento de un fluido que ocurre cuando la fase no mojadora se incrementa. Por
ejemplo esta el drenaje por gravedad, donde el gas debe de migrar a la parte mas alta de la estructura para
llenar el espacio formalmente ocupado por petrdleo y formar una capa secundaria de gas. La migracién del
gas es rapida comparada con el drenaje del petréleo. En la figura (2.6) se ve el dngulo que se necesita que
tenga la fase mojadora para que se dé el fendmeno de drenaje.

Imbibicién espontanea . Este proceso ocurre cuando una fase mojadora invade un medio poroso en ausencia de
fuerzas externas. La fase mojadora invade bajo la accién de fuerzas superficiales.

Water wet formation . En este proceso el agua es la fase mojadora, ocupa los poros mas pequenos y forma una
capa alrededor de la superficie de la roca, atin en los poros que contienen aceite. Una inundacién por agua es
una imbibicién; el agua espontaneamente imbibe dentro de un nicleo que contiene aceite mévil y lo desplaza.

Oil wet formation . En este proceso el aceite es la fase mojadora, ocupa los poros mas pequenos y forma una
capa alrededor de la superficie de la roca, atn en los poros que contienen agua. Una inundaciéon por agua es
un drenaje; el aceite espontaneamente imbibe dentro de un nicleo que contiene agua movil y la desplaza.
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aceite

aceite

Figura 2.6: (a) Imbibicién.  (b) Drenaje.

Intermediate wet formation . La roca es mojable hasta cierto grado tanto por agua como por aceite. Ambas
fases pueden imbibir dentro del sistema

Saturacién S . La saturacién de una fase (agua=w, aceite=o0, gas=g) es la fraccién del espacio de poro que ésta
ocupa. En un sistema de tres fases completamente saturado se tiene

SUJ+S()+S_(]:1-

es decir las tres fase juntas llenan el espacio del poro. Presién capilar, permeabilidad relativa, entre otras,
dependen fuertemente de la saturacion.

Saturacién residual S, . La saturacién residual de una fase es la cantidad de dicha fase (fraccién) que queda
atrapada o es irreducible. La fase no mojadora residual, es atrapada en los poros por fuerzas capilares.
Tipicamente S,, € [0.2, 0.35]. La cantidad de fluido atrapado depende de la permeabilidad y mojabilidad de
la roca.

Presion capilar . En un flujo en dos fases, se tiene una discontinuidad en la presién a través de la interfase entre
cualquiera dos fluidos inmiscibles por ejemplo agua y aceite. Esto es una consecuencia de la tensién interfacial
que existe en dicha interfase. Por convencion se usara en este trabajo la siguiente notacién introducida por
[5]Pcow = Po — Pw donde el segundo subindice serd la fase no mojadora y el tercer serd la mojadora para la
presion capilar. La discontinuidad entre la presion en la fase no mojadora, p, y aquella en la fase mojadora,
Pw se refiere como presion capilar peow = po — Pw- La p. depende de la saturacién de la fase mojadora y de la
direccién de cambio de ésta (imbibicién o drenaje).

El fenémeno de dependencia de la curva sobre la historia de la saturacion se conoce como histéresis, véase la
figura (2.7).

En general, la p. también depende de la tension superficial o, la porosidad ¢, la permeabilidad k y el 4ngulo
de contacto # con la superficie de la roca de la fase mojadora, el cual a su vez depende de la temperatura y
composicién del fluido.

En un flujo en tres fases, se requieren dos presiones capilares

Pcow = Po — Pw,
Pcgo = Pg — Po-

una tercer presion capilar se puede obtener usando las dos anteriores

Pcgw = Pg — Pw = Pcow + Pcgo-

donde generalmente se asume que
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Sy (% volumen de poro) =

Figura 2.7: Presién capilar en funcién de la saturacién.
Fendémeno de histéresis.

Pcow = Pcow (S'w)

Pcgo = pcgo(Sg)-

Permeablidad relativa k,., . Es una cantidad que mide la habilidad de una fase para fluir en una formacién
porosa y en presencia de otras fases. La presencia de méas de una fase inhibe el flujo.

Movilidad )\, . La movilidad de una fase se define como la razén de la permeabilidad relativa entre su viscosidad.
Para un sistema de tres fases, agua (w), aceite (0), gas (g) se tiene

k"'w kTO k”'
)\w = 77)‘0 = 7a)\g = 79-
Hw Ho Hg

Flujo fraccional f, . Es una cantidad que determina la razén de flujo volumétrico fraccional de una fase bajo un
gradiente de presiones dado, en presencia de otra fase. Para tres fases

Aw _ A Ay
A b)
donde A = Ay, + Ao + Ay es la movilidad total.

fw:

Para revisar estos conceptos vedse [6]

2.5. Trampas

Una trampa petrolera es una caracteristica geolégica que permite que el hidrocarburo (gas o aceite) se acumule y se
conserve de manera natural durante periodos de tiempo largos. Representan receptaculos cerrados y son cuerpos de
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roca almacenadora completamente rodeados hasta cierto nivel por rocas impermeables. Una trampa es un obstédculo
que impide la migracién de los hidrocarburos, quedando éstos acumulados en ella.

Las trampas se forman por condiciones estratigraficas que fueron establecidas durante el tiempo de depdsito de
los sedimentos, por los cambios posteriores y litificacion de los sedimentos, por deformaciones estructurales, o por
combinacién de dos o mas de estos factores.

2.5.1. Yacimiento petrolero

Es una acumulacién de petréleo en el subsuelo en un receptaculo separado e individual, caracterizado por un sistema,
natural de presion, de tal manera que la produccién de petréleo en una parte de él afecta la presion del receptéculo
en toda su extension.

Un yacimiento esta limitado por barreras geoldgicas en todas direcciones, como pueden ser condiciones estructurales,
estratos impermeables y agua en la formacién, de tal manera que esta efectivamente separado de otros yacimientos
que pueden existir en la misma estructura geolégica.

2.5.2. Campo petrolero

Puede ser un solo yacimiento, o puede consistir de dos o méas yacimientos contenidos en una misma estructura
geoldgica.

Cuando maés de un yacimiento estd presente en el mismo campo, los diferentes yacimientos estan separados entre
si por barreras geoldgicas, tales como fallas, cambios en porosidad y permeabilidad, acunamientos y condiciones
sinclinales.

Los distintos yacimientos pueden encontrarse en varios horizontes de diferentes edades geoldgicas, separados por
formaciones relativamente impermeables, y pueden parcial o totalmente traslaparse en sentido horizontal.

2.5.3. Clasificacién de las trampas de aceite y gas
Trampas estructurales por:

1. Pliegues anticlinales.

2. Domos.

3. Fallas normales.

4. Fallas inversas.

Trampas por variaciéon de permeabilidad debido a:

(Incluye trampas estratigraficas)

1. Cambio de facies.

2. Discordancias.

3. Paleogeomoérficas.

4. Variacion causada por agua subterranea.

5. Variacién causada por truncamiento.
Trampas mixtas:

1. Combinacién de elementos estructurales con variacién de la permeabilidad.
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Las trampas estructurales son el resultado de movimientos de la corteza terrestre. Los anticlinales son los més
importantes, habiendo producido el 80 % del petrdleo extraido de todos los campos del mundo.

A las trampas de variaciéon de permeabilidad también se les ha llamado estratigréficas, sin embargo, este término
no es muy apropiado debido a que un estrato puede continuar lateralmente pero la permeabilidad no.

La acumulacién de hidrocarburos puede resultar de una trampa sola, de trampas muiltiples o trampas combinadas.
Una trampa sola puede estar representada por la acumulacién de aceite en un anticlinal. Ejemplos de trampas
multiples son la presencia de aceite abajo de un sello de asfalto en una parte del campo, y en otra parte a lo largo
de la cima del un anticlinal; o una serie de pequenos domos superpuestos en un anticlinal grande.

El entrampamiento mixto no es igual al miltiple. En el mixto todas las trampas son mutuamente dependientes
para efectuar el cierre.

La mayoria de las acumulaciones clasificadas como de permeabilidad variable son realmente debidas a una com-
binaciéon de permeabilidad erratica y posicién estructural. Ejemplo: acumulaciones en anticlinales que contienen
localmente zonas estériles debidas a variacién de permeabilidad. En este caso, la acumulacién es totalmente anti-
clinal, pero la distribucién estd controlada por porosidad local.

Pliegues anticlinales

La mayor cantidad de petréleo extraido de los campos del mundo proviene de pliegues anticlinales. Estos pueden
generarse de movimientos verticales o movimientos horizontales.

Movimientos verticales:

1. Movimiento es hacia arriba o abajo debidos a diastrofismo, también pueden ser debidos a actividad ignea en
la corteza.

2. Asentamientos debido a compactacion o filtrado de agua.
Fallas profundas, hay evidencia sismoldgica de fallas profundas que hacia arriba producen plegamientos.

Intrusiones, que pueden arquear las rocas sobreyacientes.

oro W

Asentamiento, debido a compactacién diferencial.

Movimientos horizontales
1. Fajas orogénicas

Trampas producidas por domos salinos

Una trampa generada por un domo salino es producida por presiones en la corteza terrestre que causan que
los depésitos de sal normalmente estratificados fluyan plasticamente lateralmente y hacia arriba, deformando los
sedimentos suprayacentes, y en algunas ocasiones rompiéndolos. A pesar de su extrana naturaleza y origen son
productoras de cantidades considerables de gas y aceite.

Se clasifican intrusivos y no intrusivos.

Bajo la primer clasificacién se encuentran las intrusiones de sal que rompen las estratificaciéon de todos los sedimentos.
Algunas de estas masas de sal siguen las fisuras, pero son mucho mas abundantes las intrusiones verticales o casi
verticales en forma de chimenea.

La segunda clasificacién incluyen los anticlinales de sal, estructuras semejantes a lacolitos, que no llegan a romper
a los sedimentos. Hasta la fecha no se han encontrado yacimientos de petréleo asociados a estas estructuras.

Trampas por fallas

Los planos de falla funcionan en algunas areas como canales para la migracion del agua y del aceite y a veces
pueden unir varios estratos productores para formar un sélo yacimiento; o bien pueden permitir permitir que el
aceite se escape. El que un plano de falla funcione como canal o como sello para formar una trampa depende de
varios factores de gran importancia son el tipo de falla y la litologia de las rocas cortadas por la falla. Si el tipo
de la falla y la fragilidad de la roca producen brechas a lo largo del plano de falla, éste actuara como canal. Si se
produce pulverizacion y flujo plastico de las rocas a lo largo del plano, se originaréd un sello.

Se requieren las siguientes condiciones que son esenciales para la formacién de la trampa:
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1. El receptaculo afallado debe estar sellado, de tal forma que opuesto a él se encuentre una roca impermeable.
2. La zona de falla debe ser impermeable en la proximidad de la roca almacenadora.

3. La falla debe cortar a través del buzamiento del anticlinal para que el agua encierre a los hidrocarburos de un
punto de la falla a otro punto de la falla, o bien, la falla debe de estar cerrada lateralmente por otras fallas o
por variaciones de permeabilidad.

Las fallas que cortan a los campos petroleros son de dos tipos estructurales: fallas a lo largo de la cresta y fallas de
rumbo que cortan a los anticlinales.

Las primeras no son realmente trampas, puesto que el aceite se hubiera acomodado en la estructura con o sin su
presencia. Sin embargo pueden controlar la distribucién de la produccién en el anticlinal al actuar como barrera a
la migracién de los hidrocarburos a la cima del anticlinal.

Los anticlinales buzantes afallados localizados en monoclinales regionales representan verdaderas trampas, por que
los hidrocarburos no se hubieran acumulado sin las barreras representadas por las fallas a lo largo de su ruta de
migracion.

Los yacimientos afallas tienden a ser elongados, paralelos a las fallas y la acumulacion estd limitada por la falla
echado arriba y por agua echado abajo.

Trampas por variaciéon de permeabilidad

Si en una roca almacenadora con buena porosidad se produce una desaparicién de la porosidad echado arriba, se
forma una trampa propicia para almacenar hidrocarburos. La terminacién de la permeabilidad puede ser abrupta,
o bien, puede ser gradual como en el caso de un cambio de fases. El entrampamiento es debido principalmente a
fenémenos estratigraficos, a las acumulaciones por variacién de permeabilidad se les llama generalmente Trampas
estratigraficas. En muchos casos se requiere un basculamiento de los estratos para que se efectie la acumulacién
en este tipo de trampa.

Las trampas por variacién de permeabilidad son genéricamente de tres tipos:

1. Trampas en que las diferencias de permeabilidad se adquieren inicialmente durante la etapa de sedimentacion.
2. Trampas en las que las aguas circulantes localmente han aumentado o disminuido la porosidad.

3. Trampas en las que un estrato permeable inclinado ha sido truncado y la cara erosionada sellada por una
cubierta impermeable.

En términos de produccién de aceite el tercer tipo es el mas importante.

Las trampas de sedimentacién son de tres tipos:

1. Arrecifes.
2. Cuerpos arenosos lenticulares.

3. Rocas almacenadoras con cambios de facies.

Si requiere més informacién acerca de este tema véase [6, 13, 21, 4]
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Capitulo 3

Modelo Matematico

Los modelos matematicos son una herramienta muy poderosa para poder predecir comportamientos fisicos existentes
en la naturaleza, los cuales pueden tener interés econdémico y/o cientifico. Para ello es importante considerar las
abstracciones correctas del fenomeno de estudio, identificar las variables principales del sistema, representarlas
correctamente mediante definiciones y sus relaciones entre ellas para poder construir un modelo matematico. En el
caso de la simulacién numérica de yacimientos SNY, es necesario conocer los fundamentos de la fisica macroscopica
y apoyarse en la ”teoria del continuo”, para realizar estas suposiciones e idealizaciones del medio y sus fuerzas para
que estas sean correctas.

Los modelos matematicos de sistemas continuos constituyen una realizacién extraordinaria de los paradigmas del
pensamiento matemaético. Estos sistemas, pueden formularse por medio de balances sencillos. Esta formulacién es el
resultado de un largo proceso de perfeccionamiento en el que trabajaron un gran nimero de mentes brillantes. En
la figura (3.1) se observa un diagrama de flujo dénde muestran los pasos necesarios para poder generar un modelo
de la naturaleza y obtener una solucién numérica aproximada.

Modelo
Conceptual ﬁ
Si A Modelo
ok? ~% Matematico
/" No

»{ Revision
Validacién Si @ ............
No
Modelo

~®  Numérico

Y

Modelo
Probar [«€— Computacional [*€

Figura 3.1: Diagrama de flujo para generar y obtener la solucién de un problema.

En lo que sigue se hard una descripcion general de los sistemas continuos, en términos de la formulacién axiomatica
desarrollada por el Dr. I. Herrera [5, 11].

3.1. Cinematica de sistemas continuos

Es importante la comprensién del movimiento de las particulas desde el punto de vista de la teoria del continuo, ya
que es fundamental para el estudio de todos los demaés temas que dependen necesariamente de la explicacién de la
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mecanica del movimiento. Mediante la cinematica, que es el estudio de las leyes del movimiento de los cuerpos sin
tener en cuenta las causas que lo producen, es posible estudiar las trayectorias de los cuerpos en espacio y tiempo.
La cinematica relaciona las descripciones analiticas y matematicas de toda clase de movimientos.

Definamos al sistema continuo como un conjunto de particulas, que son un subconjunto del espacio Euclidiano
tridimensional; este subconjunto o cuerpo ocupa un dominio en cualquier instante. Denotaremos B(t) a la regién
ocupada por el cuerpo B, en el tiempo ¢, donde ¢ es cualquier nimero real, véase figura 3.2.

B B(t)

p(X,t)

Figura 3.2: Diagrama de un cuerpo de un sistema continuo.

Nuestro interés de estudio se limitard a un intervalo finito de tiempo. Dado un cuerpo B, todo subdominio B C B,
constituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que B C Bes un subcuerpo de B. De acuerdo a lo anterior,
una hipdtesis bésica de la teorfa de los sistemas continuos es que en cualquier tiempo ¢ € (—o00,00) y en cada punto
z € B de la region ocupada por el cuerpo, hay una y sélo una particula del cuerpo. En la aplicacién de estudio
de esta tesis no solo se requerira el estudio de los cuerpos en reposo, la estatica, si no también del estudio de los
cuerpos en movimiento, la dindmica. Un primer problema de la cinemética de los sistemas continuos consiste en
establecer un procedimiento para identificar a las particulas cuando estan en movimiento en el espacio fisico.

Sea X € B, una particula y p(X,t) el vector de la posicién que ocupa, en el espacio fisico, dicha particula en el
instante ¢t. Una forma, pero no la tnica, de identificar la particula X es asocidndole la posicién que ocupa en un
instante determinado. Tomaremos en particular el tiempo ¢ = 0, en tal caso p(X,0) = X.

A las coordenadas de vector X = (X7, Xo, X3), se les llama las coordenadas materiales de la particula. En este caso,
las coordenadas materiales de una particula son las coordenadas del punto del espacio fisico que ocupa la particula
en el tiempo inicial, ¢t = 0. Las condiciones temporales pueden ser otras, si as{ se requiere para el problema a resolver.
Sea B el dominio ocupado por un cuerpo en el tiempo inicial, entonces X € B si y solamente si la particula Xes
del cuerpo. Formalmente, para cualquier ¢ € (—o00, c0), B(¢) se define por

Bit)y={z€R® | 3X€B tal que z=pX,t)} (3.1)

el vector posicién p(X,t) es funcién del vector tridimensional X y del tiempo. Si fijamos el tiempo ¢, p(X,t) define
una transformacién de espacio Euclidiano R? en si mismo y la ecuacién (3.1) es equivalente a B(t) = p(B,t). Una
notacién utilizada para representar esta familia de funciones es p(-,t). De acuerdo a la hipétesis de los sistemas
continuos: En cualquier tiempo ¢ € (—o00,00) y en cada punto z € B de la regién ocupada por el cuerpo hay una y
sola una particula del cuerpo B para cada t fijo. Es decir, p(-, t) es una funcién biunivoca, por lo que existe la funcién
inversa p~1(-,t). Si se fija la particula X en la funcién p(X,t) y se varfa el tiempo ¢, se obtiene su trayectoria. Esto
permite obtener la velocidad de cualquier particula, la cual es un concepto central en la descripcién del movimiento.
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Ella se define como la derivada con respecto al tiempo de la posicién cuando la particula se mantiene fija. Es decir,
es la derivada parcial con respecto al tiempo de la funcién de las coordenadas materiales de las particulas, esta dada
por

(X, 1) (3.2)

3.2. Analisis axiomatico

Existen muchos esfuerzos para formular modelos matematicos de una forma simple. El uso de axiomas nos permite
construir de manera eficiente modelos de una gran cantidad de fenémenos y problemas de la industria. Por lo tanto,
un enfoque axiomatico es la forma méds efectiva, simple y general para desarrollar modelos de diferentes tipos de
problemas. En lo que sigue utilizaremos las propiedades intensivas por unidad de volumen, en lugar de por unidad
de masa. Esto proporciona ventajas significativas en el desarrollo y las aplicaciones de la teoria.

3.2.1. Propiedades intensivas y sus representaciones

Consideraremos funciones definidas por tramos para cada tiempo, en cada una de las particulas de un sistema
continuo. A estas funciones se les llaman ”propiedades intensivas”, éstas pueden ser funciones escalares o funciones
vectoriales. Un ejemplo de una funcién vectorial, es la velocidad, definida en la ecuacién(3.2), ésta depende de la
particula X y del tiempo t.

Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres valores escalares, correspondientes a cada
uno de sus componentes. Hay dos formas de representar las propiedades intensivas: la representacién Euleriana
y la representacién Lagrangiana. Estos nombres en honor a los matemdticos Leonar Euler (1707-1783) y Joseph
Louis Lagrange (1736-1813), respectivamente. Cada representacion es utilizada en diferentes campos de estudio, la
representaciéon Lagrangiana es mas utilizada en el estudio de los sélidos, mientras que la representacién Euleriana
es mas utilizada en el estudio de los fluidos.

Ahora consideremos una propiedad intensiva escalar, la cual en el tiempo ¢ toma el valor ¢(X,t) en la particula X.
De esta manera se define una funcién ¢ : B — R!, para cada t € (—00,00) a la que denominaremos representacién
Lagrangiana de la propiedad intensiva. Ahora, sea 1(z, t) el valor que toma esa propiedad en la particula que ocupa
la posicién z, en el tiempo t. En este caso, para cada t € (—oo, 00) se define una funcién v : B(t) — R! a la cual
denominaremos representacién Euleriana de la funcién. Estas dos representaciones de una misma propiedad estan
relacionadas por la siguiente identidad

P(X,1) = ¢(p(X, 1),1) (3.3)

Nétese que, aunque ambas representaciones satisfacen la ecuacién (3.3), las funciones ¢(X,t) v ¥(z,t) no son
idénticas. Sus argumentos X y & son vectores tridimensionales, puntos en R? sin embargo, si tomamos X = z, en
general

(X, 1) # (X, 1) (34)

La expresién de la velocidad de una particula dada por la ecuacién (3.2)define su representacién Lagrangiana, por
lo que utilizando la ecuacién (3.3) es claro que

dp

3¢ (K1) = V(X 1) = u(p(X, 1), 1) (3.5)

donde v(z,t) es la representacién Euleriana de la velocidad. Por lo mismo

u(z, t) = V(p~ (z,t), 1) (3.6)

Esta ecuacién tiene la interpretacién de que la velocidad en el punto x del espacio fisico, es igual a la velocidad de
la particula que pasa por dicho punto en el instante ¢. La ecuacién (3.5) es un caso particular de la relacién
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Uz, t) = op ' (z,1), 1) (3.7)

de validez general, la cual es otra forma de expresar la relacién de la ecuacién (3.3 ) que existe entre las dos
representaciones de una misma propiedad intensiva.

La derivada parcial con respecto al tiempo de la representacion Lagrangiana ¢(X,t) de una propiedad intensiva ,
de acuerdo a la definicién de la derivada parcial de una funcién, es la tasa de cambio con respecto al tiempo que
ocurre en una particula fija. Es decir, si nos montamos en una particula y medimos a la propiedad intensiva y luego

0p(X,t .
los valores asi obtenidos los derivamos con respecto al tiempo, el resultado final es M En cambio, si 9(z,t)

0p(z,1)
ot

respecto al tiempo que ocurre en un punto fijo en el espacio. Tiene interés evaluar la tasa de cambio con respecto
al tiempo que ocurre en una particula fija, cuando se usa la representacién Euleriana. Derivando con respecto al
tiempo a la identidad de la ecuacién (3.3)y la regla de la cadena, se obtiene

es la representacién Euleriana de esa misma propiedad, entonces es simplemente la tasa de cambio con

09(X,t) _ W )+ Z 3pl

TR T B, B D)y (K1) (38)

Se define la derivada material %qf como

Dy 0y oY
5 =+ 21:@1 7o, (3.9)
Entonces la ecuacién (3.9) se escribe como
Dy _ oy
—_— .1
Dr = o TYVY (3.10)
Utilizando esta notacidn, la ec. (3.8)se puede escribir
09(X,t) _ Dy oY
t),t 3.11
== = P00 = (5 + o9 ) (X 0,0 (3.11)

Por ejemplo, la aceleracién de una particula se define como la derivada de la velocidad cuando se mantiene a la
particula fija. Aplicando la ecuacién (3.11) en (3.10) se tiene

Dv  Ov

12
Tt =g TL VL (3.12)

una expresiéon m4s transparente se obtiene aplicando la ecuacién (3.10) a cada una de las componentes de la
velocidad. Asi, se obtiene

Dv;  dv;

R (3.13)

Desde luego, la aceleracién, en representacion Lagrangiana es simplemente

0 0?

V(X 0) = 55p(X. 1) (3.14)
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3.2.2. Propiedades extensivas

Consideremos funciones que a cada cuerpo B, de un sistema continuo, y a cada tiempo, ¢, le asocia un nimero real
o un vector de R3. A una funcién de este tipo E(B,t) se le llama propiedad extensiva cuando esta dada por una
integral

E(B,1) = /B(t) Y(z, t)dzx (3.15)

El integrando define una funcién v (z,t) y por lo mismo, una propiedad intensiva. En particular, la funcién ¥ (z,t)
es la representacion Euleriana de esa propiedad intensiva. Y se establece una correspondencia biunivoca entre las
propiedades extensivas y las intensivas, porqué dada la representacién Euleriana ¥ (z,t) de cualquier propiedad
intensiva, su integral sobre el dominio ocupado por cualquier cuerpo, define una propiedad extensiva. En lo sucesivo
se simplificard la notacién omitiendo el simbolo B, se escribird E(t) en vez de E(B,t)

Hay diferentes formas de definir a las propiedades intensivas. Como aqui se ha hecho, es por unidad de volumen. Es
frecuente que se le definan a las propiedades intensivas por unidad de masa, que al ser multiplicada por la densidad
de masa es igual a la propiedad intensiva por unidad de volumen, se puede pasar de un concepto al otro, utilizando
la densidad de masa.

Una ventaja de utilizar a las propiedades intensivas por unidad de volumen es que la correspondencia entre las
propiedades extensivas y las intensivas es mas directa. Dada una propiedad extensiva, la propiedad intensiva que le
corresponde es la funcién que aparece como integrando, cuando aquélla se expresa como una integral de volumen.
Del célculo se sabe que

lim E(t) fB(t)d)(éa t)dé.

Vol—=0 Vol = Vol—0 Vol

’

Y(z,t) (3.16)

La ecuacién (3.16 ) proporciona un procedimiento para determinar las propiedades extensivas experimentalmente:
se mide la propiedad extensiva en un volumen pequeno del sistema, se le divide entre el volumen y el cociente que
se obtiene es una buena aproximacion de la propiedad extensiva. El uso que haremos del concepto de propiedad
extensiva es consistente.

Una razon basica por la que las propiedades extensivas son importantes es porque el modelo general de los sistemas
continuos se formula en términos de ecuaciones de balance de propiedades extensivas.

Los modelos matematicos de los sistemas continuos estan constituidos por balances de propiedades extensivas. Los
modelos de flujo de fluidos, ya sea en medio libre o en medio poroso, se construyen haciendo el balance de la masa
del fluido de interés en cualquier dominio del espacio fisico. El término balance, se usa en un sentido contable,
esencialmente la diferencia de las entradas menos las salidas que nos da el cambio en el cuerpo o en cada cuerpo
del sistema continuo, esto es un balance de las propiedades extensivas y en esto se basa el modelo.

3.2.3. Ecuacion de balance global

Para realizar tales balances es necesario identificar las causas por las que las propiedades extensivas de cualquier
cuerpo puedan cambiar y estas solo pueden ser por dos motivos.

1. Produccién en el interior del cuerpo

2. Por importacién a través de la frontera

Esta lista es exhaustiva, pues se agotan las causas posibles de cambio. Consideremos un dominio B(t), con frontera
exterior OB y frontera interna ¥, véase figura (3.3).

Esto nos lleva a la siguiente ecuacién de “balance global”, de gran generalidad para las propiedades extensivas.

dFE
— (%) :/ g@,t)dg—k/ q(g,t)d@—k/ gs(z,t)dz. (3.17)
dt B(t) 9B(t) ()
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El término g(z,t) indica la generacién en el interior del cuerpo, con signo positivo, de la propiedad extensiva
correspondiente, por unidad de volumen, por unidad de tiempo. Ademds, en la ecuacién (3.17) se ha tomado en
cuenta la posibilidad de que haya produccién concentrada en la superficie X(¢), donde gs(z,t) es la produccién por
unidad de drea. Lo que se importa o transporta hacia el interior del cuerpo a través de la frontera del cuerpo 0B(t)
esta dado por ¢(z,t) que es el flujo de la propiedad extensiva a través de la frontera del cuerpo, por unidad de drea,
por unidad de tiempo. Puede demostrarse, con base en hipotesis vélidas en condiciones muy generales, que para
cada tiempo t existe un campo vectorial 7(z,t) tal que

q(z,t) = 7(z,t) - n(z, t) (3.18)

donde n(z,t) es normal exterior a dB(t). En vista de esta relacién, la ecuacién(3.17) de balance puede escribirse
como

dE
— () = / g9(z, t)dz + / 7(z,t) - n(z, t)dz + / gs (2, t)dz. (3.19)
dt B(t) aB(t) 5(t)

A la ecuacién(3.19) se le conoce como “ecuacién general de balance global” y es la ecuacién bésica de los balances
de los sistemas continuos. A la funcién g(z,t) se le denomina generacién interna y al campo vectorial 7(z,t) el
campo de flujo.

8B(t)

Figura 3.3: Idealizacién de un cuerpo con fron-
tera interior.

3.2.4. Ecuaciones de balance local

Los modelos de los sistemas continuos estan constituidos por las ecuaciones de balance correspondientes a una
coleccién de propiedades extensivas. Asi, a cada sistema continuo le corresponde una familia de propiedades exten-
sivas, tal que, el modelo matemaético del sistema esta constituido por las condiciones de balance de cada una de las
propiedades extensivas de dicha familia. Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan directamente
en la formulacién del modelo, en su lugar se usan las propiedades intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto
es posible porqué las ecuaciones de balance global son equivalentes a las llamadas condiciones de balance local, las
cuales se expresan en términos de las propiedades intensivas correspondientes. Las condiciones de balance local son
de dos clases: ‘las condiciones de balance local’y ‘las condiciones de salto’.

Las primeras son ecuaciones diferenciales parciales, que se deben satisfacer en cada punto del espacio ocupado por el
sistema continuo, y las segundas son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben satisfacer donde ocurren;
es decir en cada punto de ¥. Las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho més amplio que las
condiciones de salto, pues estas ultimas solamente se aplican cuando y donde hay discontinuidades, mientras que
las primeras se aplican en todo punto del espacio ocupado por el sistema continuo.

Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales y de salto del balance local, incorporada la informaciéon cientifica
y tecnoldgica mediante leyes constitutivas para completar el modelo, el problema mateméatico de desarrollar el
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modelo y derivar sus predicciones se transforma en uno correspondiente a la teoria de las ecuaciones diferenciales,
generalmente parciales, y sus métodos numéricos.

Las propiedades intensivas pueden tener discontinuidades, de salto exclusivamente, a través de la superficie 3(t).
Se entiende por ‘discontinuidad de salto’, cuando el limite por ambos lados X(t) existe, pero son diferentes. Se
utilizard en lo que sigue los resultados matematicos que se dan a continuacién.

Teorema 1 Para cada t se supondra t > 0, sea B(t) C R? el dominio ocupado por un cuerpo, como se definié an-
teriormente. Suponga que la ‘propiedad intensiva’(x,t) es Ct, excepto a través de la supeficie X(t). Adem4s, sean
las funciones v(z,t) y vy, esta tltima definida para e € ¥(t) solamente, las velocidades de las particulas y la de
Y (), respectivamente. Entonces

i/B(t) WxE/B(t) [?f +- (M/))}dx%—/E [(U_Uz)w:| -ndx (3.20)

Teorema 2 Considere un sistema continuo. Entonces, la “Ecuaciéon de Balance Global”, se satisface para todo
cuerpo del sistema continuo, si y solamente si, se cumplen las condiciones siguientes de forma simultanea:

1. La ecuacion diferencial
o
ot

vale en todo punto z € R?, excepto en X, de la regién ocupada por el sistema.

+V-)=v-T+g (3.21)

2. La ecuacién
{w(vvz) T} n=0 (3.22)

vale en todo punto, x € X .

A las ecuaciones. (3.21) y (3.22), se les llama ecuaciones diferenciales de balance local y condicién de salto, respec-
tivamente, véase [5]

En este trabajo estudiaremos situaciones dinamicas; es decir, aquellas en que las propiedades intensivas cambian
con el tiempo. Sin embargo, los estados estacionarios de los sistemas continuos son de sumo interés. Por estado
estacionario se entiende uno en que las propiedades intensivas son independientes del tiempo. Esta formulacién nos
permite de manera sencilla generar modelos matematicos.

3.2.5. Ecuaciones basicas de los modelos continuos

Los resultados presentados anteriormente, se aplican a continuacién para derivar una forma general de los sistemas de
ecuaciones que gobiernan a los modelos de los sistemas continuos. Sea M el niimero de fases que integran a un sistema
continuo. Denotaremos por N, el ntimero de propiedades extensivas, asociadas con la fase a(a = 1,2,3,..., M).
Suponga ademas, que § =1,2,..., Ny y @ =1,2,3, ..., M, la propiedad intensiva asociada a la extensiva E es ¢j
de manera que

B = [ ugan (3.23)
Ba(t)

Aplicando las ecuaciones de balance, ecuaciones(3.21) y (3.22) se obtiene

W+V'(2¢g)*V'Ig+gﬁ (3.24)
y las condiciones de salto
Y —vy) — 7| =gy’ (3.25)

Estas son las ecuaciones bésicas que gobiernan una gran diversidad de sistemas continuos. Sin embargo, ellas no
constituyen modelos completos. Decimos que el modelo de un sistema continuo es completo si define un problema
bien planteado. Se dice que un problema de valores iniciales y de frontera es bien planteado si cumple que:
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1. Existe una y sélo una solucién, y

2. Esta depende de manera continua de las condiciones iniciales y de frontera del problema.

Para obtener modelos completos, ademads de las ecuaciones bésicas, (3.24) y (3.25), es necesario evaluar la generacién
interna, determinada por las funciones ¢®° y ggﬁ y el campo de flujo, 7 en términos de funciones conocidas,
llamadas ecuaciones constitutivas, se integra el conocimiento cientifico y tecnolégico en los modelos matemaéticos,
el cual es proporcionado por las ciencias y las tecnologias. Ellas pueden ser la Fisica, la Quimica, la Biologia, las
Ingenierias, etc.; todo depende de la clase de procesos involucrados.

En resumen, los modelos de los sistemas continuos estan constituidos por:

1. Una coleccién de propiedades intensivas o lo que es lo mismo, extensivas.

2. El conjunto de ecuaciones de balance local correspondientes, diferencial y de salto, en cada una de las veloci-
dades de las particulas es la fase correspondiente.

3. Suficientes relaciones que liguen a las propiedades intensivas entre si y que definan a ¢g¢ , 7% y en algunos
casos v“, en términos de éstas, las cuales se conocen como leyes constitutivas

4. Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propiedades intensivas.

3.3. Modelo de flujo de una fase

Con base en el analisis axiomético desarrollaremos el modelo de una fase en un medio poroso. Dado que sélo tenemos
una sola fase, inmersa en un medio poroso cuya porosidad es ¢, se tiene que la masa se puede escribir como

M = / opdzx.
B(t)

Esta es la unica propiedad extensiva que se puede identificar en este sistema. De aqui se tiene que la propiedad
intensiva es

Y =¢p

De la ecuacién de balance local (3.24), se obtiene lo siguiente

0
%’J)Jrv(ap):v-ﬁtg,

en donde se ha sustituido la velocidad de Darcy definida por u = ¢v donde v es la velocidad promedio de las
particulas de la fase.

Ahora, de las ecuaciones de estado a una temperatura fija sabemos que p y ¢ dependen de la presion.
Dada esta dependencia, se puede escribir la compresibilidad de la roca como
1d¢ 0 0
=——| =>¢o=¢ 1+ —
A ¢~ ¢ [1+cr(p—p)

y de la misma manera para la compresibilidad del fluido se tiene

_19p

Cf—;apT

Si se expande el termino de la derivada temporal de la ecuaciéon de balance local se obtiene
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olép) _ Op 06 _  dpdp dodp _

o %o TPa T %t Papar T
O o Op_ 0. 0P _ & op 9p
¢Cfpat+P¢ CRat—P(¢Cf+¢ CR)at—P¢(Cf+ ¢CR)3t = p¢CTat

donde se ha definido la compresibilidad total como ¢ = (¢f + %ch).

Finalmente, utilizando la ley de Darcy se puede escribir la ecuacién de flujo en una fase en un medio poroso, en
términos de la presién como sigue

p¢cT% =V <[ik(Vp - WVZ)} p)- (3.26)

donde ~ representa al valor de la fuerza de gravedad.

3.4. Modelo del petrdéleo negro.

Tomando como base el andlisis axioméatico descrito en la seccién 3.2, formularemos el modelo de petréleo negro
desde un punto de vista simple y general, véase [14, 5, 6].

Las suposiciones que se hacen para obtener este modelo son

1. Se tienen tres fases: w,o0,g.
2. En la fase aceite hay dos componentes aceite no voldtil y gas disuelto.
3. La fase agua y la fase gas solo tienen una componente.

4. Los procesos que ocurren en el yacimiento se tomaran como isotérmicos, de tal manera que el balance de
energia no estd incorporado en el anélisis.

5. No hay absorcién por parte de la matriz de la roca, ni reacciones quimicas entre los diferentes componentes
del sistema.

6. Supondremos que las tres fases saturan al medio poroso, es decir

Sw+So+85,=1 (3.27)

7. Entre las fases de aceite y gas hay intercambio de masa: el gas disuelto contenido en la fase aceite puede
evaporarse y pasar a la fase gas; parte del gas puede disolverse y pasar a la fase liquida del aceite.

8. No hay difusiéon, 7 =10

Denotaremos a ¢ y k como la porosidad y la permeabilidad del medio poroso respectivamente.

Se denotard a la saturacién con S, donde el subindice « indicard la fase, las relaciones del espacio fisico ocupado
son

Vi
Sw - 7457
_ %
S, = E,
\%
S, = -2
g9 V¢
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donde V., V,, Vy, representan el volumen correspondiente a cada fase contenida en la matriz porosa, y Vy es el
volumen del poro.

Para formar el modelo es necesario identificar las variables primarias del sistema. Un ejemplo es p, que representa
la densidad del sistema por unidad de volumen y por unidad de tiempo de cada fase.

Definiremos la densidad neta del aceite no volatil, p,, y la densidad neta del gas disuelto, p4,, como sigue

mo — Mg

Py = ~= =4 3.28
Po V;) ’ pdg Vdg ’ ( )

donde m, y mgq, son las masas de hidrocarburos no volatiles y del gas disuelto, contenidas en la fase aceite liquido,
respectivamente.

Dado que la fase aceite tiene dos componentes, entonces la densidad del aceite, p,, esta constituida por

Po =D+ Pay- (3.29)
Se define R, como el cociente de la masa de gas disuelto entre la masa de los hidrocarburos voldtiles.

_ Pag

R, = —
Po

(3.30)

La siguiente tabla identifica las propiedades extensivas e intensivas para el modelo de petréleo negro.

Identificacién Propiedad Extensiva | Propiedad Intensiva | Fase «
Masa del agua M®(t) = " S, pLdx PV = pSwpuw acuosa
t
Masa del aceite no voldtil Mo(t) = " PSop,dx Y = ¢S,p, oleica
t
Masa del gas disuelto M9 (t) = /B( : 3Sopagdz Y = ?SoPaq oleica
t
Masa del gas MI(t) = /B( : $Sgpgdz 9 = ¢Sypg gaseosa
t

Las fuentes en el modelo se expresan en la siguiente forma

Jw = g:)7
9o = Ge,
gig = 929+ g%,
99 = 9a, T 9L

donde ggg es la fraccién de gas que se puede disolver en el aceite, g , €S el gas disuelto en la fase aceite liquido que
puede pasar a la fase gas, de tal manera que se cumple

99° + 93, =0

Ahora, a partir de la ecuacién de balance local (3.24) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones, una por cada
propiedad

W +V- (¢Swpwyw) = gg)> (331)
X050) 1 G (6877 = o, (3.32)

a(gbsopd ) — )

Tg +V  ($Sopggr°) = g;fg + 9%, (3.33)
% + V- (08gpe2”) = ga4+9¢- (3.34)
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Sumando las ecuaciones (3.33) y (3.34), podemos representar en tres ecuaciones el modelo de petrdleo negro ademds
introducimos la fraccién del gas disuelto Ry, obteniendo

O(¢(SoRsp, + Sgpg))

P + 7 ((SoRsPv° + Sgpgv?)) = g%+ g¢ (3.35)

Usualmente se introduce la velocidad de Darcy, la cual para flujo multifasico estd definida como

Uy = PSaly, @ =o0,w,g. (3.36)
Ademas, la ley de Darcy de flujo multifdsico se escribe como

kkyo
Uy =—="(Vpa — paVz)  a=o,w,g. (3.37)

(63

La ley de Darcy indica una relacion lineal entre la velocidad del fluido y el gradiente de presién.

Entonces, usando (3.36) y (3.37) en las ecuaciones (3.31), (3.32) y (3.35) el modelo de petréleo negro se escribe
como sigue

8(¢pw Sw)

ot = =V (put,) +9¢ (3.38)
% = -V (ﬁo@o) + gga <339)
6(¢(Song: * Syp4)) —V - (RsPou, + pgtiy) + 957 + g2; (3.40)
6 explicitamente

A(Ppuw S Ekrw
((bpi) = -V- (pwf (pr - Pw"/vz)) + Guw, (341)

ot Hw

d(dp So Ekro
% = -V (%T(Vpo — poYV2)) + gos (3.42)

6(¢(80Rsﬁo + Sgpg)) _ — Ekm
9t = A\ (Rspo o (vpo p07VZ))
Ekrg
+ V(Pgiu (Vpg = pg7V2)) + gag + gg- (3.43)
g

3.5. Formulaciones alternativas del modelo de petrdleo negro
Las siguientes secciones muestran dos de las formulaciones mas usadas en la simulacién de yacimientos.

3.5.1. Formulacion en términos de tres presiones

Las ecuaciones (3.41)-(3.43) serén transformadas en ecuaciones para las presiones y las fases. Suponiendo que las
presiones capilares peow = (Do — Pw) ¥ Pego = (Pg — Do) tienen inversa, entonces tenemos que

Sw = pc_olw (Po — Pw), (3.44)
S = 1- pc_olw (po - pw) - pc_glo(pg - pO)v (3'45)
Sy = DPego(Pg — Po)- (3.46)
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Sustituyendo las relaciones anteriores en (3.44)-(3.46)obtenemos el modelo de petrdleo negro en funcién de tres
presiones de fase, las cuales se escriben como sigue

AN dpuwpety,(Po — Puw kkrw
(pup &Ep Pw)) =-V- (puﬁu (Vpw — pwyV2)) + Gu, (3.47)
9(G(Po(1 = Poor(Po = Pw) = Pago(Pg — Po)))) _ kky,
o — ==V (P0= = (Vo = p7V2)) + 9o (3.48)
O(¢(Po(1 = Py (Po = Pw) = Pego(Pg = Po)) + PgPago(Pg — Po))) _
ot
kkro rg
=V (p, . =—(Vpo = po7V2)) + V(pg=—(Vpg — pg7V2)) + gag + 9g- (3.49)
o g
3.5.2. Formulacion presién-saturaciéon
Las ecuaciones (3.31) a (3.34) se pueden escribir de la forma
%‘FV' (LaPa) = Ga; a=o0,w,g. (3.50)

Lo anterior es valido dado que si sumamos las ecuaciones (3.32) y (3.33) obtenemos

($Sopo)

or TV (Wopo) = 9o+ 95° + 927 (3.51)

Esta tiltima ecuacién cumple con la forma (3.50) para g, = go + g9 + g29. Se define qu = guw ¥ g = gag + -

Desarrollando las derivadas de (3.50) y dividiendo por p, se obtiene

o¢
ot

Opa

ot +Vpa~ua+pav~ua}=

1
|:¢ Po——F7, + (bS + paSa

Sumando sobre todas las fases obtenemos

pa 99 _\N" L
Z |:¢poz +¢S ot +paSa ot +Vpa'ua+pav'ua_;pa

[e3

Desarrollando se tiene que

+ZS +ZV Z {qbsapa-l-Vpau}: o

Dado que se cumple ) S, = 1, entonces

+Zv u, +Z { —l—Vpa u}zzqa (3.52)

Definimos ), u,, como la velocidad total u. Tomando la divergencia de la velocidad total se cumple que

=V-> u,=Y V-u, (3.53)

Si sustituimos la Ley de Darcy para flujo multifasico, ec.(3.37) en (3.51) se obtiene

u=-yv [
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Introducimos ahora las movilidades las cuales se explican en el capitulo 2, seccién 2.4 y hacemos explicita la suma
sobre todas las fases para obtener

V-u=-V- {k {/\w(pr — PwYVZ) + Ao(VDo — poYV2) + Ay (Vpg — pQWVZ)] } (3.55)

Usando las relaciones de las presiones capilares peow(Sw) ¥ Pego(Sq), podemos escribir (3.55) en términos de la
presion de aceite como sigue

V-u=-V- {k|:>\w(v(po - pcow) - puﬂ/vz) + /\o(vpo - po’sz) + /\g(v(po + pcgo) - pg’sz):l }

y reordenando

V-u=-V- {k[)pro — Aw * Peow T AgVPego — (Awpw + Aopo + )\gpg)nyz} } (3.56)

donde A = Ay, + Ay + Ay
Suponiendo que la roca es ligeramente compresible se tiene que

d¢

_ 0
dpo_¢ CR

¢~ ¢°[1 + cr(po — po)] =

donde ¢, es la compresibilidad de la roca. La derivada parcial de la porosidad con respecto al tiempo se puede
escribir como

0¢ _ d¢ dp,
ot dp, ot

dp,
ot

= ¢cp (3.57)

Sustituyendo (3.56) y (3.57) en (3.52) se obtiene

Opo

¢°cr 5

- V : {k|:)\vpo - )\vacow + )‘gvcho - ()\’wpw)\opo + /\qpq)'sz

—_
——
I

‘»Q
Q
—~
@
ot
oo
N—

Esta tltima es la ecuacion para la presion de aceite.

Para obtener ecuaciones de la saturacién del agua y del aceite partimos de la ecuacién (3.50), en donde sustituimos
la ley de Darcy para obtener

I(PSwpw) Puwkkrw _
BT Vo | (VPe = putV2) | = . (3.59)
y
(¢S pokky
% -V [ =19 (Vp, — p97Vz)] = q,. (3.60)
Hg
De la definicién de presién capilar se tiene
d cow
Pw = Do _pcow(sw) = va = Vpo - 55 VSU}? (361)
d cgo
Pg = DPo— Pego(Sq) = Vpg = Vp, — 5; A\ (3.62)
g
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Sustituyendo las relaciones (3.61) y (3.62) en (3.59) y (3.60) se obtienen las ecuaciones para la saturacién, y se
escriben como sigue

wHMw d cow
W -V [Pwk)‘w (vPo - 55, VSuw — pw'sz)] = qu, (3'63)
d cgo
8(¢Sgpg) N VAR ngAg(vpo _ P g VSg _ pgfyvz) =qq. (364)
ot - dSg

Las ecuaciones (3.58), (3.63) y (3.64 ) representan la formulacién presién-saturacién del modelo de petréleo negro
para roca ligeramente compresible.

3.5.3. Flujo bifasico incompresible

Supongamos que tenemos dos fases: agua y aceite, lo cual sucede en estado bajo saturado. También suponemos que
las fases son incompresibles. Entonces la formulacién presentada por las ecuaciones (3.58) (3.63) se reduce a las
siguientes dos ecuaciones

8]? q
0 o _ e}
(b CR ot - V- [k;()\Vpo - )\wVpcow - ()\wpw + )\opthz)} = Ea pj (365)
(pSw) dpecow  Qw
5 \Y {k)\w(Vpo a5, VS —Vz)| = » (3.66)

Esta formulacién serd resuelto numéricamente en el capitulo 5.
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Capitulo 4

Método de Volumen Finito

4.1. Método de Volumen Finito, MVF.

El método de volimenes finitos, MVF, es una herramienta ampliamente utilizada en la actualidad para modelar
problemas en ciencias e ingenieria, es empleado para encontrar soluciones numéricas a Ecuaciones Diferenciales
Parciales, EDP, que representan fenémenos naturales, en especial fenomenos de flujo de fluidos. Es un método muy
conveniente para aplicar al flujo de hidrocarburos en medios porosos, debido a la moldeabilidad para aproximar
geometrias complejas, permite bajar los grados de libertad, es conservativo de masa, es sencillo de implementar
permitiendo la modelizacién numérica que presenta la ventaja de poder predecir el comportamiento, permitiendo la
evaluacién de diferentes escenarios hipotéticos para une mejor administracion del yacimiento. Todo ello a un coste
temporal y econémico relativamente bajo.

4.1.1. Discretizacion de la ecuacion de Laplace usando el MVF

Para ejemplificar el método de volumen finito, MVF, discretizaremos la ecuacién de Laplace en 1D. El problema a
tratar es el siguiente

V%) = 0 para x € Q,
Y = g para x € 08, (4.1)
o

= h para x € 00s.
on

En una dimensién la discretizacién uniforme del dominio es como se muestra en la figura (4.1).

1 2 3 | 4 &
a ® e ] e o | o b
e | | |
[ Ar |
. = i = . i TR

Figura 4.1: Discretizacién uniforme del dominio 1D. Se ilustra un volumen de control en
el punto 2.

En una dimensién el problema anterior se escribe
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2
% = 0, x € [a,b],
v(x) = gp, en =0, (4.2)
@ = ﬂ = h en r=a
dn ~ dz “ '

En la figura (4.2) se muestra lo que llamaremos volumen de control. En el centro se encuentra la variable a calcular,
esquematizada con la letra P mayuscula, el volumen de control mide Ax y se encuentra acotado por las caras del
volumen de control, que son w, y e. Los puntos nodales por el lado izquierdo y por el lado derechos de P son W y
E respectivamente y son los centros de los voliimenes de control adyacentes. La separacion entre W y P y entre P
y E, es Az, y Ax,, respectivamente. En el caso de una malla uniforme se tiene que Az = Az, = Az,.

Volumen de control

w w i A E
f’? - ,_:-a_%v_._______I___——i-.
;e ——
Nodos ' Ax '
&gy e

Figura 4.2: Esquema de generacién de volimenes de control.

En el MVF la ecuacién diferencial se multiplica por una funcién de peso v y se integra sobre un volumen de control

d2
/ v—qfda: = 0. (4.3)
Az dx
Las funciones de peso se definen como sigue
N Lzicwe]
“m_{am¢Wﬂ 4
Por lo tanto, la ecuacién (4.3) se transforma en
e d21/}

Aplicando el teorema fundamental del cdlculo y aproximando las derivadas mediante diferencias centradas, la integral
se escribe como

©d*y dp| dy Ve —Yp  Yp—Yw
/w dx? de dele dzlw Az Az 0 (4.6)
Factorizando la relacién (4.6) se obtiene
1 1 1 1
b xy A e R, W R, =0 *7)
Esta expresion se puede escribir como
—apthp + awtbw + app = 0. (4.8)

dondeaE:aW:A—xyap:aE—l-aW.

Una ecuacién como (4.8) se encuentra para cada volumen de control, lo cual nos da un sistema lineal de ecuaciones,
si se desea conocer mds del tema véase [19].
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4.1.2. Calculo de las condiciones de frontera

Las condiciones de frontera, pueden ser Dirichlet, Neumann o Robin. Las condiciones de frontera tipo Dirichlet dan
el valor puntual en la frontera. Las condiciones de frontera tipo Neumann dan el valor del flujo en la frontera. Las
condiciones de frontera tipo Robin son una mezcla de los dos tipos de frontera mencionados anteriormente.

Para introducir las condiciones de frontera en el sistema lineal resultante partimos de la ecuacién (4.8) y la escribimos
como sigue

app = awYw + apYE.

Tomando en cuenta que la discretizacién es en una dimensién, imaginemos un punto extra W, del lado izquierdo
del dominio y un punto extra E, del lado derecho, véase figura (4.3).

]
s
]
-
»
|
-+
]

O ==

Figura 4.3: Esquema condicién de frontera.

Condiciones de frontera tipo Dirichlet

Supongamos que tenemos una condicion tipo Dirichlet en el lado derecho, entonces el valor de @ en b se puede
aproximar como

_ YE+Yp
9 = 9
= YE = 2g,—¢p. (4.9)
Sustituyendo (4.9 ) en la ecuacién (4.8) obtenemos
aptpp = aww +ap(2g9 —Pp). (4.10)
Factorizamos 9 p
(ap+aE)1/}p = aw’l/)W<|>2aEgb. (411)

Esta tltima ecuacion es la que se incluird en el sistema lineal.
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Condiciones de frontera tipo Neumann

Supongamos que para el lado izquierdo, se tiene una condicién tipo Neumann, es decir conocemos el flujo

% o wPA_wa = fa (4.12)
= Yw = t¢p—hAzx (4.13)
Sustituyendo (4.13) en la ecuacién (4.8).
aptpp = ap¥r+aw(—hJAz +¢p) (4.14)
Factorizando para obtener los coeficientes llegamos a:
(ap —aw)Yp = app — awho Az (4.15)

Con lo cual ya obtenemos nuestro sistema de ecuaciones con sus condiciones de frontera, en este caso tenemos
condiciones de frontera tipo Neumann en el extremo izquierdo de nuestro dominio y del lado derecho condiciones
tipo Dirichlet. Para un dominio con 5 volimenes de control, como el de la figura (4.2) se tiene

(ap —aw) —ag 0 0 0 Pt —awha Az
—aw ap —ag 0 0 1/12 0
A?/} = 0 —aw ap —ag 0 w?’ = 0 (416)
o 0 0 —aw ap —ag 1,&4 0
0 0 0 —aw ap+ag 1/}5 209

4.2. Solucién de los sistemas de ecuaciones algebraicas

Un sistema de ecuaciones algebraicas de n x n consta de n ecuaciones con n incégnitas y puede ser representado
como

S

=0

Para resolver este tipo de sistemas, existen varios métodos de los cuales, algunos de ellos se explican en el apéndice

A.

4.2.1. Tridiagonal Matrix Algorithm, TDMA

TDMA (Tridiagonal Matrix Algorithm) es un método para resolver de manera simple y eficiente sistemas diagonales.

En una dimension, la matriz del sistema es tipicamente tridiagonal, por lo tanto es aplicado directamente, véase
figura 4.4.

El TDMA puede resumirse como sigue: Considérese el siguiente sistema tridiagonal de N x N:

ail b1 0 0 0 e T d1
C2 a2 b2 0 0 P o dg
0 C3 as bd 0 T3 d5
0 0 ca ag by ... T4 = da
0 0 0 Cs as . X5 d5

Para encontrar la solucién del sistema anterior se realizan los siguientes pasos:
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TDMA en 1D Sistema lineal en 1D
A X b
7 ew X 0
W P E II (o] >
b—e 5! o o & ¢ | eee x| —
I, oo ® |x
o e e [x 0
©  Puntos en la frontera del dominio @ Puntos donde se resuelve
Figura 4.4: TDMA en 1D.
1. Calcular Pl = bl/al y Ql = dl/al
2. Desde i = 2 hasta i = N, calcular lo siguiente:
b; di +¢iQi—1
P, = — Q= 4.17
a; — ;P @ a; — ¢ Pq ( )
3. Hacer z, = Q,
4. Desde i = N-1 hasta i = 1, hacer la sustitucién hacia atras:
zi = Pixip1 + Qi (4.18)

Este algoritmo es conocido también como el algoritmo de Thomas.

4.2.2. Aplicacién del TDMA en 2 y 3 dimensiones

El TDMA puede ser aplicado iterativamente linea por linea para resolver problemas en 2 y 3 dimensiones y es
ampliamente usado en problemas de diferencias finitas centradas. Considérese la figura 4.5 y la ecuacién discretizada
que tiene la forma:

ap¥p = agVE + awy¥w + anyn + astbs + Sp. (4.19)

Para resolver el sistema, el TDMA es aplicado a lo largo de lineas horizontales o verticales. Por ejemplo, en la
direccién x la ecuacién (4.19) se rearregla de la siguiente forma:

—aw¥w + app — apYr = any¥n + astps + Sp. (4.20)

El lado derecho de esta tltima ecuacion se supone conocido, y los valores de N y S se toman de la iteracién anterior.
La ecuacién (4.20) representa un sistema tridiagonal donde b = ag, ¢ = aw, a = ap y d = an¥n + asths + Sp.
De esta manera el sistema puede resolverse a lo largo de la direccién x. Una vez resuelto el sistema en la linea j, se
actualizan los valores de 1 y se resuelve la linea siguiente 5 + 1. La secuencia en que las lineas se van resolviendo
se conoce como la direccién de barrido, en este caso, dicha direccién es +x. El mismo procedimiento se realiza en
la direccién y. El célculo es repetido varias veces hasta obtener convergencia.

Para problemas tridimensionales el método se aplica linea por linea sobre un plano determinado y luego pasamos a
un plano paralelo y continuamos el calculo. Por ejemplo, para resolver a lo largo de la direccién x en un plano zz,
véase figura 4.6, la ecuacion discretizada se escribe como sigue:

—aw¥w +apyp — aptEp = anyn + ass + apYr +apyp + Sp. (4.21)

Los valores en N, S, F'y B, del lado derecho, se consideran conocidos y son tomados de la iteracién anterior. Asi,
los valores ¢ se calculan a lo largo de la direccién x mediante el TDMA. Luego, el calculo se mueve de la linea k a
la k + 1 hasta cubrir todo el plano j. Después, se mueve el cdlculo al plano j + 1 hasta cubrir todo el dominio.

En dos y tres dimensiones la convergencia puede ser acelerada alternando la direccién de barrido de tal manera que
toda la informacién de las condiciones de frontera se transporte efectivamente dentro del dominio de estudio.
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TDMA en 2D Sistema lineal en 2D
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Figura 4.5: TDMA en 2D.

TDMA en 3D
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Figura 4.6: TDMA en 3D.

4.3. Problemas con dependencia temporal

Para ejemplificar la aplicacién de MVF a problemas con dependencia temporal resolveremos la siguiente ecuacion
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dy

gt + - dn? (4.22)

En este caso ademds de integrar sobre un volumen de control, también se integra en un intervalo de tiempo At

k+1 k+1 2
dyp / d=y
—dtdV + —dVdt =0 4.23
/AV/k dt k Ay dz? (4.23)

donde k =ty k+1=1t+ At. En la ecuacién anterior se ha intercambiado el orden de las integrales de manera
conveniente. Usando los resultados de las secciones anteriores obtenemos

k+1 k+1
/ 1/)‘ dx + / (—apyp + awbw + appg)dt =0 (4.24)
AV Tk k
Sea F = —aptp + awyw + agig, entonces
k+1
[Pt — pR]AV + Fdt =0 (4.25)
k

Para aproximar la integral de esta ltima ecuacién es posible usar el valor de ¥ en el tiempo ¢, en el tiempo t + At
0 una combinaciéon de ambos. Esto se puede generalizar mediante el uso de un pardmetro de peso 6, cuyo valor
estéd en el intervalo [0,1]. Lo anterior se conoce como el esquema 6 y se escribe como

k+1
Fdt = [0F" 4+ (1 - 0)F*At (4.26)
k
1 FrAL, para 0 = 0
k+1 _
N Fdt — FFTLIAL, A para 0 = % (4.27)
k (]:k+1 _|_]:.1c)77 para 9 = 5

donde F* = F(yF) y FF+1 = F(¢F*1), parai = E, W, P.
Cuando 6 = 0 se tiene un esquema explicito (Forward Euler), si § = 1 se tiene uno implicito (Backward Euler), y

. 1 .
sif = 5 el esquema se conoce como Crank-Nicolson.

4.3.1. Forward Euler

Esta formulacién da un esquema explicito y es el resultado de tomar a 8§ =0

AV
k+1 k
WE —uhl 3T = Ful) (1.25)
Despejando wfj'l de la ecuacién (4.28):
At
R ) (4.29)

Los valores de w;ﬁ'l se obtienen de 1) conocidos en el tiempo anterior, k. Este esquema es condicionalmente estable

y en general no es muy recomendable.
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4.3.2. Backward Euler

Esta formulacién da un esquema implicito y es el resultado de tomar a § = 1

K2

AV
e = vbl R = F (4.30)
Despejando wffl de la ecuacién (4.30) :

1 AV AV

P A T VP AT + F(ith (4.31)

Este esquema genera un sistema de ecuaciones el cual debe de resolverse en cada paso de tiempo, es incondicio-
nalmente estable para cualquier paso del tiempo, es un esquema de primer orden en el tiempo y es necesario usar

intervalos pequenos en el tiempo para obtener una buena precision en la solucién. Este esquema es recomendable
para problemas no estacionarios.

4.3.3. Crank-Nicolson

Esta formulacién da un esquema implicito y es el resultado de tomar a 6 =

2
AV 1 1
k+1 1k _ 1t k+1y 4 2 k
Despejando z/J];,H de la ecuacién (4.32)
AV 1 AV 1
18V 1 ktlyy _ ok 22V 2 k
BT SR = 0 S+ SIFW) (433)

Con este esquema también obtenemos un sistema de ecuaciones en cada paso del tiempo, es condicionalmente
estable, es un esquema de segundo orden en el tiempo.

Para conocer més de los temas visto en este capitulo véase [20, 16, 9]
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Capitulo 5

Aplicaciones

Los problemas descritos en los capitulos anteriores necesitan de la codificacién de un conjunto de algoritmos espe-
cializados para obtener soluciones numéricas con buena precisién. En este trabajo se utilizara el software TUNAM
(Templates Units for Numerical Applications and Modeling) [8], el cual contiene herramientas especiales para el
MVF y sera adaptado para resolver los problemas planteados antes.

5.1. Descripcion del software Templates Units for Numerical Applica-
tions and Modeling, TUNAM.

TUNAM es un software que fue desarrollado para resolver problemas de conveccién natural en dominios rectan-
gulares mediante el método de volumen finito. En la construccién de TUNAM se aplicaron los paradigmas de
programacién orientada a objetos (POO) y genérica, de tal manera que es posible utilizar varios de sus conceptos y
modulos para resolver problemas de otras areas de estudio. TUNAM estd programado en C++ y hace uso intensivo
de templates los cuales proveen una herramienta para desarrollar programas genéricos. El objetivo principal de
TUNAM es proveer un conjunto de herramientas numéricas que permitan desarrollar software para la solucién de
problemas de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) mediante el MVF. De igual manera, se busca que dichas
herramientas sean genéricas de tal manera que se puedan utilizar en otros dmbitos.

En TUNAM se utilizan las siguientes definiciones

Una generalizaciéon propone la existencia de un conjunto de elementos que comparten caracteristicas comunes,
entre ellas sus atributos y operaciones.

Una especializacion es un caso particular de una entidad general que adiciona caracteristicas (atributos y opera-
ciones) especiales.

Un adaptador es una implementacién particular de un mismo concepto o algoritmo.

Estas definiciones pueden ser explotadas mediante el uso de templates, permitiendo implementaciones alternativas
de un mismo concepto y generando cédigo optimizado. Un diagrama simplificado de la arquitectura de TUNAM se
muestra en la figura 5.1.

Las generalizaciones que se definen en TUNAM son las siguientes:

= GeneralMesh<> : Las mallas en el MVF contienen nodos, volimenes, caras y deltas (Ax, Az., etc.). Un objeto
que representa una malla debera calcular todos estos atributos.

= GeneralEquation<>: Este concepto se refiere a la ecuacién general de balance discreta, generada de la aplica-
ci6n del MVF a la ecuacién (3.21). En este concepto se agrupan todos los coeficientes requeridos por el MVF
(ap, ag, aw, etc.).

= GeneralMatrix<>: Representa una matriz general para almacenar los coeficientes provenientes de la discreti-
zacion.
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Cada una de estas tres generalizaciones puede especializarse. Por ejemplo, existen mallas estructuradas y no estruc-
turadas; hay ecuaciones escalares para flujos libres en una fase o flujos en medios porosos en varias fases; en las
discretizaciones las matrices pueden ser dispersas en general o por bandas de 3, 5 o 7. Ademads, estas especializacio-
nes se pueden adaptar para realizar tareas especificas de acuerdo con cada tipo de algoritmo. La figura 5.1 muestra
un esquema general de TUNAM y algunas de sus generalizaciones, especializaciones y adaptadores.

| Geom L _______ Storage |< ______ _I InOut |
AR
i
;
| s |
DDbM |>| FvM |7 | uinalg e { solver |
FVM \ \ Geom | | Storage |
T T T
GeneralEquation GeneralMesh GeneralMatrix G
T 1 T
f | ' |
i Tscheme Tscheme Tscheme Tmesh i Tmat
PressureCorrection [ o |5n|arEquat'i'|ii|'| o |Mumzntun'|_')'(" o |struuumdnu'5ri B sparseMatrix | S
I ! | | ! | E
Tprec Tprec Tprec Tprec | Tprec | Tprec
Dim :D\m :D\m Dim Dim : Dim
Upwind_CaDi| |C057Cani} |Qui:k7coD| Uniform | iform | iagonal | A

Figura 5.1: Arquitectura general de TUNA. Los paquetes FVM y Geom se muestran de manera esquematica: las
letras G, S y A, a la derecha de la figura, significan Generalization, Specialization y Adaptor, respectivamente.

La manera en que se definen y crean los objetos que interactuardn para resolver un problema en TUNAM es la
siguiente

Specialization <Adaptor<prec-t , dim> > object(argl, ..., argN);

donde el pardmetro prec_t define la precisién de los resultados (float, double o long double), y el pardmetro
dim define la dimensién del problema.

En esta construcciéon, object serd un objeto de la clase Specialization<Adaptor<prec_t, dim >> creado usando
los argumentos argl, ..., argN.

5.2. Soluciéon numérica de flujo en una fase

En este primer ejemplo, se resolvera el modelo de flujo en una fase el cual fue descrito en la seccién 3.3. Para este
ejemplo se hacen las suposiciones siguientes :

1. No hay difusién, = 7 = 0.

2. No existen fuentes, = g = 0.

3. No se consideran los efectos de la fuerza de gravedad, = v = 0.

4. El fluido es incompresible, = c¢; =constante.

5. Se considera un medio homogéneo e isotrépico, k11 = koo = k33 = k.

6. La viscosidad del fluido es constante.
Con estas suposiciones la ecuacién que resulta es

ppcr Op
k Ot

=V?p (5.1)
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El problema se resolverd en un medio poroso de forma rectangular como el que se muestra en la figura (5.2). Las
condiciones de frontera son:

p(0,t) =pr vy p(L,t) = pr,i.e. en las paredes izquierda y derecha del dominio
0
@ _ 0 en las paredes horizontales del dominio.

on

mientras que la condicién inicial es p(z,0) = pg.

Z

Figura 5.2: Dominio de estudio para flujo en una fase.

La solucién analitica de este problema, definido por la ecuacién (5.1), estd dada por la siguiente relacién

T 2= n’r? k nwx
- ) (F 42 L (LB () 52
p(x,t) =prL + (Pr pL)<L+ﬂ_n§_:lnexp< 12 qbucT)Sm 7 ) (5.2)
En estado estacionario, cuando el tiempo t es muy grande, la solucién se reduce a la ecuacién siguiente
x
p(z) =pL + (pr — pL)Z (5.3)

Se aplicard el MVF descrito en el capitulo 4, para discretizar y resolver este problema. Escribimos la ecuacién (5.1)
como sigue

op  0%p  9*p 0%
puer
k

Véase figura (5.7) esquema de aproximacién con nodos vecinos.

donde £ =

Aplicando el MVF como se mostré en la seccion 4.3.2, se obtiene una ecuacién discreta como la siguiente

appp = awpw + agpe + asps + anpn + aFpr + aBpB- (5.5)

Condiciones de frontera.

Las condiciones de frontera se sustituiran segin corresponda en la ecuacién (5.5). La figura (5.2) esquematiza un
dominio rectangular 3D con 6 caras. En 4 de ellas se manejan condiciones Neumann que corresponden a las caras
norte, al frente, al sur y a la parte posterior, y en dos de ellas condiciones Dirichlet que corresponderian a las caras
este y al oeste.

Las condiciones de frontera tipo Dirichlet en las caras izquierda y derecha generan lo siguiente

pw = 2pL —Dpp,
PE = 2po— pp.
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Las condiciones de frontera tipo Neumann en las caras restantes del dominio generan lo siguiente

PN = PP — g1Qyn,
ps = pp— g1Ays,
pr = pp— g1z,
P = pp— 1A%.

En este caso g1 = 0, pues no hay fuentes, por lo que al final tenemos: py = pp,ps = pp,pr = pp Y PB = Pp para
las caras norte, sur, al frente y atras respectivamente.

Condicion de frontera tipo Newman.

| B G

5 p
7 8 9
e g
Condicién de frontera
tipo Dirichlet.

Condicién de frontera tipo Dirichlet.

B

/.

—_
2 \\' 3

i
i

Condicion de frontera tipo Newman.

Figura 5.3: Esquema condicién de frontera.

Si analizamos la figura (5.3) podremos ver las contribuciones de la frontera al dominio. A manera de ejemplo
sustituiremos las condiciones de frontera en los volumenes de la figura (5.3). En el volumen de control que tiene
el nimero 1 podemos identificar tres condiciones de frontera, condicién tipo Dirichlet en W, condicién de frontera
tipo Neumann en F y S. En la ecuacién (5.5) sustituiremos las férmulas correspondientes a estas condiciones.

En este caso, dichas férmulas son

it = (2pr — P,

Pt = (T — g1 AYS),

Pitt = (T — g1AZy).

Dado que g1 = 0, se tiene

w AV

AV
( + ap)plfaH —(appl™ + aw (2oL — P + as (BT + anpi + ap @) + applytt) = PP AT

At

Rearreglando tenemos

50 5.2. SOLUCION NUMERICA DE FLUJO EN UNA FASE



DU W N

Ricardo Flores Vargas.

(

AV
At

+awasaF+aP>Plfo+1(

k+1
aEpE+

k+1
+aNpN+

+ aBplng)

ki
Pp At

—2awpr

(5.6)

Esta ultima ecuacién, se incorpora al sistema total de ecuaciones a resolver, y por lo tanto contiene la informacién
de las fronteras. Del mismo modo se incorporan las deméds condiciones de frontera.

Los datos que se usaron para este ejemplo se muestran en la tabla 5.1.

5.2.1.

Cuadro 5.1: Parametros utilizados para el problema de flujo en una fase.

Definicién Variables Valor Unidades en SI
Longitud del dominio en x X 100 m
Longitud del dominio en y y 10 m
Longitud del dominio en z zZ 10 m
Porosidad 10) 0.2
Permeabilidad k 9.86923e-16 Pa - s
Viscosidad del agua L 1.0e-3 Pa - s
Compresibilidad cr 1.01325 1/Pa
Presion inicial P 0.10132e+06 Pa
Presién del lado derecho izquierdo PL 0.20265e+06 Pa
Presién del lado derecho derecho PR 0.10132e+06 Pa
Incremento en el tiempo dt 0.0005 S
Tiempo total Tiempo total 0.2 S
Muestreo en los datos f (Tmax / dt)

Codificaciéon del problema de flujo en una fase con TUNAM

El primer paso es definir un nombre para el tipo de los arreglos que se usaran para almacenar la solucién. Estos
arreglos provienen de Blitz4++ [23], de tal manera que TUNAM solo define una interfaz (wrapper) a estos arreglos.
Para un problema en tres dimensiones que use doble precisiéon se usa:

typedef TunaArray<double,3 >::huge ScalarField3D;

Lo anterior define el tipo ScalarField3D como una clase para construir arreglos tridimensionales de doble precisién.

Enseguida, se define la malla para el problema, lo cual se hace como sigue:

StructuredMesh<Uniform<double ,

double dx
double dy
double dz

mesh. print ()

3> > mesh(Lx,
mesh. getDelta (X);
mesh. getDelta (Y);
mesh. getDelta (Z);

3

nodes_x, Ly,

nodes.y , Lz,

nodes_z );

En el c6digo anterior se definié una malla estructurada, uniforme, de precision doble y en tres dimensiones, linea
2. El objeto mesh se construye con los argumentos necesarios para generar un dominio de 100m x 10m x 10m, y
un nimero de nodos definidos por el usuario (nodes_x, nodes_y y nodes_z). Una vez construido, el objeto mesh se
puede usar para obtener informacién de la malla, por ejemplo en las lineas 3, 4 y 5 se obtiene el tamano de la malla
en las direcciones x, y y z. También es posible que dicho objeto realice algunas acciones, en este caso solo imprime
su informacién en la linea 6 respectivamente.

Un uso mds interesante del objeto mesh, es obtener la extensién en términos de los nodos o de los volumenes de
la malla. Esto es ttil para generar los arreglos que almacenaran la solucién del problema y algunos otros definidos
sobre la malla. El cédigo que sigue utiliza esta caracteristica y define las condiciones iniciales.
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ScalarField3D p ( mesh.getExtentVolumes () );
ScalarField3D pa( mesh.getExtentNodes () );
ScalarField3D pn( mesh.getExtentNodes () )

p = 1.0; // Initial condition on nodes

pa = 1.0; // Initial condition on nodes

pn = 1.0; // Initial condition on mnodes

Range all = Range:: all ();

p (0, all, all) = 2.0;

pa (0, all, all) = 2.0; // Boundary condition

pn (0, all, all) = 2.0; // Boundary condition

InOut :: writeToFile_-DX (pn, 0, ”./DataSingle3D /pres.”, dx, dy, dz);

En las lineas 7 a 9 se generan los arreglos p, pa y pn los cuales tendran la extensién de los volimenes y de los nodos
de la malla, respetivamente, en la linea 8 se genera el campo escalar para la solucién analitica. Luego, en las lineas 10
a 12 todos los arreglos se inicializan a 1.0, que es la condicién inicial. La linea 13 utiliza una herramienta de Blitz++
para definir un rango del arreglo. En este caso all significa todos los indices en una direccién, de tal manera que
en la lineas 14, 16, se estd asignando el valor de 2.0 a las entradas (0,5, k), para j =0,...,N; y k=0,..., N, de los
arreglos p, pa y pn. Aqui Nj, Nk representan el nimero de volimenes cuando se trata de p y el nimero de nodos
cuando se trata de pn. En la linea 17 se escribe pn a un archivo en formato DX [17].

Una vez que se tiene la definicién de la malla y de los campos escalares sobre ésta, se puede entonces definir la
matriz del sistema como sigue

SparseMatrix< Diagonal< double, 3> > A(nodes_x,
ScalarField3D b(nodes_x ,

nodes._z );
nodes:z);

nodes_.y ,
nodes_y ,

Obsérvese que la matriz del sistema es dispersa, y las entradas diferentes de cero caen en diagonales como se muestra
en la figura (4.6). La clase SparseMatrix es una especializacién de GeneralMatrix, mientras que Diagonal es un
adaptador que hace de esta especializacién una implementacién 6ptima para las matrices requeridas por el MVF.
La linea 19 define el vector del lado derecho del sistema, el cual estd mapeado a cada punto de la malla. El tamafno
de la matriz A es de (nodes_x x nodes_y x nodes_z)?, mientras que el tamaiio del vector b es (nodes_x X nodes_y
X nodes_z).

Utilizando los objetos antes definidos, p, A, b y mesh, es posible ahora definir la ecuacién a resolver

ScalarEquation< CDS<double, 3> > single_phase(p, A, b, mesh.getDeltas ());

donde ScalarEquation es una especializaciéon de GeneralEquation y CDS es un adaptador para calcular los coe-
ficientes de MVF, véase por ejemplo ecuacién (4.8). Este adaptador es definido y codificado por el usuario y es lo
que permite tener diferentes tipos de aproximaciones para obtener una solucién.

El objeto single_phase representa una ecuacién similar a (4.8) para tres dimensiones y es posible enviarle men-
sajes para que ejecute acciones que son necesarias para terminar de definir el problema. La definicién de algunos
coeficientes y de las condiciones de frontera, se realiza con el siguiente codigo

single_phase.
.setGamma (Gamma ) ;

single_phase

single_phase.
single_phase.
.setNeumann (TOP.-WALL ) ;
.setNeumann (BOTTOM.-WALL) ;
.setNeumann (FRONT-WALL) ;
.setNeumann (BACK.WALL) ;
single_phase.

single_phase
single_phase
single_phase
single_phase

setDeltaTime (dt);

setDirichlet (LEFT-WALL) ;
setDirichlet (RIGHT-WALL) ;

print ();

Finalmente, una vez que se tiene el problema bien planteado, se procede a resolverlo. Esto se hace en el siguiente

codigo

while

Solver :
error =

(t <= Tmax) {
single_phase.
:TDMA3DX(single_phase ,
single_phase.calcErrorL1 ();

calcCoefficients ();

tolerance , tdma_iter, 1.0);

single_phase.update ();

t 4= dt;
if (

I(iteration
NumUtils : :
InOut ::

% frequency) )
interpolateToNodes (pn,
writeToFile.DX (pn,

P);

iteration , ”./DataSingle3D/pres.” ,dx, dy);
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En el ciclo del cédigo anterior se hacen iteraciones en el tiempo desde t = 0 hasta t = Tmax. Primero se calculan
los coeficientes, linea 31, y este calculo se hace usando la implementacién del adaptador CDS, pues recuérdese que
el objeto single_phase es de la clase ScalarEquation< CDS<double, 3> >. La funcién calcCoefficients llena
la matriz A y el vector b, mientras que Solver::TDMA3DX() es una funcién que implementa el algoritmo descrito
en la seccion 4.2.2 para resolver el sistema de ecuaciones. Después se calcula el error, se actualiza la solucién y se
incrementa el tiempo. Finalmente, se escribe el resultado de la solucién. Primero se interpola la soluciéon almacenada
en los volimenes, p, a los nodos, pn, linea 37, y luego en la linea 38 se escribe a un archivo en formato DX.

5.2.2. Resultados

Se hicieron diferentes corridas en el mismo dominio pero con diferente niimero de nodos y por consiguiente de
volimenes de control, la tabla 5.2 muestra el error con respecto a la solucién analitica (5.2)en funcién al tamafio
de la malla.

Cuadro 5.2: Estudio de refinamiento de malla.

t | Ne=Ny=2"41| Nz2=10%(2"+1) | Ay=Az=Ax [m] | ||Error||s
1 3 21 5.0000 0.025

2 ) 41 2.5000 0.0125

3 9 81 1.2500 0.00625
4 17 161 0.6250 0.003125
5 33 321 0.3125 0.0015625

La columna del error muestra la comparacién de la soluciéon numérica con la solucién analitica dada en la ecuacién
(5.2). La gréfica (5.4) muestra el error en funcién del nimero de pasos temporales.

1g

h = 2.5000 =
h=1.2500 ——
h = 0.6250 =
h =0.3125
0.1 —_
K F
s
e}
0.01 | E
0.001 u o

h = 5.0000

10

100

Tiempo [s]

1000

Figura 5.4: Error de la solucién numérica de nimero de pasos tem-
porales, para diferentes tamanos de la malla. Se observa que el error
se estabiliza cuando el tiempo es mayor que 500 * dt (dt = 0.0005

segundos).

La grafica (5.5) muestra la convergencia de la solucién, conforme se aumenta el nimero de nodos. Se observa que
cuando el nimero de nodos es de 33 x 33 x 321 el error se vuelve asintdtico y tenemos una solucién confiable.
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Figura 5.5: Nodos vs error.

En la secuencia de graficas de la figura (5.6) se puede apreciar como evoluciona la presién en el tiempo. Iniciando
en el tiempo 0.000500 segundos hasta 0.20000 secs. Nétese que el comportamiento de la presion es lineal decreciente
apartir de las condiciones impuestas al problema.

5.3. Aplicacién del MVF al modelo de flujo en dos fases

Se aplicard el MVF a las ecuaciones de flujo en dos fases descritas en el capitulo 3, seccién 3.5. Haciendo las
siguientes suposiciones las ecuaciones resultantes de la formulacién presion-saturacién se simplifican.

1. Soélo se consideran dos fases: agua(w) y aceite (o).
Ambas fases son incompresibles e inmiscibles.

El medio poroso es incompresible.

Ll

No se toman en cuenta los efectos de la fuerza de gravedad.

5. El medio poroso es homogéneo e isotrépico

5.3.1. Discretizacién de la ecuacién de presion

Para discretizar la ecuacién de presion se define la funcién de flujo.

dpc
f = —EAVp+ kA, ZEVS. (5.7)

Las componentes de f se describen como sigue

B op dp. 0S

o=k (Vg M, )
B dp dp. 0S

fy - _k22 ()\ay - Nw ds ay>7 (58)
. op dp. 08

= k(0 M)
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Figura 5.6: Graficas de la presion contra la posicién para el flujo en una fase descrito en la seccién 5.2.

De esta manera, la ecuacién de presién (3.58) se escribe de la siguiente forma

af“”+%+afz:ququ,. (5.9)

Vef= ox oy 0z

En términos de la ecuacién de balance, la ecuacién anterior se puede escribir como

AP
Jo (e = [t aav, (5.10)
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donde dV = dxdydz y la integracién se hace sobre un volumen de control es decir B(t) = AV.

N
L ]
\ e
9’2/,//( n | 4
_ e i ¥ ]
; b
W | Bl e | E
v |
e | |- | 7
_ 8
1 A=Ay A
L ]
S

Figura 5.7: Volumen 3D.

En la figura (5.7), que representa un volumen de control en 3D alrededor del punto central P. Los voltimenes vecinos
estan representados por E, W, N, S, F, B. Las caras del volumen de control se etiquetan con e, w, n, s, f, b.

Usando como referencia el volumen de control de la figura (5.7), la integral del primer término de lado izquierdo de
la ecuacién (5.10) se aproxima como sigue

/bf /n /w %J;: drdydz = ((fm)e - (f‘m)w>Am, (5.11)

donde A, = AyAz representa el drea de las caras del volumen de control paralelas al plano yz. La notacién (f;)e
significa que f, se debe evaluar en la cara e del volumen de control. Realizando el mismo tratamiento para los dos
términos restantes de la integral de la izquierda de la ecuacién (5.10) se obtiene

(= G ) e+ (= )4, + (s = (G )4 = @+ 2,0V, (5.12)

donde Ay = AzAz, A, = AzAy y AV = AzAy. En esta tltima ecuacién g,, y g, representan un promedio de g,
v ¢, dentro del volumen de control, respectivamente. La evaluacion de f, en la cara e se hace como sigue

B dp dp. 0S
(fm)e - kll <)\8$ )\w dS 8.’13)6

op dpe a8
(o) - () (50).)
- dp.\ Sp-—S
= —h(W g - (W) )

donde las derivadas parciales se aproximan usando un esquema de diferencias finitas centrales. Los subindices E y
P indican que la variable se evaltia en el centro del volumen de control correspondiente. La evaluacion de f, en la
cara w se hace de forma similar de tal manera que el primer término de la ecuacién (5.12) queda como sigue

_ pe—pp () dpc Sp—Sp

<(fx)e (fx)w)Al’ = k11 ((A)e Al‘e (Aw dS>e Agje )Az
PP — Pw dpc\ Sp —Sw

+ kn ((/\)w Ary <)\“’ ds >w Ay, )Am

donde Az =zp —axw y Az, =g —xp
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Las componentes f, y f. se evalian de la misma manera en las caras correspondientes. Sustituyendo estas evalua-
ciones en la ecuacién (5.12) y organizando los términos se obtiene la siguiente ecuacién discreta para el volumen de
control P

appp = agpp + awpw + anpn + asps + arpr + agps + qp, (5.13)

donde los coeficientes estan definidos como sigue

k11(N) Ay k11(A)wAgz kaa(A)nA
ap = 7112326 =Tg; w = 7112;1) =Tw; ay = 222;" L =Ty;
k22(/\)€Ay k33()‘)fAz kBS(A)bAz
= =77 7 =T = = =Tk = —=="1Tp;
as Ays S ar AZf F ap Azb B
ap =ag+aw +any+as+ar+ap =Tp; (5.14)
_ dp. dp. dp. dp. dp. dp.
dpe dpe dp. dp. dp.
— T, | — Ty | — T, | — T, | — T
( e|:dS:|eSE+ w|:dS:|wSW+ n|:dS nSN+ s a9 SSS+ f S fSF
dp.
+ Tl Sp) + (g +q)AV; (5.15)
as |, =w = =0
o kll()\W)eAz_ o kll()\W)wAz_ o k22(>\W)nAy
Te - Aa:e 9 T’LU - A.Z'w 9 Tn - Ayn )
koo (Aw ) s Ay kaz(Aw ) A. kaz(Aw )p A
T, = —|—/————; T = ——————; Ty = ——F-—F——; 1
’ Ay, f Az b Az (5.16)

Las Tng y Tup, para NB = P E,W,N,S,F,B y nb = e,w,n,s, f,b, se conocen como las transmisibilidades de
cada volumen y deben de ser calculadas de manera cuidadosa para evitar producir errores numéricos en la solucién.
Los coeficientes antes descritos dependen de la movilidad total A, de la movilidad del agua A,,, y del cambio de la
presion capilar p. con respecto a S. Todas estas cantidades se deben evaluar en la caras: (A)pnp, (Aw)nb ¥ (%)nb.
Por otro lado las tres cantidades antes mensionadas en general dependeran de la saturacion, de tal manera que ésta
deberd ser evaluada también en las caras.

En la seccién 5.4.7 se muestra la comparacion de cuatro esquemas numéricos usados en el calculo de las transmisi-
bilidades. Ahi se oberva que no siempre un esquema de alto orden es una buena opcién.

5.3.2. Discretizacién de la ecuacion de saturacion

Para discretizar la ecuacién de saturacién (3.66) se define la siguiente funcion de flujo

dp.

i = 7§/\w Vp + éAwﬁ

VS. (5.17)
La diferencia con la ecuacién (5.7) es la movilidad, en la que ahora en (5.17) se estd definiendo la movilidad del
agua a diferencia de la movilidad total. Todo el tratamiento de las componentes de f es similar a como se hizo para
la ecuacién de presién.

Usando la definicién (5.17), la ecuacién (3.66) se transforma en
Ofe  0fy,  Of:

a8 oS
ﬁba‘FV'i—qﬁa“r%‘FTy‘Faz = Quw (5.18)
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En términos de la ecuacién de balance (3.17), la ecuacién anterior se puede escribir como

a8 Ofs | Ofy | Of.
—dV+/ <+y+ >dV=/ wdV, 5.19
AV ? ot av \9z Oy = Oz AV ¢ (5:19)

donde AV es el volumen de control representado en la figura (5.7) y nuevamente se tiene que B(t) = AV.

La forma de tratar con las derivadas con respecto al tiempo en el MVF, es mediante una integraciéon de toda la
ecuacién diferencial en el intervalo [t,t + At]. Entonces, integrando la ecuacién (5.19) en el intervalo y usando la

misma notacion, se obtiene
/n+1 / §+%+%+afz— dV|dt =0 (5.20)
; w\Par T Tay Tar T M - '

Se presentaron diferentes esquemas de aproximacién del tiempo en la seccién (4.3). Ahora para el primer término
de esta ultima ecuacion se aproxima como sigue

n+1 @ _ bl n)
qs/M/n [87& dV]dt—qS N <S S™ )av. (5.21)

Para aproximar la integral derecha se necesita conocer la forma de .S como funcién de z. Es posible usar funciones
lineales o de mas alto orden, sin embargo aqui se supone que al funcién es constante dentro del volumen de control
AV, es decir se toma el valor del centro Sp, por lo tanto se tiene lo siguiente

e aS _ n+1 n
qs/AV/n {atdv} dt_¢<sp —SP> AV. (5.22)

Los términos restantes de la ecuacién (5.20) se aproximan de manera similar a como se hizo en para la ecuacién de
presion, obteniéndose la siguiente ecuacion

/:H /AV(V f = qu)dVdt =

n+1
/ (bppp — (bEPE + bwpw + bypN + bsps + brpr + bppp + qp))dt, (5.23)

donde los coeficientes b son similares a los coeficientes a, ecuaciones (5.14), excepto que se usa la movilidad del
agua Ay en lugar de la movilidad total A\. También, el coeficiente gp es similar al definido en (5.15) excepto que en
el dltimo término solo se tiene el promedio de la fuente del agua gy .

En el método IMPES, seccién 5.4.1. La ecuacién de saturacién se resuelve explicitamente, por lo que la ecuacién
(5.23) se transforma en

/:H /AV(V f = qu)dVdt =

(bppp (bEPE + by P + bXPN + b5pS + brpk + Uppp + qp)) At. (5.24)
Sustituyendo (5.22) y (5.24) en (5.20) y organizando se obtiene la siguiente relacién explicita para la saturacién

At

SEHt = 5% — (bpph — (bpph + biypiy + YDl + bepls + it + biph + q;))m7 (5.25)
donde los coeficientes estan definidos como
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po = RunQw)e T no_kuQw)n - Tw 0 _ k2Qw)n  Ta
B Az, pAx  dAx’ W' AzpoAr oAz’ N7 Ay oAy pAY
n koo (Aw )7 T W kssQw)} Ty n kss(Aw)y T,
AysoAy dAy AzppAz oAz AzppAz PAz
b = b + by + by + bs + b + bg; (5.27)
_ n dp. " n dpe n dp. n dp. n dp. n dp. " n
o= (oelgg], o] ool sl ] el ol )
7 dpc " mn n d C mn n dpc " mn n dpc " n c " n
_ (bE[dsLsEMW[ds]wsW+bN[dSLsN+bS[ } ST+ [ LSF
dp. 1"
+ 0| T sp) 4 (g, rav (5.25)
as |, =w

Las transmisibilidades T, son las mismas que se definieron para la ecuacién de presién. Una ecuacién del tipo (5.25)
se deriva para cada volumen de control, sin embargo no se requiere de la soluciéon de ningin sistema lineal, pues
todos los términos de la derecha son conocidos.

5.3.3. Condiciones de frontera para la presion

Para describir como se insertan las condiciones de frontera en la solucién numérica de las ecuaciones se hard referencia
a la figura (5.8), donde se representa un volumen vecino a la frontera derecha e izquierda del dominio de estudio.

AXy | AX, AX, | AXg |
| AX | AX |
w E P f E ¢ ¢ w \ P & E
""" = ""‘E:‘i T T 7 T ],:.f f:-""—"'""
A B

Figura 5.8: Esquema condicién de frontera.

La ecuacién discreta de la presion para los volumenes P junto a las frontera es de la forma

appp = a4 afypl + a4 aldpsT + a4 alpi (5.29)

donde los superindices en esta ecuacion indican el instante de tiempo en que se calcula cada cantidad.

Se imponen condiciones de frontera de no flujo de tal manera que se tiene

dp
— =0 5.30
on (5.30)
en toda la frontera.

Entonces, de la figura (5.8) se puede decir que

@ _ brp—pw
onla Az

= pp =pw (5.32)

=0 (5.31)

Por lo tanto sustituyendo en la ecuacién (5.29) se obtiene
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+1 +1 _n+1 +1 _n+1 v +1 +1 +1 +1 L+ 1 +1
(ayy — aw )PP ap Py FaN PN Fag Pt fap pE +appp (5.33)

Esto se aplica a todas las fronteras.

5.3.4. Condiciones de frontera para la saturacion
Para la saturacion se imponen condiciones de frontera tipo Dirichlet. Primero se escribe la ecuacién discreta de la
saturacion para este problema como

St = Sp — bpph + VgD + by bl + D pR + bepl + Vi + bipk (5.34)

Para representar el no flujo en la saturacién tenemos

08

para todas las fronteras.

5.4. Solucion de flujo en dos fases con distribucién de cinco pozos

Las ecuaciones que trataremos en este ejemplo se obtuvieron derivando y haciendo manipulaciones algebraicas en el
capitulo 3 en la seccién 3.5. ecuaciones (3.65) y (3.66) El resultado es la obtencién de una ecuacién para la presién
de aceite y otra ecuacién para la saturacion del agua, estas ecuaciones se presentan en seguida

-V {k(x\Vpo = Ao VDeow — (AwpPw + Aopo) ’sz)] Z da (5.36)
y
a(Sw) dpcow _ Qu
0] ot v [k)\w (Vpo ds., VSu nyz)] = (5.37)

En este caso resolveremos el problema conocido como patrén de cinco pozos (five-spots). Se tiene un dominio
cuadrado en 3D, con 4 pozos de produccion de aceite en las esquinas y un pozo inyector de agua al centro. La figura
(5.9) muestra la distribucién de los pozos.

Las condiciones de frontera son de no flujo, es decir se tienen fronteras impermeables.

5.4.1. Algoritmo de solucion Implicit Pressure Explicit Saturation, IMPES

El problema representado por las ecuaciones (5.36) y (5.37) es no lineal y estd fuertemente acoplado, por lo que
se usa una estrategia de linealizacién, para el caso de estudio se utilizara el método IMPES (Implicit Pressure
Explicit Saturation) véase [6], el cual se describe en el algoritmo siguiente, este algoritmo se emplea para resolver
los problemas que se presentan en esta tesis.

Algoritmo IMPES

Condiciones iniciales y de frontera

SO Y At Az, Tz ..

2: While t7T,,,,.,do

3: Calcular los coeficientes de la ecuacién de presién usando (5.14), (5.15) y (5.16).
Estos coeficientes se calculan usando valores de la saturacion, del paso anterior.

—_

4 Resolver la ecuacién de presién (5.13) de manera implicita usando un algoritmo iterativo.
5 Calcular los coeficientes de la ecuacién de saturacién usando (5.27) y (5.28)

6: Resolver la ecuacién de saturacién (5.25) de manera explicita

T t—t+ At

8: end while
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Figura 5.9: Pozos de inyeccién y pozo de produccién.

5.4.2. Codificacién del problema de flujo bifasico en TUNAM

La malla se define como sigue

StructuredMesh<Uniform<double, 3> > mesh(Lx, nodes_x, Ly, nodes.y, Lz, nodes_-z);
double dx = mesh.getDelta (X);

double dy = mesh.getDelta(Y);
double dz = mesh.getDelta(Z);
mesh. print ();

Linea 2, lo que se estd definiendo en el cédigo es una malla estructurada, la cual es uniforme, el tipo de dato es un
double, y se indica que son tres dimensiones, se dan las longitudes del dominio en las tres dimensiones y el niimero
de nodos como argumentos para que se genere el objeto mesh. En el ejemplo que se esta resolviendo Lx=Ly=Lz=100
m, nodes_x=nodes_y=63 y nodes_z=2

De la linea 3 a la linea 5 se asignan los valores a los deltas, mediante el comportamiento interno de la funcién get.
En la linea 6 se da la instruccién para que se imprima informacién de la malla.

En las siguientes lineas de cédigo se generan los objetos de presién y saturacion, estos pueden ser por niimero de
voliimenes o por nimero de nodos. Estos objetos son del tipo ScalarField3D.

ScalarField3D p ( mesh.getExtentVolumes () );
ScalarField3D Sw ( mesh.getExtentVolumes () );
ScalarField3D p_n( mesh.getExtentNodes () );
ScalarField3D Sw.n( mesh.getExtentNodes () );

Para algunos calculos es necesario interpolar entre nodos y voltimenes, para estos cédlculos se encuentran impleman-
tadas las siguientes funciones

NumUtils:: interpolateToNodes (p-n, p);

InOut :: writeToFile.-DX (p-n, 0, ”./DataBL/3D/pres.”, dx, dy, dz);
NumUtils:: interpolateToNodes (Sw.n, Sw);
InOut :: writeToFile_-DX (Sw.n, 0, ”./DataBL/3D/satu.”, dx, dy, dz);

La forma de la matriz y el vector del sistema ecuaciones resultante se acomoda en el objeto A cuyos argumentos
son num_nodes_x, num_nodes_y, num_nodes_z. De la misma forma b es un objeto con los mismos argumentos.

DiagonalMatrix< double, 3> A(num-nodes_x, num-nodes_y, num-_nodes_z);
ScalarField3D b(num_nodes_x, num_nodes_y , num_nodes_z);
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En lineas de cédigo siguientes se dan los valores para la ecuacién de la presion y las condiciones de frontera.

TwoPhaseEquation< BLIPl<double, 3> > pressure(p, A, b, mesh.getDeltas ());
pressure .setDeltaTime (dt);
pressure.setPermeability (permeability );
pressure.setPorosity (porosity );
pressure.setSrw (Srw);

pressure.setSro (Sro);
pressure.setViscosity_-w (mu-w);
pressure.setViscosity_-o(mu-o);

pressure .setNeumann (LEFT-WALL);
pressure .setNeumann (RIGHT-WALL);
pressure .setNeumann (TOP.WALL);
pressure .setNeumann (BOTTOM_WALL);
pressure .setNeumann (FRONT-WALL);
pressure .setNeumann (BACKWALL);
pressure.setSaturation (Sw);
pressure.print ();

En las lineas de cédigo siguientes se dan los valores de la ecuacion de la saturacién y de las condiciones de frontera.

TwoPhaseEquation< BLESl<double, 3> > saturation(Sw, A, b, mesh.getDeltas ());
saturation.setDeltaTime (dt);

saturation.setPermeability (permeability );

saturation.setPorosity (porosity);

saturation .setSrw (Srw);

saturation.setSro(Sro);

saturation.setViscosity_w (mu.w);

saturation.setViscosity_o(mu-o);

saturation .applyBounds (1, Sw.ubound(firstDim)—1);// just to move the indexes
saturation .setNeumann (TOP_-WALL);

saturation .setNeumann (BOTTOM.-WALL) ;

saturation .setNeumann (FRONT_WALL) ;

saturation .setNeumann (BACK-WALL) ;

saturation.setPressure(p);

saturation.print ();

Finalmente se aplica el método IMPES para resolver la presién mediante un método implicito y la saturacién
mediante un método explicito

while (t $<=$ Tmax) {
pressure.calcCoefficients ( );
Solver : : TDMA3D( pressure , tolerance, 20, 1);
presure .update ( );

saturation.calcCoefficients ( );
Solver :: solExplicit3D (saturation);
saturation .update ( );

t 4= dt;

5.4.3. Definicion de las fuentes

La ecuacién de presién en su forma discreta para los volimenes P tiene la siguiente forma, en 2D

appp = apppt +alypy " +app T+ agpt 4 g (5.38)

Las fuentes tendran valor no nulo en los volumenes donde estén ubicados los pozos en todos los demads serd cero.
Tomando en cuenta el primer cuadrante de la figura (5.9), en el cual se tienen dos pozos, uno de inyeccién y otro
de extraccién. Se ubica el pozo de inyeccién en el primer volumen de control, (bi,bj) y el pozo de extraccién en
el ultimo volumen de control, (ei,ej), véase figura (5.10). Por otro lado, se tiene que para todo (i,j5) # (bi,bj) vy
(i,j) # (ei,ej) = q = 0. Ademads ¢ tiene un valor definido de inyeccién por unidad de volumen constante. La
ecuacién (5.15) cambia sélo para los volimenes de control donde se encuentran las fuentes o pozos.

Para (bi, bj) la fuente se expresa como
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(ei,ej)

(bi, bj)

i ——
® pozo de injeccion (i,j)=(bi,bj
P J , (i,j)=(bi,bj) 40
pozo de extraccion (i,j)=(ei,gj)

Figura 5.10: Ubicacién de los pozos en la malla del dominio.

_ dp. % dp. dpe dp. @

o = (3] ol onlE], o [E] o0 E], 0w
dp dpe dp dpe dpe

- el e ] e8] ]

dp
+ 7

ds} 5,3) (qw)AV; (5.39)

lo anterior de acuerdo con la ecuacion discreta de la presién. Notese que en este caso g, = 0, pues solo se inyecta
agua.

Para (ei, ej) la fuente se expresa como

_ dpe dpe dpe dpe [ dpe dp.
o = (3] onli] omlE], oo [E] o s, oo lE])
dpe dpe dpe dp dpe
<T[d5:| SE +Tw|:d5’:|wSW+Tn|:dS:| SN+T[dS] Ss-f-Tj[d ]fSF
dp
+ ] 5 )+ (0o s Steei) +a)av; (5.40)

La inyeccion es constante y solo de la fase agua. Para el flujo de inyecciéon se maneja un signo positivo y para el
flujo de extraccién un signo negativo, la cantidad serd la misma para ambos casos.

La ecuacién de saturacién en su forma discreta para los volimenes P tiene la siguiente forma
abSET = apSEtt + af Sptt + ay SE T+ a%SEt + gy (5.41)
De la misma forma que para la ecuacién de presion las fuentes valdran cero en todos los volimenes que no contengan

una fuente o pozo. Tendran un valor constante de ¢ donde se encuentre una fuente o pozo, para la ecuacién de
saturacion la inyeccion serd exclusivamente en la fase agua.
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La ecuacién para la fuente queda como sigue

_ dpc n de " 7 de " n de n de ' de " n
e - R o e b R o R RS O

dp. dp.]" dp. dp. 1"
- ( {p} SE 4+ b [d’;] Sp 4+ by Lﬂ SN+b”[p} SS+bn{

as
| e } B) + (0, AV (5.42)

+

Para (ei, ej)

Ao TRl [dpe » [dpe n | dpe w [P ]™Y an
o = (g con ] (] vl vl ]S
d, c d c d, c " d c " c "
- (b[ 1;} S+ by [d];,] SW+bN{dZ;} S]’{,erQ[ p} Ss+bF{ }SF
dp. ..
+ { } >—|— q * S(ei,ej))"AV; (5.43)
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5.4.4. Resultados

Para validar nuestros resultados, se realizé una comparacién de lo que se obtuvo en este trabajo usando el software
TUNAM, contra una simulacién en el software ECLIPSE [22]. Este dltimo se obtuvo mediante un permiso especial
de la Facultad de Ingenieria, en donde existe un laboratorio de ingenieria petrolera apoyado por Schlumberger,
dueno de ECLIPSE. Los datos de entrada del dominio, de las propiedades petrofisicas y la informacién de pozo
para realizar la simulacién se presentan en la tabla 5.3 y fueron tomados del Journal of Petroleum Science and
Engineering 43 (2004) 271-300 [3].

Cuadro 5.3: Pardmetros utilizados.

Definicién variables valor | unidades
Longitud del dominio en x X 182.76 m
Longitud del dominio en y y 182.76 m
Longitud del dominio en z z 9.14 m

Numero de nodos en x num_nod_x 64
Numero de nodos en y num_nod_y 64
Numero de nodos en z num_nod_z 2
Porosidad 10) 0.2
Permeabilidad k 1.0e-15 m?
Viscosidad del agua Lo 1.0e-3 Pa s
Viscosidad del aceite Lo 1.0e-3 Pa - s
Saturacion residual del agua Srw 0.0
Saturacién residual del aceite Sro 0.2
Inyeccién Su 3.86e-04 | m3-s7!
Condiciones iniciales
Presion inicial p le407 Pa
Saturacion inicial de agua Sw 0
Saturacién inicial de aceite S, 1.0
Condiciones de frontera
Paredes impermeables | —n-u=0y g—i =0

5.4.5. Modelo de permeabilidades relativas

Para resolver este modelo se incorpora el modelo de permeabilidades relativas propuesto por Corey [7]

ferw = 895 kyo = (1 — S.)“. (5.44)
donde
Sw - Srw
Se = 5.45
1- Srw - Sro ( )

ademas, w puede tomar el valor de 1 para el caso lineal y 2 para el caso cuadratico.

Para evaluar los coeficientes de las ecuaciones discretas de presion y saturacién, se requiere evaluar las movilidades,
las cuales a su vez se calculan en las caras nb = e, w, n, s, f, b, del volumen de control. Para encontrar estos valores
se usan las siguiente relaciones en combinacion con el modelo de Corey

A= Aw+AO=k””+@
Haw Ho
S (1-S8.)¢ 1 S—S. \° 1 S— S \”
= =4 — - | — -1 - "
j)\ Nw+ Mo Nw<1_Srw_Sro> +,U/o( 1_Srw_sro> ’
1 (S — Spw)® (1—5m—5)w)
=\ = + .
(1_Srw_Sro)w( Hoaw Mo
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Ahora, suponiendo que se conocen los valores de S en el instante n, entonces, para calcular A en el mismo instante
n, en las caras del volumen de control se usa

1 (Spp = Srw)® | (1= 5o — S%)“’)
PRI n + n 5.46
( ) b (1 - Srw - Sro>w < Hw Ho ( )

para nb =e,w,n,s, f,b.

Para obtener el valor de \,, en las caras del volumen de control se hace lo siguiente

k S¥ 1 S-S5 ¢
Ay = Drw _ e _ L (2 7P ) 5.47
,U/w Nw /Lw(l_srw_sro) ( )

Entonces, el valor de A, en las caras del volumen de control, en el instante n, se calcula con la siguiente expresién

n 1 S:LL - Srw ¢
(Aw)pp = o (1_5_5) : (5.48)

5.4.6. Calculo de la saturacién en las caras

En las ecuaciones anteriores se observa que es necesario obtener los valores 57, , es decir la saturacién en las caras de
los volimenes de control. Si se supone que el valor de la saturacion se conoce en todos los centros de los volimenes,
y estos valores provienen de la solucién de la ecuacién de saturacién, entonces lo tinico que se requiere es un esquema
de interpolacién adecuado para aproximar el valor de la saturacién en las caras. A continuacién se presentan cuatro
esquemas para realizar esta aproximacion.

Upwind: se hace una comparacion entre los valores de la presion en los puntos vecinos a la cara del volumen de
control donde se desea evaluar S™ y se toma el valor de la saturaciéon del punto donde la presién es mayor.

AT

Figura 5.11: Esquema de aproximacion
Upwind.

Por ejemplo, para la cara e se muestra un seudocédigo
if (pjp < p)then

St = SE

else

SP = Sp

end if

Esta aproximacion es de orden lineal y produce difusion numérica en la solucion. Nétese que se estd suponiendo
que los valores de la presién en el instante n son conocidos.

Average: se realiza un promedio pesado usando los valores vecinos a la cara del volumen.

| Ax,, AXx, I Ax, |
ww w P E | EE
ww W e ‘

| 1 1 1
I Axww 1 AXW | AXE | |

Figura 5.12: Esquema de aproximacién
Average.
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Por ejemplo para, la cara e se tiene

S¢ = pSp+(1-p)Sp
donde 8 = (z, — zp)/Ax.. Cuando la malla es uniforme (5 = 0.5) este esquema es de orden cuadritico, pero puede
generar oscilaciones espurias en el calculo de la solucién numérica.

UpwindE: se hace una extrapolacién usando dos voliimenes, los cuales se toman de donde proviene el flujo (ups-
tream). Por ejemplo

P.2P.| .
. w P T E | EE
I V)ﬁ I

A ? —

| P, = p.

Figura 5.13: Esquema de aproximacién
UpwindE.

El seudo cédigo de esta aproximacion es como sigue
if (p% < p’)then

S¢ =Sg(+ Be) — Sgple

else

S¢ = Sp(1+Bp) — Sy Bp

end if

donde Bp = Azp/2Ax,, v B = Axg/2Az... El orden de aproximacién para este esquema es cuadritico. Para
mallas uniformes Bp = S = 0.5.

UpwindQ: se aproxima el valor mediante una funcién cuadratica de S usando tres volimenes, los cuales se eligen
de acuerdo a la direccién de flujo. Por ejemplo, para la cara e, si el flujo viene de la derecha (p < p), se usan los
valores de S en P,E y EE, y si viene de la izquierda, entonces se usan W, P y E, de tal manera, que las expresiones
para la saturacién con este esquema, para mallas uniformes, son las siguientes

b PPy !
| w L P L E l EE
' et '

FaY —-
| T p.2p1

Figura 5.14: Esquema de aproximacién
UpwindQ.

El seudo cédigo de esta aproximacién es como sigue if (pp < p)then
S¢ = 59%p + 5% + §5p

else

St = L% + 353 + 353

end if

De estos esquemas, el mas estable es el Upwind, aunque presenta difusién numérica, de tal manera que para obtener
un resultado con alta precisién se requiere de un nuimero de volimenes relativamente grande. El caso de UpwindE
y UpwindQ requiere un trabajo computacional mayor, pero dan beneficios en la precisién de la aproximacion.

5.4.7. Comparacion de los esquemas

En esta seccién se reportan los resultados de la simulacion para los siguientes casos:

La tabla (5.4) define ocho casos distintos en donde se cambian los parametros del modelo de permeabilidades, lineal
y cuadrético, y la razén de las viscosidades entre el agua y el aceite. Cuando g, /o, = 0.5 significa que la viscosidad
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Cuadro 5.4: Parametros utilizados
Esquema w L/ o
Upwind |1y2 | 1y0.5
Average | 1y2 | 1y0.5
UpwindE | 1y 2 | 1y 0.5
UpwindQ [ 1y 2 | 1y 0.5

del aceite es el doble que la del agua, y por lo tanto se tendra mayor dificultad en el empuje de éste por el agua, y
por lo tanto en la extraccién.

La figura (5.15) muestra una comparacién de la saturacién para el cdlculo después de 600 dias. Se grafican los cuatro
esquemas y se comparan con una simulacién en ECLIPSE. En este caso, el modelo es lineal, w = 1, y la razén de
viscosidades es pu, /1, = 1. Todas las gréficas se hacen en la diagonal del dominio, es decir, en una linea que une al
pozo inyector con el productor.

1 . . . ; : . ; : 1 : ;
TUNAM —e— ! TUNAM —e—
ECLIPSE —a&— ECLIPSE —A—
0.8 - 0.8 -
0.6 - 9 0.6 - 4
£ 2
H =
" 7]
04l . v 3 : . A 04| ‘ . , ‘ . ]
0.2 | - 0.2 | -
o ‘ . ‘ . ; i ‘ o ; . ; . ;
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Distancia [m] Distancia [m]
UpWind saturacion a los 600 dias Average saturacién a los 600 dias
1 T T T T T 1 T T T T T T T
TUNAM —e— TUNAM —e—
ECLIPSE —a&— ECLIPSE —a&—
0.8 - 0.8 : .|
0.6 | 1 0.6 | s
X B
& &
04 F : 4 04| : : : u
02 8 02| 8
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Distancia [m] Distancia [m]
UpWind E saturacién a los 600 dias UpWind Q saturacién a los 600 dias

Figura 5.15: Gréficas que muestran el frente de saturacién de agua desplazando al aceite. w =1y /1o = 1.

En las grificas de la figura (5.15) se observa que los mejores esquemas de aproximacién, en comparacién con los
resultados de ECLIPSE, son el Upwind y el Average. Esto se demuestra en la tabla (5.5), donde se reportan los
errores globales de la solucién con TUNAM con respecto a ECLIPSE.
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Cuadro 5.5: Error L1, con relacién de viscosidades 1.

| Esquema | 100 300 600 900
UpWind [ 1.64350 x10~°3 | 7.52630 x10~° | 2.00450 x10~2 | 3.45250 x 102
Average | 6.41676 x1073 | 1.38959 x10~2 | 2.46321 x10~2 | 3.77405 x10~2

UpWind E | 6.99980x1073 | 1.80180 x10~2 | 3.56980 x10~2 | 5.52090 x10~2
UpWind Q | 6.86024 x1073 | 1.61831 x1072 | 3.01663 x1072 | 4.58346 x10~2

La siguiente comparacién es para el caso donde w = 1, y la razén de viscosidades es pu, /o, = 0.5. Estos resultados
se muestran en la figura (5.16)

" TUNAM ——
ECLIPSE —a—

T T
TUNAM —e—
ECLIPSE —&—

SW %
Sw %

L i L i i L 2 200200: i i i i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Distancia [m] Distancia [m]

UpWind saturacién a los 600 dias Average saturacién a los 600 dias

" TUNAM —e—
ECLIPSE —a—

" TUNAM —o—
ECLIPSE —a—

SW %
SW %

i L i i S L i i i =
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Distancia [m] Distancia [m]

UpWind E saturacién a los 600 dias UpWind Q saturacién a los 600 dias

Figura 5.16: Gréficas que muestran el frente de saturacién de agua desplazando al aceite. w =1y /1o = 0,5.

Las gréficas de la figura (5.16) muestran un comportamiento muy similar para los cuatro esquemas. En el caso de
Upwind, se aprecia que hay una difusién adicional, sin embargo, la gréafica solo reporta la linea diagonal entre los
pozos. Cuando se calcula el error global, el cual se reporta en la tabla (5.6), se observa que todos los esquemas
tienen un error del mismo orden.

En la siguiente comparacién se observan comportamientos més interesantes. En la figura 5.17 se reporta el caso
w =2,y la razén de viscosidades es p,,/po = 1.
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Cuadro 5.6: Error L1, con relacién de viscosidades 0.5.

| Esquema | 100 300 600 900
UpWind | 1.94241 x10~2 | 8.7153 x10~3 | 2.95962 x10~2 | 1.07945 x10~!
Average | 4.79943x1073 | 1.07465 x10~2 | 3.05121 x10~2 | 4.47405 x10~2

UpWind E | 5.63246x1073 | 1.30367 x1072 | 3.29814 x1072 | 5.52090 x10~2
UpWind Q | 5.53645x10~% | 1.22261 x10~2 | 3.22653 x10~2 | 3.69672 x10~2

Las graficas muestran que para los casos Upwind y UpwindE, el comportamiento es cualitativamente correcto. Por
otro lado, para los casos Average y UpwindQ, se observa que, apesar de obtener una precision muy buena en los
resultados numéricos, véase tabla (5.7), la solucién converge a una solucién incorrecta que no es aceptable, véase
figura (5.17). Este comportamiento se debe a que los esquemas Average y UpwidnQ no cumplen con la condicidn
de entropia, véase [10]. Para resolver este problema, es necesario incorporar condiciones de monotonicidad, pues los
esquemas de alto orden pueden llevar a soluciones sin ningun significado fisico. Dado que estos temas quedan fuera
del alcance de este trabajo, no se hizo este estudio y se deja para futuras implementaciones.

1 - - - - . - : . ‘ ! ‘ ‘ ! ‘ " TUNAM —e—
TUNAM —e— ECLIPSE —a—
ECLIPSE —a—

0.8

0.6 |-

Sw %
Sw %

04

02|

140 160

120 140

0 i i I i L
0 20 40 60 80 100

i i
0 20 40 60 80 100 120 180

160 180

Distancia [m]

UpWind saturacion a los 600 dias

T T
TUNAM —o—
ECLIPSE —&—

Sw %

120 140

0 i i i i

i
0 20 40 60 80 100
Distancia [m]

160 180

UpWind E saturacién a los 600 dias

Sw %

Distancia [m]

Average saturacién a los 600 dias

" TUNAM —e—

ECLIPSE —a—

i i i
20 40 60 80 100
Distancia [m]

UpWind Q saturacién a los 600 dias

Figura 5.17: Gréficas que muestran el frente de saturacién de agua desplazando al aceite. w = 2y /1o = 1.

El ejemplo final, es para el caso cuando w = 2, y la razén de viscosidades es fi,, /o = 0.5. El comportamiento es
muy similar al que se explicé en las figura (5.17). Nuevamente, los mejores esquemas son el Upgind y el UpwindE,
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Cuadro 5.7: Error L1, con relacién de viscosidades 1.

| Esquema | 100 300 600 900
UpWind | 1.18628 x10~2 [ 3.97095 x10~2 [ 8.57807 x10~2 [ 1.3396 x10~ T
Average | 1.66394x1072 | 4.32295 x10~2 | 7.85682 x10~2 | 1.12261 x10~!

UpWind E | 2.70907 x1072 | 8.09275 x10~2 | 2.19699 x10~2 | 3.83838 x10~2
UpWind Q | 1.19905 x1072 | 2.78135 x1072 | 4.71827 x1072 | 7.00685x1072

mientras el Average y el UpwindQ no proporciona soluciones realistas.

1 1
" TUNAM —e— " TUNAM —e—
ECLIPSE —a— ECLIPSE —a—
= =
& &
o ; ; ; ; ; o ; ; i ; A .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Distancia [m] Distancia [m]

UpWind saturacién a los 600 dias Average saturacién a los 600 dias

" TUNAM —e—
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ECLIPSE —A— ECLIPSE —a—
ES ES
a &
o i i ; ; P4 . o ; i ; ; ; . H
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Distancia [m] Distancia [m]

UpWind E saturacién a los 600 dias UpWind Q saturacién a los 600 dias

Figura 5.18: Graficas que muestran el frente de saturacién de agua desplazando al aceite. w = 2y iy /1o = 0,5.

Las figuras (5.4.7) y (5.4.7) muestran el avance del frente de agua para diferentes pasos de tiempo, tanto para
TUNAM como para ECLIPSE, respectivamente. El comportamiento cualitativo es muy similar para ambos casos,
lo cual nos da confianza de los célculo realizados con TUNAM. Se observa como el agua barre el dominio, empujando
el aceite hacia el pozo productor. En estas figuras se grafica la saturacion y la presion del aceite.

Para el caso w = 1y py/po = 1.0, se observa que el empuje del agua es uniforme, es decir no presenta ”picos”.
Ademas, el frente de avance es abrupto, es decir hay un cambio brusco de cero a méxima saturacién de aceite. En
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Cuadro 5.8: Error L1, con relacién de viscosidades 0.5.

| Esquema | 100 300 600 900
UpWind | 2.35092x1073 | 1.26172 x10~2 | 4.14679x10~2 | 9.58294x10?
Average | 1.48466 x1072 | 3.36729 x1072 | 5.72881x1072 | 1.04289 x10~!

UpWind E | 3.11053x1073 | 1.02817 x10~2 | 3.68327 x10~2 | 8.00969 x10~2
UpWind Q | 1.01599x10~2 | 2.05915 x10~2 | 4.46377 x10~2 | 8.93583 x10~2

el caso de la presién, se observa una disminucién de ésta del pozo inyector al pozo productor, y este cambio es
uniforme, de tal manera que se genera un ¢ono de abatimientocuyo centro esta en el pozo productor.

En el segundo caso w = 1y /o = 0.5, se observa abatimiento cuyo frente de avance es més suave, lo que significa
que el barrido no es tan eficiente como en el caso anterior. Esto se debe a que el aceite es mas pesado que en el
primer caso. El comportamiento de la presién es similar al del caso anterior.

En el tercer caso w = 2y p /1o = 0.5, se observa que el cambio de la saturacidn es suave hasta antes del frente,
en este punto el cambio es abrupto y se muy simular al primer caso. La eficiencia de barrido no es tan buena como
en el primer caso, pues al mismo paso de tiempo se ve que hay mas aceite en este tercer caso. El comportamiento
de la presiéon es similar al del los casos anteriores.

En tltimo caso w = 2y /1o = 0.5, se observa que el frente tiene una geometria muy similar al segundo caso, a
excepcién del ”pico”. Cualitativamente se pude apreciar que este tltimo caso es mds eficiente que el segundo. Al
igual que en los otros caso, la presién tiene un comportatmiento similar.

Una comparacién para un paso de tiempo avanzado se observa en las graficas de la figura (5.21). En estos casos
se grafico la distribucién de las saturaciones para 1100 dias, usando el esquema UpwindE. En todos los casos
observamos un comportamiento similar con las simulaciones de ECLIPSE.

72 5.4. SOLUCION DE FLUJO EN DOS FASES CON DISTRIBUCION DE CINCO POZOS



Ricardo Flores Vargas.

Presién (TUNAM) Saturacién (TUNAM)

(a) (b)

()

Figura 5.19: Distribucion de la presion y la saturacién del aceite para 600 dias usando el esquema UpwindE. Casos:
ler (a)-(b) w =1, £ =1.0; 2do (c)-(d) w =1, £ = 0.5; 3er w = 2 (e)-(f) £ = 1.0y 4to (g)-(h) w =2 L2 =0.5.
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Figura 5.20: Distribucién de la presién y la saturacién del aceite para 600 dias usando ECLIPSE. Casos: ler (a)-(b)

w=1, L =1.0;2do (c)-(d) w =1, £ = 0.5; 3er w =2

(e)-(F) 2= = 1.0 y dto (g)-(h) w =2 L= = 0.5.
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21: Gréaficas de ECLIPSE y TUNAM de saturacién de aceite en el tiempo 1100 dias.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se presenté un estudio de simulaciones de flujo en una y dos fases en un medio poroso. En ambos
casos se generaron los algoritmos requeridos para la implementacién usando el método de volumen finito. Las
implementaciones se realizaron usando el software TUNAM.

El caso del flujo en una fase se utilizé para calibrar adecuadamente algunos de los algoritmos, de tal manera que
dieran confianza a la solucién para este tipo de problemas. Recordemos que TUNAM fue desarrollado originalmente
para resolver flujos libres en cavidades rectangulares. En este trabajo se realizo una extensién para abarcar flujos
en medios porosos.

El problema de flujo en dos fases, se estudié desde un punto de vista numérico, con la idea de investigar la precisién
y convergencia de varios esquemas de aproximacién. En este caso, se estudi la distribucién de cinco pozos (five-
spots), y dada la simetria solo se traté un cuarto del dominio, en donde se tiene un pozo inyector y uno extractor.
Los resultados obtenidos, para este caso, se resumen a continuacién:

1. El modelo matematico se derivé de una manera simple gracias a la aplicacién del método axiomatico, el cual
fue introducido en la literatura internacional por Herrera et al. [5, 11].

2. La implementaciéon en TUNAM es a través de la programacién orientada a objetos, de tal manera que las
ecuaciones, sus propiedades y comportamiento, se encapsulan en clases que permiten ser manipuladas de forma
muy simple.

3. Las ecuaciones que se resolvieron se desarrollaron en una formulacién presién-saturacién, de tal manera que
se utilizo el método IMPES. Este tltimo fue implementado de manera muy clara usando TUNAM.

4. La discretizacién se realizé usando el método de volumen finito. Las ecuaciones discretas obtenidas, contienen
pardmetros que son conocidos y que se definen también en otros métodos (por ejemplo la transmisibilidad).
Una de las ventajas del MVF es que es conservativo, en relacién a la masa, por lo que el método obtener
soluciones fisicamente realistas.

5. En cuanto a los resultados numéricos se puede establecer que:

= Se probaron cuatro esquemas numéricos para la aproximacion de la solucién.

= En general el comportamiento cualitativo de los cuatro esquemas es acorde con lo que se obtiene con
ECLIPSE.

= Dos de estos esquemas, Upwind y UpwindE, generaron soluciones precisas y realistas.

= En el caso de los otros dos esquemas, Average y UpwindQ, aunque se observa que el error es muy bajo,
ambos pueden generar soluciones sin ningun significado fisico. Esto se debe principalmente a que dichos
esquemas no cumplen la condicién de entropia, véas [10].

En cuanto a TUNAM para este tipo de problemas se puede decir que:

= Fl software TUNAM presenta un buen desempeno computacional, comparable con ECLIPSE.
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» Las ventajas de TUNAM es que es un software libre, que se puede modificar facilmente, de tal manera
que es posible probar esquemas numéricos nuevos.

= La validaciéon del simulador fue satisfactoria, considerando soluciones analiticas y simuladores comerciales.

Como trabajo futuro, se considera que seria muy sencillo efectuar las modificaciones pertinentes al software
actual, para simular tres fases. Posteriormente, se puede agregar la solucién de la ecuacion de energia pa-
ra resolver problemas no isotérmicos. Finalmente, también seria posible desarrollar médulos para resolver
problemas de modelos composicionales, aunque esto ultimo requeriria de mayor esfuerzo.
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Apéndice A

Métodos de solucion de sistemas
lineales, ecuaciones constitutivas y
métodos de aproximacion

A.0.8. Método Gauss

Consiste en transformar la matriz de coeficientes del sistema lineal en una matriz triangular superior, realizando
combinaciones lineales adecuadas de las ecuaciones del sistema.

El sistema lineal Az = b se escribe de la forma

a11x1 + a12T2 + -+ + a1pTy = b1,
a21%1 + Q222 + - -+ + A2p Ty = by,

A1 %1 + Apaa + -+ AppTy = by.

Para transformar la matriz A en una matriz triangular superior, se toma la columna i-ésima y se realizan combina-
ciones lineales entre la ecuacién i-ésima y cada una de las restantes ecuaciones j-ésimas, con j =i+ 1, i+ 2,...,n,
de tal forma que se hagan ceros los elementos abajo de la diagonal. Estas combinaciones lineales de ecuaciones
afectan tanto a la matriz A como al vector b. En seguida se muetra el proceso a detalle. Como primer paso (k = 1),

partimos de la matriz origiinal é(l) =Ay b = b, es decir,

CLS) = am bgl) = bi, 1 S i,j S n.

El segundo paso (k = 2) es hacer ceros los elementos subdiagonales de la primera columna, obteniendo el sistema

A(2) = b(2)

a§21)$1 + a522)1'2 +- aﬁ)xn = b?)’
(2)
2

ag)xz 4+ 4 agi)xn =b

afg)xz +ootaBa, =02,

Para ello, dejamos la primer fila inalterada,

B R P P )

Después a la i-ésima fila, i > 2, le restamos un miultiplo de la primera fila. se utiliza
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o
mip = —4 2<i<n,
e
11
por lo tanto se tiene
ag) = al(}) — mﬂagll), 2 <1< n,
é? = @?—nmag, 2<i,j<mn,
B = b —maplY, 2<i<n

(k)

A los m; se les denomina multiplicadores y los elementos a, pivotes. Es necesario que agz) #0.

Para hacer ceros en la k-ésima columna se debe usar

a'P
miy, = —& k+1<i<n.
o)
kk
o, 1<i<k,
k+1
a§j+ ) = a’z(f) = _mika](g];)’ k+ 1 S Z7.] S n,
’ k+1<i<n, 1<j<k,
prn _ Y, 1<lsk
: 0 = cmad®,  kr1<isn,

Finalmente, en el paso k = n, la matriz resultante, serd una matriz triangular superior. Una vez que se tiene un
sistema lineal con una matriz triangular superior U es facil obtener la solucién del sistema U x = b(”) por sustitucion
hacia atrds o regresiva.

El ntimero total de operaciones en este método es

nn—1)(4n+7)

5 es decir O(n?).

(A1)

El coste computacional ciibico limita las aplicaciones de la eliminacién de Gauss.

Un algoritmo conocido como Algoritmo de Thomas, es una forma simplificada de la eliminacién Gausiana en el cual
se puede obtener O(n) operaciones en vez de O(n?) requerido para la eliminacién Gausiana. Este método es valido
solo para sistemas de 3 diagonales, como el que se muestra a continuacién

bix1 + c1a = fi
azx1 + baa + cox3 = fo
A2
a3re + b3z +c3ry = f3 (A.2)
43 +bazs = fu

El método consiste en eliminar los elementos de la subdiagonal (a; »;) y normalizar a 1 los elementos de la diagonal
principal (b;=;), de tal manera que la matriz original tridiagonal (A.2) se transforma en una matriz equivalente

(A.3) como la que sigue

Ty + Pr12 = N
g + Baxs = Y2

A3

r3+ B34 = Y3 (A-3)
Ty = Ya.
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Para poner la ecuacién (A.2) en la forma de (A.3), se necesita encontrar una expresion adecuada para §; y para y;.
Se define

cl _ﬂ

51:;1, ylibl'

Se puede obtener la forma de la ecuacién (A.3) eliminando x; de la ecuacién (A.3) y del segundo renglén de la
ecuacién (A.2). El primer renglén de la ecuacién (A.3) es multiplicado por as y sustraido del segundo renglén. Esto
produce la siguiente ecuacion

(b2 — agfi)xe + cox3 = fo — asy1. (A.4)

Se define el coeficiente de x5 en (A.4) como o = b — asB1. Dividiendo la ecuacién (A.4) por as se obtiene

c —a
$2+ix3:u. (A.5)
(6%} (6%}

La ecuacién (A.4) tiene ahora la forma del segundo renglon de la ecuacién (A.3), por lo tanto podemos identificar

C2 fa — a1 . . .
que = —yuys = g Procediendo de la misma forma podemos encontrar las relaciones generales
(€5)] Qo

o = by—a;Bi-, (A.6)
(&
o (fi i)
Yi = ” . (A.8)

Si se propone a 3y v yo igual a cero, las expresiones recursivas también son validas para ¢ = 1. Todos los coeficientes
0 y las variables y; en la ecuacién (A.3) ahora estdn definidos. La solucién del problema original, ecuacién (A.2)
es dada sistemdticamente por la sustitucién hacia atras desde x4 = y4 (en general z,, = y,, donde n es el nimero
de ecuaciones)

T = Yi — BiTit1 (A.9)

Las relaciones recursivas, ecuaciones (A.6) a (A.9 ) constituyen el algoritmo de Thomas.

A.0.9. Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR

Comienzan con una aproximacién inicial 2° a la solucién z y generan una sucesién de vectores [2(*)] que converge a
x. Los métodos iterativos traen consigo un proceso que convierte el sistema Ax = b en otro equivalente de la forma
x =T x + ¢ para una matriz fija Ty un vector c.

Luego de seleccionar al vector inicial z(?) la sucesién de los vectores de la solucién aproximada se genera calculando

2® = Tk 4 ¢

para cada k= 1,2,3...

Método iterativo de Jacobi
Consiste en resolver la i-ésima ecuacién en Az = b para x; a fin de obtener (si a;; # 0)

n Qiis b
AR 7
xr; = E -+ —,
’ ( i ) i
parai=1,23...

ARENDICE A. METODOS DE/SOLUCI(,)N DE SISTEMAS LINEALES, ECUACIONES CONSTITUTIVAS ¥1
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k)

y en general se puede obtener cada IE a partir de los componentes de z*~1) cuando k > 1 por medio de

D it ( - aij$§-k1)) +b;

(2273

O (A.10)

El método se escribe de la forma z(%) = zg(kfl) + c¢. La matriz es separada en diagonal principal, matriz superior y

matriz inferior. Sea D la matriz diagonal, —L la matriz triangular inferior, —U la matriz triangular superior, todas
de A.

Podemos escribir la ecuacién Az = b de la forma (D — L —

IS

)z = b que manipulando algebraicamente llegamos a

Dr=(L+U)xz+b.

si D~! existe (a;; # 0 para cada i), entonces

z=D'L+U)z+D b

Lo anterior da origen a la forma matricial del método iterativo de Jacobi

2™ =DM L+U)z* Y+ D' (A.11)

para k=1,2,...
Definiendo zj = Qil(é +U)vge = Qilb, tiene la forma de

l’k :Ijgk—l +c..

: (A.12)

El algoritmo 1 resume el método de Jacobi.

Algoritmo 1 Jacobi
Datos de entrada
int r,c;int a; 5, 1 <4,5 <ryint by, 1 <i <y
int X0;,1<i<rdeXO =2Y
TOL nimero maximo de interaciones N
Datos de salida
solucién aproximada x1, s, ..., £, O el mensaje
de que se rebaso el nimero de interaciones N

1 k=1,
2:sik <N
3 i=1..,r
g — _Z?:Lj?si(aijxoj) +b;

Qi
4:si||x—XO || TOL
SALIDA (z1, ..., %n);
(Procedimiento terminado exitosamente)
PARAR
5: Tomar k =k +1
6: Para 1=1,...,n tomar XO; = x;
7: SALIDA (nimero maximo de iteraciones excedido);
(procedimiento si éxito)
PARAR

Método iterativo Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel hace unas mejoras al método de Jacobi que sirven para que converja en menos iteraciones
y por consiguiente mas rapido. En este caso se toman los elementos de la solucién que han sido calculados y se
introducen en la misma iteracién

82



Ricardo Flores Vargas.

i—1 n —
J,(k) o 723‘:1(@1] ( )) Z]-‘,—l(aljxk 1)+bi

A3
o (A.13)
Haciendo algebra matricial
(D — Qz(k) — gg(kfl) +b
W =(D-L7'U "+ (D2 -L)7'b (A14)
para k=1,2,...
SiTy=(D—L)"'Uycy=(D— L)~ 'bentonces el método de Gauss-Seidel tiene la forma
2 = &g(k—l) +ey. (A.15)

Algoritmo 2 Gauss-Seidel
Datos de entrada
int r,c;int a; 5, 1 <4,5 <ryint by, 1 <i <y
int X0;,1<i<rdeXO =2
TOL nimero maximo de interaciones N
Datos de salida
solucién aproximada x1, s, ..., £, 0 el mensaje
de que se rebaso el nimero de interaciones N
1 k=1,
2:sik <N
3 i=1,.
(k) n
] _ ~ Z 1aiaf) = Y0 (0 X0;) + b
4:si||a—XO || TOL
SALIDA (z1, ..., %n);
(Procedimiento terminado exitosamente)
PARAR
5: Tomar k=k+1
6: Para 1=1,...,n tomar XO,; = x;
7: SALIDA (nimero maximo de iteraciones excedido);

(procedimiento si éxito)
PARAR

Método de sobre relajacion sucesiva, SOR

El método SOR puede interpretarse como un método predictor-corrector, cuyo predictor es un método iterativo
como el Gauss-Seidel y como correccién realiza un promedio entre la solucién en la iteracién anterior y la obtenida
por el predictor.

Se introduce un coeficiente w de sobre relajacion

xgkﬂ) = wsc(ﬁﬂ) +(1— w)ml(.k).

Y entonces el método SOR se escribe de la siguiente manera

i—1 k n
w(‘E; 1“1733( ) = Ljmit1 BT +b>
zf“ =(1- w)xl(»k) +

(A.16)

Matricialmente se puede escribir como (A =L+ D +U)
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Dz = (1-w)Da® +w(—(L+1)z™ +)
= Da® +uw(-(L+D+U)z" +b)
= Dz +w(-Az® +b). (A.17)

El parametro de relajaciéon nos permite controlar el método utilizando wl,w = 1 o w 1 que es la subrelajacion,
predictor y sobrerelajacién respectivamente.

A.0.10. Conjugate Gradient Method, CGM y Generalized Minimal Residual met-
hod, GMRES

CGM

Si la matriz generada por la discretizacién es simétrica y definida positivamente, entonces puede aplicarse el CGM.
La idea basica en que se basa el método del Gradiente Conjugado consiste en construir una base de vectores
ortogonales y utilizarla para realizar la bisqueda de la solucion en la forma més eficiente. Tal manera de proceder
generalmente no seria aconsejable porqué la construccién de una base ortogonal utilizando el procedimiento de
Gramm-Schmidt, requiere al seleccionar cada nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a
cada uno de los vectores construidos previamente. La gran venta ja del método de Gradiente Conjugado radica en
que cuando se utiliza este procedimiento, basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con respecto al
ultimo que se ha construido, para que automaticamente esta condicién se cumpla con respecto a todos los anteriores.

En el algoritmo de CGM, se toma a la matriz A como simétrica y positivamente definida, y como datos de entrada

del sistema Az = f, el vector de biisqueda inicial 2°, calculandose 10 = f — Az®,p° = r°.

En seguida se muestra el algoritmo

Algoritmo 3 CGM
Datos de entrada

0 € RM.
conjunto 1° = f — Az%p°® = r’;
for k = 1,2, ..., determinar z* y p*¥ mediante el algoritmo siguiente
" p") -
1: o = BB
(p, Apm)’
2: gFH1 = 2k 4 qyph;
3. phtl — ok _ akégk
L Bk _ <£k+1,£k+1>
o (rk,rk) 7
5. Bk+1 — pFHl g pk
6: k=k+1

donde (-, -) = (-, -) serd el producto interior adecuado al sistema lineal en particular, la solucién aproximada serd u*+!

y el vector residual sera r"+1.

GMRES
Si la matriz generada por la discretizacién no es simétrica, entonces puede aplicarse el método GMRES, el cual
considera una formulacién iterativa comun satisfaciendo una condicién de optimizacién, véase [20].

El algoritmo GMRES es como sigue:
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Algoritmo 4 GMRES
Dado 2° € R™ el conjunto r¥ = f —

[sS

0 0 1 rf
x, B =2y v = =.

For (k + 1) x k matriz H* = (h;;), el conjunto H” = 0.
For j = 1,2, ...,k calcular B

Dow! = A,
Definir h;; = (v')Tw’ for i =1,2,...,5;
w =wl — Y, = Vhju!

i1y = llw|l2;

Si hjt1,; =0, el conjunto k = j omita el siguiente paso

) w’ . s
v/T!1 = ——  Determina el minimo valor de ¢* de ||Be; — H" ¢*||s.
J+1.5 N T
Conjunto z* = 20 + V*¢*.

La solucién aproximada serd z* = 20 + Lkgk, y el vector residual serd r* = 10 — AVEGE = Kk + 1(Beq — gqu)
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Apéndice B

Unidades

B.1. Conversion de unidades

Longitud

1 m =100 em =1 000 mm = 3.28084 ft = 39.3701 in
1 ft = 0.30480 m = 30.4800 ¢m = 30 480 mm =12 in
1 km = 0.621388 mile

Area

1 m? = 10,000 em? = 1,000,000 mm?2 = 10.7639 ft2 = 1,550.0 in?
1 ha =10,000 m2= 2.47105 acres

1 mile? (section) = 2.58985 km? = 258.985 ha = 639.965 acres

1 acre 43,560 12 = 0.404686 ha = 4,046.86 m?

Volumen

1 m? =1,00 L = 1,000 dm® = 35.3147 ft*> = 6.23981 bbl

1 L =1dm3=0.001 m? = 1,000 cm>® = 0.0353147 ft3> = 61.0237 in>
1 ft3 = 0.0283168 m?® = 28.3168 L

1 bbl (API) = 0.158987 m3 = 158.987 L = 5.61458 ft*

Masa

1 kg = 2.20460 [bm = 1,000 g

1 Ibm = 0.453597 kg = 453.597 ¢
1¢= 1,000 kg = 2,204.60 Ibm

Densidad

1 kg/m?® = 0.001 g/cm?® = 0.001 t/m3 = 0.0624273 lbm/ ft>

1 Ibm/ ft3 = 16.0186 kg/m?* = 0.0160186 g/cm?

1 g/em3 = 1,000 kg/m3 = 1 t/m3 = 1 kg/L = 62.4273 lbm/ ft3

Fuerza

1N = 10° dyn = 0.102 kgf = 0.225 Ibf

1 kgf =9.81 N =9.81 x10° dyn = 2.205 Ibf
11bf =445 N = 0.454 kgf

Presion
1 MPa = 10% Pa = 9.86923 atm = 10.1972 at = 145.038 psi
1 atm = 0.101325 M Pa = 1.03323 at = 14.6959 psi

1 psi = 0.00689476 M Pa = 6.89476 kPa = 0.0680460 atm = 0.0703072 at

Ricardo Flores Vargas.
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Temperatura
°C'=("F—-32)/1,8
K =°C+ 273,16
°F =18(°C) + 32
R =° F 4 459,67
K=R/18

Viscosidad
1 mPaAs = 1 ¢p (dynamic) = 10”3 PaAs
1 mm?2/s =1 ¢St = 1.08 x10" ft2/s (kinematic)

Permeabilidad

1 ?7m? = 10"2m? = 1.01325 darcy = 1.01325 x103md

1 md = 10"3darcy = 9.86923 x10715m= 9.86923 x10°4?m?
1 ?m? ~ ldarcy= 1,000md

Tensién superficial
1 mN/m = 1dyn/em

Trabajo, Energia, Potencia
1J = 947813 x10~*Btu
1 Btu = 1,055.06 J

Unidades especiales

~Yo(gravedadespeci ficadelaceite) = 141,5/(131,5 + API)
1SCF/STB(gas — oilratio) = 0,17811m?/m? (standard)
1 m3/m? = 5.6146 SCF/STB

1 psi/ ft (gradiente de presién) = 0.223248 atm/m = 0.0226206 Mpa/m

B.2. Unidades del SI y otros sistemas métricos

88 B.2. UNIDADES DEL SI Y OTROS SISTEMAS METRICOS



Ricardo Flores Vargas.

Quantity Symbol | SIunits | SI Mixed units | Mixed Mixed
Base Practical | Base Practical | British
0il production Go s m'/D cm’/s m/D bbl/D
Water injection Gu /s m/D em’/s m*/D bbl/D
Citical producion | g | m’/s | m/D | amls | mD | bouD
- Cnl‘bb section A m’ 11-12 - em? ﬁ;E i
Permeability K m* ,t_f,m1 darcy md md
Effective depth ho m m crm m ft
; Pcr[m-alu]ﬂn-iﬁ AL m m G m ft
Reservoir length L m m cm m ft
Capillary radius Fe m 75151 crm [l LAn
Wellbore radius Fy m m cm m ft
Drainage radius re m m CIm m It
il volume faclor i,
il viscosity Hao Pa-s MPa-s cp cp cp
Pressure difference Ap Pa MPFa atm atmn psi
Initial difference o Pa MPa atm atm psi
Wellbore pressure Pk Fa MPa atm atrm psl
Capillary pressure Pe Pa MPa dynefem? atm psi
Oil density Po kg/m® | glem’ glem’ glem” Ibm/ft*
Water density Pu kgim® | glem’ glem’ gfem® Ibmy/ft*
Production time i ] h 5 h h
Saturation & e % o K. o
Skin factor s
0il compressibility s Pa~! MPa~! atm ™ atm™! psi!
Rock compressibility | cg Pa! MPa—! atm atm ! psi—!
Well controlled reserve | N m' m’ em’ m’ bbl
lurbulence facior H m™} m~! cm ™! m~! ft—?
Porosity 1] % % o % o
Surface tension o Ni/m mN/m dynefem dynefem | dynefcm
Contact angle g 2 2 o g o
Energy E | 1 ] 1 Buw
Heat transfer coeff. kr J";";{ E:kﬂ]_-ﬂ E?F‘K m_k[.} v ﬁ%%?
Specific heat U BK | @K | BK GE | BT

APENDICE B. UNIDADES
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