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Introduccion

El objetivo de este trabajo es exponer las caracteristicas basicas del movimiento
Browniano y su importancia en el cdlculo estocdstico. Se presenta un material en el que
se muestra la modelacién de dicho movimiento, empezando por la caminata aleatoria
y finalizando en la férmula de Ito.

Se hace una introduccién a la discusién acerca de la caminata aleatoria, cuya
definicién y distintas formas en que aparece o se conoce se presentan en el capitulo
1. Dada la importancia que juega la familia de procesos identificada como caminata
aleatoria, se decidi6 adoptar la estructura de varios autores, es decir, se
desarrollaron sus propiedades probabilisticas y algunas de sus aplicaciones més famosas
que comtinmente se encuentran en los libros de texto relacionados con el tema.

En el capitulo 2 se resumen los aspectos mds importantes del movimiento
Browniano, proceso introducido y desarrollado por Robert Brown, Albert Einstein,
Nobert Wiener y Louis Bachelier principalmente, quienes desde el enfoque
respectivo de su disciplina ofrecieron su correspondiente aportacién al tema.
Asimismo, se enuncian y demuestran de manera detallada algunos de los resultados
m&s importantes sobre el movimiento Browniano (incluyendo la afirmacién de que
éste posee trayectorias que no son de variacién acotada), del mismo modo y como idea
principal, se presenta la construccién de Lévy-Ciesielski.

Finalmente se dedica el capitulo 3 al abordaje de la integral de Ito, esto a partir
de la idea de realizar una integral donde el integrando y el integrador son movimientos
Brownianos. También, se define la integral de It6, estudiando algunas de sus propiedades
bésicas y generalizaciones. Asimismo, se realizan simulaciones del movimiento
Browniano geométrico, del proceso de Orstein-Uhlenbeck y del puente Browniano,
los cuales son vistos como ejemplos de cémo se utiliza la férmula de It6 para resolver
ecuaciones diferenciales estocdsticas.



Prefacio

Los procesos estocdsticos modelan sistemas dindmicos que evolucionan en el tiempo
o en el espacio de manera aleatoria, esto significa que no es posible determinar de
antemano cudl serd el estado en el que se encontrars el sistema en el futuro. Por lo
anterior, un proceso estocdstico es una coleccién infinita de variables aleatorias, cuyo
valor en un momento t representa el estado en que se encuentra el sistema en ese
momento.

Los procesos estocdsticos pueden ser a tiempo discreto, cuando la coleccién de
variables aleatorias es numerable, o a tiempo continuo, cuando se trata de una coleccién
infinita no numerable. Para el primer caso se hace la suposicién de que el estado del
sistema se observa al final de intervalos de tiempo definidos de manera predeterminada,
por ejemplo, cada hora o cada dfa o cada mes.

Ademas de identificar el pardmetro temporal es necesario conocer el espacio de
estados de un proceso estocdstico, es decir, el conjunto de valores que pueden tomar
las variables aleatorias de la coleccién.

Para analizar la evolucién del sistema es necesario conocer las probabilidades de
que el sistema pase de un estado a otro, es decir, dado que el sistema ha pasado
por los estados xg, 1, - -, Tn, {cudl es la probabilidad de que en el tiempo n + 1 se
encuentre en el estado x,+1?7 Para construir estas probabilidades condicionales
(lamadas "probabilidades de transiciéon") se requiere, en principio, conocer la
distribucién conjunta de cualquier subcoleccién finita de las variables aleatorias
consideradas; dicho de otra manera, es necesario adentrarse en la discusién de las
caracteristicas probabilisticas de las variables aleatorias que componen el proceso.
Aunque el estudio de estas caracteristicas puede resultar complicado en general, en
este trabajo se estudia el proceso estocdstico a tiempo continuo llamado "movimiento
Browniano".

En 1900, Louis Bachelier introdujo la generalizacién en tiempo continuo del paseo
aleatorio, o lo que hoy dfa se conoce como movimiento Browniano. Este hecho ha
demostrado tener una grandisima influencia en la modelacién de series financieras.
No obstante, dicha influencia se manifesté hasta casi un siglo después. En ese mismo
ano establecié en su tesis doctoral que las variaciones de los precios especulativos se
distribuyen de manera gaussiana. Este descubrimiento (el cual consiste en aplicar el
movimiento Browniano a la variacién de los precios especulativos) se dio décadas antes
de que se desarrollara una teorfa matemaética del mismo, e incluso antes de que los
fisicos descubrieran su importancia en el movimiento de las pequenas particulas en
suspension.

VI



0. Prefacio VII

El movimiento Browniano, junto con sus transformaciones y generalizaciones (lo
cual es una herramienta matemadtica necesaria para el cdlculo estocdstico), constituye
la piedra angular de la modelacién estocdstica hoy en dia.

Bachelier introdujo dicho movimiento, al que se le denotard como W; o W (),
como la contrapartida en tiempo continuo de la caminata aleatoria. Para justificar
este hecho es necesario notar que aunque las trayectorias muestrales del movimiento
Browniano son continuas, no son diferenciables en ningin punto; no obstante, desde
un marco conceptual distinto se puede demostrar que es posible construir la derivada
de un movimiento Browniano como un proceso estocdstico generalizado.

Ahora bien, las propiedades de los movimientos Brownianos son bastante sutiles; la
falta de diferenciabilidad en algin punto, a pesar de ser continua, muestra el caracter
sumamente irregular que presentan las trayectorias de los movimientos Brownianos. No
obstante, estas propiedades bédsicas no son suficientes para definirlo de manera precisa,
por lo que es necesario anadir la independencia de sus incrementos, esto quiere decir
que la variacién de un movimiento Browniano es independiente de las variaciones del
movimiento en instantes pasados, ademds dichos incrementos se distribuyen de manera
gaussiana.

Otra propiedad relevante del movimiento Browniano es su invarianza, la cual
constituye un concepto mucho mejor definido en términos deterministicos. Al
trabajar con un proceso estocdstico se debe buscar la invarianza en las propiedades de
su distribucién probabilistica, de ahi que un movimiento Browniano sea
estacionario desde el punto de vista estadistico si la distribucién no se ve afectada por
traslaciones temporales. La distribucién del movimiento Browniano en
intervalos de igual longitud es idéntica, la distribucién sélo depende del periodo. La
distribucién del movimiento Browniano también es invariante (salvo constantes de
proporcionalidad) ante cambios de escala en el tiempo, es decir, si en un
lapso entre dos instantes de tiempo existe una razén de proporcionalidad, entonces
la distribucién del intervalo mayor se puede obtener como la distribucién del intervalo
menor multiplicdndola por la razén de proporcionalidad.



Capitulo 1

La caminata aleatoria

1.1. Introduccién

En este capitulo se estudian los procesos estocdsticos, conocidos como caminatas
aleatorias en una dimensién. Se estudia el fenémeno que resulta de las trayectorias
que se obtienen de hacer pasos sucesivos con direccién aleatoria hacia la derecha o la
izquierda sobre la recta numérica, esto a partir de un punto inicial. Para la elaboracién

de este capitulo se consultaron principalmente los libros [2],[3], [5] y [6].

1.2. Caminata en 7Z

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de niimeros enteros Z es un proceso
estocdstico a tiempo discreto {X,, : n = 0,1,2,- - -}, el cual evoluciona tal como lo
muestra la Figura 1.1, esto es, si se parte de que se tiene una particula situada en el
estado 0, al siguiente tiempo puede pasar al estado 1 con probabilidad p o al estado

—1 con probabilidad gq.

REONONOROROR

Figura 1.1: Caminata Aleatoria en Z
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Entonces, el proceso {X, : n =0,1,2,...} se puede definir como X,, = la posicién
de la particula después de n saltos. Intuitivamente la posicién de la particula en el
instante n + 1 depende sélo de la posicién en la que se encuentra en el instante n, por
lo tanto se trata de una cadena de Markov.

El proceso {X,, : n = 0,1,2,...} cambia de un estado a otro en tiempos discretos

consecutivos de acuerdo a las siguientes probabilidades de transicién:

P[Xn:]+1|Xn—l:]] = b
P[Xn:j_1|Xn—1:j] = l-p=gq.

Dado que estas probabilidades no dependen de n, el proceso es estacionario u
homégeneo en el tiempo. Si denotamos como W, el salto efectuado por la

particula en el movimiento n, entonces:

W, — { 1 con probabilidad p, (1.1)

—1 con probabilidad g,

asi, el proceso se puede escribir como:

n
Xp=Xo+ > Wi=X, 1+ W,
=1

donden=1,2,...

Por las caracteristicas del proceso, al ser las W/s independientes, se tiene que:

E[X, = E [z”: Wl] =nE [W], (1.2)
Var[X,] = Var Zn:WZ =nVar [W],

donde W se define como en la expresién (1.1), por lo que:

EW] = Ip+(-1)g=p—yq,
Var W] = E[Wz]—E2 (W],
EW? = p+(-D*q=p+q=1,
Var[W] = 1-(p—q¢)°=(p+9)° - (p—q)*=4pg.

Por lo tanto, de la ecuacién (1.2), la distribucién de probabilidad de la caminata

aleatoria en el estado n tiene como media y varianza:

EXa] = n(p—q),
Var[X,] = 4npgq.
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Sip>%,

direccién contraria si p < % Al depender Var [X,,] del valor de n, la incertidumbre

entonces se espera un alejamiento del origen en direccién positiva, y en
acerca de donde se encuentra la particula aumenta con n. Sip = %, Var[X,] = %" =n,
que es el maximo de varianza que se puede alcanzar. El conocimiento de la media
y la varianza de la distribucién no permite estimar o calcular la distribucién de
probabilidad, aunque haciendo tender n a infinito se puede aplicar el teorema central
fmi — Xa=n(0=9) o Jictri "

de limite para obtener que Z, = N T distribuya como normal estdndar.
Ejemplo 1 Considere una caminata aleatoria conn = 100 yp = 0.7, entonces usando
el teorema central del limite se aproximard la probabilidad de que la posicion de la
particula en el paso 100 esté entre 35 y 45 posiciones del origen. En efecto, se tiene
que B [X100] =40 y Var [X100] = 84, por lo que:

35 — 40 45 — 40
P[35< X100 < 45] =~ < T < ——| =
[ = 100 > } \/874 >~ 4100 > \/874
P[—0.54554 < Zyop < 0.54554] = & (0.54) — & (—0.54) = 0.45,

donde ® es la funcion de distribucion de una normal estdndar.

1.2.1. La distribucién de probabilidad después de n pasos

Si se considera el caso en el que la particula comienza en el estado 0, después da
un salto a la derecha con probabilidad p y un salto a la izquierda con probabilidad g,
entonces Xg = 0, por tanto para obtener la distribucién de probabilidad de la variable

aleatoria X, se considera la descomposicién dada por:
X, =D, — I, (1.3)

donde D,, es el nimero de pasos hacia la derecha e I, es el nimero de pasos hacia la
izquierda, es decir:
n=D,+ I, (1.4)

por lo tanto, si se suman las ecuaciones (1.3) y (1.4), se obtiene que D,, = 1 (n + X,,).
Es claro que toma valores enteros cuando n y X, son pares o impares ambos. Hay que
considerar la probabilidad de que la particula se encuentre en el estado x después de

n pasos, es decir:

P[Xn:m]:P[Dn:;(n—l—az)], (1.5)

observe que D,, se distribuye como una binomial de pardmetros n y p, ya que se puede

identificar como éxito que la particula se mueva una unidad a la derecha, y como
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fracaso, que lo haga hacia la izquierda. Asi, sustituyendo en la ecuacién (1.5), se tiene

que la distribucién de probabilidad después de n pasos es:

n 1 1
P[X,=1]= 2(n4a) g3 (n-a) 1.6
== (4, PRt (1.6

donde n y x son ambos pares o impares y —n < x < n.

Ejemplo 2 Se calculard la probabilidad de que el evento [X5 = 3] ocurra en una
caminata aleatoria sobre Z donde p = 0.6. En este caso, el evento [X5 = 3| ocurre
cuando se obtienen cuatro éxitos y un fracaso en cualquier orden, por consiguiente, si

se utilizan los datos de la ecuacion (1.6) se obtiene que:
5\ 4
P[Xs;=3]= NL q = 0.259.

Observe que la probabilidad P [X,, = z] de que la caminata termine en la posicién
x después de n pasos, no excluye casos en los que el sistema visite x antes del paso n,
tal como lo muestra el ejemplo. Una probabilidad relacionada es la que en su primera

visita al estado x ocurre en el paso n.

1.3. Caminata con una barrera absorbente

Ahora se estudiard una variante de la caminata aleatoria. Por ejemplo, una persona
alcoholizada que sale de una cantina a cuyo costado izquierdo, exdctamente a un paso,
hay una zanja profunda que realizaron algunos albaiiles en las tltimas horas. El da
pasos aleatorios hacia la zanja o en direccién contraria alejdndose del mismo, los pasos
para alejarse los realiza con probabilidad % y aquéllos que da con direccién hacia la
zanja los realiza con una probabilidad de % ;,Cudl es la probabilidad de que caiga al
agujero?

Esto se refiere a una caminata aleatoria con una barrera absorbente (la zanja), ya
que una vez que el borracho cae ahi el proceso se termina. Antes de intentar resolver el
problema, se encuentra ayuda al observar qué es lo que sucede en los primeros pasos.
La Figura 1.2, ilustra cémo el hombre puede caer a la zanja sélo en un nimero impar
de pasos, si se hace la suposicién de que el estado 0 representa la zanja y el estado

1 la cantina. En un paso el borracho tiene % de probabilidad de caer. La trayectoria

2
27

trayectoria 1 — 2 — 3 — 2 — 1 — 0 ocurre con probabilidad %. Asi, la probabilidad

a través de las posiciones 1 — 2 — 1 — 0 tiene probabilidad mientras que la

de caer en la zanja se obtiene con la serie % + 2% + 22—3 + .-



1. La caminata aleatoria 5

0 1 2 3 4 5 1)
1
N
1.2 / / 2/3
N
2/9 4/0
N N\
2/27 / 827 827
L N N
8/81 24/81 16/81
S N N 0N
8/243 40/243 04/243 32/243

Figura 1.2: Caminata aleatoria con una barrera absorbente

Nuevamente este problema se modelard como el movimiento de una particula a lo
largo del eje x. Considere una particula inicialmente en la posicién z = 1 en la recta
numérica. La estructura del problema sigue siendo la misma si en lugar de considerar
% se toma la probabilidad p si da un paso hacia la derecha y por consiguiente ¢ como
la probabilidad de dar un paso hacia la izquierda. Esto es, la particula se mueve de la
posiciéon x = 1 hacia la posicién x = 2 con probabilidad p o a la posicién £ = 0 con
probabilidad ¢ = 1 — p, como lo muestra la Figura 1.3. De manera mds general, si la
particula estd en la posicién z = n, con un n natural, entonces se mueve a t =n + 1
con probabilidad p o a x = n — 1 con probabilidad ¢. Si la particula alguna vez arriba
a x = 0, entonces es absorbida y permanecerd en ese estado de ahi en adelante. Asi,
se busca conocer la probabilidad P, de que la particula llegue a x = 0, dado que
empezé en x = 1. Naturalmente, el valor de P; depende de p, por lo que parece
razonable pensar que si p estd cerca de 1, P; es pequeno, pero si p estd cerca de 0, P;

se encuentra proximo a 1.

1-p J
— —>
0 1 2 3 4
Iniclo

Figura 1.3: Comportamiento de una particula sobre el eje = en una caminata aleatoria
con una barrera absorbente
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Si se considera la situaciéon después del primer paso, la particula se mueve hacia
la izquierda a x = 1 con probabilidad 1 — p o se mueve hacia la derecha a x = 2 con
probabilidad p. Sea P, la probabilidad de que la particula sea absorbida por x = 0

cuando comienza en la posicién x = 2, entonces se puede escribir:
P =1-p+pP,, (1.7)

esto porque 1 — p es la probabilidad de ser absorbida en el primer paso y pP» es la
probabilidad de ser absorbida después. A su vez, las trayectorias que conducen de x = 2
a x = 0 pueden descomponerse en dos partes independientes, primero debe pasarse de
x = 2 a x = 1, no necesariamente en un paso, después debe pasarse dex =1axz =0
de nuevo, sin que se realice forzosamente en un paso. La probabilidad de la trayectoria
x =2 ax =1 es justamente P, porque la estructura aqui es casi idéntica a la del
sistema original, excepto porque el origen ha sido trasladado un paso hacia la derecha.
La probabilidad de la trayectoria x = 1 a = 0 es también P;, esto debido a que es
exactamente el problema original. La probabilidad P, por consiguiente es P12, porque
los eventos A = la particula toma la trayectoria desde x =2 a x = 1 y B = la particula
toma la trayectoria desde z = 1 a x = 0 son independientes y P (A) = P (B) = P;.

Entonces se puede escribir la ecuacién (1.7) de la siguiente manera:
Pr=1-p+pP}, (1.8)

la cual es una ecuacién cuadritica en P;, y como lo muestra la Figura 1.4, con
soluciones Py =1y P, = %. En algunos problemas una o ambas soluciones pueden ser
apropiadas, esto depende de las circunstancias, por ejemplo, cuando p = % la
solucién tnica es P = 1, si p = 0 sélo tiene sentido la solucién P; = 1 y esto es
natural porque la particula solamente se mueve hacia el precipicio, mientras que si
p=1, PL =0, ello es asi porque la particula siempre se mueve hacia la derecha. Més
aun, si p < % la segunda solucién es imposible porque se tendria que 1% > 1, por

consiguiente para 0 < p < % se tiene que P, = 1.

P.=1,p<1/2

P:=(1-p)/p, p>1/2

Figura 1.4: Probabilidades de absorcién
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Ademss, es claro que g (p) = % es una funcién continua para p > %, por lo tanto

la probabilidad P; de que la particula sea absorbida es:

. 1
Pl_{ 1 si0<p<i

1-p o1
T Sl§<p§].

En resumen, si la probabilidad p de moverse a la derecha en cada paso es menor o
igual que %, con probabilidad 1, entonces la particula serd absorbida en algtin momento.
Si p es mayor a %, la probabilidad de absorcién es menor a 1.

Otra forma que puede tomar el mismo problema es la siguiente: un jugador
comienza con una unidad de dinero (x = 1) y apuesta indefinidamente contra un casino,
con recursos infinitos, un juego con p = % en el cual él gana o pierde una unidad en
cada partida. De acuerdo al anélisis anterior, con probabilidad 1 perderd todo su dinero
en algiin momento, situacién que resulta un poco sorprendente si se toma en cuenta
que p = % Si la probabilidad de ganar una partida fuera p = %, entonces habria una
probabilidad positiva de que no cayera en la bancarrota.

Uno puede comenzar en x = m, en lugar de x = 1, y generalizar el resultado

anterior para mostrar que la probabilidad de absorcién desde la posicién z = m es

(1;19 1

m z . b3 , ~
5 )™ o0 1, esto depende de cémo se escoja p, mds grande o mds pequeia que 3.

1.3.1. La ruina del jugador

Supdngase que un jugador A apuesta sucesivamente $1 a un jugador B. Inicialmente
el jugador A tiene k pesos y el jugador B tiene a — k pesos (a > k), en total los dos
jugadores tienen un capital de a pesos. En cada apuesta el jugador A tiene probabilidad
de ganar p y probabilidad de perder 1 — p, por lo que X,, representa el capital de A
después de n juegos, entonces Xg = k y si X;,, =0 el jugador se arruina, mientras que
si X,, = a, siempre que n > a — k, entonces B se arruina y en ambos casos el juego
termina. El interés principal es calcular P [X,, = 0] para algun n > 1.

Si se denota como Cj al evento consistente en que A se arruine partiendo de un
capital k£ y como los sucesos X,, = 0 paran = k,k + 1,k + 2,... son mutuamente

excluyentes, entonces:
oo
P[Ci] =) P[X, =0],
n=~k

se puede observar que la suma empieza en n = k, esto porque k es el nimero minimo
de pasos en los que el juego puede terminar, por otro lado, aunque los resultados de
cada juego son independientes las variables aleatorias X, no lo son, lo cual se debe al
caracter secuencial del juego, ya que después de saber cuél es el resultado de cada juego
el capital de A aumenta o decrece en una unidad, este capital se convierte en el mismo

con el que se inicia del juego nuevo, asi se define uy = P (C) como la probabilidad
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de que A se arruine al partir de un capital k, entonces, después de una partida, la
probabilidad de ruina es ugy; = P (Cky1) 0 up—1 = P (Ci_1) .
Si se considera el resultado de la partida y se denota como D el evento de que A

gane y como D¢ el evento de que A pierda, por el teorema de probabilidad total:
P[Cy] = P[Cy | DI P [D] + P[Cy | DT P[D]. (1.9)

Por como se comporta el juego se tiene que:

P[Cy | D] = P|[Cki1],
P[Cy | D] = P[Cy],
P[D] = p,
PDT] = g

Sustituyendo en la ecuacién (1.9) se tiene que:

U = Uk4+1P + Uk—19;

es decir:

Pugs1 — ug + qug—1 = 0, (1.10)

la cual es una ecuacién en diferencias homogénea de segundo orden.

Para definir completamente la ecuacién (1.10), se tienen que establecer las
condiciones iniciales. En este caso, si se parte de capital 0 entonces la ruina es
segura, esto se expresa asi:

ug = P[Co] == 1, (111)

mientras que si se empieza con capital a la ruina es imposible, es decir:
ug = P[C,] = 0. (1.12)

Una forma de solucionar la ecuacién en diferencias es considerando las soluciones de
la forma:

up = Am”,

donde A es una constante y m ha de calcularse. Si se sustituye en la ecuacién (1.10)

se obtiene que:
PUK+1 — Uk + qQUE—1 = AmF1 (pm2 —m + q) =0,

lo anterior es igual a 0, pero sélo que Am*~1 =0 o pm? —m + ¢ = 0, pero el primer

caso se descarta al asumir que no se quieren soluciones no triviales. Por lo tanto, la
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ecuacién caracteristica que se tiene que resolver es pm? — m + g = 0, pero dado que

p+ q = 1, entonces se tiene:
pm? —m+q= (pm —q)(m—1) =0,

con lo que las soluciones son:

. _q
my =1y mg=—.
p

Se puede demostrar que la solucién general de nuestra ecuacién es una combinacién

lineal de estas dos soluciones, es decir:

k
U = Alm]f + Agmg = A1+ Ay (;])) , (1.13)

aqui A1 v As son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales del
problema, en este caso si se utilizan las expresiones (1.11) y (1.12), posteriormente se

denota como s = % y se sustituye en la ecuacién (1.13), se obtiene que:
A+ A5 =1 yA1+AQSa =0,

esto es: “ ]
S
Ay = .
1—say 2 1—s2

Asi, la probabilidad de que el jugador se arruine, dado que empieza a jugar con un

A= -

capital k, es la siguiente:

s® n 1, sh—s
U = — S =
1—s2  1—s0 1—ga’

esto si p # %, pero cuando p = q = % entonces la ecuacion tiene dos soluciones iguales

y hay que tratar el caso de distinta manera, a continuacién se presenta la ecuacién

caracteristica:
—Upy1-Ug + =up_1 = 0,
o Wh+1-Uk + 5 Uk—1
1, 1
-m“—m+ - =0,
2 2
m?—2m+1=0,
lo anterior tiene como raiz repetida a mq = mo = 1. Para raices repetidas en

ecuaciones en diferencias se prueba que una solucién del tipo kxraiz es solucién, por

lo tanto k x 1 es la solucién de la ecuacién. Entonces, se tiene que de:

1 1 1 1
QU+ = U+ qup—1 = o (k1) —k+ 5 (k1) =0,
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la solucién general es:
Uk = Al + Agk,
con las mismas condiciones iniciales de las expresiones (1.11) y (1.12), se tiene que:

a—k

a

Uk =

Si se considera el juego desde el punto de vista del jugador B, la probabilidad de su

ruina serfa v,_j. Si se intercambian los papeles de p y ¢, reemplazando s por s~ y k
por a — k entonces B se arruina con probabilidad:
_ sk —1

Va—k = @ _1

lo anterior cuando s = g # 1. En el caso en que s = g = 1, entonces:

k

Vo—k = —-
a
En cualquiera de los dos casos:
Uk + Vgt = 1,

explicado de diferente manera, el juego termina cuando alguno de los dos jugadores

pierde o cuando uno de los dos gana.

1.3.2. Duracién esperada del juego

Un aspecto importante del juego es determinar cudntas partidas se esperan realizar
antes de terminar dicho juego. Supongamos que se tienen dos variables, k el capital
inicial y n el nimero restante de partidas hasta que se termine el juego. Como n es
desconocido se considera que el resultado es una variable aleatoria N.

Se denotard como P [n | k| a la probabilidad de que el juego acabe en n partidas
cuando el capital inicial es k. Como es de esperarse, n es un nimero positivo mayor o
igual que el minimo entre k y a — k, ya que si un jugador gana (o pierde) en todas las
partidas entonces ganaria (o perderfa) el juego en a — k (o k) partidas. Asi, el niimero

esperado de partidas hasta terminar el juego, o la duracién esperada es:
o0
E[N]=> nPn|k] = d. (1.14)
n=0

En cada paso, el proceso se movera desde el estado (k,n) hasta el estado (kK + 1,n — 1)
con probabilidad p, o al estado (kK — 1,n — 1) con probabilidad g. esto se realiza por el

teorema de la probabilidad total:

Pln|kl=Pn—-1|k+1llp+Pn—-1|k—1]q, (1.15)
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donde n, k > 1.
Sustituyendo la expresién (1.14) en la ecuacién (1.15), se obtiene la duracién
esperada dj, esto es:
pdy1 — di, + qdp—1 = —1, (1.16)

la cual es una ecuacién en diferencias no homogénea de segundo orden, cuyas
condiciones iniciales vienen dadas por el hecho de que si Kk = 0 o £ = a, entonces

el juego termina, de manera que la duracién esperada es 0, lo cual se expresa:
do =d, = 0. (1.17)

En la teoria de ecuaciones en diferencias se determina la solucién general de una
ecuacién no homogénea como la suma de la solucién general de la ecuacién homogénea
asociada y una solucién particular de la ecuacién no homogénea. En este caso, si
s = % # 1, la solucién de la ecuacién homogénea es A; 4+ Ays®, mientras que si
s = % = 1 entonces la solucién general es de la forma A; + Ask.

Se puede encontrar una solucién particular, y dado que la parte derecha de la
ecuacién es —1 se prueba como solucién dr = Ck, ya que cualquier constante es

solucién de la ecuacién homogénea:

pdpr1 —dp+qdi—1 —1=pC(k+1)—Ck+qC(k—1)+1=C(p—q)+1=0.

Asi, si se toma C = ﬁ, la solucién general de la duracién esperada (1.16) es:

k
d = Ay + Apsh + ——,
q—>p
pero si se consideran las condiciones iniciales (1.17) del problema:
A4+ Ay =0y A + Ags® + L — 0,
q—p

si se despejan estas ecuaciones se obtiene que la duracién esperada del juego, cuando

s:%7é1,es:
1 1— sk
4 — Loat=s) |
1—-2p 1—s2

En el caso de que s = % = 1, la ecuacién en diferencias (1.16), se transforma en:
dp1 — 2dg +d—1 = =2,

lo anterior es la solucién de la ecuacién homogénea de la forma A; — Agk. Asi, si se

considera una solucién particular de la forma Ck? :

dpyr — 2 + dppr +2=C (k—1)> =202 + C (k- 1) +2=2C +2 =0.
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Tomando C = —1 y por las condiciones iniciales (1.17) se obtiene lo siguiente:
dpy=A1+ask — k> =k(a—k).

Por ejemplo, si se toma k=10, a =20y p = % el nimero esperado de partidas es

de 100. Se tienen diferentes variaciones a este problema, por ejemplo:

1. Cuando el oponente es infinitamente rico, que equivaldria a jugar contra un

casino con muchos recursos, esto es con a — 0.

2. Cuando se considera la probabilidad de un empate, ademds de sélo ganar o

perder.

3. Cuando el nimero de unidades que se pierde o gana no son siempre iguales entre

si.

1.4. Variantes de la caminata aleatoria

El modelo bdsico de la caminata aleatoria es el referente al movimiento de una
particula que empieza en el punto x = k sobre el eje de las abscisas al tiempot =0y
que en cada subsecuente tiempo ¢t = 1,2, 3, ... se mueve una unidad a la derecha o a la
izquierda con probabilidad p o 1 — p respectivamente.

Con la misma probabilidad de transicién (ir a la derecha o la izquierda), es decir,
p=gq= %, la caminata aleatoria es simétrica con respecto al punto de partida como

se muestra en la Figura 1.5.

ONONORORO

Figura 1.5: Caminata aleatoria simétrica

Sip > %, hay una tendencia de irse hacia la derecha; y si p < % entonces la
tendencia es hacia la izquierda.

Puede ocurrir que no se tengan limites en la extensién de la particula a lo largo del
eje = desde el origen en que empieza a moverse, en este caso se dice que la caminata

aleatoria es irrestricta y se comporta como lo muestra la Figura 1.6.
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Figura 1.6: Caminata aleatoria irrestricta

Otra posible aplicacién consiste en que X,, representa el tamano de una poblacién
después de n movimientos, que pueden ser nacimientos con probabilidad p o muertes
con probabilidad 1 — p. Es claro que el proceso deberia parar si la particula alcanza el
origen x = 0. En este caso la caminata aleatoria se dice que es restringida, y decimos
que z = 0 es una barrera absorbente o estado absorbente, el comportamiento se muestra

en la Figura 1.7.

h/_\

‘olo oo

) A A

Figura 1.7: Caminata aleatoria con un estado absorbente

De regreso al problema de la fortuna de un jugador, quien empieza a jugar con un
capital k£ contra un adversario que tiene un capital a — k, entonces el juego termina si
cae en el estado x = 0, es decir, si el jugador ha perdido todo su dinero o si x = a, es
decir, cuando el jugador ha ganado todo el dinero de su oponente. En este caso existen

dos barreras absorbentes x = 0 y x = k, tal como se observa en la Figura 1.8.

© O &

) e 4

Figura 1.8: Caminata aleatoria con barreras absorbentes
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Como una extension de estas ideas, se puede pensar en una particula en movimiento
horizontal que tiene probabilidad positiva de permanecer en su posicién, o también
introducir transiciones de cierto punto en la linea a algin otro punto, y no nada m4s,
transiciones en una unidad a la derecha o a la izquierda. Otras modificaciones son la
adopcion de barreras reflejantes. Esto es, x = 0 es una barrera reflejante si cuando el
proceso llega a ese estado procedente de x = 1, éste regresa a x = 1 con probabilidad
1. Mds aun, se pueden tener barreras eldsticas, en el cual las barreras reflejantes en
el anterior esquema son modificadas para reflejar o absorber con probabilidades dq y

(1 —6) g, respectivamente.



Capitulo 2

Movimiento Browniano

2.1. Introduccién

En el presente capitulo se realiza un estudio sobre el modelo matemaético conocido
como movimiento Browniano. Se trata del ejemplo mé&s importante de un proceso de
Markov a tiempo continuo con espacio de estados continuo. En 1827 el botdnico Robert
Brown observé el comportamiento aleatorio de los granos de polen en una suspensién
de agua; a este fenémeno lo denominé movimiento Browniano. 80 afios m&s tarde
Albert Einstein desarrollé sus propiedades matemadticas de manera independiente de
Brown. Este capitulo se basa principalmente en los siguientes libros [11],[13],[20] y
[25] .

2.2. Breve historia del movimiento Browniano

El movimiento Browniano es el movimiento aleatorio que se observa en algunas
particulas microscopicas que se hallan en un medio fluido, por ejemplo, el polen en

una gota de agua, tal como se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Polen en una particula de agua

15
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Recibe su nombre en honor al escocés Robert Brown, bidlogo y botdnico que

descubrio este fenémeno en 1827.

Figura 2.2: Robert Brown

El observé que pequefias particulas de polen se desplazaban en movimientos
aleatorios sin razén aparente. En 1785, el mismo fenémeno habia sido descrito por
Jan Ingenhousz sobre particulas de carbén en alcohol.

El movimiento aleatorio de estas particulas se debe a que su superficie es
bombardeada incesantemente por las moléculas del fluido, éstas son
sometidas a una agitaciéon térmica. Este bombardeo a escala atémica no siempre es
completamente uniforme y sufre variaciones provocando el movimiento observado.

La descripcion matemética del fenémeno fue elaborada por Albert Einstein, la cual
constituye el primero de sus articulos del Annus Mirabilis (afio maravilloso) de 1905.
Einstein demostraba la teorfa atémica, todavia en disputa a principios del siglo XX, e

iniciaba el campo de la fisica estadistica.

Figura 2.3: Albert Einstein
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El poema cientifico "Sobre la naturaleza de las cosas", del romano Lucrecio (60
a.C.), incluye la notable descripcién de un movimiento Browniano de particulas de

polvo. El autor presenté este hecho como prueba de la existencia de los dtomos:

Observa lo que acontece cuando los rayos de sol son admitidos
dentro de un edificio y cémo arroja la luz sobre los lugares oscuros. Puedes
ver la multitud de pequenas particulas moviéndose en un sinnimero de
caminos... su baile es una indicacién de movimientos subyacentes de
materia que son escondidos por nuestra vista... eso origina el movimiento
de los dtomos en si mismos (por ejemplo, esponténeamente). Entonces los
pequenos organismos que son eliminados del impulso de los dtomos son
puestos en marcha por golpes invisibles y a su vez en contra de unos
diminutos canones. Asi, el movimiento de los 4tomos emerge gradualmente
de un nivel del sentido, que estos cuerpos estdn en movimiento como vemos
en el rayo de sol, movidos por soplos que parecen invisibles.

"Sobre la naturaleza de las cosas", Lucrecio.

Jan Ingenhousz describi6 el movimiento irregular de particulas de carbén
pulverizadas en la superficie del alcohol en 1785. No obstante, el descubrimiento del
movimiento Browniano se atribuye tradicionalmente al botdnico Robert Brown en
1827. Se cree que Brown estuvo estudiando, con ayuda del microscopio,
particulas de polen flotando en el agua. Dentro de las vacuolas de los granos de polen
observé diminutas particulas con movimientos nerviosos. Al repetir el experimento
con particulas de polvo concluyé que el movimiento no se debfa a que las particulas
de polen estaban vivas, aunque no explicé el origen del movimiento.

El primero en describir mateméticamente el movimiento Browniano en 1880 fue
Thorvald Thiele, en un documento sobre el método de los minimos cuadrados. Fue
seguido independientemente por Louis Bachelier, en 1900 en su tesis doctoral sobre
teoria de la especulacién, en dicha investigacién se presenta un andlisis estocdstico de
acciones y opciones de mercados financieros. Sin embargo, fue el estudio independiente
de Albert Einstein en su articulo de 1905 (Uber die von der molekularischen Theorie
der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen
/ Sobre el movimiento requerido por la teoria cinética molecular del calor de pequenas
particulas suspendidas en un liquido estacionario) demostré la solucién a los fisicos

como una forma indirecta de confirmar la existencia de dtomos y moléculas.
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Figura 2.4: Thorvald Thiele y Louis Bachelier

En esa época la naturaleza atémica de la materia atn era una idea controvertida.
Einstein y Marian Smoluchowski, dedujeron que si la teoria cinética de los fluidos era
correcta entonces las moléculas de agua tendrian movimientos aleatorios. Por lo tanto
las particulas pequenas podrian recibir un nimero aleatorio de impactos, de fuerza
aleatoria y de direcciones aleatorias en cortos perfodos. Este bombardeo aleatorio
por las moléculas del fluido podria ser suficiente para que las particulas pequenas
se moviesen de la manera exacta que Brown habfa descrito. Theodor Svedberg, hizo
demostraciones importantes del movimiento Browniano en coloides, asi como Paul

Ehrenfest, lo hizo con particulas de plata en la Atmdsfera terrestre.

‘ ¥

Figura 2.5: Theodor Svedberg y Paul Ehrenfest

Jean  Perrin, también  realizé experimentos  para  verificar  los
modelos matematicos y al publicar sus resultados finales se puso fin a dos mil anos de

disputa sobre la realidad de las moléculas y los dtomos.
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Figura 2.6: Marian Smoluchowski y Jean Perrin

La explicacién de este movimiento como ya se mencioné con anterioridad, fue
dada por Albert FEinstein en 1905 y constituy6 la prueba de la teoria molecular,
ademads de establecer el cardcter gaussiano de las variables implicadas. Sin embargo una
formulacién matemética rigurosa del mismo no fue dada hasta una década més tarde
por Norbert Wiener. En consecuencia este proceso estocdstico es conocido con el

nombre de proceso de Wiener o movimiento Browniano en la literatura moderna.

Figura 2.7: Norbert Wiener

2.3. El movimiento Browniano, una idea intuitiva

Para fines del presente trabajo se usard este modelo como una aproximacién cruda
en una dimensién de una difusién o movimiento Browniano, donde la particula es

expuesta a un gran nimero aleatorio de colisiones moleculares.
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Como ya se ha mencionado anteriormente, en 1827 el botdnico Robert Brown
observé que un grano de polen suspendido en agua se mueve constantemente en una
trayectoria aleatoria zigzagueante, tal como lo muestra la Figura 2.8. Por consiguiente
se puede ver al movimiento Browniano como el limite de una caminata aleatoria si se
considera la proyeccién sobre el eje x de la trayectoria de la particula y se define a
W (t) como la abscisa de la posicién de la particula al tiempo ¢, entonces {W (t)} es

el proceso que se analizar4.

Movimiento Browniano

20
|
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Figura 2.8: Simulacién del movimiento Browniano

A continuacién se realizard un anslisis de la funcién de densidad de las variables
W (t) que forman el proceso estocdstico. Por principio se utilizard un modelo discreto,
es decir, suponiendo que la particula se observa cada h unidades de tiempo. Debido a
que en una dimensién diera la impresién de que el grano de polen salta azarosamente
hacia un lado y hacia otro, por ejemplo, un movimiento que, comenzando en x, en
cada intervalo de tiempo h da un salto de una distancia d hacia la derecha o hacia
la izquierda, ambos movimientos con probabilidad %, es decir, se tiene una caminata

aleatoria.



2. Movimiento Browniano 21

Se le nombrard W,, a la posicién de la particula al tiempo nh en este modelo
discreto. A cada salto de la particula se le considera como un ensayo Bernoulli, donde
el movimiento hacia la derecha representa un éxito y hacia la izquierda representa un
fracaso. Sea X, la variable aleatoria que cuenta el nimero de saltos hacia la derecha
en n saltos (por lo que n — X, es el nimero de saltos a la izquierda), entonces X, se

distribuye como una binomial, esto se expresa de la siguiente manera:
n\ 1 :
s= sike{0,1,2,...,n},
0 en otro caso.

La posicién final después de n saltos estd dada a continuacion:

Wp=2+dX,—d(n—X,)=x+d(2X,—n),

de lo anterior se obtiene que X,, = % (szfx + n) , asf por el Teorema de De Moivre-

Laplace se obtiene que, a la larga, la siguiente expresién se distribuye como una normal

estandar: .
XTL — §n

VA

entonces es posible realizar la siguiente operacién:

Ly =

Xo—gn (Mot in)g—gn  W,-=
3n 3vn dv/n

Ahora, para pasar al caso continuo, se hace tender h a 0. Para una ¢t > 0 arbitraria,

se elige h de la forma h = %, de manera que al hacer h — 0 es lo mismo que hacer
n — oQ.

Del modelo fisico se sabe que d? es proporcional a h, en particular, tomando
unidades adecuadas, se puede suponer que d?> = h. Si se le llama W (¢) a la posicién
de la particula en el tiempo t > 0 y se considera el movimiento de saltos empezando
en z, se define X (¢) como el niumero de saltos a la derecha que ha dado la particula

hasta el tiempo t. Se tiene entonces que:

Xt—%n_W(t)—x_W(t)—x Wi(t)—=x
Wi A vk Vi

asi que, por el Teorema de De Moivre-Laplace, se obtiene:

W (t)—x W, —x
P A\ — lim P n 2
a < i < b} Jim [a < NG < b]
1 b,
= — e 2% dx
\/27'('/0, ’

lo anterior quiere decir que la distribucién de W (¢) es normal con pardmetros p = x

y02:t.
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La coleccién de variables infinita no numerable (W (), s un proceso estocdstico
a tiempo continuo. Su espacio de estados es también continuo porque W (¢) toma

cualquier valor real. Este proceso tiene las siguientes propiedades:

1. En el caso general, cada incremento W (s +t) — W (s) tiene distribucién normal
con media cero y varianza o2t. De lo anterior se desprende que la distribucién
de W (t1) — W (t2) depende sélo de la longitud del intervalo t2 — 1 ( y no, por
ejemplo, de t1).

2. Para 0 < t1 < to < t3 < -+ < t, los incrementos
W(ta) =W (t1), W (ta) =W (t3),..., W (tn) — W (tn—1) son variables aleatorias
independientes, dicho de diferente manera, las variaciones de W (t) sobre

intervalos de tiempo que no se traslapan, son independientes.

3. El desplazamiento W (s+t) — W (s) es independiente del pasado o
alternativamente si se conoce la posiciéon W (s) = x entonces no se necesita
conocer los valores W (1) para 7 < s porque éstos no tienen ningin efecto en

el conocimiento de la ley de probabilidad que gobierna los futuros movimientos

Wi(s+t)—W(s).

2.4. Simulacién del movimiento Browniano como limite

de una caminata aleatoria

Como se vio anteriormente, una caracteristica del movimiento Browniano es que
se puede ver como el limite de una caminata aleatoria, utilizando el teorema de De
Moivre-Laplace, en particular, se puede suponer que la distribucién de W (t) es normal
con pardmetros u = 0 y o2 = 1. El siguiente cédigo en R da una representacién
grafica de cudntas variables aleatorias, X1, Xo, ..., X;,, se necesitan para obtener una
buena representacién del movimiento Browniano. La Figura 2.9, muestra una primera
aproximacion al movimiento Browniano mediante una caminata aleatoria con n = 10,
100, 1000 y 10000 saltos. Se puede observar que las Figuras 2.9 y 2.8 son muy parecidas,
es decir, se puede observar el comportamiento a largo plazo de la caminata aleatoria

como una buena aproximacién al movimiento Browniano.
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Figura 2.9: Aproximacién del movimiento Browniano mediante una caminata aleatoria

para n=10,100,1000,10000.

2.5. Definicién y propiedades basicas

2.5.1. Supuestos generales

Definicién 3 Sea Q # (). Una coleccion F de subconjuntos de ) se llama o— dlgebra
de conjuntos si:

1.Qe F.

2. 8i A € F entonces A° € F.

3. Si Ay, Ag, ... € F entonces U2 | A, € F.

Definicién 4 Sea Q # (0 y F una o—dlgebra en Q. La pareja (2, F) se llama espacio

medible

Definicién 5 Sea (2, F) un espacio medible. Una medida sobre (Q, F) es una funcion
p definida sobre F con valores en RU {oo} tal que:
1. u(A) > 0 para todo A € F.
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2. p(0)=0.
3. Para toda sucesion Aj, As, ... de conjuntos dos a dos ajenos de F :

2 (U An) = ZH(An) :
n=1 n=1

La terna (2, F, ) se llama espacio de medida.

Definicién 6 Sea (2, F) un espacio medible y P una medida de probabilidad sobre
(Q,F). La terna (2, F, P) se llama espacio de probabilidad.

Definicién 7 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y Ay, As, ... € F. Definimos
1. o o
limsup A4,, = ﬂ U Ag,
n=1k=n
es decir, w € limsup A,, si y sélo si para todo n, se tiene que w € Ay para algin k > n.
2. o o
liminf A, = | (1 A&,
n=1k=n

es decir, w € liminf A, si y sdlo si existe k tal que w € Ay, para todo k > n.

Lema 8 (Borel - Cantelli) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y Ai, A, ... € F.
1. 8iy | P[A,] < oo entonces P [limsup A,] = 0.
2. Sea {An},cn una sucesion de eventos independientes. Si Y > | P[Ay] = oo,

entonces P [limsup A,] = 1.
Prueba. Para la demostracién de este lema se puede consultar [3]. m

Remark 9 Sea X = {X;},.; un proceso estocdstico y sea w € 2 fijo. La funcion

t — X; (w) se llama trayectoria del proceso estocdstico.

Definicién 10 Sea I un conjunto ordenado de indices. Una filtracion {Fi},.; es una

familia de sub-o—dlgebras de F tal que Fs C Fy para s <t y s,t € 1.

Remark 11 Dado un proceso estocdstico {Xi},o; definido sobre (2, F, P) se tiene
que F¥ = 0 (Xs) para 0 < s <t yt >0 es una filtracion en (0, F). La filtracién

{ftX} se llama filtracion candnica o natural con respecto a { X}y -

Recordemos que si un vector aleatorio X es medible U entonces U contiene toda
la informacioén relevante sobre X. Luego podemos entender a las o—a&lgebras como
fuentes de informacién pues éstas nos dicen que eventos se pueden observar y cuales
no. Asf en una filtracién {F;}, F; modelard que eventos pueden ser observados hasta
el tiempo t. Por esto se dice que las filtraciones nos dan el flujo de informacién en el

tiempo.
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Definicién 12 El proceso estocastico {Xi},o; es adaptado a la filtracion {Fi},c; si

para cada t > 0, Xy es una variable aleatoria F:—medible.

Remark 13 Todo proceso estocastico {X;} es adaptado a su filtracion candnica o
natural {ftx} .

En lo que sigue utilizaremos como conjunto de indices I = [0,7] 6 I = [0, 00)
salvo que indiquemos lo contrario. Si hablamos simplemente de un proceso {X;},.;
se entenderd que la filtracién asociada es la filtraciéon natural 6 filtracién candnica de
X;. En lugar de {X;},.; usualmente escribiremos {X;} o simplemente X. También lo
denotaremos como la funcién I x Q@ — R” : X (t,w) = X; (w), es decir, podemos
pensar al proceso estocdstico como una funcién aleatoria tal que para cada w € 2 este

toma el camino muestral X (-,w) : [ — R™.

Definicién 14 Sean {X¢, Filicpo0) ¥ {Ye:Gthicpoo) dos procesos estocdsticos.

Diremos que Y es una modificacion de X si se verifica que:
Plw| X; (w) =Y (w)] =1 para todo t > 0.

Definicién 15 Sean {X¢, Filicpo) ¥ {Y:Gthicpoo) dos procesos estocdsticos.
Diremos que X e Y son indistinguibles si casi todas sus trayectorias coinciden, es

decir, si se verifica que:
Plw| X; (w) =Y (w) para todo t > 0] = 1.

Que {Y%,Gt}ep0,00) S€a una modificacion de {X¢, Fi},cp o) no implica que Y sea
Fi;—medible. Para evitar esto, sin embargo, se puede trabajar con la filtracién P
aumentada de F; :

Fr=0(F,N) te[0,00),

donde N={A|Aec FyP[A]=16 P[A]=0}.

Teorema 16 Sea Y una modificacion del proceso estocdstico X. Si ambos procesos

son continuos a.s. entonces X eY son indistinguibles.

Prueba. Sea B = {w | X (-,w) e Y (-,w) son continuos}. Luego P [B] = 1. Sea
Ay = {w| Xy (w) =Y, (w)}, para ¢ € Q>¢. También P[A,] = 1 y si se hace
C = B NnNyAy entonces P[C] = 1. Pero, si w € C entonces X (¢,w) = Y (¢q,w)
para todo ¢ € Q>p, con lo que junto a la continuidad de X (-,w) e Y (-,w) implica que
X (t,w) =Y (t,w) para todo t > 0. Por lo tanto, X e Y son indistinguibles. m
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Definicién 17 Sea { Xy, Fi},c; un proceso estocdstico de valores reales con B |X;| < oc.
Diremos que X; es

a) Una supermartingala si para todo s,t € I con s <t
E[X; | Fs] < Xs a.s.

b) Una submartingala si para todo s,t € I con s <t
E[X; | Fs] > X a.s.

¢) Una martingala si para todo s,t € I con s <t
E[X; | Fs] = X5 a.s.

Las martingalas discretas son usualmente usadas para modelar juegos de azar: Si
la sucesién X,, n € N denota las ganancias de un jugador después de su n—ésima

participacién y el juego es justo entonces deberd satisfacer la condicién:
E[Xpnt1 | Fo] = X, aus.,

o sea, deberd tratarse de una martingala. Similarmente si el juego es favorable se
deberd tratar de una submartingala y una supermartingala modelard un juego desfa-
vorable. Se esta interesado en martingalas continuas siendo un ejemplo clésico de éstas

el movimiento Browniano tal como veremos méds adelante cuando se haya definido.

Lema 18 (Desigualdad de Jensen Condicional). Sea (Q, F, P) un espacio de proba-
bilidad y ¢ : R — R wuna funcién convexa con E[|¢ (X)|] < co. Luego para t > 0,

¢EX|F]) <E[(X)]|F] as.
Prueba. Para la demostracién de este resultado se puede consultar [27]. ®

Lema 19 Sea {X;, Fi} una martingala y ¢ : R — R wuna funcién convera con
El¢ (X:)]] < oo para todo t € I. Luego {¢ (X¢),Fi} es una submartingala.

Prueba. Por la Desigualdad de Jensen Condicional
El¢p(Xy) | Fe] = o (B[Xy | Fs]) = ¢(Xs) a.s paratodot > s. m

Teorema 20 Desigualdades de Martingalas Discretas:

a) Si {Xn, Fnlpen €8 una submartingala, entonces

1
P | mix X € [)\,M]] < / X dP,
Isksn A {méx1<p<n Xe€Anl} !
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para todon=1,2,... y A > 0. En particular

b) Si {Xn, Fnl}pen €8 una martingala y 1 < p < oo, entonces

p
. p
Pl <« p
B | mix [0 < (L2) BIx,

para todon = 1,2, ...
Prueba. Se puede consultar en [27]. m

Teorema 21 (Desigualdades de Martingalas). Sea { X, Fi},~q un proceso estocdstico
con caminos continuos a.s. Entonces

a) Si{Xt, Fi};> €s una submartingala, entonces

1
P [méx X, > A} < <E [X;"] para todo X > 0,t > 0.
0<s<t A

b) Si {Xt, Fi}i>o €s una martingala y 1 < p < oo, entonces

p
E [méx |X5|p] < (p) E[|X¢|’] para todo t > 0.
p_

0<s<t 1

Prueba. Se puede consultar en [27]. m

2.5.2. Definicion

Las observaciones reales del movimiento de granos de polen a través del microscopio
sugieren que el fenémeno satisface las siguientes propiedades:

1. Es continuo.

2. Parece tener desplazamientos independientes en intervalos de tiempo disjuntos.

3. Debido al gran nimero de colisiones del grano de polen con las moléculas
circundantes en longitudes de tiempo no pequenos, y teniendo en cuenta el teorema
central del limite, los incrementos pueden modelarse como variables aleatorias gaus-
sianas.

La estructura matemética de un proceso estocdstico a tiempo continuo {W; : ¢ > 0}
ha resultado adecuada para modelar este tipo de fenémenos. La variable W; puede
representar la posiciéon de la particula al tiempo t. La definicién matemética, en el

caso unidimensional, es la siguiente:
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Definicién 22 Un movimiento Browniano unidimensional de paramétro o® es un

proceso estocdstico {Wy : t > 0} con valores en R que cumple las siguientes propiedades:
1. Wy =0 c.s., es decir, el proceso empieza en 0 con probabilidad uno.
2. Las trayectorias t — Wy son continuas, esto es, P[W € C'[0,00)] = 1.
3. El proceso W tiene incrementos independientes.
4. La variable Wy — Wy tiene distribucion N (0,02 (t— s)), para cualesquiera

tiempos 0 < s < t.

Las condiciones que aparecen en esta definicién son consecuencia directa de las
observaciones del fenémeno fisico, pero eso no garantiza que tal objeto matemdtico
exista. En 1923 el matemaético norteamericano Norbert Wiener demostré la existencia
y unicidad de un proceso con tales condiciones. Es por esta razén que a menudo a
este proceso también se le llama proceso de Wiener y se le denota por {W; : ¢t > 0}.
En sentido estricto, el movimiento Browniano es el fenémeno fisico, mientras que su
modelo matemadtico es el proceso de Wiener, aunque es comin llamar a ambos procesos
con el mismo nombre: movimiento Browniano.

La propiedad uno es meramente una normalizacién y es conveniente, mas no un
requerimiento bésico. Si el proceso W; satisface los tltimos tres postulados, pero no el
primero, entonces el proceso W; es un movimiento Browniano estdndar.

La propiedad dos se sigue de tres y cuatro en el sentido de que da un proceso
Wy que satisface tres y cuatro, pero hay muchas definiciones que incluyen tres, asf
las propiedades tres y cuatro son las méds bdsicas. La propiedad tres muestra que el
comportamiento incremental en un intervalo no afecta dicho comportamiento en otro

intervalo disjunto.!

2.6. Una construccion del movimiento Browniano

Para la construccién del movimiento Browniano se supondrd que se tiene uno y
apartir de ahf se intentard reescribirlo usando la normalidad de sus incrementos y de
las otras propiedades que posee. Para ello se toman particiones del intervalo [0, 1], esto
es:

P,: 0=ty <---<t, <1,
oo
tales que P, C Pi1y D = U P, denso en [0, 1], entonces sean:
n=1

Sp = {v(t) € L?[0,1] | v (t) es constante en (! ;,t"]},

i—11 Y%

'Para ver otras definiciones se puede consultar [11], por ejemplo.
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para todo 1 < i < n y tomando {v(™ (£)}5; tal que v™ (t),- - -, 0™ () son base

ortonormal de S, con respecto al producto interno de L?[0,1] :

1
<v(t),w(t)>:/0 v (#)w (1) dt.

Definase el siguiente cociente incremental de W :

gn (t) _ W (t?) ;tz/ (t?—l) , (2.1)

donde t;_1 <t <t y Ati =t;, —t;_1.
Como &" (t) € S, para cada w € Q se puede reescribir la anterior ecuacién de la

siguiente manera:
n
e
i=1
donde A} = <§” (t),v® (t)> . Ahora se ve que propiedades tienen estos AVs.

Proposicién 23 Se cumplen las siguientes propiedades para Als :

(1) {A?}!_, son variables aleatorias mdependzentes con distribucion N (0,1);

(2) AT = AL, es decir, (€"(t), v (¢ )) = (& (t ), o (t)> para toda n > 1;

(3) {A;}2,, con A; = A, es una sucesion de variables aleatorias independientes
con distribucion N (0,1).

Prueba. (1) Se sabe que A7 = (¢",0()) = fo & (¢ (t) dt, entonces:

Zgn tn tn) Atn

now () —w ()
- ; (j)m; (5 1>v(” (t7) At}
iW(t?) _W<t?1>v(i) (t;z) N,

= At?

se distribuye como N (0, 1). Luego, como

(v (#1) VAR, - 00 (1) /AR

para 1 <4 < n son vectores ortogonales, se tiene que A7 para 1 <4 < n son variables

independientes:

<o,zn:( (t7) ) At;‘) =N (0,/01 <v<i> (t))zdt> ~ N (0,1).

=1
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(2) Basta ver que <£"+1,v(i)> = <£",U(i)> para n > 4. Sea jp tal que
Py — {t;‘oﬂ} = P,, ademds supongase sin pérdida de generalidad que jo = n, asi

t?“ = 1% paratodo 0 < j <n—1ytp ; <tpt! <, porlo cual v@ (1) = o (1),

por lo que:

<£n+1’v(i)> _ /01 £t (1) MO (t) dt

= At?+1 J J
() ~w ()
= T v (¢7) AL?
Jj=1 J
W () — W (¢
P )0 gy 2y
W(tZ)_W(t:LH_l) 7 n n
N v @ (t) At

_ ) - (5-1) o (1) Aty + (W (1) — W (171) o (1)
J

<.
I
-

3

_ -1 W (t?> -W <t?—1) MO) (t?) At;-l _ <§n7v(i)> '

&

<.
Il

(3) Es consecuencia directa de 1 y 2, o bien, se puede consultar [11]. m

Por lo que, £ (t) = 3.1, Ajw (t) y es natural preguntarse si la serie converge y
si en caso de que el limite exista tener que £" (t) = W’ (t) la derivada del movimiento
Browniano. La respuesta es negativa puesto que, como se verd mds adelante, el movimiento

Browniano no es de variacién acotada.

Proposicién 24 Se define
o t
W)=Y A, / o™ () ds
n=1 0

oo
para todot € D = U P, como al principio de ésta seccion.
n=1
Prueba. Para cada t € D la serie tendrd sélo sumandos finitos. En efecto, sea
teDyt= t%’, luego para n > ng, como P, D P,,, existe un j, tal que t = t?. Como
£ (s) = Yo7, Aiw (s) integrando hasta ¢ se tiene que:

tn n n t
Wi(t)=Ww (t?n) = /o . ZAiU(i) (s)ds = ZAi/O v (s)ds,
i=1 i=1
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la anterior ecuacién vale para toda n > ng porque la serie termina en ng. ®
De la anterior proposicién se deduce que la Y 7, A, fo U(”) )ds converge
uniformemente en el intervalo [0,1] casi donde quiera, entonces por

continuidad se tendria que:

n t
= ZAl/ v (s)ds ae. |
i=1 0

asi se habra escrito al movimiento Browniano como una serie de funciones con
coeficientes aleatorios. Esto es 1itil porque nos dice como construir dichos movimientos
en el intervalo [0,1], basta tomar {A,} una sucesién de variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas, con distribucién N (0, 1) cualquiera, pues
s6lo importan sus distribuciones para deducir las propiedades que caracterizan al

movimiento Browniano, y tomar
=3 [

2.7. Construcciéon de Lévy-Ciesielski

Se tomardn las particiones P, sencillas, dadas por los nimeros diddicos® de la

siguiente forma:

Pk { 2n—1}7

= |O<z<

donde 21 < k < 2", Las v®) determinadas por estas particiones tienen nombre y

notacién propia y se introducirdn en la siguiente definicién.

Definicién 25 Las funciones de Haar estdn dadas por:

ho(t) = 1para0<t<1ly
{ 1 pam()gtg%,

hi(t) =
1 (0 -1 pa,m%<t§1,

y si 2" < k< 2" paran = 1,2, ..., entonces

n—1 k—on—1_1 k—on—1-1
272 e <t < —oer 2,
— n—1 E—on—1_1 _on—1
0 en otro caso.
*Sea A = {2 [n>0y0<k<2"}. A se conoce como el conjunto de los nimeros diddi-

cos. Mas atn, se puede sustituir al nimero 2 por cualquier nimero primo p, es decir, A =
{FInz0yo<k<y}
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Adicionalmente se definen las funciones de Shauder por

o (t) = /O by (5) ds.

Proposicién 26 Las funciones {hy (t)}32, son ortonormales y forman una base de
L?[0,1].

Prueba. Se tiene que:

/1h2(t)dt—2"_1 LI
0 F - on Ton ) T

para 2"~ 1 < k < 2. Ademds, note que si [ > k, tienen soportes disjuntos, o bien, hy,
es constante en el soporte de h;, en este iltimo caso se tiene que la integral queda de

la siguiente manera:

1 1 1
/hl(t)hk(t)dt:jﬂnz/ hy (t)dt = 0.
0 0

Por otro lado, hay que observar que si f € L2?[0,1] y cumple que (f (t),h (t)) =
fo = O paratodo k = 0, 1, ... entonces se probard que f (t) = 0 a.s. En efecto,

sin = 0 se cumple que fo (t)dt = 1, de manera similar, si n = 1 la integral queda

1
como f02 f 1 f(t)dt, y ambas son iguales a cero, dado que 0 = fo (t)dt +

[Lf(t)d fo t) dt. Procediendo de forma angloga se deduce que f & ft)dt=0
2

para todo 0 < ¢ < 2™. Por lo que f f t)dt = 0 para todo 0 < r < s S 1 racionales
diddicos. Por lo tanto f (r fo dt =0as ®m
En los siguientes 1emas se probaré que la serie Y 72, Apsy(t) converge

uniformemente.

Lema 27 Sea {ay}7°, una sucesion tal que |ay| = o (kzé) cuando k — oo para algin

0<0 <L Luego, la serie S 5°, apsy, (t) converge uniformemente para 0 <t < 1.
2 k=1

Prueba. Sea ¢ > 0 y observe que para 2"~! < k < 2" las funciones s, () tienen

soportes disjuntos. Sea b, = MaXgn-1_g<on |ag| < C2". Ast:

Y lallsk (@) = Yo D lallse®

k>2m n>m2n—l<k<2m
o0
< D b max |sp (8)]
n>m =l <k < 2™
0<t<1
e 2n(5
< C) S <e
n>m 2

para m suficientemente grande. m
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Lema 28 Sea {A;}72 | una sucesion de variables aleatorias con distribucion N (0,1) .

FEntonces, para casi todo w,
Ap (w)=o0 (x/log k:) ,
cuando k — oo.

Prueba. Para = > 0,

2 g2
PlAg| > z] = \/%/x e 2ds
2 2 [0 2
< \/ﬂe_4/$ e 4ds
< Ce_%.

Luego, para 0 < y < 1, P[|4x] > +/—4logy] < Cy. Asi tomando y =~ k%,
P[|Ay] > 4VIogy] < C’k%.Como >4 < oo, por el lema de Borel-Cantelli
P [|Ag| = 4\/Togk] = 0, o sea, para casi todo w, |4y| < 4y/logk. =

Lema 29

o0
Z sk (8) sk (t) = min{s,t} = s At para todo 0 < s,t < 1.
k=1

Prueba. Sea 0 < s < 1, definase

s (1) =

1 si0<r<s,
0 sis<r<l,

por lo que: )
| e =sar,

y por la proposicién anterior, {hy (£)}32; es una base de Hilbert de L?[0, 1], asf se tiene

que:

1
| eamontar
oo 1 1
— ;/0 ¢, (1) hy, (1) dr/o &, (r) hy (r) dr
— ;/0 hk(r)dr/o hy (r) dr

= Zsk(s)sk(t).l

k=1
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Teorema 30 Existencia de un movimiento Browniano en [0,1]. Si {A,}72 es

una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucion N (0, 1), entonces:
o0
W ()= Agsi(t),
k=1

para 0 <t <1, W (t) define un movimiento Browniano continuo en [0, 1].

Prueba. W (t) cumple con las condiciones de la definicién de un movimiento
Browniano. Es claro que W (0) = 0 a.s. Se verda que W (t) — W (s) ~ N (0,1) para

0 < s <t <1. En efecto, utilizando su funcién caracteristica:
E (ei)\(W(t)—W(s)))
— E(euzz;lAusk(t)fsk(s)))

= lim E (ei)‘zzzlAk(sk(t)_s’“(s))) por continuidad

n—-:aoo

= lim H E (ei)‘A’“(s’“(t)_s’“(s))) por independencia
k

=1
n

2
_ H 67)‘7(516(15)*&@(5))2 pues Ak ~ N (07 1)

k=1
= TR0
R e
_ efg(tf2s+5)
_ 6—g(t—s)

9

luego, por wunicidad de las funciones caracteristicas se tiene que
W (t) — W (s) ~ N (0,t — s). Por tultimo, veamos la independencia,

m 2
E (em;’;ﬁj(W(tj)fW(tj_l))) =11 o (t5—t51) (2.2)
j=1

— ﬁE (emﬂW(tj)—W(tjfl))) _
j=1

Una vez probado esto se tendrd, por la unicidad de las funciones caracteristicas, que:
W (t1) W () =W (tm—1) (T15 7, Tm)
= Fwe) (1) Fw(tn)-W(tm_r) (Tm) ,

para todo (x1,---,2y,) € R™, por lo cual, W (t1), - -, W (ty) — W (t—1) serdn

independientes. Ahora se hard una prueba la ecuacién 2.2. Por simplicidad se harg
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sélo para m = 2.
B (ez‘[AlW(t1)+>\2(W(t2)—W(t1))}>
- E (ei[)\lEzozlAksk(t1)+>\2(EiilAkSk(t2)—Ei°:1Aksk(tl))])

—  lim E(ei[)qEZ:lAksk(tl)-i-)\z(EZ:IAksk(tz)—ZzzlAksk(tl))])

n—-:aoo

— 2 i[A1Agsk(t1)+ A2 (Ags (t2) —Ag sk (t1))]
= i J[B (0 )

= [ ettt st
k=1

8

= 6_% [ATs7(t1)+A3 (sk (t2) —sk (t1)) 2+ M1 Ao (t1) (sk (t2) — sk (t1))]

ol

=1
_ e_%[/\%Eioz1sz(tl)+)‘%zio=1(Sk(t2)*5k(tl))2+2)‘1/\2220215k(t1)(5k(t2)*5k(t1))}

— 3Nt t(—t)] g

Teorema 31 Existencia de un movimiento Browniano en [0,00]. Si (2, F, P)
tiene definido una sucesion de N (0, 1) independientes, entonces existe un movimiento

Browniano en [0,00) definido en el espacio.

Prueba. Como se puede reindexar las variables N (0,1) para obtener una
sucesion de sucesiones de variables aleatorias NN (0,1), entonces es posible por el
Teorema 30, construir una sucesion W™ (t) de movimientos Brownianos
independientes. Luego, pegando los bordes inductivamente se tiene que
W@t)=Wn—-1)+W"(t—(n—1)) paran—1 <t < n, es un movimiento Browniano
en [0,00). m

Usando un razonamiento similar se pueden construir m movimientos Brownianos
unidimensionales W (), 1 < j < m, independientes. Luego W (t) = (W1 (t),- - -, Wp, (1))
es un movimiento Browniano m dimensional respecto a la filtracion F}V.

Ahora bien, todo movimiento Browniano tiene una modificacién continua. En
efecto, la modificacién verifica algo mads fuerte, es uniformemente Holder continua

para cada exponente v < %

Definicién 32 Una funcion f : [0,T] — R es (uniformemente) Holder continua con

exponente vy si existe una constante K tal que:

If(s)—f@®) < KI|t—s|" para todo s,t € [0,T].
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Teorema 33 Kolmogorov-Chentsov. Sea {Xt}te[o,T] un proceso estocdstico tal que:
E <|Xt — XS|5) < Clt— s para 0 < s,t <T,

donde a,, f > 0, C' > 0. Luego, existe una modificacion continua )A(;t de Xy, la cual para
cada 0 < v < % es uniformemente Hélder continua con exponente v, o sea, que para

casi todo w existe K = K (w,~,T) tal que:
()?t(w) —)“('S(w)( <K|t—s[" si0<st<T.

Prueba. Sin pérdida de generalidad se supone que T'=1. Sea 0 < v < % y sean:

2k

Ay = U {‘Xi/Z’C — X(i—1)/2¢

i=1

1
>27’y

} , entonces

N

2k
1
=1

2k B 1 -B
=1
2k 1+a —B
1 1
< o(x) (=)
=1
1
— C ,
25 (o —B)

luego, como (o — ) > 0 se tiene que > ;2 P (Ag) < co. Por lo que, por el lema de
Borel Cantelli, P (Aj) = 0, es decir, existe Q* con P (Q2*) = 1 tal que para w € Q* se
tiene que:

1
‘Xi/2k (w) — X(i—1)/2k (w)‘ < oky Para todo 1 < i < 2%,

y esto para k > k (w) . Luego, para K; = K; (w) suficientemente grande:

K
‘Xi/gk (W) = X(i—1y 2+ (w)‘ < QTi para todo 1 < i < 2% (2.3)

Asi, para k > 1 esta iltima desigualdad implica que X es Holder continua sobre el
conjunto D de los racionales diddicos en [0,1]. Sea w € Q* y t1,t2 € D tales que
0 < tg —t1 < 1. Ahora se toma k > 1 tal que:
1
2—k§t<Fparat:t2—t1,

entonces, como 2% < t se puede escribir a t; y a to como:

] 1
t1:27k3_2? ..... %(k<p1<"'<pr);
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J 1 1
lg = 27—1-2?4‘ +27(k<Q1<"'<Qn),
con i < j. Ademds, como ¢ < =7 se tiene que ]—k = 1, 0 bien,

j =i+ 1. Ahora, si se usa la ecuacién (2.3) se obtiene que:

1Y
=7
‘Xi/zk (W) — Xjjan (W)‘ < Ky R | = Kit?,

mas aun:

1 1 1 1 1 1
o) X m o m)|
1 v
S Kl <) )

2P

paral=1,---,ry por lo tanto:

’Xh (W) — Xian (w)‘

AN
>
Mﬁ
N
e
N———
2

=1

K /1!
< w2 (%)
S K2t77

donde K9 = K3 (w,7). Similarmente se deduce ‘XtQ (W) = X jon (w)‘ < Kost". Luego,

sumando las estimaciones hechas, se obtiene que:
| Xy, (w) — Xy, (W) < K1+ Ky < t7. (2.4)

Lo siguiente es definir a X,. Para w ¢ Q* se toma X; (w) = 0. Para w € Q*,sit € D
se utiliza X; (w) = X; (w) y asf por la desigualdad (2.4), X, (w) queda uniformemente
continua en D, luego si t € [0,1] \ D es posible definir X; (w) de modo que quede

continua en [0, 1]. Por continuidad se tiene que para w € Q*,
X; (w) — X, (w)‘ < K|t—s|” para0<s,t<1.

Para ver que X; es una modificacién de X; primero se observa que para todo € > 0,

E (1% - X,1°)

P(|X;— X >¢) < >

< Ce Pt — st

asi se concluye que X — X; en probabilidad. Ahora si, es visible que son una
modificacién de la otra. Sea t € [0,1], m4s atn, se puede suponer que ¢t € [0,1] \ D.

Entonces sea {tx} C D tal que ty — t, luego, por continuidad, se tiene que

Xy, = Xy

X . — X as., pero por lo demostrado anteriormente, X; — X; en
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probabilidad. Por lo tanto, es posible concluir que X; = X; a.s. Para terminar,
observar que para cada 0 < v < % se han construido extensiones continuas X;, pero
como todas son modificaciones entre si se concluye, por el teorema anterior, que son

indistinguibles entre si, de esta manera se concluye la demostracién. m

Corolario 34 Si W; es un movimiento Browniano, entonces Wy tiene una

modificacion uniforme Holder continua en [0,T) para cada v < %

Prueba. Parap > 1,

B(|W () - W (s)
=

)
_ (i) ( W(t)t—_zf ()

= C(m,p)(t—s)”,

2) p)
luego, por el teorema de Kolmogorov-Chenstov, W (¢) tiene una modificacién
uniformemente Hoélder continua en [0, 7] para cada:

p—1 1 1

0<y< =2 — —
TS Ty T2 gy

como esto vale para cada p > 1, y como dos modificaciones continuas de W (t) son
indistinguibles, por el Teorema 16, entonces W; tiene una modificacién uniforme Holder
continua en [0, 7] para cada vy < % [ ]

Gracias a este resultado, al trabajar con movimientos Brownianos, siempre serd

posible suponer la hipétesis de continuidad de Holder.

2.8. Propiedades del movimiento Browniano

En el movimiento Browniano estdndar cada variable aleatoria W; tiene
distribucién N (0,¢), y por lo tanto E(W;) = 0y Var(W;) = E(W?) = ¢. En
particular E (W, — WS)2 =t—s, para 0 <s <t

Proposiciéon 35 El movimiento Browniano es un proceso de Markov.
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Prueba. Para cualquier tiempo 0 < t; <ty < -+ < t, < tpy1, y para cualquier

evento A en R, se tiene que:

P [th+1 cA ‘ th =T1," ',th :LUn]
p(t1,0,z1)p (t2 —t1,x1,22) - - p(tn — tn—1, Tn—1,Tn) D (tnt1 — tn, Tn, A)

p(tl)oyxl)p(tQ - tl)xlny) te p(tn - tnflvxnfl7$n)
= P(tn+1 *tn,ﬂﬁn,A)

P(tmO»xn)
P(tmovfpn)
= P[Wi, €AW, =z,].m

= P(tn—&—l_tmxnaA)

Como una consecuencia del hecho de que los incrementos de este proceso son

independientes, demostraremos a continuacién la propiedad de martingala.
Proposicién 36 El movimiento Browniano es una martingala continua.

Prueba. Cada variable aleatoria W; es integrable y el proceso es adaptado a su

filtracién natural. Para cualesquiera tiempos s,t > 0 tales que s < t, entonces:

EWy | Fs) = EWy —Ws+ W, | Fy)
= EW,— W, | F) +E(W, | Fs)
= EWi—Ws)+Ws=W;. m

Ejemplo 37 Sea W; un movimiento Browniano. Se verd que el proceso:

Zt _ th/t st t > 0,
0 sttt =0,

es un movimiento Browniano. Claramente, Z; es continuo parat > 0 y Zy = 0. Por

la ley de los grandes nimeros para el movimiento Browniano se sigue que:

W
7, = 1/t
1/t

—>0:ZOJ

con probabilidad uno cuando t tiende a cero. Es decir, Z; es continua en cero. Por
otro lado, si 0 < s < t, entonces se demostrard que el incremento Z, — Z se distribuye

como una normal con media cero y varianza t — s. En efecto:
Zy— Zs =tWyp — sWyjs = —s (Wi — Wip) — (t—5) Wiy,

Lo anterior sigue wuna distribucion normal con media E[Z;—Zs] = 0 y

2
Var|Zi — Zs) = (—s)? (1-3)+ @ =t — s. Se verd ahora que dos incrementos



2. Movimiento Browniano 40

consecutivos no estdn correlacionados entre si. Si0 < s <t < u, entonces:

u—s = Var(Zy,—Zs)=Var((Zy— Zi)+ (Zs — Zs)]
= Var(Z,—Zy)+Var(Z,— Zs) +2Cov (Zy, — Zy, Zy — Zs)
= u—t+t—s+2Cov(Zy — Zy, Zy — Zy)
= u—s+2Cov(Zy — Zs, Zy — Zs) .

Por lo tanto, Cov (Zy — Zy, Zy — Zs) = 0. Ademds, incrementos que no se intersectan,

no son correlacionados, en efecto, si 0 < s <t < u <w, se tiene que:

v—s = Var(Z,— Zs)
= Var((Zy— Zu) + (Zu — Zt) + (Z — Zy)]
= Var(Zy,—Z,)+Var(Z, — Zi)+ Var(Z — Zs)
+2Cov (Zy — Zyy Zy — Zy) + 2Cov (Zy — Zy, Zy — Zs)
+2Cov (Zy — Zyy Zy — Zs)
= v—utu—t+t—s+2Cov(Z, — Zy,Zt — Zs)
= v—8+2C00(Zy — Zy, Zy — Zs) ,

lo que implica que Cov (Zy, — Zy,Zy — Zs) = 0, es decir, todos los incrementos son

mutuamente no correlacionados.

2.9. Propiedades de las trayectorias del movimiento

Browniano

Antes de establecer las siguientes propiedades, es necesario recordar la definicién
de variacién de una funcién. Sea a = tg < t1 < --- < t, = b una particién del intervalo
[a,b], y defina At = méx{|tj+1 —¢;| : i =0,---,n — 1}. La variacién de una funcién

g : [a,b] — R es el nimero:

n—1

lfm sup Y g (tir1) — g (t:)].
At—0 T
=0
Cuando este nimero es finito se dice que la funcién tiene variacién finita en dicho
intervalo. Anédlogamente, la variacién cuadratica es:

n—1

lim sup Z g (tiv1) — g (ti)|2 .

t—s i—0
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A continuacién se demostrara que sobre un intervalo de tiempo acotado [a, b] casi todas

las trayectorias del movimiento Browniano tienen variacién no acotada, es decir,

n—1

Ii Wiy, — W,
" A?EO Z (W &

= 00, C.S.,

lo cual es importante tener en cuenta dado que no se pueden usar las trayectorias
brownianas como funciones integradoras en el sentido de Riemann-Stieltjes. Se

calculara la variacién cuadratica del movimiento Browniano sobre [a, b].

Proposicién 38 La wvariacion cuadrdtica de wuna trayectoria del movimiento

Browniano sobre el intervalo [a,b] es la longitud del intervalo, es decir:

n—1

lim ATE ZO }thﬂ - Wy, 2

=b—a, en el sentido de LIQ,.

Prueba. Sea {P,} una sucesién de particiones finitas del intervalo [a, b] , At; como
en (2.1) y AW; = Wy, , — Ws,. Entonces:

it+1
2

B> (AW;)? = (b—a)

7

= B ) _(AW)*(AW)? | —2(b—a)E (Z (AWi)2> + (b —a)?
"j i
- ZE (AW) + D EAW)* (AW;)? = 2(b—a) Y (At:) + (b—a)?
1#£] 7

= 23 (At 4+ AtiAL — (b—a)’

i#j

= 22 (At;)? (ZAt) —(b—a)?

= g 2 At,- <2(b—a) méx At; — 0. m
- 0<i<n
Proposiciéon 39 Variacion del movimiento Browniano. La variacién de una
trayectoria del movimiento Browniano sobre el intervalo [a,b] es infinita, casi

sequramente, es decir:

n—1

lim Aiup Z }Vth+1 - Wy,

=00, C.S.

Prueba. Para cada n natural sea P, la particién uniforme del intervalo [a,b] en

n subintervalos, es decir, cada incremento At; = t;11 — t; tiene longitud (b — a)/n.
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Entonces se tiene la estimacién siguiente:

n—1 n—1

Z |AW@‘|2 < <Or2{é<xn ]AW1|> Z |AW;|. (2.5)

1=0 1=0
Sea {P,, } una subsucesién de particiones uniformes de {P,} tal que:

ne—1

lim Z IAW;|> =b—a, cs.
1=0

k— o0 “

Por otra parte, como las trayectorias del movimiento Browniano son continuas casi
seguramente, entonces:
lim | méx |[AW;|) =0, cs.
k—o00 \ 0<i<ng

Asi, haciendo uso de estos dos ultimos resultados en la ecuacién (2.5) se tiene que:

ng—1

lim Z |AW;| = o0, c.s.,
1=0

k—o0 4

por lo que se puede concluir que el limite superior es infinito casi seguramente. m
A continuacién se visualizard que para cualquier tiempo £y > 0 fijo pero arbitrario,

con probabilidad uno, la trayectoria t — W; no es diferenciable en .

Proposicién 40 Sea ty > 0 fijo pero arbitrario. Con probabilidad uno, el movimiento

Browniano Wy no es diferenciable en tg.

Prueba. Es ficil mostrar que Wy, — Wy, es también un movimiento Browniano,
por lo que se demostrard la no diferenciabilidad de W; en t = 0. Se presenta que con
probabilidad 1, para cada ntimero natural n existe ¢ en el intervalo [O, 1/ n2] tal que
‘%WA > n, lo cual implicard que W; no es diferenciable en ¢ = 0. Entonces, para
cada n € N, defina el evento A,, = {‘%WA > n, para algun t € [O, l/nz]}, asi, se ha

construido una sucesion decreciente de eventos, es decir, A1 D Ay D - - -, tal que:
> n>
= P(|Wyp]> L
- 1/n4 n3
2 1
= P([n*Wamnm| >+

1
= P <\W1\ > ) — 1 cuando n — oo,
n

P(4,) > P<'1/1n4W1/n4

porque %Wc% también es un movimiento Browniano para cualquier ¢ > 0. Por lo tanto,
P (A1) > P(A3) > --- > 1, es decir, P (A,) = 1 para cualquier n > 1. Por consiguiente,
para cada tg > 0, el conjunto de trayectorias t — W; que no son diferenciables en tg

tiene probabilidad uno. m
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Movimiento Browniano geométrico

Aun cuando el movimiento Browniano es una de las bases en la construccién de los
modelos de riesgos financieros y econémicos, éste no puede, por s{ mismo, representar
el comportamiento de todas las variables financieras que se modelan en finanzas. Los
precios de los activos, por ejemplo, no son descritos apropiadamente por el movimiento
Browniano estdndar, ya que los precios no parten de cero. Sus incrementos podrian
tener medias distintas de cero, o bien podrian tener varianzas que no necesariamente
son proporcionales al tiempo. En general, los precios de los activos comienzan en valores
distintos de cero, tienen incrementos con medias diferentes de cero, varianzas que no
son proporcionales al tiempo y covarianzas diferentes de cero.

El movimiento Browniano geométrico se obtiene por una transformacion
exponencial del movimiento Browniano estdndar. Es decir, si W; es un movimiento
Browniano estdndar, p es constante (tendencia), o es una constante positiva
(volatilidad) y Sp es un precio inicial conocido, entonces el siguiente proceso es llamado

un movimiento Browniano geométrico:

1
Sy = Sp exp { <u - 202> t+ aWt} , (2.6)

dicho proceso es utilizado frecuentemente para describir el cambio porcentual
(rendimiento) del precio de un activo. Si a la ecuacién (2.6) se le aplica el logaritmo

natural, se tiene que:
In(S:) = In(So) + <u - ;02> t+ oW,
es decir, la distribucién la distribucién de In (S;) es normal con:
B [In (S))] = In (So) + <M - ;a2> ‘)
asimismo:

Var [In(S;)] = o°t.

2.10. Motivacién a la integral estocastica

Se considerard el movimiento Browniano estandar {W;}:>, definido en un espacio

de probabilidad (€2, F,P), y una particién tal que 0 =ty < t3 <ty < --- < t, =1

it (=1t
n n

del intervalo [0,t], donde t; = %, de tal manera que t; —t;_1 =

= %t, para
1 = 1,2,-- -, n. Para una comprensién adecuada es necesario considerar la siguiente

sucesion de variables aleatorias:

Vn:Z(Wti_Wti—1)27 n:172,...

i=1
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Se quiere encontrar V; tal que:

lim E [(Vn - Vtﬂ ~0. (2.7)

n—-aoo

Considérese a:

T R (R B ]
=1 =1

en este caso, la ecuacién (2.7) se transforma en el error cuadrético medio, es decir,
E {(V}/ —-E [Vt])ﬂ . Ademés:

E [V — 1])? (2.8)

= B> (aw)t+2 Y (AW (AW  + 2 -2t Y (AW)? ] (2.9)
=1

1<i<j<n =1

donde AWy, = Wy, — Wy, ., los cuales por ser independientes cumplen que:
E [(AWti)Q (AWtj)Q] = (ti— i) (5 — tj_1) |
E [(AWti)“] =3t —ti1)?,

por lo que la ecuacién (2.8) se puede escribir como:

E(Vo—1)" = 3> (ti—ti1)”

_ it (i=1)t
pero como t; —ti—1 =7 —

n 2
> 3(ti—ti1)® =n3 <t> = §t2,
i=1 n n
2 2 2
n t t t
> G- () (1) -5

= %t, para toda i, entonces se tiene que:

por lo tanto:

n

2
lim E [(Vn - Vtﬂ = lm E|S (AW;,)? - t]

=1

2 2
= lim <3t+t2— t+t2—2t2)

n—-00 n n
2

= lim =t*=0.

n—soo N
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Ahora bien, es posible escribir este tltimo limite como:
t n
/ (@W)2 = tim 3 (AW =1, (2.10)

aqui la convergencia es en media cuadrética, es decir, £? (P). Haciendo un abuso de

notacion, la ecuacién (2.10) se puede reescribir como (dW;)? = dt, o bien, f(f (dW,)? =t.



Capitulo 3

Integral de Ito

3.1. Introduccién

El célculo estocdstico se basa en el concepto de integral estocdstica, es decir, la
construcciéon de una integral en la que el término con respecto al que se integra es
un proceso estocdstico, por consecuencia es necesario plantear y resolver integrales
estocdsticas. Por lo tanto, es conveniente definir en cierto sentido integrales del

siguiente tipo:
t
[ 1w, (3.1)

de tal manera que dicha integral exista y sea coherente.

El hecho de que el movimiento Browniano es de variacién no acotada, lleva a que
no se pueda interpretar dicha integral en el sentido usual de una integral de Riemann-
Stieltjes.

Figura 3.1: Bernhard Riemann

46
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Se utiliz6 [21] para el desarrollo del capitulo, ya que muestra en una forma concisa

y clara el tema de la integral de Ito.

Figura 3.2: Thomas Joannes Stieltjes

3.2. Un poco de historia

Histéricamente, el concepto de integral para el caso en que el integrador es un
movimiento Browniano cuando el integrando es un conjunto de funciones
aleatorias con determinadas propiedades fue desarrollado por Kiyoshi It6 en 1944, en
un articulo titulado "Stochastic Integral"publicado en los
"Proceedings de la Academia Imperial de Tokio", aunque como Shiryaev constato y el
propio Itd reconocid, el primero en definir la integral estocdstica fue Norbert Wiener

en 1934 para integrandos no aleatorios suaves y de cuadrado integrable.

Figura 3.3: Kiyoshi Ito
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En palabras de Mandelbrot, la manera de definir la integral estocdstica es:

“.si [el integrador] estuviera reducido a un ndmero de saltos, tal
integral serfa simplemente una suma de variables aleatorias. De otra
manera, [la integral estocdstica] se construye con la ayuda de sumas
aleatorias auxiliares de la misma manera que una integral ordinaria se construye con
la ayuda de sumas auxiliares”.

Por tanto una integral estocdstica se define como el limite, en cierto sentido, de
una suma de variables aleatorias. La integral estocdstica una vez definida es una
integral que bdsicamente conserva las propiedades de una integral ordinaria, de
hecho es un operador lineal. Intimamente relacionado con este concepto estd el
relacionado con la ecuacién diferencial estocdstica. Bédsicamente una ecuacién
diferencial estocédstica es una generalizacién del concepto de ecuacién diferencial
ordinaria, es un modelo en el que la variacién en tiempo continuo, o diferencial, del
proceso solucién o variable dependiente de la ecuacién diferencial estocdstica, se
descompone en la parte de variacién debida a la variacién del tiempo, lo que
corresponderfa a una ecuacién diferencial ordinaria, y por otro lado a la parte
debida a la variacién en tiempo continuo de un movimiento Browniano, lo que le

confiere el calificativo de estocdstico a la ecuacién diferencial.

3.3. Definicion

Se quiere definir la integral estocdstica:

t
/ X,dWw,,

para ello es necesario recurrir a distintos pasos, primero se definird para procesos
simples y después, por aproximacién, para procesos mas generales.

Se considera el espacio medible (R,B(R)). Si F' es una funcién de distribucién
diferenciable (con derivada continua) entonces, si X es una funcién medible, la siguiente

integral puede ser calculada con la ayuda de la funcién de densidad:

[ x =[x

caso contrario, esta integral puede ser calculada como una de Lebesgue-Stieltjes, por

ejemplo, de ser X continua se tendria que:

/OtX(s)dF

() (r(5) 0 (5529)
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Esto se puede generalizar al caso en el que {X;};>0 es un proceso estocdstico con
trayectorias ¢ — X; (w) medibles. Sea {A¢}+>0 un proceso creciente (Ap (w) = 0 para
w €, y los caminos ¢t — A; (w) son crecientes, continuos por la derecha y E[A4;] < co
para todo t > 0), luego para cada w € ) se puede calcular la siguiente integral como

una de Lebesgue-Stieltjes:

t
I () = /0 X, (w) dA, ().

Se puede probar, bajo ciertas hipétesis sobre Xy, que I; (w) es B (R) —medible. Luego
I; es un nuevo proceso estocdstico. Este tipo de integral se puede generalizar para A;
con caminos de variacién acotada en [0, 7.

Para definir la integral se podria intentar precisarla para cada w usando una funcién
de densidad, pero W; (w) resulta no diferenciable. Entonces seria posible probar la
definicién de Lebesgue-Stieltjes, pero tampoco funcionaria debido a que las trayectorias
de W} no son de variacién acotada en el intervalo [0, T, y por lo tanto no diferenciable

en ningin punto.

Figura 3.4: Henri Lebesgue

3.4. Construccién de la integral de It6

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y F; una filtracién asociada al movimiento
Browniano W;. Recordando la idea de que las o—édlgebras contienen informacién
probabilistica acerca de las variables aleatorias, se puede expresar el hecho de que el
integrando X; pueda depender del movimiento Browniano W;, diciendo que {(X¢, F¢) }ter

sea un proceso estocdastico.
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Definicién 41 Un proceso estocdstico {Xt,ft}te[o,ﬂ serd llamado un proceso simple
st emisten 0 = tg < t1 < --- <t, =T, p € N ywvariables aleatorias §; Fi,—medibles,
i=1,---,p y &, variable aleatoria Fo—medible, todas acotadas de modo que X; (w) se

puede escribir como:

P
Xt (w) =X (tvw) = 50 (w) I{O} (t) + Zgz (w) I(ti—lyti} (t) )
i=1
los caminos X (t,-) del proceso simple X; son funciones escalonadas continuas por la

izquierda.

Definicién 42 Sea { Xy, ft}te[O,T] un proceso simple. Ahora se da paso para definir la
integral estocdstica Iy (X) para t € (tg,tg+1] como:

t
I (X) = /0 XedWy = 3 & (Wi, = Wi ) + € (We— Way)
1<i<k

o mas general para t € [0,T] :

t
I (X) :/0 XsdWs = Z & (Wt = Wi, _int) -
1<i<p

Teorema 43 (Propiedades elementales de la integral estocdstica). Sea { Xy, Fi}trefo 1]
un proceso simple. Entonces se tiene que:

L {1 (X) }ie0,) €s una martingala continua con respecto a {Fi}iepo11-

2. E ((fg XSdWS>2> —E (fg ngWS) para t € [0, T).

Prueba. (1) La continuidad se asume a partir de la continuidad de W;. Entonces
para probar que E (I (X) | F5) = I, (X) parat > s, considerese a t € (t;_1, ;] (si fuera
s = 0 se procede igual) y adicionalmente la hipdtesis sin pérdida de generalidad de

que k > [, ast:
E (It (X) | Fs)

k—1
= [ (IS (X) + q)l (th — Ws) + Z (0¥ (Wtz — Wti—l) =+ ‘I)k (Wt — Wtk—l) ’ fs>
i=l+1
k—1
= L(X)+E(® (W, - W) [ F)+ > E(Q; (Wy, - Wi, _,) | F)
i=l+1
+E (05 (Wi — Wiy ,) | Fs)
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ahora se observa que:

E((bl (Wti - WS) | -7:5)

k—1

= > B (Wi~ W) | F)
i=l+1

= [ ((I)k (Wt - Wtk_1) | fs)

= O,

en efecto, se realizara el calculo en el caso de B solamente, los otros dos casos restantes

son similares. Sea ¢ > [ + 1, luego para t;_1 > s se tiene que:

E ((I) (Wti - Wti—l) | ‘7:5)
= E (E ((I)i (Wti - Wti—l) | fti—l) fs)
= E (@iE (Wti - Wi, | Fti—l) | fs) =0.

(2) Sin pérdida de generalidad, se toma t = tj, luego:

E ok
E (L&Z (X)) =E qu)i@j (Wti - Wtz‘—l) (Wty‘ - Wtjfl) )
i=1 j=1

ahora, si j # 4, se dice j > i, entonces Wy — Wy _, es independiente de
;0 (Wy, — Wy,_,) (Wi, — Wy,_,) . Luego:

F ((I)iq)j (Wtz‘ - Wtifl) (Wtj - Wtjfl))
= B ((I)iq)j (Wti - Wti—l)) E (Wtj - Wtj—l) =0,

entonces:
BUR) — Y8 (2%, - Wi ,)?)
i=1
= zk:E (@?) E ((Wtz - Wtifl)Q)
i=1
- sz;E (®F) (ti —tio1) =E (/OtX§d5> - .

Proposiciéon 44 Si Wy, Wi son dos movimientos Brownianos independientes definidos

en (Q,F,P) y Xy, X; dos procesos simples, entonces

t t
E </ Xdes/ XSdWS> =0 parat € [0,T].
0 0
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Prueba. Tenemos que:

t [
E </ XdeS/ XSdWS>
o 0

— E Zk: D, (Wti - Wtifl) zk: (I)j (Wti B Wtj)
i=1 7=l
= zk: E <(I)z (Wtz - Wti—l) (fi)] (Wtj B Wtj_l)) ’
ij=1

ahora se da paso a analizar los sumandos, si ¢ # j, se dice j > 4, entonces Wtj — WN/t i1
es independiente de ®; (Wti — Wti—l) (AISj. Luego:

E <<I>Z~ (Wi, — Wi,_,) @ (Wt]. — ’thj))
= B (0 (W, ~ Wi,,) ;) B (W, — W) =o0.

Si en cambio, i = j, como <I>i<AISi es independiente de (Wti — Wti—l) <Wtj — Wtj) , Se

concluye que:
B (@ (Wi, = Wi,_) &, (W, — W3, ))
— B <<I>,§>Z-) E ((Wti ~ W) (Wtj - V[N/t].))
= B(@:5:) B (Wi, - Wi,_,) B (Wi, — W, ) =o0.
Por lo tanto, E <fg X . dW, fg )?des) =0parate[0,7]. m

Proposicién 45 (1) Se pueden definir integrales con limites generales:

T T t
/ X dWg = / X dWg — / XdWs,
t 0 0
parat <T.

(2) Linealidad de la integral estocdstica. Sean X eY procesos simples y a,b € R,
luego:

Prueba. Para una demostracion de este resultado puede consultarse [11], o bien

25]. m

Ahora se analizan para qué tipos de procesos {(Xj, Fy)},c; se definird la integral

estocdstica. Dado que se estdn usando procesos simples G; para las aproximaciones,
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éstas tendrdan como valor limite al integrando X;. Ahora, si se observan a los procesos
G+ como funciones:
[0,00) x Q2 — R,
(s,w) — X5 (w),

entonces resultan medibles en B (R). Luego, de aqui se concluye que también X; debe
ser medible en B (R).

Definicién 46 Sea {(X¢, F)},c(0 o) un proceso estocdstico. Este proceso es medible si
la siguiente aplicacion resulta medible en B (R™):
[0,0) x Q@ — R,
(s,w) +— Xg(w).

Definicién 47 Sea {(X, Fi)}eg o) un proceso  estocdstico. Este proceso  es

progresivamente medible si para todo t > 0 en la siguiente aplicacion es medible en
B(R"):
[0,t] x Q2 — R",
(s,w) — Xs(w).

Teorema 48 Si los caminos del proceso estocdstico {(X¢, Gt)}ep,00) SON continuos

por la derecha (o por la izquierda), entonces el proceso es progresivamente medible.

Prueba. Para una demostracién de este resultado puede consultarse [11], o bien
25]. m

Definicién 49 Se denotara por L? [0, T)] al espacio de todas las funciones real-valuadas,

medibles tal que:

L*0,7) = L?([0,7],9Q,F)

- {{(Xt,ﬂ)}te[o,ﬂ B </OT szdt> - OO} ’

donde se considera a la siguiente seminorma:

T
IX|% =B </O XEdt) .

La razoén por la que es elegida esta seminorma es por la siguiente propiedad de los

procesos simples:

I(X)|2 = E ((/OTXSdWS>2) _E (/OTXSds) — X2,



3. Integral de It6 54

para la cual la aplicacién:
X (X)),

esta restringida a los procesos simples, para los unicos que ya se han definido, por lo
que resulta ser una isometria llamada Isometria de It6. Esta isometria es la que va
a permitir definir la integral estocdstica en todo el espacio L?[0,T] recién definido.
Para ello primero se dard paso para ver que todo proceso X € L?[0,T] puede ser
aproximado por procesos simples, para luego definir la integral estocdstica de X como
el valor lfmite de las integrales simples, al cual existird y serd tinico por la completitud

de L% (Q) y la isometrfa mencionada. Similarmente se define LP [0, T] para p > 1.

Teorema 50 Dado X € LP[0,T] con p > 1, existe una sucesion X™ de procesos

simples con
T
lim E </ (Xs — X;”)pds> =0.
m——o 0

Prueba. Sea X € L?[0,T] continuo y acotado. Considere a:

m

X7 (w) = Xo (@) Loy (8) + D X 1yr/m L-1)7/moirym) (£)

=1

entonces se mostrard que X" (w) "—° X (w) para todo (t,w) € [0,T] %, con lo cual,
la convergencia deseada queda como consecuencia del teorema de convergencia domi-
nada. En efecto, si X € LP [0, T] es sélo acotado y se define a Gt (w) = fot X (w) ds, la
cual es F; medible, para m € N con m suficientemente grande tal que t — 1/m > 0, el

siguiente proceso es continuo y acotado:

Fm_ G (W) = Gi1ym (W)
t 1/m )

luego por el teorema anterior resulta progresivamente medible y asi pertenece a LP.

Por el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue se tiene que:

lim X" = X, (w),

m—->00

para todo (¢,w) € [0, T]x£2, salvo un conjunto de medida cero. Luego, por el teorema de

convergencia acotada, [ ( fOT (X — X[ dt) "2 0. Con lo que ahora se puede elegir

una subsucesién X" = Xmn de procesos simples con
E (fOT | X7 — X¢|P dt) "72° 0. Sea ahora X € LP[0,T] cualquiera. Ahora se define

lo siguiente:
X" (w) = X (@) L x,1<m) (@) 5
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estos procesos estdn acotados y como ‘Xtm’ < |X¢|, por el teorema de convergencia

T, _ p .
E(/ ‘X;”—Xt’ dt) m—pe
0

Ahora, se puede elegir una subsucesién X" = X" de procesos simples tal que:

T
E (/ X7 — Xy P dt) "0,
0

dominada:

y se aplica lo anterior. m

Definicién 51 Sea X € L?[0,T] y {X™} una sucesion de procesos simples tales que
|X — X™|| — 0. Luego, se define la integral estocdstica de Ité como:
t t
L(X)= [ X, dW,= lim [ X™dw,,

0 m—00 0

para 0 <t < T y donde el limite es tomado en L? (Q, F, P).
Proposicién 52 La integral estocdstica estd bien definida.

Prueba. Por la isometria de Ito:
[ e (X™) = I (X)), = [T (X™ = X™)|[ = | X™ = X",

para 0 < ¢t < T, con lo cual I; (X™) es una sucesién de Cauchy en L? (Q, F, P) y por
lo tanto, existe su limite I; (X).Ahora se vera que el limite I; (X) es independiente de
la sucesién que lo aproxima. En efecto, si X™, Y™ € L? son procesos simples tales que
[X —X™| — 0y |[|[Y —Y™|| — 0,e I, (X),I;(X) son los limites en L? de I; (X™)

e I} (Y™) respectivamente, entonces:

11 (X) = I (0],
< LX) = L (X™) g+ |7 (X) = L (Y™)[|, + 1 (X™) = L (Y™,
= A+B+|X"-Y"|
< A+B+|X™ X[+ Y™~ X||m — 00,

donde A = || (X) — L, (X™)||,, B=||I; (X) — I (Y™)]||, y conlocual I (X) = I} (X)

a.s. |

Ejemplo 53 Se encontrard el limite de la sucesion Vi, = > 0" Wy, (Wti — Wti71)

en L?, paran = 1,2,---. En este caso se tiene que f (t;_1) = W, _,, por lo que V,, es
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claramente una variable aleatoria. Asi:

Vi = ZWtifl (Wti - Wtifl)
=1

= S (W W W)W, — (W - )]

i=1
- 3w - e - g - Soam?|

i=1 =1

por lo cual,
a3 =SS - -] <o

es decir, .

nﬁ“ooZ Wi, (Wtz‘ - Wtz’—l) = % (Wt2 - t) J

i=1

es decir,

t
/ WodW, = (W2 —1).
0 2

Propiedades de la integral estocastica

Las propiedades bésicas de la integral de It6 son resumidas en el siguiente teorema,

sélo se mencionan algunas de ellas aqui.

Teorema 54 Sean X y Y procesos, entonces:

a) La integral Iy es lineal, es decir, para ¢, b constantes y para cualesquiera procesos
X yY, se cumple que:

o) t t
/ (cXs + bYs)dW, = c/ XsdWs + b/ Y.dWs, c.s.
0 0 0

b) Cumple con la propiedad de martingala, es decir:

t T
E [/ XsdWs | Fr} :/ X dWy, para r < t.
0 0
c¢) Tiene la propiedad de isometria:

(/Oooxtdwt>2 =E [/Oooxfdwt} :

d) Tiene esperanza cero, es decir, para cualquier proceso X :

t
E </ Xde5> =0, c.s.
0

o) B (5 XedWy) (J5° Vi) = B3 XpYiaw]

E
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Prueba. Se prueba usando las aproximaciones por procesos simples y la propiedad

de linealidad, o bien, puede consultarse [6],[11],[13],[14] y [15], por ejemplo. m

3.5. La féormula de 1Ito6

Casi siempre una integral de Riemann no se calcula a partir de la definicién, en lugar
de ello existen férmulas bien conocidas para calcular integrales. La misma situacién
se presenta para integrales estocdsticas, en casos muy raros se calculan éstas a través
de su definicién. La férmula de Itd es la herramienta fundamental para este tipo de
integrales. Aun cuando una ecuacién diferencial estocdstica es la notacion simplificada
de una integral estocdstica, las reglas que se establecen con la notacién diferencial y los
resultados que a partir de ellas se desprenden son consistentes con las propiedades de
la integral estocdstica. Asombrosamente, la diferencial estocdstica permite, en muchos
casos, obtener resultados de manera mas rapida y sencilla sobre la integral estocdstica.
Se enuncia a continuacién una versién simple de la férmula de It6. En lo sucesivo se
hard referencia a las siguientes espacios de funciones. Una funcién real de variable
real es de clase C! cuando es diferenciable y su derivada es continua. Andlogamente,
una funcién es de clase C?, si es dos veces diferenciable y su segunda derivada es una

funcién continua.

Teorema 55 (Férmula de Ité I) Sea f () una funcién de clase C?. Entonces:

f (W) — f (Wo) =/0 (W) dWs + ;/0 " (Wy)ds.

Prueba. Para ver una demostracién de este teorema se puede consultar [11], [13],
[14], [21], [25], o bien, [29]. m
Una forma de obtener este resultado es usando el teorema de Taylor. Para una

funcién f (x) suficientemente suave, se tiene que:

f(x) = f(z0) + f' (o) (x — x0) + R (),
donde:
T 1
R@)= [ 1@ @=tde= [ (1=0) 1" (o +0 (o~ w0) (&~ a0)* o,
o 0
por lo tanto, si 0 =ty < t; < --- < t, =t es una particién de [0, ¢] entonces:

f (W) = f(Wo)

n

= Z [f W) — f (Wtkfl)]

k=1

n 1 n
= > (W) AW, +/ (1=0)>" 1" (Wh,_, + 0AW,) (AW;) dO.
k=1 0 k=1
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Al tomar el limite cuando n — oo las sumas convergen casi seguramente y entonces

se obtiene la igualdad:

— f (W)

_ /f dW+/ 1—9)</tf”(Ws)ds>d9
= /f ) AW + = /f”

Esta tltima ecuacién es una versién estocdstica de la regla de la cadena del célculo

diferencial usual, y es comtn escribirla en su forma diferencial del siguiente modo:
1
df (Wy) = f" (W) dW, + 5 f" (W) dt.

Ejemplo 56 Sea f (z) = %x2. Entonces por la féormula de Ité tenemos que
1 1 t I
§WE— 2W5:/ Wdes+2/ 1ds,
0 0

es decir:
1

t
1
/0 WSdWS = §Wt2 - Qt
Definicién 57 Sean b (t,z) y o (t,x) dos funciones de [0,T] x R en R. Una ecuacion

estocdstica es una ecuacion de la forma:
dX; = b(t,Xt) dt —|—0’(t,Xt) dWy, (32)

definida para valores de t en el intervalo [0,T], y con condicion inicial la variable
aleatoria Xo que se supone Fo—medible e independiente del movimiento Browniano.

La ecuacion (3.2) se interpreta como la ecuacion integral:

t t
Xt:X0+/ b(s,XS)ds—i—/ o (5, X.) AW, (3.3)
0 0

en donde la primera integral es en el sentido de Riemann, mientras que la seqgunda es

una integral estocastica. Al proceso Xy se le llama proceso de Ito.

En la ecuacién (3.3), b(t,x),0 (t,z) y Xo son conocidos mientras la incégnita es
el proceso X;. La funcién b (¢, x) es llamada coeficiente de tendencia o deriva (drift en
inglés) mientras que o (¢, ) es el coeficiente de difusién. Bajo este contexto, para la
solucién de este sistema se deben pedir condiciones en los coeficientes, lo cual conduce

a ver el siguiente:
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Teorema 58 (existencia y unicidad) Si los coeficientes b(t,x) y o (t,x) de la

ecuacion (3.2) satisfacen la condicion de Lipschitz en la variable x :
b(t2) = b(ty)* + o (t.2) —o (ty)* < Ko —yl*,
y la condicion de crecimiento en x :
bta) +lo (t2) < K (1+]o)

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico {X;} solucion de
la (3.2) que es adaptado a la filtracion, tiene trayectorias continuas, es uniformemente
acotado en L? (P) y ademds es inico en el sentido de indistinguibilidad. En tal caso a

tal solucidn se le llama solucidn fuerte de la ecuacidn estocdstica.

Prueba. La demostracién es semejante al caso determinista, y hace uso del método

de iteraciones de Picard. Mediante este método se define la sucesién de procesos:
X" = X,
t ¢
X = x4 / b (s,XS(”)> ds + / o (s,XS(”)) AW,
0 0

Es necesario verificar que los integrandos son efectivamente susceptibles de ser
integrados respecto de la diferencial respectiva. Para comprobar que tal sucesién
de procesos es convergente se demuestra que, con probabilidad uno, esta sucesién
constituye una sucesién de Cauchy en el espacio de funciones continuas C'[0, 7]
respecto de la norma uniforme |[|[X|| = supg<;<r|X¢|. Dado lo anterior, existe
entonces un proceso continuo X, tal que con probabilidad uno, Xt(n) converge a X
de manera uniforme en el intervalo [0,7]. Adicionalmente puede demostrarse que el
proceso lfmite es L?—acotado en [0,7T] y que la convergencia Xt(n) — X, también
es valida en L2 (P). También debe demostrarse que el proceso limite es efectivamente
solucién de la ecuacién estocdstica. Para ello se toma el limite en la ecuacién que define
las iteraciones, y se verifica la convergencia uniforme en [0,7] con probabilidad uno,
término a término. m

Observe que el teorema anterior no establece la forma de encontrar la solucién a una
ecuacién estocastica dada, sino que asegura tnicamente la existencia de dicha solucién.
La siguiente versiéon de la férmula de It6 es un resultado bastante 1til para resolver

algunas ecuaciones estocdsticas y generaliza la versién anteriormente enunciada.

Teorema 59 (Formula de Ité II) Si {X;} es un proceso de It6 dado por (3.2)
y f(t,z) es una funcion de clase C* en t y de clase C? en x, entonces el proceso

Y: = f(t, X:) es también un proceso de Ité y satisface la ecuacion estocdstica:

AYi = fi= (6 X0 dt 4 fo (0 X dX 4 3 fae (6 X0) @XD2. (34)
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Observe que como las derivadas tnvolucradas son funciones continuas, las integrales

estocdsticas resultantes estdn bien definidas.

Prueba. Para ver una demostracién de este teorema se puede consultar [11], [13],
[14], [21], [25], o bien, [29]. m

Los subindices indican derivada y (3.2) se substituye en (3.4) usando la
siguiente tabla de multiplicacién de McKean o también llamadas reglas empiricas de

diferenciacién estocéstica:

X dt | dWy
dt 0 |0
dW; | 0 | dt

Esto se debe a que, por ejemplo, en el cdlculo de variables reales, si ¢ es una variable
independiente, se tiene que el cuadrado de una cantidad infinitesimal, (dt)Q, es una

cantidad despreciable y se escribe:
(dt)? =0,

en otras palabras, si algo es pequeno, entonces su cuadrado es todavia m&ds pequeno.
De hecho, (dt)* = 0 si @ > 1. La regla central del cdlculo estocdstico, que hace
la distincion con el cédlculo de variables reales, es que el cuadrado de una cantidad
infinitesimal normal es significativo. Especificamente, se tiene que si W} es un movimiento

Browniano estandarizado, entonces:
(dWy)? = dt, (3.5)

y formalmente el cdlculo estocdstico produce:

/0 A /0 Cds—t, (3.6)

lo cual se denota en forma méds simple como (3.5). Asimismo, obsérvese que:
(dt) (dW;) = (dt) (d1)"/? = (dt)*/?,
la cual es de nuevo una cantidad despreciable, es decir:
(dt) (dWy) = 0.
Ejemplo 60 Considérese el proceso Xy = W, y la funcion f (t,z) = tz, entonces:
d(f (W) = fo (6, W) dt + fo (£, W) dW; + %fm (t, W) (dW3)?

es decir:
d (tWy) = Widt + tdWy,
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en otras palabras, esta ultima ecuacion es la forma diferencial de

t t
/ sdWs = tW; — / Wds.
0 0

Ejemplo 61 EIl segundo ejemplo que se desarrolla tiene como propdsito mostrar que
las reglas del cdlculo diferencial de wvariables reales no se preservan en el cdlculo
estocdstico, debido esencialmente a que (dVVt)2 = dt, ademds se presenta al
movimiento Browniano geométrico como solucidn de una ecuacion diferencial

estocdstica. El movimiento Browniano geométrico es el proceso solucion de la ecuacion

estocastica:
dS; = ,LLStdt + oS dWy, Xo = xo, (37)
. . gy _ 1 0%y __ 1 oy __
donde pp € R y 0 > 0. Siy = InSy, entonces 55 = 7, 057 = "2 Yoo = 0. El

comportamiento del movimiento Browniano geométrico se puede observar en la Figura

3.5. De la aplicacion del lema de Ité en su forma diferencial (3.4), se tiene:

1
dln Sy = <u— 202> dt + odW;. (3.8)
Observese que:
1
dlnS; = p=50 dt + odW; (3.9)
L
= udt+0th—§0 dt
= — — —o%dt
s, 27
si = fuese una wvariable real, dlnx = dx/x, sin embargo, si S; sigue un

movimiento Browniano geométrico, esta regla no se cumple, ya que se tiene un
término adicional, a saber, %azdt, como lo muestra la expresion (3.9). La

correspondiente integral estocdstica de la representacion (3.8) estd dada por:
t 1 t t
InS; = lnSo—F/L/ du—a2/ (th)2+U/ dW
0 2 Jo 0
1
= InSy+ <,u — 202> t+ oWy,
es decir, la solucion a la ecuacion (3.7) es:

1
S; = Sy exp [<u - 2a2> t+ aWt] .

En la Figura 3.5, se presentan cuatro gréficas de la simulacién del movimiento

Browniano geométrico para distintos pardmetros:
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Movimiento Browniano Geometrico con  Movimiento Browniano Geometrico con
mu=0.1 y sigma=0.05 mu=0.1 ysigma=0.1

o o
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 & 8 10 0 2 4 & 8 10
Movimiento Browniano Geometrico con  Movimiento Browniano Geometrico con
mu=0.1 ysigma=0.15 mu=0.1 ysigma=10.2
=+ - =+ -

Figura 3.5: Movimiento Browniano Geométrico

Ejemplo 62 Se demostrard que el proceso X; = % es la solucion de la ecuacion
diferencial estocdstica dX; = —%dt + %Hth, con condicion inicial Xg = 0. En
efecto, sea f (t,x) = 9. El proceso Xy = f (t,W) cumple la condicién inicial y por

la formula de Ito satisface la ecuacion:

1
dXy = fi(t,Wy)dt + fp (t, W) dW; + §f'm (t, Wy) dt

Wy 1
= - dt + aw;
1+62 1+t

X, 1
- dt + ——dWw,.
T

Proposicién 63 Para el movimiento Browniano geométrico se cumple lo siguiente:
1. E(St) = Soe“t.
2. Var (S;) = SZe2t (e"Qt - 1)

3Cmmﬁsgzs&mwﬂ@“”—Q,mmogrgt
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Prueba. Se usard el hecho de que la funcién generadora de momentos de la

distribuciéon N (,u, 02) es M (s) = exp (,u,s + 10232) Para la esperanza se tiene que:

E(S;) = E <So exp K” — ;&) t+ thD

= Spexp [(M — 202) t} E (exp (cW))
1 1

= Spexp [<u — 202> t} exp [21502}

= Soeut.

Ahora para la varianza:

Var(S;) = Var (so exp K“ — ;(;2) t+ JWt]>

i ) -
= S2exp 2(,u—2 2)15 Var (exp (cWy))

= S2exp _2 <,u 1 2) t_ [E (exp (20W;)) — E? (exp (cWh))]

= S2exp |2 (,u — ;a2> t [exp (;t (20)2) — exp (2 (;tﬁ))}
= Sae*mt (e”Qt - 1) .

Finalmente, para la covarianza primero se calculard E (S;S,). Es claro que
Wi + W, = 2W, + (W, — W,.), siendo estos sumandos independientes, entonces:

E(S5,S,) = E(Soepru—l )(t+r)+a(Wt+W)]>

[ 1
= 5§ exp < —5° 2) (t+7)| E(explo (W + W;)])

[ 1
= Sjexp < - 202> t+7)|E(")E (es<wt—wr))
= S3exp < ;O’Z> (t+7) 327"026%(1577«)02

= Sjexp[p(t+r)+ro?
Por lo tanto:

Cov (St,ST) = E(StST) — E(St)E(ST)
Sg 6u(t+r)+r02 _ Sg eh(t+r)
= S2enltn) <em2 — 1) .|

A continuacion se presenta la definicién del proceso de Ornstein-Uhlenbeck y se

obtiene su solucién con base en el lema de Ito.
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Este modelo fue propuesto por Ornstein y Uhlenbeck para modelar la velocidad

del movimiento difuso de una particula en intervalos de tiempo pequenos.

Definicién 64 Sean a y o dos constantes positivas. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck

es aquel que se refiere a Xy solucion de la ecuacion estocdstica:
ClSt == —aStdt + O'th. (310)

La variable S; se interpreta como la velocidad de la particula al tiempo ¢. La parte
determinista —a.Sy corresponde a la fuerza de friccién, y el sumando cdW; es un ruido
aleatorio. Se encontrara la solucién de esta ecuacién.

Se considera una solucion de la formas:
t
Sy =al(t) [So —l—/ b(s) dWs] , (3.11)
0

en donde a (t) y b(t) son funciones diferenciables. Derivando de la expresién (3.11) y

usando la férmula de It6 (3.7) se obtiene:

dS; = d (t) [So + /0 tb(s) dWS} dt+a(t)b(t) dWy

AW
= S St a b0 AW,

lo cual implica que las funciones a (t) y b (t) deben cumplir las ecuaciones ZI((;)) =—a,y
a(t)b(t) = 0. Suponiendo a (0) = 1 se obtiene a (t) = exp (—at), y b(t) = oexp (at),

con lo que substituyendo en la férmula (3.11), se obtiene que:

t
S; = Spe % + o / e =) g, (3.12)
0

En la Figura 3.6, se presentan cuatro grificas de la simulacién del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck para distintos pardmetros, en ella se observa que se trata de un
proceso estocdstico que, a grandes rasgos, describe la velocidad de una particula bajo la
influencia de la friccién. El proceso es estacionario, Gaussiano y Markoviano, y es el
dnico proceso no trivial que satisface estas tres condiciones. Con el tiempo, el proceso
tiende a desviarse hacia su media a largo plazo, es decir es un proceso con reversién a
su media.

El proceso puede ser considerado como una modificacién de una caminata aleatoria
en tiempo continuo, en la que las propiedades del proceso han sido cambiadas de modo
que hay una tendencia de moverse hacia una posicién central, con una mayor atraccién

cuando el proceso estd més lejos del centro.
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Proceso de Ornstein/Uhlenbeck con
alfa= 0.1y sigma=0.01

Proceso de Ornstein/Uhlenbeck con
alfa= 0.1y sigma = 0.02

= x
=1 1 (=
2o | e
-] =
== =
(=] (=
3 4 b=
(=] L=
& b
o o

I I I I | I I I I I I I

0 2 4 [ 8 10 0 2 4 6 8 10

Proceso de Ornstein/Uhlenbeck con Proceso de Ornstein/Uhlenbeck con

alfa= 0.1y sigma=0.03 alfa= 0.1y sigma=0.04

= =
o } [=]
| L
= o
= =
o (=
8 4 3
o L=
8 4 8
=1 (=

Proposicién 65 Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se cumple lo siguiente:

Figura 3.6: Proceso de Ornstein - Uhlenbeck

1. E (St) = Soe’at.

2. Var
3. Cov

(St) = % (1—e20t).
(S, Sr) = & (1 — e~ 2emin{tr}y

Prueba. Tomando esperanza en la ecuacién (3.12) se tiene que:

E(S:) =

t
E <Soe_“t + 0/ e_“(t_s)dWs)
0

t
= Spe @+ E (a/ e_“(t_s)dWs)
0

—at
= SOe )
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la ultima igualdad se da del hecho que la integral estocdstica es una martingala que

inicia en cero. Para el cdlculo de la varianza de S; se hard uso de la isometria de It0.

t
Var(S;) = o*Var (/ e_o‘(t_r)dWT>
0

t 2
= o’E ( / ea@’”)dwr)
0
t
_ J2 (/ eZa(tr)dT>
0

1 t
— 026720115 762047“
2a 0

2
o B
20 (1-e 2at>'

Para la covarianza primero se considera que 0 < r < ¢, entonces:

Cov (St, S,«) = E (StST) —E (St) E (ST)

t t
= E {(Soe_o‘t + J/ e_a(t_s)dW5> <5’06_°‘r + U/ e_a(t_“)qu>]
0 0

_Sge—a(t—H")

t r
= o’E </ e_a(t_r)dWr/ e_a(r_“)qu) ,
0 0

la primera integral puede descomponerse en la suma de dos integrales, una sobre el
intervalo [0,7] y otra sobre (r,t]. Dada la propiedad de incrementos independientes
del movimiento Browniano, el segundo sumando desaparece. De modo que, por la

isometria de Ito, se obtiene que:

r 2
Cov(S;,S,) = o’E ( / ea<7"“>qu>
0

= 0’2 / e—Oé(T’—u)du
0

2
o _
2 (1 — 20”)

el otro caso es completamente andlogo, obteniendo finalmente como resultado que la
Cov (S, 8y) = & (1 — e 2emin{tr}) - g

Ahora se presenta el puente Browniano sobre el intervalo [0, 1], donde en los ex-

)

tremos de este intervalo el proceso se hace cero.

Definicién 66 El puente Browniano, en el intervalo [0,1] es aquel proceso {S;} que
es solucion de la ecuacion estocdstica:
St
1—-1t

S, = ——Ldt + dw, (3.13)

donde t € [0,1) y Sp = 0.
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En la Figura 3.7, se presentan cuatro graficas de la simulacién de un puente

Browniano para distintos pardmetros:

Puente Browniano con Puente Browniano con
alfa= 0.1y sigma=0.2 alfa= 0.1ysigma=04
= a
o | o |
o o
P h‘\.r\/""’ = = ,‘U" A - M
2 2y N MYV ATYV A
0 0
=l =N
o | a |
T T T T T T TN T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
t t
Puente Browniano con Puente Browniano con
alfa= 0.1y sigma=0.6 alfa= 0.1y sigma=0.8
o o
o | |
(=] o

-] ww
SN o
2 897 VT OE 8- W\M/

0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

0.5

-1.0
-1.0

Figura 3.7: Puente Browniano

Para encontrar la solucién a la ecuacion (3.13) se propone una solucién de la forma:

Sy =a(t) [50+ /O t - ! dWS] : (3.14)

-5
donde a (t) y b(t) son dos funciones diferenciables y Sy = 0. Derivando se obtiene
que:

dS; = d (t) {SO + /0 tb(s) dWS} dt +a (t) b (t) dW;

_ 7@ a
= 0 Sydt + a (t) b (t) AWy,
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igualando los coeficientes se obtienen las ecuaciones (Z/((f)) =L ya®)b(t) =1
Suponiendo que a (0) = 1 se obtiene que a (t) = 1 —t y por lo tanto b(t) = . Por
lo que substituyendo en la solucién (3.14), se obtiene que la solucién a la ecuacién

diferencial estocdstica (3.13), es

t
—(1—
Si ( t)/ol—s

Proposicién 67 Para el puente Browniano se cumple lo siguiente:
1. E(Sy) = 0.
2. Var(Sy) =t(1—1).
3. Cov (S, Sp)=r(1—1t), para 0 < r <t.

dWs.

Prueba. Para la esperanza se tiene que la integral es una martingala continua que

inicia en cero, por lo tanto [ (S;) = 0, para la varianza, utilizando la isometria de Ito,

Var (S)) = (1—t)2Var</t1i )
E— </ dw>
- aeon( [ () )

=)
- t(1-1),

se tiene que:

por tdltimo, sea 0 < r < ¢, entonces:

Cov (St, ST) = [E (StSr,«) —-E (St) E (ST)

_ (1—r)(1—t)E(/OT1iuqu/0tliuqu>,

la segunda integral puede descomponerse en la suma de dos integrales, una sobre

el intervalo [0,7] y otra sobre el intervalo (r,t]. Dada la propiedad de incrementos

independientes del movimiento Browniano, el segundo sumando desaparece. De modo

([ )]
1<1u) a

0
T
1‘“]0

que, por la isometria de Itd, se puede concluir que:

Cov(S,S,) = 1-r)1-0E

= (1-r)(1-t

|
|

J1-1)
- 1-n(-1

(
(1—t
)

= r(l1-—t).



3. Integral de It6 69

Como era de esperarse, la varianza se anula en los extremos del intervalo pues alli
el proceso es cero con probabilidad uno. Obsérvese ademds que la varianza se hace

méxima exactamente en la mitad de dicho intervalo. m



Apéndice A

Programas de simulacion del
movimiento Browniano

El movimiento Browniano puede considerarse como el limite de caminatas
aleatorias. Sea [0, T] un intervalo de tiempo. Considérese n variables aleatorias &1, ..., §,,
independientes, idénticamente distribuidas, centradas y de varianza % Se forman las
sumas parciales:

Rp=&+...+&, k=1,..,n
El teorema central del limite dice que cuando m tiende a infinito, la sucesién R,
converge hacia una N (0,7) .

Ahora se considera el proceso estocdstico continuo S, (t) construido por

interpolacién lineal a partir de los valores:

Sh (kT> Ri, k=0,...,n
n

es decir, se colocan las sumas parciales R1, Rs, ... en los instantes E’ 23, 351,

Se verifica una versiéon funcional del teorema central del limite, conocida con el
nombre de principio de invarianza de Donsker, que dice que la sucesién de procesos
estocdsticos S, (t) convergen hacia el movimiento Browniano en [0,77].

También puede realizarse una simulacién de las trayectorias brownianas mediante
series de Fourier con coeficientes aleatorios. La representaciéon de Paley-Wiener del

movimiento Browniano es:

sin nt/2)

B; = , t e [0, 277] R

20 T Z
donde las Z,, n = 0,1, ... son variables aleatorlas independientes que se distribuyen
como una N (0,1). La serie converge uniformemente en [0,27], para cada w, casi
seguramente.

Para utilizar esta férmula en la simulacién de las trayectorias brownianas se debe
elegir el nimero M de funciones trigonométricas y el nimero N de puntos de
discretizacién de las funciones:

M
t; 2 sm (nt; 2

n=1

70
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dondetj::%%,j::(Ll,”wﬁW
A partir de lo anterior, se muestran los programas de simulacion de los procesos

estocdsticos vistos a lo largo de la tesis; cuyo trabajo se realizé en el sofware estadistico

R.

A.1. Movimiento Browniano

#Simulacion simple de un movimiento Browniano
N<-100

T<-1

Deltat<-T/N

z<-numeric(N+1)

t<-seq(0,T,length=N+1)

for (i in 2:(N+1))
z[i]<-z[i-1]+rnorm(1)*sqrt(Deltat)
plot(t,z,type="1",main="Movimiento Browniano")
z<-c(0, cumsum(sqrt (Deltat)*rnorm(N)))

A.2. Aproximacién de una caminata aleatoria al
movimiento Browniano

#Aproximacion del movimiento Browniano
mediante una caminata aleatoria n=10

par(mfrow = c(2,2), mar=c(2,2,1,1), oma=c(1,1,0,0), mgp=c(2,1,0))
old.par <- par(mfrow=c(2,2),mar=c(2,2,3,1))
mediante una caminata aleatoria n=10

n<-10

T<-1

t<-seq(0,T,length=100)
S<-cumsum(2* (runif (n)>0.5)-1)
z<-sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
z<-as.numeric(z)/sqrt(n)
plot(t,z,type="1",ylim=c(-1,1))

#Aproximacion del movimiento Browniano
mediante una caminata aleatoria n=100

n<-100

S<-cumsum(2* (runif (n)>0.5)-1)
z<-sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
z<-as.numeric(z)/sqrt(n)
plot(t,z,type="1",ylim=c(-1,1),1ty=2)

#Aproximacion del movimiento Browniano
mediante una caminata aleatoria n=1000
n<-1000
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S<-cumsum(2* (runif (n)>0.5)-1)
z<-sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
z<-as.numeric(z)/sqrt(n)
plot(t,z,type="1",ylim=c(-1,1),1ty=3)

#Aproximacion del movimiento Browniano
mediante una caminata aleatoria n=10000
n<-10000

S<-cumsum(2* (runif (n)>0.5)-1)
z<-sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
z<-as.numeric(z)/sqrt(n)
plot(t,z,type="1",ylim=c(-2,2))

A.3. Movimiento Browniano geométrico

#Movimiento Browniano geometrico
r<-1

sigma<-0.5

S0<-10

N<-100

T<-1

Deltat<-T/N

z<-numeric (N+1)
t<-seq(0,T,length=N+1)

for (i in 2:(N+1))
z[il<-z[i-1]+rnorm(1) *sqrt (Deltat)
S<-S0*exp ((r-(sigma~2)/2) *t+sigma*z)

plot(t,S,type="1",main="Movimiento Browniano Geometrico")

A.4. Movimiento Browniano geométrico

MBGderiva<-function(x,mu=0.1) {mux*x}
MBGvolatilidad<-function(x,sigma=0.1) {sigma*x}
Tmax<-10

Nsim<-1000

dt<-Tmax/Nsim

tvector<-dt*0:Nsim

dW<-sqrt (dt)*rnorm(Nsim)

X<-0:Nsim

X[1]1<-1

mu<-0.1

par (mfrow=c(2,2))

for(j in 1:4){

sigma<-0.05%]

title<-paste("Movimiento Browniano geometrico con
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mu =",round(mu,2)," y sigma =", round(sigma,2))

for(i in 1:Nsim) {X[i+1]<-X[i]+MBGderiva(X[i],mu)*dt+MBGvolatilidad
(X[i],sigma)*dW[i]}
plot(tvector,X,type=’1’,xlab="t",ylab="X(t)",ylim=c(0,4) ,main=title)
points(tvector,X[1]*exp(mu*tvector), type=’1l’, 1lty=2)}

A.5. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

OUderiva<-function(x,alfa=0.1,kappa=1) {kappa*(alfa-x)}
OUvolatilidad<-function(x,sigma=0.02) {sigma}
Tmax<-10

Nsim<-1000

dt<-Tmax/Nsim

tvector<-dt*0:Nsim

dW<-sqrt (dt)*rnorm(Nsim)

X<-0:Nsim

alfa<-0.1

kappa<-1

X[1]<-alfa

par (mfrow=c(2,2))

for(j in 1:4){

sigma<-0.01x*j

title<-paste(Proceso de "Ornstein/Uhlenbeck con

alfa = ", round(alfa,2), "y sigma =", round(sigma,2))
for(i in 1:Nsim) {X[i+1]<-X[i]+0Uderiva(X[i],alfa,kappa)
*dt+0Uvolatilidad (X[i],sigma)*dwW[i]}
plot(tvector,X,type=’1’,ylim=c(0.05,0.15) ,xlab="t",
ylab="X(t)’,main=title)

abline(h=alfa)}

A.6. Puente Browniano

#Puente Browniano

library(sde)

alfa<-0.1

par (mfrow=c(2,2))

for(j in 1:4){

sigma<-0.01x%j

title<-paste("Puente Browniano con

alfa = ", round(alfa,2),"y sigma =", round(sigma,2))
plot (BBridge,type=’1’,ylim=c(0.05,0.15) ,xlab="t",
ylab="X(t)’,main=title)

abline(h=alfa)}
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