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Resumen

En este trabajo desarrollamos un modelo matemático que logra

recuperar la con�guración espacial de la �or de la planta Arabidop-

sis thaliana. Dicha con�guración es observada todas las Angiospermas

(aproximadamente 250,000 especies) y en todas ellas, excepto en la La-

candonia schismatica consta de sépalos, pétalos, estambres y carpelos

de la periferia al centro de la �or, respectivamente. En la Lacandonia

schismatica los estambres son centrales y los carpelos las rodean.

Iniciamos construyendo un sistema dinámico discreto a partir de da-

tos experimentados formalizados en reglas lógicas por estudios previos.

De éste obtenemos información que nos servirá para construir un campo

potencial que gobernará la dinámica del modelo continuo, que consta

de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reacción difusión.

El potencial construido estará de�nido por trozos y constará de cuatro

cuencas, la localización y tamaño de éstas cuencas estarán dados por

la información obtenida del sistema dinámico discreto. Analizando las

ecuaciones obtenidas, a partir de hechos biológicos y resultados mate-

máticos, observamos que el sistema se puede simpli�car, dando lugar a

dos ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas.

Empezamos por resolver las ecuaciones en la primera cuenca en

la que tenemos condiciones de frontera. Para encontrar la solución en

este primer caso utilizamos la teoría de Sturm-Liouville (S-L) y encon-

tramos que, ajustando parámetros, el problema de valores propios de

S-L se reduce a resolver la ecuación de Bessel. Resolvemos esta última

utilizando el método de Frobenius. Para las cuencas subsecuentes, ten-

dremos condiciones iniciales completas por lo que nos quedará resolver
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6 RESUMEN

problemas de valores iniciales. Finalmente, pegando suavemente las so-

luciones obtenidas recuperamos el orden espacial observado en �ores

reales.

Habiendo construido el modelo y comprobado que se comporta co-

mo esperado, buscaremos validarlo para �ores mutantes y lo utiliza-

remos para plantear predicciones novedosas. La investigación desarro-

llada en esta tesis sienta las bases para dar una explicación para ar-

quitectura única de la �or de Lacandonia schismática. La metodología

aquí propuesta proporciona una forma de identi�car qué genes o com-

binaciones de genes pudieran haber sido responsables de la inversión de

verticilos. Por último consideramos que esta metodología es lo su�cien-

temente general, como para ser utilizada para estudiar otros organismos

vivos.



Introducción

El campo de las biomatemáticas, que surge de la interacción entre

dos grandes disciplinas, es cada vez más grande y especializado. En

particular, gracias a los avances en los últimos cincuenta años en la

biología molecular, surge un nuevo campo de estudio multidisciplina-

rio, llamado biología de sistemas, que requiere de la participación de

la biología, las matemáticas, la física, la química y las ciencias de la

computación.

En la década de los cincuenta y sesenta se descubrió la estructura del

ADN y el código genético. Se encontró que la información contenida en

los genes determina la estructura de las proteínas involucradas en el me-

tabolismo celular [CBBWT61]. En 1995 se obtuvo el primer genoma

completo de un organismo vivo, la Haemophilus in�uenzae [FAW+95].

Actualmente se conoce el genoma completo de alrededor de 1500 espe-

cies, incluyendo la secuencia completa del ser humano [Ste01]. Gracias

a estos avances, se lograron entender fenómenos que pueden asociarse

a un solo gen o a un controlador genético compuesto de unos cuantos

genes. Sin embargo en los últimos años, se ha visto que la compleja

estructura y funcionamiento de los seres vivos no es resultado directo

de la acción de genes individuales, sino que emerge de la interacción

entre éstos y los mecanismos de regulación de la expresión genética en

todo el genoma en conjunto con otras fuentes de restricciones, tales

como la geometría de los dominios de diferenciación celular y morfo-

génesis, esfuerzos mecánico-elasticos o los gradientes químicos (FALTA

REFERENCIA). De esta forma, ciertas características fenotípicas sólo

pueden entenderse estudiando la estructura y la dinámica de las interac-

ciones entre el conjunto completo de genes y las proteínas regulatorias
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8 INTRODUCCIÓN

que éstos generan. Estas interacciones forman una compleja red, lla-

mada red de regulación genética. Así, estas redes rigen el desarrollo de

un organismo. Dentro de las proteínas regulatorias están los factores

de transcripción. Éstos se unen a regiones regulatorias en los genes,

activando o inhibiendo su expresión, controlando de esta forma qué

conjuntos de genes son activados en patrones temporales y espaciales

especí�cos.

A través de los años se han propuesto diversos modelos matemáticos

de redes de regulación genética, que han ido contribuyendo a entender

este complejo fenómeno [SB07]. En 1961 François Jacob y Jacques

Monod modelaron por primera vez una red genética utilizando ecua-

ciones diferenciales que describían las concentraciones de las proteínas

producidas por los genes encargados de regular el transporte y meta-

bolismo de la lactosa en la bacteria Escherichia coli [JM61]. Mediante

este trabajo, ellos lograron distinguir entre sustancias regulatorias y los

sitios donde éstas actúan para cambiar la expresión de un gen. Años

después, en 1969 Stuart Kau�man modeló las redes regulatorias ge-

néticas utilizando redes Booleanas [Kau69]. En su modelo, Kau�man

centró el interés en el estado de expresión de los genes en lugar de en

la concentración de las proteínas. Así, cada gen es representado por

una variable booleana con dos posibles estados (prendido o apagado) y

las interacciones entre estas variables están dadas por un conjunto de

reglas lógicas que se construyen con base en datos experimentales. Un

resultado sumamente importante del modelo de Kau�man es la exis-

tencia de puntos �jos o de órbitas periódicas en la red. Generalmente,

una red tiene varios puntos �jos, cada uno de los cuales queda iden-

ti�cado de forma única por el conjunto de genes que están prendidos

(o activados) en él. Kau�man conjeturó que los puntos �jos de la red

genética correspondían a los diferentes tipos o destinos celulares. Lo

anterior ha sido comprobado por varios grupos de investigación alre-

dedor del mundo [AO03],[MAB98]. En particular, la primera red de
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regulación genética anclada en datos experimentales que validó la pro-

puesta de Kau�man es la que se utiliza en este estudio y su primera

versión se encuentra en [MAB98].

Posteriormente, en 1973 René Thomas, propuso un modelar las re-

des regulatorias genéticas mediante sistemas dinámicos discretos y de-

mostró que todos los estados estables pueden encontrarse mediante

estos sistemas discretos [Tho73]. Thomas desarrolló una descripción

lógica detallada de la mecánica que gobierna la regulación genética,

incluyendo los efectos del ADN como los promotores, inicializadores,

terminadores y los conceptos de dominancia y recesividad genética.

Este formalismo fue después re�nado para estudiar ciclos de retroali-

mentación [TD90]. El marco lógico introducido por Thomas ha sido

aplicado de forma exitosa a diversas redes de regulación genética, in-

cluyendo la de Arabidopsis thaliana [MTAB99] y la de la mosca de la

fruta Drosophila melanogaster [ST01],[GT03].

El analizar las propiedades estructurales y dinámicas de las redes

genéticas permite entender la gran diversidad y complejidad de los se-

res vivos. En esta tesis se investiga la dinámica de la formación de

órganos �orales en la planta Arabidopsis-thaliana. En trabajos anterio-

res ([ABBC+06], [ABBC+08], [ABCA+08]) se analizó la dinámica

temporal, veri�cando que el modelo reproduce adecuadamente el orden

temporal en el que se forman los diferentes órganos �orales. Aquí estu-

diamos la con�guración espacial con la que aparecen los órganos en la

�or durante su desarrollo.

Se construyó un sistema dinámico discreto (una red booleana) basa-

do en información experimental, que consta de quince nodos (cada uno

de los cuales representa a uno de los genes que participan en el desarro-

llo �oral) y un conjunto de reglas lógicas [ABCA+08], [ESPLAB04],

[ABBCP+10]. Se encontró que esta red tiene diez puntos �jos, corres-

pondientes a los estados de expresión observados experimentalmente

en los distintos tipos celulares pertenecientes a los órganos �orales. En

este trabajo, a partir de información obtenida de la red booleana, se
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construye un sistema dinámico continuo que consta de un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales de reacción-difusión de tipo Turing,

que nos permite no sólo investigar las propiedades de un ensamble de

células, sino también explorar la dinámica espacial de una colección de

células que se supone están conectadas por difusión. Este trabajo está

organizado de la siguiente forma:

En el Capítulo 1 se exponen los antecedentes biológicos que motivan

esta investigación y las técnicas matemáticas que se utilizan para la

construcción del modelo. Se comienza por explorar de forma general

cómo está estructurada una �or y la manera en la que se desarrolla.

Posteriormente se explica en qué consiste el modelo ABC, el cual anali-

za las bases moleculares y genéticas de la formación de órganos �orales.

En la tercera sección describimos los paisajes epigenéticos de Wadding-

ton que utilizamos en nuestro modelo. A continuación presentamos las

redes de regulación genética que rigen el desarrollo de un organismo.

Por último se da una breve reseña acerca de la morfogénesis, el pro-

ceso biológico que construye la forma y estructura de los seres vivos.

Posteriormente, se presenta una perspectiva general del problema de

Sturm-Liouville, haciendo énfasis en resultados que se utilizarán más

adelante en el trabajo y en la última sección se desarrolla la teoría

necesaria para resolver en series de potencias algunas ecuaciones dife-

renciales que aparecen en el modelo.

En el Capítulo 2 se explica detalladamente cómo fue construido nuestro

modelo y se resuelve analíticamente el sistema de ecuaciones diferencia-

les obtenido. Empezamos por construir un sistema dinámico discreto,

basado en el modelo de Kau�man, a partir de información experimen-

tal. De este modelo se recuperan los puntos �jos que corresponden a

cada uno de los órganos �orales. Utilizamos esta información, junto

con el número de condiciones iniciales que van a dar a cada punto �-

jo para construir el paisaje epigenético de la �or y de�nir el tamaño

y ubicación de las cuencas. Puesto que no estamos interesados en los
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órganos vegetativos, sólo consideraremos los puntos �jos de los cuatro

órganos �orales (sépalos, pétalos, estambres y carpelos). Los atractores

están en un espacio de dimensión trece. Para poder trabajar con un

sistema más manejable, hacemos una reducción de coordenadas usan-

do el método de descomposición en valores singulares, de tal forma

que las coordenadas de los centros de los puntos �jos queden en un

espacio bidimensional. De�nimos el paisaje epigenético que consta de

un potencial con cuatro cuencas (cada una correspondiente a un ór-

gano �oral). El centro de cada una de las cuencas está determinada

por los respectivos puntos de equilibrio del sistema discreto y su radio

es inversamente proporcional al número de condiciones iniciales que fue

atraído por cada uno de los puntos �jos. De�nimos un sistema de dos

ecuaciones diferenciales parciales de reacción difusión gobernadas por el

potencial que construimos (el paisaje epigenético). Buscamos entonces

las soluciones estacionarias al sistema de ecuaciones. Por la forma del

potencial, éstas se desacoplan. Además utilizando un conocido teorema

de simetría, debido a Gidas, Ni y Nirenberg ([Eva10], pág. 518-522)

concluimos que las soluciones a nuestro sistema serán radialmente si-

métricas por lo que el sistema se reduce a dos ecuaciones diferenciales

ordinarias. El potencial está de�nido por trozos, uno para cada una de

las cuencas de atracción. Empezamos resolviendo nuestras ecuaciones

en la cuenca de sépalos. Aquí tendremos condiciones de frontera, por

lo que resolvemos como un problema de Sturm-Liouville, que se redu-

ce en este caso a una ecuación de Bessel. Se obtiene una solución a

esta última utilizando series de potencias (método de Frobenius). La

solución queda expresada en términos de integrales, que se aproximan

numéricamente para obtener la solución �nal. Al salir de la cuenca de

sépalos, tendremos condiciones iniciales bien determinadas, por lo que

resolveremos las ecuaciones en las cuencas subsecuentes como proble-

mas de valores iniciales. Finalmente pegamos suavemente las soluciones

obtenidas para obtener la solución completa a nuestro problema.

En el Capítulo 3 presentamos las conclusiones y por último incluimos
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en un apéndice los códigos utilizados (en Maple) para resolver las in-

tegrales, pegar de manera suave las soluciones obtenidas y gra�car los

resultados.



Capítulo 1

Antecedentes

A lo largo de la historia, ha sido de gran interés entender los procesos

y mecanismos mediante los cuales los seres vivos crecen y se desarrollan.

El desarrollo de un organismo está caracterizado por tres eventos claves:

- El control la proliferación celular mediante el cual las células se

desarrollan y se dividen, aumentando así, la población celular.

- La diferenciación celular a través de la cual las células pluripoten-

tes, capaces de transformarse en cualquier tipo celular del organismo,

adquieren sus destinos �nales. Éstas sufren modi�caciones y adquieren

una forma y función determinada, transformando dramáticamente su

tamaño, forma y actividad metabólica. La diferenciación ocurre duran-

te el desarrollo embrionario cuando un organismo pasa de ser un cigoto

a un sistema complejo de tejidos y tipos celulares; y en organismos

adultos cuando hay reparación de tejidos y renovación celular normal.

En las plantas este proceso se perpetúa durante todo el ciclo de vida

en los meristemos (cúmulos de células indiferenciadas).

- La morfogénesis determina la forma de los tejidos, órganos y or-

ganismos enteros y la ubicación �nal que tendrán los tipos celulares es-

pecí�cos. En otras palabras, controla el surgimiento de estructuras for-

madas por tejidos organizados, con una distribución espacio-temporal

especí�ca. En las plantas la morfogénesis ocurre en los meristemos du-

rante toda la vida del organismo.

Cada uno de estos procesos involucra señales que se mandan de un

tejido a otro. Estas señales son el resultado de la interacción de la infor-

mación genética contenida en el ADN con diversas señales ambientales.
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Los mecanismos que conllevan al desarrollo de un organismo, en

particular aquellos responsables de la diferenciación celular y la mor-

fogénesis, aún no se han entendido bien, por lo que resulta de sumo

interés estudiarlos y analizarlos mediante herramientas matemáticas y

computacionales que permiten seguir la acción concertada de muchos

componentes moleculares. En este capítulo se exponen las bases nece-

sarias para entender el problema biológico que se trata en esta tesis.

Referencias: [Alo06], [WT10]

1. La �or

El objeto de estudio de este trabajo es la �or de la planta Ara-

bidopsis thaliana (�gura 1). Esta planta fue la primera cuyo genoma

completo fue secuenciado. Es pariente cercano del brócoli y la coli-

�or. Pertenece a las plantas crucíferas o brasicáceas, una familia de

la división de angiospermas dicotiledóneas que se incluyen en el or-

den Brassicales. Su �or se ha vuelto un sistema modelo en estudios

de la diferenciación y morfogénesis, tanto experimental como teórica

([ABBCP+10]).

Las angiospermas, son plantas que producen �ores, se dividen en dos

grandes grupos: monocotiledóneas y dicotiledóneas. Las angiospermas

están conformadas por el conjunto más diverso de plantas terrestres.

Éstas se diferencian del resto de las espermato�tas (plantas vasculares

que producen semillas) en que poseen verticilos o espirales ordenadas.

El verticilo exterior se llama cáliz, el siguiente corola, el tercero andro-

ceo y el central gineceo, éstos están conformadas respectivamente por

los sépalos, pétalos, estambres y carpelos (ver �gura 2).

A pesar de que la �or es la característica esencial de las angiosper-

mas (véase �gura 3), aún no se entiende como emerge la disposición

espacio-temporal de sus órganos. La secuencia espacio-temporal de los

diferentes órganos �orales, se conserva entre las aproximadamente 250

mil especies de angiospermas.
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Figura 1. Arabidopsis thaliana (fotografía tomada del

Instituto Max Planck)

La única excepción conocida se da en la �or de una planta micohe-

terótrofa (depende de un hongo para vivir) que habita en el estado

mexicano de Chiapas, llamada Lacandonia schismática (ver �gura 4),

en la cual la posición espacial de los estambres y carpelos está inter-

cambiada.

En las plantas, las células no diferenciadas o meristemáticas, se

encuentran en los meristemos. Las células meristemáticas se dividen

activamente y son las responsables de formar los diversos órganos de las

plantas y de mantener a la planta en crecimiento. Hay dos meristemos

principales en las plantas: uno en el ápice del vástago aéreo que da

lugar a hojas, �ores y tallos y otro en la parte de la raíz que da lugar

a todas las estructuras subterráneas.
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Figura 2. Verticilos

Cuando una planta angiosperma madura sexualmente inicia la fase

de �oración, el inicio de esta fase es provocado por un estímulo ex-

terno. En este momento, el meristemo apical del tallo (un meristemo

vegetativo) se transforma en un meristemo de in�orescencia, en cuyos

�ancos aparecen posteriormente los meristemos �orales. Las células del

meristemo �oral, se subdividen en cuatro anillos concéntricos de células

primordias que darán lugar a cada uno de los órganos �orales: sépalos,

pétalos, estambres y carpelos.

Referencias: [Glo08],[ABBCP+10].

2. Modelo ABC

El modelo ABC, propuesto en 1991 por Enrico Coen y Elliot Meyerowitz,[CM91],

logra describir las bases biológicas de la formación �oral desde una

perspectiva molecular y del desarrollo genético y ha sido la base para

diversos estudios en angiospermas y ha permitido desarrollar nuevas hi-

pótesis evolutivas. El modelo ABC inicialmente fue basado puramente

en datos genéticos, pero desde que fue propuesto ha sido corroborado

y a�nado mediante técnicas de biología molecular. Este modelo ha sido
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Figura 3. Nueve especies de angiospermas

útil no solo para llevar a cabo estudios en las dos especies de plantas

en las cuales fue basado (Arabidopsis thaliana y Antirrhinum majus),

sino que también ha sugerido estudios en numerosas especies de plan-

tas, demostrando que es aplicable a casi todas las especies de plantas

angiospermas [ABBCP+10].

El ADN, está compuesto de un cierto número de genes, la unidad

básica de la herencia. Cada gen es un trozo de información que puede

estar activo o no (prendido o apagado). Al estar activo, la célula lo

utiliza para sintetizar una proteína especí�ca. Los genes además pue-

den prenderse o apagarse, lo cual es fundamental para la forma en la

que se desarrolla un organismo. La �or Arabidopsis tiene alrededor de

25,000 genes, por lo que tiene información su�ciente para sintetizar al

menos 25,000 proteínas diferentes (al mutarse alteran la identidad de

un órgano en una porción por la de otra que normalmente se diferencia
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Figura 4. Lacandonia schismática

en otra posición). Estas proteínas llevan a cabo diversas funciones. Es

interesante conocer y entender los mecanismos genéticos colectivos que

establecen la identidad de cada órgano.

El modelo ABC, es un sencillo modelo que explica cómo la actividad

y la interacción de tres genes homeóticos, tipo A, B y C, determinan

la identidad de los cuatro órganos �orales. Temprano en el desarrollo

�oral, las células del meristemo �oral se encuentran ya divididas en

cuatro anillos concéntricos (verticilos). En los dos verticilos exteriores
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está activo el gen A; el gen B está activo en el segundo y tercer verticilo

y el gen C está activo en el tercero y cuarto (central). Así, se observa

que los genes A y C se requieren para diferenciar la identidad de los dos

verticilos exteriores (sépalos y pétalos) o tépalos (si los sépalos y pétalos

no están diferenciados) con la de los verticilos reproductivos (estambres

y carpelos). Estos genes son excluyentes, por lo que la ausencia de uno

de ellos da lugar a que el otro gen determine la identidad de los verticilos

de la �or. El gen B es el encargado de diferenciar pétalos de sépalos y

estambres de carpelos. En el esquema (5) se muestra el funcionamiento

de este modelo.

Figura 5. Modelo ABC

y en la �gura (6) se ve cómo están activados los tres genes (A,B y

C) en cada uno de los cuatro verticilos.

Con esto se puede a�rmar que los reguladores principales de la iden-

tidad de los órganos �orales han sido identi�cados. Sin embargo, se sabe

que los genes A,B y C prenden toda una cascada de genes que probable-

mente representan miles de genes adicionales que son necesarios para

que cada una de las células de los órganos �orales se desarrollen de
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Figura 6. Modelo ABC

forma normal. Queda entonces por desentrañar esta cascada de acti-

vidades genéticas, que además depende de factores externos (no sólo

genéticos) y que da lugar a la diferenciación de las células individuales

dentro de los órganos. En este sentido, el identi�car las metas directas

de los genes responsables de la identidad de los órganos será un paso

esencial en la tarea de entender este complejo proceso.

3. Redes de regulación genética

La interacción que se da entre los múltiples componentes de una

célula, en particular entre genes y proteínas, es lo que da lugar a la re-

gulación de los procesos celulares fundamentales. Cada proteína desem-

peña una función que puede promover cambios en otras moléculas de

la célula. Estas moléculas pueden representarse como los nodos de una

red y las interacciones como sus enlaces, con lo que podemos de�nir

complejas redes de regulación genética que son las responsables del sos-

tenimiento de la funcionalidad celular. Estas redes regulatorias son el

objeto de estudio de este capítulo.
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Las células son las unidades estructurales y funcionales básicas de

los seres vivos. Todas las células en un organismo, salvo unas cuantas

excepciones contienen el mismo material genético. Esto implica que,

para poder entender la forma en que los genes están involucrados en el

control de procesos intracelulares e intercelulares, se tienen que estudiar

los sistemas regulatorios, es decir, los sistemas encargados de determi-

nar la ubicación y el momento preciso en el que se expresa (activa)

cada gen en el organismo.

Los genes proporcionan a la célula la información necesaria para

la síntesis de proteínas. Las proteínas son parte fundamental de los

organismos vivos pues construyen y mantienen a las células y partici-

pan en casi todos los procesos que ocurren dentro de éstas. Entre las

funciones principales que cumplen las proteínas están las enzimáticas

que catalizan reacciones bioquímicas, las estructurales o mecánicas que

mantienen la forma de la célula, las encargadas de mandar señales y

respuestas inmunológicas y las responsables del ciclo celular. Las pro-

teínas se sintetizan dependiendo de cómo se encuentren regulados los

genes que las codi�can, por lo que son susceptibles a señales o factores

externos.

De particular interés en este trabajo, son las proteínas llamadas fac-

tores de transcripción, que se encuentran en todos los organismos vivos

y cuya función es la de participar, junto con otras proteínas, en la ac-

tivación o inhibición de la expresión de ciertos genes especí�cos. Éstos,

al controlar la expresión genética, regulan las tasas de producción de

proteínas, las cuales a su vez, pueden actuar como factores de transcrip-

ción de otros genes. Los genes que sintetizan factores de transcripción,

son también activados o desactivados selectivamente por proteínas. Es-

ta cadena de transmisión de señales intracelulares, donde los factores

de transcripción son los elementos esenciales, forma una compleja red

de interacciones llamada red de regulación genética (RRG). Una RRG

está formada entonces, por un conjunto de genes, proteínas y peque-

ñas moléculas y sus interacciones regulatorias mutuas. El desarrollo y
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funcionamiento de los seres vivos, emerge de las interacciones en las

RRG. El adquirir un entendimiento de como emergen patrones, que

son sumamente complejos, a partir de las interacciones entre genes en

las RRG es un reto enorme.

Gracias a proyectos de secuenciación genética se conocen ahora

grandes cantidades de genes y sus sitios regulatorios. En algunos casos,

las proteínas involucradas en el control de la expresión de estos genes,

así como los mecanismos moleculares a través de los cuales se logra la

regulación, han sido identi�cados. Sin embrago, queda aún por entender

de manera más precisa, como interactúan estos genes de forma indivi-

dual dentro sus sitios regualtorios. Puesto que los sistemas regulatorios

de interés involucran redes grandes y complejas un entendimiento in-

tuitivo sobre su dinámica es difícil de obtener, por lo que además de

las herramientas experimentales, es indispensable utilizar métodos for-

males para el modelado y la simulación de las RRG. La modelación

matemática y computacional proveen una descripción clara y precisa

acerca de las interacciones que ocurren en las redes, además de una

derivación sistemática de predicciones en el comportamiento [Bol08],

[ESPLAB04], [CAES+06].

La forma más directa de modelar una RRG es mediante una red

booleana, que consta de una grá�ca dirigida, donde los vértices son los

genes y las aristas corresponden a los factores de transcripción. El es-

tado de un gen es descrito como una variable booleana que está activa

(prendida) o inactiva (apagada) y que por lo tanto sus productos están

presentes o ausentes. Las interacciones entre elementos son representa-

dos mediante funciones booleanas que calculan el estado de un gen a

partir de la activación de genes adyacentes. Dos genes son adyacentes,

es decir, están unidos mediante una arista que va del primero al segun-

do cuando la proteína producida por el primero actúa como factor de

transcripción del segundo. En los casos en los que la proteína produci-

da por un cierto gen actúa como factor de transcripción de sí mismo,
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tendremos un lazo. El modelar redes regulatorias mediante redes boo-

leanas se volvió popular a partir del estudio de Kau�man [Kau69]. Al

localizar atractores, trayectorias y cuencas de atracción en el espacio

de estados, es posible investigar sistemáticamente las implicaciones de

propiedades de la dinámica de las redes. Las redes Booleanas permiten

analizar redes regulatorias grandes en una forma e�ciente, haciendo

suposiciones adecuadas que simpli�can la estructura y la dinámica de

sistemas regulatorios genéticos.

Además de las redes booleanas existen otras herramientas que pue-

den ser utilizadas para describir sistemas de regulación genética. Éstas

incluyen redes Bayesianas [FLNP00], [ZC05] que permiten tratar as-

pectos estocásticos de la expresión genética e incorporar mediciones

con ruido de forma natural y ecuaciones diferenciales y estocásticas

[CQZ12], [TBBM07],[GRW07]. En particular, estas últimas han si-

do ampliamente utilizadas. Los modelos matemáticos y computaciona-

les han contribuido de forma importante a descifrar la relación entre la

actividad coordenada entre grupos de genes y las funciones celulares.

4. Paisaje epigenético

Aunque la mayoría de las células en los organismos multicelulares

tienen la misma información genética, es decir un genotipo idéntico,

durante el desarrollo, los organismos generan una diversidad de tipos

celulares, donde la expresión genética y las funciones celulares son esta-

bles. La diferenciación celular puede ser considerada como un fenómeno

epigenético.

La palabra epigenético históricamente ha sido utilizada para des-

cribir principios no genéticos. Conrad Waddington en 1942 [Wad42]

utilizó por primera vez el término y lo de�nió como la rama de la bio-

logía que estudia las interacciones entre genes y sus productos, dando

lugar al fenotipo, la expresión del genotipo en función de un determi-

nado ambiente. En 1957 Waddington propuso el concepto de paisaje
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epigenético, el cual representa el proceso de la toma de decisiones ce-

lulares durante el desarrollo de un organismo. En esta metáfora visual

dinámica, la célula, representada por una pelota, se encuentra en una

super�cie en el espacio, que tiene varios pozos o cuencas, correspon-

dientes a destinos celulares distintos, como se observa en la �gura (7).

Así la célula puede tomar trayectorias especí�cas permitidas, que con-

llevan a diferentes destinos celulares. Así, la diferenciación celular es

gobernada por cambios en el paisaje epigenético y no por alteraciones

genéticas. De esta forma, la epigenética es un enlace entre el genoti-

po y el fenotipo, es decir, un fenómeno que cambia el producto �nal

de un cromosoma sin cambiar la secuencia de ADN subyacente. Más

especí�camente, la epigenética estudia los cambios en la expresión ge-

nética o en el fenotipo celular que pueden ser potencialmente estables

y heredables, y que no modi�can el ADN.

Figura 7. Paisaje epigenético, �gura tomada de [Wad42]

En este trabajo, construimos un paisaje epigenético que gobierna

la dinámica de las ecuaciones diferenciales del modelo, como veremos

más adelante.
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Referencias: [GAB07]

5. Morfogenénesis

En paralelo con la cascada genética que controla la expresión gené-

tica, ocurre la morfogénesis, proceso biológico que construye la forma y

estructura de un organismo, controlando la distribución espacial orga-

nizada de las células durante el desarrollo embrionario de un organismo.

La morfogénesis es uno de los aspectos fundamentales que estudia la

biología del desarrollo y ocurre mediante la diferenciación de células,

tejidos y órganos de acuerdo a su información genética y las condiciones

ambientales.

Las primeras ideas sobre cómo procesos físicos y matemáticos afec-

tan el crecimiento fueron escritas por D'Arcy Wentworth Thompson

[Tho17] y Alan Turing [Tur52]. En sus trabajos, postularon la pre-

sencia de señales químicas y procesos físico químicos como difusión,

activación e inhibición en el crecimiento celular y de los organismos.

En particular, Alan Turing en 1951 en su trabajo: Las bases bioquími-

cas de la morfogénesis, plantea un sistema de reacción difusión como

la base de desarrollo de patrones en plantas y animales. Posteriormen-

te, gracias al descubrimiento del ADN y a los avances en la biología

molecular y la bioquímica, se ha logrado un entendimiento mucho más

completo de los mecanismos involucrados en el crecimiento de los or-

ganismos.

En organismos multicelulares, cada que una célula se divide, da lu-

gar a dos células, que aunque contienen el mismo genoma, pueden dife-

rir en los genes que tiene prendidos y están produciendo proteínas. Una

característica esencial en organismos multicelulares, es el uso de gra-

dientes de morfógenos. Un morfógeno es una sustancia que se extiende

a partir de una fuente localizada y forma un gradiente de concentración

en el tejido en desarrollo. Éstos gobiernan los patrones del desarrollo

de tejidos y las posiciones de los varios tipos de células especializadas
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dentro de un tejido, mandando señales que actúan directamente so-

bre las células produciendo una respuesta especí�ca dependiendo de la

concentración que alcancen. Así, los morfógenos aportan un sistema de

posicionamiento que le indican a la célula en qué parte del cuerpo se

encuentra, y por lo tanto en qué clase de célula se debe de convertir.

Durante el desarrollo inicial de un organismo multicelular, los gra-

dientes de morfógenos generan diferentes tipos de células en un orden

espacial dado. El morfógeno transmite información espacial, al formar

un gradiente de concentración que subdivide grupos de células al intro-

ducir o mantener la expresión de ciertos genes especí�cos en diferentes

umbrales de concentración. Así las células lejos de la fuente del morfó-

geno, recibirán niveles bajos y se expresarán solo los genes que tengan

umbrales bajos. En contraste, las células cerca de la fuente, recibirán

altos niveles y se expresarán tanto los genes con bajos umbrales como

los genes con altos umbrales. Diferentes tipos celulares surgirán como

consecuencia de las diferentes combinaciones de expresiones genéticas.

Las células dentro del grupo al que afecta el morfógeno son subdivi-

didas en diferentes tipos de acuerdo a su posición relativa a la fuente

de morfógenos. Mediante este mecanismo ocurre la diversidad celular

dentro de un tejido.

La morfogénesis fue un área importante de estudio durante la dé-

cada de los 70's y principios de los 80's. Posteriormente, el interés se

volcó al estudio y descubrimiento de las redes regulatorias genéticas.

Sin embargo, actualmente la morfogénesis es nuevamente un tema de

mucho interés, debido principalmente al descubrimiento de las molé-

culas que controlan la organización de tejidos, de forma que técnicas

moleculares pueden ser aplicadas al análisis de la morfogénesis. El re-

sultado ha sido una cantidad enorme de trabajo en la primera década

del siglo 21 [Bar92], que ha logrado explicar mucho sobre las bases

moleculares de la morfogénesis, aunque aun queda por entender como

éstas se integran a nivel celular.
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6. Teoría de Sturm-Liouville

En esta sección explicamos las bases teóricas de la teoría de Stum-

Liouville que se utilizarán en la costrucción del modelo.

Una ecuación de Sturm-Liouville, es una ecuación diferencial de

segundo orden de la forma

(1) − d

dx

(
p(x)

d

dx

)
+ q(x)u = −λσ(x)u,

donde u es una función que depende de la variable independiente x y

σ(x) es una función de peso. La función u(x) será la solución de (1)

si es continuamente diferenciable y satisface la ecuación. Además se

le imponen ciertas condiciones de frontera. Los valores del parámetro

desconocido λ se buscarán de tal forma que exista una solución no tri-

vial a (1) que además satisfaga las condiciones de frontera. Estos son

llamados valores propios del problema. Las soluciones correspondientes

(a cada valor de λ) serán las funciones propias del problema. Las con-

diciones sobre los parámetros y la forma de las condiciones de frontera

se especi�can en (6.1).

El propósito de esta sección es demostrar que todos los valores

propios del problema de Sturm-Liouville regular (pág. 28) son reales y

simples. Además el conjunto de valores propios es in�nito, sin puntos

de acumulación, acotado por abajo (y no por arriba) y las funciones

propias correspondientes forman una base ortonormal completa en el

espacio H que de�nimos a continuación.

6.1. Introducción. De�nimos el espacio de producto interior H

como

H :=

{
f ∈ C2([a, b]→ R) :

∫ b

a

|f(x)|2σ(x)dx <∞
}

donde el producto interior esta de�nido como

(2) (u, v)σ =

∫ b

a

u(x)v(x)σ(x)dx u, v ∈ H,
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v(x) es el complejo conjugado de v(x) y σ(x) es una función continúa

positiva de peso en [a, b].

Consideremos el problema de valores propios de Sturm-Liouville

(3) − (p(x)u′)′ + q(x)u+ λσ(x)u = 0

para u ∈ H, y las funciones p = p(x) ∈ C1([a, b]) > 0 y q = q(x) ∈
C0([a, b]), donde a, b ∈ R y a < b, junto con las condiciones de frontera

(4) Bau := c1u(a) + c2u
′(a) = 0, Bbu := d1u(b) + d2u

′(b) = 0.

donde c1, c2, d1, d2 ∈ R, |c1|+ |c2| > 0, |d1|+ |d2| > 0.

Bajo estas suposiciones, el problema de valores propios (3), (4) es

llamado un problema de Sturm-Liouville regular. Si cualquiera de las

funciones p o σ se hace cero o es discontinua en al menos un punto de la

frontera, o si el problema es de�nido en un intervalo in�nito, entonces

se dice que el problema de Sturm-Liouville es singular.

Nos será de utilidad de�nir el siguiente operador, llamado operador

de Sturm-Liouville:

(5) L := − d

dx

(
p(x)

d

dx

)
+ q(x), x ∈ [a, b], u ∈ H

Trabajaremos entonces con el problema de valores propios

(6) Lu(x) = λσ(x)u(x).

6.2. Propiedades del operador de Sturm-Liouville. En es-

ta sección demostraremos varias propiedades del teorema de Sturm-

Liouville que usaremos más adelante.

1. Simetría

Sea L un operador de Sturm-Liouville de la forma (5). Consideremos

la expresión uLv − vLu para u, v ∈ H. Usando la regla del producto

para derivadas tenemos:

uLv − vLu = u(pv′)′ + uqv − v(pu′)′ − vqu
= (upv′)′ − u′pv′ − (vpu′)′ + u′pv′.
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Y obtenemos la identidad de Lagrange:

(7) uLv − vLi = [p(uv′ − vu′)]′.

Integrando (7) en el intervalo [a, b] obtenemos la fórmula de Green:∫ b

a

(uLv − vLu)dx = p(uv′ − vu′) |ba .

Si u y v satisfacen las condiciones de frontera (4) entonces

p(uv′ − vu′) |ba= 0

por lo tanto,

(8)
∫ b

a

(uLv − vLu)dx = 0

y entonces L es un operador simétrico enH con respecto al producto

interior (2) con σ = 1.

2. Ortogonalidad

Teorema 6.1. Las funciones propias del problema de Sturm-Liouville

regular (3) junto con las condiciones de frontera (4) correspondientes

a diferentes valores propios, son ortogonales con respecto al producto

interior (2), i.e., ∫ b

a

u(x)v(x)σ(x)dx = 0

Demostración. Sean φn y φm dos funciones propias que perte-

necen a los valores propios λm 6= λn respectivamente: Nótese que φn y

φm satisfacen las ecuaciones diferenciales:

Lφn = λnσφn y Lφm = λmσφm

Ya que φn y φm satisfacen las condiciones iniciales (4), por (8) entonces∫ b
a
(φmλnσφn − φnλmσφm) dx = 0 ⇔

(λn − λm)
∫ b
a
φnφmσ dx = 0 ⇔

(λn − λm)(φm, φn)σ = 0

pero como por hipótesis λn 6= λm entonces (φn, φm)σ = 0 �
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3. Eigenvalores reales

Teorema 6.2. Los valores propios de un problema regular de Sturm-

Liouville son todos reales.

Demostración. Supongamos que λ ∈ C es un valor propio cuya

función propia correspondiente es φ. Sea λ = µ + iν y φ(x) = U(x) +

iV (x), donde µ, ν, U(x), V (x) ∈ R. Ya que φ satisface (4) entonces

(Lφ, φ) = (φ,Lφ)

Sabemos que Lφ = λσφ, entonces

(λσφ, φ) = (φ, λσφ)

esto es, ∫ b

a

λσ(x)φ(x)φ(x)dx =

∫ b

a

φ(x)λσ(x)φ(x)dx.

Pero como σ(x) ∈ R obtenemos

(λ− λ)
∫ b
a
σ(x)φ(x)φ(x)dx = 0

⇔
(λ− λ)

∫ b
a
σ(x) [U2(x) + V 2(x)] dx = 0

Como σ(x)[U2(x) +V 2(x)] > 0 por continuidad, la integral es positiva,

por lo tanto λ−λ = 2iν = 0 por lo tanto ν = 0 y entonces λ ∈ R. �

4. Eigenvalores simples

Teorema 6.3. Los valores propios del problema de Sturm-Liouville

regular son todos simples.

Demostración. Sean φ1 y φ2 dos funciones propias pertenecientes

al mismo valor propio λ. Entonces

Lφ1 = λσφ1 y Lφ2 = λσφ2.

Por lo tanto φ2Lφ1 − φ1Lφ2 = 0. Por la identidad de Lagrange:

0 = φ2Lφ1 − φ1Lφ2 = [−p(φ2φ
′
1 − φ1φ

′
2)]
′.
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Entonces F (x) := [−p(φ2φ
′
1 − φ1φ

′
2)] es igual a una constante. Ya que

ambos φ1 y φ2 satisfacen (4) tenemos que F (a) = 0, F (b) = 0. Además

p(x) > 0 ∀ x ∈ [a, b] por lo que concluimos que el Wronskiano

W (φ1, φ2, x) := φ2φ
′
1 − φ1φ

′
2

se anula en x = a y x = b. Por otro lado, φ1 y φ2 son solucio-

nes de la misma ecuación diferencial ordinaria lineal (4), por lo que

W (φ1, φ2, v) = 0 ∀ x. Por lo tanto φ1 y φ2 son linealmente dependien-

tes, i.e., existe solamente una función propia linealmente independiente

y por lo tanto la función propia es única. �

6.3. La función de Green para el operador de Sturm-

Liouville.

6.3.1. Construcción de T .
El operador de Sturm-Liouville, no necesariamente está acotado en

H, por lo tanto, es conveniente construir el operador inverso T del

operador de Sturm-Liouville, con la ayuda de la función de Green, que

veremos que es acotada. Habiendo hecho esto, transformaremos (6) en

un problema de valores propios 3para el operador acotado L−1, es decir

L−1u(x) =
1

λ
σ(x)u(x), u ∈ H

Para la construcción del inverso consideramos la ecuación diferen-

cial ordinaria (5) y observamos que:

(9)

Lu(x) = −(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x)

= −p(x)u′′(x)− p′(x)u′(x) + q(x)u(x)

:= f(x), a ≤ x ≤ b

para f ∈ C0([a, b]).
Consideremos el problema homogéneo Lu(x) = 0. Supongamos que

φ1(x) y φ2(x) forman un sistema fundamental de soluciones, por lo

tanto satisfacen:

Lφ1(x) = Lφ2(x) = 0 ∈ [a, b].
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Construiremos una solución de (9) usando el método de variación

de parámetros, esto es, suponemos que existe una solución de la forma:

(10) ϕ(x) = α(x)φ1(x) + β(x)φ2(x), α ≤ x ≤ β

Diferenciando ambos lados de (10) obtenemos

ϕ′(x) = α′(x)φ1(x) + α(x)φ′1(x) + β′(x)φ2(x) + β(x)φ′2(x)

Además, sea ϕ tal que cumple la condición

(11) α′(x)φ1(x) + β′(x)φ2(x) = 0

entonces

(12) ϕ′(x) = α(x)φ′1(x) + β(x)φ′2(x)

y

(13) ϕ′′(x) = α′(x)φ′1(x) + α(x)φ′′1(x) + β(x)′φ′2(x) + β(x)φ′′2(x)

Insertando (10), (12) y (13) en (9) obtenemos

f(x) = Lu(x)

= α(x)Lφ1(x) + β(x)Lφ2(x)− p(x) [α′(x)φ′1(x) + β′(x)φ′2(x)]

los primeros dos términos del lado derecho de la ecuación anterior son

cero, por lo tanto

(14) − p(x) [α′(x)φ′1(x) + β′(x)φ′2(x)] = f(x), a ≤ x ≤ b.

Las ecuaciones (11) y (14) forman un sistema de ecuaciones linea-

les algebraicas, donde las incógnitas son α′(x) y β′(x), resolviendo el

sistema, obtenemos

(15) α′(x) =
φ2(x)f(x)

p(x)W (φ1, φ2)
, β′(x) = − φ1(x)f(x)

p(x)W (φ1, φ2)
,

donde W (φ1, φ2) es el Wronskiano de φ1 y φ2, es decir W (φ1, φ2) =

φ1φ
′
2 − φ′1φ2.
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Por la sección (6.2), sabemos que la relación p(x)[φ1(x)φ′2(x) −
φ′1(x)φ2(x)] en [a, b], es igual a una constante, que llamaremos w. En-

tonces integrando ambas ecuaciones en (15), obtenemos:

(16) α(x) =
1

w

∫ x

a

φ2(y)f(y)dy+c1, β(x) =
1

w

∫ b

x

φ1(y)f(y)dy+c2,

donde c1 y c2 son constantes arbitrarias.

En particular, podemos elegir las funciones φ1 = φ1(x) y φ2 =

φ2(x) de tal manera que resuelvan la ecuación homogénea Lu(x) = 0 y

satisfagan

p(x)[φ1(x)φ′2(x)− φ′1(x)φ2(x)] = 1 ∈ [a, b]

y las condiciones (4), esto es

(17)
c1φ2(a) + c2φ

′
2(a) = 0,

d1φ1(b) + d2φ
′
1(b) = 0.

donde c1, c2, d1, d2 son constantes.

Así, tendremos los siguientes problemas de valores iniciales:

a) Lφ1(x) = 0 ∈ [a, b] con φ1(b) = d2 y φ′1(b) = −d1
b) Lφ2(x) = 0 ∈ [a, b] con φ2(a) = c2/M y φ′2(a) = −c1/M

Evaluando las ecuaciones diferenciales en a y b obtenemos que M

debe de satisfacer:

p(a)[φ1(a)φ′2(a)− φ′1(a)φ2(a)] = − 1

M
[c1φ1(a) + c2φ

′
1(a)] = 1

y por lo tanto M = −p(a)[c1φ1(a) + c2φ
′
1(a)].

Entonces φ1 y φ2 forman un conjunto fundamental de soluciones de

Lu(x) = 0 y satisfacen w := p(x)W (φ1, φ2) = 1. A partir de esto y

tomando en cuenta (10) y (16), obtenemos que la ecuación de Sturm-

Liouville Lu = f para u ∈ H con f ∈ C0([a, b]) se resuelve de la

siguiente manera

ϕ(x) = φ1(x)
∫ x
a
φ2(y)f(y)dy + φ2(x)

∫ b
x
φ1(y)f(y)dy,

=
∫ b
1
k(x, y)f(y)dy

donde k(x, y) ∈ (C0([a, b]× [a, b]).
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Utilizando el sistema fundamental de ecuaciones {φ1, φ2} de la ecua-
ción diferencial homogénea Lu(x) = 0, de�nimos la función de Green

k = k(x, y) del operador de Sturm-Liouville como:

k(x, y) =

{
φ1(x)φ2(y), a ≤ y ≤ x

φ2(x)φ1(y), x ≤ y ≤ b.

Sabemos que ϕ(x) satisface la ecuación diferencial Lu(x) = f(x).

Podemos fácilmente veri�car que además satisface las condiciones (17),

notando que

ϕ(a) = φ2(a)

∫ b

a

φ1(y)f(y)dy y ϕ′(a) = φ′2(a)

∫ b

a

φ1(y)f(y)dy

por lo tanto, substituyendo en (17) vemos que

c1ϕ(a) + c2ϕ
′(a) = (c1φ2(a) + c2φ

′
2(a))

∫ b

a

φ1(y)f(y)dy = 0.

De la misma manera, tenemos que

ϕ(b) = φ1(b)

∫ b

a

φ2(y)f(y)dy y ϕ′(b) = φ′1(b)

∫ b

a

φ2(y)f(y)dy

por lo tanto

d1ϕ(b) + d2ϕ
′(b) = (d1φ1(b) + d2φ

′
1(b))

∫ b

a

φ2(y)f(y)dy = 0.

Así, hemos visto que para f ∈ C0([a, b]), u ∈ H y x ∈ [a, b] los

problemas:

a) Lu(x) = λσu(x) y

b)
∫ b
a
k(x, y)u(y)dy = 1

λ
u(x)

son equivalentes, es decir, si ϕ(x) ∈ H, con ϕ(x) 6= O es solución de

(a), entonces es también solución de (b), y viceversa, además, si λ es

un valor propio de (a), entonces µ = 1/λ es un valor propio de (b) y si

µ es un valor propio de (b) entonces λ = 1/µ es un valor propio de (a).
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6.3.2. Propiedades del operador T .
Estudiaremos las propiedades del operador T , de�nido como

(18) T f(x) :=

∫ b

a

k(x, y)f(y)dy x ∈ [a, b], f ∈ C0([a, b])

1. Cotas

Recordemos la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

(19) |(f, g)| ≤ ‖f‖2 ‖g‖2

Proposición 6.4. Existe una constante C, tal que

(20) ‖T f‖22 ≤ C ‖f‖22 , for f ∈ C0([a, b])

Demostración. Usando (19) tenemos que

‖T f‖22 =
∫ b
a

∣∣∣∫ ba k(x, y)f(y)dy
∣∣∣2 dx

≤
∫ b
a

[∫ b
a
|k(x, y)|2dy

∫ b
a
|f(y)|2dy

]
dx

=
[∫ b

a

∫ b
a
|k(x, y)|2dydx

] [∫ b
a
|f(y)|2dy

]
= C ‖f‖22

�

Además tenemos las siguientes cotas

Proposición 6.5.

|T f(x)| ≤
∫ b

a

|k(x, y)||f(y)|dt

Demostración. Sabemos que existe una constante c ∈ (0,∞) tal

que

(21)
∫ b

a

|k(x, y)|pdy ≤ c ∀x ∈ [a, b]

donde 1 ≤ p <∞.

Recordemos la desigualdad de Hölder: Sea p ≥ 1, q ≤ ∞ con 1/p+

1/q = 1, entonces para f, g ∈ H, se cumple la siguiente desigualdad:

(22)

∣∣∫ f(x)g(x)
∣∣ dx ≤ ∫

|f(x)g(x)|dx
≤

(∫
|f(x)|pdx

)1/p (∫ |g(x)|qdx
)1/q
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Entonces por (21) y (22)

|T f(x)| ≤
∫ b
a
|k(x, y)||f(y)|dy

≤
(∫ b

a
|k(x, y)|pdy

)1/p (∫ b
a
|f(y)|qdy

)1/q
≤ c1/p

(∫ b
a
|f(x)|pdx

)1/p
= C ‖f‖p

∀f ∈ H y para x ∈ [a, b] y p, q tales que 1/p+ 1/q = 1 como antes. �

Proposición 6.6. Para todo ε > 0 existe δ = δ(ε) que depende

solo de T y ε tal que si |x − y| < δ entonces |T f(x) − T f(y)| ≤
ε ‖f‖2 (b− a)1/2.

Demostración. Puesto que T es uniformemente continua en [a, b]×
[a, b] entonces, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |x − y| < δ enton-

ces |T (x, t)− T (y, t)| < ε. Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy

Schwartz obtenemos |T f(x)− T f(y)| ≤ ε ‖f‖2 (b− a)1/2. �

Puesto que T cumple (20) podemos de�nir su norma como

(23) ‖T ‖ = sup‖f‖=1 ‖T f‖2

Lema 6.7. Sea T como se de�nió en (18) y ‖T ‖ de�nida por (23).

Entonces se satisface la siguiente identidad

‖T ‖ = sup
u∈C0([a,b]),‖u‖2=1

|(T u, u)|.

Demostración. Llamaremos η := supu∈C0([a,b]),‖u‖2=1 |(T u, u)|. Sea
u ∈ C0([a, b]), y ‖u‖2 = 1, entonces por la desigualdad de Cauchy-

Schwartz

|(T u, u)| ≤ ‖T u‖2 ‖u‖2 ≤ ‖T ‖ ,

es decir η ≤ ‖T ‖.
Para demostrar que η ≥ ‖T ‖, consideramos u, v ∈ C0([a, b]), tal que

‖u‖2 = 1 y ‖v‖2 = 1, entonces

(24)
(T (u+ v), u+ v) = (T u, u) + (T v, v) + 2(T u, v)

≤ η ‖u+ v‖22
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por la de�nición de η y puesto que T es simétrico.

Análogamente, tenemos que

(25)
(T (u− v), u− v) = (T u, u) + (T v, v)− 2(T u, v)

≥ −η ‖u− v‖22

Restando (24) de (25) obtenemos la llamada identidad del parale-

logramo:

(26) 4(T u, v) ≤ η(‖u+ v‖22 + ‖u− v‖22) = 2η(‖u‖22 + ‖v‖22).

Como ‖u‖2 = 1, tomando v = T u/(‖T u‖)2 en (26), obtenemos

4

(
T u, T u
‖T u‖2

)
≤ 2η(‖u‖22 + 1) = 4η

es decir, ‖T u‖2 ≤ η, y por lo tanto ‖T ‖ ≤ η lo cual implica que

‖T ‖ = η. �

2. Simetría

Sabemos por (8) que si u, v ∈ H entonces

(27) (u,LV ) = (Lu, v)

Por lo tanto, si f, g ∈ C0([a, b]) y llamamos u = T f y v = T g,
entonces por (27)

(T f, g) = (f, T g)

por lo que T es también simétrico en C0([a, b]). Como consecuencia,

k(x, y) satisface la condición k(x, y) = k(y, x) para x, y ∈ [a, b].

6.3.3. Eigenvalores de T .
Empezamos con algunos resultados.

Lema 6.8. Ascoli-Arzelá. Sea K ⊂ Rn un conjunto compacto.

Sea {un}n∈N una sucesión de funciones real-valuadas, continuas en K,

entonces satisfacen

1. (Acotada puntualmente) Existe una constante C, con 0 < C <

∞ tal que |un(x)| ≤ C para todo x ∈ K y todo n ∈ N.
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2. (Uniformemente continuo) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal

que si x, y ∈ K,

|x− y| < δ ⇒ |un(x)− un(y)| < ε

para todo n ∈ N.

La demostración se omite en este trabajo, pero se puede consultar

en ([Rud76], page 180).

Teorema 6.9. Sea

X = {T f : f ∈ H, ‖f‖2 = 1}

entonces X satisface

1. X es uniformemente acotado, i.e., existe una constante C > 0,

tal que |T f(x)| ≤ C ∀ x ∈ [a, b] y toda f tal que ‖f‖2 ≤ 1.

2. X es uniformemente continuo, es decir, para todo ε > 0, existe

δ > 0 tal que si x, y ∈ [a, b],

|x− y| < δ ⇒ |T f(x)− T f(y)| < ε

∀ T f ∈ X.

Demostración. (1) Se sigue directamente de la desigualdad (6.5)

y por el hecho de que ‖f‖2 ≤ 1. (2) Es una implicación directa de (6.6)

y ‖f‖2 ≤ 1. �

Este último teorema nos permite concluir que para el conjunto de

funciones que satisfacen las hipótesis para X en (6.9) la propiedad

Bolzano-Weiertrass para convergencia uniforme que a�rma que toda

sucesión de funciones en X tiene una subsucesión uniformemente con-

vergente, se satisface. Esto se demuestra en el lema anterior (Ascoli-

Azerlá).

Teorema 6.10. Consideremos el operador T : H → H, de�nido

en (18). Sea λ = ‖T ‖, entonces se cumple que ya sea λ o −λ es un

valor propio de T .
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Demostración. Por el lema (6.7) sabemos que existe una sucesión

{un}n∈N ⊂ C0([a, b]), ‖un‖2 = 1 para todo n ∈ N que satisface

ĺım
n→∞

|(T un, un)| = ‖T ‖ = λ.

Por lo tanto podemos suponer que existe una subsucesión {ukn} tal que

ĺım
n→∞

(T ukn , ukn) = ‖T ‖ = λ o ĺım
n→∞

(T ukn , ukn) = ‖T ‖ = −λ.

Supondremos sin pérdida de generalidad que la primera de estas dos

igualdades ocurre.

Para mantener la notación sencilla, denotaremos la subsucesión de

nuevo como {un}n∈N. Por el lema de Ascoli-Arzelá y el teorema (6.9) sa-

bemos que existe una subsucesión, que denotaremos como {T un}n∈N ⊂
C0([a, b]), que converge uniformemente a una función continua φ, es de-

cir ĺımn→∞ T un = φ (uniformemente). Entonces

(28) ĺım
n→∞

‖T un − φ‖22 = ĺım
n→∞

∫ b

a

|T un(x)− φ(x)|2dx = 0

y

(29) ĺım
n→∞

(T un, un) = λ.

Por la continuidad de la norma y por (28),

ĺım
n→∞

‖T un‖2 − ‖φ‖2 ≤ ĺım
n→∞

‖T un − φ‖22 = 0

es decir,

(30) ĺım
n→∞

‖T un‖2 = ‖φ‖2 .

Ahora demostraremos que φ satisface T φ = λφ, con lo que veri�ca-

mos que λ es un valor propio de T . Primero demostraremos que φ 6= 0.

Tenemos que

(31) 0 ≤ ‖T un − λun‖22 = ‖T un‖22 + λ2 ‖un‖22 − 2λ(T un, un).

Tomando los límites de esta ecuación y considerando que (29), (30) y

el hecho de que ‖un‖2 = 1 obtenemos que

0 ≤ ĺım
n→∞

‖T un − λun‖22 = ‖φ‖22 − λ
2.
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Por lo tanto

‖φ‖22 ≥ λ2 > 0

lo cual implica que φ 6= 0.

Por otro lado, dada la de�nición de λ se tiene que

‖T un‖22 ≤ λ2

y por lo tanto, de (31) concluimos que

(32) ĺım
n→∞

‖T un − λun‖22 ≤ 2λ2 − 2λ ĺım
n→∞

(T un, un) = 0

y por la desigualdad del triángulo

0 ≤ ‖T φ− λφ‖2
≤ ‖T φ− T (T un)‖2 + ‖T (T un)− λT un‖2 + ‖λT un − λφ‖2
≤ ‖T ‖ ‖φ− T un‖2 + ‖T ‖ ‖T un − λun‖2 + λ ‖T un − φ‖2 .

Nótese que en la última ecuación, el primer y tercer término tien-

den a cero por (28) y el segundo tiende a cero por(32). Por lo tanto

‖T φ− λφ‖22 = 0. Así, tenemos que T φ = λφ con φ 6= 0. Concluimos

que λ es un valor propio de T . �

Hemos demostrado que existen valores propios de T . Ahora veremos

cuántos valores propios tiene T .

Teorema 6.11. El operador T , de�nido en (18), tiene una suce-

sión in�nita de valores propios {λn}n∈N, que pueden ordenarse de la

siguiente forma

|λ0| ≥ |λ1| ≥ . . . ≥ |λk| ≥ |λk+1| ≥ . . .

Demostración. Sea λ0 el valor propio encontrado en el teorema

(6.10), y φ0 su función propia correspondiente, tal que ‖φ0‖2 = 1.

Consideremos la función

k1(x, y) = k(x, y)− λ0φ0(x)φ0(y)

que satisface las mismas propiedades que k(x, y). De�nimos el operador

T1 : C0([a, b])→ C0([a, b])
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como

T1f(x) =

∫ b

a

k1(x, y)f(y)dy.

T1 es simétrica y compacta (por los mismos argumentos usados para

demostrar estas mismas propiedades para T ). Podemos aplicar el teo-

rema (6.10) a T1, y así, por el lema (6.7) podemos de�nir su norma

como

‖T1‖ = sup
u∈C0([a,b]),‖u‖2=1

|(T1u, u)|,

entonces λ1 = ‖T1‖ o λ1 = −‖T1‖ será un valor propio de T1. Sea φ1

la función propia correspondiente normalizada, esto es,{
T1φ1 = λ1φ1

‖φ1‖2 = 1

Demostraremos que φ1 es una función propia, correspondiente al valor

propio λ1, para T . Si f ∈ C0([a, b]), entonces
(33)

(T1f, φ0) =
∫ b
a
T1f(x)φ0(x)dx

=
∫ b
a

(∫ b
a
T1(x, y)f(y)dy

)
φ0(x)dx

=
∫ b
a

(∫ b
a
T (x, y)φ0(x)dx

)
f(y)dy − λ0

∫ b
a

(∫ b
a
f(y)φ0(y)dy

)
φ2
0(x)dx

= λ0
∫ b
a
f(y)φ0(y)dy − λ0

∫ b
a
f(y)φ0(y)dy

= 0.

esto sucede porque φ0 es una función propia de T y k(x, y) = (y, x) (ya

que el operador es auto adjunto).

La ecuación (33) implica que

0 = (T1φ1, φ0) = λ1(φ1, φ0)

lo que signi�ca que φ1 y φ0 son ortogonales, entonces

T φ1(x) =
∫ b
a
k(x, y)φ1(y)dy

=
∫ b
a
(T1(x, y) + λ0φ0(x)φ0(y))φ1(y)dy

=
∫ b
a
T1(x, y)φ1(y)dy

= T1φ1(x)

= λ1φ1(x).
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Hemos demostrado que λ1 es un valor propio y que φ1 es una función

propia de T . Ahora, supongamos que hemos encontrado {λ0, λ1, . . . , λm−1}
valores propios de T y sus funciones propias correspondientes {φ0, φ1, . . . , φm−1}
que forman un sistema ortonormal. Procederemos por inducción.

Sea

km(x, y) = km(x, y)− λm−1φm−1(x)φm−1(y)

= k(x, y)−
∑m−1

j=0 λjφj(x)φj(y).

El operador correspondiente a km es de�nido como

Tmf(x) =

∫ b

a

km(x, y)f(y)dy,

y satisface las mismas propiedades que T , por lo tanto, el mismo pro-

ceso que se siguió con T1 puede ser repetido.
Este proceso iterativo puede continuar siempre si ‖Tm‖ 6= 0. Supon-

gamos que para alguna m ∈ N ‖Tm‖ = 0, i.e., Tm = 0. Entonces para

f ∈ C0([a, b]) se tiene que

(34)

0 = LTmf(x)

= f(x)−
∑m−1

j=0 λjLφj(x)
∫ b
a
f(y)φj(y)dy

= f(x)−
∑m−1

j=0 φj(x)(f, φj)

y puesto que L es el inverso de T , concluimos que Lφj(x) = 1
λj
φj(x).

La ecuación (34) implica que toda función continua f puede ex-

presarse como una suma �nita de funciones propias que tienen dos

derivadas continuas, por lo tanto, lo mismo debe de ocurrir para f (i.e.

debe de tener dos derivadas continuas), lo cual es una contradicción,

ya que f ∈ C0([a, b]), por lo tanto, Tm 6= 0 para toda m ∈ N, y entonces
T tiene una sucesión in�nita de valores propios.

Por construcción concluimos que

|λ0| ≥ |λ1| ≥ . . . ≥ |λk| ≥ |λk+1| ≥ . . .

�

Demostraremos ahora que ĺımn→∞ |λn| = 0, para lo cual necesita-

mos los siguientes resultados:
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Definición 6.12. Sea {φn}n∈N un sistema ortonormal en H y f ∈
H. Entonces

1. De�nimos la proyección de f sobre φk como

(f, φk)φk(x).

2. Los coe�cientes de Fourier de f con respecto a {φn}n∈N están
de�nidos como la sucesión

{(f, φn)}n∈N.

Entonces, dada la sucesión de funciones propias normalizadas obte-

nidas en el teorema (6.11), podemos escribir la serie de Fourier de una

función propia f ∈ H como

∞∑
k=0

(f, φk)φk(x).

Lema 6.13. Desigualdad de Bessel Sea {φn}n∈N ⊂ H un sistema

ortonormal de funciones, y f ∈ H, entonces

∞∑
k=0

|(f, φk)|2 ≤ ‖f‖22

Demostración. Sea n ∈ N, entonces

0 ≤ ‖f −
∑n

k=0(f, φk)φk‖
2

2

= ‖f‖22 − 2<
∑n

k=1 |(f, φk)|2 +
∑n

k=1 |(f, φk)|2

= ‖f‖22 −
∑n

k=1 |(f, φk)|2

Ya que la desigualdad anterior es cierta para cualquier n, la demostra-

ción queda terminada. �

Teorema 6.14. La sucesión de valores propios de T , encontrada
en el teorema (6.11) satisface

ĺım
k→∞
|λk| = 0
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Demostración. Sea {λn}n∈N la sucesión de valores propios en-

contrada en (6.11). Para todo λn, consideremos la función propia nor-

malizada φn. De�nimos

ψn(x, y) = φn(x)φn(y).

Como se puede observar la sucesión {ψn}n∈N es un sistema ortonormal

en H. Además, los coe�cientes de Fourier de la función de Green se

calculan como sigue

(T , ψn) =
∫ b
a

∫ b
a
k(x, y)ψn(x, y)dxdy

=
∫ b
a

(∫ b
a
k(x, y)φn(y)dy

)
φn(x)dx

=
∫ b
a
λnφ

2
n(x)dx

= λn.

Usando la desigualdad de Bessel, obtenemos

∞∑
n=0

|(k(x, y), ψn(x, y))|2 ≤
∫ b

a

∫ b

a

|k(x, y)|2dxdy <∞

y por el criterio de convergencia de Cauchy, podemos concluir que

ĺım
n→∞

|λn| = 0

. �

6.4. Eigenvalores del problema de Sturm-Liouville.

Consideremos el problema de Sturm-Liouville (3), junto con (4), en-

tonces tenemos el siguiente teorema

Teorema 6.15. El conjunto de todos los valores propios de un pro-

blema regular de Sturm-Liouville forma una sucesión estrictamente mo-

nótona no acotada, denotada como

λ0 < λ1 < . . . < λn < λn+1 < . . .

y

ĺım
i→∞

λi =∞.
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Demostración. Empezaremos por demostrar que la sucesión de

valores propios está acotada por abajo. Sea qinf := ı́nf a ≤ x ≤ bq(x). Si

u(x) es una solución de Lu(x) = λu(x), con las condiciones de frontera

u(a) = 0, u(b) = 0, entonces

λ
∫ b
a
|u(x)2dx = λ

∫ b
a
u(x)u(x)dx

=
∫ b
a
Lu(x)u(x)dx

=
∫ b
a
[p(x)|u′(x)|2 + q(x)|u(x)|2]dx

≥ qinf
∫ b
a
|u(x)|2dx

por lo tanto

(35) λ ≥ qinf

Ahora demostramos que el operador L posee a lo mas dos valores pro-

pios más pequeños que qinf . Supongamos que existen tres funciones

propias φ1, φ2, φ3 ∈ H que satisfacen Lφi = λiσφi, para i = 1, 2, 3 y

λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 < qinf . Entonces podemos encontrar c1, c2, c3 ∈ C, tal
que |c1|2 + |c22|+ |c23| = 1, y

ξ :=
3∑
i=1

ciφi

donde ξ satisface Lu(x) = λσu(x), y u(a) = 0, u(b) = 0. Entonces

qinf
∫ b
a
|ξ(x)|2dx ≤

∫ b
a
Lξ(x)ξ(x)dx

=
∫ b
a

(∑3
i=1 λiσciφi(x)

)
(
∑3

j=1 cjφj(x))dx

=
∫ b
a

∑3
i=1 λiσ|ci|2|φi(x)|2dx

≤ λ3
∫ b
a

∑3
i=1 |ci|2|φi(x)|2dx

= λ3
∫ b
a
|ξ(x)|2dx

Por lo tanto λ3 ≥ qinf , y entonces hay a lo más dos valores propios más

pequeños que qinf como queríamos demostrar.

En la sección (6.3) demostramos que para f ∈ C0([a, b]), u ∈ H y

x ∈ [a, b] los problemas:

a. Lu(x) = λσu(x),

b.
∫ b
a
k(x, y)u(y)dy = 1

λ
u(x)
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son equivalentes. Por lo tanto, si µi es un valor propio del problema (b)

entonces λi = 1/µi es un valor propio del problema (a). Por lo tanto,

por el teorema (6.11) sabemos que el problema (b) tiene una sucesión

in�nita de valores propios {λn}n∈N. Por la parte anterior de esta de-

mostración, sabemos que los valores propios de (b) están acotados por

abajo, por lo que

λ0 < λ1 < . . . < λn < λn+1 < . . .

más aun, por el teorema (6.14) podemos concluir que

ĺım
i→∞

λi =∞.

�

Referencias: [AG07]

7. Soluciones en series de potencias

Por último estudiaremos la forma de resolver ecuaciones diferen-

ciales ordinarias lineales de segundo grado con coe�cientes variables

alrededor de un punto singular regular.

Consideremos la ecuación diferencial

N(x)
d2y

dx2
+ P (x)

dy

dx
+Q(x)y = 0

Supongamos que N(x), P (x) y Q(x) son funciones analíticas. Sean

p(x) = P (x)/N(x) y q(x) = Q(x)/N(x).

Definición 7.1. El punto x0 es un punto ordinario si las funcio-

nes p(x) y q(x) son analíticas en x = x0, en otro caso, x0 es un punto

singular.

Definición 7.2. Un punto singular x0 es un punto singular re-

gular si p(x) tiene un polo a lo más de orden 1 en x = x0 y q(x) tiene

un polo a lo más de orden 2 en x = x0, es decir si a(x) = (x− x0)p(x)

y b(x) = (x− x0)2q(x) son analíticas en x0, y por lo tanto

ĺım
x→x0

(x− x0)p(x) <∞ y ĺım
x→x0

(x− x0)2q(x) <∞.
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Si cualquiera de las dos funciones a(x) y b(x) (o ambas) no es analítica

en x0, llamamos a x0 punto singular irregular.

7.1. Método de Frobenius. Consideremos entonces la ecuación

diferencial

(36) y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

y supongamos que x0 es un punto singular regular. Queremos resolver

(36) en una vecindad del punto x = x0.

Puesto que x0 es singular regular, (x − x0)p(x) y (x − x0)
2q(x)

son analíticas, por lo que tienen expansiones en series de potencias

convergentes, de la forma

(37) (x− x0)p(x) =
∞∑
n=0

pn(x− x0)n

y

(38) (x− x0)2q(x) =
∞∑
n=0

qn(x− x0)n

en algún intervalo |x− x0| < ρ, con ρ > 0 en la vecindad del punto x0.

Para mantener la notación sencilla, supondremos a partir de este

momento que x0 = 0. Si no fuera el caso, se puede hacer una traslación,

haciendo el cambio de variable x̃ = x − x0 de tal forma que el punto

singular regular quede ubicado en el origen.

Multiplicando la ecuación diferencial (36) por (x− x0)2 = x2 obte-

nemos

(39) Ls[y](x) := x2y′′ + (xp(x))xy′ + (x2q(x))y = 0

Donde estamos llamando Ls al operador diferencial. Nótese que

cuando xp(x) =
∑∞

n=0 pnx
n = p0 y x2q(x) =

∑∞
n=0 qnx

n = q0 la ecua-

ción diferencial se reduce a la ecuación de Euler:

(40) x2y′′ + p0xy
′ + q0y = 0.

Para encontrar las soluciones a la ecuación diferencial, utilizamos el

método de Frobenious. Para esto, suponemos que las soluciones, para
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x > 0 son de la forma

(41) y = φ(x) = xξ
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
ξ+n

donde a0 6= 0 y el exponente ξ puede ser real o complejo. Esta serie es

llamada serie de Frobenious.

La primera y segunda derivada de φ son respectivamente

φ′(x) =
∞∑
n=0

(ξ + n)anx
ξ+n−1

y

φ′′(x) =
∞∑
n=0

(ξ + n− 1)(ξ + n)anx
ξ+n−2.

Ahora, sustituyendo el valor de φ y de sus derivadas, y (37), (38)

en el término correspondiente de (39) obtenemos

(42) x2φ′′(x) =
∞∑
n=0

(ξ + n− 1)(ξ + n)anx
ξ+n,

(43) [xp(x)]xφ′(x) =

(
∞∑
n=0

pnx
n

)
∞∑
n=0

(ξ + n)anx
ξ+n,

y

(44) [x2q(x)]φ(x) =

(
∞∑
n=0

qnx
n

)
∞∑
n=0

anx
ξ+n

Sea F (ξ) = ξ(ξ − 1) + p0ξ + q0, donde podemos calcular p0 y q0 de

p0 = ĺım
x→x0

xp(x), y q0 = ĺım
x→x0

x2q(x).

Sustituyendo las ecuaciones (42), (43) y (44) en (39), realizando los

productos correspondientes y agrupando términos obtenemos

(45)

0 = Ls[φ](x, ξ)

= a0F (ξ)xξ

+
∑∞

n=1

(
F (ξ + n)an +

∑n−1
j=0 aj((ξ + j)pn−j + qn−j)

)
xξ+n.
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Para que la ecuación anterior se cumpla, es necesario que el coe�-

ciente de cada término sea igual a cero, es decir,

(46) a0F (ξ) = 0

y

(47) F (ξ + n)an +
n−1∑
j=0

aj((ξ + j)pn−j + qn− j) = 0,

para n = 1, 2, 3, . . .. Puesto que a0 6= 0 entonces (46) se reduce a

F (ξ) = ξ(ξ − 1) + p0ξ + q0 = 0,

éste último es el polinomio indicial de la ecuación. Formalmente tene-

mos que

Definición 7.3. El coe�ciente de la potencia menor de x en la serie

in�nita es llamado polinomio indicial.

Nótese que el polinomio indicial es la misma ecuación que obten-

dríamos al buscar soluciones de la forma y = xr en la ecuación de Euler

asociada (40).

Definición 7.4. Las raíces del polinomio indicial son llamadas ex-

ponentes de la singularidad.

Los exponentes de la singularidad, en este caso ξ1 y ξ2 determinan

el comportamiento cualitativo de la solución en una vecindad del punto

singular x0. Éstos serán los valores de ξ para los cuales (41) es en efecto

una solución de la ecuación diferencial. En este caso

F (ξ) = ξ(ξ − 1) + p0ξ + q0 = 0⇔

ξ2 + ξ(p0 − 1) + q0 = 0⇔

ξ1,2 =
1

2

(
(1− p0)±

√
(p0 − 1)2 − 4q0

)
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Por otro lado de (47) obtendremos una relación de recurrencia a

partir de la cual podremos obtener los coe�cientes de la serie.

F (ξ + n)an +
n−1∑
j=0

aj((ξ + j)pn−j + qn−j) = 0⇔(48)

an = − 1

F (ξ + n)

n−1∑
j=0

aj((ξ + j)pn−j + qn−j),(49)

para n = 1, 2, 3, . . .. Se observa que los coe�cientes an dependen del

valor de ξ y de los coe�cientes anteriores aj, j = 1, . . . , n− 1. Podemos

así calcular los coe�cientes an, (n = 1, 2, . . .) en términos del coe�ciente

a0 y los coe�cientes en las series xp(x) y x2q(x), siempre que F (ξ+n) 6=
0 ∀ n ≥ 1.

Queremos encontrar dos soluciones linealmente independientes pa-

ra obtener un conjunto fundamental de soluciones. Recordemos que

F (ξ) = 0 solo cuando ξ = ξ1, ξ2. Si ξ1, ξ2 ∈ R, suponemos sin pérdida

de generalidad que ξ1 ≥ ξ2, entonces ξ1 + n 6= ξ1 y ξ1 + n 6= ξ2. En

el caso de que ξ1, ξ2 ∈ C, entonces ξ1 = ξ̄2 (una raíz es el comple-

jo conjugado de la otra), por lo que ξ1 + n 6= ξ1, ξ2. En ambos casos

F (ξ1 + n) 6= 0 para toda n = 1, 2, . . ., por lo que la fórmula recursiva

está bien de�nida y se pueden calcular los coe�cientes a1, a2, . . ..

La solución entonces estará dada por

(50) y = φ1(x) = a0x
ξ1 +

∞∑
n=1

a(ξ1)n xξ1+n = xξ1

(
a0 +

∞∑
n=1

a(ξ1)n xn

)

con x > 0 y donde los coe�cientes a(ξ1)n se obtienen sustituyendo el

valor de ξ1 en la fórmula de recurrencia, i.e.

a(ξ1)n = − 1

F (ξ1 + n)

n−1∑
j=0

a
(ξ1)
j ((ξ1 + j)pn−j + qn−j).

Para x < 0, basta hacer el cambio de variable x = −x̃, con x̃ > 0.

Obtenemos que las soluciones di�eren solamente por el signo de xξ por
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lo que esta primera solución en todo el intervalo estará dada por

(51) y = φ1(x) = |x|ξ1
(
a0 +

∞∑
n=1

a(ξ1)n xn

)

en el intervalo 0 < |x| < ρ, ρ > 0. Para obtener una segunda solución

linealmente independiente tenemos los siguientes casos.

7.1.1. Raíces diferentes que no di�eren por un entero. En primer

lugar consideremos el caso en el que ξ1, ξ2 ∈ R, ξ1 6= ξ2 y ξ1 − ξ2 no es

un entero, entonces ξ2 +n 6= ξ1 para cualquier valor de n ≥ 1. Por otro

lado si ξ1, ξ2 ∈ C, entonces una será el complejo conjugado de la otra y

ξ2 + n 6= ξ1, ∀ n ≥ 1. Por lo tanto en estos dos casos, F (ξ2 + n) 6= 0

y una segunda solución estará dada por

(52) y = φ2(x) = a0x
ξ2 +

∞∑
n=1

a(ξ2)n xξ2+n = xξ2

(
a0 +

∞∑
n=1

a(ξ2)n xn

)

con x > 0, donde como en el caso anterior

a(ξ2)n = − 1

F (ξ2 + n)

n−1∑
j=0

a
(ξ2)
j ((ξ2 + j)pn−j + qn−j).

Las soluciones (51) y (52) son linealmente independientes puesto

que φ2/φ1 no es una constante (pues ξ2−ξ1 no es un entero). Las series

que encontramos en las soluciones ψ1 y ψ2, es decir a0 +
∑∞

n=1 a
(ξ1)
n xn y

a0+
∑∞

n=1 a
(ξ2)
n xn convergen al menos en el intervalo |x| < ρ, donde con-

vergen las series de xp(x) y x2q(x). Dentro de su radio de convergencia

de�nen funciones analíticas en x = x0.

7.1.2. Raíces iguales. Cuando las raíces de la ecuación indicial son

iguales, i.e. ξ1 = ξ2, entonces la ecuación indicial puede factorizarse

como

F (ξ) = (ξ − ξ1)2.
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Consideremos a ξ como una variable continua y a los coe�cientes an
como funciones de ξ, i.e.,

(53) an(ξ) = − 1

(ξ − ξ1)2
n−1∑
j=0

aj(ξ)((ξ + j)pn−j + qn−j),

con n = 1, 2, . . .. Sustituyendo estos valores de an(ξ) (n ≥ 1) en la

ecuación diferencial (45) obtenemos

Ls[φ](x, ξ) = a0F (ξ)xξ+∑∞
n=1

(
F (ξ + n)an(ξ) +

∑n−1
j=0 aj(ξ)((ξ + j)pn−j + qn−j)

)
xξ+n

nótese que insertando (53) en la ecuación anterior ésta se reduce a

Ls[φ](x, ξ) = a0F (ξ)xξ = a0(ξ − ξ1)2xξ

Afirmación 7.5. La ecuación φ1(x) := φ(x, ξ1) (como en la ecua-

ción (51)), y la derivada de ésta con respecto a ξ son ambas soluciones

de la ecuación diferencial. Esto es:

Ls[φ](x, ξ1) = 0 y Ls

[
∂φ

∂ξ

]
(x, ξ1) = 0

Demostración. Veri�camos que φ1(x) = φ(x, ξ1) es solución

Ls[φ](x, ξ1) = a0(ξ − ξ1)2xξ|ξ=ξ1 = 0

(esto ya fue comprobado en la sección anterior).

Calculemos ahora Ls[
∂φ]
∂ξ

]. Recordando que ∂xξ

∂ξ
= xξ lnx, tenemos

que

Ls

[
∂φ

∂ξ

]
(x, ξ) =

∂

∂ξ
L[ψ](x, ξ)

=
∂

∂ξ

[
a0(ξ − ξ1)2xξ

]
= a0

[
2(ξ − ξ1)xξ + ((ξ − ξ1)2xξ lnx)

]
evaluando en ξ1 obtenemos que

Ls

[
∂φ

∂ξ

]
(x, ξ1) = 0

�
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Llamemos b(ξ1)n = a′n(ξ1), es decir a la derivada con respecto a ξ del

coe�ciente n-ésimo evaluado en ξ1, entonces la segunda solución queda

como

y = φ2(x) =
∂φ(x, ξ1)

∂ξ

=
∂

∂ξ

(
xξ

(
a0 +

∞∑
n=1

an(ξ)xn

))∣∣∣∣∣
ξ1

= (xξ1 lnx)

(
a0 +

∞∑
n=1

a(ξ1)n xn

)
+ xξ1

∞∑
n=1

b(ξ1)n xn

= φ1(x) lnx+ xξ1

∞∑
n=1

b(ξ1)n xn.

7.1.3. Raíces reales que di�eren por un entero. Si las raíces del

polinomio indicial ξ1 y ξ2 di�eren por un entero positivo m, es decir

ξ1 = ξ2 +m, procedemos como sigue.

Si la expresión
∑n−1

j=0 aj(pn−j(j+ξ)+qn−j) es divisible entre ξ−ξ2 =

ξ − ξ1 −m entonces F (ξ) es también divisible entre ξ − ξ2. El término

a
(ξ2)
m generado a partir de la fórmula de recurrencia (49) con ξ = ξ2 está

bien de�nido, y por lo tanto también los términos a(ξ2)m+1, a
(ξ2)
m+2, . . . . Por

lo tanto una segunda solución de (39) será de la forma

y = φ2(x) = xξ2

(
a0 +

∞∑
n=1

a(ξ2)n xn

)
.

Ahora bien, si la expresión
∑n−1

j=0 aj(pn−j(j + ξ) + qn−j) no es divisible

entre ξ− ξ2 = ξ− ξ1−m entonces, nuevamente consideremos a ξ como

una variable continua y a los coe�cientes an como funciones de ξ, y sea

a0 := a0(ξ1) = ξ − ξ0.

Afirmación 7.6. De�namos

(54) ψ(x, ξ) := xξ
∞∑
n=0

an(ξ)xn,

Las funciones ψ(x, ξ2) y ∂ψ(x,ξ2)
∂ξ

son ambas soluciones de la ecuación

diferencial (39).



54 1. ANTECEDENTES

Demostración. Calculemos entonces L[ψ] diferenciando ψ(x, ξ)

con respecto a x e insertando en la ecuación diferencial

L[ψ](x, ξ) = x2ψxx + (xp(x))xψx + x2q(x)ψ

=
∞∑
n=0

an(ξ)(n+ ξ)(n+ ξ − 1)xn+ξ

+

(
∞∑
n=0

pnx
n

)
∞∑
n=0

an(ξ)(n+ ξ)xn+ξ

+

(
∞∑
n=0

qnx
n

)
∞∑
n=0

an(ξ)xn+ξ

= (ξ − ξ2)F (ξ)xξ

+
∞∑
n=1

(
an(ξ)F (n+ r) +

n−1∑
j=0

aj(ξ)((ξ + j)pn−j + qn−j

)
xn+ξ

= (ξ − ξ2)F (ξ)xξ

esto último puesto que an(ξ) satisface la fórmula de recurrencia (49).

Por lo tanto si �jamos ξ = ξ2 la expresión (ξ−ξ2)F (ξ)xξ = 0 y en efecto,

ψ(x, ξ) es solución de la ecuación diferencial. Si derivamos ahora ψ(x, ξ)

con respecto a ξ, nuevamente sustituyendo en la ecuación diferencial

obtenemos

L

[
∂ψ

∂ξ

]
(x, ξ) =

∂

∂ξ
[x2ψxx + (xp(x))xψx + x2q(x)ψ]

=
∂

∂ξ
[(ξ − ξ2)F (ξ)xξ]

= x2
∂2

∂x2

(
∂ψ

∂ξ

)
+ x(xp(x))

∂

∂x

(
∂ψ

∂ξ

)
+ x2q(x)

(
∂ψ

∂ξ

)
= F (ξ)xξ + (ξ − ξ2)F ′(r)xξ + (ξ − ξ2)F (ξ)(lnx)xξ

Por lo tanto vemos que cuando ξ = ξ2 la función ∂ψ
∂ξ

(x, ξ2) satisface la

ecuación diferencial, es decir L
[
∂ψ
∂ξ

]
= 0. Consideremos como en el caso

anterior, a(ξ)n = an(ξ) y b(ξ)n = a′n(ξ). Derivamos ψ(x, ξ) con respecto a
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ξ,
∂ψ(x, ξ)

∂ξ
= (ln)xξ

∞∑
n=0

a(ξ)n xn + xξ
∞∑
n=0

b(ξ)n xn

entonces

y = φ2(x) =
∂ψ(x, ξ2)

∂ξ
= (ln)xξ2

∞∑
n=0

a(ξ2)n xn + xξ2
∞∑
n=0

b(ξ2)n xn

Nótese que al usar ξ = ξ2 en la fórmula de recurrencia (49) eligiendo

a0 = ξ − ξ2, obtendremos un factor en el numerador que se cancelará

con el factor ξ − ξ2 de la ecuación indicial. De esta forma, tenemos

a
(ξ2)
0 = (ξ − ξ2)|ξ=ξ2 = 0

a
(ξ2)
1 =

−a(ξ2)0 (ξ2(p1 + q1))

F (ξ2 − 1)
= 0

...

a
(ξ2)
m−1 = −

∑m−2
j=0 a

(ξ2)
j (pm−j−1(j + ξ2) + qm−j−1)

F (m+ ξ2 − 1)
= 0

y así tenemos que

y = φ2(x) = (lnx)xξ2
∞∑
n=0

a(ξ2)n xn + xξ2

∞∑
n=0

b(ξ2)n xn

= (ln x)xξ2
∞∑
n=m

a(ξ2)n xn + xξ2

∞∑
n=0

b(ξ2)n xn

= (ln x)xξ1−m
∞∑
n=m

a(ξ2)n xn + xξ2

∞∑
n=0

b(ξ2)n xn

= (ln x)xξ1
∞∑
n=m

a(ξ2)n xn−m + xξ2

∞∑
n=0

b(ξ2)n xn

= (ln x)xξ1
∞∑
n=0

a
(ξ2)
n+mx

n + xξ2

∞∑
n=0

b(ξ2)n xn

�

Referencias: [Wal98], [Bra92]





Capítulo 2

Construcción del modelo y resultados

El objetivo de este trabajo es construir un modelo que reproduz-

ca la dinámica espacial de la formación de órganos �orales en la �or

Arabidopsis thaliana. Una vez construido un modelo sobre premisas

fenomenológicamente válidas, podemos modi�car ciertos datos y con-

diciones iniciales, con lo que veri�caremos cuándo es que se da inter-

cambio en el orden espacial de los órganos. Para construir el modelo

de�niremos el paisaje epigenético de la �or, utilizando datos obtenidos

de la red de regulación genética que construiremos a partir de informa-

ción experimental. Mediante el paisaje epigenético podremos modelar

como actúan las diferentes fuerzas ambientales y genéticas en la dife-

renciación celular. Esto nos permitirá de�nir un modelo continuo, que

consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales de reacción-difusión.

Al resolver este sistema con técnicas analíticas y numéricas, observa-

mos cómo el modelo reproduce adecuadamente la dinámica espacial de

la formación de órganos �orales.

Empezamos entonces por construir el sistema dinámico discreto que

modela la formación de órganos en nuestro objeto de estudio: la �or

Arabidopsis thaliana.

1. Red booleana

Mediante un sistema dinámico discreto exploraremos la dinámica de

las decisiones de destino celular durante etapas tempranas del desarro-

llo �oral. El sistema con el que trabajaremos es una red de regulación

genética booleana que converge a diez atractores, cada uno correspon-

diente a uno de los tipos principales de células observados durante

etapas iniciales de desarrollo �oral:

57
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� Las células meristemáticas de la in�orescencia, que a su vez es

particionada en cuatro regiones.

� Células primordias en los meristemos �orales de sépalos, péta-

los, estambres y carpelos.

Esta red está basada en datos experimentales para 13 genes:

FUL, FT, AP1, EMF1, LFY, AP2 WUS,

AG, TFL1, P1, SEP, AP3, UFO

Nuestra red es entonces una grá�ca dirigida compuesta por trece

nodos (�gura 1), donde cada uno puede tener dos posibles estados: 0

o 1 (prendido o apagado). Las reglas de actualización de la red, que

se encuentran en el Apéndice II, son las interacciones entre los genes

que pueden ser de dos tipos: de activación o de inhibición. Éstas fueron

obtenidas experimentalmente.

Figura 1. Autómata

En la �gura (2) se muestra la matriz de incidencia de la grá�ca,

donde la entrada ij es 1 si existe conexión entre el nodo i y el nodo j

y cero en caso contrario.
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Figura 2. Matriz de incidencia

Dado que cada nodo tiene dos posibles estados, tenemos 213+1 con-

diciones iniciales (números binarios del 0 al 213). Iteramos el sistema

a partir de cada una de las posibles condiciones iniciales y obtenemos

los 10 puntos �jos ([ESPLAB04]). Cada uno de éstos tiene trece com-

ponentes por lo que de�nen vectores en un espacio de dimensión 13.

Éstos son los siguientes:

Órgano �oral Atractor

In�orescencia 1 q1 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]

In�orescencia 2 q2 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1]

In�orescencia 3 q3 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0]

In�orescencia 4 q4 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1]

Sépalos q5 = [0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]

Pétalos (sin UFO) q6 = [0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0]

Pétalos (con UFO) q7 = [0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1]

Estambres (sin UFO) q8 = [1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0]

Estambres (con UFO) q9 = [1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1]

Carpelos q10 = [1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0]
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Ya que cuatro de los atractores (q1, q2, q3 y q4), están asociados a ór-

ganos vegetativos, no los tomaremos en cuenta. Así, para el resto del

trabajo nos concentraremos únicamente los cuatro atractores corres-

pondientes a los órganos �orales (ignorando los correspondientes a pé-

talos y estambers sin UFO): sépalos, pétalos (con UFO), estambres

(con UFO) y carpelos. Del número total de condiciones iniciales posi-

bles (213 + 1), contamos cuántas van a dar a cada uno de los puntos

�jos y obtenemos los siguientes datos:

cS = 152, cP = 160, cE = 3744, cC = 3608,

donde los subíndices S, P,E y C corresponden a sépalos, pétalos, es-

tambres y carpelos, respectivamente.

Referencias: [ESPLAB04],[ABCA+08],[ABBC+06].

2. Reducción de coordenadas

Nos interesa ahora interpolar el sistema discreto para obtener uno

continuo. Recordemos que cada uno de los componentes de los vectores

corresponde a un gen especí�co del órgano, que puede estar en uno

de dos estados diferentes: (0 ó 1). Dado que la red está formada por

trece genes, al hacer la interpolación obtendríamos un sistema en un

espacio con 13 dimensiones que sería sumamente costoso resolver. Por

este motivo optamos por hacer una reducción del sistema, eligiendo

mediante un ajuste de mínimos cuadrados, el plano bidimensional que

mejor se ajusta a los cuatro puntos �jos (i.e. minimiza el cuadrado de

la suma de las distancias de cada uno de los cuatro puntos �jos a él) y

proyectamos los puntos en dimensión 13 en este plano. El problema es

entonces el que sigue:

Sean e1 y e2 dos vectores ortonormales en R13 y Π =< e1, e2 > el

plano generado por estos vectores. Queremos encontrar e1 y e2 tales

que la suma de las distancias de cada vector (atractor) q1, q2, q3, q4 al
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plano Π sea mínima. Para esto tenemos que minimizar la cantidad:

(55) S =
∑
i

d2(qi,Π)

donde S := S(e1, e2), y d2(qi,Π) es el cuadrado de la distancia del

vector qi al plano Π. Esto es

(56) d2(qi,Π) = ||qi − Pqi||2,

donde Pqi es la proyección del vector qi al plano Π,

(57) Pqi = (qi · e1)e1 + (qi · e2)e2,

y (·) denota el producto escalar entre los correspondientes vectores.

Para minimizar S utilizaremos la herramienta de descomposición

en valores singulares (DVS), la cuál sirve para trabajar con conjun-

tos de ecuaciones o matrices que son singulares o numéricamente casi

singulares. Mediante esta técnica ajustaremos un plano al conjunto de

vectores {q1, q2, q3, q4}
Sea Q la matriz de tamaño m×n (m = 13, n = 4) formada acomo-

dando los vectores qi como columnas, i.e.

(58) Q = (q1|, q2|, . . . |, q4)

Mediante la técnica DVS podemos descomponer la matriz Q en tres

factores, y de esta manera encontrar sus valores singulares. Expresa-

remos a la matriz Q como el producto de tres matrices: la matriz U ,

ortogonal (por columnas) de tamaño m×n, D una matriz diagonal de

tamaño n × n con elementos mayores o iguales a cero y V , la matriz

transpuesta de una matriz ortogonal de tamaño n× n. Esto es,

(59) Q = U ·D · V T

Puesto que ambas U y V tienen columnas ortogonales, tenemos que

UTU = V TV = I y V · V T = I, por lo que D será la matriz diagonal
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dada por:

D =


w1 0 . . . 0

0 w2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . wn


donde wi serán los valores singulares de Q y wi ≥ 0 ∀i.

Habiendo obtenido las matrices U , V y D tomaremos e1 y e2 como

la primera y segunda columna de V T (las cuales son ortogonales entre

sí) respectivamente. El plano formado por estos vectores ortonormales,

es el plano que minimiza la suma de las distancias de cada vector qi a

él. Ahora procedemos a calcular la proyección Pqi de cada vector qi al

plano Π = Π < e1, e2 >, dado por,

(60) Pqi = (qi · e1)e1 + (qi · e2)e2

Si tomamos e1 como el vector que genera al eje x y e2 como el vector que

genera al eje y de un sistema de coordenadas bidimensional, podemos

calcular las coordenadas x − y de cada vector qi respecto a la pareja

{e1, e2} en este plano mediante la siguiente ecuación

(61) xqi = Pqi · e1, yqi = Pqi · e2

en este caso

e1 = [−0.2202,−0.4050,−0.1848, 0,−0.4050,−0.4050, 0,

−0.2202, 0,−0.3291,−0.4050,−0.2286,−0.2286 ]

y

e2 = −0.5118, 0.1032, 0.6150, 0, 0.1032, 0.1032, 0,

−0.5118, 0,−0.2273, 0.1032, 0.0422, 0.0422 ]

Al hacer esto obtenemos para el vector original (que se encontraba

en un espacio de dimensión 13) el siguiente en el nuevo sistema de

coordenadas en R2:
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Órgano �oral Atractor

Sépalos pS = (uS, vS) = (−1.8048, 1.0278)

Pétalos pP = (uP , vP ) = (−2.5911, 0.8850)

Estambres pE = (uE, vE) = (−2.8466,−0.7537)

Carpelos pC = (uC , vC) = (−2.3893,−0.8381)

La grá�ca de los cuatro vectores en el plano e1, e2 se observa en la �gura

(3).

Figura 3. Reducción de coordenadas

Referencias: [Wat10], [ABCA+08].

3. Paisaje epigenético

Los paisajes epigenéticos introducidos por Waddington en 1975

[Wad42] son modelos de desarrollo que ilustran la mecánica de la di-

ferenciación celular. Estos modelos hacen una analogía con una masa

en un potencial con un cierto número de pozos o cuencas de atracción

y canales que conducen a éstos. Las fuerzas genéticas están representa-

das por los canales que corren por el paisaje, la pendiente de la �gura
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simboliza las fuerzas ambientales y la masa es alguna característica del

organismo en desarrollo (ver �gura 7). El centro de cada pozo es una

etapa �nal de esta característica. Este modelo señala un par de pun-

tos importantes: Primero los cambios en el ambiente (las pendientes

en la super�cie) pueden modi�car la trayectoria de la masa y alterar

radicalmente el resultado �nal; y segundo, si los canales son mas hon-

dos, se necesitarán fuerzas ambientales mucho mayores (cambios en la

pendiente) para in�uir en el resultado.

A partir de los datos obtenidos del sistema dinámico discreto y

de la reducción de coordenadas, construimos el paisaje epigenético, es

decir, construimos un potencial con cuatro pozos, cada uno de los cuales

centrado en los puntos atractores: pS, pP , pE y pC . Es decir, se sustituye

el problema en trece dimensiones por una reducción a dos dimensiones,

correspondiente a un sistema gradiente.

El tamaño de cada pozo está dado por el recíproco del número

inicial de condiciones iniciales que van a dar a cada punto de equilibrio

en el sistema discreto, i.e.,

aS = 1
cS
, aP = 1

cP
, aE = 1

cE
, aC = 1

cE

El potencial determinado por el paisaje epigenético lo de�nimos

entonces de la siguiente manera y se puede ver en la �gura 4:

F (u, v) = mı́n{aS[(u− uS)2 + (v − vS)2], aP [(u− uP )2 + (v − vP )2],

aE[(u− uE)2 + (v − vE)2], aC [(u− uC)2 + (v − vC)2]}

Como podemos observar, cada uno de los cuatro pozos está centrado

en uno de los puntos pS, pP , pE y pC . Además, al multiplicar cada

término por aS, aP , aE o aC , garantizamos que el radio de cada uno

de los pozos sea directamente proporcional al número de condiciones

iniciales que atrae.
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Figura 4. Potencial

4. Sistema de reacción difusión

Los sistemas de reacción-difusión son modelos matemáticos que des-

criben cómo una o más sustancias distribuidas en el espacio cambian

bajo la in�uencia de dos procesos: reacciones químicas locales en las que

las sustancias se transforman las unas en las otras, y difusión, que pro-

voca que las sustancias se dispersen en el espacio. El resultado de este

proceso es una con�guración estable en la que la composición química

es no uniforme en un dominio espacial. Desde que en 1952 Alan Tu-

ring los propuso como La base química de la morfogénesis, los sistemas

de reacción-difusión se han utilizado para modelar diversos procesos

biológicos de formación de patrones [Mur03].

Para obtener el sistema de reacción difusión con el que trabajare-

mos, interpolamos el sistema dinámico discreto para obtener uno conti-

nuo cuya dinámica está dada por las siguientes ecuaciones diferenciales
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parciales gobernadas por el potencial de�nido anteriormente F (u, v),

(62)
∂u
∂t

= d1∆u+ f(u, v)
∂v
∂t

= d2∆v + g(u, v)

donde (f, g) = −∇F , y d1, d2 son constantes de difusión.

El anterior es un sistema de reacción difusión, en el cual u y v

representan una combinación lineal de los estados de activación de los

genes, como resultado de elegir un sistema de ejes coordenados en el

plano bidimensional que se ajustó para la proyección .

El objetivo es ahora, encontrar las soluciones estacionarias de (62,

es decir,

(63)
d1∆u+ f(u, v) = 0

d2∆v + g(u, v) = 0

Dada la geometría de la �or, consideramos un dominio cerrado anu-

lar Ω, centrado en el origen. Es decir, un disco de radio R, con una

perforación concéntrica de radio rε (para evitar singularidades en el

origen), de�nido como

(64) Ω = {z : rε ≤ |z| ≤ R}.

Es más natural trabajar con coordenadas polares (r, θ), donde r2 =

x2 + y2 y θ = arctan(y/x). Notemos que

rx = x√
x2+y2

= r cos θ
r

= cos θ

y

θx = − y
x2

(
1

1+(y/x)2

)
= −y

x2+y2
= − sen θ

r

análogamente

ry = sen θ, y θy = cos θ
r

entonces

ux = urrx + uθθx = (cos θ)ur − sen θ
r
uθ

y

uy = urry + uθθy = (sin θ)ur + cos θ
r
uθ
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por lo tanto

∂
∂x

= (cos θ) ∂
∂r
− sen θ

r
∂
∂θ

y ∂
∂y

= (sen θ) ∂
∂r

+ cos θ
r

∂
∂θ

obtenemos entonces que

uxx = (cos θ) ∂
∂r
− sen θ

r
∂
∂θ

(
urrx + uθθx = (cos θ)ur − sen θ

r
uθ
)

= cos2 θurr + sen2

r2
uθθ − 2 sen θ cos θ

r
urθ + 2 sen θ cos θ

r2
uθ + sen2

r2
ur

y análogamente

uyy = sen2 θurr + cos2

r2
uθθ + 2 sen θ cos θ

r
urθ − 2 sen θ cos θ

r2
uθ + cos2

r2
ur

Sumando estas últimas dos ecuaciones obtenemos

∆u = urr + 1
r
ur + 1

r2
uθθ,

de la misma manera obtenemos

∆v = vrr + 1
r
vr + 1

r2
vθθ.

Nuestro sistema (63) queda como

(65)
d1
(
urr + 1

r
ur + 1

r2
uθθ
)

+ f(u, v) = 0

d2
(
vrr + 1

r
vr + 1

r2
vθθ
)

+ g(u, v) = 0

Recordemos que el potencial F está de�nido como

(66) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]}

con j = s, p, e, c. Si suponemos que para un (u, v) dado k ∈ {S, P,E,C}
es tal que F (u, v) = ak[(u−uk)2 + (v− vk)2] el gradiente de F , (f, g) =

−∇F , queda como

f = −2ak(u− uk), g = −2ak(v − vk).

Nótese que f solo depende de u y g solo depende de v por lo que las

dos ecuaciones en (65) están desacopladas y podemos entonces resolver

cada una de forma independiente.

Para continuar, requerimos del siguiente teorema de simetría radial

debido a Gidas, Ni y Niremberg.
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Teorema 4.1. Sea U = B0(0, 1) la bola abierta unitaria en Rn.

Consideremos el problema de valores en la frontera{
−∇u = f(u), en U

u = 0 sobre ∂U.

con u > 0 en U , donde f : R → R es Lipschitz continua. Supongamos

u ∈ C2(Ū) es la solución. Entonces u tiene simetría radial, es decir

u(x) = v(r),

con r = |x|, para alguna función estrictamente decreciente v : [0, 1]→
[0,∞].

La demostración de este Teorema se puede encontrar en ([Eva10],

pág. 518-522).

Nótese que las variables u y v dependen de x, y y t y que dado que

f y g son lineales, las ecuaciones (65) son lineales. Para que nuestras

soluciones cumplan con las hipótesis del teorema, empezamos por hacer

una traslación de la forma

u(x, y, t) + ũ, v(x, y, t) + ṽ

donde ũ es una constante tal que uS+ũ, uP +ũ, uE+ũ, uC+ũ > 0 Por el

principio del máximo para ecuaciones lineales ([Eva10], pág. 375-377)

sabemos que si u(x, y, 0) ≥ 0 y u ≥ 0 en la frontera del dominio (en

este caso el octante positivo) entonces

u(x, y, t) ≥ 0

y análogamente

v(x, y, t) ≥ 0.

Nótese que en le caso general (i.e. sin considerar que las ecuaciones

son lineales), podemos utilizar el principio del máximo para desigualda-

des donde ut−d1∆u ≥ f(u) ≥ 0 (y lo mismo para la segunda ecuación

diferencial).

Habiendo hecho esto, podemos utilizar el resultado anterior para

concluir que son radialmente simétricas, es decir, uθ = 0, vθ = 0 y
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por tanto las funciones u y v dependerán sólo de r. Las ecuaciones

diferenciales parciales (65) se simpli�can y se reducen a las ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:

d1
[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0(67)

d2
[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0(68)

donde u′, v′ son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente.

4.1. Problema de valores en la frontera. Resolveremos am-

bas ecuaciones (67) y (68) en el dominio anular Ω (de�nido en (64))

centrado en el origen. Resulta natural iniciar en un punto (u0, v0) que

se encuentre dentro de la cuenca de sépalos. Por otra parte, para poder

trabajar con condiciones de frontera homogéneas, hacemos una trasla-

ción del domino de −rε en el eje r. El nuevo dominio Ω̃ queda de�nido

como

Ω̃ = {z : 0 ≤ |z − rε| ≤ R− rε}.

Pediremos ahora que la derivada de la solución en r = 0 sea cero.

Así tendremos las condiciones de frontera de Neumann siguientes:

(u, v)(R) = (u0, v0) y (u, v)′(0) = (0, 0).

Resolveremos el problema de valores en la frontera desde r = R−rε
hasta r = 0. El cálculo de la solución de las ecuaciones cuando el punto

(u, v) se encuentre en cualquiera de las otras tres cuencas, se detallará

en la siguiente sección.

Los problemas de valores en la frontera a resolver, quedan como

sigue:

(69)

{
d1
[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0

u(R) = u0; u
′(0) = 0

y

(70)

{
d2
[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0

v(R) = v0; v
′(0) = 0
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donde f = −2aS(u− uS) y g = −2aS(v − vS).

Sustituyendo la expresión f t g las ecuaciones diferenciales anterio-

res quedan como:

d1

[
u′′(r) +

1

r
u′(r)

]
− 2aS(u− uS) = 0,

d2

[
v′′(r) +

1

r
v′(r)

]
− 2aS(v − vS) = 0.

Hacemos el cambio de variables ũ = u − u0 y ṽ = v − v0, para

trabajar con condiciones de frontera homogéneas, obteniendo

(71)

{
d1
[
ũ′′(r) + 1

r
ũ′(r)

]
− 2aS(ũ+ u0 − uS) = 0

ũ(R) = 0; ũ′(0) = 0

y

(72)

{
d2
[
ṽ′′(r) + 1

r
ṽ′(r)

]
− 2aS(ṽ + v0 − vS) = 0

ṽ(R) = 0; ṽ′(0) = 0

Puesto que excepto por los valores de los parámetros, ambas ecua-

ciones son idénticas, basta entonces presentar los detalles de una de

ellas, por ejemplo la la primera. Empezamos por multiplicar cada tér-

mino por r/d1 y la reescribimos en forma de Sturm-Liouville (1). Ade-

más, renombramos ũ como u para mantener la notación sencilla, así

obtenemos

(73) [ru′]′ + c1ru = c2r

donde c1 = −2aS/d1 y c2 = c1(uS − u0).
Sea h(r) = c2r. De�nimos el operador diferencial L (como en 5) de

la siguiente forma:

L =
d

dr

[
r
d

dr

]
+ c1r

por lo que (73) queda como

(74) Lu = h(r),

donde h(r) ≤ c2r. Consideraremos el problema de valores propios

(75) Lφ(r) = −λφ(r)σ(r),
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sujeto a las condiciones de frontera

φ(R) = 0, φ′(0) = 0,

donde λ es el valor propio asociado a la función propia φ y σ es una

función de peso por ajustar. Supongamos que la solución u(r) de (74),

puede escribirse como una expansión en funciones propias del problema

(75), es decir

(76) u(r) =
∞∑
n=0

bnφn(r)

donde los bn son los coe�cientes de expansión y se determinan a conti-

nuación.

Sustituyendo la suma (76) en la ecuación diferencial (74), obtene-

mos

h(r) = Lu = L

[
∞∑
n=0

bnφn(r)

]
= −

∞∑
n=0

bnλnσ(r)φn(r)

Para encontrar los coe�cientes de expansión bn multiplicamos la

última ecuación por φm e integramos de 0 a R̃ = R− rε, obteniendo∫ R̃

0

h(r)φm(r)dr = −
∞∑
n=0

bnλn

∫ R̃

0

φn(r)φm(r)σ(r)dr

Debido a la ortogonalidad de las funciones propias φ (teorema 6.1),

obtenemos ∫ R̃

0

h(r)φm(r)dr = −bmλm
∫ R̃

0

φ2
m(r)σ(r)dr

resolviendo para bm nos queda que

(77) bm = −
∫ R̃
0
h(r)φm(r)dr

λm
∫ R̃
0
φ2
m(r)σ(r)dr

Nos interesa entonces encontrar la forma explícita de las funciones

propias y valores propios del problema (75).
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4.2. Problema de Sturm-Liouville. Buscamos las soluciones

del problema de valores propios

Lφ = −λφσ.

Reorganizando términos, obtenemos

Lφ(µ, r) = −λσφ ⇔
d
dr

[
r d
dr
φ
]

+ c1rφ = −λσφ ⇔
rφ′′ + φ′ + (c1r + λσ)φ = 0 ⇔
r2φ′′ + rφ′ + (c1r

2 + λσr)φ = 0

Sea ξ2 = λ (por los teoremas (6.2) y (6.2) sabemos que los valores

propios λ son todos reales y simples). Para simpli�car la ecuación,

hacemos c1 = 1 lo cual implica que d = −2aS, (recordemos que d es una

constante de difusión que queremos ajustar para que nuestro modelo

funcione correctamente) y que c2 = (uS − u0). Haciendo σ = −1/r, la

última ecuación se reduce a

r2φ′′ + rφ′ + (r2 − ξ2)φ = 0,

la ecuación de Bessel.

4.2.1. Ecuación de Bessel. Resolveremos ahora la ecuación de Bes-

sel. De�nimos el operador diferencial LB como

(78) LB := r2
d2

dr2
+ r

d

dr
+ (r2 − ξ2),

Supondremos que ξ ≥ 0. Podemos observar que r = 0 es un punto

singular (7.1). Sea p(r) = 1/r, q(r) = 1 − (ξ/r)2, entonces podemos

reescribir la ecuación LBφ = 0 como

φ′′ + p(r)φ′ + q(r)φ = 0.

Observamos que rp(r) = 1 y r2q(r) = r2 − ξ2 son ambas funciones

analíticas por lo que r = 0 es un punto regular singular (7.2).
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Buscamos entonces una solución a la ecuación de Bessel en series

de Frobenius (7.1), suponiendo que la solución es de la forma

(79) φ = J(r) = rµ
∞∑
n=0

anr
n =

∞∑
n=0

anr
n+µ

donde µ es un valor por determinar y a0 6= 0. La primera y la segunda

derivada de (79) son

J ′(r) =
∞∑
n=0

(n+ µ)anr
n+µ−1

y

J ′′(r) =
∞∑
n=0

(n+ µ)(n+ µ− 1)anr
n+µ−2.

respectivamente. Sustituyendo J(r) y sus derivadas en (78), obtenemos

LBJ(r) =
∑∞

n=0 r
µ+n [((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2)an +

∑∞
n=0 anr

2]

=
∑∞

n=0 r
µ+n [((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2)an +

∑∞
n=2 an−2]

= [µ(µ− 1) + µ− ξ2]a0 + [(1 + µ)µr + (1 + µ)r − ξ2r]a1
+

∑∞
n=2 r

n+µ[((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2)an + an−2]

Puesto que LBJ(r) = 0, notamos que cada uno de los tres términos

en la última ecuación debe de ser igual a cero. Del primero obtenemos

lo siguiente:

[µ(µ− 1) + µ− ξ2]a0 = 0

puesto que a0 6= 0 entonces necesariamente

µ(µ− 1) + µ− ξ2 = µ2 − ξ2 = 0

ésta última es la ecuación indicial (7.3), e implica que los exponentes

de la singularidad (7.4) son µ = ±ξ. Del segundo término tenemos que

[(1 + µ)µ+ 1 + µ− ξ2]a1 = [(µ+ 1)2 − ξ2]a1 = 0

lo cual implica que a1 = 0 (pues supusimos que ξ ≥ 0). Del último

término, obtenemos la fórmula recursiva∑∞
n=2 r

n+µ[an((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2) + an−2] = 0⇒
an((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2) + an−2 = 0⇒
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an =
−an−2

(n+ µ)2 − ξ2
para µ = ξ, la ecuación anterior queda como

an =
−an−2

(n+ ξ)2 − ξ2
=
−an−2
n2 + 2ξn

Ya que a1 = 0, todos los coe�cientes con índice impar serán iguales

a cero. Los de índice par, se pueden obtener a partir de la siguiente

fórmula recursiva:

a2n =
−a2n−2

2n(2n+ 2ξ)

que en términos de a0 queda como:

(80) a2n =
(−1)na0

22nn!(ξ + 1)(ξ + 2)(ξ + 3) . . . (ξ + n)

multiplicando el numerador y denominador en la ecuación anterior por

la función gama Γ(ξ + 1), obtenemos en el denominador

Γ(ξ + 1)(ξ + 1)(ξ + 2)(ξ + 3) . . . (ξ + n) = Γ(ξ + n+ 1)

además para simpli�car los cálculos más adelante, multiplicamos el

numerador y denominador por 2ξ. Así la ecuación (80) queda como

a2n =
(−1)nΓ(ξ + 1)2ξa0

22n+ξn!Γ(ξ + n+ 1)

Ya que la constante a0 es arbitraria, le asignamos el valor

a0 =
1

2ξΓ(ξ + 1)

la fórmula para los coe�cientes queda entonces como

a2n =
(−1)n

22n+ξn!Γ(ξ + n+ 1)

Una primera solución puede escribirse entonces como

(81) Jξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ξ + n+ 1)

(r
2

)ξ+2n

ésta es la función de Bessel de primera especie, de orden ξ. Ya que la

ecuación de Bessel no tiene puntos singulares (�nitos), excepto por el

origen, la serie converge para todos los valores de r siempre que ξ ≥ 0.
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Para la segunda solución, tenemos dos casos: Si ξ no es entero (es-

tamos en el caso (7.1.1) y la segunda solución estará dada por J−ξ, para

esto repetimos el procedimiento anterior para µ = −ξ y obtenemos

(82) J−ξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(−ξ + n+ 1)

(r
2

)−ξ+2n

en este caso, lo solución general de la ecuación (78) quedará como

(83) φ(r) = k1Jξ(r) + k2J−ξ(r)

donde k1 y k2 son constantes por determinar.

Si ξ es entero, entonces el denominador en la solución (caso (7.1.3)),

J−ξ no estará de�nido cuando −ξ+n+1 ≤ 0, es decir cuando n ≤ ξ−1

(recordemos que la función gama Γ(z) está de�nida para todo número

complejo excepto los enteros no positivos), por lo que será necesario

buscar una segunda solución diferente. La siguiente función es solución

de la ecuación y es linealmente independiente de la primera

(84) Yξ(r) =
Jξ(r) cos(ξπ)− J−ξ(x)

sin(ξπ)
.

la ecuación anterior es llamada función de Bessel de segunda especie,

de orden ξ. La solución general del problema (78) quedará entonces

como

(85) φ(r) = k1Jξ(r) + k2Yξ(r).

4.2.2. Condiciones de Frontera. Necesitamos que nuestra solución

cumpla con las condiciones de frontera: φ(R) = 0 y φ′(0) = 0. Utili-

zando estas condiciones obtendremos información acerca de los valores

propios λ = ξ2. Por el teorema (6.15) sabemos que éstos forman una

sucesión in�nita estrictamente monótona no acotada.

Analizamos primero el caso en el que ξ no es entero, es decir, donde

la solución general está dada por (83). Como primer paso, observamos

para qué valores de ξ la derivada de la solución evaluada en cero está
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bien de�nida. Derivando (81) término a término obtenemos

J ′ξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ξ + n+ 1)
(ξ + 2n)rξ+2n−1 1

2ξ+2n
.

Para que esta función esté bien de�nida en r = 0, necesitamos que,

por un lado el exponente de r sea mayor o igual a cero, es decir, ξ +

2n − 1 ≥ 0 ⇒ ξ ≥ 1 − 2n para n = 0, 1, 2, . . .. Sin embargo, si el

exponente de r es cero (i.e. ξ = 1 − 2n) enotnces J ′ξ(0) 6= 0, por lo

que requerimos que se cumpla la desigualdad estricta ξ > 1− 2n para

todo n, lo cual implica que ξ > 1. Además, ya que la función Γ(z) es

meromorfa con polos simples en z = 0,−1,−2, . . ., es necesario que

ξ + n+ 1 > 0 ⇒ ξ > −(1 + n) para n = 0, 1, . . ., i.e. ξ > −1. Basta

entonces con que ξ > 1 para que la ecuación anterior esté bien de�nida.

Por otro lado haciendo lo mismo con la segunda solución (82) ob-

tenemos

J ′−ξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(−ξ + n+ 1)
(−ξ + 2n)r−ξ+2n−1 1

2−ξ+2n
.

Nuevamente, para que esta ecuación esté bien de�nida en r = 0, es

necesario que el exponente de r sea mayor o igual a cero y estrictamente

mayor para que J ′−ξ(0) = 0. Así −ξ+ 2n− 1 > 0 ⇒ ξ < 2n− 1 para

n = 0, 1, . . ., i.e. ξ < −1, lo cual es imposible pues ξ ≥ 0. Concluimos

entonces que la constante k2 en (83) debe de ser igual a cero.

Ahora bien, si ξ es un entero, entonces la segunda solución estará

dada por (84). Al derivar esta expresión con respecto a r, obtenemos

Y ′ξ (r) =
J ′ξ(r) cos(ξπ)− J ′−ξ(r)

sin(ξπ)

y al evaluar en r = 0, tenemos que

Y ′ξ (0) =
J ′ξ(0) cos(ξπ)− J ′−ξ(0)

sin(ξπ)

como ya vimos en el caso anterior para que J−ξ esté bien de�nida, es

necesario que ξ < −1, lo cual no es posible. Por lo tanto, en este caso

la constante k2 en (85) también debe de ser igual a cero.
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Podemos entonces concluir que sea ξ entero o no, la solución general

(haciendo k1 = 1) queda como

φ(x) = Jξ(r)

. Expresamos ahora Jξ(r) en su forma integral

Jξ(r) =
1

π

∫ π

0

cos(r sin θ − ξθ)dθ

queremos que φ′(0) = J ′ξ(0) = 0, derivando J con respecto a r obtene-

mos
J ′ξ(r) = 1

π
d
dr

∫ π
0

cos(r sin θ − ξθ)dθ
= 1

π

∫ π
0

d
dr

(cos(r sin θ − ξθ)) dθ
= 1

π

∫ π
0
− sin(r sin θ − ξθ) sin θdθ

= 1
π

∫ π
0

sin(ξθ − r sin θ) sin θdθ

evaluando en r = 0 e integrando:

J ′ξ(0) = 1
π

∫ π
0

sin(ξθ) sin θdθ

= 1
π

(
sin((1−ξ)θ)

2(1−ξ) −
sin((1+ξ)θ)

2(1+ξ)

)∣∣∣π
0

= 1
2π

(1+ξ) sin((1−ξ)π)−(1−ξ) sin((1+ξ)π)
(1−ξ2)

al igualar J ′ξ(0) = 0, obtenemos

(1 + ξ) sin((1− ξ)π)− (1− ξ) sin((1 + ξ)π) = 0

(con ξ 6= ±1). Simpli�cando

0 = (1 + ξ) sin((1− ξ)π)− (1− ξ) sin((1 + ξ)π)

= [sin((1− ξ)π)− sin((1 + ξ)π)] + ξ[sin((1− ξ)π) + sin((1 + ξ)π)]

= 2 cos(π) sin(−πξ) + 2ξ sin(π) cos(−πξ)

= 2 sin(πξ)

Y esta última ecuación es igual a cero cuando sin(πξ) = 0, lo que

implica que ξ = n ⇒ λ = ξ2 = n2, con n = 2, 3, 4, . . ., es decir,

los valores propios del problema (75) están dados los cuadrados de los

números naturales mayores que uno y sus funciones propias son:

φn(r) = J
(n)
ξ (r) =

1

π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ
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donde n = 2, 3, . . ..

Hemos resuelto el problema de valores propios (75). Para obtener

la solución del problema de valores en la frontera (74) nos resta única-

mente calcular los coe�cientes bn en (76). Como ya vimos en (77) éstos

se obtienen a partir de la siguiente fórmula

bn = −
∫ R̃
0
h(r)φn(r)dr

λn
∫ R̃
0
φ2
n(r)σ(r)dr

=
uS − u0
n2

∫ R̃
0
rφn(r)dr∫ R̃

0
1
r
φ2
n(r)dr

=
(uS − u0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr

donde sustituimos los valores c1 = 1, por lo que h(r) = c2r = c1(uS −
u0)r = (uS − u0)r, σ(r) = −1/r, y λn = n2 donde n = 2, 3, . . ..

Queda entonces la solución al problema (71) como

(86) u(r) =
∞∑
n=2

bn
π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

con

(87) bn =
(uS − u0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
.

La solución para (72) cuya variable dependiente es v, se calcula de

forma idéntica, ya que las dos ecuaciones varían solo en el valor de sus

parámetros. Así, la solución será:

(88) v(r) =
∞∑
n=2

cn
π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

donde

(89) cn =
(vS − v0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
.
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Queda por ajustar el valor de R̃. Para esto utilizamos la primera

condición de frontera (u, v)(R) = (0, 0), es decir, buscaremos el valor de

R̃ para el cual la solución (para u y v) en ese valor sea cero. Para esto,

resolvemos iterativamente las integrales que aparecen en las ecuaciones

(86,88) y (87,89), ajustando los valores de R̃ hasta alcanzar el valor

deseado (u, v)(R̃) = (0, 0). Las sumas (86) y (88) se truncan y sumare-

mos únicamente M términos, buscaremos la mínima M necesaria para

la cual la solución haya convergido.

Las soluciones (u, v) fueron trasladadas una distancia (u0, v0) y un

valor −rε en el eje r. Las regresamos ahora a su lugar, para recuperar

así la solución a los problemas originales (69) y (70) en el dominio Ω.

Obtenemos de esta forma que

(90) u(r) = u0 + ũ(r + rε),

y

(91) v(r) = v0 + ṽ(r + rε),

donde se nombraron ũ y ṽ a las soluciones (86) y (88), para conser-

var la u y la v para las soluciones al problema original.

4.3. Problema de valores iniciales. Las soluciones de los pro-

blemas de valores en la frontera obtenidas la sección anterior, serán váli-

das únicamente en un intervalo I1 = [r1, R] donde r1 ∈ [rε, R) es tal que

F ((uS, vS)(r)) = PS para todo r ∈ I1 pero F ((uS, vS)(r1 −∆r)) 6= PS

para un ∆r dado (el potencial F (u, v) está de�nido en (66)). En otras

palabras, estas soluciones serán válidas mientras nos encontremos en la

cuenca de sépalos, pero al salir de esta cuenca, puesto que los paráme-

tros cambian, habrá que calcular de nuevo la solución (ver �gura 5).

Llamaremos a esta primera pareja de soluciones (90,91) uS(r), vS(r).

Analizamos entonces las soluciones uS y vS, desde r = R, con un

salto de −∆r para encontrar el valor r = r1. Utilizamos el siguiente

algoritmo:

a) Sean r1 = R, ∆r = .01.
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Figura 5. Cuencas de atracción

b) Evaluamos uS y vS en r1, i.e. ũ = uS(r1) y ṽ = vS(r1).

c) Calculamos F (ũ, ṽ) = mı́n{pS, pP , pE, pC}, donde
d) pS = aS[(ũ− uS)2 + (ṽ− vS)2], pP = aP [(ũ− uP )2 + (ṽ− vP )2],

pE = aE[(ũ− uE)2 + (ṽ− vE)2], pC = aC [(ũ− uC)2 + (ṽ− vC)2].

e) Si F = pS aún nos encontramos en la cuenca de sépalos, redu-

cimos entonces el valor del radio r1 ← r1 −∆r y regresamos al

inciso (b). En otro caso, hemos salido ya de la cuenca de sépalos

y el valor r1 ha sido encontrado.

Supongamos que r̃ = r1 + ∆r es tal que F ((uS, vS)(r̃)) = Pk, donde

k = {P,E,C}, y sean ũ = uS(r1), ṽ = vS(r1) (�gura 6). Además

calculamos

ũ′ =
d

dr
uS(r1) y ṽ′ =

d

dr
vS(r1).

Tenemos entonces, los siguientes problemas de valores iniciales:{
d1
[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0

u(r1) = ũ; u′(r1) = ũ′
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y {
d2
[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0

v(r1) = ṽ; v′(r1) = ṽ′

donde f(u) = −2ak(u− uk), g(v) = −2ak(u− uk) (recordemos que nos

encontramos en la cuenca k ∈ {P,E,C}).

Figura 6. Cuencas de atracción

Nuevamente, las soluciones u = uk(r) y v = vk(r) encontradas

para estos problemas de valores iniciales, serán válidas mientras me

encuentre en la cuenca k. Repetimos entonces el algoritmo anterior,

buscando ahora el primer valor de r = r2, para el cual F ((uk, vk)(r2 −
∆r)) 6= Pk. Esta nueva solución será válida para r ∈ [r2, r1), (r2 < r1).

Evaluando ahora el valor de las nuevas soluciones y las derivadas en r2,

tendremos una nueva pareja de problemas de valores iniciales a resolver.

Continuaremos esto hasta que para alguna j (j−ésima iteración), rj ≤
rε.

Tendremos así, un conjunto de j soluciones, la primera será válida

en el intervalo [r1, R], la segunda en [r2, r1), y así sucesivamente (ver

�gura 9). Pegando el conjunto de soluciones obtendremos la solución
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al problema, que será continua y diferenciable (por la forma en la que

fue construida).

Figura 7. Intervalos de solución

Nótese que la solución al problema de valores en la frontera que cal-

culamos en la sección anterior, será tan solo una aproximación, puesto

que tenemos que truncar la suma in�nita u(r) =
∑∞

n=1 φ(r)nbn, (y lo

mismo para v(r)) conviene entonces, una vez obtenida esta primer solu-

ción, encontrar la derivada de u y v en r = R, y resolver como problema

de valores iniciales en r = R.

En la �gura (8) se muestran las soluciones al pasar por las cuatro

cuencas. La distribución de la porción del radio total R, en la que la

solución está en cada una de las cuencas se muestra en la �gura (9).

Gra�camos además los valores de las soluciones u(r) contra v(r) en el

espacio u− v (�gura 10).

Como podemos apreciar la solución, que empieza en la cuenca de

sépalos, continúa a la cuenca de pétalos. Estas dos cuencas son muy

pequeñas, por lo que el radio que abarcan es una porción pequeña del

radio total, como se ve en la �gura (9). Al salir de la cuenca de pétalos
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Figura 8. Soluciones u(r), v(r)

Figura 9. Distribución de radios

pasa a la cuenca de estambres y termina en carpelos. Estas últimas
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Figura 10. Solución (u, v)(r)

dos cuencas son mucho más grandes por lo que se ve que el radio que

abarcan es mayor.

Nuestros resultados coinciden con la distribución espacial que se

observa en la naturaleza.

Referencias: [Mur03], [Eva10], [Pad97], [Fri92], [AG07] y [Wal98].



Capítulo 3

Conclusiones

Los mecanismos que dan lugar al desarrollo de los seres vivos, aun

no se han entendido bien, por lo que su estudio es de suma importancia.

Gracias al desarrollo de la biología molecular de las últimas décadas,

se ha obtenido una gran cantidad de información acerca de los compo-

nentes que la integran, en particular genes y proteínas. El conocer esta

información ha sido de suma utilidad para entender cómo funcionan es-

tos elementos de manera individual. Queda ahora la tarea de estudiar

la red de interacciones que éstos forman. Puesto que estas redes son

sumamente complejas se utilizan modelos matemáticos y computacio-

nales, que tomando en cuenta sólo la información crucial, nos permiten

comprender de manera sistemática el funcionamiento de estas redes.

En este trabajo logramos modelar el proceso de determinación de

destino celular en órganos �orales en la planta Arabidopsis thaliana

durante la diferenciación celular. Al resolver las ecuaciones del modelo,

recuperamos la con�guración espacial de los órganos �orales que apa-

rece en la �or analizada. Es decir, los sépalos quedan en el verticilo

exterior, en el siguiente están los pétalos, después los estambres y en el

centro los carpelos. Este modelo tiene la cualidad de estar basado en

datos experimentales detallados.

El hecho de que logremos recuperar la con�guración espacial de los

órganos �orales, veri�ca que nuestro modelo está bien construido. Con-

tinuaremos trabajando en este proyecto y las siguientes metas serán:

- Veri�car que el modelo funciona para las �ores mutantes, las cuales

son construidas en laboratorio, apagando o prendiendo ciertos genes

sistemáticamente. Las redes de regulación genética asociadas a cada

mutante son diferentes y dan lugar a que los órganos �orales tengan

85
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una con�guración espacio-temporal diferente e incluso llegan a estar

ausentes algunos de los órganos. - Dar una posible explicación de por

qué en las 250,000 plantas de la división de angiospermas, la organiza-

ción en verticilos se mantiene constante (sépalos, pétalos, estambres y

carpelos). Esto nos permitiría entender por qué la Lacandonia schismá-

tica, la única excepción conocida a esta arquitectura estándar dentro

de las angiospermas, tiene estambres y carpelos intercambiados, lo cual

además generaría nuevos escenarios experimentales.



Apéndice A

Algoritmos

En esta sección se detallan los algoritmos utilizados para resolver

las integrales en términos de las cuales queda expresada la solución de

las ecuaciones diferenciales del modelo. Estos algoritmos fueron pro-

gramados en Maple.

I. Solución del problema de valores en la frontera

# Inicializaciones

uS := −1.8048; vS := 1.0278; # centro de la cuenca de sépalos

uP := −2.5911; vP := .8850; # centro de la cuenca de sépalos

uE := −2.8466; vE := −.7537; # centro de la cuenca de sépalos

uC := −2.3893; vC := −.8381; # centro de la cuenca de sépalos

R := 8.7; repsilon := .1; # radio

su := .1; sv := −.2;

tu := uS + su; tv := vS + sv; # valor de (u, v)(R)

M := 6; # número de términos a sumar

# Resuelve el problema de valores en la frontera

cuenca := calculaCuenca(0.0, 0.0, tu, tv);

# 1:sépalos, 2: pétalos, 3:carpelos, 4: estambres

U [1] := uS;V [1] := vS;U [2] := uP ;V [2] := vP ;

U [3] := uE;V [3] := vE;U [4] := uC ;V [4] := vC

for j to 4 do #traslación de los ejes

U [j] := U [j]− tu; V [j] := V [j]− tv
end do;

uK := U [cuenca]; vK := V [cuenca];

# encuentra solución

u := 0; v := 0; i := 1;

87
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R̃ := R− rε;
for m from 2 to M do

eu := m; ev := m;

I1u := 1
π

∫ π
0

(cos(r sin(x)− eux))dx;

I1v := 1
π

∫ π
0

(cos(r sin(x)− evx))dx;

I2u :=
∫ R̃
0
rI1u; I2v :=

∫ R̃
0
rI1v;

I3u :=
∫ R̃
0

I12u
r
dr; I3v :=

∫ R̃
0

I12v
r
dr;

bu := (uK + tu)
I2u
e2uI3u

; bv := (vK + tv)
I2v
e2vI3v

;

u := u+ buI1u; v := v + bvI1v; #suma M términos

end do;

# calcula derivadas de las sols u y v

du := di�(u, r); dv := di�(v, r);
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II. Solución del problema de valores de valores iniciales

#coordenadas originales

u := u(r + rε); v := v(r + rε); u := u+ tu; v := v + tv;

#condiciones iniciales en r = R

uc :=evalf(eval(u, r = R));

vc :=evalf(eval(v, r = R));

up :=evalf(eval(du, r = R));

vp :=evalf(eval(dv, r = R));

#inicializaciones

rc := R;

U [1] := uS;V [1] := vS;U [2] := uP ;V [2] := vP ;

U [3] := uE;V [3] := vE;U [4] := uC ;V [4] := vC

while (rc > rε) do

uK := U [cuenca]; vK := V [cuenca];

aK := a[cuenca]; d := −2aK :

f := d(x(r)− uK); g := d(y(r)− vK);

odeU := d(di�(x(r), r, r)+(di�(x(r), r))/r) + f ;

odeV := d(di�(y(r), r, r)+(di�(y(r), r))/r) + g;

icsU := x(R) = uc, (D(x))(R) = up;

icsV := y(R) = vc, (D(y))(R) = vp;

solx := dsolve(icsU, odeU); soly := dsolve(icsV, odeV )

solu := rhs(solx); solv := rhs(soly);

dsolu := di�(solu, r); dsolv := di�(solv, r);

enr := plot([solu, solv], r = 1..R);

if cuenca= 1 then c :="SeaGreen";

elif cuenca= 2 then c :=Red";

elif cuenca= 3 then c :="Gold";

else c :="LimeGreen";

endif:
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cambio := 0;

rc := R; dr := .01;

while(cambio6= 1 and rc > rε) do

uc :=evalf(eval(solu, r = rc));

vc :=evalf(eval(solv, r = rc));

cuencaN := calculaCuenca(uc, vc, 0.0, 0.0)

if cuencaN=cuenca then

rc := rc− dr;
else

cambio := 1;

cuenca := cuencaN;

end if;

end do;

# evalúa las derivadas de u y v en r = rc

up := evalf(eval(dsolu, r = rc));

vp :=evalf(eval(dsolv, r = rc));

# grá�cas en la cuenca actual

graf[i]:=plot([solu, solv], r = rc..R,color= c);

plano[i]:=plot([solu, solv, r = rc..R], color= c);

circulo[i]:=circle([0, 0], R,color= c);

R := rc; i := i+ 1;

end do:

III. Grá�cas

p1 := point([U [1], V [1]], color = "SeaGreen");

p2 := point([U [2], V [2]], color = Red");

p3 := point([U [3], V [3]], color = "Gold");

p4 := point([U [4], V [4]], color = "LimeGreen");

plots[display]({graf[1], graf[2], graf[3], graf[4]});

plots[display]({p1, p2, p3, p4, plano[1], plano[2], plano[3], plano[4],});

display(circulo[2], circulo[3], circulo[1], circulo[4]);



Apéndice B

Reglas lógicas

1. FUL Entradas: AP1, TFL1

00 | 1

01 | 0

10 | 0

11 | 0

2. FT Entradas: EMF1

0 | 1

1 | 0

3. AP1 Entradas: FT, LFY,

AG, TFL1, PI, AP3

000000 | 1

000001 | 1

000010 | 1

000011 | 1

000100 | 0

000101 | 0

000110 | 0

000111 | 0

001000 | 0

001001 | 0

001010 | 0

001011 | 0

001100 | 0

001101 | 0

001110 | 0

001111 | 0

010000 | 1

010001 | 1

010010 | 1

010011 | 1

010100 | 1

010101 | 1

010110 | 1

010111 | 0

011000 | 0

011001 | 0

011010 | 0

011011 | 0

011100 | 0

011101 | 0

011110 | 0

011111 | 0

100000 | 1

100001 | 1

100010 | 1

100011 | 1

100100 | 1

100101 | 1

100110 | 1

100111 | 0

101000 | 0

101001 | 0
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101010 | 0

101011 | 0

101100 | 0

101101 | 0

101110 | 0

101111 | 0

110000 | 1

110001 | 1

110010 | 1

110011 | 1

110100 | 1

110101 | 1

110110 | 1

110111 | 1

111000 | 0

111001 | 0

111010 | 0

111011 | 0

111100 | 0

111101 | 0

111110 | 0

111111 | 0

4. EMF1 Entradas: LFY

0 | 1

1 | 0

5. LFY Entradas: FUL, AP1,

EMF1, TFL1

0000 | 1

0001 | 1

0010 | 1

0011 | 0

0100 | 1

0101 | 1

0110 | 1

0111 | 0

1000 | 1

1001 | 1

1010 | 1

1011 | 0

1100 | 1

1101 | 1

1110 | 1

1111 | 0

6. AP2 Entradas:TFL1

0 | 1

1 | 0

7. WUS Entradas: WUS, AG,

SEP

000 | 0

001 | 0

010 | 0

011 | 0

100 | 1

101 | 1

110 | 1

111 | 0

8. AG Entradas: AP1, EMF1,

LFY, AP2, WUS, AG, TFL1,

SEP

00000000 | 1

00000001 | 1

00000010 | 0

00000011 | 0

00000100 | 1
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00000101 | 1

00000110 | 0

00000111 | 0

00001000 | 1

00001001 | 1

00001010 | 0

00001011 | 0

00001100 | 1

00001101 | 1

00001110 | 0

00001111 | 0

00010000 | 0

00010001 | 0

00010010 | 0

00010011 | 0

00010100 | 0

00010101 | 0

00010110 | 0

00010111 | 0

00011000 | 0

00011001 | 0

00011010 | 0

00011011 | 0

00011100 | 0

00011101 | 0

00011110 | 0

00011111 | 0

00100000 | 1

00100001 | 1

00100010 | 1

00100011 | 1

00100100 | 1

00100101 | 1

00100110 | 1

00100111 | 1

00101000 | 1

00101001 | 1

00101010 | 1

00101011 | 1

00101100 | 1

00101101 | 1

00101110 | 1

00101111 | 1

00110000 | 1

00110001 | 1

00110010 | 1

00110011 | 1

00110100 | 1

00110101 | 1

00110110 | 1

00110111 | 1

00111000 | 1

00111001 | 1

00111010 | 1

00111011 | 1

00111100 | 1

00111101 | 1

00111110 | 1

00111111 | 1

01000000 | 0

01000001 | 0

01000010 | 0

01000011 | 0

01000100 | 0

01000101 | 0

01000110 | 0

01000111 | 0

01001000 | 0
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01001001 | 0

01001010 | 0

01001011 | 0

01001100 | 0

01001101 | 0

01001110 | 0

01001111 | 0

01010000 | 0

01010001 | 0

01010010 | 0

01010011 | 0

01010100 | 0

01010101 | 0

01010110 | 0

01010111 | 0

01011000 | 0

01011001 | 0

01011010 | 0

01011011 | 0

01011100 | 0

01011101 | 0

01011110 | 0

01011111 | 0

01100000 | 0

01100001 | 0

01100010 | 0

01100011 | 0

01100100 | 0

01100101 | 0

01100110 | 0

01100111 | 0

01101000 | 0

01101001 | 0

01101010 | 0

01101011 | 0

01101100 | 0

01101101 | 0

01101110 | 0

01101111 | 0

01110000 | 0

01110001 | 0

01110010 | 0

01110011 | 0

01110100 | 0

01110101 | 0

01110110 | 0

01110111 | 0

01111000 | 0

01111001 | 0

01111010 | 0

01111011 | 0

01111100 | 0

01111101 | 0

01111110 | 0

01111111 | 0

10000000 | 1

10000001 | 1

10000010 | 0

10000011 | 0

10000100 | 1

10000101 | 1

10000110 | 0

10000111 | 0

10001000 | 1

10001001 | 1

10001010 | 0

10001011 | 0

10001100 | 1
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10001101 | 1

10001110 | 0

10001111 | 0

10010000 | 0

10010001 | 0

10010010 | 0

10010011 | 0

10010100 | 0

10010101 | 0

10010110 | 0

10010111 | 0

10011000 | 0

10011001 | 0

10011010 | 0

10011011 | 0

10011100 | 0

10011101 | 0

10011110 | 0

10011111 | 0

10100000 | 1

10100001 | 1

10100010 | 1

10100011 | 1

10100100 | 1

10100101 | 1

10100110 | 1

10100111 | 1

10101000 | 1

10101001 | 1

10101010 | 1

10101011 | 1

10101100 | 1

10101101 | 1

10101110 | 1

10101111 | 1

10110000 | 0

10110001 | 0

10110010 | 0

10110011 | 0

10110100 | 0

10110101 | 1

10110110 | 0

10110111 | 0

10111000 | 1

10111001 | 1

10111010 | 1

10111011 | 1

10111100 | 1

10111101 | 1

10111110 | 1

10111111 | 1

11000000 | 0

11000001 | 0

11000010 | 0

11000011 | 0

11000100 | 0

11000101 | 0

11000110 | 0

11000111 | 0

11001000 | 0

11001001 | 0

11001010 | 0

11001011 | 0

11001100 | 0

11001101 | 0

11001110 | 0

11001111 | 0

11010000 | 0
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11010001 | 0

11010010 | 0

11010011 | 0

11010100 | 0

11010101 | 0

11010110 | 0

11010111 | 0

11011000 | 0

11011001 | 0

11011010 | 0

11011011 | 0

11011100 | 0

11011101 | 0

11011110 | 0

11011111 | 0

11100000 | 0

11100001 | 0

11100010 | 0

11100011 | 0

11100100 | 0

11100101 | 0

11100110 | 0

11100111 | 0

11101000 | 0

11101001 | 0

11101010 | 0

11101011 | 0

11101100 | 0

11101101 | 0

11101110 | 0

11101111 | 0

11110000 | 0

11110001 | 0

11110010 | 0

11110011 | 0

11110100 | 0

11110101 | 0

11110110 | 0

11110111 | 0

11111000 | 0

11111001 | 0

11111010 | 0

11111011 | 0

11111100 | 0

11111101 | 0

11111110 | 0

11111111 | 0

9. TFL1 Entradas: AP1,

EMF1, LFY, AP2

0000 | 0

0001 | 0

0010 | 0

0011 | 0

0100 | 1

0101 | 1

0110 | 0

0111 | 0

1000 | 0

1001 | 0

1010 | 0

1011 | 0

1100 | 0

1101 | 0

1110 | 0

1111 | 0
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10. PI Entradas: AP1, LFY,

AG, PI, SEP, AP3

000000 | 0

000001 | 0

000010 | 0

000011 | 0

000100 | 0

000101 | 0

000110 | 0

000111 | 0

001000 | 0

001001 | 0

001010 | 0

001011 | 0

001100 | 0

001101 | 0

001110 | 0

001111 | 1

010000 | 0

010001 | 1

010010 | 0

010011 | 1

010100 | 0

010101 | 1

010110 | 0

010111 | 1

011000 | 1

011001 | 1

011010 | 1

011011 | 1

011100 | 1

011101 | 1

011110 | 1

011111 | 1

100000 | 0

100001 | 0

100010 | 0

100011 | 0

100100 | 0

100101 | 0

100110 | 0

100111 | 1

101000 | 0

101001 | 0

101010 | 0

101011 | 0

101100 | 0

101101 | 0

101110 | 0

101111 | 1

110000 | 0

110001 | 1

110010 | 0

110011 | 1

110100 | 0

110101 | 1

110110 | 0

110111 | 1

111000 | 1

111001 | 1

111010 | 1

111011 | 1

111100 | 1

111101 | 1

111110 | 1

111111 | 1
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11. SEP Entradas: LFY

0 | 0

1 | 1

12. AP3 Entradas: AP1, LFY,

AG, PI, SEP, AP3, UFO

0000000 | 0

0000001 | 0

0000010 | 0

0000011 | 0

0000100 | 0

0000101 | 0

0000110 | 0

0000111 | 0

0001000 | 0

0001001 | 0

0001010 | 0

0001011 | 0

0001100 | 0

0001101 | 0

0001110 | 0

0001111 | 0

0010000 | 0

0010001 | 0

0010010 | 0

0010011 | 0

0010100 | 0

0010101 | 0

0010110 | 0

0010111 | 0

0011000 | 0

0011001 | 0

0011010 | 0

0011011 | 0

0011100 | 0

0011101 | 0

0011110 | 1

0011111 | 1

0100000 | 0

0100001 | 1

0100010 | 0

0100011 | 1

0100100 | 0

0100101 | 1

0100110 | 0

0100111 | 1

0101000 | 0

0101001 | 1

0101010 | 0

0101011 | 1

0101100 | 0

0101101 | 1

0101110 | 0

0101111 | 1

0110000 | 0

0110001 | 1

0110010 | 0

0110011 | 1

0110100 | 0

0110101 | 1

0110110 | 0

0110111 | 1

0111000 | 0

0111001 | 1

0111010 | 0

0111011 | 1

0111100 | 0

0111101 | 1

0111110 | 1
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0111111 | 1

1000000 | 0

1000001 | 0

1000010 | 0

1000011 | 0

1000100 | 0

1000101 | 0

1000110 | 0

1000111 | 0

1001000 | 0

1001001 | 0

1001010 | 0

1001011 | 0

1001100 | 0

1001101 | 0

1001110 | 1

1001111 | 1

1010000 | 0

1010001 | 0

1010010 | 0

1010011 | 0

1010100 | 0

1010101 | 0

1010110 | 0

1010111 | 0

1011000 | 0

1011001 | 0

1011010 | 0

1011011 | 0

1011100 | 0

1011101 | 0

1011110 | 1

1011111 | 1

1100000 | 0

1100001 | 1

1100010 | 0

1100011 | 1

1100100 | 0

1100101 | 1

1100110 | 0

1100111 | 1

1101000 | 0

1101001 | 1

1101010 | 0

1101011 | 1

1101100 | 0

1101101 | 1

1101110 | 1

1101111 | 1

1110000 | 0

1110001 | 1

1110010 | 0

1110011 | 1

1110100 | 0

1110101 | 1

1110110 | 0

1110111 | 1

1111000 | 0

1111001 | 1

1111010 | 0

1111011 | 1

1111100 | 0

1111101 | 1

1111110 | 1

1111111 | 1

13. UFO Sin entradas
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