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Resumen

En este trabajo desarrollamos un modelo matemético que logra
recuperar la configuracion espacial de la flor de la planta Arabidop-
sis thaliana. Dicha configuracion es observada todas las Angiospermas
(aproximadamente 250,000 especies) y en todas ellas, excepto en la La-
candonia schismatica consta de sépalos, pétalos, estambres y carpelos
de la periferia al centro de la flor, respectivamente. En la Lacandonia
schismatica los estambres son centrales y los carpelos las rodean.

Iniciamos construyendo un sistema dindmico discreto a partir de da-
tos experimentados formalizados en reglas logicas por estudios previos.
De éste obtenemos informacion que nos serviré para construir un campo
potencial que gobernara la dindmica del modelo continuo, que consta
de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reaccion difusion.
El potencial construido estard definido por trozos y constara de cuatro
cuencas, la localizacion y tamano de éstas cuencas estaran dados por
la informacion obtenida del sistema dinamico discreto. Analizando las
ecuaciones obtenidas, a partir de hechos biologicos y resultados mate-
maticos, observamos que el sistema se puede simplificar, dando lugar a
dos ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas.

Empezamos por resolver las ecuaciones en la primera cuenca en
la que tenemos condiciones de frontera. Para encontrar la solucién en
este primer caso utilizamos la teorfa de Sturm-Liouville (S-L) y encon-
tramos que, ajustando pardmetros, el problema de valores propios de
S-L se reduce a resolver la ecuacion de Bessel. Resolvemos esta tltima
utilizando el método de Frobenius. Para las cuencas subsecuentes, ten-

dremos condiciones iniciales completas por lo que nos quedaré resolver



6 RESUMEN

problemas de valores iniciales. Finalmente, pegando suavemente las so-
luciones obtenidas recuperamos el orden espacial observado en flores
reales.

Habiendo construido el modelo y comprobado que se comporta co-
mo esperado, buscaremos validarlo para flores mutantes y lo utiliza-
remos para plantear predicciones novedosas. La investigacion desarro-
llada en esta tesis sienta las bases para dar una explicacion para ar-
quitectura tnica de la flor de Lacandonia schismdtica. La metodologia
aqui propuesta proporciona una forma de identificar qué genes o com-
binaciones de genes pudieran haber sido responsables de la inversion de
verticilos. Por tltimo consideramos que esta metodologia es lo suficien-
temente general, como para ser utilizada para estudiar otros organismos

V1VOS.



Introduccion

El campo de las biomatemaéticas, que surge de la interaccién entre
dos grandes disciplinas, es cada vez més grande y especializado. En
particular, gracias a los avances en los tltimos cincuenta anos en la
biologia molecular, surge un nuevo campo de estudio multidisciplina-
rio, llamado biologia de sistemas, que requiere de la participacion de
la biologia, las matematicas, la fisica, la quimica y las ciencias de la
computacion.

En la década de los cincuenta y sesenta se descubri6 la estructura del
ADN vy el codigo genético. Se encontro que la informaciéon contenida en
los genes determina la estructura de las proteinas involucradas en el me-
tabolismo celular [CBBWT61]. En 1995 se obtuvo el primer genoma
completo de un organismo vivo, la Haemophilus influenzae [FAWT95].
Actualmente se conoce el genoma completo de alrededor de 1500 espe-
cies, incluyendo la secuencia completa del ser humano [Ste01|. Gracias
a estos avances, se lograron entender fendémenos que pueden asociarse
a un solo gen o a un controlador genético compuesto de unos cuantos
genes. Sin embargo en los tdltimos afios, se ha visto que la compleja
estructura y funcionamiento de los seres vivos no es resultado directo
de la accion de genes individuales, sino que emerge de la interaccion
entre éstos y los mecanismos de regulacion de la expresion genética en
todo el genoma en conjunto con otras fuentes de restricciones, tales
como la geometria de los dominios de diferenciaciéon celular y morfo-
génesis, esfuerzos mecénico-elasticos o los gradientes quimicos (FALTA
REFERENCTA). De esta forma, ciertas caracteristicas fenotipicas solo
pueden entenderse estudiando la estructura y la dindmica de las interac-

ciones entre el conjunto completo de genes y las proteinas regulatorias

7



8 INTRODUCCION

que éstos generan. Estas interacciones forman una compleja red, lla-
mada red de regulacion genética. Asi, estas redes rigen el desarrollo de
un organismo. Dentro de las proteinas regulatorias estan los factores
de transcripcion. Estos se unen a regiones regulatorias en los genes,
activando o inhibiendo su expresion, controlando de esta forma qué
conjuntos de genes son activados en patrones temporales y espaciales
especificos.

A través de los anos se han propuesto diversos modelos matematicos
de redes de regulacion genética, que han ido contribuyendo a entender
este complejo fenémeno [SBO7]. En 1961 Frangois Jacob y Jacques
Monod modelaron por primera vez una red genética utilizando ecua-
ciones diferenciales que describian las concentraciones de las proteinas
producidas por los genes encargados de regular el transporte y meta-
bolismo de la lactosa en la bacteria Escherichia coli [JM61]|. Mediante
este trabajo, ellos lograron distinguir entre sustancias regulatorias y los
sitios donde éstas acttian para cambiar la expresion de un gen. Anos
después, en 1969 Stuart Kauffman model6 las redes regulatorias ge-
néticas utilizando redes Booleanas [Kau69]. En su modelo, Kauffman
centro el interés en el estado de expresion de los genes en lugar de en
la concentraciéon de las proteinas. Asi, cada gen es representado por
una variable booleana con dos posibles estados (prendido o apagado) y
las interacciones entre estas variables estan dadas por un conjunto de
reglas logicas que se construyen con base en datos experimentales. Un
resultado sumamente importante del modelo de Kauffman es la exis-
tencia de puntos fijos o de o6rbitas periodicas en la red. GGeneralmente,
una red tiene varios puntos fijos, cada uno de los cuales queda iden-
tificado de forma tnica por el conjunto de genes que estan prendidos
(o activados) en él. Kauffman conjeturd que los puntos fijos de la red
genética correspondian a los diferentes tipos o destinos celulares. Lo
anterior ha sido comprobado por varios grupos de investigacion alre-
dedor del mundo [AOO03],[MAB98|. En particular, la primera red de
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regulaciéon genética anclada en datos experimentales que valido la pro-
puesta de Kauffman es la que se utiliza en este estudio y su primera
version se encuentra en [MLAB9S].

Posteriormente, en 1973 René Thomas, propuso un modelar las re-
des regulatorias genéticas mediante sistemas dinamicos discretos y de-
mostré que todos los estados estables pueden encontrarse mediante
estos sistemas discretos [Tho73|. Thomas desarrollo una descripcion
logica detallada de la mecanica que gobierna la regulaciéon genética,
incluyendo los efectos del ADN como los promotores, inicializadores,
terminadores y los conceptos de dominancia y recesividad genética.
Este formalismo fue después refinado para estudiar ciclos de retroali-
mentacion [TD90|. El marco logico introducido por Thomas ha sido
aplicado de forma exitosa a diversas redes de regulacion genética, in-
cluyendo la de Arabidopsis thaliana [MITAB99] y la de la mosca de la
fruta Drosophila melanogaster [STO01],|GTO03].

El analizar las propiedades estructurales y dindmicas de las redes
genéticas permite entender la gran diversidad y complejidad de los se-
res vivos. En esta tesis se investiga la dindmica de la formacién de
organos florales en la planta Arabidopsis-thaliana. En trabajos anterio-
res ((ABBC'06|, [ABBCT08|, [ABCA™08|) se analiz6 la dindmica
temporal, verificando que el modelo reproduce adecuadamente el orden
temporal en el que se forman los diferentes 6rganos florales. Aqui estu-
diamos la configuracion espacial con la que aparecen los 6rganos en la
flor durante su desarrollo.

Se construy6 un sistema dinamico discreto (una red booleana) basa-
do en informacién experimental, que consta de quince nodos (cada uno
de los cuales representa a uno de los genes que participan en el desarro-
llo floral) y un conjunto de reglas logicas [ABCA 08|, [ESPLABO04|,
|[ABBCP10]. Se encontrd que esta red tiene diez puntos fijos, corres-
pondientes a los estados de expresion observados experimentalmente
en los distintos tipos celulares pertenecientes a los 6rganos florales. En

este trabajo, a partir de informacion obtenida de la red booleana, se
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construye un sistema dinamico continuo que consta de un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales de reaccion-difusion de tipo Turing,
que nos permite no so6lo investigar las propiedades de un ensamble de
células, sino también explorar la dinAmica espacial de una coleccién de
células que se supone estan conectadas por difusion. Este trabajo esta

organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo 1 se exponen los antecedentes biologicos que motivan
esta investigacion y las técnicas matematicas que se utilizan para la
construccion del modelo. Se comienza por explorar de forma general
como esta estructurada una flor y la manera en la que se desarrolla.
Posteriormente se explica en qué consiste el modelo ABC, el cual anali-
za las bases moleculares y genéticas de la formacion de érganos florales.
En la tercera seccién describimos los paisajes epigenéticos de Wadding-
ton que utilizamos en nuestro modelo. A continuacién presentamos las
redes de regulacion genética que rigen el desarrollo de un organismo.
Por tltimo se da una breve resena acerca de la morfogénesis, el pro-
ceso biologico que construye la forma y estructura de los seres vivos.
Posteriormente, se presenta una perspectiva general del problema de
Sturm-Liouville, haciendo énfasis en resultados que se utilizaran més
adelante en el trabajo y en la tultima secciéon se desarrolla la teoria
necesaria para resolver en series de potencias algunas ecuaciones dife-
renciales que aparecen en el modelo.

En el Capitulo 2 se explica detalladamente como fue construido nuestro
modelo y se resuelve analiticamente el sistema de ecuaciones diferencia-
les obtenido. Empezamos por construir un sistema dindmico discreto,
basado en el modelo de Kauffman, a partir de informacion experimen-
tal. De este modelo se recuperan los puntos fijos que corresponden a
cada uno de los 6rganos florales. Utilizamos esta informacion, junto
con el namero de condiciones iniciales que van a dar a cada punto fi-
jo para construir el paisaje epigenético de la flor y definir el tamano

y ubicacion de las cuencas. Puesto que no estamos interesados en los
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organos vegetativos, solo consideraremos los puntos fijos de los cuatro
organos florales (sépalos, pétalos, estambres y carpelos). Los atractores
estan en un espacio de dimension trece. Para poder trabajar con un
sistema mas manejable, hacemos una reduccion de coordenadas usan-
do el método de descomposicion en valores singulares, de tal forma
que las coordenadas de los centros de los puntos fijos queden en un
espacio bidimensional. Definimos el paisaje epigenético que consta de
un potencial con cuatro cuencas (cada una correspondiente a un or-
gano floral). El centro de cada una de las cuencas estd determinada
por los respectivos puntos de equilibrio del sistema discreto y su radio
es inversamente proporcional al nimero de condiciones iniciales que fue
atraido por cada uno de los puntos fijos. Definimos un sistema de dos
ecuaciones diferenciales parciales de reaccion difusion gobernadas por el
potencial que construimos (el paisaje epigenético). Buscamos entonces
las soluciones estacionarias al sistema de ecuaciones. Por la forma del
potencial, éstas se desacoplan. Ademas utilizando un conocido teorema
de simetria, debido a Gidas, Ni y Nirenberg ([Eval0|, pag. 518-522)
concluimos que las soluciones a nuestro sistema seran radialmente si-
métricas por lo que el sistema se reduce a dos ecuaciones diferenciales
ordinarias. El potencial est& definido por trozos, uno para cada una de
las cuencas de atraccion. Empezamos resolviendo nuestras ecuaciones
en la cuenca de sépalos. Aqui tendremos condiciones de frontera, por
lo que resolvemos como un problema de Sturm-Liouville, que se redu-
ce en este caso a una ecuaciéon de Bessel. Se obtiene una soluciéon a
esta tltima utilizando series de potencias (método de Frobenius). La
solucion queda expresada en términos de integrales, que se aproximan
numéricamente para obtener la solucion final. Al salir de la cuenca de
sépalos, tendremos condiciones iniciales bien determinadas, por lo que
resolveremos las ecuaciones en las cuencas subsecuentes como proble-
mas de valores iniciales. Finalmente pegamos suavemente las soluciones
obtenidas para obtener la solucién completa a nuestro problema.

En el Capitulo 3 presentamos las conclusiones y por tltimo incluimos



12 INTRODUCCION

en un apéndice los codigos utilizados (en Maple) para resolver las in-
tegrales, pegar de manera suave las soluciones obtenidas y graficar los

resultados.



Capitulo 1

Antecedentes

Alo largo de la historia, ha sido de gran interés entender los procesos
y mecanismos mediante los cuales los seres vivos crecen y se desarrollan.
El desarrollo de un organismo esta caracterizado por tres eventos claves:

- El control la proliferaciéon celular mediante el cual las células se
desarrollan y se dividen, aumentando asi, la poblaciéon celular.

- La diferenciacion celular a través de la cual las células pluripoten-
tes, capaces de transformarse en cualquier tipo celular del organismo,
adquieren sus destinos finales. Estas sufren modificaciones y adquieren
una forma y funcion determinada, transformando draméticamente su
tamano, forma y actividad metabdlica. La diferenciacién ocurre duran-
te el desarrollo embrionario cuando un organismo pasa de ser un cigoto
a un sistema complejo de tejidos y tipos celulares; y en organismos
adultos cuando hay reparacion de tejidos y renovacion celular normal.
En las plantas este proceso se perpetiia durante todo el ciclo de vida
en los meristemos (cimulos de células indiferenciadas).

- La morfogénesis determina la forma de los tejidos, 6rganos y or-
ganismos enteros y la ubicacion final que tendrén los tipos celulares es-
pecificos. En otras palabras, controla el surgimiento de estructuras for-
madas por tejidos organizados, con una distribucién espacio-temporal
especifica. En las plantas la morfogénesis ocurre en los meristemos du-
rante toda la vida del organismo.

Cada uno de estos procesos involucra senales que se mandan de un
tejido a otro. Estas sefiales son el resultado de la interaccion de la infor-

macion genética contenida en el ADN con diversas senales ambientales.
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14 1. ANTECEDENTES

Los mecanismos que conllevan al desarrollo de un organismo, en
particular aquellos responsables de la diferenciacion celular y la mor-
fogénesis, atin no se han entendido bien, por lo que resulta de sumo
interés estudiarlos y analizarlos mediante herramientas matemaéticas y
computacionales que permiten seguir la accién concertada de muchos
componentes moleculares. En este capitulo se exponen las bases nece-
sarias para entender el problema biologico que se trata en esta tesis.

Referencias: [Alo06], [WT10]

1. La flor

El objeto de estudio de este trabajo es la flor de la planta Ara-
bidopsis thaliana (figura 1). Esta planta fue la primera cuyo genoma
completo fue secuenciado. Es pariente cercano del brocoli v la coli-
flor. Pertenece a las plantas cruciferas o brasicdceas, una familia de
la division de angiospermas dicotiledoneas que se incluyen en el or-
den Brassicales. Su flor se ha vuelto un sistema modelo en estudios
de la diferenciacion y morfogénesis, tanto experimental como teorica
(JABBCP*10]).

Las angiospermas, son plantas que producen flores, se dividen en dos
grandes grupos: monocotiledéneas y dicotiledéneas. Las angiospermas
estan conformadas por el conjunto més diverso de plantas terrestres.
Estas se diferencian del resto de las espermatofitas (plantas vasculares
que producen semillas) en que poseen verticilos o espirales ordenadas.
El verticilo exterior se llama caliz, el siguiente corola, el tercero andro-
ceo y el central gineceo, éstos estan conformadas respectivamente por
los sépalos, pétalos, estambres y carpelos (ver figura 2).

A pesar de que la flor es la caracteristica esencial de las angiosper-
mas (véase figura 3), ain no se entiende como emerge la disposicion
espacio-temporal de sus 6rganos. La secuencia espacio-temporal de los
diferentes 6rganos florales, se conserva entre las aproximadamente 250

mil especies de angiospermas.
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F1GURA 1. Arabidopsis thaliana (fotograffa tomada del
Instituto Max Planck)

La tinica excepcién conocida se da en la flor de una planta micohe-
terotrofa (depende de un hongo para vivir) que habita en el estado
mexicano de Chiapas, llamada Lacandonia schismdtica (ver figura 4),
en la cual la posicién espacial de los estambres y carpelos esté inter-
cambiada.

En las plantas, las células no diferenciadas o meristematicas, se
encuentran en los meristemos. Las células meristeméticas se dividen
activamente y son las responsables de formar los diversos 6rganos de las
plantas y de mantener a la planta en crecimiento. Hay dos meristemos
principales en las plantas: uno en el apice del vastago aéreo que da
lugar a hojas, flores y tallos y otro en la parte de la raiz que da lugar

a todas las estructuras subterraneas.
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FigurA 2. Verticilos

Cuando una planta angiosperma madura sexualmente inicia la fase
de floracion, el inicio de esta fase es provocado por un estimulo ex-
terno. En este momento, el meristemo apical del tallo (un meristemo
vegetativo) se transforma en un meristemo de inflorescencia, en cuyos
flancos aparecen posteriormente los meristemos florales. Las células del
meristemo floral, se subdividen en cuatro anillos concéntricos de células
primordias que daran lugar a cada uno de los 6rganos florales: sépalos,
pétalos, estambres y carpelos.

Referencias: |[Glo08|,|ABBCP10].

2. Modelo ABC

El modelo ABC, propuesto en 1991 por Enrico Coen y Elliot Meyerowitz,| CM91],
logra describir las bases biologicas de la formacion floral desde una
perspectiva molecular y del desarrollo genético y ha sido la base para
diversos estudios en angiospermas y ha permitido desarrollar nuevas hi-
potesis evolutivas. El modelo ABC inicialmente fue basado puramente
en datos genéticos, pero desde que fue propuesto ha sido corroborado

y afinado mediante técnicas de biologia molecular. Este modelo ha sido
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FIGURA 3. Nueve especies de angiospermas

util no solo para llevar a cabo estudios en las dos especies de plantas
en las cuales fue basado (Arabidopsis thaliana y Antirrhinum majus),
sino que también ha sugerido estudios en numerosas especies de plan-
tas, demostrando que es aplicable a casi todas las especies de plantas
angiospermas [ABBCP10].

El ADN, est4 compuesto de un cierto nimero de genes, la unidad
bésica de la herencia. Cada gen es un trozo de informacion que puede
estar activo o no (prendido o apagado). Al estar activo, la célula lo
utiliza para sintetizar una proteina especifica. Los genes ademéas pue-
den prenderse o apagarse, lo cual es fundamental para la forma en la
que se desarrolla un organismo. La flor Arabidopsis tiene alrededor de
25,000 genes, por lo que tiene informacion suficiente para sintetizar al
menos 25,000 proteinas diferentes (al mutarse alteran la identidad de

un 6rgano en una porciéon por la de otra que normalmente se diferencia
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F1GURA 4. Lacandonia schismaéatica

en otra posicion). Estas proteinas llevan a cabo diversas funciones. Es
interesante conocer y entender los mecanismos genéticos colectivos que
establecen la identidad de cada érgano.

El modelo ABC, es un sencillo modelo que explica como la actividad
y la interaccion de tres genes homeoéticos, tipo A, B y C, determinan
la identidad de los cuatro 6rganos florales. Temprano en el desarrollo
floral, las células del meristemo floral se encuentran ya divididas en

cuatro anillos concéntricos (verticilos). En los dos verticilos exteriores
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estd activo el gen A; el gen B estd activo en el segundo y tercer verticilo
y el gen C esta activo en el tercero y cuarto (central). Asi, se observa
que los genes A y C se requieren para diferenciar la identidad de los dos
verticilos exteriores (sépalos y pétalos) o tépalos (si los sépalos y pétalos
no estan diferenciados) con la de los verticilos reproductivos (estambres
y carpelos). Estos genes son excluyentes, por lo que la ausencia de uno
de ellos da lugar a que el otro gen determine la identidad de los verticilos
de la flor. El gen B es el encargado de diferenciar pétalos de sépalos y
estambres de carpelos. En el esquema (5) se muestra el funcionamiento

de este modelo.

FI1GurA 5. Modelo ABC

y en la figura (6) se ve como estan activados los tres genes (AB y
C) en cada uno de los cuatro verticilos.

Con esto se puede afirmar que los reguladores principales de la iden-
tidad de los 6rganos florales han sido identificados. Sin embargo, se sabe
que los genes A B y C prenden toda una cascada de genes que probable-
mente representan miles de genes adicionales que son necesarios para

que cada una de las células de los érganos florales se desarrollen de
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FIGURA 6. Modelo ABC

forma normal. Queda entonces por desentranar esta cascada de acti-
vidades genéticas, que ademas depende de factores externos (no solo
genéticos) y que da lugar a la diferenciacion de las células individuales
dentro de los 6rganos. En este sentido, el identificar las metas directas
de los genes responsables de la identidad de los 6rganos serd un paso

esencial en la tarea de entender este complejo proceso.

3. Redes de regulaciéon genética

La interaccion que se da entre los miultiples componentes de una
célula, en particular entre genes y proteinas, es lo que da lugar a la re-
gulacion de los procesos celulares fundamentales. Cada proteina desem-
pena una funciéon que puede promover cambios en otras moléculas de
la célula. Estas moléculas pueden representarse como los nodos de una
red y las interacciones como sus enlaces, con lo que podemos definir
complejas redes de regulacion genética que son las responsables del sos-
tenimiento de la funcionalidad celular. Estas redes regulatorias son el

objeto de estudio de este capitulo.
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Las células son las unidades estructurales y funcionales bésicas de
los seres vivos. Todas las células en un organismo, salvo unas cuantas
excepciones contienen el mismo material genético. Esto implica que,
para poder entender la forma en que los genes estan involucrados en el
control de procesos intracelulares e intercelulares, se tienen que estudiar
los sistemas regulatorios, es decir, los sistemas encargados de determi-
nar la ubicacion y el momento preciso en el que se expresa (activa)
cada gen en el organismo.

Los genes proporcionan a la célula la informaciéon necesaria para
la sintesis de proteinas. Las proteinas son parte fundamental de los
organismos vivos pues construyen y mantienen a las células y partici-
pan en casi todos los procesos que ocurren dentro de éstas. Entre las
funciones principales que cumplen las proteinas estan las enzimaticas
que catalizan reacciones bioquimicas, las estructurales o mecanicas que
mantienen la forma de la célula, las encargadas de mandar senales y
respuestas inmunologicas y las responsables del ciclo celular. Las pro-
teinas se sintetizan dependiendo de como se encuentren regulados los
genes que las codifican, por lo que son susceptibles a senales o factores
externos.

De particular interés en este trabajo, son las proteinas llamadas fac-
tores de transcripcion, que se encuentran en todos los organismos vivos
y cuya funcion es la de participar, junto con otras proteinas, en la ac-
tivacion o inhibicién de la expresion de ciertos genes especificos. Estos,
al controlar la expresion genética, regulan las tasas de produccion de
proteinas, las cuales a su vez, pueden actuar como factores de transcrip-
cion de otros genes. Los genes que sintetizan factores de transcripcion,
son también activados o desactivados selectivamente por proteinas. Es-
ta cadena de transmision de senales intracelulares, donde los factores
de transcripcion son los elementos esenciales, forma una compleja red
de interacciones llamada red de regulacion genética (RRG). Una RRG
estd formada entonces, por un conjunto de genes, proteinas y peque-

nas moléculas y sus interacciones regulatorias mutuas. El desarrollo y
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funcionamiento de los seres vivos, emerge de las interacciones en las
RRG. El adquirir un entendimiento de como emergen patrones, que
son sumamente complejos, a partir de las interacciones entre genes en
las RRG es un reto enorme.

Gracias a proyectos de secuenciacion genética se conocen ahora
grandes cantidades de genes y sus sitios regulatorios. En algunos casos,
las proteinas involucradas en el control de la expresion de estos genes,
asi como los mecanismos moleculares a través de los cuales se logra la
regulacion, han sido identificados. Sin embrago, queda atin por entender
de manera més precisa, como interactian estos genes de forma indivi-
dual dentro sus sitios regualtorios. Puesto que los sistemas regulatorios
de interés involucran redes grandes y complejas un entendimiento in-
tuitivo sobre su dindmica es dificil de obtener, por lo que ademés de
las herramientas experimentales, es indispensable utilizar métodos for-
males para el modelado y la simulaciéon de las RRG. La modelacion
matematica y computacional proveen una descripcion clara y precisa
acerca de las interacciones que ocurren en las redes, ademas de una
derivacion sistematica de predicciones en el comportamiento [Bol08|,
[ESPLABO04|, [CAEST06|.

La forma mas directa de modelar una RRG es mediante una red
booleana, que consta de una gréafica dirigida, donde los vértices son los
genes y las aristas corresponden a los factores de transcripcion. El es-
tado de un gen es descrito como una variable booleana que esta activa
(prendida) o inactiva (apagada) y que por lo tanto sus productos estan
presentes o ausentes. Las interacciones entre elementos son representa-
dos mediante funciones booleanas que calculan el estado de un gen a
partir de la activacion de genes adyacentes. Dos genes son adyacentes,
es decir, estan unidos mediante una arista que va del primero al segun-
do cuando la proteina producida por el primero acttia como factor de
transcripcion del segundo. En los casos en los que la proteina produci-

da por un cierto gen actiia como factor de transcripcion de si mismo,
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tendremos un lazo. El modelar redes regulatorias mediante redes boo-
leanas se volvio popular a partir del estudio de Kauffman [Kau69]|. Al
localizar atractores, trayectorias y cuencas de atraccion en el espacio
de estados, es posible investigar sistematicamente las implicaciones de
propiedades de la dindmica de las redes. Las redes Booleanas permiten
analizar redes regulatorias grandes en una forma eficiente, haciendo
suposiciones adecuadas que simplifican la estructura y la dindmica de
sistemas regulatorios genéticos.

Ademés de las redes booleanas existen otras herramientas que pue-
den ser utilizadas para describir sistemas de regulacion genética. Estas
incluyen redes Bayesianas [FLNPO0O|, [ZCO05] que permiten tratar as-
pectos estocasticos de la expresion genética e incorporar mediciones
con ruido de forma natural y ecuaciones diferenciales y estocésticas
|[CQZ12|, [TBBMO07],|GRWO07]|. En particular, estas ultimas han si-
do ampliamente utilizadas. Los modelos matemaéticos y computaciona-
les han contribuido de forma importante a descifrar la relacion entre la

actividad coordenada entre grupos de genes y las funciones celulares.

4. Paisaje epigenético

Aunque la mayoria de las células en los organismos multicelulares
tienen la misma informacion genética, es decir un genotipo idéntico,
durante el desarrollo, los organismos generan una diversidad de tipos
celulares, donde la expresion genética y las funciones celulares son esta-
bles. La diferenciaciéon celular puede ser considerada como un fené6meno
epigenético.

La palabra epigenético historicamente ha sido utilizada para des-
cribir principios no genéticos. Conrad Waddington en 1942 [Wad42|
utiliz6 por primera vez el término y lo definié como la rama de la bio-
logia que estudia las interacciones entre genes y sus productos, dando
lugar al fenotipo, la expresion del genotipo en funcion de un determi-

nado ambiente. En 1957 Waddington propuso el concepto de paisaje
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epigenético, el cual representa el proceso de la toma de decisiones ce-
lulares durante el desarrollo de un organismo. En esta metafora visual
dinamica, la célula, representada por una pelota, se encuentra en una
superficie en el espacio, que tiene varios pozos o cuencas, correspon-
dientes a destinos celulares distintos, como se observa en la figura (7).
Asi la célula puede tomar trayectorias especificas permitidas, que con-
llevan a diferentes destinos celulares. Asi, la diferenciacion celular es
gobernada por cambios en el paisaje epigenético y no por alteraciones
genéticas. De esta forma, la epigenética es un enlace entre el genoti-
po vy el fenotipo, es decir, un fenémeno que cambia el producto final
de un cromosoma sin cambiar la secuencia de ADN subyacente. Més
especificamente, la epigenética estudia los cambios en la expresion ge-
nética o en el fenotipo celular que pueden ser potencialmente estables

y heredables, y que no modifican el ADN.

FIGURA 7. Paisaje epigenético, figura tomada de [Wad42|

En este trabajo, construimos un paisaje epigenético que gobierna
la dindmica de las ecuaciones diferenciales del modelo, como veremos

mas adelante.
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Referencias: [GABO7|

5. Morfogenénesis

En paralelo con la cascada genética que controla la expresion gené-
tica, ocurre la morfogénesis, proceso biolégico que construye la forma y
estructura de un organismo, controlando la distribucién espacial orga-
nizada de las células durante el desarrollo embrionario de un organismo.
La morfogénesis es uno de los aspectos fundamentales que estudia la
biologia del desarrollo y ocurre mediante la diferenciacion de células,
tejidos y 6rganos de acuerdo a su informacion genética y las condiciones
ambientales.

Las primeras ideas sobre como procesos fisicos y matematicos afec-
tan el crecimiento fueron escritas por D’Arcy Wentworth Thompson
|Thol7] y Alan Turing [Tur52]|. En sus trabajos, postularon la pre-
sencia de senales quimicas y procesos fisico quimicos como difusion,
activacion e inhibicién en el crecimiento celular y de los organismos.
En particular, Alan Turing en 1951 en su trabajo: Las bases bioquimi-
cas de la morfogénesis, plantea un sistema de reaccion difusiéon como
la base de desarrollo de patrones en plantas y animales. Posteriormen-
te, gracias al descubrimiento del ADN y a los avances en la biologia
molecular y la bioquimica, se ha logrado un entendimiento mucho mas
completo de los mecanismos involucrados en el crecimiento de los or-
ganismos.

En organismos multicelulares, cada que una célula se divide, da lu-
gar a dos células, que aunque contienen el mismo genoma, pueden dife-
rir en los genes que tiene prendidos y estan produciendo proteinas. Una
caracteristica esencial en organismos multicelulares, es el uso de gra-
dientes de morfogenos. Un morfoégeno es una sustancia que se extiende
a partir de una fuente localizada y forma un gradiente de concentracion
en el tejido en desarrollo. Estos gobiernan los patrones del desarrollo

de tejidos y las posiciones de los varios tipos de células especializadas
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dentro de un tejido, mandando senales que actian directamente so-
bre las células produciendo una respuesta especifica dependiendo de la
concentracion que alcancen. Asi, los morfégenos aportan un sistema de
posicionamiento que le indican a la célula en qué parte del cuerpo se
encuentra, y por lo tanto en qué clase de célula se debe de convertir.

Durante el desarrollo inicial de un organismo multicelular, los gra-
dientes de morfégenos generan diferentes tipos de células en un orden
espacial dado. El morfogeno transmite informacion espacial, al formar
un gradiente de concentraciéon que subdivide grupos de células al intro-
ducir o mantener la expresion de ciertos genes especificos en diferentes
umbrales de concentracion. Asi las células lejos de la fuente del morfo-
geno, recibirdn niveles bajos y se expresaran solo los genes que tengan
umbrales bajos. En contraste, las células cerca de la fuente, recibiran
altos niveles y se expresaran tanto los genes con bajos umbrales como
los genes con altos umbrales. Diferentes tipos celulares surgiran como
consecuencia de las diferentes combinaciones de expresiones genéticas.
Las células dentro del grupo al que afecta el morfégeno son subdivi-
didas en diferentes tipos de acuerdo a su posicion relativa a la fuente
de morfogenos. Mediante este mecanismo ocurre la diversidad celular
dentro de un tejido.

La morfogénesis fue un area importante de estudio durante la dé-
cada de los 70’s y principios de los 80’s. Posteriormente, el interés se
voled al estudio y descubrimiento de las redes regulatorias genéticas.
Sin embargo, actualmente la morfogénesis es nuevamente un tema de
mucho interés, debido principalmente al descubrimiento de las molé-
culas que controlan la organizaciéon de tejidos, de forma que técnicas
moleculares pueden ser aplicadas al andlisis de la morfogénesis. Fl re-
sultado ha sido una cantidad enorme de trabajo en la primera década
del siglo 21 [Bar92]|, que ha logrado explicar mucho sobre las bases
moleculares de la morfogénesis, aunque aun queda por entender como

éstas se integran a nivel celular.
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6. Teoria de Sturm-Liouville

En esta seccion explicamos las bases teoricas de la teoria de Stum-
Liouville que se utilizaran en la costruccién del modelo.
Una ecuaciéon de Sturm-Liouville, es una ecuaciéon diferencial de

segundo orden de la forma

) - 4 (0015 ) + atau = —rotarn

donde u es una funciéon que depende de la variable independiente x y
o(z) es una funcion de peso. La funcion u(x) serd la solucion de (1)
si es continuamente diferenciable y satisface la ecuacion. Ademas se
le imponen ciertas condiciones de frontera. Los valores del parametro
desconocido A se buscaran de tal forma que exista una solucién no tri-
vial a (1) que ademas satisfaga las condiciones de frontera. Estos son
llamados valores propios del problema. Las soluciones correspondientes
(a cada valor de \) seran las funciones propias del problema. Las con-
diciones sobre los parametros y la forma de las condiciones de frontera
se especifican en (6.1).

El propoésito de esta seccion es demostrar que todos los valores
propios del problema de Sturm-Liouville regular (pag. 28) son reales y
simples. Ademas el conjunto de valores propios es infinito, sin puntos
de acumulacion, acotado por abajo (y no por arriba) y las funciones
propias correspondientes forman una base ortonormal completa en el

espacio H que definimos a continuacion.

6.1. Introduccién. Definimos el espacio de producto interior H

como

o= {f € C2(ja,b] > R) - /ab () 2o (x)dz < oo}

donde el producto interior esta definido como

(2) (u,v), :/ w(z)v(z)o(x)de wu,v € H,
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v(z) es el complejo conjugado de v(z) y o(x) es una funcién continta
positiva de peso en [a, b].

Consideremos el problema de valores propios de Sturm-Liouville
(3) — (p(2)u') 4+ q(z)u+ Ao(z)u =0

para u € H, y las funciones p = p(z) € C*([a,b]) > 0y ¢ = q(z) €

C%([a,b]), donde a,b € Ry a < b, junto con las condiciones de frontera
(4)  Buu:= ciu(a) + cou'(a) =0, Byu := dyu(b) + dou'(b) = 0.

donde ¢y, ¢a,dy,dy € R, |eq| + |ea] > 0, |dy| + |d2| > 0.

Bajo estas suposiciones, el problema de valores propios (3), (4) es
llamado un problema de Sturm-Liouville regular. Si cualquiera de las
funciones p o o se hace cero o es discontinua en al menos un punto de la
frontera, o si el problema es definido en un intervalo infinito, entonces
se dice que el problema de Sturm-Liouville es singular.

Nos sera de utilidad definir el siguiente operador, llamado operador
de Sturm-Liouville:

(5) P (p(x)%) +qlz), zelab], ueH

Trabajaremos entonces con el problema de valores propios
(6) Lu(x) = Ao (z)u(x).

6.2. Propiedades del operador de Sturm-Liouville. En es-
ta seccion demostraremos varias propiedades del teorema de Sturm-

Liouville que usaremos mas adelante.

1. Simetria
Sea L un operador de Sturm-Liouville de la forma (5). Consideremos
la expresion ulv — vLu para u,v € H. Usando la regla del producto

para derivadas tenemos:

ulv —vlu = u(pv') +ugqu —v(pu') — vqu
_ (upv/)' B u’pv’ B (vpu’)’ + u’pv’.
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Y obtenemos la identidad de Lagrange:
(7) uwlv —vLli = [p(uw’ — vu')]".

Integrando (7) en el intervalo [a, b] obtenemos la formula de Green:

/b(uﬁv —vLu)dr = pluv’ —vu') |2 .
Si u y v satisfacen las condiciones de frontera (4) entonces
pluv’ —vu') [g=0

por lo tanto,
(8) /b(uﬁv —vLu)dr =0

y entonces L es un operador simétrico en H con respecto al producto

interior (2) con o = 1.

2. Ortogonalidad

TEOREMA 6.1. Las funciones propias del problema de Sturm-Liouville
reqular (3) junto con las condiciones de frontera (4) correspondientes
a diferentes valores propios, son ortogonales con respecto al producto

interior (2), i.e.,
/ u(z)v(z)o(x)de =0

DEMOSTRACION. Sean ¢, y ¢,, dos funciones propias que perte-
necen a los valores propios A, # \, respectivamente: Notese que ¢, vy

om satisfacen las ecuaciones diferenciales:

£¢n = )\n0_¢n y 'C¢m = )\m0_¢m
Ya que ¢,, v ¢, satisfacen las condiciones iniciales (4), por (8) entonces

S (GmAaGbn — pudmodn) dv = 0 <
(An = Am) [}, Gubmo dz = 0 &<
()\n - >\m><¢m7 (rbn)a =0

pero como por hipdtesis A, # A, entonces (¢, Om)o = 0 O
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3. Eigenvalores reales

TEOREMA 6.2. Los valores propios de un problema reqular de Sturm-

Liouville son todos reales.

DEMOSTRACION. Supongamos que A € C es un valor propio cuya
funcion propia correspondiente es ¢. Sea A = p+iv 'y ¢(z) = U(x) +
iV (x), donde p,v,U(z),V(z) € R. Ya que ¢ satisface (4) entonces

(Lo, 0) = (¢, L)
Sabemos que Lp = Ao¢, entonces

(Ao¢, ) = (¢, Ao9)

esto es,

/ Ao (2)(2) B(@)de = / o(x)ho (@) (@) d.

Pero como o(z) € R obtenemos
(

X=X [P o(x)p(x)p(x)dx = 0

s

A=) [T o(x) [U(z) + V(2)]de = 0

Como o (z)[U?(z) + V*(z)] > 0 por continuidad, la integral es positiva,
por lo tanto A — X\ = 2iv = 0 por lo tanto v = 0 y entonces A € R. [

4. Eigenvalores simples

TEOREMA 6.3. Los valores propios del problema de Sturm-Liouville

reqular son todos simples.

DEMOSTRACION. Sean ¢y ¢ dos funciones propias pertenecientes

al mismo valor propio . Entonces
LOor=X opr vy Lo = Aogs.
Por lo tanto ¢oLp1 — ¢1Lpo = 0. Por la identidad de Lagrange:
0= 2Ly — $1 L2 = [—p(d2dh) — ¢195)]"
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Entonces F(x) := [—p(pa) — ¢10,)] es igual a una constante. Ya que
ambos ¢1 v ¢9 satisfacen (4) tenemos que F'(a) =0, FI(b) = 0. Ademas

p(z) >0V x € [a,b] por lo que concluimos que el Wronskiano

W(¢17 ¢27l’) = 9252(15/1 - 9251(/5/2

se anula en * = a y x = b. Por otro lado, ¢; y ¢2 son solucio-
nes de la misma ecuacion diferencial ordinaria lineal (4), por lo que
W (1, pa,v) = 0V x. Por lo tanto ¢1 y ¢ son linealmente dependien-
tes, i.e., existe solamente una funcién propia linealmente independiente

y por lo tanto la funcién propia es tnica. U

6.3. La funcién de Green para el operador de Sturm-
Liouville.

6.3.1. Construccion de T .
El operador de Sturm-Liouville, no necesariamente estd acotado en
H, por lo tanto, es conveniente construir el operador inverso 7T del
operador de Sturm-Liouville, con la ayuda de la funcién de Green, que
veremos que es acotada. Habiendo hecho esto, transformaremos (6) en

un problema de valores propios 3para el operador acotado £, es decir

L u(r) = %a(m)u(x), ue H

Para la construccion del inverso consideramos la ecuacion diferen-

cial ordinaria (5) y observamos que:

Lu(z) = —(p(x)u'(2))" + q(x)ulz)
(9) = —ple)u’(x) = p'(2)u(z) + g(z)u(z)

para f € C%([a,b]).
Consideremos el problema homogéneo Lu(z) = 0. Supongamos que
¢1(x) v ¢o(x) forman un sistema fundamental de soluciones, por lo

tanto satisfacen:

Lo1(x) = Lpo(x) =0 € [a,b].
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Construiremos una solucion de (9) usando el método de variacion

de parametros, esto es, suponemos que existe una soluciéon de la forma:

(10) p(z) = a(z)di(z) + B(x)da(z), a<z<f

Diferenciando ambos lados de (10) obtenemos

' (z) = o (z)g1(x) + a(x) gy (x) + B'(x)2(x) + B(x)Py(7)

Ademas, sea ¢ tal que cumple la condicion

(11) o ()¢ (z) + B'(2) () = 0
entonces

(12) ¢'(z) = alz)¢(z) + B(z)dy(x)
y

(13)  ¢"(x) = o (2)¢) (z) + a(x)¢ (z) + B(x)'¢5(x) + B(w)d(x)

Insertando (10), (12) y (13) en (9) obtenemos

flz) = Lu(z)
= o(x)Lor(x) + B(x) Lo (x) — pla) [0 (x)d) () + B'(x) ()]

los primeros dos términos del lado derecho de la ecuacién anterior son

cero, por lo tanto

(14) = p@)[o/(x)¢y(z) + F'(2)d5(7)] = f(z), a <z <b.

Las ecuaciones (11) y (14) forman un sistema de ecuaciones linea-
les algebraicas, donde las incognitas son o/(z) y f'(x), resolviendo el

sistema, obtenemos

da(2) f () ¢1(x) f ()
()W (1, ¢2)’ p(x)W (g1, d2)’

donde W (1, p2) es el Wronskiano de ¢y y @9, es decir W (¢, ¢2) =
P19 — P P2

(15) o) = B(z) = —
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Por la seccion (6.2), sabemos que la relacion p(x)[oy(z)dy(x) —
¢ (z)pa(x)] en [a, b], es igual a una constante, que llamaremos w. En-

tonces integrando ambas ecuaciones en (15), obtenemos:

16) a(e) =+ [ e fWdy+er 5@ =+ [ arwidrre

donde ¢; y co son constantes arbitrarias.
En particular, podemos elegir las funciones ¢ = ¢1(x) y ¢ =
¢2(z) de tal manera que resuelvan la ecuacién homogénea Lu(z) =0y

satisfagan

p(2)[1(z)ds(x) — ¢ (x)da()] =1 € la, 0]
y las condiciones (4), esto es

c1¢a(a) + cagh(a)
d11(b) + dag (D)

donde ¢y, ¢o, dy, dy son constantes.

a7) 8

Asi, tendremos los siguientes problemas de valores iniciales:
a) Lo1(x) =0 € [a,b] con ¢1(b) =dy y ¢)(b) = —dy

b) Loo(x) =0 € [a,b] con ¢a(a) = co/M y ¢h(a) = —c1 /M

Evaluando las ecuaciones diferenciales en a y b obtenemos que M
debe de satisfacer:

1
p(a)lér(a)gy(a) — di(a)pa(a)] = —77lerdi(a) + o (a)] = 1
y por lo tanto M = —p(a)[c1¢1(a) + c2¢'(a)].

Entonces ¢1 y ¢2 forman un conjunto fundamental de soluciones de
Lu(z) = 0 y satisfacen w := p(x)W (g1, ¢2) = 1. A partir de esto y
tomando en cuenta (10) y (16), obtenemos que la ecuacion de Sturm-
Liouville Lu = f parauw € H con f € C%Ja,b]) se resuelve de la

siguiente manera

p(r) = ¢u(x) [T da(y) F(y)dy + da(2) [7 o1 (y) f(y)dy,
= [V k(z,y)f(y)dy
donde k(z,y) € (C°([a,b] x [a,b]).
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Utilizando el sistema fundamental de ecuaciones {¢1, ¢2} de la ecua-
cion diferencial homogénea Lu(z) = 0, definimos la funcion de Green

k = k(x,y) del operador de Sturm-Liouville como:

k(z,y) = { PUT)P2(y), a<ysa
da(z)r (y), = <y<b.

Sabemos que () satisface la ecuacion diferencial Lu(z) = f(x).
Podemos facilmente verificar que ademas satisface las condiciones (17),

notando que

b b
o(a) = bs(a) / Wy ¥ Pla) = dh(a) / 1)/ (9)dy

por lo tanto, substituyendo en (17) vemos que

b
(@) + 20! () = (c1609(a) + cadh(a) / 61y f (y)dy = 0.

De la misma manera, tenemos que

o(b) = 61(b) / oW Wy vy ) = 80) / o2(y) /() dy

por lo tanto

dio(b) + dog' (b) = (dan (b) + dadk, (1)) / b2y £ (9)dy = 0.

Asi, hemos visto que para f € C%[a,b]), u € Hy z € Ja,b] los
problemas:

a) Lu(z) = Aou(z) y

b) Jy Kz, y)uly)dy = Su(x)
son equivalentes, es decir, si p(x) € H, con ¢(x) # O es solucion de
(a), entonces es también solucion de (b), y viceversa, ademads, si \ es

un valor propio de (a), entonces g = 1/X es un valor propio de (b) y si

 es un valor propio de (b) entonces A = 1/ es un valor propio de (a).
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6.3.2. Propiedades del operador T .
Estudiaremos las propiedades del operador 7, definido como
b
18)  Tf)i= [ Heg)iwdy v b, fec(al)

1. Cotas
Recordemos la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

(19) [(F )l < [If 1l gl

PROPOSICION 6.4. FExiste una constante C, tal que

(20) ITfI; < ClISIl3 for £ € C(la,0])
DEMOSTRACION. Usando (19) tenemos que
2
17515 = y)dy| da
<

Iy [fblkxy Wedy [71£(y) de} dx
= [ Wt Payde] [ 717 )Py
C Il

Ademas tenemos las siguientes cotas

PROPOSICION 6.5.
b
TH@I < [ el

DEMOSTRACION. Sabemos que existe una constante ¢ € (0, c0) tal

que

b
(21) / |k(x,y)|Pdy < ¢ Vz € [a,b]

donde 1 < p < 0.
Recordemos la desigualdad de Holder: Sea p > 1, < oo con 1/p+
1/q = 1, entonces para f,g € H, se cumple la siguiente desigualdad:

) [ f@)g(@)| de < [|f(x)g(x)|dz
< (JIf(e |pdx>1“’ (f lg(x)|da) "
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Dy (22
TH@| < Lk alf @)y )
< (ke wry) " (f17@)dy)

1/p
< A (f21f@)rdr)
= C|fll,
Vf e H yparax € [a,b] y p,q tales que 1/p+1/g = 1 como antes. [

Entonces por (2

PROPOSICION 6.6. Para todo € > 0 existe § = d(g) que depende
solo de T y e tal que si |x —y| < & entonces |T f(x) — T f(y)] <
ellflly (b—a)t/2.

DEMOSTRACION. Puesto que 7 es uniformemente continua en [a, b] x
[a,b] entonces, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |z — y| < J enton-
ces |T(x,t) —T(y,t)| < e. Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy
Schwartz obtenemos |7 f(z) — T f(y)| < e||fll, (b — a)*/2. O

Puesto que 7 cumple (20) podemos definir su norma como
(23) |71l = supysy=1 T fll

LEMA 6.7. Sea T como se definié en (18) y ||T|| definida por (23).
Entonces se satisface la siquiente identidad

171 = sup (T, w)].

ueC®([a,b]),]|ull=1

DEMOSTRACION. Llamaremos 1 := Sup,eco((a,b)),juf,=1 | (7% u)]. Sea
u € C%[a,b]), v |Jull, = 1, entonces por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz
(T, w)] < ([Tully lJully < T
es decir n < || T
Para demostrar que 7 > || 7|, consideramos u, v € C°([a, b]), tal que

llull, =1 ¥ |lv|l, = 1, entonces

(Tw+v),ut+v) = (Tu,u)+ (To,v)+2(Tu,v)

(24)
< nllu+ol
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por la definicion de 1 y puesto que T es simétrico.

Anéalogamente, tenemos que

(T(u—v),u—v) = (Tu,u)+ (Tv,v) —2(Tu,v)

(25)
> —nlu—o|;

Restando (24) de (25) obtenemos la llamada identidad del parale-

logramo:
(26) 4(Tu, ) < nlu+oll; + llu = vll3) = 2n([full; + [lo]5)-

Como ||ul|, = 1, tomando v = Tu/(||Tu|)2 en (26), obtenemos

Tu
[T ull,

4 (Tu, ) < on(lul2 + 1) = 4

es decir, ||Tull, < n, y por lo tanto || 7] < 7 lo cual implica que
171 =n. 0

2. Simetria

Sabemos por (8) que si u,v € H entonces
(27) (u, LV) = (Lu,v)

Por lo tanto, si f,g € C%[a,b]) y lamamos u = Tf y v = Ty,

entonces por (27)
(TF.9)=(f.Tyg)

por lo que 7 es también simétrico en C%([a, b]). Como consecuencia,
k(x,y) satisface la condicion k(z,y) = k(y, x) para x,y € |a, b].
6.53.3. Figenvalores de T .

Empezamos con algunos resultados.

LEMA 6.8. Ascoli-Arzeld. Sea K C R"™ un conjunto compacto.
Sea {un }nen una sucesion de funciones real-valuadas, continuas en K,

entonces satisfacen

1. (Acotada puntualmente) Existe una constante C, con 0 < C <
oo tal que |u,(z)| < C para todo x € K y todo n € N.
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2. (Uniformemente continuo) Para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal

que st x,y € K,
"1. - y’ <0 = ‘un(x) - un<y)’ <é
para todo n € N.

La demostracion se omite en este trabajo, pero se puede consultar
en (JRud76|, page 180).

TEOREMA 6.9. Sea

X=ATf:feH|fl,=1}
entonces X satisface

1. X es uniformemente acotado, i.e., existe una constante C' > 0,
tal que |Tf(z)| < C Yz € [a,b] y toda f tal que || f||, < 1.
2. X es uniformemente continuo, es decir, para todo € > 0, existe

d > 0 tal que si z,y € [a,b],

lz—yl<d = |Tflx)-Tf(y)l<e

VTfeX.
DEMOSTRACION. (1) Se sigue directamente de la desigualdad (6.5)
y por el hecho de que || f||, < 1. (2) Es una implicacion directa de (6.6)
y I flly < 1. =

Este dltimo teorema nos permite concluir que para el conjunto de
funciones que satisfacen las hipotesis para X en (6.9) la propiedad
Bolzano-Weiertrass para convergencia uniforme que afirma que toda
suceston de funciones en X tiene una subsucesion uniformemente con-

vergente, se satisface. Esto se demuestra en el lema anterior (Ascoli-
Azerla).

TEOREMA 6.10. Consideremos el operador T : H — H, definido
en (18). Sea N = ||T||, entonces se cumple que ya sea X o —\ es un

valor propio de T .
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DEMOSTRACION. Por el lema (6.7) sabemos que existe una sucesion
{tn}nen C C°%([a, b)), [|un|, = 1 para todo n € N que satisface

i [(Tup, un)| = || T = A
Por lo tanto podemos suponer que existe una subsucesion {uy, } tal que

Supondremos sin pérdida de generalidad que la primera de estas dos
igualdades ocurre.

Para mantener la notacion sencilla, denotaremos la subsucesion de
nuevo como {uy, fren. Por el lema de Ascoli-Arzeld y el teorema (6.9) sa-
bemos que existe una subsucesion, que denotaremos como {7 uy }nen C
C%([a, ]), que converge uniformemente a una funcién continua ¢, es de-

cir lim,, o0 7w, = ¢ (uniformemente). Entonces

b
@)l | Tu,— 6l =l [ [Tunle) - o) =0
y
(29) lm (T, un) = A

Por la continuidad de la norma y por (28),
z _ < s _ 2 —
tim ([Tul, — lolly < lim [T, — 6] =0
es decir,
(30) 1 [ Tnll, = ],

Ahora demostraremos que ¢ satisface 7¢ = A¢, con lo que verifica-
mos que A es un valor propio de 7. Primero demostraremos que ¢ # 0.

Tenemos que
(31) 0 < (| Tun = Aually = [Tunlly + A flnlly = 2X(Ttn, un).

Tomando los limites de esta ecuacion y considerando que (29), (30) y

el hecho de que ||u,|, = 1 obtenemos que

0< Tim [Ty~ A3 = 6]} — X
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Por lo tanto
Il > X* >0

lo cual implica que ¢ # 0.

Por otro lado, dada la definicion de A se tiene que
1T unlly < A2
y por lo tanto, de (31) concluimos que
(32) i || Tuy, — Ay |5 < 227 — 2) i (T, uy) = 0
y por la desigualdad del tridngulo

0 < [[T¢— Aol
176 = T(Tun)lly + T (Tun) = AT unlly + [[ATun = Adll,
TN S = Tunlly + [T NIT un = Xnlly + AT — 6], -

Notese que en la tultima ecuacion, el primer y tercer término tien-

<
<

den a cero por (28) y el segundo tiende a cero por(32). Por lo tanto
| T¢ — Ao|l3 = 0. Asi, tenemos que T¢ = A¢ con ¢ # 0. Concluimos
que A es un valor propio de 7. O

Hemos demostrado que existen valores propios de 7. Ahora veremos

cuantos valores propios tiene 7.

TEOREMA 6.11. El operador T, definido en (18), tiene una suce-
sidn infinita de valores propios { A\, }nen, que pueden ordenarse de la

siguiente forma
Aol > A1l > > Al = [Aga] >

DEMOSTRACION. Sea \q el valor propio encontrado en el teorema
(6.10), vy ¢o su funcién propia correspondiente, tal que ||¢ol, = 1.

Consideremos la funcion

ki(z,y) = k(x,y) — Xodo(x)do(y)

que satisface las mismas propiedades que k(x,y). Definimos el operador

71 : C%([a,b]) = C°([a, b))
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Ccomo X
Tif(z) = / k() f(y)dy.

71 es simétrica y compacta (por los mismos argumentos usados para
demostrar estas mismas propiedades para 7). Podemos aplicar el teo-

rema (6.10) a 7y, y asi, por el lema (6.7) podemos definir su norma

como
ITll= " sup — |(Thw,w)l,
ueC?([a,b]), [lull ;=1
entonces A\; = ||T1|| o Ay = — ||T}]| sera un valor propio de 7T;. Sea ¢,

la funcién propia correspondiente normalizada, esto es,

{ Tidy = Moy
[l =1

Demostraremos que ¢, es una funcién propia, correspondiente al valor
propio A;, para 7. Si f € C°%([a, b]), entonces
(33)
(Tif.00) = Jy Tif(w)do(x)da
= (U T (z.9) (W)dy ) olx)d
I (S T )on(w)dz) £ <ydy Aof(ff o(y)dy) 63 ()dx

= o J; FW)do(y)dy — Xo [ F(y)bo(y)dy
~ 0.

esto sucede porque ¢g es una funcion propia de T y k(z,y) = (y,z) (ya
que el operador es auto adjunto).

La ecuacion (33) implica que

0= (7191, %0) = Mi(¢1, o)
lo que significa que ¢, v ¢y son ortogonales, entonces

Toux) = [, k(z.y)é1(y)dy

ST (@, ) + Aodo(x)do(y)) b1 (y)dy
= [ Ti(x,y)en(y)dy

= 71¢1(5U)

= Moi(x).
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Hemos demostrado que A; es un valor propio y que ¢; es una funcién
propia de 7. Ahora, supongamos que hemos encontrado {Ag, A1,. .., A1}
valores propios de 7T y sus funciones propias correspondientes {¢g, @1, ..., om_1}
que forman un sistema ortonormal. Procederemos por induccion.

Sea

kn(z,y) = km(z,y) — Mp—10m—1(2)dm-1(y)
= k(z,y) = 27, Aids(2)85(y).

El operador correspondiente a k,, es definido como

b
Tof(z) = / (2, 9) f(4)dy,

y satisface las mismas propiedades que T, por lo tanto, el mismo pro-
ceso que se siguié con 7; puede ser repetido.

Este proceso iterativo puede continuar siempre si || 7, || # 0. Supon-

gamos que para alguna m € N [|T,| = 0, i.e., T,, = 0. Entonces para
f €C%Ja,b]) se tiene que
(34) = fla) = X750 \Loi () [ f(y)és(y)dy

= flx) = X7 0i(2)(f, ;)

y puesto que L es el inverso de 7T, concluimos que L¢;(x) = %qu(x)

La ecuacion (34) implica que toda funcién continua f puede ex-
presarse como una suma finita de funciones propias que tienen dos
derivadas continuas, por lo tanto, lo mismo debe de ocurrir para f (i.e.
debe de tener dos derivadas continuas), lo cual es una contradiccion,
va que f € C%a,b]), por lo tanto, 7,, # 0 para toda m € N, y entonces
T tiene una sucesion infinita de valores propios.

Por construccion concluimos que
Mol = 1A1] = = [Nl = Mgl > - ..
O

Demostraremos ahora que lim,,_,, |[A\,| = 0, para lo cual necesita-

mos los siguientes resultados:
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DEFINICION 6.12. Sea {¢,, }nen un sistema ortonormal en H y f €
H. Entonces

1. Definimos la proyeccién de f sobre ¢ como

(f, x)br(z).

2. Los coeficientes de Fourier de f con respecto a {¢,, } nen estan

definidos como la sucesion

{(f, &n) }nen.

Entonces, dada la sucesién de funciones propias normalizadas obte-
nidas en el teorema (6.11), podemos escribir la serie de Fourier de una

funcion propia f € H como

> (f bw) ()
k=0

LEMA 6.13. Desigualdad de Bessel Sea {¢,}nen C H un sistema

ortonormal de funciones, y f € H, entonces

Yo <115
k=0

DEMOSTRACION. Sea n € N, entonces

0 < |If =rso(f dn)dnll
1F115 = 2R S0 1y dn) [+ S [(F, ) 2
= |fII3 = Siey |(f, 002

Ya que la desigualdad anterior es cierta para cualquier n, la demostra-

cibon queda terminada. O

TEOREMA 6.14. La sucesion de wvalores propios de T, encontrada

en el teorema (6.11) satisface

k—o00
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DEMOSTRACION. Sea {\,}nen la sucesion de valores propios en-
contrada en (6.11). Para todo A,, consideremos la funciéon propia nor-

malizada ¢,,. Definimos

@Zjn(x: y) = ¢n($)¢n(y)

Como se puede observar la sucesion {1, },en €s un sistema ortonormal
en H. Ademas, los coeficientes de Fourier de la funcion de Green se

calculan como sigue

(Ton) = [} [} k(,y)en(z, y)dady
= (fa (2, ) dnl )dy) dn(z)dz
A

:fn¢(
— A,

e &

Usando la desigualdad de Bessel, obtenemos

S (b 1), () < / / k(. ) Pdady < o

n=0

y por el criterio de convergencia de Cauchy, podemos concluir que

lim [A\,| =0
n—oo

6.4. Eigenvalores del problema de Sturm-Liouville.
Consideremos el problema de Sturm-Liouville (3), junto con (4), en-

tonces tenemos el siguiente teorema

TEOREMA 6.15. El conjunto de todos los valores propios de un pro-
blema regular de Sturm-Liouville forma una sucesion estrictamente mo-

ndtona no acotada, denotada como

A<M <...< A< A1 <...

lim A\; = oo

1—>00
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DEMOSTRACION. Empezaremos por demostrar que la sucesion de
valores propios esta acotada por abajo. Sea ¢;,,y == inf a < z < bg(x). Si
u(z) es una solucion de Lu(x) = Au(x), con las condiciones de frontera
u(a) = 0, u(b) = 0, entonces

Aff\u(a:)2dx = )\fb_u(x)dx
f Lu(z)u(z)dx
L @)l (@)2 + @) u(z) ?)de

=  linf fa |U )Zdl,

V

por lo tanto

Ahora demostramos que el operador £ posee a lo mas dos valores pro-
pios mas pequenos que g;,s. Supongamos que existen tres funciones
propias ¢1, ¢, ¢3 € H que satisfacen L¢o; = \jo¢p;, para i =1,2,3 y
A1 < Ay < A3 < @ins. Entonces podemos encontrar ¢, co,c3 € C, tal

que [er]” + |e3] + [ 5| = 1, y

donde ¢ satisface Lu(x) = Aou(z), v u(a) = 0, u(b) = 0. Entonces

Ging [11€(x)Pde < [P LE(x)E(x)dx
= J} (ZL Nocioi()) (5, ¢i6;(x))da
J2 308 Nolel?l (@) Pde
< s L0 Jailloi(w) Pde
N [P |€ () 2de

Por lo tanto A3 > gins, y entonces hay a lo mas dos valores propios méas

pequenos que g,y como queriamos demostrar.
En la seccion (6.3) demostramos que para f € C%([a,b]), u € H y

x € [a,b] los problemas:
a. Lu(x) = Aou(z),
b [, k(. y)uly)dy = u(x)
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son equivalentes. Por lo tanto, si p; es un valor propio del problema (b)
entonces \; = 1/p; es un valor propio del problema (a). Por lo tanto,
por el teorema (6.11) sabemos que el problema (b) tiene una sucesion
infinita de valores propios {\,},en. Por la parte anterior de esta de-
mostracion, sabemos que los valores propios de (b) estan acotados por

abajo, por lo que
A<M <...< A< A1 <...
méas aun, por el teorema (6.14) podemos concluir que

lim \; = oo.
1—00

Referencias: [AGO7|

7. Soluciones en series de potencias

Por dltimo estudiaremos la forma de resolver ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales de segundo grado con coeficientes variables
alrededor de un punto singular regular.

Consideremos la ecuacion diferencial

d? d
N(@) 75 + Pla) 72 +Qa)y = 0

Supongamos que N(z), P(z) y Q(x) son funciones analiticas. Sean

y
p(x) = P(x)/N(z) y q(x) = Q(z)/N(z).

DEFINICION 7.1. El punto z( es un punto ordinario si las funcio-
nes p(x) y g(z) son analiticas en z = xg, en otro caso, xo es un punto

singular.

DEFINICION 7.2. Un punto singular zy es un punto singular re-
gular si p(x) tiene un polo a lo mas de orden 1 en x = g y ¢(z) tiene
un polo a lo mas de orden 2 en = = zy, es decir si a(z) = (x — z)p(x)

y b(x) = (z — x9)?q(z) son analiticas en zg, y por lo tanto

lim (x — zo)p(x) < o0 ¥y lim (z — 0)?
T—T0 T—x0

q(z) < o0.
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Si cualquiera de las dos funciones a(z) y b(z) (o ambas) no es analitica

en xp, llamamos a xy punto singular irregular.

7.1. Meétodo de Frobenius. Consideremos entonces la ecuacion

diferencial

(36) y' +plx)y’ +q(x)y =0

y supongamos que xo es un punto singular regular. Queremos resolver
(36) en una vecindad del punto z = .

Puesto que xq es singular regular, (z — zo)p(z) y (z — z0)%q(z)
son analiticas, por lo que tienen expansiones en series de potencias

convergentes, de la forma

(7 (@ = 20)ple) = 3 plo — )"
n=0

y

(3 (@ = 200(e) = Yl — 70"
n=0

en algun intervalo |z — zo| < p, con p > 0 en la vecindad del punto z.
Para mantener la notaciéon sencilla, supondremos a partir de este
momento que xo = 0. Si no fuera el caso, se puede hacer una traslacion,
haciendo el cambio de variable T = x — x de tal forma que el punto
singular regular quede ubicado en el origen.
Multiplicando la ecuacion diferencial (36) por (z — x)? = x? obte-

nemos

(39) Lylyl(x) := a®y" + (ap(x))ay + (2%q(x))y = 0
Donde estamos llamando L, al operador diferencial. Notese que

cuando xp(z) = > 07 P = po ¥y 2%q(x) = D07, gax™ = qo la ecua-
cion diferencial se reduce a la ecuacion de Euler:

(40) 22y" + poxy’ + qoy = 0.

Para encontrar las soluciones a la ecuacion diferencial, utilizamos el

método de Frobenious. Para esto, suponemos que las soluciones, para
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x > 0 son de la forma

(41) y=¢ —a:gzana: —Zan

donde ay # 0 y el exponente £ puede ser real o complejo. Esta serie es
llamada serie de Frobenious.

La primera y segunda derivada de ¢ son respectivamente

§ () = 3+ nanat
n=0
y
¢"(x) = 2(5 +n—1)(€+n)a,z*" 2
n=0

Ahora, sustituyendo el valor de ¢ y de sus derivadas, y (37), (38)
en el término correspondiente de (39) obtenemos

o0

(42) 22" (x) =Y (E+n—1)(E+n)aat,

n=0

(43) [zp(z)] (an ) > (E+n)apatt,

(44) [2%q(x (an )Z "

n=0

Sea F(§) = £(€ — 1) + po& + qo, donde podemos calcular py y gy de

po= lim ap(z), vy g = lim 2°¢(z).

T—T0 Tr—T0

Sustituyendo las ecuaciones (42), (43) y (44) en (39), realizando los
productos correspondientes y agrupando términos obtenemos
(45)
0 = Li¢](z, )
= aoF (6)at

+ (F E+n)ay + 355 a;((E+ )poy + Qn—j)) athn,
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Para que la ecuacion anterior se cumpla, es necesario que el coefi-

ciente de cada término sea igual a cero, es decir,

(46) agF(§) =0
y
n—1
(47) F(&+n)an+ > a;((§+ j)paj+qn—j) =0,
=0
paran = 1,2,3,.... Puesto que ag # 0 entonces (46) se reduce a

F(§) =¢&(6—1) +po€ +q =0,

éste ultimo es el polinomio indicial de la ecuacién. Formalmente tene-

mos que

DEFINICION 7.3. El coeficiente de la potencia menor de x en la serie

infinita es llamado polinomio indicial.

Notese que el polinomio indicial es la misma ecuaciéon que obten-
driamos al buscar soluciones de la forma y = " en la ecuacion de Euler
asociada (40).

DEFINICION 7.4. Las raices del polinomio indicial son llamadas ex-

ponentes de la singularidad.

Los exponentes de la singularidad, en este caso & v & determinan
el comportamiento cualitativo de la solucion en una vecindad del punto
singular z(. Estos seran los valores de ¢ para los cuales (41) es en efecto

una solucién de la ecuacion diferencial. En este caso
F)=&E—-1)+p+q=0«
E+ép—1)+p=0%&

(1= p0) = v/loo = 1? — a0

DO | —

§120 =
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Por otro lado de (47) obtendremos una relacién de recurrencia a

partir de la cual podremos obtener los coeficientes de la serie.

n—1
(48)  F(E+n)an+ > a;j(§+5)pnj+anj) =0

§=0

1 n—1

49 n = T /e N j . n—j n—j/»
(49) a F(§+n);a3((€+j)p it Gn—j)
para n = 1,2,3,.... Se observa que los coeficientes a,, dependen del
valor de £ y de los coeficientes anteriores a;, j = 1,...,n — 1. Podemos

asi calcular los coeficientes a,, (n = 1,2, ...) en términos del coeficiente
ap y los coeficientes en las series zp(z) y 22q(x), siempre que F(£+n) #
O0Vn>1.

Queremos encontrar dos soluciones linealmente independientes pa-
ra obtener un conjunto fundamental de soluciones. Recordemos que
F (&) = 0 solo cuando & = &;,&. Si &,& € R, suponemos sin pérdida
de generalidad que & > &, entonces & +n # &y & +n # &. En
el caso de que &,& € C, entonces £ = & (una raiz es el comple-
jo conjugado de la otra), por lo que & + n # &, &. En ambos casos
F(& +n) # 0 para toda n = 1,2, ..., por lo que la férmula recursiva
esta bien definida y se pueden calcular los coeficientes aq, as, . . ..

La solucién entonces estara dada por

(50)  y=¢i(x) = apr™ + ) alfaftn =28 (ao + agl)ﬂ)

con x > 0 y donde los coeficientes a'* se obtienen sustituyendo el

valor de & en la formula de recurrencia, i.e.

[y

n—

1
(&) — (1) .
a = — a.; + n—7g + n—j)-.
" F(& +n) g j (&1 + J)Pn—j + Gn—j)
Para = < 0, basta hacer el cambio de variable z = —2, con £ > 0.

Obtenemos que las soluciones difieren solamente por el signo de z¢ por
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lo que esta primera soluciéon en todo el intervalo estarda dada por

(51) y = ¢1(z) = |2 <a0 + Zaﬁf”m")
n=1

en el intervalo 0 < |z| < p, p > 0. Para obtener una segunda solucion
linealmente independiente tenemos los siguientes casos.

7.1.1. Raices diferentes que no difieren por un entero. En primer
lugar consideremos el caso en el que &,& € R, & # & v & — & no es
un entero, entonces & +n # & para cualquier valor de n > 1. Por otro
lado si &, & € C, entonces una sera el complejo conjugado de la otra y
&+n#&, VYV n> 1. Porlo tanto en estos dos casos, F(§ +n) # 0

y una segunda solucién estard dada por

(52) ¥ =gal) = age® + ) _alfPa® = 4% <ao + agg)xn)

n=1 n=1

con z > 0, donde como en el caso anterior

i
L

1
&) - - (&2) ; . )
an F(£2 + n) ' a’] ((52 + j)p”_j + qn_ﬂ)‘

<
I
o

Las soluciones (51) y (52) son linealmente independientes puesto
que ¢3/¢p1 no es una constante (pues & —&; no es un entero). Las series
que encontramos en las soluciones ¢ y 1o, es decir ag+Y ., o' gn v
o+ oy a{¥) 2™ convergen al menos en el intervalo |z| < p, donde con-
vergen las series de xp(z) y 2%q(z). Dentro de su radio de convergencia
definen funciones analiticas en x = x;.

7.1.2.  Raices iguales. Cuando las raices de la ecuacion indicial son
iguales, i.e. & = &, entonces la ecuacion indicial puede factorizarse

como

F(§) = (€~ &)™
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Consideremos a £ como una variable continua y a los coeficientes a,

como funciones de &, i.e.,

1 n—1 .
(53) an(§) = _mjzoaj<§>((§+])pn—j+Qn—j>7
con n = 1,2,.... Sustituyendo estos valores de a,(§) (n > 1) en la

ecuacion diferencial (45) obtenemos
Ls[o)(w, &) = aoF(§)at+
s (F(& +m)an(©) + X550 a5 ()€ +pay + aamy) ) 5

notese que insertando (53) en la ecuacion anterior ésta se reduce a
Ly[¢l(x, &) = agF (€)x* = ag(€ — &)%a*

AFIRMACION 7.5. La ecuacion ¢1(x) := ¢(x, &) (como en la ecua-
cion (51)), y la derivada de ésta con respecto a £ son ambas soluciones

de la ecuacion diferencial. Esto es:
0
L&) =0y L|3] wa) =0

DEMOSTRACION. Verificamos que ¢1(z) = ¢(x,&;) es solucion

L8] (z, &) = ao(§ — &1)*%|ezg, = 0

(esto ya fue comprobado en la seccion anterior).

Calculemos ahora LS[%—‘?]. Recordando que %—f = z%Inx, tenemos
que
L 5] wo = giwiee
_ 9 2, ¢
= % [a(& — &1)°t]

= ao [2(5 — &)t + (€ — &) lnx)}

evaluando en &; obtenemos que

L, [g—?] (,&) =0
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Llamemos b = al (&), es decir a la derivada con respecto a & del
coeficiente n-ésimo evaluado en &7, entonces la segunda soluciéon queda

Ccomo

a¢($7 51)

&1

= ( In ) <a0+z (€1) >+x512b51

= ¢1(z lnaH—lebgl

7.1.3.  Raices reales que difieren por un entero. Si las raices del
polinomio indicial & y & difieren por un entero positivo m, es decir
&1 = & + m, procedemos como sigue.

Si la expresion Z;L:_Ol aj(Pn—j(§+E&)+¢n—;) es divisible entre { —& =
€ — & — m entonces F(§) es también divisible entre £ — &. El término

& generado a partir de la formula de recurrencia (49) con £ = & esta

bien definido, y por lo tanto también los términos affjr)l, afijQ, .... Por

lo tanto una segunda solucion de (39) sera de la forma

Y= ¢2(J}) = LU& (CLO + Z CL%Q);UTL) .
n=1

Ahora bien, si la expresion Z;:& aj(Pn—j(j + &) + gn—;) no es divisible
entre £ — & = £ — & — m entonces, nuevamente consideremos a £ como

una variable continua y a los coeficientes a,, como funciones de &, y sea

ap == ap(&1) =& — &o.

AFIRMACION 7.6. Definamos

o0

(54) U(x,8) =2 an(&)x

n=0

Las funciones ¥(x,&) y %5’52) son ambas soluciones de la ecuacion
diferencial (39).
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DEMOSTRACION. Calculemos entonces L[] diferenciando ¢ (x, &)

con respecto a x e insertando en la ecuaciéon diferencial

LIp\(x,&) = 2y + (wp(a))zip, + 2°q(a)y)

an(§)(n+&)(n + & — 1)z"**

- <anx>2an (n + &)a™ts
n=0 =

OM%%

+ an >Z an ) n+é&
= (5 52
+ > (anw(n £1)+ 2 )€ + Py + qn_j> e

= (- &)F(a*

esto ultimo puesto que a, () satisface la formula de recurrencia (49).
Por lo tanto si fijamos £ = & la expresion (£—&)F(£)x¢ = 0y en efecto,
¥ (x, €) es solucion de la ecuacion diferencial. Si derivamos ahora ¢ (x, €)

con respecto a &, nuevamente sustituyendo en la ecuacion diferencial

obtenemos
8w = xX))T 1'2 X
L] wo - 85[ 24+ () + 2%}
- Sle-aIFE

= F()a* + (€ = &)F'(r)at + (£ — &)F(&)(Inz)at

Por lo tanto vemos que cuando & = & la funcion g—?(x, &) satisface la
ecuacion diferencial, es decir L [ag] = (0. Counsideremos como en el caso

anterior, a\") = a,(&) y b = al (£). Derivamos 9 (x, ) con respecto a
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£,
o(z,§) > 0o
/>0 — (In)zt agf)x" + & bgf)x
0¢ (In) nzzo ;
entonces
0
y = da(z) = ng 15) (In)x &2 Z (52)x” S Z B¢ (&2) 10

Notese que al usar £ = & en la formula de recurrencia (49) eligiendo
ag = & — &, obtendremos un factor en el numerador que se cancelara

con el factor £ — & de la ecuacion indicial. De esta forma, tenemos

ay? = (€= &)lee =0
L6 _ —a” (G(p1 +q)) _ 0
: F(&—1)
Zm 2a(§2)( ) ( '
(52) _ 7=0 Pm—j-1{J + 52) + qujfl) —0
et F(m+&—1)
y asi tenemos que
y=co(z) = (Inz)z® Za ) 4 xg Zbﬁf“’)x”
n=0 n=0
= (lnxz) 752 Z a 52)xn + CL‘g beﬂx
n=m n=0
= (In x>m51*m Z CL,(EQ)J:” + l’g Z b§2)$

o

= (lnz)a® Zafz) n— m+m§Zb,€§2
= (Inxz) 51Zan+m:zc +x52652);1:”

Referencias: [Wal98|, |Bra92]






Capitulo 2

Construcciéon del modelo y resultados

El objetivo de este trabajo es construir un modelo que reproduz-
ca la dindmica espacial de la formaciéon de o6rganos florales en la flor
Arabidopsis thaliana. Una vez construido un modelo sobre premisas
fenomenologicamente validas, podemos modificar ciertos datos y con-
diciones iniciales, con lo que verificaremos cuando es que se da inter-
cambio en el orden espacial de los 6rganos. Para construir el modelo
definiremos el paisaje epigenético de la flor, utilizando datos obtenidos
de la red de regulacion genética que construiremos a partir de informa-
cion experimental. Mediante el paisaje epigenético podremos modelar
como actian las diferentes fuerzas ambientales y genéticas en la dife-
renciaciéon celular. Esto nos permitird definir un modelo continuo, que
consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales de reaccion-difusion.
Al resolver este sistema con técnicas analiticas y numeéricas, observa-
mos como el modelo reproduce adecuadamente la dindmica espacial de
la formacion de 6rganos florales.

Empezamos entonces por construir el sistema dinamico discreto que
modela la formacién de 6rganos en nuestro objeto de estudio: la flor

Arabidopsis thaliana.

1. Red booleana

Mediante un sistema dinamico discreto exploraremos la dinamica de
las decisiones de destino celular durante etapas tempranas del desarro-
llo floral. El sistema con el que trabajaremos es una red de regulaciéon
genética booleana que converge a diez atractores, cada uno correspon-
diente a uno de los tipos principales de células observados durante
etapas iniciales de desarrollo floral:

57
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¢ Las células meristematicas de la inflorescencia, que a su vez es
particionada en cuatro regiones.
o Células primordias en los meristemos florales de sépalos, péta-

los, estambres y carpelos.

Esta red esta basada en datos experimentales para 13 genes:

FUL, FT, APl, EMF1, LFY, AP, WUS,
AG, TFL1, Pl, SEP, AP3, UFO

Nuestra red es entonces una grafica dirigida compuesta por trece
nodos (figura 1), donde cada uno puede tener dos posibles estados: 0
o 1 (prendido o apagado). Las reglas de actualizacion de la red, que
se encuentran en el Apéndice II, son las interacciones entre los genes
que pueden ser de dos tipos: de activacion o de inhibicion. Estas fueron

obtenidas experimentalmente.

FicurA 1. Autémata

En la figura (2) se muestra la matriz de incidencia de la gréfica,
donde la entrada ij es 1 si existe conexion entre el nodo ¢ y el nodo j

y Ccero en caso contrario.



1. RED BOOLEANA 59

F1GUuRrA 2. Matriz de incidencia

Dado que cada nodo tiene dos posibles estados, tenemos 2!341 con-
diciones iniciales (niimeros binarios del 0 al 2'3). Tteramos el sistema
a partir de cada una de las posibles condiciones iniciales y obtenemos
los 10 puntos fijos (ESPLABO04]). Cada uno de éstos tiene trece com-
ponentes por lo que definen vectores en un espacio de dimension 13.

Estos son los siguientes:

Organo floral Atractor

Inflorescencia 1 ¢ =1[0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0]
¢ =1[0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0, 1]
g3 =1[0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0, 0]
g+ =1[0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0, 1]
qs=1[0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0]

Pétalos (sin UFO) ¢ =1[0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,1, 0]
a7 = | ]
gs = | ]
qo = |

Inflorescencia 2
Inflorescencia 3
Inflorescencia 4

Sépalos

Pétalos (con UFO) 0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,1,1
Estambres (sin UFO) 1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0
Estambres (con UFO) 1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1]
Carpelos ¢0 =1[1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0]
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Ya que cuatro de los atractores (q1,¢2,q3 y q4), estan asociados a or-
ganos vegetativos, no los tomaremos en cuenta. Asi, para el resto del
trabajo nos concentraremos unicamente los cuatro atractores corres-
pondientes a los 6rganos florales (ignorando los correspondientes a pé-
talos y estambers sin UFO): sépalos, pétalos (con UFO), estambres
(con UFO) y carpelos. Del niimero total de condiciones iniciales posi-
bles (2'3 4 1), contamos cudntas van a dar a cada uno de los puntos

fijos y obtenemos los siguientes datos:
cs = 152, cp = 160, cg = 3744, cc = 3608,

donde los subindices S, P, E y C corresponden a sépalos, pétalos, es-
tambres y carpelos, respectivamente.
Referencias: [ESPLABO04|,|]ABCA*08|,[ABBC"06].

2. Reduccién de coordenadas

Nos interesa ahora interpolar el sistema discreto para obtener uno
continuo. Recordemos que cada uno de los componentes de los vectores
corresponde a un gen especifico del 6rgano, que puede estar en uno
de dos estados diferentes: (0 6 1). Dado que la red esta formada por
trece genes, al hacer la interpolaciéon obtendriamos un sistema en un
espacio con 13 dimensiones que seria sumamente costoso resolver. Por
este motivo optamos por hacer una reducciéon del sistema, eligiendo
mediante un ajuste de minimos cuadrados, el plano bidimensional que
mejor se ajusta a los cuatro puntos fijos (i.e. minimiza el cuadrado de
la suma de las distancias de cada uno de los cuatro puntos fijos a él) y
proyectamos los puntos en dimensiéon 13 en este plano. El problema es

entonces el que sigue:

Sean e; y ey dos vectores ortonormales en R y IT =< e, ey > el
plano generado por estos vectores. Queremos encontrar e; y eo tales

que la suma de las distancias de cada vector (atractor) qi,qo, g3, qs al
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plano II sea minima. Para esto tenemos que minimizar la cantidad:
(5) 5= (g1

donde S := S(ej,eq), y d*(g;,11) es el cuadrado de la distancia del

vector ¢; al plano II. Esto es
(56) dQ(%H) = H% - P%||27
donde Pgq; es la proyeccion del vector ¢; al plano II,

(57) Pqg; = (g; - e1)er + (¢ - e2)ea,

y (+) denota el producto escalar entre los correspondientes vectores.
Para minimizar S utilizaremos la herramienta de descomposicién
en valores singulares (DVS), la cual sirve para trabajar con conjun-
tos de ecuaciones o matrices que son singulares o numéricamente casi
singulares. Mediante esta técnica ajustaremos un plano al conjunto de
vectores {q1, q2, 43, G4 }
Sea @) la matriz de tamano m xn (m = 13,n = 4) formada acomo-

dando los vectores ¢; como columnas, i.e.

(58) Q:(CI1|>Q2|>---‘,Q4)

Mediante la técnica DVS podemos descomponer la matriz () en tres
factores, y de esta manera encontrar sus valores singulares. Expresa-
remos a la matriz () como el producto de tres matrices: la matriz U,
ortogonal (por columnas) de tamafio m X n, D una matriz diagonal de
tamano n X n con elementos mayores o iguales a cero y V, la matriz

transpuesta de una matriz ortogonal de tamano n x n. Esto es,
(59) Q=U-D-V*

Puesto que ambas U y V tienen columnas ortogonales, tenemos que
U'U =VTV =1y V- -VT =1, por lo que D sera la matriz diagonal
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dada por:
w1 0 0
0 O W,

donde w; seran los valores singulares de @ y w; > 0 Vi.

Habiendo obtenido las matrices U, V' y D tomaremos e; y €3 como
la primera y segunda columna de V7 (las cuales son ortogonales entre
si) respectivamente. El plano formado por estos vectores ortonormales,
es el plano que minimiza la suma de las distancias de cada vector ¢; a
él. Ahora procedemos a calcular la proyeccion Pgq; de cada vector ¢; al

plano II = II < ey, e5 >, dado por,

(60) Pg; = (g -e1)er + (¢ - ea)es

Si tomamos e; como el vector que genera al eje x y e; como el vector que
genera al eje y de un sistema de coordenadas bidimensional, podemos
calcular las coordenadas x — y de cada vector ¢; respecto a la pareja

{e1, €2} en este plano mediante la siguiente ecuaciéon
(61) xqi = PQ@ $ €1, yqi = qu )

en este caso

e; = [—0.2202,—0.4050, —0.1848, 0, —0.4050, —0.4050, 0,
—0.2202, 0, —0.3291, —0.4050, —0.2286, —0.2286 |

es = —0.5118,0.1032,0.6150,0,0.1032,0.1032, 0,
—0.5118,0, —0.2273,0.1032, 0.0422, 0.0422 |

Al hacer esto obtenemos para el vector original (que se encontraba
en un espacio de dimension 13) el siguiente en el nuevo sistema de

coordenadas en R?:
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Organo floral Atractor
Sépalos | ps = (ug,vs) = (—1.8048,1.0278)
Pétalos | pp = (up, vp) = (—2.5011,0.8850)
Estambres | pp = (ug, vp) = (—2.8466, —0.7537)
(ue, ve) = (—2.3893, —0.8381)

Carpelos | pc =

La gréfica de los cuatro vectores en el plano ey, e; se observa en la figura

(3).

FicurA 3. Reducciéon de coordenadas

Referencias: [Wat10|, [ABCAT08|.

3. Paisaje epigenético

Los paisajes epigenéticos introducidos por Waddington en 1975
[Wad42] son modelos de desarrollo que ilustran la mecéanica de la di-
ferenciacion celular. Estos modelos hacen una analogia con una masa
en un potencial con un cierto niimero de pozos o cuencas de atraccion
y canales que conducen a éstos. Las fuerzas genéticas estan representa-

das por los canales que corren por el paisaje, la pendiente de la figura
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simboliza las fuerzas ambientales y la masa es alguna caracteristica del
organismo en desarrollo (ver figura 7). El centro de cada pozo es una
etapa final de esta caracteristica. Este modelo senala un par de pun-
tos importantes: Primero los cambios en el ambiente (las pendientes
en la superficie) pueden modificar la trayectoria de la masa y alterar
radicalmente el resultado final; y segundo, si los canales son mas hon-
dos, se necesitaran fuerzas ambientales mucho mayores (cambios en la
pendiente) para influir en el resultado.

A partir de los datos obtenidos del sistema dinadmico discreto y
de la reduccion de coordenadas, construimos el paisaje epigenético, es
decir, construimos un potencial con cuatro pozos, cada uno de los cuales
centrado en los puntos atractores: ps, pp, P v pc. Es decir, se sustituye
el problema en trece dimensiones por una reduccién a dos dimensiones,
correspondiente a un sistema gradiente.

El tamano de cada pozo estd dado por el reciproco del numero
inicial de condiciones iniciales que van a dar a cada punto de equilibrio
en el sistema discreto, i.e.,

1 1 1 1

GS=g7 ClPZ;, CLE:$7 aC:g

El potencial determinado por el paisaje epigenético lo definimos

entonces de la siguiente manera y se puede ver en la figura 4:
F(u,v) = min{as[(v — ug)* + (v — vs)?], ap[(u — up)® + (v — vp)?],
ap[(u—up)*+ (v —vp)’], ac|(u — uc)® + (v — ve)?}
Como podemos observar, cada uno de los cuatro pozos esta centrado
en uno de los puntos ps,pp,pe y pc . Ademas, al multiplicar cada
término por ag,ap,ar 0 ac, garantizamos que el radio de cada uno

de los pozos sea directamente proporcional al nimero de condiciones

iniciales que atrae.
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F1GurA 4. Potencial
4. Sistema de reaccion difusion

Los sistemas de reaccion-difusion son modelos matematicos que des-
criben como una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian
bajo la influencia de dos procesos: reacciones quimicas locales en las que
las sustancias se transforman las unas en las otras, y difusiéon, que pro-
voca que las sustancias se dispersen en el espacio. El resultado de este
proceso es una configuracion estable en la que la composicion quimica
es no uniforme en un dominio espacial. Desde que en 1952 Alan Tu-
ring los propuso como La base quimica de la morfogénesis, los sistemas
de reaccién-difusion se han utilizado para modelar diversos procesos
biologicos de formacion de patrones [Mur03|.

Para obtener el sistema de reaccion difusiéon con el que trabajare-
mos, interpolamos el sistema dindmico discreto para obtener uno conti-

nuo cuya dindmica esta dada por las siguientes ecuaciones diferenciales
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parciales gobernadas por el potencial definido anteriormente F'(u,v),

(62) B = diAu+ f(u,v)

% = dyAv+ g(u,v)

donde (f,g) = —VF,y dy,ds son constantes de difusion.

El anterior es un sistema de reacciéon difusiéon, en el cual u y v
representan una combinacién lineal de los estados de activacion de los
genes, como resultado de elegir un sistema de ejes coordenados en el
plano bidimensional que se ajustd para la proyeccion .

El objetivo es ahora, encontrar las soluciones estacionarias de (62,

es decir,

diAu+ f(u,v) =

(63) doAv + g(u,v) =

Dada la geometria de la flor, consideramos un dominio cerrado anu-
lar €2, centrado en el origen. Es decir, un disco de radio R, con una
perforacion concéntrica de radio r. (para evitar singularidades en el

origen), definido como
(64) Q={z:r.<|z| <R}

Es mas natural trabajar con coordenadas polares (r,6), donde r* =

22 +y? y 0 = arctan(y/z). Notemos que

re = T — 7 cosf — cosf
\/l,2+y2 r

y

0. =Y 1 _ _—y __ —senf

T \1+(y/2)? ) T 2ty T
anilogamente
_ __ cosf
ry =senf, y 0,="<

entonces

Uy = UpTy + uply = (cos@)u, — @ue
y

cos 0

Uy = UpTy + ugty = (sin O)u, + <=
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por lo tanto

a% = (COSQ)% —senb oy 0 _ (senﬁ)% 4 cosf

obtenemos entonces que

_ 0 senf O _ sen 0
Uy = (cosl)g — 025 (ur'rz + ugt, = (cos O)u, — *= ug)
2 2 2sen 6 cos 6 2sen 6 cos sen?
— cos eurr + Si121 u@@ _ benrcos ur@ + SeHTQCOS u@ _|__ bilQl ur

y andlogamente

cos? 4 2senf cosf Upg — 2 senrezcos 0 ug + C:SQ Uy

2
Uyy = sen” Ou,, + <5-ugg ;

Sumando estas ultimas dos ecuaciones obtenemos
Au = Upp + %ur + ,%2“99’
de la misma manera obtenemos
AV = vy + 20, + S Ugp.
Nuestro sistema (63) queda como

dl (urr + %ur + 7%2“99) + f(u7 U) =0

65
( ) d2 (Urr + %Ur + TLQIUGG) + g(“v U) =0

Recordemos que el potencial F' estd definido como
(66) F(u,v) = min{a;[(u - u;)* + (v = v;)°]}
J

con j = s,p, e, c. Sisuponemos que paraun (u,v) dado k € {S, P, E,C}
es tal que F(u,v) = ap[(u—ug)*+ (v —1vg)? el gradiente de F, (f,g) =
—VF', queda como

f=—2ar(u— uy), g = —2ap(v —vy).

Notese que f solo depende de u y ¢ solo depende de v por lo que las
dos ecuaciones en (65) estan desacopladas y podemos entonces resolver
cada una de forma independiente.

Para continuar, requerimos del siguiente teorema de simetria radial
debido a Gidas, Ni y Niremberg.
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TEOREMA 4.1. Sea U = B%(0,1) la bola abierta unitaria en R™.

Consideremos el problema de valores en la frontera

—Vu = f(u), enU
u=>0 sobre OU.
conu >0 en U, donde f: R — R es Lipschitz continua. Supongamos

u € C*(U) es la solucién. Entonces u tiene simetria radial, es decir

con r = |z|, para alguna funcion estrictamente decreciente v : [0, 1] —
[0, o0].

La demostracion de este Teorema se puede encontrar en ([Eval0],
pag. 518-522).

Notese que las variables u y v dependen de z,y y t y que dado que
f v g son lineales, las ecuaciones (65) son lineales. Para que nuestras
soluciones cumplan con las hip6tesis del teorema, empezamos por hacer

una traslacion de la forma
u(x,y,t) + 1, v(x,yt)+0

donde @ es una constante tal que us+u, up+u, up+u, uc+u > 0 Por el
principio del méximo para ecuaciones lineales (|Eval0|, pag. 375-377)
sabemos que si u(x,y,0) > 0y u > 0 en la frontera del dominio (en

este caso el octante positivo) entonces
u(z,y,t) >0

y analogamente
v(x,y,t) > 0.

Notese que en le caso general (i.e. sin considerar que las ecuaciones
son lineales), podemos utilizar el principio del méximo para desigualda-
des donde uy — dyAu > f(u) > 0 (y lo mismo para la segunda ecuacion
diferencial).

Habiendo hecho esto, podemos utilizar el resultado anterior para

concluir que son radialmente simétricas, es decir, ug = 0, vg = 0 y
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por tanto las funciones u y v dependeran solo de r. Las ecuaciones
diferenciales parciales (65) se simplifican y se reducen a las ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:

(67) di [u" + '] + f(u) =0

(68) dy [v" + ;'] + g(v)

0

donde u/,v" son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente.

4.1. Problema de valores en la frontera. Resolveremos am-
bas ecuaciones (67) y (68) en el dominio anular © (definido en (64))
centrado en el origen. Resulta natural iniciar en un punto (ug, vg) que
se encuentre dentro de la cuenca de sépalos. Por otra parte, para poder
trabajar con condiciones de frontera homogéneas, hacemos una trasla-
cion del domino de —r, en el eje r. El nuevo dominio € queda definido

como
Q={z:0<|z—r| < R-r.}

Pediremos ahora que la derivada de la soluciéon en r = 0 sea cero.

Asi tendremos las condiciones de frontera de Neumann siguientes:

(u,0)(R) = (uo,v0) vy (u,0)'(0) = (0,0).

Resolveremos el problema de valores en la frontera desde r = R —r,
hasta » = 0. El célculo de la solucién de las ecuaciones cuando el punto
(u,v) se encuentre en cualquiera de las otras tres cuencas, se detallara
en la siguiente seccion.

Los problemas de valores en la frontera a resolver, quedan como

sigue:

(69) { dy [+ 2] + f(u) =0
u(R) = up; v'(0) =0

y

(70) { dy [v" + 20| + g(v) =0
v(R) = vp; v'(0) =0
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donde f = —2ag(u —ug) y g = —2ag(v — vg).
Sustituyendo la expresion f t g las ecuaciones diferenciales anterio-

res quedan como:
1
d; {u”(r) + —u’(r)} — 2ag(u —ug) = 0,
r

ds {v"(r) + %v’(r)} — 2a5(v — vg) = 0.

Hacemos el cambio de variables « = v — ug y v = v — vy, para

trabajar con condiciones de frontera homogéneas, obteniendo

(71) { C~Z1 [ﬂ//(r> +~%1~//(7’):| — 2@5(?1 + ug — US) =0
a(R) =0; @(0) =0

y

(72) { 6~12 [17//(7”) +~%i}’(rﬂ — 20,5(27 + vy — US) =0
5(R) = 0; '(0) =0

Puesto que excepto por los valores de los pardmetros, ambas ecua-
ciones son idénticas, basta entonces presentar los detalles de una de
ellas, por ejemplo la la primera. Empezamos por multiplicar cada tér-
mino por r/d; y la reescribimos en forma de Sturm-Liouville (1). Ade-

mas, renombramos % como u para mantener la notacién sencilla, asi

obtenemos
(73) [ru']" + crru = cor
donde ¢; = —2ag/dy y co = ¢1(ug — up).

Sea h(r) = cor. Definimos el operador diferencial £ (como en 5) de

la siguiente forma:

_d [ d N
Cdr rdr ar
por lo que (73) queda como
(74) Lu = h(r),

donde h(r) < cor. Consideraremos el problema de valores propios

(75) Lo(r) = =Ag(r)o(r),
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sujeto a las condiciones de frontera

donde X es el valor propio asociado a la funcién propia ¢ y o es una
funcion de peso por ajustar. Supongamos que la solucion u(r) de (74),
puede escribirse como una expansion en funciones propias del problema
(75), es decir

(76) u(r) = budn(r)

donde los b, son los coeficientes de expansion y se determinan a conti-
nuacion.
Sustituyendo la suma (76) en la ecuacion diferencial (74), obtene-

mos

h(r) = Lu =

anqﬁn ] = —anAnU(r>¢n<T)

Para encontrar los coeficientes de expansion b, multiplicamos la

iltima ecuacién por ¢,, e integramos de 0 a R = R — r., obteniendo

/O h(r) g (r)dr = = " budn /O Gn(r)Pm(r)o(r)dr

Debido a la ortogonalidad de las funciones propias ¢ (teorema 6.1),

/ORh(T>¢m<7’)d7’ = —bnAm /01:z &2 (r)o(r)dr

resolviendo para b,, nos queda que

obtenemos

JEn <>¢m<>
)\ fo @2 (r)o(r)dr

Nos interesa entonces encontrar la forma explicita de las funciones

(77) by =

propias y valores propios del problema (75).
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4.2. Problema de Sturm-Liouville. Buscamos las soluciones

del problema de valores propios
Lo = —Aopo.

Reorganizando términos, obtenemos

Lo(p, ) = —Aop &
% [rd%gzﬂ +cro = —Aop &
r¢" + ¢ + (c1r + Ao)o = 0 <

r2¢" +r¢' + (c1r* + Xor)p = 0

Sea £2 = X (por los teoremas (6.2) y (6.2) sabemos que los valores
propios A son todos reales y simples). Para simplificar la ecuacion,
hacemos ¢; = 1 lo cual implica que d = —2ag, (recordemos que d es una
constante de difusiéon que queremos ajustar para que nuestro modelo
funcione correctamente) y que ¢o = (ug — up). Haciendo 0 = —1/r, la

altima ecuacién se reduce a
" gl + (1 — €)p =0,

la ecuacion de Bessel.
4.2.1.  Ecuacion de Bessel. Resolveremos ahora la ecuacion de Bes-

sel. Definimos el operador diferencial £z como

d
2 2 2
(78) Lpi=rios+ro+ (r* = &),

Supondremos que ¢ > 0. Podemos observar que » = 0 es un punto
singular (7.1). Sea p(r) = 1/r, q(r) = 1 — (£/r)?, entonces podemos

reescribir la ecuacion Lp¢ = 0 como

¢" +p(r)d' + q(r)¢ = 0.

Observamos que rp(r) = 1y 7%q(r) = r* — &% son ambas funciones

analiticas por lo que » = 0 es un punto regular singular (7.2).
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Buscamos entonces una solucién a la ecuacion de Bessel en series

de Frobenius (7.1), suponiendo que la solucion es de la forma

(79) o=J(r)=r" Z a,r" = Z a,r" T
n=0 n=0

donde p es un valor por determinar y ag # 0. La primera y la segunda
derivada de (79) son

J(r) =) (n+ pagr™!
n=0
y
I (r) = D (0 )+ = D2,
n=0

respectivamente. Sustituyendo J(r) y sus derivadas en (78), obtenemos
Lpd(r) = >, [(n+p)(n+p—1)+ (n+p) — ay + 3277 anr?]
= 2o (n+p)(n+p—1)+ (n+p) — )an + 3,7, ano]
= [u(p—=1)+p—Eao+ [(1+ p)pr + (1 + p)r — Erlay
+ Yol ((n+p)(n+p—1) + (n+p) = E)an + an-]
Puesto que L J(r) = 0, notamos que cada uno de los tres términos

en la tltima ecuaciéon debe de ser igual a cero. Del primero obtenemos

lo siguiente:
[ = 1) + pp = €%Jag = 0
puesto que ag # 0 entonces necesariamente
plp =) +p—E=p*—-&=0

ésta ultima es la ecuacion indicial (7.3), e implica que los exponentes

de la singularidad (7.4) son p = ££. Del segundo término tenemos que

(A4 wp+14p—Ear = [(n+1)* = a; =0
lo cual implica que a; = 0 (pues supusimos que & > 0). Del dltimo
término, obtenemos la férmula recursiva

S an((n+p)(n+p—1)+ (n4p) =€) + ano] = 0=
an((n+p)(n+p—1)+Mm+p) —&)+a,2=0=
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—Qp—2
(n+p)? =&
para p = &, la ecuaciéon anterior queda como

Ay =

o —Qp—2 o —Qp—2

T er-e wtam

Ya que a; = 0, todos los coeficientes con indice impar seran iguales

a cero. Los de indice par, se pueden obtener a partir de la siguiente

formula recursiva:

Qo — —A2n—2
7 2n(2n + 2€)
que en términos de ay queda como:
(=1)"ao

(80) Aoy

T2l + DE+2)(E+3). . (E+n)
multiplicando el numerador y denominador en la ecuacién anterior por

la funcion gama I'(§ + 1), obtenemos en el denominador
PE+DE+FDE+F2)(E+3)... (E+n) =T(E+n+1)

ademéas para simplificar los céalculos més adelante, multiplicamos el
numerador y denominador por 2. Asi la ecuacién (80) queda como
_ (=D (E+ 1)2%ag
22n+EnIlN(E +n+ 1)
Ya que la constante aq es arbitraria, le asignamos el valor

1
T OXT(E+1)

la formula para los coeficientes queda entonces como

_y
220+l E+n+ 1)

Una primera soluciéon puede escribirse entonces como

(o) (_1)n r £+2n
(81) Je(r) = Z n!l'(§+n+1) <§>

n=0

Q2n,

Qo

Q2p,

ésta es la funcion de Bessel de primera especie, de orden £. Ya que la
ecuacion de Bessel no tiene puntos singulares (finitos), excepto por el

origen, la serie converge para todos los valores de r siempre que £ > 0.
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Para la segunda solucion, tenemos dos casos: Si € no es entero (es-

tamos en el caso (7.1.1) y la segunda solucién estara dada por J_¢, para

esto repetimos el procedimiento anterior para y = —§ y obtenemos
= (C)r ryee

82 J_e(r) = (3)

(82) e(r) ;n!r(—§+n+1) 2

en este caso, lo solucion general de la ecuacion (78) quedard como
(83) O(r) = ki Je(r) + ko d _¢(7)

donde kq y k9 son constantes por determinar.

Si € es entero, entonces el denominador en la solucion (caso (7.1.3)),
J_¢ no estara definido cuando —§+n+1 < 0, es decir cuandon < §{—1
(recordemos que la funcion gama I'(z) esta definida para todo nimero
complejo excepto los enteros no positivos), por lo que serd necesario
buscar una segunda soluciéon diferente. La siguiente funcion es solucion

de la ecuacién y es linealmente independiente de la primera

Jg(?") COS(f?T) - J—f(x)
sin(&m) '

la ecuacion anterior es llamada funcién de Bessel de segunda especie,

(84) Ye(r) =

de orden . La solucion general del problema (78) quedara entonces

(85) ¢(r) = kyJe(r) + ko Ye(r).

4.2.2.  Condiciones de Frontera. Necesitamos que nuestra solucion
cumpla con las condiciones de frontera: ¢(R) = 0y ¢'(0) = 0. Utili-
zando estas condiciones obtendremos informacion acerca de los valores
propios A = &2, Por el teorema (6.15) sabemos que éstos forman una
sucesion infinita estrictamente mono6tona no acotada.

Analizamos primero el caso en el que £ no es entero, es decir, donde
la solucion general esta dada por (83). Como primer paso, observamos

para qué valores de ¢ la derivada de la solucion evaluada en cero esta
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bien definida. Derivando (81) término a término obtenemos

) > —1)" L 1
T =2 n!F(é ¥ 31 e

n=0
Para que esta funcion esté bien definida en r = 0, necesitamos que,
por un lado el exponente de r sea mayor o igual a cero, es decir, £ +
2n—1>0 = ¢ >1—2nparan = 0,1,2,.... Sin embargo, si el
exponente de r es cero (i.e. £ = 1 — 2n) enotnces J{(0) # 0, por lo
que requerimos que se cumpla la desigualdad estricta & > 1 — 2n para
todo n, lo cual implica que £ > 1. Ademas, ya que la funciéon I'(z) es
meromorfa con polos simples en z = 0,—1,—2,..., es necesario que
E+n+1>0 = >—(1+n)paran=0,1,...,ie. £ > —1. Basta
entonces con que £ > 1 para que la ecuaciéon anterior esté bien definida.

Por otro lado haciendo lo mismo con la segunda solucion (82) ob-

tenemos

1

. > —1)" Cerom
Ter) =2 n!P(—(f +)n e e

n=0
Nuevamente, para que esta ecuacion esté bien definida en r = 0, es
necesario que el exponente de r sea mayor o igual a cero y estrictamente
mayor para que J'((0) =0. Asi ={+2n—1>0 = ¢ <2n—1 para
n=20,1,..., 1.e. £ < —1, lo cual es imposible pues £ > 0. Concluimos
entonces que la constante ky en (83) debe de ser igual a cero.

Ahora bien, si £ es un entero, entonces la segunda solucion estara
dada por (84). Al derivar esta expresion con respecto a r, obtenemos
Yi(r) = Je(r) cos.(ﬁw) —J ()

sin(&m)

y al evaluar en r = 0, tenemos que

o) - 2O L0

como ya vimos en el caso anterior para que J_, esté bien definida, es

necesario que £ < —1, lo cual no es posible. Por lo tanto, en este caso

la constante ko en (85) también debe de ser igual a cero.
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Podemos entonces concluir que sea £ entero o no, la soluciéon general

(haciendo k; = 1) queda como

¢(x) = Je(r)
. Expresamos ahora J¢(r) en su forma integral
1 s
Je(r) = —/ cos(rsinf — £6)df
T Jo

queremos que ¢'(0) = J{(0) = 0, derivando J con respecto a r obtene-

mos
Ji(r) = L& [Tcos(rsinf — £0)do
= L1 [7L (cos(rsinf — £6)) df
= L [ —sin(rsing — £0)sin 6do
= 1 [J sin(€0 — rsin6) sin 6df

evaluando en r = 0 e integrando:

Ji0) = 1 [ sin(&6) sin Hdf

_ 1 (sin((kg)e) _ sin((1+£)9))

oo 2(1-¢) 2(1+¢€) 0

_ 1 (4gsin((1-m)—(1-&) sin((1+&)m)
2 (1-€2)

al igualar J{(0) = 0, obtenemos
(14 &) sin((1 =&)m) — (1 = &) sin((1+&)m) =0
(con & # +1). Simplificando

0 = (1+8sin((1-&m) — (1 —&)sin((1+&)m)
= [sin((1 = &)m) —sin((1 + &)m)] + E[sin((1 — E)7) + sin((1 + )7)]
= 2cos(m)sin(—m&) + 2¢ sin(7) cos(—m&)
= 2sin(mf)

Y esta dltima ecuaciéon es igual a cero cuando sin(w€) = 0, lo que
implica que £ = n = X\ = ¢ =n? conn = 2,3,4,..., es decir,
los valores propios del problema (75) estan dados los cuadrados de los
numeros naturales mayores que uno y sus funciones propias son:

bn(r) = JE(")(T) _! /7r cos(rsin @ — n)do
0

(e
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donde n =2,3,....

Hemos resuelto el problema de valores propios (75). Para obtener
la solucion del problema de valores en la frontera (74) nos resta unica-
mente calcular los coeficientes b,, en (76). Como ya vimos en (77) éstos

se obtienen a partir de la siguiente formula

A (G >¢n< )dr
By S 92 (r)o(r)dr

ug — U fo ¢, (r)dr

" foRi¢2 (r)d

(ug — ug)m (fo7r cos(rsinf — n@)d&) dr

(fo7r cos(rsin @ — n@)d9)2 dr

3

n2

ﬁl»—l

donde sustituimos los valores ¢; = 1, por lo que h(r) = cor = ¢1(ug —
up)r = (ug —ug)r, o(r) = —1/r, y A\, =n? donde n =2,3,. ...

Queda entonces la solucion al problema (71) como

(86) u(r) = Z b—"/ cos(rsinf — nd)do
n=2 @ 0

con

(ug — ug)m fORT (fy cos(rsin@ — nd)df) dr

(87) bn = B) 7 . ‘
w7 cos(rsin® — nf)dg)” dr

La solucion para (72) cuya variable dependiente es v, se calcula de
forma idéntica, ya que las dos ecuaciones varian solo en el valor de sus
parametros. Asi, la soluciéon sera:

o)

(88) v(r) = C_”/ cos(rsinf — nd)do
n=2 T Jo
donde
(89) o = (vs — vo)m fOR r(f; cos(rsin® — nd)do) dr

n? fOR L (fy cos(rsind — nQ)d9)2 dr
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Queda por ajustar el valor de R. Para esto utilizamos la primera
condicion de frontera (u,v)(R) = (0,0), es decir, buscaremos el valor de
R para el cual la solucion (para u y v) en ese valor sea cero. Para esto,
resolvemos iterativamente las integrales que aparecen en las ecuaciones
(86,88) v (87,89), ajustando los valores de R hasta alcanzar el valor
deseado (u,v)(R) = (0,0). Las sumas (86) y (88) se truncan y sumare-
mos tnicamente M términos, buscaremos la minima M necesaria para
la cual la soluciéon haya convergido.

Las soluciones (u,v) fueron trasladadas una distancia (ug, vg) y un
valor —r¢ en el eje r. Las regresamos ahora a su lugar, para recuperar
asi la solucion a los problemas originales (69) y (70) en el dominio §2.

Obtenemos de esta forma que

(90) u(r) = uo + a(r +re),
y
(91) v(r) =v +0(r +re),

donde se nombraron @ y ¥ a las soluciones (86) y (88), para conser-

var la u y la v para las soluciones al problema original.

4.3. Problema de valores iniciales. Las soluciones de los pro-
blemas de valores en la frontera obtenidas la seccién anterior, seran vali-
das tinicamente en un intervalo Iy = [ry, R| donde r € [r,, R) es tal que
F((ug,vs)(r)) = Ps para todo r € I; pero F((us,vs)(r1 — Ar)) # Ps
para un Ar dado (el potencial F(u,v) estd definido en (66)). En otras
palabras, estas soluciones seran validas mientras nos encontremos en la
cuenca de sépalos, pero al salir de esta cuenca, puesto que los pardme-
tros cambian, habrd que calcular de nuevo la soluciéon (ver figura 5).
Llamaremos a esta primera pareja de soluciones (90,91) ug(r), vs(r).

Analizamos entonces las soluciones ug y vg, desde r = R, con un
salto de —Ar para encontrar el valor » = ry. Utilizamos el siguiente

algoritmo:

a) Sean r = R, Ar = .01.
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FicurA 5. Cuencas de atraccion

b) Evaluamos ug y vg en rq, i.e. & = ug(ry) y 0 = vg(ry).

¢) Calculamos F(u,v) = min{pg, pp, g, pc}, donde

d) ps = as|(ii—us)? + (0 —vs)?], pp = apl(ii—up)? + (5 —vp)?]
pe = apl(i—ug)? + (0 —vgr)?], pc = ac[(t —uc)? + (0 —ve)?.

e) Si F' = pg aln nos encontramos en la cuenca de sépalos, redu-
cimos entonces el valor del radio r; < r; — Ar y regresamos al
inciso (b). En otro caso, hemos salido ya de la cuenca de sépalos

y el valor r; ha sido encontrado.

Supongamos que 7 = 1 + Ar es tal que F((ug, vs)(7)) = P, donde
k = {P E,C}, ysean & = ug(r), v = vg(r;) (figura 6). Ademés
calculamos

o d ,_ d

o = %Us(’f’l) y 0= %vs(rl).

Tenemos entonces, los siguientes problemas de valores iniciales:
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dy [v" + 1] + g(v) =0
v(ry) =0; V() =0
donde f(u) = —2ag(u —ug), g(v) = —2a,(u — ug) (recordemos que nos

v
)
encontramos en la cuenca k € {P, E,C}).

FIGURA 6. Cuencas de atraccion

Nuevamente, las soluciones u = u(r) vy v = wvi(r) encontradas
para estos problemas de valores iniciales, seran validas mientras me
encuentre en la cuenca k. Repetimos entonces el algoritmo anterior,
buscando ahora el primer valor de r = 7y, para el cual F((ug, vg)(res —
Ar)) # Py. Esta nueva solucion sera valida para r € [rq, 1), (re < 11).
Evaluando ahora el valor de las nuevas soluciones y las derivadas en 7o,
tendremos una nueva pareja de problemas de valores iniciales a resolver.
Continuaremos esto hasta que para alguna j (j—ésima iteracion), r; <
Te.

Tendremos asi, un conjunto de j soluciones, la primera sera vélida
en el intervalo [ry, R], la segunda en [ry,71), y asi sucesivamente (ver

figura 9). Pegando el conjunto de soluciones obtendremos la solucion



82 2. CONSTRUCCION DEL MODELO Y RESULTADOS

al problema, que ser& continua y diferenciable (por la forma en la que

fue construida).

FiGURA 7. Intervalos de solucién

Notese que la soluciéon al problema de valores en la frontera que cal-
culamos en la seccién anterior, sera tan solo una aproximacién, puesto
que tenemos que truncar la suma infinita u(r) = Y 2, ¢(r),bn, (y lo
mismo para v(r)) conviene entonces, una vez obtenida esta primer solu-
cion, encontrar la derivada de u y v en r = R, y resolver como problema
de valores iniciales en r = R.

En la figura (8) se muestran las soluciones al pasar por las cuatro
cuencas. La distribuciéon de la porcion del radio total R, en la que la
solucién esta en cada una de las cuencas se muestra en la figura (9).
Graficamos ademaés los valores de las soluciones u(r) contra v(r) en el
espacio u — v (figura 10).

Como podemos apreciar la solucion, que empieza en la cuenca de
sépalos, contintia a la cuenca de pétalos. Estas dos cuencas son muy
pequenas, por lo que el radio que abarcan es una porcién pequena del

radio total, como se ve en la figura (9). Al salir de la cuenca de pétalos
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FIGURA 8. Soluciones u(r), v(r)

F1GurA 9. Distribucién de radios

pasa a la cuenca de estambres y termina en carpelos. Estas tltimas
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F1GURA 10. Solucion (u,v)(r)

dos cuencas son mucho mas grandes por lo que se ve que el radio que
abarcan es mayor.
Nuestros resultados coinciden con la distribuciéon espacial que se

observa en la naturaleza.
Referencias: [Mur03], [Eval0], [Pad97], [Fri92|, [AGO07| y [Wal98|.



Capitulo 3

Conclusiones

Los mecanismos que dan lugar al desarrollo de los seres vivos, aun
no se han entendido bien, por lo que su estudio es de suma importancia.
Gracias al desarrollo de la biologia molecular de las tltimas décadas,
se ha obtenido una gran cantidad de informaciéon acerca de los compo-
nentes que la integran, en particular genes y proteinas. El conocer esta
informacion ha sido de suma utilidad para entender cémo funcionan es-
tos elementos de manera individual. Queda ahora la tarea de estudiar
la red de interacciones que éstos forman. Puesto que estas redes son
sumamente complejas se utilizan modelos matematicos y computacio-
nales, que tomando en cuenta so6lo la informacion crucial, nos permiten
comprender de manera sistemaética el funcionamiento de estas redes.

En este trabajo logramos modelar el proceso de determinaciéon de
destino celular en 6rganos florales en la planta Arabidopsis thaliana
durante la diferenciacion celular. Al resolver las ecuaciones del modelo,
recuperamos la configuracion espacial de los 6rganos florales que apa-
rece en la flor analizada. Es decir, los sépalos quedan en el verticilo
exterior, en el siguiente estan los pétalos, después los estambres y en el
centro los carpelos. Este modelo tiene la cualidad de estar basado en
datos experimentales detallados.

El hecho de que logremos recuperar la configuracion espacial de los
organos florales, verifica que nuestro modelo esta bien construido. Con-
tinuaremos trabajando en este proyecto y las siguientes metas seran:
- Verificar que el modelo funciona para las flores mutantes, las cuales
son construidas en laboratorio, apagando o prendiendo ciertos genes
sisteméticamente. Las redes de regulaciéon genética asociadas a cada

mutante son diferentes y dan lugar a que los 6rganos florales tengan
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una configuracion espacio-temporal diferente e incluso llegan a estar
ausentes algunos de los 6rganos. - Dar una posible explicaciéon de por
qué en las 250,000 plantas de la division de angiospermas, la organiza-
cion en verticilos se mantiene constante (sépalos, pétalos, estambres y
carpelos). Esto nos permitiria entender por qué la Lacandonia schismd-
tica, la tinica excepcién conocida a esta arquitectura estandar dentro
de las angiospermas, tiene estambres y carpelos intercambiados, lo cual

ademas generaria nuevos escenarios experimentales.



Apéndice A

Algoritmos

En esta seccion se detallan los algoritmos utilizados para resolver
las integrales en términos de las cuales queda expresada la solucion de
las ecuaciones diferenciales del modelo. Estos algoritmos fueron pro-

gramados en Maple.

I. Solucion del problema de valores en la frontera
# Inicializaciones

ug := —1.8048; vg := 1.0278; # centro de la cuenca de sépalos
up := —2.5911;vp := .8850; # centro de la cuenca de sépalos
up = —2.8466; vg := —.7537; # centro de la cuenca de sépalos
uc = —2.3893;vc := —.8381; # centro de la cuenca de sépalos
R :=8.7; repsilon:=.1; # radio

Sy =158, 1= —.2;

ty = Us + Su;ty := Vg + Sp; # valor de (u,v)(R)
M :=6; # namero de términos a sumar
# Resuelve el problema de valores en la frontera
cuenca := calculaCuenca(0.0, 0.0, t,,t,);
# l:sépalos, 2: pétalos, 3:carpelos, 4: estambres
Ull] :=ug; V[1] := vs; U[2] := up; V[2] := vp;
U] :=up; V[3] := vg; U4] := uc; V[4] := ve
for 7 to 4 do Ftraslacion de los ejes

U] = Ul —te; VI = VI —t,
end do;
ug := Ulcuencal; vg := V]cuencal;
# encuentra solucion

uw:=0; v:=0; 1:=1;
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R:=R—rg
for m from 2 to M do
€y =M €y i=Mm;
11, := L [F(cos(rsin(z) — e,x))dz;
I, := %:foﬂ(cos(r sin(z) — e,x))da;
12, = f(f rll,; I12,:= fOR]"IlU;
13, = OR %dr; 13, := OR Iig dr;
by = (ug —I—tu)%; b, := (vk +t”>e§%;
u:=u+b,I1,; v:=wv-+b,I1,; #suma M términos
end do;
# calcula derivadas de las sols u y v
du = diff(u,r); dv = diff(v, r);




A. ALGORITMOS

II. Solucion del problema de valores de valores iniciales

#coordenadas originales

u:=u(r+r); vi=v(r+r); u:=u-+tu; v:i=uv-+tu;

#condiciones iniciales en r = R
uc :=evalf(eval(u,r = R));
ve :=evalf(eval(v, 7 = R));
up :=evalf(eval(du, r = R));
vp :=evalf(eval(dv, r = R));
#inicializaciones
rc:= R;
Ull] :=ug; V[1] := vg; U[2] := up; V2] := vp;
Ul3) == up; V[3] == vp; U4] = uc; V4] :=ve
while (r¢ > r) do
uK = Ulcuencal; vK = V]cuencal;
aK := afcuencal; d:= —2ay :
fi=dx(r) —uk); g :=d(y(r) —vk);
odeU := d(diff(z(r), r,r)+(diff(x(r), 7)) /7) + f;
odeV' :— d(diff(y(r), r, r)+(diff(y(r), ))/ )+ 9;
icsU := z(R) = ue, (D(z))(R) =up
icsV := y(R) =ve, (D(y))(R) =v
solz := dsolve(icsU, odeU); soly := dsolve(icsV, odeV')
solu := rhs(solx); solv := rhs(soly);
dsolu = diff(solu,r); dsolv := diff(solv, r);
enr := plot([solu, solv],r = 1..R);
if cuenca= 1 then c :="SeaGreen";
elif cuenca= 2 then ¢ :=Red";
elif cuenca= 3 then ¢ :="Gold";
else ¢ :="LimeGreen";
endif:
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cambio := 0;
rc:= R; dr := .01;
while(cambio# 1 and rc¢ > r.) do
uc :=evalf(eval(solu, r = rc));
ve :=evalf(eval(solv, r = rc));
cuencaN := calculaCuenca(uc, vc, 0.0, 0.0)
if cuencaN=cuenca then
rc:=rc—dr;
else
cambio := 1;
cuenca := cuencalN;
end if;
end do;
# evalia las derivadas de vy v en r = rc
up = evalf(eval(dsolu, r = rc));
vp :=evalf(eval(dsolv,r = rc));
# gréficas en la cuenca actual
graf[i]:=plot([solu, solv],r = rc..R,color= c);
plano[i]:=plot([solu, solv,r = rc..R], color= c);
circulolz]:=circle([0, 0], R,color= ¢);
R:=rc 1:=1+1;
end do:

III. Grdficas

pl = point([U][1], V[1]], color = "SeaGreen");
p2 := point([U[2], V[2]], color = Red");
p3 = point([U][3], V[3]], color = "Gold");

[4], V[4]

plots|display|({graf{1], graf[2], graf[3], graf[4]});
plots|display|({p1, p2, p3, p4, plano[1], plano[2], plano[3], plano[4],});

display (circulo[2], circulo[3], circulo[1], circulo[4]);



Apéndice B

Reglas logicas

1. FUL Entradas: AP1, TFL1

00 |
01 |
10 |
11 |
2. FT Entradas:
0 |
1

o O O =

EMF1

1
0

3. AP1 Entradas: FT, LFY,

AG, TFL1, PI, AP3

000000
000001
000010
000011
000100
000101
000110
000111
001000
001001
001010
001011
001100
001101
001110

O O O O O O O O O O O ==
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001111
010000
010001
010010
010011
010100
010101
010110
010111
011000
011001
011010
011011
011100
011101
011110
011111
100000
100001
100010
100011
100100
100101
100110
100111
101000
101001

SO O O B =B B B H B B O O O OO o o 0O o0 o = KHFHM+HRPR®B B K+ O
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101010 | 0 0101 | 1
101011 | 0 0110 | 1
101100 | 0 0111 | 0
101101 | 0 1000 | 1
101110 | 0 1001 | 1
101111 | 0 1010 | 1
110000 | 1 1011 | 0
110001 | 1 1100 | 1
110010 | 1 1101 | 1
110011 | 1 1110 | 1
110100 | 1 1111 | 0
110101 | 1 6. AP2 Entradas: TFL1
110110 | 1
110111 | 1 0|1
111000 | 0 1[0
111001 | 0 7. WUS Entradas: WUS, AG,
111010 | 0 SEP
111011 | 0 000 | 0
111100 | 0 001 | 0
111101 | 0 010 | 0
111110 | 0 01 | o
111111 | 0 100 | 1
4. EMF1 Entradas: LFY 101 | 1
0| 1 110 | 1
L[ o 111 | 0

8. AG Entradas: AP1, EMF1,

5. LFY Entradas: FUL, AP1,
LFY, AP2, WUS, AG, TFL1,

EMF1, TFL1

SEP
0000 | 1 00000000 | 1
0001 | 1 00000001 | 1
0010 | 1 00000010 | O
0011 | O 00000011 | O
0100 | 1 00000100 | 1



00000101
00000110
00000111
00001000
00001001
00001010
00001011
00001100
00001101
00001110
00001111
00010000
00010001
00010010
00010011
00010100
00010101
00010110
00010111
00011000
00011001
00011010
00011011
00011100
00011101
00011110
00011111
00100000
00100001
00100010
00100011
00100100
00100101
00100110

_ = = = =R e OO O OO O OO0 OO0 0 0O 00 0 oo o0 0o 0 HH OO KH KR OO -

B. REGLAS LOGICAS

00100111
00101000
00101001
00101010
00101011
00101100
00101101
00101110
00101111
00110000
00110001
00110010
00110011
00110100
00110101
00110110
00110111
00111000
00111001
00111010
00111011
00111100
00111101
00111110
00111111
01000000
01000001
01000010
01000011
01000100
01000101
01000110
01000111
01001000

O O O O O 0O O o0 O, K FH FHF R PFAR HRFRRRFRRRRFRFRRRPRBRRFRRBRFRB$
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01001001
01001010
01001011
01001100
01001101
01001110
01001111
01010000
01010001
01010010
01010011
01010100
01010101
01010110
01010111
01011000
01011001
01011010
01011011
01011100
01011101
01011110
01011111
01100000
01100001
01100010
01100011
01100100
01100101
01100110
01100111
01101000
01101001
01101010

O O O O O O O O O O O O O O 0O 0O o0 o0 o0 o0 oo oo oo oo oo oo oo

B. REGLAS LOGICAS

01101011
01101100
01101101
01101110
01101111
01110000
01110001
01110010
01110011
01110100
01110101
01110110
01110111
01111000
01111001
01111010
01111011
01111100
01111101
01111110
01111111
10000000
10000001
10000010
10000011
10000100
10000101
10000110
10000111
10001000
10001001
10001010
10001011
10001100

_ O O = = O O = =B O O = FHF O O O O O O O 0o 0o oo oo oo o o o o oo



10001101
10001110
10001111
10010000
10010001
10010010
10010011
10010100
10010101
10010110
10010111
10011000
10011001
10011010
10011011
10011100
10011101
10011110
10011111
10100000
10100001
10100010
10100011
10100100
10100101
10100110
10100111
10101000
10101001
10101010
10101011
10101100
10101101
10101110

o = e = e e e e e e ] e e = OO O O O O O O O 00000 00 oo oo o -

B. REGLAS LOGICAS

10101111
10110000
10110001
10110010
10110011
10110100
10110101
10110110
10110111
10111000
10111001
10111010
10111011
10111100
10111101
10111110
10111111
11000000
11000001
11000010
11000011
11000100
11000101
11000110
11000111
11001000
11001001
11001010
11001011
11001100
11001101
11001110
11001111
11010000

O O O O O O O O O O O O O O O O O HEHHEEERE OO OOO OO =
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11010001
11010010
11010011
11010100
11010101
11010110
11010111
11011000
11011001
11011010
11011011
11011100
11011101
11011110
11011111
11100000
11100001
11100010
11100011
11100100
11100101
11100110
11100111
11101000
11101001
11101010
11101011
11101100
11101101
11101110
11101111
11110000
11110001
11110010

O O O O O O O O O O O O O O 0O 0O o0 o0 o0 o0 oo oo oo oo oo oo oo

B. REGLAS LOGICAS

11110011
11110100
11110101
11110110
11110111
11111000
11111001
11111010
11111011
11111100
11111101
11111110
11111111

9. TFL1

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

O O O O O O O O o O+~ +H O O O O

O O O O O O O o o o o o o

Entradas:
EMF1, LFY, AP2

AP1,



10. PI Entradas:

AG, PI, SEP, AP3

000000
000001
000010
000011
000100
000101
000110
000111
001000
001001
001010
001011
001100
001101
001110
001111
010000
010001
010010
010011
010100
010101
010110
010111
011000
011001
011010
011011
011100
011101
011110
011111

B. REGLAS LOGICAS

AP1, LFY,

e e e e i e T e e T = R S e B o S e B S e B S en B e B o B oo BN o BN oo BN ao BN as BN e BN as BN o BN oo BN e BN as BN @)

100000
100001
100010
100011
100100
100101
100110
100111
101000
101001
101010
101011
101100
101101
101110
101111
110000
110001
110010
110011
110100
110101
110110
110111
111000
111001
111010
111011
111100
111101
111110
111111

—_ = = = R R R R RO RO RO OO0 00 00 00 000 oo oo o
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B. REGLAS LOGICAS

11. SEP Entradas: LFY

0|
L

0
1

12. AP3 Entradas: AP1, LFY,
AG, PI, SEP, AP3, UFO

0000000
0000001
0000010
0000011
0000100
0000101
0000110
0000111
0001000
0001001
0001010
0001011
0001100
0001101
0001110
0001111
0010000
0010001
0010010
0010011
0010100
0010101
0010110
0010111
0011000
0011001
0011010
0011011
0011100

O O O O O O O O O O O O O O O O o0 o o o o o o o o o o oo

0011101
0011110
0011111
0100000
0100001
0100010
0100011
0100100
0100101
0100110
0100111
0101000
0101001
0101010
0101011
0101100
0101101
0101110
0101111
0110000
0110001
0110010
0110011
0110100
0110101
0110110
0110111
0111000
0111001
0111010
0111011
0111100
0111101
0111110

—_ ) O R O R O R O H O H O+ O K, ORFORFROROROROROROR R O



0111111
1000000
1000001
1000010
1000011
1000100

1000101
1000110
1000111
1001000
1001001
1001010
1001011
1001100
1001101
1001110
1001111
1010000
1010001
1010010
1010011
1010100
1010101
1010110
1010111
1011000
1011001
1011010
1011011
1011100
1011101
1011110
1011111
1100000

O = = O O O O O O O O O O oo oo O+ FHF O O o o o o oo o oo o oo =

B. REGLAS LOGICAS

1100001
1100010
1100011
1100100
1100101
1100110
1100111
1101000
1101001
1101010
1101011
1101100
1101101
1101110
1101111
1110000
1110001
1110010
1110011
1110100
1110101
1110110
1110111
1111000
1111001
1111010
1111011
1111100
1111101
1111110
1111111

13. UFO Sin entradas

_H R R O R O R O R O R O R O R O R H R O R O R O RO RO RO
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