UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

CONMUTATIVIDAD DE OPERADORES
DE TOEPLITZ SOBRE UN ESPACIO DE

BERGMAN ARMONICO

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

PRESENTA:
BEATRIZ DOMINGUEZ DURAN

DIRECTOR DE TESIS:
DR. FRANCISCO MARCOS LOPEZ GARCIA

2012



CONMUTATIVIDAD DE OPERADORES DE
TOEPLITZ SOBRE UN ESPACIO DE BERGMAN
ARMONICO

Beatriz Dominguez Duran

junio del 2012






Dedicatoria

A la memoria de Lupita.
A mi madre Virginia por su gran amor y apoyo incondicional.
a mi padre José con todo carino.

A mis queridos hermanos y hermanas Lety, Rosa, Gicela, Reyna, Fernando, Christian
y Karina. Por todas las aventuras y alegrias compartidas, su valioso apoyo y todo lo que
me han ensenado.

Agradecimientos

Agradezco a la Universidad Nacional Autéonoma de México por darme la oportuni-
dad de aprender y forjarme no solo como profesional, a mi asesor de tesis, el Dr. Marcos
Lépez. A mis sinodales: Dra. Magali Louise Marie Folch Gabayet, Dra. Maria de los Ange—
les Sandoval Romero que pese al trabajo que tienen, me brindaron su tiempo y acertadas
sugerencias para la correccién y revision del presente trabajo; a la Dra. Maria de la Luz
Jimena de Teresa de Oteyza por el apoyo otorgado en el proyecto C'B — 2006/59212 y al
Dr. Fidel Casarrubias Segura.

También agradezco a mis amigos de la Facultad de Ciencias y a los que con su amistad,
presencia y apoyo me alentaron a concluir por fin esta etapa: mi familia, Luis Felipe, Rocio

Varillas, Nancy, Norma, Ana Lilia, Rosa, Rosario, Raquel, mis alumnos y amigos de la
UAM-IZTAPALAPA, la Dra. Elsa y Yazmin.






Indice general

Agradecimientos
Introduccion

1. Funciones Armodnicas

1.1. Preliminares . . . . . . . . . . ...

1.1.1. Espacios de funciones y Teorema de Green . . . . . . .. ... ...
1.2. Propiedades basicas de las funciones armonicas . . . . . . . . . . . ... ..
1.3. El principio del maximo . . . . . . . . . ... oo
1.4. El nicleo de Poisson para la bola unitaria . . . . .. ... ... ... ...

2. Espacios de Bergman armonicos

2.1. Continuidad del funcional valuacion
2.2. Nucleode Bergman . . . . . . . .. ...
2.2.1. Propiedades del nucleo reproductor . . . . . . ... ... ... ...

2.2.2. La proyeccion de Bergman

2.3. Armonicos esféricos . . . ... L
2.4. Armoénicos zonales . . . ... L
2.4.1. Propiedad geométrica de los armonicos zonales . . . . . . . . . . ..
2.4.2. El ntcleo de Poisson en términos de armoénicos zonales . . . . . . .
2.4.3. El ntcleo reproductor para la bola unitaria . . . .. ... ... ..
2.5. El ntucleo reproductor en el semiespacio superior . . . . . . . .. .. .. ..

3. Espacios de Bergman analiticos

3.1. Espacios de Bergman analiticos sin peso . . . . . . ... ... ... ....
3.2. Espacios de Bergman analiticos con peso . . . . . . . ... ... ... ..

4. Operadores de Toeplitz en el espacio de Bergman b?

A. Apéndice

IIT

17
17
19
19
21
22
27
29
29
32
37

43
43
48

49

59



Introduccion

El problema del subespacio invariante es el problema abierto mas antiguo en la Teoria
de Operadores y afirma que “Todo operador continuo definido en un espacio de Hilbert
separable tiene un subespacio vectorial cerrado invariante no trivial”. A la fecha se han
encontrado colecciones de operadores que cumplen con tal condicion, pero no se ha resuelto
el caso general.

El espacio de Bergman holomorfo L? consiste de las funciones holomorfas en el disco
unitario abierto que ademas son cuadrado integrables. En este contexto hay un problema
abierto llamado el problema del subespacio invariante en el espacio de Bergman L2. Un
subespacio vectorial I cerrado en L? es invariante si zI C I donde z es la funcién identidad
restringida al disco unitario.

El problema del subespacio invariante en L? menciona: Dados I, J subespacios inva-
riantes en L2 tal que I C J y dim J NI+ = oo entonces existe un subespacio invariante L
tal que I C L C J.

En el 2000 se probd que los problemas abiertos antes mencionados son equivalentes,
lo que aumenté el interés en el estudio del espacio de Bergman L? y de los operadores
definidos sobre ellos. También se destaca el estudio del espacio de Bergman arménico b
que consiste de las funciones arménicas en el disco unitario abierto que son cuadrado
integrables.

En este trabajo estudiamos los operadores de Toeplitz A, y T, definidos en L? y ?
como sigue

Au(f) = P(uf), felL
T.(f) = Quf), feb,

donde u es una funciéon medible y acotada en el disco unitario abierto, y P y () son las
proyecciones ortogonales de L? sobre L? y b? respectivamente. La funcién u es el simbolo
del operador de Toeplitz respectivo y determina las propiedades de tales operadores.

Cuando los simbolos ¢ y v estan en L? es facil ver que los operadores de Toeplitz
A, y A conmutan, pero no ocurre lo mismo con los operadores T;, y Ty. El resultado
principal de esta tesis estudia condiciones equivalentes para que conmuten los operadores



El presente trabajo se divide en cinco capitulos. En el primero se introduce la notacién
a utilizar y se enuncia el Teorema de Green. En el segundo capitulo se estudian las
propiedades generales de las funciones armonicas, se calcula el nicleo de Poisson para la
bola unitaria n-dimensional, n > 2. Después se resuelve el problema de Dirichlet en la
bola unitaria cerrada.

En el tercer capitulo se muestra que el espacio de Bergman arménico b* es un espacio
de Hilbert con ntucleo reproductor. Se estudian las propiedades del llamado nicleo repro-
ductor de Bergman, Rpg, para la bola unitaria, ademés se hace notar que la proyeccion
de Bergman () es un operador integral. Posteriormente se estudia de manera extensa la
teoria de los armonicos esféricos y armoénicos zonales para encontrar una férmula cerrada
del nicleo de Bergman de la bola unitaria. Finalmente se estudia el espacio de Bergman
en el semiplano superior.

Como antes, en el cuarto capitulo se estudian las propiedades del espacio de Bergman
analitico L2, del nicleo de Bergman analitico K y de la proyeccién de Bergman analitica
P. El resultado principal de este trabajo se fundamenta en la igualdad que relaciona al
nicleo de Bergman arménico Rp en términos del nicleo de Bergman analitico K, que
trae como consecuencia la descomposicién de la proyeccién de Bergman arménica () en
términos de la proyeccion de Bergman analitica P. Al final de este capitulo se da un
bosquejo de los espacios de Bergman analiticos con peso.

En el capitulo final se estudian las propiedades basicas de los operadores de Toeplitz A,
y T, ademas se desarrollan los lemas preparatorios para demostrar el resultado principal,
el cual proporciona condiciones equivalentes para que los operadores T, y Tj; conmuten
cuando p,1 € L2. Como consecuencia se obtiene que, bajo la hipétesis adicional de que
alguno de los simbolos es acotado, los operadores T, y T5; conmutan si y sélo si uno de
los simbolos es constante.



Capitulo 1

Funciones Armonicas

1.1. Preliminares

1.1.1. Espacios de funciones y Teorema de Green

Sea RY el espacio euclidiano de dimensién N > 2. Si denotamos al producto interior
en RN con (,), entonces |z| = (z,z)"/? es la norma euclidiana de 2 € R¥. La bola abierta
euclidiana con centro en z y radio € > 0 es el conjunto B. (z) = {y € RN : |z — y| < &}.

En adelante, 2 denota un subconjunto abierto no vacio de RY. Una regién en R” es
un subconjunto abierto conexo no vacio de R .

Introducimos los siguientes espacios de funciones:

C(Q) = {f:Q— K| f es continua en Q},
C*Q) = {f:Q— K| f es k-veces continuamente diferenciable en Q}, k> 1,
C*(Q) = {f:Q— K] f es infinitamente diferenciable en Q},

donde K es un campo escalar. Decimos que (g1, ..., on) es un campo vectorial de clase C*
sobre Q si p; € C¥(Q), 1 <i < N.

Si C es el plano complejo, entonces D denota el disco unitario abierto en C, es decir,
D={zeC:|z| <1}.

La medida de area normalizada sobre D se denota por dA, de hecho, cuando escribimos
2z =+ iy = re’ tenemos que

dA(2) = 7 'dady = 7~ trdrdd.

La medida de Lebesgue o volumen de un boreliano A C R se denota por V (4) y la
medida de superficie de 0A se denota por S (0A). Ademds o denotard la medida de su-
perficie normalizada sobre A, es decir, do = dS/S(0A).
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Usando el Teorema de Fubini, haciendo el cambio de variable y = r&, denotando 0B
a la esfera unitaria y usando el hecho de que dS(y) = rV~1dS(£) obtenemos

V(B) = /01 (/|y dS(y)> dr = /01 rNl (/lﬂl dS(§)> dr = S(0B)/N. (1.1)

En RY, D; denota el operador diferencial parmal - j=1,...,N. Cuando « es una
N-ada de enteros no negativos (a1, ..., ay), el orden de a es ay + s+ ...+ ayn v se denota
por |a|. Asi, definimos al monomio x® y al operador parcial D®, ambos de orden |af,
como sigue

a aq an
a’;‘ f— ‘Tl '..:UNj

olal

D* =
o a1 o2 an *
0] 0x5?...0zYy

El gradiente de la funcién u(zy, ..., xy) es el vector Vu = (Dyu, ..., Dyu). Si 092 es de clase
Cl, n(z) = (n1(x),...,ny(x)) denota la normal unitaria exterior en x € 90 y D,, = a%
es el operador de derivada normal asociado, es decir,

Dyu(z) = (Vu(x),n(z)), =€ .
La divergencia de un campo vectorial ¢ = (1, ..., pn) de clase C1, se define como sigue
N Do,
g =YDy =Y e
j=1 j=1 "7

El Laplaciano u operador de Laplace es el siguiente operador diferencial

A= ZD2 82

Definicién 1 Sea Q C RN un conjunto abierto y acotado. Decimos que OS) es de clase
C* si para cada xo € O existe r > 0 y una funcion de clase C*, v : RN~! — R tal que
reetiquetando y reorientando los ejes coordenados si es necesario, se tiene

QN By (xg) ={z € By(xo) | zn > (1, .0y xn-1)} -

A continuacién reproducimos un resultado fundamental en el andlisis vectorial (ver [4,
pag. 7]).

Teorema 1 Teorema de la Divergencia. Sea OS) de clase Cl y sea p = (p1,...,0n) un
campo vectorial de clase C' en una vecindad E de Q, entonces

/divgpd\/:/ {(p,m)dS.
Q o0
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Como consecuencia obtenemos la siguiente identidad que nos sera de gran utilidad.

Corolario 1 Identidad de Green. Sea 9 de clase C. Si f,g € C?(Q) N C(Q), entonces

/Q (fAg — gAf)AV = / (JDyg — gD f)dS. (1.2)

o0N

Demostracion. Al usar la siguiente identidad

fAg =div(fVg) = (Vf,Vg)

y el Teorema de la Divergencia obtenemos
[ung=ganav = [ div(rvg-gvi)av
= / (fVg—gVfn)dS
o9
o0

1.2. Propiedades basicas de las funciones armodnicas

En esta seccion analizamos la teoria basada en la ecuacion de Laplace que es el modelo
para la teoria de espacios armoénicos.

Definicién 2 Sea Q C RN un conjunto abierto no vacio. Decimos que una funcién u :
Q) — K es armdnica en Q siu € C*(Q) y Au = 0 en Q. Una funcién definida en un
conjunto cualquiera E C RN se dice que es armonica en E si es armdnica en un conjunto
abierto que contiene a E. Ademds H(Y) denotard el espacio de funciones armdnicas en
Q con valores en un campo escalar K.

Observacion 1 1. Dado que el operador laplaciano es lineal sobre el espacio de fun-
ciones C*(Q)) se sigue que H(Q) es un espacio vectorial sobre K.

2. Sea 0 <r <1yu: B.(0) = K una funcion. La dilatacion de u, denotada u,.,
estd definida como u,(x) = u(rz) para x € B. (0). Entonces A (u,) = 1* (Au),., por
lo que u, € H(B.(0)) siu € H(B:(0)).

3. Siu es armonica en RY y T es una transformacién ortogonal sobre RY | entonces
woT es armonica en RY.
Demostracion. Supongamos que T = (t; ;). Para 1 <m < N, tenemos

N
Dm(uoT):th,m(Dju)oT, para todo 1 <i< N, 1<j<N.
j=1
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Ademds usando el hecho de que Zgzl timtjm = Ok; obtenemos

El siguiente resultado proporciona una condicién necesaria para que una funcién sea
armonica.

Observacién 2 Sea 9Q de clase C*. Si f es una funcién armdnica en Q, entonces de la
identidad de Green (1.2) tenemos

D, fdS = 0. (1.3)
o0

A continuacién presentamos ejemplos de funciones arménicas.

Proposiciéon 1 Sea f una funcion analitica en una region 2 C C. Entonces la parte real
y la parte imaginaria de f son funciones armonicas en §2.

Demostracién. Como f es analitica en  entonces f™ es analitica en ) para todo
n > 1, (ver [2], Corolario 3.1.2). De donde se sigue que u = Ref,v =Imf € C* (Q2). De
las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

Uy = Uy, Uy = —Uyg,

se obtiene que u y v son armoénicas en §2. ]

Definicién 3 Dada u armdnica en un abierto de R?, diremos que v es armdnica conju-
gada de w en ) si f = u+iv es holomorfa en Q). O equivalentemente, por las condiciones
de Cauchy-Riemann, v satisface las condiciones v, = —u,, vy, = U, en todo punto de €.

El siguiente ejemplo muestra que no toda funcion real valuada y armoénica en una regién
es la parte real de una funcion analitica. De hecho, el reciproco de la proposicion anterior
es valido para funciones definidas en una regién simplemente conexa (ver [7]).

Ejemplo 1 La funcion u(z) = log |z| es armdnica en C\{0} pero no es la parte real de
una funcion analitica en C\{0}.
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Demostracién. Dado que u(z,y) = %log(ac2 + y?), por simetria es ficil ver que

_ x o Y
Ux(-f,y) - $2+y2’ U,y(l',y)— $2+y2’
2 2
Yy —x
Uy (x,y) = (I2 + y2)2 = —Uyy (x,y),

si (z,y) € C\{0}. Sin embargo esta funcién u no tiene armonica conjugada en 2 = C\{0}.
Si existiera una armoénica conjugada v de u en €2, consideramos la funcién de variable real
g(t) = v(cost, sent), con t € [0,2rx]. Claramente g es una funcién diferenciable en [0, 27],
al derivar y usar las ecuaciones de Cauchy-Riemann se obtiene

g (t) = —v,(cost, sent)sent+uv,(cost, sent)cost = u,(cost, sent)sent+u,(cost, sent)cost = 1.

Esto implica que existe una constante C' tal que g(t) = ¢t 4+ C', lo cual no puede ser porque
9(0) = g(2m). u
Debido a la invariancia del operador de Laplace bajo transformaciones ortogonales,

es natural buscar soluciones radiales u(x) = h(|z|) de la ecuacién de Laplace. Primero
mostramos un célculo elemental:

Lema 1 Para h € C?(0,00) se tiene
Ah(lz]) = B"(l2]) + (N = D]a| R (|j2]), = € RM\{0}. (1.4)
Demostracién. Sea z € RV\{0}. Claramente
D; (h(la)) = K(|2) Dila] = I’ () ||z, (1.5)
usando la igualdad anterior obtenemos

D} (h(|a])) = B () l=[7" + {B" (J2]) |27 = A" (|2]) |2| 7} || ~"a?
= " (J2]) |o] 27 + B (J2]) {|=] 7" =[] P27}

Observacion 3 St a € R, entonces
Alz|* = a(N 4+ a —2)[z|*%, x € RV\{0}. (1.6)

En particular, la funcién |z|*~N es armdnica en RV\{0} para N > 2.

El siguiente resultado caracteriza a las funciones radiales y arménicas en RV\{0}.
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Proposicién 2 Sea h € C?(0,00). Siu(x) = h(|z]) es una funcién arménica en RN\ {0},
entonces
Ci+ Cslogr, si N =2,
h(r) = N
O+ Cor?™N, si N > 3,

donde Cy y Cy son constantes.
Demostracién. De (1.4) se sigue que h tiene que satisfacer la ecuacién diferencial

N -1
r

R"(r) + h'(r)y=0, r>0,

por lo tanto
(W)Y =0,

lo cual implica que existe una constante C tal que h'(r) = Cr'=" de donde se sigue el
resultado. [

Definicién 4 Sea y € RY, la funcién T(-,y) definida en RN\{y} como sigue

Pz, y) log|z —y|, st N =2,
€T g
e |z —y|>™", st N >3,

es arménica en RN\{y} por el Ejemplo 1, la Observacion 3 y la invariancia de las fun-
ciones armonicas bajo traslaciones. La funcion I'(z,y) es conocida como la solucion fun-

damental de la ecuacion de Laplace.

Enseguida mostramos la caracteristica més reconocida de las funciones armonicas.

Teorema 2 Propiedad del valor medio. Supongamos que u es armdnica en B(a;r). En-
tonces

u(a) = / u(a + r¢)do((), (1.7)
oB
donde B = B; (0).
Demostracion. Debido a la invariancia de la ecuacién de Laplace respecto a tras-
laciones y dilataciones podemos suponer que a = 0, r = 1. Sea € € (0,1) fijo. Cuando

N > 2 aplicamos la identidad de Green (1.2) a las funciones arménicas u, v(x) = |z|>~V
en B\B.(0),

0 = w(@)A(|z]*N) — 2>V Au(z)) dV,
/B\BE(O)(H(II )~ PN Au(a))

_ / (@)D, 22N — |2V Dyu)dS.
O0(B\Be(0))
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Por otro lado, de (1.5) se sigue que D, |x (2= N)|z|[Nz,2) =(2—-N)en 0By

2N =
Dplz* N =((2 = N) |z| Nz, e 'z) = (2— N) eV en 9B.(0). Por lo tanto,

(2—N) / udS = (2— N)et / udS+ [ DyudS — &N / D,udS,
0B 0B¢(0)

OB 0B.(0)

— (2 N)e N /aBE@ udS = (2 - N) /aBu(ef) ds (¢),

donde la pentltima igualdad se sigue de (1.3). Como u es continua en 0, el ultimo término
de la igualdad anterior tiende a (2 — N)S(0B)u (0) cuando € — 0. Cuando N = 2 la
demostracién es similar, basta reemplazar |z|>~" por log|z|. [ |

Proposicién 3 Propiedad del valor medio versién volumen. Siu es armédnica en B(a;7).
Entonces )
u(a) = —/ udV. (1.8)
V(B(CL, T)) B(a,r)

Demostracién. Usando coordenadas polares, el Teorema de Fubini, (1.7), (1.1) y
(1.7) tenemos

/Bm,r) udV = /0 £ (/83 u(a + tc)d5(§)> dt = %u(a)
]

Un hecho notable es que toda funciéon continua que satisface la propiedad del valor medio
es armonica. A continuacién mencionamos tal resultado para referencias futuras, aunque
no lo probamos, (ver [8, Teorema 1.20]).

Teorema 3 Sea u una funcion continua en €2 que satisface la propiedad del valor medio,
entonces u es armonica en §).

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado sobre convergencia de sucesiones
armonicas.

Teorema 4 Sea 2 C RY abierto y {um }men una sucesion de funciones armdnicas defi-
nidas en . Si {um}men converge uniformemente sobre todo conjunto compacto K de Q
a una funcion u, entonces u es armonica en ).

Demostracion. De la hipdtesis se sigue que u es continua sobre todo subconjunto com-
pacto de €2, en particular en 2.

Sea xg € Qy r > 0 tal que B,(x9) C Q. Usando nuevamente la hip6tesis tenemos que
existe mg tal que

|um(x) —u(z)| < 1, para todo x € B,.(zg), m > my.
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Como u,, es armonica en 2, por la propiedad del valor medio se tiene

1

=" d tod .
U (T0) Vol (B, (z0)) /Br(xo) um(x)dV, para todo m € N

Ademas,

[um (2)] < |u(x) — um ()| + |u(z)| < 1+ |u(z)|, para todo x € B,(xg), m > my.

Por el Teorema de la Convergencia Dominada se tiene

1
ule0) = B e /BT@O) u(@)dV;

por lo que u es arménica en €). [

1.3. El principio del maximo

Ahora presentamos una propiedad muy importante que satisfacen las funciones armoni-
cas, a saber, el principio del méximo (y del minimo).

Teorema 5 Principio del Mdximo. Sea Q C RN una region y u : Q — R una funcion
armonica. Si u alcanza su mdzimo (minimo) en ), entonces u es constante en §).

Demostracion. Supongamos que u alcanza su maximo en zy € §2. Dado que u es
una funcién continua en €2, se sigue que el conjunto M = {z € Q : u(r) = max,eq u(y)}
es cerrado (relativo a ) y no vacio.

Como (2 es abierto existe 7 > 0 tal que B, (xo) C €. Supongamos que existe x € B,(z0)
tal que u(z) < u (z¢). Por la continuidad de u en z, existe p > 0 tal que B,(x) C B, (o)
y u < u(xg) en B,(x). Por la Propiedad del Valor Medio se sigue que

u(x>_/ ULJF/ u v
’ Brwo\B,@) V(Br(%0))  Jp,@) V(B (20))

Lo cual no es posible, por lo tanto u = wu (zg) en B, (x) y se sigue que M es un subconjunto
abierto de 2. De la conexidad de €2 se tiene que M = ().

< u(zo) .

Si u alcanza un minimo en 2, se aplica el mismo argumento a —u ya que —u es
armonica y mingu = —mazq(—u). |
Corolario 2 Sea Q una region acotada. Si u € C(2) es armonica en Q y toma valores
reales, entonces u alcanza su valor mdximo (minimo) en OSQ.

Demostracion. Como {2 es compacto, u alcanza su minimo y maximo. Si u alcanza
su maximo (minimo) en {2 entonces u es constante en 2. ]



1.3. EL PRINCIPIO DEL MAXIMO 9

Corolario 3 Sea Q2 una region acotada. Si u,v € C(Q) son armdnicas en Q yu=1v en
02, entonces u = v en ).

Ejemplo 2 El resultado anterior no se cumple en regiones no acotadas; por ejemplo, las
funciones u(x) =0 y v(x) = xy son armonicas en el semiespacio superior y coinciden en
el plano xn = 0.

El siguiente ejemplo muestra que es necesaria la condiciéon u,v € C(2) en el corolario
anterior.

Ejemplo 3 La funcion

) 1+2z 1—]z
u\z) = ne =
1—=2 \1—z\2

es armonica en D yu =0 en D\ {1}. En este caso la funcion alcanza un valor minimo
en D\{1} pero no un valor mdzimo.

El siguiente resultado es el principio del maximo para funciones arménicas con valores
complejos.

Corolario 4 Sea Q2 una region y u :  — C una funcion armdnica en Q. Si |u| alcanza
su mazimo en €, entonces u es constante.

Demostracién. Supongamos que existe a € 2 tal que |u(a)] > 0y |u(2)| < |u(a)
para todo z € Q. Elegimos A € C tal que |A\| =1y Au(a) = |u(a)|. Dado que Re (Au) <

IAu| < |u(a)| = Re(Mu(a)) en €2, por el principio del maximo se sigue que Re(Au) es
constante en Q y que Im(Au) = 0 en . Asi \u, es constante en 2, por lo tanto u, es
constante en ). n

Observacion 4 FEl principio del minimo no se cumple para |u|, por ejemplo, consideremos
la funcion armdnica en B dada por u(zx) = x7.

Corolario 5 Los ceros de una funcion armonica real valuada no son aislados.

_ Demostracién. Supongamos que u : 2 — R es arménica. Sean a € 2y r > 0 tal que
B.(a) CQy u(a) =0.

Siu =0 en dB,(a) por el principio del méximo (minimo) se sigue que u = 0 en B,.(a).
Siu # 0 en 0B,.(a) por el principio del méximo (minimo) tenemos que u toma valores

positivos y negativos en 0B, (a). Por la continuidad de u obtenemos que u(9B,(a)) es un
intervalo que contiene al cero. Dado que r > 0 fue arbitrario, a no es un cero aislado. m
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1.4. El nicleo de Poisson para la bola unitaria

Definicién 5 Sean Q una region y ¢ € C(9R2). El problema de Dirichlet para el operador
de Laplace en Q, consiste en hallar una funcion v € C*(Q) N C(Q) que satisfaga

Au = 0, en (,

ulogn = ¢, en O
Observacién 5 Sean Q0 una region acotada y uy,uy € C?(Q) N C(Q) soluciones del pro-
blema de Dirichlet en 2, por lo tanto uy — us = 0 en 0S). Del principio del mdzimo

(minimo) se tiene que u; = ug en Q, de donde se sigue la unicidad de las soluciones al
problema de Dirichlet.

Teorema 6 Fziste una funcion P : B x 0B — R tal que para toda funcion u armonica
en B se tiene

uw) = [ wQP@0do(). a € B (19)
B
La funcion P(x,() se conoce como nicleo de Poisson y estd dada por
1 — [af
Plz,()= ———. 1.10
(@0 = oy (1.10)

Demostracién. Supongamos que N =2y que 0 < |a| < 1, a € C. La transformacién

de Mobius T'(z) = 12;%‘; es analitica en D y T'(0D) C 0D. Aplicamos la propiedad del

valor medio a la funcién armonica wo T :

u(a) = /0 7T(uoT) (e") g

Haciendo el cambio de variable e*? =T (¢*) tenemos que

iewi—gg =T (eie) ie'

2

1— |a| . 0
(14 @e)’
Por lo tanto

1—la*> €

dp = —d
2 (1 +aei9)2T<€’9)
i 2
_ ey,
1 —|al
donde en la tltima igualdad usamos que 77! (z2) = Z=". Entonces

2 2
Tl ‘CL| 1P ng
u(a) —/0 |ei¢—a|2u(€ ) o
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Se sigue en este caso que P (z,¢) = (1 — |2|*) | — (|72
Ahora consideramos el caso N > 2. Dado que
1™y = lyle]” =1+ 2 |yl = 2 (@), y A0,
se tiene por simetrfa que para todo x,y € RV\ {0}
Iyl ™y = lyle| = [l @ — |zly].
En particular, para z € RV\ {0}, y € S, tenemos
ly =2l = | Jy — Jaf P2 (L11)

Sea z € B\{0} fijo. De la Observacién 3 se sigue que la funcién L(y) = |y — z|>™V es
arménica en B\{z} y que la funcién R (y) = |z[>"V |y — 7| ~22/* " es arménica en B
dado que |x|?z ¢ B. Ademés de la igualdad (1.11) se sigue que £ = R en dB. Sean

v(y) = L(y) — R(y)

y € > 0 tal que B.(r) C B. Si Q. = B\B.(z) entonces v € C%(Q,) y de la identidad de
Green tenemos

0= / (vAu — uAv)dV = / (vDyu — uD,v)dS.
€ BQE

Dado que 992 = 0BUO0B.(z) y v =0 en 0B, entonces

—/ uD,vdS —/ (vDpu — uD,v) dS. (1.12)
OB OB ()

Claramente |D,u| < ||Vul|w, R es acotada en B, £ = ¢~ sobre B, y
S(0B,) = e¥~1S(0B), por lo tanto

lim v(y)Dpu(y)dS = 0. (1.13)

e—0 BBe (JJ)

Usando (1.5) calculamos VR(y) y VL(y):
_ 9 |-N _ _
VR(y) = (2= Nl [y — a2 " (y — o[ 72), VL) = (2= N)ly —2[(y — 2).
Por lo tanto existe C' > 0 tal que |D,R| < C|z|>*~" sobre B, y ademés
D, L = (2— N)e" ™, sobre 0B, ().

Por lo tanto,

lim uD 5 _ lim & NudS =1lim [ u(z + e2)dS(z) = S(OB)u(z).

(%
n
e—0 8B€(.Z’) 2 — N e—0 8B5(l‘) e—0 OB
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De lo anterior y de las igualdades (1.12) y (1.13) se sigue que

G |, uDaw)e)

Usamos (1.11) para calcular D,v sobre 0B:

u(z) =

1 1—|z|?
R S bl B
De donde se sigue que
1—|zf?

A continuacién presentamos algunas propiedades basicas del Nicleo de Poisson.

Proposicién 4 Para cada y € OB fijo, el nicleo de Poisson P(x,y) es una funcion
arménica en RN\ {y}, N > 2.

Demostracién. Ponemos u(z) = 1 — |z[, v(x) = |z — y|~" en la siguiente igualdad
A, () = vAyu + 2 (Vu, Vou) + ul,o,

y por (1.4), (1.5), (1.6), tenemos

A, P(z,y)

_2N0+2<_2x7 —N(:v—y)>+ 2Nu (z)

|£L’—y|N+2 |IL‘—Z/|N+2

2N
= oy Cle— sl +2@e =y + 1= af) =0,

Lema 2 Fl nicleo de Poisson tiene las siquientes propiedades:

1. P(x,y) > 0 para todo x € B, y € 0B.
2. [,p P(z,y)do(y) = 1 para todo x € B.

3. Para todon € 0B, 6 > 0,

lim P(z,y)do(y) = 0.

T2 S ly—n|>6
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Demostracion. El primer punto es claro. Dado que la funcién constante igual a 1 es
arménica en RY, el Teorema 6 implica el segundo punto. Sean § > 0 y n € 9B fijos, si
lt—n| <dyly—n|>dentonces |y —x| > |y—n|—|n—2a| >d—|np—=2z >0, por lo
tanto

| Plawiot) < G- ln—a) N (1~ joP)
ly—n|>é
de donde se sigue el punto 3. [

Definicién 6 Para f € C(9B), la integral de Poisson de f, denotada por P[f], es la
funcion definida en B como sigue

Plf)(x) = / Ple.)f)io(y), (1.14)

El siguiente teorema muestra que la integral de Poisson resuelve el problema de Diri-
chlet para B.

Teorema 7 Solucidn del problema de Dirichlet para la bola. Sea f € C(0B), definimos
a la funcion u en B como sigue

u(z) = Jop Pz, y) f(y)do(y) size B,
f(z) six € 0B.

Entonces u es continua en B y armonica en B.

Demostracién. Las derivadas parciales de segundo orden de P (x,y) respectoax € B
son continuas, esto implica que podemos diferenciar bajo el simbolo de integral y usar la
Proposicién 4 para concluir que v es arménica en B. Resta probar que u es continua en
0B. Sea n € 0B fijo y € > 0 dado, entonces existe 0 > 0 tal que |f({) — f(n)| < € si
|¢ —n| < 4. Usando las propiedades del niicleo de Poisson tenemos

u(z) = f ()] =

/ P, O)f(C)do() - / P(%C)f(n)da(é)‘
OB OB
/8 P Q) = Fldat)
P(x,()do o P(x,()do
<ef  P@OW©2Af [ PO

|¢—n|>d

IN

- 5+2Hf\|oo/|<_ P Qds(o)

Por el punto 3. del Lema 2 se sigue que existe v > 0 tal que
2fle [ PleOdol0) <
[¢—n|>6

si |x —n| <7, x € B, de donde se sigue el resultado. [ ]



14 CAPITULO 1. FUNCIONES ARMONICAS

Corolario 6 Siu es una funcion continua en B y armdnica en B, entonces u = Plul,p]
en B.

Demostracién. Por el teorema anterior la funciéon u — Plu|,p] es arménica en By
se anula en 0B, por el Corolario 2 se tiene que u — Plu|,5] =0 en B. n

Usando el hecho de que las funciones armonicas se preservan bajo dilataciones y tras-
laciones, dada una funcién continua f en 0B(a,r) existe una tnica funcién continua u en
B(a,r), con v arménica en B(a,r) tal que u = f en B(a,r). En este caso u resuelve el
problema de Dirichlet en B(a,r) con f continua en 0B(a,r).

Observacion 6 Toda funcion armonica es infinitamente diferenciable.

Demostracién. Para cada ¢ € 0B la funcién P(-, () es infinitamente diferenciable en B.
Ademas si u es continua en B y armonica en B entonces

u(z) = /aB P(z,{)u(¢)da(C) para toda x € B. (1.15)

Diferenciando bajo la integral se tiene que u € C*°(B) de hecho la férmula
D%u(z) = ; D P(z,C)u(C)da(C) (1.16)
B

se cumple para toda x € B y para todo multiindice o. Lo anterior es valido para toda
bola cerrada, después de aplicar una traslacién y una dilatacion, se sigue que toda funcion
armonica en un conjunto abierto es infinitamente diferenciable. ]

Recordamos que si f es analitica y acotada por M en un disco B(a,r) C C, entonces

mIM
rm

™ ()] <

para todo entero no negativo m. El siguiente resultado es el analogo del anterior en el
contexto de las funciones arménicas definidas sobre bolas en RY.

Proposicién 5 Sean o un multiindice, u armdnica y acotada por M en B(a,r). Entonces
existe una constante positiva C,, tal que

CoM

[D*u(a)] < 5

(1.17)

Demostracién. Supongamos que a = 0. Si u es arménica y acotada por M sobre B,
entonces por (1.16) se sigue

|D*u(0)]| =

8BD$P<0,<>u<<>da<c>]szw | pzpo.las) = ca,
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donde C,, = [, |DP(0,¢)|do(C).
Si u es arménica y acotada por M sobre B(0, 1), entonces aplicando la igualdad anterior
a la r—dilatacion u, se sigue que

CoM

rlal -

[D*u(0)] <

Reemplazando r por r—e y haciendo ¢ — 0, se obtiene el resultado cuando u es armonica
en la bola abierta B(0,r) y estd acotada por M. |
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Capitulo 2

Espacios de Bergman armonicos

En este capitulo introducimos los espacios de Bergman arménicos y mostramos algu-
nos aspectos de tales espacios.

Para 1 < p < oo definimos
bP(Q) ={u:Q — C|uesarménicaen Qy u € LP(Q)}.

El espacio vectorial b?(£2) hereda la norma de L?(2) y se le llama espacio de Bergman
armonico.

2.1. Continuidad del funcional valuacion

Para cada = € 2 fijo, el mapeo u — u(z) es un funcional lineal en b?(2) y es conocido
como el funcional valuacién en z.

El siguiente resultado establece que el funcional valuacién es acotado sobre cada es-
pacio de Bergman.

Proposicién 6 Sea 1l < p < oo, Q un conjunto abierto con 9 # ) y x € Q fijo. Entonces

1
~ ||U||LP(Q). (2.1)

Ju(z)] < i
(V(B))rd(z,00) »

para todo u € bP(Q), donde d(z,00) es la distancia de x a la frontera de €.

Demostracion. Claramente el resultado es vélido cuando p = oco. Si z € () entonces
do(z) = d(z,00) = inf{d(z,y) |y € 02} > 0. Tomamos 0 < r < dgo(z), entonces
B.(z) € Q y aplicando la versién volumen de la propiedad del valor medio a u sobre

B,(x) tenemos
1

= Vol(B.(2) /B r(x)U(y)dV(y),

17

u(x)
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por la desigualdad de Holder obtenemos

/|u x5, (1)AV (3)

[u@)] < Vol(B x))
)

< (Vol(B.(2))) " [[ullwso
:T_;(VOZ(B)>_;||UHLP(Q). (2.2)
El resultado se sigue al considerar el limite cuando r tiende a dg(x). ]

Corolario 7 Sea 1 < p < 0o, Q un conjunto abierto con 92 # () y x € Q fijo. Para todo
multiindice «, existe una constante Co, > 0 tal que

Co 7 lluller o para todo x € 2, u € bP(N). (2.3)

[D%u(z)| < W

Demostracién. Aplicamos la proposicién anterior y la desigualdad (1.17) a la funcién u

d(2,09) aQ)

sobre la bola de radio con centro en x. ]

Observacién 7 De (2.1) se sigue que la convergencia de una sucesion en b*()) implica
su convergencia puntual en €.

El siguiente resultado muestra que b? es un espacio vectorial normado completo.
Proposiciéon 7 Para 1 < p < 0o, bP(Q2) es un espacio de Banach.

Demostracién. Como L?(2) es completo, basta mostrar que b?(Q2) es cerrado. Sean
u € LP(Q) y {un}, ey € bP(Q) tal que limy, o0 | — ullLr) = 0. Mostraremos que
u € bP(Q).

Fijamos un conjunto compacto K C €. Dado que 9 es cerrado y K (02 = ¢, se
sigue que d(K,0) > 0. Aplicando la Proposicién 6 a la funcién wu,, — u,, tenemos

1

(V(B))rd(x,00) >
< ! Nt — s (2.4)
(V(B))rd(K,0)»

[(tn, — ) ()] <

[t — UL ()

para todo x € K, n,m € N. Dado que {u,}, .y es una sucesién de Cauchy en L?(§2), la
desigualdad anterior implica que {u,}, .y es una sucesién de Cauchy uniforme sobre K.
Asi que la sucesién {u,}, .y converge uniformemente sobre K a una funcion vg.

Sea {Km}mEN una sucesion de conjuntos compactos tal que K,, & K41y 2 =
Umen Km- Por la unicidad de los limites se sigue que v, ,, es una extensién de vg,, y por

lo tanto v = lim,,, Vk,, s una funcién bien definida sobre Q2. Dado que {u,}, . converge
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sobre subconjuntos compactos de €2 a v, por el Teorema 4 se sigue que v es armédnica en 2.

Como {un}, oy converge a u en LP((), entonces existe una subsucesion {u,, } tal que
lim; ;00 tp; = u en c.t.p de €. Por la unicidad de los limites se sigue que u = v en c.t.p
de © y la funcién u se identifica con v por lo que u € b?(Q2). [ ]

Tenemos particular interés cuando p = 2, en este caso el espacio b?(£2) es un espacio
de Hilbert respecto al producto interior

(1, v) = /Q WdV.

2.2. Ntcleo de Bergman

En esta seccion introducimos el llamado nicleo de Bergman y estudiamos algunas de
sus propiedades basicas.
Sea x € Q fijo. Consideramos F}, : b*(€2) — C el funcional valuacién en z, es decir,

F,(u) = u(z), para todo u € b*(Q).

De la Proposicién 6 se sigue que F), es un funcional lineal continuo sobre b?(€2). Por el
Teorema de Representacién de Riesz, existe una tnica funcién Rq(z,-) € b?(2) tal que

Fy(u) = (u,Ro(z,"))

= /U(y)RQ(x,y)dV(y), (2.5)
Q
para todo u € b?(Q). Ademés ||Ro(z, )|l = || Fy-

La funcién Rg : © x © — C se conoce como el niicleo reproductor de b?(€2) o el
niicleo de Bergman de b%(Q) ya que la férmula anterior reproduce cada funcién en b?().

Como una consecuencia de la relacién anterior tenemos

|Ra(z, )3 = (Ra(z, ), Ra(z,)) = Ra(z, ), para todo z € Q. (2.6)

2.2.1. Propiedades del nticleo reproductor

Proposicién 8 El nicleo de Bergman Rq toma valores reales y Ro(z,y) = Ro(y, x) para
todo x,y € ().

Demostracién. Supongamos que u € b?(Q2) toma valores reales, entonces

0= Imu(z) = Im / w(y)Ralz, p)dV ()
= /Qu(y)ImRQ(:v,y)dV(y)

= —/u(y)ImRQ(x,y)dV(y), para todo x € ().
Q
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En particular, podemos poner « = ImRq(z,-) € b%(2), z € Q. Asi,

/Q(ImRQ(x,y)de(y) = 0.

Por lo tanto ImRq(z,y) = 0 para todo x,y € .

Dado que Rq toma valores reales, de (2.5) obtenemos

Ro(y,z) = (Ral(y,-), Ra(z,"))
= /QRQ(y,z)RQ(a:,Z)dV(z)
= Rq(z,y).

El siguiente resultado nos permite calcular el niicleo reproductor de b?(€2).

Proposicién 9 Si {u, }nen es cualquier base ortonormal de b*(Q2) entonces

Ro(z,y) = Y un(x)un(y), (2.7)
n=1
para todo x,y, € Q. Ademds la convergencia de la serie es uniforme sobre subconjuntos

compactos de €2 x €.

Demostracion. Afirmamos que para todo subconjunto compacto K de € y cualquier
base ortonormal {u, },en de b%(Q), se tiene

SUPpeK (Z \un(:c)|2> < 0. (2.8)

Como d(K,00) > 0, por la igualdad (2.1) con u = Rg(z,-) y (2.6) tenemos que

_N
2

|Ra(z,)|]2 < V(B) 2d(K,9Q)" %, para todo z € K. (2.9)

Dada la base ortonormal {u, },en € b%(Q2), Ro(z,-) tiene la representacién

RQ(‘T? ) - Z <RQ("T7 ')7 un>L2(Q) Un,

n=1

donde la serie converge en L?({2), en particular en b*(Q). Por (2.5), tenemos

<RQ(ZE’ ')7 un>L2(Q) = <un’ RQ(J;? ')>L2(Q) = un(x)
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Por lo tanto,

Ro(z,-) =Y un()up. (2.10)

Como Y 07 u,(x)u, converge en b?(2) a Rq(z,-) y por la Observacién 7 tenemos

Ro(z,y) = > un(@)un(y).

Usando la identidad de Parseval y (2.9) se obtiene (2.8):

N

sup <Z|un(x)\2> e Ky = sup{

< V(B) 2d(K,00)

S i@

N
2

:xEK}
2

La convergencia uniforme mencionada se sigue de (2.7), (2.8) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz. ]

2.2.2. La proyeccion de Bergman

Como b?(Q) es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L?(£2,dV), existe una
unica proyecciéon ortogonal

Q : L*(Q,dV) — b*(Q)

que es llamada la proyecciéon de Bergman y que es un operador acotado de norma 1 que
satisface Qu = u para toda u € b?(Q2) y Q = Q*. Ahora veamos que Qu es un operador
integral con ntcleo Rg.

Proposicién 10 La proyeccién de Bergman @Q : L2(Q2,dV) — b*(Q) satisface

(Qu)(@) = (1, Fae. ) = [ (o) Rale.1)aV (), 211

Q

para toda x € Q,u € L*(Q).
Demostracién. En efecto, aplicamos la igualdad (2.5) a Qu € b?(),

QU(ZL’) = <Qu> Rﬂ(xa )> = <U>QRQ<J:7 )> = <u’ RQ<J:7 )> .
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2.3. Armonicos esféricos

En ocasiones es deseable poder expresar una funcién armoénica en términos de series de
funciones armoénicas normalizadas, en este trabajo consideramos los llamados armonicos
esféricos.

Primero introducimos el espacio de funciones de polinomios homogéneos.

Definicién 7 Un polinomio p se dice que es homogéneo de orden m en RN si

p(Az1, ..., Aen) = A"p(21, .0y TN,

para todo (z1,...,xy5) € RV X > 0.

Denotamos por P, (RY) al espacio de todos los polinomios homogéneos de orden m en
RY que tienen coeficientes complejos.

Claramente P,,(R"™) es un espacio vectorial sobre C. Con la notacién de multiindices, los
elementos de P,,(RY) son los polinomios p : RN — C de la forma
p(z) = Z Ao, a, € C.
|a|=m

Es claro que el conjunto de monomios z® = x{* - - - 23 con |a| = m es una base para el
espacio P,,(RY). Por otro lado, la dimensién de este espacio, que denotamos por d,,, es
el numero de formas en que puede ser escrita una N-ada a = (aq, ..., ay) satisfaciendo
ay+ -+ ay =m.

Observacién 8 La dimension de P,,(RY) es

R N+m—-1\ (N+m—-1\ (N+m—1)
m,N = N -1 - m (N =1)Im!

Demostracion. Usando la definicién del producto finito de series absolutamente conver-

gentes, haciendo z = x; = --- = xy tal que |z| < 1, tenemos
PIRIIED SRR SRS of D OF) B o O R B
j:0 jZO j:() m=0 ‘a|:m m=0 ‘a|:m
[e.9] N [e.9]
. N+m-—1
J —(1—2)N= m
(ZZ ) G- V=Y ( " ) |
7=0 m=0
El resultado se sigue de igualar los coeficientes correspondientes. [

Definiciéon 8 H,, (RN) denota al espacio de polinomios armonicos homogéneos de orden
m en RY
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Definicién 9 Un armonico esférico de grado m es la restriccion a OB de un elemento
en Hp,(RY). Denotamos por H,,(0B) a la coleccion de todos los armdnicos esféricos de
orden m.

Claramente H,,(RY) es un subespacio vectorial de P,,(RY). Ademds es facil ver que
H.»(0B) es un espacio vectorial sobre C.

Proposicién 11 Sea O(N) el grupo de transformaciones ortogonales en RY. Entonces
H,(RY) es O(N)-invariante. En particular, H,,(OB) también lo es.

Demostracioén. Si p € H,,(RY) y T' € O(N), entonces (p o T)(Ax) = p(ATz) = \™(po
T)(x) si A > 0. Es claro que po T es un polinomio homogéneo de grado m. Concluimos al
recordar que el espacio de funciones arménicas son invariante bajo rotaciones. [

Dado que H,,(RY) es invariante bajo conjugacién compleja, se tiene que si p € H,,(0B)
entonces Rep € H,,,(0B) e Imp € H,,(0B).

Definicién 10 Ponemos Qy = Q; = {0}. Para m > 2 denotamos por Q,,(RY) al con-
junto de todos los polinomios de la forma Q(z) = |z|?p(x) donde p € Pp_2(RY). Es claro
que Q,,(RY) es un subespacio de P,,(R"N).

A cada polinomio p(x) = Z\al <m @aZ® con a, € C, le asociamos el operador diferencial
p(D) = Z|a|§m CLaDa.

Si |a] > 1 claramente D*z® = al. Si |a] = || > 1 con a # 3, entonces podemos
suponer que «; > f3; para algtn j de donde se sigue que D*z” = Hf\;l g; 2% = 0.

Usando la observacién previa definimos un producto interior {,) en P,,(RY) como

sigue:

m

$ip(2) = 3 1a12m @™, 4(T) = 3101 ba®.

Por convencién identificamos a la funcién constante p (D) [q] definida en RY con su
valor numérico. Es facil ver que (p,q),, es lineal en la primer variable, lineal conjugada
en la segunda variable y que (p,p),, > 0sip # 0.

Ahora vamos a establecer una importante relacion entre los espacios P, Hy ¥ Q-

Proposicién 12 Respecto al producto interior (,), en P, tenemos

Pu(RY) = Ho(RY) @ Q0 (RY), m > 0. (2.12)
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Demostracion. El resultado es trivial cuando m = 0, 1. Supongamos que m > 2, asi que
mostraremos que H,, (RY) = O (RY).

Sean p € QL (RY) y r(z) = h(x)q(x) con ¢ € Ppo v h(z) = |z|?, entonces r(D) =
h(D)q(D) = Aq(D) = q(D)A, lo cual implica

0= (r.p),, = 4(D) [AF] = ¢ (D) [Bp). (2.13)

Como Ap y q estdn en P, _o(RY) entonces

(¢, Ap),,_, = q(D)[Ap] = 0.

Al poner ¢ = Ap se tiene que (Ap,Ap) , = 0 lo cual implica que Ap = 0. Asi que
p € M (RY).

Reciprocamente la relacién en (2.13) implica que p € Q si p € H,, (RN ) [ |
Teorema 8 Todo polinomio p € Py, (RY) se escribe de manera tinica en la forma

(@) = pu(@) + [2*Pm-2(2) + .. + |2 pran(@),

donde k = [%] denota el mayor entero menor o igual a 3 Y Pm—2j € Hp—2; para todo

i=0,... k.

Demostracion. Basta considerar m > 2. Si m = 2 el resultado se sigue de la Proposicion
12.

Asumamos que el resultado es valido para todos los polinomios en P; (RM),2<j <m.
Si p € Pny1(RY), por la Proposicién 12 existen p,i1 € Hmi1(RY) v ¢ € Pr1(RY),
determinados de manera tnica por p, tal que

p(x) = pmia(z) + |2fq(x).

Para finalizar aplicamos la hipdtesis de induccion a ¢, el cual tiene una representacion
Unica en la forma mencionada. ]

Corolario 8 Sip € P, (RN), entonces plap es una suma de armdnicos esféricos de grado
a lo mas m.

Corolario 9 Sea h,, n = dimH,,(RY), se cumple que

N+m—1 N+m—3
- _ , > 2.
N ( N -1 ) < N -1 ) mn
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Demostracion. El resultado se sigue de la Proposiciéon 12 y de la Observacién 8:

dim Py, (RY) = dimH,,(RY) + dimQ,, (RY) = dimH,, (RY) 4+ dimP,,_o(RY).

Es claro que doy = hon =1y que diy = hyn = N.

Notamos que H,,,(RY) y H,,(0B) tienen la misma dimensién ya que el mapeo p — pjagp
es un isomorfismo.

Dado que (kil) = (I;) + (jfl), entonces

A N+m—2+ N+m-—3
mNT N =9 N—2 )

. hm,N o 2
i 28 = 214

por lo tanto,

Ejemplo 4 Seam > 0, H,,(R?) es el espacio vectorial complejo generado por {eim", e—img},

Demostracién. Podemos representar un polinomio arménico u(x,y) como la parte real
de una funcién entera

f(@ +iy) = u(z,y) +iv(z,y).
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue que v es un polinomio en x y y. Dado
que f'(2) = ug(2) +iv,(2) y f es analitica, se tiene que f™ = 0 para un cierto n > 0 por

lo que f es un polinomio en z. De modo que u = %( f + f) es una combinacién lineal de

potencias (x + iy)™ = r™e*™ si 1 + iy = re'?. u

Observacién 9 Dado que todo espacio vectorial de dimension finita es cerrado, se sigue
que H,,(OB) es un subespacio cerrado de L*(0B) para toda m > 0 (ver [3]).

Si H € H,,(RY), entonces p = % es un arménico esférico de orden m. Reciprocamente,

si p es un arménico esférico de grado m, entonces |z|™p € H,,(RY).

En adelante usamos el hecho de que cada z € R\ {0} admite una tinica representacién
de la forma z = r§ donde r = |z|, £ € 0B.

Proposicién 13 Sim # k, entonces H,,(0B) es ortogonal a Hx(0B) en L*(0B).

Demostracién. Sean p € H,,(0B), q € H(0B). Aplicando la identidad de Green a las
funciones arménicas u(z) = r™p(¢) y v(x) = 7¥q(¢) obtenemos

/ (uDpv — vDyu)dS = 0.
oB
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Sin embargo, para ¢ € 0B,

Dot(¢) = Lp(r¢) i = PO () |y = mp(0).

dr dr
Anélogamente D,v = kq en 0B, por lo tanto

(k—m) /8 a(Op(aS() =0,

A continuacion introducimos la nocién de suma directa de subespacios vectoriales de
un espacio de Hilbert.

Definicién 11 Sea H un espacio de Hilbert complejo, se dice que H es una suma directa
de los subespacios H,,, denotado H = @, _, Hy,, cuando las siguientes condiciones se
cumplen:

1. H,, es subespacio cerrado de H para toda m > 0.
2. H,, es ortogonal a Hy si m # k.

3. Para cada x € H, existe una sucesion {x,,}5°_, en H tal que x,, € Hpy, m > 1, y

00
r = § T,
m=1

donde la suma converge respecto a la norma en H.

Cuando se cumplen los incisos (1), (2) y (3) se dice que el espacio de Hilbert H es la
suma directa de los subespacios H,,. Ademds la expansion en (3) es unica.

Notamos que si se satisfacen (1) y (2), entonces (3) se cumple si y s6lo si el espacio vectorial
complejo generado por | J°_, H,, es denso en H. Cuando H = L*(9B) y H,, = H,,(0B)
con m > 0, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 9

L*(0B) = é Hn(OB). (2.15)

Demostracion. En este caso, las condiciones 1 y 2 de la Definicion 11 se siguen de la
Observaciéon 9 y de la Proposicion 13, resta probar la condicion 3. Es suficiente mostrar que
el espacio vectorial generado por |J-_, Hm(0B) es denso en L?(9B). Por el Teorema de
Stone-Weierstrass, el conjunto de restricciones plsp de cada uno de los polinomios en RY
es denso en C'(0B) respecto a la norma del supremo. Por el Corolario 8 tales restricciones
son combinaciones lineales finitas en J,°_, H.(0B). El resultado se sigue al notar que
C(OB) estd densamente encajado en L*(OB). |
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2.4. Armonicos zonales

Sea 1 € S fijo, consideramos ahora el mapeo A, : H,,(0B) — C definido por

para todo p € H,,(0B). Dado que A, es un funcional lineal y dim#,,(0B) < oo se tiene
que A, es continuo. Es decir, A, € (H,,(0B))* y por el Teorema de Representaciéon de
Riesz, existe un tnico Z, € H,,(0B) tal que

1) = 8ol) = (0. Zo)gziomy = | 9o (2.16)

para toda p € H,,. Al armoénico esférico Z, se le llama arménico zonal de grado m con
polo en 7.

Denotamos Z(§,n) := Z,(£) y cuando se requiera explicitamente el orden m, se escri-
bird Z,,(&, 7).
Ejemplo 5 Cuando N = 2, por el Ejemplo 4, es facil verificar que
Zp (e, e%) = e0=9m o eile=0m — 9 cos(m(6 — ¢)). (2.17)
Ahora establecemos algunas propiedades bésicas de los arménicos zonales.
Proposicién 14 (Propiedades de los arménicos zonales.)
1. Z, toma valores reales para todo n € 0B.

2. Sea {p1,p2, ..., Pn,, } una base ortonormal de H,,(0B), entonces
hm
Zn(&m) =Y pi(©)pi(n). (2.18)
j=1

Ademdas, Zy,(&,m) = Zm(n,€) para todo §,n € OB.
3. Para cada T € O(N), n € OB, se cumple

ZT(U) ol = Zn. (219)
Demostracién. 1) Sea p € H,,(0B) que toma valores reales, tenemos

0=1Im(p(n)) =Im pZ,do = / pImZ,do = —/ pImZ,do,
OB OB OB
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podemos considerar p = ImZ,, de donde se sigue

/ (ImZ,)*do = 0.
0B

2) De la hipétesis y del hecho de que (Z,, p;) = (pj, Z,), tenemos

hm

Zy = Z (Zy, pj) pj

j=1
hm

= ij(n)pg
j=1

Como Z(-,n) toma valores reales, para cada n,£ € OB se tiene

Z(&,m) Zpg &pi(n) = Z(1n,§).
De (2.18) y de la igualdad de Parseval obtenemos
h"’b
= > i = 1Zllz2 ). (2.20)
j=1

3) SeaT € O(N) fijoy p € H,,(0B) arbitrario. Haciendo el cambio de variable 1) = T~1¢
y notando que do es invariante bajo transformaciones ortogonales, tenemos

/8 2(6) (Z,077) (o) = / (poT) (1) Zy(6)do () = (poT)(n) = / PO Zriy (o c).

B

Dado que Z, o T~! es un armonico esférico y por la unicidad en el Teorema de Represen-
tacion de Riesz, tenemos
_ ~1
ZT(n) - Z77 O T 5

el resultado se sigue al evaluar en T'(§) con £ € OB. [ ]

En particular de (2.19) se sigue que la funcién n — Z(n,n) es constante. Dicha cons-
tante se obtiene al integrar sobre B la ecuacién (2.20) de modo que

hm hm
Z,(n) = / > Ipi(n)Pda(n Z/ Ip;(n)|*do(n) =
Por lo tanto para todo n € 0B,
1Zs|R20m) = Zu(1) =l (2.21)

De hecho, el arménico zonal Z, alcanza su valor maximo en 7. Esto se sigue al poner
p=Zn&, ) enpn) = (p,Z >L2(aB aplicando la desigualdad de Schwarz y la igualdad
anterior:

|1 Zm (&M= 1(Zm (&, ), Zm (1, D <N Zm (€ )28y | Zm (0, 2 0m) = Zm (0,1). - (2.22)
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2.4.1. Propiedad geométrica de los armonicos zonales

Ahora vemos como la nocién cartografica de paralelo se extiende a todas las dimen-
siones. Dada 1 € S, un paralelo ortogonal a 7 es la interseccion de 0B con cualquier
hiperplano perpendicular a 7.

Notamos que una funciéon f sobre S es constante en paralelos ortogonales a n si y
sélo si para toda T' € O(N) tal que T'(n) = n entonces foT = f. Por (2.19) se tiene
que para toda T € O(N) con T(n) =1, Z,oT = Z,, de modo que Z, es constante
en cada paralelo ortogonal a n. Mas adelante mostraremos que un armonico esférico de
orden m es constante en paralelos ortogonales a n si y sélo si es un multiplo constante
de Z,,(-,n). Esta propiedad geométrica justifica el nombre de los armdnicos zonales; el
término “zonal” se refiere a las “zonas” entre paralelos ortogonales al “polo” 7.

¢

Teorema 10 Si f € L?(0B), entonces

F) =" Af. Zn(m) (2.23)

m=0
donde la convergencia es en L*(OB).

Demostracién. Por el Teorema 9 existe una sucesién (p,) tal que p, € H,(0B), para
todon >0y f=>"",p, donde la serie converge en L?(9B). Sea n € 9B fija, entonces

M8

o

n=

= DPm

—~

1)

para todo m > 0, donde hemos usado la continuidad del producto interior y la ortogona-
lidad de los espacios H,,(0B). u

2.4.2. El nucleo de Poisson en términos de armonicos zonales

En esta seccién usamos el hecho de que cada elemento p en H,,(0B) tiene una tnica

extension |z|"p <|i—|) en H,,(RY), también denotamos con p a tal extension.

En particular, los arménicos zonales se extienden como funciones definidas en RY x 9B,
donde la notacién Z,,(-, ) se refiere a la extensién del correspondiente arménico zonal.

El siguiente resultado muestra que los armoénicos zonales son ntucleos reproductores
para el espacio H,,(RY).

Proposicién 15 Sea p € H,,(RY). Entonces

plz) = /a RGLACEICEETS (2.24)
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Demostracién. Supongamos que z € RV\{0}, tenemos

p(x) = |z["p (Ii_l)

— Ja /8 RIGES (%5) dor(€)
- /8 D) Zn(, 3o (9.

Notamos que el primer y ultimo término de la igualdad anterior coinciden cuando z = 0
para todo m > 0. De hecho Z,,(0,&) =p(0) =0sim>1y Z,(0,§) =1si m=0. [ |

El siguiente resultado expresa la integral de Poisson de un polinomio en términos de
armoénicos zonales.

Teorema 11 Sea f un polinomio en RY de grado m. Entonces P[f], la integral de Pois-
son de f es un polinomio de orden a lo mds m. Mds aun,

Plfl() =Y / Z(r.0f(©dof).  weB. (2.25)

Demostracién. Sea f un polinomio en RV de grado m > 1, aplicando el Corolario 8 se
tiene que existen p, € Hi(0B), 0 < k < m, tal que

f=po+pi+..+pnendB. (2.26)

Por la unicidad de la solucién del problema de Dirichlet para B tenemos

Plfl(z) = po(z) + ...+ pm(z), 7 €B,

viendo a cada p; como un polinomio arménico homogéneo en RY. De la ortogonalidad
entre armonicos esféricos de distintos ordenes obtenemos

p() = / Z@OSE0),  weRY,

de donde se sigue el resultado. [ ]

La igualdad (2.26) muestra que si f es un polinomio de orden m, entonces la restricciéon
de f sobre OB es ortogonal a todos los arménicos esféricos de orden superior a m. De
modo que podemos reemplazar la suma finita en (2.25) con una suma infinita.

Teorema 12 Para N > 2,

P(z,¢) = Z Zm(x, &) para todo x € B, £ € 0B. (2.27)

m=0

Ademds la serie converge absolutamente y uniformemente sobre K x 0B para cada com-
pacto K C B.
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Demostracién. Sea K C B compacto, entonces existe r < 1 tal que K C rB. De (2.14)
y (2.22) se sigue que existe My > 0y Cy > 0 tal que

X
|ZML®|=|ﬂmZm(—£N
|z
< r"hpy,
< C’NrmmN’Q, sim > My, x € K.

Por el criterio de la razén es facil ver que > °_ Mo mN72r™ < o0, asi que el criterio M de

Weierstrass implica que la serie Y °_ Z,,(x, ) converge absolutamente y uniformemente
en K x 0B, de donde se sigue que y_*°_ Z,,(x,§) es continua en K x 0B.

Fijamos x € B, la convergencia uniforme de la serie en (2.27), el Teorema de la Conver-
gencia Dominada, la ortogonalidad de los arménicos esféricos de diferente orden y (2.24)
muestran que ambos lados de la igualdad (2.27) integran lo mismo (sobre 0B) contra los
armonicos esféricos. El Teorema 9 implica que las sumas finitas de armonicos esféricos son
densas en L?(0B), por lo que se satisface la igualdad casi en todo punto. Dado que las
funciones involucradas son continuas se sigue el resultado. [ ]

El teorema anterior nos permite mostrar la convergencia de la expansion homogénea
de una funcién arménica arbitraria.

Lema 3 Sea r > 0 fijo. Si D, Gm € Hm(RY) para todo m >0 y si

S o) = 3 gula)

para todo x € rB, entonces p,, = Gm para todo m > 0.

Demostracién. Fijamos ¢ € 0B. Dado que ambas series convergen y son iguales en cada

punto de rB, tenemos
m=0 m=0

para todo t € (—r, ). Por la unicidad de los coeficientes en las series de potencias de una
variable, p,,,(£) = ¢ (&) para todo m > 0. Dado que £ € OB fue arbitrario se sigue que
Pm = Gm en H,,(0B) para todo m > 0. [ ]

Corolario 10 Siu es una funcion armdnica en B (a,r), entonces existen p,, € H,,(RY),
m > 0, tal que

u(z) = me (x —a), x € Ba,r). (2.28)

Ademds, la serie converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos compactos de

B(a,r).
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = 0, r = 1. Sea u
una funcién arménica en B y = € B fija. Por (2.27) tenemos

u(z) = / P(z, E)u(€)do ()
- Z / u(€)do(€),

donde usamos ademds la convergencia uniforme de la serie sobre {x} x 0B para poder
aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada.

Para x € RV, definimos pn(z) = [;5Zm u(€)do(€). Dado que Z,,(\z,&) =
AT ) 3 Bl b g e e st v ) 0 per T
que pp, € Hm(RN)

En la demostracion del teorema anterior vimos que existe My > 0y Cy > 0 tal que
| Zp (2, 6)| < CmN72r™ si |z| < rym > M. Asi,

|pm ()] < CNmN_zrm/ luldo(€) si|z| <r,m > M.
oB

Como Y > _, mN72rm < oo se sigue del criterio M de Weierstrass que la serie > > 0Pm

converge absolutamente y uniformemente sobre subconjuntos compactos de B.

Sea ahora u armonica en B (a,r). Para cada s € (0,r) definimos la funcién w(x),
como sigue
ws(z) = u(sz + a)
la cual es armoénica en B, y aplicando el paso previo a ws, se tiene que existe una sucesion
de polinomios arménicos homogéneos (pg,),, tal que

u(sz + a) me z € B.

Por el lema anterior se sigue que todas estas expansiones son las mismas y asi u tiene la
expansion mencionada. [

2.4.3. El nucleo reproductor para la bola unitaria

En esta seccién hallamos una férmula explicita del nticleo reproductor para el espacio
de Bergman b?(B). La Proposicién 9 nos dice que podemos calcular el niicleo reproductor
a partir de una base ortonormal para b*(B). Sin embargo, no es ficil hallar una base
ortonormal para b?(B) cuando N > 2. Para resolver este inconveniente hacemos otra
extension del arménico zonal pero ahora respecto a su segunda coordenada. Definimos

Znay) = o]y Zon (‘ i |) v,y € RM\{0).
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Siz=00y =0, Z,(x,y) =0 param >0y Z,(z,y) = 1 cuando m = 0. De modo que
Z(2,+) € Hn(RY) para cada x € RY. El siguiente resultado es andlogo a (2.24).

Proposicién 16 Para cada p € H,,(RY), tenemos

pla) = ]]VV;(%”; / () Zn()dV(y), xRV (2.29)

Demostracion. Usando coordenadas esféricas, el Teorema de Fubini y el cambio de
variable y = r£ tenemos

/B P(Y) Zm(x, y)dV (y) = /0 1 ( /y |:rp(y)zm(g;,y)d5(y)> dr
B /01 (/ﬂ:lp“"f>2m<w>ds<g>) gy

-/ 1 ([ wozaic1a5(@))

1
:NV(B)p(m)/ r2m Ny
0

_ NV(B)
- N+ 2mp

(),
donde usamos que dS(§) = NV (B)do(§). n
Proposicién 17 Sea k # m, entonces H,,(R"Y) es ortogonal a Hx(RY) en L?*(B).

Demostracién. Sean p € H,,,(RY), ¢ € Hp(RY) con k # m, entonces

Jmav= [ ([ enteasio) ar =

La igualdad (2.29) se puede escribir en términos del producto interior en L?(B) como

sigue
p(z) = <p, %;(QBW;Zm(x, -)>L2(B) ) (2.30)

Si u € Hy(RY), por la Proposicién 17 se tiene

N +2m
u(zr) = <u, Z NV (B) Zm(, )> :
L2(B)

m=0

Lema 4 EIl conjunto de polinomios armdnicos homogéneos es denso en b?(B).
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Demostracién. Primero mostramos que cualquier funcién u en b?(B) se puede aproxi-
mar en b?(B) por funciones arménicas en B. Para 0 < r < 1 definimos u,(z) = u(rx),
|z|] < 1/r. Claramente u, es arménica en B(0,1/r). Afirmamos que lim, ;1 u, = u en

L2(B,dV).

En efecto, dado € > 0 existe v € C(B) tal que |[u — v[jr2p < €/3. Como v es
uniformemente continua en B existe § > 0 tal que |v(z) —v(y)| < €¢/3si |z —y| < J con
x,y € B. Por lo tanto,

lv(rz) —v(z)| < €/3 paratodaz € B, 1—-6<r<l1.
El resultado se sigue de la siguiente estimacién

Ju—urlls < Jlu=2ovls+[v—"2oell2+ [lvr — urll2
€/3+€/3+¢€/3=¢sil—0<r<l.
Por el Corolario 10, existe una sucesién (py,)m>o, con py, € H.n(RY), cuya serie converge
uniformemente y absolutamente en B (y por lo tanto en L?*(B)) a la funcién u,. Por lo

tanto u, puede ser aproximado en L?*(B) por un polinomio arménico homogéneo. [

A continuacién damos una férmula explicita del niicleo reproductor en b?(B).

Teorema 13 St x,y € B, entonces

Rp(z,y) =

m(z,y). (2.31)

m:O
La serie converge absolutamente y uniformemente en K x B para todo compacto K C B.

Demostracién. Por (2.22), existen My > 0y Cy > 0 tal que h,, < Cym™ =2 si m > M,.
Para z € rB\{0}, y € B\{0}, 0 < r < 1, tenemos

[ Z (., 9)] = |2 9™ | Z Qﬂ SO

< Jel gl s < Com™ 2

Por el criterio M de Weierstrass se sigue que la siguiente serie

oo

F(x,y) =

m(2,9),

m:0

converge absolutamente y uniformemente en 7B x B, lo cual implica que para cada z fija,
F(z,-) es una funcién arménica acotada, entonces F(x,-) € b?(B) para cada x € B.
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Ahora mostramos que u(r) = (u, F(z,-)). Sea z fijo y p € H,,(RY), entonces por

(2.29) tenemos
1

p(x) = NV (B)

Dado que Z,(z,-) es ortogonal a p para todo ¢ # m, tenemos

- ;; /B (N +20)Zy(z,y)p(y) jigg)

-/ (Z(NJF%)ZA%?J)) PN

£=0

/B (N +2m)Zm(z,y)p(y)dV (y).

= (F(x, ‘)vp>L2(B) ;

donde hemos usado la convergencia uniforme de la serie correspondiente.

Si u € b%(B), el Lema 4 implica que existe una sucesiéon (p,,) de polinomios arménicos
homogéneos tal que p, — u en L*(B). Dado que la evaluacién puntual es continua en
b%(B), se tiene que para todo x € B, u € b*(B),

(u, Fz,-)) = <lim P, F(z, )> = lim (p,, F(z,-)) = lim p,(z) = u(x).

n—oo n—oo n—oo

Por la unicidad en el teorema de Representacion de Riesz se sigue que
Rg(z,y) = F(z,y) para todoz,y € B. (2.32)
Por lo tanto, F es el nicleo reproductor para b?(B). |

Por otro lado, queremos escribir en forma cerrada a la funcion Rp.

Corolario 11
NP(z,y) + $P(tz, ty)|,_,

= 2.
Demostracién. Cuando z € B, y € B\{0}, por (2.27) tenemos
> Zu(a) = - 2 (|y|x L)
m=0
|y|
2

(1—2:6 Y+ |z2yl*) >
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Para x € B fijo, extendemos a la funcién P(z,-) a todo B como sigue

P(x,y) =

Claramente P(z,-) es una funcién arménica en B para cada » € B. Ademas,
P(z,y) =P(y,x)  siz,y € B.

Por la homogeneidad de los armoénicos zonales Z,,, tenemos

[e.e]

= d
Z2mZm(x,y) = —t*" Z (2, )
m=0 m=0 dt t=1
d [~
- = my
i (i
m=0 t=1
_ 4 iZ tz,ty)
= m( Y) B
d
= —P(tx,t
Ptz ty) .

De (2.31), (2.34) y la igualdad anterior obtenemos el resultado

NP(z,y) + £P(tz, ty)|,_,

RB(xay) =

NV (B)

]
Un célculo directo nos permite obtener la forma cerrada del niicleo de Bergman.
Corolario 12 Sean x,y € B. Entonces
N —d)|z*lyl* + 8z -y — 2N — 4)|z 2—|—N
Ry — Y= DIl + (80 -y ol 230
NV(B)(1 =2z -y + [z?|y[*) "=
En el Capitulo 3 usaremos el caso cuando N = 2:
| ~|4 4 4 2 2 e — 1) =1

Ry(o.g) — It + APl (Re(z) 1) — 1 037

|1 — wz)[A
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2.5. El nicleo reproductor en el semiespacio superior

Denotamos por H = {(z,y) € RY : y > 0} al semiespacio superior. El objetivo de esta
seccién es hallar una férmula explicita del nicleo reproductor para b?(H).

Notamos que OH = R¥~1 x {0}. Si w = (w1, ..., wy) € RY, w denotara la reflexén de
w a través de OH, es decir, W = (wy,...,wy_1, —wy). Para z = (z,y) € Hy t € RV,
definimos el nicleo de Poisson en H como sigue

Po(z,t) — — Y . (2.38)

- NV(B) (lz — t2 +y2)%

Si t = (t,0), notamos que
|.CE — t|]§N—1 + yQ = }Z - ﬂ%N ;

donde |-|zx denota la norma euclideana usual en RY. Por lo tanto

22N
Pyu(z,t) = NVB)|: = E‘NRN, (2.39)
siz=(z1,...,2n), t € RV7L
Observacién 10 Sea t € RV fija, Pu(-,t) es una funcion arménica en H.
Para z € H fijo, extendemos a la funcién Py(z,-) a todo H como sigue
Pu(z,w) = NVQ(B) T;ijug, w € H. (2.40)
Cuando wy = 0, recuperamos la formula usual.
Observacion 11 Propiedades de Py
Claramente |z —w| = |w — Z|, por lo tanto
Pu(z,w) = Py(w, 2), para todo z,w € H. (2.41)
Para r € R, se tiene que w + (0,7) =@ — (0,7) por lo tanto
Py (2 + (0,7),w) = Py (z,w + (0,7)), para todo z,w € H. (2.42)

Como consecuencia de (2.41) y (2.42) tenemos

Py(z,w) = Pgw,z2)
= Py (w+(0,2y) — (0, 2n), 2)
= Py(w+(0,2y),2—(0,2n)), (2.43)
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para todo z,w € H. Para z € H fija notamos que z — (0,2y) € R¥1 y que la fun-
cién Py (w + (0, zy), 2 — (0, zy)) es arménica como funcién de w si wy > —zy; se sigue
entonces que Py(z,-) es arménica en {w € RN : wy > —zy} para cada 2 € H.

Ahora vemos como desarrollar la teoria de la integral de Poisson en el semiplano su-
perior.

Sea 1 < p < oco. La integral de Poisson de f € LP(RY™!) en H es la funciéon Py]f]
definida como

Palfl() = [ Palf(0a()

Notamos que para toda 1 < ¢ < oo, Pg(z,-) € LP(RN71); se sigue entonces por la
desigualdad de Holder que la integral anterior esta bien definida para toda z € H.

Teorema 14 Sea u una funcion continua acotada en H y armonica en H. Entonces u es
la integral de Poisson de sus valores frontera. Es decir,

u = PH[U|RN—1] en H. (244)

A continuacién obtenemos la forma cerrada del nicleo de Bergman en el semiplano
superior.

Teorema 15 FEI niicleo reproductor de b*(H) estd dado por

0 4 N(zy+wy)?— |z —w
=-2—P = 2.4
RH(Z,U]) 811}]\[ H(Z7w) NV(B) |Z —E|N+2 ( 5)
Demostracién. De (2.40) obtenemos
(9 P (Z w) . 2 8 ZN + WN
dwy T - NV(B)owy \ |z —w|"
2 1 -

~ NV(B) [!z "o (zn + wy) (=N|z =" (2 +wn))
B 2 |Z—@|2—N(ZN—|—1,UN)2
- NV(B) |z — w|N+2 '

Falta mostrar que se cumple la igualdad

0
Ry (z,w) = —QMPH(Z, w). (2.46)

En efecto, para § > 0 ponemos Q5 = {w € RY : wy > —d}, por lo que la frontera de 5

es el hiperplano wy = —d. Fijamos z € H y consideramos u € b? (£);), de (2.1) tenemos
[ [lr2(p) o
lu(z)| < ———*, paratodoz € H. (2.47)

- V(B)zdz
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Asi, u es armonica y acotada en H.

Ademas, usando (2.3) tenemos que existe C' > 0 tal que

C
m (RIS para todo (z,y) € H. (2.48)

Por otro lado, usando el Teorema de Fubini obtenemos

[ otwgepaaav = [ ([ pat ) an @

B
— <
’ayU(fc,y)‘ <

Integrando por partes, usando que lim,,, . Pr(z,w) = 0 y que u es acotada en H
tenemos

/0 wu(m,maﬁyPH(z,(w,y))dy — —u(z,0)Pu(z. 1) - 0°°Z—Z<x,y>PH<z,<m,y>>dy.

Como [on-y u(z,0)Py(2, 2)dz = u(z) por Teorema 14, entonces en (2.49) se tiene

/Hu(w)%PH(z,w)dV(w) = —u(z) — /000 g—Z(x,y)PH(z, (x,y))dz | dy. (2.50)

N—-1

Hacemos notar que en la ultima igualdad aplicamos Fubini, lo cual es posible ya que el
integrando en la parte derecha es integrable por (2.48) y porque (2.43) implica que

/ Pu(z,(x,y))de =1 para caday > 0.

RN-1
Observamos que u € b?(Qs) implica que 8?0“N
Para cada y > 0 fijo consideramos la funcion

es armonica en 2.

w (o) Wt ©.p),  wel

8U)N

que es armoénica en H y también acotada por el Corolario 2.3:

() (o 0)

L)l = |( s

Clu 2@ < C | u |2

, w € H.
wy +y+6 4]

Para cada y > 0 tenemos 2%(-,y) = T,|zv 1, asf que usando (2.43) y el Teorema 14,

9y
tenemos

S Pa(z e = [ Tw)Pa(e + (0.0),(2,0)ds

RN-1 RN-1

_T (4 (0.y)) = g—; (= + (0,29)).
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por otro lado,

|GGt o2y =1

pues por (2.1) se tiene

1
lim U (z+(0,2y)) = 0.

Y—00
Por (2.50) tenemos que
o)
u(z) = -2 / u(w)=—Pu(z,w)dV(w), =z € H.

8wN
RN-1

Hemos probado que la funcién —25%— PH(Z w) reproduce a las funciones que son arméni-
cas y cuadrado integrables sobre cualqmer semiespacio mas grande que H. A continuacion
mostramos que el conjunto de tales funciones son densas en b?(H). Dado que el funcional
valuacién es continuo, la prueba esta completa.

|

Lema 5 Para toda 6 > 0,
Ub2(Q;) = b*(H) (2.51)

Demostracion. Es claro que para toda § > 0,
b?(2;) C b*(H),

y como b?(H) es completo,

Ub2(€s) C b2(H) = b*(H).
Para mostrar b?(H) C Ub2(€s). Sea u € b2(H), para 6 > 0, queremos ver que
2% u (2 +(0,0)) € b3(Qy).
Claramente us es armonica en {25. Por otro lado,
/ / (24 (0,9)) |’ dzndz - - - day— 1—//|u )Pz =] u ||5< oco.
RN=12y>—5 RN-1 2y

De manera que u(z+ (0,d)) € L*(H). Por otro lado, también hay que mostrar que
lims__,ous = u en b?(H). Para ello, sea

C.(H) = {funciones continuas con soporte compacto en H}.

Dado € > 0, existe v € C.(H) tal que

€
|| u—v ||L2([HI)< —=

w
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como v € C.(H), entonces v es uniformemente continua en H, esto implica que existe
p = p(e) > 0 tal que
€ .
v(z) —vlw) <5 siflz—wll<p,

si0<d<p
€
lv(z+(0,0) —v(2))] < 3
También,
€
| vs — us |2 <[] vs — us L2 =l ¥ — ¢ ||L2an < 3
entonces

= s o<l u =il + [ v =vs [la + [l v —us [l2< e

De modo que lims_,gus = u en b?(H) . ]
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Capitulo 3

Espacios de Bergman analiticos

3.1. Espacios de Bergman analiticos sin peso

En esta seccion analizamos los espacios de Bergman analiticos sobre el disco unitario.
Sea L? = LP(DD, dA) el espacio de Lebesgue usual sobre el disco unitario abierto del plano
complejo, donde A es la medida de area normalizada y 1 < p < oo.

Para 1 < p < 00, el espacio de Bergman analitico L?(ID) se define como
L?(D) ={u:D — C | u es analitica en Dy v € L?(D)} .
Para f € L>*°(D) se define || f|l = supess{|f(z)| : z € D}.

Es bien conocido que L (D) es un espacio de Banach con la norma || f||». Denotamos
por H*(D) al subespacio de funciones analiticas y acotadas en . Usando la férmula
integral de Cauchy podemos ver que H*(ID) es cerrado en L*(D) y por lo tanto es un
espacio de Banach. Ademas, como el producto de dos funciones acotadas y analiticas, es
analitica y acotada, H> es un algebra de Banach (ver Apéndice).

El siguiente resultado sera ttil para obtener las propiedades basicas de los espacios de
Bergman L? .

Proposicion 18 Sea 1 < p < oo y K un subconjunto compacto de . Entonces existe
una constante positiva Cx > 0 tal que

sup{|f(2)] : z € K} < Ckl|flp, (3.1)
para toda f € LP.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que K = {z € C: |z| < r}
con r € (0,1). Sea p = a-r B(z, p) la bola con centro z y radio p, la férmula del valor

2
medio implica
1

1) = /B  Jwaw)

43
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ya que B(z,p) C D para toda z € K. Asi, para cada z € K tenemos

1 P N ATV I
If@Hfépzl%wa()MA()fszﬁyf()MA()fS e,

para toda f € LE. ]

El siguiente resultado muestra que L? es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
Proposicién 19 Para 1 < p < oo L2(D) es un subespacio cerrado de LP(D).

Demostracién. Sea {f,} una sucesién de funciones analiticas que converge en LE(D)
a una funcién f € LP(D), es decir || f, — f|l, — 0. La desigualdad (3.1) implica que
{fn} es una sucesién de Cauchy uniforme en cada subconjunto compacto de D, entonces
fn(2) — f(2) uniformemente sobre subconjuntos compactos de D; como cada funcién f;,
es analitica en D, de la formula integral de Cauchy se sigue que f es analiticaen D. m

En muchas aplicaciones se requiere aproximar una funcion en el espacio de Bergman
L2(D) por una sucesion de funciones mds simples; en este contexto la forma usual de
hacerlo es la siguiente.

Proposicién 20 Sea f € LE(D) y 0 < r < 1, consideramos la funcion f.(z) = f(rz),
z € D. Entonces

1. Para toda f € LE(D), || fr — fll, — 0 cuando r — 1.

2. Para toda f € LP(D), eziste una sucesion {p,} de polinomios tal que ||\p,— f||, — 0
cuando n — oo.

Demostracién.

1. Sea f e L2(D) y 0 € (0,1), tenemos

L@ reraae s [ 5@ - feraaes [ (5P IR 4AC)

d<z|<1
(3.2)
Dado que f € LP, podemos hacer el segundo sumando de arriba arbitrariamente
pequeno eligiendo ¢ cerca de 1. Una vez elegida 0, es claro que la primera integral
tiende a 0 cuando r tiende a 1.
Este resultado nos permitira probar el inciso 2.

2. Sea € > 0. Por la afirmacién anterior existe 0 < r < 1 tal que
€
I o=l 5

Como la funcién f,. es analitica en %]D), entonces la serie de Taylor de f,. converge
uniformemente en D a f,; esto es, existe un polinomio P, tal que

€
I = £l < llow = oo < 5

para n suficientemente grande.
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Proposiciéon 21 H*(D) es denso en LE(D).

Como en los espacios de Bergman arménicos, por (3.1) cada funcional valuacién en z € D
es un funcional lineal acotado en los espacios de Bergman analiticos. En lo que sigue,
consideramos p = 2. En el espacio de Hilbert L2, el Teorema de Representacién de Riesz
implica que existe una tnica funcién K, en L? tal que

F2) = (f K ) = / Fw) R (w)dAw)  para todo f € L2. (3.3)
D
Definicién 12 La funcion K : D x D — C dada por
K(z,w) = K,(w),

con z,w € D, es llamada el nicleo reproductor de L2. En particular K(z,z) = || K. ||3..

Proposicion 22 Sea {e,(2)}2, una base ortonormal de L2, entonces

K(z,w) = Z en(2)en(w). (3.4)

En particular, K(z,w) es independiente de la eleccion de la base ortonormal {e,(2)}.
Ademas la serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos de D x D.

Demostracion. Si f € L2, entonces f = > " (f, e,) €,, donde la serie converge en L2,
de modo que converge uniformemente en subconjuntos compactos de .

En particular, si z € D se sigue que

[e.o]

f(z) = (fren)en(z) = <f>zmen> )

puesto que Y7 e, (2)e, € L2(D), de la unicidad del Teorema de Representacién de Riesz
se sigue que

K.(w) =) en(z)en(w).

Para cada conjunto compacto K en ID se tiene por la identidad de Parseval que

sup{z | en(2) |*: 2 € K} = sup{” Zen—(z)en |13: z € K}

n=0 n=0
= sup{||K.||3: z € K} = sup{K(z,2) : z € K}.

Se sigue que la serie Y > e, (2)e,(w) converge uniformemente en conjuntos compactos
de D x D. ]

Usando el resultado previo obtenemos la forma cerrada del nticleo reproductor de L2.
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Proposicién 23 El nicleo reproductor de L? estd dado por

K(zw) = m (3.5)

Demostracién. Para n > 0 consideramos e,,(z) = v/n + 12". Afirmamos que {e, }nen €s
una base ortonormal de L2, de donde se sigue que

K(z,w) = Z(n +1)"w" = (1——1Ez)2

Para probar la afirmacién notamos que

B \/(n—i- 1)(m+1)
/Den(z)em(z)dA(z) =2 Rp——— On,m

por lo que {e, }nen es un sistema ortogonal en L2 que ademds es completo en L2 por la
Proposicién 20 inciso 2. ]

Corolario 13

(1— 1=
——dA(w) =1 para todo z € D. (3.6)
D

11— wz|*
Demostracion. Claramente
(1— ‘2‘2)2 2)2 2)2
———— dA(w) = (1= |2P) (KL, K.) = (1= |2)" K(z,2) = 1. (3.7)
D |1 — ’LU§|

El siguiente resultado establece una relacién entre el niicleo de Bergman analitico y el
nicleo de Bergman armonico.

Proposiciéon 24 Para N = 2 tenemos la siguiente relacion
K.(w)+ K.(w) — 1 =nRp(z,w), con z,w € D. (3.8)

Demostracién. Usando (3.5) tenemos

_ 1 1
Rty Kelo) =1 = o Y gy !
(1 —w2)° + (1 —wz)? — (|1 — wz|?)?
|1 —wz[4
2Re(1 —wz)2 — (1 — 2Re(wz) + |z[2|w|?)?
11— wz|* '
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Dado que
2Re (1 —wz)* = 2 — 4Re(wz) + 2Re(wz)?,

— (1 — 2Re(wz) + |z|2\w\2)2 = —1+4Re(wz)—|w|*| 2| +4|w|*|2|* Re(wz) —4[Re(wz)]*—2|w|?| z|?,
1
Re(wz)? — 2[Re(wz)]* = Re(wz)* — 5(@2 +wz)? = —|w|?|z|?,
y notando que Re(wz) = (2, w)ge, se sigue que

_ 1= [wl*e]* + 4wl (Re(wz) — 1)
B 11— wz|*

K.(w)+ K. (w) -1 = mRp(z,w),

donde la tltima igualdad se sigue de (2.37). n

Como L2 es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L%*(DD), existe una tnica

proyeccion ortogonal
P:L*D) — L2

que es llamada la proyeccion de Bergman analitica.

Proposicion 25 La proyeccion de Bergman analitica estd dada por
Pu(z) = / w(w) K (z,w)dA(w), z€D. (3.9)
D
Demostracién. Sea u € L*(D), entonces

Pu(z) = (Pu,K,) = (u, K,) = / w(w) K (z,w)dA(w).

D
|

Proposicién 26 Para u € L*(D) se tiene la siguiente descomposicion
Qu(z) = (Pu)(z) + (P)(z) — (Pu)(0). (3.10)

Ademds b* = L2 + L2.
Demostracién. Claramente b # L2 @ L2 pues toda funcién constante no cero esté en

L2NL2.

Dado que la parte real y la parte imaginaria de una funcién holomorfa son funciones
armonicas se sigue que L2 + L2 C b*. Resta ver que b* C L2 + L2.

Por la Proposicion 24, Rg(z,w) = K, (w)+ K .(w)—1, asf que para u € L?(ID) tenemos

Qu(z) = (Pu)(:) + PO ~ [ u(w)dA(w), (3.11)
de donde se sigue la primera parte del resultado.

Si u € b? entonces u = Qu, como P es una proyeccion sobre L2, la contenciéon faltante
) a’

se sigue de (3.10). |
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3.2. Espacios de Bergman analiticos con peso

Para o > —1 consideramos la medida dA,(z) = (o + 1)(1 — |z|*)* dA(2).
Cuando 1 < p < o0, L?(D,dA,,) denota el espacio de Banach de las funciones f Lebesgue-
medibles en D tales que
1

7 llpam [ [1r@raa] <o (3.12)

Definicién 13 Para 1 < p < 0o, a > —1, el espacio de Bergman analitico con peso
L? (D) es el subespacio de LP(D,dA,) que consiste de las funciones analiticas en D.

Como en la seccién anterior es facil ver que para cada compacto K C D existe una
constante C'x > 0 tal que

sup{|f(z)|: 2 € K} <Ck || [ llpa  paratodaf € Lf (D),
de donde se deduce lo siguiente:

1. L? , es un espacio de Banach.
2. El funcional valuacién en z € ) es continuo en L? .

3. El espacio L , tiene un niicleo reproductor K, : D x D — C, es decir,
£) = [ f@Ka(z.w)dAufw),  para todaf € L2,

I'(n+2+a)
n!l'(2+a)

Como en la seccién anterior, se puede ver que { z”} es una base ortonormal
n>0

en L? , v que el nicleo reproductor K, se calcula como sigue

“T(n+2+a), .. 1
K. (z,w) = nZ:O W(zw) = (R (3.13)

Finalmente, la proyeccién de Bergman P, es la tinica proyeccién ortogonal de L?(D, dA,,)
sobre L7 , v estd dada por

P.f(z) = /(Ldfla(w), para toda f € L*(D,dA,). (3.14)

1 — zw)2te
En este contexto probamos el resultado que nos interesa (ver [1]).
Lema 6 Para o > —1 se cumple
P.f = f(0), para toda f € L7 . (3.15)

Demostracién. Para todo h, f € L7 , tenemos

(hy Pu]) = (Pah T = (B T) = h(0)/(0) = (h, (0))



Capitulo 4

Operadores de Toeplitz en el espacio
de Bergman b?

En este capitulo se aborda uno de los operadores definidos en el espacio de funciones
analiticas en el disco unitario, el llamado operador de Toeplitz.

Toda funcién u € L£>(D) define un operador de Toeplitz analitico A, : L2 — L2,
dado por

Auf = P(uf),
donde P : L?(D,dA) — L2 es la proyeccién de Bergman analitica asociada.

A la funcién u se le llama simbolo del operador A, . Las propiedades de un operador de
Toeplitz analitico dependen de su simbolo, claramente || A,|| < ||u/|s. Ademés el operador
de Toeplitz A, es compacto si su simbolo es continuo en D y se anula en la frontera del
disco (ver [6, pag. 107]).

A continuacion establecemos algunas propiedades basicas del operador de Toeplitz
analitico.
Proposicién 27 Sean a,b € C y p,1 € L*(D). Entonces

1. Aa¢+b¢ = CL.A<p + b.A¢

5. Siyp es analitica en D entonces A, Ay = Ayy y AzA, = A,
Demostracion.

1. Es evidente.

2. Se sigue del hecho que para todo f,g € L2 se cumple

(Azf,9) = (P(@f),9) = (®f, Pg)
= (@f.9) = {f,¢9)
= (Pf,pg) = (f, P(pg)) = (f, Az9) .

49
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3. Para f € L2 se cumple
Ay Ayf = PP () f)) = P(pv f) = Agy f,
Az Apf = P@P()f)) = P(@vf) = Agy f-
Asf que AzAy = Az, por lo tanto
AgA, = (AgAy)" = (Azy)” = A
n

Del inciso 3) se sigue que los operadores de Toeplitz analiticos siempre conmutan
cuando al menos uno de ellos tiene un simbolo analitico acotado.

Para u € L*, el operador de Toeplitz arménico T}, : b> — b? con simbolo u est4 dado
por

Tuf = Q(Uf), f S an (41)
donde @ : L*(D,dA) — b? es la proyeccién de Bergman arménica.

Observacién 12 Si u € L? el operador de Toeplitz T, estd densamente definido vy en
general no es acotado.

En efecto, observamos que fu € L? para todo f € H*® 4+ H®, por lo tanto

T.f=Q(uf)  si feH>®+H>. (4.2)

Es facil ver que Tyyip, = aT,, + U1, y que 17 = Ty, sin embargo existen aspectos
de la teorfa de los operadores de Toeplitz en el espacio arménico de Bergman b? que
difieren de la teorfa del operador de Toeplitz en el espacio analitico de Bergman L2. Por
ejemplo, en [1] se obtuvo que dos operadores de Toeplitz arménicos conmutan cuando sus
simbolos analiticos y la funcién constante 1 son linealmente dependientes, sin embargo los
operadores analiticos de Toeplitz siempre conmutan en el espacio analitico de Bergman.
Recientemente Guo y Zheng en [5] caracterizaron operadores compactos de Toeplitz con
sfmbolo acotado en el espacio arménico de Bergman b?, su resultado también es diferente
del correspondiente espacio analitico de Bergman.

Lema 7 Sea f € L2, para todo z € D se cumple
(a) 5 {z*P[(1 = [w])f](2)} = 2f(2).
() & {z2P[(1 = [w)f] ()} = 2(0).
(¢) P([wl*f)(2) = f(2) = & J5 €F(€)dé.
(d) P(lwl*f)(z) = P(lw[2f)(0) = 3/(0).




Demostracién. Sea

v = Pla-lup)f] ()= [ S ),

p (1 —wz)

diferenciando se tiene

(1 —wz)?

luego,
d 2 d 2.1
2P - P ()} = 1 {0} = 20 + 2:002)
_ / (1- ’w|i)f(w) { 2221? —I—QZ] dA(w)

(1 —wz)? 1 —wz

(1 —wz)?
= 22(P1f)(2) = 22f(2),

donde en la dltima igualdad usamos (3.14) con a = 1.

Como antes,

S pla- ) @ =2 [ S as0) = 7)) = F0)-

p (1—wz)3

donde la ultima igualdad se sigue de (3.15) con o = 1.

Integrando ambos lados de (a) se tiene

2P (1= 0P)f] () = 270 - 2P(uPf)e) = [ e €D
de donde se sigue el inciso (c).

Integrando ambos lados de (b) se tiene

f(0)z?
2 )

2P (1~ [w?)f] (=) = 227(0) — 2 P(wl2F)(z) = / CEFo)de =

asi que o
P(luf?)(=) = 570)

Usando coordenadas polares y aplicando el Teorema del valor medio a f tenemos

Pl P©) = [ P f)aatw) = 5f(0)

ol
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Lema 8 Sea f € L2 y supongamos que f(0) = 0. Entonces para z € D se cumple
(a) P(wf)(z) = 1f(2) = & Jy F(Q)dC
(b) P(wf)(z) = P(wf)(0) = 5f(0).

Demostracion. De la hipotesis se sigue que existe una funciéon holomorfa g en D tal que
f(2) = zg(z). Ademés g € L2 y por el Lema 7 inciso (c) tenemos

P f)(z) = P(jul?g)(z) = g(2) — — / Eo(€)de = 1(2) ~ = | fleae

Similarmente, por el Lema 7 inciso (d) tenemos

Pw])(z) = P(wPg)(z) = 5900) = 5 F(0).

Lema 9 Para f,g € L2, se tiene

/Df(w)md/l(w) =/Df(w)[2g(w)+wg’(w)](1— w[*)dA(w). (4.3)

Demostracion. Notamos que basta probar la siguiente igualdad

/ F(w)g(@)dA(w) = 2 / F(w)glw)wPdA(w / F(w)wg @)1 — [w?)dA(w)

Como f y g son analiticas en D se pueden expresar como sigue

= i anz", g(z) = i b 2"
n=0 n=0

Dado que {v/n + 12"}°, es una base ortonormal de L? tenemos

[ fwteaa) = Y 20,

por la misma razén obtenemos

/D F(w)wg (w

Para calcular la siguiente integral usamos coordenadas polares

[ rw@etaaw = 2 [ (/ Fregire) )7«_2/ 3Zammdr

anb, | 2r™T3dr = Gt
o [ 2 nes

>\ nanb,
:Zn—i—l

n=
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De igual manera es facil ver que

/ f(w)wg (w@)w]*dAw) =

n=0

El resultado se sigue de la siguiente igualdad

i 2 on n b—_oo b_
n+2 n4+1 n+2 N ’

n=0

Lema 10 Sean f,g € L2 tal que g(0) = 0. Si Ty y T; conmutan sobre b?, entonces

P (fPGg@)) = P(fwg). (44)

Demostracion. Sea ¢ € H* arbitraria. Dado que el producto de dos funciones analiticas
es una funciéon armonica, tenemos

Tilyp = Q{fQ(gp)}
= Q{r[P@ +P@) - PEo) ()] }
= QIfP @) +Q PP } P (¢) (0)Qf (45)
= fP(gp) +Q [fP gs@}
= [P(5e)+P|[P(g7)| + W - P |fP(g)] (0) - P (5¢) (0.
Por otro lado, usamos el hecho de que f¢ es una funcién arménica para tener

Tyl = T3(Q(fp)) =Q(Gfv)

= P(Gfp) + P (9fp) — P (Gfe)(0). (4.6)
Ademds notamos que Ay, = A, Af, por lo tanto A% = (A,Ay)*, entonces
P[fP(g9)] = AjAzg = A9 = P (9f %), (4.7)

por las igualdades (4.5) y (4.6) tenemos en particular para ¢(w) = w que
TyTyw = fP(gw)+ P (fP(g)) + P (FP(gw)) — P (fP(g@)) (0) — P(guw)(0)

T;Tyw = P(gfw)+ P(gfw) — P(3fw)(0).

Por otro lado, por (4.7) se tiene que P (fP(gu_))) = P(gfw). El resultado se sigue de la
hipétesis TyTzw = T3Tfw, el Lema 8 inciso b) y de la identidad

P (FPw)) (0) = (£, Plgw)) = (Pf.g0) = [ fowdA = P(gFu)(0).
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Lema 11 Sean f,g € L2 y supongamos que f(0) = g(0) = 0. Si Ty y T; conmutan sobre
b? entonces

s f(w)G(w)w*(1 — |w|*)dA(w) =0  para todak > 0, (4.8)
donde | g
Gw) =+ [ st (4.9

Demostracion. Por el lema anterior obtenemos para k > 0
(. Pl = (fPlgw), Pu") = (PIfP(gw)], wk“} = (P(fwg), w**)
(fug Put) = (fug ™) = [ Fwigw)ituPaat).

Como ¢(0) = 0, usando el Lema 8 inciso (a) tenemos

/ Fw)gl@)wFdAw / F(w)Glw)wrdA(w / Fw) gl w]2d Adw),

por lo tanto
/f g(w)wk(1 — |w|?)dA(w /f G(w)wkdA(w). (4.10)

Usando el Lema 9 con ¢ = Gw"* en lugar de g, tenemos

/ F(w) Gy wFdAw / () [2Gw)uF + Rk Glw) T wH(g(w) — G(w)| (1-|uf)dA(w).

va que w-L[G(w)wk] = kw*G(w) + w*(g(w) — G(w)). Al sustituir en (4.10) obtenemos

[ ) [tk )G + @] (1~ )d(w) = [ flgier - [uf)aaw),

de donde se sigue el resultado. ]

Observacion 13 Si f,p son analiticas en D, entonces por las ecuaciones de Cauchy-
Riemann f, = —if,, ¢, = —ip,, de donde se sigue que A(fyp) =2V f -V = 0; por
lo tanto fp es una funcion armonica en D. De manera similar se muestra que fp es
armonica en D.

Observamos que cuando f,g € L2 se cumple que A;A; = Aj; en H*. Sin embargo,
en el espacio armoénico de Bergman se tiene el siguiente resultado

Teorema 16 Sean f,g € L2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(b) Tyg = T5Ty.
(¢) Tyg =TTy

Demostracién. Supongamos que se cumple a). La hipdtesis implica que los operadores
TyTy y T;Ty son continuos y que coinciden en b?. Sea ¢ € H>, por la observacién anterior

Trgp = Q(fgp) = QGQA(fw)) = TyTp = Ty Ty,

Tygp = Q(fgp) = Q(fQ(g9)) = TyTy% = TyTre.
Asi, Trg = TyT; = TyTy en H® + H>®. Dado que H® es denso en L2 y b? = L2 + L2 se
sigue que a) implica b) y ¢).

Ahora suponemos que se cumple b), es decir Ty; v T51 son operadores continuos y
Ty = T;Ty en b*. Consideramos una funcién ¢ € H*. Dado que las funciones ¢ y g son
analiticas, por la Observacién 13 tenemos

TiTs = Q(fg99) = Ty = TyTsp.
Para probar que b) implica a), resta mostrar que
TiTgp = T5Te.

La hipdtesis también implica que T7; = (T;T%)", por lo tanto 15, = TT,, de donde se
sigue o
TFI,% = T,% = Q (9f¢) = T,T5%.

Ademis,
TiT,5 = Q(fQ(99))
= Q (TP (59) + TP (G2) - P(49) (0)])
= QI[fP(g9)] + fP(Ge) — P(99) (0)f
— P[JP(g?)] + P |[P(57)] - P[TP(g7)] (0)
+FP(52) - P (99) (0)F
y

T,T5% = Ty, = Q (f99) = P (9f¢) + P (fe9) = P (9f%) (0),

por lo tanto

P (oF2) + P(Feg) — P (62) (0) = P[PG9+ P /P G7)| - P [IP (59)] (0)
+fP (g¢) — P (99) (0)].
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asi que la igualdad (4.7)implica que

P([¢9) = P[P (G9)| + TP G¢) - P (g7) (O)].
por lo tanto,
P(f¢9) = P |fP(g7)| + [P (5¢) — P(42) (0)/.
Claramente P (g9) (0) = [ gpdA = P (gp) (0) y
P (P(62))] (0) = (. P(g%)) = (.99) = P (f5) (0),

de donde se obtiene que

Ty = {/P(Ge)+ P[P 9| - P(ge) (0)f } + P [FP(s)] - P [/ (P(57))] ()

= P[fggl+ P (gfe) — P(fgp) (0) = TyTre.

Ahora enunciamos un resutado que serd de gran utilidad (ver [9, pag. 632]).

Lema 12 Sea f € H*™ no constante. Entonces la subdlgebra normada cerrada en L
generada por f y H*® contiene a C(D). Es decir C(D) C Alg (f, H>)

A continuacion presentamos el teorema principal de esta tesis.

Teorema 17 Sean f,g € L2 con f acotada o g acotada en D. Entonces Ty y Ty conmutan
sobre b? si y sélo si f es constante o g es constante.

Demostracion. Para la condicion suficiente suponemos que f es una funcién constante
c. Para u € b? tenemos

Tyg(u) = Q(cgu) = cQ(gu),
por otro lado,
Ty(Ty(u)) = Ty(cu) = cT5(u) = cQ(gu).
Asi, Ty; = T;T y por el Teorema 16, Ty y T; conmutan.

Para la condicién necesaria, suponemos que f € H*® g € L2 son tales que f(0) =
g(0) = 0. Como se cumplen las hipétesis del Lema 11 tenemos

/DWG(w)wk(l CwP)dAw) =0, k=01,

donde w
Glw) = + /0 g(6)de,  weD. (4.11)
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Por la linealidad de la integral se sigue que para todo polinomio h,, € H*(D)

/ Tl (w)(1 — [w2)dA(w) = 0. (1.12)

Sea g(w) = > o, apw” la serie de Taylor de g, asi que

k

Y = w
Gl = [ ot =g

Por la Proposicién 36 tenemos

IG 5=

—H 9 ll2< oo,
= k=0

lo cual implica que G € L2. Ahora consideramos h € H*. Usando (4.12) se tiene
)1 = [w]*) (h(w) = hy(w))dA(w)

/!f(w)\ |G (w)| [P(w) = hp(w)| dA(w)
< [[fGllaol[P(w) = R (w)]l2,

para todo polinomio h,, € H*(DD). Para cada h € H* existe una sucesién de polinomios
(h,) € H*™ tal que lim, o || h — hy ||2= 0. Por lo tanto

w)(1 — Jw)h(w >dA<w>\ _

IN

A

/f )(1 — |w]?)h(w)dA(w) =0 para cada h € H™. (4.13)
De la linealidad de la integral se sigue que
[ G~ wPytwda) <o
para cada ¢ € W

Si f no es una funcién constante del Lema 12 se sigue que la igualdad anterior es
vélida para toda ¢ € C(D). Como C(D) es denso en L*(ID) se sigue que

G(w)(1 = [wl*) =0

en . Por lo tanto G = 0 y concluimos que g es la funcién cero. Para el caso general,
sean F, G € L2 tal que F es acotada o G es acotada en D y supongamos que Tr y T
conmutan. Queremos ver que F' es constante o GG es constante. Ponemos

f(z) = F(z) = F(0),
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notamos que f y g estdn en L2 Ademds, f(0) = g(0) = 0y f es acotada o g es acotada
en D. Usando el teorema previo tenemos

T/T; = Tr-roTe_op = Tre — F(0)Tg — G(0)Tr + G(0)F(0)

= 15Tr — F(0)Tg — G(0)Tr + G(0)F(0) = Te_gioyIr-r(o) = 15Ty

lo cual implica que f =00 g = 0. Por lo tanto F = F(0) o G = G(0). |
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Apéndice

Proposicién 28 Sea \ la medida de Lebesque en RN y oy la medida de superficie sobre
la esfera unitaria. Entonces

N/2 .
h st N es par;
ON = § o(V+1)/2,(N-1)/2 N .
m S es mpar.

Teorema 18 Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue.
Sea (X, 1) un espacio de medida. Sean {fn}n>1 vy [ funciones medibles tales que f, — f
c.t.p en X. Si existe g € Ly(u) tal que para toda n, |f.(x)] < g(z) c.t.p en X, entonces

feli(p)y
tim [ fudu = / fdp.

Proposicién 29 Desigualdad de Hélder.
Sea (X, ) un espacio de medida.
Sean p,q € (1,00) tal que i + é =1. Sea f € L,(u) y g € L,(1). Entonces fg € Ly(u) y

[1sstaus ([ |f\pdu)’l’ (/ |g|qdu)é. (A1)

Proposicién 30 Si f, — f en LP(Q)). Entonces existe una subsucesion {fn] }ji

limj o0 fr; = f c.t.p en X.

| tal que

Definicién 14 Sean (X, ||||x) v (Y, ||lly) dos espacios vectoriales normados sobre el cam-
po K.Denotamos por L(X,Y) a la coleccion de operadores lineales de X en Y y por
B(X,Y) a la coleccion de operadores lineales acotados de (X, ||||x) a (Y, ||]lv)-

Proposicién 31 Sea (X, ||||x) espacio de Banach y M C X un subespacio cerrado. En-
tonces M es un subespacio de Banach.

29
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Proposicién 32 Sean (X, ||||x) v (Y, |||ly) espacios vectoriales normados sobre el campo
K. S (Y,||ly) es un espacio de Banach, entonces (B(X,Y),|||sx,y)) es un espacio de
Banach con la norma

Ax Y
| Allsxy)) = SUP;#O—” |
| = |lx

A continuacion introducimos el concepto de espacio dual.

Definicién 15 Sea (X, ||||) un espacio vectorial normado sobre un campo escalar K. De-
notamos por
X*={f:X — K| fes funcional lineal acotada} .

Asi pues X* = B(X, K) y se sigue X* tiene estructura de espacio vectorial normado ya
que
| fll=inf{M >0: para todo x € X |f(x)] <M ||z |}.

La pareja (X*, ||||) es el espacio dual normado de (X, ||||)-

Observacion 14 Si K es un espacio de Banach, se sigue de la proposicion anterior,
X* =B(X,K) es de Banach.

Teorema 19 Teorema de Representacion de Riesz. Sea (H,(,)) un espacio de Hilbert
sobre C, denotamos

H*={F:H — C| F es funcional lineal acotada} .

Si F € H* entonces existe una unicay = yr € H tal que F(z) = (x,y), para todo x € H.

Proposicién 33 Desigualdad de Bessel. Si {x;}}_, es una familia ortonormal finita,
entonces

Z |z, z;) > <|| = || para todo x € X. (A.2)
j=1
Definicién 16 Los escalares (x,z1) , ..., (x,x,) se llaman los coeficientes de Fourier de x

con respecto al sistema ortonormal {x;}}_,.

Consideremos el siguiente problema:

Sea {z;}}_, una familia ortonormal en (X, (,)); sea v € X fijo, queremos hallar 2 €
({z1,...,z,}) tal que ||z — z|| sea minimo. Como z = fyz1 + ... + Byx, basta hallar
Bi, ..., By. Estimamos ||x — > " | B;x;||* para hallar las condiciones sobre los ;. As{ pues
|z — 37, Bixi||?* alcanza su valor minimo si y sélo si 3; = (z,2;), Vi = 1, ...n.

Proposicién 34 (x — >, (v, z;) x;) L {z1,...,2,}),

donde  — Y"1 | (z,x;) z; es la proyeccién ortogonal de z en ({z1,...,z,}).
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Definicién 17 Sea (X, (,)) un espacio con producto interior y sea F un subconjunto de
X. La coleccion de vectores

Fr={yec X | (x,y) =0 para todo v € I}
es llamado el complemento ortogonal de F'.

El siguiente teorema considera el complemento ortogonal de un subespacio que es finito
dimensional.

Definicién 18 Sea (X, (,)) un espacio con producto interior y sea A = {To}aca un
sistema ortonormal en X . Se dice que A es completo si no existe otro conjunto ortonormal
contenido en A, esto es, A deberd ser un conjunto ortonormal maximal.

Proposiciéon 35 Un conjunto ortonormal A es completo si y solo si para toda x tal que
x 1l A xz=0.

Teorema 20 Identidad de Parseval. Sea (X, (,)) un espacio con producto interior y sea
{Za}aen un sistema ortonormal en X. Entonces

1. Si para todo x € X se cumple
L2 |P=> (@ a) %, (A.3)

entonces {To}aca €s completo.

2. Si X es un espacio de Hilbert y {xq}aca €s conjunto ortonormal completo, entonces
la ecuacion A.3 se cumple para todo x € X.

Teorema 21 Teorema de Stone-Weierstrass. Sea Q C RN un conjunto cerrado y acotado.
El congunto de polinomios en N variables es denso en C()) respecto la norma del supremo.

Proposicién 36 Sea h(z) = > 07 a,2" € L2 entonces

- |an|2
I o= > (A4
n=1

Demostracién. Como {y/n + 12"}°°; es una base ortonormal de L2, el resultado se sigue
por la identidad de Parseval. [

Definicion 19 A es llamada un dlgebra normada si
1. A es un dlgebra.

2. (A,]]) es un espacio vectorial normado.

3. Para todo x,y € A,
|zy| < |zl[yl. (A.5)

4. Si A contiene una identidad e, entonces |e| = 1.

La norma en un algebra normada A induce una topologia en A de la manera usual.
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