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I Nomenclatura 

Nomenclatura 

𝜌∗ Densidad del material celular 

𝜌𝑠  Densidad del sólido 

𝜌𝑟𝑒𝑙  Densidad relativa 

𝐸∗ Módulo de elasticidad del material celular 

𝐸𝑠  Módulo de elasticidad del sólido 

𝑃, 𝐹 Carga 

𝜍1 Esfuerzo en la dirección x1 

𝛿 Deformación 

𝐼 Momento de inercia de la sección transversal 

𝑙, 𝑕, 𝑡, 𝐿,𝑊 Dimensiones geométricas 

𝜃 Ángulo 

𝜍𝑒𝑙
∗  Esfuerzo de colapso 

𝑃𝑐𝑟𝑖𝑡  Carga crítica 

𝑛 Factor de rigidez de los nodos 

𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 Constantes de proporcionalidad 

𝐶′1, 𝐶′3 Constantes de proporcionalidad propuestas 

𝐺∗ Módulo de rigidez a corte del material celular 

𝜍𝑝𝑙
∗  Esfuerzo de falla plástica o de Plateau 

𝑀𝑝  Momento para inicial la deformación plástica 

𝜍𝑦𝑠  Esfuerzo de cedencia del sólido 

𝑇𝑖𝑗  Tensor de esfuerzo 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚  Tensor de constantes elásticas 

𝜖𝑘𝑚  Tensor de deformación 

𝜈 Coeficiente de Poisson 

𝜆 Constante de Lamé 

𝐸 Módulo de elasticidad 

𝜇 = 𝐺 Módulo de rigidez a corte 

𝜍𝑦  Esfuerzo de cedencia 

𝜍𝑚á𝑥  Esfuerzo máximo 

𝛿𝑚á𝑥 Deformación máxima 

𝜌 densidad 

𝑈𝑖  Desplazamiento en un eje coordenado 𝑖 

𝑈𝑅𝑖  Rotación en un eje coordenado 𝑖 

𝑁𝑡  Relación de tiempo requerido para solución 

𝑡𝑛  Tiempo de solución con 𝑛 elementos entre vértices 

𝐾𝑡 Rigidez a la torsión 

𝐾𝑏 Rigidez a la flexión 

𝑣𝐴, 𝑣𝐵 Desplazamientos verticales 

𝛼𝑡, 𝛼𝑏 Ángulos de torsión y flexión 



 
I Introducción 

Introducción 

 

En el presente trabajo, como parte de las líneas de investigación desarrolladas en la Unidad 

de Investigación a Asistencia Técnica en Materiales (UDIATEM) de la Facultad de 

Ingeniería, se genera una metodología práctica que permita el estudio, análisis, 

caracterización y, eventualmente, optimización de materiales celulares y estructuras 

metálicas entre otros.  

Como se verá, muchos de estos materiales pueden ser sometidos a simulaciones realizando 

simplificaciones que permiten un mejor aprovechamiento de los recursos computacionales, 

así como la reducción en el tiempo de generación de dicho modelo. Con el avance y 

mejoras en las capacidades de las paqueterías de elemento finito y el consecuente modelado 

de diversos sistemas, ya sean sólidos celulares de tamaño micro o macro, el papel en la 

caracterización, análisis y optimización de los mismos crece en importancia. Es por ello 

que conocer las posibilidades con que pueden ser explotadas estas paqueterías y, al mismo 

tiempo estando al tanto de las limitaciones de las mismas,  pueden ser aprovechadas de una 

manera efectiva para brindar una solución lo más exacta, pronta y económica a diversos 

problemas. 

Debido a que las técnicas aplicadas en este trabajo no son restrictivas respecto al orden de 

magnitud de la geometría bajo análisis, se tiene un campo de aplicación basto, pudiendo ser 

utilizada para modelar el comportamiento del hueso trabecular lo mismo que para analizar 

el comportamiento de la estructura de un edificio. Así, las aplicaciones de este método 

están abiertas para todos los fenómenos que puedan ser representados de una forma 

adecuada con los elementos que aquí se presentan. 

En un principio se busca introducir al lector en los conceptos generales bajo los cuales se 

rige esta propuesta, presentando a grandes rasgos su campo de aplicación, distando mucho 

de quedar restringido éste por lo aquí presentado. Así mismo se presenta un breve 

desarrollo del las simplificaciones matemáticas consideradas para el tipo de análisis 

desarrollado. 

Posteriormente, derivada de la revisión de diversos trabajos dirigidos en este sentido y del 

trabajo en proyectos que pueden ser incluidos en esta teoría, se presenta una metodología 

que provee elementos que permitan desarrollar de una manera sencilla y rápida un 

determinado modelo, y reducir la cantidad de recursos para el análisis, así como el tiempo 

necesario para la obtención de resultados. 



 
II Introducción 

Partiendo de la diversidad de problemas que pueden ser resueltos a través de la metodología 

aquí presentada, y teniendo la posibilidad de hacer coincidir uno de los modelos con una 

aplicación en la cual se trabaja actualmente en la UDIATEM, la obtención de las 

geometrías, la determinación de las condiciones de frontera, y todos los requerimientos 

particulares para los modelos, se aplica la metodología propuesta a dos casos de estudio. 

 En el primero se modela el comportamiento de un material celular a base de titanio 

diseñado para su aplicación en prótesis de hueso. Este caso de estudio en particular tiene 

requerimientos contenidos únicamente en la parte elástica del comportamiento mecánico; 

sin embargo, el análisis es llevado al comportamiento plástico con la finalidad de verificar 

la segunda etapa del comportamiento de este tipo de materiales, es decir, la deformación de 

Plateau. 

El segundo concierne al análisis de la estructura completa de un autobús de pasajeros 

sometida a distintas solicitaciones, propias de las condiciones  de trabajo del sistema bajo 

estudio. Posteriormente se propone una optimización de dicha estructura, basada en los 

resultados obtenidos previamente, y de acuerdo con las necesidades particulares del 

problema.  

 



 
2 Capítulo 1. Marco Teórico 

Capítulo 1. Marco Teórico 

1.1 Sólidos celulares 

Un sólido celular es aquel que está formado por una red interconectada de placas y soportes 

sólidos, los cuales forman las aristas y caras de las celdas [1]. 

En la naturaleza existe una gran diversidad de materiales celulares, ejemplos de materiales 

naturales con estructuras de tipo panal de abeja y prismáticos son la madera y el corcho, 

mientras que aquellos con estructuras poliédricas incluyen los tallos de las plantas y el 

hueso trabecular. Estos también aparecen en los centros de estructuras naturales tipo 

sándwich; en hojas largas y estrechas, el iris, y en el hueso en forma de carcaza, como en el 

cráneo [2].  

Las estructuras tubulares naturales usualmente presentan un centro del tipo panal de abeja o 

tipo espuma soportando una capa exterior más densa, incrementando la resistencia de la 

cubierta ante la flexión o torsión [2].  

 

Figura 1.1 Ejemplo de sólidos celulares en la naturaleza. (a) madera balsa, (b) 

corcho, (c)interior del tallo de una planta, (d) hueso trabecular (e) hoja de iris, 

(f)cráneo, (g) tallo de una planta (h)aguja de puercoespín.  [1] 
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Los materiales celulares en general presentan propiedades mecánicas envidiables tales 

como buena relación rigidez-peso específico, alta capacidad para absorber energía, 

resistencia a la compresión, proveen aislamiento térmico así como también acústico, tienen 

un alto grado de deformación y presentan alta durabilidad al ser sometidos  a cargas 

dinámicas y fatiga [1-20]. Dependiendo del tipo de estructura el material puede permitir el 

paso de fluidos con la intención de transportar los nutrientes requeridos [3]. Incluso algunos 

pueden crecer orgánicamente, añadiendo elementos o cambiando la forma de los mismos, 

dependiendo de sus necesidades [2,3].     

Dadas las propiedades de los sólidos celulares, actualmente se destinan diversos esfuerzos 

al diseño de materiales con estructura celular con una amplia gama de aplicaciónes, tanto 

en el campo de los biomateriales [3,5,8] como en la rama aeronáutica y automotriz [4,6,16].  

En los biomateriales se trabaja en el campo de los sólidos celulares con la intención de 

reemplazar y/o regenerar tejido en el cuerpo. Por ejemplo, las espumas de titanio son 

consideradas como material sustituto para el hueso trabecular mientras que andamios 

porosos son utilizados como tejidos ingenieriles para imitar el cuerpo de la matriz 

extracelular, permitiendo la conjunción, migración, proliferación y funcionamiento de las 

células [2,3,4,6,16,21,22]. 

Las características microestructurales de los sólidos celulares que afectan la respuesta 

mecánica son principalmente estudiadas en espumas y estructuras del tipo panal de abeja. 

Los panales de abeja, son definidos como estructuras celulares de dos dimensiones, 

mientras que las espumas, con sus estructuras poliédricas, se consideran como sólidos 

tridimensionales [2]. 

1.1.1  Estructura de los sólidos celulares 

Las propiedades de los sólidos celulares dependen directamente de la forma y de la 

estructura de las celdas. El objetivo principal es caracterizar el tamaño, la forma y la 

topología, es decir, la conectividad de las  paredes de las celdas y de los espacios porosos 

[7,9,24]. 

La característica estructural  más importante de un sólido celular es la densidad relativa, 

que se define como la densidad del material celular dividida por la del sólido del cual están 

hechas la paredes y/o las aristas de la celda [1].  

𝜌𝑟𝑒𝑙 =
𝜌∗

𝜌𝑠
 

Existen espumas de ultra baja densidad que pueden llegar a tener una densidad relativa de 

0.001. Espumas poliméricas son utilizadas para amortiguar, empaquetar  y aislar, teniendo 

densidades relativas que se encuentran entre 0.05 y 0.2; el corcho tiene aproximadamente 

0.14; muchas maderas blandas se encuentran entre 0.15 y 0.4. Conforme la densidad 

(1.1) 
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relativa aumenta, el espesor de las paredes de las celdas aumentan y los espacios porosos se 

reducen [2]. 

Existe una importante distinción topológica. La primera es entre las celdas en dos 

dimensiones y las celdas tridimensionales, en las cuales las paredes tienen orientaciones 

aleatorias en el espacio (como una espuma). La distinción es útil: el modelado de 

propiedades en dos dimensiones es mucho más simple que en un espacio tridimensional; 

sin embargo gran parte del análisis puede extenderse usando argumentos de aproximación, 

como es el caso de la compleja geometría de las espumas [2]. 

En tres dimensiones es posible hacer también la distinción entre celdas abiertas y cerradas, 

siendo las celdas abiertas aquellas que presentan material únicamente en las aristas (Figura 

1.2 b) mientras que las de celdas cerradas contienen material también en las caras (Figura 

1.2 c). Detalles topológicos, tales como por ejemplo la conectividad de las aristas y las 

caras, tienen un profundo e importante efecto en las propiedades de los sólidos celulares 

[7,9].   

 

Figura 1.2 Ejemplo de sólidos celulares ingenieriles: (a) Estructura tipo panal de 

abeja de aluminio,  (b) espuma de poliuretano(celda abierta), (c) espuma de 

poliestireno (celda cerrada) [2]. 

La transición entre un material celular y un material poroso, definiendo el segundo como 

aquel material que contiene sólo unos poros aislados, varía ligeramente dependiendo del 

autor, coincidiendo alrededor de una densidad relativa mayor a 0.3, es decir, que para ser 

considerado como material celular éste debe tener una porosidad mayor al 70% [2,24,27].  

En primera instancia podría suponerse que el tamaño de la celda también es un parámetro 

importante; en ocasiones lo es, sin embargo la mayoría de las propiedades mecánicas y 

térmicas dependen débilmente de este  factor. La forma de la celda en cambio es un 

parámetro de mayor importancia, cuando la celdas son equiaxiales las propiedades son 

isotrópicas, pero cuando las celdas son alargadas o aplanadas, las propiedades dependen de 

la dirección [2,3,7 ,9, 24]. 
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La curva esfuerzo-deformación de un sólido celular a compresión se caracteriza por tener 

tres comportamientos: lineal elástico, el cual corresponde a la deformación de las aristas o 

las caras de la celda; esfuerzo de “Plateau”, correspondiente  al colapso progresivo de la 

celda por deformación plástica o fractura frágil, dependiendo de la naturaleza del sólido del 

cual está formado dicho material; y densificación, en la cual se presenta el colapso de las 

celdas a través del material con la subsecuente carga de aristas y caras unas contra otras 

(Figura 1.3 a) y b)) [2,13,15,17,25,27]. Muchos materiales con densidades relativas bajas 

(10-20%) pueden sufrir grandes deformaciones (70-80%) antes de que la densificación se 

presente [1]. En tensión, la respuesta lineal elástica es la misma que en compresión, cuando 

menos para pequeñas deformaciones. Conforme la deformación se incrementa, las celdas se 

orientan con la dirección de la carga, incrementando la resistencia del material hasta que se 

presenta la falla (figura 1.3 c) y d)) [2]. 

 

 

Figura 1.3 Curvas esfuerzo deformación para: (a) espuma elastómera bajo 

compresión, (b) espuma elasto-plástica bajo compresión, (c) espuma elastómera 

sujeta a tensión, (d) espuma elasto-plástica sujeta a tensión [2]. 
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La respuesta mecánica de los sólidos celulares ha sido modelada a través de la 

representación de la estructura celular de diferentes maneras. Modelos iniciales 

desarrollaron análisis estructurales de una celda unitaria tal como un hexágono (en dos 

dimensiones), a un dodecaedro (poliedro de 12 caras)  o a un tetracaidecaedro (poliedro de 

14 caras) [1,27]. 

 La geometría de una celda unitaria hace manejable el análisis pero no brinda una 

representación exacta del material. Una aproximación más simple es utilizar el análisis 

dimensional para modelar los mecanismos de deformación y falla observados en materiales 

celulares sin especificar la geometría de la celda. Esta aproximación supone que la 

geometría de la celda es similar en espumas de diferentes densidades relativas. Esto da la 

dependencia de las propiedades respecto a la densidad relativa y las propiedades del sólido, 

pero requiere experimentos para determinar la constante relacionada a la geometría de la 

celda. Una tercera aproximación es el uso del análisis por elementos finitos para estructuras 

regulares o irregulares. Este método permite el estudio de efectos locales, tales como 

imperfecciones, y puede ser utilizado también en conjunto con técnicas de imagen tales 

como micro-tomografía de rayos X para modelar la geometría exacta de una muestra en 

particular [4,9,12,23,24,27]. 

 

1.1.2  Modelos mecánicos 

Los modelos mecánicos presentados a continuación corresponden a los planteados por J. L. 

Gibson [2]. 

  Sólidos celulares bidimensionales con carga en el plano 

Cuando se aplica una carga uniaxial en el plano de las celdas hexagonales, las paredes de 

las celdas comienzan a flexionarse inicialmente. El modulo de elasticidad del material 

celular 𝐸∗ puede ser relacionado con la densidad relativa 𝜌∗/𝜌𝑠, el módulo del sólido 

celular 𝐸𝑠, y la geometría de la celda usando mecánica estructural.  El esfuerzo 𝜍1actuando 

en la dirección 𝑥1 induce una carga 𝑃 al final de la pared inclinada de la celda (ver Figura 

1.4) 

𝑃 = 𝜍1 𝑕 + 𝑙 sin 𝜃 𝑏 

Donde 𝑏 es el espesor de la pared. Entonces la pared se deforma 

𝛿 =
𝑃𝑙3 sin 𝜃

12𝐸𝑠𝐼
 

𝐼 es el momento de inercia de la sección transversal de la pared y 𝐸𝑠 es el módulo de 

elasticidad del material, la deformación en la dirección 𝑥1 es entonces 
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Figura 1.4 Parámetros de la celda hexagonal y direcciones de deformación. [ 2] 

𝜀1 =
𝛿 sin 𝜃

𝑙 cos 𝜃
=
𝜍1 𝑕 + 𝑙 sin 𝜃 𝑏𝑙3 sin 𝜃

12𝐸𝑠𝐼 cos 𝜃
 

Y el módulo de elasticidad paralelo al eje 𝑥1 es  

𝐸1
∗

𝐸𝑠
=  

𝑡

𝑙
 

3 cos 𝜃

 𝑕 + 𝑙 sin 𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝜃
 

El módulo de elasticidad  para una carga en la dirección 𝑥2 así como el módulo cortante 

para una carga en el plano 𝑥1 − 𝑥2 puede calcularse de una forma similar. Todos ellos 

dependen del módulo de elasticidad del material que conforma las paredes. El coeficiente 

de Poisson se calcula tomando el negativo de la deformación normal y el paralelo a la 

aplicación de la carga. 

A una determinada carga las paredes de la celda colapsarán por flexión, deformación 

plástica o falla frágil, dependiendo de las  propiedades del material. El esfuerzo de colapso 

por flexión está relacionado con la carga 𝑃𝑐𝑟𝑖𝑡   para la columna vertical 

𝜍𝑒𝑙
∗ =

𝑃𝑐𝑟𝑖𝑡
2𝑙𝑏 cos 𝜃

 

 

(1.2) 
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Donde 

𝑃𝑐𝑟𝑖𝑡 =
𝑛2𝜋2𝐸𝑠𝑙

𝑕2
 

Y 𝑛 es un factor que describe la rigidez rotacional de los nodos, entonces 

𝜍𝑒𝑙
∗

𝐸𝑠
=
𝑛2𝜋2

24

𝑡3

𝑙𝑕2

1

cos 𝜃
 

Para 𝑕/𝑙 = 1, 𝑛 = 0.686 y para 𝑕/𝑙 = 2, 𝑛 = 0.806 

El esfuerzo de colapso por deformación plástica puede ser obtenido del momento plástico 

en el cual se comienzan a formar bisagras en las paredes mientras que la fractura frágil 

puede ser calculada con el módulo de ruptura requerido para fracturar las paredes. El 

colapso de la celda progresa a lo largo del material bajo una caga elevada y grandes 

deformaciones. Una vez que ésta ha colapsado y las paredes de la celda se presionan unas 

contra otras, el esfuerzo se incrementa significativamente. 

  Sólidos celulares bidimensionales con carga perpendicular al plano 

Para cargas aplicadas a lo largo del eje del prisma, perpendicular al plano que contiene la 

forma hexagonal, las paredes de un material del tipo panal de abeja se comprimen 

axialmente, entonces el módulo de elasticidad  simplemente cambia  con la fracción de 

volumen del sólido o con la densidad relativa 

𝐸1
∗

𝐸𝑠
=
𝜌∗

𝜌𝑠
 

Si se evita la flexión, la resistencia a la cedencia y a la fractura frágil debida a estas cargas 

aplicadas en la dirección 𝑥3 también varía directamente con la densidad relativa. 

  Materiales celulares tridimensionales 

Los argumentos dimensionales suponen que las celdas en espumas de diferentes densidades 

relativas son geométricamente similares. Así, pese a que se  presenta una geometría cúbica, 

los resultados coinciden para cualquier geometría que pudiera tener una espuma, siempre y 

cuando conserven los mismos modos de deformación o falla. 

En el régimen elástico, bajo esfuerzo uniaxial, la espumas de celda abierta (ver Figura 1.5) 

se deforman iniciando con la flexión de los elementos que conforman las aristas. El módulo 

de elasticidad 𝐸∗ puede ser calculado de la siguiente forma. Bajo la aplicación de la carga 

transversal 𝐹, la flexión 𝛿 de un elemento (con longitud 𝑙 y sección transversal con área 

proporcional a 𝑡2) está dada por 

(1.3) 

(1.4) 
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𝛿 ∝
𝐹𝑙3

𝐸𝑠𝑡4
 

El esfuerzo actuando en la celda es proporcional a 𝐹/𝑙2 y la deformación es proporcional a 

𝛿/𝑙  

 

Figura 1.5 Análisis para una espuma de celda abierta  [2]. 

 

Dado 

𝐸∗

𝐸𝑠
∝  

𝑡

𝑙
 

4

 

La densidad relativa de cualquier espuma de celdas abiertas es proporcional al cuadrado de 

la relación del espesor del elemento con su longitud 𝑡/𝑙, entonces 

𝐸∗

𝐸𝑠
= 𝐶1  

𝜌∗

𝜌𝑠
 

2

 

El análisis da la dependencia del módulo de elasticidad como un sólido con la densidad 

relativa y combina todas las constantes de proporcionalidad relacionadas con la geometría 

de la celda en una sola constante 𝐶1. 

Tal como en los materiales tipo panal de abeja, el coeficiente de Poisson para la espumas 

depende de la geometría de la celda y no de la densidad relativa. 

(1.5) 
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Así como el módulo de elasticidad, el módulo cortante está relacionado con la rigidez a la 

flexión de las aristas de la celda, y depende del cuadrado de la densidad relativa. Para 

espumas isotrópicas con coeficientes de Poisson de 1/3 el módulo cortante es  

𝐺∗

𝐸𝑠
=

3

8
 
𝜌∗

𝜌𝑠
 

2

 

El esfuerzo de falla elástica es 

𝜍𝑒𝑙
∗ ∝

𝑃𝑐𝑟𝑖𝑡
𝑙2

∝
𝐸𝑠𝑡

4

𝑙4
 

O 

𝜍𝑒𝑙
∗ = 𝐶2  

𝜌∗

𝜌𝑠
 

2

 

El esfuerzo de falla plástica 𝜍𝑝𝑙
∗  se determina con el momento 𝑀𝑝 , que es el momento 

necesario para iniciar la deformación plástica en los vértices 

𝑀 ∝ 𝐹𝑙 ∝ 𝜍𝑝𝑙
∗ 𝑙3 

𝑀𝑝 ∝ 𝜍𝑦𝑠 𝑡
3 

Dado  

𝜍𝑝𝑙
∗

𝜍𝑦𝑠
∝  

𝑡

𝑙
 

3

= 𝐶3  
𝜌∗

𝜌𝑠
 

3/2

 

Donde 𝜍𝑦𝑠  es el esfuerzo a la cedencia del material. 

Dependiendo de las características del problema y del material considerado se han 

desarrollado diferentes ecuaciones que permiten el modelado de estos materiales. Sin 

embargo la implementación de las paqueterías de elemento finito permite un análisis más 

amplio, tomando en cuenta las ecuaciones y simplificaciones presentadas previamente, pero 

absorbiendo toda la carga del cálculo matemático inherente a la consideración de un 

enorme número de celdas con sus respectivos elementos, el cual sin la ayuda de las 

herramientas disponibles resultaría completamente impráctico.  

 

 

 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
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1.2 Estructuras metálicas 

El propósito principal de una estructura metálica es formar un esqueleto, el cual tiene la 

función de brindar soporte y mantener todo como un conjunto. Las características 

principales de las estructuras metálicas son, que sea segura, útil y durable, así mismo, las 

consideraciones obvias tales como la resistencia y la estabilidad [64,67]. 

El acero es un material común para la construcción de estructuras de diversos tipos. La 

elección del acero obedece a las ventajas que brinda: tiene excelentes propiedades 

mecánicas, bajo costo y además es uno de los materiales de construcción más amigables 

con el ambiente ya que es 100% reciclable [67].  

Para estructuras de acero, la principal preocupación de los diseñadores se fija en el límite de 

cedencia del material, el cual al ser alcanzado pone en duda la utilidad de la estructura y por 

ende su vida útil. La reducción del desempeño estructural debido a la corrosión muchas 

veces no es específicamente considerada por los diseñadores, en lugar de ello se considera 

la aplicación de capas protectoras como pintura u otro tipo de revestimientos. En aquellas 

estructuras donde es más probable que la corrosión afecte el desempeño de una estructura, 

como estructuras en el mar, el uso de ánodos de sacrificio o protección catódica es común 

[64]. 

Las cargas a las cuales se encuentra sometida una estructura deben ser determinadas de la 

mejor manera con la intención de establecer una condición de trabajo crítica a la cual puede 

ser sometida [64]. El diseño se puede realizar mediante un análisis elástico o plástico. En el 

análisis plástico las relaciones ancho/espesor y la esbeltez de los elementos sujetos a 

compresión debe limitarse a valores que impidan el pandeo local y permitan la rotación 

adecuada de los elementos [65]. 

Dado que toda estructura debe contar con las características adecuadas que permitan 

asegurar la estabilidad de la misma bajo las diferentes condiciones de trabajo, tal que les 

proporcione rigidez y resistencia suficientes, el análisis de éstas es indispensable. Pueden 

considerarse alguno de los dos tipos básicos, en cualquiera de los casos se debe llegar al 

análisis, diseño, fabricación y montaje. 

Las estructuras tipo 1, comúnmente asignada a marcos rígidos o estructuras continuas, se 

caracterizan porque los miembros que la componen están unidos entre sí por medio de 

conexiones rígidas, capaces de reducir al mínimo las rotaciones relativas entre los extremos 

de las elementos que concurren en cada nodo; de este modo el análisis debe basarse en la 

suposición de que los  ángulos originales entre los extremos son muy pequeños al 

deformarse la estructura. 
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Las estructuras de tipo 2 son las que están formadas por miembros unidos entre sí por 

medio de conexiones que permiten rotaciones relativas, y que son capaces de transmitir la 

totalidad de las fuerzas normales. 

Las estructuras del tipo 1 pueden analizarse y diseñarse utilizando métodos elásticos o 

plásticos. En las estructuras tipo 1 analizadas elásticamente se admite la redistribución de 

momentos obtenidos del análisis, satisfaciendo las condiciones de equilibrio de fuerzas y 

momentos en vigas y nodos [66]. 

Las estructuras de acero de pared delgada están usualmente construidas con miembros de 

sección abierta, con baja resistencia a la torsión,  lo cual implica que el análisis estructural 

es una tarea compleja. En general el análisis de este tipo de estructuras debe ser efectuada 

con elementos “shell” o sólidos, lo cual implica una gran necesidad de recursos 

computacionales. Sin embargo, el diseño de edificios industriales favorece el uso de 

análisis con elementos viga para el comportamiento general de la estructura. Aún así, dado 

que los efectos de la torsión son transmitidos a las uniones, éstos deben ser considerados 

[67]. 

Uno de los factores que deben ser considerados más a fondo en el análisis de estructuras 

metálicas son las uniones entre los elementos, ya que en ellos se suelen presentar las 

principales fallas, ya sea por defectos en la soldadura o por corrosión en las uniones 

atornilladas y/o soldadas [64,67]. Existe mucha información relacionada con la fatiga en las 

uniones soldadas de estructuras de acero. El comportamiento de la fatiga es dominado 

principalmente por la geometría de la unión [64].  

Tomando en cuenta ese tipo de detalles en los que se debe prestar atención, el modelado 

general de una estructura considerando elementos que simplifiquen el análisis resulta 

posible y con buenos resultados. 
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1.3  Ecuaciones constitutivas 

A continuación se presentan un breve desarrollo que pretenden mostrar la naturaleza 

matemática que conforma los modelos de elemento finito planteados posteriormente, es 

decir, elasticidad y teoría de vigas, presentadas en [50] y [51] principalmente. 

1.2.1  Elasticidad 

Para la elasticidad de un sólido continuo se parte de la ecuación 

𝑇𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚 𝜖𝑘𝑚  

Donde 𝑇𝑖𝑗  es el  tensor de esfuerzos, 𝐶 es el tensor de constantes elásticas (tensor de 4° 

rango con 91 constantes linealmente independientes), y 𝜖𝑘𝑚  es la deformación. Dado que  

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑗𝑖    ;  𝜖𝑘𝑚 = 𝜖𝑚𝑘  

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝐶𝑗𝑖𝑘𝑚  

𝐶𝑖𝑗𝑚𝑘 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚  

Por lo tanto el número de constantes se reduce a 36. Y dado que  𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝐶𝑘𝑚𝑖𝑗  se tiene 

que sin importar el grado de anisotropía del material, se tendrán únicamente 21 constantes 

linealmente independientes. 

Al considerar un sólido elástico lineal, homogéneo e isotrópico se tiene 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝜆𝛿𝑖𝑗 𝛿𝑘𝑚 + 𝜇 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑚 + 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑘  + 𝛽(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑚 − 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑘 ) 

Pero por (1.10) 𝛽 = 0, por lo que 

𝑡𝑖𝑗 = (𝜆𝛿𝑖𝑗 𝛿𝑘𝑚 + 𝜇𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑚 + 𝜇𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑘 )𝜖𝑘𝑚  

De donde por superposición se puede reducir a dos constantes 

𝑇𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖𝑗 𝜖𝑘𝑚 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗  

Considerando 𝑖 = 𝑗 

𝑡𝑖𝑖 = 3𝜆𝜖𝑘𝑘 + 2𝜇𝜖𝑖𝑖 = (3𝜆 + 2𝜇)𝜖𝑖𝑖  

Entonces 

𝜖𝑖𝑗 =
1

2𝜇
 𝑡𝑖𝑗 +

𝜆

3𝜆 + 2𝜇
𝛿𝑖𝑗 𝑡𝑘𝑘  

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(1.9) 

(1.10) 
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Por otro lado, al considerar el cambio dimensional en un ensayo de tracción se puede 

definir el coeficiente 𝜈 como 

𝜈 =  −
𝜖𝑇
𝜖𝐿
  

Siendo 𝜖𝑇  y 𝜖𝐿 la deformación transversal y longitudinal respectivamente para obtener 

𝜆 =
2𝜇𝜈

1 + 2𝜈
 

Que es la constante de Lamé y carece de significado físico, así se pueden expresar las 

ecuaciones para esfuerzo y deformación de la forma 

𝑇𝑖𝑗 = 2𝐺  𝜖𝑖𝑗 +
𝜈

1−2𝜈
𝜖𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗   

𝜖𝑖𝑗 =
1

𝐸
 𝑡𝑖𝑗  1 + 𝜈 − 𝜈𝑡𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗   

Con constantes que tienen significado físico y están definidas de siguiente manera 

𝐸 = 2𝜇(1 + 𝜈) ; 𝜇 = 𝐺 

Donde 𝐸 es el módulo de elasticidad del material, 𝜈 el coeficiente de Poisson y 𝐺 el módulo 

de rigidez a corte del material. 

Para equilibrio se tiene (Ecuación de Cauchy) 

𝜕𝑇𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝑏𝑖 = 0 

Para desplazamientos se tiene  

𝜖𝑖𝑗 =
1

2
 
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
  

Las ecuaciones (1.15), (1.16) y (1.17) son necesarias para el planteamiento de la teoría de 

vigas. 

 

 

 

(1.15a) 

(1.15b) 

(1.16) 

(1.17) 
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1.2.2  Teoría de vigas 

La geometría de una viga presenta típicamente dos de sus dimensiones, las de la sección 

transversal, mucho más pequeñas que la longitud de la misma. El material está entonces 

confinado a los alrededores de una línea, el eje principal de la viga. La teoría de vigas es un 

modelo estructural aproximado basado en la teoría de la elasticidad. La viga es referenciada  

con un sistema coordenado en el cual 𝑥1 es el eje principal de la viga mientras que 𝑥2 y 𝑥3 

son las direcciones de la sección transversal, como se presenta en la Figura 1.6.  

El modelo se formula en términos de variables generalizadas definidas como: 

Esfuerzos generalizados- fuerzas internas ejercidas a lo largo de la sección transversal. 

Deformaciones generalizadas- deformaciones relativas a las fuerzas internas actuando a 

través de la sección transversal. 

Desplazamientos generalizados- desplazamientos de cuerpo rígido y rotaciones de la 

sección transversal. 

Estas cantidades se encuentran distribuidas  a lo largo del eje de la viga, el cual es el 

dominio de un modelo unidimensional. Del mismo modo que para la generación de un 

modelo exacto los tres grupos de ecuaciones, equilibrio (1.16), deformación-

desplazamiento (1.17) y esfuerzo-deformación (1.15) pueden ser establecidas en este 

modelo. Mientras que la teoría general de vigas (Timoshenko) incluye todas las 

deformaciones relativas a las fuerzas internas y momentos, la teoría simplificada (Euler-

Bernoulli) no considera fuerzas cortantes [51]. 

 

Figura 1.6 Dibujo de una viga con sección transversal arbitraria [51]. 
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1.4   Modelos de materiales celulares desarrollados 

mediante  elemento finito 

Dependiendo de la clasificación para un material celular en particular se buscan diversas 

formas de obtener mejores resultados en el estudio y predicción de su comportamiento a 

través de esta herramienta tecnológica. Sin importar si se trata de un sólido celular con 

estructura periódica o irregular, natural o de diseño, todos ellos contienen irregularidades 

que los afectan [15,26]. Considerando o no la presencia de los mismos, se han generado 

diferentes modelos con los elementos disponibles para su estudio. 

Para los sólidos celulares de celda abierta, comúnmente se consideran elementos viga 

(“beam” o “wire”), algunos modelos analíticos que consideran una sola celda utilizan 

también vigas para la construcción de la celda representativa. Para los modelos que se 

construyen con elementos viga, se utilizan elementos en los que se aplica la teoría de vigas 

de Timoshenko con la intención de incluir los efectos de flexión, así como deformación 

axial y cortante [3,4,10,27,37-40]. 

La Figura 1.7 a) pertenece a un estudio realizado sobre el efecto que tiene la orientación en 

el arreglo estructural periódico de un material celular, en ellos las secciones transversales 

de las vigas se consideran circulares con un radio  constante; cada una de las vigas es 

dividida en 4 elementos. Al realizar ensayos de compresión a las diferentes configuraciones 

presentadas se remarca la importancia que tiene la orientación de la carga; aquellos arreglos 

con elementos en la misma dirección que la carga pueden presentar una mejor resistencia, 

sin embargo, al variar ligeramente la dirección de la carga las propiedades disminuyen 

considerablemente. Este inconveniente se ve superado al contar con una estructura cuyos 

elementos se encuentren en diferentes direcciones, así sin importar la dirección de la carga 

las propiedades no se ven afectadas significativamente [3].  

En la Figura 1.7 b) se muestra el tipo de elementos considerados para materiales en 2D con 

geometrías distintas sometidas a una prueba de compresión, el número de elementos entre 

vértices va de 3 a 5 y dichos arreglos son sometidos en la simulación a un ensayo de 

compresión uniaxial. Además de la evaluación de las propiedades para las distintas 

geometrías, se analiza la respuesta éstas al eliminar elementos aleatoriamente, sometidas a 

las mismas condiciones de simulación [10].  

El tipo de estructuras en 2D evaluadas a diferentes velocidades de compresión, así como 

distintos grados de distorsión de dichas configuraciones es presentado en la Figura 1.7 c), la 

velocidad de compresión  va desde magnitudes cuasiestáticas hasta velocidades en las que 

se requiere la inclusión de las fuerzas de cuerpo. El número de elementos entre vértices es 

6. Dado que la dirección de la carga no es modificada, no se logra percibir el efecto de la 

distorsión bajo diferentes orientaciones, sin embargo si se relaciona  el aumento en la 
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distorsión con el aumento en la densidad relativa del material y en consecuencia una mejora 

en el esfuerzo de Plateau  [4].  

Para el modelado de una espuma de níquel considerando una celda unitaria de 

comportamiento anisotrópico propuesta por Gibson y Ashby [2], se presenta la Figura 1.7 

d), si bien este es un caso específico, en el trabajo se propone la aplicación de esta técnica 

para diferentes materiales celulares de celda abierta. Se resalta la despreciable diferencia de 

utilizar elementos con secciones transversales circulares o cuadradas y se varían los 

parámetros geométricos, espesor y longitud de las vigas, con los cuales se pueden obtener 

mejores resultados al comparar una simulación con el material real  [27].   

Para los 4 casos anteriores se considera la teoría de vigas generalizada, que corresponde a 

aquellos elementos conocidos como vigas de Timoshenko. Si bien este tipo de 

representación permite una generación menor de elementos, lo cual se traduce en una 

menor cantidad de recursos computacionales necesarios para el desarrollo del análisis, se 

debe tener en cuenta que tiene limitantes y no todos los materiales pueden ser modelados 

adecuadamente a través de ésta. 

En el caso de los sólidos celulares de celda cerrada la dirección general de los estudios 

previos, tiende en el sentido de modelarlos con elementos “shell” (o carcaza), ya sea 

generando un modelo de una muestra en particular, lo cual requiere diversas herramientas 

adicionales, o empleando una celda unitaria equivalente. El uso de estos elementos se 

ajustan de mejor forma que los elementos viga para los materiales con este tipo de 

estructura [11,23,25,35]. El número de elementos se incrementa, generando un aumento en 

el tiempo de cómputo requerido para el análisis. 

En la Figura 1.8 a) y b) se presenta el diseño de celdas unitarias para el análisis de la 

deformación, y para evaluar la geometría asimétrica respectivamente, de espumas de 

aluminio comerciales. Para ambos casos se pueden definir condiciones de contacto que 

permiten simular la etapa de densificación bajo un ensayo de compresión.  
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Figura 1.7  Representación de algunos modelos utilizados para el análisis de 

sólidos celulares de celda abierta considerando elementos viga: a) celda CS 

repetida periódicamente [3],  b) y c) modelos 2D utilizados para la evaluación de 

diferentes geometrías [10,4], y d) repetición de una celda unitaria con 

comportamiento anisotrópico [27].  

e) 

r ···· ~ · '.;:I 

<' y .. 
\ ... ./ 

b) 
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Mientras que para el modelo presentado en la Figura 1.8 b) se realizan ensayos de 

compresión a velocidades que permiten realizar un análisis cuasiestático, en 1.8 a), dado el 

incremento considerable de elementos, se propone el uso de factores de escala y velocidad 

dentro de una evaluación dinámica con la intención de disminuir los tiempos de cómputo. 

Pese a ser consideradas como buenas evaluaciones, ambas presentan defectos: 1.8 a) no 

predice la deformación localizada que se presenta en las evaluaciones experimentales 

mientras que para 1.8 b) las propiedades obtenidas a través del modelo resultan superiores a 

las obtenidas experimentalmente [23,25].  

La representación geométrica presentada en la Figura 1.8 c) corresponde al modelo 

obtenido a través de diversas técnicas que tiene como objeto obtener las propiedades de una 

espuma de acero inoxidable, considerando elementos “shell”, donde la muestra modelada 

es sometida a una compresión uniaxial de 10% [11]. Si bien la técnica utilizada para 

obtener la geometría resulta efectiva requiere de una gran cantidad de recursos 

computacionales así como tiempo, posterior a ello, el mallado de geometrías irregulares no 

resulta trivial, por lo que el costo del modelo aumenta de forma considerable. 

El uso de la tomografía de rayos X permite la obtención de geometrías reales de muestras 

particulares. Esta técnica puede ser utilizada tanto para materiales de celda cerrada como de 

celda abierta, sin importar la complejidad de la estructura, ésta puede ser reproducida 

digitalmente; sin embargo, éste proceso requiere de equipo costoso. Por otro lado es posible 

representarlos mediante geometrías sencillas y periódicas, dejando a un lado la necesidad 

de equipos no siempre disponibles.  

En la Figura 1.9 a) se presenta la geometría obtenida mediante tomografía de rayos X; ésta, 

al ser mallada con elementos “brick” (ladrillo), pierde la definición obtenida con dicha 

técnica pese a tratarse de un mallado de alta resolución, esta alta resolución aumenta el 

número de elementos considerablemente, lo cual se traduce en un aumento en el tiempo de 

solución del problema. 

En la Figura 1.9 b) se observa distinto refinamiento en el mallado considerando elementos 

tetragonales, la simulación de una misma condición lleva desde una hora hasta 170 horas de 

cómputo, dependiendo del refinamiento del mallado, encontrándose para éste último tiempo 

la convergencia de los resultados. Los valores obtenidos de la simulación para el módulo de 

elasticidad resultan mayores que los experimentales pero se presenta el caso contrario para 

el esfuerzo de cedencia [24,12]. Si bien la geometría obtenida resulta ser la presentada 

realmente, el mallado de ésta disminuye el detalle con el que puede evaluarse un 

determinado material. También se consideran celdas unitarias y son analizadas como 

geometrías sólidas, tal como se ilustra en la Figura 1.9 c), para calcular la energía de 

absorción de un material celular variando la densidad relativa en función de parámetros 

geométricos [13].  De nueva cuenta el mallado jugará un papel importante en la obtención 

de resultados.  
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Figura 1.8  Representación de algunos modelos utilizados para el análisis de 

sólidos celulares de celda cerrada considerando elementos “shell”: a) repetición 

periódica de celda unitaria[23], b) repetición periódica de celda unitaria con 

diferentes orientaciones de la misma [25] y c) muestra particular irregular 

evaluada con elementos “shell”  [11]. 

al 

bl 
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Figura 1.9  Representación de algunos modelos utilizados para el análisis de 

sólidos celulares con el  uso de geometrías del tipo sólid0: a) y b) mallado  de una 

muestra particular de esponja de aluminio y poliuretano respectivamente [24,12], y 

c) celdas unitarias sólidas [27].   

 

a) 

...... -

b) -

e) 
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1.5 Modelos de materiales estructurales 

desarrollados mediante elemento finito 

 

La evaluación de diferentes tipos de estructuras requiere de distintos tipos de técnicas. El 

diseño, análisis y optimización de las mismas se busca, entonces, sea aplicado de una forma 

rápida y precisa. Es por ello que se dedican distintos esfuerzos para obtener modelos que 

pese a ser sencillos permitan generar ideas adecuadas del comportamiento de este tipo de  

materiales. 

Uno de los esfuerzos planteados se presenta en la Figura 1.10, en el se desarrollan 

comparaciones de distintos modelos considerando por un lado elementos “shell” y, por el 

otro, elementos viga; Para el segundo tipo de elementos se realizan modificaciones a la 

teoría general de vigas con la finalidad de incluir condiciones adecuadas para secciones 

abiertas. Con una diferencia máxima porcentual para la torsión rotacional obtenida, que es 

de 2.7%, los resultados  de torsión absoluta resultan prácticamente los mismos. De forma 

similar, para la comparación entre modelos para evaluar el pandeo, se obtiene una máxima 

diferencia de 3.2%. Por lo que se concluye entonces que el uso de estas modificaciones a la 

teoría general de vigas hace posible empatar la exactitud de los resultados obtenidos con 

elementos “shell”, con aquellos obtenidos con elementos viga de sección abierta, lo cual 

reduce considerablemente los costos computacionales [67]. 

En la Figura 1.11 se muestra un estudio en el cual se propone la sustitución de algunos 

elementos que pueden ser considerados como elementos viga al realizar un par de análisis 

en un vehículo comercial: los postes A y B de ambos lados del vehículo, así como algunos 

elementos del techo. Dichos elementos son inicialmente de una geometría irregular 

compuesta por una lámina. Se propone entonces una sección transversal que sustituya a 

estos elementos. Los valores comparados son la rigidez a la torsión y rigidez a la flexión, 

ambos evaluados bajo un análisis estático; en un análisis dinámico se evalúan las 

frecuencias naturales obtenidas para las dos diferentes condiciones. 

 Las diferencias porcentuales obtenidas para la rigidez a la torsión y a la flexión son, 

10.15% y 0.45% respectivamente; entre las frecuencias obtenidas la máxima diferencia es 

de 6.7%. Posterior a la aplicación de factores de corrección (adición de términos a ecuación 

de una viga),  las diferencias porcentuales quedan 0.46% y 0.22%  para la rigidez a la 

torsión y flexión, respectivamente. Finalmente, la máxima diferencia entre las frecuencias 

es  de -0.68% [68]. 
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Figura 1.10 Geometrías deformadas para diferentes configuraciones de unión: a) 

simulada con elementos “shell” y b) simulada con elementos viga [67]. 

 

 

Figura 1.11 a) Modelo original del cuerpo del automóvil, b) modelo con 10 

elementos “shell” sustituidos con elementos viga [68]. 
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La BBS (“beam string structure”) es una estructura ligera que tiene la capacidad de cubrir 

una gran área; es usada en estadios, salones públicos y hangares para aviones, 

principalmente en Japón y China. Con la intención de optimizar la estructura presentada en 

la Figura 1.12, se realizan pruebas variando principalmente las secciones transversales de 

los elementos que la componen. Se reportan errores porcentuales promedio de 8% al 

comparar los valores reales con los obtenidos a través de modelos compuestos por 

elementos viga [69] 

En el sentido de la optimización de estructuras se tienen trabajos en los que se expone la 

falta de cohesión entre paqueterías de análisis y de diseño, considerándolas aisladas una de 

otra y proponiendo una paquetería que vincule la sencillez en el manejo del diseño tomando 

en cuenta desde luego el valor del análisis estructural. Así, al intentar conjugar dichas 

características se diseñó un programa capaz de hacer coexistir de una forma adecuada tanto 

al diseño como al análisis, la formulación del análisis se basa en la teoría general de vigas y 

se presentan algunos ejemplos en dos dimensiones, uno de ellos presentado en la Figura 

1.13. Como ventajas se resalta la posibilidad de realizar rápidas modificaciones a una 

estructura dada y con ello obtener una geometría adecuada al problema, sin embargo al 

ganar esa facilidad en el modelado la profundidad en el análisis se disminuye  pudiendo 

tener solamente estructuras en dos dimensiones [70]. 

 

 

Figura 1.12 a) Proyecto de una arena multifuncional, b) modelo con elementos viga 

del techo BBS [69]. 
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Figura 1.13 Ejemplo de una geometría estructural generada de forma rápida y cuya 

modificación resulta sencilla para ser evaluada [70]. 
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El desarrollo de un conjunto ordenado de pasos para la evaluación, diseño y análisis de 

materiales estructurales permite el óptimo tratamiento a un problema de esta índole, lo que 

se traduce en una eficiente obtención de resultados. De acuerdo con la revisión del estado 

del arte se propone una metodología que tiene como fin la generación eficaz de modelos de 

este tipo de materiales, y/o sistemas. 

1. Identificación de la geometría 

El primer problema a abordar al modelar materiales celulares o estructurales es su 

geometría ya que, pese a trabajar con materiales ingenieriles de estructuras periódicas, se 

tienen variaciones inherentes a los procesos de fabricación de los mismos. Para estructuras 

metálicas se puede usualmente hacer uso de los planos, en caso de estar disponibles, o se 

puede recurrir a la obtención de las geometrías a través de la medición directa. Para los 

materiales celulares se presentan diferentes posibilidades para la determinación de la 

geometría. 

En el caso de las espumas generadas a través de elementos espumantes  se presenta una 

irregularidad considerable en el material: regiones con una mayor concentración de poros, 

diferentes espesores de pared así como heterogeneidad en los mismos, tamaños y 

geometrías de poros no regulares ni con orientación preferencial; para aquellos que son 

obtenidos a través de procesos de sinterizado se puede controlar de una mejor manera el 

tamaño, distribución y forma de los poros, sin embargo aún se pueden presentar 

irregularidades en las paredes de los mismos. 

Para las estructuras naturales, pese a encontrarse arreglos ordenados geométricamente, no 

resultan perfectos, por lo que se tienen diversos defectos que afectan el comportamiento 

mecánico de dichos materiales; así mismo en la naturaleza se encuentran materiales 

celulares con un arreglo complejo. En el caso de estructuras se presentan usualmente 

geometrías regulares pero no necesariamente periódicas. 
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Sin importar el detalle con el que se pueda simular una muestra en particular de un material 

dado, siempre se tendrá una diferencia con el comportamiento real del material. Incluso con 

modelos que consideran el detalle de la estructura, el comportamiento puede variar respecto 

al real dado que las propiedades resultan ser las asociadas a la muestra particular modelada. 

Es en este punto donde se debe evaluar la relación costo-beneficio de un proceso de 

análisis, diseño, optimización, y/o evaluación mediante paquetería de elemento finito de un 

material dado. Esta relación no queda limitada a las capacidades del equipo computacional 

disponible, sino a las características de producción del material o estructura estudiados. 

Dado que,  tanto para los materiales celulares como para las estructuras metálicas, se tienen 

costos asociados a procesos de producción complejos así como cantidad de material, resulta 

de suma importancia realizar un estudio de las propiedades esperadas dependiendo de las 

solicitaciones particulares a las cuales será sometido ya que el proceso de prueba-error con 

prototipos físicos resulta impráctico. 

En la rama de los materiales celulares se pueden encontrar aquellos en los que resulta 

sencillo determinar el tipo de elementos con los cuales modelar su comportamiento, en 

algunos otros no resulta trivial y es precisamente en estos en los que se debe hacer una 

elección que se adecue a las necesidades particulares del problema. 

Para los elementos de celda abierta resulta práctico el uso de elementos viga para una 

primera aproximación.  Para la generación en tres dimensiones de este tipo de materiales se 

puede generar una celda unitaria y ser repetida periódicamente para simular la estructura 

del material [3]; por otro lado, si el material no es regular se puede reproducir a través de la 

técnica de celdas de Voronoi [4,38-40,47]. 

En el caso de los materiales de celda cerrada y aleatoriedad en la distribución y forma de   

la misma se pueden representar con el diseño de una celda unitaria de repetición periódica 

(ya sea con elementos viga, “shell”, o una combinación de ellos) con la que se busque 

simular el comportamiento del material [27], o con la aplicación de técnicas para la 

digitalización de una muestra particular utilizando elementos “shell” [11]; para aquellos 

que presentan una regularidad en la estructura pueden ser aproximados con celdas 

compuestas por elementos “shell” repetidas en las diferentes direcciones. 

Si bien en el caso de las estructuras metálicas puede resultar más sencilla la identificación 

geométrica, pese a tener arreglos regulares, al no ser éstos periódicos la representación 

puede resultar más lenta debido a  las características particulares de las mismas. 
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2. Definición de las propiedades 

Una vez obtenidas las geometrías es necesario definir las propiedades del material del que 

estarán compuestos los elementos del material estructural. En algunos casos, 

particularmente para materiales celulares, dependiendo de la idealización del modelo 

existen autores que asignan 0.75𝐸𝑠 , donde 𝐸𝑠 es el módulo de elasticidad del material de 

los elementos [11]; esto con la intención de considerar los defectos asociados a los mismos, 

tales como poros o irregularidades en la sección transversal. La mayoría, sin embargo, tanto 

para materiales celulares como para estructuras metálicas asignan los valores sin agregar 

algún tipo de corrección al módulo de elasticidad, esfuerzo de cedencia,  coeficiente de 

Poisson, así como esfuerzo y deformación máximos [3,4,9,12,13,23,25,36-38,67-69]. 

 

3. Asignación de propiedades 

Una de las ventajas del uso de elementos “shell” y viga para el modelado radica en la 

sencillez con que se pueden modificar la orientación y/o geometría y/o espesor de las 

secciones transversales de los elementos, esta posibilidad, en caso de modelar con la 

intención de determinar dichos parámetros en función de las solicitaciones particulares del 

problema resulta de gran utilidad ya que se elimina la necesidad de generar reiterativamente 

la estructura general para obtener un resultado óptimo. 

Particularmente, para aquellos materiales que presentan orden geométrico considerable y 

cuya representación se desarrollará a través de la repetición consecutiva de una celda 

unitaria, la acción repetitiva de ensamble y unión de varias de estas piezas se traduce en una 

rápida generación de la geometría estructurada del material. 

 

4. Determinación del tipo de análisis y acotación de variables 

de salida 

Dependiendo de la aplicación a la cual está destinada el material bajo estudio se define el 

tipo de pruebas a las que será sometido el modelo, por ejemplo dada la capacidad de los 

materiales celulares para absorber energía, éste puede ser evaluado con la intención de 

observar su comportamiento bajo diferentes rapideces de deformación [4,8,14], para este 

tipo de pruebas no basta con un análisis cuasiestático y es necesaria la consideración de 

condiciones dinámicas; por otro lado, cuando la aplicación del material se centra en la 

resistencia, una evaluación cuasiestática resulta conveniente. Así mismo, se tiene también 

la posibilidad de realizar análisis de perturbación lineal que permiten obtener información 

importante dependiendo del modelo en particular bajo estudio. 
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 Es importante definir el tipo de resultados que se desea obtener del análisis realizado, sin 

importar el tipo de paquetería que se utilice para resolver el problema, la adecuada elección 

de las variables de salida permiten que el tamaño de los documentos de salida no crezcan de 

manera desmedida. 

Para aquellos modelos en los que sea posible, es necesario especificar la existencia de 

contacto entre los elementos durante el proceso de simulado, por ejemplo si se desea 

someter el material a una prueba de compresión y se espera corroborar el comportamiento 

de la muestra con el obtenido de forma experimental y comparar los tres comportamientos 

previstos para esta prueba (región elástica, deformación de Plateau y densificación) es 

necesario especificar esta interacción entre los elementos, ya que de otra forma sólo se 

observarían los primeros dos [23,40]. Tomando en cuenta el rango de trabajo útil de las 

estructuras metálicas estas condiciones de contacto no suelen ser requeridas. 

 

5. Definición de las condiciones de frontera 

Una vez definidos los diferentes parámetros relacionados con el comportamiento del 

material se requiere establecer las condiciones de frontera del sistema, las cuales dan una 

solución particular para el sistema, de tal forma que la elección de las mismas resulta 

relevante. 

En general, la evaluación de materiales celulares consiste en ensayos de compresión 

uniaxial, en los que la dirección de la carga está bien definida; sin embargo para aquellos en 

los que la dirección de la carga puede variar se realiza una prueba de compresión angulada, 

la cual brinda información sobre el comportamiento del material sometido a esfuerzos 

cortantes [25]. Para los ensayos de compresión se utilizan rapideces de  deformación  que 

van  de  los 10
-4

 [s
-1

]  hasta  cercanas a 10
3
 [s

-1
], que se encuentran dentro del rango para ser 

consideradas deformaciones cuasiestáticas [7,14,18,20-22,26,38,], al utilizar rapideces 

mayores ya no se puede hacer la evaluación bajo la consideración anterior [14,23]. 

Usualmente para simular este ensayo a los elementos inferiores se les asigna una limitación 

de desplazamiento vertical mientras que a los elementos superiores se les puede asignar la 

velocidad antes mencionada o se puede incluir un elemento analíticamente rígido con la 

intención de simular el cabezal de una máquina de ensayos, a la cual se le asigna la 

velocidad definida. 

Para las estructuras metálicas, dado que usualmente se tiene la representación completa (no 

sólo una porción como para materiales celulares) las evaluaciones a las que es sometido 

buscan simular las condiciones reales de trabajo de la misma. Esto implica la determinación 

particular de las condiciones de frontera, dependiendo del problema estudiado.  
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6. Mallado 

El mallado de la geometría generada en pasos anteriores es un factor cuya importancia debe 

ser considerada desde la selección del tipo de elementos a utilizar, dependiendo del tipo 

seleccionado será la cantidad de nodos que se generarán al mallar y por tanto la cantidad de 

recursos computacionales necesarios para obtener una solución. 

El mallado del modelo es de suma importancia ya que de éste depende en gran parte la 

exactitud de los resultados obtenidos, si bien algunos autores coinciden en que el número 

de elementos adecuado para la convergencia de los resultados se encuentra entre 4 y 10 

[3,4,24,37]. Dado que cada modelo contiene particularidades resulta conveniente hacer una 

evaluación con valores cercanos a los mencionados con la intención de obtener resultados 

exactos en el menor tiempo posible. 

Conforme la complejidad de las geometrías aumenta, es decir, de elementos “wire”, “shell” 

y sólido, la complejidad en el mallado aumenta, de esta forma pese a tener geometrías 

reales de muestras particulares de un material dado se puede reducir considerablemente la 

exactitud de los resultados al mallar la misma con un tipo de elementos y refinamiento 

inadecuados. En caso de obtener resultados satisfactorios se puede recurrir a la 

modificación del mallado para así determinar la variación en los resultados obtenidos. En 

caso de encontrar incongruencias o errores en los valores entregados por la solución se 

recurre a la reevaluación del modelo.  

El Diagrama 2.1 muestra en un esquema el conjunto de pasos descritos anteriormente que 

permiten la generación de un modelo. 
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Diagrama 2.1  Esquema de metodología de pre-procesamiento de materiales 

estructurales. 
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En el presente capítulo se desarrollan dos casos de estudio de distinta índole con los cuales 

tienen la función de ejemplificar los alcances y utilidad de la teoría que los componen así 

como la aplicación de la metodología presentada anteriormente.  

El primer caso se dedica a un sólido celular elaborado con una aleación de titanio. A través 

de un método novedoso se busca aprovechar las propiedades mecánicas de dicha aleación 

con la intención de optimizar su aplicación como material para implantes óseos. Las 

dimensiones del material pueden alcanzar algunos centímetros pero para llevar a cabo la 

caracterización del mismo no se requiere más que algunos milímetros. La geometría regular 

de este caso permite que la obtención de un modelo general no sea tan compleja, sin 

embargo, dada la irregularidad en los elementos que lo componen hacen que la asignación 

de propiedades geométricas a estos elementos no sea trivial. 

En el segundo caso se presenta el análisis a la estructura de un autobús de pasajeros 

compuesta de perfiles comerciales de acero. Con el análisis se identificarán elementos o 

regiones que permitan su modificación para obtener una disminución en el peso 

manteniendo la rigidez y resistencia de la estructura. La longitud de la estructura es mayor a 

los diez metros, sin embargo la técnica aplicada a su análisis es la misma que para el primer 

caso. Dada la geometría particular de esta estructura, la composición de este modelo resulta 

mucho más compleja que la primera, principalmente en el tiempo requerido para la 

construcción de la geometría. 

La principal diferencia entre los casos de estudio es el orden de magnitud: mientras que  el 

primer caso se mantiene dentro de una par de milímetros, el segundo consiste en varios 

metros. Tanto el campo de aplicación de estos como las condiciones particulares bajo las 

cuales son evaluados son distintas, pero la teoría y metodología bajo la cual son 

simplificados y  analizados es compartida. 

Ambos casos son analizados en la paquetería comercial de elemento finito Abaqus 6.11®. 
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3.1  Caso A. Espuma de titanio. 

El objetivo de este primer caso es la caracterización mecánica de un sólido celular, 

obtención del módulo de elasticidad y esfuerzo de cedencia; para ello se emplea la 

metodología presentada para realizar las simplificaciones que permitan una rápida 

obtención del modelo. Dado que se cuenta con los valores experimentales de rigidez y 

resistencia se realiza una variación de parámetros en el modelo que permitan empatar 

ambos valores teniendo como prioridad el módulo de elasticidad, tomando en cuenta el 

rango de trabajo del material.  

Los parámetros considerados fueron el diámetro de la sección transversal y el número de 

elementos en el mallado de las vigas que conforman el  material. Así, sin perder de vista el 

adecuado aprovechamiento de los recursos computacionales, se definieron aquellos que 

entregaban los menores errores porcentuales para las propiedades mecánicas del material. 

Después, el modelo definido se analizó con el fin de identificar la información adicional 

que puede ser aprovechada; así, se presentan la distribución de esfuerzos en deformación 

elástica y plástica,  así como el comportamiento de los desplazamientos del material, para 

condiciones de frontera que simulan una prueba de compresión.  

Posteriormente, se obtienen las propiedades mecánicas de los modelos mecánicos 

presentados en la sección 1.1.2, considerando las constantes para ellos propuestas. Estos 

resultados se comparan con los valores experimentale. Dadas las diferencias encontradas se 

obtienen y proponen un par de constantes que permitan al modelo mecánico entregar 

mejores resultados. 

Finalmente se realiza un análisis del efecto de la variación del diámetro de la sección 

transversal. Una primera parte tiene la intención de observar el rango de valores que puede 

adquirir  la rigidez del material al variar este parámetro para así, en caso de ser necesario, 

optimizar esta propiedad de acuerdo a los requerimientos que la aplicación demande. La 

segunda parte busca evaluar el comportamiento de las constantes antes propuestas para el 

modelo analítico, tanto en rigidez como en resistencia, para un umbral de densidades 

relativas mayor. 
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3.1.1 Introducción 

Dadas las excelentes características de biocompatibilidad, propiedades mecánicas, 

resistencia a la corrosión, así como propiedades de oseointegración, la aleación Ti-6Al-4V 

resulta una de las más populares para ser usada en la fabricación de implantes médicos 

[52,53,57,61,62]; sin embargo la implementación de dicha aleación como una pieza sólida 

aún genera problemas de sujeción a largo plazo debido a la diferencia de rigidez entre el 

implante y el tejido óseo [52]. El desarrollo de nuevos procesos de conformado permite la 

generación de piezas complejas con las cuales se pueden explotar plenamente las 

propiedades de un material determinado. 

El material modelado en este caso de estudio se presenta en la Figura 3.2. Este material se 

elabora a través de un proceso llamado fusión por haz de electrones (EBM por sus siglas en 

inglés) mostrado en la Figura 3.1. Esta técnica permite la generación de arreglos periódicos  

o aleatorios diseñados en computadora, lo 

cual brinda una amplia posibilidad en el 

desarrollo de éste y otro tipo de 

materiales. El sistema EBM tiene el 

principio de funcionamiento de un 

microscopio electrónico de barrido (SEM), 

en éste se genera un haz de electrones (1), 

el cual es enfocado (2) y dirigido (3) a 

través del uso de bobinas, a una región 

determinada fundiendo el material en 

forma de polvo provisto por los 

contenedores (4), éste es distribuido por el 

rastrillo (5) cada vez que una capa ha sido 

completada. Al ocurrir esto, la mesa (7) se 

mueve hacia abajo generando la pieza (6). 

El proceso se lleva a cabo en vacío [52-

60]. 

El material se puede identificar fácilmente 

como una estructura periódica, tal como se 

observa en la figura 3.2 b), sin embargo la 

geometría de la misma no resulta sencilla 

ya que la superficie de las barras que lo 

componen es irregular. Para la 

identificación de la geometría se requirió 

de la observación con estereoscopios y 

microscopios ópticos. 

 

Figura 3.1 Esquema del sistema EBM. 

Generación del rayo de electrones (1); 

lentes de enfoque (2); bobinas de 

deflexión (3); contenedores de material 

(4); rastrillo (5); pieza (6); mesa 

deslizable (7) [52]. 
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La primer técnica resultó útil en la determinación de la geometría y una primera 

aproximación a las dimensiones; como se muestra en la Figura 3.2 c) y d) vista a contra luz 

se identifica parcialmente el arreglo presente en el material de dos vistas a 90 grados 

respectivamente, así, con la longitud y diámetro de la muestra se pueden aproximar las 

dimensiones de la celda unitaria considerando el orden geométrico presente en el diseño.  

 

a)  
b)  

c)  d)  
Figura 3.2 a) Probeta de esponja Ti-6Al-4V y b) acercamiento. c)  y d) Vista lateral 

a contra luz con 90° de diferencia.  
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El uso de esta segunda técnica permitió realizar mediciones más precisas una vez 

determinada la geometría. Con el uso de la paquetería para microscopía óptica AxioVision, 

se corroboran las dimensiones planteadas con el uso de diferentes lentes. La Figura 3.3 

muestra la periodicidad del material; la medición de la distancia entre los elementos 

cortados transversalmente resultó en un promedio de 0.995 mm en ambas direcciones, lo 

cual coincide con el cálculo realizado de 1mm con el método anterior. Con esta misma 

figura, se determinó una medida promedio para el espesor o diámetro de las secciones 

transversales, resultando en 0.5033 mm. 

 

Figura 3.3 Vista de la cara circular del material en la que se realizó un corte.  

 

De forma similar con el uso de AxioVision se obtuvo la distancia promedio entre los 

vértices de los elementos de un costado de la muestra para determinar la altura de la celda 

unitaria. La Figura 3.4, compuesta por 8 imágenes permitió definir con mayor precisión 

dicha distancia, aproximada inicialmente en 1.5 mm, resultando en 1.44 mm. 
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Figura 3.4 Vista longitudinal de un costado de la muestra a) del microscopio y b) 

con la superposición de la geometría identificada. 

3.1.2  Desarrollo del modelo computacional 

  Identificación de la geometría 

De acuerdo con las observaciones y mediciones realizadas anteriormente, para el caso de 

estudio particular se propone la celda unitaria con la geometría y dimensiones mostradas en 

la Figura 3.5. 

 

Figura 3.5 Propuesta de celda unitaria para el material bajo estudio. Las 

coordenadas presentadas se encuentran en mm, la magnitud de sección transversal 

obedece únicamente a aspectos de visualización.  
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   Ensamble y unión de las celdas 

Con la celda disponible se puede armar el material al repetir ésta en las tres direcciones 

coordenadas como se ilustra en la Figura 3.6. 

 

Figura 3.6 Generación de la probeta partiendo de la celda unitaria. Dicha probeta 

incluye más de cien celdas unitarias. El diámetro de los elementos es 

representativo. 

 

  Definición de las propiedades 

El material asignado a los elementos viga corresponde a la aleación TiAl6V4, cuyas 

propiedades se muestran en la Tabla 3.1. 

Tabla 3.1 Propiedades mecánicas de la aleación Ti6Al4V [52,56].  

E [GPa] G [GPa] 𝝂[1] 𝝈𝒚[MPa] 𝝈𝒎á𝒙[MPa] 𝜹𝒎á𝒙 [%] 𝝆 [kg/m
3
] 

114 42 0.342 950 1150 15 4430 
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De acuerdo con las mediciones hechas previamente, inicialmente se asignó una sección 

transversal circular constante a  cada uno de los elementos con un radio de 0.25 mm. Dada 

la idealización de una sección transversal circular constante, se supone la obtención de 

propiedades superiores a las que puede presentar el material, el cual presenta irregularidad 

tanto en la sección transversal como en los acabados superficiales de las mismas. Por ello 

se generan secciones transversales adicionales que permitan la adecuada correlación con los 

datos experimentales. 

  Determinación del tipo de análisis y acotación de variables de salida 

De acuerdo con la aplicación particular del material celular bajo estudio se realiza una 

prueba de compresión virtual, tomando en cuenta que  la velocidad de desplazamiento del 

cabezal utilizada en la prueba experimental de compresión fue de aproximadamente 

0.5𝑥10−3 𝑠−1 y, de acuerdo con Zheng [4], al ser menor a 10−3 𝑠−1 el análisis se puede 

simular sin considerar los efectos de la masa, es decir, con un análisis estático. 

Las variables de salida requeridas son esfuerzo, desplazamiento, energía interna, fuerzas y 

momentos de reacción. 

El tipo de elementos utilizados no permite obtener en un ensayo de compresión la tercera 

parte del comportamiento de materiales celulares sometidos a esta prueba, la densificación, 

ya que al definir a los elementos como líneas no se pueden asociar superficies que entren en 

contacto.  De acuerdo con el rango de trabajo en la cual se aplica el material estudiado esto 

no resulta ser una limitante. 

  Definición de las condiciones de frontera 

Para simular la prueba de compresión se tienen dos posibilidades, se puede limitar el 

desplazamiento de los nodos de la base de la probeta, mientras que a los nodos de la parte 

superior se les asigna un desplazamiento negativo de acuerdo con el sistema de referencia 

seleccionado, ambos en dirección vertical; por otro lado se pueden generar superficies 

analíticamente rígidas que simulen tanto el cabezal como el plato de la máquina de pruebas. 

Las condiciones de frontera se definen de la siguiente forma: los nodos inferiores son 

empotrados, es decir, se restringe cualquier movimiento, y a los nodos superiores se les 

asigna un desplazamiento negativo en el eje vertical mientras que los grados de libertad 

restantes son nulos. Al utilizar elementos analíticamente rígidos se debe definir condiciones 

de contacto entre éstos los y  los nodos, tanto de la parte superior como inferior.  

El uso de elementos analíticamente rígidos permite una extracción de resultados mucho 

más eficiente en comparación con la asignación de condiciones de frontera a nodos 

individualmente por lo que es ésta la opción implementada. 
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La placa inferior, (2) en la Figura 3.7, es restringida en seis grados de libertad (𝑈1 = 𝑈2 =

𝑈3 = 𝑈𝑅1 = 𝑈𝑅2 = 𝑈𝑅3 = 0), mientas que a la placa superior (1) le es asignado un 

desplazamiento vertical que representa el 11% deformación de la muestra (𝑈3 =

−11% ; 𝑈1 = 𝑈2 = 𝑈𝑅1 = 𝑈𝑅2 = 𝑈𝑅3 = 0), valor promedio para el cual se presenta la 

falla en las muestras experimentales, mientas que el resto de los grados de libertad queda 

restringido. Adicionalmente se define el contacto entre las placas y el material, (1)-(3) y 

(3)-(2), al asignar un coeficiente de fricción entre el acero y la aleación de titanio de 0.2.  

 

Figura 3.7 Esquema del modelo del material y elementos para simular una prueba 

de compresión. Placas analíticamente rígidas (1) y (2), la primera con 

desplazamiento vertical  y la segunda con 6 grados de libertad igual a cero. Probeta 

de material celular generada (3).   

  Mallado 

El tipo de elementos utilizados en el mallado fueron elementos viga con configuración 

cuadrática denominada B32, los cuales toman en cuenta los esfuerzos cortantes, 

coincidentes con la teoría general  de vigas (Timoshenko) [51]. Se consideró inicialmente la 

segmentación de cada viga en 3 elementos, en el siguiente punto se presenta la evaluación 

de convergencia de resultados. 

 

 



 
41 Capítulo 3. Casos de estudio 

3.1.3  Obtención y análisis de resultados 

De acuerdo con lo planteado anteriormente se obtienen los resultados mostrados en la Tabla 

3.2. En ella se pueden observar las evaluaciones realizadas al considerar cuatro  diámetros 

diferentes, 0.40, 0.41, 0.42 y 0.50 mm, todos ellos evaluados con 1, 3, 5, 7 y 9 elementos 

entre cada vértice. Se presentan el módulo de elasticidad y el esfuerzo de cedencia,  así 

como  el error  relativo  tomando  como   valores  experimentales 𝐸 = 3010 𝑀𝑃𝑎 ± 8% y 

𝜍𝑦 = 77.7 𝑀𝑃𝑎 ± 8% [44], respectivamente. De igual forma se puede ver la relación de 

variación del tiempo de cómputo requerido para la solución del problema 𝑁𝑡 = 𝑡𝑛 𝑡1 , 

considerando a 𝑡1 como el menor tiempo posible, es decir, el tiempo obtenido con un solo 

elemento entre vértices, y siendo 𝑡𝑛  el tiempo requerido para 𝑛 elementos entre vértices. La 

última columna presenta el porcentaje de error asociado al número de elementos entre 

vértices, para este caso se toma como referencia la evaluación hecha con el mayor número 

de elementos: nueve elementos entre vértices. 

Tabla 3.2 Resultados de evaluaciones realizadas al material celular con 4 diámetros 

distintos y diferentes números de elementos entre vértices.  

Nombre Diámetro 

[mm] 

No. 

Elem. 

E [Mpa] 𝝈𝒚[MPa] %e E %e 𝝈𝒚 𝑵𝒕 % e 

conv. 

4002A1 0.4 1 3204 78.08 6.45 0.49 1 2.94 

4002A3 0.4 3 3164.9 63.47 5.15 18.32 7.42 1.69 

4002A5 0.4 5 3114.7 64.26 3.48 17.29 16.96 0.07 

4002A7 0.4 7 3113 62.35 3.42 19.76 26.89 0.02 

4002A9 0.4 9 3112.4 63.23 3.40 18.63 34.27 0 

4102A1 0.41 1 3440.8 82.32 14.31 5.94 1 1.35 

4102A3 0.41 3 3398.2 67.12 12.90 13.62 5.26 0.10 

4102A5 0.41 5 3395.5 64.90 12.81 16.48 7.66 0.02 

4102A7 0.41 7 3395 64.20 12.79 17.37 11.97 0.00 

4102A9 0.41 9 3394.9 65.94 12.79 15.13 16.52 0 

4202A1 0.42 1 3682 84.70 22.33 9.01 1 2.92 

4202A3 0.42 3 3637 69.66 20.83 10.34 5.39 1.66 

4202A5 0.42 5 3634.2 69.87 20.74 10.08 9.16 1.58 

4202A7 0.42 7 3578.3 72.13 18.88 7.17 15.54 0.02 

4202A9 0.42 9 3577.5 71.86 18.85 7.51 24.55 0 

5002A1 0.5 1 5904.9 140.24 96.18 80.48 1 2.66 

5002A3 0.5 3 5838.9 116.28 93.98 49.66 4.88 1.51 

5002A5 0.5 5 5757.3 118.15 91.27 52.06 10.18 0.09 

5002A7 0.5 7 5754 118.75 91.16 52.83 15.35 0.03 

5002A9 0.5 9 5752 118.55 91.10 52.57 23.46 0 
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En la Figura 3.8 y 3.9 se muestra el comportamiento de la convergencia de resultados al 

aumentar el número de elementos y del tiempo requerido para la solución del problema 

respectivamente. En la primera se encuentra la convergencia para tres casos (0.40, 0.41 y 

0.50 𝑚𝑚) con 5 elementos, sin embargo se presenta una excepción para el caso restante 

(0.42 𝑚𝑚), el cual alcanza la convergencia con 7 elementos. Si bien el tiempo para 5 y 7 

elementos promedia 8 y 15 veces el tiempo requerido considerando un solo elemento 

respectivamente. Dado que no se tiene convergencia con 5 elementos, para 0.42 𝑚𝑚, el 

número de elementos determinado para discretizar cada viga es 7. 

 

 

Figura 3.8 Convergencia de resultados en porcentaje de error contra número de 

elementos, considerando como referencia  el máximo número de elementos 

evaluados: nueve, para cuatro valores de diámetro distintos  (0.40, 0.41, 0.42 y 0.5 

mm). 
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Figura 3.9 Tiempo procesamiento en función del número de elementos, tomando 

como referencia un solo elemento entre vértices (𝒕𝟏), para cuatro valores de 

diámetro distintos  (0.40, 0.41, 0.42 y 0.5 mm).  

Al extraer los resultados obtenidos de las soluciones para los casos en los que se discretizó 

cada viga en 7 elementos se tiene lo presentado en la Tabla 3.3. Tal como se esperaba, la 

idealización de una sección transversal constante con un diámetro de 0.50 𝑚𝑚 presenta 

propiedades muy superiores a las experimentales, superándolas en 91.16% y 52.83% para 

el módulo de elasticidad y el esfuerzo de cedencia, respectivamente. Al considerar un 

diámetro de 0.40 se obtiene el menor porcentaje de error para el módulo de elasticidad. Al 

considerar que la aplicación del material caracterizado está restringida al rango elástico 

sería ésta dimensión la adecuada para realizar el modelado de este material.  

La sección transversal con diámetro de 0.41 𝑚𝑚 permite observar el pronunciado efecto de 

ésta en el módulo de elasticidad: basta un aumento de 0.01 mm para aumentar 8% el error 

porcentual mientras que con 0.02 𝑚𝑚 el error aumenta a  18.88%. 

Tabla 3.3 Módulo de elasticidad y esfuerzo de cedencia utilizando 7 elementos entre 

vértices. 

Nombre E [MPa] 𝝈𝒚[MPa] %e E %e 𝝈𝒚 

4002A7 3113 62.35 3.42 19.76 

4102A7 3395 64.20 12.79 17.37 

4202A7 3578 72.13 18.88 7.17 

5002A7 5754 118.75 91.16 52.83 
 

     

0

7

14

21

28

35

0 2 4 6 8 10

N
t 
[1

]

Número de elementos

0.40

0.41

0.42

0.50



 
44 Capítulo 3. Casos de estudio 

La Figura 3.10 muestra el comportamiento del material con una deformación aproximada 

de 1.77%, próximo a abandonar el rango de deformación elástica. Los esfuerzos se 

comienzan a concentrar principalmente en los vértices de las celdas, sin embargo se puede 

observar que en la base de aquellos elementos que comparten orientación (0,1,1) se 

presentan los mayores niveles. Así al ir incrementado la deformación se sugiere que la falla 

del material puede comenzar en estas zonas. 

De lado izquierdo se pueden identificar algunos elementos que no participan en el soporte 

de la carga, estos elementos al no estar conectados no participan en la distribución de la 

misma. Si bien estos podrían ser removidos del modelo sin convertirse en una tarea ardua 

se permite la permanencia de los mismos ya que en la probeta (Figura 3.3 c y d) se pueden 

identificar elementos similares en los costados de ésta. 

 

Figura 3.10 Distribución de esfuerzos de Von Mises (MPa) del material al ser 

sometido a una compresión vertical con una deformación aproximada de 1.77%. El 

diámetro de los elementos viga se encuentra escalado para mejorar la visualización.  
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Al alcanzar la máxima deformación planteada para el ensayo (11%) se tiene la distribución 

de esfuerzos mostrado en la Figura 3.11, ya completamente dentro del rango plástico son 

los vértices aquellos puntos en los que se encuentran las mayores solicitaciones. En general 

los puntos medios entre dos vértices presentan los valores menores, sin embargo esto se 

intensifica en la parte inferior derecha de la imagen, debido a la asimetría existente en dos 

caras de la probeta, fácilmente identificable en la Figura 3.10, donde se observan elementos 

que no contribuyen a soportar la carga.  

También se puede observar que aquellos elementos que se encuentran en la periferia, es 

decir, en las caras de la probeta presentan un esfuerzo menor en la parte media entre dos 

vértices pero no se tienen valores tan bajos como los presentes en elementos centrales.  

 

 

Figura 3.11 Distribución de esfuerzos de Von Mises (MPa) del material al ser 

sometido a una compresión vertical con una deformación aproximada de 11%.  
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Respecto a la forma de deformación (ver Figura 3.12) se observa desplazamiento en la 

componente vertical, es decir, en el eje z. El color negro corresponde a los mayores 

desplazamientos mientras que el  gris a aquellos que presentan los menores 

desplazamientos en la dirección de este eje. Se puede observar el comportamiento en forma 

de “V”, este corresponde con materiales de tipo panal de abeja, es decir, a materiales con 

forma hexagonal sometido a compresión cuasiestática, se supone será en alguna de las 

diagonales que componen esta “V”, la dirección en la que se presentará la falla [4]. 

 

 

Figura 3.12 Magnitud de desplazamientos (mm) en dirección del eje Z del material 

al ser sometido a una compresión vertical con una deformación aproximada de 

11%. El diámetro de los elementos viga se encuentra escalado para mejorar la 

visualización. 
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La Figura 3.13 conjunta los comportamientos esfuerzo-deformación para los tres diámetros 

con los menores porcentajes de error tanto para el módulo de elasticidad como esfuerzo de 

cedencia, todos ellos son comparados con el comportamiento de referencia promedio. Al 

superponer las diferentes curvas esfuerzo deformación obtenidas se puede generar una 

mejor idea respecto a las diferencias obtenidas en los modelos evaluados. La curva 

correspondiente para 0.40 𝑚𝑚 es la que presenta el menor error (3.42%) en la región 

elástica, sin embargo, el error  en  el esfuerzo de cedencia reportado resulta 2.39% mayor 

que  el reportado para un diámetro de 0.41 𝑚𝑚. Dependerá de las necesidades particulares 

la selección de una u otra magnitud para el modelo, sin embargo se debe tener en cuenta la 

precisión con que se puede producir realmente el material, entonces esta variación en 

diámetros refleja en realidad la influencia de factores, como en este caso el espesor o 

diámetro de los elementos, en las propiedades finales del mismo. 

 

 

Figura 3.13 Curvas esfuerzo-deformación para el comportamiento promedio de 

referencia y 3 diámetros distintos (0.40, 0.41 y 0.42 mm).  
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De acuerdo con las ecuaciones (1.5) y (1.8) propuestas para un modelo micromecánico 

compuesto de una celda unitaria para espumas de celda abierta, y considerando las 

constantes 𝐶1 = 0.8  y 𝐶3 = 0.3 [2], se obtienen los módulos de elasticidad (𝐸∗) y 

esfuerzos de cedencia (𝜍𝑝𝑙
∗ ) en función de densidad relativa (𝜌𝑟𝑒𝑙) para todos los casos en la 

Tabla 3.4. 𝐸∗ presenta porcentajes de error mayores al 200% respecto al módulo de 

elasticidad obtenido con la solución de los diferentes modelos (𝐸). 𝜍𝑝𝑙
∗  presenta errores 

porcentuales menores a 8% para los 𝜍𝑦  modelados, pero este error crece a 28.8% en 

comparación con el experimental.   

Tabla 3.4 Propiedades mecánicas (𝑬∗ y 𝝈𝒑𝒍
∗ ) calculadas de acuerdo al modelo para 

un material celular tridimensional de celda abierta propuesto por Gibson [2] y 

valores de 𝑪′𝟏  y 𝑪′𝟑  en función de los resultados particulares.  

Nombre 𝝆𝒓𝒆𝒍 𝑬∗[MPa] 𝝈𝒑𝒍
∗ [MPa] 𝑬 [MPa] 𝝈𝒑𝒍 [MPa] %e E %e 𝝈𝒚 

Referencia 0.335 10235 55.35 3110 77.7 229 28.8 

4002A7 0.372 12621 64.67 3113 62.35 305 3.7 

4102A7 0.3893 13822 69.13 3395 64.20 307 7.7 

4202A7 0.406 15033 73.69 3578 72.13 320 2.2 

5002A7 0.5618 28784 120.03 5754 118.75 400 1.1 

Tomando en cuenta estos errores, se pueden aplicar las ecuaciones antes mencionadas para 

calcular las constantes (𝐶′1 y 𝐶′3) y se obtiene un valor promedio que resulta válido para el 

arreglo celular aquí presentado. Los valores promedio son 0.19 y 0.29 para 𝐶′1 y 𝐶′3 

respectivamente, el primero presenta una diferencia considerable con respecto al reportado 

en Gibson et al. [2]; el segundo presenta una diferencia mínima (0.01) respecto al 

reportado. 

3.1.4  Efecto de la variación del diámetro en las propiedades 

mecánicas 

Al realizar una variación en el diámetro de las vigas que conforman el material celular, 

conservando la geometría del mismo, se pretende visualizar la capacidad que se tiene de 

modificar las propiedades dependiendo de las necesidades particulares del problema, 

pudiendo ser necesario en determinado momento aumentar o disminuir el módulo de 

elasticidad del material celular. 

La Tabla 3.5 presenta los valores obtenidos para cinco diferentes diámetros evaluados, 

desde 0.3 mm hasta 0.5 mm cada 0.05 mm. 𝐸 y 𝜍𝑝𝑙   son los valores obtenidos de la 

solución del modelo para el módulo de elasticidad y esfuerzo de cedencia respectivamente; 

𝐸′ y 𝜍′𝑝𝑙  son los valores obtenidos de las ecuaciones (1.5) y (1.8) en función de 𝐶′1 = 0.19  

y 𝐶′3 = 0.29 calculados con los datos obtenidos de la caracterización mecánica del material 

mediante el modelo obtenido. 
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Tabla 3.5 Módulos de elasticidad para diferentes diámetros, 𝑬 y 𝝈𝒑𝒍 de la solución 

del modelo,  𝑬′ y 𝝈′𝒑𝒍 calculadas con las constantes 𝑪′𝟏 y 𝑪′𝟑  para este material.  

Nombre 𝝆𝒓𝒆𝒍 𝑬 [MPa] 𝑬′ [MPa] 𝝈𝒑𝒍 

[MPa] 

𝝈′𝒑𝒍 [MPa] 

3002A7 0.24 1242 1121 20.87 32.41 

3502A7 0.326 2018 2021 34.03 50.44 

4002A7 0.372 3113 2997 62.35 67.77 

4502A7 0.5318 4334 5179 67.55 102.14 

5002A7 0.5618 5754 6836 118.75 125.78 

 

La diferencia entre los módulos de elasticidad simulado y calculado promedio es de 5% 

para densidades relativas menores a 0.4, sin embargo para densidades relativas mayores la 

diferencia entre ellos crece hasta alcanzar el 16%. Tal como muestra la Figura 3.14, el 

comportamiento sugerido en la ecuación (1.5) resulta acertado para densidades relativas 

menores a 0.4  con la constante de proporcionalidad adecuada al tipo de material. Es 

importante recordar que los diferentes coeficientes del modelo analítico están planteados 

para densidades relativas menores a 0.4, lo cual puede explicar los errores para densidades 

mayores. 

 

Figura 3.14 Comparación del comportamiento de E en función de la densidad 

relativa calculado analíticamente con 𝑪′𝟏 = 𝟎. 𝟏𝟗  y solución obtenida del modelo.  
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En el caso de la comparación para los esfuerzos de cedencia tanto modelado como obtenido 

analíticamente, no se tiene un comportamiento bien definido. El comportamiento de los 

esfuerzos obtenidos del modelo se asemeja a los valores analíticos, pero no se obtiene la 

plena coincidencia para algún  umbral de densidad relativa. En general, los valores de 

cedencia modelados resultan menores que los obtenidos analíticamente. El valor de 𝐶′3, 

que permaneció prácticamente sin cambio respecto al reportado, entrega errores relativos de 

entre 5 y 35%.  

La diferencia cuantitativa en los resultados puede tener su principal contribución, para el 

caso de los resultados modelados, en el método de obtención de dicho valor: si bien el 

método del corrimiento al 0.2% es preciso, tiene un error asociado. Por parte del modelo 

analítico se tienen características propias del mismo para la predicción del comportamiento 

del material. Éstas en conjunto pueden acentuar el error encontrado. 

 

 

Figura 3.15 Comparación del comportamiento de 𝝈𝒑𝒍 en función de la densidad 

relativa calculado analíticamente con 𝑪′𝟑 = 𝟎. 𝟐𝟗  y solución obtenida del modelo.  
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3.2  Caso 2. Estructura metálica. 

Este caso tiene como objetivo el análisis y la optimización de una estructura metálica de un 

autobús de pasajeros. El modelo, que forma parte de una línea de trabajo perteneciente a la 

UDIATEM en colaboración con una empresa que se dedica a la manufactura de este tipo de 

automotores, es obtuvo aplicando la metodología presentada en este trabajo.  

Las condiciones de frontera a las cuales es sometida la estructura para su análisis, torsión, 

flexión y respuesta en frecuencia, corresponden a pruebas utilizadas en el ramo automotriz. 

Las primeras dos buscan evaluar la rigidez a través de la obtención de contantes de rigidez 

a la torsión y a la flexión de la estructura. Dado que no se cuenta con valores de 

comparación para estas constantes se consideran los primeros como valores de referencia 

para ser comparados con aquellos obtenidos posterior a la optimización propuesta. 

El análisis de respuesta en frecuencia tiene como objetivo principal evitar el fallo por caer 

en alguna condición de resonancia. La vibración libre identifica las frecuencias naturales 

del sistema así como la forma de la misma; la vibración forzada entrega los mismos valores 

pero sujeto el sistema a una carga cíclica; como ejemplo práctico se considera únicamente 

la carga producida por el motor en su rango de trabajo. El análisis en conjunto de estas dos 

permite la identificación de algún problema que se pudiera presentar debido a la vibración. 

El análisis dinámico busca proponer una serie de evaluaciones con las cuales simular el 

trabajo de la estructura bajo condiciones reales de trabajo tales como aceleración, frenado, 

curveo y condición de manejo. Este análisis incluye la presencia de las suspensiones de los 

tres ejes del autobús, lo cual permite una mejor evaluación de las condiciones dinámicas 

antes mencionadas. 

Una vez realizado el análisis de la estructura que actualmente se manufactura y sale al 

mercado nacional e  internacional, a través de las condiciones antes mencionadas,  se 

identifican elementos o regiones que requieren refuerzo y se explotan aquellos que 

permiten una reducción en el peso de la estructura. Con ello se implementan una serie de 

modificaciones que representan una propuesta de optimización de la estructura, dicha 

propuesta se evalúa bajo las mismas condiciones de trabajo para su posterior comparación 

con la estructura inicial. 
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3.2.1 Desarrollo del modelo computacional 

La información disponible sobre la estructura a estudiar, pese a estar en forma digital,  no 

resultaba suficiente para realizar el modelo como alambre. A partir del modelo en sólido se 

obtuvieron planos para determinar la posición espacial de todos los puntos necesarios que 

permitieran que las líneas o alambres asociados a cada elemento tubular pasara por el 

centro del mismo y que además se interceptara con el resto de los elementos. El la Figura 

3.16 se observa el modelo en sólido de la estructura en la cual se superponen  líneas a los 

elementos tubulares, a partir de las cuales se determinaron los puntos para el subsecuente 

dibujo en alambre de la estructura. 

 

Figura 3.16 Conversión del modelo en sólido a modelo en alambre.  

Una vez obtenidos todos los puntos se procedió a dibujarlos en  Abaqus®. El dibujo de la 

estructura se llevó a cabo de forma seccionada, esta decisión obedece a la intención de 

poder manejar de una manera más eficiente las geometrías y simplificar el proceso de 

asignación de secciones transversales así como las direcciones de las mismas. 

La fragmentación de la estructura general simplificó el manejo de las geometrías y 

asignación de perfiles, sin embargo esto generó la necesidad de unir las fracciones 

generadas. Para ello se tienen dos posibilidades: la primera involucra la  fusión de las 

diferentes secciones en una sola pieza, este paso conserva la información de las secciones 

transversales asignadas pero no así la dirección de las mismas, entonces la dirección de los 

elementos debe ser definida posteriormente; la segunda implica unir a través de conectores 

las diferentes fracciones, en este proceso se selecciona de forma manual los pares de puntos 

que unirán las diferentes partes, las secciones transversales y la dirección de las mismas se 

conservan. 
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Dadas las características propias del modelo se optó por fusionar las diferentes partes y 

asignar posteriormente las direcciones; la elección de esta opción resultó aunque algunos 

puntos tuvieron que ser conectados de forma individual debido a la falta de una plena 

intersección entre ellos.  

Si bien el manejo de estructuras como la que aquí se presenta se puede atacar de diferentes 

formas es importante el conocimiento de las existentes ya que, tal como sucedió en este 

caso, una puede no resultar suficiente. Así, al trabajar con este tipo de estructuras, pese a 

buscar un manejo eficiente de la geometría no se está exento de realizar manipulación de la 

misma bajo un entorno saturado de elementos que dificulta la identificación entre ellos, lo 

cual se puede traducir en la incorrecta asignación de sección transversal a distintos 

elementos.  

La integración de los elementos “shell” con los elementos “wire” se realizó a través de 

conectores definidos como soldadura, la previa fusión de los elementos “wire” así como la 

asignación de propiedades volvería la opción de fusionarlos impráctica.  

Finalmente, dado que para los análisis de torsión, flexión y respuesta en frecuencia no se 

requiere de la presencia de los elementos de la suspensión como mecanismos móviles la 

estructura que fue sometida a los primeros análisis se presenta en la Figura 3.17. 

  

Figura 3.17  Visualización de la estructura en alambre con los perfiles individuales 

asignados. 
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3.2.2  Condiciones de análisis 

Las condiciones bajo las cuales se analiza el autobús vienen de la información disponible 

respecto a la evaluación de este tipo de estructuras.  

La primera y segunda condiciones desarrolladas tienen la intención de obtener la rigidez a 

la torsión y a la flexión de la estructura a través de un análisis cuasiestático. Para la rigidez 

a la torsión se aplican dos cargas de la misma magnitud (50 𝑘𝑁) y dirección, pero de 

sentido contrario en los soportes de las cámaras de aire delanteras (𝐹3
𝑡𝑑 = −𝐹3

𝑡𝑖  ); los 

puntos de apoyo de las cámaras de aire traseras son empotrados (𝑈1 = 𝑈2 = 𝑈3 = 𝑈𝑅1 =

𝑈𝑅2 = 𝑈𝑅3 = 0). Para la rigidez a la flexión las cargas tienen el mismo sentido, magnitud 

(10 𝑘𝑁) y dirección (𝐹3
𝑓𝑑

= 𝐹3
𝑓𝑖

); los nodos de empotramiento (𝑈1 = 𝑈2 = 𝑈3 = 𝑈𝑅1 =

𝑈𝑅2 = 𝑈𝑅3 = 0) son los mismos que para la rigidez a la torsión. 

Las ecuaciones (3.1) y (3.2)  representan los valores de rigidez a la torsión y a la flexión 

respectivamente 

𝐾𝑡 =
𝑀

𝛼𝑡
 

𝐾𝑏 =
2𝐹𝐿

𝛼𝑏
 

Donde  

𝛼𝑡 = tan−1  
𝑣𝐴 − 𝑣𝐵
𝑊

  

𝛼𝑏 = tan−1  
𝑣𝐴 + 𝑣𝐵

2𝐿
  

𝐿 y 𝑊 representan el ancho y largo del autobús considerando los puntos de aplicación de 

las cargas y empotramientos respectivamente. 𝑣𝐴 y 𝑣𝐵 son los desplazamientos verticales 

de los puntos de aplicación de las cargas, 𝛼𝑡  y  𝛼𝑏  son los ángulos de torsión y flexión. 

El tercer análisis busca identificar las frecuencias naturales y forzadas del sistema con el fin 

de evitar la existencia de alguna condición de resonancia dentro de las frecuencias de 

trabajo del sistema. 

Finalmente, con la intención de simular e incluir los mecanismos móviles que representan 

la suspensión del autobús, se proponen un par de condiciones de trabajo para el análisis y 

evaluación de la estructura. 

 

 

(3.1) 

(3.2) 
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Torsión 

Para este análisis se aplican fuerzas de sentido contrario pero de igual magnitud en los 

soportes de los muelles delanteros  mientras en dos de los cuatro muelles del eje motriz se 

limita el movimiento y rotación en todas las direcciones, es decir, se empotran. Dado que se 

carece de información respecto a la magnitud de las fuerzas que debe ser aplicada, tanto 

para torsión como para flexión, se determinaron de tal forma que permitiesen observar los 

efectos de su aplicación sin que el esfuerzo máximo rebasara los 250 𝑀𝑃𝑎 en ningún 

elemento de la estructura, suponiendo un esfuerzo de cedencia (𝜍𝑦 ) de 300 𝑀𝑃𝑎 , valor 

promedio para un acero estructural. 

En la Figura 3.18 se puede observar la dirección en la cual se desplazan los nodos al aplicar  

las condiciones antes mencionadas, en la miniatura dentro de la misma se observa la 

magnitud de estos. Los desplazamientos de mayor magnitud, tal como se esperaba se 

encuentran en los elementos externos y más alejados de los puntos de sujeción. Nótese que 

se grafica la resultante de los desplazamientos. 

Para los elementos en rojo se tienen desplazamientos de 4.8 𝑐𝑚 aproximadamente desde su 

posición original. No es de esperarse que en estas regiones se presenten esfuerzos elevados 

ya que su desplazamiento obedece a la deformación de los elementos entre los cuales se 

aplican las condiciones de frontera, es decir, entre el eje motriz y el eje delantero.  

La parte posterior, coloreada en azul principalmente, no aporta mucha información al 

quedar aislada por la condición de empotramiento. Se puede observar una ligera 

contribución de los elementos superiores para la distribución de los desplazamientos 

alcanzando magnitudes de 1.2  𝑐𝑚. 

En las imágenes reportadas en estas condiciones (torsión y flexión) se aplica un factor de 

escala de deformación (12) con la intención de generar una idea clara de la deformación de 

la estructura bajo las distintas solicitaciones. 
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Figura 3.18 Dirección y magnitud (m) de la resultante de los desplazamientos para 

un ensayo de torsión. Escala de deformación igual a 12.  

La distribución de esfuerzos para un ensayo de torsión, aplicando desplazamientos en el 

frente de la estructura, se presenta en la Figura 3.19. En ella se puede identificar la 

presencia de los esfuerzos más elevados en los elementos exteriores de la estructura, 

principalmente en las uniones. Intentando relacionarlo con un perfil tubular utilizado para 

la transmisión de un par, resulta acertado que los mayores esfuerzos se presenten en las 

paredes exteriores de autobús.  

Si bien los elementos de la parte central de la estructura contribuyen al soporte de los 

esfuerzos generados, son principalmente las laterales las que presentan los esfuerzos más 

elevados.  

Los elementos inferiores de las paredes laterales alcanzan esfuerzos de  aproximadamente 

150 𝑀𝑃𝑎 localizados en las uniones con otros elementos. Este valor es superado por un par 

de uniones de los elementos superiores, alcanzando los 170 𝑀𝑃𝑎 en algunos casos. Sin 

embargo el máximo valor registrado (200 𝑀𝑃𝑎) se encuentra para un par de elementos 

ubicados en la parte superior, uniendo las paredes con el techo. 
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Figura 3.19  Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) para la estructura 

sometida a torsión. Escala de deformación igual a 12.  
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Flexión 

En este análisis se aplican dos cargas de la misma magnitud y sentido en los soportes de los 

muelles delanteros; los soportes de los muelles de los ejes motriz y auxiliar se encuentran 

empotrados. 

De nuevo el objetivo de este análisis es tanto observar el comportamiento de los elementos 

en la distribución de esfuerzos ante una solicitación dada, como obtener un análisis de 

referencia con el cual comparar las propuestas posteriores. 

En la Figura 3.20 se observa como los desplazamientos se concentran en los elementos más 

lejanos a la aplicación de la condición de empotramiento, en este caso, los elementos que 

conforman el frente de la estructura. La magnitud de los desplazamientos de aquellos 

elementos cercanos a donde se aplican las cargas tienen una magnitud aproximada de 

2.6 𝑚𝑚, con esto se pudo calcular la rigidez a la flexión de la estructura. Los máximos 

desplazamientos tienen una magnitud de 3.5 𝑐𝑚. 

La distribución de esfuerzos (Figura 3.21)  presenta su valor máximo, 176 𝑀𝑃𝑎, en un 

elemento  en el cual se aplica el empotramiento. Los elementos laterales de la estructura, 

cercanos a los ejes traseros y algunos elementos pertenecientes a los soportes de las 

suspensiones de dichos ejes son los que presentan el mayor trabajo, en general, promedian 

esfuerzos de aproximadamente 130 𝑀𝑃𝑎.  

En los elementos sobre los cuales se aplica la carga puntual no aparece concentración 

alguna de esfuerzos ya que en esta región está limitado el movimiento de los elementos 

únicamente por los elementos adyacentes.  

De las dos evaluaciones anteriores se obtienen los valores de rigidez presentados en la 

Tabla 3.6. 

Tabla 3.6 Valores de rigidez a la torsión y a la flexión obtenidos para la estructura 

original o de referencia. 

 Torsión Flexión 

Rigidez x10-6 [Nm/rad] 2.466 28.229 

 

Cabe mencionar que en el modelo obtenido no se presentan elementos de refuerzo tales 

como cartabones, por lo que la rigidez de la estructura se presume superior a la obtenida en 

estas soluciones. Así mismo, dada la falta de información referente a valores de rigidez para 

autobuses, en el presente trabajo se consideran estos como valores de referencia para ser 

comparados con cualquier modificación hecha a la estructura. 
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Figura 3.20  Magnitud y resultante de los de desplazamientos para un ensayo de 

flexión. Escala de deformación igual a 12.  

 

Figura 3.21 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) para la estructura 

sometida a flexión. Escala de deformación igual a 12.  
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Análisis de respuesta en frecuencia 

La inclusión de este análisis en el tipo de estructuras como la que se presenta es muy 

importante ya que al ser sometida a una carga oscilatoria generada por el motor se debe 

cuidar que la misma no entre en resonancia. Este análisis ofrece información sobre la 

comodidad de un autobús y, con esto, se pueden buscar eliminar vibraciones o ruidos 

generados por cargas armónicas. 

Vibración libre 

A través de este análisis se obtienen los modos de vibración libre del sistema, es decir, las 

frecuencias naturales del mismo. Al no poner ningún tipo de condición de frontera la 

paquetería resuelve la ecuación mecánica del sistema en su forma matricial, entregando 

como resultado los modos de vibración del sistema en el espacio. 

El único parámetro a definir es la frecuencia máxima  a la cual se desea se realice el 

análisis. Dado que la frecuencia que se considerará para el paso siguiente, cuando se 

obtengan los modos de vibración forzada, está determinada por el rango de trabajo de un 

motor Diesel de cuatro tiempos el límite superior es 70 𝐻𝑧; este valor corresponde a 

2100 𝑟𝑝𝑚, considerando un motor de 4 cilindros en línea que realiza dos expansiones por 

revolución. 

En la Figura 3.22 se presentan distintos modos obtenidos del análisis de vibración libre. La 

cantidad de modos obtenidos es mayor a 100, cada uno de ellos puede involucrar la 

vibración de una región completa, de apenas un par de elementos o de la estructura en 

general. La Figura 3.22 f), por ejemplo, representa la vibración de un par de elementos 

mientras que 3.22 g) indica la vibración de varias regiones bajo una misma frecuencia.  

Las Figuras 3.22 b) y c) muestran dos distintas formas de vibración para el techo del 

autobús; 3.22 e) incluye también las paredes del mismo junto con el techo, mientas que 

3.22 h) muestra una concentración de deformaciones en la parte trasera superior de la 

estructura. 

Por sí solos estos resultados no entregan información útil para el análisis de la estructura, 

para ello es necesario obtener resultados de vibración forzada, presentados a continuación. 
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 a)  b) 

 c) d) 

 e)  f) 

g) h) 

 i) 
Figura 3.22 Comportamiento de algunos  modos  de  vibración  libre  a) 14.6 [Hz],  

b) 23.16 [Hz], c) 24.43 [Hz], d) 32.85 [Hz], e) 42.58 [Hz], f) 55.83 [Hz ], g) 63.4 [Hz] 

y h) 68.36 [Hz]; i) escala de desplazamientos (m). 
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Vibración forzada 

El análisis en frecuencia de vibración forzada es el que define el límite superior de 𝐻𝑧 

mencionado previamente para vibración libre, en este caso, las 𝑟𝑝𝑚 máximas del motor. 

Adicional a ello se deben colocar algunas condiciones de frontera, para simular las 

condiciones de trabajo del sistema.  

Para el caso bajo estudio se colocaron condiciones que impiden el desplazamiento en las 

tres direcciones coordenadas pero permiten la rotación de los elementos (𝑈1 = 𝑈2 = 𝑈3 =

0) en los muelles de los 3 ejes; se colocaron fuerzas unitarias en los diferentes elementos 

que brindan soporte el motor con la intención de simular la aplicación de la fuerza 

transmitida a la estructura por las explosiones en cada cilindro dentro del motor. 

Como resultado se obtiene una serie de comportamientos  del sistema bajo la acción de la 

carga generada por el funcionamiento del motor, dentro de un rango de frecuencias.  

Con los modos de vibración forzada y vibración libre se obtiene  información valiosa para 

el análisis de respuesta en frecuencia de la estructura. Este proceso involucra la selección 

de uno o varios nodos, dicha selección se realiza por sitios de interés, funcionalidad o por 

experiencia. 

De acuerdo a las imágenes presentadas en la Figura 3.23, las velocidades de deformación 

de mayor magnitud se presentan principalmente en la parte trasera del autobús, tanto en el 

techo como en los soportes del motor. Es de estos segundos elementos de donde se 

selecciona un nodo para determinar las frecuencias a las cuales se pueden presentar grandes 

amplitudes de oscilación. Los valores tanto de velocidad como deformación no pueden ser 

considerados como reales ya que la fuerza aplicada no tiene la magnitud real. La 

información de interés es la velocidad y forma de deformación a una frecuencia dada. 
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 a)  b) 

 c) d) 

 e)  f) 

 g) h) 

i) 
Figura 3.23  Comportamiento de algunos  modos  de vibración  forzada a) 7.05 

[Hz],  b) 14.91 [Hz], c) 23.46 [Hz], d) 29.04 [Hz], e) 33.29 [Hz], f) 41.8 [Hz], g) 

53.85 [Hz] y h) 69.39 [Hz]; i) escala de velocidad (m/s). La deformación tiene un 

factor de escala de 50000.  
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Al graficar la velocidad del elemento seleccionado contra el rango de frecuencias 

determinado se obtiene el resultado presentado en la Figura 3.24. El rango de análisis va de 

0 a 75 𝐻𝑧. Las 700 𝑟𝑝𝑚 representan el autobús estacionado con el motor encendido, en los 

alrededores de esta frecuencia se presenta un aumento en la velocidad del elemento por lo 

que conviene revisar los modos tanto en frecuencia libre como forzada, si los modos de 

deformación coinciden para una frecuencia dada se puede presentar una condición de 

resonancia; para 1100 𝑟𝑝𝑚, las velocidades van decreciendo pero de igual forma conviene 

cotejar los comportamientos en ambos modos de vibración; para el rango de operación en 

camino, ya sea dentro de los límites de máxima eficiencia del motor o no, el 

comportamiento no indicaría la necesidad de revisar los modos de forma detallada. 

 

Figura 3.24 Velocidad de un elemento cercano a los soportes del motor,  producida 

por el funcionamiento del motor,  en el rango de frecuencias de operación del 

mismo. 

Al prescindir de un límite en la magnitud de la velocidad se toma como referencia el 

comportamiento obtenido para esta estructura ya que si bien no se considera óptima, se 

sabe que funciona sin presentar problemas de resonancia. A partir de esto se debe procurar 

que las posibles modificaciones produzcan una mejora o en su defecto, lo mantenga sin 

cambio. 
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En las comparaciones mostradas en vibración libre y forzada para cada una de las 

frecuencias cercanas a las 700 𝑟𝑝𝑚 del motor encendido se observa que los modos de 

vibración no resultan coincidentes, tanto para 3.25 a) como para 3.25 b) las grandes 

amplitudes en vibración libre se concentran en las placas del eje motriz mientras que en 

forzada se concentran en el elemento transversal trasero; para 3.25 c)  es en el techo donde 

se concentran las grandes amplitudes para vibración libre, esto no ocurre en vibración 

forzada siendo de nuevo el elemento transversal trasero el que se deforma.  

Los modos de vibración mostrados en la Figura 3.26 a) no coinciden para libre y forzada; 

para 3.26 b) el techo y los soportes del motor se deforman en forma similar, lo cual indica 

que de estar trabajando el motor a esta frecuencia se puede presentar una vibración excesiva 

en estas regiones o bien resonancia, esto indica una necesidad de brindar una rigidez mayor 

a la región de interés, sin embargo de antemano se sabe esta condición se tiene, ya que lleva 

el material que forma el techo y algunos cartabones; en 3.26 c) de nuevo los modos de 

vibración no parecen coincidir plenamente, sin embargo se mantiene la presencia de forma 

de deformación en la parte posterior de la estructura. 
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a)    

b)   

c)    

d)         
 

Figura 3.25 Parejas de modos de vibración libre (izquierda) y forzada (derecha) 

para las frecuencias cercanas a 23.33 [Hz]. a) 23.4 [Hz], b) 24.2 [Hz] y c) 24.4 

[Hz]; d) escalas de desplazamiento (m) y velocidad (m/s), respectivamente.  
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a)    

b)   

c)    

d)         

 

Figura 3.26 Parejas de modos de vibración libre (izquierda) y forzada (derecha) 

para las frecuencias cercanas a 36.66 [Hz]. a) 33.6 [Hz], b) 34.5  [Hz] y c) 35.5 

[Hz]; d) escalas de desplazamiento (m) y velocidad (m/s), respectivamente. 
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Análisis Dinámico 

En este análisis se busca obtener el comportamiento de la estructura sometida a condiciones 

que simulen aquellas que se presentan en la vida útil de la misma. Con la adición, como 

parte importante, de los mecanismos móviles que representan cada una de las suspensiones 

de los tres ejes de autobús. Se considera que el modelo tiene los elementos necesarios como 

para poder realizar una evaluación dinámica de éste. 

El motor, la transmisión y el equipo de aire acondicionado son representados como masas 

concentradas de 1343 𝑘𝑔,  526 𝑘𝑔 y 250 𝑘𝑔, respectivamente.  

Posterior al cálculo del peso registrado por la estructura, suspensiones, motor, transmisión y 

equipo de aire acondicionado, se colocó una masa concentrada en el centro de gravedad del 

autobús calculado previamente con un valor de 14271 𝑘𝑔, con lo cual se representa el 

autobús a su máxima capacidad. 

Con todos los elementos juntos, el modelo fue sometido a las condiciones que a 

continuación se presentan. 

Carga estática, aceleración y frenado 

La distribución de esfuerzos para carga, aceleración y frenado resultan tan similares que 

resultaría repetitivo la inclusión de imágenes para cada uno de estos casos, es por ello que 

la Figura 3.27 resulta suficiente para estas pruebas.  

Bajo estas condiciones el máximo esfuerzo se encuentra en uno de los elementos que 

brindan soporte al motor, reportando en una unión los 237 𝑀𝑃𝑎.  

Al reducir el límite máximo gráfico a 100 𝑀𝑃𝑎 en la Figura 3.27, se puede observar el 

trabajo de otros elementos que muestran esfuerzos de una magnitud menor a 70 𝑀𝑃𝑎, 

principalmente en los costados sobre los ejes motriz y auxiliar y, ligeramente, en el costado 

inferior del eje delantero. Tanto la condición de frenado como aceleración no muestran 

cambios significativos en el trabajo de los elementos estructurales. 
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Figura 3.27 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) para la estructura 

sometida a carga máxima con un límite superior de visualización de 100MPa.  

Para aceleración y frenado se visualiza (Figura 3.28) la dirección de los desplazamientos 

para cada una de las condiciones. Se observa como para una aceleración de la misma 

magnitud aplicada en el centro de gravedad, pero en sentidos contrarios se tiene una 

suspensión delantera más suave, mientras que los ejes traseros en conjunto resultan más 

rígidos, tanto en aceleración (3.28 a) como en frenado (3.28 b); los mayores 

desplazamientos se presentan por el recorrido de la suspensión delantera. Dado que el  

centro de gravedad se encuentra más cerca de los ejes traseros que del delantero la 

transferencia de carga en aceleración es menor hacia estos ejes; entonces los 

desplazamientos de los elementos traseros es menor que en el caso de frenado, donde la 

transferencia de peso hacia el eje delantero es mayor  y por ende la recuperación de los ejes 

traseros es más visible.  Estas aceleraciones no generan dentro del cuerpo estructural 

deformaciones que induzcan algún cambio en la distribución de esfuerzos dentro de la 

misma. 

 



 
70 Capítulo 3. Casos de estudio 

 

Figura 3.28 Dirección de la resultante de los desplazamientos para a) aceración y 

b) frenado. 
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Curveo 

Debido a la falta de información respecto a los valores para velocidad y radio estándar para 

simular una condición de curveo y tomando en cuenta la experiencia de los ingenieros que 

laboran en la empresa con la que se desarrolló este proyecto, se propone una velocidad de 

40 𝑘𝑚/𝑕 y un radio de 14 𝑚. Dichos valores permiten obtener analíticamente la 

transferencia de carga de un costado a otro; al aplicar esta condición se observa el trabajo 

de distintos elementos, principalmente en aquellos que brindan conexión con las 

suspensiones. 

El funcionamiento de las suspensiones puede ser visto en la Figura 3.29, las flechas 

indicativas de la dirección en que se desplazan los elementos permiten observar el 

comportamiento de la estructura bajo la condición dada; tanto en la imagen grande como en 

la miniatura se puede identificar una coloración similar longitudinalmente, lo cual indica 

que la rotación se da de una maneja homogénea. El centro de  rotación del autobús se puede 

suponer en el costado derecho, en la región inferior, donde coincidente con el color azul 

marino se presentan los menores desplazamientos. 

Al realizar un análisis de desplazamientos relativos entre 4 puntos seleccionados para 

compararlos con sus homólogos en el ensayo de torsión se encontró que, lejos de los 

38 𝑚𝑚 de diferencia para el ensayo de torsión, el desplazamiento es menor a 0.4 𝑚𝑚, con 

ello se supone que la torsión a la que se puede encontrar sometida la estructura al tomar una 

curva como la descrita es de una magnitud aproximadamente 10 veces menor que la 

presentada en el análisis de torsión y que por lo tanto la estructura tiene la capacidad de 

soportar condiciones mucho más severas que las consideradas para esta evaluación. 
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Figura 3.29 Dirección y magnitud de la resultante de los desplazamientos (m) para 

la simulación de un autobús en una curva de 14 m de radio, con el autobús 

circulando a una velocidad de 40 km/h. 

Es en la parte trasera del autobús donde se encuentran los mayores esfuerzos. La Figura 

3.30 muestra como algunos elementos en los que se sujetan la suspensión alcanzan 

esfuerzos elevados, incluso superiores al límite presentado de 200 𝑀𝑃𝑎. Los primeros 3 

círculos señalan elementos en lo que se conectan los brazos inferiores de la suspensión 

motriz (1) y los brazos superiores e inferiores del eje auxiliar (2) y (3). La concentración de 

esfuerzos en estos puntos puede deberse a la conexión presente y por tanto no puede 

suponerse completamente como real, se debe recordar que la conexión entre estos 

elementos es puntual y por tanto la aplicación de la carga a estos elementos es considerada 

de la misma forma. Para los elementos estructurales (4) y (5) no se puede considerar que 

los esfuerzos sean altos como un resultado de la aplicación de una carga concentrada,  sin 

embargo todos ellos brindan  la oportunidad de buscar una mejora para la estructura. 

Para la región de carga del eje trasero se tiene una distribución de esfuerzos presentada en 

la Figura 3.31, en esta el límite de visualización máximo se fijó en 100 𝑀𝑃𝑎. Para ninguno 

de los elementos que soportan la suspensión delantera se encuentran magnitudes mayores a 

los 75 𝑀𝑃𝑎, este valor se alcanza en la región donde es soportado el brazo superior 

izquierdo.  

En elementos que pertenecen a los mecanismos móviles que representan las suspensiones 

de los diferentes ejes se encuentran valores de esfuerzos superiores a los límites de 

visualización seleccionados; al tratarse de suspensiones comerciales, el análisis de los 

mismos no es incluido en este trabajo. 



 
73 Capítulo 3. Casos de estudio 

 

Figura 3.30 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) en la parte posterior para 

el autobús tomando una curva de 14 m de radio a 40 km/h.  

 

Figura 3.31 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) en la parte delantera para 

el autobús tomando una curva de 14 m de radio a 40 km/h. 



 
74 Capítulo 3. Casos de estudio 

Condición de manejo 

En este análisis se simula el paso de un autobús sobre un tope propuesto de forma senoidal 

de 1 𝑚 de ancho y 20 𝑐𝑚 de alto a una velocidad de 20 𝑘𝑚/𝑕. La Figura 3.32 contiene el 

desplazamiento vertical de tres nodos que pertenecen a la estructura y se encuentran a la 

altura de cada uno de los ejes; también se incluye el desplazamiento del centro de gravedad. 

A un tiempo de 1.8 𝑠 se encuentra un desplazamiento máximo negativo; es en este 

momento en el que se encuentra la distribución de esfuerzos presentada en la Figura 3.33. 

 

 

Figura 3.32 Desplazamientos verticales para elementos estructurales cercanos a 

uno de los ejes del autobús así como para el centro de gravedad del autobús a su 

máxima capacidad. 

 

Para la región cercana alrededor del eje delantero se muestran el momento de máximas 

solicitaciones, en ella  los elementos de sujeción se observa no superan los 100 𝑀𝑃𝑎, en 

general la distribución se encuentra por debajo de este valor. Sin embargo aparece un 

elemento que alcanza los 150 𝑀𝑃𝑎 ubicado en el costado izquierdo; esta condición se 

alcanza cuando el eje delantero termina de pasar sobre el tope y se inicia la recuperación de 

la posición neutra. 
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Figura 3.33 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) en la parte delantera para 

el autobús cuyo eje delantero termina de pasar por un tope.  

Si bien los elementos cercanos al eje motriz no presentan elevados esfuerzos, durante el 

paso del mismo por el tope se generan esfuerzos elevados  (150 𝑀𝑃𝑎) en los aquellos que 

brindan soporte al motor (figura 3.29). Para esta condición los elementos de conexión entre 

la estructura y la suspensión no presentan concentración de esfuerzos.  

 

Figura 3.29 Distribución de esfuerzos  de Von Mises (Pa) en la parte trasera para el 

autobús cuyo eje motriz se encuentra pasando sobre un tope.  
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El paso del eje auxiliar por el tope sí genera esfuerzos en elementos estructurales que 

alcanzan los 150 𝑀𝑃𝑎, estos son en los que se apoyan los muelles de dicho eje (Figura 

3.35).   

 

Figura 3.35 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) en la parte trasera para el 

autobús cuyo eje auxiliar se encuentra pasando por un tope.  
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3.2.3  Optimización y evaluación 

De acuerdo a las necesidades particulares del problema, la optimización de la estructura 

tiene como objetivo principal la reducción de masa, conservando la resistencia general y 

aumentándola en aquellos lugares que así lo requieran. Para ello se varió el espesor de los 

elementos estructurales, incrementándolo o disminuyéndolo dependiendo de las 

necesidades; además se eliminaron y agregaron piezas considerando los resultados del 

análisis inicial. 

La modificación que aportó la principal reducción en la masa fue la disminución de 

espesores, conservando las medidas de calibres comerciales, en diferentes conjuntos de 

elementos de la estructura que así lo permitieron; la adición de distintas piezas con la 

intención de evitar concentración de esfuerzos en diferentes regiones, principalmente en las 

que brindan soporte a los ejes motriz y auxiliar, así como motor y transmisión, representan 

un aumento en la cantidad de material cuyo efecto fue eliminado con la disminución de 

espesores. 

Posterior a la evaluación de diferentes combinaciones de las modificaciones antes 

mencionadas se presenta la opción que conjunta los mejores resultados para satisfacer las 

necesidades del problema. La masa de la estructura pasó de 3451 𝐾𝑔  a 3183 𝐾𝑔, lo que 

representa una disminución de 7.76%. A continuación se presentan los resultados de dicha 

optimización para las mismas condiciones que la estructura inicial, así como la 

comparación entre ellos. 

La distribución de esfuerzos obtenida para las condiciones de frontera con la cuales se 

obtienen las constantes de rigidez a la torsión y a la flexión no muestran una diferencia 

cualitativa de importancia respecto a la mostrada en las Figuras 3.19 y 3.21. El efecto de las 

modificaciones realizadas se pueden observar en la Tabla 3.7, donde se presentan las 

contantes de rigidez para la estructura inicial o de referencia y la optimizada. Estos valores 

representan una disminución del 6.2% y 3% para las contantes de rigidez a la torsión y a la 

flexión respectivamente. Si bien la reducción de estos valores representa un detrimento en 

la rigidez general de la estructura, se consideró posible permitir este efecto ya que las 

condiciones posteriores no muestran cambios importantes en la respuesta de la estructura, 

además de con ello se obtuvo la disminución de masa antes mencionada. 

 

Tabla 3.7 Valores de rigidez a la torsión y a la flexión  de la estructura original (de 

referencia) y la optimizada. 

Rigidez x10-6 [Nm/rad] Torsión Flexión 

Referencia 2.466 28.22 

Optimizada 2.311 27.38 
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Al retomar la región de interés considerada para el análisis de respuesta en frecuencia se 

obtiene la Figura 3.36; en ella se muestra el efecto de las modificaciones de optimización 

bajo el efecto de una carga cíclica. Los elementos de refuerzo integrados en la estructura 

optimizada aumentan la velocidad para los dos picos que aparecen antes de los 22 𝐻𝑧. 

Desde los 20 a los 35 𝐻𝑧 aproximadamente, la magnitud de la velocidad es menor para la 

estructura optimizada, a partir de ahí se presenta un corrimiento en el comportamiento y en 

general con una velocidad mayor que para la estructura inicial.  

El efecto de las modificaciones realizadas, que fue la adición de algunas placas para 

aumentar la rigidez en la región, deja ver que el aumento en la rigidez no necesariamente 

resulta en una mejora directamente, si bien el máximo valor de velocidad se encuentra para 

la estructura inicial, en algunos puntos la velocidad es mayor para la optimizada. Esto 

señala la complejidad para alcanzar los resultados deseados. 

 

Figura 3.36 Velocidad de un elemento cercano a los soportes del motor, producida 

por el funcionamiento del motor, en el rango de frecuencias de operación del 

mismo, para la estructura de referencia y la optimizada.  

La Figura 3.37 muestra una comparación de la distribución de esfuerzos para la estructura 

de referencia y la optimizada, considerando la misma escala de colores para los niveles de 

esfuerzos, con un límite superior de 100 𝑀𝑃𝑎. La principal diferencia se observa en la 

disminución de concentración de esfuerzos para los elementos horizontales de la parte 

posterior, los cuales fueron reforzados. Debido a los requerimientos de diseño, la inclusión 

de nuevos elementos no resulta sencilla al tomar en cuenta posibles problemas de 

interferencia. 
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Figura 3.37 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) para la estructura de 

referencia (arriba) y la optimizada (abajo) sometidas a carga máxima con un límite 

superior de visualización de 100MPa.  
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Las modificaciones realizadas a la estructura de referencia disminuyeron en un 50% el 

nivel de esfuerzos para las cinco regiones marcadas en la Figura 3.38. La adición de 

algunos elementos con la intención de permitir la distribución de carga concentrada en las 

regiones 1, 2 y 3 hacia los elementos adyacentes tuvo un efecto notable al llevar el nivel de 

esfuerzos de Von Mises de aproximadamente 200 𝑀𝑃𝑎 a menos de 100 𝑀𝑃𝑎 en estas tres 

zonas.  

El punto 4 señala un elemento que permaneció sin modificación; sin embargo la presencia 

de esfuerzos mayores a 200 𝑀𝑃𝑎 disminuyó, correspondiendo el valor en gris de la región 

4´ a 210 MPa, ligeramente mayor al límite superior en la escala definido para esta figura. 

La disminución en el nivel de esfuerzos sin haber realizado un cambio directo en el 

elemento se puede explicar por  la adición de elementos en zonas cercanas los cuales 

pueden ayudar a amortiguar o redirigir parte de las deformaciones sin que están lleguen 

directamente a dicho elemento.  

La pieza añadida en el punto 5 lleva el nivel de esfuerzos de Von Mises valores mayores a  

200 𝑀𝑃𝑎 hasta valores inferiores a 60 𝑀𝑃𝑎. Si bien en esta disminución se puede señalar 

la posibilidad de reducir las dimensiones del elemento de refuerzo, en una condición previa 

éste resultó justo suficiente,  por lo que esta opción es descartada. 

La distribución de esfuerzos, correspondiente al análisis de esta región bajo la condición de 

curveo para el eje delantero no muestra diferencias gráficas apreciables respecto a la Figura 

3.31. Las modificaciones realizadas en la región no permiten observar una diferencia y esta 

condición en particular no permite apreciar efecto alguno en los elementos cercanos. 

El comportamiento dinámico derivado de la optimización de la estructura permanece sin 

cambio al reportado en la Figura 3.32, la reducción de masa, factor que pudiera generar un 

efecto perceptible en éste, no es de una magnitud que permita observar una modificación. 
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Figura 3.38 Distribución de esfuerzos de Von Mises (Pa) en la parte posterior de la 

estructura original (arriba) y la optimizada (abajo) al simular una condición de 

curveo. 
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Conclusiones 

Conclusiones. Caso A 

Se aplicó la metodología presentada a una espuma de titanio de manera eficiente y sencilla 

para obtener un modelo que permitió el análisis del material a través de la obtención de 

algunas características mecánicas; las nuevas herramientas disponibles para la elaboración 

de este tipo de espumas permiten la creación de geometrías complejas y en consecuencia, 

brindan la oportunidad de tener una mayor libertad en el diseño y/o modificación de estos 

materiales. 

La simplificación de los elementos que componen el material hizo que las modificaciones 

de los parámetros fueran fáciles y rápidas. El cambio de la sección transversal y  el mallado 

en conjunto permitieron obtener un error porcentual para el módulo de elasticidad y 

esfuerzo de cedencia de 3% y 19%, respectivamente. 

El número de elementos entre vértices para llegar a la convergencia de resultados se 

encontró para la mayoría de los casos entre 5 y 7, corroborando lo que se encuentra en el 

marco teórico; para el caso particular se determinó como la mejor opción un mallado que 

usara 7 elementos entre vértices dado que no se alcanzó la convergencia en todos los casos 

considerando 5 elementos. 

Si bien la determinación del diámetro asignado a la sección transversal de los miembros del 

modelo se realizó a partir de mediciones realizadas sobre una muestra del material, el valor 

obtenido entregó propiedades superiores a las experimentales. Es por ello que esta 

magnitud requirió de un ajuste, debido a las variaciones de la sección transversal  en los 

miembros del material y la idealización de una sección constante en el modelo.  

La información obtenida del modelo no está limitada a la obtención de propiedades 

mecánicas, la solución del modelo permite identificar tanto la forma de deformación en 

conjunto de los elementos como regiones donde se pudiese presentar la falla del material.   

La evaluación de materiales celulares de arreglo regular con un mínimo de 100 celdas 

unitarias resulta en una muestra modelo que permite ver adecuadamente el comportamiento 

del material sujeto a diversas solicitaciones, sin incrementar de manera excesiva la cantidad 

de elementos en el modelo, lo cual se traduce en la optimización de los recursos 

computacionales. 
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Las diferencias entre el modelo que mejor se adecua al comportamiento del material y el 

promedio experimental se puede entender debido a la irregularidad tanto superficial como 

en la sección transversal de los miembros de la estructura. El método de obtención del 

material entrega una superficie irregular en los miembros que lo componen, lo cual se 

traduce en una sección transversal no homogénea y en consecuencia la rigidez del material 

resultó superior para el promedio medido.  

El coeficiente 𝐶1 propuesto para la predicción del comportamiento de este tipo de 

materiales de una forma analítica en función de la densidad relativa predijo adecuadamente 

las propiedades mecánicas del material. Sin embargo, con la corrección a este factor, el 

comportamiento propuesto para módulo de elasticidad en función de la densidad relativa 

resulta acertado para densidades relativas menores a 0.4, encontrándose para este caso 

errores porcentuales menores a 9%; para densidades relativas mayores éste error es mayor 

a 18%.  

El coeficiente 𝐶3 propuesto para la predicción del comportamiento del esfuerzo de cedencia 

en función de la densidad relativa entregó valores coincidentes con los del material, el 

comportamiento predicho por el modelo analítico muestra una tendencia correcta hasta la 

máxima densidad relativa considerada, 0.6; la exactitud en la predicción analítica del 

esfuerzo de cedencia entrega errores porcentuales de entre 5 y 50%, dicha variación se 

presume tiene origen en el método de obtención de este valor. 

Al modificar el diámetro de la sección transversal asociada a los elementos viga del 

material de 0.3 𝑚𝑚 a 0.5 𝑚𝑚 se obtuvo una variación del módulo de elasticidad de 

1242 𝑀𝑃𝑎 a 5754 𝑀𝑃𝑎. Estos valores indican la posibilidad de optimizar el material a 

partir de la variación del diámetro de los elementos, es decir, obtener un módulo de 

elasticidad adecuado a las necesidades específicas requeridas, según la región de hueso que 

se quiere sustituir. 

Conclusiones. Caso B 

Se aplicó la metodología presentada a un problema con dimensiones de distinto orden de 

magnitud, pero que puede ser abordado considerando la teoría de vigas. Se obtuvo un 

modelo del cual se puede lograr una solución aprovechando los recursos computacionales 

disponibles.  

La generación de la geometría de la estructura requirió mucho más tiempo ya que, pese a 

ser una estructura definida, la identificación de los puntos en el espacio requiere de un 

avance cuidadoso con la intención de evitar posibles errores al presentarse secciones no 

conectadas. 
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Una vez obtenido el modelo se realizaron diferentes tipos de análisis a la estructura a partir 

de la modificación del las condiciones de frontera. La generación de las diferentes 

evaluaciones se llevó a cabo de una forma sencilla y eficiente ya que las características 

propias del modelo así lo permitieron. Se generó la información suficiente para poder 

realizar un análisis estructural completo. 

El análisis estático permitió la obtención de dos parámetros fundamentales en este tipo de 

estructuras, la rigidez a la torsión y la rigidez a la flexión. Mediante el análisis de 

perturbación lineal se identificaron los modos de frecuencia del sistema, brindando las 

bases para un análisis de respuesta en frecuencia considerando una carga cíclica asociada al 

funcionamiento del motor; adicionalmente permitió detectar errores de conexión entre los 

elementos estructurales. El análisis dinámico permitió profundizar en las capacidades de la 

paquetería de elemento finito y la utilidad de las mismas al incluir mecanismos móviles al 

análisis de estructuras metálicas; sin la consideración de elementos simplificados la 

solución de este problema requeriría de una mayor cantidad de recursos computacionales. 

El proceso de optimización, que involucró variación de secciones transversales y adición de 

nuevos elementos, se realizó de una forma sencilla y fluida, lo que permitió realizar 

diferentes combinaciones hasta encontrar la estructura final presentada.  

Con las modificaciones realizadas el peso neto de la estructura del autobús se redujo en un 

7.76%; este porcentaje es mayor que la disminución en las constantes de rigidez de la 

misma. Dado que la estructura de referencia es una estructura que se encuentra actualmente 

en circulación, la reducción en las constantes de rigidez no indica que se ponga en riesgo el 

adecuado funcionamiento de ésta y sí representa una ventaja la reducción de peso en el 

ahorro de combustible. 

La adición de nuevos y pequeños elementos viga generó una reducción de más del 50% en 

los elementos de sujeción de las suspensiones motriz y auxiliar, donde se encontraban 

algunas concentraciones de esfuerzos. En el caso de la región de soporte del motor se 

mejoró la distribución de la misma con la adición de elementos planos, principalmente 

debido a requerimientos de diseño. 

El uso de la metodología aquí presentada permitió el adecuado desarrollo del modelo, 

análisis y optimización de la estructura de un autobús de pasajeros. 
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Conclusiones generales 

A partir de la revisión del estado del arte del se presentó una metodología que eficienta el 

modelado, análisis, diseño, caracterización y optimización de materiales celulares y 

estructuras metálicas. Esta metodología fue aplicada a dos casos de distinta naturaleza, en 

ambos casos se obtuvieron resultados satisfactorios al utilizar la misma teoría para la 

simplificación de su modelado. 

La diferencia principal encontrada para el pre-procesamiento fue la generación de la 

geometría estructural, mientras que para el primer caso se pudo realizar a través de la 

identificación de la celda unitaria y su consecutiva reproducción en todas las direcciones, 

para el segundo caso resultó más lento al involucrar una geometría particular bien definida. 

Otras diferencias fueron la aplicación de diferentes análisis, mientras que para el primero 

sólo se realiza un análisis cuasiestático, al segundo, adicionalmente se le aplican análisis de 

perturbación lineal y análisis dinámicos. La aplicación y explotación de los mismos no 

resulta exclusivo del caso, dependiendo de las necesidades del problema serán utilizados el 

tipo de análisis con las condiciones de frontera particulares. 

El orden de magnitud es un factor que carece de importancia al  aplicar esta metodología 

dadas las características adimensionales de la paquetería, lo que permite que la metodología 

pueda ser aplicada a un sin número de fenómenos. 

El modelado de problemas distintos permite visualizar las capacidades disponibles con las 

que se cuenta al realizar la simplificación del mismo, tal como en el caso B, el análisis de 

perturbación lineal puede ser aplicado a materiales celulares para obtener el módulo de 

elasticidad a partir de la frecuencia natural del material. Esto indica la posibilidad de 

obtener una cantidad mayor de información al explotar las diferentes opciones disponibles 

para predecir o analizar el comportamiento de determinado sistema. 

Las diferencias que pueden ser encontradas al comparar el comportamiento experimental 

con el comportamiento aproximado con el modelo generado tienen diferentes orígenes. 

Inicialmente la teoría de vigas generalizada tiene un error asociado en las consideraciones 

para el desarrollo de sus ecuaciones; la idealización de un elemento de sección transversal 

constante y homogénea, así como las propiedades mecánicas asociadas a éste, pueden 

diferir ligeramente de las características reales; así mismo las limitaciones en la aplicación 

de condiciones de frontera tienen la capacidad de propagar un error que se busca minimizar 

pero no es posible eliminar. 

Pese a la existencia de errores debidos a la pérdida de información asociada a la 

simplificación del modelo, este método permite la adquisición de información con la cual 

se puede predecir el comportamiento de un material o estructura metálica. Esta información 
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resulta de vital importancia ya que permite el ahorro tanto de materia prima como de gastos 

derivados de producción al reducir o eliminar, el proceso de prueba y error. 

La aplicación de la metodología para el modelado de materiales celulares y estructuras 

metálicas permitió optimizar los recursos computacionales disponibles, efectuar una 

variedad de análisis y realizar modificaciones de una manera sencilla para alcanzar los 

objetivos particulares planteados en cada caso. 

Las soluciones aproximadas generadas a través del uso de este tipo de modelos se pueden 

mejorar al dedicar una mayor atención a los fenómenos que se desarrollan en los vértices 

y/o uniones, fenómeno al que se le han dedicado muchas teorías. Este tema permite efectuar 

y evaluar ajustes ya sea geométricos directamente al modelo o a las ecuaciones a través de 

las cuales se les da solución al problema. 
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