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Introduccion

0.1. Antecedentes del Problema

El algebra homolégica relativa tiene sus inicios a finales de los 50 con los
trabajos de G. Hochschild y Butler-Horrocks ver ([36] y [23]). Treinta anos mas
tarde, en [7] y [8], M. Auslander y O. Solberg, dan un nuevo giro a la teorfa
original, tomando ventaja de los desarrollos en la teoria de representaciones
de algebras de artin. En este trabajo se establece una relacién interesante en-
tre homologia relativa y subcategorias contravariantemente finitas. Ademas, las
sucesiones que casi se dividen son utilizadas para expresar relaciones entre in-
yectivos relativos y proyectivos relativos en términos de la operaciéon DTr. Con
ello, mediante la relativizacion de los métodos antiguos, Auslander y Solberg en-
cuentran métodos mas generales que permiten construir nuevas subca-tegorias
contravariantemente finitas y funtorialmente finitas; asi como también gener-
alizar al contexto relativo la teoria de médulos inclinantes y coinclinantes, dan-
do nuevas relaciones entre dlgebras (ver [7] y [8]).

En los Capitulos 1 y 2, exponemos la teoria de Homologia Relativa desarro-
llada por Auslander-Solberg en [7] y [8] para una &lgebra de artin A. En [7], se
desarrolla la teorfa relativa tomando subfuntores aditivos del funtor Ext} (—, —),
dando las versiones relativas de muchos resultados de [4] y [9]. En [8], se desarro-
lla la teoria relativa de médulos coinclinantes para una algebra de artin.

Pensando en la solucién de la Conjetura de G. Lusztig, E. Cline, B. Parshall
y L. Scott introducen en [57] el estudio de una clase de algebras, las asi llamadas
algebras casi-hereditarias. Como es de esperarse, por el nombre, esta clase de
algebras contiene a la clase de las algebras hereditarias.
La clase de &dlgebras casi-hereditarias son actualmente una herramienta muy
importante dentro de la teoria de representaciones de algebras. Muchas de sus
propiedades estan relacionadas con el algebra homoldgica y la teoria de apro-
ximaciones de Auslander-Buchweitz-Reiten. Para poner un ejemplo, a mediados
de los afios 80, V. Dlab y C. M. Ringel prueban que la clase de algebras cuya
dimensién global es a lo sumo 2, esta contenida dentro de la clase de algebras
casi-hereditarias. Las dlgebras casi-hereditarias estan relacionadas con un orden
parcial definido en el conjunto que indexa a los mddulos simples. En [25], V.
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VIII 0.1. Antecedentes del Problema

Dlab y C.M. Ringel muestran, que sin perder generalidad, se puede restringir
al caso de conjuntos linealmente ordenados. Més aun, en dicho trabajo, intro-
ducen para una algebra de artin A, los llamados médulos estandar, y muestran
como detectar si A es casi-hereditaria via la categoria mod(A) de A-médulos
a izquierda finitamente generados. Este primer paso fué muy importante, pues
resulté que este tipo de dlgebras (en el caso lineal) ya existian en la teoria de
representaciones de algebras solo que no se habian estudiado desde este punto
de vista. Asi fué, como muchas sub-clases de algebras pasaron al “reino”de las
algebras casi-hereditarias con respecto a un orden lineal.

Sean A una R-élgebra de artin y {AS(¢)}?; una familia completa de A-

modulos simples (no isomorfos dos a dos). Para cada i € [1,n] :={1,2,--- ,n},
denotaremos por 5P(i) a la cubierta proyectiva del A-médulo simple 5S(7).
Asociado a un orden lineal < en [1,n], se introduce la clase de A-mddulos es-
tandar AA = {yA®i) := AP(i)/U(i) : i € [1,n]}, donde U(i) es el submédulo
de AP(i) generado por las imdgenes Im (f) de los morfismos f € Homp (o P(j),
AP(i)) con j > i.
Dada una clase © de A-mddulos, denotaremos por .#(0) a la categoria de los
A-médulos O-filtrados. Esto es, % (0©) es la subcategoria plena de mod(A) cuyos
objetos son los A-médulos M tales que existe una cadena finita de submddulos
(i.e. una ©-filtracién)

O:MOQMlg"'gMnL:M

tal que cada cociente M;/M;_; es isomorfa a un objeto de ©. En el caso de los
modulos estandar, a la clase Z (AA) de los A-médulos p A-filtrados, se le conoce
también con el nombre de “good modules” (médulos buenos).
La clase de A-mddulos estandar tiene las siguientes dos propiedades que seran
muy importantes cuando veamos a los sistemas estratificantes.

(a) Homp (AA(5), AA(i)) =0si j > 1.

(b) Exti(aA()), AA(H) =0 si j > i.

Teorema 1 [26] (Dlab-Ringel, 1989) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para una R-dlgebra de artin A.

(a) A es casi-hereditaria con respecto a un orden lineal < en [1,n].

(b) AN € F(AA) y End (AA(2)) es un anillo con division, Vi € [1,n].

Debido al éxito alcanzado en la teoria de algebras casi-hereditarias, se in-
tentaron varias posibles generalizaciones. Una de las més importantes ha sido
la dada por I. Agoston, V. Dlab y E. Lukécs en [10]

Definicién 2 [10](Agoston-Dlab-Lukdcs, 1998) A es estandarmente estrati-
ficada (ss-dlgebra), con respecto a un orden lineal < en [1,n], si A\A € F(AA).
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Algunas propiedades interesantes para contrastar son las siguientes:

(1) Si A es casi-hereditaria se tiene que gldim (A) < 2n — 2. Sin embargo, hay
ss-algebras con dimension global infinita.

(2) A es casi-hereditaria si y sélo si el dlgebra opuesta A°P es casi-hereditaria.
En el caso de una ss-algebra, hay contraejemplos para la equivalencia
anterior.

Una de las propiedades mas interesantes de las ss-algebras es su conexién con
la teoria tilting. Dicha conexién fué descubierta por C.M. Ringel en 1991, cuan-
do estudiaba las propiedades homoldgicas de la categoria % (,A) en el caso en
que A es casi-hereditaria. Para esto, C.M. Ringel construyé el llamado “mddulo
caracteristico” T (el cual es inclinante) asociado a .#(,A), y probd también
que el dlgebra de endomorfismos Endy (T) es casi-hereditaria. Muchos de los
resultados de C.M. Ringel, fueron generalizados por I. Agoston7 D. Happel, E.
Lukécs y L. Unger, en [11], al contexto de las ss-algebras.

Recordamos, que un A-médulo T' es inclinante si satisface las siguientes condi-
ciones:

pdT < oo, Ext) (T, T) = 0 Vi > 0, y existe una sucesién exacta larga 0 — yA —
To—Ty —---— T, —-0conT; €addT parat=20,1,--- ,m.

Teorema 3 [11, 2.5] (Agoston—Happel—Lukdcs— Unger, 2000) Sea A una ss-dlge-
bra con respecto a un orden lineal < en [1,n]|. Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) Existe una dnica (hasta isomorfismos) familia {T'(i) : i € [1,n]} de A-
mddulos inescindibles y una sucesidn ezxacta, para cada i € [1,n],
0= AA®l#) = T() = X(i) = 0 con X(3) € F{AA(Y) : j<i}).

(b) El médulo caracteristico T := @;ep1,,)T'(i) es tilting.
(¢) F(A\A)N{M : Exty(—,M)|z,a}=addT.
(d) pdT = pd.F(,A) y Exty(F(,A),T)=0.

(e) El dlgebra de endomorfismos B := End (T') es una ss-dlgebra, con respecto
al orden opuesto <°P en [1,n]; y el funtor Homp(—, \Tgor) : F(A\A) —
F(BA) es una dualidad de categorias.

La primera nocién de sistema estratificante fué introducida por K. Erdmann
y C. Sdenz en [28]. La idea bdsica es generalizar la nocién de médulo estandar
y la de inclinante caracteristico.

Definicién 4 [28, 1.1](Erdmann-Sdenz, 2003) Sea © = {©(i)}._; una familia
de A-mddulos no nulos, Y = {Y (i) }t_; una familia de A-mddulos inescindibles,
y < un orden lineal en [1,t] :={1,2,--- ,t}. El triple (©,Y,<) es un sistema
estratificante Ext-inyectivo de talla t, en mod(A), si satisface las siguientes
condiciones.
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(a) Homy (©(5),0(i)) =0 si j > i.

(b) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta 0 — O(i) — Y (i) —
Z(i) = 0 de A-mdédulos tal que Z(i) € F({O(j) : j < i});

(c) Exty(—, Y)|z@6) =0, donde Y := @i gY (4).

En [47], E. Marcos, O. Mendoza y C. Sdenz, prueban que la siguiente no-
cién de sistema estratificante es equivalente a la de sistema estratificante Ext-
inyectivo.

Definicién 5 [47, 1.6] (Marcos-Mendoza-Sdenz, 2004) Un sistema estratifi-
cante (0, <) de talla t, en mod(A), consiste de una familia © = {©(i) : i€
[1,t]} de A-mddulos inescindibles, y un orden lineal < en [1,t], satisfaciendo las
siguientes condiciones.

(a) Homp (©(45),0(i)) =0 si j > 1,
(b) Ext}(0(j),0(0) = 0 si j > i.

Dada la definicién de sistema estratificante, una buena pregunta es ver si

tales sistemas existen para un algebra arbitraria A. La respuesta es afirmativa.
En efecto, para cualquier dlgebra A, existe al menos un sistema estratificante:
el sistema estratificante candnico (A4, <) de talla n, donde n es el rango del
grupo de Grothendieck del dlgebra A y < es el orden candnico en [1,n].
En [48], E. Marcos, O. Mendoza y C. Sdenz, introducen la nocién de sistema es-
tratificante Ext-proyectivo. Mas ain, prueban que dicha nocién es equivalente a
las otras dos ya dadas de sistema estratificantes. Es decir, una de ellas determina
de forma tnica a las otras dos.

Definicién 6 [48, 2.1] (Marcos-Mendoza-Sdenz, 2005) Sea © = {O(i)}!_; una
familia de A-mddulos no nulos y Q = {Q(i)},_, una familia de A-mddulos
inescindibles, y < un orden lineal en [1,t]. El triple (0,Q, =) es un sistema
estratificante Ext-proyectivo de talla t, en mod(A) si satisface las siguientes
condiciones.

(a) Homy (©(5),0(i)) =0 si j > i.

(b) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta 0 — K(i) — Qi) —
O(i) — 0 de A-mddulos tal que K(i) € F({O(j)) : j > i}),

(c) Ext}(Q, —)z@©) =0, donde Q := @)1 Q7).

Una de las razones de la importancia de los sistemas estratificantes es que
estos producen, tanto, un médulo Ext-inyectivo ¥ = @ ,Y (i), como uno
Ext-proyectivo Q = @I, Q(i), tales que las dlgebras de endomorfismos B :=
End(4,Y) y C :=End(4Q)° son estandarmente estratificadas. Mds atn, los
sistemas estratificantes son una “categorificacién” de las ss-dlgebras; y en cierta
medida, son también una generalizacion de las categorias de peso méaximo, intro-
ducidas por Cline-Parshall-Scott en [57], para el caso de conjuntos linealmente
ordenados.
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Teorema 7 [48, 3.2] (Marcos-Mendoza-Sdenz, 2005) Sea (0, Q, <) un sistema

estratificante Bxt-proyectivo de talla t, en mod(A) y sea C' := End(,Q)° con
Q = ®!_,Q(i). Entonces, C es una ss-dlgebra y los funtores

HOIHA(AQc, —) : y(@) — 9(0A) Y AQC Qe — y(cA) — 9(@)

son equivalencias exactas inversas.

0.2. Resumen de Resultados

En el Capitulo 3, generalizamos la teoria de sistemas estratificantes a cate-
gorias exactas. Dando la definiciéon de sistema estratificante en una categoria
exacta, vemos que determina univocamente un sistema estratificante Ext -
proyectivo. Se obtiene un objeto @ = @I ; Q(4), tal que el dlgebra de endomor-
fismos C := End(4Q)° es estandarmente estratificada. También obtenemos
un andlogo al Teorema 7. Esto nos da una nueva forma de construir dlgebras
estadarmente estratificadas. Finalmente, en la tultima parte de este capitulo uti-
lizamos la teorfa de [7], para dar un ejemplo de un sistema estratificante en una
categoria exacta, que no es sistema estratificante en el sentido clésico.

Hay varias nociones de categorias exactas entre las que destacamos las debidas
D. Quillen en [58] y a M. Barr en [12]. En la definicién de Quillen (dada en el
contexto de categorias aditivas) uno tiene que especificar una clase distinguida
de sucesiones cortas (una estructura exacta), para obtener una categoria exacta.

Sobre cualquier categoria aditiva A, la clase de sucesiones exactas que se
escinden da la estructura exacta méas pequena en A, es decir, cualquier otra
estructura exacta contiene a las sucesiones exactas que se escinden. En gene-
ral, una estructura exacta consiste de ciertos pares de morfismos, cerrados bajo
ciertas condiciones. El lugar comtn para hacer algebra homoldgica es una ca-
tegoria abeliana, pero se puede ver que a veces las categorias exactas bastan.
Una razén mas fuerte es el teorema de inmersién de Gabriel-Quillen, el cual
reduce el algebra homoldgica en categorias exactas al caso abeliano. Como el
nombre de un articulo de P. Freyd lo dice: Relative homological algebra made
absolute [30]. El Teorema de Inmersién nos dice que el funtor de Yoneda encaja
una categoria exacta pequena 4 de manera fiel y plena en la categoria abeliana
B de funtores exactos a izquierda F' : A°? — Ab tal que su imagen en B es
cerrada por extensiones y tal que una sucesién corta en A es exacta si y sélo si
lo es en B. D. Quillen dice en [58, pag. 92|, lo siguiente:

Supongamos que tenemos una categoria exacta A. Sea B la categoria de fun-
tores contravariantes de A en Ab, los cuales son exactos a izquierda. Siguiendo
ideas bien conocidas (ver [31]), se puede probar que B es una categoria abeliana
y que el funtor de Yoneda h encaja A como una subcategoria cerrada por exten-
siones de B; y finalmente una sucesion corta pertenece a € si y solo si h la lleva
a una sucesion exacta en B. Los detalles serdn omitidos, pues no son realmente
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importantes para lo que sigue.

P. Freyd da un teorema similar, en [30], sin demostracién y con suposiciones
adicionales. La primera demostracién publicada aparece en [45], basada en la
teoria de engavillacién de Grothendieck-Verdier. Un bosquejo detallado de la
prueba afirmada por Quillen, es dada por B. Keller en [43, Apend].

La nocién de categoria exacta dada por Quillen, tiene sus antecesores en A.
Heller [38], N. Yoneda [66], Butler-Horrocks [23] y S. Mac Lane [46, XII.4]. Las
S-categorias quasi-abelianas usadas por Yoneda son categorias exactas en el
sentido de Quillen. Un hecho notable, es que Yoneda prueba que el “axioma
obscuro” (composicién de inflaciones es inflacién) se sigue de su definicién, ver
[66, p.525, corollary], un hecho que es redescubierto 30 afios més tarde por B.
Keller [43, Apend].

Hay varias razones para estudiar categorias exactas. El hecho de escoger una
estructura exacta da mas flexibilidad, lo cual es esencial en muchos contextos.
Incluso si uno estd trabajando con categorias abelianas, a veces es necesario
considerar otras estructuras diferentes de la candnica (ver [23]). En la teorfa de
representaciones, las categorias exactas surgen naturalmente. Por ejemplo, en
[34], D. Happel muestra que, en el caso de una categoria exacta de Frobenius,
pasando a la categoria estable uno obtiene una categoria triangulada.

Las categorias derivadas fueron inventadas por A. Grothendieck y J. L.
Verdier en la década de los anos 60. Hoy en dia, las categorias derivadas se han
convertido en una herramienta importante en muchas ramas de la matematica
como: geometria algebraica, geometria algebraica no conmutativa, teoria de re-
presentaciones, fisica-matemadtica, etc. En un intento de axiomatizar las propieda-
des de la categoria derivada, Grothendieck-Verdier introdujeron la nocién de
ca-tegoria triangulada. Durante largo tiempo, las categorias trianguladas se
situaron en un extremo del dlgebra homoldgica. Sin embargo, esta visién cam-
bié debido a los trabajos de D. Happel en los anos 80, llegando a ser de gran
importancia en la teoria de representaciones y en otras areas como ya comenta-
mos arriba.

La teoria de aproximaciones tiene su origen en el concepto de envolventes inyec-
tivas y ha sido ampliamente aceptada en el contexto de la categoria de médulos.
En articulos independientes, Auslander, Reiten y Smalo (para la categorfa mod(A)
de A-mddulos finitamente generados sobre un dlgebra de artin A) y Enochs (para
la categoria Mod(A) de A-mdédulos sobre un anillo arbitrario A) introdujeron una
teoria general de aproximaciones que involucraba precubiertas y preenvolventes
(ver [4], [6] y [29]).

En el Capitulo 4, generalizamos la teoria de sistemas estratificantes a categorias
trianguladas. Dando la definicién de sistema estratificante en una categoria tri-
angulada, vemos que determina univocamente un sistema estratificante Fxt
-proyectivo. También obtenemos un objeto @@ = @&, Q(%), tal que el dlgebra de
endomorfismos C := End(4Q)° es estandarmente estratificada y obtenemos
un andlogo al Teorema 7. Esto nos da una nueva forma de construir algebras
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estadarmente estratificadas. En este capitulo, se pudo probar el siguiente resul-
tado, andlogo al dado por C. M. Ringel en [59, 1].

Teorema 8 Sea O := {©(i)}"; una familia de objetos en una R-categoria
tridngulada de artin tal que Hom7(0(j), X0O(i)) = 0 para j > i. Entonces % (O)
es funtorialmente finita.

En [37], M. Hashimoto definié el “Contexto de Auslander-Buchweitz” para
ca-tegorias abelianas, dando un marco teérico para la teoria de aproximaciones.
El punto de partida del trabajo de Hashimoto es la teoria de aproximaciones
en categorias abelianas desarrollada por Auslander y Buchweitz en [3]. El tra-
bajo [3], fue el punto de partida para hacer dlgebra homoldgica relativa con
respecto a ciertas subcategorias. Lo anterior tuvo aplicaciones a los mdédulos
Cohen-Macaulay sobre anillos conmutativos, a la teoria inclinante, a la teoria
de algebras quasi-hereditarias y grupos reductivos. También se aplicé al estudio
de conjeturas homoldgicas de dlgebras de dimension finita. Por otro lado, en
[14], A. Beligiannis generaliza a categorias exactas el trabajo fundamental [3].
En particular, siguiendo las ideas de Hashimoto, Beligiannis introduce el con-
texto de Auslander-Buchweitz en categorias exactas, que es mas general que el
caso abeliano.

En el caso de mod(A) (la categoria de A-mddulos finitamente generados so-
bre un algebra de artin A), es importante mencionar el trabajo de Auslander
y Reiten [4]. Ellos estudiaron las aproximaciones de médulos usando médulos
inclinantes y coinclinantes, demostrando la existencia de una correspondencia
biyectiva entre mddulos coinclinantes basicos en mod(A) y ciertas subcategorias
precubrientes X de mod(A). El principal objetivo de [4] es explorar la conexién
entre la teorfa inclinante y los pares de cotorsién en mod(A).

Recientemente, las categorias trianguladas entraron en la teoria de representa-
ciones de forma relevante y varios autores han estudiado el concepto de aproxi-
macién, tanto en el caso abeliano como en el caso triangulado (ver [20],[16], [49]

y [50]).

En el Capitulo 5, que forma parte de [51], se desarrolla el andlogo de la teoria
de aproximaciones en el sentido de Auslander y Buchweitz, para categorias tri-
anguladas. El resultado principal es acerca de un par de (X,w) de clases de
objetos en una categoria triangulada 7, donde X es cerrada por extensiones y
w satisface condiciones débiles de cogenerabilidad con respecto a los objetos de
X. Siguiendo a Auslander y Buchweitz, consideramos la clase X de objetos
de T que admiten una resolucién finita a través de objetos de X. Se prueba
que cada objeto de X" admite dos tridngulos distinguidos: uno dando una X-
aproximacién a derecha y el otro dando una w”-aproximacién a izquierda. En
este capitulo también es introducida la dimensién X-resolucién y es comparada
con otras dimensiones relativas.

En el Capitulo 6, que forma parte de [52], el principal objetivo es explorar
resultados analogos a los estudiados por Auslander y Reiten en conexién con
la teorfa inclinante y la teoria de co-t-estructuras, centrandonos en el contexto
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dado en el capitulo 5. Para esto, utilizamos la teoria desarrollada en el capitulo
5 y centramos nuestra atencién en la relacién entre los contextos de Auslander-
Buchweitz en una categoria triangulada 7 y las co-t-estructuras definidas en
ciertas subcategorias de 7.

La nocién de co-t-estructura fue introducida por D. Pauksztello [56] y M. V.
Bondarko [17] (bajo el nombre de estructuras con peso). Esta nocién da in-
formacion importante de la categoria triangulada 7 y permite la existencia de
descomposiones con peso y filtraciones. Ademads las co-t-estructuras dan ejem-
plos de teorias de torsion en categorias trianguladas Krull-Schmidt en el sentido
de Iyama-Yoshino [40].




Capitulo 1

Homologia relativa a la
Auslander-Solberg

1.1. Subfuntores del Ext}(—, —)

Durante todo éste capitulo A denotard una R-algebra de artin y mod(A)
denotard a la categoria de A-mddulos finitamente generados a izquierda.
Los resultados aqui expuestos fueron extraidos de [7] y [8].

Definicién 1.1.1 Sean & y A categorias. La categoria producto of X B es
una categoria cuyos objetos son todos los pares ordenados (A, B) de objetos
de o y B. El conjunto de morfismos, entre dos pares, estd definido por pares
ordenados de morfismos

[(AaB)7 (AlvB/)]JZVXP/B = [A’A,]Ef X [BaB/]@

La composicion de pares de morfismos es componente a componente; esto es,
si (f,g9): (A,B) — (A',B") y (',¢) : (A, B") — (A", B") son morfismos
en f x B, se define (f,9)(f.g) : (A, B) — (A", B") como (f',g)(f ) =
(f'f,9'g). Se puede ver ficilmente que con el producto asi definido, o x B es
en efecto una categoria donde el morfismo identidad 1(4 py es el par (14,1p).

Definicién 1.1.2 Un bifuntor es un funtor covariante cuyo dominio es el pro-
ducto de dos categorias; esto es, uno de la forma T : o/ X B — €.

Aqui sélo consideraremos bifuntores de la forma F' : (mod(A))°? xmod(A) —
C, donde C es la categoria de grupos abelianos Ab o bien es la categoria de con-
juntos Sets. Decimos que F es aditivo si los funtores F(C,—) : mod(A) — Ab
y F(—,A) : (mod(A))°? — Ab son aditivos, VA, C € mod(A). Por ejemplo,
F = Ext}(—, —) es aditivo.

Definicién 1.1.3 Sea F : (mod(A))°? x mod(A) — C un funtor. Decimos

que G : (mod(A))°? x mod(A) — C es un subfuntor de F si existe una
transformacion natural n: G — F, la inclusion de G en F tal que, V (A, B) €

1



9 1.1. Subfuntores del Ext} (—, —)

(mod(A))°P x mod(A) y; V (e, ) : (A,B) — (A',B") cona : A — Ay
B : B — B’ en mod(A), el siguiente diagrama conmuta

G(A,B) —25 F(A, B)
G(a,B)\L lF(aﬁ)

Nar

G(A', B 2% (A, BY),

donde na.p : G(A, B) — F(A, B) es la inclusion como subconjunto. Es decir,
G(Oé, 6) = F(Oé, B)|G(A,B)'

Definicién 1.1.4 Sea F : (mod(A))°? x mod(A) — Ab un funtor. Un subfun-
tor G : (mod(A))°? x mod(A) — Ab de F es un subfuntor aditivo si G es
aditivo.

Definicién 1.1.5 Sea F un subfuntor de Ext} (—, —) : (mod(A))°? xmod(A) —
Sets. Una sucesién exactan :0 — A — B — C — 0 en mod(A), se dice
que es F-exacta sin € F(C, A).

Seann: 0 — A — B — C — 0 una sucesién exacta en mod(A) y
a:C"— C,B: A— A morfismos de A-médulos. Denotaremos por na a
la sucesién exacta obtenida de  mediante un pull-back por «. Andlogamente,
denotaremos por 87 a la sucesion exacta obtenida de 1 mediante un push-out.

Asi, tenemos que Ext} (o, 8)(n) := B(na) = (1)

Observacién 1.1.6 Sea F un subfuntor de Ext}(—, —) : (mod(A))° x mod(A)
— Abya:C"—C,5:A— A enmod(A).

(a) Sin € F(C,A) entonces F(a,B)(n) = B(na) € F(C', A’). En particular,
se tiene que la clase de sucesiones F-exactas es cerrada por pull-backs y
push-outs. Esto es, si n es F-exacta entonces na y fn son F-exactas.

(b) La estructura aditiva de Ext)(C,A) es la llamada suma de Baer. Esto
es, para 1, ' € Ext}(C,A) se define n+n' == V(n®n')A donde A :
C—CoCyV:AdA— A son los morfismos diagonal y codiagonal,
respectivamente. Si m, ' son F-exactas, entonces n+1n' es F-exacta. En
efecto, como n, nf € F(C,A) y F(C,A) es un subgrupo de Ext}(C, A), se
tiene que n+1n' € F(C, A); y por lo tanto n+n' es F-exacta. Es decir, la
clase de sucesiones F-exactas es cerrada bajo la suma de Baer.

Proposicién 1.1.7 Una clase € C Uc, aemod(a) Ext} (C, A) de sucesiones ex-
actas cerrada por suma de Baer, pull-backs y push-outs, define un subfuntor de

Ext}(—, —) : (mod(A))?” x mod(A) — Ab.

Demostracién. Definamos una asignacién F : (mod(A))°? x mod(A) — Sets
por F(C, A) := € NExt}(C, A); y para (o, 8) : (C,A) — (C', A"), definimos
F(a, B) := Exth (a, B). Veamos que la asignacién F' construida arriba, tiene por
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codominio a Ab. Y que ademés F' : (mod(A))°? xmod(A) — Ab es un subfuntor

de Ext} (—, —). Para esto hay que ver que F(C, A) es un subgrupo de Ext} (C, A)

y que F(a, 8) es un morfismo de grupos (ésta tltima condicién es trivial por la

definicién de F'). En efecto, sean n, n € F(C, A), como € es cerrada por suma

de Baer, entonces n+ 1’ € F(C,A). Dadan:0 — A — B — C — 0, el
inverso de 7, con la suma de Baer, es la sucesién exacta que se obtiene por push-

out de n mediante —14, es decir, —n := (—14)n. Por lo tanto, si n € F(C, A),

entonces —n € F(C, A) pues € es cerrada por push-outs. Por lo tanto, F(C, A)

es un subgrupo de Ext} (C, A). Finalmente, que el neutro aditivo pertenezca a

F(C, A) se sigue de lo anterior, pues si n € F(C, A), entonces —n € F(C, A) y

luego 0 =1+ (—n) € F(C, A).

Veamos que sin € F(C,A) y (o, 8) : (C, A) — (C’", A’) entonces F(«, B)(n) €
F(C’,A"). En efecto, como F(a,B)(n) = (Bn)a 'y € es cerrada por push-outs
y pull-backs, se tiene que F(a, 8)(n) € F(C', A"). Por lo tanto, F' asi definido

es un subfuntor de Exta(—, —), con nc.4 : F(C, A) — Ext} (C, A) la inclusién

como transformacién natural ]

Lema 1.1.8 Seann:0—>A3>Bﬁ>C’—>Oyn’:O—>A’i/>B’ﬁ,>C’—>O

sucesiones exactas en mod(A) y sean ic : C — C® ', i : C' — CH ',
A ADA — A pa: A® A — A’ las inclusiones y proyecciones naturales
correspondientes. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) n=pan@&n)ic y0=pan®nic.
(b) ' =par(n@&n)ic: y0=paln®n)ic:.
(¢c) n®n' =ianpc +ian'pcr.
Demostracion.

(a) Se puede ver que el siguiente diagrama es conmutativo y exacto

0—=Apd Lspoa-—L ¢ 0

ke
fa f5

0—=ApA ——>BoB ——CaoC —0,

dondefl(g())fz (B 0),fs= ((1)a)f4 <go(é)’>

8 0
y f5 = O ﬁ/
del diagrama anterior. Por otro lado, tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo y exacto

. Por lo tanto, (n®n’)ic es la sucesién del primer renglén

0—>Adod Lol ec—s0

lm l ﬁ

0 A - B C 0,
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donde pp es la proyeccién correspondiente. Luego, pa(n@®n’)ic es la suce-
sién del tltimo renglén del diagrama anterior. Por lo tanto n = pa(n @
n')ic.

Considerando ahora el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0— Ao d -TspBaalec—0

b

0 A ‘> Cp A ——(C——=0,

donde g = < g (1) >,i: ( (1) ) vy = ( 1 0 );concluimosquepA/(nEB
n/)ic =0.
(b) Se prueba como en (a).

(¢) Tenemos

pa(n@n’) =patn®n)lcac =paln®n')(icpc +icpcr)
=pa(n@nicpe +paln ®n')icper
= npc + Opcr
= npc,

donde la peniltima igualdad es por (a). Andlogamente, se prueba que
par(n@®n') = n'pcr. Por lo tanto, n ® 0" = laga(n & n') = (iapa +
iapa)n®n') =iapan®n') +iapa(n@n') =ianpc +iam'per. O

Lema 1.1.9 [7, 1.1] Sea F un subfuntor de Ext} : (mod(A))°? x mod(A) —
Sets. Entonces, F' es un subfuntor aditivo de Ext} : mod(A)°P x mod(A) — Ab
sty solo si la clase de sucesiones F'-exactas es cerrada bajo sumas directas
finitas.

Demostracién. Dado que F es un subfuntor de Ext}(—, —) : (mod(A))°P x
mod(A) — Sets tenemos que, Vn € F(C,A)ya:C"' — C,: A— A’ en
mod(A), se satisface que F(«, 8)(n) = B(na) € F(C', A).

(«=) Sea Ey := 0 € Ext}(C, A) el neutro aditivo. Veamos que Ey € F(C, A).
En efecto, seann: 0 — A — B — C — 0 F-exactay 0 : A — A el
morfismo cero. Luego F(1¢,0)(n) = 0n € F(C, A), pero On = Ey (ver [55], pag.
167). Por lo tanto Ey € F(C, A).

Veamos ahora que si n € F(C,A), entonces —n € F(C, A). En efecto, con-
siderando —14 : A — A tenemos que F(1¢,—14)(n) = —1an € F(C, A), pero
—1am = —n (ver [55], pag. 167). Por lo tanto —n € F(C, A).

Veamos que si n, ' € F(C,A) entonces n +n' € F(C,A). Considerando los
morfismos V: A A — Ay A:C — C&C, tenemos que F(lg,V) :
F(C,A®A) — F(A)y F(A,1aga) : F(C®C,A®A) — F(C, A®A). Por otro
lado, como la clase de sucesiones F-exactas es cerrada por sumas directas, te-
nemos que ndn € F(CHC, A® A). Por lo tanto, F(1¢, V)F (A, 1aga)(n®n') =
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Ext) (1o, V)Ext} (A, 1asa)(n @ 1) = V(n @ 7)A = n+ 1 € F(C,A). Por lo
tanto, F' es un subfuntor de Ext}(—, —) : mod(A)° x mod(A) — Ab.
Veamos ahora que F es aditivo, es decir que, F(lg,—) : mod(A) — Ab y
F(—,14) : (mod(A))°? — Ab son aditivos. En efecto, veamos que F'(1¢, —) :
Homp (A, B) — Hom(F(1¢, A), F(1¢, B)) es un morfismo de grupos abelianos,
VA, B € mod(A). Sean a,’ : A — Byn: F — Ext)(—, —) lainclusién como
subfuntor. Luego, tenemos las siguientes igualdades

(Ext}\(lc7 Oz) —|—EXt}\(1c, al))nc,A = EXt}\(lc, a—i—o/)nc,A = nC,BF(lC; CV—I-CV/),

Exty(1c, @)ne,a = ne,sF(le, a),
Ext}\(lc, O/)UC.A = TIC,BF(lc, O/).

Por lo tanto, tenemos que

nc,BF(].c, o+ Oé,) = (EXt}\(lc, Oé) + Ethl\(lc, OA/))7707A
= 7707B(F(1c, Oz) + F(lc, O/)).

Luego, como 7¢, g es un monomorfismo, tenemos que F(l¢, a+a’) = F(lg, a)+
F(1¢,d'). Por lo tanto F(1¢,—) : mod(A) — Ab es aditivo. Andlogamente
F(—,14) : (mod(A))°? — Ab es aditivo. Por lo tanto, F/(—, —) : mod(A)° x
mod(A) — Ab es aditivo.

(=) Supongamos que F' es un subfuntor aditivo de Ext}(—, —) : mod(A)? x
mod(A) — Ab. En particular, F(C, A) es un subgrupo de Ext}(C, A), VC,
A € mod(A). Consideremos las sucesiones 7 : 0 — A >+ B L0 —0

vy 0 — A N NG N 0, conn e F(C,A) yn € F(C'|A").
Como F es un subfuntor de Exth (—, —), se tiene que F(pc,ia)(n) = ianpc €
F(CaoC A A )y F(pcr,ia)(') =ian'pc € F(CoC', A®A’). Por 1.1.8(c),
tenemos que n @1 = ianpc +ian por. Porlo tanton@n’ € F(CoC', Ap A')
pues F(C @ C', A® A’) es un subgrupo de Exth (C @ C’, A @ A’). De donde se
sigue F' es cerrada por sumas directas finitas de F-sucesiones exactas. [

Corolario 1.1.10 Una clase ¢ C Uc aemoaa) Ext} (C, A), de sucesiones ex-

actas, induce un subfuntor aditivo de Exth (—, —) : (mod(A))°? xmod(A) — Ab
sty sélo si € es cerrada por pull-backs, push-outs y sumas directas finitas.

Lema 1.1.11 [7, 1.2] Sea F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —). Consideremos

n:0—>A3>B£>C—>0 yn’:O—>A’i>B’£>C’—>Osucesiones exactas en
mod(A). Entonces n ®n' es F-exacta si y sdlo sin yn' lo son.

Demostracién. (<) Se sigue de 1.1.9.

(=) Por 1.1.8 tenemos que n = pa(n @ 7' )ic y 7' = pa(n®n')ic,. Como la
clase de sucesiones F-exactas es cerrada por pull-backs y push-outs, se sigue
que n y n' son F-exactas. [

En todo lo que sigue, para simplificar, denotaremos por (M, N) a Homp (M, N),
VM, N € mod(A).
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Definicién 1.1.12 Sea F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —). Definimos la ca-
tegoria P(F) de F-proyectivos como la subcategoria plena de mod(A) cuyos
objetos son los P € mod(A) tales que la sucesion 0 — (P,A) — (P,B) —
(P,C) — 0 es exacta en Ab para toda sucesion F-exacta 0 - A — B — C — 0.
Dualmente, la categoria Z(F) de F-inyectivos, es la subcategoria plena de
mod(A) cuyos objetos son los I € mod(A) para los cuales, toda sucesion F-
exacta 0 - A — B — C — 0 induce la sucesion 0 — (C,I) — (B,I) —
(A,I) — 0 exacta en Ab.

Observacién 1.1.13 De la definicion se tiene que P(A) C P(F) y Z(A) C
Z(F), donde P(A) denota a la subcategoria de mod(A) de A-mddulos proyectivos
finitamente generados y Z(A) denota a la subcategoria de mod(A) de A-mddulos
inyectivos finitamente generados.

Definicién 1.1.14 Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —). Decimos que F
tiene suficientes proyectivos si, VA € mod(A) existe una sucesion F-exacta

0 A’ P A 0 con P € P(F). Dualmente, se dice que F
tiene suficientes inyectivos si, ¥V C € mod(A) existe una sucesion F-exacta
0 C 1 o 0 con I € I(F).

Proposicién 1.1.15 [7, 1.3] Sea F un subfuntor aditivo de Ext)(—,—) y n :

05 4% B4 ¢ = 0 una sucesion F-ezacta. Entonces, Y M € mod(A),
tenemos dos sucesiones exactas en Ab

(M a) (M B) F(ll\/fa )

0—— (M, A) 2 r, By ML (ar,0) —5s Fov, A) TR (L BY,
0—— (¢, M) S 3oy SM 4 ) —2 pee, ) PR B, ),

donde 6(f) :=nf, Vf € Homp(M,C); y 0(g) := gn, Vg € Homy (A, M).

Demostracion. Observe que los morfismos de conexién d y 9 estan bien
definidos, pues la clase de sucesiones F-exactas es cerrada por pull-backs y
push-outs. Consideremos el siguiente diagrama en Ab

Homp (M, C) — = Ext} (M, A) 2" el (01, B)

nﬂi,AT nNI,BT
5

Homy (M, C) F(M, A) LY pu,B),

donde el renglén superior es exacto. El primer cuadrado conmuta pues Im(6") C
F(M, A). El segundo cuadrado conmuta pues F' es un subfuntor de Ext} (—, —).
Notemos que F(1,a) = Ext)(1,a)nar,a = Exty(1,a) |p(a,4) Pues nara es la
inclusién natural como subgrupo. Entonces Ker(F(1,a)) = Ker(Exth (1,a)) N
F(M,A) = Im(6") N F(M, A) = Im(6). Por lo tanto, tenemos la exactitud en
F(M,A). Andlogamente se prueba la exactitud de la otra sucesién. [
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Corolario 1.1.16 [7, 1.4] Sea F un subfuntor aditivo de Ext} (—,—). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) P € P(F) siy sdlo si F(P,A) =0, VA € mod(A).

(b) I € Z(F) siy solo si F(C,I)=0, VC € mod(A).
En particular, se tiene que P(F) = add(P(F)) y Z(F) = add(Z(F)).
Demostracion.

(a) (=) Sean:0—A-SE 2. P 0 F-exacta. Como P € P(F), la
sucesiéon 0 — (P, A) — (P, E) — (P, P) — 0 es exacta. Por lo tanto
existe  : P — F tal que B0 = 1p; probandose que 7 se escinde.

(<) Sea 0 — A — B — C' —> 0 F-exacta. Por 1.1.15, tenemos la
sucesién exacta en Ab

0 (P, A) (P,B) — (P,C) —>= F(P, A).

Luego, como F(P, A) = 0, tenemos que la sucesién anterior es exacta. Por
lo tanto P € P(F).

(b) Se prueba andlogamente. [J

Proposicién 1.1.17 [7, 1.5] Sean F un subfuntor aditivo de Exty(—,—) y 1 :
0 A B C 0 una sucesidn ezacta.

(a) Si F tiene suficientes proyectivos, entonces n es F-exacta si y sdlo si
0—— (P,A)—— (P,B) —— (P,C) ——=0 es exacta, YP € P(F).

(b) Si F tiene suficientes inyectivos, entonces n es F-exacta si y sélo si
0—— (C,I) —(B,I) (A, 1) 0 es exacta, VI € Z(F).

Demostracién. Sélo probaremos (a), pues la prueba de (b) es dual. Supon-
gamos que F tiene suficientes proyectivos.
(=) Se sigue de la definicién.

(<=)Sean:0— A — B L ¢~ 0 una sucesién exacta, y supongamos
que la sucesiéon 0 — (P, A) — (P, B) — (P,C) — 0 es exacta, VP € P(P).
Consideremos una sucesién F-exacta £ : 0 — ¢’ — P - C — 0 con
P € P(F). Por lo tanto, existe t : P — B tal que ft = s. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta

0 C’ P—=C 0
f
0 A B C 0.

Por lo tanto n = €. Luego n es F-exacta. [
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Lema 1.1.18 [2,4.2] Sean: 0 — A 2B % ¢ — 0 ezacta en mod(A).
Entonces, Y X € mod(A), Homy (X, g) : Homa (X, B) — Homu (X, C) es un
epimorfismo si y sélo si Homp (f,7X) : Homp (B, 7X) — Homp (A, 7X) es un
epimorfismo, donde T := DTr es el trasladado de Auslander-Reiten.

Notacién 1.1.19 Sean X, Y C mod(A) clases de objetos en mod(A). Tenemos
la siguiente clase de objetos X PY :={X dY | X € X, Y € YV} en mod(A).

Definicién 1.1.20 Sea X una clase de objetos de mod(A). Decimos que X es
de tipofinito si add(X) = add(M) para algin M € mod(A).

Corolario 1.1.21 [7, 1.6] Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(o) I(F) = 7(P(F)) @ Z(A).
(b) P(F) =7"HZ(F)DPA).

(c) Si P(F) yZ(F) son de tipo finito, entonces el nimero de inescindibles no
isomorfos en P(F) y Z(F') son los mismos.

Demostracion.

(a) Veamos que 7(P(F)) @PZ(A) C Z(F). Dado que Z(F') = add(Z(F)), basta
ver que 7(P(F))UZ(A) CZ(F). Sea X € 7(P(F))UZ(A). Si X € Z(A),
ya acabamos. Supongamos que X € 7(P(F)). Luego X = 7(Y) con
Y € P(F). Sean:0 — A— B — C — 0 F-exacta. Por lo tanto,
Homu (Y, B) — Homy (Y, C) es un epimorfismo. Por 1.1.18, tenemos que
Homy (B, X)) — Homa (A, X) es un epimorfismo, por lo tanto X € Z(F).
Veamos que Z(F) C 7(P(F)) P Z(A). Sea Y € Z(F). Dado que Z(F) =
add(Z(F')), podemos asumir que Y es inescindible. Si Y € Z(A), ya ter-
minamos. Supongamos que Y ¢ Z(A). Sea X := TrD(Y). Luego, se
tiene que 7(X) = 7771(Y) = Y. Ahora bien, como Y € Z(F), entonces
Homp (B, 7(X)) — Homp (A, 7(X)) es un epimorfismo. Por lo tanto, de
1.1.18, se tiene que Homy (X, B) — Homy (X, C) también lo es. Luego
X € P(F), de donde Z(F) C 7(P(F)) @ Z(A); probéndose (a).

(b) Dual a (a).

(¢) Como A es una R-dlgebra de artin, tenemos que el nimero de inescindibles
en P(A) y Z(A) son los mismos. Por otro lado, 7 es una biyeccién entre los
inescindibles no proyectivos y los inescindibles no inyectivos. Por lo tanto,
(c) se sigue de (a) y (b). O

Notacién 1.1.22 Sea X una clase de objetos en mod(A). Tenemos bifuntores
Fy,F* : (mod(A))°? x mod(A) — Sets dados por las siguientes asignaciones.

(a) Fx(C,A) == {0 A B c 0 | Homa(—, B)|x —
Homy (—,C)|x es un epimorfismo} y Fx (o, ) := Ext}\(oz,ﬁ).
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(b) F¥(C,A) :=={0 A B C 0 | Homp (B, —)|x —
Homy (A, —)|x es un epimorfismo} y F¥ (o, B) := Ext} (a, B).

Proposicién 1.1.23 [7, 1.7,1.8] Sea X una clase de objetos de mod(A). En-
tonces

(a) Fx y F¥ son subfuntores aditivos de Ext}(—,—).
(b) FX — FDTr(X)

Demostracion.

(a) Sélo lo probaremos para Fy, pues la prueba para F'¥ es dual. Por 3.1.8, es
suficiente ver que la clase de sucesiones Fy-exactas es cerrada por sumas
directas finitas, por pull-backs y push-outs. Sean n: 0 — A — B —
C —0conné€ Fy(C,A) yt:C" — C un morfismo. Consideremos el
siguiente diagrama

ﬁ/

nt:0 A E c’ 0
B
n:0 A B C 0.

Sea av: X — C’ con X € X, y consideremos ta : X — C. Por lo tanto
existe v : X — B tal que v = ta (pues € Fx(C, A)). Por definicién de
pull-back, existe § : X — FE tal que 5’6 = a.. Por lo tanto nt € Fx(C’, A).
Andlogamente, si s : A — A’ entonces el push-out sn también estd en
Fy(C,A").

Veamos ahora que la clase de sucesiones Fy-exactas es cerrada por sumas
directas finitas. En efecto, consideremos sucesiones exactasn: 0 — A —
B—C—0yn:0— A —B —C —0conne Fx(C,A)
yn € Fx(C',A"). Como (X,B) — (X,C) y (X,B") — (X,C’) son
epimorfismos VX € X. Entonces (X,B ® B') — (X,C & C’) es un
epimorfismo VX € X. Por lo tanto n®n’ € Fx(C®C’, A A'); probdndose
que Fy es un subfuntor aditivo de Ext} (—, —).

(b) Es inmediato de 1.1.18. O.
Corolario 1.1.24 Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—). Entonces
(a) F = Fp(py si F tiene suficientes proyectivos;
(b) Fpry = FTI.
Demostracion.
(a) Se sigue de 1.1.17 (a).
(b) Se sigue de 1.1.21 (a) y 1.1.23 (b). O
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Proposicién 1.1.25 [7, 1.9] Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—).

(a) Sea P inescindible no proyectivo. Entonces, P € P(F) si y sdlo si la
sucesidn que casi se divide 1) : 0 — DTr(P) E P 0
no es F-ezxacta.

(b) Sea I inescindible no inyectivo. Entonces, I € I(F) siy sdlo si la sucesion

que casi se diwvide 1 : 0 1 E TrD(I) ——= 0 no es F-
eracta.

Demostracién. Sélo probaremos (a), pues la prueba de (b) es dual.

(=) Sea P € P(F).Sin:0— DIr(P) — E — P — 0 es F-exacta,

entonces 7 se parte, lo cual es una contradiccién pues 1 casi se divide. Por lo

tanto n no es F-exacta.

(<) Sean:0 — DTr(P) — E — P — 0 no F-exacta. Supongamos

que P ¢ P(F). Entonces, existe una sucesion F-exacta que no se escinde 7’ :
f

0 A B P 0. Luego f no es un split-epi, por lo tanto
existe v : B — E tal que el siguiente diagrama conmuta
’ f
n:0 A B P 0
ly/ l’y
7n:0——=DTr(P) E P 0.

Luego, n = +'n’ y entonces 1 es F-exacta pues 71’ lo es, lo cual es una contradi-
ccién. Por lo tanto P € P(F). O

Proposicién 1.1.26 [7, 1.10] Sea X una clase de objetos de mod(A) tal que
X = add(X). Entonces X @ P(A) = P(Fx).

Demostracién. De la definicién de Fy se sigue que X @ P(A) C P(Fx) pues
P(Fx) = add(P(Fx)).

Sea M € P(Fx). Veamos que M € X @ P(A). En efecto, dado que X = add(X),
podemos asumir que M es inescindible. Por lo tanto, basta ver que si M ¢
X UP(A) entonces M ¢ P(Fx). Sea M no proyectivo inescindible con M ¢ X.
Luego, existe una sucesién  : 0 — DTr(M) — FE Lo —o0 que casi se
divide. Como M ¢ X, entonces todo morfismo f : X — M con X € X no
es split-epi. En efecto, si f lo fuera, entonces X ~ M @ Ker(f). Por lo tanto
M € X pues X es cerrada por sumandos directos, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, todo f : X — M con X € X se factoriza a través de 5. De donde
se concluye que € Fy(M,DTrM). Luego, por 1.1.25, tenemos que M ¢ P(Fx);
probéndose que X @ P(A) = P(Fy). O

Proposicién 1.1.27 [7, 1.11] Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—). En-
tonces
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(a) F C Fp),

(b) F = Fppy siy solo si F = Fx para alguna clase X' de objetos de mod(A)
tal que X = add(X).

Demostracion.

(a) Sea : 0 A B C 0 con n € F(C,A). Luego
Homy (P, B) — Homy (P, C) es un epimorfismo VP € P(F); y por lo
tanto n € Fp(p)(C, A).

(b) (=) & = P(F) satisface tal propiedad (ver 1.1.16).

(<) Sea F = Fx con X = add(X). Por 1.1.26, tenemos que P(F) =
X@P(A). Luego Fxgpn) = Fx. En efecto, tenemos por definicién
que Fxgpn)(C,A) C Fx(C,A) pues X € XPP(A). Veamos la otra
contencién, sean: 0 — A — B — C' — 0 una sucesién exacta con
n € Fx(C,A). Por lo tanto, Homp (X @ P,B) — Homua(X & P,C) es
un epimorfismo VX € &, VP € P(A). De donde, n € Fxgypn)(C,A),
probandose que F' = Fp(p)y. U

Definicién 1.1.28 Decimos que f : C — X enmod(A) es minimal a izquier-
da si todo morfismo h : X — X, con f = hf, es un automorfismo. Un
morfismo g : X — C en mod(A) es minimal a derecha si todo morfismo
h: X — X, con g = gh, es un automorfismo.

Definicién 1.1.29 Sea C C mod(A). Un morfismo f : M — C en mod(A)
es una C-preenvolvente de M si C € C y Homu(f,C") : Homa(C,C") —
Homy (M, C") es suprayectiva, ¥ C' € C. Una C-preenvolvente f de M, es una
C-envolvente de M si f es minimal a izquierda. Dualmente, g : C — M
es una C-precubierta de M si C € C y Homp(C',g) : Homa(C',C) —
Homy (C', M) es suprayectiva, ¥ C' € C. Una C-precubierta g de M es una
C-cubierta de M si g es minimal a derecha.

Las C-preenvolventes y C-precubiertas son también conocidas como C- aprox-
imaciones a izquierda y a derecha, respectivamente (ver [4]).

Definicién 1.1.30 Una clase C de objetos de mod(A) es una clase preenvolvente
(envolvente) si cada objeto A € mod(A) tiene una C-preenvolvente (C-envolvente).
Diremos que C es una clase precubriente (cubriente) si cada objeto A €
mod(A) tiene una C-precubierta (C-cubierta). Diremos que C es funtorialmente
finita si C es precubriente y preenvolvente.

Teorema 1.1.31 [7, 1.12] Sea F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F tiene suficientes proyectivos siy sdlo si P(F') es precubriente en mod(A)
y F=Fpr).
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(b) F tiene suficientes inyectivos si y sélo si Z(F') es preenvolvente en mod(A)
y F=FIF),

Demostracién. Sélo probaremos (a), pues (b) es dual.

(=) Si F tiene suficientes proyectivos, entonces V A € mod(A) existe una suce-
sién F-exacta 7 : 0 A r A 0 con P € P(F). Luego
el morfismo Homy (—, P)|p(py — Homyp (—, A)|p(r) es un epimorfismo. Por lo
tanto P(F') es precubriente. Ademéds por 1.1.24, tenemos que F' = Fp(p).
(<=) Supongamos que P(F) es precubriente en mod(A) y F' = Fp(p). Sea

C € mod(A). Luego existe nc : 0 — Ker(f) — P L5 ¢ — 0 exac-
ta en mod(A) y con f una P(F)-precubierta de C. Por lo tanto, el morfis-
mo Homa (—, P)|p(p)y — Homp(—,C)|p(p) es suprayectivo y entonces nc €
Fppy(C,Ker(f)) = F(C,Ker(f)). En particular, nc es F-exacta, de donde
concluimos que F' tiene suficientes proyectivos. [

Observacién 1.1.32 Sea X una clase de objetos de mod(A). Por [6, 7.3], se
tiene que X es preenvolvente (resp. precubriente) si y sdlo si 7(X) lo es. Lo
mismo es vdlido para 771(X).

Corolario 1.1.33 Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—).
(a) SiF tiene suficientes inyectivos, entonces P(F) es preenvolvente en mod(A).

(b) Si F tiene suficientes proyectivos, entonces Z(F) es precubriente en mod(A).

Demostraciéon. Probemos sélo (a), pues (b) es dual. Si F tiene suficientes
inyectivos, por 1.1.31(b), se tiene que Z(F') es preenvolvente en mod(A). Luego,
por 1.1.32, se tiene que 771 (Z(F)) es prenvolvente. Luego, como P(A) es preen-
volvente, tenemos por 1.1.21, que P(F) = 7= YZ(F)) @ P(A) también lo es.
O

Corolario 1.1.34 [7, 1.13]Sea F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —). Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) F tiene suficientes proyectivos e inyectivos.
(b) P(F) es funtorialmente finita en mod(A) y F' = Fp(p).
(c) Z(F) es funtorialmente finita en mod(A) y F = FZ(F),

Demostracién. Sélo probaremos que (a) es equivalente a (b). Pues la prueba
de que (a) es equivalente a (¢) es dual.

(a) = (b) Se sigue de 1.1.31(a) y 1.1.33 (a).

(b) = (a) Sea P(F) funtorialmente finita y F' = Fp(p). Entonces, por 1.1.31(a),
tenemos que F tiene suficientes proyectivos. Por otro lado, de 1.1.24(b) se tiene
que F' = Fpp) = FZ(F) | Luego, por 1.1.31(b), concluimos que F tiene sufi-
cientes inyectivos pues Z(F) = 771 (P(F)) @ Z(A) es preenvolvente. [
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Definicién 1.1.35 Sea X una clase de objetos en mod(A). Se dice que X es una
clase generadora (resp. clase cogeneradora) de mod(A), si add(X) =X y
P(A) CX (resp. TZ(A) C X).

Lema 1.1.36 Sea X una clase de objetos en mod(A). Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) X es una clase generadora de mod(A) si y sdlo si P(Fx) = X.

(b) X es una clase cogeneradora de mod(A) si y sélo si Z(FY) = X.

Demostracién. Sélo probemos (a), pues la prueba de (b) es dual.

(=) Por 1.1.26, y como X es una clase generadora, tenemos que P(Fy) =

XPPA) =

(«=) Como Fy es un subfuntor aditivo de Ext}(—,—), por 1.1.16(a), ten-

emos que X = P(Fx) cumple que add(X) = X. Por 1.1.26, tenemos que
= X@PP(A). Como add(X) = X, tenemos que P(A) C X, probdndose

que X es una clase generadora. [J

Teorema 1.1.37 [7, 1.14] Sea X una clase de objetos de mod(A).

(a) Sea X una clase generadora de mod(A). Entonces X es precubriente en
mod(A) si y sdlo si Fx tiene suficientes proyectivos.

(b) Sea X una clase cogeneradora de mod(A). Entonces X es preenvolvente
en mod(A) si y solo si F* tiene suficientes inyectivos.

(c) Sea X una clase generadora en mod(A). Entonces, Fx tiene suficientes

inyectivos y suficientes proyectivos si y solo si X es funtorialmente finita
en mod(A).

(d) Sea X una clase cogeneradora en mod(A). Entonces, F* tiene suficiente
inyectivos y suficientes proyectivos si y solo si X es funtorialmente finita

en mod(A).
Demostracién. Sélo demostraremos (a) y (c), pues (b) y (d) son duales.

(a) Como X es una clase generadora, por 1.1.36(a), tenemos que P(Fy) = X.
Entonces, por 1.1.27(b) y 1.1.31(a), F = Fx tiene suficientes proyectivos
si y sélo si P(Fx) = X es precubriente.

(¢) Dado que X es una clase generadora, se tiene por 1.1.36 (a), que P(Fy) =
X. Luego, por 1.1.21 (a), concluimos que Z(Fy) = 7(X)EPZ(A). Por
lo tanto, de 1.1.23 (b), concluimos que Fy = FT(¥) = pr(¥)@I(A) —

FT(Fx)  TLuego, (c) se sigue de sigue de 1.1.34. O

Observacién 1.1.38 Por [6, 4.2], tenemos que si X es de tipo finito, entonces
X es funtorialmente finita. Por lo tanto, si X es una clase de tipo finito y
generadora de mod(A), entonces Fx tiene suficientes proyectivos e inyectivos.
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Teorema 1.1.39 [7, 1.15]

(a) Las aplicaciones F — P(F) y X — Fx inducen biyecciones inversas entre
los subfuntores aditivos F de Ext}\(—, —) con suficientes proyectivos y las
clases generadoras y precubrientes en mod(A).

(b) Las aplicaciones F + T(F) y X — F¥ inducen biyecciones inversas entre
los subfuntores aditivos F' de Extll\(f, —) con suficientes inyectivos y las
clases cogeneradoras y preenvolventes en mod(A).

Demostracién. Sélo probaremos (a), pues la prueba de (b) es dual. Sea F'
un subfuntor aditivo de Ext} (—, —) con suficientes proyectivos. Por 1.1.31 (a) y
1.1.13, P(F) es una clase generadora y precubriente. Por otro lado, por 1.1.24,
F = Fp(py. Por lo tanto la composicién F' — P(F) — Fppy = F es la identi-
dad.

Sea X una clase generadora y precubriente de mod(A). Por 1.1.37 (a), Fix tiene
suficientes proyectivos. Por otro lado, por 1.1.36 tenemos que P(Fy) = X. Por
lo tanto la composicién X +— Fy — P(Fx) = X es la identidad. O

1.2. Homologia Relativa

Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—). Supongamos que F tiene sufi-
cientes proyectivos. Entonces, para todo A € mod(A), existe una sucesién exacta
de A-médulos de la forma

dn+1 dn d'n,—l dl d(] d—l
Pa: - P, Pny B A 0,

donde P; € P(F), Vi > 0y 0 — Im(d;4+1) — P; — Im(d;) — 0 es F-
exacta, V¢ > 0. Tal sucesion exacta serd llamada una F-resolucién F-proyectiva
de A. Si F tiene suficientes inyectivos. Entonces, para todo A € mod(A), existe
una sucesion exacta de A-mddulos de la forma

~ g—-1 g0

JA 0 A IO

g1 9n gn+1 In+2
oo ITL IYL+1H...7

donde I; € Z(F), Vi > 0y 0 — Ker(g;) — L;—1 — Ker(g;+1) — 0 es F-
exacta, V¢ > 1. Tal sucesion exacta serd llamada una F-resolucién F-inyectiva
de A. Denotemos por ‘B% v J% a los siguientes complejos truncados

dn+1 dn dpn—1 dy
Y’BA: P, P4 Py 0,

g1 9n gnt+1

In+2
I, I

Ja: 0 Iy
Entonces, como en el caso clasico en que P(F) = P(A), se definen los fun-
tores derivados derechos de Homp (C, —) (resp. Homy (—, A)) cuando F tiene su-
ficientes inyectivos (resp. suficientes proyectivos). También si F’ tiene suficientes
proyectivos, podemos definir los funtores derivados de B®a —, V B € mod(A°P).
Denotaremos por Com(mod(A)) a la categorfa de complejos de A-mddulos.
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Definicién 1.2.1 Sea F un subfuntor aditivo de Exth (—, —) con suficientes in-
yectivos (resp. suficientes proyectivos). Para cada n € Z, el n-ésimo funtor
F-derivado a derecha de Homy(C,—) (resp. Homp(—, A)), que lo denotare-
mos por Ext’(C,—) : mod(A) — Ab (resp. Exti(—, A) : mod(A) — Ab), se
define como sigue:

(a) para cada M € mod(A), Ext’n(C, M) := H*(Homy(C,3%,) (resp.
Extn(M, A) := H'(Homy (B3, A)), donde H' : Com(Ab) — Ab es el
i-ésimo funtor de cohomologia,

(b) dadow : M — N enmod(A), existe al menos un f € (I, IN)Com(mod(A))
(resp. f € (B PBN)commod(n))) tal que los siguientes diagramas en

mod(A)
ML M pM sy
T
N T[év Py e N

son conmutativos. Definimos Ext’.(C,u) := H*(Homy (C, f)) (resp.
Ext’%(u, A) := H*(Homyu(f, A))).

Observacién 1.2.2  (a) Se puede ver que la definicion del funtor Ext%(C, —)
(resp. Exty(—, A)) no depende de las F-resoluciones F-inyectivas (resp.
F-proyectivas) ni de los levantamientos de u escogidos.

(b) Se puede ver que st F tiene suficientes inyectivos y suficientes proyec-
tivos, entonces Exty(C, A) se puede calcular usando F-coresoluciones F'-
inyectivas o F-resoluciones F-proyectivas y ambas coinciden.

(¢) Similarmente al caso de Ext)(C, A), se puede ver que si F' tiene suficientes
inyectivos o suficientes proyectivos, entonces Exty(C, A) = F(C, A).

(d) Si F tiene suficientes inyectivos (resp. suficientes proyectivos) yn:0 —
L — M — N — 0 es F-exacta. Entonces, existen sucesiones exactas
largas:

(i) 0 — (C,L) — (C,M) — (C,N) — Ext}.(C, L) — Ext..(C, M) —
ExtL(C, N) - Ext%(C, L) — Ext2(C, M) —» . ..

(ii) 0 — (N, A) — (M, A) — (L, A) — Extp(N, A) — Extp(M, A) —
Exth(L, A) -2 Ext2 (N, A) —s Ext% (M, A) —> ...

Notacién 1.2.3 Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) con suficientes
proyectivos e inyectivos y X C mod(A). Para cada i € N— {0}, consideraremos
a las siguientes clases de objetos en mod(A):
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xrli .= (M € mod(A) : Extle(—, M) |x= 0} y XrLe := NsoXFLi. Dual-
mente, se tienen las clases *i X y FL~X. En el caso que F = Ext})(—, —) nos
olvidaremos del superindice F, es decir, X7+ = X1i ¢y Xrtoo = yloo,

Dado un subfuntor F' de Ext}(—, —), denotaremos por F°P al subfuntor de
Extjop(—, —) dado por

FoP(C,A):={n:0— A— B —C —0|D(n) e F(D(A), D(C))},

para cada par A,C € mod(A°P). Es facil ver que P(F°P) = D(Z(F)) y que
Z(F?) = D(P(F)).

Definicién 1.2.4 Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) con suficientes
proyectivos (resp. F°P con suficientes proyectivos). Para cada n € Z y A €
mod(A), B € mod(A°P) el n-ésimo funtor F-derivado a izquierda de —®,
A (resp. B@a —), que lo denotaremos por Tor! (—, A) : mod(A°P) — Ab (resp.
Torf (B, —) : mod(A) — Ab), se define como sigue:

(a) para cada M € mod(A) y L € mod(A°) Torf (B, M) := H*(B @ B%,)
(resp. Tor; (L, A) := H'(PYP @ A) donde H" : Com(Ab) — Ab es
el i-ésimo funtor de cohomologia y B, (resp. By7) es una F-resolucidn
truncada de M (resp. L) en mod(A) (resp. mod(A°P)).

(b) dado w: M — N en mod(A) (resp, v’ : L — R en mod(A°P)) existe al
®.0p ®.0

menos ’U,TLf € (m;vpm;\l)Com(mod(A)) (7"€5p~ f/ € ( L 7R p)Com,(mod(A"P)))
tal que los siguientes diagramas en mod(A) (resp. en mod(A°P))

fol/ l“ f(l)i iu'
Py —=N P —R
do hg

son conmutativos. Definimos Tor! (B,u) :== H (B ®, f) (resp.
Tor! (u, A) := H'(f' @4 A)).

Observacién 1.2.5 (a) Del hecho que P(F°P) = D(Z(F)), se tiene que F'°P
tiene suficientes proyectivos si y solo si F' tiene suficientes inyectivos.

(b) Se puede ver que la definicion de Tor! (B, —) (resp, Tor! (=, A)) no de-
pende de las resoluciones F-proyectivas en mod(A) (resp. F°P-proyectivas
en mod(A°P)) ni de los levantamientos de u escogidos.

(c) Se puede ver que si F tiene suficientes proyectivos y F°P tiene suficientes
proyectivos, entonces Torf(B,A) se puede calcular usando resoluciones
F-proyectivas o resoluciones F°P-proyectivas y ambas coinciden.

(d) Si F tiene suficientes proyectivos (resp. F°P tiene suficientes proyectivos)
yn:0— L — M — N — 0 es F-ezacta en mod(A) (resp. en
mod(A°P) ). Entonces, eristen sucesiones exactas largas:
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(i) ... — Torf (B, M) — Torf (B, N) - Tor’ (B, L) — Tor" (B, M) —
Torf (B,N) - B&yL — B@y M — By N — 0
(ii) ... —> Tork (M, A) — Tork (N, A) -2 Torf (L, A) —s Torf (M, A) —

Torf(N,A)L>L®AA—>M®AA—>N®AA—>O,

1.3. Subcategorias Homolégicamente finitas

Sea X una clase generadora y precubriente de mod(A). Para cada C €
mod(A), existe una sucesién exacta

f2(C) f1(C) fo(C)
-5

XO(C)HC*)07

X(0): - —Xa(C) %L x,(0)
tal que f;(C) : X;(C) — Imf;(C) es una X-cubierta, Vi > 0. Para cada
C € mod(A)y n > 0, sea Q% (C) := Im(f,(C)) y Q% (mod(A)) := {Q%(C) |
C € mod(A)}. Observe que en este caso, F' := Fy es subfuntor aditivo de
Ext}(—, —), con suficientes proyectivos y ademéas P(F) = X. En particular, la
sucesién X (C) es una F-resolucién F-proyectiva minimal de C.

En general, sea F' un subfuntor aditivo de Ext} (—, —) con suficientes proyectivos
y suficientes inyectivos. Por 1.1.16 y 1.1.34, sabemos que P(F') (resp. Z(F)) es
una clase generadora y precubriente (resp. cogeneradora y preenvolvente) de
mod(A). Por lo tanto, para M € mod(A) existen:

(a) una F-resolucién F-proyectiva minimal

Y,BM: fn+1 Pn fn Pn_l frn—1 f1 PO fo M f-1 0

Para i > 0, el objeto Q% (M) := Ker(fi—1) = Im(fi) es llamado la i-
ésima F-sizigia de M. Observe que en este caso Q% (M) = Q% (M), donde
X =P(F).

(b) una F-coresolucién F-inyectiva minimal

g-1 g0

n nt+1
3M . 0 M IO g1 . g g

In+2
I, Iniq

Para i > 0, el objeto Q"(M) := Coker(g;—1) = Im(g;) es llamado la
i-ésima F-cosizigia de M.

Proposicién 1.3.1 [7, 3.2] Sea X una clase generadora y funtorialmente finita
en mod(A). Entonces,

(a) X P Q% (mod(A)) es funtorialmente finita en mod(A), ¥n > 0;
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(b) Para cada M € mod(A), existe una X @@ Q% (mod(A))-precubierta de M
de la forma QUE(Q"(M)) ® Xy — M para algin Xy € X, donde
F=Fy.

Demostracién. Por 1.1.37, sabemos que F' = Fy tiene suficientes proyectivos
e inyectivos y ademés P(F) = X. Procederemos por induccién sobre n.
a B

Sean M € mod(A) yn: 0 M I Q' (M) —=0 con o min-
imal a izquierda.
Sea n =1, y consideremos &' : 0 —— QL(I) Py ! I 0 con f’

una X-cubierta. Haciendo el pull-back del diagrama M —= T i Pr, obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

é'/
.
Qp(I) == Q(I)
n 0 7——=P s (M) —=0
; ff
n:0 M— s — ooty ——>0
0 0.

Como ¢’ es F-exacta, entonces la sucesién exacta £ : 0 — QL(I) — Z N
M — 0 es F-exacta. Como P; € P(F) = X y t no necesariamente es mi-
nimal, existe una descomposicion P = X @ X’ con X, X’ € X tal que t|x-
es la versién minimal a derecha de t y Z = X @ Ker(t|x+). Ahora bien, dado
que Ker(t|x:) = QL(Q'(M)), obtenemos que Z = X @ QL(Q'(M)) € X @
QL (mod(A)). Veamos que f es una X @ QL (mod(A))-precubierta de M. Como
F =Fy y &€ F(MQL(I)), entonces VA : X — M con X € X, existe
h: X — Z tal que A = fh. Por lo tanto, f es una X-precubierta de M. Para
ver que f es una X @ QL(mod(A))-precubierta de M, basta ver que f es una
QL (mod(A))-precubierta de M. Sea g : B — M con B = QL(A) para algtin
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A € mod(A). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

s t

0 Z r Q' (M) ——0
)

0 M— 71— oty ——>0
bk

0—=0L(4A) =Py —"—> A 0.

Donde ¢’ existe pues la sucesién inferior es F-exacta y I € Z(F'). Luego de la
conmutatividad del primer cuadrado inferior, se sigue la existencia de ¢g”. Dado
que £ : 0 QL(I) Py ! I 0 es F-exactay ¢ : P4 — I
con Py € P(F), existe h' : Py — Py tal que ¢’ = f'h/. Por lo tanto, th’ =
Bf'h' = Bg’ = g"v. Luego existe h : QL(A) — Z tal que el siguiente diagrama
conmuta

s t

0 Z Pr Q' (M) ——0
b
0—QL(A) 2— Py ——— 4 0.

Por lo tanto afh = f'sh = f'h’u = g'u = ag; de donde fh = g pues « es un
monomorfismo. Por lo tanto f es una Q% (mod(A))-precubierta de M.
Sean > 1. Sea M € mod(A), por induccién tenemos que existe una sucesién F-

exacta (10— N —= Q1 (Qp"(M)) & X —> Q3 (M) —>0 donde
f" es una Q% !(mod(A)) @ X-precubierta de Q' (M) para algiin X € X. Sea

= ® P 1 -

20 ——=W — Lo e an) — Q1 Q" (M) —=0
F-exacta con ® una X-cubierta de Q%' (Q5"(M)). Como la suma directa de
sucesiones F-exactas es F-exacta, tenemos la siguiente sucesién F-exacta

1 9 P’

2 0 w Q'

—
—

QN Q" (M) & X —=0

con &' = < ((I)) 12( > y = ( g >, donde Q' := an = Q" (M) @ X. Como

n es F-exacta, considerando el morfismo f”® : Q' — Qn'(M) tenemos que
existe X : Q) — I tal que f”® = B)A. Notemos que A no necesariamente es un
epimorfismo, por lo tanto construiremos otro morfismo. Dado que f/: P; — I
es un epimorfismo (ver ¢’), tenemos que k' := (f',\) : P& Q" — I es un
epimorfismo. Ahora, como ¢ es F-exacta, existe p : Pr — Q% Q" (M)) & X
tal que t = Bf' = f"p (ver n’). Por lo tanto, tenemos la sucesién exacta

20— K —>PaQ Qi (Q (M) X —=0
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con q = (p,®) : ProQ — QrHQ(M)) @ X y K = Ker(q). Luego,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

donde todas las sucesiones son F-exactas. En efecto, como F' = Fy, para ver que
Z" es F-exacta, basta verificar que Yy : W — Q5 Q" (M))©X con W € X
existe ' : W — Pr @ Q' tal que p = qu’. Sea pu: W — Q2 1 (Qp"(M)) @ X
con W € X, como Z es F-exacta, existe v : W — Q' tal que ®'v = pu. Por

lo tanto, definiendo p’ := ( 3 ), tenemos que qu’ = p. Por lo tanto 2" es F-

exacta. Andlogamente se prueba que la primera columna del diagrama anterior
es F-exacta. Notemos que @ := P;r ® Q' € X pues cada sumando estd en X.
Como t no necesariamente es minimal, entonces existe una descomposicién de @
como @ = X1 ® X5 con X7, Xs € X, t|x, minimal a derecha y t|x, = 0. Por lo
tanto, K = Ker(q) = Ker(q|x,)® X2 = QL(QE Q" (M))® X)® Xa. Se puede
ver facilmente que QL es un funtor aditivo y que QL(X) =0, VX € X. Por lo
tanto, K = Qp(Qp (" (M) @ X2 = Qp(Q" (M) D Xs € Qp(mod(A) DX

Sea (0 — QL(M) Py ———= M 0 una sucesién F-exacta con 7

una X-cubierta y Py € X = P(F). Veamos que (k,7) : K ® Py — M
es una Q% (mod(A)) & X-precubierta de M. Sea ¢ :' ¥ — M conY € X

V ipy, = < (1) > : Pyy — Z ® Py la inclusién canénica. Dado que 7 es X-

precubierta M, existe ¢’ : Y — Py tal que ¢ = 7o)’ = (k,m)ip,,¢'. Por lo
tanto (k,m) es una X-precubierta de M. Luego, basta demostrar que si G :
B — M con B € Q% (mod(A)), entonces G se factoriza a trdves de (k, ).
Podemos suponer que B = Q% (A) con A € mod(A). Consideremos el siguiente
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diagrama conmutativo y exacto

q

=70 K Q QN Q" (M) B X —0

n:0 M—2—>7 o Q' (M) ———0
o ] for
c:0—=0n(A) L sp Y s qrl(a) 0.

Donde G’ existe pues la sucesién inferior es F-exacta y I € Z(F). Luego de la
conmutatividad del primer cuadrado inferior, se sigue la existencia de G”. Como
f" es una Q! (mod(A)) @ X-precubierta de Q' (M), existe H” : Q1 (A) —
QL HQ"(M)) @ X tal que G” = f”H". Consideremos el morfismo H"V :
P — QHQ"(M)) @ X con P € P(F), como " es F-exacta, entonces
existe H : P — @ tal que ¢H' = H"V. Luego, existe H : Q%(A) — Z tal
que el siguiente diagrama conmuta

0 K—"—>Q —>Qu Y Q:"(M)) ® X —>0
TH TH’ TH”
0—=onA) L ~p L V) E—

Luego, SK'H' = f"qH' = f"H"V = G"V = BG’, por lo tanto (K'H'—G") = 0.
Entonces existe r : P — M tal que ar = k'H' — G’. Luego, a(kH — rU) =
akH—arU = akH—(K'H'-G"\U = akH—K'H'U+G'U = akH—k'pH+G'U =
akH — akH +aG = aG, como « es un monomorfismo, tenemos que kH —rU =

k,m
G. Como T : OHCHKGSPMgMHO es F-exacta, con-

siderando el morfismo r» : P — M, tenemos que existe hg : P — K & Py

tal que r = (k,m)hg. Por lo tanto, —(k,m)(hoU — ( ]g )) = —(k,m)hoU +
(k,m) ( {)I ) = —rU + kH = G. Por lo tanto, (k,m) : K @ Py — M es una

Q% (mod(A)) @ X-precubierta de M. O

Para demostrar que Q% (mod(A)) & X es preenvolvente en mod(A), necesi-
tamos del siguiente resultado de [9].

Proposicién 1.3.2 [9, 1.2] Sean C y D categorias, G : C — D, H: D — C
funtores adjuntos con G adjunto izquierdo y H adjunto derecho. Entonces Im(H)
es preenvolvente en C y el morfismo unidad I — HG, dado por la adjuncion,
nos dd una Im(H)-preenvolvente C — HG(C) para cada C € C.

Definicién 1.3.3 Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) con suficientes
proyectivos. La categoria F-estable mod (M), es la categoria cociente de mod(A)
mdédulo P(F).
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Recordemos que F°P denota al subfuntor de Ext}.,(—, —) dado por
FPC,A)={n:0-A—-B—-C—0]|D(n e F(DA),D)).}
VA,C € mod(A°P). Es fécil ver que P(F°P) = D(Z(F)).

Observacion 1.3.4 Se puede ver, igual que en los casos cldsicos, que para F
y F°P con suficientes proyectivos, las siguientes condiciones se satisfacen para
n > 0.

(a) Q% : modp(A) — modp(A) es un funtor bien definido.

(b) Trg : modp(A) — modp.,(A) es un funtor bien definido, donde Trp
se define como en el sentido cldsico del transpuesto Tr, nada mds que en
lugar de tomar una presentacion proyectiva minimal de M, se toma una
F-presentacion proyectiva minimal de M .

(¢) Trpor o, Trp : modp(A) — modp(A) es un adjunto a izquierda de Q.

Corolario 1.3.5 Sea F un subfuntor aditivo de Exty(—,—) con suficientes
proyectivos y n > 0. Entonces, la clase Q% (mod(A)) € modp(A) es preen-
volvente en modp(A).

Demostracién. Se sigue de 1.3.4 y 1.3.2. O

Proposicién 1.3.6 [7, 3.4] Sea X una clase generadora funtorialmente finita
en mod(A). Entonces, Q% (mod(A)) & X es preenvolvente en mod(A), Vn € N;
ademds VM € mod(A) existe una Q% (mod(A)) & X -preenvolvente de M de la
forma M — QE(TrQ%,, Tr(M)) @& Xy para algin Xy € X.

Demostracién. Sea M € mod(A). Como Q% (mod(A)) es preenvolvente, existe
ZM = QL (TrQ%., Tr(M)) € Q% (mod(A)) y g : M — ZM una Q% (mod(A))-
preenvolvente de M. Por lo tanto, Vh: A — U con U € Q% (mod(A)), existe f :
ZM — U tal que h = fg en mod(A). Por lo tanto, h— fg se factoriza a traves
de un elemento de P(F) = X. Sea ¢’ : M — X s una X-preenvolvente de M.
Luego, entonces (g,¢’) : M — QE(TrQ%,, Tr(M)) @ Xy es una Q% (mod(A)) @
X-preenvolvente de M. []

1.4. Construcciéon de subcategorias homolégica-
mente finitas

Definicién 1.4.1 Sean F un subfuntor aditivo de Ext)(—,—) y X una clase
de objetos en mod(A).

(a) Una (X,F)-precubierta de C € mod(A), estd dada por una sucesion F-

exacta 0 Y X ! C 0 con X € X tal que el morfis-

mo Homy (—, f)|x : Homp(—, X)|x — Homp(—,C)|x es suprayectivo.
Si f es minimal a derecha, decimos que f : X — C es una (X, F)-
cubierta de C.
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(b) Una (X,F)-preenvolvente de C € mod(A), estd dada por una sucesion

F-exacta 0 C ! X Z 0 con X € X tal que el mor-

fismo Homy (f, —)|x : Homp (X, —)|x — Homp (C, —)|x es suprayectivo.
Si f es minimal a izquierda, decimos que f : C — X es una (X, F)-
envolvente de C.

(c) Se dice que X es F-precubriente (resp. F-preenvolvente) si todo C €
mod(A) tiene al menos una (X, F')-precubierta (resp. (X, F)-preenvolvente).

(d) Se dice que X es F-funtorialmente finita en mod(A), si X es F-precu-
briente y F'-preenvolvente.

(e) Se dice que X es F-homolégicamente finita en mod(A), si es F-precu-
briente o F-preenvolvente.

Definicién 1.4.2 Sea F un subfuntor aditivo de Exty(—,—) y X una clase
de objetos en mod(A). Se dice que X es una clase F-generadora (resp. F-
cogeneradora) de mod(A), si X =add(X) y P(F) C X (resp. Z(F) C X ).

Proposicién 1.4.3 [7, 4.1] Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —) y X una
clase de objetos de mod(A), cerrada por sumandos directos.

(a) Si X es F-precubriente en mod(A), entonces X es precubriente en mod(A)
yP(F)CX.

(b) Si X es F-preenvolvente en mod(A), entonces X es preenvolvente en
mod(A) y Z(F) C X.

Demostracién. Sélo probemos (a), pues la prueba de (b) es dual. Sea P €
P(F), como X es F-precubriente, existe n : 0 Y X P 0
F-exacta con X € X. Por lo tanto, n se escinde y entonces X ~ P& Y. Co-
mo X es cerrada por sumandos directos, tenemos que P € &’; y por lo tanto,
P(F) C X. Finalmente, como X es F-precubriente, se sigue que X es precu-
briente. [J

Proposicién 1.4.4 [7, 4.2] Sea F un subfuntor aditivo de Ext)(—,—) tal que
F = Fp(py y X una clase de objetos en mod(A), cerrada por sumandos directos.

(a) X es F-precubriente en mod(A) si y sdlo si X es precubriente en mod(A)
y P(F) CX.

(b) X es F-preenvolvente en mod(A) siy sdlo si X es preenvolvente en mod(A)
yI(F)CX.

Demostracién. Sélo probaremos (a) pues la prueba de (b) es dual, ya que por
1.1.24, sabemos que F = FZ(F),

(=) Se sigue de 1.4.3.

(<) Sea f : X — C una X-precubierta de C. Como P(A) C X, tenemos que
f es un epimorfismo. Luego, tenemos la sucesién exacta n : 0 — Ker(f) —
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X — C — 0. Ahora bien, dado que P(F) C X, se tiene que la sucesién
Homy (=, X)|pry — Homa(—,C)|p(ry — 0 es exacta. Por lo tanto n €
Fppy(C,Ker(f)) = F(C,Ker(f)) y entonces 7 es F-exacta; probdandose que &
es F-precubriente en mod(A). O

Observacién 1.4.5 Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —) y X una clase
de objetos de mod(A), cerrada por sumandos directos. Si M € mod(A) tiene una
(X, F)-precubierta (resp. preenvolvente), entonces M tiene una (X, F)-cubierta

(resp. envolvente). En efecto, sean:0 — K — X Lo M — 0 F-ezacta tal
que f es una X-precubierta. Luego, existe una descomposicion X = X' @ X"
tal que flx» =0y flx : X' — M es la versién minimal a derecha de M.
Dado que n = o' @n”, donde 0 y 0’ son las sucesiones exactas n' : 0 —
Ker(flx)) — X' — M — 0yn”":0 — X" L X" — 0 — 0; por
1.1.11, concluimos que 1 es F-exacta y as? f|x/ es una (X, F)-cubierta de M.

El siguiente resultado es la version relativa del Lema de Wakamatsu.

Lema 1.4.6 [7, 4.3] Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—), X una clase
de objetos de mod(A) cerrada bajo F-extensiones, y C € mod(A). Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si 0 Yo Xco C 0 es una (X, F)-cubierta de C,
entonces F(—,Yco)|x = 0.

(b) Si 0 C X¢ yc< 0 es una (X, F)-envolvente de
C, entonces F(Y®,—)|x = 0.

Demostracién. (a) Sea 0 Yo Xc ! C 0 una (X, F)-

/

cubierta de C' y sea £ : 0 Yo ' > B X 0 una sucesion F-

exacta con X € A'. Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y
exacto en mod(A)

0 0
f
0 Yo Xc C 0
0 B FE C 0
X _—— X
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Como ¢ : 0 Yo ‘. B X 0 es F-exacta y la sucesion 7 :

0 Xc ) X 0 es el pushout de &, entonces n es F-

exacta. Por hipdtesis, X' es cerrada por F-extensiones, por lo tanto £ € X
pues X¢, X € X. Como f: X¢ — C es una (X, F))-precubierta de C, existe
h: E — X¢ tal que el siguiente diagrama conmuta

f

0 Yo Xc C 0
vk
0 B FE C 0
"
f
0 Yo Xc C 0.

Como f es minimal a derecha, entonces hg es un automorfismo. Por el Lema del
Cinco, tenemos que h'g’ es un isomorfismo, por lo tanto, existe 6 : Yo — Y tal
que (0h')g’ = ly,. Por lo tanto ¢ se escinde y entonces F'(X,Yo) =0, VX € X.
(b) Se prueba anadlogamente como en (a). O

Definicién 1.4.7 Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —) y C una clase de
objetos en mod(A).

(a) Denotaremos por Extp(C) a la interseccion de todas las subcategorias
cerradas por F'-extensiones que contienen a C. Esto es, Extp(C) es la
cerradura por F-extensiones de C en mod(A).

(b) Denotaremos por Extr(C) a la interseccién de todas las subcategorias ple-
nas de mod(A), que son cerradas por sumandos directos, F-extensiones y
que contienen a C. Esto es Extp(C) es la cerradura por F-extensiones y
sumandos directos de C en mod(A).

(¢) Una sucesion & :0= My C My C--- C My,—1 C M,, =M de submddulos
de M, se dice que es una F-filtracion de M si las sucesiones ;41 : 0 —
M; — M;1 — M1 /M; — 0 son F-exactas para i =0,1,...,m — 1.

(d) Decimos que M € mod(A) admite una F-filtracion en C si existe una
F-filtracion £ : 0= My C M; C--- C M1 € M,, = M de M tal que
M;1/M; es isomorfo a algin objeto de C, parai=0,1...,m — 1.

(e) Denotaremos por Fg(C) a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos
son todos los A-mddulos que admiten una F-filtracion en C.

Definicién 1.4.8 Sea M € Zr(C). Dada una F-filtracion £ : 0 = My C
My C--- C My—1 C M, =M deM, decimos que pe(M) := m es la F-
longitud relativa o & de M y que {p(M) = min{lpe(M) | {es una F —
filtracion de M} es la F-longitud de M.
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Lema 1.4.9 Sean C una clase de objetos en mod(A) y F = Fx un subfuntor
aditivo de Exth (—, —). Entonces Fr(C) es cerrada por F-extensiones.

Demostracién. Sea n : 0 A B C 0 F-exacta con
A, C € Zr(C). Probaremos por induccién sobre n = £p(C), que B € Fr(C).
Si C' =0, se tiene que A~ By en tal caso B € % (C).

Si £r(C) = 1, entonces C' ~ C’ € C. Por lo tanto una F-filtracién de B no es
méas que la filtracién de A junto con la inclusiéon A C B.

Supongamos que £r(C) > 1. Consideremos una F-filtracién minima de C, ¢ :
0=CyCCLC---CC,_1 CC, =C. Luego tenemos el siguiente diagrama de
pullback

0 0
0 A E Cp1 —>0
0 A B—1—>¢C 0
Vo
0 0,

donde C' € Cy Lp(Cp-1) < ¢p(C). Notemos que la siguiente sucesién 0 —
A — E — C,_1 — 0 es F-exacta pues es pullback de una sucesién F-
exacta. Ahora veamos que ¢ : 0 E B C’ 0 es F-exacta.
Para esto, como F' = Fy basta ver que todo v : X — C’ con X € X se
factoriza a traves de w. En efecto, sea v : X — €’ con X € X. Como &, :

’
T

0——=Ch_1 C X 0 es F-exacta, existe v/ : X — C tal
que v = 7'+'. Por otro lado, n también es F-exacta, por lo tanto existe 7" :
X — B tal que v/ = gv". Por lo tanto, v = 7'+’ = 7’gy” = 7". Por lo tanto
( es F-exacta.

Ahora bien, por hipdtesis de induccién aplicada al primer renglén del diagrama
anterior, tenemos que E € %5 (C). Por lo tanto, una F-filtracién de B estd dada
una filtracién de F y la inclusiéon E C B, pues ( es F-exactay C' € C. O

Proposicién 1.4.10 Sean C una clase de objetos en mod(A) y F = Fx un
subfuntor aditivo de Ext)(—, —). Entonces Extp(C) = .Fr(C).

Demostracién. Es claro que C C %p(C), pues para C € C, la sucesién
0 —0— C — C — 0 es F-exacta. Por 1.4.9, tenemos que .#p(C) es
cerrado por F-extensiones. Sea & C mod(A) cerrada por F-extensiones y que
contiene a C. Veamos que .Zr(C) C £. En efecto, sea M € #r(C), por lo tan-
to existe una F-filtracion € : 0 = My € My € --- C My,1 C M,, = M
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con M;y1/M; ~ C; € C parai = 0,...,m — 1. Considerando la sucesién F-
exacta & : 0 M, My Ms/M; —— 0 donde My, My/M; ~
C1 € C C &, tenemos que My € &£. Prosiguiendo de la misma manera, subi-

mos a través de la filtracion & para concluir que M,, = M € £. Por lo tanto
Fr(C) C &. Probdndose que Extp(C) = Zr(C). O

Lema 1.4.11 Sea F un subfuntor aditivo de Exti(—,—) y X una clase de
objetos en mod(A) cerrada por F-extensiones. Entonces la clase

X :={M € mod(A) | existe M' € mod(A) con M & M’ € X}
es cerrada por F-extensiones. En particular X = add(X).

Demostracién. Sean:0 — A — B — C — 0 una sucesién F-exacta con
A,C € X. Esto es, existen A’,C’" € mod(A) tal que A A, C e C' € X.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de pushout

0 0
f
0 A B C 0
0—= A A E—2=C 0
A Al
0 0

Luegoian:0— A® A’ — E 3 C es F-exacta pues es pushout de una F-exacta
yv:0— B — E — A" — 0 se parte pues es pushout de una que se escinde.
Por lo tanto, E = B @ A’. Consideremos el siguiente diagrama de pullback

0 0
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De donde tenemos que £ : 0 — C' — E' — E — 0 se escinde pues es pullback
de una sucesién que se escinde, por lo tanto £/ = C’ @ E. También del diagrama
anterior, tenemos que v : 0 - A® A’ - E' — C ® C’' — 0 es F-exacta pues es
pullback de una sucesién F-exacta ( v = (ianm)7¢c). Como X es cerrada por F-
extensiones tenemos que £’ € X. Luego F' e Xy E' = C'"®&F = C'®(BoA’) =
(C'"® A') ® B, por lo tanto B € X. [

Corolario 1.4.12 [7, 4.4] Sea X una clase de objetos en mod(A) y F = Fy
un subfuntor aditivo de Ext)(—, —). Entonces para toda clase C de mod(A), se
tiene que

Extr(C) = {M € mod(A) | 3M’ € mod(A) con M&M' € Zr(C)} = add(ZFr(C)).
Demostracién. Se sigue de 1.4.10, 1.4.9 y de 1.4.11. O

Notacién 1.4.13 Sea C una clase de objetos en mod(A) y F un subfuntor
aditivo de Ext) (—, —). Tenemos las siguientes clases

(a) Kerp(C) := Extp({Ker(f) tal que f : Coy — M es una (C, F)-cubierta
para algin M € mod(A)}).

(b) Cokerp(C) := Extp({Coker(f) tal que f : M — CM es una (C,F)-
envolvente para algin M € mod(A)}).

(c) #+C :={X € mod(A) tal que F(X,—)|c = 0}.
(d) CrL :={Y € mod(A) tal que F(—,Y)|c = 0}.

Lema 1.4.14 Sea F subfuntor aditivo de Ext}(—,—) tal que F = Fx para
alguna clase de objetos en mod(A). Entonces, para toda sucesion F-exacta

n:o0 A—-p-Loc 0

y para todo M € mod(A), existen dos sucesiones exactas
(a)
0 — Homy (M, A) — Homy (M, B) — Homu (M, C) ——

F(1n,00) ( M ﬂ)

— % P(M,A) P (M, B) Y F(M, ©),

donde §(f) :=nf es el pullback de n por f € Homp (M, C).
(b)
0 — Homy (C, M) —— Homp (B, M) —— Homy (A, M) ——

L pe, )", "R A, ),

donde §'(f) := fn es el pushout de n por f € Homp (A, M).
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Demostracién. Probaremos sélo (a), ya que la prueba de (b) es analoga. Por
1.1.15, basta ver la exactitud en F (M, B).

Como F(1,8)F(1,a) = F(1,Ba) = F(1,0) = 0, basta ver que Ker(F(1,3)) C

Im(F(1,a)). En efecto, sea £ : 0 B~ F i M 0 F-exacta,

estoes & € F(M, B). Si ¢ € Ker(F(1,4)), entonces F(1, 8)(&) = Ext} (1, 8)(¢) =

0. Luego, existe una sucesién exacta &' : 0 — A B s M — 0 tal que
Ext}(1,a)(¢') = €. Esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0
0 A M 0
|
o B’
0 B E M 0
I
0 C J M 0
0.

Veamos que & es F-exacta. En efecto, como F = Fly, tenemos por 1.1.23,
que F = FY con Y := DTr(X). Sea vy : A — Y con Y € Y. Como 7 es
F-exacta, es decir, n € F(C,A) = FY(C,A), existe v/ : B — Y tal que
v = ~'a. También, como & € F(M, B), existe s : E — Y tal que ' = sd/.
Luego, v = v'a = sa’a = s¢'¢ = (s¢/)y. Por lo tanto, &' € FY (M, A). Luego
€ = Exti(1,0)(&) = F(1,a)(¢); y entonces ¢ € Im(F(1,a)). Probandose que
la sucesién es exacta en F(M, B). O

Lema 1.4.15 Sean X una clase de objetos en mod(A) y F = Fx un subfuntor
aditivo de Exth (—, —). Entonces, para cualquier clase de objetos C en mod(A),
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Las clases CF* y F1C son cerradas por F-extensiones.

(b) SiC es cerrada por F-extensiones, entonces tenemos que Kerp(C) C CF+
y Cokerp(C) CF+C.

Demostracion.

(a) Seann: 0 A B C 0 una sucesién F-exacta con
A, C eCrt y M € C. Luego, por 1.4.14, tenemos la sucesién exacta

F(M,A) — F(M,B) —= F(M,C) .

Como F(M,A) = F(M,C) = 0, tenemos que F(M,B) = 0. Por lo tanto
B € Crt. Anilogamente, se prueba que 7+ C es cerrada por F-extensiones.
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(b) Se sigue de (a) y de 1.4.6. O

Proposicién 1.4.16 [7, 4.5] Sean X una clase de objetos en mod(A) y F = Fx
un subfuntor aditivo de Ext}x(—7 —). Entonces, para cualquier clase de objetos
C de mod(A) cerrada por sumandos directos, las siguientes condiciones se sa-
tisfacen.

(a) Sea C una clase F-precubriente en mod(A). Entonces, C es cerrado por
F-extensiones si y solo si Kerp(C) C CFL.

(b) Sea C una clase F-preenvolvente en mod(A). Entonces, C es cerrado por
F-extensiones si y solo si Cokerp(C) CF+C.

Demostraciéon. Sélo probaremos (a), pues (b) es dual. (=) Se sigue de
1.4.15(b).

(<). Sea 0 M —=N ’ L 0 una sucesién F-exacta con M,
L € C. Notemos que si Y € CF*, entonces por 1.4.14, tenemos que F(N,Y) = 0.
Sean: 0 Yn Cn TN 0 una (C, F)-cubierta de N (por

1.4.5, tal sucesién existe). Como Kerp(C) C CF+, entonces Yy € CF+. Por lo
tanto, F'(N,Yy) = 0 y entonces 7 se escinde. Luego, Cy ~ N @Yy € C y como
C es cerrada por sumandos directos concluimos que N € C. I

Proposicién 1.4.17 (7, 4.6] Sean F' = Fp(py un subfuntor aditivo de Ext) (—, —)
y Y una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El funtor F(C,—) |y: Y — Ab es finitamente generado, YC' € mod(A).

(b) LY es precubriente y un F-generador de mod(A); y si la siguiente suce-
sion 0 Y X C 0 es una FLY-cubierta de C €
mod(A), entonces Y € Y.

Demostracién. 0O

Proposicién 1.4.18 (7, 4.7] Sean F = Fp(r) un subfuntor aditivo de Exty (—, —)
y X una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes

(a) El funtor F(—,C)|x : X — Ab es finitamente generado, YC € mod(A).

(b) X¥L es preenvolvente y un F-cogenerador de mod(A); y si siguiente suce-
sion 0 C Y X 0 es una X¥L-envolvente de C €
mod(A), entonces X € X.

Demostracién. 0O

Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —). Recordemos (ver 1.2.2 (c)), que
si F tiene suficientes proyectivos o inyectivos, entonces F(X,Y) = Extj(X,Y)
para todo X, Y € mod(A).
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Proposicién 1.4.19 [7, 4.8] Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) y 2
una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones.

(a) Si Z es preenvolvente y F tiene suficientes proyectivos, entonces F-Z es
cerrada por F-extensiones, precubriente, un F-generador en mod(A) y
Kerp(F12) C Z.

(b) Si Z es precubriente y F tiene suficientes inyectivos, entonces ZF+ es
cerrada por F-extensiones, preenvolvente, un F-cogenerador en mod(A) y
Cokerp(ZFL) C Z.

Demostracién. Sélo probaremos (a), pues (b) es dual.

Por 1.4.15(a), tenemos que ¥+ Z es cerrada por F-extensiones. Veamos que ¥+ Z
es precubriente. Por 1.4.17, basta ver que F(C,—) = Exty(C, )|z : Z — Ab
es finitamente generado, VC' € mod(A). Como F tiene suficientes proyectivos,
para cada C' € mod(A), existe la sucesiéon 0 A P C 0
F-exacta con P € P(F). Por 1.1.16, sabemos que F(P, M) = Exty(P, M) = 0,
VM € mod(A). Luego, por 1.2.2, tenemos la siguiente sucesién exacta

Homy (P, —) — Homy (A, —) —— Ext}p(C, -)——=0.

Podriamos pensar que ya acabamos, pero esto no necesariamente es cierto, pues
A no necesarimente pertenece a Z. Por lo tanto, reemplazaremos a A, por al-
go que si estd en Z. Como Z es preenvolvente, existe una Z-envolvente de A,
0 A 7A UA 0 . Luego, la sucesién Homy (24, )|z —
Homy (A4, —)|z — 0 es exacta. Por lo tanto, la sucesién Homp(Z4, )|z —
Ext(C, —)|z — 0 es exacta, de donde concluimos que Ext}(C, —)|z es fini-
tamente generado; probandose que 1 Z es precubriente.

Como Z es cerrada por F-extensiones, para ver que Kerp(F1+Z) C Z, basta

ver que si () — Ker(f) v —1> 0 es una ¥+ Z-cubierta de

M € mod(A), entonces Ker(f) € Z. Pero esto se sigue de 1.4.17(b). O

Sean Z una clase de objetos en mod(A) y F un subfuntor aditivo de Extj (—, —).
Es claro que 711 Z := {X € mod(A) | Ext} (X, —)|z = 0} € - Z. Luego, ten-
emos como pregunta natural jcuando se tiene la igualdad 112 = 7+ 27,

Proposicién 1.4.20 (7, 4.9] Sean F' = Fppy un subfuntor aditivo de Ext} (-, —)
y Z una clase de objetos de mod(A). Entonces ¥+ Z C C, para toda clase de ob-
jetos C de mod(A) cerrada por sumandos directos y que satisface las siguientes
dos condiciones:

(a) C es precubriente y un F-generador en mod(A),

(b) si 0 U Cum M 0 es una C-cubierta de M, en-
tonces Uyy € Z.
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Demostracién. Por 1.4.4, la condicién (a) implica que C es F-precubriente
en mod(A). Sean X € FLZ yn: 0 Ux Cx X 0 una
(C, F)-cubierta de X. Por el inciso (b), tenemos que Ux € Z. Por lo tanto, 7
se escinde y entonces Cx ~ X @ Uyx. Luego como C es cerrada por sumandos,
tenemos que X € C. Por lo tanto rlzcc. O

Proposicién 1.4.21 [7, 4.10] Sean F un subfuntor aditivo de Ext)(—,—) con
suficientes proyectivos y Z una clase preenvolvente en mod(A). Entonces, ¥+ 2
es la menor subcategoria C de mod(A) que satisface las siguientes dos condi-
ciones:

(a) C es precubriente y un F-generador en mod(A),

(b) si 0 Uumr Cwm M 0 es una C-cubierta de M, en-
tonces Uy € Z.

Demostracién. Como Z es preenvolvente, por 1.4.19(a), tenemos que #+ Z es
precubriente, F-generador en mod(A) y Kerg(*+Z) C Z. Luego el resultado se
sigue de 1.4.20. J

Proposicién 1.4.22 (7, 4.11] Sean F = Fp(py un subfuntor aditivo de Ext)(—, —)
con suficientes proyectivos y Z una clase preenvolvente en mod(A). Entonces

rliz __ rlz
st y sdlo si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

(a) F11Z es precubriente y un F-generador en mod(A),

(b) si 0 Uy Cu M 0 es una *+1 Z-cubierta de M,
entonces Uy € Z.

Demostracién. (=) Si 11 Z = £+ Z entonces, por 1.4.20, se satisfacen (a)
y (b).

(<=) Supongamos que ¥+ Z satisface (a) y (b), Por 1.4.21, tenemos que ¥+ Z C
rliz Tuego F11Z = rLZ pues F11 Z C 71 Z siempre se dd. O

Sea Z una clase preenvolvente en mod(A). Si Z es cerrada por suman-
dos directos y extensiones, sabemos por [4, 1.9], que “1Z = {X € mod(A) |
Ext} (X, —) |z= 0} es precubriente en mod(A). Sin embargo, podria pasar que
Z no sea cerrada por extensiones, pero si por F-extensiones para algin sub-
funtor aditivo F' de Ext}\(—, —) con suficientes proyectivos; y en tal caso, por
1.4.21, tendriamos que ¥ Z es precubriente en mod(A).

Notacién 1.4.23 Sub(A) := {N € mod(A) | N ~ M con M C A™, n € N}.

Ejemplo 1.4.24 (a) Se sabe que, en general, Sub(A) no es cerrado por exten-
siones. De hecho, por [9, 3.5], tenemos que Sub(A) es cerrada por exten-
stones si y solo si pdyop (I(A°P)) < 1, donde I(A°P) es la A°P-envolvente
inyectiva de AP,
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(b) Si F = FFPWVYIW) no es dificil ver que Sub(A) es cerrada por F -extensiones.
Por otro lado, por [6, 4.7] se ve que Sub(A) es funtorialmente finita. Por
lo tanto, por 1.4.19, tenemos que ¥+ (Sub(A)) es precubriente.

Notacién 1.4.25 Sea C C mod(A). Se tienen las siguientes clases de objetos
de mod(A), para un subfuntor aditivo F de Ext} (—, —).

(a) F —Rapp(C) := {M € mod(A) | M tiene una (C,F) — cubierta}.
(b) F —Lapp(C) := {M € mod(A) | M tiene una (C, F') — envolvente}.

(¢) F —Fac(C) := {M € mod(A) | existe una sucesion F — exacta
0 c’ C M 0 con C €C}.

(d) F —Sub(C) := {M € mod(A) | existe una sucesidn F — exacta
0 M C o 0 con C €C}.

Lema 1.4.26 Sean A C B C mod(A) clases de objetos con A preenvolvente en
B y B preenvolvente en mod(A). Entonces A es preenvolvente en mod(A).

Demostraciéon. Sean M € mod(A) y f : M — B una B-preenvolvente de
M. Como B € B, existe una A-preenvolvente f' : B — A de B. Veamos que
f'f : M — A es una A-preenvolvente de M. En efecto, sea v : M — A’
con A € A C B, como f es una B-preenvolvente de M tenemos que existe
~' B — A’ tal que v = o' f. Luego, como f’ es A-preenvolvente de B tenemos
que existe v : A — A’ tal que v’ =~ f'. Por lo tanto v =~'f =~"(f'f) v
entonces A es preenvolvente en mod(A). O

Proposicién 1.4.27 [7, 4.12] Sean C, Z clases de objetos en mod(A) cerradas
por F-extensiones y F — Sub(Z) preenvolvente en mod(A). Entonces, Z es preen-
volvente en mod(A) si Z satisface las siguientes dos condiciones:

(a) Kerp(C) C Z C CFt,

(b) F —Fac(Z) CF — Rapp(C).

Demostraciéon. Por 1.4.26, basta ver que Z C F — Sub(Z) y es preenvol-
vente en F — Sub(Z). Notemos que Z C F — Sub(Z), pues dado Z € Z, 0 —
Z — Z — 0 — 0 es F-exacta. Sea C' € F — Sub(Z). Luego existe 7 :
0 c! C " 0 F-exacta con C € Z.

Por definicién C” € F —Fac(Z). Como F —Fac(Z) C F — Rapp(C), existe
0 Yon Con c” 0 una (C, F)-cubierta de C”. Por lo
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tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y F-exacto

0 0
Yo —— You

70 o —1=U Con 0

n:0 C’ C c” 0
0 0.

Como Yer € Kerp(C) C Zy C € Z, entonces U € Z pues Z es cerrada por
F-extensiones. Veamos que 1’ es una Z-preenvolvente de C’ € F — Sub(Z). En
efecto, sea f : C' — U’ con U’ € Z. Consideremos el pushout

g

70 ok U Cean 0
n":0 U ——~F Con 0.

Luego, como U’ € Z, Con € Cy Z C CFL | tenemos que 7’ se escinde. Por lo
tanto, existe o’ : E — U’ tal que o’a = 1y+. Luego f = a’hg, y asf g es una
Z-preenvolvente de C’ € F — Sub(Z). Probdndose que Z es preenvolvente en
F—-Sub(2). O

Proposicién 1.4.28 [7, 4.12] Sean C, Z clases de objetos en mod(A) cerradas
por F-extensiones y F — Fac(Z) precubriente en mod(A). Entonces, Z es pre-
cubriente en mod(A) si Z satisface las siguientes dos condiciones:

(a) Cokerp(C) C Z C FL(C
(b) F —Sub(Z) CF — Lapp(C).
Demostracion. Es aniloga a la prueba de 1.4.27. O

Lema 1.4.29 [7, 4.13] Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—, —) yC, Z clases
de objetos en mod(A) tales que C es cerrada por F-extensiones y F-cubriente
en mod(A). Si Z es cerrada por extensiones, F — Sub(Z) es preenvolvente en
mod(A), y Kerp(C) € Z C CFL, entonces Z es una clase F-preenvolvente en

mod(A).
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Demostracién. Como C es F-precubriente, entonces F — Rapp(C) = mod(A).
Por lo tanto F — Fac(Z) C F — Rapp(C). Luego, el resultado se sigue de 1.4.27.
U

Proposicién 1.4.30 [7, 4.14] Sean F un subfuntor aditivo de Exty(—,—) y C
una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones. Supongamos que F
tiene suficientes inyectivos. Si Z es cerrada por F'-extensiones y un F'-cogenerador,
entonces Z es preenvolvente en mod(A) y un F-cogenerador si Z satisface las
stquientes dos condiciones:

(a) Kerp(C) C Z C CFt
(b) F —Fac(Z) C F — Rapp(C).

Demostracién. Supongamos que F' tiene suficientes inyectivos. Si Z(F) C
Z C mod(A), entonces F —Sub(Z) = mod(A) y claramente F — Sub(Z) es
preenvolvente. En efecto, sea C' € mod(A) como F tiene suficientes inyectivos,
existe sucesién F-exacta ) — C — C — C" — O con I € Z(F) C Z. Por lo
tanto C' € F — Sub(Z) y entonces F — Sub(Z) = mod(A). Luego, el resultado
se sigue de 1.4.27. O

Proposicién 1.4.31 [7, 4.14] Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) y C
una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones. Supongamos que
F tiene suficientes proyectivos. Si Z es cerrada por F-extensiones y un F-
generador, entonces Z es precubriente en mod(A) y un F-generador si Z satis-
face las siguientes dos condiciones:

(a) Cokerp(C) C Z C FLC
(b) F — Sub(Z) C F — Lapp(C).
Demostracion. Es aniloga a la prueba de 1.4.30. O

Proposicién 1.4.32 [7, 4.15] Sean F un subfuntor aditivo de Ext)(—,—) con
suficientes inyectivos, C una clase precubriente en mod(A) la cual es cerrada
por sumandos directos, por F-extensiones y un F-generador. Supongamos que
Z Cmod(A) es cerrada por F-extensiones y un F-cogenerador. Entonces, Z es

preenvolvente y un F-generador en mod(A) con ¥+ 2 = C, si y sdlo si Kerp(C) C
Zccert,

Demostracién. («<=) Si Kerp(C) C Z C CF+, entonces C C 7L+ (Crt) C
rlz C rL(Kerp(C)). Veamos que ¥+ (Kerp(C)) C C. En efecto, sea M €
FL(Kerp(C)) yn: 0 Y Cum M 0 una C-cubierta de
M (ver 1.4.5). Como C es precubriente y F-generador, entonces por 1.1.31,1.1.23
y 1.4.4, tenemos que C es F-precubriente y por lo tanto n es F-exacta. Luego,
como M € 7+ (Kerr(C)) y Yar € (Kerr(C)), entonces 7 se escinde. Por lo tanto,
M @Yy ~ Cyp y entonces M € C pues C es cerrada por sumandos directos.
Por lo tanto, ¥+ (Kerg(C)) C C y entonces ¥+ Z = C. Por otro lado, como C es
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F-precubriente (ver 1.4.4 y 1.4.5), entonces mod(A) = F — Rapp(C) y entonces
F —Fac(Z) C F —Rapp(C) . Por lo tanto, como Z cerrado por F-extensiones

y F-cogenerador, tenemos por 1.4.30, que Z es preenvolvente y F-cogenerador.
O




Capitulo 2
Teoria F-Coinclinante Relativa

2.1. F-pares de cotorsion

A lo largo de este capitulo, A denotard a una R-algebra de artin y F' un sub-
funtor aditivo de Ext} (—, —) de la forma F' = Fz con Z una clase de objetos en
mod(A). En este capitulo desarrollaremos la homologia F-relativa en el sentido
de Aslander-Buchweitz-Reiten.

Definicién 2.1.1 Sean A y B clases de objetos en mod(A). El par (A,B) es
un par de F-cotorsién en mod(A) si A= F+B y B = ArL.

Sea X una clase de objetos en mod(A). Observe que, si F' tiene suficientes
proyectivos o inyectivos entonces Xr+ = xrlr y rly = rliy En efecto, se
sigue de 1.2.2.

Proposicién 2.1.2 Sea (A,B) un par de F-cotorsidn en mod(A). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ay C son cerrados por sumandos directos y F-extensiones.
(b) A es una clase F-generadora y B es una clase F-cogeneradora.
Demostracion.

(a) Se sigue de 1.4.15 (a), pues F' = Fz para una clase Z de objetos en
mod(A).

(b) Por (a), tenemos que add(A) = A y add(B) = B. Por otro lado, como
A= LBy B = Art se tiene que P(F) C Ay Z(F) C B; de donde se
sigue (b) (ver 1.4.2). O

Definicién 2.1.3 Sea M € mod(A). Una (C, F)-preenvolvente f : M — C
de M es F-especial, si Coker(f) € F+C. Dualmente, una (C, F)-precubierta
f:C — M es F-especial si Ker(f) € CF+. Si cada objeto M € mod(A) tiene
una (C, F')-preenvolvente especial (resp. envolvente especial) decimos que C es
una clase F-preenvolvente especial (resp. F-envolvente especial).
Andlogamente, se introducen las nociones de clase F-precubriente (resp. F-
cubriente) especial.

37
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Lema 2.1.4 Sea C una clase de objetos en mod(A). Consideremos n : 0 —
L —- M — N — 0 una sucesion F-exacta. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

"

g

(a) n" : 0 ——=Ker(g9") M N 0 es F-exacta, donde g"”
es la version minimal a derecha de g (ver [5, 2.2] para la def. de version
minimal).

(b) SiC es cerrada por sumandos directos y n es una (C, F')-precubierta, en-
tonces " es una (C, F)-cubierta.

Demostracion.

(a) Por [5, 2.2], sabemos que existe una descomposicién M = M’ & M" tal
que g"” = glpr : M"” — N es la versién minimal a derecha de g y
Ker(g) = M’ @ Ker(g"”). Por lo tanto, n es la suma directa de la siguientes
dos sucesiones exactas

n": 0 — Ker(g") M N 0,

n:0 M’ M’ 0 0.
Luego, por 1.1.11, tenemos que "’ es F-exacta.

(b) Se sigue de 1.4.5, pues C es cerrada por sumandos directos. O

Lema 2.1.5 Sea (A, B) un par de F-cotorsion en mod(A).
(a) Si A es una clase F-precubriente, entonces A es F-cubriente especial.
(b) Si B es una clase F-preenvolvente, entonces B es F-envolvente especial.

Demostracién. Sélo probaremos (a), pues (b) es dual. Sea X € mod(A)

vy 0 Ker(g) A—2sx 0 una (A, F)-precubierta de X. Por

2.1.2y2.1.4, existen : 0 —>= N — A” > X —>( una (A, F)-cubierta
de X. Luego, por 1.4.6, tenemos que N € A¥*. Por lo tanto, A es F-cubriente
especial. [

El siguiente resultado, es la version F-relativa del conocido Lema de Salce.

Lema 2.1.6 Sea F' con suficientes proyectivos e inyectivos y € = (A, B) un
par de F-cotorsion en mod(A). Entonces, A es F-precubriente si y sélo si B es
F-preenvolvente.

Demostracién. Supongamos que A es F-precubriente. Sea M € mod(A).
Como F tiene suficientes inyectivos, existe una sucesién F-exacta

™

0 M 1 N 0,
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con I € Z(F) C B. Por 2.1.5, existe una (A, F')-precubierta de N

0 B A—LsN 0

con B € A¥+ = B. Consideremos el pullback de 7 y p.

0 0
M==M
0 B E 1 0
il ™
P
0 B A N 0
0 0

Como B,I € B, tenemos que E € B, pues B es cerrada por F-extensiones.
Consideremos la sucesién F-exacta (pues es pullback de una F-exacta) 0 —

0 .
M 2 E 5 A — 0. Aplicando el funtor Homp (—, B’), con B’ € B, a la
sucesion anterior tenemos la sucesion exacta

Hom, (E, B') —> Homy (M, B') —> Exth(A, B') ,

con 0* := Homy (A, B'). Pero Ext}.(A4,B') = F(A,B’) = 0 pues (A, B) es un
par de F-cotorsién. Por lo tanto Homy (6, B’) es un epimorfismo, V B’ € B. De
donde concluimos que 6 es una B-preenvolvente de M. La otra implicacién se
hace por argumentos duales. [

Definicién 2.1.7 Una sucesion exacta larga 0 — X, ﬁ) e — X i>

X ﬂ) Y — 0 es F-exacta si 0 — Ker(f;) — X; — Im(f;) — 0 es
F-ezxacta para todo i.

Sea X una clase de objetos en mod(A). Denotaremos por X ™) a la sub-
categoria de mod(A) cuyos objetos son aquellos ¥ € mod(A) que admiten
una (X, F')-resolucién finita; esto es, existe una sucesién F-exacta larga 0 —
X, — -+ — X7 — Xo — Y — 0 con X; € X. Dualmente, XV:f) es
la subcategoria de mod(A) cuyos objetos son aquellos que admiten una (X, F')-
coresolucién finita. Como es usual, pd X denotard la dimensién proyectiva de
X e id X a la dimensién inyectiva de X.

Definicién 2.1.8 [3] Sean X una clase de objetos en mod(A), F con suficientes
proyectivos e inyectivos y M un objeto de mod(A).
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(a) Denotamos por pdiy py(M) € NU {co} a la dimensién proyectiva
relativa de M con respecto a X y F. Esto es, pd(x py(M) = min{n |
Ext%(M,—) |lx=0, Vj >mn >0}. Dualmente, idx p)(M) := min{n |
Extl.(—, M) |x=0, Vj >n >0} es la dimension inyectiva relativa
de M con respecto a X y F.

(b) Denotaremos por resdimx gy(M) € NU {oo} a la dimension (X,F)-
resolucion de M. Esto es, resdim(y p)(M) := min{r | existe una sucesion
F-ezacta 0 — X, — -+ — Xg — M — 0 con X; € X} si
Me XNF) resdimy gy (M) := oo si M ¢ XNF) - Dualmente, deno-
taremos por coresdim x, gy(M) a la dimensién (X, F)-coresolucion de
M.

(¢) Para cualguier clase C de objetos de mod(A), definimos pd x py(C) =
sup{pd(XVF)(M) | M € C} y resdim(y p)(C) := sup{resdim x p)(M) |
M € C}. Andlogamente, se definen id(x py(C) y coresdim x p(C).

Definicién 2.1.9 Sean w C X C mod(A). En lo que sigue introducimos las
stguientes nociones.

(a) w es un F-cogenerador relativo en X si, VX € X existe una sucesion
F-eracta0 — X — W — X' —0conWewyX € X.

(b) Sea F con suficientes proyectivos. Decimos que w es (X, F)-inyectivo si
id(X,F) (UJ) =0.

(c) w es un F-generador relativo en X si, VX € X existe una sucesion
F-ezacta0 — X' — W — X —0conWewy X e€X.

(d) Sea F con suficientes inyectivos. Decimos que w es (X, F)-proyectivo si
pd(x, ) (w) = 0.
Proposicién 2.1.10 [8, 1.7] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos,

¢ = (X,)) un par de F-cotorsién en mod(A) y w := X NY. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) X es F-cubriente especial si y sdlo si Y es F-envolvente especial.

(b) Si X es F-cubriente especial en mod(A), entonces w es un F-cogenerador
relativo en X y un F-generador relativo en ).

Demostracion.
(a) Se sigue de 2.1.5 y 2.1.6.

(b) Supongamos que X es F-cubriente especial en mod(A). Sea C € X C
mod(A). Por (a), tenemos que existe una sucesién F-exacta 0 — C -2
YY — X© — 0 en mod(A) con g una Y-envolvente especial de C y
X% € X. Luego, por 2.1.2 (a), tenemos que X es cerrado por F-extensiones
y por lo tanto Y¢ € w = X N'Y. Anédlogamente, se ve que w es un F-
generador relativo en ). [
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Definicién 2.1.11 Se dice que un par de F-cotorsidn € = (A, B) en mod(A)
es F-completo si A es F-precubriente especial y B es F-preenvolvente especial.

Corolario 2.1.12 Sea F' con suficientes proyectivos e inyectivos y (A, B) un par
de F-cotorsion en mod(A). Si A es F-precubriente o bien B es F-preenvolvente,
entonces el par (A, B) es F-completo.

Demostracién. Se sigue de 2.1.5 y 2.1.10. O

Proposicién 2.1.13 [8, 1.8] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos
y X una clase de objetos en mod(A) que es F-precubriente, cerrada por F-
extensiones y sumandos directos en mod(A). Entonces By := (X, XFL) es un
par de F-cotorsidn completo en mod(A).

Demostracién. Tenemos que X C #+(X*+). Sea C € #L(XF1). Dado que
X es F-precubriente en mod(A), por 1.4.6 y 2.1.4, existe una (X, F')-cubierta

n: 0 Yo Xc fe C 0 con Yg := Ker(fc) € X*L. Por

lo tanto, la sucesién exacta 7 se escinde ya que C' € F+(X¥1). De donde
concluimos que C' es un sumando directo de X¢ € X; y entonces C € X.
Lo cual prueba que X = £+ (X*1). Finalmente, la F-completitud del par de
F-cotorsién By sale 2.1.12. [

2.2. Subcategorias Resolventes Relativas

En toda esta seccién F' serd un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) con sufi-
cientes proyectivos e inyectivos.

Definicién 2.2.1 Sea X una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones.

(a) Decimos que X es F-resolvente, si P(F) C X y para cada sucesion F-
exacta 0 — A — B — C — 0 con B, C € X se tiene que A € X.

(b) Decimos que X es F-coresolvente, si Z(F) C X y para cada sucesion
F-exacta0 — A — B — C — 0 con A, B € X se tiene que C € X.

(¢c) Decimos que X es cerrada por F-sizigias si QL.(C) C X.
(d) Decimos que X es cerrada por F-cosizigias si Q' (X) C X.
Recordemos la siguiente notacién (ver 1.2.3)

Notacién 2.2.2 Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y X C mod(A).
Para cada i € N — {0}, consideraremos a las siguientes clases de objetos en
mod(A):

xrti = {M € mod(A) : Exth(—, M) |x= 0} y Xrte = NisoX*Li. Dual-
mente, se tienen las clases FLiX y Fle X,
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Recordemos que si F' es un subfuntor aditivo de Ext} (—, —), con suficientes
proyectivos y suficientes inyectivos, por 1.1.16, tenemos que P(F) = add(P(F))
y Z(F) = add(Z(F)). Por lo tanto, por 2.1.4, para cada M € mod(A) existe una
resolucién F-proyectiva minimal

f’ll n f’n* f*
DU +1 P, f P, o f1 Py fo M 1 0.

Para i > 0, el objeto Q% (M) := Ker(f;—1) = Im(f;) es llamado la i-ésima
F-sizigia de M. Dualmente, M admite una resolucién F-inyectiva minimal

g-1 go

Ju: O M——1

g1 In—1 9n In+1

I,

Iyt

Para i > 0, el objeto Q' (M) := Coker(g;_1) = Ker(g;11) es llamado la i-ésima
F-cosizigia de M.

Lema 2.2.3 (Lema del corrimiento). Sean F con suficientes proyectivos e in-
yectivos y M, N objetos de mod(A). Entonces, Vk >0 yVn >0, se tienen los
siguientes isomorfismos.

(a) Exth™(M, N) ~ Exth(Q% (M), N).
(b) Exthr™(M, N) ~ Extk (M, Q" (N)).

Notacion 2.2.4 Sea F con suficientes proyectivos e inyectivos. Dada una clase
C de objetos de mod(A), para cada i € Z, se introduce la clase

Qp(C) = {Qp(M) | M € C}.

Lema 2.2.5 Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y C una clase de
objetos de mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) FL=C es F-resolvente y CF+> es F-coresolvente.

(b) C es cerrada por F-sizigias (respectivamente, F-cosizigias) si C es F-
resolvente (respectivamente, F-coresolvente).

(¢c) Si C es cerrada por F-sizigias (respectivamente, F-cosizigias), entonces
también lo es Q% (C) (respectivamente, Q5" (C) ).

(d) Crti = (Qk(C))rti-r y riic =rLior (QLF(C)) para k <.
Demostracion.
(a) Se sigue de la sucesién larga de homologia relativa, ver 1.2.2(d).

(b) Supongamos que C es F-resolvente. Consideremos una resolucién F-proyectiva
minimal Py, de M € C

Y e A e

Luego Qk(M) = Ker(fy) € D pues D es F-resolvente y M, Py € D. Por
lo tanto Q%(D) C D; probéndose (b).
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(c) Supongamos que C es cerrada por F-sizigias. Dado N € Q% (C), existe
M € C y una resolucién F-proyectiva minimal B, de M

B : o fin ja fi j fii  h Py fo M 0,
con Q% (M) := Im(fi) = N. Como C es cerrada por F-sizigias, tenemos
que W := QL (M) € C. Consideremos una resolucién F-proyectiva minimal
mN de N

fa fa fre fl £
‘BNi i Pn Pn—l . - P() 2 N 0.

Luego, concatenando P con el segmento de Py, en el lugar N, tenemos
una resolucién F-proyectiva minimal Py de W con QL(W) = QL(N).
Por lo tanto Q}(C) es cerrada por F-sizigias. Dualmente, se prueba que
Q:"(C) es cerrada por F-cosizigias.

(d) Sean A € mod(A) y C € C. Por 2.2.3, Exti-(C, A) ~ Ext’;*(Qk(0), A).
Luego Crti = (Qk(C))rti-k,
Dualmente, se prueba que #+iC =rLi-+ (Q-*(C)). O

El siguiente resultado es la version F-relativa del lema de Garcia Rozas.

Lema 2.2.6 Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y (A, B) un par de
F-cotorsion en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es F-resolvente.

(b) B es F-coresolvente.

(c) Ext'-(A,B)=0, Vi>0, YVAc Ay VB eB.
(d) Extt.(A,B) =0, VA€ Ay VB eB.

Demostracién. (a) = (c¢). Sea A € A. Como F tiene suficientes proyectivos,
consideremos una resolucién F-proyectiva minimal de A,

mA : frnt1 P, fn P, fn—1 f1 P, fo A 0.

Como A es F-resolvente, se tiene que Q% (A) € A, Vi > 0. Sea B€ By i > 1.
Luego, por 2.2.3, Exth(A, B) ~ Ext(Q5 ' (A), B) = 0 pues (A, B) es un par de
F-cotorsion.

(d) = (b). Por 2.1.2, sabemos que B contiene a Z(F) y es cerrada por F-
extensiones. Veamos que si () A B C 0 es una suce-
sién F-exacta con A, B € B, entonces C € B. En efecto, sea A’ € A, apli-
cando el funtor Homy (A’, —) a la sucesién anterior tenemos la sucesién exacta
Ext}.(A’, B) — Ext(A’,C) — Ext%(A’, A). Por hipétesis Ext}(A’, B) =
Ext3.(A’, A) = 0. Por lo tanto, Ext1.(A4’,C) =0 VA’ € A, es decir, C € At =
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5.

(b) = (¢). Dual a (a) implica (c).

(d) = (a). Por 2.1.2, sabemos que A contiene a P(F) y es cerrada por F-
extensiones. Veamos que si ( F D C 0 es una suce-
sion F-exacta con D, C € A, entonces E € A. En efecto, sea B € B, aplicando
Homy (—, B) a la sucesién anterior, tenemos la sucesién exacta Ext}.(D, B) —
Extp(E,B) — Ext%(C, B). Por hipétesis Exty(D,B) = Ext%(C,B) = 0.
Luego Exty(E,B) =0, VB € B. Es decir, E € "B = A.

(¢) = (d). Trivial. Probdndose que las condiciones son equivalentes. [

Definicién 2.2.7 Un par de F-cotorsion € = (A, B) en mod(A) se dice que es
F-hereditario si A es F-resolvente y B es F-coresolvente.

Lema 2.2.8 Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y C una clase de
objetos de mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) SiC es cerrada por F-sizigias, entonces

(al) CFli = crle y rli (CFll) — rle (CFloo); y
(a2) el par de F-cotorsion B¢ = (F+1(CrL1),CrL1), generado por C, es
F-hereditario.

(b) SiC es cerrada por F-cosizigias, entonces

(b]) rlig —rleo y (FJ-lc)FJ-l — (FlooC)FJ-oo; y

(b2) el par de F-cotorsion €¢ := (F11C, (F+1C)F+1), cogenerado por C, es
F-hereditario.

Demostracién. Afirmamos que si: C es cerrada por F-sizigias, entonces CF 11 =
Crle . En efecto, puesto que CFLe C CFL1, basta ver que CF+1 C CFLe. Sean
M € Crtt y C € C. Consideremos una resolucién F-proyectiva minimal B¢ de

C

fn frn—
mC: = Pn ! Pn—l : h PO fo C 0.

Como C es cerrada por F-sizigias, tenemos que Q% (C) € C Vi > 0. Luego,
por 2.2.3, tenemos que EX’c’}(C, M) ~ Ext};(Q];fl(C), M) =0, Vk > 0. Por lo
tanto M € CFte. Dualmente, se tiene que: C cerrada por F-cosizigias implica
Fl10 =rlee C: ésto es, vale la primera igualdad de (bl).

Probemos ahora que si C es cerrada por F-sizigias se concluye que -1 (CFL1) =
rloo(Crle) y (a2). En efecto, ya vimos que CF+1 = CFLe y luego, por 2.2.5(a)
y (b), CF41 es cerrada por F-cosizigias. De donde #11(CFL1) = Floo(CFlec),
Ahora bien, el par de F-cotorsién B¢ es F-hereditario por 2.2.6, pues CF+t =
Crles es F-coresolvente (ver 2.2.5(a)). Finalmente, la prueba de (b2) y la de la
segunda igualdad de (bl) es dual. O

Corolario 2.2.9 [8, 2.1] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y €
una clase de objetos en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satis-
facen.
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(a) SiC es F-resolvente entonces
(a]) CFtr = CFle Y Fli1 (CFll) — FLoe(CFLoo); y

(a2) el par de F-cotorsion B¢ = (FH1(CrL1),CrL1), generado por C, es F-
hereditario.

(b) SiC es F-coresolvente entonces
(b]) rlig —rle y (FLlc)FJ-l — (Fl-ooC)FJ-oc; y

(b2) el par de F-cotorsion €c := (FL1C, (FL1C)FL1), cogenerado por C, es F-
hereditario.

Demostracién. Es inmediato de 2.2.8. O

Proposicién 2.2.10 [8, 2.2] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y
X una clase de objetos en mod(A) cerrada por sumandos directos, F-precubriente
y F-resolvente. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) € = (X,XF11) es un par de F-cotorsion F-hereditario y F-completo en

mod(A).
(¢) Para cada C € mod(A), existe una sucesion F'-exacta, dnica salvo isomor-
fismos, 0 Yo Xc ! C 0 en mod(A) que satisface:

(i) f es una (X,F)-cubierta de C,
(i) Yo € xrta,
(iii) f induce isomorfismos Exth(X, X¢) ~ Exth(X,0), Vi >0y VX €
X.

(d) Para cada C € mod(A), existe una sucesion F-exacta, inica salvo isomor-

fismos, 0 c—2 y¢< x¢C 0 en mod(A) que satisface:

(i) g es una (X*L1, F)-envolvente de C,
(ii) X¢ e X,
(i) g i?ﬁ_duce isomorfismos Exth(YCY) ~ Ext'(C,Y), Vi>0y VY €
Xr-r,
Demostracion.

(a) Es consecuencia inmediata de 2.2.9 y de 2.1.13.

(c) La existencia de la sucesién que cumpla (i) y (ii) se sigue de (a) y de
2.1.10.
Veamos que (iii) también se satisface.
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Sea X € X. De la sucesion F-exacta () Yo Xc ! C 0

obtenemos la siguiente sucesion exacta

Extt(X,Ye) — Exti(X, X¢) — Extb (X, 0) — Ext (X, Yo).
Como Yo € X1+t = Xrtee (ver 2.2.9(a)), se tiene que Ext%(X,Ys) =0,
Vi > 0. Por lo tanto Ext(X, X¢) ~ Extw(X,C), Vi>0y VX € X.

(d) Dual de (c¢). O

Definicién 2.2.11 Sea F' con suficientes proyectivos e inyectivos. Decimos que
C € mod(A) es F-autoortogonal si Exty(C,C) = 0, Vi > 0. Decimos que
C C mod(A) es F-autoortogonal si Ext=(C,C) =0, Vi > 0.

Corolario 2.2.12 [8, 2.3] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y X
una clase de objetos en mod(A) cerrada por sumandos directos, F-cubriente y
F-resolvente. Entonces, w := X N X 7L tiene las siguientes propiedades:

(a) w es un F-cogenerador relativo y (X, F')-inyectivo en X;
(b) w es un F-generador relativo y (XF L= F)-proyectivo en X¥ Lo,

Demostracién. Por 2.2.10 se tiene que (X, X*11) es un par de F-cotorsién
F-hereditario y F-completo. Ademds por 2.2.9, sabemos que X*1t1 = Xrle,
Luego, el corolario es consecuencia de 2.1.13 y 2.1.10 (ver 2.2.7). O

Definicién 2.2.13 Sea F' con suficientes proyectivos e inyectivos. Definimos
la F-dimension proyectiva relativa y la F-dimension inyectiva relativa:
pdp (M) = resdimp gy, py (M) y idp(M) := coresdimz(p), ) (M).

Observacién 2.2.14 Sea X una clase de objetos en mod(A).

(a) Si X es cerrada por F-extensiones y 0 € X, entonces X es cerrada por
isomorfismos en mod(A).

(b) Sea X cerrada por isomorfismos en mod(A). Entonces resdimx p)(C) =0
sty solo si C € X.

(c) 0 € XNE) Bn efecto, lo anterior se sigue de la siquiente sucesion F-
ezacta 0 — X — X —0—0, con X € X.

Lema 2.2.15 [50, 2.13] Sea F con suficientes proyectivos e inyectivos. Sean
X, Y y Z clases de objetos de mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Pd(y,F) (X(V’F)) = Pd(y,F) (X).
(b) Six € Z2C XNVF) entonces pd(y, ) (Z2) = pdy gy (X)-

(c) SiwC X CwVF) entonces pdp (X) = pdp (w).
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Demostracién. Sea M € X(:F) Probaremos, por induccién sobre d =
coresdim(x ) (M), que pdy gy (M) < pd(y gy (X). Podemos asumir que o :=
pd(y, ) (X) < ooy que d > 0.
Si d = 1 se tiene una sucesién F-exacta 0 — M — Xy — X7 — 0 con Xj
y X1 en X. Aplicando el funtor Homp (—,Y), con Y € Y, a la sucesién anterior
obtenemos la sucesién exacta

Ext»(Xo,Y) — Exth(M,Y) — Ext'T! (X1, Y).

Como Ext(Xy,Y) = Ext(X,,Y) = 0 parai > a, tenemos que pd(y ) (M) <
a. Sea d > 2. Dado que d = coresdimx ) (M), existe una sucesién F-exacta

0 M Xy 1> x, X, X, 0

tal que X; € X' y coresdim(x gy (Ko) = d — 1, donde K := Imfy. Luego, por
hipétesis de induccién, tenemos que pd(y, ) (Ko) < cv.

Aplicando el funtor Homy(—,Y), con Y € Y, a la sucesién exacta F-exacta
0— M — Xy — Ky — 0 obtenemos la siguiente sucesién exacta

Ext’(Xo,Y) — Exth(M,Y) — Ext'T! (K, Y).

Como Ext% (X, Y) = Exti (Ko, Y) = 0 parai > «, entonces pd(y py (M) < a.
Por lo tanto pdy, (X)) < a. Puesto que pd(y ) (X) < pd(y p) (X)),
tenemos entonces que pdy p) (X)) = pd(y,r) (X); probandose (a).
Finalmente, (b) se sigue de (a); y (c) se sigue de (b). O

Lema 2.2.16 Sea F = Fy un subfuntor aditivo de Ext}(—,—). Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo

0 0
A:A
«@ Ba
0 P Ly 0
o]
9
0 E G D 0
0 0,

donde el cuadrado I es de pullback y pushout. Entonces se satisfacen las si-
guientes condiciones.
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(a) Sila primera columna y el primer renglon son F-exactas, entonces la se-
gunda columna y sequndo renglon son F-exactas, es decir, todo el diagrama
es F-exacto.

(b) Si la seqgunda columna y el sequndo renglon son F-exactas, entonces el
primer renglon y la primera columna son F-exactos, es decir, todo el dia-
grama es F-exacto.

Demostracién. Sélo probemos (a), pues (b) es dual. Veamos que la segunda
columna es F-exacta. Como F = Fy, tenemos que F = FY con Y = 7(X) (ver
1.1.23 (b)). Sea§ : A — Y con Y € ). Como la primera columna es F-exacta,
existe 8’ : B — Y tal que # = #’«. Luego, como el primer renglén es F-exacto,
existe 8" : C' — Y tal que 6’ = 6”8. Por lo tanto, 8 = 6”(B«) lo cual nos dice
que la segunda columna es F-exacta. Por 1ltimo, el segundo renglén es F-exacto
pues es pushout de una sucesién F-exacta, probandose (a). O

Teorema 2.2.17 [3, 1.1] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y X
una clase de objetos de mod(A) cerrada por F-extensiones tal que 0 € X y w un
F'-cogenerador relativo en X. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) VC € XWNE) egisten sucesiones F-exactas cortas

0 Yo Xc e C 0 con Yo € w(A’F), Xc e X;

(e}
0 c-—2syc xC 0 conY® e w™) XC e x.

(b) Siw es (X, F)-inyectivo, entonces

(i) pc @ Xe — C es una (X, F)-precubierta especial de C, VC €
)((/MF);

(i) p¢ : C — Y esuna (W), F)-preenvolvente especial de C, ¥ C €
X)),

Demostracion.

(a) Sea C € X La prueba se hard por induccién sobre n = resdimx, ) (C).
Sin =0, por 2.2.14(b), se tiene que C' € X. Entonces tenemos la primera
sucesion F-exacta () 0 C C 0 pues se escinde y

0 € w™F) Como w es un F-cogenerador relativo en X, la segunda suce-
sién F-exacta buscada es ( C w X’ 0.

Sea n = resdim(x r)(C) > 0. Luego, existe una sucesién F-exacta en
mod(A)

do

0 Xn X1 Xo C 0,

con X; € X y resdimy p)(K) = n — 1, donde K := Im(dp). Como
resdim y, g)(K) = n — 1, por hipétesis de induccin, se tiene que existe
la sucesién F-exacta 0 K YK XK 0 con YK ¢




2. Teoria F-Coinclinante Relativa 49

wMF) XK ¢ X, Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y F-
exacto (pues es diagrama de pushout)

0 0
0 K Xo C 0
0 YK U C 0
XK —— xK
0 0

Dado que Xo, X% € X y X es cerrada por F-extensiones, se tiene que
U € X. Podemos tomar a ( YK U C 0 como
la primera sucesién F-exacta en (a). Ahora, como U € X y w es un F-
cogenerador relativo en X, tenemos la existencia de la siguiente sucesion
F-exacta 0 U w X< 0 conWecwyX®eX.
Para construir la otra sucesién F-exacta buscada, consideremos el si-
guiente diagrama de pushout, donde el primer renglén y la primera colum-
na son F-exactas

0 0
yE =——yK
7n:0 U w X¢ 0
70 C y ¢ X¢ 0
0 0

Luego, por 2.2.16, tenemos que la sucesion de la segunda columna es F-
exacta. Es decir 0 YK w y¢ 0 es F-exacta y
ademés Y& € w™F) y W € w. Luego, por definicién de w™), se tiene
que Y¢ € wMF) Como 1/ es F-exacta, (pues es pushout de una F-exacta),
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tenemos que la otra sucesién F-exacta es:

/

n:0 C y¢ X< 0.

(b) Supongamos que w es (X, F)-inyectivo, esto es, id(x p)(w) = 0. En par-
ticular, de 2.2.15, se tiene que Exty (X, w1 = 0.

(i) Sea f : X — C en mod(A) con X € X. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 Yo E X 0
.
0 Yo Xe—>C 0,

donde el cuadrado de la derecha es un pullback y entonces la sucesién
del primer renglén es F-exacta. Por lo tanto, la sucesién superior se es-
cinde pues Ext}r(X,w(A’F)) = 0. Luego f se factoriza a través p¢; de-
mostrdndose que ¢ es una (X, F)-precubierta especial de C.

(ii) Andlogo a (i). O

Lema 2.2.18 Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y w C X C
mod(A) clases de objetos, con id(x p) (w) = 0. Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) [3, 2.2] idx py (W) = 0.

(b) [3, 8.7] Siw es un F-cogenerador relativo en X, con w cerrado por suman-
dos directos en mod(A), entonces

w={Xe€X| idxr(X)=0}=xNnw".

(¢) Existe a lo sumo un F-cogenerador relativo en X que sea (X, F)-inyectivo
y cerrado por sumandos directos en mod(A).

Demostracion.
(a) Se sigue del dual de 2.2.15(a).

(b) Sea X € X. Supongamos que id(x ) (X) = 0. Como w es un F-cogenerador
relativo en X, existe una sucesién F-exacta 0 — X — W — X' — 0
con W € wy X" € X, la cual se escinde pues idx, ) (X) = 0. Por lo
tanto X es un sumando directo de W, de donde se sigue que X € w ya que
w es cerrada por sumandos directos. Reciprocamente, si X € w entonces
id(x,F)(X) <id(x,r)(w) = 0. Lo cual prueba la primera igualdad de (b).
Por otro lado, es ficil ver que w € X Nw™). Sea X € X Nw™). Luego,
por (a), se tiene que id(x, ) (X) = 0. En particular, de la primera igualdad
de (b), se concluye que X € w; probdndose (b).
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(c) Es consecuencia inmediata de la primera igualdad de (b). O

Lema 2.2.19 Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos, X una clase de
objetos en mod(A) y 0 — A — B — C — 0 una sucesion F-exacta en
mod(A). Entonces

(a) idx py(B) < max{id x p)(A),idx,7)(C)},

(b) 1dx,r)(A) < max{id(x,p)(B), d(x,r)(C) + 1},

(¢) Wd(x,r)(C) < max{id(x,r)(B),id(x,p)(A) — 1}
Demostracion. La demostracion es andloga al caso cldsico. [

Proposicién 2.2.20 [3, 3.6] Sean w C X clases de objetos en mod(A), con X
cerrada por F-extensiones y w un F-cogenerador relativo y (X, F)-inyectivo en
X con w cerrado por sumandos directos. Entonces,

wh) = yrdeo q p(NF),

Demostracién. Sea C' € XFle 0 X(NF) Por 2.2.17, existe una sucesién F-
exacta 7 : 0 Yo Xeo C 0 con Yo € wM) vy X €
X. Veamos que id(x p)(X¢) = 0. En efecto, idx 7)(C) = 0 pues C € Xri=y
id(x,7)(Yo) = 0 por 2.2.18(a). Luego de 2.2.19(a) concluimos que id(x, 7y (Xc) =
0. Luego, por 2.2.18(b), tenemos que X¢ € w. Por lo tanto, de la F-sucesion 7,
concluimos que C' € wF),

Sea C € wNF) € x(NF) | Por 2.2.18(a), tenemos que id(x,7)(C) = 0. Luego
C e Xrdte n XNE): probandose que w1 = xrte 0 xNF) O

Proposicién 2.2.21 [8, 2.4] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos,
X wuna clase de objetos en mod(A) cerrada por F-extensiones y w C X un
F-cogenerador relativo y (X, F)-inyectivo en X, con w cerrado por sumandos
directos. Si XNF) = mod(A) entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) X es F-precubriente especial en mod(A).
(b) wNF) es F-preenvolvente especial en mod(A).

(c) Xrti = xrte = (NF) 55 X es F-resolvente.

Demostracién. Supongamos que X ™) = mod(A).

(a) y (b) Se siguen de 2.2.17.

(c) Supongamos que X es F-resolvente. Luego, por 2.2.9 se tiene que X*+1 =

Xrtee Por otro lado, de 2.2.20 se sigue que wMF) = xrle n Y (AF) =
XFte Nmod(A) = Xrte. O
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Lema 2.2.22 Sean F con suficientes proyectivos y X, YV clases de objetos en
mod(A) tales que pd(X)F) (YY) = 0. Entonces, para cualquier sucesion F-ezacta
en mod(A)

0 Z, fn Y, , fn—1 Y, f2 v, f1 Y, fo M 0

con Y; € Y, existe un isomorfismo funtorial
ExtX(Z,, =) |x — Extht (M, =) |y , Vk > 0.
Demostraciéon. Andlogo al caso clasico. [

Notacién 2.2.23 Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(—,—) con suficientes
proyectivos e inyectivos. Tenemos la siguiente clase T"(F) := {M € mod(A) |
idp(M) := coresdimz gy, py(M) < n}.

Lema 2.2.24 Sea I' con suficientes proyectivos e inyectivos. Entonces idp(Y') <
n sty sélo si Extw(C,Y) =0, Vi>ny VC € mod(A).

Demostracién. (=) Sea m :=idp(Y) < n, por lo tanto, existe una sucesién
F-exacta

g-1 go

Jy : 0 Yy I g ... It

I, 0,

con I; € Z(F). Como F tiene suficientes proyectivos e inyectivos, tenemos que
F(C,—) = ExtL(C,—), por lo tanto por 1.1.16, tenemos que I € Z(F) si y
sélo si Extp(C,I) = 0 YC € mod(A). Por 1.2.2 tenemos que la definicién
de EXt}w(C, —) no depende de la resolucién F-inyectiva tomada. Por lo tanto,
considerando la siguiente resolucién F-inyectiva de I € Z(F))

0 1 1 0

tenemos que Extk(C,I) = 0, Vi > 0y VC € mod(A). De esta manera se
tiene que id(moa(a),r)(Z(F')) = 0. Luego, por el dual de 2.2.22, tenemos que
Ext} (=, In) lmod(a) =2 Exth™ (=, Y)|mod(a)- Por lo tanto, Exti(C,Y) =0 Vi >
n pues Extf(C, I,,) = 0, Vk > 0 (ya que I,,, € Z(F)).

(<:) Sea JY . 0 g—1 Yy go IO g1 Im—1 Imfl Im e

una resolucién F-inyectiva minimal de Y. Consideremos K = Q3"(Y), luego
por el dual de 2.2.22, tenemos que Ext’lf;(C'7 K) ~ Ext’lffk(C’,Y) =0sik >0,
VY C € mod(A). Por lo tanto, Ext}(C,K) = F(C,K) = 0, YC € mod(A) y
entonces K € Z(F). De donde concluimos que idp(Y) <n. O

gm

Teorema 2.2.25 [8, 2.5] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos, X
una clase de objetos en mod(A) que es F-resolvente, F-precubriente y cerrada
por sumandos directos. Entonces, resdim x py(mod(A)) < n para algin n € N
si y sélo si XF+1 C IT"(F).
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Demostracién. Sea ) := X*+1. Por 2.2.10 (a), sabemos que (X,))) es un par
de F-cotorsién, F-hereditario y F-completo en mod(A).

(=) Supongamos que resdimx zy(mod(A)) < n. Entonces, para C' € mod(A),
existe una sucesién F-exacta 0 — X,, — X,,_1 — ... Xg — C — 0 con
X; € X, Vi. Como Ext%(X,)) = 0, se tiene que pd(y,r)(X) = 0. Luego, por
2.2.22, tenemos que Exth™(C,Y) ~ Exth(X,,,Y) =0 Vk > 0, VY € V), es de-
cir, Ext(—, Y)|mod(a) = 0, Vi > n. Luego, por 2.2.24, tenemos que ) C I"(F').
(«<=) Supongamos que Y C Z"(F). Por 2.2.24, tenemos que Ext’ (—, Y)|mod(a) =
0, Vi > n, VY € Y. Como X es cerrada por sumandos, F-resolvente y F-
preenvolvente, se sigue de 2.2.9, que X = F+>)). Sea C' € mod(A). Dado que
F' tiene suficientes proyectivos, existe una resoluciéon F-proyectiva minimal de
C' (no necesariamente finita)

‘L’c: frnt1 P, fn P, fno1 f1 Py fo c f-o1 0,

con P; € P(F) C X pues X es F-resolvente. Dado que pdy ) (P(F)) = 0,
por el dual de 2.2.22, tenemos que Exth (Q%(0),Y) ~ Extir™(C,Y) VEk > 0,
VY € ). Ahora bien, como Exty(—,Y)|modaa) =0, Vi >n, VY € ), tenemos
que Ext(Q%(C),Y) =0 Yk > 0. Por lo tanto Q%(C) € X pues X = rl=),
Luego, de la sucesion ¢, tenemos que resdimy py(mod(A)) <n < oo. O

Lema 2.2.26 [8, 2.6] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y X una

clase de objetos F-resolvente en mod(A). Si 0 — Yo — X¢ 25 C — 0 es
una (X, F)-cubierta de C, entonces Yo € XFLes.

Demostracién. Por 1.4.6 y 2.2.9, tenemos que Yo € Xrt1 = xrte~ [J
Proposicién 2.2.27 [8, 2.7] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos

y X una clase de objetos F-resolvente en mod(A). Consideremos el siguiente
diagrama F-ezacto en mod(A)

0 0
Y] Y3
Xy X3
f1 f3
0 4 s Cs 0
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con X1,X3 € X yYy,Y; € XFLeo . Entonces, el diagrama anterior se puede
completar al siguiente diagrama conmutativo y F-exacto en mod(A) (es decir,
todas las sucesiones son F-eractas)

0 0 0
0 Y: Y, Y3 0
0 X4 X X3 0
f1 f2 f3
0 C, Cy Cs 0
0 0 0,

con Xo € X yYQGXFJ‘OC.

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0
Ys——Y;
0 o ) X3 0
0 C1 Cs Cs 0
0 0
Por lo tanto, 1, : 0 Y3 E—2>C, 0 es F-exacta, pues es el

pullback de una sucesién F-exacta. Andlogamente, se tiene que 0 — C; —
FE — X3 — 0 es F-exacta.

De la sucesién F-exacta 1y : 0 — Y7 — X, L C1 — 0 obtenemos
que Exth(Xs, f1) : Exth(Xs, X1) — Exth(Xs,C1) es un isomorfismo pues
Y, € Xrle y X3 € X. Usando dicho isomorfismo, se tiene una sucesién F-
exacta £ : 0 — X7 — Xo — X3 — 0 tal que el siguiente diagrama es
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conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
i Y;
0 X1 Xo X3 0
f1 B
0 o E X3 0
0 0

Afirmamos que dicho diagrama es F-exacto. Para lo cual, falta ver que la suce-

sion g : 0 — Y7 — X NEIN 0 es F-exacta; lo cual se sigue de 2.2.16,

pues 7y, y & lo son. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto
en mod(A)

0 0
Y; Y,
ap
0 Yo Xo Cs 0
:
0 Y3 E—%=(C, 0
0 0

Como 1, y ng son F-exactas, por 2.2.16 (b), tenemos que 745 : 0 — Y5 —

X5 a—ﬁ> Cy — 0 es F-exacta. Por otro lado, 0 — Y7 — Y5 — Y3 —> O es
F-exacta, pues es pullback de 3. Luego el diagrama anterior es F-exacto. Por
lo tanto, haciendo fs := af, los tres diagramas F-exactos anteriores se pueden
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ensamblar para tener el siguiente diagrama conmutativo y F-exacto en mod(A)

0 0 0
0 Y; Y, Y3 0
0 X4 X X3 0
f1 f2 f3
0 C, Cy Cs 0
0 0 0

Como X y X*te son cerradas por F-extensiones, entonces Xo € X y Yy €
Xrle O

Lema 2.2.28 Sean X, Y clases de objetos en mod(A) y F = Fy. Supongamos
que la sucesion n: 0 — Ker(yp) — X s Me M — 0, conp = ( f ) Y

g
X € X, es F-exacta. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) La sucesion n' : 0 — Ker(f) X M 0 es F-exacta.
(b) Sin es una (X, F)-precubierta entonces ' es una (X, F)-precubierta.

Demostracion.

(a) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
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Luego, como el segundo renglén y la segunda columna son F-exactos y
F = Fx, por 3.2.30 (b) tenemos que la siguiente sucesién es F-exacta

n 0 — Ker(f) X M 0.

(b) Como n es una (X, F)-precubierta, entonces 7 es G-exacta con G :=
Fx. Luego por (a), tenemos que 1’ es G-exacto, es decir 7' es una X-
precubierta. Por (a), n' es F-exacto. Por lo tanto, ' es una (X, F)-
precubierta. [

Proposicién 2.2.29 [8, 2.8] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y
X una clase de objetos en mod(A), la cual es cerrada por sumandos directos y
F-resolvente. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) La clase de objetos en mod(A) que admiten una (X, F)-precubierta es
cerrada por F-extensiones.

(b) Supongamos que mod(A) = Extp({My, ..., M,}). Entonces, X es (X, F)-
precubriente en mod(A) si y sdlo si cada M; tiene una (X, F)-precubierta
para i =1,...,n.

Demostracion.

(a) Sea 0 — C; — Cy — C5 — 0 una sucesién F-exacta en mod(A) tal
que f; : X; — C; es una (X, F')-precubierta de C; con i = 1, 3. Dado que
X es cerrada por sumandos directos, podemos asumir que f; : X; — C;
es minimal, es decir, una (X, F') -cubierta para i = 1,3. Luego, de 2.2.26,
se obtiene el siguiente diagrama F-exacto en mod(A)

0 0
Yi Y3
X1 X3
f1 f3
0 4 Oy Cs 0
0 0,

con Y; € XFt~ y X; € X para i = 1,3. Por 2.2.27, existe una sucesién
F-exacta 0 — Yy — X» £>C’2 — 0 con Yy, € Xrteo y Xo € X.
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Aplicando el funtor Homp (X, —), con X € X, a la sucesién anterior se
tiene la siguiente sucesién exacta

Homy (X, X2) — Homy (X, Co) — ExtL(X, Y5).

Como Yy € XFLe se tiene que Extp(X,Y2) = 0. Por lo tanto fo es una
(X, F)-precubierta de Cs.

(b) Supongamos que mod(A) = Extp({My,..., M,}).
(=>). Es trivial.
(«<=) Supongamos que M; tiene una (X, F')-precubierta parai =1,...,n.
Por (a), es facil ver que si M € Extp({M1,... My}) = Fr({Mi,... M,}),
entonces M tiene una (X, F)-precubierta. Sea M € Extg({My,... M, } =
mod(A). Luego, por 1.4.12; tenemos que existe M’ € mod(A) tal que
MoM € Fr({M,... M,}). Por lo tanto, existe una (X, F')-precubierta

de MM, n: 0—>Ker(¢)—>XJ>M@M’—>O con ) =

i; . Como F' = Fp(p), pues F tiene suficientes proyectivos se tiene
por 2.2.28 (b) que ' : 0 — Ker(f) — X — M — 0 es una (X, F)-
precubierta de M. Por lo tanto, X es (X, F)-precubriente en mod(A). O

Teorema 2.2.30 [8, 2.9] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y X
una clase de objetos en mod(A) la cual es cerrada por sumandos directos, F-
resolvente y F-precubriente. Si existe una clase de objetos C := { My, M, ... M}
en mod(A) tal que mod(A) = Extp(C) v fi + X; — M, es una (X, F)-
cubierta para cada M;, entonces las siguientes condiciones se satisfacen, donde
B .= EXtF({Xl,XQ, e Xn})

(a) VM € Extp(C) existe una (X, F)-precubierta

0 Y X M 0

conY € Xrl~ y X € B.
(b) YM € mod(A) eziste una (X, F)-cubierta

0 Y X M 0
conY € Xrt= y X € add(B).
(c¢) X = add(A).

Demostracién. Recordemos que Extp(Z) = .5 (Z) para toda clase de objetos
Z en mod(A) (ver 1.4.10).

(a) Sea M € Extp(C). La prueba se hard por induccién sobre la longitud
Cp(M) de M. Silp(M) = 1, podemos suponer que M = M; para algin j.
Luego, por hipétesis, tenemos una (X, F')-cubierta n : 0 — Ker(f;) —
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X; L M; — 0 tal que Ker(f;) € Xt (ver 2.1.3). En tal caso, la
sucesién buscada es 1 pues X; € 4.
Sea (M) =m > 1. Luego, existe una sucesién F-exacta en mod(A)

0 M’ M M;, 0

con {r(M') = m—1 para algin My, € C. Por hipétesis de induccién, existe

una sucesién F-exacta 0 — Y’ — X’ 25 M’ —5 0 con Y’ € Xrl= y
X' € A. Consideremos el siguiente diagrama F-exacto en mod(A)

0 0
Y’ Y
X' Xk
f T
0 M’ M M, 0
0 0.

Por 2.2.27, podemos completar el diagrama anterior al siguiente diagrama
conmutativo y F-exacto en mod(A)

0 0 0
0 Y’ Y Y 0
0 X' X X 0
f f I
0 M’ M Sk 0
0 0 0,

con X € X yY € Xrle Dado que X', X, € By % es cerrado por
F-extensiones, se sigue que X € 2. Por otro lado, como Y € X7t se

sigue que 0 — Y — X Ly M — 0 es una (X, F)-cubierta de M.
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(b) Sea M € mod(A). Como mod(A) = Extp(C), por 1.4.12, existe M’ €
mod(A) tal que M @& M’ € Extp(C). Luego por (a), existe una (X, F)-
precubierta

0 Y X wMEBM’HO

conY € Xrte X ¢ By = J; ) Luego, por 2.2.28, tenemos que

n :0— Ker(f) — X — M — 0 es una (X, F)-precubierta de M.
Luego por 2.1.4(b), existe una (X, F)-cubierta £ : 0 — V' — X' —
M — 0 de M con X’ sumando de X € B C X, es decir X’ € add(B); y
por 1.4.6 y 2.2.9, tenemos que Y’ € X+ = Xrle~ Por lo tanto £ es la
sucesién buscada.

(c) Dado que X es cerrada por sumandos directos y F-extensiones, tenemos
que add(B) C X (ver 1.4.10 y 1.4.12).
Ahora veamos que X C add(B). Sea M € X. Por (b), se tiene una sucesién
F-exacta 0 Y X M 0 conY € Xrit= y X ¢
add(B). Por lo tanto, la sucesién anterior se escinde pues Y € XFte y
M € X. Luego, M es un sumando directo de X € add(B), por lo tanto
M € add(B). Probdndose que X C add(B). O

Lema 2.2.31 (a) Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta en
mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) pd(C) < sup{pd(B),pd(A) + 1} y la igualdad se da si pd(A) # pd(B).
(i) pd(A) < sup{pd(B), pd(C) — 1} y la igualdad se da si pd(B) # pd(C).
(iii) pd(B) < sup{pd(A),pd(C)} y la igualdad se da si pd(C) # pd(A) + 1.
(b) Si C =A@ B entonces pd(C) = max{pd(A),pd(B)}.

Demostracién. Ver por ejemplo [60]. O

Corolario 2.2.32 [8, 2.10] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y X
una clase de objetos en mod(A) la cual es cerrada por sumandos directos, F-
resolvente y F-precubriente. Supongamos que mod(A) = Extp({My, Ms, ... M,}),
y sea f; : X; — M; una (X, F)-cubierta de M; parai=1,...,n. Entonces

(a) VX € X pd(X) < 00 <= Vi pd(X;) < o0,
(b) pd(X) = max{pd(X;) |1 <i<n}.

Demostracién. Sea o := max{pd(X;) | 1 < i < n}. Si a = oo, es claro que
(a) y (b) se satisfacen. Supongamos que a < co. Luego, es suficiente probar (b).
Sea B .= F(X1,Xa,...,X;). Por 2.2.30(c), sabemos que X = add(B). Luego,
de 2.2.31(b) se tiene que pd(X) = pd(ZA).

Veamos que pd(Z#) = «. En efecto, sea M € 2. Luego existe una cadena 0 =
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My C M; C---C M,_1 €M, =M tal que M;y1/M; ~ Xj; con 1 < j(i) <t.
Consideremos la sucesién F-exacta () My Moy My /My ——0
con My ~ Xy y Ma/My ~ Xy De 2.2.31(a) se sigue que pd(Mz) < a.
Tterando éste proceso, se tiene que pd(M) < «; probandose que pd(#) = a. O

2.3. Objetos Inclinantes y Coinclinantes Rela-
tivos

Recordemos nuevamente, que F' denotard un subfuntor aditivo de Ext} (—, —),
donde A es una R-algebra de artin.

Definicién 2.3.1 Sean T € mod(A) y F con suficientes proyectivos e inyec-
tivos. Decimos que T es F — inclinante si satisface que: (a) Ext%(T,T) = 0,
Vi >0, (b) pdp(T) < oo y (c) coresdimuqq(r), ) (P(F)) < oc.

Dualmente, se dice que T es F — coinclinante si satisface: (a) Ext'(T,T) = 0,
Vi>0, (V) idp(T) < oo y (¢/) resdimaqa(ry,ry(Z(F)) < oo.

Definicién 2.3.2 Sea w una clase de objetos en mod(A) tal que id, py(w) = 0.
Denotaremos por X, ry a la clase de objetos C' € Flooy tales que existe una
sucesion F-exacta (posiblemente infinita) en mod(A)

0 C Ty fo T T, fn Tpig ——

con T; € add(w) y Im(f,) € Fr=w Vn > 0.
Dualmente, definimos (, )X, como la clase de objetos C € wFte tales que
existe una sucesion F-exacta (posiblemente infinita) en mod(A)

fn f f
s Th i T, T —= 1T, °s 0 0

con T; € add(w) y Ker(f,) € wFt= Vn > 0.

Proposicién 2.3.3 [8, 3.1] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y
w una clase de objetos en mod(A) tal que id(, py(w) = 0. Entonces, X, r)
es cerrada por F-extensiones, sumandos directos y nucleos de F-epimorfismos
(esto es, 5i 0 — A — B — C — 0 es F-ezacta con B y C € X, ),
entonces A € X, ry).

Demostracién. Veamos que X{,, ) es cerrada por F-extensiones. En efecto,

sea 0 A—"=B ’ C 0 una sucesién F-exacta en mod(A) con

Ay C € X, r). Luego las sucesiones ¢ : 0 A : Ty L 0

y¢:0 C——=1T; K 0 son F-exactas con Tp, T} € add(w)
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y L, K € X, ). Consideremos el siguiente diagrama F-exacto (pues es de
pushout) en mod(A)

0 0

0 A—-p-Loc 0
¢ .

0 Ty —=U C 0
L L
0 0

Como C € X, ) C Flooy se tiene que Ext};(C, To) = 0. Por lo tanto, la
sucesion inferior del diagrama anterior se escinde, de donde obtenemos que U =~
To @ C. Del Lema de la Serpiente, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo
y exacto en mod(A)

/

0—>B$T0690—>L—>0

[ I

04>B45E>T0@T6—>V4>0

0 0
cond =1p, Pey T ® T, € add(w) pues Ty y Tj) € add(w). Luego, el cuadrado
I en el diagrama anterior es un pushout.
La sucesiéon = : 0 ——=Tp a6 C s To® T, —— K ——=0 es F-exacta

pues es la suma directa de ¢’ y la sucesién F-exacta 0 — Tj BN Ty — 0 — 0.
Considerando el diagrama anterior, por 2.2.16, tenemos que la siguiente suce-

5 ’
sion 2 : 0 —— B _% To® Ty ——=V ——=0 es F-exacta, pues el primer
renglén y la primera columna son F-exactas. También la siguiente sucesion
20 L 1% K 0 es F-exacta, pues es pushout de la
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sucesién F-exacta =. Luego, V € Flew ya que L, K € X,y C Floog,
pues Few es cerrada por F-extensiones. Luego, =’ es el inicio de una Xw,F)-
coresolucién de B.

Consideremos la sucesién F-exacta Z7 : L \% K 0.

Como L, K € X, r) C Fleoy podemos repetir el proceso, es decir, podemos
encontrar un monomorfismo h : V. — W con W € add(w) y con cokernel
en ey, Prosiguiendo asi, se construye la sucesién F-exacta deseada. Luego,
B € X,,F), probandose que X, ) es cerrada por F-extensiones.

Antes de probar las dos propiedades de X, r) que nos faltan, consideremos

la siguiente situacién. Sea n : 0 A B C 0 una suce-
sién F-exacta en mod(A) con B € X, p).

Luego, existe una sucesiéon F-exacta 1’ : 0 B To Ay 0

con Ty € add(w) y E € &(, r). Por lo tanto, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo y exacto en mod(A)

0 (2.1)
0 0 c’
J’ A
0 A Ty K 0
g
)\//
0 B Ty E 0
C 0 0
0.
Veamos que la sucesion I' : () C’ K oy F 0 es F-exacta.

En efecto, como F' tiene suficientes proyectivos e inyectivos, entonces F' = Fp ().
Sea g: P — E con P € P(F). Como 1’ es F-exacta, existe ¢’ : P — T} tal
que g = X'g’ = M (\g'). Por lo tanto I' es F-exacta. Andlogamente, se prueba
que IV : 0 A To K 0 es F-exacta. Por otro lado, por
el Lema de la Serpiente, se tiene que C ~ C’.

Ahora, veamos que X(,, r) es cerrada por nucleos de F-epimorfismos. En efecto,
si en la situacién anterior también tenemos que C' € X, py, entonces C’ € X(,, )
pues C' ~ C". Luego, se sigue que K € X, py pues O, E € Ay, p), I es F-exacta
y X, ) es cerrada por F-extensiones. Por lo tanto, en la sucesién F-exacta I"
se tiene que Ty € add(w) y K € A{y, r). Entonces, tenemos que A € X, ),
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probandose que X{,, ) es cerrada por nucleos de F-epimorfismos.
Finalmente, veamos que X, ) es cerrada por sumandos directos. En efecto,
supongamos que en la situacién anterior, la sucesion F-exacta n, con B € X(,, ),

se escinde. La sucesion 0 —= APC —— APK —>F——=0 es F-

exacta, pues es suma directa de 'y 0 — A 1y A 5 0 — 0 las cuales
son [-exactas. Como A@C ~ B € X, ) y también E € X, ), se tiene que
ABK € X, r) € *t=w. De donde K € F+w pues F+>w = add(*+>w). Se
puede repetir éste proceso con K pues AP K € &, p). Considerando la suce-
sién F-exacta I, concluimos que A € X(w,F); probandose que X, ) es cerrada
por sumandos directos. U

Proposicién 2.3.4 Sea T € mod(A). Entonces add(T) es cubriente y envol-
vente en mod(A).

Demostracién. Como A es una R-dlgebra de artin, se tiene que I' = (End(7T'))°?
es una R-dlgebra de artin. Consideremos el funtor Homy (AT, —) : mod(A) —
mod(T"). Probaremos solamente que add(T) es cubriente en mod(A); para lo
cual es suficiente ver que add(T") es precubriente en mod(A). Sea X € mod(A)
y sea {f1,...,fr} un conjunto generador de Homp (o7T,X) como I'-médu-
lo. Veamos que f := (f1,...,fr) : T" — X es una add(T)-precubierta de
X. En efecto, sea g : C — X en mod(A) con C € add(T). Luego, existe
C’ € mod(A) tal que C P C' = T™ para algunan. Seanc : T"=CPHC" — C
la proyeccién natural, y consideremos gre = (g4,...,9,) : T" — X. Co-
mo g§ € Homp(ATr, X), se tiene que g = >°7_, fihij, j = 1,...,n, con
hij : T — T. Sea H = (h;;) € Mat,x,(End(T)). Entonces, el siguiente dia-
grama conmuta

- X

H
l %flxm,fr)

Tr.
Ahora bien, considerando la inclusién canénica ic : C — CEPC' = T" se
tiene que g = (gn¢)ic = (fH)ic = f(Hic). Esto prueba que f := (f1,..., fr):
T" — X es una add(7T')-precubierta de X. Por lo tanto, add(T") es cubriente.
0

Proposicion 2.3.5 Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y w una
clase de objetos en mod(A) cerrada por sumandos directos y tal que id, py(w) =

0. Si X((U/J\’g)) = mod(A) entonces, X, py es F-resolvente, F-cubriente especial

en mod(A) y X(’Zfl;‘j = M),
Demostraciéon. Por 2.3.3, sabemos que X, r) es cerrada por F-extensiones,

(AF)
X, )

mod(A). Entonces, para todo proyectivo P € mod(A), existe una sucesién F-
exacta

nucleos de F-epimorfismos y sumandos directos. Supongamos que

0 — > Ker(f) x-—J1.p 0
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con X € X, ry. Luego como P proyectivo, tenemos que dicha sucesiéon exacta
se escinde y por lo tanto P es un sumando directo de X, de donde P € X{,, r);

obteniéndose que P(F) C X, ry y por lo tanto A(,, ) es F-resolvente.
definicién de X(,, ), y del hecho que add(w) = w, se ve que w es un

Por
F-

cogenerador relativo y (X(,, ), F)-inyectivo en X, ) (es decir, Ext%(é\f(w’p),w)
=0, Vi > 0). Finalmente, por 2.2.21, se sigue que &(,, ) es F-precubriente es-

pecial en mod(A) y que X(Z’LI;; — oA O

Teorema 2.3.6 [8, 3.2] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y w una
clase de objetos en mod(A) cerrada por F-extensiones, sumandos directos y tal

que id, py(w) = 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si T € mod(A) es F-coinclinante, entonces X1 py =F">T.

(b) Si T es F-coinclinante, entonces X((:,/}’If)) = mod(A) y se satisface

resdimx,,. ) r)(mod(A)) <idp(T) .

(¢) Para cualquier A-mddulo F-inclinante T, se tiene que la clase (add(T))

que

(/\VF)

es F-coresolvente, F-envolvente yidp((add(T))MF)) <idp(T) < co. Mds

aun, (add(T))NF) = X(FTVLPSj

Demostracion.

(a) Sea T € mod(A) con T un F-coinclinante. En particular, se tiene
definicién que n :=idp(T) < 0o y X ) CF+T.

por

Veamos que FL=T C X1 ry- En efecto, sea C' € FleoT como F tiene

suficientes inyectivos, existe Z: 0 — C' -5 T —s Cy — 0 F-exacta
I € Z(F). Como I € (add(T))F) | existe una F-resolucién finita

0 T, fn . T, f1 T, fo I 0

fo

con

con T; € add(T). Sean: 0 L Ty I 0 la primera
parte de esta sucesién F-exacta. Consideremos el siguiente diagrama de
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pullback en mod(A)

0 0
, B
n :0 L FE C 0
) H
fo
n:0 L To I 0
Co Co
0 0

Luego 7’ es F-exacta pues es pullback de una F-exacta. Consideremos

la sucesién F-exacta 0 T, Th-1 Im(f,—1) —=0. Sea

X € rle=T; aplicando el funtor Homy (X, —) a la sucesién anterior y
utilizando la sucesién larga de homologia relativa (ver 1.2.2 (d)) y que
T; € add(T), se concluye que Ext’ (X, Im(f,,_1)) = 0, Vi > 0. Procediendo
inductivamente, se tiene que Ext’ (X, Im(f;)) = Ext%(X,L) =0, Vi > 0.
Por lo tanto si X = C, tenemos que la sucesiéon F-exactan’ : 0 — L —
E — C — 0 se escinde. Luego, existe v : C — E tal que vy = 1¢.

Entonces, se tiene un monomorfismo § := avy : C — Ty. Por 2.3.4,
existe una add(7T)-preenvolvente £ : C — T de C, asi h := ( g ) :

C — To @ T|) es también una add(T)-preenvolvente de C. En efecto, sea
j:C — T’ en mod(A) con 77 € add(T). Entonces existe 0 : T — T’
tal que j = 6¢. Luego j = 0§ = (01 )h, donde mry : To @ To — 1)y es la
proyeccién candnica; probandose que h es una add(T")-preenvolvente de C'.
Por otro lado, h es un monomorfismo pues 7, h = §, § es un monomorfismo
y mr, : To@T§ — To es la otra proyeccién candnica. Consideremos la
siguiente sucesién exacta en mod(A)

¢ 0—=C > Ty@PT, — Coker(h) —>0 .

Veamos que € es F-exacta. En efecto, del diagrama de pullback anterior,
tenemos que p = foay = fod, por lo tanto, existe f{ : Coker(§) — Cjy tal
que el siguiente diagrama conmuta

= .0 C Ty Coker(§) ——0

-

Co 0.

[11
(an]
Q
~
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—_

Por lo tanto, 2’ es F-exacta, pues es pullback de Z. Por otro lado, con-
siderando el siguiente diagrama conmutativo y exacto

§:0*>C*h>T0@T6*>COker(h)*>0

\L”To lk
=10 c—2>T, Coker(§) —= 0,
. 6 . 3
con h := ¢ y 7, = (1,0), concluimos que & es F-exacta pues es

pullback de una F-exacta. Aplicando el funtor Homp (—,T") a la sucesién
F-exacta &, se tiene la sucesién exacta en mod(A)

Hom (Ty @ T}, T) — Homa (C, T) — Ext}.(Coker(h), T) -

Como h es una add(T)-preenvolvente de C'y Extp(To @ T, T) = 0, te-
nemos que Ext}(Coker(h), T) = 0. También se tiene la sucesién exacta

Ext(C, T) — Ext ! (Coker(h), T) — Ext (To P T}, T) -

Como Ext%(C,T) = 0 = Ext' T (Ty @ T}, T) para i > 0, se concluye que
Coker(h) € F+eT. Continuando con este proceso, se ve que C € X(1,F)-
Entonces #1=T C X(r,F) y por lo tanto Fleo = Xr,Fy-

Sea w = add(T'). Por definicién, se ve que X, py = (7 ). Luego, por (a)
se tiene que X, ry = X(1,F) =rlo T
Veamos que mod(A) C X((q/,\ ’5)). En efecto, como F' tiene suficientes proyec-

tivos, para C' € mod(A) consideremos una resolucién F-proyectiva mini-
mal de C

mc . L fn+1 Pn fn Pn_

) fn-1 f1 Py fo C 0.

Luego, por 2.2.3(a), Ext%(C, T) = Exth(Q1(C),T), Yk > 0, Vn > 0.
Haciendo n := idp(T) < oo se tiene que Ext®"(C,T) = 0, Yk > 0. De

donde Q%(C) € Fr=T = X ) y entonces C € X((TAW”;) pues P(F) C
(A F)

X(r,F); probandose que X'y = mod(A) y resdimx . ., r)(mod(A)) <
idp(T).

Sea w := add(T), por (b) tenemos que X((%\’g)) = mod(A). Luego, por

2.2.21, concluimos que X&,ll;) = X(‘}ji‘; = (add(T)) ™). Por 2.3.5, X7, r)
es F-precubriente y F-resolvente, entonces por 2.2.10 se tiene que X(FTLI;) es
F-envolvente y F-coresolvente. Como resdimx,,. ., ) (mod(A)) < idp(T) =

n, por 2.2.25, tenemos que (add(T))F) C Z"(F), probandose (c). O
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Lema 2.3.7 [8, 3.3] Sean T' € mod(A) y I := Enda(T). Entonces, las sigu-
ientes condiciones se satisfacen.

(a) G = Homp(—, ATrer) : mod(A) — mod(T') y H = Homp(—, rTper) :

mod(T') — mod(A) son funtores adjuntos, es decir, existe un isomorfismo
¢ : Homy (A, Homp (C, rTher)) — Homp(C, Homy (A, ATrer))

funtorial en las variables A y C, dado por ¢(f)(c)(a) = f(a)(c), Vf €
I’IOII?[A(A7 :HOII?[F(C'7 FTADIJ)).

(b) SiT es F-cotilting, entonces el funtor €r = Homp (—, sTrer) : X1, 5y —

mod(T") es F-ezacto, fiel y pleno.

Demostracion.

(a)

Definamos ¢ : Homp(C, Homp (A, ATrer)) — Homp (A, Homp(C, rTper))
dado por 1(g)(a)(c) = g(c)(a) para g € Homp(C, Homa (A, Tror)).

Veamos que ¥ = 1. En efecto, Sea f € Homp (A, Homp(C, rTper)).
Luego ¢(p(/))(@)(©) = @(/)(c)a) = f(a)(c), Ya € A, Vb & B. Por
lo tanto, ¥(¢(f)) = f, es decir, ¢ = 1. Andlogamente se ve que g = 1.

Sea 0 A B C 0 una sucesién F-exacta con A, B
CeXrpr =F Lo T. Luego tenemos la siguiente sucesiéon exacta

0——=¢€r(C)——==¢€p(B) —=€r(A) —— EXt}(Cﬂ T)

Pero Ext}.(C,T) =0, y por lo tanto € es F-exacto.

Veamos que €7 es fiel y pleno. Primero, usando que €7 es aditivo y que
er(T) = T, se puede ver que €r = Homu(—,T) : Homy(X,Z) —
Homr(€r(Z),€r (X)) es un isomorfismo VX € mod(A), VZ € add(T).
Sea C € X p) = rleT Entonces, existe una sucesién F-exacta en
Xr.F)

d

0 C Ty T: Coker(d) ——0

con Im(d), Coker(d) € Ft=~T y T,, Ty € add(T). Luego, por ser €r
F-exacto, tenemos la siguiente sucesién exacta 0 — (Coker(f),T) —
(Th, T) — (T, T) — (C,T) — 0. Aplicando, Homp(—, Homy (X, T))
a esta sucesion, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
mod(A)

00— ((O’ T)7 (X7 T)) - ((To,T), (X7 T)) - ((TlaT)v (X7 T))

S

00— Homy (X, C) ———— Homy (X, Ty) —— Homy (X, T1).
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Como fy y f3 son isomorfismos, pues Ty, 71 € add(T"), tenemos que fi
es un isomorfismo VX € mod(A) y VC € X1 p) = FleT Por lo tanto,
Homy (X, C) ~ Homr((C,T),(X,T)), VX € mod(A) y VC € Xpp) =
FleT Por lo tanto, €7 es fiel y pleno. [

Corolario 2.3.8 [8, 3.4] Sean T un F-cotilting y I := Enda (T'). Entonces, la
aplicacion Y : A — Endrp(T), dada por T(X) := fx, donde fr(t) := X, Vt €T,
es un isomorfismo de dlgebras de artin.

Demostracién. Como A € X1 p) = FlLeeT por 2.3.7(b), tenemos la siguiente
cadena de isomorfismos como A-mdédulos a izquierda

A — Homp (A, A) 2 Homp (A, T), (A, T)) > Homp (17, v T) .

Donde ®(a)(A) = Aa, VA € A, €r(f)(g) = gf, Vf € Homp(A,A), Vg €
Homp (A, T); y el ultimo isomorfismo, estd dado por el siguiente diagrama con-
mutativo

€r
Homyu (A, T) Ert) Homa (A, T)

Hl~ Hi~

1l —— 17,
donde los mapeos verticales estan dados por g — ¢(1) para g € Homp (A, T) y
sus inversos por t — g; con g;(\) = At. Es decir, ¥(t) := (Hep(f)H 1)(t) =
Her(f)(H 1(t) = (Her(f))(g9:) = H(gef) = (g:.f)(1). Por lo tanto el isomor-
fismo de A-médulos Y := V€r® : A — Endr(rT) estd dado por T(\)(t) =
werd(\)(t) = W(er(@\))H) = (a(¥O))(1) = g(\) = M. Definiendo
fr € Endr(rT) por fa(t) = M, Vt € T, tenemos que fy = YT(A). Es ficil
ver que T(AN) = T(A)Y(V), por lo tanto T es un isomorfismo de R-édlgebras
de artin. O

Sea T un F-cotilting. Como ya vimos Xy py = *+=T, y asi P(A) C X7 F).
Ademés, sabemos que

€r = Homy (—,T) : X, py — mod(I")
es fiel y pleno. Por lo tanto se tienen los isomorfismos
X ~ Homy (A, X) ~ Homr(Homp (X, T), Homa (A, T)) ~ Homp (Homy (X, T),T)
VX € X7 ry. Lo cual muestra que se tiene la siguiente dualidad de categorias
€r = Homy(—,T) : X1,y — Homp(Homp (X7 gy, T),T).

Usando el siguiente resultado general, tenemos que Homy (X7, ), T") € mod(T")
y envolvente en mod(T"). El siguiente resultado es dual a [4, 5.8].
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Proposicién 2.3.9 [8, 3.5] Sean A y T' R-dlgebras de artin y (G,H) un par
de funtores contravariantes adjuntos, donde G : mod(A) — mod(T) y H :
mod(T") — mod(A). Sean ¥ C mod(A), Z C mod(T") tales que G(Y) C Z,
H(Z) €Y y los morfismos naturales 8 : 1yoaay — HG y o : Ipoary — GH
son isomorfismos cuando se restringen a Y y Z respectivamente.

(a) SiY es precubriente en mod(A), entonces Z es preenvolvente en mod(T").
(b) Si Z es precubriente en mod(T"), entonces Y es preenvolvente en mod(A).

Demostracién. 0O

Observe que por 2.3.7, los funtores G = Homp(—, pATrer) : mod(A) —
mod(T") y H = Homp(—, rTper) : mod(I') — mod(A) son adjuntos que satis-
facen las hipétesis de 2.3.9, para Y := X1 py y 2 := Homp (X7 p), T).

Corolario 2.3.10 [8, 3.6] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos y T
un F-cotilting en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) La subcategoria Homp (X(r gy, T) € mod(I') es preenvolvente en mod(I").
Los funtores G y H de arriba, inducen dualidades inversas entre X1 gy y

HOIDA(X(TJ?), T) .

(b) La subcategoria Homp (P(F),T) es preenvolvente en mod(I"). Los funtores
G y H de arriba inducen dualidades inversas entre P(F) y Homp (P(F),T).

Demostracién. (a) Se sigue de 2.3.9 y 2.3.6. Ahora bien, como F' tiene sufi-

cientes proyectivos, entonces P(F) es precubriente. Luego (b) se sigue de 2.3.9.
U

Proposicién 2.3.11 [8, 3.7] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos, T
un F-cotilting en mod(A) y T' = Enda (T). Entonces

Homp (—,T) : Exth(C, A) — Exti(Homy (A, T), Homy (C, T))
es un isomorfismo, ¥ A, C € X1y y funtorial en ambas variables.
Demostracién. Sean A, C' € X(r ). Entonces existe una sucesién F-exacta

0 A Ty —%1 Loy

donde Im(d;) € X py = F=T. Por 2.3.7 (b), tenemos la siguiente sucesién
exacta

m(A,T) S (T27T) - (TlvT) - (TOaT) - (A7T) —0.
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Luego, P4, 1) es una resolucién I'-proyectiva de (A,T), pues (T3, T) € add(T’).
Aplicando Homr(—, (C,T)) a dicha sucesién exacta, obtenemos el siguiente dia-
grama conmutativo, donde los morfismos verticales son isomorfismos por 2.3.7

00— ((A7T),T(C, T)) - ((TO7T)T) (Ca T)) - ((TMT)T) (Ca T)) -

0 (07 A) (07 TO) (07 Tl)

donde la cohomologfa del renglén superior es Exti(Homa (A, T), Homy(C,T))
y la cohomologia del renglén inferior es Ext}(C’, A), obteniéndose el resultado
deseado. Ademads, el isomorfismo es funtorial en ambas variables, puesto que el
isomorfismo entre los grupos de homomorfismos es funtorial en ambas variables.

0

Lema 2.3.12 Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos y T un F-coin-
clinante en mod(A) con idp(T) = r y I' = Enda(T). Sea C' € mod(I") y B(c)
una presentacion proyectiva minimal de C

Ry : (T1,T) —L> (To,T) —> C — 0.

(a) Entonces existe una sucesion exacta To LN T NN Co — 0 con By =
Coker(f1) y tal que h = (f1,T) y Q&(C) = (Co, T).

a; Bi ..
T >Ci1 0 es una familia de suce-

(b) Siparai>2, Ci_qo
siones ezactas tal que a; es una add(T)-envolvente. Entonces, definiendo
fi = aific1 i Ti—1 — T para i > 2 con By el morfismo del inciso (a),
tenemos una resolucién proyectiva de Q2(C).

Demostracion.

(a) Consideremos la presentacién proyectiva minimal de C
Py : (11, T) == (1), T) —= C —=0

con T; € add(T). Por 2.3.7(b), tenemos que h = (f1,T) con f1 : To — T3.

Luego, tenemos la siguiente sucesién exacta Ty h T o Cy 0

con Cy := Coker(f1). Luego, tenemos la sucesién exacta

0 —— (Co,T) —— (Tl,T) —— (TQ,T) .
Por lo tanto Q2(C) = (Co, T).

(b) Para ¢ > 2, consideremos las siguientes sucesiones exactas
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donde C;_1 := Coker(«;) y a; son add(T)-envolventes. Definiendo f; :=
a;Bi—1:T;—1 — T; para ¢ > 2, tenemos el siguiente complejo

a2 T, f3 T fa T, fs o

Co

Veamos que el siguiente complejo en mod(T') es exacto

fa,T f3,T ag,T
PBoor - — (T, 7) L2 (g, 1) ED (1, 1) 22D (o, 1) — 0.

En efecto, como fi11f; = 0 tenemos que Homp (f;, T)Homy (fiy1,T) =
0 y por lo tanto Im(f;+1,7) C Ker(f;,T). Veamos que Ker(f;,T) C
Im(fi+1,T). Sea o € Homy (T3, T) tal que o € Ker(f;, T). Luego, tenemos
que aw;B;—1 = 0y como B;_1 es un epimorfismo, tenemos que aa; = 0.
Pero 8; = Coker(w;), v asi, existe v : C;—; — T tal que v8; = .
Por otro lado, como ;11 es una add(T)-envolvente, tenemos que existe
v i Tixy — T tal que v = v a;11. De donde, a = v8; = v'aj18; =
Y fix1 € Im(fi+1,T). Como az es una add(T)-envolvente, también se
tiene la exactitud en el lugar (Cy,T'). Como (T;,T) € add(T"), tenemos
que P, 1) es una [-resolucién proyectiva de Q%(C). O

Proposicién 2.3.13 [8, 3.8] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos, T
un F-coinclinante en mod(A) con idp(T)) = r y I’ = Enda(T). Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) SiExtp(C, (P(F),T))=0 para0<i <r+3, entonces C'€ Homy (X7, p), T).

(b) ‘e (Homy (P(F),T)) = Homn (X7, 7y, T) y Homp (X1 ), T) € mod(T")
es resolvente.

Demostracién. (a) Sea C' € mod(I') tal que Extih(C, (P(F),T)) = 0 para
0 < i < r + 3. Consideremos una presentaciéon proyectiva minimal de C

B (T, T) —= (Ty, T) —=C —=0
con T; € add(T). Por 2.3.12(a), tenemos que h = (f1,T) con f1 : To — Th y

Q2(C) = (Co,T) con Cy := Coker(f1). Para i > 2, consideremos las siguientes
sucesiones exactas

donde C;_; := Coker(«;) y «; son add(T')-envolventes. Definiendo f; := «;8;—1 :
T;_1 — T; para i > 2 con 1 = Coker(f1), tenemos por 2.3.12(b), una resolu-
cién I-proyectiva de Q2(C)

T T as,T
Beeor : - — (T, T) L 1y 1) LI, 1) 2 (0 1) — 0
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Por lo tanto se tiene que la sucesiéon

Po i — (1, T7) B (1, 1) D (1, 1) BV (1, 1) — 0 — 0,

es una I'-resolucién proyectiva de C, pues (T3, T) € add(T'). Aplicando el funtor
Homyr(—, (P,T)) a la sucesién B¢ con P € P(F), tenemos por 2.3.7 el siguiente
diagrama conmutativo

0— (Ca(P7T))H((TOaT%(P’T))H"'H((TraT)v(PaT)) —

| ! T

0— (P, (C,T)) (P, Tp) e (P,T,) — -

donde los morfismos verticales son isomorfismos ya que P, T; € #1~T. Co-
mo Homr((f,,T), (P, T)) : Homp((T5,-1,T), (P, T)) — Homr ((T,,, T), (P, T)),
por hipétesis tenemos que

i  Ker(Homp((fiy0, 7). (P,T)))
BxtE(C (P D) = = ome (T, (1)) "

para 0 < ¢ < r 4 3. Por lo tanto, la sucesién superior del diagrama anterior
es exacta, hasta el lugar r + 2. Luego, la sucesién inferior es exacta hasta el
lugar r + 2. Si p : (P,T4+3) — Coker(P, f,+3) con p := Coker(f,3), tenemos
que Ker(p) = Im(P, f,+3). Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesién exacta
VPeP(F)

0— (P (C,T) — -+ — (P,Try2) — (P, Tr4+3) — Coker(P, fry3) — 0.
Si P = A, tenemos que la siguiente sucesién es exacta

0— (C,7) 2o To — -+ — Tryo s Tr+3 — Coker(fr+3) — 0.

Como f; = «;8;_1 parai > 2y ;_1 es un epimorfismo, entonces Coker(f;) = 5;
para i > 2 y también por la construccién 81 = Coker(f1). Sea By : Tp — C_1
el cokernel de A\g y C_o := (C,T). Por lo tanto, para 0 < i < r+ 3, tenemos las
siguientes sucesiones exactas

0 Ci—a al T; o Cic1——0

con \; = Ker(8;). Veamos que para 2 < i < r + 3 se tiene que \; = «;. En
efecto, como 3; = Coker(w;), basta ver que «; es un monomorfismo. Como «;
es una add(T)-envolvente, existe §; : T; — T; tal que \; = §;«;. Por lo tanto
«; es un monomorfismo pues \; lo es. Luego, para 0 < ¢ < 7 4 3 tenemos la
siguientes sucesiones exactas
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con \; = a; para 2 < ¢ < r+3. Veamos que 7; son F-exactas para0 < < r+1.
Como F' = Fp(p), por 1.1.17, basta ver que

OH(P70272)H(P,E)H(P70171)H0

es exacta VP € P(F). Veamos primero que 7,41 es F-exacta. Dado que f; =
«;B;—1, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

(P, fr41) (P.Toi1) (P, fri2) (P, Toss)
(P,orq1 (P02
A / (Pm /
(P,Cr_1)

Usando que Ext[:"2(C, (P,T)) = 0 y (P,,43) es un monomorfismo, tenemos
que Im(P, fr12) = Ker(P, fr13) = Ker(P, B42) = (P, C,;), por lo tanto (P, 3-41)
es un epimorfismo. Andlogamente, se tiene que (P, 3,) es un epimorfismo. En-
tonces, del diagrama anterior, se tiene que la sucesién

OH(P7CT71)H(P7TT+1)H(PacT’)HO

S o C, 0 es exacta. De

la misma forma se demuestra que 7; son F-exactas para 0 < ¢ < r + 1. Como
add(T) es cerrada por F-extensiones y «; son envolventes, por 1.4.6, tenemos
que Ext F(C“T) = 0 para 1 <4 < r. De las sucesiones F-exactas 7;, tenemos
que Ext?,(C;_o,T) ~ Ext} ' (C;_1,T) para j > 1. Por lo tanto, Ext%(C,,T) ~
Ext}?(CrH,i,T) para i 2 1.Comol<r+1—-i<rsi0<i<r+]1,se tiene
que Exty(Cri1-4,T) = 0si 0 < i <7+ 1. Por lo tanto Ext%(C,,T) = 0 para
0 < i < 7+ 1. Por otro lado, como idr(T) = 0, tenemos que Ext%(C,,T) = 0
para i > r + 1. Por lo tanto C, € *+=T = X1 p). Por 2.3.6, X7 r) es F-
resolvente y como C.., T, 11 € X(7 ), tenemos que C; € X1 p) para —2 < ¢ < 7.
Luego, C_y = (C,T) € Xr,p) y también C_y € Xg )y =Ft= T, es decir,
Ext;ﬂ(C’,l,T) = 0. Por lo tanto, de las sucesiones F-exactas, 19 y 11, tenemos
las dos sucesiones exactas siguientes

es exacta. Luego 1, : 0 ——= Cj_1

00— (0—17T) - (T07T) - ((07 T)vT) —0,
0—— (CO’T) - (TlaT) - (C—lvT) —0.
De esta manera obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 (fl T)

(Co, T) —— (1, T) —= (To, T) — ((C,T),T) —=0

1

mcl %(Tl,T)H(To,T)
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Por lo tanto ® es un isomorfismo, es decir, C ~ (C,(C,T)) y entonces C €
Homy (X7, ), T) pues C € X ).

(b) Veamos que +=(Homp(P(F),T)) = Homp (X7 ), T). En efecto, consi-
deremos (X, T) € Hom (X7, T). Entonces, por 2.3.11, Exth((X,T), (P,T)) ~
Ext(P,X) = 0 pues P € P(F) y P,X € X r). Luego Homy (X7 p),T) C
Lo (Homy (P(F), T)). Veamos la otra contencién. Sea C' € +=(Homu (P(F),T)),
por lo tanto Extp(C, (P(F),T)) = 0, Vi > 0 y entonces por (a), tenemos
que C' € Homp (X(1,5),T). De lo anterior, se tiene que +>(Homx(P(F),T)) C
Homy (X7, T'); probandose la igualdad. Por lo tanto, tenemos que la subca-
tegorfa = (Homp (P(F),T)) = Homp (X(7,r), T) es resolvente. []

Lema 2.3.14 [8, 3.9] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos, T un F'-
coinclinante en mod(A) y I' = End(T). Entonces, la funcion

O : Homy (T, w) @ Homp (X, T) — Homp (X, w),

dada por ®(f®g) == fg es un isomorfismo, Yw € (add(T))MF) y VX € X, P
el cual es funtorial en ambas variables.

Lema 2.3.15 [8, 3.10] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos, T un
F-coinclinante y T' = Enda(T) con r = idp(T). Entonces

idp(D(T, (add(T))) M) < 7.
En particular, idp(T) < r.

Lema 2.3.16 [8, 3.12] Sean F con suficientes proyectivos e inyectivos, T un
F-coinclinante en mod(A) con idp(T)) =7 y I' = Endp(T). Sea Cp € mod(T")
tal que existe una sucesion exacta Ty — Ty — Cy — 0 con T; € add(T).

Si{n; : Cico =T, o Ci—1 0 }i>2 es una familia de sucesiones

exactas tal que c; es una add(T')-envolvente, entonces
(CL) Cy € X(T,F) St ldF(T) < 2,
(b) Cr_o € X(T,F) st idF(T) > 2.

Proposicién 2.3.17 [8, 3.11] Sean F' con suficientes proyectivos e inyectivos,
T un F-coinclinante con r:=idp(T) y I' = Enda(T). Entonces

(Xr,r), T)" =mod(T) y resdimx, . ., 7)(mod(I")) < max{r,2}.

Demostracién. Sea C € mod(T"). Consideremos una presentacién proyectiva
minimal de C

Po: (T1,T) —> (Ty, T) —= C —>0,

con T; € add(T). Por 2.3.12(a), tenemos que h = (f1,T) con f1 : To — T1 y
Q2(C) = (Cy,T) con Cy := Coker(f1).
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Sir =0, T es F-inyectivo y entonces mod(A) =Fte T = X7, F). Luego de la
sucesion Pe, tenemos la sucesién exacta

00— (Co,T) —— (T, T) — (1y,T) — C —0.

Como mod(A) = X7 py, se tiene (Co,T), (T1,T), (To,T) € (X1,r),T). Por lo
tanto, resdimx,,. ., r)(mod(I')) < 2y en este caso ya acabamos.
Sea r > 1. Para ¢ > 2, consideremos las siguientes sucesiones exactas

a; Bi

Ci—a T; Ci—1 0,

donde C;_1 := Coker(«;) y «; son add(T')-envolventes. Definiendo f; := «;5;—1 :
T;—1 — T; para i > 2 con 1 = Coker(f1), tenemos por 2.3.12(b), una resolu-
cién I-proyectiva de Q2(C)

(a.T) (f2.T) (az,7)
Bcor :  — (T4, T) 5 (13, T) 2 (T5, T) — (Co, T) —0 .
Por lo tanto se tiene que la sucesion
Po i — (1, 17) ED (1, 1) R 1y, 1) DB (1, 1) — ¢ Lo,

es una I'-resolucién proyectiva de C pues (T3, T) € add(T). Como Homp (—,T) es
exacto a izquierda y 8;_; es un epimorfismo, se tiene que QF(C) := Ker(fx_1,7T)
~ (Coker(fr-1),T) ~ (Coker(ag_1),T) ~ (Cr—2,T) para k > 2. Entonces, para
i > 1, tenemos las sucesiones exactas

ni: 0 —=QL(C) — (T;-1,T) —= Q1 (C) —=0 .

Sea w € (add(T))N ). Aplicando Homp (—, D(T,w)) a n;, tenemos la siguiente
sucesion exacta

0 — Ext}(Q4(C), D(T,w)) — ExtL™(Qi71(C), D(T,w)) — 0,

pues como (Tj_1,T) es D-proyectivo se tiene que Exth((T;_y,T), D(T,w)) =
Ext]H((TZ 1,T),D(T,w)) = 0. Por lo tanto se tiene que, Vj > 1y Vi > 1,
el isomorfismo Ext.(Q4(C), D(T,w)) ~ Ext/T (Q41(C), D(T,w)). Luego, tene-
mos que Ext.(Q4(C), D(T,w)) ~ ExtiT(Q2(C), D(T,w)) ~ Ext}T(C, D(T,w)).
De donde

Exth(QL(C), D(T,w)) ~ Ext:H(C, D(T, w)).
Por 2.3.15, tenemos que idr(D(T,w)) < r. Luego, si i > r, obtenemos que
Extf(QL(C), D(T,w)) ~ Exti(C, D(T,w)) = 0. Por lo tanto, aplicando el
funtor Homr(—, D(T,w)) a n;, para i > r + 1, tenemos las siguientes sucesiones
exactas

£:0 — (7 (C), D(T\w)) — (T;, T), D(T,w)) — (Q(C), D(T,w)) — 0
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para ¢ > r + 1. Entonces, para ¢ > r, tenemos la siguiente sucesién exacta larga

0— (Qz (C) (T LU)) — ((T’zaT)7D(T7w)) — ((E-ﬁ-laT)vD(T)w)) —
— ((TH-Q?T)’ D(va)) —
con

((8:, T), D(T,w)) : (A (C), D(T,w)) — (T3, T),D(T\w)) ¥

((fi-‘ria T)’ D(va)) : ((Ev T)a D(T7 OJ)) — ((Ti+17 T)7 D(T’ OJ))
Por otro lado, tenemos que B’ := Homp(ATT, aw) € mod(I'°P) y si ¢V :=
Iy(top(R) € mod(R)) es la envolvente inyectiva de top(R). Entonces, por ad-
juncién (ver [60], pag 37), tenemos VA’ € mod(I') un isomorfismo funtorial

7 : Hompg(B' @r A’,C") — Homr(A’, Homg(B',C")).

Como Q4 (C) ~ (C;—2,T) si i > 2. Entonces, por 2.3.14 y adjuncién, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo y exacto parai > 71y i > 2,

0 — (2 (C), D(T,w)) — ((T;, T), D(T,w)) ——---.

| |

0 — D((T,w) @r Q(C)) — D((T,w) &r (T, T)) — -+

| |

0 D((Ci-2,w)) D((T),w)) —————> -+

Por lo tanto, si i > max{r, 2}, tenemos la siguiente sucesién exacta

(fit2,w) (fit1,w)
—

—_ (O‘i7w)
E: o (Tiye,w) — (Tig1,w) —

(T3, w) (Ci—2,w) —0.

Luego se obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto

(fit2,w) (fit1,w)
z+Za l+17

(Bi+1,w) (Bi,w
(a1+2, Qjt1,W
z 1, W

Como = es exacta, tenemos que Im( f; 2, w) = Ker(fi+1,w) = (Coker(fiy1),w) ~
(Coker(a;41),w) ~ (C;,w) y entonces (@;42,w) es un epimorfismo. Por lo tanto,
se obtienen las siguientes sucesiones exactas

(57 W)

(0‘7 7“))

00— (Ci—1,w) —> (Th,w) —— (Ci—2,w) —0,

para i > max{r,2} y Vw € (add(T))F). Como T es un F-coinclinante, te-
nemos que Z(F) C (add(T))F). Por lo tanto

0—(Ciey, I) —= (T, I) — (Ci2, ) —>0
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es exacta, VI € Z(F'). Ahora bien, usando que F' tiene suficientes inyectivos,
por 1.1.17, tenemos que

&0 Ci—a T; Ci1 0

es F-exacta para i > max{r,2}. Por otro lado, dado que (add(T))") =
(X)) F = = (Ft=T)rte y T € rt=T, tenemos que Ext}(T,w) = 0,
Vi > 1, Yw € (add(T))™). Por lo tanto, aplicando Homy(—,w) a &, con
w € (add(T))NF) | tenemos la siguiente sucesién exacta

0 — (Ci—1,w) — (T},w) — (Ci_2,w) — Ext(Ci—1,w) —>0
pues T; € add(T"). De donde se sigue que
Extp(Ci_1,w) =0, Vi>max{r,2}.

Aplicando Homp (—,w) a &;, con w € (add(T))™F) y i > max{r, 2}, tenemos la
siguiente sucesion exacta

Ext (T}, w) — Ext?(Ci_a,w) — Ext} ! (Ci1,w) — Ext} ! (Ti,w).

Pero Ext?,(T;,w) = Ext% (T;,w) = 0 pues T; € add(T). Por lo tanto, tenemos
que Ext’,(C;_g,w) ~ Exti (C;_1,w) Vi > 1, Vi > max{r,2}.

Sea m := max{r,2}. Buscamos el minimo n tal que Ext%(C'n,w) = 0 para
0 < j <7+ 1. Entonces Ext},(Cp,w) ~ Ext} ' (Cp_1,w) = Ext};(Cn_(j_l),w).
De esta manera, se debe tener que n > m + (j — 1) para 0 < j < r + 1.
Por lo tanto, el minimo que cumple tales condiciones es n = m + r — L.
Luego, Ext}.(Cpyqr_1,w) =~ Ext},(Cer,j),w) =0paral0 < j<r+1ly
w € (add(T))F). Por otro lado, por 2.3.6 (d), tenemos que id(add(T)) M) <
idp(T) =7, y asi, Ext}(Cpyyr—1,w) = 0 para j > r + 1. Entonces, con todo lo
hecho anteriormente, concluimos que

Exth(Coar1,0) =0, Vj>1 Ywe (add(T))M).

Por lo que, Cpppm1 € P ((add(T)) M) = Xip py. Como add(T) C X1 r),
pues X7 ) = rleoT tenemos que en la sucesién F-exacta

§m+r 00— Cm+r72 —_— Terr — Um4r—1 —> 0

Tontry, Crngr—1 € X(T,F). Luego, como X(r ) es F-resolvente, tenemos que
Crnyr—2 € X(1,F). Prosiguiendo de igual manera con las sucesiones F-exactas,
& con m < i< m+r, concluimos que C;_o € X(T7F) param < i < m+r. Por
lo tanto, QL(C) = (Ci—2,T) € (X, py,T) sim <i < m+r. Por lo tanto, en la
siguiente sucesiéon exacta

0— (Cn—2,T) — (Tn-1,T) — - — (1, T) — (T, T) — C — 0

tenemos que (Cro—2,T) = Q(C) € (X1,r),T) y como T; € X,y = FLT
también (T3, T) € (X(7,F),T). Concluyendo finalmente que resdimx, ;. ., 7) (C) <
m = max{r,2}. O




Capitulo 3
Categorias exactas

3.1. Preliminares

Durante todo este capitulo A denotard a una categoria aditiva cualquiera.

Definicién 3.1.1 Un par de morfismos (i,d) que se pueden componer X N

V4% Zen A, es llamado par exacto sii es el kernel de d y d es el cokernel
de i.

Decimos que dos pares exactos (i,d), (¢/,d") son isomorfos, esto es (i,d) ~
(¢',d"), si existen isomorfismos o : X — X' 8:Y —Y' y~v:Z—Z en A
tales que el siguiente diagrama conmuta

X%yid)z

Pk b

X =y 5= 7.

Definicién 3.1.2 Sea £ una clase de pares evactos X —— Y BN Z, la cual
es cerrada por isomorfismos. Los morfismos i y d que aparecen en un par (i,d)
en & son llamados una inflacion y deflacion de &, respectivamente. Al par
(i,d) € &€ lo llamaremos par E-exacto o conflacion. La clase € se dice que es
una estructura exacta en A y el par (A, &) es una categoria exacta si los
siguientes ariomas se satisfacen.

(E0) El morfismo identidad del objeto cero 1o : 0 — 0 es una deflacidn
(E1) La composicion de dos deflaciones es una deflacion.

(E2) Para cada morfismo [ :Z' — Z y cada deflacion d : Y — Z, existe un
diagrama de pullback
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tal que d' es una deflacion.

(E2)°? Para cada f: X — X' y cada inflacion i : X — Y, existe un diagrama
de pushout

|k

r_t /
X —Y
donde i’ es una inflacidn.

Definicién 3.1.3 Sea A una categoria aditiva decimos que en A los idempoten-
tes se escinden si para cada idempotente e = e* € Hom 4 (X, X), existen mor-
fismosp:Y — X yp: X — Y tal que pp=-e y pu = ly.

Observaciéon 3.1.4 Sea una categoria A en la que los idempotentes se es-
cinden. Si e : X — X es un idempotente, entonces Ker(e) y Ker(ly — e)
existen y ademds X = Ker(e) @ Ker(1x —e).

B. Keller, demostré que si A es una categoria en la que los idempotentes
se escinden, la definicién anterior es equivalente a la siguiente (ver apéndice de
[27]).

Definicién 3.1.5 Sea £ una clase de pares exactos X — Y BN Z, la cual
es cerrada por isomorfismos. La clase £ se dice que es una estructura eracta
en A y el par (A,E) es una categoria exacta si los siguientes axiomas se
satisfacen.

(Ex1) Coincide con (E1) de 3.1.2.
(Ex2) Coincide con (E2) de 3.1.2.

(Ez3) Las identidades son deflaciones. Si la composicion de es una deflacidn,
entonces d es una deflacion.

Ex3)°P Las identidades son inflaciones. Si la composicidn ji es una inflacion
)
entonces i es una inflacion.

Lema 3.1.6 Sea (A, &) una categoria exacta. Entonces, cualquier isomorfismo
f:A— B es una deflacion.

Demostracién. Es fécil ver que para todo Z € A el siguiente es un diagrama
de pullback

1z
—_—

7z 7z
0—250.

—_
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Por lo tanto, por E2, 1 es una deflacién. Sea f : A — B un isomorfismo. Por
lo tanto, existe g : B — A tal que fg = 15y gf = 1a. Veamos que el siguiente
diagrama es de pullback

A—)B

l

A—2 A,

En efecto, sean A : X — By X : X — A tal que g\ = 14\ . Luego, tenemos
que A = f). Por lo tanto, el cuadrado anterior es un pullback ya que f es un
isomorfismo. Entonces, por E2, tenemos que f es una deflacién. [

Lema 3.1.7 Sean (A, &) una categoria exacta y X Y Y% Z en A
(a) Sii=Ker(d) yd es una deflacion, entonces (i,d) € £.
(b) Sid= Coker(:) y i es una inflacidn, entonces (i,d) € £.

Demostracién. (a) Como d es una deflacién, existe una conflacién X’ —

v -4 Z. Dado que i = Ker(d), existe un isomorfismo A : X’ — X tal que
= i\. Luego, d = Coker(i) pues d = Coker(i’) y A es un isomorfismo. Por lo
tanto, (4,d) es un par exacto. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X’4>Y4>Z

l

X —=y—1s7

Luego, (i,d) € & pues & es cerrada por isomorfismos. La prueba de (b) es
analoga. [J

Lema 3.1.8 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

X sy s
b
Xy —1-7

donde el cuadrado derecho es un pullback. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Sii=Ker(d) entonces i’ = Ker(d').
(b) Si(A,E) es una categoria exacta y (i,d) € €, entonces (i',d') € £.

Demostracion.
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(a) Se sigue de [55, 13.1].
(b) Por E2, d’ es una deflacién. Luego (b), se sigue de (a) y de 3.1.7(a). O

Lema 3.1.9 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

X4>Y4>Z

L

X/ >Y'/ >Z

donde el cuadrado izquierdo es un pushout. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Si d = Coker(i) entonces d = Coker(i').
(b) Si (A,E) es una categoria exacta y (i,d) € £, entonces (i',d’) € £.

Demostracién. Se deja a cargo del lector. [J

. . Oo, d
Lema 3.1.10 Sea (A, E) una categoria exacta. Si 0 —% B —= C' es una con-
flacion, entonces d es un isomorfismo.

Demostracién. Como (0y 5, d) € &, en particular tenemos que d = Coker(0g p).
Por otro lado, 15 = Coker(0y ), entonces existe un isomorfismo A : B — C
tal que d = A1 = A, probandose el resultado. [

Lema 3.1.11 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

)

donde el cuadrado I es un pushout. Entonces, las siguientes condiciones se sat-
isfacen.

(a) Si h es un monomorfismo, a = Ker(¢/) y 8 = Ker(k), entonces v =

Ker(f).
(b) Si o’ = Coker(a) entonces f = Coker(v).
(¢) Si k= Coker(8) y o' es un epimorfismo, entonces g = Coker(h).

Demostracion.
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(a)

Veamos que Ker(f) = v. Sea A : W — C tal que fA = 0. Por lo tanto,
kX = gfA = 0. Por la propiedad universal de Ker(k) = 3, tenemos que
existe un tnico morfismo X : W — B tal que A = ). Ahora bien
ha'’ XN = fBN = fA =0, pero como h es un momomorfismo, tenemos que
/X = 0. Por la propiedad universal de Ker(a') = «, tenemos que existe
un tnico A’ : W — A tal que X' = a\”. Por lo tanto, v\’ = Ba)’ =
BN = X. Del hecho que v = Sa es un monomorfismo se concluye que \”
es unico. Por lo tanto Ker(f) = 7.

Se sigue del dual de [55, 13.1]. Pero incluimos una prueba aqui. Veamos
que f = Coker(v). En efecto, sea ¢ : C — Z tal que ¢y = pfa = 0.
Como o = Coker(a), entonces existe un unico ¢’ : E — Z tal que
o'’ = pB. Como el cuadrado I es un pushout, existe un tinico morfismo
u: F— Z tal que ¢ = pf. La unicidad del morfismo p sale del hecho
que si p' : F — Z es otro morfismo tal que ¢ = p’f, entonces p'ha’ =
Wi =B = ¢ y como o es un epimorfismo, entonces p'h = ¢’y
entonces por la propiedad universal del pushout, tenemos que p = p'. Por
lo tanto f = Coker(vy).

Primero, por el dual de [55, 7.1], tenemos que f es un epimorfismo. Sea
p: F — L tal que ph = 0. Entonces (pf)8 = 0 y como k = Coker(f),
tenemos que existe un morfismo q : D — L tal que pf = gk = qgf. Luego
p = qg, pues f un epimorfismo. Por otro lado, como k£ = ¢gf y k es un
epimorfismo, entonces g es un epimorfismo. Por lo tanto, la factorizacién
de p a través de g es tinica, probdndose que g = Coker(h). O

Observacion 3.1.12 En el lema anterior, con las hipdtesis dadas, no es posible
demostrar que h = Ker(g).

Lema 3.1.13 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

s 1 |n
Ao tog
gf g
D=——D,

donde el cuadrado I es un pullback. Entonces, las siguientes condiciones se sa-
tisfacen.

(a) Si o es un epimorfismo, f = Coker(y) y g = Coker(h), entonces gf =

Coker(3).

(b) Si h =Ker(g) entonces = Ker(gf).

(c) Si~v=ZKer(f) yh es un monomorfismo, entonces a = Ker(a).
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Demostracion. Se sigue de 3.1.11, aplicando el principio de dualidad. [

Los siguientes dos lemas son importantes; y sus demostraciones son duales
una de la otra. Sin embargo, escribimos las dos pruebas que dé B. Keller, ya
que tienen ideas interesantes.

Lema 3.1.14 [27, Apend] Sea (A, &) una categoria exacta. Consideremos un
dia-grama en A de la siguiente forma

X—>y—t>7z
|,
X sy s 7,

donde los renglones son conflaciones. Entonces, el siguiente diagrama

(1) o

X—YopX ———Y/

es una conflacion. En particular, el siguiente diagrama

X ——>y

|

X' s Y’
es un cuadrado de pull-back y push-out.

Demostracién. Como i’ = Ker(d') y i = Ker(d) = Ker(d'f’), por [55, 13.2],
tenemos que el cuadrado izquierdo es un pullback. Por lo tanto, es facil ver que

< ; > es el kernel de ( — f’, i’). Veamos que ( — f/, i’) es una deflacién. En

efecto, es facil ver que el siguiente diagrama es un pullback

Y o X/ 7f/, i/) Yl
(-1, o)l ld’
Y d Z.

Por lo tanto, por E2, tenemos que (— 1, i’) es una deflacién. Luego, por 3.1.7,
el siguiente diagrama

i

f (=, 7)

X—YopX ———Y/

es una conflacién. O
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Lema 3.1.15 [43, Apend] Sea (A, &) una categoria exacta. Consideremos un
dia-grama en A de la siguiente forma

X ey L g

Lk

X—=Y—>7Z
donde los renglones son conflaciones. Entonces, el siguiente diagrama
d
v ﬂ rey Y L,

es una conflacion. En particular, el siguiente diagrama

YldH/Z/

vl d |1

Y ——7
es un cuadrado de pull-back y push-out.

Demostracién. Por 3.1.9, y (E2)°P, tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo, donde los renglones y columnas son conflaciones

X4>Y4>Z

ili I ljl
J

Y —=E—>Z

7' =17,

donde el cuadrado I es un pushout. Como ¢ = 1lyi = f’#' y I es un pushout,

tenemos que existe un nico morfismo A : E — Y tal que A\j' = 1y y A\j = f'.
/

Definamos g : E — Z'®Y por g = ( 7)\6
Entonces (j' f'—5)i’ = j' f'i'—ji’ = j7i—ji’ = 0. Como d’ = Coker(i’), existe un
tnico morfismo h : Z' — E tal que j'f' —j = hd'. Definamos ¢ : Z/®Y — E
por ¢ = (h, j'). Veamos que 1 es el inverso de g. En efecto, ¢g = —he' + j'X :
E — E. Pero, tenemos que (— he’ +iNj=—-he'j+jiNj=-hd +jf =35y
(=he'+35'N)j = —he'j’ +j'Aj = j Como I es un pushout y 1 : £ — E esel
unico morfismo tal que j = 1gj y j/ = 1gj’, tenemos que 1 = —he' +5'\ = 9g.

_ 151
Y bono ot = e -5y == 5

). Consideremos j' f'—j : Y — E.

Por otro lado gy =
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Md =XG' =) =N —Aj=1yf — f/ =0y como d es un epimorfismo,

tenemos que e'h = 1z y Ah = 0. También como ¢’ = 0y A\j’ = 1y, concluimos

que g¥ = 175y . Notemos que ehd’ = e(j' f'—j) = ej' f'—ej =ej' f' = df' = fd’

y como d’ es un epimorfismo, tenemos que eh = f. Por lo tanto, tenemos las
_ola =

siguientes igualdades gj = ( /\ejj ) = ( fc/l ) v ey = (eh7 ej') = (f, d).

Luego, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

€

E Z

Y
! (F) ¢

7Y ———— 7,

_
donde los morfismos verticales son isomorfismos. Por lo tanto, ( d ) =

f/
Ker((f, d)) y Coker(< _f(,i/ )) = (f, d). Como & es cerrada por isomor-

fismos, el siguiente par exacto

() Ty

Y ——————Z7'aY

es una conflacién. O

€

Lema 3.1.16 [43, Apend] Sea (A, £) una categoria exactayY’' — 'Y Ay Zen
A. Si el morfismo d tiene kernel y la composicion de es una deflacion, entonces
d es una deflacion.

Demostracién. Sea de : Y’ — Z una deflacién. Es decir, se tiene la siguiente

conflacién
e

x Ly i g
Por 3.1.8 y (E2), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

x 2w Loy

Lk

Xl >}/I e>Z

donde (j,d’) € € y el cuadrado derecho es un pull-back. Luego por 3.1.15,
tenemos la siguiente conflacion

() )

YooY’
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0 1y 0 1y
Por lo tanto v es un isomorfismo; y entonces una deflacién por 3.1.6. Por E1,
te-nemos que (d, 0) = (d, de)w es una deflacién. Sea i : X — Y el kernel de
d. Es fécil ver que Ker((d7 O)) =i @® ly-. Por lo tanto, por 3.1.7, tenemos la
siguiente conflacion

Sea ) := < ly e ) :Y®Y' — Y®Y'. Es facil ver que ! = ly e )

(¢.0)

, ’i@ly/ ,
XpY ———=YaY

Z.

Consideremos el siguiente diagrama, donde el primer cuadrado es un push-out

i , d, 0

CUN |9 d

X : Y Z.

Luego, como ¢ @ 1y es una inflacién, por E2°P, tenemos que ¢ es una inflacion.
Como d = Coker(i), pues (d, 0) = Coker(i ® 1y~), entonces por 3.1.7 X —

d ., .,
Y — Z es una conflacién. Por lo tanto, d es una deflacién. [J

Corolario 3.1.17 [27, Apend] Sea (A, &) una categoria exacta en la cual los
idempotentes se escinden. Si la composicion de es una deflacion, para algin
morfismo e, entonces d es una deflacion.

Demostracién. Sea de : Y’ — Z una deflacién. Es decir, se tiene la siguiente

conflacién

X Lyt g

Por (E2), tenemos el siguiente diagrama conmutativo de pullback en A

L

o

v —%5 7.

Por la propiedad universal del pullback, existe s : Y/ — W tal que fs = 1y~
y d's = e. Luego, h := sf : W — W es un idempotente. Por 3.1.4, tenemos
que Ker(sf) existe. Pero Ker(sf) = Ker(f) pues s es un monomorfismo. Sea
j:U — W con j = Ker(f). Veamos que d'j : U — Y es el kernel de d.
En efecto, d(d'j) = defj = 0. Sea A : Z — Y tal que d\ = 0, entonces por
la propiedad universal del pullback, existe A’ : Z — W tal que fN =0y
d’X = X. Como j = Ker(f), existe ' : Z — U tal que X' = j\". Por lo tanto
A=dN = (dj)N'. Luego d'j = Ker(d) y por 3.1.16, tenemos que d es una
deflacion. O
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Proposicién 3.1.18 [43, Apend] Sea (A, ) una categoria exacta en la cual los
idempotentes se escinden. Entonces, la composicion de dos inflaciones es una
inflacion.

Demostracién. Seani: X — Y yj:Y — Y’ dos inflaciones. Consideremos

la siguiente conflacion X 5y -4 Z. Por E2°P y 3.1.9, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo en A

y oy —w

| b

7 ——7 ——W,
donde el cuadrado izquierdo es un pushout y los renglones son conflaciones.

Luego, por 3.1.14, se tiene que (d’, k‘) :Y'®Z — Z’' es una deflacién. Es facil
ver que el siguiente diagrama es un pullback

d
vy 2L yig g

(&)
(o01)) @)
Y

4 g

ly: 0O
0 d

N—

Por lo tanto 1y & d = ( es una deflacién. Dado que

(d, k) < e 0 ) — (', kd).

Por E1 tenemos que (d’, kd) = d/(ly/, j) es una deflacién. Por lo tanto, por
3.1.17, concluimos que d’ es una deflacion.

Ahora bien, por E2°P, sabemos que k es una inflacién, en particular, k& es un
monomorfismo. Luego, por 3.1.11, tenemos Ker(d') = ji. Dado que d’ es una
deflacion, de 3.1.7 se tiene que el siguiente par exacto

x Loy Lo g

es una conflacién. Por lo tanto, ji es una inflacién. O

Proposicién 3.1.19 [27, 1.1] Sea (A, &) una categoria exacta en la cual los
idempotentes se escinden. Entonces, el par (A°P,E°P) es una categoria exacta,
donde A°P es la categoria opuesta de A y E°P consiste de los pares (d,i) tal que
(1,d) € €.

Demostraciéon. Por 3.1.7 y (E0), se tiene que 1y es una inflacién; y por lo
tanto se satisface (E0) en .A°P. Finalmente, por 3.1.18, se satisface (E1) en A°P.
O
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Lema 3.1.20 Sea (A,E) una categoria exacta. Entonces, para todo A,C € A,
el siguiente par es una conflacion

ntA AeC IS,

donde 14 = ( (1) ) y?TC:(O, 1).

Demostracién. Es ficil ver que ig = Ker(n¢) y m¢ = Coker(ia). Por otro

(1) . Luego, por 3.1.6, 3.1.16, tenemos que m¢ es
una deflacién. Por 3.1.7, tenemos que

lado, picic = 1¢ con i¢c =

7: A AeC IS,
es una conflaciéon. O

Lema 3.1.21 Sean (A,€&) una categoria exacta en la cual los idempotentes se

. . . a o k
escinden. Consideremos dos conflacionesn: A — B — E yn' : B NG
D. Entonces, se puede construir el siguiente diagrama conmutativo €-exacto, es
decir, donde los renglones y columnas son conflaciones

Ld,
1

E—">pr—2sp.
Ademds, el cuadrado I es un pull-back y un push-out.

Demostracién. Por el axioma (E2)°P de categorias exactas y 3.1.9, podemos
construir el diagrama

b
|

F—2-D

lm

!

1
1

l

)

donde & : F Iy F %5 D es una conflacién y el cuadrado I es un pushout.

Veamos ahora que & : A —— C L F es una conflacién. En efecto, por
3.1.18 tenemos que v = fa es una inflacién. Por otro lado, por 3.1.11 (b),
f = Coker(v). De donde, por 3.1.7 (b), tenemos que & es una conflacién. Luego
por 3.1.15, el cuadrado I es un pullback y un pushout. O




90 3.2. Teoria relativa en categorias exactas

Lema 3.1.22 Sea (A, &) una categoria exacta en la cual los idempotentes se

. . . h

escinden. Consideremos dos conflacionesn : E —+ G s D yn' : A1 C N
G. Entonces, se puede construir el siguiente diagrama conmutativo €-exacto, es
decir, donde los renglones y columnas son conflaciones

B h

-l

D=—==D.

A4>B4>E

A——> 4>

Ademds, el cuadrado I es un pullback y un pushout.

3.2. Teoria relativa en categorias exactas

En esta seccién, fijaremos una categoria exacta (A, &) en la cual los idem-
potentes se escinden. Para objetos A, C' € A denotaremos por Extg(C, A) al

conjunto de todos los pares exactos A s B -% C en & médulo la relacién
de equivalencia, la cual es definida en la forma usual. Esto es, dos conflaciones
(i,d) y (¢,d") son equivalentes si existe un diagrama conmutativo de la siguiente
forma

Lema 3.2.1 [27, Apend] Consideremos un diagrama conmutativo en A, de la
siguiente forma

A—>p—sc

b,

A LN B’ 4> C
donde los renglones son conflaciones. Entonces f es un isomorfismo.

Demostracién. Por 3.1.14, tenemos que el siguiente diagrama
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es un pushout. Por otro lado, como 1pi = il 4, por la propiedad universal del
pushout existe g : B' — B tal que gf = 15. Andlogamente, usando que

B—4>C

’
d/

B —C

es un pullback (ver 3.1.15) se tiene que existe un g’ : B’ — B tal que fg' =
1p:. Veamos que g = ¢'. En efecto, ¢’ = (9f)9’ = g(fg') = g. Probdndose el
resultado. [

Lema 3.2.2 Sean: A B i> C una conflacién. Entonces, para toda A’ €
A, tenemos que los siguientes diagramas

Aaa—Lspaear®2 ¢

0,
Aad—2s a2,

con fi:=a® 1y y g1 : =14 & a son conflaciones.

Demostracién. Sélo trataremos el primer diagrama. Dado que f; = ( (g 10 > :
A/

AP A — B A, es facil ver que el siguiente par es exacto

5,0
Adod—Lspaar® o

Como p = :B— B® A’ es tal que (3,0)p = 8y B es una deflacién, se

1
0
sigue por 3.1.17, que (8,0) es una deflacién. Por lo tanto, resultado se sigue de
3.1.7(a). O

Lema 3.2.3 Seann : A - B NaNYs yn A o p C elementos en
Extg(C, A). Entonces n®n' € Extg(C d C,Ad A).

Demostracion. FEn efecto, tenemos el siguiente par exacto

nen: AeA-BeD L cCcecC,

dondef:(%é O?,)yg::(g g,).Notemosqueh:<g 1(;):

164 c(y)’ > :A® A — A® D son tales que f = hk.

Por 3.2.2, h y k son inflaciones. Por 3.1.18, tenemos que f = hk es una inflacion.
Luego, por 3.1.7 (b), concluimos que n @17’ € Extg(C® C,A® A). O

A®D-—Ba&Dyk=
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Definicién 3.2.4 Sea n : A——> B——> (C una conflacion en A y « :
C'— C, p: A— A morfismos. Denotaremos por na (resp. fn) a la con-
flacion obtenida de n mediante un pull-back (resp. push-out) por « (resp. f3).
Ast, defi-nimos

Exte(a, 8)(n) := B(na).

Observacion 3.2.5 Por 3.1.8 y 3.1.9, las operaciones anteriores estdn bien
definidas. Mds aun, se puede probar que B(na) = (Bn)a en Extg(C, A).

Lema 3.2.6 Seann : A = B NENYS! yn A Ny NN conflaciones.
Entonces, cualquier diagrama conmutativo de la forma

B

A——>B——=C
l% J/Vz J{Vs
A/ L/> B/ 4/> 0/7

se descompone como en el siquiente diagrama conmutativo

AHBHC

L b

A’4>D4>C’

Lk

A’ > B’ > Cl
donde los renglones son conflaciones y v = Ao A1. En particular, n'v3 = y17.

Demostracién. Por 3.1.9, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de
pushout

A*>B*>C

AP

A’4>D4>C’

donde los renglones son conflaciones. Como «/'v; = ~2a, por la propiedad uni-
versal del pushout, existe un tinico morfismo Ay : D — B’ tal que o = X2 y
Y2 = A2A1. Luego, como 3" = Coker(8"), existe ¢ : C' — C”’ tal que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

a—sp o

>, b

A’—>B’—>C'
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donde los renglones son conflaciones. Veamos que ¥ = 3. En efecto,
YB =B "M\ = B' XA = B'v2 = 130

y como [ es un epimorfismo, tenemos que ¥ = ~3. Luego, juntando los dos
diagramas anteriores tenemos la descomposicién deseada. [

Lema 3.2.7 Para cada par C, A € A se tiene que Extg(C, A) es un grupo
abeliano bajo la suma de Baer.

Demostracién. Sean n: A -5 B LN c,n: A s p 2 ¢ dos elementos
de Extg(C, A). Por 3.2.3, n®n’ € Extg(C®C, A A). Por 3.1.8 y 3.1.9, tenemos
que V(n ® ')A € Extg(C,A), donde A : C — CadCyV:A®d A — Ason
los morfismos diagonal y codiagonal, respectivamente. Por lo tanto, definimos

n+n =Vnon)A

La prueba de que esta operacion asi definida nos da un grupo abeliano, en el
caso de categorias abelianas, se puede ver en [55]. Mas aun, la misma prueba
es valida para el caso de una categoria exacta. Para conveniencia del lector,
haremos un esquema de la prueba en los siguientes renglones.

(i) Conmutatividad:
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

neén: ADPA——BOD——CoC

n"e&n: APA—=DdB——CaC

donde los renglones son conflaciones y cada 7; estd representado por la

. 0 1
matriz 7; = ( 10
Ademis, tenemos que V7, = V y 73A = A. Por lo tanto n+ 1’ = V(n &
A = (Vr)n@n)A = V(nnon')A = V(' ©n)m)A =V &
mmsA =V enA=n"+n.

). Por 3.2.6, tenemos que (' @ )3 = 11 (n & 7n').

(ii) Existencia del neutro aditivo.
Veamos que el par que se escinde

Ey: A AnCc = C,

0
tenemos que Ey € Extg(C, A). Sea

donde i = ( L y m = (0, 1), es el neutro aditivo. Primero, por 3.1.20,

n:Ai>Bi>C
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(iii)

(iv)

un elemento de Extg(C, A). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
en A
Eyon: ApA—(AdC)B——CaC

P

YscaonB CaC

V(Eon) : A
donde los renglones son conflaciones (ver 3.2.3y 3.1.9); y 4 := ( 2 ) ,0 =

10 010 - .
< 0 8 ) y o= ( 0 0 1 ) Luego tenemos el siguiente diagrama

conmutativo en A

A——B C
P,k
A—~ceB—">CacC

donde los renglones son conflaciones y A := f . Por 3.1.15, el cuadra-

do derecho es un pullback y entonces el renglén superior, del diagrama
anterior, representa a (V(Egn))A, es decir, n = Ey + n. Por lo tanto, Ey
es el neutro aditivo.

Inversos aditivos:

Ahora veamos que el inverso aditivo de n es (—147). Primero notemos
que: si 0 : A — A es el morfismo cero, entonces 0n = FEy. En efecto,
consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

A—sp—L .0
Lok
A—>A0C"—=C
donde los renglones son conflaciones y 9 := ( g ) Por 3.1.14, tenemos

que el cuadrado izquierdo del diagrama anterior es un pushout; y asi On =
Ey. Entonces Eg = 0n = (14 + (=14))np = 1an + (=14nm) = 1+ (=1an).
Por lo tanto, (—147) es el inverso aditivo de 7.

Asociatividad.
La asociatividad se sigue de varias identidades entre A y V. Ver [55, 1.5]
pag. 166. U

Sea C una categoria aditiva. Un funtor F' : A°? x A — C es llamado un
bifuntor. Decimos que un bifuntor F' es aditivo si los funtores inducidos F(C, —)
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y F(—, A) son aditivos para todos los objetos Ay C en A. Sea F' : A?x A — C
un bifuntor. Un subfuntor G : A°? x A — C de F es aditivo si G es un bifuntor
aditivo.

Tenemos que Extg(—, —) define un funtor aditivo Extg(—, —) : A°%? x A — Ab
donde Ab denota a la categoria de grupos abelianos.

Definicién 3.2.8 [27] Sea F un subfuntor de Extg(—,—) : A? x A — Ab.

Un par ezacto (i,d) : A - B 4 Cen &, se dice que es par F-exacto si
(i,d) € F(C,A). Denotaremos por Er a la clase de todos los pares F'-exactos.

Observacion 3.2.9 &r C &€ y Ep es cerrada por isomorfismos.

Observacién 3.2.10 Sean F' un subfuntor de Extg(—,—) : A? x A — Ab y
a:C'—C,B:A— A en A.

(a) Sin € F(C,A) entonces F(a, B8)(n) = B(na) € F(C', A"). En particular,
se tiene que la clase de pares F-exactos es cerrada por pull-backs y push-
outs. Esto es, sim es F-exacta entonces na y Bn son F-exactas.

(b) Sin, n son F-exactas, entonces n+n' es F-exacta. En efecto, como n,
n € F(C,A) y F(C,A) es un subgrupo de Extg(C, A), se tiene que n+n' €
F(C, A); y por lo tanto n+n' es F-exacta. Es decir, la clase de sucesiones
F-exactas es cerrada bajo la suma de Baer.

Proposicién 3.2.11 [27] Una clase de conflaciones € C Jg ac 4 Exte(C, A),
la cual es cerrada por suma de Baer, pull-backs y push-outs, define un subfuntor
de Extg(—,—) : AP x A — Ab.

Demostracién. Definamos una asignacién F' : A°? x A — Sets por F(C, A) :=
¢ N Extg(C,A); y para (o,8) : (C,A) — (C',A"), definimos F(a, ) :=
Exte(a, B). Veamos que la asignacién F construida arriba, tiene por codominio
a Ab. Y que ademds F : A°? x A — Ab es un subfuntor de Extg(—, —). Para
esto hay que ver que F(C, A) es un subgrupo de Extg(C, A) y que F(a, ) es
un morfismo de grupos (ésta dltima condicién es trivial por la definicién de F).
En efecto, sean 7, ' € F(C, A), como ¥ es cerrada por suma de Baer, entonces
n+n € F(C,A). Dadan: A——> B——> (', el inverso de 7, con la suma de
Baer, es la conflacién que se obtiene por push-out de 1 mediante —1 4, es decir,
—n := —14n. Por lo tanto, si n € F(C, A), entonces —n € F(C, A) pues € es
cerrada por push-outs. Por lo tanto, F(C, A) es un subgrupo de Extg(C, A).
Veamos que sin € F(C,A) y (a, ) : (C, A) — (C', A”) entonces F(a, 8)(n) €
F(C',A"). En efecto, como Extg(a, ) = Extg(ler, 8)Exte(a,14) y € es ce-
rrada por push-outs y pull-backs, se tiene que F(a, 8)(n) = Exte(a, 5)(n) €
F(C’,A"). Por lo tanto, F asi definido es un subfuntor de Extg(—,—), con
ne,a : F(C,A) — Extg(C, A) la inclusién como subgrupo. O

Lema 3.2.12 Seann : A 3 B 4 ¢ yn A o p B oo conflaciones en
A; yseanic : C — CoC,ig : O — CHC', pp: AA — A,
par : A® A — A’ las inclusiones y proyecciones naturales correspondientes.
Entonces, las siguientes igualdades se satisfacen.
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(a) n=pa(n@n)ic y0=pa(n®n)ic
(b) 0" =pa(nen)ic y0=pa(n®@n)ic.
(¢c) n@&n' =ianpc +ian'pc:.
Demostracién.

(a) Por 3.2.3 y 3.2.2 se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en A

dod-LopoaL o

Lk

Aed Lo peap - Locac,

0
f3:((1) O?/)»f4=<g £/>}’f5=(§ g,).Por3.1.15,(n@

n')ic es la conflacién del primer renglén del diagrama anterior. Por otro
lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

donde los renglones son conflaciones, f; = “ (1) >, fo=(8 0),

AodLspoal o

A—o g " ¢

donde los renglones son conflaciones y pp es la proyecciéon correspondiente.
Luego, por 3.1.14, pa(n ® n')ic es la conflacién del tdltimo renglén del
diagrama anterior. Por lo tanto n = p4(n @ n')ic. Considerando ahora el
siguiente diagrama conmutativo en A

ApA Lspaalsc

Pk

A v C@A/%C,

= O

0

)

donde los renglones son conflaciones por 3.1.20 y 3.2.2, g = ( B
1= ( (1) ) ym=(1 0 ); concluimos por 3.1.14 que pa/(n & n')ic

(b) Se prueba como en (a).
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(c) Tenemos las siguientes igualdades

pan@n’) =pan®n)lcac: =paln®n')(icpc +icpcr)
=pa(m®n)icpc +paln®n')icpe
= npc + Oper
=npc,

donde la penultima igualdad es por (a). Andlogamente, se prueba que
pa(n®n') = n'pcr. Por lo tanto n & 7' = laga(n & 1) = (iapa +
iapa)m@®n') =iapan&n') +iapam®&n’) =ianpc +ian'pe. O

Lema 3.2.13 [27, 1.2] Sea F un subfuntor de Extg : A? x A — Sets. En-
tonces, F es un subfuntor aditivo de Extg : A°P x A — Ab si y sélo si la clase
de pares F-exactos Ep es cerrada por sumas directas finitas.

Demostraciéon. Dado que F es un subfuntor de Extg(—, —) : A% x. A — Sets,
tenemos que Vn € F(C,A)y a:C' — C, B: A — A’ en A, se satisface que
Fla, B)(n) = Alna) € F(C', A).

(<=) Sea Ey := 0 € Extg(C, A) el neutro aditivo. Veamos que Ey € F(C, A).
En efecto, sean n: A—— B——> (C F-exactay 0: A — A el morfismo
cero. Luego F(1¢,0)(n) =0n € F(C, A), pero 0n = Ey (ver 3.2.7). Por lo tanto
FEy € f‘ﬂ(C'7 A)

Veamos ahora que, si n € F(C,A) entonces —n € F(C,A). En efecto, con-
siderando —14 : A — A tenemos que F(1g,—14)(n) = —1an € F(C, A), pero
—1anm = —n (ver 3.2.7). Por lo tanto —n € F(C, A).

Veamos que, si n, ' € F(C,A) entonces n + ' € F(C, A). Considerando los
morfismos V: A®A — Ay A:C — Co® C, tenemos que F(1¢,V) :
F(C,A® A) — F(A) y F(A,(1aga) : F(C®C, A A) — F(C, A A).
Por otro lado, como la clase £p es cerrada por sumas directas finitas, tenemos
que n®n € F(C& C,Ad A). Por lo tanto F(1lc,V)F(A,la04)(n® 1) =
Exte(1c, V)Exte (A, laga)(n@n') =V(indn)A=n+n € F(C,A). Luego, F
es un subfuntor de Extg(—, —) : A%? x A — Ab.

Veamos ahora que F es aditivo, es decir que, F(1g,—): A —> Aby F(—,14):
A% — Ab son aditivos. En efecto, veamos que F (1o, —) : Homy (A4, B) —
Hom a4 (F(1¢, A), F(1¢, B)) es un morfismo de grupos abelianos, VA, B € A.
Sean o,/ : A— Ben A,y n: F — Extg(—, —) la inclusién como subfuntor.
Luego, tenemos las siguientes igualdades

(Eth(lc, Oé) + Eth(lc, a/))ﬂc7A = Eth(lc, o+ Oz/)ncyA = nC,BF(]-Ca o+ O/),

Exte(lo, a)nc,a = no,sF(lc, a),
Eth(lc, Oé,)’r)c7A = T]C7BF(lc, OL/).
Por lo tanto, tenemos que

7707BF(].0, o+ O/) = (Eth(lc, Oé) + Eth(lc, O/))T}C,A
= T]C,B(F(lcaa) + F(lcva/))'
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Luego, como 7¢, g es un monomorfismo, tenemos que F(lg, a+a’) = F(leg, )+
F(1¢,a’). Porlo tanto F(1¢,—) : A — Ab es aditivo. Andlogamente F(—,14) :
A°? — Ab es aditivo. Por lo tanto, F/(—, —) : A°? x A — Ab es aditivo.

(=) Supongamos que F' es un subfuntor aditivo de Extg(—, —) : A? x A —
Ab. En particular, F/(C, A) es un subgrupo de Extg(C, A), VC, A € A. Consi-

deremos los pares exactos 17 : A L B —ﬁ> Cy 77’ A L/> B —(C',
conn € F(C,A) yn € F(C',A"). Como F es un subfuntor de Extg(—,—),
se tiene que F(pc,ia)(n) = iampe € F(C& C',A® A) y F(por,ia)f) =
ian'pe € F(CoC',A® A'). Por 3.2.12(c), tenemos que n & n' = ianpc +
ian'pcr. Porlo tanton®n e F(COC',A® A') pues F(CHC',Ad A’) es un
subgrupo de Extg(C @ C’', A @ A’). Probandose que EF es cerrada por sumas
directas finitas de F-sucesiones exactas. [J

Corolario 3.2.14 Una clase de conflaciones ¢ C g 4c 4 Exte(C, A), induce
un subfuntor aditivo de Extg(—,—) : A? x A — Ab si y sdlo si € es cerrada
por pull-backs, push-outs y sumas directas finitas.

Lema 3.2.15 [7, 1.2] Sea F' un subfuntor aditivo de Extg(—, —). Consideremos

n:A%B LNYG! yn A% B 2 ¢ dos conflaciones. Entonces n @ n' es F-
ezacta st y sélo sim yn' lo son.

Demostracién. (<) Se sigue de 3.2.13.

(=) Por 3.2.12 tenemos que n = pa(n®n')ic y 1 = pa(n ®1n')icr. Como la
clase £ es cerrada por pull-backs y push-outs, se sigue que 7 y ' son F-exactas.
O

Lema 3.2.16 Sea F' un subfuntor aditivo de Extg(—,—) : A’ x A — Ab y
n:A - B 4 Coun par F-exacto. Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Para cada C' € A, existe una sucesion exacta en Ab

0 —— Hom4(C’, A) —— Hom4(C’, B) —— Hom 4(C’, C)

L Fer, 4)edp e By,

donde 6(f) :=nf ynf es el pullback de n por f € Homu(C’,C).

(b) Si F = Extg(—,—), se tiene la sucesidn exacta en Ab

0 —— Hom4(C’, A) —— Hom 4(C’, B) —— Hom4(C", C)

Exte(1ar,i) Exte(1or,d)

— 5 Exte(C', A) Exte (C', B) Exte(C", C).
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Demostracién. (a) Como i es el kernel de d, se tiene que ¢ es un monomor-
fismo; y por lo tanto Hom A(lc/ i) es un monomorfismo.

Ahora, veamos que la sucesion es exacta en Hom 4(C’, B). Como di = 0, se tiene
que Hom 4(1¢/, d)Hom4(1¢r,4) = 0; de donde se sigue que Im(Hom 4(1¢v,7)) C
Ker(Hom 4 (1¢, d)). Del hecho que i = Ker(d), se sigue que Ker(Hom 4(1¢/,d)) C
Im(Hom4(1¢v, 7).

Veamos la exactitud en Hom4(C’, C'). Primero, como F es un subfuntor aditivo
de Extg(—,—) y n es F-exacta, se tiene Im(§) C F(C’, A) (pues los pares F-
exactos son cerrados por pullbacks). Sea f: C" — C tal que d(f) = 0. Luego,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y F-exacto

A—"sp e

T

A—>p—sc

Como 0(f) = 0, el par F-exacto 6(f) : A s B' 4 ¢ se escinde. Por lo
tanto, existe h : C' — B’ tal que 1¢v = d'h, de donde tenemos que d(f'h) =
fd'h = f(1¢cr) = f, y asf concluimos que Ker(§) C Im(Hom4(1¢v,d)). Ahora
veamos que Im(Hom4(ler,d)) C Ker(d). En efecto, sea f : ¢’ — C con
f € Im(Hom 4(1¢/,d)). Entonces, existe j : C' — B tal que f = dj. Como F
es un subfuntor aditivo de Extg(—, —), todos los pares exactos (en particular,
las conflaciones) que se escinden son F-exactos. Luego, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo y F-exacto

AHkA@C/pHC/

o
A—tsp— 1

C

0
cuadrado derecho del diagrama anterior es un pullback. Entonces §(f) estd re-

con k = ( L >7p= ( 0 1 )yq:( T g ).Porlotanto,p0r3.2.9y3.1.15,el

presentada por el par F-exacto A LNy N Yo Ao probéndose que §(f) = 0.
Por ultimo, verifiquemos la exactitud en F(C’, A). Para esto, veamos primero
que Ker(F(1¢r,4)) € Im(6). En efecto, sean : A — B’ 25 ¢ par F-exacto.
Luego, F(1¢r,1)(n) estd representado por el par F-exacto inferior del siguiente
diagrama F-exacto de pushout (ver 3.1.14)

A—>p s

b

B > B/I > C/

Si F(1¢v,i)(n) = 0 tenemos que el par F-exacto B —~ B” 2, ¢ se escinde.
Por lo tanto, existe A : B” — B tal que 1z = A\a@’. Se sigue que \ya = Aa’i =
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1pt = 4. Luego (d\y)a = di = 0; y como = Coker(a), tenemos que existe
f: C" — C tal que el siguiente diagrama conmuta y es F-exacto

AHB/LCH

L b

A—>p—sc

Lo cual nos dice, por 3.1.15, que n = 6(f). Por lo tanto Ker(F(1¢r,4)) C Im(0).

Ahora veamos la otra contencién. Sea n: A — B’ NNy par F-exacto tal
que 7 € Im(d). Luego, existe un diagrama conmutativo y F-exacto de pullback
de la siguiente forma

A—"=p L
I,
A—>p—tsc

Veamos que F(1¢v,4)(n) se escinde. Tenemos que F'(1¢v,1)(n) estd representado
por el par F-exacto inferior del siguiente diagrama F-exacto de pushout

A ;B/ ;Cl

b

B—">pr L.

Como f’a = 1pi, por la propiedad universal del pushout, existe § : B — B
tal que 6o’ = 1p. De donde tenemos que F(1¢r,4)(n) : B —» B” 2 0 se
escinde. Luego Im(d) C Ker(F(1¢r,1)).

(b) Por (a), sélo basta verificar la exactidud en Extg(C’, B). Sea n : B —

X 24 ¢ una conflacién tal que Exte(ler,d)(n) = 0. Por 3.1.21, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en .4

A

e

B [}

ok

CHC@C’HC’

donde los renglones y columnas son conﬂaciones Observe que Extg(1er, d)(n)

estd representado por £ : C L oao L C’, donde o/ = ( 16) >7 p=

(0,1c/) y v = ( g ) Del diagrama anterior, se concluye que fa = d y que
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n:A % X X5 0@ C' es una conflacién. Consideremos el siguiente diagrama
de pullback

A—Ttop o
Pk

A2 x —Loac,

1
B'kg = g. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

donde k£ = 0 ) Dado que 'y = 8y 8’k = 1¢, tenemos que Bh = 3'vh =

At g2
ii h 10/
a B ,
B— X —— (',

donde los renglones son conflaciones. Por lo tanto, la conflacién ¢ : A N
E 25 ¢’ es tal que Exte(1cr,4)(¢) = n; probandose que Ker(Extg (1o, d)) C
Im(Eth(lc/,i)).

Veamos que Im(Extg(1or,1)) € Ker(Extg(1or,d)). En efecto sea n : B -

X 25 ¢’ una conflacién tal que 1 € Im(Extg(1¢r,4)). Entonces, existe n’ €
Exte(C', A) tal que n = in’ = Exte(ler,i)(n'). Por lo tanto Extg(1cr,d)(n) =
d(in') = (di)n’ = 0’ = Ey, donde Ej es el neutro aditivo en Extg(C’,C) (ver
3.2.7). Prébandose que Im(Extg (1¢r,4)) C Ker(Extg(1ler,d)). O

Definicién 3.2.17 Sean (A, €) una categoria exacta, T : AP x A — Ab un
funtor aditivo y F un subfuntor aditivo de Extg(—,—). Decimos que

(a) T es Ep-cerrado por la derecha si para todo A € A y todo par e-
; T(Ayi
zacto X 5 Y %5 Z en Er, se tiene que la sucesion T(A, X) L;)

T(AY) Tad T(A,Z) es exacta en Ab.

(b) T es Ep-cerrado por la izquierda si para todo A € A y todo par e-
; T(d,A
zacto X -5 Y % Z en Er, se tiene que la sucesion T(Z,A) (—’>)

T(Y,A) e T(X,A) es exacta en Ab.
(c) T es Ep-cerrado si es Ep-cerrado por la izquierda y la derecha.

Observacion 3.2.18 Hemos preferido llamar a T : A°? x A — Ab, Ep-
cerrado, en lugar de Ep-exacto (que serta mas natural), por que Eg no nece-
sariamente es una estructura exacta en A; y ademds generaliza la definicion de
cerrado de [253]. Mas adelante, veremos cuando Ep es una estructura exacta en

A.
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Definicién 3.2.19 [23] Una clase de morfismos M de A es una f.class, si las
siguientes condiciones se satisfacen.

(A) M contiene a todas las inflaciones y deflaciones que son morfismos cero.
FEsto es, si el morfismo cero 04 g : A — B es una inflacion o deflacion,
entonces 04,5 € M

(B) Sia € My« =07, para algunos isomorfismos o y T, entonces § € M.

(C) a € M siy solo si Ker(a) y Coker(a) existen, son inflacion y deflacion,
respectivamente; y ademds pertenecen a M.

(D1) Si B y af son inflaciones y aff € M, entonces f € M.
(D2) Si« y af son deflaciones y aff € M, entonces o € M.

Lema 3.2.20 Sea M una clase de morfismos de A. Entonces, M es una f.class
st y sélo si se cumplen los axiomas B, C, D1 y D2 anteriores y el axioma A’,
donde
(A") Si0p.4:0— A es una inflacion (respectivamente, Og o : B — 0 es una
deflacion), entonces 0g 4 : 0 — A (respectivamente, Og o : B — 0) pertenece
a M.

Demostracion. Suponiendo los axiomas B, C'y D, veremos que los axiomas
Ay A’ son equivalentes. En efecto, claramente A implica A’. Veamos que los
axiomas A"y B implican el axioma A. En efecto, sea 04,5 : A — B un morfismo
cero que es inflacién. Luego, por ser morfismo cero, tenemos que existen tnicos
04,0:A—0y0pp:0— B tales que 04,5 = 09,504,0. Ahora bien, dado

que 04, : A — B es un inflacién, existe una conflacién A OA—’]>3 B ¢
con 04 p = Ker(h). En particular 04 p es un monomorfismo. Ahora veamos
que 09 404,0 = 14. En efecto 04,0044 = 04,0 = 04,0la; y como 04, es un
momomorfismo, entonces 14 = 04 4. Por lo tanto, 0p, 4040 = 04,4 = 1a; y
dado que 04,0004 = 1o, se sigue que 04,9 es un isomorfismo con inversa O 4.
Del hecho que h = Coker(04,5) v 04,0 es un epimorfismo, es facil ver que el
siguiente par es exacto

(OO,B,h) :0 (E; B i) C.
Es decir, que 0p g = Ker(h) y que h = Coker(0y ). Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

04a,B h
— B ——C

A
o)
0 0o0,B h

— B——=C.

Como la clase £ es cerrada por isomorfismos, tenemos que 0 OO—’B> B -5 C es una
conflacién. Luego 0p g es una inflacién. Por (A’), tenemos que O 5 pertenece a
M. Por otro lado, 0p,p = 1504,5009,4 donde 1 y 0g 4 son isomorfismos. Por
B, tenemos que 04, pertenece a M. [
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Definicién 3.2.21 [23] Una clase M de morfismos de A es una h.f.class si
es una f.class y satisface los siguientes axiomas.

(E1) Sia y B son inflaciones en M y aff estd definida, entonces aff € M

(E2) Sia y B son deflaciones en M y af8 estd definida, entonces aff € M.

Notacién 3.2.22 [23] Sea M una f.class en A. Para cada A,C € A, se define
M (C,A) como el subconjunto de Extg(C, A) cuyos elementos pueden ser re-

presentados por una conflacion A = B N C, donde o y B pertenecen a M.
Esto es, se tiene la siguiente clase Fyq de conflaciones asociada a la clase M

Fy={(a,p)e&|a,p e M}

Proposicion 3.2.23 Sea M una f.class en A. Entonces, la clase Fpaq es un
subfuntor de Extg(—, —) : AP x A — Sets, donde para cada par de morfismos
(a, B) € A? x A se define Fap(a, 8) := Exte(a, B).

Demostraciéon. Basta ver quesin € Fpm(C,A)ya:C' —C, : A— A

en A, entonces B(na) € Fa(C’, A’). En efecto, sea n : A 1y B % C con
n € Fp(C, A). Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de pullback

P A gt

Pk

A—lsp—t.q,

donde los renglones son conflaciones. Dado que w y yw = f son inflaciones y
f € M, por el axioma D1, se tiene que w € M. Ahora bien, como na es una
conflacién, tenemos que w = Ker(h) € M y Coker(h) = 0cr,o € M (por axioma
A). Luego, por el axioma C se tiene que h € M. Por lo tanto na € Fa(C’, A)
pues w, h € M. Un argumento dual, muestra que S(na) € Fa(C’, A"). Por lo
tanto Fiaq define un subfuntor de Extg(—, —) : A%? x A — Sets. O

Notacién 3.2.24 [23] Sea F un subfuntor de Exte(—,—) : A? x A — Sets.
Definimos la clase Mg cuyos morfismos son las inflaciones y deflaciones de
todos los pares F-exactos junto con todos los morfismos « € A, tales que Ker(«)
y Coker(a) existen y pertenecen a pares F-exactos.

Lema 3.2.25 [23] Sea F un subfuntor de Extg(—,—). Sia € Mp y a = 0fT,
para algunos isomorfismos o y T, entonces f € Mp.

Demostracién. Sean«: A — Ben Mpyo:B — Byt: A — A
isomorfismos y 8 : A* — B’ en A, tal que a = of7. Supongamos que « es
la inflacién del par F-exacto n : A — B 4y €. Bs facil ver que el siguiente
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par A’ RNy NI exacto, es decir, que 8 = Ker(do) y do = Coker(f).
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

A—2s>pB—ts¢

B do

A — B —C.

Por 3.2.9, tenemos que A’ L, B % ¢ esun par F-exacto, y asi § € Mp.
Si « es una deflacién de un par F-exacto, procediendo por dualidad, se prueba
que 8 € Mp.

Ahora supongamos que « es tal que Ker(a) y Coker(«) existen y pertenecen a un
par F-exacto. Como 8 = o~ tar~1, se puede ver que Ker(j3) y Coker(f3) existen,
Ker(8) ~ Ker(«) y Coker(f) ~ Coker(a). Entonces, por lo hecho anteriormente,
Ker(8) y Coker(8) pertenecen a Mp. Por lo tanto f € Mp. O

Proposicién 3.2.26 [23] Si F es un subfuntor de Extg(—,—) : A% x A —
Sets, entonces Mp es una f.class.

Demostraciéon. Como F(A,0) y F(0,A) son no vacios, el axioma A’ (ver
3.2.20) se satisface. Por 3.2.25, y la construccciéon de Mg, (B) y (C) se satisfacen.
Veamos que (D1) se satisface. Sea 8 : A — B un inflacién y a : B — C un
morfismo en A tal que 7 = a8 es una inflacién en Mpg. Luego, tenemos el par

F-exacton: A 5 ¢ X5 E. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

donde el primer renglén es una conflacién, el segundo es un par F-exacto
y o es el morfismo inducido por la propiedad universal de Coker(3). Por
3.1.15, el cuadrado derecho del diagrama anterior es un pullback. Por lo tan-
to, F(o/,14)(n) € F(D, A) esta representado por el par F-exacto na’ : A 2,

B 25 D. Por lo tanto B € Mp. Andlogamente se demuestra (D2). O

Proposicién 3.2.27 [23] Eziste una biyecion entre las f.classes y los subfun-
tores F de Extg(—,—) : A°? x A — Sets dada por M +— Fjq, con inversa

Demostracién. Sea F un subfuntor de Exte(—, —). Veamos que F(C, A) =
F,.(C, A) para A,C € A. En efecto, dada una conflacién : A =+ B N C,
se tiene que: n € F(C,A) <= a, 8 € Mp <= n € Fp,.(C, A). Por lo tanto
F = Fp,.
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Ahora, probaremos que M = Mp,, para una f.class M. Veamos primero que
M C Mp,,. Sea o : B — E un morfismo en M. Entonces, por (C), tenemos
que i = Ker(a) : A — By d = Coker(a) : E — G existen y pertenecen a
M; y ademas, tenemos las conflaciones

n:A--B %o oD L E DG

De nuevo por (C), los morfismos d y d’, pertenecen a M. Luego, por definicién
de Fuq, tenemos que nn € Faq(C,A) y ' € Fa(G, D). Entonces, por definicién
de Mp,,, se concluye que oo € Mp,,.

Veamos la otra contencién. Sea v : B — E un morfismo en Mp,,. Tenemos
dos casos:

(a) « es una inflacién (resp. deflacién) de un par F-exacto. En el caso que

. . d

sea una inflacién, tenemos un par Fy-exacto n: B — E — G. Lo cual,
por definicién de Flpq, se sigue que v € M. Andlogamente, si « es una
deflacién, se tiene que o € M.

(b) @ : B — E es un morfismo tal que ¢ = Ker(a) : A — By d =
Coker(a) : E — G pertenecen a pares F)yq-exactos. Entonces, por (a),
tenemos que %, d’ pertenecen a M. Luego por (C), tenemos que o € M.

Lo anterior, muestra que M = Mg, ; probandose la proposicién. [J
Lema 3.2.28 [23] Consideremos el siguiente diagrama en A
A—— A

B—t=c—t>p

E*>F*>D

donde los renglones y columnas son deflaciones. Aplicando el funtor Hom 4 (X, —),
a dicho diagrama, se obtienen los siguientes diagramas

4

Hom 4 (X, C) Hom 4 (X, D) ——— > Exte(X, B)
| e |
Homy (X, F) ————— Homu (X, D) Exte (X, E),
Homa(X, E) — > Ext.a(X, A) —= | peie (X, B)

| l

Hom (X, F) —2 Ext (X, A) Exte (X, C),
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en los cuales los dos morfismos dHom 4(X, g), Exte (X, a)d’ : Hom4 (X, F) —
Exte (X, B) coinciden. Es decir si n : B NN RILING 5 y¢: AL C JoF
son las conflaciones del diagrama de arriba, entonces n(g\) = a((A) para todo
A € Homu (X, F).

Demostracién. Sea A : X — F un morfismo en Hom4(X, F'). Luego

dHom 4 (X, g)()\) esté representado por la conflacién 7 : B %5 Y 5 X del
siguiente diagrama conmutativo de pullback

sy X
] lﬁ

BHCHD

H

(3.1)

Por otro lado, tenemos los siguientes dos diagramas conmutativos de pullback
y pushout

’

A—W —X A—W ——=X
R
A‘W>C'4f>F B4>Z40/>X,

donde Extg (X, a)d’(\) estd representado por la conflacién € : B NSNS
inferior del segundo diagrama. Del primer diagrama, tenemos que Ay’ = fs.
Por lo tanto (gA\)p' = (g9f)s = ks. Por la propiedad universal del pullback, del
diagrama (3.1), existe un tnico ¢ : W — Y tal que ty) = s y ¢’1p = p’. Luego
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

A4>W4>X

)

B‘>Y4>X

donde los renglones son conflaciones y o’ es inducido por la propiedad universal
de Ker(¢'). Ahora, veamos que o = o’. En efecto, S’ = tpa” = tpp = sp =
~ = Ba. Como S es un monomorfismo, tenemos que o = . por lo tanto, se
tiene que 7’ satisface el diagrama de pushout de &£. Por lo tanto, ' y £ son
equivalentes en Extg (X, B). Probdndose el lema. O

En el siguiente resultado, usaremos las condiciones (F1) y (E2), dadas en
3.2.21; y la proposicion 3.2.27.

Proposicién 3.2.29 [23, Theorem 1.1] Sea F un subfuntor de Exte(—,—) :
AP x A — Sets. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F es un subfuntor aditivo de Extg(—, —) : A°? x A — Ab si la clase Mp
de la definicion 3.2.24, satisface la condicion (E1) o bien la (E2).
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(b) F es un subfuntor Ep-cerrado por la derecha si y sélo si la clase Mp

satisface (E1).

(c) F es un subfuntor Ep-cerrado por la izquierda si y sélo si la clase Mp

satisface (E2).

Demostracion.

(a)

Supongamos que la clase My satisface (E1). Sean n : A —+ B ENYs
yn A% D 7, ¢ elementos de F(C,A). La suma estd definida por
n+n =Vipen)A donde A : C — CpCyV:ApA — A
son los morfismos diagonal y codiagonal, respectivamente. Como F' es un
subfuntor del Extg(—, —) : A% x A — Sets, para ver que n+n' pertenece
a F(C, A), basta ver que n @ n’ pertenece a F(C ® C,A® A). Por 3.29y
3.2.3, tenemos la siguiente conflacién

nen: AeA-LBeD L coac0,

dondefz(g (S,)ygz(ﬁ g,).Notemosquehz(g 1?3):

1OA 3/ ) t:A®A — A® D son tales que

f = hk. Veamos que k € Mp. En efecto, por 3.2.2, tenemos la siguiente
conflacién

A®D —Ba&Dyk=

O,/
AeA—> a0 o

Sea p 1= (1) :D — A® D. Dado que (0,8 )p = 8"y (0,8), 5 son

deflaciones y 8/ € Mp, entonces por (D2) se tiene que (0,8") € Mp.
Luego, por (C), tenemos que k € Mp. Andlogamente, se prueba que
h € Mp. Por lo tanto, por (E1), tenemos que f = hk € Mp. Entonces, por
(C), tenemos que g € M. Por lo tanto, ndn’ pertenece a F(CEC, ADA);
probéandose que F es un subfuntor aditivo de Extg(—, —) : A? XA — Ab.
Andlogamente se prueba que F es un subfuntor aditivo de Exte(—, —) si
la clase M p satisface (E2).

(«<=) Supongamos que la clase M satisface (E1). Veamos que F es un
funtor Ep-cerrado por la derecha. Sea A - B Lo par exacto

en Ep. Veamos que F (X, A) Flxe) F(X,B) Fxy0) F(X,C) es exacta.

Para esto basta ver que Ker(F(lx,3)) C Im(F(1x,«)). En efecto, sea

n:B % E LS X en F(X,B) tal que F(1y,8)(n) = Exte(1x, 8)() =
Bn = 0. Como Exte(lx, ) es exacto (ver 3.2.16), existe una conflacién

n A 2 B2 X tal que Exte(1x,a)(n’) = n, es decir, tenemos el
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siguiente diagrama conmutativo de pullback

A*/\>E’*>X

Ll

B*>E*>X.

Como las inflaciones « y o estdn en Mp, pues pertenecen a pares F-
exactos. Por (E1), tenemos que &’a = Y\ € Mp. Luego, como A es una
inflacién y ¥\ es una inflacién en Mg, entonces por (D1), tenemos que
A € Mp. Luego, por (C), tenemos que \' € Mp. Por lo tanto, ’ es un par
F-exacto y es tal que F(1x,a)(n’) = n; probdndose que F' es Ep-cerrado
por la derecha.

(=) Supongamos ahora que F' es Ep-cerrado por la derecha. Veamos que
la clase My satisface la condicién (E1). En efecto, sean o« : A — B
y B : B — C dos inflaciones en Mp. Por 3.1.21, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en A

A—— 4

BJ;O—%D
| )
E—l>Gg—sD,

donde los renglones y columnas son conflaciones. Veamos que & : 4 ——
C L> G es un par F-exacto. Consideremos los pares F-exactos ¢ : A —

B23FEyn:B 05 D. Por 3.2.28, tomando X = G, tenemos que
ng = dHom 4 (G, g)(1g) = Exte(G, )8 (1g) = a({lg) = a&. Como n €
F(D,B) y g € Homu4(G, D), entonces o = ng € F(G, B). Ahora bien,
dado que F' es Ep-cerrado por la derecha, tenemos la siguiente sucesion
exacta

F( G70¢) (1Gaa)

Hom (G, F) *>F(G A)—>%'F(G,B) —='F(G,E) .
Como F(lg,d')(af) = Exte(1lg,d’)(a€) = &/ (af) = (¢a)¢ = 06 = 0,
existe un par F-exacto £ : A 5 Z 25 G tal que F(lg,a)(€) = af’ =
af. Es decir, 0 = Extg(1g,a)(€ — £'). Dado que la siguiente sucesion es
exacta

Homa(G, E) —— > Exte (G, A) —221¢_ pi (G, B),

existe h : G — FE tal que ¢h = 6(h) = £ — ¢'. Como ¢ es un par F-
exacto, tenemos que Ch es un par F-exacto; y como también £ es F-exacto,
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entonces & es F-exacto, pues F(G, A) es un subgrupo de Extg (G, A). Por
lo tanto v = S« es una inflacién en M p; probdndose (b). O

Sea F' subfuntor aditivo de Extg(—,—). Recordemos (ver 3.2.8), que &p
denota a la clase de pares F-exactos.

Proposicién 3.2.30 Sean F un subfuntor aditivo de Extg(—,—) que es Ep-
cerrado y el siguiente diagrama conmutativo

en una categoria exacta A en la cual los idempotentes se escinden, donde los
renglones y columnas son conflaciones. Entonces, el cuadrado I es un pullback
y pushout; y se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Sila primera columna y el primer renglén son F-exactas, entonces la se-
gunda columna y sequndo renglon son F-exactas, es decir, todo el diagrama
es F-exacto.

(b) Si la sequnda columna y el sequndo renglon son F-exactas, entonces el
primer renglon y la primera columna son F-exactos, es decir, todo el dia-
grama es F-exacto.

Demostracion. Que I sea un pullback y pushout se sigue de 3.1.15 y 3.1.14.
Por otro lado, (a) se sigue de 3.1.21, 3.2.29(b) y del hecho de que el pullback
y pushout de F-pares exactos es F-exacto. Finalmente, (b) se sigue de (a) por
dualidad. O

Proposicién 3.2.31 [27, 1.4] Sea F un subfuntor aditivo del Extg(—, —) : AP x
A — Ab. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) La clase Ep es una estructura exacta en A.
(b) F es Ep-cerrado por la izquierda.
(c) F es Ep-cerrado por la derecha.

(d) F es Ep-cerrado.

Demostracién. Sea F' un subfuntor aditivo de Extg(—, —). Como la clase Ep
es cerrada por pullbacks y pushouts, los axiomas E2 y (E2)°P se satisfacen. Co-
mo F(0,0) es un subgrupo de Extg(0,0), tenemos que F(0,0) contiene a todos
los pares exactos que se escinden que empiezan y terminan en 0. Luego el sigui-

ente par es F-exacto 0 1oy 922 0. Por 1o tanto, 1o : 0 — 0 es una deflacién,
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satisfaciendose FO.

(a) <= (b). Por 3.2.29 (c), tenemos que Ep satisface E1 si y s6lo si F es Ep-
cerrado por la izquierda.

(b) = (c¢) Supongamos que F es Ep-cerrado por la izquierda. Luego, tenemos
que & es una estructura exacta en 7. Por 3.1.18, tenemos que la composicién
de dos inflaciones en £ es una inflacién. Luego, por 3.2.29 (b), tenemos que F'
es & cerrado por la derecha.

(b) = (d) Supongamos que F' es Ep-cerrado por la izquierda. Sabemos que ser
cerrado por la izquierda implica ser cerrado por la derecha, por lo tanto, F es
Ep-cerrado por izquierda y derecha, es decir, es Ep-cerrado.

Las implicaciones restantes se siguen por dualidad, usando 3.1.19. O

Como consecuencia de 3.2.31 y 3.2.29, tenemos la siguiente caracterizacién
de las estructuras exactas en categorias abelianas.

Corolario 3.2.32 [27, 1.6] Si A es una categoria abeliana, entonces cualquier
estrutura exacta € en A es de la forma Er para algin subfuntor aditivo cerrado
de Exta(—, —).

Demostracién. Consideremos la estructura exacta £ que hace a A una cate-
gorfa abeliana; es decir £ consta de todas las sucesiones exactas en A. Sea &
una estructura exacta en A. Entonces, sabemos que los pares exactos en £ son
cerrados por isomorfismos, pullbacks y pushouts. Entonces, £ define un subfun-
tor Fe : A? x A — Sets de Ext4(—,—). Como £ es una f.class, por 3.2.27
tenemos que £ = .. Como & satisface E1 y E2, por 3.2.29, tenemos que Fg
es un subfuntor Ep,-cerrado y aditivo de Ext 4(—, —), probéndose el resultado.
O

Sea (A, &) una categoria exacta y X una clase de objetos en A. Definimos
bifuntores Fy, F* : (A)°? x A — Sets dados por las siguientes asignaciones.

(a) Fx(C,A) :={A — B — C | Homy(—, B)|x — Homu(—,C)|lx —
0 es exacto} y Fx(a, B) := Exte(a, ).

(b) F¥(C,A) := {A — B — C | Hom4(B, —)|x — Homu(A, —)|x —
0 es exacto} y F¥(a, B) := Exte(a, ).

Luego, tenemos el siguiente resultado que generaliza a 1.1.23 (también ver
[7, 1.7,1.8)]).

Proposicién 3.2.33 Sea X una clase de objetos de A. Entonces Fx y F* son
subfuntores aditivos de Extg(—,—).

Demostraciéon. La misma demostracion de 1.1.23 funciona. O

Proposicién 3.2.34 [27, 1.7] El subfuntor aditivo Fx (resp. FY ) de Exte(—, —)
es Ep, -cerrado (resp. Epx-cerrado) para cualquier clase de objetos X de A.
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Demostracion. La prueba de 1.4.14, funciona en este caso. [

La situacién clésica de esta construccion es el siguiente. Sea A una R-algebra
de artin, considerando a mod(A) con su estructura abeliana y para una clase de
objetos X de mod(A) se definen F¥ y Fy como arriba. Entonces, muchos de
los resutados de [6] que fueron desarrollos en el capitulo 1, caen en el contexto
de una categoria exacta.

Tenemos las siguientes inclusiones de subfuntores aditivos de Extg(—, —) :
(A)? x A — Ab:

{Fx | X C A} C {subfuntores cerrados} C {todos los subfuntores}

En [27], se ve que la ultima inclusién es propia, es decir, no todos los subfuntores
aditivos son cerrados. Recordemos (ver 1.1.12), que dado un subfuntor aditivo
F de Ext} (—, —), denotamos por P(F) a la subcategorfa plena de mod(A) con-
sistiendo de mddulos P tal que Homy (P, —) es exacta sobre todas las sucesiones
F-exactas. Tenemos el sigiente resultado que caracteriza a los subfuntores ce-
rrados de mod(A). Recordemos que A es de tipo finito si en mod(A) existen un
nimero finito de A-mddulos inescindibles salvo isomorfismos.

Proposicién 3.2.35 [27, 1.8] Sea A una R-dlgebra de artin de tipo finito. Si F'
es un subfuntor aditivo cerrado de Exth (—,—), entonces F = Fppy.

Demostracién. Ver [27, 1.8]. O

3.3. R-categorias de artin

Sean R un anillo conmutativo artiniano y A una categoria. Recordemos que
A es una R-categoria si la composicién de morfismos en A es R-bilineal. Esto es,
para cada par de objetos X, Y € A, el conjunto Hom 4(X,Y) es un R-médulo;
y las siguientes igualdades se satisfacen

frg+h) =r(fg)+ fh,

(rg + h)t =r(gt) + ht,
donde f, g, h y t son morfismos en A, cuyas composiciones estan definidas y
r e R.

Observe que, en una R-categoria A, para cada X € A el conjunto de endomor-
fismos End 4(X) es una R-algebra de manera natural.

Definicién 3.3.1 Una R-categoria exacta es un par (A,E) donde: A es una
R-categoria, en la cual los idempotentes se escinden; y € es una estructura
eracta en A.

Observacién 3.3.2 De 3.1.19, se sigue que el par (A°P, EP) es una R-categoria
exacta.
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En todo lo que sigue, A denotard a una R-categorfa exacta (A,£). Ademads,
para cada t € N, consideraremos el conjunto [1,¢] := {1,2,--- ,t}.

Notacién 3.3.3 En toda esta seccion, cuando digamos que un subfuntor aditivo
F de Extg(—, —) es cerrado, nos referiremos a que F es Ep-cerrado.

Definicién 3.3.4 Sea A una R-categoria.

(a) Decimos que A es Hom-finita, si Hom4(X,Y) es un R-mddulo finita-
mente generado para cada X, Y € A.

(b) Decimos que A es Krull-Schmidt, si cualquier objeto X € A admite una
descomposicion finita X = @;_, X; tal que cada X; es inescindible y el
anillo de endomorfismo End 4(X;) es local.

Definicion 3.3.5 Decimos que una categoria A es una R-categoria de artin
st las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A es una R-categoria.
(b) A es Hom-finita.
(c) A es Krull-Schmidt.

Definicién 3.3.6 Decimos que una categoria A es una R-categoria exacta de
artin si A es una R-categoria de artin y (A, E) es exacta para alguna estructura
exacta E.

Ejemplo 3.3.7 Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces mod(A) es una R-
categoria exacta de artin.

Notacién 3.3.8 Sea I' un anillo asociativo. Denotaremos por Mod(I') a la ca-
tegoria de I'-mddulos a izquierda (no necesariamente finitamente generados) y
por proj(I') a la subcategoria plena de Mod(T") cuyos objetos son los T'-mddulos
proyectivos finitamente generados.

Proposicién 3.3.9 [44, 1.3.1] Sea A una categoria aditiva en la cual los idem-
potentes se escinden. Dado un objeto X con T’ := End4(X)°P, el funtor eval-

uacion Homy (X, —) : A — Mod(T") induce una equivalencia add(X) —
proj(I').

El siguiente resultado, es bien conocido.

Proposicién 3.3.10 [65, A.1] Una categoria aditiva A es Krull-Schmidt si y
sdlo si los idempotentes en A se escinden y End 4(X) es un anillo semiperfecto
para cada X € A.

Proposicién 3.3.11 Sean A una R-categoria artin, A€ A yT' := End 4(A)°P.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) T' es una R-dlgebra de artin.

(b) El funtor de evaluacion en A, €4 := Homy (A4, —) : A — mod(T"), estd bi-
en definido e induce una equivalencia de categorias add(A) — proj(T').

Demostracion.

(a) Para f € €4(X) y A\°? € T, definimos \°? e f := fA. es facil ver que esto
define una estructura de I'-médulo a izquierda en € 4(X).
Notemos que, como A es una R-categoria de artin Hom-finita, entonces
I' es una R-dlgebra de artin. En efecto, como A es Hom-finita, se tiene
que End4(A) es un R-médulo finitamente generado y también r(fg) =
(rf)g = f(rg), Vf,g € Enda(A) y ¥r € R ya que A es una R-categoria.
Definimos ¢ : R — End 4(A4), por ¢(r) := rl4. Se verifica directamente
que @ es un morfismo de anillos y que Im(p) estd contenida en el centro
de End 4(A). Por lo tanto End 4(A) es una R-algebra de artin, de donde
I" es una R-édlgebra de artin.

(b) Por 3.3.10 y 3.3.9, tenemos un funtor €4 := Homy (4, —) : A — Mod(T'),
Veamos que podemos restringir el codominio de €4 a mod(T'). En efec-
to, para X € A tenemos que Homy4(A, X) es un R-médulo finitamente
generado, es decir, Hom4(A, X) = (f1, f2,. .. fu)r como R-médulo con
fi € Homy4(A, X). Entonces, para f € Hom (A4, X) se sigue que f =
S rifio Perorifi = ri(fila) = fi(rila) = fi(rilgnaca)) = (Filgnaca))
fi donde, A; := (rilgnaca)) € I'. Luego r(Hom4(A4, X)) = (A1, Ao, ... Ap)r
como I'-moddulo, de esta manera podemos restringir el codominio de € 4.
Esto es, €4 := Homy (A, —) : A — mod(T") estd bien definido. La tltima
parte de (b) se sigue de 3.3.9. O

Corolario 3.3.12 Sean A una R-categoria exacta de artin, A € A y ' =
End 4(A)°P. Entonces, el funtor evaluacidn €4 : A — mod(T") cumple que:

€4 : Homy(Z, X) — Homr(€4(Z2), €4(X))
es un isomorfismo, ¥Z € add(A) y VX € A.

Demostracion. Se sigue de 3.3.11. [J

3.4. Objetos filtrados en una categoria exacta

Sean M € Ay F un subfuntor aditivo de Extg(—,—). Decimos que M
admite una F-filtracion si existe una sucesién de parejas F-exactas

{fi : Mi—l — Mi — Xi}?il

tal que My = 0y M,, = M. Dada una clase de objetos C en A, se dice que
M tiene una F-filtracién en C ( o bien que M es F-filtrado en C) si existe una
F-filtracién de M

{& M1 — M; — X3},
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con X; ~ C; € C para i = 1,...,m. Denotaremos por .#p(C) a la clase de
objetos en A que son F-filtrados en C.

Definicién 3.4.1 Sea M € Fp(C). Dada una F-filtracion de M en C
§: {& M1 — M; — Xa}y.

(a) Decimos que la F-longitud relativa a § de M es lpe(M) :==m y que la
F-longitud de M es {p(M) := min{lp¢(M) | £ es una F-filtracion de
M},

(b) Para C € C, definimos por [M : Cle :=n a a la multiplicidad relativa
a & de M donde n es el numero de X; que aparecen en la filtracion &, que
son isomorfos a C.

Recordemos que la clase F-perpendicular izquierda de C es
rle={X c A|F(X,0)=0 VCeCcC}.

En todo lo que sigue, F' denotard a un subfuntor aditivo de Extg(—, —), donde
(A, €) es una R-categoria exacta.

Definicién 3.4.2 Sea X una clase de objetos en A. Decimos que X es cerrada

por F-extensiones si para cada par F-exacto A — B = C con A,C € X,
se tiene que B € X.

Proposicién 3.4.3 Sea X' una clase de objetos de A. Si F' es cerrado entonces
la clase Fp(X) es cerrada por F-extensiones y sumas directas finitas.

Demostracién. Sea 4 —— B —— (' un par F-exacto con A, C € Fp(X).
La prueba se hard por induccién sobre n = £g(C).

Si C =0, se tiene que A ~ B y en tal caso B € Fp(X).

Silp(C) =1, entonces C ~ X € X. Por lo tanto una F-filtracién de B en X, no
es mas que el par F-exacto A ——= B —— (' junto con los pares F-exactos
de la F-filtracién de A en X.

Supongamos que ¢z (C) > 1. Consideremos una F-filtracién minima de C en X,
{ni: Ci-i —=C; —— X; } . Luego, 3.1.22 y 3.2.30 (b) tenemos siguiente
diagrama conmutativo en A

A— B, 1 —— CVn—l

L

A B c

-

donde los renglones y columnas son F-exactosy £p(Cy,—1) < £r(C). Por hipétesis
de induccidn, aplicada al primer rengléon del diagrama anterior, tenemos que
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B,_1 € #(X). Por lo tanto, una X-filtracién de B estd dada por el par F-
exacto B,_1 — B — X, junto con los pares F-exactos de la F-filtracién de
B,_1en X.

Ahora veamos que .Zp(X) es cerrado por sumas directas finitas. Sélo basta hac-
erlo para dos objetos. En efecto, sean A, B € Fp(X). Por 3.1.20, tenemos el
siguiente par F-exacto A — A@® B — B. Luego, como .Zr(X) es cerrado por
extensiones, tenemos que A ® B € Zp(X). O

Proposicién 3.4.4 Sean F' cerrado, T : AP x A — Ab un funtor E-cerrado
y G un subfuntor aditivo Ep-cerrado de T'. Sean Y y Z clases de objetos en A.
Si G(Y, Z) =0 entonces G(Fr(Y), Fr(Z)) =0

Demostracién. Sean N € Fp()) y M € Zr(Z). Probaremos por induccién
sobre {p(N), que G(N, M) = 0. Podemos asumir que M # 0y N # 0.

Sea {p(N) = 1. Entonces N ~ Y € Y. Haremos induccién sobre {p(M); si
lp(M) =1, entonces M ~ Z con Z € Z y por lo tanto G(N, M) ~ G(Y, Z) = 0.
Sea £p(M) = m > 1. Luego, existe un par F-exacto

Nm - Mm—lﬁMHZm

tal que M,,—1 € Fp(2), Zym € Zy lp(M,,—1) = m—1. Entonces, por hipdtesis
de induccién G(Y, M,,,—1) = 0. Aplicando G(Y, —) al par F-exacto ny,, tenemos
la sucesion exacta

GY,My_1) —GY,M)—— G, Z,).

Como G(Y, M,,,—1) = G(Y, Z,,) = 0, concluimos de la sucesién exacta anterior
que G(N, M) ~G(Y,M) =0.
Supongamos que £p(N) > 1. Luego, existe un par F-exacto

M - Ny ——N——Y,

tal que N,,—1 € Fr(Y), Y, € Yy Lp(N,—1) =n—1. Aplicando G(—, M) al par
F-exacto n,, tenemos la sucesion exacta

G(Yyp, M) —> G(N, M) —> G(N,_, M).

Por induccién, tenemos que G(Y,,, M) = G(N,,—1, M) = 0, por lo tanto G(N, M)
=0. O

Corolario 3.4.5 Sean F cerrado y Y, Z clases de objetos en A. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F(Fr(V), Fn(Z)) =0 si F(Y, Z) = 0.
(b) Homua(Fp(Y), Fp(Z)) =0 st Homa(Y, Z) = 0.

Demostracion. Se sigue de que F' y Hom 4(—, —) son Ep-cerrados y de 3.4.4.
Il
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Corolario 3.4.6 Sean F cerrado y C C A una clase de objetos en A. Entonces
FEC =1t (FR(C).

Demostracién. Veamos que #+C C #1(Zx(C)). En efecto, sea Y € #+C. Por
3.4.5 (a), tenemos que F(Y,.Zr(C)) = 0, pues F(Y,C) = 0. Por lo tanto, Y €
FL(Zp(C)). Por otro lado, como C C .Z(C), se tiene que ¥+ (.Zp(C)) C FC.
0

Observacién 3.4.7 Recordemos que un monomorfismo (resp. epimorfismo) « :
A — B (resp. B:C — D ) en A, es un F-mono (resp. F-epi) si A —*+ B —
Coker(a) (resp. Ker(8) — C N D) es un par F-exacto.

Lema 3.4.8 Sean A una categoria exacta en la cual los idempotentes se es-

cinden y F' cerrado. Consideremos Z Sy -4 0, yY x4 0y pares F-
exactos. Si F(02,01) = 0 entonces existen dos pares F-exactos Z — W — 0
yW —X — 0.

Demostracién. Por 3.1.21, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

Z:Z

ii li/i
’ ’

y —4>x %50,

b

91L0H927

donde los renglones y columnas son conflaciones. El parn: Z e x LN C

es F-exacto, por 3.2.30. También, el par 7’ : 01 Lci>92 es F-
exacto, pues es pushout de una sucesiéon F-exacta. Ademés, i’ se escinde pues
F(62,0,) = 0. Luego, existen B2 : 3 — C'y 1 : C — 0y tales que S1a1 = 1,
v agfs = 1p,. Por lo tanto, tenemos el siguiente par F-exacto que se escinde

B2 B1

£ ——=C —— 0.
Por 3.1.22, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

7 ——=W ——0;

\L \LﬁQ
i’ B

Z—=X—C

-l

01 =—=101,
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donde los renglones y columnas son conflaciones. Por 3.2.30 (b), tenemos que;
como el renglén de enmedio 7 es F-exacto, entonces £’ : 7 ——=W ——=0y ¥y

& W ——= X —— 0 son pares F-exactos. Por lo tanto, los pares F-exactos
buscados son £ y £”. O

Lema 3.4.9 Sean A una categoria exacta, en la cual los idempotentes se es-
cinden, F' cerrado y 0 € A tal que F(6,0) = 0. Consideremos una sucesion de
pares F-exactos de la siguiente forma
nj: Mj—1 ——=M; ——0 }7_,.
Entonces, para cada k € [1,n], existe un par F-exacto de la forma:
& 1 My —— M, —— gk .
Demostracién. Por induccién sobre k. Para k = 1, definimos & := ;.

Supongamos que tenemos &;_1. Por 3.1.21 y 3.2.30, tenemos el siguiente dia-
grama conmutativo y F-exacto

My =— M,

L

My 1 —— My, —0

L

gkt ——> Lj, —> 0.

Como F(0,0) = 0, el par F-exacto inferior del diagrama anterior se escinde; y
asi L ~ 0%. Por lo tanto, el par F-exacto de la segunda columna del diagrama
anterior es el buscado, esto es,

fkl M04>Mk4>Lk. U

Proposicién 3.4.10 Sean A una categoria exacta, en la cual los idempotentes
se escinden y F cerrado. Consideremos una familia © = {©(i)}t_, de objetos
en A; y un orden lineal < en [1,t] tal que F(O()),0(i)) = 0, Yj > 4. Si
M € Fp(©) y & es una F-filtracion de M en O, con Lpe(M) = n, entonces
existe una F-filtracion n de M en © y una familia = de pares F-exactos tales
que:

(a) m(i) = [M: O(i)e = [M: ©G),,  Vie L,

(b) n estd ordenada, i.e, n = {m; : M;_1 —— M; ——=O(k;) }, con
MO =0 Yy kn S kn—l S e S kl en ([Lt]ag)
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(c) E

={E: M| | ——= M/ ——0(\)") }_, donde {O(N\;)}L, es el
conjunto de los ©(j) distintos que aparecen en la F-filtracion &; y ademds,
Mi=0y g <Ag_1<--- <A1 en ([1,t],<),

Demostracion. Podemos asumir que M # 0, pues en este caso, el resultado
es trivial.

(a) y

(b) Sea & :=={& : M;_1 —— M; —— O(k;) }_, la F-filtracién dada,
de M en ©. Procederemos por induccién sobre n = lpe(M). Sin = 1,
tenemos que la F-filtraciéon 7 := £ satisface lo deseado. Sea n > 2. Dado
que &' :={—{&,} es una F-filtracién de M,,_1 en ©® y lp e/ (M,—1) =n—1,
se tiene por induccién que existe una F-filtracién de M,,_; en ©

W= {n: My —— M] —O(K) }},

satisfaciendo que k),_; < Kk _o < -+ <k} y [My_1 : O(@)]e = [My—1 :
O(i)]yy, Vi.Sik, < kJ,_,, tenemos que 7 := n'U{&, } satisface lo requerido.
Supongamos que k], _; < kn; y seal:=max{m € [I,n—1] | kl,_,, < kn}.
Observe que la F-filtracién ' U {&,} es casi la que buscamos, el tnico par
F-exacto que no tiene multiplicidad ordenada es precisamente el &,,. Esto
se arregla aplicando, I-veces, 3.4.8 a ' U {&,}.

Por (b), existe una F-filtracién ordenada de M en ©

n

77—{772- 14>M4>@( ) i=1>

con k, < kpq < -+ < kyen ([1,t],<) y My := 0. Para i € [1,n],
agrupamos los k; que son los mismos y los renombramos por ;.

Sean O(\1),..., @(/\d) los diferentes ©(j) que aparecen en la filtracién 7
con A\g < Ag—1 < -+ < Ay en ([1,¢], <). Definamos s(i) := m(\;) = [M :
O] y ali) == i, s(i) y a(0) = 0

Dividamos la filtracién n en las siguientes partes

a(l)—1

{ni: My —— M; ——=0(N) }a(l—l)’

con | € [1,d]. Por 3.4.9, para cada [ € [1,d], tenemos el siguiente par

F-exacto
Z Mago M, O(N\)*D.

Definiendo M’ := M, ;) para i € [1,d], tenemos la filtracién Z = {Z;}¢_,,
la cual satisface las propiedades requeridas. [

Definicién 3.4.11 Sea © = {©(i)}_, una familia de objetos en una categom’a

exacta A. Los objetos ©-proyectivos en A es la clase P(O) :=
Dualmente, los objetos ©-inyectivos en A es la clase Z(0©) := (F(0))r+.

rH(F(9)).

Notemos que por 3.4.6 y su dual, tenemos que P(0) =F+ 0 y Z(0) = OF+,
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3.5. Sistemas estratificantes en categorias exac-
tas

Definicién 3.5.1 Un F-sistema estratificante (F'-ss) de talla t, en una R-
categoria exacta A, consiste de: un subfuntor aditivo cerrado F' de Extg(—,—)
y un par (0, <), donde © := {O(i)},_; es una familia de objetos no nulos en A
y < es un orden lineal en [1,t], satisfaciendo las siguientes condiciones.

(a) O(i) es inescindible, Yi € [1,1].
(b) Hom4(O(4),0(:)) =0 si j > i.
(¢c) F(6(4),0(i) =0 si j > i.

Definicién 3.5.2 Un F-sistema estratificante Ext-proyectivo (F-epss) de
talla t, en una R-categoria exacta A, consiste de: un subfuntor aditivo cerrado
F de Extg(—, —) y de un triple (0,Q, <), donde Q := {Q(i)}._; es una familia
de objetos inescindibles en A, © := {O(i)}t_, es una familia de objetos no nulos
en A y < es un orden lineal en [1,1], satisfaciendo las siguientes condiciones.

(a) Hom4(©(j),0(i)) =0 si j > 1.
(b) Para cada i € [1,t], existe un par F-ezacto,

K(i) o

Q(i)
tal que K(i) € Zr({0(j) | j > i}).
(¢) Q:=@;_, Qi) € "0 =P(O).

Observacién 3.5.3 De la definicion de F-epss de talla t, se ve que Q(t) ~
o(t).

e(i),

Observacién 3.5.4 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t en una R-categoria ex-
acta A. Entonces F(Q,.7r(0)) = 0.

Demostracién. Se sigue de 3.4.5 (a) pues F/(Q,0) =0. O

Definicién 3.5.5 Un F-sistema estratificante Ext-inyectivo (F-epss) de
talla t, en una R-categoria exacta A, consiste de: un subfuntor aditivo cerrado
F de Extg(—,—) y de un triple (0,Y,<), donde Y := {Y (i)},_, es una familia
de objetos inescindibles en A, © := {O(i)}._; es una familia de objetos no nulos
en A y < es un orden lineal en [1,1], satisfaciendo las siguientes condiciones.

(a) Hom4(©(j),0(i)) =0 si j > 1.
(b) Para cada i € [1,t], existe un par F-ezacto,

o(i) Bi

Y (i) Z(i),

tal que Z(i) € Fr({0() | j < i}).
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() Y :=@._,Y(i)c L =7(0).

Observacién 3.5.6 Un triple (©,Y, <) es un sistema estratificante ext-inyectivo
de talla t en una categoria exacta A si y sdlo si (©°P,Y P, <P) es un sistema
ext-proyectivo en A°P. Por lo tanto, cada resultado de sistemas ext-proyectivos
puede ser transferido a un sistema ext-inyectivo. Entonces, sdlo trabajaremos
con sistemas ext-proyectivos.

Lema 3.5.7 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t en una R categoria exacta de
artin A. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Hom A(K(7), 0(0)) = 0 i ] > i.
(b) Para j > i, se tiene que
Hom 4(55, ©(2)) : Hom4(6(7), ( )) — Hom4(Q(5), ©(i))
es un isomorfismo y F(0©(j),0(1)) =
)

(¢) Los funtores Hom4(Q, —) : Fr(©) — mod(End 4(Q)°P) y Hom 4(Q(i), —) :
Fr(0) — mod(End 4(Q())°P) son exactos.

(d) Para cada M € Fp(0O) y cada i € [1,t], la multiplicidad [M : O(i)] no
depende de la F-filtracion de M en ©.

Demostracion.

(a) Se sigue de 3.4.5(b) pues K(j) € Zr({©O(m) | m > j}) con j > iy
Hom 4(©(m), 0(i)) = 0 para m > i.

(b) Sea j > i. Aplicando Hom 4(—, ©(i)) al par F-exacto

Bj

K() Q) 0,
obtenemos por 3.2.16 (a), la siguiente sucesién exacta
0 — Hom4(©(j), ©(i)) — Hom4(Q(j), O(i)) — Homa(K(j), ©(i))
— F(8()),0(i)) — F(Q()),0(i)) —
)

Como Hom4 (K (5),©(:)) = 0y F(Q(4),©(:)) = 0, obtenemos que
F(©(7),8(i)) = 0y que

Hom 4 (85, ©(i)) : Homa(©(j), ©(i)) — Hom4(Q(j), ©(7))
es un isomorfismo.

(¢) Sea L — M — N un par F-exacto con L, M, N € #p(0). Por 3.2.16,
tenemos la sucesién exacta

0 — Homy(Q, L) — Homy4(Q, M) — Homu(Q,N) — F(Q, L).

Por 3.5.4, tenemos que F(Q, L) = 0. Por lo tanto Hom4(Q, —) : Zr(0) —
mod(End 4(Q)°P) es exacto. Andlogamente, se prueba que Hom 4(Q(7), —)
es exacto.
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(d) Sea 0 # M € Fp(©) y dj; := Lr(Hom4(Q(4),0(7))). Por (b), tenemos
que Hom4(0(4),©(i)) =~ Hom(Q(5), O(%)) si j > 4. Claramente, se tiene
que di; # 0 pues Hom4(0(i),0(i)) # 0. Pero Hom4(0(5),0(7)) = 0 si
j > 1 (ver 3.5.2), de donde tenemos que d;; = 0 si j > i. Por lo tanto, la
matriz D := [d;;] es triangular superior y det(D) = II7_,d;; # 0.

Como M € Zp(0), existe una F-filtracién & de M

{&k + My—1 — My — O(ig) by
con My =0y M, = M. Aplicando Hom 4(Q(j), —) al par F-exacto
Em: My —— M —0(in)
tenemos por (c), la sucesién exacta
0 — Hom4(Q(5), Mim—1) — Homu(Q(j), M) — Homa(Q(j), O(im)) — 0.

Por lo tanto, (r(Hom4(Q(), M) = £r(Homa(Q(j), My-1)) + di,.
Del par F-exacto &,-1 @ Mpy—2 — M1 — O(iy,—1), tenemos
que {r(Hom4(Q(j), Mm—1)) = {r(HomA(Q(j), Mm—2)) + dj;,, ,. Por lo
tanto, ER(HOHIA(Q(]), M)) = ER(HOHIA(Q(]), Mm—2)) + dj,im + dj7i7n71'
Siguiendo asi, tenemos que ¢; := {r(Hom(Q(j), M)) = 2221 me (k)dj,
donde me¢ (k) es la multiplicidad de ©(k) en M relativo a la F-filtracién
€. Sean X := (mg(1),me(2),...,me(t))' y C := (c1,¢2,...,¢)" renglones
columna. Entonces, las igualdades anteriores, se pueden escribir como una
ecuacién matricial D-X = C. Como det(D) # 0, existe una unica solucién

al sistema anterior y por lo tanto me(k) s6lo depende de los ¢; y d;; y no
de la filtracién &. O

Notacién 3.5.8 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t en una R categoria evacta
de artin A. Para M € Zr(0), denotaremos por [M : ©(i)] a la multiplicidad
de ©(i) en M para alguna F-filtracidn £ (por 3.5.7 (d), no depende de la F-

filtracion tomada).

Corolario 3.5.9 Sea (0,0, <) un F-epss de talla t en una R-categoria exacta

de artin A. Entonces [Q(i) : ©(1)] =1, Vi € [1,t] y Q(i) 2 Q(J) para i # j.

Demostracién. Veamos que [Q(i) : O(i)] = 1, Vi. En efecto, por 3.5.2 (b),
tenemos el par F-exacto

K(i) Q(4) o(i)

con K(i) € Zr({O(k) | k > i}). Luego, por 3.5.7 (d), del par F-exacto anterior
se concluye que [Q(7) : ©(7)] = 1.

Ahora bien, sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ < j. Por lo tanto, del
par F-exacto dado en 3.5.2 (b) para Q(j); y de nuevo por 3.5.7 (d), se tiene que
Q) : ©(i)] = 0 pues Q(j) € Fr({O(k) | k > j}) y j > i. En particular, ©(¢)
es factor de composicién de Q(i) pero no de Q(j); probdandose que Q(i) Z Q(j)
parai # j. O
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Corolario 3.5.10 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t en una R-categoria exacta

de artin A. Entonces, para cada i € [1,t], el par F-ezacto K (i) —% Q(i) N
O(i) de 3.5.2, satisface que B; # 0.

Demostracién. De 3.5.7 (b), tenemos que Hom 4(/3;, ©(7)) es un isomorfismo.
Por lo tanto, como ©(i) # 0, se sigue que lg(;y # 0 y asi obtenemos que

Bi = HomA(Bi, @(Z'))(lg(i)) 7& 0. O

Lema 3.5.11 Sea A una R-categoria de artin. Entonces cada morfismo [ :
Q— M en A, con 8#0 y Q inescindible, es minimal a derecha.

Demostracién. Sea f: Q — Q tal que Sf = . Luego § = Sf", Vn € N*.
Dado que 8 # 0, tenemos que f* # 0 Vn € NT. Como @ es inescindible y A es
Krull-Schmidt, entonces End 4(Q) es una R-dlgebra de artin local (ver 3.3.11).
Luego, rad(End 4(Q)) es nilpotente y coincide con los elementos no invertibles
de End 4(Q). Como f™ # 0 Vn € Nt entonces f ¢ rad(End 4(Q)). Por lo tanto,
f es invertible. [J

Proposicién 3.5.12 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t en una R-categoria
exacta de artin A. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada i € [1,t], B; : Q(i) — ©O(i) es una P(O)-cubierta de ©(1).

(b) Sea (©,Q',<) otro F-epss de talla t en A. Entonces, para cada i € [1,1],
existe un isomorfismo p; : Q(i) — Q'(i) que hace conmutar el siguiente
diagrama

Demostracion.

(a) Por 3.5.10 y 3.5.11, tenemos que (3; es minimal a derecha. Veamos que £3;
es una P(O)-precubierta. En efecto, sea f : X — O(i) con X € F1O.

Consideremos el par F-exacto n; : K(i) — Q(7) LN O(i) de 3.5.2 (b),
aplicando Hom 4 (X, —) a 7, tenemos la sucesién exacta

Hom (X, Q(1)) 22 Hom 4(X, 6(1)) —> F(X, K(7)).

Como X € L0 y K (i) € #(©), por 3.4.6, tenemos que F (X, K (i)) = 0.
Por lo tanto, §; es una P(©)-cubierta de ©(7).

(b) Es consecuencia inmediata de (a). O
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Lema 3.5.13 Sean A una categoria exacta, en la cual los idempotentes se es-
cinden y F cerrado. Consideremos un diagrama conmutativo en A de la sigui-
ente forma

Al A//

’ 1"
[e% [e3%
’

B/*)B*g>B//

S I

o s —ls o

donde los renglones y columnas son F-exactas. Entonces, el diagrama anterior,
se puede completar al siguiente diagrama conmutativo en A

! !

A/HAHA//

'

B/L>BHB//

N

C/L>O4h,>0//

con renglones y columnas F-exactas.

Demostracion. Por 3.2.6, los dos cuadrados del primer diagrama anterior nos
dén el siguiente diagrama conmutativo en A

B ——>B——=pB"

L

¢ —~E—">p"

|

o -0

donde los renglones son conflaciones y 8 = CA. Por 3.1.21 y 3.2.30, tenemos el
siguiente diagrama F-exacto

A/ Al

o \L ga'
’

B —2=B—2=p"

e

¢ —>E—">p"
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Por lo tanto A es un F-epi. Por otro lado, del siguiente diagrama F-exacto de
pullback

® Aa—"sE—>C
LI
A// B// ﬁ”; C//

concluimos que ¢ es un F-epi. Por lo tanto f = (A es un F-epi pues F es
cerrado (ver 3.2.29 (c)). Entonces, tenemos el siguiente diagrama F-exacto

A A A"

QIJ/ Q\L J/a,,
’
g g

B/HBHB/I
Tk
cr - o

Del diagrama (x) de arriba, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A,
con renglones F-exactos

4A—2-p- " .0

J/A
¥ ¢

Al ——F C

b

A/l > B// > C//

Como a = Ker() = Ker(CA) y v = Ker((), entonces por [55, 13.2], tenemos
que existe un tnico f' : A — A” tal que el cuadrado superior izquierdo del
diagrama anterior es un pullback. Consideremos el siguiente diagrama de pull-
back

USRI

Lk

A p 25> E
Por 3.1.8 (b) y como los pares F-exactos son cerrados por pullbacks, tenemos que

A Lad ares F-exacta, pues A’ g—a/> B 25 E es F-exacta. Finalmente,
af =g y ' f = (my)f =xw(vf) = 7(Aa) = (tA)a = ¢'a; probanddse el
lema. O

Sea (0,Q,<) un F-epss de talla ¢t en una R-categoria exacta de artin A.
Extendemos naturalmente el orden < de [1,#], al conjunto (1,¢) := [1,#]JU{=+o0},
de forma tal que —oo < i < +00, Vi € [1,t]. Ahora bien, para cada M € .Fp(0),
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el soporte de M en [1,t] es el conjunto Sop (M) := {i € [1,t] | [M : 9( )] # 0}.
Luego, usando el soporte, se introducen las funciones max, min : Z#p(0) —
(1,t), como sigue: min (0) := +oo, max (0) := —oo; y para 0 # M € Fp(0),

min (M) := min (Sop (M), <) y max (M) := max (Sop (M), <).

Teorema 3.5.14 Sean (0, Q, <) un F-epss de tallat, en una R-categoria exac-
ta de artin A, M € Fp(©) con i :=min(M). Entonces, existe un par F-ezacto
en A

N — Qo(M) == M,
tal que:
(a) N € Fr(©) y Qo(M) € add(B;,; Q(4)),
(b) min(M) < min(N) si M # 0,
(c) enr: Qo(M) — M es una P(O)-precubierta de M.

Demostracion. Si M = 0 el par cero 0 — 0 —> 0 es el deseado. Por 3.5.7
(b) y 3.4.10 (c), existe un par F-exacto N — M N O()™ con N € #(0) y
min(M) < min(N), donde m; = [M : O(3)].

Si ¢ = min(M) = t, tenemos que N = 0; de donde por 3.1.10, tenemos que ¥ es
un isomorfismo. Por lo tanto, concluimos que el par F-exacto buscado es

n:0——>= 0" ——> )™
pues Q(t) ~ O(t) (ver 3.5.3) y n € F(O(t)™,0).
Sea ¢ = min(M) < t. Si N =0, M ~ O(4)™ y entonces, por 3.2.15 y 3.5.2 (b),
tenemos el siguiente par F-exacto

K(@i)™ —— Q)™ ——=0()™.

Como la suma directa de precubiertas es una precubierta; por 3.4.3 y 3.5.12
(a), tenemos que el par F-exacto anterior satisface las condiciones requeridas.
Supongamos que N # 0. Como min(M) < min(V), por hipdtesis de induccién,
existe un par F-exacto

N — Qo (N) N N
tal que k := min(N) < min(N') =: i, Qo(N) € add(D;>, Q) ¥y en :
Qo(N) — N es una P(O)-precubierta de N. Consideremos el siguiente di-
agrama conmutativo en A

©)
E
M
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donde el cuadrado X es un pullback. El diagrama anterior es F-exacto, pues
el segundo renglén y la segunda columna son F-exactos. Como N € Fr(0),
entonces F'(Q(i), N) = 0; de donde el primer par F-exacto, del diagrama anterior
se escinde. Luego, existe iz : Qi)™ — E tal que §]"" = ¥fis. Sea o := bia; y
consideremos € := (pen, @) : Qo(N) P Q(i)™ — M. Por lo tanto, tenemos el
siguiente diagrama F-exacto

Qo(N) —L> Qo(M) —= Qi)™
I

ie}v le II iﬁgni
P )

Q
N M O(i)™

donde Qo(M) := Qo(N) P Q(1)™, j1 = ( (1) ) yma= (0 1).Loscuadrados

I y II, del diagrama anterior, conmutan por la propiedad universal de e. Por
3.5.13, podemos completar a un diagrama F-exacto

T
Qo(N) —> Qo (M) > Q(i)™
lEN \Le i[};ﬂl
N—2 = — 2 0™,

Veamos que
(: P—=Q(M)—M

es el par F-exacto buscado. En efecto, Qo(M) € add(€D;, Q(j)) pues Qo(N) €
add(@,, Q(j)) con i = min(M) < min(N) = k y Qi)™ € Fr(OG) | j > i),
Considerando el par F-exacto del primer renglén del diagrama anterior, te-
nemos que P € Zr(O(j) | j > i) pues Fr(0) es cerrada por F-extensiones y
K(i)™ e Zr©() |7 >1) y N € Fp(O@) | j > i) coni < k < 4. Por lo
tanto ¢ = min(M) < min(P).

Veamos finalmente que € es una P(©)-precubierta de M. Sea X € #+O, apli-
cando el funtor Hom 4 (X, —) a ¢, tenemos la sucesién exacta

Hom 4 (X, Qo(M)) — Hom (X, M) — F(X, P) .

Por 3.4.6, tenemos que F-© = rL(Zx(0)). Por lo tanto F(X,P) = 0 pues
P € ZFr(0). Luego, € es un P(O)-precubierta de M. O

Corolario 3.5.15 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t, en una R-categoria ex-
acta de artin A y Q := @'_, Q(i). Entonces, para M € Fr(©), tenemos que
resdimaqq(q)(M) < t. Es decir, existen pares F-evactos {K;i 1 — Q; —
K;,0<j<t—1} tal que K; € Zr(0), Vj, Ko =M y Q, € add(Q) Vj.
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Demostracion. Se sigue de 3.5.14. [

Corolario 3.5.16 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t, en una R-categoria ex-
acta de artin A. Entonces

add(Q) = Fp(©) N P(O)

Demostracién. Es claro que add(Q) € Zr(0) NP(O). Sea M € Fr(O)N
P(©). Por 3.5.14, existe un par F-exacto en A

n:N — Qo(M) 2% M

donde Qo(M) € add(Q) y N € Fr(0). Luego, el par exacto anterior se escinde
y entonces M € add(Q); probéndose el resultado. O

3.6. Existencia de F-epss asociada a un F-ess

Definicién 3.6.1 Sea A una R-categoria exacta de artin. Decimos que A es
Ex¢-finita st Extg (C, A) es un R-mddulo finitamente generado para todo A, C €
A. Esto es, tenemos el siguiente funtor Exte(—,—) : A? x A — mod(R). En
este caso, un subfuntor aditivo F' de Extg(—, —) es un R-subfuntor si F(C, A)
es un R-submddulo de Exte(C, A), VA, C € A.

Ejemplo 3.6.2 Sea A una R-dlgebra de artin. Es bien conocido que mod(A)
es una R-categoria exacta de artin que es Extp-finita y que cualquier subfuntor
aditivo de Extpa(—,—) es un R-subfunctor (ver apéndice).

Lema 3.6.3 Sean A una R-categoria exacta de artin Exte-finita y F un R-
subfuntor cerrado de Extg(—,—) : AP x A — Ab. Entonces F(C,A) es un
R-mddulo finitamente generado para A,C € A.

Demostracién. Como R es artiniano tenemos que R es noetherino, luego todo
R-submddulo de un R-moédulo finitamente generado es finitamente generado,
probandose el resultado. [

Lema 3.6.4 Sean A una R-categoria exacta de artin Ext-finita, F' un R-subfun-
tor cerrado de Extg(—,—) y A,C € Obj(A) tales que F(C,A) # 0. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Existe un par F-exacto en A que no se escinde

NC,A : A”L>E*g>c7

y tal que § : Homy (A", A) — F(C,A) es suprayectiva, donde n :=
(r(F(C,A)).

(b) Si F(A, A) =0 entonces F(E,A) =0.
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Demostracion.

(a)

Por 3.6.3, sabemos que F(C,A) es R-finitamente generado. Sea {n;}7
una familia de R-generadores en F(C,A). Consideremos los pares F-
exactos correspondientes

7 : Ai>Bii>C para i =1,...,n.

Luego, por 3.2.13, £ : A" ——= @*B; ——= C™ es un par F-exacto,
donde & = @}_;n;. Sea A : C' — C™ el morfismo diagonal. Tomando
pullback, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

n: A" ! E ! C

ol

A" —— &L Bi — (7,

donde los renglones son F-exactos Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en A

an—t g9

o

A" —— @ Bi ——=(C"

’ "
lﬂi \Lﬂi lﬂ'i

A B; C

donde m;, . y m} son las proyecciones canénicas correspondientes a las
sumas directas. Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
y F-exacto

f g

A" ——F ——(C
T
A—— B, ——C.

Es decir, tenemos que 7; = Extg(C,m;)(§) = 0(m;). Por lo tanto § :
Hom 4 (A", A) — F(C, A) es suprayectiva.

Aplicando Hom4(—, A), al par F-exacto n¢c 4 del inciso (a), tenemos la
sucesion exacta

Hom (A", A) 2= F(C, A) —= F(E, A) — F(A", A) .

Como F(A™, A) =0y ¢ es suprayectivo, tenemos que F(E,A) =0. O
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Lema 3.6.5 Sean A una R-categoria exacta de artin, F' un R-subfuntor aditivo

cerrado de Exte(—,—) yn: A——>B s un par F-exacto que no se
escinde tal que Homy(A,C) = 0 y C es inescindible. Entonces, existe un par
F-exacto A’ —— B’ —— (C que no sec escinde tal que B’ es inescindible, A’
es un sumando directo de A y B’ es un sumando directo de B.

Demostracién. Sea a(B) el nimero de sumandos directos inescindibles que
aparecen en una descomposicion de B en suma directa de inescindibles. La
prueba se hard por induccién sobre a(B). Si «(B) = 1, no hay nada que probar.
Sea «(B) > 1. Consideremos una descomposicién B = By @ By con Bj ines-
cindible. Luego 7, se puede ver como sigue:

(=) (0.

n: A———> B @By, ————(C .
Aplicando Hom 4(—, C) a 7, tenemos la siguiente sucesién exacta

0 —— Hom4(C,C) 199 Hom 4(B,C) —— Homu(A4,C) .

Luego, como Hom4(A,C) = 0, tenemos que Homy4(g,C') es un isomorfismo.
Consideremos (¢1,0) : B — C y (0,92) : B — C. Por lo tanto, existen

fi [ C — C tales que f(g1,92) = (91,0) ¥ f'(91,92) = (0, g2). En particular,
se tienen las siguientes igualdades

fa = o, (3.2)
fg2 = 0, (3.3)
flav = 0, (3.4)
g2 = g (3.5)

Ahora bien, Homa(g, C)(f + f') = (f + f')(91,92) = f(91.92) + f'(91,92) =
(91,0) + (0,92) = (91, 92), y como Hom 4(g,C)(1¢) = (g1, 92), concluimos que

f+f=1c.

Veamos que f y f’ son idempotentes. Para esto, veamos primero que ff' =
f'f = 0. En efecto, consideremos ff’ : C — C. Entonces Hom (g, C)(ff') =
ff'(91,92) = f(0,92) = (0, fg2) = (0,0), donde la tdltima igualdad es por (3.3);
y como Homy(g,C) es un isomorfismo, se tiene que ff’ = 0. Andlogamente,
considerando f'f : C — C tenemos que Hom(g,C)(f'f) = f'f(g1,92) =
f'(g1,0) = (f'g1,0) = (0,0), por lo tanto f'f = 0.

Dado que f+f' = 1¢, se tiene que f2+ff' = f,de donde f? = f. Andlogamente,
se prueba que f2 = f’. Como A es Krull-Schmidt y C es inescindible, tenemos
que f =06 f' = 0. Por lo tanto, de las igualdades (3.2) y (3.5), tenemos que
g1 = 06 go = 0.
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. 1 . 0
Sean]1: ( 0 ) ZB1—>B1@BQ,j2: ( 1 ) ZBQ—)Bl@BQ,ﬂ'lz(L 0)

By ® By — By y mp = (0, 1) : By & By — By las inclusiones y proyecciones
correspondientes.

Supongamos que g1 = 0. Como (0, g2) = goma ¥ (0,g2) es un F-epimorfismo,
entonces go es un F-epimorfismo. Luego, existe un par F-exacto £ : K £>
By -5 C. Por otro lado, como gomas = 0, (0,92)j1 = 0, (0,92)j2f2 = 0y
J2(0,92) = go, existen py : A — K, i1 : By — Ay iy : K — A tales que el
siguiente diagrama es conmutativo y F-exacto

By (3.6)
o
J1
s (0,92)
A—— B; ® By C
D2 2
K f2 By g2 C
2 J2
(0,92)

S1

Sean G = (
D2

):AHBl@KyH(il, i2) : B1 & K — A. Veamos que

7 es isomorfa a By @ K 2z, B ¢ B> (%) C, donde ¥ := < (1) JE) ) Por el
2

diagrama anterior, se puede construir el siguiente diagrama comnmutativo

s 0,
A—>B1@Bz(ﬂ>0

|
(0792)

BaoK—YsB @B 2 s

d
(0792)

A—>>B,® By, ——C.

Como s = Ker((0, g2)), tenemos que 14 : A — A es el inico morfismo tal que
s = sl 4, por lo tanto tenemos que HG = 14. Por otro lado, considerando el
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siguiente diagrama conmutativo

K —= By —2 >
S
A—>B & 32(0792) C
S
K—l B2 ¢

y dado que mojo = 1p, vy 1x : K — K es el inico morfismo tal que fo = folg,
tenemos que pois = 1g. Por otro lado, como fopoiy = mesip = moj; = 0y fo
es un monomorfismo, entonces poi; = 0. Por lo tanto, de las igualdades ante-
riores; y de las que se obtienen del diagrama conmutativo (1.6), tenemos que

GH = 1p,¢Kk. Por lo tanto n es isomorfa a By & K 2z, B1 6 By (%) C. Luego

el par F-exacto £ : K £> By -5 € cumple que K es sumando directo de
A, Homy(K,C) = 0y a(B2) < a(B). Por hipdtesis de induccién se tiene el
resultado.

Supongamos g2 = 0. Como (g1,0) = g1m1 y (g1,0) es un F-epimorfismo, en-

tonces g1 es un F-epimorfismo. Luego, existe par F-exacto &' : M LN B 25 C.
Anélogo al caso anterior, se prueba que £ es sumando directo de 7. Por lo tanto,
en este caso el par F-exacto buscado es & [

Teorema 3.6.6 Sean A una R-categoria exacta de artin, F' un R-subfuntor de
Exte(—,—), (0,<) un F-ss (ver 3.5.1) de talla t en A con < el orden natural
en [1,t], t > 1 y 1 <i<t. Entonces, para cada k con 1 < k <t —1, existe un
par F-exacto

§: Vi ——=Uy —=06(i),
que satisface las siguientes condiciones:
(a) Uy es inescindible,
(b) Vi € Zr({0() | i <j <i+k}),
(¢) F(Ur,©(j)) =0parai<j<i+k.

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre k.
Sea k=1.8i F(0(i),0(i + 1)) = 0, el par F-exacto buscado es

Supongamos que F(0(i),0(i + 1)) # 0. Por 3.6.4(a), existe un par F-exacto

& O@G+1)"——F——=0(i)
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que no se escinde. Ademds, por 3.6.4(b), tenemos que F(E,0(i + 1)) = 0.
Aplicando Hom 4(—, ©(%)) a &, tenemos la sucesién exacta

F(6(i),0(i)) —= F(B,6(i)) —= F(0(i + 1)", 0(3)).

Dado que F(0(i),0(i)) = F(©(i + 1), ©(i)) = 0, concluimos de la sucesién
anterior que F(E,0(i)) = 0. Ademds, como Hom4(©(i + 1)",0(i)) = 0, por
3.6.5, concluimos que existe un par F-exacto

& 03Gi+1)" ——=U —0(3)

con m < n 'y U; un sumando directo inescindible de E. Por lo tanto & := &'
satisface las condiciones requeridas. Supongamos ahora que existe un par F-
exacto

&k VkHUkH@(i)

con las propiedades requeridas. Construiremos &1, apartir de &, como sigue:
Si F(Ug,O(i + k+ 1)) =0, el par F-exacto &x41 := & tiene las caracteristicas
deseadas.
Supongamos que F'(Uy, ©(i + k + 1)) # 0. Entonces, por 3.6.4(a), existe un par
F-exacto

n: O>G+k+1)0°——U—>"Uy,

que no se escinde; y por 3.6.4(b), tenemos que F(U,0(i+k+1)) = 0. Aplicando
Homy(—,©(j)) an, con i < j <i+ k, tenemos la siguiente sucesién exacta

F(Uk,0())) —= F(U,0(j)) —= F(O(i + k +1)%,0(j)).

Por hipdétesis de induccién, tenemos que F(Uy,O(j)) = 0 y también F(O(i +
k+1),0(j)) = 0 por definicién de sistema estratificante pues i + k + 1 > j.
Por lo tanto F'(U,0(j)) = 0 para ¢ < j < i+ k. De esto; y por la igualdad del
parrafo anterior, tenemos que F(U,©(j)) = 0 parai < j <i+k+1. Por 3.4.5(b),
tenemos que Hom A (O(i+k+1)%,Uy) = 0 pues Uy, € Zr({O@) | i <j <i+k})
y Homa(O(i+k+1),0(j)) =0sii+k+ 1> j. Por lo tanto, por 3.6.5, existe
un par F-exacto

n':  O@+k+1)7 Uk+1 Uk

con d < ay U1 sumando directo inescindible de U. Luego, por 3.1.22, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo en A

O +k+1)—=Vig1 ——V

l#k%—l i#k

Z—|—k—|—1 ——Upy1 —— U,

L

O(i) e(i),
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donde los renglones y columnas son conflaciones. Por 3.2.30, tenemos que todo el
diagrama anterior es F-exacto. Como Vi, € Zr({0(j) | i < j < i+ k}) se tiene,
por 3.4.3, que Vi1 € Zr({O(j) | i < j <i+k+1}). Ademés F(Ugy1,0(5)) =0
para i < j < i+ k+ 1 pues Ug41 es sumando directo inescindible de U. Por
lo tanto, el par F-exacto buscado es el de la primera columna del diagrama

B Uk e@) . O

anterior, es decir, g1 @ Vi1

Corolario 3.6.7 Sean F un R-subfuntor de Exte(—, —) y (0, <) un F-sisterma
estratificante de talla t en una R-categoria exacta de artin A. Entonces, existe
una Unica familia salvo isomorfismos Q = {Q(i)}i_, tal que (©,Q,<) es un
F-epss de talla t en A. B B

Demostracién. Supondremos por simplicidad, que < es el orden natural en
[1,t]. Para i < t, definimos n; := &_; donde &_; son los pares F-exactos de
3.6.6

ftﬂ' : Viei Ui @(l)

Definiendo K (i) := Vi—; y Qi) := U;—;, tenemos que K(i) € ZFr({0O(5) |
j>1i})y F(Q(),0(j)) = 0 para j > i. Del par F-exacto &_;, tenemos que
Qi) € Fr({©() | j > i}). Entonces, por 3.4.5 (a) y 3.5.1 (c¢), tenemos que
F(Q(7),0(r)) = 0 para r < i. PorlotantoQ()e rl@,

Para ¢ = t, tomamos el par F-exacto 0 o(t) !

O(t), y definimos
Q(t) := O(t) y K(t) := 0, entonces éste par F-exacto cumple las condiciones
requeridas. [

3.7. El algebra asociada a un F-epss

Sea A una R-dlgebra de artin. Para M, N € mod(A), Tras(N) es la traza de
M en N, esto es, Try;(N) es el A-submddulo de N generado por las imdgenes
de todos los morfismos de M a N. Recordemos la definicién de los A-mdédulos
estandar. Sea n el rango del grupo de Grothendieck K¢(A). Fijemos un orden
lineal en [1,n], un conjunto de representantes AP = {yP (%) | i € [1,n]} que
contiene a cada isoclase de A-mdédulos inescindibles proyectivos y un conjunto
de representantes AS = {S(i) = top(P(i)) | ¢ € [1,n]} de A-mbdulos sim-
ples. Definamos P>% := @®;-; A P(j), el conjunto de A-médulos estandar es
AA = {AA®%) | i € [1,n]}, donde AA(7) :=4p P(i)/Trp>i(P(%)). Entonces, yA(%)
es el cociente mas grande de 5 P(i) con factores de composicién los S(j) con
Jj < i. Sea Z(pA) la subcategorfa de mod(A) que consiste de los A-médu-
los que tienen una aA-filtracién, esto es, una filtracién 0 = My C M; C
-+Ms = M con factores M;;1/M; isomorfo a un mddulo en zA. El algebra
es estandarmente estratificada con respecto al orden lineal < en [1,n] si
proj(A) C .Z (aA) (ver 3.3.8).
Recordemos la definicién de sistema estratificante clasico.
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Definicién 3.7.1 [47, 1.6] Un sistema estratificante (0,<) de talla t, en
mod(A) consiste de una familia © = {©() : i € [1,t]} de A-mddulos ines-
cindibles, y un orden lineal < en [1,t], satisfaciendo las siguientes condiciones.

(a) Homy(O(j), 0(i)) = 0 si j > i,
(b) Ext}(0(5),0(i) =0 sij >i.

Observacién 3.7.2 Se puede ver que (A A, <) es un sistema estratificante cldsico
en mod(A).

Recordemos la definicién de sistema estratificante Ext-proyectivo.

Definicién 3.7.3 [48, 2.1] Sea © = {O(i)}._, una familia de A-mddulos no
nulos y Q = {Q(i)}!_, una familia de A-modulos inescindibles, y < un orden li-
neal en [1,t]. El triple (O, Q, <) es un sistema estratificante Ext-proyectivo
de talla t, en mod(A) si satisface las siguientes condiciones.
)

(a) Homp (©(45),0(i)) =0 si j > i.

(b) Para cada i € [1,t], existe una sucesidon exacta 0 — K(i) — Q(i) —
O(i) — 0 de A-mddulos tal que K(i) € F({O(j) : j > i}),

(¢) Exti(Q,—)|# @) =0, donde Q := @1 Q).

Observacién 3.7.4 (a) Recordemos que de la definicion de los A-mddulos es-
tandar, tenemos la siguiente sucecion exacta en mod(A)

0 — U(i) — AP(i) — AA(1) — 0,

donde U(i) := Trp>i(P(i)). Se puede ver que el triple (AA,Q,<) con Q =
{AP()}1_, es un sistema estratificante ext-proyectivo. - -
(b) Para M € F(pA), se prueba que para cada i € [1,n] la multiplicidad
de AA(i) en M, [M : AA(4)], no depende de la filtracién tomada; y entonces
L a(M) =30 [ [M 2 AA(i)] estd bien definida.

Proposicién 3.7.5 Sean (0,Q,<) un F-epss de talla t, en una R-categoria
evacta de artin A, A = Ends(Q) €g = Homu(Q,—) : A — mod(A) y
AP (i) == €g(Q(i)) para cada i € [1,t]. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) La familia aP := {aP(i) | i € [1,t]} es un conjunto de representantes de
A-mddulos proyectivos inescindibles. En particular A es bdsica y rkKy(A) =
t.

(b) €o(O(i)) ~ aA(i), Vi € [1,t], donde 4A es calculada usando sP y el
orden dado < en [1,t].

(¢) El par (A, <) es una dlgebra bdsica estandarmente estratificada.

(d) €q: Fr(©) — F(4A) es una equivalencia exacta de categorias
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Demostracién. Por 3.5.7(c), tenemos que el funtor €9 = Hom(Q,—) : A —
mod(A) es exacto.

(a) Se sigue de 3.5.9 y 3.3.12.

(b) y (c). Sea i € [1,t]. Por 3.5.2 (b) y 3.5.14, tenemos dos pares exactos

ni: K (1) = Qi) — ©(i),

nh K — Q25 K (i),

donde K(i),K' € Zr({©(5) | j > i}) vy Q' € add(®;>:Q(j)). Aplicando el
funtor €9 = Hom4(Q, —) a los pares exactos n; y 7;, tenemos la siguiente
sucesioén exacta en mod(A) (pues €¢ es exacto en Fp(O))

(SPYCT ) .
e €0(Q) 291 P(i) — eq(0(i) — 0,
donde y; := a;\;. Afirmamos que

Im(€q (i) = Trg, ., s p() (aP(i) = U(i).

En efecto, usando que €¢(Q’) € add(®;>,4P(j)), se sigue que Im(€q(v;)) C
Trg,...p@)(aP(i)). Para ver la otra inclusién, sea j > i y consideremos un
morfismo f :4 P(j) —a P(i). Por 3.5.2, 3.3.12 y 3.5.7 (c), tenemos que
Hom (4P(j), €q(0(1))) ~ Homa(€q(Q(})). €0(0(1))) ~ Homr(Q()), O(i)) =
0, donde la tltima igualdad se da por 3.5.7 (b). Entonces f se factoriza a traves
de €¢g(7i); probandose la afirmacién. Luego €9(0(7)) ~4 A(7).

Por otro lado, de la sucesion exacta

0—U(i) —aP(i) — €0(0(i)) — 0,

tenemos que 4P (i) € F(aA) pues U(i) € F(aA), €0(O(1)) ~a A(i) y F(aA)
es cerrada por extensiones; probandose que A es un algebra estandarmente es-
tratificada.

(d) Como €g = Homu(Q,—) : A — mod(A) es un funtor exacto, tenemos
que probar que Im(€¢g) C F(4A) y que la restriccién €q : Fr(0) — F(4A)
es fiel pleno y denso. Veamos que Im(€g) C F(4A). Sea 0 # M € Fp(O).
Probaremos, por induccién sobre {g (M), que €g(M) € F(aA).

Si {p(M) = 1 entonces M ~ O(i) para algin i. Luego, por (b), €o(M) ~
AA(1) € F(aA).

Sea {p(M) > 1. Como M € Zr(0), existe una O-filtracién

n={m: M-1—M—=060) }h,
tal que My := 0y M,, = M. Consideremos el par F-exacto 7, : My_1 —
M — O(jm), con My,—1 € F(O) y bp(My,—1) = £p(M) — 1. Aplicando €¢ a

Nm, tenemos por 3.5.7(c), la sucesién exacta

00— €@(Mp—1) — €@(M) —— €Q(O(jm)) —0.
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Por induccién €g(My,—1) € F(4A); y como €g(0(j)) € F(4A), tenemos que
€o(M) € F(4aA) pues F(4A) es cerrada por extensiones.
Ahora, veamos que el funtor €¢ es fiel y pleno. Por 3.5.15, para M € #(0),

tenemos una familia de pares F-exactos {n; : Kj;1 —=@Q; —= K; ,0 <
Jj <t—1} tal que: K; € Fp(0) Vj, Ko := M y Q; € add(Q) Vj. Aplicando
€o a 1m0 y M, tenemos las sucesiones exactas

00— €q(K1) —€4(Qo) — €o(M) —0,
00— €q(K32) —=€¢(Q1) — €q(K1) —0.

Por lo tanto, €¢(Q1) RN €0(Qo) —=€g(M) ——=0 es exacta. Luego,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 ——uM,N) ————— u(Qo, N) ————— 4(Q1,N)

0 — 4(€q(M),€q(N)) — 4(€q(Q0),€q(N)) — a(€q(Q1),€q(N)),

donde s y a3 son isomorfismos pues @Qp, @1 € add(Q) (ver 3.3.12). Por lo
tanto, del Lema del Cinco, ; es un isomorfismo; probandose que €¢ es fiel y
pleno.

Veamos ahora que €¢ es denso, por induccién sobre £, (M) (ver 3.7.4).

Sea 0 # M € Z(a4).

Sil,aA(M) =1, existe i tal que M ~ 2A(i) ~ €o(O(7)).

Sea £ ,A(M)=m>1. Como M € Z(4A), tenemos la siguiente filtracién:

0=MyCM i CMy.. Mpyp1 CM,, =M

con My ~ 4A(i) para algin i. Luego, podemos considerar la siguiente filtracién
de M/AA(Z)

0= M;/aA(i) C My/aA(i) C M3/AA(i) -+ C My—1/aA(i) € M/aA(5)

con My11/aA(i) /My ) AA(i) >~ Myy1 /My, ~ aA(ig) parak =1,2...m—1. Por
lo tanto M/AA(i) € F(4A). Luego, tenemos la siguiente sucesién exacta en
mod(A)
0—— AA(l) —= M —— M/, A(i) —=0,

donde ¢, A(M/aA(3)) = £,A(M) — 1. Luego, por induccién, tenemos que existe
0 # Z € Zp(0) tal que €g(Z) ~ M/4A(i). Por 3.5.14, existe un par F-
exacto 12— Qo(Z) 22— Z con Z' € .F(©), de donde se obtiene la
sucesién exacta en mod(A)

e Cole
0——€0(2") 2L e6(Qo(2)) Lk e(2) —=0 .




3. Categorias exactas 137

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
€q(Z") ———=¢q(Z")
H eQ(u)
B 0 AAG) e P 00 (Qo(Z)) =
A €q(ez)
00— 4A(9) M €o(Z) ~ M/aA(G) —0
0 0

La sucesién 7, del diagrama anterior, se escinde pues €g(Qo(Z)) es proyectivo.

Por lo tanto C' ~ 4A(i) @ €q(Qu(Z)) ~ €q(0(i) P Qo(2)), i1 = ( (1) ) y

p2 = (0,1). Luego, pu = ( ch'O(u) ) con ¢ : €g(Z') — €(O(i)). Como
€q |#.(e) es pleno, existe h : Z' — ©O(i) tal que €g(h) = ¢. Asi, p =

€q(h) \ _ h h\ o
< eou) ) €o| , |- Luego, como (0,1) ., ) = vV ues una inflacion,

. , h
por el axioma Fx3°? de categorias exactas, tenemos que ¥ := , | ¢S una

inflacién. Ahora, como F' es subfuntor de Exte(—,—), tenemos por 3.2.19 y
3.2.27 que, como u es un F-monomorfismo, entonces ¥ es un F-monomorfismo.
Luego, existe un par F-exacto £ 1 7/ ——» O(1) P Qo(Z) — X en A. Podemos
construir el siguiente diagrama conmutativo y F-exacto, donde « es inducido
por la propiedad de Coker(¥)

7! —%0(i) @D Qu(Z) —

X
li I J{a
z Z.

A — Qu(2)
Por lo que, de 3.1.15, se sigue que el cuadrado I es un pullback. Luego, podemos
completar al siguiente diagrama donde los renglones y la primera columna son
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F-exactos

@Ii) _ @Ii)
7' —%0(i) B Qu(2) H)j
A “ = Qo(2) ~ VA

con i := (0,1). Como F es cerrado, por 3.2.29, tenemos que €zi = ap es un
F-epimorfismo. Por 3.2.19 y 3.2.27, tenemos que « es un F-epimorfismo. Luego
como j = Ker(a), tenemos que la segunda columna del diagrama anterior es un
par F-exacto. Como Z, O(i) € #p(0), tenemos que X € Fp(0), pues Fp(O)
es cerrada por F-extensiones. Aplicando € a &, tenemos la siguiente sucesién
exacta en mod(A)

00— e0(2') 220 (0() @ Qu(2) — eo(X) — 0.

Pero € (¥) = p por lo que € (X) =~ Coker(p) = M. Por lo tanto €¢ es denso.
U

Proposicién 3.7.6 Sean (0, Q, <) un F'-sistema proyectivo de talla t, en una

R-categoria exacta A de artin; y Q = @2:1 Q(i). Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Fr(O) es cerrado por sumandos directos.
(b) ©(i) es inescindible para cada i € [1,¢].

(¢) Para cada objeto M € Fr(0©), existe un un par exacto Z — Qpr —> M
en Fp(0) tal que Qyr —> M es una add(Q)-cubierta de M y min(M) <
min(Z) st M # 0.

Demostracién. Sea A := Endr(Q)°P. Sabemos por 3.7.5 que €¢ : Fp(0) —
F(4A) es una equivalencia exacta de categorias, A es un algebra estandarmente
estratificada y €g(0(7)) ~4 A(3), Vi.

(a) Como .7 (4A) es cerrada por sumandos directos (ver [11]), entonces esta
propiedad se puede trasladar a €4 (©) usando la equivalencia €¢ y que mod(A)
vy A son categorias Krull-Schmidt.

(b) Como 4A; es inescindible y End 4(0©(i)) ~ Enda(4A(7)), se sigue que O(7)
es inescindible (pues A es Krull-Schmidt).

(c) Usando que .Z(4A) es una subcategoria resolvente de mod(A) (ver [11]),
3.5.14 y que €¢g : Fp(©) — F(4A) es una equivalencia, obtenemos (c). O

Corolario 3.7.7 Sea (0,Q, <) un F-epss de talla t, en una R-categoria eracta
de artin A. Entonces, el par (0,<) es un F-ss de talla t en A.
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Demostracién. Las condiciones (i) y (ii) de F-ss (ver 3.5.1) son satisfechos
por 3.5.7(b) y 3.5.2(b). Por 3.7.6 (b) tenemos que O(i) es inescindible. O

Corolario 3.7.8 Sean F un R-subfuntor de Extg(—,—) y (©,<) un sistema
estratificante de talla t, en una R-categoria exacta de artin A. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Fr(©) es cerrado por sumandos directos.

(b) Para cada objeto M € Fr(©), existe un par F-exacto Z — Qp —> M
en Fp(0O) tal que Qyr —> M es una add(Q)-cubierta de M y min(M) <
min(Z) si M # 0.

Demostracion. Se sigue de 3.6.7 y de 3.7.6. [J

3.8. Ejemplo de un F-sistema

En esta seccién vamos a construir un F-sistema estratificante que no es un
sistema estratificante en el sentido clasico. Para esto vamos a utilizar la teoria
de Auslander-Solberg desarrollada en el capitulo 1. Consideremos el siguiente
carcaj Q : 1 <——2<——3 vy su algebra de caminos A = kQ. Su carcaj de
Auslander-Reiten es

100 010 001
110 011
111.

Sea ©(1) := P(1) = 100, ©(2) := P(2) = 110, O(3) := P(3) = 111 y O(4) :=
010. En este caso, se ve que Homy (©(2),0(1)) = 0, Homx(0(3),0(1)) = 0,
Homa (©(3),0(2)) = 0. Sean 7 = {010, 001,011} y F = {100, 110, 111}. El par
(T, F) es un par de torsién en mod(A). Por lo tanto Homa (©(4), ©(7)) = 0 para
1 < 4. Ahora calculemos los grupos de extensiones. Como gldim(A) = 1, recorde-
mos que tenemos la siguiente férmula de Auslander-Reiten: Ext} (M, N) =~
DHomp (N, 7M) como K-espacios vectoriales, para todo M, N € mod(A).

Ext}(©(4),0(4)) ~ D(Homu (©(4),7(0(4)))) ~ D(Hom, (0(4),0(1)) = 0
Ext}(©(4),0(3)) ~ D(Homu (©(3),7(0(4)))) ~ D(Hom, (0(3),0(1)) = 0
Ext}\(®(4), ©(2)) ~ D(Homy (©(2),7(©(4)))) =~ D(Homx (0(2),0(1)) =0
Ext} (©(4),0(1)) ~ D(Homy (©(1),7(0(4)))) ~ D(Hom (0(1),0(1)) # 0

Y también Ext} (©(5),0(i)) = 0si j = 1,2,3, pues en este caso, ©(j) es proyec-
tivo. Por lo tanto, el conjunto {©(i)}4_, no forman un sistema estratificante.
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Veamos que si es un F-sistema estratificante para un sunfuntor F de Ext} (—, —).
Consideremos X = add(100 & 110 & 111 @ 010). Consideremos el subfuntor
F := Fy de 1.1.22. Como P(A) C X, por 1.1.26, tenemos que los F-proyectivos
cumplen que P(F) = X. Veamos que {O(i)}_; son un Fy-sistema estratifi-
cante. Para esto, basta verificar que F(0(4),0(1)) = 0, pero esto se sigue de
que ©(4) € P(F) = X. Por lo tanto, {O(i)}}_; es un Fy-sistema estratificante
que no es un sistema estratificante en el sentido clasico.




Capitulo 4

Sistemas Homolégicos en
categorias trianguladas

4.1. Preliminares

En esta seccién introduciremos la nocién de categoria triangulada. Un ejem-
plo de ellas, son las categorias derivadas, las cuales fueron inventadas por A.
Grothendieck y J. L. Verdier en la década de los anos 60. Hoy en dia, las cate-
gorias derivadas se han convertido en una herramienta importante en muchas
ramas de la matemadtica como: geometria algebraica, geometria algebraica no
conmutativa, teoria de representaciones, fisica-matematica, etc. En un intento
de axiomatizar las propiedades de la categoria derivada, Grothendieck-Verdier
introdujeron la nocién de categoria triangulada. Durante largo tiempo, las cate-
gorias trianguladas se situaron en un extremo del algebra homoldgica. Sin em-
bargo, esta vision cambié debido a los trabajos de D. Happel en los anos 80,
llegando a ser de gran importancia en la teoria de representaciones y en otras
areas como ya comentamos arriba.

Una categoria triangulada consiste de una categoria aditiva 7, una auto-
equivalencia ¥ : T — T llamada “funtor de traslacién” y una clase Ay de
“tridngulos distinguidos” los cuales satisfacen ciertos axiomas. Un tridngulo dis-
tinguido 7 € A7 es una triada de morfismos n: X - Y - Z - XX en T;
y los axiomas que se pide satisfagan dichos tridngulos distinguidos son con la
finalidad de que modelen (permitan hacer &lgebra homoldgica) las propiedades
basicas de las sucesiones exactas cortas 0 - X — Y — Z — 0 en una categoria
abeliana A.

Dada una categoria aditiva 7 y una autoequivalencia ¥ : T :— 7T, for-
mamos una nueva categoria Diag(7T, ¥) cuyos objetos son diagramas de la forma

Al o Y (A). Los morfismos en Diag(7T,X) son ternas («, 3,v) de
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morfismos en T tal que el siguiente diagrama conmuta

f1 91 h1

A1 Bl Cl E(Al)
\La lﬁ l’Y lE(a)
A, f2 By g2 Cy ha Z(Ag)

Definicién 4.1.1 Una categoria triangulada T, es una terna (T,3,A) que
satisface las siguientes condiciones.

(a) T es una categoria aditiva.
(b) £:T — T es una autoequivalencia aditiva.

(c) A es una subcategoria plena de Diag(T,X) (cuyos objetos llamaremos
tridngulos distinguidos), la cual es cerrada por isomorfismos y satisface
los siguientes axiomas:

(T1) Para todo morfismo f : A — B en T existe un tridngulo distinguido
de la forma A Jop Lo Y(A). Para todo A € T, el diagrama
0— A A—0esun triangulo distinguido.

(T2) A JSop o S (A) es un tridngulo distinguido si y sélo si B -2
c- 2(A4) ity X(B) es un tridngulo distinguido.

(T3) Dados los tridngulos distinguidos A; LN B, -2 ¢ iy Y(A;), con i =
1,2; y un par de morfismos a : Ay — As, B : By — Bs tales que el
siguiente cuadrado conmuta

A1L>Bl

b

A2 I B2a

existe v : C1 — Cy tal que la terna (o, 8,7y) es un morfismos de tridngu-
los, es decir, el siguiente diagrama conmuta

A DB o vy

\La lﬂ l’)’ lE(a)
f2 g2 ho

AQ BQ CQ E(A2)
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(T4) El axioma del octahedro. Para dos morfismos f1: A — B, fo: B — C
existe un diagrama conmutativo en T

A f1 B g1 b h1 E(A)

R
A f2f1 C 93 v h3 $(A)
] A
B—l o2 7 " _sp

i 0 2(g1)h2

0— > (X)) ——%(X) —>0

en el cual todos los renglones y la tercera columna son tridangulos distin-
guidos.

En este capitulo utilizaremos una version equivalente al axioma del octahe-
dro.

Proposicién 4.1.2 [15, 2.1] Sea T una categoria triangulada. Entonces, cada
uno de los siguientes enunciados son equivalentes al axioma del octahedro.

(a) Cambio de base. Para todo tridngulo distinguido A ANy BNy RN 2(4)
y todo morfismo € : E — C' existe un diagrama conmutativo en T

M:M

)
f g h
A B C 3(A)
v ¢
(M) —=X(M),

donde todos los renglones y columnas son tridngulos distinguidos.

(b) Cambio de Cobase. Para todo triangulo distinguido A AN I N BN
3(A) y todo morfismo «: A — D existe un diagrama conmutativo en T
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N M
¢ 5
ey R S S S
N
(o] RGN S A S Ay
" 9
E(N) ==2X(N),

donde todos los renglones y columnas son tridngulos distinguidos.

Lema 4.1.3 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en T

A—>pB C YA
%
A~ g c’ YA,

donde los renglones son tridngulos distinguidos. Entonces, el diagrama anterior
puede ser completado al siguiente diagrama en T

EflA// - s Zle// - - 2—101/ — A"

A = B C YA
B B’ @
a— s p c' S A
IX
A B ol DA,

donde todos los renglones y columnas son triangulos distinguidos; y todos los
cuadrados conmutan, excepto el marcado con IX, que anticonmuta.

Demostracién. Completando 8 y 8’ a tridngulos distinguidos, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en T

A A A" YA

B B’ B” 3B.
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Luego, existe h : A” — B’ que completa a un morfismo de tridngulos. Por lo
tanto, E " h: ¥ 71 A” — S~ B” hace conmutar el siguiente cuadrado

EflA// LI'L E—lB//
_glgl l_zly
A—>—B.

Luego, por un resultado de Verdier (ver Ejecicio 10.2.6, pag. 378 en [63]), se
tiene el resultado. O

El siguiente resultado es el andlogo al Lema de la Serpiente en categorias
abelianas.

Lema 4.1.4 Consideremos el siguiente morfismo de tridngulos distinguidos en
una categoria triangulada T

[e3

A B c S A
lﬁ iﬁ’ iﬁ" i De]
A —s g cr SA,

tal que Homy (A, 71C") = 0. Entonces, el diagrama anterior puede ser com-
pletado al siguiente diagrama en T

E—lA// _— 2_1BN _ Z—lc/l — A

A = B C YA
B B’ B" 3B
N—" c’ S A
IX
A7 B o DA",

donde todos los renglones y columnas son tridngulos distinguidos; y todos los
cuadrados conmutan, excepto el marcado con IX, que anticonmuta.

Demostracion. Por 4.1.3, podemos completar el cuadrado de los morfismos
a'y 8, a un diagrama como en 4.1.3. Observe que (3,3, ®) es un morfismo de
triangulos distinguidos; y como Hom7 (A, ¥~1C") = 0, por el Corolario 5 (ver
pag. 243) en [32], tenemos que P es dnico, por lo tanto & = 7. O

Definicién 4.1.5 Sean X y Y clases de objetos en una categoria triangulada
T. Un morfismo f: X — C en T se dice que es una X-precubierta de C, si
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X € X yHomy (X', f) : Hom7 (X', X) — Homy (X', C) es suprayectivo, VX' €
X. Si cualquier C' € Y admite una X-precubierta, entonces X es una clase
precubriente en Y. Dualizando la definicion de arriba, obtenemos la nocion
de X-preenvolvente de C y clase preenvolvente en ). Finalmente, decimos
que X es funtorialmente finita en T si es precubriente y preenvolvente en T .

Definicién 4.1.6 Sea T una categoria triangulada, X una subcategoria plena
y aditiva de T cerrada por extensiones, &/ una categoria abeliana y W una sub-
categoria plena y aditiva de o/ cerrada por extensiones. Dado un funtor aditivo
F: X — W, decimos que:

(a) un tridngulo distinguido n: A B C YA estd en X, es
decir,ne X, si A, B, C € X.

(b) El funtor aditivo F : X — W es exacto, si para todo tridngulo dis-
tinguido n : A B C A en X, se tiene que F(n) :

0 F(A) F(B) F(C) 0 es exacta en W.

Sean X' y Y dos clases de objetos en 7. Definimos la categoria perpendicular
a izquierda (resp. derecha) de X como *X := {Z € T : Homy(Z,—)|x = 0}
(resp. X+ :={Z € T : Homy(—, Z)|x = 0}). Denotamos por X * ) a la clase
de objetos Z € T para los cuales existe un triangulo distinguido X — Z —
Y —>X[1]lenTcon X eXyY e).
Es bien conocido que la operacién * es asociativa (ver [13, 1.3.10]). Decimos que
X es cerrada por extensiones si X' x X' C X.

4.2. R-categorias trianguladas

Recordemos que una categorfa aditiva A es Krull-Schmidt si y sélo si los

idempotentes en A se escinden y End 4(X) es un anillo semiperfecto para cada
X € A (ver 3.3.10 o [65, A.1]).

Definicién 4.2.1 Una R-categoria triangulada es una R-categoria T con
una estructura de categoria triangulada (T,3, A), en la cual el funtor de traslacion
Y:T — T es un R-funtor (esto es, ¥ : Hom7(X,Y) — Homr(2(X),Z(Y))
es un morfismo de R-mddulos, VX,Y € T).

Definicién 4.2.2 Un tridngulo distinguidon : A™ E C e san ;

con n € NT, en una categoria triangulada T, se dice que es universal si
Homy(—X71(h), A) : Homy (A", A) — Homy(X71C, A) es suprayectivo.

Lema 4.2.3 Sea T wuna R-categoria triangulada Hom-finita; y sean A,C €
Obj(T) tales que Hom7(X71C, A)) # 0. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.
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(a) Eziste un tridngulo distinguido en T que no se escinde

nc,a: A" ! J oy p— 3(A™)
tal que Hom7(—=%71(h), A) : Homy (A", A) — Homy(X71C, A) es suprayec-
tiva, donde n := {r(Hom7(X71C, A)).
(b) Si Homp(A,XA) =0 entonces Homp(E,XA) = 0.
Demostracién.

(a) Sea {h;}?_; una familia de R-generadores en Homy(C, ¥ A). Consideremos
los tridangulos distinguidos correspondientes

i i hi
m: A—LsB 20

YA para i€ [1,n].

Luego £ : A" ——= @} B; ——= (" —— %(A™) es un tridngulo dis-
tinguido, donde £ = @] n;. Sea A : €' — C" el morfismo diagonal.
Entonces, por Cambio de Base, tenemos el siguiente diagrama conmutati-

voen 7T

nooa: A" E—L s¢

h -

A’”H@l 1B HC”HE A”

donde los renglones son tridngulos distinguidos. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo en 7

~27(h) f g

$-1(C) An E C
o : iA
(oL gn s @n B on — e 5(A7)
zlm;')l im lw; iw;’ lmm)
z—l((f)zfl(h” A B; C 2(4),

donde m;, 7, y 7} son las proyecciones canénicas correspondientes a las
sumas directas. Por lo tanto

m’(*E’lh):*E’l(hi)E’l(ﬂé’)E’l(A) H(hi) 57N A)
H(hi)57 (1e)
)
)-

7

(Is-1(c))

-2 h
—27(h,
-2 Y(h;
X7 (h
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Como ¥ es un R-funtor, se tiene que {$71(h;)}"; son R-generadores de
Hom7(X71C, A) y por lo tanto

Homy(—=X"%(h), A) : Hom7(A™, A) — Hom7(X7'C, A)

es suprayectivo. Finalmente, dado que h; # 0 Vi, se tiene que h # 0; y
por lo tanto el tridngulo distinguido nc, 4 no se escinde.

(b) Aplicando Homy(—, A) al tridngulo nc, 4 del inciso (a), tenemos la suce-
sién exacta

(-=27'(h),A)

(A", A) (271C,A) ——= (Z71E, A) —— (71(A"), A) .

Como Hom7(X71(A"), A) = 0 y Homy(—X71(h), A) es suprayectivo, te-
nemos que Hom7 (X7 1E, 4) =0. O

Definicién 4.2.4 Decimos que T es una R-categoria triangulada de artin
si T es una R-categoria triangulada que es una R-categoria de artin, es decir,
es Hom-finita y Krull-Schmidt.

Ejemplo 4.2.5 Sea A una R-dlgebra de artin. La categoria derivada acotada
D®(mod(A)) es una R-categoria triangulada de artin.

Proposicién 4.2.6 Sean T una R-categoria triangulada de artin, A € T y
I' := End(A)°P. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) T' es una R-dlgebra de artin.

(b) El funtor de evaluacion en A, €4 := Homy (A, —) : T — mod(T"), estd bi-
en definido e induce una equivalencia de categorias add(A) — proj(T’).

Demostraciéon. Como 7T es en particular una R-categoria de artin, el resultado
se sigue de 3.3.11. U

Corolario 4.2.7 Sean T una R-categoria triangulada de artin, A € T y ' :=
End(A)°P. Entonces, el funtor de evaluacidn €4 : T — mod(T') estd bien
definido; y ademds, la correspondencia de R-mddulos

€4 = Homr(4, —) : Homr(Z, X) — Homr(€4(Z), €4(X))
es un isomorfismo de R-mddulos, VZ € add(4) y VX € T.
Demostracién. Se sigue de 4.2.6. O

Proposicién 4.2.8 Sea T una R-categoria triangulada de artin. Consideremos
s g v

n: A B C YA un tridngulo distinguido que mo se escinde
tal que Homy (A, C) = Homy(XA,C) =0 y C es inescindible. Entonces, existe
un tridngulo distinguido A’ B’ C S A" que no se escinde tal

que A’ es un sumando directo de A y B’ es un sumando directo inescindible de
B.
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Demostracién. Sea «a(B) el nimero de sumandos directos inescindibles que
aparecen en una descomposicion de B en suma directa de inescindibles. La
prueba se hard por induccién sobre a(B). Si «(B) = 1, no hay nada que probar.
Sea «(B) > 1. Consideremos una descomposiciéon B = By @ B con Bj ines-
cindible. Luego, n se puede ver como sigue:

() (0. 0)

By & By o YA .

n: A
Aplicando Homy(—, C) a ), tenemos la siguiente sucesién exacta

Homy (84, C) — Homy(C, C) 2L Homy (B, C) ——> Homy (A, C) .

Luego, como Homy (A, C) = Homy(2A,C) = 0, tenemos que Homy(g,C) es
un isomorfismo. Consideremos (g1,0) : B — C'y (0,92) : B — C. Por lo

tanto existen f, f’: C'— C tales que f(g1,92) = (91,0) ¥ f'(g1,92) = (0, 92).
De donde se siguen las siguientes igualdades

for = o (4.1)
fg2 = 0 (4.2)
flag = 0 (4.3)
g2 = g (4.4)

Ahora bien, Homy(g,C)(f + f') = (f + f')(91,92) = f(91.92) + f'(g1,92) =
(91,0) + (0, 92) = (91, 92), y como Hom7(g,C)(1c) = (g1, 92), concluimos que

f+f=1c.

Veamos que f y f' son idempotentes. Para esto, veamos primero que ff' =
f'f = 0. En efecto, consideremos ff’ : C — C, luego Homy(g,C)(ff’) =
ff'(91,92) = f(0,92) = (0, fg2) = (0,0), donde la dltima igualdad es por (4.2);
y como Homy(g,C) es un isomorfismo, se tiene que ff’ = 0. Andlogamente,
considerando f'f : C — C, tenemos que Hom7(g,C)(f'f) = f'f(g1,92) =
f'(91,0) = (f'g1,0) = (0,0), por lo tanto f'f = 0.

Como f + f' = 1¢, entonces f2 + ff' = f, de donde f? = f. Anédlogamente,
se prueba que f2 = f’. Como T es Krull-Schmidt y C es inescindible, tenemos
que f =00 f' = 0. Por lo tanto, de las igualdades (4.1) y (4.4), tenemos que
g1 =00g2=0.

Supongamos que g; = 0. Consideremos los tridngulos distinguidos (el primero
de ellos inducido por g9)

’ 2 1
SO s B0y 0 B, —- B, 0;
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tomando su suma directa, tenemos el siguiente tridngulo distinguido

() e ) e

Luego, tenemos el siguiente diagrama de tridngulos distinguidos

() (0.0)

7H0) A Bi®By ———(C

RO R CF 3 I N

SO ———=Bi oW —— B ® B ————

7HO)

C.

Por lo tanto, existe un isomorfismo & : A — By ® W', el cual induce un
isomorfismo de tridngulos. En particular, W’ es un sumando directo de A. Por
otro lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

5 g2 —E(h2)

w’ By c W
A—>B—1>C—"~34,
donde ¢ = < (1) > y los renglones son triangulos distinguidos. De dicho diagrama,

se tiene que existe un morfismo 3’ : W’ — A, el cual induce un morfismo de
tridngulos. Consideremos el siguiente tridngulo distinguido

, —%(h
Wi oW e By e 0 ey
Luego, 7’ no se escinde, pues si se escindiera tendriamos que —X(hy) = 0.

Por lo tanto ¥ = 3(8')(—X(he)) = 0 y entonces 7 se escindiria, lo cual con-
tradice la hipdtesis. Por lo tanto 7’ no se escinde. Ademds Homy(W',C) =
Hom7(Z(W'),C) = 0 pues W’ es sumando directo de A. Dado que a(f52) <
a(8), por induccién el, resultado se sigue.

Supongamos ahora que go = 0. Consideremos los tridngulos distinguidos (el
primero de ellos inducido por ¢,

1 1
SO e BP0y 00— By By 0;

tomando su suma directa, tenemos el siguiente tridngulo distinguido

() o o) e

271(0)—>W@BQ—>31@BQ—>C
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Luego, tenemos el siguiente diagrama de tridangulos distinguidos

() o)

sHO) A B ®By, —————=(C

o) ) e

S HC) ———>Wa B, ———>

Por lo tanto, existe un isomorfismo & : A — W & Bs, el cual induce un
isomorfismo de tridangulos distinguidos. Consideremos el tridngulo distinguido

—>(h
=W B -2 0 Wy

Anélogamente, al caso anterior, Z no se escinde. Ademds W es un sumando
directo de A y Bj es inescindible. Por lo tanto el tridngulo buscado es =. Con
esto terminamos la demostraciéon [

4.3. Objetos filtrados en una categoria triangu-
lada

Definicién 4.3.1 Sea X una clase de objetos en una categoria triangulada T .
Decimos que M € Obj(T) admite una X-filtracion (finita) si existe una
familia de tridngulos distinguidos n = {n;}1_,, con

s My M; X; XMy,

tal que M1 =0 = Xog, M, = M y X; € X para i > 1. En tal caso, se de-
finen las longitudes: ly ,(M) :=n y Lx(M) := min{lx ,(M) | nes una X —
filtracion de M.} Finalmente, denotemos por .#(X) a la clase de objetos M € T
para los cuales existe una X -filtracion.

Observacion 4.3.2 Sean T una categoria triangulada y X una clase de objetos

enT.

(a) F(X) = UpenFn(X), donde Fo(X) := {0} y F,(X) = Fp1(X) x X
para n > 1.

(b) Para M € F(X), se tiene que {x (M) =min{n e N| M € .Z,(X)}.

(¢c) Para o € {X,%71}, se tiene que F(oX) = 0.7 (X). En efecto, es fdcil
ver que o(X %)) = o(X) xo(Y) para cualquiera X, Y C T. Luego (c) es
consecuencia de (a).

Lema 4.3.3 Sea X una clase de objetos en una categoria triangulada T. En-
tonces F(X) es cerrada por extensiones.
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Demostracion. Sea A B C YA un tridngulo distinguido
con A, C € #(X). La prueba se hard por induccién sobre n = £x(C).

Si C =0, se tiene que A ~ By en tal caso B € .Z(X).

Si lx(C) =1, entonces C ~ X € X. Por lo tanto una X-filtracién de B, no es
mas que el tridngulo A B C YA junto con los triangulos de
una X-filtracién de A.

Supongamos que £y (C) > 1. Consideremos una X-filtracién minima de C, {n; :

Ci1 C; X; YCi—1 }. Luego, por cambio de base, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo
ylx, —=%"1X,
A—— DB, Cn—l YA
A B C YA
X, — X,

donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos y £x (Cp,—1) < £x(C).
Entonces, por hipétesis de induccién, aplicada al primer renglén del diagra-
ma anterior, tenemos que B,_;1 € % (X). Por lo tanto, una X-filtracién de B
estd dada por el tridngulo B,,_1 B X, ¥.B,,—1 junto con los
tridngulos de una X-filtracion de B,—;1. O

Lema 4.3.4 Sea X una clase de objetos en una categoria triangulada T, o €
{¥741 %} y Y, Z C X. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si Homy (Y, Z) = 0 entonces Homr(Z (), #(Z)) = 0.
(b) Si Homp(Y,0Z) =0 entonces Homy(F(Y),0.#(Z)) = 0.
Demostracién.

(a) Sean N € Z (V) y M € F(Z). Probaremos por induccién sobre £y (N)
que Homy (N, M) = 0. Podemos asumir que M # 0y N # 0.
Sea fy(N) = 1. Entonces N ~ Y, con Y € ). Haremos induccién sobre
bz(M). Si Lz(M) = 1, entonces M ~ Z con Z € Z y por lo tanto
Hom7 (N, M) ~ Homy(Y,Z) = 0. Sea {z(M) = m > 1. Luego, existe un
triangulo distinguido

Mm:  Mpm—1 M Zm, XM,

tal que M,_1 € F(Z), Zm, € Z y Lz(M;,—1) = m — 1. Entonces, por
hipétesis de induccién Homr (Y, M,,,—1) = 0. Aplicando Hom (Y, —) al
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triangulo n,,, tenemos la sucesién exacta
Hom (Y, M,,—1) — Hom¢ (Y, M) —— Hom (Y, Z,,,).

Como Homy (Y, M,,—1) = Hom¢(Y, Z,,) = 0, concluimos de la sucesién
exacta anterior que Homy (N, M) ~ Hom(Y, M) = 0.
Supongamos que £y (N) > 1. Luego, existe un tridngulo distinguido

Tn - anl N Yn Eanl

talque N1 € Z (), Y, € Yy ly(N,—1) = n—1. Aplicando Homy(—, M)
al triangulo 7, tenemos la sucesién exacta

Homy(Y,,, M) —— Homy (N, M) —— Homy(N,_1, M).

Por induccién tenemos que Homy(N,,_1, M) = 0; y por lo probado en el
paso anterior Hom(Y,,, M) = 0. Por lo tanto Homy (N, M) = 0.

(b) Es consecuencia inmediata de (a) y de 4.3.2 (¢). O

Corolario 4.3.5 Si X es una clase de objetos en una categoria triangulada T,
entonces tX = L. Z(X).

Demostracién. Veamos que X C L.Z(X). En efecto, sean Y € 11X y
7Z € F(X). Luego, por 4.3.4, se tiene que Hom(Y, Z) = 0, pues Hom7 (Y, X) =
0. Por lo tanto Y € +.Z(X). Por otro lado, como X C .Z(X), se tiene que
L Z(X) C L&; probandose que + X = L7 (x). O

Lema 4.3.6 Sea T wuna categoria triangulada. Supongamos que tenemos los
stquientes triangulos distinguidos

A Y 01 72, Y X 02 YY.

Si Homy(02,%01) = 0, entonces existen los siguientes tridngulos distinguidos

A w 02 Xz, W X 01 YXW.

Demostracion. Por cambio de cobase, tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo en T

A A
27192 Y X (92
x10, 01 C 02

ZZ:ZZ7
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donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos. Como np: 67 —
C — 03 — X6, se escinde, tenemos el siguiente tridngulo distinguido 7’ :
0, — C — 61 — X05. Luego, por cambio de base, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo en 7T

v, =—=1x"16,
Z w 02 xZ
Z X C P
01 =101,

donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos. Luego, los triangulos
buscados son: el primer renglén y primera columna del diagrama anterior, es
decir

Z w (2 X7, W X 0, >w. O

Lema 4.3.7 Sea T una categoria triangulada y 6 € T tal que Homy(6,36) = 0.
Consideremos una sucesion de tridngulos distinguidos de la siguiente forma

{ni+ Mi M; 0 EMiq by

Entonces, para k € [1,n], existe un tridngulo distinguido

&k My M;, ok X M.

Demostraciéon. Procederemos por induccién sobre k. Para k = 1, definimos
&1 i=m.

Sea k > 2 y supongamos que tenemos &;_;. Por cambio de cobase, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en 7

My =———= My
>-1g M1 M, 0
»-1p pk—1 Ly, 0

Y My =—— M,
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donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos. Como Hom (6, ¥.6)
= 0, el tridngulo inferior del diagrama anterior se escinde. Entonces, Lj ~ 6.
Por lo tanto, el tridngulo de la segunda columna My — My — Ly — XM,
del diagrama anterior nos permite obtener el tridngulo buscado &. Pues de los
axiomas de categorias trianguladas, se sabe que: al reemplazar un objeto (en un
tridngulo distinguido) por uno isomorfo, se obtiene un tridngulo distinguido. O

Sea T una categoria triangulada y © = {©(i)}{_; una familia de objetos en
T. Para una O-filtracién § = {&, : Mi—1 — My, — Xj — M1}, de
M € #(0), denotamos por [M : ©(i)]¢ la multiplicidad de la ¢-filtracién de
©(i) en M. Esto es , [M : ©(7)] es la cardinalidad del conjunto {k € N | X, ~
©(i)}. En general la multiplicidad depende de la O-filtraciéon dada. Notemos
que Lo, (M) i= Y4, [M : O]

Proposicién 4.3.8 Sean © = {O(i)}t_, una familia de objetos en una cate-
goria triangulada T; y < un orden lineal en [1,t] tal que Hom1(0(5), X£0(3)) =
0, Vj >1i. Si § es una O-filtracion de M € F(0©), con lo (M) = n, entonces
existe una O-filtracion n de M y una familia = de tridngulos distinguidos tales
que:

(a) m(i) :=[M : O(i)]¢ = [M : ©(i)], Vie[l,t],

(b) n estd ordenada, i.e, n = {n; : M1 — M; — O(k;) — EM,;_1}1,
con O(ky):=0, M_1 =0 y ky, <kp_1<--- <k en ([1,t], <),

(¢c) E={Z;: M_, — M — O(\)™*) — M/ _}L ) donde {O(N:)}L,
es el conjunto de los O(j) distintos que aparecen en la O-filtracion &; y
ademds, ©(Xg) = 0 = M' |, M), = M y Xg < Ag-1 < -+ < A1 en
(1,1, ).

Demostracién. Podemos suponer que M # 0, pues en este caso, el resultado
es trivial.

(a) y (b). Procederemos por induccién sobre n := fg ¢(M). Si n = 1, tene-
mos que la O-filtraciéon n := £ satisface lo deseado. Sean n > 2 y £ :=
{& + M;—4 M; O(k;) YM;_1 }I, una O-filtracién de
M. Dado que & := £ —{,,} es una O-filtracién de M,,_1 y Lo ¢/ (Mp—_1) =
n — 1, se tiene por induccién que existe una ©-filtraciéon de M,,_,

n'={n: Mi_, M; O (ki) My Y

satisfaciendo que k), _; < k,_o < -+ <k} y [My_1: O(4)]e = [My—1 :

n—1
O(1)],y, Vi.Sik, < k],_;, tenemos que n := n'U{&, } satisface lo requerido.
Supongamos que kj, _; < ky; y sea l := max{m € [1,n—1] | kl,_,, < kn}.
Observe que la O-filtracién ' U {&,} es casi la que buscamos, el tnico
tridngulo que no tiene multiplicidad ordenada es precisamente el &,. Esto

se arregla aplicando, I-veces, 4.3.6 a ' U {&,}.
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(¢c) Por (b), existe un filtracién ordenada
n={ni: Mi-y —— M; —O(k;) —=XM; 1 }i',

con kp < k1 <---<kyen ([1,¢,<) y O(ko) := 0. Para cada i € [1,n],
agrupamos los k; que son los mismos y los renombramos por ;.

Sea O(A1),...,0(Aq) los diferentes ©(j) que aparecen en la filtracién i con
Ad < Ag—1 < -+ < Apen ([1,t], <). Definamos s(i) := m(\;) = [M : ©()\;)]
v a(i) == Y, (i) y a(0) = —1.

Dividamos la filtracién 7 en las siguientes partes

{Th : Mi—l —_— Mi —_— @()\l) —_— ZMi_l }?:(lo)z(lfl)Jrl’

con ! € [1,d]. Por 4.3.7, tenemos el siguiente tridngulo distinguido

E Mag-a Moy O(\)*W ——= XMy-1),

para cada [ € [1,d]. Definiendo M|’ := M, ;1) para i € [1,d]; y Zp :=
no, tenemos la filtracién = = {5; ;1:0 la cual satisface las propiedades
requeridas. [

Notacién 4.3.9 Sea X := {X;1,Xs,..., Xn} un conjunto finito de objetos en
una categoria triangulada T. Definimos X® como la subcategoria plena de T
que consiste de sumas directas finitas de objetos isomorfos a objetos de X .

Observacion 4.3.10 Sea X una clase de objetos una categoria triangulada T .
Si X es cerrada por extensiones, entonces X es cerrada por sumas directas
finitas.

Lema 4.3.11 Sea X := {X1, Xo,..., Xpn} un conjunto finito de objetos en una
categoria triangulada T. Entonces F(X) = F(X?).

Demostracién. Como X C X® se obtiene que .#(X) C .Z(X9).

Sea M € Z(X®). Veremos por induccién sobre m := ye (M), que M € F(X).
Sim =1, entonces M ~ X € X®. Porlotanto M = X" P X7 H--- P X'~.
Como .#(X) es cerrada por extensiones y X; € .%#(X), por 4.3.10 tenemos que
M e F(X).

Sea m > 1. Luego, existe un triangulo distinguido M,y — M — S,,, —
YXMy,—1, con Sy, € X® y Lye(M,,—1) = m — 1. Por hipétesis de induccién,
tenemos que M,,_1 € .#(X). Por lo tanto, tenemos que M € .#(X), pues .7 (X)
es cerrada por extensiones y Sy, € .#(X) (como ya vimos en el caso m = 1). O

Lema 4.3.12 Sea X := {X1, Xo,..., Xp} un conjunto finito de objetos en una
R-categoria triangulada de artin T. Entonces X® es funtorialmente finita.

Demostracién. Probaremos que X'® es una clase precubriente en 7. En efecto,
sea T := @, X;. Por 4.2.6 (a), tenemos la R-algebra de artin I := End(T)°?
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y el funtor Hom+(T,—) : T — mod(T"). Sea X € T y sea {f1,..., f-} un con-
junto generador de Hom (7', X') como I'-médulo. Veamos que f := (f1,..., fr):
T" — X es una X®-aproximacién a derecha de X. En efecto, sea g : C — X
en mod(T") con C € X% por lo tanto C = X" P X7 P --- P X . Luego,
existe C' € X% tal que C@C’ = T™ para alguna m. Sea 7 : T™ =
CEPC" — C la proyeccién natural, y consideremos gne = (g1,-.-,90,) :
T™ — X. Como ¢} € Homr (T, X), se tiene que gj = 1, fihij, j =1,...,m,
con h;j; : T — T. Sea H = (h;;) € Mat,«,(End(T)). Entonces, el siguiente

diagrama conmuta

T 0 X

H
i F=(froeensfr)

Tr.
Ahora bien, considerando la inclusién canénica ic : C — CEPC’' = T™ se
tiene que g = (gneo)ic = (fH)ic = f(Hic). Esto prueba que f := (f1,..., fr):
T — X es una X®-aproximacién a derecha de X. Por lo tanto, X® es con-
travariantemente finita. De manera andloga, se prueba que X® es una clase
preenvolvente en 7. O

Lema 4.3.13 Sea X una clase de objetos, en una categoria triangulada T, tal
que 0 € X y X es cerrada por isomorfismos. Entonces Fp(X) = X« X% x X,
tantas veces como n paran > 2; y Fo(X) C F1(X)C....

Demostracién. Como .%y(X) := {0}, se tiene que X C F1(X) = {0} = X.
Por otro lado, como X es cerrada por isomorfismos, tenemos que {0} * X C X.
Por lo tanto, .#;(X) = X. Luego, tenemos que #2(X) = X % X. Prosiguiendo
inductivamente, tenemos que %, (X) = X'« X *---x X tantas veces como n para
n > 2. Luego F,(X) = X % %#,_1(X) (pues * es asociativa). Ahora bien, como
0 € Z,(X) para n > 0, concluimos que %, _1(X) C %, (X), Vn>1. O

El siguiente resultado, es una generalizacién para categorias trianguladas de
un resultado de C. M. Ringel (ver [59, 1]). La prueba utiliza la versién para
categorias trianguladas de un teorema de Gentle-Todorov, debido a Xia-Wu
Chen.

Teorema 4.3.14 [64, 1.3] Sea T una categoria triangulada y X y Y subcate-
gorias prenvolventes de T . Entonces X x ) es preenvolvente.

Teorema 4.3.15 Sea © := {O(i)}?_; una familia de objetos, en una R-categoria
triangulada de artin T, tal que Homy(©(j),X0(i)) = 0 para j > i. Entonces
F(0) es funtorialmente finita.

Demostracién. Veamos primero que .%,(0%) = .Z(0). En efecto, por 4.3.11,
tenemos que .Z(0%) = Z(0), por lo tanto . (0) = UpenZx(0%). Sea M €
Z(0©). Luego, por 4.3.8 (c), existe filtracién

(1]

= {5+ M, ——= M —= 0(\,)"*) —=SM/_, }L,
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donde {O()\;)}%_, es el conjunto de los ©(j) distintos que aparecen en una ©-
filtracion € de M, A\g < Ag—1 < -+ < A1y My = M. Luego M € F4(0%)
con d < n. Como ©F es cerrada por isomorfismos y contiene al 0, se tiene que
Z4(0%) C Z,(09); de donde tenemos que #(0) C Z,(0%). Por lo tanto
F,(0%) = Z(0). Luego, como OF es funtorialmente por 4.3.12, el resultado se
sigue de 4.3.14 y de su versién dual. [

Definicién 4.3.16 Sea © = {O(i)}; una familia de objetos en una cate-
goria triangulada T . Los objetos ©-proyectivos en T es la clase P(O) :=
Y(H(Z(O))). Dualmente, los objetos O-inyectivos en T es la clase I(0) :=
SHZ(O)h).

Notemos que por 4.3.5 y su dual, tenemos que P(0) = £(+0) =1 (20) y
7(0) = ¥71(©e1) = (¥710)L. En lo que sigue, seguimos las ideas de Ringel del
articulo [59], para probar que bajo ciertas condiciones P(©) es una clase pre-
cubriente y Z(0) es una clase preenvolvente. Para eso, utilizamos los siguientes
lemas (comparar con lema 3 y 4 en [59]).

Lema 4.3.17 Sea © := {O(i)}, una familia de objetos en una R-categoria
triangulada y Hom-finita tal que Homy(O(j),X0(i)) = 0 para j > 4. Sean
te[l,n] y N €T tales que Homy(©(j),XN) =0 para j > t. Entonces, existe
un tridngulo distinguido

N Ny Q¢ XN

tal que Qr = O(t)™, donde m := {rHom+(0(t),XN) y Hom7(O(j),XN;) =0
para j > t.

Demostracién. Si Hom7(O(¢),2N) = 0, entonces el tridngulo buscado es

N—>N 0 YN . Si Homp(O(t),2N) # 0, por el dual de 4.2.3,

tenemos un triangulo distinguido

n: N—>Nt—>@(t)mh—>EN

tal que Hom7(O(t),h) : Hom7(O(t),0(t)™) — Homy(O(t),XN) es un epi-

morfismo. Aplicando Homy(©(j), —) an con j > t, tenemos la siguiente sucesién
exacta
. ma(0(2):h) ) . . m
(©(),0)") —=(8(j), EN) — (6(j), EN;) — (6(j), XO(t)™).

Como (6(5),20(t)) = 0 para j >ty (6(j),XN) = 0 para j > t, entonces
(©(4),XN;) =0 para j >t. Sij=t, (O(t),h) es un epimorfismo, por lo tanto
(©(t),XN;) = 0. Probandose el lema. [

Lema 4.3.18 Sea © := {O(i)}; una familia de objetos en una R-categoria
triangulada y Hom-finita tal que Hom7(0©(5),X0(i)) = 0 para j > i. Sean
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tel,n] y N €T tales que Hom7(©(j),XN) = 0 para j > t. Entonces, existe
un tridngulo distinguido

N Y X XN
con X € Z({O@1) | i € [1,t]}) v Y € Z(O).

Demostraciéon. Sea N € T tal que Hom7(0(j),XN) = 0 para j > t. Por
4.3.17, existe un tridngulo distinguido

Mt

Ney1: N Ny Q1 YN

con Q; = O(t)™t y Hom7(0(j), XN;) = 0 para j > t. De la misma forma, existe
un tridngulo distinguido

et Ny Ni_1 Qi1 XN

con Q;—1 =0O(t—1)™-1 y Homy(O(j),XN;_1) = 0 para j >t — 1. Inductiva-
mente, construimos triangulos distinguidos

Hi—
A > Niq Qi1 XN;

con @Q;—1 = O(i — 1)™-1 y Hom7(©(j),XN;) = 0 para j > i. Para o, :=
Wt—p - pie—1p¢ con 0 <7 <t — 1, construiremos tridngulos distinguidos

Qr

&- Y Ny Xy YN

con Xy, € F({O@U) | ¢ € [t —r,t]}) y Homp(0(j),EN¢—) = 0 para j >
t —r. Para r = 0, definimos &, := m;+1. Supongamos hemos construido &,.
Consideremos el siguiente diagrama de cambio de cobase

Z_l@<t —r— 1)m‘*"*1 _— E_l@(t —r— 1)mt—7‘—1

N & Ntfr thr XN
Ht—r—1
N—" e Niys X¢po1 ———> %N

Ot —r — 1)t =——=O(t — 7 — 1)1,

Por hipétesis de induccién tenemos que X;—, € F({O(i) | i € [t — r,t]}). Por
lo tanto ©(t —r — )™, X;,_, € F{O@) | ¢ € [t —r — 1,¢]}). Luego
como Z({O(i) | i € t —r — 1,t]}) es cerrada por extensiones, tenemos que
Xi—ro1 € F{OG) | i € [t —r —1,t]}). También Hom7(0(j),ENy—r—1) = 0
para j > t—r—1. Luego £,1, es el tridngulo del segundo renglén del diagrama
anterior. Por lo tanto el tridangulo buscado es &_1. 0O
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Teorema 4.3.19 Sea © := {©(i)}_; una familia de objetos en una R-categoria
triangulada de artin; y < un orden lineal en [1,n] tal que Hom7(0(4), XO(7)) =
0 para j > i. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada objeto X € T existen dos tridngulos distinguidos en T
X —Yx —Cx —%(X) con Yx €Z(©),Cx € #(0),
YIX — Ky —Qx — X con Qx € P(O),Kx € .F(0).
(b) P(O) es una clase precubriente y Z(O) es una clase preenvolvente.

Demostracién. (a) Por simplicidad, supondremos que < es el orden natural
en [1,n]. Ademds solo se probara la existencia del primer tridngulo, pues la
existencia del segundo se sigue por dualidad. Sea X € 7 y t := n. Por 4.3.18,
tenemos el tridngulo distinguido X — Yy — Cx — X(X) con Yx € Z(0)
y Cx € #(0).

(b) Veamos ahora que Z(©) es una clase preenvolvente. En efecto, sea X € T,
por (a), existe tridngulo distinguido

X ? Yx Cx X

con Cx € F(O) y Yx € I(0). Veamos que 5 es una Z(0)-preenvolvente de
X. En efecto, sea 8/ : X — Y’ con Y’ € Z(0). Luego, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en 7~

»ICx X o Yx Cx
b
I el Cx,

donde los renglones son tridngulos distinguidos. Como Y’ € Z(©) y Cx € F(0)
por 4.3.4, tenemos que Hom7(X~1Cx,Y’) = 0. Por lo tanto, a = 0 y entonces el
tridngulo inferior del diagrama anterior se escinde. Luego, existe p : L — Y tal
que pu = ly-. Por lo tanto, 8’ = puf’ = pyf = (py)S. Probdndose que § es una
Z(©)-preenvolvente de X. Finalmente, la prueba de que P(0) es precubriente
es similar usando el segundo tridngulo en (a). O

4.4. Sistemas Homoldégicos

En esta seccién introducimos algunos sistemas homolégicos en una categoria
triangulada 7, sobre un conjunto finito linealmente ordenado. Estos sistemas
homoldgicos generalizan la nocién de sistema estratificante en una categoria de
modulos (ver [28], [47], [48], [53]).

Dadas X, Y clases de objetos en T, decimos que Homy (X, )) = 0 si se tiene que
Hom7(X,Y) =0, VX € X, VY € Y. Para cada t € N*, denotaremos por [1,]
al conjunto {1,2,...t}.
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Definicién 4.4.1 Un O-sistema (0,<) de talla t, en una categoria triangu-
lada T, consiste de los siguientes datos

(S1) < es un orden lineal en [1,t].

(S2) © =:{0(i)}!_, es una familia de objetos inescindibles en T.
(S3) Hom(O(j),0(4)) =0 para j > i.

(54) Hom7(©(j), X6(i)) = 0 para j > i.

(S5) Hom7(©,3710) = 0.

Ejemplo 4.4.2 Las sucesiones excepcionales. Sea H una k-dlgebra hereditaria
y T := D’(mod(H)) su categoria derivada acotada y denotamos por n =
tk Ko (H) al rango del grupo de Grothendieck asociado a H. Una sucesion de
objetos inescindibles en D?(mod(H)), (My,...,M,) es excepcional si

(a) Homy(M;, XK (M;)) =0, Vj > i Vk.
(b) Homr(M;, S*(M;)) = 0, Vk > 0.

Entonces (S1), (S2) (83) y (S4) de la definicion de © sistema se cumplen.
Finalmente (S5), se cumple pues en una categoria derivada acotada de una
hereditaria Homy(M,X¥(N)) = 0 si k < 0, VM, N € D*(mod(H)). Por lo
tanto, las sucesiones excepcionales en la categoria derivada D®(mod(H)), son
ejemplos de ©-sistemas.

Definicién 4.4.3 Un O-sistema proyectivo de talla t, en una categoria tri-
angulada T, consiste de los siguientes datos.

(PS1) < es un orden lineal en [1,t]
(PS2) © = {O(i)}._, es una familia de objetos no nulos en T.
(PS3) Hom7(0(5),0(:)) =0 para j > i.

(PS4) Q= {Q() 521 es una familia de objetos inescindibles en T tal que Q :=
B_, Q) € L(='e)n L(z\).

(PS5) Para cada i € [1,t], existe un tridngulo distinguido en T

Bi

e K() —= Q) 2= 6(i) —> TK(i)
tal que K(i) € F({©(j) | j > i}) y Hom7 (XK (:),0(i)) = 0.

Definicién 4.4.4 Un ©-sistema injectivo (0,Y, <) de talla t, en una cat-
egoria triangulada T, consiste de los siguientes datos.

(1S1) < es un orden lineal en [1,t]




162 4.4. Sistemas Homolégicos

(IS2) © ={0(i)}!_, es una familia de objetos no nulos en T .
(153) Hom7(0(4),0(i)) =0 para j > i.

(IS4) Y = {Y (i)}:_, es una famzlza de objetos inescindibles en T tal que Y :=
@i Y() e (7o) n (z0)*.
(IS5) Para cada i € [1,t], existe un tridngulo distinguido en T

&2

ni: XTYZ(4) (i)

Y (3) Z(1)
tal que Z(i) € Z({O(j) | j <i}) y Homp(0(i),X"1Z(i)) =0

Observacién 4.4.5 Una terna (0,Y,<) es un O-sistema inyectivo de talla t
en una categoria triangulada T, si y sdlo si (°P, Y P <P) es un O°P-sistema
proyectivo de talla t en la categoria triangulada opuesta TP, donde <°P es el
orden opuesto de < en [1,t]. Luego, cualquier resultado para ©-sistemas proyec-
tivos puede ser transferido a ©-sistemas inyectivos; y entonces sélo trabajaremos
con ©-sistemas proyectivos.

Proposicién 4.4.6 Sea (0,Q, <) un ©-sistema proyectivo de talla t, en una
categoria triangulada T . Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Homr(K(j), 0(i)) = 0 = Homr(O(j), £O(3)), ¥j > i.

(b) Para j > i, Homr(8;,0(i)) : Homy((j),0(i)) — Homr(Q(j),0(i))
es un isomorfismo de grupos abelianos.

(¢) SiHomy(X2K(5),0(i)) =0 Vi, j € [1,t], entonces Hom7(©,X710) = 0.
Demostracion.

(a) Sea j >i. Dado que K(j) € Z({O(\) | A > j}) y Hom7(©(X),0(i)) =0
para A > j > i, por 4.3.4(a), se sigue que Hom7 (K (j),0O(7)) = 0. Conside-
remos el tridngulo de 4.4.3(b) n; : K(j) — Q(j) — ©(j) — XK(j).
Aplicando Hom7(—,¥0(7)) a n;, se tiene la siguiente sucesién exacta

(EK(5),26(i)) — (0()), £6(i)) — (Q(4), X6 (7)) -

Pero (XK (j),X0(7)) = (Q(j),X0O(i)) = 0 para j > i, pues ya vimos que
Hom7(K(5),0(i)) = 0 y ademés Q(j) €t XO. Por lo tanto, tenemos que
Hom7(©(5),X0(i)) = 0 para j > i.

(b) Consideremos el tridngulo distinguido, dado en 4.4.3 (b)

. B; .
;o K(j) — Q) —=0() —= XK ()).
Aplicando Homy(—,©O(i)) a n;, se tiene la siguiente sucesién exacta de
grupos abelianos

(85,0(9)
—_—

(XK (5),0(i) — (8()), 6(i)) (Q(),0(1)) — (K(4),0()) -
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Para j > i tenemos por (a) que (K(j),0()) = 0; y por lo tanto (5;,0(7))
es un epimorfismo. Por otro lado, Ker(5;,0(i)) € (0(j),0(i)) = 0, si
J > 1. Luego (B;,0(i)) es un isomorfismo para j > 1.

Para j = 4, tenemos que (XK (7),0(:)) = (K (i),0(
(8i,09(i)) es un isomorfismo .

)) = 0. Por lo tanto,

(c) Seani,j e [1,¢]yn; : K(j) () -2 0(j) SK(j) el trigngu-

lo de 4.4.3(b). Aplicando Homy(—,X710(i)) a n;, se tiene la siguiente
sucesién exacta

(ZK(5), 2710(i)) —= (8(4), 27'0(1)) — (Q(j), Z716(7)) -

Como Hom7(X?K (j), ©(i)) = 0, Vi, j € [1,¢] y Hom7(Q(j), & () =0
pues Q := P, Q(i) €+ (X7'0), tenemos que HornT(G(j)7 o)) =
0. O

Corolario 4.4.7 Sea (0, Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t, en una cate-

goria triangulada T. Entonces, para cada tridngulo n; : K(i) — Qi) LN

O(i) — XK (i) de la definicion 4.4.3 (b), se tiene que B; # 0.

Demostracién. De 4.4.6 (b), tenemos que Hom(3;, ©(4)) es un isomorfismo.
Por lo tanto, como lg(; # 0, se tiene que 3; = Hom7(8;, 0(7))(lewu)) #0 O

Lema 4.4.8 Sea T una R-categoria triangulada de artin. Entonces, cada mor-
fismo B:Q — M en T, con #0 y Q inescindible, es minimal a derecha.

Demostracién. Como 7T es en particular una R-categoria de artin, el resultado
se sigue de 3.5.11. I

Proposicién 4.4.9 Sea (0,Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t en una
R-categoria triangulada de artin T . Entonces, las siguientes condiciones se sa-
tisfacen.

(a) Para cada i € [1,t], el morfismo B; : Q(i) — ©(i) es una P(O)-cubierta
de ©(i).

(b) Sea (©,Q',<) es otro O-sistema proyectivo de talla t en T. Entonces,
para cada i € [1,¢], existe un isomorfismo p; : Qi) — Q'(i) que hace
conmutar el siguiente diagrama

Demostracion.
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(a) Por4.4.7 y 4.4.8 tenemos que 3; es minimal a derecha. Veamos que también
es una P(O)-precubierta. En efecto, sea f : X — O(i) con X € +(X0O).

Consideremos n; : K(i) Qi) i (i) YK () . Aplicando
Homy (X, —) a n;, tenemos la sucesién exacta

(76)

(X, K(i)) — (X, Q(i)) — (X, 0(i)) — (X, 2K (i)).

Como X € +(X0)y K(i) € .#(0), entonces por 4.3.2(c), 4.3.4(b) y 4.3.5,
tenemos que (X, XK (i)) = 0. Por lo tanto, §; es una P(O)-cubierta de
O(7).

(b) Es consecuencia inmediata de (a). O

Proposicién 4.4.10 Sea (©,Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t, en una
R-categoria triangulada T . Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) VQ' € add(Q), el R-funtor aditivo Hom7(Q',—) : Z#(0) — mod(R) es
exacto.
(b) Sea T una categoria Hom-finita. Entonces, para M € F(0©); y cada ©-

filtracion € de M, la multipicidad de ©(i) en M no depende de . En
tal caso, dicha multiplicidad serd denotada por [M : ©(i)]. En particular

lo(M) =327, [M : ©(i)].

Demostracion.

(a) Sean: A B C YA un tridngulo distinguido en % (0©).
Aplicando Hom7(Q’, —) al tridngulo 7, tenemos la sucesién exacta

(Q/7 E_l(c)) - (Q/7A) - (leB) - (Q/a C) - (Q/a ZA)
Luego, por 4.3.4(b), tenemos que (Q',~71(C)) = (Q', T A) = 0 pues Q :=
B, Qi) € H(27'O) N ~(XO), probandose (a).

(b) Consideremos una O-filtracién de M

E={&: M, ——M —00) —=XM_1 };'y,

tal que M_1 = 0 = ©(jo), 51 € [1,t] paral > 1y M, = M. Aplicando
a cada tridngulo ; el funtor Homy(Q(2), —); y denotando por (X,Y) a
lr(Hom7(X,Y)), tenemos las siguientes igualdades

(Q(i), My) = (Q(i),0) + (Q(), ©(j1)),
(Q(i), M) = (Q(#), ©(11)) + (Q(2), ©(42)),
(Q(2), M3) = (Q(i), M2) + (Q(4), ©(j3)),




4. Sistemas Homoldgicos en categorias trianguladas 165

Por lo tanto ¢; := (Q(i), M) = Z;Zl[M 1 0(4)]e(Q(1),0(j)). Consideran-
do la matriz D := (d;;) donde d;; := (Q(7),©(j)), tenemos por 4.4.6(b),
que D es triangular superior con di; # 0; y por lo tanto, det(D) # 0. Sean
X = ([M:0D)]e[M :02),....[M:0()e) y C = (c1,¢2,...,¢)"
renglones columna. Entonces, las igualdades anteriores se pueden escribir
como una ecuacién matricial D - X = C. Como det(D) # 0, existe una
tnica solucién al sistema anterior y por lo tanto [M : ©(j)]¢ sélo depende
delos c;y d;j ynode&. O

Corolario 4.4.11 Sea (0,Q,<) un O-sistema proyectivo de talla t, en una
R-categoria triangulada de artin T. Entonces [Q(i) : ©(1)] = 1, Vi € [1,t] y
Qi) 2 Q(j) para i # j.

Demostraciéon. Veamos que [Q(i) : ©(#)] = 1, Vi. En efecto, por 4.4.3 (b),
tenemos el triangulo distinguido

K (i) Q1) O(i) —= XK (i)

con K(i) € Z({O(k) | k > i}). Luego, por 4.4.10 (b), del tridngulo distinguido
anterior se concluye que [Q(i) : ©(i)] = 1.

Ahora bien, sin pérdida de generalidad, supongamos que i < j. Por lo tanto,
del tridngulo distinguido dado en 4.4.3 (b) para Q(j); y de nuevo por 4.4.10
(b), se tiene que [Q(j) : ©(i)] = 0 pues Q(j) € F({O(k) | k> j})yj>i. En
particular, O(¢) es factor de composicién de Q(i) pero no de Q(j); probdndose

que Q(i) 2 Q(j) para i # j. O

Corolario 4.4.12 Sea (0, <) un ©-sistema de talla t en una R-categoria trian-
gulada de artin T . Entonces, Y M € F(©) y cada ©-filtracidn & de M, la multi-
plicidad de ©(i) en M no depende de &. En particular lo(M) = Y"1 | [M : ©(i)].

Demostracion. Es inmediata de 4.4.15y 4.4.10. O

Lema 4.4.13 Sea (0, <) un O-sistema de talla t en una categoria triangulada
T, con < el orden natural en [1,t]. Entonces, las siguientes condiciones se sa-
tisfacen.

(a) Si M € 9(){@(]’)

< j<i+k}), Ne F{OF) [ r>i+k})y
Le #({O(s =0y

|
| s <i}), entonces Homy (N, M) Homy(M,L) = 0.

(b) SiM e F{OG) |i<ji<i+k}), Ne F{O(r)|r>i+k})yLe
F({O(s) | s <i}), entonces Homp(N,XM) =0 y Homy(M,XL) = 0.

(c) Si M,N € Z(©) entonces Homy(M,S"1N) = 0.

Demostracion. La prueba es inmediata de 4.3.4 y de la definiciéon de ©-
sistema. [
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Proposicién 4.4.14 Sean T una R-categoria triangulada de artin, (0,<) un
©-sistema de talla t en T, con < el orden natural en [1,t], t > 1y 1 <i <t
Entonces, para cada k tal que 1 < k <t —1i, existe un tridngulo distinguido

e Wi Uk O(7) Vi
que satisface las siguientes condiciones:
(a) Uy es inescindible,
(b) Vi e Z({O0) | i <j <i+k}),
(¢) Hom7 (U, 20(5)) =0 para i < j <i+k.

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre k.
Sea k = 1. En tal caso, tenemos que Hom7(0(i + 1),0(7)) = 0. Por lo tanto, si
Hom7(©(i), £0(i 4+ 1)) = 0 el tridngulo buscado es

0 0(i) ——= O(i) 0.

Supongamos que Hom7(0(i),X0(i + 1)) # 0. Por 4.2.3(a), existe un tridngulo
universal

€: O(i+1)" E o(i) 203 + 1)

que no se escinde. Ademads por 4.2.3(b), tenemos que Hom7(F, 2(0(i+1))) = 0.
Aplicando Hom7(—, 2(0(7))) a &, tenemos la sucesién exacta

Hom7(0(i), 20(:)) — Hom(F, X0(i)) — Hom (O + 1)", 20(7)).

Dado que Hom7(©(7),20(¢)) = Homr(O(i + 1)",X0(7)) = 0, concluimos de
la sucesién anterior que Homy(E,¥0(i)) = 0. Ademds, como Homy(O(i +
1), 0(i)) = Homy(O(i + 1)*,71O(i)) = 0, por 4.2.8, existe un tridngulo
distinguido

& 0%+ 1)" U, (i) 20(i + 1)™

con m < n'y U un sumando inescindible de E. Por lo tanto, &; := &’ satisface las
condiciones requeridas. Supongamos ahora que existe un tridngulo distinguido

&t Vi Uk O(7) Vi

con las propiedades requeridas. Construiremos {11 apartir de &, como sigue:
Si Homy (Uk, 20(i+k+1)) =0, el tridngulo &,41 := & tiene las caracteristicas
deseadas.

Supongamos que Hom (U, X0(i + k + 1)) # 0. Entonces, por 4.2.3(a), existe
un tridngulo distinguido

n: O+k+1)° U Uk YOGt +k+1),
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que no se escinde; y por 4.2.3(b), tenemos que Homr(U,XO( + k + 1)) =
0. Consideremos el siguiente conjunto . := {s | —k < s < 0}. Aplicando
Homy(—,X0(i+ k+s)) an, con s € ., tenemos la sucesién exacta

(U, S0(i + k+5)) — (U, SO+ k+5)) — (O(i + k+1)*, X0(i + k + 5))

Tenemos que Homy(Uy, 20 (i+k+s)) = Homr(©(i+k+1)*, X0(i+k+s)) =0
para s € ./, por hipdtesis de induccién y definicién de O-sistema. Por lo tanto
Homy(U,X0(i + k + s)) = 0 para s € . Con todo esto, concluimos que
Homy(U,X0(j)) = 0 para ¢ < j < i+ k + 1. Por 4.4.13(a), tenemos que
Hom7(©( + k4 1)*,U) = 0 pues Uy, € F({O(j) | i <j <i+k}); y también
por 4.4.13 (c) tenemos que Hom7(O(i + k + 1)%, £ 1U}) = 0. Por lo tanto, por
4.2.8, existe un tridngulo distinguido

7]/ : @(i+k+1)d Uk+1 U Z@(i-i-k-f— 1)d

con d < a y Ugyg sumando directo inescindible de U. Luego, por cambio de
base, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en T

¥1O (i) »1O(i)
O(i + k + 1) Vit Vi YO(i +k+1)7
O +k+1)¢ Uk+1 Uk YO(i + k +1)7
o(i) O(i),

donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos. Como V;, € .#({O(j)
| i <j <i+k}),se tiene por 4.3.3 que Vpy1 € F({O@U) |i <j<i+k+1}).
Ademés Homy(Ugy1, X0O(j)) = 0 parai < j <i+k+ 1 pues Uiy es sumando
directo inescindible de U. Por lo tanto, el tridngulo buscado es el de la primera
columna del diagrama anterior, es decir,

Hit1

Ser1: Vit Ug+1 O(i) SVigr . O

Teorema 4.4.15 Sea (0, <) un O-sistema de talla t en una R-categoria trian-
gulada de artin T. Entonces, eriste una tnica familia salvo isomorfismos @ :=
{Q(i)}Yi_, de objetos en T tal que (©,Q, <) es un O-sistema proyectivo de talla
tenT.
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Demostracion. Supondremos, por simplicidad, que < es el orden natural en
[1,t]. Para i < t, definimos 7; := &;—; donde &_; son los tridngulos de 4.4.14

-t Vi Ui O(1) XV
Definiendo K (i) := Vi—; v Qi) := Ui_;, tenemos que K(i) € F({O(j) |
Jj > i}) y Homp(Q(i),2O(j)) = 0 para j > 4. Del tridngulo &_;, tenemos
que Qi) € 32({6(]) | j > i}). Entonces, por 4.4.13 (b) y (c), tenemos que
Hom7(Q(i), 2 (r)) =0parar <iy HomT(Q(i),Z_l@(r)) = 0, Vr. Por lo
tanto, Q(i) € +(X71O)N l(Z@). Para i = t, tomamos el tridngulo

y definimos Q(t) := O(t) y K(t) := 0, entonces éste tridngulo cumple las condi-
ciones requeridas. [

Definicién 4.4.16 Sea (0, Q, <) un ©-sistema proyectivo de talla t, en una R-
categoria triangulada Hom-finita T. El ©-soporte de M € % (0©), es el conjunto

Sopg(M) = {i € [L,¢] | [M : ©(i)] # 0}.

Para 0 # M € #(0), sea max(M) el méximo de Sopg (M) con respecto al
orden lineal <. Similarmente min(M) es el minimo de Sopg (M) con respecto al
orden lineal <. Finalmente, max(0) := —oco y min(0) := +oc.

Teorema 4.4.17 Sean (0©,Q, <) un ©O-sistema proyectivo de talla t, en una
cate-goria triangulada T, M € F(©) e i := min(M). Entonces, existe un
tridngulo distinguido en T

N —> Qo(M) s M — %N,

el cual satisface las siguientes condiciones
(a) N € 7(0) y Qo(M) € add(D,-, Q7).
(b) min(M) < min(N) si M # 0,
(c) enr: Qo(M) — M es una P(O)-precubierta de M.

Demostracion. Si M = 0, el tridngulo distinguido zero 0 — 0 — 0 — 0 es
el tridangulo deseado. Sin perdida de generalidad, supondremos que < es el orden
natural en [1,¢]. Sea M # 0. Por 4.4.6 (a), se satisfacen las hipétesis de 4.3.8.
Luego, por 4.3.8 (c), existe un tridngulo distinguido N 2+ M N o>i)™ —
YN con N € #(0©) y min(M) < min(N). Si ¢ = min(M) = ¢, se tiene que
N = 0; y por lo tanto concluimos que el tridangulo buscado es
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pues Q(t) ~ O(t). Observese, que en este caso, Qo(M) := Q)™ y ep =
loym -

Q(t)™mi

Sea i =min(M) < t. Si N = 0 entonces M ~ O(i)™i; y asf el siguiente tridngulo
distinguido (ver 4.4.3 (b)) cumple las condiciones deseadas (ver la prueba de
4.4.9 (a))

K™ —= Qi)™ - 0" — DK ()™,

Supongamos que N # 0. Dado que ¢ = min(M) < min(N), por hipédtesis de
induccién, existe un triangulo distinguido

N — Qo(N) =~ N —= =N’
tal que i < min(N) < min(N’) =:i’, Qo(IN) € add(D, >, Q(J)) vy € : Qo(N) —

N es una P(©)-precubierta de N. Por cambio de base, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en 7

N i1 E p2 Q(Z)ml - 5 EN

0 Bz']’i
N—f ey — " el —-3%N
YSK@G)™ ——=XK(i)™,

donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos. Como N € %#(0),
se tiene que Hom7(Q(), XN) = 0. Por lo tanto, el primer renglén del diagrama
anterior se escinde. Luego, existe iy : Q(¢)™ — E tal que §;"" = 1fis. Sean
a:=0iyy € := (pen,a) : Qo(N)P Qi)™ — M. Por lo tanto, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en 7

Qo(N) L= Qo(M) = Q(i)™ —2> Qo (N)

im I le Ir lﬂ;’"f‘ IIr lzeN
%)

N M—Y 0™ — =N,

donde los renglones son tridngulos distinguidos Qo(M) = Qo(N) P Qi)™
Jo = ( (1) ) y Ty 1= ( 0, 1 ) Los cuadrados I y I1 conmutan por la propiedad

universal de e y 111 conmuta pues Hom7(Q(i), XN) = 0. Por lo tanto (en, €, 5;"*)
es un morfismo de tridngulos. Luego Hom7(Qo(N’),X~1O(i)™) = 0, pues
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Qo(N) € add(@;; Q(j)) y Homr(Q(j),2'0(i)) = 0, Vi, j. Entonces, por
4.1.4, podemos completar a un diagrama en T

N’ yoip K(i)™ —— 2N/

J1 T

Qo(N) —— Qo(M) —— Q(i)™" —— XQo(N)

€N € B Yen
© P N
N M o3i)™ ——= %N
vy IX
SN’ P EK(3)™ — 22N,

donde todos los renglones y columnas son tridngulos distinguidos; y todos los
cuadrados conmutan, a excepciéon de I.X, que anticonmuta. Veamos que el si-
guiente tridngulo distinguido

y-1lp——Qo(M)—>M—>P

satisface las condiciones requeridas. En efecto, Qo(M) € add(€D,>, @(j)) pues
Qo(N) € add(P,>, Q(j)) con i < min(N) < min(N') = y Qi)™ €
F({O(j) |> i}). Considerando el tridngulo del primer renglén, del diagrama
anterior, tenemos que X~'P € F({O(j) | 5 > i}) pues Z(O) es cerrada por
extensiones, K (i)™ € ZF({O() |j>i}) y N € Z({O(@) | j > '}) coni <.
Por lo tanto i = min(M) < min(X~1P).

Veamos finalmente que € es una P(0O)-precubierta de M. En efecto, por 4.3.5,
tenemos que +(X0) = +(X.%(0)). Luego, para h : X — M con X € P(O) se
tiene el morfismo vh : X — P. Dado que P € £.%(0), pues 1P € #(0),
obtenemos que vh = 0 y entonces existe b’ : X — Qo(M) tal que h = eh’. Por
lo tanto, el morfismo € es una P(0©)-precubierta de M. O

Corolario 4.4.18 Sean (0,Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t, en una

cate-goria triangulada T; y Q := 69::1 Q(i). Entonces, para M € % (0), ten-
emos que resdim,qqqy(M) < t. Es decir, existe una familia de tridngulos dis-
tinguidos

{ Kjn Qj K; YKj1,0<j<t-1}

tal que K; € #(0), Vj, Ko =M y Q; € add(Q) Vj.
Demostracién. Se sigue de 4.4.17 (b). O

Corolario 4.4.19 Sean (0,Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t, en una
cate-goria triangulada T; y Q := @!_, Q(i). Entonces

add(Q) = .7 (0) NP(O).
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Demostracién. Es claro que add(Q) € #(©)NP(O). Sea M € Z(0)NP(O).
Por 4.4.17, existe un tridngulo distinguido en 7

n:N— Qo(M) 2% M — XN,

donde Q¢(M) € add(Q) y N € F#(0©). Luego, el tridngulo anterior se escinde y
entonces M € add(Q); probdndose el resultado. O

4.5. El algebra asociada a un sistema O- proyec-
tivo

Proposicién 4.5.1 Sean (0,Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t, en una
R-categoria triangulada de artin T, A := Endr(Q)°P, € = Homr(Q,—) :
T — mod(A) y aP (i) := €g(Q(?)) para cada i € [1,t]. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) La familia AP := {4P(%) | i € [1,t]} es un conjunto de representantes de
A-mddulos proyectivos inescindibles. En particular A es bdsica yrkKo(A) =
t.

(b) €o(O(i)) ~ AA(i), Vi € [1,t], donde aA es calculada usando 4P y el
orden dado < en [1,t].

(¢) El par (A, <) es una dlgebra bdsica estandarmente estratificada.
(d) €q: F(O©) — F(4A) es una equivalencia exacta de categorias

Demostracién. Por 4.4.10(a), tenemos que el funtor €9 = Hom7(Q,—) :
T — mod(A) es exacto.
(a) Se sigue de 4.4.11 y 4.2.7.
(b) y (c). Sea i € [1,t]. Por 4.4.3 (PS5) y 4.4.17, tenemos dos tridngulos distin-
guidos

me s K () -5 Qi) — 0() — SK(i),

n K — Q 2% K(i) — YK,

donde K (i), K' € Z({0(j) | j > i}) y Q' € add(®;>:Q(j)). Aplicando el funtor
€ = Hom7(Q, —) alos tridngulos n; y 1}, tenemos la siguiente sucesién exacta
en mod(A4) (pues €¢ es exacto en .7 (0))

)

e (@) “21), Pi) — eq(O(i) — 0,

donde ; := a;\;. Afirmamos que
Im(€q (7)) = Tra,., ,p(j) (aP (i) = U(d).

En efecto, usando que €¢(Q’) € add(®;>:4P(j)), se sigue que Im(€q(y;)) C
Trg,...p@)(aP(i)). Para ver la otra inclusién, sea j > i y consideremos un
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morfismo f :4 P(j) — 4 P(2). Por 4.4.3 (PS3), 4.2.7 y 4.4.10 (a), tenemos que
Hom A (4P(7). €0(0())) = Hom(€(Q())), €0 (O(1))) = Homr(Q(j), O()) —
0, donde la tltima igualdad se da por 4.4.6 (b). Entonces f se factoriza a traves
de €¢(v;); probédndose la afirmacién. Luego €g(0O(i)) ~a A(i).

Por otro lado, de la sucesion exacta

0—U(i) —aP(i) — €0(0(i)) — 0,

tenemos que 4P (i) € F(4A) pues U(i) € F(4A), €0(O(i)) ~a A(i) y F(4A)
es cerrada por extensiones; probandose que A es un dlgebra estandarmente es-
tratificada

(d) Como €g = Hom7(Q,—) : T — mod(A) es un funtor exacto, tenemos
que probar que Im(€g) C F (4A) y que la restriccién €q : F(0) — F(4A) es
fiel pleno y denso. Veamos que Im(€g) C .F(4A). Sea M € .#(O). Probaremos,
por induccién sobre ¢ (M), que €o(M) € F(4A).
Si lg(M) < 1 entonces M ~ O(i) para algin i. Luego, por (b), €o(M) ~
AA(1) € F(aA).
Sea lg(M) =m > 1. Dado que M € .#(0©), existe una ©-filtracién

ni=A{m: M- M, SIeN) EMiq b2,

tal que My = 0, y M,, = M. Consideremos el tridngulo distinguido 7, :

My-1—— M —>0{m) —>EMy_1 ,con Mp,_1 € F(O) ylo(Mpy_1) =

lo(M) — 1. Aplicando €g a )y, tenemos por 4.4.10 (a) la sucesién exacta
0——=€Q(Mp—1) — €o(M) — €4(0(jm)) —0.

Por induccién €g(M,_1) € F(aA); y como €g(0(j)) € F(4A), tenemos que

€o(M) € F(aA) pues F(4A) es cerrada por extensiones.

Ahora veamos que el funtor €¢ es fiel y pleno. Por 4.4.18, para M € #(0),

tenemos una familia de tridngulos distinguidos & = {&, : K;41 — Q; — K; —

ZKJ-_H};;%) tal que K; € #(0) Vj, Ko =M y Q; € add(Q) Vj. Aplicando €¢

a & v &1, tenemos las sucesiones exactas

0 —=€q(K1) —=€q(Qo) —= €(M) ——=0,
0 ——€q(K2) —€q(Q1) — €q(K1) —0.

Por lo tanto €g(Q1) AN €0(Qo) — = €g(M) ——= 0 es exacta. Luego, se
obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0

T(M>N) T(Q07N) T(QDN)

- - -

00— 4(€q(M),€q(N)) —= a(€q(Q0),€q(N)) —— a(€q(Q1),€q(N)),
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donde ay y ag son isomorfismos, pues Qp, Q1 € add(Q). Por lo tanto, por el
Lema del Cinco, a; es un isomorfismo; probandose que € es fiel y pleno.
Ahora veamos que €¢ es denso. Por induccién sobre £, A (M).

Sea 0 # M € F(aA). Sil A(M) =1, existe i tal que M ~ 4A(i) ~ €(0(7)).
Sea £, A(M)=m > 1. Dado que M € .#(4A), tenemos la siguiente filtracién

OZMOQMIQM2~~~Mm71ng:M7

con My ~ 4A(i) para algin i. Luego, podemos considerar la siguiente filtracién
de M/AA(Z)

0=Mi/aA(i) C Ma/aA(i) C M3/ aA(i) -+ C Mp—1/aA(i) C M/aA(i),

con Myi1/aA%)/My/aA(E) = My /My =~ aA(ig) para k € [1,m — 1]. Por lo
tanto M/4A(i) € F(4A); y se tiene la siguiente sucesion exacta en mod(A)

0 AA(7) M M/ AA(i) — 0,

donde £, A(M/AA(3)) = €,A(M) — 1. Luego, por induccién, tenemos que existe
Z € F(0) tal que €g(Z) ~ M/4A(i). Por 4.4.17, existe un tridngulo distin-

guidonz : 7 “>=Qo(2) “Z oz 7' con Z' € %#(O). Entonces, se
obtiene la siguiente sucesién exacta en mod(A)

€o(w) Colez)
0—=€0(2") 255 e0(Qo(2)) “25>eq(Z) —0 .

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
€q(Z') €q(Z')
s €a(w)
Nt 00— 4A() ——>C = €0(Qu(2)) ——0
A €q(ez)
0 AA(Z) M eQ(Z> ~ M/AA(Z) —
0 0

La sucesién 7, del diagrama anterior, se escinde pues €q(Qo(Z)) es proyecti-

vo. Por lo tanto C' ~ A1) PEq(Qu(Z)) ~ €q(03i) P Qu(Z2)), i1 = ( (1) )
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y p2 = (0,1). Esto es, p = ( eQw(u) > con p : €g(Z") — €g(0(i)). Co-

mo €q |z(e) es pleno, existe h : Z' — O(i) tal que €q(h) = ¢; y asi pu =
€q(h) \ _ h . _ ("

( eol) ) = €0 u ) Notemos que (0,1)¥ = u donde ¥ := u ) Com-

pletando ¥ a un tridngulo distinguido ¢ : 2’ — OH)PQR(Z) — X —

¥Z' y por cambio de cobase (o por 4.1.3), se obtiene el siguiente diagrama

conmutativo en T

() (i)
7' —=0(i) @ Qu(2) X A
z :
7 —"=Qo(Z2) —Z Z WA

YO(i) =——— ¥0(i),

donde i := (0,1) y los renglones y columnas son tridngulos distinguidos. Como Z,
O(i) € Z(0), tenemos que X € .Z(0), pues .#(0) es cerrada por extensiones.
Aplicando €¢ a &, tenemos la siguiente sucesién exacta en mod(A)

Co(v)

0 — €0(2') —22e0(6(i)) @ Qo(2)) — eq(X) — 0.

Pero €4 (V) = u; y entonces €¢(X) ~ Coker(u) = M. Por lo tanto €¢ es denso.
U

Proposicién 4.5.2 Sean (0, Q, <) un O-sistema proyectivo de talla t, en una

R-categoria triangulada T de artin; y Q = @le Q(i). Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) F(O) es cerrado por sumandos directos.
(b) ©(i) es inescindible para cada i € [1,t].

(¢) Para cada objeto M € F(O©), existe un tridngulo distinguwido Z —
Qu — M — X7 en F(0O) tal que Qpr — M es una add(Q)-cubierta
de M y min(M) < min(Z) si M # 0.

Demostracién. Sea A := Endy(Q)°P. Sabemos por 4.5.1 que €g : F(0) —
7 (4A) es una equivalencia exacta de categorias, A es un dlgebra estandarmente
estratificada y €¢(0(7)) ~4 A(7), Vi.

(a) Como % (4A) es cerrada por sumandos directos (ver [11]), entonces esta
propiedad se puede trasladar a .#(©) usando la equivalencia €q.
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(b) Como 4A; es inescindible y End7(©(7)) ~ End 4 (4A(4)), se sigue que O(7)
es inescindible (pues 7 es Krull-Schmidt).

(c¢) Usando que .7 (4A) es una subcategoria resolvente de mod(A) (ver [11]),
4.4.17 y que €¢g : F(©) — F(4A) es una equivalencia, obtenemos (c). O

Corolario 4.5.3 Sean (0,Q,<) un O-sistema proyectivo de talla t, en una
cate-goria triangulada T; K := {K(i)}._, donde K(i) es el objeto que aparece
en 4.4.8 (PS5). Si Homy(X?K,0) = 0, entonces (0,<) es un O-sistema de
talla t en T.

Demostracion. Se sigue de 4.5.2 (b) y 4.4.6 (a), (¢). O

Corolario 4.5.4 Sean (0, <) un ©-sistema de talla t, en una R-categoria trian-
gulada T de artin. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F(O) es cerrado por sumandos directos.

(b) Para cada objeto M € F(O), existe un tridngulo distinguido Z —
Qu — M — XZ en F(O) tal que Qpr — M es una add(Q)-cubierta
de M y min(M) < min(Z) si M # 0.

Demostracién. Se sigue de 4.4.15 y de 4.5.2. O
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Capitulo 5

Teoria de aproximacion de
Auslander-Buchweitz

La teorfa de aproximaciones tiene su origen en el concepto de envolventes
inyectivas y ha sido ampliamente aceptada en el contexto de la categoria de
modulos.

En articulos independientes, Auslander, Reiten y Smalo (para la categoria
mod(A) de médulos finitamente generados sobre un dlgebra de artin A) y Enochs
(para la categoria Mod(A) de mddulos sobre un anillo arbitrario) introdujeron
una teoria general de aproximaciones que involucraba precubiertas y preenvol-
ventes (ver [4], [6] v [29]).

Auslander y Buchweitz (ver [3]) estudiaron las ideas de envolventes inyecti-
vas y cubiertas proyectivas en términos de aproximaciones maximales Cohen-
Macaulay para ciertos médulos. En su trabajo, ellos estudiaron la relacién entre
la dimensién inyectiva relativa y la dimensién coresolucién de un médulo. Ellos
desarrollaron su teoria en el contexto de categorias abelianas dando varias apli-
caciones en varios contextos.

Basado en [3], Hashimoto defini6 los “contextos de Auslander-Buchweitz” para
categorids abelianas, dando un marco teérico a la teoria de aproximaciones (ver
[37]). Recientemente, las categorfas trianguladas entraron en forma relevante
y varios autores han estudiado el concepto de aproximacion tanto en el caso
abeliano como en el caso triangulado (ver [20],[16], [49] y [50]).

En este capitulo, desarrollaremos el analogo de la teoria de aproximaciones
en el sentido de Auslander y Buchweitz, para categorias trianguladas. Durante
todo este capitulo, 7 denotarda una categoria triangulada arbitraria y X una
clase de objetos en T. El resultado principal es acerca de un par de (X,w) de
clases de objetos en 7 donde X es cerrada por extensiones y w satisface condi-
ciones debiles de cogenerabilidad con respecto a los objetos de X'. Siguiendo a
Auslander y Buchweitz, consideramos la clase X de objetos de T que admiten
una resolucién finita a través de objetos de X'. Probamos que cada objeto de X”
admite dos tridangulos distinguidos: uno dando una X-aproximacién a derecha
y el otro dando una w”-aproximacién a izquierda. En este capitulo también es
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introducida la dimensiéon X'-resoluciéon y es comparada con otras dimensiones
relativas.

En todo este capitulo, T serd una categorfa triangulada y [1] : T — T su
funtor de suspensién. El término subcategoria, significarda una subcategoria que
es plena, aditiva y cerrada bajo isomorfismos.

Sean X y ) dos clases de objetos en 7. Definimos la categoria perpendicular a
izquierda (resp. derecha) de X como *X := {Z € T : Homy(Z,—)|x = 0}
(resp. X+ := {Z € T : Homy(—,Z)|x = 0}). Denotamos por X * ) a
la clase de objetos Z € T para los cuales existe un tridngulo distinguido
X —>Z—-Y >X[l]lenTconX € XyY € Y. Enelcaso Y = {YV}, es
cribiremos X * Y en lugar de X % ).

Es bien conocido que la operacién * es asociativa (ver [13, 1.3.10]). Decimos que
X es cerrada por extensiones si X *+ X C X.

Recordemos que una clase X de objetos en T se dice que es suspendida (res-
pectivamente, cosuspendida) si X[1] C X' (respectivamente, X[—-1] C X) y X
es cerrada por extensiones. Por el siguiente lema, es facil ver que una clase X
suspendida (respectivamente, cosuspendida) de objectos en T, puede ser con-
siderada como una subcategoria de 7T .

Lema 5.0.5 Sea X una clase de objetos en T.

(a) Si0 € X entonces Y CX+xY yY CYVx*X para toda clase Y de objetos
en T.

(b) Si X es suspendida o cosuspendida, entonces 0 € X y X = X x X.

Demostracion.

(a) Si 0 € X, obtenemos que Y C X %Y usando el tridngulo distinguido
0-5Y 3y >0 para cualquier Y € ). La otra inclusion es similar.

(b) Sea X cosuspendida (el otro caso es andlogo). Entonces se sigue que 0 € X
puesto que tenemos el tridngulo distinguido X[—1] - 0 - X — X para
X € X. Luego (b) se sigue de (a) y de que X es cerrada por extensiones.
O

Dada una clase X de objetos en T, se dice que X es cerrada bajo conos
si para cualquier tridngulo distinguido A - B — C — A[l] en T con A,B € X
tenemos que C € X. Similarmente, X es cerrada bajo coconos si para
cualquier tridngulo distinguido A - B — C — A[l] en T con B,C € X
tenemos que A € X.
Denotamos por Uy (respectivamente, yU) a la subcategoria més pequena sus-
pendida (respectivamente, cosuspendida) de T que contiene a la clase X. Note-
mos que si X' is una subcategorfa suspendida (respectivamente, cosuspendida)
de T, entonces X = Uy (respectivamente, X = xU). También recordemos que
una subcategoria U de T, que es suspendida y cosuspendida, es llamada una
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subcategoria triangulada de 7. Una subcategoria gruesa de T es una sub-
categoria triangulada de T que es cerrada por sumandos directos en 7. También
denoteremos por A7 (X) (respectivamente, A7 (X)) a la subcategorfa triangu-
lada més pequena (respectivamente, triangulada més pequena gruesa) de T que
contiene a la clase X. Observemos que A7 (X) C Ar(X). Para la siguiente
definicién ver [4], [20], [16] and [29] (también ver 1.1.30).

Definicién 5.0.6 Sean X y Y clases de objetos en una categoria triangulada
T. Un morfismo f: X — C en T se dice que es una X-precubierta de C, si
X € X yHomy (X', f) : Hom7(X’, X) — Homy (X', C) es suprayectivo, VX' €
X. Si cualquier C € Y admite una X-precubierta, entonces X es una clase
precubriente en Y. Dualizando la definicion de arriba, obtenemos la nocion
de X-preenvolvente de C y clase preenvolvente en ). Finalmente, decimos
que X es funtorialmente finita en T si es precubriente y preenvolvente en T .

Finalmente, para trabajar con (co)resolusiones, dimensiones relativas inyecti-
vas y proyectivas, consideramos los niimeros naturales extendidos N := NU{co}.
Con las siguientes reglas:

(a) x + 0o = co para cualquier © € N,
(b) < 0o para todo z € Ny
(c) min(0) := oco.

5.1. Dimensiones resolucién y coresolucién

Ahora definiremos ciertas clases de objetos en T las cuales nos guiardn a la
nocién de dimension resolucién y dimensién coresolucion.

Definicién 5.1.1 Sea X una clase de objetos en T. Para cualquier nimero
natu-ral n, introducimos inductivamente la clase ) (X) como sigue: el (X) :== X
y suponiendo definida € _,(X), la clase €} (X) estd dada por todos los objetos
Z €T para los cuales existe un tridngulo distinguido T

Z[-1] w X Z

con W € ep_1(X) y X € X. Dualmente, definimos e (X) := X y suponiendo
definida g,/_{(X), la clase €/ (X) estd dada por todos los objetos Z € T para los
cuales existe un tridngulo distinguido

A X K Z[1].
Tenemos las siguientes propiedades para e/, (X)) (y similares para ) (X)).

Proposicién 5.1.2 Sea T una categoria triangulada, X una clase de objetos
en T, yn un nimero natural. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para Z € T yn > 0, tenemos que Z € eh(X) si y sdlo si existe una
familia {K;[-1] — K;41 — X; — Kj}?;ol de tridngulos distinguidos en
TenKy=2Z X,€e X yK,ecX.
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(b) en(X) =+, X[i] := X % X[1] % -+ x X[n].

(¢) Si 0 € X entonces X[n] C ep(X) C ep 1 (X) yep(X)[1] C e q(X),
VneN.

Demostracion.

(a) Si n =1 la equivalencia se sigue de la definicién de £{(X). Sean > 2y
supongamos (por induccién) que la equivalencia es cierta para e),_;(X).
Por definicién, Z € e/ (X) si y s6lo si existe un triangulo distinguido en 7~

Z[-1] K Xo Z

con K1 € ei_1(X) y Xo € X. Por otro lado, por induccién, tenemos
que K1 € e)_1(X) si y sblo existe una familia {K,;[-1] — K;11 —

X; — Kj}?;ll de tridngulos distinguidos en 7 con X; € X' y K,, € &;
probéandose (a).

(b) Por definicién, tenemos que e, (X) = X xei_,(X)[1]. Por lo tanto, por
*1_, X[i].

induccién, se sigue que e (X) = X * (I, X[i])[1] =

7=

(c) Supongamos que 0 € X. Por (b), sabemos que £/, (X) = e)_,(X) x X[n];

n—1

y puesto que 0 € e/_,(X), se sigue de 5.0.5 (a) que X[n| C e/, (X). Sim-

n—1
ilarmente, de las igualdades e}, (X) = e (X) * X[n + 1] y ep 1 (X) =
X el (X)[1], y los hechos que 0 € X[n+ 1] y 0 € X, obtenemos las otras
inclusiones de 5.0.5 (a). O

Procediendo como en [3] y [20], introducimos la nocién de dimensién X-
resolucién (respectivamente, coresolucién) de una clase Y de objetos de 7.

Definicién 5.1.3 Sea X una clase de objetos en T .
(a) X" :=Up>0en(X) y XY :=Up>0 6, (X).
(b) Para M € T, la dimensién X -resolucién de M es

resdimy (M) :=min{n e N : M €/ (X)}.

Dualmente, la dimensién X -coresolucién de M es
coresdimy (M) :=min{n e N: M € ¢/(X)}.
(¢) Para cualquier clase Y de T, definimos resdimy ())) := sup {resdimy (M) :

M € Y}. Similarmente, se tiene la nocion de coresdimy ().

Proposicion 5.1.4 Sean X y Y clases de objetos en T, 0 € Y yn € N. En-
tonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) resdimy (X) < n siy sdlo si X C el (V) = *_y V[i].
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(b) Si X es cerrada por extensiones, entonces X x X" C X

(c) Si X es cosuspendida, entonces e(X) = X|[n].
Demostracién.

(a) Se sigue de la definicién y de 5.1.2 (b),(c).

(b) Se sigue de 5.1.2 (b) puesto que X * X C X.

(c¢) Sea X cosuspendida. Como 0 € X (ver 5.0.5 (b)), tenemos de 5.1.2 (b),
(c) que X[n] C el (X) = I, X[i]. Por otro lado, usando que XY * X C X'y
X[—1] C X, concluimos que *I" o X[i] = (¥, X[i —n])[n] C (¥, X)[n] C
Xn]. O

El siguiente resultado serd 1til en este capitulo. El inciso (a) aparece en [20].
Recordemos que A7(X) (respectivamente, A7(X)) es la subcategoria triangu-
lada més pequena (respectivamente, triangulada més pequena gruesa) de T que
contiene a la clase X.

Teorema 5.1.5 Para cualquier subcategoria cosuspendida X de T y cualquier
objeto C' € T, se satisface lo siguiente.

(a) resdimy (C) < n siy sdlo si C € X|n].
(b) XN = UnZQX[n] = AT(X)
(c) Si X es cerrada por sumandos directos en T, entonces X" = Ar(X).

Demostracién.
(a) Se sigue de 5.1.4 (a), (c) puesto que 0 € X (ver 5.0.5 (b)).

(b) De 5.1.4 (c), obtenemos que X" = U,>o X[n]; y entonces X" es cerrada
por translaciones positivas y negativas. Ahora veamos que X" es cerra-
da bajo extensiones. En efecto, sea X[n] - Y — X'[m] — X[n][1] un
tridngulo distinguido en T con X, X’ € X. Supongamos sin perdida de
generalidad que n < m y entonces X[n] = X[n — m][m] € X[m] ya que
n—m < 0y X[-1] C X. Usando ahora que X es cerrada bajo extensiones,
tenemos que Y € X[m] C X"; probandose que X es cerrada bajo exten-
siones. Entonces X" es una subcategoria triangulada de 7y ademds es la
mds pequena que contiene a X ya que X = U, >o X[n].

(c) Se sigue de (b). O
Enunciemos el dual del teorema anterior.

Teorema 5.1.6 Para cualquier subcategoria suspendida Y de T y cualquier
objeto C' € T, se satisface lo siguiente.

(a) coresdimy (C) < n siy sélo si C € Y[—n].
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(b) ¥ = UnzoV[=n] = A7 (Y).
(c) Si YV es cerrada por sumandos directos en T, entonces YV = A ().

Observacién 5.1.7 (1) Observemos que una clase suspendida U de T es cer-
rada por conos. En efecto, si A — B — C — A[l] es un tridngulo distinguido en
T con A, B €U entonces A[l], B € U; y por lo tanto C € U, pues U es cerrada
por extensiones. Similarmente, si U es cosuspendida, entonces es cerrada por
€oconos.

(2) Sea (V,w) un par de clases de objetos en T conw C Y. Si Y es cerrada por
conos (respectivamente, coconos) entonces w™ C Y (respectivamente, w’ C V).
En efecto, supongamos que ) es cerrada por conos y sea M € w”. Entonces
M € el (w) para algin n € N. Sin =0 entonces M € w C Y. Sean > 0, luego
existe un tridngulo distinguido M[—1] - K =Y — M en T con K € e/, (w)
yY €Y. Por induccion K € Y y entonces M € Y puesto que Y es cerrado por
conos; probdndose que w” C .

(3) Notemos que X" C Uy (res-pectivamente, XV C yU) puesto que Uy (re-
spectivamente, xU ) es cerrada por conos (respectivamente, coconos) y contiene
a X.

Usando el hecho de que el funtor Hom es cohomolégico, obtenemos la
siguiente descripcion de las subcategorias ortogonales. En particular, observemos
que xU* (respectivamente, “Uxy) es una subcategoria suspendida (respectiva-
mente, cosuspendida) de T.

Lema 5.1.8 Para una clase X de objetos en T, tenemos que
(a) *Ux ={Z € T : Homy(Z, X[i]) =0, Vi>0VX € X},
(b) xUt ={Z €T : Homy(X]i],Z) =0, Vi<O0,VX € X}.

Demostraciéon. Es directa. [

Lema 5.1.9 Sean Y y X clases de objetos en T, n > 1y Z € T. Las siguientes
condiciones se satisfacen.
(a) El objeto Z pertenece a Y * Y[1] % ---*x Y[n — 1] x X[n] si y sdlo si existe
una familic {K; - Y; - K1 — Ki[1] @ Y; € y};l;ol de triangulos
distinguidos en T con Ko € X y Z = K.

(b) El objeto Z pertenece a X[—n]*Y[—n+1]*---«Y[—1]xY si y sdlo si existe
una familia {Kiy, — Y — K; — K[l @ Y; € Y} de tridngulos
distinguidos en T con Ky € X y Z = K,,.

Demostracion.

(a) Procederemos por induccién sobre n. Si n = 1 entonces (a) es trivial.
Supongamos que n > 2 y consideremos la clase

Zpo1: =Y *x Y[ x--xYn— 2]« X[n —1].
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Es claro que YV # Y[1] % ---x Y[n — 1] * X[n] = Y * Z,_1[1]; y entonces
tenemos que Z € Y x Y[1] * -+ x Y[n — 1] * X[n] si y sblo si existe un
triangulo distinguido

K Y Z K[1]

en T conY € Yy K € Z, 1. Por otro lado, por induccién tenemos
que K € Z,1 siy s6lo si existe una familia {K; — ¥; — K;31 —
Ki[1] : Y; € Y}7=} de tridngulos distinguidos en 7 con Ky € X y
K = K, _1. El resultado se sigue agregando el tridangulo de arriba a la
familia de tridangulos anterior.

(b) Similar a (a). O

5.2. Dimensiones homolégicas relativas

En esta seccién, introducimos la dimensién X-proyectiva (respectivamente,
inyectiva) de objetos en 7. Ademds, establecemos un resultado que relaciona
esta dimensién proyectiva relativa con la dimensién resoluciéon como se vera en
el teorema 5.2.4.

Definicion 5.2.1 Sea X una clase de objetos en T y M un objeto en T.
(a) La dimensién X-proyectiva de M es

pdy(M) :=min{n € N : Homy(M[-i],—) |x=0, Vi>n}.

(b) La dimensién X-inyectiva de M es

idy(M) :==min{n € N : Homy(—, M[i]) |x=0, Vi>n}.

(¢) Para una clase Y de objetos en T, definimos
pdy(Y) :=sup{pd,(C) : C €Y} y idx(Y):=sup{idx(C) : C € V}.

Lema 5.2.2 Sea X una clase de objetos en T. Entonces, las siquientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) Para M € T yn €N, tenemos que

(al) pdy(M) <n siy solo si M € *Ux[n+ 1];
(a2) idx (M) < n siy solo si M € xU[-n —1].

(b) pdy(X) = idx(Y) para cualquier clase Y de objetos en T.

Demostracién. (a) Se sigue de 5.1.8 y (b) es directo. O
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Proposicion 5.2.3 Sea X una clase de objetos en T y M € T. Entonces
pdy (M) = resdimiy, 1) (M) y idx (M) = coresdim g1 [—1)(M).

Demostracién. Como Uy es cosuspendida (ver 5.1.8 (a)), la primera igual-
dad se sigue de 5.2.2 (al) y 5.1.5 (a). La segunda igualdad se prueba similar-
mente. [

Ahora probaremos la siguiente relacion entre la dimensién proyectiva relativa
y la dimensién resolucién.

Teorema 5.2.4 Sean X y Y clases de objetos en T. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) pdy (L) < pdy(Y) +resdimy (L), VLEeT.
(b) SiY CUxNUx[1] y Y es cerrada por sumandos directos en T, entonces

pdy (L) = resdimy (L), VL € Y".

Demostracion.

(a) Sea d :=resdimy (L) y « := pd4()). Podemos suponer que d y « son fini-

tos. Probaremos (a) por induccién sobre d. Si d = 0, se sigue que L € Y y
entonces (a) se satisface en este caso.
Supongamos que d > 1. Luego existe un tridngulo distinguido K — Y —
L - K[llenT conY € Yy K € &) (V). Aplicando el funtor coho-
molégico Homy(—, M[j]), con M € X, al tridngulo de arriba, obtenemos
la siguiente sucesion exacta de grupos abelianos

Hom(K[1], M[j]) — Homy (L, M[j]) — Hom (Y, M{[j]).

Por induccién, tenemos que pdy (K) < a+d—1. Luego Homy (L, M[j]) =
0 para j > a + d de donde concluimos que pdy (L) < « + d.

(b) Sea Y C Uy N*Ux[1] y Y cerrada por sumandos directos en 7. Considere-
mos L € Y" y sea d := resdimy(L). Por 5.2.2 tenemos que pdy(Y) =0y
entonces pdy (L) < d (ver (a)). Probaremos por induccién sobre d, que la
igualdad dada en (b) se satisface. Para d = 0 es claro.

Supongamos que d = 1. Entonces, existe un tridangulo distinguido

n: Y1—>Y0—>Li>Y1[1]en7—conYi€y.

Si pdy(L) = 0 entonces L € tUx[1] (ver 5.2.2). Entonces f = 0 puesto
que Y C Uy; y luego n se escinde, de donde tenemos que L € ), lo cual
es una contradiccién ya que d = 1. Por lo tanto pdy (L) > 0 probandose
(b) para d = 1.

Supongamos que d > 2. Entonces tenemos un triangulo distinguido K —
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Y = L - K[llenTconY € Y, K € &) 1(¥)ypdp(K) =d—-1
(por hipétesis de induccién). Como pdy (L) < d, basta ver que pd (L) >
d — 1. Por lo tanto, en el caso que pdy (L) < d — 1, aplicamos el funtor
cohomolégico Homy(—, X[d]), con X € X, al tridngulo L — K[1] —
Y[1] — L[1]. Entonces obtenemos la siguiente sucesién exacta de grupos

abelianos
Hom(Y[1], X[d]) — Homy(K|[1], X[d]) — Homy (L, X[d]).
Luego Hom(K][1], X[d]) = 0 contradiciendo que pd,(K) = d — 1. Esto

significa que pd (L) > d — 1; probandose (b). O

Observacién 5.2.5 Notemos que siY #0yY € UxN+Ux[1], entonces Y]] ¢
Ux N L1/{/\([1], Vi > 0.

El siguiente resultado técnico serd usado en la seccion 4.

Lema 5.2.6 Sean X, Y y Z clases de objetos en T. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) pdy(XY) = pdy (X).
(b) Si X C ZC XY entonces pdy(Z) = pdy(X).

Demostracién. Para probar (a), basta ver que pdy, (XY) < pdy, (X). Sea
M € XV. Probaremos por induccién sobre d := coresdimy (M) que pdy, (M) <
pdy, (X). Podemos suponer que a := pdy (X) < oco. Si d = 0 tenemos que
M € X y entonces no hay nada que probar.

Sea d > 1. Entonces existe un tridngulo distinguido M — X — K — M][1]
in 7 with X € X, K € ey_{(X) y pdy (K) < o (por hipétesis de induccién).
Aplicando el funtor cohomolégico Homy(—,Y[i]), con Y € Y, obtenemos la
siguiente sucesion exacta de grupos abelianos

Hom(X,Y[i]) = Hom(M,Y[i]) - Homy(K,Y[i + 1]).

Luego Homy (M, Y[i]) = 0 para i > o dado que pdy, (K) < a. Probandose que

Finalmente, (b) es consecuencia facil de (a). O

Los siguientes dos lemas son los analogos a los de corrimiento usados usual-
mente para sizigias y cosizigias en el funtor Ext”.

Lema 5.2.7 Sean X y )Y clases de objetos en T tal que idx()) = 0. Entonces,
para X € X, k >0y K, € YxY[1]*---xY[n—1]x Ko[n], existe un isomorfismo
de grupos abelianos

Homy (X, Kok + n]) ~ Homy (X, K, [k]).
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Demostracién. Sea X € X, k> 0y K, € Y*Y[1]*---*Y[n— 1] * Ky[n]. Por
5.1.9 (a), existen tridngulos distinguidos n; : K; — Y; = K,;11 — K;[1] con
Y, €Y, 0<i<n-—1. Aplicando el funtor Hom(X[—k], —) a n;, tenemos una
sucesiéon exacta de grupos abelianos

(X[, Yi) = (X[=K], Kig1) = (X[=k], K[1]) = (X[=F], Yi[1)),

donde para simplicidad (—, —) := Homy(—, —). Como idx()) = 0, se tiene que
Homy(X[—k], K;+1) ~ Homy(X[—k], K;[1]). Por lo tanto, por el isomorfismo
anterior, tenemos que

Homy (X, K, [k]) ~ Homy (X, K,—1[k + 1]) ~ - - - ~ Hom7 (X, Ko[k + n]). O

Lema 5.2.8 Sean X y Y clases de objetos en T tal que pd()) = 0. Entonces,
para X € X, k >0y K, € Ko[-n]*Y[-n+ 1] *---x Y[-1] x ), existe un
isomorfismo de grupos abelianos

Homy (Ko, X[k + n]) ~ Homy (K, X [k]).

Demostracién. La prueba es similar a la dada en 5.2.7 usando 5.1.9 (b). O

5.3. Cogeneradores débiles relativos e inyectivos
relativos

En esta seccién, centraremos nuestra atenciéon en pares de clases de objetos
(X,w) en T. Estudiaremos la relacién entre cogeneradores débiles en X' y coreso-
luciones. También, daremos una caracterizaciéon para ciertas subcategorias de

T.

Definicién 5.3.1 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T. Decimos que
(a) w es un cogenerador débil en X, si w C X C X[—1] % w;
(b) w es un generador débil en X, siw C X C wx* X[1];

(¢) w es X-inyectivo si idy(w) = 0; y dualmente, w es X-proyectivo si
pdy(w) =0.

FEl siguiente resultado nos dice que un cogenerador débil X-inyectivo que es
cerrado por sumandos directos, es inico (en caso de que exista).

Proposicién 5.3.2 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T tal que w es
X-inyectivo. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) w™ es X-inyectivo.

(b) Siw es un cogenerador débil en X, y w es cerrada por sumandos directos
en T, entonces
w=XnNxUt[-1]=xnu’
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Demostracion.
(a) Se sigue del dual de 5.2.6 (a).

(b) Seaw C X C X[-1] *w y w cerrada por sumandos directos en 7.
Primero probaremos la primera igualdad. Sea X € X N xU*[—1]. Como
X C X[—1] *xw, existe un tridngulo distinguido

n: X—>W—>X’i>X[1]enTconX’EXyWEw.

Ademés X € yU*[—1] implica que Hom7(—, X[1])|x = 0 (ver 5.1.8 (b)).
Luego 7 se escinde y entonces X € w; probandose que X N xU*[~1] C w.
La otra inclusién se sigue de 5.2.2 (a2) puesto que w C X y idy(w) = 0.
Por otro lado, es facil ver que w C X Nw” y como idy (w”) = 0, se sigue
de 5.2.2 (a2) que X Nw”" C X N xUL[—1]; probandose (b). O

Proposicién 5.3.3 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T y w cerrada
por sumandos directos en T. Si w es un cogenerador débil X-inyectivo en X,
entonces

XNwY={X e X :idx(X) < oo}

Demostracién. Sea M € X NwY. Afirmamos que idy (M) < d < oo donde
d := coresdim,,(M). En efecto, del dual de 5.1.2 (a) y 5.1.9 (a), existe Wy €
wk w[l] * - xwld — 1] * M[d] con Wy € w. Por 5.2.7 tenemos un isomorfis-
mo Homy (X, M[k + d]) ~ Homy (X, Wylk]) para k > 0y X € X; usando que
idy(w) = 0, obtenemos que Homy (X, M[k + d]) = 0 para k > 0, probdndose
que idy (M) < d.

Sea N € X tal que n := idx(N) < oo. Como X C X[—1] *x w, podemos con-
struir una familia {K; - W; — K;41 — K;[1] : W; €w, 0 <i<n-—1}
de tridngulos distinguidos en 7 donde Ky := Ny K; € X, Vi 0 < i < n. Por
5.1.9 (a), se tiene que K, € w * w([l] *--- * w[n — 1] x N[n]; luego por 5.2.7
obtenemos que Homr (X, K, [k]) ~ Homy (X, N[k +n]), VX € X, Vk > 0. Pero
Homy (X, N[k +n]) = 0, VX € X, Yk > 0 puesto que idx(N) = n. Por lo
tanto idx (K,) = 0 y entonces K,, € w (ver 5.2.2 y 5.3.2 (b)); probdndose que
Nexnuw'. O

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado. En el enun-
ciado, usamos las nociones de clase preenvolvente y precubriente (ver seccién
1).

Teorema 5.3.4 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T, X cerrada por
extensiones y w un cogenerador débil en X. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Para todo C' € X" existen dos tridngulos distinguidos en T :

pc

Cl-1) Yo Xc Ccon Yoew' y XceX.

RS

C y¢ x¢ Cll]con Y9 cuw" y X%cai.
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(b) Siw es X-inyectivo, entonces

(b1) Yo[l] € Xt y pc es una X-precubierta de C,
(b2) XC[-1] € (W) y ¢© es una w”-preenvolvente de C.

Demostracién. (a) Sea C' € X”. Probaremos la existencia de los tridngulos
en (a) por induccién sobre n := resdimy (C). Si n = 0, tenemos que C € X' y
entonces podemos considerar C[—1] — 0 — C ¢ ¢ como el primer tridngulo;
el segundo tridngulo es obtenido del hecho que X C X[—1] * w.

Supongamos que n > 0. Entonces tenemos un tridngulo distinguido C[—1] —
Ki - Xo—Cen T con Xy € X yresdimy(K7) =n— 1. Por induccién, existe
un tridngulo distinguido K; — Y% — X%1 5 Ki[1] en T con Y& € Wy
XK1 ¢ X. Por cambio de co-base aplicada a los tridngulos de arriba, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

XK 1] == XK1[-1]
C[-1] K, Xo ¢
C[-1) Yy U C
XK1 =——= Xk,

donde los renglones y columnas son trigngulos distinguidos en 7. Como X, X K1
€ X se sigue que U € X. Tomando X¢ := U y Yo := Y¥1, obtenemos el primer
tridngulo de (a). Por otro lado, como U € X y X C X[—1]*w, existe un tridngulo
distinguido X¢[~1] = U - W — X% en T con X¢ € X y W € w. Por cambio
de co-base, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

YKL — = yKi

X¢[-1] U W X¢
X¢[-1] C y¢ X¢

YEU1] — VK]
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donde los renglones y columnas son tridngulos distinguidos en 7. Considerando
la segunda columna del diagrama de arriba, tenemos que Y € w”. Por lo tanto,
el segundo renglon del diagrama anterior es el triangulo buscado.

(b2) Consideremos el tridngulo X¢[-1] % C sD—c> Y¢ - X% con YO € "
y X¢ € X. Como idy(w) = 0, por 5.3.2, tenemos que idy(w”") = 0. Luego
Homy(X[~1],~)|,r = 0 para X € X; y por lo tanto X“[~1] € +(w"). Sea
f:C — Y un morfismo en T con Y € w”. Como Homy(X%[-1],Y) = 0, se
tiene que fg = 0 y entonces f se factoriza a través de ¢©; probandose que ¢©
es una w”-preenvolvente de C.

(b1) Similar a la prueba de (b2). O

El siguiente resultado nos d4 una caracterizacién de la categoria X", y
serd aplicado en el siguiente capitulo acerca de co-t-estructuras.

Corolario 5.3.5 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T tal que X es cerra-
da por extensiones y w es un cogenerador débil en X. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Si0 € w entonces X" = X xw" = X * w"[1].

(b) Si X[—1] C X entonces X" = X xw" = X xwM[1] = X[-1] x 0"

Demostracién. Afirmamos que X * w” C X”. En efecto, como w C X se
sigue por 5.1.2 (b) que e/ (w) C en(X), de donde tenemos que w” C X”. Luego
X *xwh C X% X"y entonces X x w" C X" por 5.1.4 (b).

(a) Sea 0 € w. Por 5.3.4 (a) tenemos que X C X % w"[1], . Por otro lado, por
5.1.2 (c), tenemos que w”[1] C w” y entonces X C X * w™[1] C X * w”. Pero
X *w™ C X por el parrafo anterior, y entonces X" = X xw” = X * w[1].
(b) Sea X[—1] C X. Por 5.3.4 (a) y la afirmacién de arriba, tenemos que
AN C X[-1] *xwh C X *xw" C X" Por otro lado, de 5.3.4 (a), se sigue que
X" C X xw"[1]. Por lo tanto, para probar (b), es suficiente ver X xw”[1] C X",
Sea C € Xxw”"[1]. Entonces existe un tridngulo distinguido Y — X — C' — Y[1]
en T con X € X yY € w”. Luego se sigue que C € X puesto que w” C X",
probandose (b). O

Ahora estamos en posiciéon de probar que si w es un cogenerador débil X'-
inyectivo en una clase X, entonces la dimensién w”-proyectiva coincide con
la dimensién X-resolucién para cada objeto de la subcategoria gruesa de T
generada por X.

Teorema 5.3.6 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T que son cerradas
por sumandos directos en T. Si X es cerrada por extensiones y w es un cogen-
erador débil X -inyectivo en X, entonces

pd_~(C) = pd,(C) = resdimy (C), VC € X".
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Demostracién. Sea C' € X”. Por 5.2.2 (b) y el dual de 5.2.6 (a), se sigue
que pd,(C) = id(cy(w) = id(cy (") = pd,(C). Para probar la tltima igual-
dad, procederemos por induccién sobre n := resdimy (C'). Primero notemos que
pd,(X) =idx(w) = 0. Si n = 0 entonces C € X y por lo tanto pd,(C) =0 =
resdimy (C).

Sea n = 1. Entonces existe un tridngulo distinguido X; — Xg — C — X;[1] en
T con X; € X. Por 5.3.4 (a), existe un tridngulo distinguido Yo — X¢ AR
Yo[l] en T con Yo € w" y X € X. Por cambio de base tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Yo Yo
X3 E Xc X1[1]
ce
X1 Xo—= C X1[1]
B
Yol == Yc[1]

donde los renglones y columnas son triangulos distinguidos en 7. Como X1, X¢ €
X tenemos que E € X. Por otro lado, como Hom7(X,Y[1]) =0 para X € X y
Y € w” (ver 5.3.2 (a)), tenemos que Sa = 0 y entonces el tridngulo Yo — F —
Xo — Yo[1] se escinde, de donde tenemos que Yo € X Nw” = w (ver 5.3.2).
Como pd,(X) = 0 por 5.2.4 (a), tenemos que pd,(C) < resdimy(C) = 1.
Afirmamos que pd, (C) > 0. En efecto, supongamos que pd, (C) = 0; en-
tonces Hom7(C,WJ1]) = 0 para W € w. Como Yo € w tenemos que 3 = 0
y entonces el tridngulo Yo — X¢ — C — Y¢[1] se escinde. Por lo tan-
to C' € X lo cual contradice que resdimy(C) = 1; de donde concluimos que
pd,(C) =1 = resdimx (C).

Sea n > 2. Por 5.2.4 (a), tenemos pd,(C) < resdimy(C) = n puesto que
pd,(X) = 0. Entonces, basta ver que Homy(C[—n],—)|, # 0. Considere-
mos el tridngulo distinguido K3 — Xo — C — Ky[lJ en T con X9 € X' y
resdimy (K1) =n — 1= pd,(K;) (hipétesis de induccién). Aplicando el funtor
Homy(—, Win]), con W € w, al tridngulo C' — K;[1] — X[1] — C[1] tenemos
la siguiente sucesién exacta de grupos abelianos

Hom(Xo[1], W[n]) = Homy (K1 [1], W[n]) = Hom(C, W[n]).

Supongamos que Homy(C[—n], —)|, = 0. Entonces Homy(K;[1], W[n]) = 0
puesto que idy(w) = 0y n > 2; contradiciendo que pd,,(K7) = n — 1. Por lo
tanto Homy(C[—n], —)|, # 0 y entonces n = pd,,(C) = resdimy (C). O

Lema 5.3.7 Sea X una clase de objetos en T y A — B — C — A[l] un
tridngulo distinguido en T . Entonces
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(a) ld)((B) S maX{idx(A)7idx(C)};
(b) 1dx(A) < max {idx(B),idx(C) + 1};

(c) idx(C) < max {idx(B),idx(A) — 1}.
Demostracién. Es directa. O

El siguiente resultado nos da una relaciéon entre las dimensiones relativas
inyectivas para la pareja (X,w) y la dimensién w-coresolucién. Este resultado
serd utilizado en el siguiente capitulo cuando trabajemos con co-t-estructuras.
Observemos que 5.3.8 no es la versién dual de 5.3.6.

Proposicién 5.3.8 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T tal que w C xU.
Si w es cerrada por sumandos directos y X -inyectivo, entonces

id,, (C) = idx(C) = coresdim,, (C), VC € yxUNw".

Demostracién. Supongamos que w es cerrada por sumandos directos y id y (w)
=0. Sea C € yU Nw" y n := coresdim,, (C). Por el dual de 5.2.4 (b), se tiene

(*) a:=1id,(C) <idx(C) = coresdim,,(C) = n.

Ademds como C € wV, existe un tridngulo distinguido () : C — Wy —
Ky = C[l] en T con Wy € w y coresdim,, (K1) = n — 1. De 5.1.2 (a) tenemos
que K; € xU puesto que yU es cerrada por coconos y w C xU (recorriendo
los tridngulos de 5.1.2 hasta llegar a K7). Ahora, probaremos el resultado por
induccién sobre a.

Sea ae = 0. Afirmamos que C' € w (note que si esto es cierto, el resultado es ciero).
Procederemos por induccién sobre n. Si n = 0 es claro que C' € w. Por lo tanto
podemos suponer que n > 0, aplicando 5.3.7 a () se sigue que id, (K;) = 0.
Luego por induccién tenemos que Ky € w, y por lo tanto Homy (K7, C[1]) = 0
dado que id,, (C') = 0. Por lo tanto el tridngulo (1) se escinde y entonces C' € w;
probandose el resultado.

Supongamos que « > 0. Aplicando 5.3.7 a (7)), tenemos que id,(K;) < o — 1.
Por induccién, se sigue que id,, (K1) = idy(K;) = coresdim,, (K1) = n — 1. En
particular, tenemos que n—1 < a—1 y entonces por (*), tenemos el resultado. O

A

El siguiente resultado da una caracterizacion de w” en términos de X. De

esto se siguen relaciones entre ciertas subcategorias.

Proposicién 5.3.9 Sea (X,w) un par de clases de objetos de T tal que w es
cerrada por sumandos directos en T, X es cerrada por extensiones y w es un co-
generador débil X -inyectivo en X. Entonces, las siguientes condiciones se satis-
facen.

(a) xUL[-1]N XN = wh.
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(b) Si X[—1] C X entonces U, = w" = XL[-1] N X"
Demostracién.

(a) Sea C' € yU*[-1] N X", En particular, por 5.3.4 (a), existe un tridngulo
distinguido Yo — X¢ — C — Y[l en T con Yo € w" y X¢ € X.
Afirmamos que idy(X¢) = 0. En efecto, como idy(C) = 0 = idx(Ye)
(ver 5.2.2 y 5.3.2 (a)) la afirmacién se sigue de 5.3.7 (a). Por lo tanto,
Xo € XN xU*[-1] y por 5.3.2 (b), tenemos que X¢ € w probandose
que C € w”. Por otro lado, como idy(w”) = 0, por 5.2.2 tenemos que
wh C AU -1 N XA,

(b) Supongamos que X[—1] C X. Por (a), se sigue que w" = X+[-1] N A"
pues yU = X. Como X*[—1] es suspendida y X" es triangulada (ver
5.1.5), concluimos que w” es una subcategoria suspendida de T y por lo
tanto U,, C w”. Finalmente, la igualdad U, = w”" se sigue de 5.1.7 (3). O

Teorema 5.3.10 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T que son cerradas
por sumandos directos, X cosuspendida y w un cogenerador débil X -inyectivo
en X. Entonces,

MNX)=Xn) =X "N U,n+1]=x"nHw)[n+1], ¥Yn>0.

Demostracién. Por 5.1.5, tenemos que e/, (X) = X[n] y X" = U,>0 X[n]. Por
otro lado, por 5.2.2 y 5.3.6, se sigue que

XM U+ 1) = XN U+ 1) = X[n] N X" = Xn).

Finalmente, como w” es una subcategoria suspendida de T~ (ver 5.3.9 (b)), ten-
emos que “U,n = +(w”); probandose el resultado. [

El resultado anterior puede ser visto en el contexto de teorias de torsién,
en el sentido de Iyama-Yoshino. Tales teorias de torsién han sido ampliamente
estudiadas en relacién con la teorfa de conglomerados (ver [40]).

Definicién 5.3.11 [40, Definicién 2.2] Un par (X,)) de subcategorias de T es
una teoria de torsion en T, si las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) X y Y son cerradas por sumandos directos en T.
(b) Hom7(X,Y) =0.
(c) T=Xx).

Corolario 5.3.12 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T, que son cerradas
por sumandos directos en T, y tal que X es cosuspendida y w es un cogenerador
débil X -inyectivo en X. Entonces, el par (X,w™[1]) es una teoria de torsion en
la subcategoria triangulada gruesa X de T.
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Demostracion. Como X es cosuspendida y cerrada bajo sumandos directos,
por 5.1.5 (c¢) tenemos que X" es una subcategorfa triangulada gruesa de 7. Por
otro lado, por 5.3.5, se sigue que X" = X xw”[1]; y ademds, Homy (X, w”[1]) =
0 puesto que w es X-inyectivo (ver 5.3.2). Por 5.3.9, se tiene que w” es una
subcategoria cerrada por sumandos directos en 7 pues X" y X+ [—~1] lo son. O

Notacién 5.3.13 Para una clase Y de objetos en T, definimos Y~ = (Y™)V.

Lema 5.3.14 Sea X una clase de objetos en T. Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) Si X" es cerrada por coconos entonces w™ C X" para cualquier w C X.
(b) X" es cerrada por coconos si y sélo si X" = X™.
(c) Si X" = X~ entonces X" [—1] C X".

Demostracion.

(a) Seaw C X y supongamos que X" es cerrada por coconos. Como w” C X",
por 5.1.7 (2), concluimos que w™ C X"

(b) Supongamos que X” es cerrada por coconos. Es claro que X C X~. Por
otro lado, por (a) se sigue que X~ C X"
Supongamos que X" = X~. Sea A — B — C — A[l] un tridngulo
distinguido en 7 con B,C en X”. Entonces A € X~ = X y por lo tanto
X" es cerrada por coconos.

(c) Sea X" = X~ y consideremos X € X”. Como tenemos el tridngulo
distinguido X[-1] —» 0 = X X x y 0,X € X", se sigue de (b) que
X[-1] € X"; probéndose el lema. O

Corolario 5.3.15 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T. Si X es cosus-
pendida y w C X, entonces w™~ C XN = X~.

Demostracién. Se sigue de 5.3.14 y del hecho que X” es triangulada (ver
5.1.5). O

En el caso de que w sea un cogenerador débil X-inyectivo en una subcategoria
cosuspendida X de 7, ambas cerradas por sumandos directos, la subcategoria
gruesa Ar(w) de T puede ser caracterizada como sigue.

Teorema 5.3.16 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T, X cosuspendida y
w cerrada por sumandos directos en T. Siw es un cogenerador débil X -inyectivo
en X, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) w~={C € X" :idx(C) < 0o} = X" N (XL[-1])V.

(b) w™ es la subcategoria triangulada mds pequenia de X" que contiene a w,
esto es, w~ = Axn(w).
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(c) Si X es cerrada por sumandos directos en T, entonces

Ar(w) = w™ = Br(X) N (X4 [-1))".

Demostracién. Supongamos que w C X C X[—1] *w y que idx(w) = 0. Sea
Y :={C € X" :idx(C) < oco}. Primero veamos que w™~ C Y. Por 5.3.15, se
tiene que w™ C X, Por otro lado, como idy (w”) = 0 (ver 5.3.2(a)), podemos
aplicar el dual de 5.2.4 (a); y entonces idy(C) < coresdim, (C) < oo para
C € w™; de donde concluimos que w™ C ).

Sea C' € Y. Por 5.3.4 (a), existe un triangulo distinguido C' — Y¢ — X¢ — C[1]
en T con YY € w" y XY € X. Por 5.3.7 (c) tenemos que idx(X¢) < oo y
entonces por 5.3.3, obtenemos que X¢ € wY C w™; probandose que C' € w™.
Por lo tanto Y C w™.

Para probar la segunda igualdad en (a), usamos 5.2.2 y el hecho que X = U
para obtener que

{C e X" :idx(C) < 00} = X" N (Upso X [—n —1]).

Por otro lado, como X*[—1] es suspendida, por el dual de 5.1.5, se sigue que
(XL[-1])Y = Up>0 Xt [—n — 1] y también que (X+[—1])" es una subcategorfa
gruesa de T pues (X+[—1]) es cerrada por sumandos directos. En particular,
por 5.1.5, se sigue (b). Finalmente, (c) se sigue de (a) y 5.1.5. O

Fl siguiente resultado sera aplicado en la siguiente seccién para obtener una
conexién con la dimensién relativa de Rouquier.

Proposicién 5.3.17 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T, X cosus-
pendida y w cerrada por sumandos directos en T. Si w es un cogenerador débil
X -inyectivo en X, entonces

(a) id,(C) =idx(C) < 00, VC € w™;
() w>N U [-n—-1=w>NX[-n—1], VYn>0.
Demostracion.

(a) Por 5.1.5 y 5.3.16, tenemos que X y w™ son subcategorias trianguladas
de T. Por 5.3.15 se tiene que w™~ C X,
Sea C' € w™. Basta ver que idx(C) < id,(C). La prueba se hard por in-
duccién sobre n := id,, (C).
Como C € X", por 5.3.4 tenemos la existencia del tridngulo distinguido
) : C—=YY=5 X5 Cll]enTconY®ew' Cw™y XCeX.
Afirmamos que X¢ € X Nw". En efecto, como w™ es triangulada y
C[1],Y® € w™, concluimos que X¢ € X Nw™ y entonces idx(X®) es
finita (ver 5.3.16 (a)). Luego por 5.3.3, X¢ € X Nw".
Sea n = 0. Como idx (w”) = 0 (ver 5.3.2) y w C X entonces id,,(Y) = 0.
Luego por 5.3.7, tenemos que id,,(X“) = 0 pues 0 = n = id,,(C). Por otro
lado, de 5.3.8 tenemos las igualdades coresdim,(X¢) = id,(X%) = 0.
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Luego X¢ € w y como id, (C) = 0, tenemos que Hom7(X¢ C[1]) = 0.
Por lo tanto, el tridngulo (n) se escinde, por lo que C' es un sumando di-
recto de Y y entonces idx (C) < idx (YY) <idy(w") = 0.

Supongamos que n > 0. Como idy (YY) = 0 = id, (YY), se sigue de 5.3.7
que id,(X%) < n — 1. Por induccién idy(X¢) < id,(X¢) < n — 1. Por
lo tanto, aplicando 5.3.7 al tridngulo (n), obtenemos que idx(C) < n =
id,,(C); probandose el resultado.

(b) Por 5.2.2, el inciso (a) y el hecho que xU = X tenemos el resultado. O

5.4. Algunas conexiones con la dimensién de
Rouquier

En esta seccion, introducimos la “dimension relativa de Rouquier” y la rela-

cionamos con la dimensién de Rouquier y las otras dimensiones relativas desarro-
lladas en este capitulo.
Sean X y ) clases de objetos en una categoria triangulada 7. Consideremos
la menor subcategoria (X) de T que contiene a X, cerrada bajo translaciones,
sumas directas finitas y sumandos directos, esto es, (X) := add (U;ez X[i]). Sea
XQY = (X xY). Procediendo como R. Rouquier, definimos inductivamente
(X)g == 0y (X), = (X),_;O(X) para n > 1. Los objetos de (X), son
sumandos directos de objetos obtenidos tomando n-extensiones de sumas direc-
tas finitas de translaciones de objetos de X

La siguiente dimension para categorias trianguladas fue introducida por R.
Rouquier y ha sido ampliamente estudiada en [61].

Definicién 5.4.1 [61, Definition 3.2] Sea T una categoria triangulada. La di-
mension de T es

dim (7) :=min{n € N | eziste X €T tal que (X), =T}

Lema 5.4.2 Sea X una clase de objetos en una categoria triangulada T. En-
tonces, para n € N, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (X),11 = (en({X))) = (en (X))
(b) (X), S{X)ppr-
Demostracion.

(a) Procediendo por induccién sobre n, se puede ver que (X)
Por otro lado, por 5.1.2 (b), tenemos que &), ((X)) = *_,

puesto que (X) [i] = (X) para i € Z; probandose que (X
Similarmente, por el dual de 5.1.2 (b), se sigue que (X), ., = (e, ((X)

(b) Se sigue de (a) y 5.1.2 (c¢), dado que 0 € (X). O
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Ahora introducimos la dimension relativa de Rouquier como sigue.

Definicién 5.4.3 Sea T una categoria triangulada, X una clase de objetos en
T yMeT. La X-dimension relativa de Rouquier de M es

dimy (M) := min{n € N tal que M € (X),  }.
Para una clase Y de objetos en T, definimos dimx () := sup {dimx(Y) : Y €
Y}

Lema 5.4.4 Sea T una categoria triangulada, y X, Y clases de objetos en T .
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Paran €N, dimx(Y) <n siysolo siy C(X), ..

(b) Si X C Y entonces dimy(M) < dimxy(M) VM e T.

Demostracion.

(a) Sea dimx(Y) < n. Para Y € Y, tenemos que m(Y) = dimy(Y) < n.
Por 5.4.2 (b), se sigue que Y € (X), 1 C (X), 1 probandose que
yC <X>n+1 . Finalmente, supongamos que J C (&), ., . Luego, se sigue
directamente que dimy(Y) < n.

(b) Sea X C Yy M € T. Por lo tanto (X) C (Y) y entonces *}*; (X) C

# (V) C (21 () = (V),,- Por lo tanto (X), C (V),; ¥y entonces
tenemos que dimy (M) < dimy(M). O

n

Ahora, la dimension relativa de Rouquier esta relacionada con la dimensién
de Rouquier como sigue.
Proposicion 5.4.5 Sea T una categoria triangulada. Entonces,
dim (7) = min {dimx (7) : X € T}.
Demostracion. Por 5.4.4 (a), tenemos las siguientes igualdades

dim (7) = min{n € N | existe X € T tal que (X), ., =T}
= min{n € N | existe X € T tal que dimx(7) < n}
= min{dimx(7): X € T}.

Tenemos las siguientes relaciones entre la dimension relativa de Rouquier y
las otras dimensiones relativas como dimensién coresolucion, resolucion, proyec-
tiva relativa e inyectiva relativa.

Proposicién 5.4.6 Sea T una categoria triangulada, X una clase de objetos
en T y M € T. Entonces, tenemos que

dimy (M) < min {resdimyy (M), coresdim y(M)}.
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Demostracién. Por 5.4.2 (a), tenemos las contenciones ), ((X)) € (X), ., ¥y
ex({X)) C{X) Probédndose el resultado. O

n n+1 -

Proposicién 5.4.7 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T que son cerra-
dos por sumandos directos en T. Si X es cerrada por extensiones y w es un
cogenerador débil X -inyectivo en X, entonces

dimx(C) < pd,(C) < oo, VCe€ X"
Demostracién. Se sigue directamente 5.4.6 y 5.3.6, puesto que X C (X). O

Proposicién 5.4.8 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T que son cer-
radas por sumandos directos en T. Si X es cosuspendida y w es un cogenerador
débil X -inyectivo en X, entonces

dim,, (C) < idy(C) = idy,(C) < 00, VO € w".

Demostracién. Por 5.3.17, tenemos que id,,(C) = idx(C) < oo para C € w™.
Como X = xU, por 5.3.2 (b), tenemos que w = xU N xU*[-1]. Tomando
Y = w, por el dual de 5.2.4 (b), tenemos que idy(C) = coresdim,, (C) para
C € wY. Observemos que w” C w™ puesto que w™ es la subcategoria tri-
angulada més pequenia de 7 que contiene a w (ver 5.3.16 (b)). Por lo tan-
to 1d,,(C) = idx(C) < oo para C € w". Finalmente, por 5.4.6, tenemos que
dim,, (C) < coresdim,, (C) puesto que w C (w), probdndose el resultado. O

Sea k un campo, en lo que sigue, supondremos que T es una categoria trian-
gulada que es k-lineal, Hom-finita y Krull-Schmidt. C serd una subcategoria
Krull-Schmidt de 7 que es cerrada por sumandos directos en 7. Decimos que C
es un n-cluster tilting (ver [41]) si es funtorialmente finita y C = NI'-' C[—i]* =
= L.

Tenemos el siguiente ejemplo de una categoria triangulada 7 que tiene C-
dimensién finita.

Proposicién 5.4.9 Sea C una subcategoria n-cluster tilting de T. Entonces,
dime (7)) < resdime(7) <n — 1.

Demostracién. Por [40, Teorema 3.1], tenemos que 7 = 7~ C[i]. Por lo tan-
to, por 5.1.2 (b), concluimos que resdime(7) < n — 1. Finalmente, por 5.4.6, se
tiene que dime(7) < resdime(7) puesto que C C (C) ; probandose el resultado.
O
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Capitulo 6

Contextos de
Auslander-Buchweitz

En [37], Hashimoto definié el “Contexto de Auslander-Buchweitz” para cate-
gorias abelianas, dando un marco tedrico para la teoria de aproximaciones. El
punto de partida del trabajo de Hashimoto es la teoria de aproximaciones en
categorias abelianas desarrollada por Auslander y Buchweitz en [3]. El trabajo
[3], fue el inicio de hacer dlgebra homoldgica relativa con respecto a ciertas sub-
categorias, el cual tuvo aplicaciones a los médulos Cohen-Macaulay sobre anillos
conmutativos, a la teoria inclinante, a la teoria de algebras quasi-hereditarias y
grupos reductivos. También se aplicé al estudio de conjeturas homoldgicas de
algebras de dimensién finita. Por otro lado, en [14], generaliza a categorias exac-
tas el trabajo fundamental [3]. En particular, siguiendo las ideas de Hashimoto
Beligiannis introduce el contexto de Auslander-Buchweitz en categorias exactas,
que es mas general que el caso abeliano.

En el caso de mod(A) (la categoria de mddulos finitamente generados sobre

un algebra de artin), es importante mencionar el trabajo de Auslander y Reiten
[4]. Ellos estudiaron las aproximaciones de médulos usando médulos inclinantes
y coinclinantes, ellos demostraron que existe una correspondencia biyectiva entre
modulos coinclinantes bésicos en mod(A) y ciertas subcategorias precubrientes
X de mod(A). El principal objetivo de [4] es explorar la conexién entra la teorfa
inclinante y los pares de cotorsién en mod(A).
Como mencionamos en el capitulo anterior (también ver [51]), las categorias
abelianas son el contexto propio para hacer algebra homoldgica. Pero reciente-
mente, las categorias trianguladas han empezado a jugar un papel importante.
En [51] se desarrolla el andlogo a la teoria de aproximaciones de Auslander-
Buchweitz para categorias abelianas.

El principal objetivo de este capitulo es explorar en el contexto dado en el
capitulo anterior, resultados analogos de Auslander-Reiten en conexién con la
teoria inclinante y la teoria de co-t-estructuras. Para esto, utilizamos la teoria
desarrollada en el capitulo anterior y centramos nuestra atencién en la relaciéon
entre los contextos de Auslander-Buchweitz en una categorfa triangulada T y
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las co-t-estructuras definidas en ciertas subcategorias de 7T .

La nocién de co-t-estructura fue independientemente introducida por Paukszte-
llo [56] y Bondarko [17] (bajo el nombre de estructuras con peso). Esta nocién
da informacién importante de la categoria triangulada T y permite la existen-
cia de descompoiciones con peso y filtraciones. Ademas las co-t-estructuras dan
ejemplos de teorias de torsién en categorias trianguladas Krull Schmidt en el
sentido de Iyama-Yoshino [40].

Dada una clase de objetos X en T, recordemos que A7 (X) (respectivamente,

A7(X)) denotard a la subcategoria triangulada mas pequefia (respectivamente,
triangulada més pequenia gruesa) de 7 que contiene a la clase X.
En la seccién 1, mostramos que la nocién de contexto de Auslander-Buchweitz
relativo en una categoria triangulada 7 coincide con la nocién de co-t-estructura
en A7 (X)) (ver 6.1.8). En particular, un contexto de Auslander-Buchweitz es
lo mismo que una co-t-estructura acotada por abajo. Ademaés establecemos una
correspondencia biyectiva entre los contextos de Auslander-Buchweitz (X', )) en
T vy la clase de pares (X,w) tal que X es cosuspendida y w es un cogenerador
débil X-inyectivo en X (ver 6.1.11).

En la seccién 2, estudiamos las co-t-estructuras fieles acotadas y no degenera-
das. Damos una caracterizacién de las co-t-estructuras acotadas en términos de
algebra homoldgica relativa. Ademds damos relaciones entre los diferentes tipos
de co-t-estructuras. Tambén damos relaciones entre las subcategorias asociadas
a las co-t-estructuras y las dimensiones homolégicas relativas. Terminamos esta
seccién con resultados que involucran co-t-estructuras y la nocién de cogenera-
dor.

En la seccién 3, estudiamos la relacién entre co-t-estucturas y clases silting.
Establecemos una correspondencia biyectiva entre las clases silting en T y las
co-t-estructuras acotadas en la subcategoria gruesa generada por la clase silting
(ver 6.3.8). Ademas damos una caracterizacién de las co-t-estructuras acotadas
en T (ver 6.3.10).

En la seccién 4, aplicamos los resultados de la seccién 3 al caso de la cate-
gorfa derivada acotada D’(H) donde H es una categoria abeliana hereditaria
que es Hom-finita, Ext-finita y tiene un objeto inclinante. Damos una corres-
pondencia biyectiva entre los silting generadores finitos w = add(w) y las co-
t-estructuras acotadas (ver 6.4.7). Como una bonita consecuencia tenemos que
una co-t-estructura acotada en D®(H) tiene asociada dos t-estructuras: una a
izquierda y otra a derecha. Esto es, una co-t-estructura en DY(H) es siempre
adyacente a izquierda (resp. a derecha) a una t-estructura en D®(H) en el sen-
tido de [18].

Notemos que en [18], el autor estudia las co-t-estructuras en categorias arbi-
trarias con coproductos arbitrarios (su nocién de subcategorias negativas corres-
ponde a nuestra nocién de silting). En este contexto Bondarko prueba que
cualquier subcategoria silting da una co-t-estructura en la menor subcategoria
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triangulada de T cerrada por coproductos arbitrarios y que contiene a w. Nues-
tro resultado (Teorema 6.3.5) que es probado usando técnicas de homologia
rela-tiva es el andlogo para subcategorias gruesas que contienen a w del Teore-
ma 4.3.2 en [18] el cual es probado con diferentes técnicas.

6.1. Co-t-estructuras

En todo este capitulo 7 serd una categoria triangulada y [1] : T — T
su funtor de translacién. Diremos que C es una subcategoria de 7 si C es una
subcategoria plena, aditiva y cerrada por isomorfismos. Recordemos que para
una clase X’ de objetos de T, add(X) denota a la menor subcategoria de 7 que
contiene a X y es cerrada por sumandos directos y sumas directas finitas.

En esta seccién damos la nocién de contexto de Auslander-Buchwetitz (relativo)
para una categoria triangulada T, relacionando esta nocién con el concepto de
co-t-estructura.

Definicién 6.1.1 [17, 56] Una par (A, B) de subcategorias en T es una co-t-
estructura en T si las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A y B son cerradas por sumandos directos en T.
(b) Al-1] C A yB[l] CB.
(¢) Homt(A[-1],B) = 0.
(d) T =A[-1]*B.
Usaremos el siguiente resultado dado por D. Pauksztello en [56].

Proposicién 6.1.2 [56, Proposicién 2.1] Sea (A, B) una co-t-estructura en T.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A[—1] es una clase precubriente en T.
(b) B es una clase preenvolvente en T .
(c) A[-1] =By B=At[-1].

(d) Ay B son cerradas por extensiones.

Lema 6.1.3 Sea (A, B) una co-t-estructura en T y Y una clase de objetos en
T. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) ida(Y) <mn siy sdlo si Y C B[—n].
(b) pdg(Y) <n siy sdlo si Y C Aln].

Demostracién.
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(a) Por 5.2.2, tenemos la equivalencia: id 4())) < nsiy sélosi Y C AU [—n —
1]. Como (A, B) es una co-t-estructura, se sigue por 6.1.2 (c), que AU [—n—
1] = B[-n].

(b) Es dual a (a). O

El siguiente resultado nos dice que para una co-t-estructura (A, B) en T, la
clase w := AN B es un cogenerador débil A-inyectivo en A; y también que w es
un generador débil B-proyectivo en B. Notemos ademds que w = add (w).

Proposicién 6.1.4 Sea (A, B) una co-t-estructura en T y sea w = AN B.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) idda(B)=0 y ACA[-1]*w.
(b) pdg(A) =0 y BCw=B[l].

Demostracién. Por 6.1.3, se sigue que id 4(B) = 0 = pdg(.A). Ahora veamos
que A C A[—1] % w.

Sea C' € A. Por 6.1.1 (d), tenemos un tridngulo distinguido ¢! — C — C" —
C'll]en T con C' € A[-1] y C" € B. Como C'[1],C € A, por 6.1.2 (d), se sigue
que C"” € AN B = w; probdndose que A C A[—1] * w.

Sea X € T, por 6.1.1 (b), (d), existe un tridngulo distinguido A — X — B[1] —
Alllen T con A € Ay B[1] € B[1]. Si X € B, se sigue del tridngulo distinguido
B - A — X — BJ[l] que A € B pues B es cerrada por extensiones (ver 6.1.2
(d)). Entonces A € AN B = w; de donde concluimos que B C w * B[1]. O

Mostraremos algunas relaciones entre las nociones de subcategorias cosus-
pendidas (resp. suspendidas) X, cogeneradores débiles (resp. generadores débiles)
X-inyectivos (resp. X-proyectivos) y co-t-estructuras en A (X). Por lo que sélo
enunciaremos los resultados para el caso cosuspendido y omitimos el caso sus-
pendido los cuales pueden ser probados con argumentos similares.

Primero, veamos que un cogenerador débil X-inyectivo en una subcategoria co-
suspendida X = add (X) de T nos dd una co-t-estructura en Ar(X) = X"

Teorema 6.1.5 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T que son cerradas
por sumandos directos, X cosuspendida y w un cogenerador débil X -inyectivo
en X. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) W\ =X "NXL-1], X=x"ntWH] y w=xNnX[-1).

(b) El par (X" N+ (w)[1],w”) es una co-t-estructura en la categoria triangu-

lada X7

(c) Siw' es un cogenerador débil X-inyectivo en X, entonces w = add w’.

Demostracién. Primero notemos que como X es cosuspendida entonces X =
xU.
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(a) Por 5.3.9 (a), tenemos que w” = X" NAX+[~1] . Como X es cosuspendida,
por 5.3.2 (b), se tiene que w = X N X+[—1]. Ademés, por 5.3.10, se sigue
que X = X" N+ (wM)[1].

(b) Tenemos que w” = X N X+[~1] es suspendida y cerrada por sumandos
directos pues X y X*[—1] lo son (ver 5.1.5). Por lo tanto X" N+ (w™)[1]
es cosuspendida y cerrada por sumandos directos. Como Homy (X" N
L(wM[1],w") = 0. Para ver que el par dado es una co-t-estructura en
la categorfa triangulada X\, basta ver que X" = (X" N+ (w”)) *w”. Pero
esto es consecuencia de 5.3.5 (b) puesto que X[—1] = X" N+ (w").

(¢) Sesigue de (a) y del hecho que add (w’) es un cogenerador débil X-inyectivo
en X. O

Observacién 6.1.6 Sea X = add (X) una subcategoria cosuspendida de T.
Notemos que X N X*+[—1] es X-inyectivo. Ademds, de 6.1.5, tenemos que: si
existe un cogenerador débil X -inyectivo w = add (w) en X, entonces es unico.
Por lo tanto, existe un cogenerador débil X-inyectivo w = add (w) en X si y
solo si X N X1L[—1] es un cogenerador débil en X.

El contexto de Auslander-Buchweitz para categorias abelianas fue introduci-
da por M. Hashimoto en [37]. Inspirados en esto, introducimos tal contexto
para categorias trianguladas 7. Para hacer esto, primero definimos la nocién de
contexto relativo de Auslander-Buchweitz en 7. Observemos que el “contexto
relativo de Auslander-Buchweitz” en categorias trianguladas es usado como un
analogo de lo que Hashimoto llama “contexto débil de Auslander-Buchweitz ”
en categorias abelianas.

Definicién 6.1.7 Sea (X,)) un par de clases de objetos en T yw := X N Y.
Elpar (X,)Y) es un contexto relativo de Auslander-Buchweitz en T si las
siguientes tres condiciones se satisfacen:

(AB1) X es cosuspendida y cerrada por sumandos directos en T .
(AB2) Y es suspendida y cerrada por sumandos directos en T y Y C X",
(AB3) w es un cogenerador débil X -inyectivo en X.

El par (X,Y) es un contexto de Auslander-Buchweitz en T si (X,)) es
un contexto relativo de Auslander-Buchweitz en T y X" =T.

Teorema 6.1.8 Sea (X,)) un contexto relativo de Auslander-Buchweitz en T
yw =X NY. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) w=XNXL[-1] y W=D
(b) (X,Y) es una co-t-estructura en la categoria triangulada X".

Demostracion.
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(a) La primera igualdad se sigue de 6.1.5. Como w C ) y ) es suspendida, se
sigue de 5.1.7 que w™ C ).
Veamos que idx(Y) = 0. En efecto, sea C € Y C X”. Por 5.3.4, existe
tridngulo distinguido Yo — X¢ — C — Y[l en 7 con X¢g € X' y
Yo € w" C Y. Luego X¢c € Y pues ) es cerrada por extensiones y
Ye,C € Y. Por lo tanto, Xg € X NY = w y entonces idx(X¢) = 0. Por
otro lado, como idy(Ye) = 0 (ver 5.3.2 (a)), se sigue por 5.3.7 (c) que
idy (C) = 0; probandose la afirmacién. Finalmente, como idy(Y) =0y X
es cosuspendida, concluimos por 5.2.2, que Y C X N X+[~1]. Luego por
6.1.5 (a) tenemos que Y C w”.

(b) Como w” =Y, (b) se sigue de 6.1.5. O

Dada una clase X de objetos en 7, recordemos que A7 (X)) denota a la menor
subcategoria gruesa que contiene a la clase X.

Proposicién 6.1.9 Sean X y Y clases de objetos en T tal que el par (X,)) es
una co-t-estructura en la categoria triangulada A (X). Entonces, Ar(X) = X"
y (X,)) es un contexto relativo de Auslander-Buchweitz en T .

Demostracién. Por 6.1.2 (d), tenemos que X es cosuspendida y Y es sus-
pendida. En particular, por 5.1.5(c), concluimos que A7 (X) = X”. El hecho
que w = XN es un cogenerador débil X-inyectivo en X, se sigue de 6.1.4 (a). O

Ahora podemos enunciar el resultado principal de esta seccién. Para hacer
esto, introducimos las siguientes clases

Notacién 6.1.10 Para una categoria triangulada T, introducimos las sigu-
ientes clases:

(a) C1 consiste de todos los pares (X,w) de clases de objetos en T, que son
cerradas por sumandos directos, y tal que X es cosuspendida y w es un
cogenerador débil X -inyectivo en X.

(b) Co consiste de todos los pares (X,Y) de clases de objetos en T, que son
un contexto relativo de Auslander-Buchweitz en T .

(c) C consiste de todos los pares (X,Y) de clases de objetos en T, que son
una co-t-estructura en Ap(X).

(d) Cy4 consiste de todas las subcategorias cosuspendidas X en T, que son pre-
cubrientes en X" y X = add (X).

Una categoria aditiva C es Krull-Schmidt si todo objeto C' en C tiene una
descomposicién finita C = C; & Cy @ --- ® C,, tal que cada C; es inescindible
con anillo de endomorfismos local.

Sea R un anillo conmutativo artiniano. Recordemos que una categoria trian-
gulada R-lineal T es Hom-finita si Hom7(X,Y) es un R-médulo finitamente
generado para X, Y € T.
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Sea A una R-algebra de artin. Es bien conocido, que la categoria derivada
acotada D’ (mod (A)) es un ejemplo tipico de una categoria triangulada R-lineal
que es Krull-Schmidt y Hom-finita.

Teorema 6.1.11 Sea T wuna categoria triangulada. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Co = C3 y la correspondencia C; — Ca, (X,w) — (X, = w"), es una
biyeccion con inversa Co — Cy dada por (X,Y) — (X,w:=XNY).

(b) Si T es una categoria triangulada R-lineal que es Hom-finita y Krull-
Schmidt, entonces la correspondencia Cy — C3, X — (X, Y == X+[-1]N
XM es una biyeccion con inversa C4 — Cs dada por (X,Y) — X.

Demostracion.
(a) Se sigue de 6.1.5, 6.1.8 y 6.1.9.

(b) Supongamos que 7 es una categoria triangulada R-lineal que es Hom-
finita y Krull-Schmid. Sea X € C4. Como X es cosuspendida y cerrada
por sumandos directos en 7, se sigue por 5.1.5 que ZT(X) = X". Por
otro lado, por [40, Proposicién 2.3], tenemos que Hom7 (X, X+ NXx") =0
y XN =X % (Xt nx"). Por lo tanto

X[-1] % (X[ n X)) = (X * (X naM))[-1] = XN [-1] = X7,

y entonces (X, X+[—1] N X") € Cs.

Cosideremos un par (X,)) € Cs. Por 6.1.9, 6.1.8 y 6.1.5, tenemos que Y =
X+[-1]Nn X", Como el par (X[1],V[1]) es una co-t-estructura en Ar(X),
tenemos por 6.1.2 (a) que X € C4. Ademds, como Y = X1[-1] N X",
obtenemos que la correspondencia X' — (X, X+ [—1]NAX") es una biyeccién
entre las clases C4 y C3, con inversa (X,)) — X. O

Corolario 6.1.12 Eziste un correspondencia biyectiva X + (X, A7 (X)NXL[-1])
entre las subcategorias cosuspendidas X = add (X) de T tal que X N X+[—1] es
un cogenerador débil en X, y las co-t-estructuras (X,Y) en A (X).

Demostracién. Se sigue de 6.1.11 y 6.1.6. [

6.2. Co-t-estructuras no degeneradas, acotadas
y fieles

En esta seccion centramos nuestra atencion en las co-t-estructuras no degene-
radas, acotadas y fieles . Terminamos esta seccién con algunos resultados que
involucran a las co-t-estructuras y la nocién categorica de cogenerador.
Siguiendo la terminologia para co-t-estructuras en categorias trianguladas dada
en [17], recordamos la siguiente definicién.
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Definicién 6.2.1 Sea (A, B) una co-t-estructura en T. Decimos que (A, B) es
acotada por abajo (respectivamente, acotada por arriba) si U,cz Aln| =
T (respectivamente, Uncz Bln] = T ). El par (A,B) es acotado si es acotado
por arriba y por abajo.

Observacién 6.2.2 Por 5.1.5 y 5.1.6, tenemos que una co-t-estructura (A, B)
en T es acotada por abajo (respectivamente, por arriba) si y sdlo si A = T
(respectivamente, BY =T ).

Corolario 6.2.3 Eriste una correspondencia biyectiva X + (X, X1+[—1]) entre
las subcategorias cosuspendidas X = add (X) de T tal que X" =T y XNXL[—1]
es un cogenerador débil en X, y las co-t-estructuras acotadas por abajo (X,))

en 7.

Demostracién. Se sigue de 6.1.12 y 6.2.2. O

Ahora, probamos algunas relaciones entre las dimensiones homolégicas rela-
tivas asociadas a una co-t-estructura.

Proposicién 6.2.4 Sea (A, B) una co-t-estructura en T y w := ANB. Entonces
(a) pdg(M) = resdim4(M) y ida(M) = coresdimp(M), VM € T.
(b) resdim4(M) = resdim, (M), VM € w".
(¢) coresdimp(M) = coresdim,, (M), VM € w".

Demostracién. Por 6.1.2, tenemos que B = At[-1] = 4U[-1] y A =
L+B[1] = tUp[1]. Por lo tanto, por 5.2.3 se tiene (a). Como w C Ug N+ Up[1] =
BN A por 5.2.4, tenemos que pdgz(M) = resdim,, (M) para M € w”. Luego, por
(a), tenemos el inciso (b). Finalmente (c¢) se sigue del dual de 5.2.4, y del inciso
(a). O

El siguiente resultado nos da relaciones entre varias subcategorias asociadas
a una co-t-estructura. Ademds, caracteriza a las co-t-estructuras acotadas por
abajo en T. Recordemos que w”™ := (w”)¥ para cualquier clase de objetos w en

T.

Teorema 6.2.5 Sea (A, B) una co-t-estructura en T y w := AN B. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(o) U, =w=A"NB y ,U=w"Y=B"NA.

(b) Ar(w) = w™ = {C € A" :id4(C) < 00} = {C € BY : pdg(C) < 0} =
ANNBY.

(c) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(c1) (A, B) es acotada por abajo.
(c2) BCw™.
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(c3) w" = B.
(c}) BC A" .

Demostracion.

(a) Como (A, B) es una co-t-estructura en 7, por 6.1.4 tenemos que w es un
cogenerador débil A-inyectivo en A. Por lo tanto, la primera igualdad en
(a) se sigue de 5.3.9 pues 4U*[—1] = B. La segunda se puede probar
dualizando 5.3.9.

(b) Se sigue de 5.3.16 y su dual.

(c) (cl) = (c3) Sea A" =T (ver 6.2.2). Por 6.1.9, tenemos que (A, B) es un
contexto de Auslander-Buchweitz en 7. Entonces B = w” por 6.1.8.
(¢3) = (c2) Supongamos que B = w”. Como w" C w™, tenemos que
B Cw™.
(c2) = (c1) Supongamos que B C w™. Veamos que T = A”. En efecto, co-
mo (A, B) es una co-t-estructura en 7', tenemos que T = A[—1]x A+[—1] =
(A% AH)[—1]; y por lo tanto T = A x AL. Luego, para C € T existe un
triangulo distinguido Z[-1] = A - C — ZenT con Ac Ay Z ¢ A+
Pero por (b), tenemos que Z[—1] € A+[-1] = B C w™~ C A"; probandose
que C € A".
(c3) & (c4) Se sigue de la igualdad w™ = A" N B (ver (a)). O

Los resultados para co-t-estructuras acotadas por arriba también son validos.
Para dar un ejemplo, damos la caracterizacién de co-t-estructuras acotadas por
arriba.

Observacién 6.2.6 Sea (A, B) una co-t-estructura en T y w := AN B. En-
tonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (A, B) es acotada por arriba.
(b) ACw™.
(c) w¥ = A.
(d) AC B

Siguiendo la terminologia para t-estructuras en categorias trianguladas, y
también [17] y [56], damos las siguientes definiciones.

Definicién 6.2.7 Sea (A,B) una co-t-estructura en T, y sea w := AN B.
Decimos que (A, B) es fiel por abajo (respectivamente, fiel por arriba) si
Unez Aln] = Ar(w) (respectivamente, Upez B[n] = Az(w)). Decimos que
(A, B) es fiel si es fiel por arriba y por abajo.

Proposicién 6.2.8 Sea (A, B) una co-t-estructura en T, y w := AN B. En-
tonces, las siguientes condiciones son equivalentes.




208 6.2. Co-t-estructuras no degeneradas, acotadas y fieles

(a) (A,B) es fiel por abajo.
(b) A" = Br(w).

(c) AN C B,

(d) (A,B) es acotada por arriba.

Demostracién.

(a) & (b) Se sigue de 5.1.5.

(b) < (c) Se sigue de 6.2.5 (b).

(c) & (d) Como BY es una subcategoria triangulada de T, tenemos que A" C BY
es equivalente a la inclusién A C BY (ver 5.1.6). Por 6.2.6, tenemos el resultado.
U

Corolario 6.2.9 Sea (A, B) una co-t-estructura en T. Entonces, (A, B) es aco-
tada si y solo es fiel.

Demostracién. Se sigue de 6.2.8 y su dual. [

Teorema 6.2.10 Sea (A, B) una co-t-estructura acotada en T y sea w := ANB.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ar(w) = (") = W) =T, Uy=w"=B y U=w"=A
(b) id4(C) =1id,(C) = coresdimp(C) <00, VCeT.
(c) pdp(C) =pd,(C) =resdimy(C) < o0, VCeT.
(d) coresdimg(C) = coresdim,, (C) < 0o, V C € A.
(e) resdim4(C) = resdim,, (C) < o0, V C € B.
Demostracién.
(a) Se sigue de 6.2.9, 6.2.8, 6.2.5 y su dual.

(b) Como w™ = T (ver (a)), por 6.2.5 (b) tenemos que id4(C) < oo para
toda C € T. Luego, (b) se sigue de 6.2.4 (a) y 5.3.17(a) pues w es un
conenerador débil A-inyectivo en A (ver 6.1.4).

(c) Como (A, B) es una co-t-estructura en A" = T, por 6.1.4, tenemos que el
par (A, w) satisface las hipétesis necesitadas en 5.3.6; probandose (c).

(d) y (e) se siguen de 6.2.4 puesto que w¥ = Ay w" =B. O

Ahora haremos una aplicacién de 6.2.10 a la dimensién relativa de Rouquier
que fue introducida en el capitulo anterior. Sean X y ) dos clases de ob-
jetos en una categoria triangulada 7. Consideremos la subcategoria (X) :=
add (U;ez X[i]) v sea XY := (X x V). Siguiendo a R. Rouquier en [61], defini-
mos inductivamente (X), := 0y (X), = (X),,_; ¢ (X) paran > 1. Recordemos
la siguiente definicién.
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Definicién 6.2.11 5.4/.8 Sea T una categoria triangulada, X una clase de ob-
jetos en T y M € T. La X-dimension relativa de Rouquier de M es

dimy (M) := min{n € N tal que M € (X),}.

Para una clase Y de objetos en T, definimos dimy ()) := sup {dimy(Y): Y €
Y}

Corolario 6.2.12 Sea (A, B) una co-t-estructura acotada en T y sea w := AN
B. Entonces

(a) max {dim4(C),dimp(C)} < dim,(C), VCeT.
(b) dim4(C) < pd,(C) =pdg(C) < o0, VCeT.
<id,(C) =1id4(C) < 00, VYC eT.

(@)
(d) dim,(C) <id,(C) =id4(C) < 00, VC € A.
(e) dim,(C) < pd,(C) =pdg(C) <0, VCeB.

Demostraciéon. Como w = AN B, (a) se sigue de 5.4.4 (b). Sea X una clase
de objetos en Ty M € T. Como X C (X), por 5.4.6 y 5.4.4, tenemos que
dimy (M) < max {resdimy (M), coresdimy (M)}. Luego, el resultado se sigue
de 6.2.10. I

Recordemos las siguientes nociones bien conocidas que seran usadas en lo
que sigue.

Definicién 6.2.13 Sea w una clase de objetos en una categoria triangulada T
y sea ) := Ujez wli]. Decimos que w es un cogenerador en T, si -Q = {0}.
Dualmente, w es un generador en T si Q1 = {0}.

Observacion 6.2.14 Sea w una clase de objetos en una categoria triangulada
T. Por induccion y usando la definicion de Ar(w), se puede ver que w es un
generador y un cogenerador en la categoria triangulada Ar(w).

Proposicién 6.2.15 Sea X = add (X)) una subcategoria cosuspendida de T y
sea w un cogenerador débil X-inyectivo en X. Entonces, Niez X[i] = {0} si y
sdlo siw es un cogenerador en Ar(X).

Demostracién. Por 5.1.5, tenemos que Ar(X) = X" = Up>0 X[n].
Afirmamos que N;ez X[i] € 1Q N AF(X), donde Q := U;jez wli]. En efecto, sea
M € Niez X[i]y j € Z. Entonces M = X[j—1] para algin X € X,y por lo tanto
Hom (M, W{j]) ~ Hom(X, W[1]) = 0 para W € w, probandose la afirmacién.
(<) Supongamos que w es un cogenerador en A7 (X). Luego *QNA(X) = {0}
y por la afirmacién de arriba se sigue que N;cz X'[i] = {0}.

(=) Supongamos que N;ez X[i] = {0}. Sea Y € A7(X) un objeto no cero.
Veamos que existe un entero ¢ tal que Hom(Y,w[¢]) # 0. En efecto, como
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A7 (X) = Up>o X[n], existe n € N con Y = X|[n] para algin X € X. Usan-
do que X[n] = X[n —i][i] y que X es cosuspendida, obtenemos que Y € Xi]
para todo i > n. Por otro lado, como Njez X[j] = {0} y ¥ # 0, tenemos que
existe un jo < n tal que Y ¢ X[jo]. Afirmamos que Y ¢ X[i] para i < jo. En
efecto, sea i < jp, como X[i] = X[i — jo][jo] C X[jo] pues X es cosuspendida
yY ¢ X[jo], entonces Y ¢ X[i]. Sea £ :=min{s : jo<s<nyY e X[s]}.
Por lo tanto tenemos que Y[—{] € X y entonces como w es cogenerador débil
en X, tenemos que existe un tridngulo distinguido X'[—1] — Y[—/] 5w o x
con X' € X y W € w. Luego, el morfismo f : Y[—¢] — W no es cero. En
efecto, si f = 0, entonces Y[—/{] seria sumando directo de X'[-1] € X[-1], y
entonces Y[—¢ + 1] € X (X es cerrada por sumandos directos); lo cual es una
contradiccién pues Y ¢ X[¢ — 1]. Por lo tanto Hom(Y, W[{]) # 0. Probdndose
que si Y # 0 entonces Y ¢ Lw. Por lo tanto tw = 0. O

Definicién 6.2.16 Sea (A, B) una co-t-estructura en T. Decimos que el par
(A, B) es no-degenerada por abajo (respectivamente, no-degenerada por
arriba) si N;ez Ali] = {0} (respectivamente, N;ez B[i] = {0}). Decimos que
(A, B) es no-degenerada si es no-degenerada por arriba y por abajo.

Proposicién 6.2.17 Sea (X,)) una co-t-estructura acotada por abajo en una
categoria triangulada T y sea w := X N Y. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) (X,)) es no-degenerada por abajo.
(b) w es un cogenerador en T.

Demostracién. Se sigue de 6.2.15, 6.1.4 (a) y 5.1.5 (c¢). O

Corolario 6.2.18 Sea (X,)) una co-t-estructura acotada en una categoria tri-
angulada T y sea w := X N Y. Entonces, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(a) (X,)) es no-degenerada.
(b) w es un generador y cogenerador en T.
Demostracion. Se sigue de 6.2.17 y su dual. O

Corolario 6.2.19 Eriste una correspondencia biyectiva X + (X, Ar(X)NX~+
[—1]) entre las subcategorias cosuspendidas X = add (X) de T tal que X N
X1[~1] es un cogenerador débil en X y un cogenerador en Ar(X), y las co-t-
estructuras (X,Y) no-degeneradas por abajo de A (X).

Demostracién. Por 6.1.12, las co-t-estructuras (X,)) en A7 (X) se corres-
ponden biyectivamente con las subcategorias cosuspendidas X' de T tal que
X NX+[~1] es un cogenerador débil en X. Luego, el resultado se sigue de 6.2.15
v 6.2.17. O

La relacion entre los diferentes tipos de co-t-estructuras es como sigue.
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Teorema 6.2.20 Sea (X,)) una co-t-estructura en una categoria triangulada
T. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (X,) es acotada.

(b) (X,D) es fiel.

(c) (X,) es acotada y no-degenerada.
(d) T=Br(XNY).

Demostracién. (a) < (b) Se sigue por 6.2.9.

(a) = (c) Supongamos que (X, )) es acotada. Por 6.2.2 y 6.2.8 (b), tenemos que
T = Ar(w) para w := X NY; y por 6.2.14, tenemos que w es un cogenerador y
un generatdor en 7. Luego, (c) se sigue de 6.2.18.

(¢) = (d) Se sigue de 6.2.10 (a).

(d) = (a) Sea T = Ar(XNY). Luego T = Ar(X) = A7 (Y). Por lo tanto, por
5.1.5 y 5.1.6 tenemos que (X,)) es acotada. O

6.3. Co-t-estructuras y siltings

En esta seccién veremos que en muchos casos una co-t-estructura puede ser
determinada por una clase silting. También estudiamos la relaciéon entre co-t-
estructuras, clases silting y clases inyectivas relativas. Siguiendo a [42], recor-
damos la nocién de clase silting en una categoria triangulada.

Definicién 6.3.1 Sea w una clase de objetos en T. Decimos que w es silting
st idy, (w) = 0.

Denotamos por U (respectivamente, U,,) a la menor subcategoria cosus-
pendida (respectivamente, suspendida) de 7T, cerrada por sumandos directos
que contiene a w.

Observacion 6.3.2 Sea w una clase de objetos en T. Definimos la sucesion
{e; (w)}i>0 de clases de objetos en T como sigue: €5 (w) := add (Ui<owli]) v
supongamos que hemos definido e; (w),e] (W), -+ ,e;,_1(w). Entonces, definimos
e; (w) como la clase de objetos en T, que son sumandos directos de objetos en
g, 1(w) * &g (w). No es dificil ver que ,U = U;>oe; (w).

Lema 6.3.3 Sea (X,w) un par de clases de objetos en T tal que w C X. En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si X es cosuspendida y X = add (X), entonces X[—1] x w es cerrada por
sumandos directos.

(b) Siw es silting y cerrada por sumandos directos, entonces w es cerrada por
extensiones.
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Demostracién. (a) Supongamos que X es cosuspendida y cerrada por suman-
dos directos. Sea C' € X[—1] * w. Entonces, existe un tridngulo distinguido

X[-1] —» C 5 W = X donde X € & y W € w. Sea Z un sumando di-
recto de C, entonces existe un tridngulo distinguido Z =% C — Z' — Z[1],
que se escinde. Por el axioma del octahedro, tenemos tridngulos distinguidos
A ZBw oo Z[lly Ay : Z' -V — X — Z'[1]. Por hipétesis, tene-
mos que X[—1]xw C X« X C X; y por lo tanto C € X, de donde obtenemos
que Z y Z' pertenecen a X. Por lo tanto V € X (ver Ay), y entonces de Aq,
obtenemos que Z € X[—1] * w.

(b) Supongamos que w es silting y cerrada por sumandos directos. Sea A : W —
X — W' — W][1] un tridngulo distinguido con W, W’ € w. Como id, (w) = 0,
tenemos que el tridngulo A se escinde; y entonces X € w puesto que w es cerrada
por sumandos directos. [J

Proposicién 6.3.4 Sea w una clase silting en T tal que add (w) = w. Entonces
w es un cogenerador débil ,, U-inyectivo en ,U.

Demostracién. Por 6.3.2, tenemos que , U = U, >0, (w). Luego, basta ver
por induccién sobre n que €, (w) C , U[—1] * w para cada n € N. Supongamos
que add (w) = w. En particular, tenemos que g, (w) = ®;<pwli], donde la suma
directa significa suma directa finita.

SiX €¢ey(w), entonces X = W SW con W’ € @;owli] y W € w. Luego existe
un tridngulo distinguido que se escinde W' — X — W — W'[1]. Por lo tanto
X € U] xw.

Sean >1,ysea X € ¢, (w). Entonces existe un tridngulo distinguido X, —; —
X" = Xo = X,—1[1] con Xy € g5 (w), Xp—1 € €,_1(w) y tal que X es un
sumando directo de X’. Para X tenemos un tridngulo distinguido que se escinde
W — Xo Lw o W'[1], donde W' € @®,<ow[i] y W € w. Por cambio de base,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en T

W—1] —— W[1]

Xn1 % Y hs w’ o Xn_l[l]
Xn_1 X’ Xo Xn—l[l]
g f

W=———W

Por induccién existe un tridngulo distinguido U[—1] A Xoo B ow AU
donde U € ,U y W" € w. Luego tenemos el siguiente tridngulo distinguido

pewr u 2 x 1) 8 W Como Hom(icowli],wll]) = 0 (w
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es silting) tenemos que el morfismo —h[1]0 : W' — W"][1] es cero. Por lo
tanto, considerando el tridngulo 7, tenemos un morfismo « : W' — U tal que
—A[l]a = 0. Tenemos que el morfismo « : W’ — U puede ser completado a

un tridngulo distinguido W’ % U LA VAN 1L [1]. Por el axioma del octahedro,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

VW
l i ,
W —2 x, 1) = v e
ia ¢ lam
U —2, 1) 2w 2 oy
l lo —B[1]y[1] l
0 V1] ——— V1] 0

donde los renglones y la tercera columna son tridngulos distinguidos. Del tridangu-

lo Ul-1] — il V-1 — SR NN U, tenemos que V[—1] € ,, U[—1] puesto
que ., U[—1] es cerrada por extensmnes Luego, considerando el triangulo distin-
guido V[-1] Py gy By tenemos que que Y € ,U[—1] *w. Por

otro lado, del trigngulo W[-1] = Y — X’ % W, tenemos que X' € ,U[—1]*wx*
w. Pero wxw C w (ver 6.3.3 (b)), y entonces X' € ,U[-1]*wxw C ,U[-1]*w.
Por 6.3.3 (a), concluimos que X € ,, U[—1]*w; probandose que w es un cogenera-
dor débil en , U.

Finalmente, veamos que w es ., U-inyectivo. En efecto, como id,, (w) = 0 se sigue
de 5.2.2 (a2) que w C , U*[—1]; y como , U [-1] = 7 U*[~1], obtenemos por
5.2.2 (a2) que id_z (w) =0. O

El siguiente resultado es muy similar a [17, Theorem 4.3.2(II)], el cual
fué probado con diferentes técnicas.

Teorema 6.3.5 Sea w una clase silting en T tal que w = add (w). Entonces,
=oUNU, y el par (LU,U,) es una co-t-estructura acotada en Ag(w).

Demostracion Como Ar(w) = Ar(,U), por 5.1.5(c) tenemos que Ar(w) =

Z/I Por otro lado, por 6.3.4 y 6.1.11 (a), tenemos que el par (,U,w") es
una co-t-estructura en A (, U) A7(w) y w = ,UNw". En particular, por
6.2.5 (a), se sigue que U, = w" y entonces U, = = U,,. Por lo tanto, el par
(wU,U.,) es una co-t-estructura acotada por abajo y fiel por abajo de A7 (w)
yw=,UNU,. Luego, por 6.2.8, se tiene que (,U,U ) es acotada en Ar(w).
Ademss, por 6.2.10 (a), obtenemos que U = U y U, =U,. O

Observacién 6.3.6 Seaw una clase silting en T tal que w = add (w). Entonces,
por 6.3.5, se tiene que U = U and U, =U,,
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Notacion 6.3.7 Para una categoria triangulada T, introducimos las siguientes
clases:

(a) S consiste de todas las clases silting w de T tal que add (w) = w.

(b) Cp consiste de todas las co-t-estructuras acotadas (X,Y) en Ar(X NY).

Corolario 6.3.8 Sea T una categoria triangulada. Entonces, la corresponden-
cia ¢ : S = Cp, dada por p(w) := (LU, U,), es biyectiva.

Demostracion. Por 6.3.5, tenemos que ¢ : S — Cp, estd bien definida y es
inyectiva. Sea (X,)) en Cp, y consideremos w := X N Y. Como (X,)) es una
co-t-estructura acotada en A (w), concluimos por 6.2.10 (a) que p(w) = (X, ));
probandose que ¢ es suprayectiva. [J

Corolario 6.3.9 Sea T una categoria triangulada. Entonces, existe una corres-
pondencia biyectiva (X,Y) — w:= X NY, con inversa w — (,U,U,,), entre las
co-t-estructuras acotadas (X,)) de T y las clases silting w = add (w) tales que

T = Ar(w).

Demostracién. Se sigue de 6.3.8 y 6.2.20. O

El siguiente resultado caracteriza cuando una subcategoria cosuspendida de
T determina una co-t-estructura acotada en 7.

Teorema 6.3.10 Sea T una categoria triangulada y X una subcategoria cosus-
pendida de T tal que X = add (X). Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) Existe una co-t-estructura acotada (X,)) en T.

(b) Ar(XNX+[-1)) =T.

(c) Eriste una clase X-inyectiva w = add (w) tal que Ar(w) =T yw C X.
(d) Eziste una clase silting w = add (w) tal que Ar(w) =T y w C X Cw".

Ademds, si alguna de las condiciones anteriores se satisfacen, tenemos que X =
U=, V=U, yw=XNY=XNX[-1].

Demostracién. (a) = (d) Supongamos que (X,)) es una co-t-estructura
acotada en T y sea w = XN Y. Por 6.3.9, tenemos que w = add (w) es una clase
silting tal que A7 (w) = 7. Por otro lado, como (X,)) es acotada, se sigue de
6.2.10 (a) que X = ;U =w"' y Y =U,,.

(d) = (a) Supongamos que existe una clase silting w tal que w C X C w" y
A7(w) = T. Luego, por 6.3.5, tenemos que (,U,U,) es una co-t-estructura
acotada en 7T y w = ,U NU,. En particular, por 6.2.10 (a), tenemos que
wlU =wY. Como w C X, se sigue que , U C X y entonces X = , U.

(a) = (b) Sea (X,)) acotada. Por 6.2.10 (b), tenemos que Ar(w) = T donde
wi=XNY=XNXL-1] (ver 6.1.2 (c)).
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(b) = (c) Sea A7(XNX+[~1]) = T. Como X es una subcategoria cosuspendida
de T, por 5.2.2 (a2), tenemos que w := X N X+[~1] es X-inyectivo.

(¢) = (a) Supongamos las hipétesis de (c). En particular, w es silting pues
idy(w) = 0. Luego, por 6.3.5, tenemos que (,U,U,) es una co-t-estructura
acotada en 7 y también que w = , U NU,. Ademds ,U C X puesto w C X. Por
otro lado, como pd(X) = idy(w) = 0, se sigue de 5.2.2 (al) que X C +U[1] =
wU (ver 6.1.2 (¢)); y entonces X = ,U. O

6.4. Co-t-estructuras en D’(H)

En toda esta seccion, k denotarda un campo algebraicamente cerrado y H
una k-categoria abeliana hereditaria que es Hom-finita, Fxt-finita y tiene un
objeto inclinante. Consideraremos la categoria derivada acotada D®(H) la cual
es triangulada y ha sido estudiada ampliamente (ver por ejemplo [34] y [35]).
En esta seccion daremos una descripcion de las co-t-estructuras acotadas en
T := D’(H). En este caso, los resultados obtenidos toman una forma més
completa que en la seccién anterior.

En lo que sigue, necesitaremos el siguiente lema. Para detalles, referimos al
lector a [1].

Lema 6.4.1 [1] Sea w una clase en la categoria triangulada D*(H). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) w es un generador en DY(H) si y sélo si es un cogenerador en D°(H).

(b) Sea w una clase silting en DP(H). Entonces, w es un generador en D*(H)
si y s6lo si Aps (3 (w) = DP(H).

Demostracién. (a) Se sigue de [1, Lemma 2.1] puesto que D®(H) tiene duali-
dad de Serre.

(b) («=) Se sigue de 6.2.14.

(=) Por [1, Corollary 3.2 (b)], tenemos que para todo complejo X € T, existe un
tridngulo W — X — L — W[1] tal que W € Aps3)(w) y L € Appzgy(w)*. Si
w es un generador entonces L = 0 y por lo tanto X ~ W € A7 (w), probandose
que Ape(zy)(w) = DP(H). O

Proposicién 6.4.2 Sea (X,)) una co-t-estructura en D°(H). Entonces, las
stquientes condiciones son equivalentes.

(a) (X,)) es acotada.
(b) (X,Y) es no-degenerada por abajo y acotada por abajo.

(c) (X,)) es no-degenerada por arriba y acotada por arriba.

Demostracién. (a) = (b) Se sigue de 6.2.20.
(b) = (a) Supongamos que (X,)) es no-degenerada por abajo y acotada por
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abajo. Por 6.2.17, tenemos que w es un cogenerador en DY(H). Por 6.1.4 (a),
tene-mos que X N'Y es una clase silting. Luego por 6.4.1 y 6.2.20, concluimos
que (X,Y) es acotada.

Finalmente, la equivalencia entre (c) y (a), se prueba de forma similar como
para (a) < (b). O

El siguiente resultado da una caracterizacion, en términos de generadores y

cogeneradores, de las co-t-estructuras acotadas en DY(H).

Teorema 6.4.3 Sea X una subcategoria cosuspendida de D°(H) tal que X =
add (X). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Eriste una co-t-estructura acotada (X,)) en D*(H).
(b) X N XL[—1] es un conjunto generador en D(H).

(c) Eriste una clase X-inyectiva w = add (w), que es un cogenerador en D°(H)
ywCAX.

Demostraciéon. Como X es cosuspendida U = X y por 5.2.2 (a2), ten-
emos que X N X1 [—1] es X-inyectivo; y entonces es una clase silting. Luego, el
resultado se sigue de 6.3.10 y 6.4.1. O

Corolario 6.4.4 Sea X una subcategoria cosuspendida de D*(H) tal que X =
add(X). Si X N X1 [—1] es un conjunto generador en D*(H), entonces X" =
D%(H) y X es una clase precubriente en DY(H).

Demostracién. Se sigue de 6.1.11 (b) y 6.4.3 (a). O

Corolario 6.4.5 Sea (X,w) un par de clases de objetos en D(H), que son
cerradas por sumandos directos, tal que X es cosuspendida. Entonces, las si-
guientes condiciones son equivalentes.

(a) w es un cogenerador débil X-inyectivo en X, (\,c, X[i] = {0} y X" =
D’(H).

(b)) wC X CwY y w=add(w) es un cogenerador silting en D(H).

(c) w=add (w) CX yw es un conjunto cogenerador X -inyectivo en D(H).

(d) w=XNX*[~1] yw es un conjunto generador en D(H).

Ademds, si alguna de las condiciones de arriba se satisfacen, tenemos que X =
wld =wV.

Demostracién. (a) = (b) Por 6.1.11 (a) y 5.1.5(b) existe una co-t-estructura
acotada por abajo (X,)) en D*(H) con X NY = w. Por 6.2.15, tenemos que w
es un conjunto cogenerador en A1 (X) = D*(H) pues X" C A7 (X). Luego por
6.4.1 y 6.2.20, tenemos que (X,Y) es acotada. Por lo tanto, por 6.2.14 y 6.3.10
(d) tenemos (b).
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(b) = (a) Por 6.4.1, tenemos que Aps(z)(w) = D(H). Luego, la condicién
(d) en 6.3.10 se satisface. Entonces (a) se sigue de 6.1.11 (a), 6.1.9, 6.2.15 pues
D°(H) = Aps ) (W) € Ape(p) (X).

b
b) & (c) Se sigue de 6.4.1, 6.3.10 y 6.4.3.
< (d) Se sigue de 6.4.3, 6.1.4 (a), 6.4.1 y 6.2.15. O

Sea w una clase de objetos en D?(H). Decimos que w es de tipo finito si exis-
te un numero finito de objetos inescindibles no isomorfos dos a dos Wy, --- , W,
en D®(H) que satisfacen que add (w) = add ({Wy, Wa, -+, W,}). En tal caso,
definimos ind (w) := {Wy, Wy, -+ , W, } y rk (w) := n. Denotamos por rk Ky (H)
al rango del grupo de Grothendieck asociado a H.

Lema 6.4.6 [1] Las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Siw es una clase silting en D*(H), entonces tk (w) < vk Ko (H).

(b) Sea Y = add (Y) una subcategoria suspendida y precubriente en DP(H),
y sea w := Y N +Y[1]. Entonces, rk (w) = rk Ko (H) si y sélo si w es un
generador en DP(H). Ademds, si este es el caso, tenemos que Y =U , =
Uy.

Demostracién. (a) Por 6.3.4, tenemos que w es ,, U-inyectivo. Luego, el inciso
(a) es solo el dual [1, Theorem 2.3 (b)]. B

(b) Esto es [1, Corollary 4.4]. Observemos que la igualdad U, = U,, se sigue de
6.3.6 O

Teorema 6.4.7 Existe una correspondencia biyectiva
(X, V) =Y, Vow=YNY1] ¥y we (WUU,)
entre las siguientes clases:
(a) co-t-estructuras acotadas (X,)) en D*(H).

(b) subcategorias suspendidas y precubrientes Y = add (Y) de D*(H) tal que
e (VN V(1)) = 1k Ko (H).

(c) clases silting w = add (w) en D(H) tal que rk (w) =tk Ko (H).

Demostracién. Por [1, Corollary 4.5] y 6.4.6 (b), tenemos que la correspon-
dencia Y +— Y N +Y[1] entre las clases de los incisos (b) y (c) es biyectiva con
inversa w — U,,.

Veamos que la correspondencia (X, )) % X N entre las clases de los incisos

(a) y (c) es biyectiva con inversa w A (wU,U,). En efecto, sea (X,Y) una
co-t-estructura acotada en D?(H). Por 6.3.10 y 6.4.3, tenemos que X N'Y es un
generador silting en D*(H) y Y = Uxny. Luego, por [1, Corollary 3.2 (b)], se
tiene que ) es una subcategoria suspendida y precubriente de Db(’H). Por lo
tanto, por 6.4.6, tenemos que w = X NY = Y[1]N Y es silting, w = add (w) y
rk (w) = rk Ko (H). Ademds por 6.3.10, concluimos que 5 a(X,Y) = (X, ).
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Sea w una clase silting tal que w = add (w) y rk (w) = rk Ko (). En partic-
ular, por 6.3.5 y 6.2.20 tenemos que B(w) = (o, U,U,,) es una co-t-estructura
no-degenerada y acotada en Ar(w) y w = ,UNU,, = a B(w). Usando la corres-
pondencia biyectiva entre las clases de los incisos (b) y (¢), obtenemos que U, es
una subcategoria suspendida y precubriente en D?(#). Luego, por 6.4.6, tene-
mos que w es un generador en D’(H); y por lo tanto Ay(w) = Db(H) (ver
6.4.1), probandose que (., U,U,,) es una co-t-estructura acotada en D*(H). Esto
es, f(w) pertenece a la clase del inciso (a). O

Observacién 6.4.8 El inciso (b) en 6.4.7 es equivalente al siguiente:

(b') subcategorias suspendidas Y = add () de D*(H) tal que vk (Y N+ Y[1]) =
rk KO (H)

Ademds, si (b') se satisface, tenemos que w := YNLY[1] es un conjunto genera-
dor en DY(H) y YV =U,.

Demostracién. Sea ) = add () una subcategorfa suspendida de D*(H), y
sea w = Y N +LY[1] tal que rk (w) = 1k Ko (H). Por 6.4.7 (a), tenemos que
(wU,U,) es una co-t-estructura acotada en D’(H) pues w es silting. Por lo
tanto Aps(z)(w) = DP(H) y w es un conjunto generador en DP(H) (ver 6.3.10 y
6.4.1). En particular (Aps 3 (w))* = {0}; y entonces por [1, Theorem 4.2 (b)],
concluimos que Y = U,,. Finalmente, por [1, Corollary 3.2], tenemos que Y es
precubriente en D*(H). O

Corolario 6.4.9 Ezisten correspondencias biyectivas
(X)) =X, Xow=XNX-1] y we (LUU,)
entre las siguientes clases:
(a) co-t-estructuras acotadas (X,)) en DP(H).

(b) subcategorias cosuspendidas y preenvolventes X = add (X) de D*(H) tal
que tk (X N X1[-1]) = rk Ko (H).

(c) clases silting w = add (w) en DY(H) tal que rk (w) = rk Ko (H).

(d) subcategorias cosuspendidas X = add (X) de D*(H) tal que tk (XNX+[-1])
=rk Ko (7‘[)

Demostracién. Sea 7 := D’(H). Para probar el resultado, usando 6.4.7, 6.4.8
y el principio de dualidad para categorias trianguladas, basta probar la siguiente
afirmacién: Si (X,)) es una co-t-estructura acotada en T, entonces (Y°P, X°P)
lo es en la categoria triangulada opuesta 7°P. Esta afirmacién es cierta pues
la nocién de ser acotada es auto-dual y T°P ~ D?(H) donde H°P es una k-
categoria abeliana hereditaria que es Hom-finita, Ext-finita y tiene un objeto
inclinante (Ver [35, Proposition 1.9]). O

Una bonita consecuencia de 6.4.7 (b) y 6.4.9 (b), es el siguiente corolario,
que dice que una co-t-estructura en Db(H) tiene dos t-estructuras asociadas.
Para conveniencia del lector recordamos la definicién de t-estructura.
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Definicién 6.4.10 [13] Un par (A, B) de subcategorias en T es una t-estructura
en T silas siguientes condiciones se satisfacen.

(a) A1l C Ay B[-1] CB.
(b) Homy (A, B[-1]) = 0.
(¢c) T =AxB[-1].

Corolario 6.4.11 Sea (X,)) una co-t-estructura acotada en D*(H). Entonces,
las parejas (FX[—1],X) y (¥, VL[1]) son t-estructuras en D(H).

Demostracién. Por 6.4.7 (b) y [42, Proposition 1.3], tenemos que Y es un
aisle en D°(H). Entonces (), Y*[1]) es una t-estructura en D®(H). Ademads,
por 6.4.9 (b) y el dual de [42, Proposition 1.3], tenemos que X" es un co-aisle en
D’(H), y por lo tanto (*X[~1], X) es una t-structura en D?(#H). O

Observacion 6.4.12 El resultado anterior, nos dice que una co-t-estructura
acotada en DY(H) es adyacente a la izquierda (respectivamente, derecha) a una
t-estructura en DU(H) en el sentido de [17].

Corolario 6.4.13 Sea (X,)) una co-t-estructura acotada en D*(H). Entonces
X y Y son funtorialmente finitas en D®(H).

Demostracién. Se sigue de 6.4.7, 6.4.9 y 6.1.2. [

Corolario 6.4.14 Sea w = add (w) un silting generador en D*(H). Entonces
wU yU, son funtorialmente finitas en DY(H), ,U" = D*(H) =UY, y rk (w) =
rk K() (7‘[)

Demostracién. Por 6.4.1 (b) y 6.3.5, tenemos que (,U,U,,) es una co-t-
estructura acotada en D?(H). Luego el resultado se sigue de 6.4.13 y 6.4.7 (c).
U

Corolario 6.4.15 Sea w una clase silting en D?(H). Entonces, w es un gener-
ador en DY(H) si y sdlo si k (w) = 1k Ko (H).

Demostracién. Sea w’ := add (w). Notemos que w’ := add (w’) y que w’ es
también una clase silting en D°(H).

(=) Supongamos que w es un generador en D(H); y entonces w’ lo es. Por
6.4.14, tenemos que rk (w) = rk Ky (H) puesto que rk (w) = rk (w').

(<) Supongamos que rk (w) = rk Ko (H). Por lo tanto rk (w') =tk Ko (H) y de
6.4.7, se sigue que (o U,U, ) es una co-t-estructura acotada en D®(H). Luego
por 6.2.8 y 6.2.9, concluimos que Ape 3 (w) = Aps(z)(w') = DP(H). Entonces
w es un generador en DY(H) (ver 6.4.1). O

Corolario 6.4.16 Sea Y = add () una subcategoria suspendida de D*(H) y
sea w =Y NLTY[1]. Sirk(w) =1k Ko (H), entonces Y es funtorialmente finita
en D*(H), Y =U, y YV = D*(H).
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Demostracién. Seark (w) = rk Ko (H). Por 6.4.8, tenemos que w es un genera-
dor en D*(H) y Y = U,,. Luego el resultado se sigue de 6.4.14. [J

Corolario 6.4.17 Sea X = add (X) una subcategoria cosuspendida de D®(H)
y sea w = X NXL[—1]. Sirtk(w) = rk Ko (H), entonces X es funtorialmente
finita en DY(H), X = U y X" = D*(H).

Demostracion. Se sigue de 6.4.16 y la discusién dada en la prueba 6.4.9. O




Capitulo 7
Apéndice

7.1. Subfuntores aditivos del Extjl\(—, -)

Sea A una R-algebra de artin y mod(A) la categoria de A-mdédulos finita-
mente generados. En este apéndice demostramos que si F' es un subfuntor aditivo
de Extp(—, —) entonces necesariamente F' es un R-subfuntor en el sentido de
3.6.1.

Recordemos que dos extensiones en mod(A); £ : 0 - A - E — C — 0,
& :0— A— B — C — 0 son equivalentes si existe un diagrama conmutativo
de la siguiente forma

g: 0 A E c 0
£€: 0 A B c 0.

Es facil ver que esto define una relacién de equivalencia en la clase de todas
la extensiones de A por C. Denotemos por Exty(C, A) a la clase de clases de
equivalencia de extensiones de A por C.

Consideremos una extensién £ : 0 — A — B — C' — 0. Dada una
resolucién proyectiva P de C, por el teorema de comparacion (ver [60, teorema
6.9]) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

f2 f1

P P Py C 0
I
0 A B C 0.

Del diagrama anterior concluimos que afy = 0; es decir, a € Ker(f5) donde
f5 := Homy(f2, N). Sea 7 : Ker(f3) — Ker(f5)/Im(ff) = Ext} (C, A) donde
fi :=Homy (f1, N). Luego tenemos una asignacién ¥ : Ext(C, A) — Ext} (C, A)
definida por ¥(§) = m(a) = a + Im(f7).
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Observacién 7.1.1 Por el lema de comparacidn, tenemos que si o : P —
A es otro morfismo que hace conmutar el diagrama anterior, entonces o es
homotdpico a . Es decir, exvisten sq: Py — A, 81 : Pr — 0 tal que « — o’ =
0s1+sod1. Luego, a— o’ € Im(ff). Por lo tanto £ determina un dnico elemento
en Ext}\(C, A). También es fdcil ver que si &, & son equivalentes, entonces
determinan el mismo elemento en Ext} (C, A). Luego, tenemos una funcion bien
definida U : E(C, A) — Ext}(C, A).

Teorema 7.1.2 El conjunto Ext(C, A) es un grupo abeliano bajo la suma de
Baer.

Demostracién. Ver [60]. O

Proposicién 7.1.3 La funcién ¥ : Ext(C, A) — Ext}(C, A) es un isomorfis-
mo de grupos abelianos.

Demostracién. Ver [60, 7.21]. O

Consideremos el morfismo ¢ : R — A que hace de A una R-algebra de
artin. Sea M un A médulo, entonces la estructura de R-mdédulo de M esta dada
como sigue: para r € Ry m € M se define rm := ¢(r)m (se puede ver que
si M es finitamente generado como A-mddulo, también lo es como R-médulo).
Como Im(p) C cent(A) (ver definicién de R-dlgebra en [5] pag. 26), tenemos
que A(r(m)) = r(Am), ¥r € Ry A € A. Es decir, M tiene estructura de A-R-
bimédulo.

El siguiente resultado se puede encontrar en [5], pag 20. Pero para beneficio del
lector, damos una demostraciéon aqui.

Lema 7.1.4 Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces Ext(C, A) es un R-mddu-
lo, VA,C € mod(A).

Demostracién. Utilizaremos la estructura de A-R-bimédulo de C'. Para cada
r € R, consideremos la funcién f, : C — C dada por f.(c) := re Ve € C.
Notemos que f,. es un morfismo de A-médulos. En efecto, sea A € A, entonces
fr(Ae) = r(Ac) = A(rc) = Afr(c) donde la peniltima igualdad se da pues C' es
un A-R-bimédulo.

También notemos que si r1,72 € Ry ¢ € C, entonces f, r,(c) = (rira)c =
fri fra(€). Por lo tanto, V7,72 € R se tiene que frry, = fry fr,. Ademds, como
R es conmutativo, tenemos que fr,r, = fr, fro = frofr, V1,72 € R.

Sea:0 — A— B — C — 0 con ¢ € Ext(C, A). Dado r € R, considere-
mos el siguiente diagrama de pullback en mod(A)

&fr: O A E C 0
|
£: 0 A B C 0.
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Definamos r - £ := £f, =: Ext(f,, A)(§). Veamos que con esto Ext(C, A) es un
R-mdédulo. Sélo verifiquemos que se cumple que (r1-12)§ = r1-(r2-§) Vr1,72 € R
y € € Ext(C, A); ya que las otras propiedades son andlogas. En efecto,

(’)"1 : 7’2)5 = EXt(fT’ITQ?A)(g) = EXt(fTQ fT17A)(£)
= Ext(fr,, A) (Bxt(fr,, A)(€))
=T9- (7'1 . f)
Por lo tanto Ext(C, A) es un R-médulo. O

Lo que nos gustarfa es que Ext(C, A) sea finitamente generado como R-
médulo. Para ver esto vamos a darle estructura de R-médulo a Ext}(C, A) y
compararlo con la de Ext(C, A).

Observacién 7.1.5 Sea A, B € mod(A) entonces A, B € mod(R). Para r €
R y f € Hompg(A, B) tenemos que f(ra) = rf(a), Va € A. Luego podemos
definir rf por rf(a) :=rf(a) Ya € A. Se puede ver que esta accion define una
estructura de R-mddulo sobre Homp (A, B) y que ademds Homy (A, C) es un
R-submddulo de Hompg(A, B) (ver [5], pag. 27).

Lema 7.1.6 Sea A una R-dlgebra de artin, entonces Ext} (C, A) es un R-mddu-
lo finitamente generado para todo C, A € mod(A).

Demostracion. Consideremos una resolucién proyectiva de C

%CI fn+1 Pn fn Pn_l frn-1 f1 PO fo O f-1 07

donde cada P; € mod(A). Sean f5 := Homp(f2, A) v f1 := Homp (f1, A).
Entonces Ext} (C, A) := Ker(f3)/Im(f;).

Por 7.1.5, tenemos que Homp (P;, A) es un R-mddulo. Veamos que Ker(f3)
y Im(f]) son R-submédulos de Homy (Py, A). Sea g € Homa (P, A) tal que
g € Ker(f5), entonces fog = 0. Sea r € R, veamos que rg € Ker(f3). En efecto,
por 7.1.5, tenemos que rg € Homp (Py, A) y ademds (f5(rg))(p) = ((rg) f2)(p) =
r(g(f2(p))) = 0 ¥p € Py. Por lo tanto, f5(rg) = 0 probandose que Ker(f3) es un
R-submédulo de Homp (P, A). Ahora veamos que Im(f;) es un R-submdédulo
de Homp (Py, A). Sea h € Homp (Pr, A) tal que h € Im(f}). Luego, existe b’ €
Hompa (Py, A) tal que h = b/ f1. Sea r € R, veamos que rh € Im(f}). En efecto,
por 7.1.5, tenemos que rh’ € Homy (Py, A) y ademds ((rh') f1)(p) = rh'(f1(p)) =
r(h' f1(p)) = r(h(p)) = (rh)(p) ¥Yp € Py. Por lo tanto (rh’)fi = rh, es decir,
rh’ € Im(f;). Probdndose que Im(f;) es un R-submdédulo de Homy (Ps, A). Por
[5, prop 1.1] pag. 27; tenemos que Homy (P, A) € mod(R). Como R es noethe-
riano, tenemos que Ker(f3) y Im(f]) son R-mdédulos finitamente generados.
Luego, Ext} (C, A) es finitamente generado como R-médulo. [

Lema 7.1.7 Sean A, C € mod(A), la funcidn ¥ : Ext(C,A) — Ext}(C, A)

es un isomorfismo de R-mddulos.
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Demostraciéon. Por 7.1.3, basta ver que ¥(r - §) = r¥(§) parar € Ry
¢ € Ext(C, A). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
mod(A)

PBo: P ik P i Py C 0
!
g0 A E C 0

P
€0 A—l-p-t.o¢

Por lo tanto, ¥(r - &) = o + Im(f]) y el siguiente diagrama es conmutativo y
exacto en mod(A)

Py P Py C 0
bk
0 A—lsp—tso 0

Por otro lado, ¥ (§) = a+ Im(f;) donde « hace conmutar el siguiente diagrama
en mod(A)
f2 f1

Py P Py C 0
I O O
0 A—Lsp—t.C 0.

Sea r € R, por 7.1.5, se tiene que ra, rf3, rle € mod(A). Afirmamos que el
siguiente diagrama conmuta en mod(A)

P p I p C 0
\L lroz lrﬁ \Lrlc
0 A—lsp—tso 0.

En efecto, veamos por ejemplo que (r8)f1 = j(ra). Sea x € Py, entonces

(j(ra))() = j(ra(@)) = j(r(a(z))) = rj(a(z)) pues Homa (4, B) es un R-
submédulo de Hompg (A, B); pero r(j(a(z))) = r(B(f1(x))) = ((rB)f1)(x), con
lo cual probamos que (rf3)f1 = j(ra). Por otro lado, f, = rlc en mod(A).
En efecto, por 7.1.5, tenemos que r1lc es un morfismo de A-médulos y ademéds
trivialmente f,.(c) = rlc(c), Ve € C; por lo tanto fr = rle como morfismo de
A-médulos.

De los diagramas conmutativos anteriores, concluimos que o y ra forman parte
de dos levantamientos del morfismo f,. = rl¢ : C — C, a dos morfismo de com-
plejos Pc — £. Luego, o’ y ra son homotépicos, es decir, existen sg : Py — A,
s1: PL — 0 tal que ra— o’ = 0s1 + sof1. Es decir, ra+Im(fy) = o +Im(f7).
Probédndose que ¥(r - &) =r¥(§). O
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Corolario 7.1.8 Para A, C' € mod(A), se tiene que Ext(C, A) € mod(R).

Lema 7.1.9 Sea F un subfuntor aditivo de Ext)(—,—). Entonces F(C, A) es
un R-submddulo finitamente generado de Ext}(C,A) ¥V A,C € mod(A).

Demostracién. Como F(C, A) es un subgrupo de Ext} (C, A) por la definicién
de subfuntor aditivo, basta ver que es cerrada por la acciéon de R. Consideremos
el siguiente diagrama de pullback en mod(A)

&fr: O A E C 0
|
£: 0 A B C 0.

Por definicién r - £ := £ f,.. Luego, si £ es F-exacta, tenemos que 7 - £ es F-exacta
(pues es pullback de una F-exacta). Probdndose que F(C, A) es un R-submdédulo
de Ext} (C, A). Ahora como R es noetheriano y Ext} (C, A) € mod(R), entonces
F(C,A) emod(R). O
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