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Introduccion

El propodsito principal del presente trabajo es exponer propiedades ele-
mentales de los espacios paracompactos y algunas de las caracterizaciones
mas conocidas de los mismos.

La nocién de espacio paracompacto fue introducida por J. Dieudoneé
en su articulo Une Générisation des Espaces Compacts (J. Math. Pures
Appl. 23, 65-79 (1944)). Hoy dia, los espacios paracompactos forman
una de las clases mas importantes de espacios topoldgicos y ellos son muy
populares entre topélogos y entre analistas. Una de las razones de ello,
es que la clase de los espacios paracompactos contiene a la clase de los
espacios compactos (Hausdorff) y a la clase de los espacios metrizables. J.
Dieudonne demostré que todo espacio compacto es un espacio compacto
(en su articulo antes mencionado) y fue M. H. Stone quien demostrd
que cualquier espacio métrizable es un espacio paracompacto (On the
compactification of topological spaces, Ann. Soc. Pol. Math. 21 (1948)).
Posteriormente, en una serie de tres trabajos de investigacién (A note on
paracompact spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 4, 831-838 (1953), Another
note on paracompact spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 8, 822-828 (1957),
Yet snother note on paracompact spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 10,
309-314 (1959)) E. Michael estudié de manera intensiva las propiedades
de los espacios paracompactos y demostrd varios de los resultados que
hoy dia son considerados resultados clésicos dentro del estudio de las
propiedades de los espacios paracompactos. En este trabajo de tesis
exponemos estos resultados clasicos y algunos otros.

Nuestro trabajo consta de tres capitulos. El primero de ellos, titulado
Preliminares de Topologia General, pretende introducir al lector a los
conceptos basicos de la Topologia General que son necesarios para el
tratamiento de los temas més relevantes del presente trabajo de tesis.
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En el capitulo 2, Paracompacidad, introducimos la nocién de espacio
paracompacto y algunas de sus caracterizaciones clasicas. Aprovechando
estos resultados hacemos un analisis de la relacion que hay entre la clase
de los espacios paracompactos y otras importantes clases de espacios
topoldgicos, como la clase de espacios compactos, la clase de espacios
métricos, la clase de espacios normales, etc. Damos una demostracién
del Teorema de Stone que muestra que todo espacio métrizable es un
espacio paracompacto.

En el capitulo 3, que hemos titulado Otras caracterizaciones: el Teo-
rema de Tamano y particiones de la unidad, analizaremos el compor-
tamiento de la paracompacidad en relacion a su preservacién, o no, con
respecto a las principales operaciones entre espacios topolégicos para la
formacion de nuevos espacios topoldgicos. Ademas de ello, introducire-
mos otras interesantes caracterizaciones de los espacios paracompactos.
Particularmente, exponemos una demostraciéon del importante Teorema
de Tamano que proporciona una caracterizacién de la paracompacidad
utilizando a la compactacién de Stone-Cech y establecemos la clasica car-
acterizacion de la paracompacidad utilizando la nocién de particién de
la unidad.

Maria Teresa Rojas Sanchez.
Septiembre de 2011.



Capitulo 1

Preliminares de Topologia
General

1.1 Introduccion

Este capitulo estd disenado con la idea de que el lector pueda revisar en
él los resultados basicos de Topologia General que utilizamos a través de
nuestro trabajo. En un principio, la intension principal de este apartado
era la de exponer de manera detallada y rigurosa todos los hechos de la
Topologia General que utilizamos en este trabajo de tesis. Sin embargo,
siendo honestos, este apartado se asemeja mas a una recopilacién de
hechos que a una exposicién profunda y detallada de resultados. Por
esta razon es que remitimos al lector interesado en profundizar en todos
los temas presentados en este apartado a la clasica obra de R. Engelking
[3] sobre Topologia General y a la de F. Casarrubias Segura y A. Tamariz
Mascaria [1]. El material de este capitulo estd fuertemente basado en
las notas de clase el Profesor Oleg Okunev [4] y en el libro [1].

1.2 Espacios topoldgicos.

1.2.1 DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio. Una familia T de sub-
conjuntos de X se llama topologia en X si se cumplen los siguientes
condiciones:
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1.0eTyXeT,
2. SiU C T, entonces JU € T.
3. SiUy,Uy € T, entonces Uy NU; € 7.

La pareja (X,T) donde T es una topologia en X se llama espacio
topoldgico. Es usual llamar a los elementos del conjunto X puntos del
espacio topologico, y a los elementos de T conjuntos abiertos o subconjun-
tos abiertos del espacio (X, T). Cuando T estd fija, en lugar de escribir
(X,7) a menudo se escribe simplemente X; pero cuando el contexto asi
lo requiera utilizaremos la notacién J(X) para hacer énfasis en que esta-
mos hablando de una topologia para X. Por otro lado, frecuentemente
escribiremos T*(X) para denotar al conjunto T(X) \ {0}; ysi z € X
entonces T(z,X) = {U € T(X) : x € U}. Ademds, como es usual,
PX)={A:AC X}.

1.2.2 EJEMPLO.

1. Consideremos un conjunto no vacio X. Definamos como T a la
familia P(X) de todos los subconjuntos de X. Entonces T es una
topologia en X. Todos los subconjuntos de X son abiertos en el es-
pacio topoldgico (X, T). Esta topologia se llama topologia discreta;
un espacio topolégico cuya topologia es discreta se llama espacio
discreto.

2. Por otro lado, si definimos T = {(), X } entonces la familia T es
una topologia en X. Esta topologia se llama indiscreta; un espacio
topoldgico cuya topologia es indiscreta se llama espacio indiscreto.

3. Ahora, si R es la recta real y si definimos
T ={0}U{U CR: para todo z € U existe € > 0 con (z—e,z+€) C U},

entonces J es una topologia en R. De ahora en adelante nos

referiremos a esta topologia como la topologia natural o usual de
R.

4. De igual manera si R es la recta real y definimos

Ts={0}U{U CR: para todo z € U existe € > 0 con [z,z+¢€) CU},
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entonces la familia Tg es una topologia en R. Dicha topologia
es llamada comuinmente topologia de Sorgenfrey de R, y a K =
(R, Ts) se le suele llamar flecha de Sorgenfrey o linea de Sorgenfrey.

Introduciremos ahora los conceptos de base de un espacio topoldgico,
peso de un espacio topoldgico y vecindad.

1.2.3 DEFINICION. Sea (X, T) un espacio topoldgico.

1. Una familia B de conjuntos abiertos en (X, T) se llama base de T
(o de (X,T) o simplemente de X) si para todo x € X y U € T tal
que x € U existe Be B talquex € BCU.

2. Una coleccién § C T es una subbase para (X, T) si la coleccién de
todas las intersecciones de subcolecciones finitas no vacias de J es
una base para (X, 7).

Tenemos el siguiente resultado que proporciona una caracterizacion
de las bases.

1.2.4 PROPOSICION. Sea B una familia de conjuntos abiertos en un
espacio topologico (X, T). Entonces B es una base de T si y sélo si para

todo conjunto abierto U en X existe una subfamilia By de B tal que
U - UBU

DEMOSTRACION. Sea B una base de X, y sea U un conjunto abierto
en X. Para todo x € U, existe B, € B tal que x € B, C U. Sea
By={B,:x€U}. Entonces By CBylJBy=U

En la otra direccién, sea B una familia de conjuntos abiertos tal que
para todo conjunto abierto U en X existe una subfamilia By de B con
U=By. Seax € X y U un conjunto abierto en X que contiene a .
Sea By una subfamilia de B tal que | JBy = U. Entonces existe B € By
tal que z € B. Obviamente, BC U y B € B. n

1.2.5 DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico. El peso de X es el
nimero cardinal

w(X) = min{|B| : B es una base de X } + w.
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1.2.6 OBSERVACION. El minimo en la definicién anterior existe porque
todo conjunto no vacio de nimeros cardinales tiene un elemento minimo;
note que el conjunto { |B| : B es una base de X } no es vacio porque toda
topologia T es base de si misma.

El siguiente lema nos prepara para establecer una propiedad impor-
tante del peso de un espacio topoldgico (vea el Teorema 1.2.8).

1.2.7 LEMA. Sea X un espacio topologico. Sea U una familia de con-
juntos abiertos en X. Entonces existe Uy C U tal que Uy < w(X) y

Uth =Uu

DEMOSTRACION. Sea U = [JU, y sea B una base de X tal que |B| =
w(X). Para todo x € U, sea U, € U tal que x € U, y sea B, € B tal
que x € B, C U,. La familia By = { B, : « € U } es una subfamilia de
B, de donde |B;| < |B| = w(X), y ademés | JB; = U. Por la eleccién de
los conjuntos B,, se tiene que para todo B € B, existe Ug € U tal que
B CUg. SealUy; = {Up: B € By }. Entonces, U; es una subfamilia de

El siguiente teorema establece una propiedad fundamental del peso
de un espacio topoldgico.

1.2.8 Teorema. Sea B una base de un espacio topologico X. Entonces
existe una subfamilia By de B tal que By también es una base de X y
ademds |B;| = w(X).

DEMOSTRACION. Sean B una base arbitraria para X y B, una base de
X tal que |Bs| = w(X). Para todo B € B,, existe una subfamilia U% de
B tal que B = [JU%. Por el lema anterior, es posible elegir Ug C UY% en
tal manera que B =JUp y |Up| < w(X). Sea By = J{Up : B € Bs }.
Claramente B; C B y ademas |B;| < w(X) - w(X) = w(X).

Verifiquemos ahora que B; es una base para X. Sea z € X y sea
U un conjunto abierto tal que = € U. Entonces existe B; € By tal que
x € By CU. Por la construccién de B, se tiene que By = |JUp, y existe
B € By tal que x € B. Tenemos entonces que B € By yx € By CU.

Por lo tanto B; C B, By es una base, y |B;| < w(X). O

A continuacion introduciremos el concepto de vecindad.
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1.2.9 DEFINICION. Sean X un espacio topoldgico, y g € X. Un con-
junto V' C X se llama vecindad de z si existe un conjunto abierto U tal
que zg € U C V.

Como es natural esperar, todo abierto es vecindad de cada uno de sus
puntos.

1.2.10 PROPOSICION. Un conjunto U es abierto si y sélo si U es una
vecindad de cada v € U.

DEMOSTRACION. Si U es abierto, entonces para todox € U,z € U C U,
y entonces U es una vecindad de x.

Por otra parte, si U es una vecindad de cada x € U, entonces para
cada x € U existe un abierto U, tal que x € U, C U; tenemos entonces
que U =|J{U, : z € U}, y en consecuencia U es abierto. O

1.2.11 DEFINICION. Sean X un espacio topolégico, z € X, y B, una
familia de vecindades abiertas de x en X. La familia B, se llama base

local de X en x si para toda vecindad V de z existe U € B, tal que
UCV.

A continuacién introduciremos la nocion de sistema fundamental de
vecindades.

1.2.12 DEFINICION. Sean X un espacio topolégicoy x € X. Una familia
V de vecindades de x en X se llama sistema fundamental de vecindades
de x en X si para toda vecindad W de x en X existe V € V tal que
VCw.

Es claro que toda base local de X en z es un sistema fundamental
de vecindades de z; la diferencia sélo es que los elementos de un sistema
fundamental de vecindades pueden no ser subconjuntos abiertos.

1.3 Conjuntos cerrados. Cerraduras

Comencemos con las definiciones de punto limite y de conjunto cerrado.
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1.3.1 DEFINICION. Sea X un espacio topolégico, A € X y z € X.
Entonces x se llama punto limite de A si para toda vecindad V de z, se
tiene que

VNAZ {2},

Para cada A C X, denotaremos con A" al conjunto de todos los puntos
limites de A. A los puntos x € A\ A’ se les llama puntos aislados de A
en A. Note que un punto x € X es un punto aislado de X si {z} € Tx.

1.3.2 DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto F' C X
se llama cerrado en X si F' C F.

Las siguientes proposiciones muestran la relacion entre subconjuntos
abiertos y subconjuntos cerrados.

1.3.3 PROPOSICION. Un conjunto F es cerrado en X si y sélo si X \ F
es abierto en X.

DEMOSTRACION. Sea F cerrado en X, y sea U = X \ F. Para verificar
que U es abierto, es suficiente encontrar, para todo x € U, una vecindad
V, de x tal que V, N F' = (.

Sea x € U. Del hecho de que F' C F se deduce que x no es punto
limite de F', de donde existe una vecindad V;, tal que V, N F C {z}. Note
que no es posible que V, N F = {z}, porque z ¢ F. Entonces V, N F = ().

Supongamos ahora que U = X \ F' es abierto; tenemos que verificar
que F" C F. Six ¢ F, entonces x € U, y U es una vecindad de z tal que
UNF =0 C{z}, y en consecuencia x ¢ F'. Por lo tanto, F" C F  [J

1.3.4 COROLARIO. Un conjunto U es abierto en X siy sélo si X \ U es
cerrado en X.

Utilizando el Corolario 1.3.4 se puede demostrar facilmente el sigu-
iente teorema que resume algunas propiedades bésicas de lo conjuntos
cerrados.

1.3.5 Teorema. Sea X un espacio topolégico. Entonces:

1. O y X son conjuntos cerrados en X .
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2. 51 F es una familia no vacia de conjuntos cerrados en X, entonces
NF es cerrada en X.

3. Si Fy, Fy son conjuntos cerrados en X, entonces Fy U Fy es cerrada
en X.

Es importante analizar en este momento el concepto de cerradura de
un subconjunto de un espacio topoldgico y algunas de sus propiedades,
ya que se utilizaran en los sucesivos apartados.

1.3.6 DEFINICION. Sea X un espacio topolégico, y A C X. El conjunto
A =AU A sellama cerradura de A.

1.3.7 OBSERVACION. A veces es necesario considerar la cerradura de
un conjunto A en diferentes espacios topoldgicos, v en estos casos seria
conveniente usar un indice para especificar el espacio topoldgico que se
esta considerando. Por ello, en una situacion de este tipo, en lugar de la
notacién A se usara la notacion clx (A).

La siguiente proposicién proporciona una caracterizacién ttil de la
cerradura de un conjunto

1.3.8 PROPOSICION. Para todo AC X yx € X, v € A siy sélo si para
toda vecindad abierta U de x se tiene que U N A # ().

DEMOSTRACION. Si z € A, entonces z € A o x € A’; en ambos casos la
interseccién de una vecindad de x con A no es vacia.

Si x ¢ A, entonces x ¢ Ay x no es punto limite de A. Entonces
existe una vecindad U de z tal que U N A C {x}. No es posible que
UNA={z} porque x ¢ A, entonces U N A = (). O

El siguiente teorema resume algunas propiedades basicas del operador
cerradura

1.3.9 Teorema. 1. La cerradura A de un conjunto A es cerrada.
2. Sea AC F. Si F es cerrado, entonces A C F.
3. Si A C B, entonces A C B.

4. F es cerrado si y sélo si F = F.
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5. Para todo A C X, se tiene que A=A
6. A={FC X :F escerradoy ACF}.

7. St A y B son conjuntos en un espacio topologico X, entonces

AUB=AUByANBCANB.

DEMOSTRACION.

1.

2.

Por 1.3.8 y 1.2.10, el complemente X \ A es abierto.

Si x ¢ F, entonces U = X \ I es una vecindad de z tal que
UnNA={(. Eso muestra que = ¢ A.

Observemos primero que la condicién A C B implica que A’ C B'.
Efectivamente, si x € A" y V' es una vecindad de x, entonces existe
ye (VNA\{z}. ComoAC B, esclaro quey € (VNB)\{z}
De esta forma hemos demostrado que = € B'.

Note ahora que lo anterior implica que A= AU A’ C BUB' = B.

Si F es cerrado, entonces F' C F. Entonces F=FUF' C FCF.

Por otro lado, si F = F entonces por F' C FUF = F = F. Por
ello, F' es cerrado.

Por (1), A es un conjunto cerrado. Por el inciso anterior, A = A.

Si AC Fy F es cerrado, tenemos A C F, de donde A C { F C
X : Fescerradoy A C F}. Por la otra parte, A es cerrado y
A C A, que significa que A€ {F C X :Fescerradloy ACF},y
(MWFCX:Fescerradoy ACF} C A

El conjunto AU B es cerrado y contiene a A, de donde A C AU B.
En la misma manera, B C AUB,y AUB C AU B. Por la otra
parte, AUB es cerrado y contiene a AUB, de donde AUB D AU B.
Eso demuestra AU B = AU B.

El conjunto ANB es cerrado y contiene a AN B (porque AD Ay
B D B). Entonces AN B C AN B.
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]

Ahora introduciremos otros conceptos como la nocién de espacio
topoldgico separable.

1.3.10 DEFINICION. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X
se llama denso en X si A = X.

1.3.11 DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) es separable si X tiene
un subconjunto denso a lo mas numerable.

Ahora introduciremos la nocién de interior de un conjunto que se
usara més adelante.

1.3.12 DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Un punto
x € X se llama punto interior de A si existe un conjunto V' abierto en
X tal que x € V C A (en otras palabras, si A es una vecindad de z). El
conjunto de todos los puntos interiores de A se llama interior de A y se
denota int A.

A partir de la misma definicién es muy sencillo demostrar las sigu-
ientes propiedades del interior de un conjunto.

1.3.13 PROPOSICION. 1. El conjunto int A es abierto.
2. A C X es abierto si y solo si A =1int A
3. Para todo AC X, int A=X\ X\ A.
DEMOSTRACION.

1. Si x € int A, entonces existe un conjunto abierto V' C A tal que
x € V. Para todo punto y € V tenemos que y € V C A, y en
consecuencia y € int A. De donde V' C int A. Eso significa que
para todo x € int A existe una vecindad V' de x tal que V' C int A.
Por ello int A es abierto.

2. Claramente, para cualquier subconjunto A de X, int A C A. Asi
que si suponemos que A es abierto, para demostrar que A = int A
bastara demostrar que A C int A; es decir, que todo punto de A es
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un punto interior de A. Pero si x € A, note que A es abierto y que
re ACA.

Para demostrar la suficiencia, simplemente note que por (1) el con-
junto int A es abierto.

3. Siz €int A, entonces int A es una vecindad de x ajena de X \ A,
de donde x ¢ X \ A, y entonces z € X \ X \ A.

Siz e X\ X\ A, entonces X \ X \ A es una vecindad abierta de
x contenida en A. Por lo tanto, x € int A.

1.4 Axiomas de separacion

En esta seccién introduciremos a los axiomas de separacion Ty, 17, 15,13
y Ty, y algunas caracterizaciones sencillas de los espacios que satisfacen
estos axiomas de separacion.

1.4.1 DEFINICION. Un espacio X es un espacio Ty si para todo z,y € X,
con z # y, existe un conjunto abierto U en X tal que |U N{z,y}| = 1.

1.4.2 DEFINICION. Un espacio X es un espacio T} si para todo z,y € X,
con z # y, existe un conjunto abierto U en X tal que U N{z,y} = {z}.

Analizemos bajo qué condiciones un espacio X es un espacio 7T7.
1.4.3 PROPOSICION. Los siquientes condiciones son equivalentes.

1. X es un espacio T.

2. Para toda x € X, el conjunto {z} es cerrado.

3. Todo subconjunto de X de cardinalidad uno es igqual a la inter-
seccion de una familia no vacia de conjuntos abiertos.
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DEMOSTRACION. (1) = (2). Sea x € X. Para todo y # =, sea U, un
conjunto abierto en X tal que y € U, y = ¢ U,. Entonces la unién

U=J{Uy:ye X\ {z}} =X\ {z}

es un conjunto abierto, y en consecuencia el conjunto {x} = X \ U es
cerrado.

(2) = (3). Sea z € X. Entonces {z} = { X \{y}:y#z}.

(3) = (1). Sean z,y € X dos puntos distintos. Sea U una familia
de conjuntos abiertos tal que {x} = (U. Entonces y ¢ (U, y por ello
existe U € U tal que y ¢ U. Tenemos entonces que U N{z,y} = {z}. O

A continuacién introduciremos a los espacios Hausdorff.

1.4.4 DEFINICION. Un espacio topoldgico X es un espacio Ty, o Haus-
dorff, si para todos los puntos distintos x, y de X existen conjuntos abier-
tos U, y U, tales que x € U, y € Uy, y U, N U, = 0.

1.4.5 PROPOSICION. Un espacio X es Hausdorff si y solo si para todo
x € X, se tiene que {x} =({U : U es una vecindad de x }.

DEMOSTRACION. Sea X de Hausdorff, y sea x € X. Para todo y €
X\{x}, sean Uy, V; abiertos en X tales que z € U,y € V,, y U,NV, = 0.
De la existencia de una vecindad de y ajena de U, se deduce que y ¢ Uy.
Entonces {z} = N{U, : y € X\{x} }, y en consecuencia {z} = ({U : U
es una vecindad de x }.

Por otro lado, si {x} = ({U : U es una vecindad de X }, entonces
para todo y € X\ {x}, se tiene que y ¢ N{ U : U es una vecindad de X },
y por ello existe una vecindad V de z tal que y ¢ V. Sea U, = X \ V
y sea U, un abierto tal que x € U, C V. Entonces U,, U, son abiertos,
reU,yeU,yUnU,=0. O

Introduciremos ahora a los espacios regulares.

1.4.6 DEFINICION. Un espacio topolégico X es un espacio T3, o reqular,
si X es T} y para todo punto x € X y todo conjunto cerrado F' C X tal
que x ¢ F existen conjuntos abiertos U, y Ur tales que z € U,, F' C Uy,
y Ux N UF = @
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1.4.7 PROPOSICION. Un espacio topoldgico X es reqular si y sélo si X es
T y para todo punto x € X y toda vecindad V' de x existe una vecindad
Udextal quex e U CV.

DEMOSTRACION. =] Sean X regular, z € X, y V una vecindad de z.
Sea Vj abierto en X tal que x € V5 C V. Entonces el conjunto F' = X'\ 1}
es cerrado y « ¢ F. Por la regularidad de X, existen conjuntos abiertos
Uy Uptalesquex € U, FF C Up y UNUp = (). Note ahora que para todo
punto y € F', U es una vecindad de y ajena de U, de donde y ¢ U, y por
lo cual FNU = (). De ello se deduce que U C X \ F. En consecuencia
UCVy,yUCV.

<=|Seanz € X y F cerradoen X tal que z ¢ F. Entonces V = X\ F
es una vecindad de x. Sea U, una vecindad abierta de x tal que x € U, y
U,NF =0. Sea Up = X\UI. Entonces Uy es abierto, x € U,, ' C Up,
y UI N UF = @ O

1.4.8 DEFINICION. Un espacio topoldgico X es un espacio Ty, o normal,
si X es 17 y para todo par de conjuntos cerrados Fi, Fo C X tales que
FiNF; = () existen conjuntos abiertos U; y U, tales que F; C Uy, Fy C Us,
y U1 N U2 = @

1.4.9 PROPOSICION. Un espacio X es normal si y sélo si X es Ty y
para todos conjuntos cerrados Fy, Fy Qz( tales que Fy N Fy = () existe un
conjunto abierto Uy tal que Fy C U, y U1 N Fy = (.

La demostracion es similar a la de la Proposicién 1.4.7.

1.5 Continuidad de funciones

Iniciemos esta seccion con la definicion de funciéon continua y algunos
resultados importantes.

1.5.1 DEFINICION. Sean X y Y espacios topoldgicos y 7o € X. Una
funcion f : X — Y es continua en z( si para toda vecindad V de
f(zo) en Y existe una vecindad U de xy en X tal que f(U) C V, o
equivalentemente, si para toda vecindad V de f(z¢) en Y, f~1(V) es una
vecindad de z.
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Diremos que f es continua en X si f es continua en z, para cada
r e X.

Ahora probemos que la composiciéon de funciones continuas es con-
tinua.

1.5.2 PROPOSICION. Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, xo € X, y f
X =Y, g 'Y — Z dos funciones. Si f es continua en xy, y g es
continua en vy, entonces go f es continua en xg.

DEMOSTRACION. Sea W una vecindad de (g o f)(zo) = g(f(z0)) en Z.
Por la continuidad de g en f(zg), tenemos que g~*(W) es una vecindad de
f(xo) en Y, y por la continuidad de f en g, el conjunto (go f)~1 (W) =
f7H (g7 (W)) es una vecindad de z¢ en X. O

1.5.3 COROLARIO. Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, y f : X — Y,
g Y — Z dos funciones. Si f es continua en X, y g es continua en 'Y,
entonces go f es continua en X.

1.5.4 PROPOSICION. Sean X y Y espacios topoldgicos. Entonces f
X — Y es continua si y solo si para todo conjunto abierto V-C Y, la
preimagen [~ (V) es abierta en X .

DEMOSTRACION. Sean f continua y V abierto en Y. Entonces para todo
y € V, V es una vecindad de y, de donde para todo = € f~1(V), f~1(V)
es una vecindad de z, y f~1(V) es abierta.

En la otra direccion, sea f tal que para todo conjunto abierto V C Y,
la preimagen (V) es abierta en X, y sea zp € X. Si V es una vecindad
abierta de f(z¢) en Y, entonces zg € f~1(V) y f~1(V) es abierta, de
donde f~1(V) es una vecindad de xg en X, y f es continua en xy. Por
lo tanto, f es continua en X. O

En las siguientes proposiciones veremos algunas caracterizaciones de
la continuidad de una funcién en términos a bases y subbases de espacios
topologicos.

1.5.5 PROPOSICION. Sean X yY espacios topoldgicos, y sea B una base
de Y. Entonces f : X — Y es continua si y solo si para todo B € B la
preimagen f~1(B) es abierta en X.
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DEMOSTRACION. Si f es continua, entonces la preimagen de todo B € B
es abierta, porque B es abierto.

Por la Proposicion , todo conjunto abierto V en Y es la union de
una subfamilia de B. Si la preimagen de todo elemento de B es abierta,
entonces la preimagen de V' es abierta, porque la preimagen de una union
es la unién de las preimagenes. O]

1.5.6 Teorema. Sean X y Y espacios topoldgicos, y sea B una subbase
de Y. Entonces f : X — Y es continua si y solo si para todo B € B la
preimagen f~1(B) es abierta en X.

DEMOSTRACION. Si f es continua, entonces la preimagen de todo B € B
es abierta, porque B es abierto.

Las intersecciones de subfamilias finitas de B forman una base de
Y. De esto, del hecho que la preimagen de una interseccién es igual a
la interseccién de las preimagenes y de la Proposicion 1.5.5, se deduce
facilmente la afirmacién. O

Por otro lado, también podemos estudiar a las funciones continuas a
partir de los conjuntos cerrados.

1.5.7 PROPOSICION. Sean X y Y espacios topoldgicos. Entonces f
X — Y es continua si y solo si para todo conjunto cerrado F C'Y, la
preimagen [~ (F) es cerrada en X.

DEMOSTRACION. Si f es continua, y F es cerrado en Y, entonces Y \ F
es abierto en Y. Por la continuidad de f, se tiene que f~}(Y \ F) es
abierto en X, y por ello

JHUF) =X\ (Y \F)

es cerrado en X.

Sea f tal que para todo conjunto cerrado F' C Y, la preimagen f~*(F)
es un conjunto cerrado en X. Para todo V' abierto en Y el complemente
Y \ V es cerrado en Y, de donde f~'(Y \ V) es cerrado en X, y en
consecuencias

V) =X\ (YY)

es abierto en X, de donde f es continua por la Proposicion 1.5.4. O
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Introduzcamos el concepto de homeomorfismo y algunos resultados
relacionados a este concepto.

1.5.8 DEFINICION. Una funcién f : X — Y se llama homeomorfismo si
f es biyectiva, continua, y f~! es continua. Dos espacios topoldgicos X
y Y son homeomorfos si existe un homeomorfismo f : X — Y.

De las propiedades de funciones continuas se deduce inmediatamente
lo siguiente.

1.5.9 PROPOSICION. 1. Si f : X — Y es un homeomorfismo, en-
tonces f~1 1Y — X es un homeomorfismo.

2.5 f : X =Y yg Y — Z son homeomorfismos, entonces
go f: X — Z es un homeomorfismo.

3. La funcion identidad idx : X — X es un homeomorfismo.
1.5.10 COROLARIO. 1. X es homeomorfo a X.
2. Si X es homeomorfo a Y, entonces Y es homeomorfo a X.

3. Si X es homeomorfo aY, yY es homeomorfo a Z, entonces X es
homeomorfo a Z.

1.5.11 DEFINICION. Una propiedad P de espacios topolégicos se llama
propiedad topologica si para todos dos espacios X yv Y, si X y Y son
homeomorfos y X tiene P, entonces Y tiene P.

1.5.12 EJEMPLO. Las propiedades Ty, T}, T5, regularidad, normalidad,
separbilidad, “ser discreto” son propiedades topolégicas. La propiedad
“contener a R” no es topoldgica.

1.6 Lema de Urysohn

En esta seccion demostraremos el Lema de Urysohn que es uno de los
teoremas mas importantes no solo en los espacios normales, sino en la
Topologia en general.
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1.6.1 Teorema (Lema de Urysohn). Sea X un espacio normal, y sean
Fy, Fy conjuntos cerrados y ajenos en X. Entonces existe una funcion

continua [+ X — [0,1] tal que f(Fo) € {0} y f(F1) C{1}.

DEMOSTRACION. Sea D = {g, : n = 0,1,2,...} una enumeracién del
conjunto QN [0, 1] tal que go = 0y ¢; = 1. Primeramente, construiremos
una familia U = {U,, : n = 0,1,2,...} de subconjuntos abiertos de X
que tiene las siguientes dos propiedades:

L FCUyU CX\G;y
2. sir <sconr,s € D entonces U, C Us.

CONSTRUCCION DE LA FAMILIA U. Definase U; = X \ G. Como X
es un espacio normal, existen subconjuntos abiertos U y V' de X tales que
FCU,GCVyUNV ={. Definamos Uy = U. Entonces, Uy C X \ V;
por lo cual, U, CX \V C X\ G = Uj. De esta forma hemos demostrado
que los subconjuntos abiertos Uy y U; satisfacen las condiciones (1) y (2).

Supongamos ahora que n > 2 y que hemos construido los subcon-
juntos abiertos Uy —o, Ug,=1, Uy, - - . , Uy, de tal forma que ellos satisfacen
las condiciones (1) y (2). Sea r = max{qx : k < Ny @ < qui1} ¥
s =min{qg : l < nygu1 < q} Entonces r,s € {qo,q1,...,qn} ¥
son tales que r < s. Por nuestra hipdtesis de induccion, tenemos que
U, C U,. Como X es un espacio normal, para los subconjuntos cerrados
U, y X \Us, existen abiertos ajenos Ay B tales que U, C Ay X\U, C B.
Definamos U,,,, = A. Entonces U,,,, € X \ B C U,. No es dificil veri-
ficar ahora que los conjuntos {Ugy—o, Ug,=1, Uy, - - -, Ug,., U, ., } satisfacen
las condiciones requeridas. Esto completa la construccién inductiva de
la familia U = {U, : r € D} C T(X) que satisface las condiciones (1) y
(2).

Ahora utilizaremos a la familia U para construir una funcién continua
f: X —[0,1]. Para este propésito, definamos

infilre D:x €U, size X\ G,
ry - [ }osieex)
1 siz e .

AFIRMACION. La funcién f antes definida es una funcién continua.
Ademas, f[F] C {0} y f[G] C {1}
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DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Es claro que f es en efecto una
funcién y, por la misma definicién de f, se tiene que f(G) C {1}. Ahora,
siz € F entonces z € Uy y x € X \G; por lo cual, f(x) = 0. Asi, bastard
verificar que la funciéon f es una funciéon continua. Para ello, es suficiente
comprobar que los conjuntos f~1[[0,a)] y f~'[(b,1]] son subconjuntos
abiertos de X para cualesquiera puntos a,b € (0,1).

Primeramente notemos que f~![[0,a)] = U{U, : 7 < a} puesto que
por la definicién de la funcién f, se tiene que f(z) < a si y solo si existe
un r € D, con r < a, tal que x € U,.. Por otro lado, f(z) > b si y sélo si
existe un r € D con r > by tal que x ¢ U,.. Aplicando la propiedad (2),
podemos concluir que f(z) > b siy sélo si existe un r € D conr > by
tal que = € U,. En consecuencia,

G = {X\Tr i r > b}

De esta manera, los conjuntos f~![[0,a)] v f~*[(b,1]] son siempre
subconjuntos abiertos de X para cualquier eleccion de los puntos a,b €
(0,1). Por lo tanto, f es una funcién continua. ]

1.6.2 DEFINICION. Un espacio topoldgico X es Tychonoff 6 T 1 si X es

un espacio T} y para todo x € X y todo conjunto cerrado F C X tal
que = ¢ F existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f(z) =0

fF) {1}

Como una aplicacién inmediata del Lema de Uryshon tenemos lo
siguiente.

1.6.3 COROLARIO. Todo espacio normal es de Tychonoff.
1.6.4 PROPOSICION. Todo espacio de Tychonoff es regular.

DEMOSTRACION. Sean z € X vy FF C X un conjunto cerrado tal que
r ¢ F. Sea f : X — [0,1] una funcién continua tal que f( ) =0

y f(F) € {1}. Los conjuntos U = f~1([0,3)) y V = f((5,1]) son
abiertos, ajenos, z € Uy F CV. O]
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1.7 La topologia del producto

1.7.1 DEFINICION. Sea { X, : a € A} una familia de conjuntos. El
producto de { X, : aw € A} es el conjunto

HXQ ={z|z:A— UyaX, tal que para todo o € A, z(a) € X, }.

a€cA

Para todo 3 € A, la funcién pg : [[,c4 Xo — X3 definida por ps(z) =
x(f) se llama proyeccion (B-ésima del producto [], .4 Xo sobre el factor
Xg. Los valores z(a) de @ € [],.4 Xa se llaman coordenadas de x; en
lugar de z(a)) a menudo se escribe z,,.

En el caso cuando todos los X, son iguales a un mismo conjunto X,
el producto [] ., X se denota X4

1.7.2 DEFINICION. Sea { X,, : @« € A} una familia de espacios topoldgicos.
Un conjunto candnico en el producto [[ ., X, es un conjunto de la forma
U =[1,ea Ua donde:

a€A

1. Para todo a € A, el conjunto U, es abierto en X,.
2. El conjunto K(U) = {a € A: U, # U,} es finito.

1.7.3 PROPOSICION. La familia de todos los conjuntos candnicos en
[I,ca Xa es una base de una topologia en [],c 4 Xa-

DEMOSTRACION. Sea B la familia de todos los conjuntos canénicos abier-
tos en X = [[,c4 Xao- Note que X = [],.4 Xo es un conjunto candnico.
Por ello, X € B. Asi que si z € X es arbitrario, existe X € B tal que
x € X. Por otro lado, sean U = [[,caUs y V = [],c4 Va conjuntos
canénicos de X yseaxz € UNV.

Definamos W = [[,c4 Wa de la siguiente forma:

)X, siae A\ [K(U)UK((V)]
T\ U.NV, siae KU)UK(V)).
Entonces W es un conjunto canénico (es decir W € B), ademaés:

x €W CUNV. Por todo lo anterior, la familia B genera una unica
topologia en X como una base. O]
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1.7.4 DEFINICION. Sea { X, : @ € A} una familia no vacfa de espacios
topolégicos. La topologfa en [], ., X generada por la familia de los
conjuntos canénicos (como una base) se llama topologia del producto, o
topologia de Tychonolff.

1.7.5 OBSERVACION. Note que si U = [, 4 U €s un conjunto canénico,
donde K(U) = {a,...,ax} entonces U = p;(Ua,) N ... N p,}(Us,). En
efecto:

1.7.6 COROLARIO. La familia de todos los conjuntos de forma

p;'(U)

con € A yU abierto en Xz, es una subbase de la topologia del producto
en [[oea Xa-

1.7.7 PROPOSICION. Sea { X, : a € A} una familia no vacia de espacios
topologicos, y sea 3 € A. Entonces la proyeccion pg : [[,ea Xo — X3
es continua.

DEMOSTRACION. Para todo U C X abierto, el conjunto pgl(U) es un
conjunto canénico. Aplique ahora la Proposicién 1.5.6. O

1.7.8 Teorema. Sean { X, : a € A} una familia no vaca de espacios
topologicos, y'Y un espacio topolégico. Entonces una funcion f Y —
[Toca Xa es continua si y solo si para todo o € A la composicion p, o f
es continua.

DEMOSTRACION. Si f es continua, entonces para todo a € A la com-
posicion p, o f es continua como la composicion de dos funciones contin-
uas.

Ahora sea f una funciéon de Y en [] ., X, tal que todas las composi-
ciones f op,, con o € A, son continuas. Para verificar que f es continua
es suficiente verificar que la preimagen bajo f de todo elemento de la
subbase de [, .4 Xo dada en el Corolario 1.7.6 es abierta.

Pero note que si U C Xz es abierto, tenemos que

f " (U)) = (pso £)'(U)

es abierto, porque la composicién pg o f es continua. O
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1.8 Productos y axiomas de separacion

En esta seccién analizaeremos rapidamente la relacion que hay entre
los axiomas de separacién Ty, 17,75 v T3 con el producto de espacios
topoldgicos.

1.8.1 PROPOSICION. Sea { X, : « € A} una familia de espacios topold-
gicos, y para todo o € A, sea F, un conjunto cerrado en X,. Entonces

el conjunto [[{ Fo : € A} es cerrado en [[{ Xo:a € A}.

DEMOSTRACION. Note que [[{F,:a € A} =({p,'(Fn):a€ A}y
que para todo « € A, p,*(F,) es cerrado por la continuidad de p,. [

1.8.2 COROLARIO. Si{ X, : a € A} esuna familia de espacios topoldgicos
Ty, entonces el producto [[{ Xo:av € A} es Th.

DEMOSTRACION. Es suficiente verificar que todo singulete {x} en [[{ X, :
a € A} es cerrado. Como X @ A — UgeaX, es una funcién tal que
z(a) =z, € A para cada a € A, tenemos que {z} = [[{{z.} € A}
Note que para todo a € A, el conjunto {z,} es cerrado en X, y de esta
forma {x} es cerrado en [[{ X, :a € A}. O

1.8.3 PROPOSICION. Si {X, : @ € A} es una familia de espacios
topologicos Ty, entonces el producto [[{ Xo:a € A} es T.

DEMOSTRACION. Sean z,y € [[{ X. : @ € A} puntos distintos. En-
tonces existe o € A tal que z, # y,. Por la propiedad Ty de X, existe
un conjunto U abierto en X, tal que |UN{z4,ya}t| = 1. Sea V = p 1 (U);
entonces |V N{x,y} = 1. O

1.8.4 PROPOSICION. Si {X, : o € A} es una familia de espacios
topoldgicos Hausdorff, entonces el producto [[{ X, : « € A} es Haus-

dorff.
O
Sean z,y € [[{ Xa : @ € A} puntos distintos. Entonces existe o € A
tal que x, # y,. Por la propiedad de Hausdorff de X, existen conjuntos

Uy, Uy abiertos en X, tales que x, € Uy, yo € Uy y UgNU; = (. Sean
Vo =p. (Uo) y Vi = p;'(Uy); entonces x € Vo, y € Vi, y VonVi =0. O
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1.8.5 PROPOSICION. Si {X, : o € A} es una familia de espacios
topoldgicos requlares, entonces el producto [[{ X, : a € A} es reqular.

DEMOSTRACION. Sean F' C [[{ X, : @ € A} un conjunto cerrado y
r € [[{Xa: a € A} un punto tal que x ¢ F. Entonces existe una
vecindad canonica abierta W de x tal que W N F = (). Sea

W =p (Us,) NN pt(Usy)-

Para todo a € {ay,...,ax}, U, es una vecindad abierta de x,; sea
V,, una vecindad abierta de z, tal que V', C U,, @ € {aq,...,ax}. Sea

V= p;}(val) M- mp;;}(vak>‘
Entonces V' es una vecindad abierta de z, y
Vg (Va) N npgl(Va,) CW,

de donde V N F = 0. O

1.8.6 PROPOSICION. Si{ X, : @ € A} una familia de espacios topoldgicos
de Tychonoff, entonces el producto [[{ Xo : o € A} es de Tychonoff.

DEMOSTRACION. Sean FF C X = [[{ X, : @ € A} un conjunto cerrado
vz €[[{Xa:a € A} un punto tal que z ¢ F. Entonces existe una
vecindad candnica abierta W de x tal que W N F = (). Sea

w :p;ll(Ual) M- mp;kl(Uak)'

Para todo o € {a1,...,ax}, U, es una vecindad abierta de x,; sea
fa : Xo — [0, 1] una funcién continua tal que fo(z4) =1y fo(Xa\Us) C
{0}. Para todo a € {a;...,ax} sea g, : X — [0,1] definida por
Jo = fa©Pa; entonces g, es continua, g(z) = 1y g.(X \ p;'(U,)) C {0}.
Sea g =(ga - Ja,; €ntonces g es continua, g(z) =1,y g(X \W) C
{0}, en particular, g(F") C {0}. O

1.8.7 Teorema. Sea { X, : a € A} una familia de espacios no vacios.
Entonces el producto [[{ Xo : « € A} es Ty (T, de Hausdorff, regular,
de Tychonoff) si y sdlo si para todo o € A el espacio X, es Ty (11, de
Hausdorff, reqular, de Tychonoff).
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1.9 Productos de funciones

1.9.1 DEFINICION. Sean { X, : o« € A} y {Y, : @ € A} familias de
conjuntos, y para todo o € A, sea f, : X, — Y, una funcion.

El producto de la familia { f, : & € A} de funciones es la funcién
F=l[{fa:a€eA} [{Xa:ac A} - [[{Ya:a€ A} definida por
F(z)(o) = fa(ws) para todo o € Ay todo x € [[{ Xo:av€ A}

1.9.2 PROPOSICION. El producto de una familia de funciones continuas
es continua.

DEMOSTRACION. Sea { f, : X, — Y, : @ € A} una familia de funciones
continuas, y sea F' = [[{ fo : @« € A}. Para demostrar la continuidad de
F es suficiente verificar para todo § € A la continuidad de la composicién
pgoF 1 [[{Xa:a€ A} — Ygdonde pg : [[{Ya:a€ A} — Yj
es la proyeccion (-ésima. Por la definiciéon del producto de funciones,
ppo F' = fgomg donde 13 : [[{Xa:a € A} — Xj es la proyeccion.
La continuidad de pg o F' ahora se deduce de la continuidad de fz y de
3. ]

1.9.3 DEFINICION. Sean X un conjunto, {Y, : @ € A} una familias de
conjuntos, y para todo a € A, f, : X — Y, una funcién. Definimos
el producto diagonal de la familia de funciones { f, : @ € A} como la
funcion F = A{f, :a € A} : X — J[{Ya : @« € A} deninida por
F(z)(a) = fa(x) para todo o € Ay todo z € X.

1.9.4 DEFINICION. Sean X y A dos conjuntos. La diagonal A de la
potencia X4 es el conjunto de todos los elementos z € X4 tales que
T, = xg para todos a, f € A. Recuerde que z, = z(a).

Es obvio que para todo a € A la restriccion p, | A es una biyeccion,
donde p, : X4 — X es la a-ésima proyeccion.

Sea iy : X — X% definida por la regla is(z)(a) = x para toda
a € A. Entonces is(X) = A, y p,ois = idx. De esto tltimo se deduce
que i es un homeomorfismo de X sobre A si A # (). La comparacién
de las definiciones del producto y del producto diagonal nos llevan a la
siguiente afirmacién.
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1.9.5 PROPOSICION. Sean X un conjunto, {Y, : o € A} una familia
no vacia de conjuntos, y para todo o € A, fo, : X — Y, una funcion.
Entonces

A{fa:aeA}:<H{fa:aeA}[A)oz’A.

1.9.6 COROLARIO. Si { f, : a € A} es una familia de funciones con-
tinuas, fo X — Yy, entonces el producto diagonal A{ f, : « € A} es
continuo.

1.10 El peso de productos

1.10.1 PROPOSICION. Si { X, : a € A} es una familia de espacios no
vacios, entonces para todo B € A, w(Xg) < w([[{ Xoa:a € A}).

1.10.2 PROPOSICION. Sean { X, : a € A} una familia de espacios, y

para todo o € A, B, una base en X,. Entonces la familia B = { p;*(U) :
UeB,,ac A} es una subbase de X = [[{ Xo:a€ A}

DEMOSTRACION. Sean z € X = [[{ X, :« € A} y W una vecindad de
x. Entonces existe un conjunto canoénico abierto

U=p,' (Ua,) NN ot (Uay)

donde U,, es abierto en X,,, ¢ = 1,...,k, yx € U C W. Para todo
a€{a,...,q ), sea V, € B, tal que p,(x) € V, C U,. Entonces

S pgll(vm) M- ﬁp;;j(vak) C p;E(Ual) M- mp;;j(UaQ - VV?

y el conjunto p,'(Va,) N --- N p, (Va,) es una interseccién finita de ele-
mentos de B.

Para todo x € X y toda vecindad W de x hemos encontrado una
interseccién finita de elementos de B que contiene a x y estd contenida
en W. Eso significa que todas las intersecciones finitas de elementos de
B forman una base de X, o que B es una subbase de X. n

1.10.3 COROLARIO. Sea { X, : @ € A} una familia de espacios topolo-
gicos, y sea X = [[{ Xo : v € A}. Entonces w(X) < sup{w(X,) : a €
A+ {ae A | X, >1}.
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DEMOSTRACION. Sea B, una base en X, tal que |B,| = w(X,). Sean
B, ={p,t(U): U € B,},ae A, yB=U{B,:ae€ A}. Porel
lema anterior, B es una subbase de X, entonces w(X) < |B|. Note que
si | X,] < 1, entonces B, C {0, X}. Sean 7 = sup{w(X,) :a € A}y
pw={aeA:|X, >1}|. Entonces B es un subconjunto de la unién de
a lo mas p familias cada una de las cuales contiene a lo mas 7 elementos,
dedonde |B|<pur=p+71,yw(X)<p+r. O

1.10.4 PROPOSICION. Sea { X, : « € A} una familia de espacios T tal
que | Xo| > 2 para todo o € A. Entonces w([[{ Xo:a € A}) > |A].

DEMOSTRACION. Para todo a € A sean ¥ y x! puntos distintos en X,,,
y sea zg el punto de X = [[{ X, : @ € A} cuyas coordenadas son 22,
a € A. Sea B una base de X consistente de conjuntos abiertos canénicos
tal que |B| = w(X). Sea By la familia de todos los elementos de B que
contienen a xo; puesto que X es un espacio 71, tenemos que {zo} = [ Bo.
Todo elemento de By es interseccién finita de conjuntos de forma p*(U)
donde o € Ay U es una vecindad abierta de 22 en X, ; de eso se deduce
que {zo} es la interseccién de a lo més |By| < w(X) de conjuntos de esta
forma. Entonces existe B C A tal que |B| < w(X) y

{eo} = {ps'(Ua) s a € B,

Si w(X) < |A], entonces existe ag € A\ B. Sea x1 un punto de X tal
que T, = 22 para todo a # ap y Toy = :L‘im. Es claro que z1 # xg; por la
otra parte, para todo o € B, pa(71) = pa(r0), y 71 € p;1(U,). Entonces
z1 € {zo} = ({ps'(U,) : « € B} y x1 # xp, una contradiccion. O

Como un corolario del Corolario 1.10.3 y de la Proposicién 1.10.4
tenemos el siguiente resultado

1.10.5 Teorema. Sea { X, : a« € A} una familia de espacios Ty tal que
| Xo| > 1 para todo o« € A. Entonces

w(H{Xa ca€A}) =sup{ |[Al,w(X,) € A}.

1.10.6 COROLARIO. Para todo A, w(R*) = w([0,1]4) = w({0,1}4) =
|A| + w.
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1.11 Espacios compactos

1.11.1 DEFINICION. Una cubierta de un espacio topoldgico X es una
coleccion U de subconjuntos de X cuya unién es todo X. Una subcubierta
de una cubierta U es una subcolecciéon U de U la cual es una cubierta.
Una cubterta abierta de X es una cubierta que consiste de conjuntos
abiertos.

1.11.2 DEFINICION. Un espacio X se llama compacto si toda cubierta
abierta de X tiene una subcubierta finita.

1.11.3 DEFINICION. Una familia F de subconjuntos de un conjunto X
tiene la propiedad de interseccion finita si para toda subfamilia finita no

vacia F de F, se tiene que (| F # (.

1.11.4 Teorema. Un espacio X es compacto si y sélo si toda familia
de conjuntos cerrados en X con la propiedad de interseccion finita en X
tiene la interseccion no vacia.

DEMOSTRACION. Sea X compacto, y sea F una familia de conjuntos
cerrados en X. Si (F = 0, entonces la familia U = {X \ F : F € F}
es una cubierta abierta de X. Por la compacidad de X, U tiene una
subcubierta finita UW. Sea ¥ = { X \ U : U € W }. Entonces (F' = 0,
y F no tiene la propiedad de interseccion finita. Hemos demostrado que
ninguna familia de conjuntos cerrados en X con la interseccién vacia tiene
la propiedad de interseccién finita, o, equivalente, que toda familia con
la propiedad de interseccion finita tiene la interseccién no vacia.

Ahora sea X tal que toda familia de conjuntos cerrados en X con la
propiedad de interseccién finita tiene la interseccion no vacia. Sea U una
cubierta abierta de X. Entonces F = { X \U : U € U} es una familia de
conjuntos cerrados en X, y (F = X \ JU = 0. Eso implica que F no
tiene la propiedad de interseccion finita, y entonces existe ¥ C F finito
tal que 1 F = 0. La familia W = { X \ F : F € F'} es una subcubierta
finita de U. L

1.11.5 PROPOSICION. Sean X un espacio compacto y F un subespacio
cerrado. Entonces ' es compacto.
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DEMOSTRACION. Sea V una cubierta abierta de F'. Para todo V € V sea
Uy un conjunto abierto en X tal que V = Uy N F. Entonces U = { Uy :
V € V}U{X\ F} es una cubierta abierta de X. Sea U’ una subcubierta
finita de U. La familia {UNF : U € U} \ {0} es una subcubierta finita
de V. O

1.11.6 LEMA. Sean X un espacio Hausdorff, K C X wun subespacio
compacto de X, y xg € X tal que vo ¢ K. Entonces ezisten conjuntos
abiertos U yV en X tales que K CU, xo €V, yUNV = 0.

DEMOSTRACION. Para todo x € K sean U, y V, abiertos tales que
€Uy, 29 €V, yU,NV,=0. La familiaU ={U,NK : x € K } es una
cubierta abierta de K sea {U,, N K, ...,U,, N K} susubcubierta finita.
Definamos U = U,, U---UU,, yV =V, N---NV, . Entonces Uy V
son los conjuntos requeridos. O

1.11.7 COROLARIO. Si X es un espacio Hausdorff y K es un subespacio
compacto de X, entonces K es cerrado en X.

1.11.8 COROLARIO. Todo espacio compacto Hausdorff es reqular.
1.11.9 PROPOSICION. Todo espacio compacto Hausdorff es normal.

DEMOSTRACION. Sean F), F, conjuntos cerrados ajenos en X. Por
1.11.6, para todo x € F; existen conjuntos abiertos U, y V, tales que
FiCU,ze€V,yU,nNV, =0. La familia V = {V, N Fy : v € Fy}
es una cubierta abierta de Fy; por 1.11.5, F, es compacto, y existe una
subcubierta finita {V,,,...,V,, } de V. Los conjuntos U = U,, N---NU,,
yV =V, U---UV, son abiertos ajenos que contienen a Fj y a Fj
respectivamente. O

1.11.10 PROPOSICION. Si X es un espacio compacto, Y es un espacio
topoldgico, y existe una funcion continua f : X — Y tal que f(X) =Y,
entonces Y es compacto.

DEMOSTRACION. Sea V una cubierta abierta de Y. Entonces U =
{f~Y(V):V € V} es una cubierta abierta de X. Sea U’ una subcu-
bierta finita de U; la familia V' = { f(U) : U € W'} es una subcubierta
finita de V. O
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1.11.11 PROPOSICION. Sea X un espacio compacto, Y un espacio Haus-
dorff, y f : X — Y wuna funcion continua. Entonces f es una funcion
cerrada.

DEMOSTRACION. Si ' C X es cerrado, entonces I’ es compacto. Por
1.11.10, f(F) es compacto, y por 1.11.7, f(F') es cerrado en Y. O

1.11.12 COROLARIO. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Haus-
dorff, y f : X — Y wuna funcion continua. Si f es biyectiva, entonces f
es un homeomorfismo.

1.12 Productos de espacios compactos

En esta secciéon daremos una demostracién del Teorema de Tychonoff
sobre el producto de espacios compactos.

Una familia F de subconjuntos de un conjunto X con la propiedad de
interseccion finita se llama mazimal si toda familia con la propiedad de
interseccién finita de subconjuntos de X que contiene a F es igual a F.

Una familia P de familias con la propiedad de interseccion finita se
llama cadena si para todos F;, Fy € P, se tiene que F; C Fy 6 Fy C Fy.

1.12.1 LEMA. Sea P una cadena de familias de subconjuntos de un con-
Junto X con la propiedad de interseccion finita. Entonces la familia | J P
tiene la propiedad de interseccion finita.

DEMOSTRACION. Sean Fi,..., F, € |JP. Entonces existen ¥y,...F, €
P tales que Fy € F1, ..., F,, € F,. Por la suposiciéon de que P es una
cadena, existe i € {1,...,n} tal que F; C F; para todo j € {1,...,n}.
Entonces Fi, ..., F, son elementos de F;, y por la propiedad de inter-
seccion finita de F;, tenemos que Fy N --- N F, # (). O

La proposicion anterior junto con el Lema de Zorn implica lo siguiente.
1.12.2 LEMA. Toda familia de subconjuntos de un conjunto X con la

propiedad de interseccion finita esta contenida en una familia maximal
con la propiedad de interseccion finita.
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1.12.3 LEMA. Sea F una familia de subconjuntos de un conjunto X
maximal con la propiedad de interseccion finita . Sea A C X tal que
ANF #0 para todo F € F. Entonces A € F.

DEMOSTRACION. Si A ¢ F, entonces F U {A} es una familia con la
propiedad de interseccion finita de subconjuntos de X que contiene a F
y no es igual a F, y entonces F no es maximal. O]

1.12.4 COROLARIO. Sea F una familia maximal con la propiedad de
interseccion finita de subconjuntos de un conjunto X. Entonces para
todo Fy,..., F, € F, tenemos que F1N---NF, € F.

1.12.5 Teorema (de Tychonoff). Sea { X, : a € A} una familia no
vacia de espacios compactos. Entonces el producto [[,. 4 Xa es compacto.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que para toda familia F con
la propiedad de interseccion finita de subconjuntos cerrados de X =
[I,c4 Xa, la interseccién (1 J no es vacia.

Sea Fy una familia maximal con la propiedad de interseccién finita de
subconjuntos de X tal que F C Fy, y sea Fo = {F : F € F,}. Es claro
que F C Fy, asi que es suficiente demostrar que (Fy # 0, es decir, que
existe un punto x € X tal que z € F para todo F € F,.

Para todo a € A, sea T, = {pa(F) : F € Ty} donde p, : X — X,
es la proyeccién. Entonces F, es una familia de conjuntos cerrados en
X, con la propiedad de interseccion finita. Por la compacidad de X4,
existe un punto z, € X, tal que z, € (] Fa.

Sea z el punto de X tal que p,(z) = z, para todo o € A. Verificare-
mos que = € F para todo F € F,.

Sean a € Ay U, una vecindad de z,. Por la elecciéon de x,, se tiene
que U, N po(F) # () para todo F € Fy, de donde p,(U,) N F # () para
todo F' € Fy. Por el Lema 1.12.3, p,'(U,) € Fy, y por el Corolario
1.12.4 ahora implica que todo conjunto candnico que contiene a = esta
en Fy. Eso significa que € F para todo F € F, v la demostracién estd
completa. O
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1.13 Familias de funciones que separan pun-
tos y generan una topologia

1.13.1 DEFINICION. Sean X un conjunto, {Y, : « € A} una familia de
conjuntos, y para cada a € A, f, : X — Y, una funcién. Diremos que
la familia de funciones { f, : @« € A} separa puntos de X si dados dos
puntos distintos 1,9 € X existe o € A tal que fo(x1) # fol(z2).

Note por ejemplo, que la familia {f} definida por una funcién f
X — Y separa puntos de X si y sélo si f es inyectiva.

1.13.2 DEFINICION. Sean X un espacio topoldgico, {Y, : @ € A} una
familia de espacios topoldgicos, y para cada a € A, f, : X — Y, una
funcién continua.

Diremos que la familia de funciones { f, : « € A} genera la topologia
de X sila familia { ;1 (U) : a € A, U es abierto en Y, } es una subbase
de la topologia de X.

1.13.3 DEFINICION. Una funcién de espacios topoldgicos f : X — Y
se llama encage (topoldgico) si f es un homeomorfismo de X sobre f(X)
(f(X) esta equipado con la topologia de subespacio de Y).

1.13.4 EjEmMPLO. 1. Si f : X — Y es un encaje, entonces f separa
puntos y genera la topologia de X.

2. La familia de todas las proyecciones {p, : a € A} genera la
topologia del producto [[{ X, :a € A}.

1.13.5 PROPOSICION. Sean X, Z espacios topoldgicos, y { fo + X —
Y, 1 a € A} una familia de funciones que genera la topologia de X.
Entonces una funcion g : Z — X es continua si y solo si todas las
composiciones fo,oqg : Z — Y, son continuas.

DEMOSTRACION. Si g es continua, entonces todas las composiciones f,0g
son continuas porque toda f, es continua.

Suponga que, para todo o € A, la composiciéon f, o g es continua.
Para demostrar que g es continua es suficiente verificar que la preimagen
bajo g de todo elemento de la subbase { f;1(U) : a € A,U es abierta
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en Y, } es abierto en Z. Pero para todo U abierto en Y, tenemos que
g (1 U)) = (fao g) ' (U) es abierto, porque la composicién f, o g es
continua. 0

1.13.6 PROPOSICION. Si la familia de funciones { fo : a € A} genera
la topologia de un espacio Ty X, entonces { fo : « € A} separa puntos

de X.

DEMOSTRACION. Sean xi, x5 puntos distintos de X. Sea U un conjunto
abierto en X tal que |[UN{zy, 29} = 1. Sin perder generalidad, podemos
suponer que x1 € U y x5 ¢ U. Entonces existen aj, ..., y conjuntos
abiertos U, C Y, tales que 21 € fi'(Ua,) N--- 0 f31(Us,) € U; de
donde existe 5 € {ay,...a;} tal que 27 € fﬁ_l(Ug) y Ty & fﬁ_l(Ug). En
consecuencia fg(z1) € Ugy fa(z2) € Ug, y fa(x1) # fa(z2). O

1.13.7 Teorema. Un espacio Ty X es de Tychonoff si y solo si existe
una familia F de funciones continuas de X a [0, 1] que genera la topologia

de X.

DEMOSTRACION. Si X es de Tychonoff, sea F = C(X,[0,1]) = { f

X — [0,1] : f es continua }. Por definicién, para todo x € X y toda
vecindad U de x existe f € C(X,[0,1]) tal que x € f71([0,1)) C U; eso
significa que la familia B = { f~'([0,1)) : f € C(X,[0,1]) } es una base
de X, y en consecuencia la familia de conjuntos abiertos { f~1(U) : f €
C(X,[0,1]),U C [0, 1] es abierto } que contiene a B también es una base.

Ahora sean X un espacio Ty y F una familia de funciones continuas
de X a [0,1] que genera la topologia de X. Por la Proposicién 1.13.6,
la familia F separa puntos de X. Sean xi,zs puntos distintos en X.
Entonces existe f € F tal que f(z1) # f(z2). Sean Uy, U, vecindades
ajenas de f(z1) y f(x2) en R. Las preimagenes f~1(U;) y f~}(Us) son
entonces vecindades ajenas de x7; y x5 en X. Esto muestra que X es
Hausdorft.

Para verificar que X es de Tychonoff, sean 2o € X y F un conjunto
cerrado en X tal que xy ¢ F. La condicién que F genera la topologia
de X implica que existen funciones fi,..., fr € F y conjuntos abiertos
Ui, ..., Uy en R tales que 2o € f; ' (U) N-+-N f, ' (Uy) € X\ F. Para
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todo ¢ = 1,...,k tenemos que f;(xg) € U;. Sea e > 0 tal que (fi(xo) —
e, filxg) +¢) CU;, paracadai=1,... k.
Consideremos ahora las funciones ¢y, ...,gx : X — R definidas por

gi(z) = filz) — fi($0)’
£

Entonces g;(zo) =0y g ((=1,1)) € £ (filwo) ~ &, filwo) +¢)) €
f~1(Uy), de donde g; ' ((—=1,1)) N - ﬂgk "((-1,1)) S X\ F.

Sea h;(z) = min(|g;(z)],1), i = 1,...k, x € X. Las funciones h; son
continuas, h;(X) C [0,1], hi(xg) =0y hl_l([O,l)) N---Nh'(0,1) C
X\ F.

Sea f = max{hi,...,h}. La funcién f es continua, f(X) C [0, 1],
f(zo) = 0y f(x) = 1 para todo z € F porque de h;'([0,1))N---N
h;;'([0,1)) € X \ F se deduce que F no tiene puntos en cuales todas las

reX, i=1,...,k.

funciones hq, ..., hy tienen valores < 1.
Note ahora que la funcion f es como la requerida en la definicién de
un espacio de Tychonoff. O]

1.14 Encajes en productos

1.14.1 Teorema. Sean X un conjunto y { fo : X = Y,: oo € A} una
familia de funciones. Entonces la familia { f, : o € A} separa puntos de
X siy sdlo si el producto diagonal F = A{ fo:a€ A} X = [[{Ya:
a € A} es inyectiva.

DEMOSTRACION. <| Sean 21, 22 puntos distintos en X. Si F' es inyectiva,
entonces F(z1) # F(xq), y existe o € A tal que po(F (1)) # pa(F(x2)).
Pero po(F(x1)) = fol21), pa(F(x2)) = fa(xs), y hemos encontrado un
a € Atal que fo(x1) # falxa).

=] Sean x;,z, puntos distintos en X; tenemos que verificar que
F(z1) # F(x3). Seaa € Atal que f,(x1) # fo(z2). Entonces p,(F(z1)) =
fo(z1) # fa(x2) = po(F(x2)), de donde F(x1) # F(x3). O

1.14.2 Teorema. Sean X un espacio topologico y { fo + X — Y,
a € A} una familia de funciones continuas. Si la familia { fo - v € A}
separa puntos de X y genera la topologia de X, entonces el producto
diagonal F = A{ fo:a€ A} : X - [[{Ya:a € A} es un encaje.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.14.1, la funcién F' : X — F(X) es
una biyeccion continua; para demostrar que F' es un encaje es suficiente
verificar que la inversa h = F~! es continua.

Para todo o € Ay y € F(X), se tiene que (f,0h)(y) = pa(y) porque
paoF = f, v h=F"1 Entonces f,oh es continua para todo a € A, y
h es continua por 1.13.5. O

De los Teoremas 1.14.2, 1.13.7 y la Proposicion 1.8.6 se deduce in-
mediatamente el siguiente resultado.

1.14.3 COROLARIO. Un espacio X es de Tychonoff si y sélo si existe A
tal que X es homeomorfo a un subespacio de [0,1]4.

1.14.4 PROPOSICION. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces existe
una familia F de funciones continuas de X a [0,1] tal que F genera la
topologia de X y |F| < w(X).

DEMOSTRACION. Sea B = { f71([0,1)) : f € C(X,[0,1]) }. La coleccién
B es una base de X. Existe una base B’ C B tal que |B'| = w(X). Para
todo U € B/, sea fy € C(X,[0,1]) tal que U = f;'([0,1)). Entonces la
familia F = { fy : U € B’} es como se requiere. O

1.14.5 Teorema (de encaje de Tychonoff). Todo espacio de Tychonoff
X es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]*(X),

1.15 Compactaciones

Este apartado es sumamente importante ya que es una introduccion para
entender la compactacién de Stone-Cech que es abordado en la siguiente
secciéon. Iniciemos definiendo lo que es una compactacion.

1.15.1 DEFINICION. Sea X un espacio topolégico. Una pareja (i,Y) se
llama compactacion de X si Y es un espacio compacto y ¢ : X — Y es
un encaje topoldgico tal que i(X) es denso en Y.

Recordemos que una funcién ¢ : X — Y es un encaje topoldgico si
i: X — i(X) es un homeomorfismo donde i(X) tiene la topologia del
subespacio respecto de Y.
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1.15.2 PROPOSICION. Un espacio X tiene una compactacion Hausdorff
sty solo si X es Tychonoff.

DEMOSTRACION. Si X tiene una compactacion Th, entonces X es homeo-
morfo a un subespacio de un espacio compacto 75; todo espacio compacto
T, es normal, entonces es Tychonoff, y todo subespacio de un espacio Ty-
chonoff es Tychonoft.

Si X es de Tychonoff, entonces por el Teorema de Tychonoff existe
un encaje topolégico i : X — [0,1]*X). Ahora, por el teorema de Ty-
chonoff sobre los productos de espacios compactos, la potencia [0, 1]*(¥)
es compacta. Sea Y la cerradura de i(X) en [0, 1]*X). Entonces la pareja
(7,Y)) es una compactacion Ty de X. O

De la demostracion del Teorema anterior tambien se deduce lo sigu-
lente:

1.15.3 COROLARIO. Todo espacio de Tychonoff X tiene una compactacion
Hausdorff (i,Y) tal que w(Y) = w(X).

1.15.4 DEFINICION. Sean (i1, Y1), (i2, Y2) dos compactaciones de un es-
pacio X. Se escribe (i1,Y7) < (ig, Y2) si existe una funcién continua
p Yy — Y] tal que poiy =iy.

Las compactaciones (i1, Y1) y (i2, Y2) de X se llaman equivalentes si
existe un homeomorfismo p : Yy — Y; tal que poiy = 5.

Dada una compactacion (p,Y) de X, es comun identificar X con el
subespacio i(X) de Y (puesto que ¢ es un homeomorfismo de X sobre
i(X)) y decir que el espacio Y es compactacién de X. Con estd iden-
tificacion siempre consideramos a X como un subespacio de cualquier
compactacion de él.

Con la anterior convencion en mente, Y; < Y significa que existe una
funcién p : Yo — Y tal que p|X = idy.

Es claro que la relaciéon < es transitiva y refléxiva.

1.15.5 PROPOSICION. Si Y] y Ys son dos compactaciones de un espacio
X tales que Y1 < Yy y Yy < Y7, entonces Yy y Yy son equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean p; : Y, — Y] v py : Y] — Y, funciones continuas
tales que p1|X = idx y p2|X = idx. Entonces pjopy, : Y, — V)
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es continua, y py o p1|X = idx. Ahora tenemos funciones continuas
de Y7 a Yy, p1 o psy y idy,, cuyas restricciones a X son iguales. Por la
densidad de X en Yj, p; o p; = idy;. Un argumento simétrico muestra
que py o p; = idy,. De ello podemos concluir que p; = p; ', ¥ p1 v p2 son
homeomorfismos. O

Sea Y una compactacién de X, denotaremos con C(Y|X,[0,1]) al
conjunto de todas las funciones continuas f : X — [0,1] que tienen
extensiones continuas sobre Y (en otras palabras, C'(Y|X,[0,1]) es el
conjunto de todas las restricciones a X de funciones continuas de Y a

[0, 1]).

1.15.6 OBSERVACION. Por la densidad de X en su compactacién Y, la
funcién restriccion r : C(Y, [0, 1]) — C(Y]X,[0,1]) (definida por r(g) =
g|X) es biyectiva.

1.15.7 LEMA. Sea Y wuna compactacion Hausdorff de X, y sea F' =
AC(Y,[0,1]) Y — [0,1)°C 0 Entonces (F|X, F(Y)) es una com-
pactacion de X equivalente a'Y .

DEMOSTRACION. Es obvio que el espacio F(Y) es compacto. Por la
propiedad de Tychonoff de Y, la familia C(Y/ [0, 1]) separa puntos y gen-
era la topologia de Y, de donde F es un encaje de Y en [0, 1]¢M01) y
entonces es un homeomorfismo de Y sobre F(Y). O

1.15.8 DEFINICION. Sean { X, : @ € A} una familia de espacios topo-
logicos y B C A. El mapeo pp : [[,cq Xa = [[{ Xo : @ € B} definido
por

pp(x) = z|B
para todo x € J] .4 Xa se llama proyeccion del producto ]
subproducto ], .5 Xa.

wed Xa asu

1.15.9 PROPOSICION. La proyeccion pg es continua.

DEMOSTRACION. Es suficiente verificar que la composicién gg o pp es
continua para toda proyeccién gg : [[, .5 Xo — X3, donde 3 € B. Pero
qz o pp = ps, donde pg : [[,c4 Xa — X3 es la proyeccion. O

Ahora pasemos a unos resultados que nos ayudaran en la deduccién
de algunos resultados acerca de la compactacién de Stone-Cech de un
espacio Tychonoff.
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1.15.10 Teorema. Sean Yy, Y5 dos compactaciones Hausdorff de X.
Entonces Y1 < Ys si y sélo si C(Y1]X,]0,1]) € C(Y2| X, [0,1]).

DEMOSTRACION. Sea Y] < Y5, yseap : Y, — Y la funcién continua
tal que p|X =idx. Si f € C(Y1|X,[0,1]), entonces existe una extensién
continua f* :Y; — [0,1] de f. Es facil ver que ¢* = f*op: Yy, — [0, 1]
es una extension continua de f sobre Ys, de donde f € C(Y2|X, [0,1]).
Ahora sean Y7, Y5 dos compactaciones T5 de X tales que
C(M|X,[0,1]) € C(Y2|X, [0, 1]).

Sean Fi = AC(Yy,[0,1]) — [0,1]¢0000 v By = AC(Ya,[0,1]) —
[0, 1]¢02:0.1D: por el Corolario 1.15.7, (F1|X, F(Y1)) v (Fy|X, F5(Y3)) son
compactaciones T, de X equivalentes a Y] y Y5, y entonces es suficiente
encontrar una funcién p : Fy(Y3) — F1(Y}) tal que po Fy = F}.

Usando el hecho que los mapeos de restricciéon r; : C(Y7,0,1]) —
C(Y1|X,[0,1]) yre : C(Ys,[0,1]) — C(Y2|X, [0, 1]) son biyecciones, pode-
mos suponer que F es un encaje de Y; en [0, 1]¢0X01) v ) es un encaje
de Y3 en [0, 1]¢02X01) " Geq

P =pomiix 1)) - [0, 1]C(Y2\X7[0,1]) — [0, 1]C(Y1\X,[0,1])

la proyeccién. Para todo z € X y f € C(Y1]X,[0,1]) tenemos

(P(Fi(2)))r = (Fi(2)) = f(2) = (Fa(2))y,
de donde (P o F})|X = F5|X. Por la densidad de X en Y}, Po F} = F5.
La funcién p = P|F(Y;) : F(Y2) — F(Y1) es la funcién buscada. O

1.15.11 COROLARIO. Sean Y y Yo dos compactaciones Haussdorff de
X. SiC(V1]X,[0,1]) = C(Y3] X, [0,1]), entonces Yy y Y son equivalentes.

1.16 La compactacién de Stone-Cech

La razones para escribir este apartado es que, como veremos en el tltimo
capitulo, la compactacién de Stone-Cech permite establecer una carac-
terizacion de los espacios paracompactos, que seran introducidos en el
siguiente capitulo.

Definamos la compactacién de Stone-Cech.
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1.16.1 DEFINICION. Sean X un espacio de Tychonoff, F = A C(X, [0,1]) :
X —[0,1]°501) v ¥ ]a cerradura de F(X) en [0, 1)1,
La pareja (F,Y) se llama compactacion de Stone-Cech de X.

Por teoremas sobre productos diagonales, F' es un encaje de X en
[0, 1]¢X01) "y 1a compactacién de Stone-Cech es una compactacién de
X (como siempre, identificamos X y F(X) CY).

Del Teorema 1.15.10 se deduce que X es la compactacion maxima de
X, en el sentido que Y < X para toda compactacion Y de X. Tembién
es facil deducir lo siguiente.

1.16.2 Teorema. Sea Y una compactacion Ty de X . Entonces el encaje
1 : X =Y tiene una extension continua p : X — Y.

1.16.3 DEFINICION. Sean Y un espacio y X un subespacio de Y. Se dice
que X es C*-encajado en Y si toda funcion acotada continua f : X — R
tiene una extension continua sobre Y.

1.16.4 LEMA. Toda funcion continua f : X — |0, 1] tiene una extension
continua f* : X — [0,1].

DEMOSTRACION. Sea f : X — [0, 1] continua, entonces f € C(X, [0, 1]).
Por la definicién de F' como el producto diagonal de C'(X,]0,1]), ten-
emos que f = p;o F donde p; : [0,1]9X0) — [0,1] es la proyeccién
correspondente al elemento f de C(X, [0, 1]). Sea f* = ps|5X. Entonces
la funcién f* es la extensién requerida. O

1.16.5 PROPOSICION. X es C*-encajado en X.

DEMOSTRACION. Sea f : X — R una funcién continua acotada, y sea
C > 0 tal que |f(z)| < C para todo z € X. Sea g : X — [0, 1] definida
por

z)+C
g(x):%, z e X.

Entonces g € C(X,[0,1]), y por el Lema 1.16.4, g tiene una extensién
continua ¢* : X — [0,1]. La funcién

@) =2C0g"(z) -C, zefX
es una extension continua de f. O]

Del Corolario 1.15.11 se deduce lo siguiente.
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1.16.6 PROPOSICION. Si Y es una compactacion Ty de X tal que X es
C*-encajado en'Y , entonces Y es equivalente a $X.

1.16.7 Teorema. Sea K un espacio compacto. Entonces toda funcion
continua f : X — K tiene una extension continua f* : (X — K.

DEMOSTRACION. Sea i : X — (X el encaje, y sea g = fAi : X —
K x(3X. Esclaro que la familia { f, i} separa puntos y genera la topologia
de X, de donde g es un encaje de X en un espacio compacto K x 3X. Sea
Y la cerradura de g(X) en K x 5X; la pareja (g,Y") es una compactacién
de X. Por 1.16.2, existe una extension continua ¢* : X — Y de g.
Sea px : K x fX — K la proyeccién; la funcién f* = px o g* es una
extensién continua de f. m






Capitulo 2

Paracompacidad

2.1 Introduccion

Como ya se dijo anteriormente el concepto de espacio paracompacto lo
introdujo J. Dieudonné en 1944. En este capitulo introducimos la nocién
de espacio paracompacto y algunas de sus caracterizaciones clasicas.
Aprovechando estos caracterizaciones hacemos un anélisis de la relacién
que hay entre la clase de los espacios paracompactos y otras importantes
clases de espacios topoldgicos, como la clase de espacios compactos, la
clase de espacios métricos, la clase de espacios normales, etc. Damos
también en este capitulo una demostracién del Teorema de Stone que
muestra que todo espacio métrizable es un espacio paracompacto.

2.2 Espacios paracompactos

2.2.1 DEFINICION. Sean X un espacio topoldgico y U,V C P(X).

1. U es una familia localmente finita si, para cada x € X, existe
W e T(z, X) tal que

HUeU:UNW # 0} < Ry

2. Diremos que la familia V estd inscrita en la familia U si para cada
V eV existe U € U de tal manera que V C U.

39
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3. La familia V se dice refinamiento de la familia U si 'V esta inscrita
en Uy ademéds | JV = X (obsérvese que en tal caso también ocurre
que [JU = X); si adicionalmente V C T(X), diremos que V es un
refinamiento abierto de U.

2.2.2 DEFINICION. Un espacio topoldgico X es un espacio paracompacto
si X es de Hausdoff y cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento
abierto localmente finito.

2.2.3 EJEMPLO.

1. Todo espacio discreto es un espacio paracompacto.
DEMOSTRACION. Sea X un espacio discreto, es claro que X es
T, y sea una cubierta U una cubierta abierta de X. Considere-
mos la cubierta V = {{z} : x € X}. Es facil notar que V es un
refinamiento abierto de U que es localmente finito puesto que si
x € X entonces W = {z} tiene la propiedad de que W € T(z, X)
yHoeV:wnU#0} =[{{z}}=1<R O

2. La clase de espacios paracompactos contiene a la clase de espacios
compactos (recuérdese que los espacios compacto se suponen es-
pacios 7). En efecto, es suficiente observar que todo subcubierta
finita de una cubierta abierta U de un espacio compacto X es un
refinamiento abierto localmente finito de la cubierta U.

El siguiente lema sera de gran importancia posterioremente. En él
introducimos la nocién de familia conservativa.

2.2.4 LEMA. Toda familia U localmente finita es una familia conservativa
(o preservadora de cerradura), esto es,

vvcu : (Ju:vevy=|J{T:UeV}

DEMOSTRACION. Sea V C U. Claramente, bastard demostrar que

Jv:vevyc| J{T:UeV}
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Sea x € |J{U : U € V}. Dado que U es localmente finita, existe W €
T(z, X) tal que
HU e U: W NU # D} < N.

ComoVC U, {UeV:WnNU # 0}| < Ny. Supongamos que
(UeV:WnU#£0}={U,,...,U,}.

Entonces

Wl fUeVv:U#£U,i=1,....n}=0.

Comoz e U :U eV} =({UeV:U#U,i=1,...,nHu(Ui, U:),

n n
1 =1

1=

De donde, existe i € {1,...,n} tal que z € U;. Por lo tanto, z € | J{U :
U eV} O

Nuestro propésito ahora es demostrar que todo espacio paracompacto
es un espacio normal (de hecho, un poco més adelante demostaremos
que los espacios paracompactos son espacios colectivamente normales).
Para ello, probaremos primeramente que los espacios paracompactos son
espacios regulares.

2.2.5 PROPOSICION. Todo espacio paracompacto es un espacio reqular.

DEMOSTRACION. Sean F C X cerrado y € X \ F. Dado que X es un
espacio T5, para cada y € F, existe W, € T(y, X) de tal manera que x ¢
W,. Consideremos a la familia U = {X \ F}U{W,, : y € F}. Claramente
U es una cubierta abierta de X. Dado que X es paracompacto, existe V
refinamiento abierto localmente finito de U. Sea

OzU{UGV:x%U}

Claramente, O € T(X). Ademés, FF C O. En efecto, sea y € F. Sea
B €V tal que y € B (recuerde que | JV = X). Dado que V estd inscrita
en U, existe W € U tal que B C W. Obsérvese que W # X \ F' (pues
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y € BC W yyé€ F). Entonces existe z € F tal que W = W,. Como
v @ W, v € B. Asi, Be {U €V :x¢U}. Porlotanto, y € B C O.
Ahora nétese que dado que V es localmente finita, z € O (ver el Lema
2.2.4). Sea V=X \O. Entoncesz € V, FCOyVnNO =§. Porlo
tanto, X es un espacio regular. O

Utilizando el resultado anterior podemos ya demostrar que todo es-
pacio paracompacto es un espacio normal.

2.2.6 Teorema. Todo espacio paracompacto es normal.

DEMOSTRACION. Sean F, F, un conjuntos cerrados ajenos en X. Ten-
emos que encontrar una vecindad U de F} tal que F, N U = 0.

Para todo = € F;, sea U, una vecindad abierta de x tal que = € U,
y FiNU, = 0. La familia U = {U, : z € F,} U{X \ F;} es una
cubierta abierta de X. Sean V un refinamiento localmente finito de U y
Vi={VeV:VNF #0} Esclaroque F; C |JV;; ningun elemento
de V; estd contenido en X \ Fy, de donde para todo V' € V; existe z € I
tal que V C U,, vy entonces Fy NV = ().

Sea U = |JV;. El conjunto U es abierto y contiene a Fy; por el Lema
224, U= {U,:z€F},y FinU=0. O

Introduciremos enseguida la nociéon de familia o-localmente finita y
la nocion de estrella.

2.2.7 DEFINICION. Sean X un espacio topoldgico y U C P(X).

1. U se dice o-localmente finita si U puede ser expresada como U =
U,~, U,, donde cada familia U, es localmente finita.

2. Dado A C X, definimos la estrella de A respecto a U como el con-
junto st(A,U) = | J{U e U: ANU # 0}. Si A= {x} escribiremos
st(z,U) en lugar de st({z}, U).

A continuacién presentamos la primera caracterizacién de espacios
paracompactos.

2.2.8 Teorema. Sea X un espacio reqular. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
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1. X es paracompacto;

2. cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-
localmente finito;

3. cualquier cubierta abierta de X tieme un refinamiento localmente
finito (no necesariamente abierto);

4. cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado lo-
calmente finito.

DEMOSTRACION. Es claro que (1) = (2).

(2) = (3). Sea U una cubierta abierta de X. Por hipétesis, existe
V= UZO:1 V,, refinamiento abierto tal que cada V,, es una familia local-
mente finita. Sea H,, = |JV,, (para cada n € N). Definamos §; =V, y
S ={V\Usc,, Hr : V €V, } (para cadan > 2). Sea § =", G-

Afirmacion. G es un refinamiento localmente finito de U.

En efecto. Sea r € X. Como V cubre a X, existe m € N tal que
r € UV, Sean = min{m € N:z € JV,,}. Sin = 1 entonces
reUVi=UG CUG. Sin > 2 entonces z ¢ Hy = |V para cada
k < n (por la definicién de n). Como z € |JV,, existe V € V, tal que
reV. Ast, r € V\U,., Hr € Gn. De donde, z € [JG, CJG. Por lo
tanto, X = |JG. Notése que por construccién, G estd inscrita en V. Por
lo tanto, G refina a U. O

Comprobemos ahora que G es una familia localmente finita. Sea x €
X. Como V es cubierta de X, existe m € N de tal manera que = €
UVm = Hy,. Observe que H,, € T(x,X) y que H,, NG = () para todo
G € Uy Gk- Dado que la union finita de familias localmente finitas es
de nuevo una familia localmente finita, | J;", Vi es localmente finita. De
donde, podemos elegir W € T(z, X) de tal manera que {V € U, Vi :

W NV #£ 0} < Ry. Sea W =W N H,,. Entonces W € T(z,X)y W
solo puede intersectar a un numero finito de elementos de la familia G

(como H,, NG = ) para todo G € J,-,, Sk, W solo puede intersectar
a elementos de la familia (J;", x; pero por la eleccién de W, W sélo
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puede intersectar a un ntimero finito de elementos de esta familia). Asi,
G es un refinamiento localmente finito de la cubierta U

(3) = (4). Sea U una cubierta abierta de X. Para cada z € X, existe
U, € U de tal manera que x € U,. Como X es T3, para cada r € X
existe W, € T(z,X) tal que W, C U,. Entonces V = {W, : x € X} es
una familia de subconjuntos abiertos de X que cubre a X y tal que la
familia V = {V : V € V} estd inscrita en la cubierta U. Por hipétesis,
existe W refinamiento localmente finito de la cubierta V. Asi, la familia
W = {W : W € W} es un refinamiento cerrado y localmente finito de U.

(4) = (1). Sea U una cubierta abierta de X. Sea H un refinamiento
localmente finito de U. Para cada x € X, fijemos V, € T(z, X) tal que
HH € H : HNV, # 0} < Xy (tales V, existen debido a que H es
localmente finito). Sea V = {V, : x € X}. Entonces V es una cubierta
abierta de X. Por hipdtesis, existe P refinamiento cerrado localmente
finito de V. Fijemos ahora, para cada H € H, U(H) € U de tal manera
que H C U(H). Definamos

G(H) = int(st(H,P)) N U(H)

Sea § = {G(H) : H € H}. Entonces G es un refinamiento abierto
localmente finito de U. En efecto, primeramente obsérvese que H C
X\ WHP eP: PnH =0} Cint(st(H,P)) (para cada H € H); esto
permite argumentar que la familia G es una cubierta de X (evidentemente
los elementos de G son abiertos de X; 2.4 es aplicable en este momento).
Como cada G(H) CU(H) € U, G refina a U. Asi, resta demostrar que
G es localmente finita.
Para demostrar esto iltimo, bastara probar que la familia

S§={st(H,P): He H}

es localmente finita (obsérvese que este hecho es suficiente pues cada
elemento de la familia G estd contenido en un elemento de la familia §.)

Sea r € X. Como P es una familia localmente finita, existe W €
T(z, X) tal que W intersecta unicamente un nimero finito de elementos
de P. Pero cada P € P intersecta tinicamente un nimero finito de
elementos de H. Asi, W intersecta unicamente un nuimero finito de
elementos de 8. m
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Utilizando el inciso (2) del anterior teorema podemos demostrar que
todo espacio regular Lindelof es un espacio paracompacto. Recordemos
que un espacio topolégico X es Lindelof si toda cubierta abierta de X
tiene una subcubierta a lo mas numerable.

2.2.9 CorOLARIO (K. Morita). Cualquier espacio reqular Lindelof es un
espacio paracompacto.

DEMOSTRACION. Sea U una cubierta abierta. Como X es Lindelof, existe
V={Vi,...,.V,...}

subcubierta numerable de U. Sea Vi = {V;} para cada k € N. Clara-
mente cada familia V;, es localmente finita y ademéds V = (J 7, V,,. Asi,
V es un refinamiento abierto o-localmente finito de U. Por la proposicion
anterior (inciso (2)), X es paracompacto. O

Si D(c) es el espacio discreto de cardinalidad ¢, entonces D(c) es un
espacio paracompacto que no es Lindelof. Por ello podemos concluir que
, el reciproco al resultado de K. Morita no es cierto. Por otro lado, es
conocida la existencia de espacios no regulares Lindel6f que no son para-
compactos; por lo cual, la hipétesis de regularidad en el anterior resultado
de K. Morita no puede ser omitida. El lector puede consultar la obra de
L. A. Steen y J. A. Seebach para hallar un ejemplo de un espacio de
Lindel6f no regular que no es paracompacto ([6, 61, pag.82]).

Una pregunta natural a raiz de la Proposicién 2.2.9 es bajo qué condi-
ciones un espacio paracompacto es Lindelof. La siguiente proposicién
muestra que para espacios regulares con la propiedad de Souslin, estas
dos propiedades topoldgicas coinciden.

Recordemos que un espacio topolégico X tiene la propiedad de Souslin
si toda familia de abiertos no vacios y ajenos dos a dos de X es a lo mas
numerable.

2.2.10 PROPOSICION. Si X es un espacio paracompacto con la propiedad
de Souslin, entonces X es Lindelof.
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DEMOSTRACION. Sea U una cubierta abierta de X. Dado que X es
paracompacto, podemos elegir un refinamiento abierto localmente finito
V de U. Bastarda demostrar que V es a lo mas numerable.
Sea € la familia de todas las subcolecciones ajenas G de T*(X) tales
que:
VGeG: {VeV:VNG#D}H <N

Observe que € # (). En efecto: sean z1, 15 € X distintos (evidentemente
podemos suponer que |X| > 2). Dado que X es T5, existen abiertos no
vacios, y ajenos, U y V tales que x; € U y x5 € V. Sean W, vecindades
abiertas de x; (para i = 1,2) tales que: [{V € V: VW, # 0] <
Ny. Entonces § = {Wy NU, W, NV} € € Consideremos ahora al
conjunto parcialmente ordenado (€, C). No es dificil mostrar que toda
cadena en (€, C) tiene una cota superior en (&€, C). Por el lema de Zorn,
podemos elegir un elemento maximal F en (€, C). Dado que X tiene la
propiedad de Souslin, la cardinalidad de F no puede exceder a Ny. Sea
F ={H,,...,H,,...} una enumeracién para F. Para cada n € N, sea
V,={W eV:WnH,+#0} Entonces

szvn

neN

En efecto, sea W € V cualquiera. Si W & J,cy Va, entonces W C
int(X \ JH,). Dado que W # (), podemos elegir o € W. Sea V un
abierto que contiene a zy y tal que

HA eV ANV £0} <Ny

Entonces la familia F U {V N W} es un elemento de (€, C) que contiene
propiamente a &, lo cual contradice la maximalidad de F. Por lo tanto,
V = U,en Vn- De donde, V es a lo mas numerable. O

Tenemos el siguiente resultado como un corolario.
2.2.11 COROLARIO. Todo espacio paracompacto separable es Lindelof.

DEMOSTRACION. Es suficiente observar que todo espacio separable tiene
la propiedad de Souslin. O]
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2.3 Espacios Colectivamente Normales

Hemos ya demostrado que todo espacio paracompacto es un espacio nor-
mal. En este apartado demostraremos que los espacios paracompactos
satisfacen un axioma de separacién aun mas fuerte: ellos son espacios
colectivamente normales.

2.3.1 DEFINICION. Sean X un espacio topolégico y U C P(X).

1. Se dice que U es discreta si para cada = € X, existe W € T(z, X)

tal que
HU eU:UNW #0} < 1.

2. X es un espacio colectivamente normal si X € T y para cada
familia discreta {F, : a € A} de subconjuntos cerrados de X,
existe una familia {U, : @ € A} de subconjuntos abiertos ajenos
dos a dos de X tal que F,, C U, para cada a € A.

Todo espacio colectivamente normal es un espacio normal. En efecto,
simplemente obsérvese que si X es un espacio topolégico y Fy, Fr, C X
son cerrados ajenos entonces la familia {F7, F»} es una familia discreta
de cerrados de X (recuerde que los espacios normales son 77).

A continuacién introducimos la nocién de cubierta acoginada.
2.3.2 DEFINICION. Sean X un espacio topolégico y U,V € P(X). Di-

remos que V estd acoginada en U si existe una funcién 7' : V — U tal
que:

VWCV [ Jwewewrc| fTw): W e W}

El siguiente esquema muestra las relaciones entre las distintas no-
ciones que hemos establecido referentes a familias de subconjuntos de un
espacio topologico X.

Discreta = Localmente finita = Conservativa = Acoginada

En este esquema la tultima “implicacion” significa que si U es una
familia conservativa entonces U esta acoginada en U = {U : U € U}. En
lo que sigue el concepto de refinamiento preciso serda importante.
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2.3.3 DEFINICION. Dadas U = {U, : « € A} yV ={V, : a € A}
en P(X), diremos que V es un refinamiento preciso de U si V es un
refinamiento de U tal que V, C U,, para cada a € A.

2.3.4 LEMA. Sea X un espacio topoldgico. Si U = {U, : a« € A} es una
cubierta de X que tiene un refinamiento acoginado, entonces U tiene un
refinamiento acoginado y preciso.

DEMOSTRACION. Sea V un refinamiento acoginado de U, via la funcién
T :V — U. Definamos, para cada a € A,

Wo=|J{VeVv:T(v)=U.}

Entonces W = {WW,, : @ € A} es un refinamiento acoginado y preciso de
U. En efecto, dado que V estd acoginada en U,

Wo=|J{vev:T(v)=0.}
cJvev:T(wv) =0,
C | J{T(v): Ve VU, =T(V)}
U,

para cada o € A. Asi, W es un refinamiento preciso de U (es un buen
ejercicio para el lector comprobar que en efecto la familia W cubre a X).

Veamos ahora que W estd acolchonada en U. Sea f : W — U la
funcién dada por: f(W,) = U,. Sea A’ C A, entonces

UWa:aed} = fV:VeV,TV)=U,acn}
CHT(V): VeV, T(V)=Us a €N}
= J{Ua:a e}
= J{ra) s a e A}
0

El anterior lema permite “modificar” la definicion de familias acogi-
nadas para el caso de familias indexadas.
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2.3.5 DEFINICION. Sean U = {U, : « € A} yV ={V,: a € A} en
P(X). Diremos que V esta acoginada en U si

VANCA : JVaraeN} S| J{Ua:ae}

Como un corolario a la siguiente proposicion obtendremos que los
espacios paracompactos son espacios colectivamente normales.

2.3.6 PROPOSICION. Sea X un espacio Ty. Si cada cubierta abierta de
un espacio X tiene un refinamiento acoginado entonces X es un espacio
colectivamente normal.

DEMOSTRACION. Sea {F, : a € A} una familia discreta de subespacios
cerrados de X. Definamos, para cada o € A,

Ua:X\U{FV:/Y?éO‘}

Entonces U = {U, : @ € A} es una cubierta abierta de X. Observe
que F, C U, para cada o € A y que F, NUg = 0 siempre que o # [
(el primer hecho puede ser constatado facilmente si se comprueba antes
que los elementos de toda familia discreta son ajenos dos a dos; para la
segunda afirmacién, observe que si a # [ entonces F, C UV 48 F,).
Sea V = {V, : @ € A} un refinamiento acoginado y preciso de U.
Consideremos ahora a la familia W = {W, : o« € A}, donde W3 =
X\ W{V, : v # 3}. Entonces W es una familia de subconjuntos abier-
tos de X ajenos dos a dos tales que: F, C W,, para cada o € A. En
efecto, sean a # (3 entonces W, N Wz = (X \ U{V, : v # a}) (X \
U{Vy v #8h) = XN (UVs sy #aUU{Va iy #a}) = XA X =0
Ahora, si F, [()(X \ Wa) # 0, entonces F, (U{V; : v # a}) # 0. Pero
como V estd acolchada en U, F, (U{U, : v # a}) # 0. De donde,
existe v # a tal que F, N U, # (; lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, F, C W, para cada a. ]

2.3.7 COROLARIO. Todo espacio paracompacto es un espacio colectiva-
mente normal.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio paracompacto. Segtin la proposicién
anterior, bastarda demostrar que toda cubierta abierta de X tiene un
refinamiento acoginado.
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Sea U una cubierta abierta de X. Sea V un refinamiento cerrado
localmente finito de U. Para cada V € 'V, fijemos U(V) € U tal que
VCU(V). SeaT :V — U la funcién dada por T'(V') = U(V'). Entonces
V esta acolchonada en U. En efecto, si W C V entonces,

Uw:wew = J{W:wew}
c | Jtuw):w e wy
= J{T(W): W e W}
]

2.3.8 OBSERVACION. Algunos autores definen a los espacios paracom-
pactos como aquellos espacios que satisfacen soélo la propiedad de cu-
bierta: cada cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente
finito, sin exigir que sus ”espacios paracompactos” sean Hausdorff. Con
esa definicién, no necesariamente un espacio paracompacto seria un es-
pacio colectivamente normal. De hecho, existen ejemplos de espacios T}
que satisfacen la propiedad de cubierta para ser paracompactos, pero que
no son ni siquiera espacios de Hausdorff. El ejemplo clasico de esto es el
llamado Espacio de Fort Modificado.

2.3.9 EsEmMPLO (Espacio de Fort Modificado). Sean x1, 29 ¢ N y defi-
namos X = N[J{z1,x2}. La topologia de X es establecida declarando
bases locales para cada uno de los puntos de X. Para cada n € N,
{n} € T*(X). Ahora, A C X es vecindad abierta de z; si z; € Ay
IN\ Al < Rg (parai = 1,2). No es dificil demostrar que de cada cubierta
abierta de X se puede extraer una subcubierta finita. Asi, el espacio sat-
isface que toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente
finito. El espacio es T} pero los puntos z; y x5 no pueden ser separados
con abiertos ajenos.

Otro hecho interesante es el siguiente resultado que nos permite obtener
una caracterizacion muy conocida de los espacios colectivamente nor-
males.

2.3.10 PROPOSICION. Las siguientes proposiciones son equivalentes para
cualquier espacto normal X .
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1. X es colectivamente normal;

2. para cada {F, : o € A} familia discreta de subconjuntos cerrados
de X, existe una familia discreta {W, : a € A} de subconjuntos
abiertos de X tal que F, C W,, para cada oo € A.

DEMOSTRACION.
(1) = (2). Sea {F, : @ € A} es una familia discreta de subconjuntos
cerrados de X. Dado que X es colectivamente normal, existe {U, : o €
A} familia ajena de subconjuntos abiertos de X tal que: F, C U,, para
cada o € A. Sean F' = (J,cp Fo v G = X \ U,ea Ua- Entonces F'y
G son cerrados ajenos de X. Como X es un espacio normal, existen
U,V € T%(X) ajenos tales que FC Uy G CV.

Sean W, = U, NU, para cada o € A. Entonces W = {W,, : a € A}
es una familia discreta de subconjuntos abiertos de X tal que: F,, C W,
para cada o € A. En efecto, F, C F C Uy F, C U, implican que
F, C W, (para cada a € A). Comprobemos que W es discreta. Sea
r € X. Six € U, para algin a € A, entonces U, es una vecindad
abierta de x que puede intersectar a lo mas a un elemento de la familia
W, a saber, a W, (pues U,NUsz = (), para cada [ # «). Ahora, si z ¢ U,
para todo a € A entonces € G. De donde, x € V. Asi, V es una
vecindad abierta de x que no intersecta a elemento alguno de la familia
W (pues VN U = (). Por lo tanto, W es una familia discreta.

(2) = (1). Simplemente obsérvese que toda familia discreta es una fa-
milia ajena (= todos sus elementos son ajenos dos a dos). [

2.3.11 OBSERVACION. En particular, en la definicién de espacio colecti-
vamente normal (ver Definicién 2.3.1) la frase “eziste una familia ajena
{U, : a € A} de subconjuntos abiertos” puede ser sustituida por la frase
“ existe una familia discreta {U, : o € A} de subconjuntos abiertos”.

2.4 Otras caracterizaciones

Hemos visto ya que la propiedad de que cada cubierta abierta de un
espacio X tenga un refinamiento acoginado es suficiente para implicar que
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el espacio X sea colectivamente normal. De hecho, como veremos un poco
mas adelante, esta propiedad es equivalente a la paracompacidad. El
siguiente lema técnico enuncia dos propiedades de familias conservativas.

2.4.1 LEMA. Sean X un espacio topoldgico y F C P(X) una familia
conservativa.

1. 8iF ={F: F 3} entonces F es una familia conservativa;

2. 851 F consta de subespacios cerrados de X y A C X es cerrado en-
tonces la familia F4 = {FNA: F € F} es una familia conservativa
en A.

DEMOSTRACION.

1. Sea § C F. Debemos demostrar que U{G:Ge§G=U{G:G¢€
G}. Pero es ficil notar para toda G € G se tiene que

GCU{G:GeG} CU{G:G e g}
Por ello se tiene_que G C U{G : G € G} para toda G € §. En
consecuencia, U{G : G € G} CU{G : G € G}.

Asi que bastarda demostrar que
U{G:GES}QU{@:GGS}.

Note que para probar esto ultimo bastara demostrar que el conjunto
U{@ : G € G} es un subconjunto cerrado de X que contiene a la
unién U{G : G € G}. Claramente se tiene que U{G : G € G} C
U{G : G € G}; asi que resta demostrar que U{G : G € G} es
cerrado en X.

Para este 1ltimo propdsito, note que podemos suponer que existe
una coleccion H C F tal que § = {H : H € H}. Note ahora que
como F es conservativa y H C F tenemos que

U{H:HeX}=U{H:HeX}

De esta manera, U{H : H € ﬂ{}_es un conjunto cerrado de X. Pero
entonces U{G : G € G} = U{H : H €¢ H} = U{H : H € H} es
cerrado en X.
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2. Sea § C F4. Debemos demostrar que
cla(U{G : G € §}) = U{clu(G) : G € G}.

De nuevo es suficiente demostrar que
cla(U{G : G € G}) C U{cla(G) : G € G}

(vea el argumento dado en el inciso anterior).

Para probar esto tltimo serd suficiente demostrar que U{cla(G) :
G € G} es un subconjunto cerrado de A que contiene al conjunto
U{G : G € G}. El que U{G : G € G} esté contenido en U{cls(G) :
G € G} es sencillo de notar, asi que demostraremos que este tltimo
conjunto es un subconjunto cerrado de A.

Para ello note que como § C ¥4 podemos suponer que existe una
coleccion H C F de tal manera que §={H NA: H € H}. Como,
para todo subconjunto C' de X se tiene que cls(CNA) = clx(C)NA,
tenemos que U{cl4(G) : G € G} = U{clx(G)N A : G € G} =
Welx(HNA)NA:HeH}=U{(HNA)NA:HecH}=U{H:
H € H} N A (recuerde que todos los elementos de F, y A mismo,
son cerrados en X) y que U{H : H € H} es un subconjunto cerrado
de X porque siendo F una familia conservativa y siendo H C &,
tenemos que U{H : H € H} = clx(U{H : H € H}). Por ello,
U{clu(G) G e Gt =U{H : He HINA=clx(U{H: He H})NA
es un subconjunto cerrado de A. O

2.4.2 DEFINICION. Diremos que una familia V C P(X) es o-discreta
(respectivamente, o-conservativa, o-acoginada) si V = |J,—, V,, donde
cada familia V,, es discreta (respectivamente, conservativa, acoginada).

El siguiente teorema nos porporciona otras importantes caracteriza-
ciones para los espacios paracompactos.

2.4.3 Teorema. Las siguientes proposiciones son equivalentes para cual-
quier espacio X reqular:

1. X es paracompacto,
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2. cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-conser-
vativo;

3. cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento conservativo,

4. cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado conser-
vativo;

5. cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-acogi-
nado;

6. cada cubierta abierta de X tieme un refinamiento acoginado.

DEMOSTRACION. Mostraremos el teorema demostrando la siguiente serie
de implicaciones:

)= 2)=B)=®=(6)=0)=(06)=(0)

(1) = (2). Sabemos que en un espacio paracompacto, cada cubierta
abierta tiene un refinamiento abierto localmente finito. Evidentemente,
tal refinamiento es o-conservativo.

(2) = (3). Sea U una cubierta abierta de X. Dado que X es regular,
podemos elegir una cubierta abierta V de tal manera que la familia V =
{V :V €V} refina a U. Sea W = [J°2; W,, un refinamiento abierto
de V tal que cada 'W,, es una familia conservativa. Sean H,, = |JW,,,
para cada m € N. Definamos G, = {W \ U,,, Hr : W € W, }, para
cadan € N,y § = Ufbo:l G,.. Entonces G es un refinamiento cerrado
conservativo de U. En efecto, no es dificil demostrar que G esta inscrita
en U y que es una cubierta de subconjuntos cerrados de X. Veamos que
es conservativa.

Sean H C Gy ax € |U{H:HeH}. Paracadan € N, sea H,, =
{H € H:H e §,}. Claramente, X = J -, H,. Como W cubre
a X, existe m € N de tal manera que z € |JW,, = H,,. Entonces
H,, € T(z, X) es tal que: H,,NG = P paracada G € G,y cadal > m. En-
tonces v ¢ J{H : H € U, Hu}. De donde, z € J{H : H € " H;}.
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Pero J{H:H e U, H:} = U~ (U{H : H € H;}). Entonces, existe
ie{l,...,m} tal que x € |J{H : H € H;}. Ahora obsérvese que como
cada familia G, es conservativa (aplique el Lema 2.4.1) y H; C G,

podemos elegir H € J{; de tal manera que x € H. Por lo tanto,
H{H:HeH} C\U{H: H e H}.

(3) = (4). Sea U una cubierta abierta. Por ser X regular, existe una
cubierta abierta V de X tal que, para cada V € V, existe U € U de
tal manera que V. C V C U. Sea W un refinamiento conservativo de
V. Entonces la familia W = {WW : W € W} es un refinamiento cerrado
conservativo de U. En efecto, como W es refinamiento de V, X = [ JW C
UW. Ademis, para cada W € W, existe V' € V de tal forma que W C V.
Por la eleccion de la cubierta 'V, cada V' € V estd contenido junto con su
cerradura en algin elemento de U. De donde, para cada W € W, existe
U € U de tal forma que W C U, es decir, W estd inscrita en U. Ahora
veamos que W es conservativa.

Sean P C W. Dado que W es conservativa,

p:Pery=JW: WeP} = J{w:W e}

Entonces,

{p:Pedy=J{w:WeP}
= Jiw:wep}
= J{(w:wep}
=\ J{p:PeP}

Por lo tanto, W es conservativa.

(4) = (6). Sea U una cubierta abierta de X. Sea V un refinamiento
cerrado y conservativo de U. Para cada V € 'V, fijemos U(V') € U de tal
manera que V. C U(V). Sea T : V — U dada por: T(V) = U(V) para
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V € V. Entonces V esta acolchonada en U. En efecto, si W C 'V entonces

U wewy = J{w:wew}
cJlumw): w e w}
= J{T(W): W e W}

(1) = (5). Sea U una cubierta de X, y sea V cubierta abierta de X
tal que V = {V : V € V} refina a U (utilice la regularidad de X para
mostrar la existencia de V). Como X es paracompacto, podemos elegir
W refinamiento abierto localmente finito de V. Comprobemos que W
estd acolchonada en U. Para tal propdsito, fijemos para cada V € V un
elemento U(V) € U de tal forma que V C U(V). Dado que W refina a V,
para cada W € W, podemos elegir, y fijar, un elemento V(W) € V de tal
manera que W C V(W). Consideremos ahora a la funciéon 7: W — U
dada por: T(W) =U(V(W)) (W € W). Sea H C ‘W arbitraria, entonces

JH:-Her}=| {H:HecH}
c | Juw(H)): H €3}

= J{1(#H): H e 3}

Asi, W es un refinamiento abierto acoginado de U; por lo cual, refi-
namiento abierto o-acoginado de U.

(5) = (6). Sea U una cubierta abierta de X. Elijamos un refinamiento
abierto V = (J72,V,, de U tal que cada familia V, estd acoginada en
U. Entonces existen funciones T, : V,, — WU (para cada n € N) que
satisfacen, para V,, y U, la condiciéon dada en la Definicion 2.3.2.

Sea Wy = Vi, W, =V, \ U Vi (n > 2), y sea W = 2, W,,.
Claramente, W = V. Sea, para cada n € N, H,, = |JW,. Definamos
S ={W\Uj,, He W eW,} (neN)y §=,", 5, Entonces g es
un refinamiento acoginado de U. En efecto, no es dificil demostrar que G
cubre al espacio X. Sea T': § — U la funcién dada por: T(G) = T,,(W),
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donde W es tal que G = W\ U,_,, Hr y W € W,,. Comprobemos que T
satisface todos los requerimientos deseados.

Sea H C G arbitraria. Sean H;, = {H € H : H € G;} (: € N).
Entonces H = J,—, H,.

Sea z € |J{H : H € H}. Dado que W cubre a X, existe m € N tal
que z € JW,, = H,,. Dado que H,, NG = () para cada G € -, S
v & {H:Hel.,,H} Dedonde, z € U{H: H e, H;}. Porlo
cual, existe j € {1,2,...,m} tal que x € |J{H : H € H{,;}. Ahora, sea
D={WeW;: W\ Uy, Hr € 3;}. Entonces | J{H : H € U, I} C
UD (pues U{H : H € U",H;} € UD). Dado que D C W; C V,
D C\NHT;(W) : W € D}. Entonces existe W € D tal que z € T;(W).
Por lo tanto, existe H = W\U,.; Hy. € H1; tal que z € T(H) = T;(W).
Por lo tanto, G esté acoginada en U.

(6) = (1). Antes de iniciar la demostracién fijemos algunas ideas.
Primeramente, la propiedad dada en (6) junto con la regularidad de X
implican que el espacio X es un espacio colectivamente normal (vedse
la Proposicién 2.3.6). La idea de la demostracién consistird en mostrar
que cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-discreto;
aplicando el Teorema 2.3.6 podremos concluir que X es un espacio para-
compacto.

Sea U = {U, : a € A} una cubierta abierta de X y sea < un buen
orden para A.

Afirmacién 1. Existe una sucesién {U(1),U(2),...,U(n),...} de cu-
biertas abiertas de X tal que: U(n + 1) refina a U(n) para cada n € N,

En efecto: Para cada o € A, definamos U(a, 1) = U,; y sea U(1)
{U(a,1) : @ € A} = U. Por hipdtesis, existe C(1) = {C(,1) : «

A} refinamiento acoginado y preciso de U(1). Ahora, para cada «

A, definamos U(a,2) = U(a,1) \ Ug, C(B,1). Obsérvese que U(2)
{U(,2) : @ € A} es una cubierta abierta de X (evidentemente, cada
elemento de U(2) es abierto). En efecto, sea x € X ysea f = min{y € A :
z € U(y,1)}. Dado que U,_5,C(7,1) € U,.3U(7,1), necesariamente
& U,.5C(7,1) (de lo contrario, existirfa v < 8 tal que z € U(y,1); lo
cual es imposible). Entonces z € U(3,2) = U(8,1) \ U, C(7,1).

I mm
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Dado que U(2) es cubierta abierta de X, existe C(2) = {C(«,2) : o €
A} refinamiento acoginado y preciso de U(2).
Definamos, para cada a € A, U(«,3) = U(e,2) \ Ug., C(,2). Sea

UB) ={U(a,3) : « € A}

No es dificil verificar que U(3) es una cubierta abierta de X. Por hip6tesis,
podemos elegir un refinamiento acoginado y preciso C(3) = {C(«q,3) :
a € A} de U(3).

Supongamos que tenemos construidas U(1),U(2),...U(n) cubiertas
abiertas de X y refinamientos acoginados y precisos C(1),C(2),...,C(n)
de cada una de ellas. Definamos U(a,n + 1) = U(a,n) \ Us., Cla,n),
para cada o € A. Entonces

Un+1)={U(e,n+1):a € A}

es una cubierta abierta de X. Sea C(n+1) = {C(a,n+1): o € A} un
refinamiento acoginado y preciso de U(n + 1). Asi, de manera inductiva
hemos construido la sucesién de cubiertas deseada. X

Afirmacién 2. Dado z € X, definimos §(z,n) = min{a € A : x €
C(a,n)}. Entonces

VeeX @ §x,1)20x,2) =2 =20(x,n) =20(z,n+1)>---

En efecto: Sea n € N. Supéngase que d(z,n) < d(x,n+ 1) = S.
Por definicién de 3, z € C(B,n + 1) C U(B,n + 1). Recordemos que
UB,n+1) = UB,n) \ U{C(y,n):v < B}. Dado que é(x,n) < g,
C(6(z,n),n) CU{C(y,n): v < B}. De donde, x & C(6(x,n),n); lo cual
es una contradiccién con la definicién de 6(z, n).X

Es un hecho bien conocido que en un conjunto bien ordenado toda
sucesion decreciente infinita se estabiliza. Entonces, para cada x € X,
existe m(z) € N tal que d(z,n) = 6(z, m(x)), para cada n > m(z).

Afirmacion 3. Sea, para a € A y cadan € N,
F(a,n) ={z € Clay,n) :a=9(z,n) yn=m(x)}

Definamos F(n) = {F(a,n) : « € A} (n € N). Entonces
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1. F(a,n) € C(a,n) CU(a,n);
2. F=U,2,F(n) es una cubierta de X;

3. Cada familia F(n) es una familia discreta.

En efecto: Por construccién, F(a,n) C C(a,n), y ya hemos visto que
C(a,n) C U(a,n). Ahora, si x € X entonces z € C(d(z, m(x)), m(z))
(vea la definicién de d(x, m(x))). De donde, x € F(6(x,m(x)), m(zx)).

Probemos ahora que cada familia F(n) es discreta. Para tal propésito,
elijamos x € X. Sea k > max{n,m(z)}. Sean f = 0(z, k) y W = X\
U5 C (7, k). Claramente W € T*(X). Atn mds, x € Wy W intersecta
a lo més un elemento de la familia F(n). Efectivamente, dado que k—1 >
m(z), 0(xz,k — 1) = d(x,m(x)). De esto tltimo y de la definicién de
d(z,k —1) tenemos que x € C(f,k —1) (note que 8 = 0(z, k) = 0(x, k —
1) = 6(x.m(x))). Asi, si a > [ entonces © € U(a, k) = U(a, bk — 1)\
U <o C(7:k —1). Entonces = € |J,.5C(7, k) (recuérdese que la familia
C(k) esta acoginada en U(k)). Ademds, nétese que como k + 1 > m(z),
0B, k) = 0(B,k+1). Asi, x € C(B,k+1) C U(B,k+ 1). Como
UG,k +1) = UGB, k) \U(C(@B) o < B}, = ¢ ULC(@, F) - a < ).
Todo lo anterior nos dice que z € W = X \ Uv#ﬁ C(v,k). De donde,
W € T(x,X). Ahora, dado que W = X\ | 5 C(v,k) vy Fla, k) C
C(a, k) para cada o # 3, W N F(a, k) = () para cada o # 5. Como
F(a,n) C F(a, k) (pues k >n), WN F(a,n) =0 para cada o # (3. Por
lo tanto, F(n) es una familia discreta. X

Finalicemos la demostracién del teorema. Dado que F(n) es una fa-
milia discreta, la familia F(n) = {F : F € F(n)} es una familia discreta
de cerrados de X (para cada n). Ademds, por el inciso (1) de la Afir-
macién 3, cada una de estas familias estd inscrita en U (recuerde que
cada C(n) estd acoginada en U(n), y que cada U(n) refina a U. Por
(1) de la Afirmacién 3, F(o,n) € C(a,n). Pero por lo antes dicho,
C(a,n) C Cla,n) CU(a,n) CU,).

Dado que X es un espacio colectivamente normal, existen B(n)
{W(a,n) : a« € A} C T*(X) familias discretas tales que F(a,n)
W{(a,n), para cada o € A.

Sea V(n) = {W(a,n) N U, : « € A} (n € N). Entonces V(n) es
una familia de abiertos de X, discreta e inscrita en U. De donde, V =

Nl
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U>2, V(n) es un refinamiento abierto o-discreto de U. Por lo tanto, X
es un espacio paracompacto. ]

Como podra darse cuenta el lector, en la anterior demostracion se
prueba el siguiente resultado de E. A. Michael, que bien puede consider-
arse un fortalecimiento de la propiedad (2) de la Proposicién 2.3.10.

2.4.4 CorOLARIO (E. A. Michael). Un espacio reqular X es paracom-
pacto si y solo si cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto
o-discreto.

2.4.5 DEFINICION. Sean U y 'V cubiertas de un espacio X. Diremos que
la cubierta 'V es un refinamiento baricéntrico de la cubierta U si la familia
{st(z,V) :x € X} refina a U. Si la familia {st(V,V):V € V} refina a U
entonces se dice que V es un refinamiento estrella de U.

2.4.6 LEMA. Supongase que U,V y W son cubiertas de un espacio X.
St W es un refinamiento baricéntrico de V y 'V es a su vez refinamiento
baricéntrico de U, entonces W es refinamiento estrella de U.

DEMOSTRACION. Sea W € W. Elijamos xy € W arbitrariamente. Por
hipétesis, existe V' € 'V tal que st(zo, W) C V. Ademds, existe U € U
tal que st(xzo, V) C U. Demostremos que st(W,W) C U. Sea H € W
tal que HNW # (). Seay € HNW. Entonces existe P € V tal que
st(y, W) C P. Entonces H UW C P. De donde, 2y € P. Por tanto,
P Cst(xp, V) CU. Entonces H C U. Por lo tanto, st(W,W) CU. O

2.4.7 Teorema. Las siguientes proposiciones con equivalentes para cual-
quier espacio X € T7.

1. X es paracompacto;

2. cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto bari-
céntrico;

3. (A. H. STONE) cualquier cubierta abierta de X tiene un refi-
namiento abierto estrella,

4. (A. V. ARHANGEL'SKII) para cada cubierta abierta W de X eziste
una sucesion {V, 22, de cubiertas abiertas de X tal que: para cada
r € X existe W € T(x, X) para el cual st(W,V,,) C U para algin
Uely algin n € N.
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DEMOSTRACION.

(1) = (2). Sea U una cubierta abierta de X. Por la Proposicién 2.3.10,
existe F refinamiento cerrado localmente finito de U. Ahora, para cada
r € X, existe U, € T(z,X) tal que {F € F: FNU, # 0}| < N,. Dado
r € X, definamos F, = {F € F: x € F'}. Ademds, para cada F' € F
fijemos U(F) € U de tal manera que F' C U(F). Sea

Wo =X\ JFed: Fgd) [ ({UWF): Fed})

Entonces la familia W = {W, : 2 € X} es un refinamiento baricéntrico
de U. En efecto, sea x € X. Fijemos un Fy € F tal que x € Fy. Es claro
que Fy € F,. Consideremos al correspondiente U(Fp) € U. Entonces
st(z, W) C U(Fp). Efectivamente, sea y € X tal que z € W,. Entonces
F,.CF, (comox e Wy C X\ HFeTF  FgF},siFeFyygF,
entonces = ¢ F'). Entonces

W, C(WUF):Fed,} C(UF):FedF,} CUER)
Por lo tanto, st(x, W) C U(Fp).
(2) = (3). La demostracién es una simple aplicacién del lema anterior.

(3) = (4). Sea U una cubierta abierta de X, y sea V un refinamiento
abierto estrella de U. Para concluir el resultado considere la sucesién
{V.}22,, donde cada V,, = V.

(4) = (1). Demostremos que cada cubierta abierta U = {U, : a € A}
tiene un refinamiento abierto o-acoginado. Sea {V,}5°, una sucesién
de cubiertas abiertas de X que satisfacen la propiedad de Arhangel’skii.
Para cada o € A y cada n € N, sea

Clayn) =V :V e T(X) y st(V, V) € Ua}

Entonces la familia € = {C(a,n) : @« € A,n € N} es un refinamiento
abierto o-acoginado de U. Dejamos al lector el comprobar que € cubre
a X y que estd inscrita en forma precisa en U.

Fijemos n € Ny sea A’ C A. Sea z € X \ |J{U, : « € A'}. Como
st(C(a,n),V,) C U, para cada a € A, st(z,V,,) NC(a,n) = () para cada
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a € A (pues para tales a, z € U,). Entonces z € |J{C(a,n):a € N}
(pues st(z,V,) € T(z,X)). De donde,

U{C(a,n) cae N} C U{Ua cae N}

Asi, hemos demostrado que toda cubierta abierta de X tiene un re-
finamiento abierto og-acoginado. Para demostrar X es un espacio para-
compacto bastara demostrar que X es regular (vedse el Teorema 2.4.3).
Obsérvese que dado que cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento
abierto o-acoginado, entonces toda cubierta abierta de X tiene un refi-
namiento acoginado (vedse la demostracién de la implicacion (5) = (6)
del Teorema 2.4.3). De donde, por la Proposicién 2.3.6, X es un espacio
colectivamente normal; por lo cual, regular. O

2.4.8 COROLARIO (A. H. Stone). Todo espacio métrico es un espacio
paracompacto.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio métrico y sean V,, = {B(2;%) : x €
X} (n € N). Para cualquier cubierta abierta U de X, la sucesién {V,,}°2 ;
satisface la propiedad de Arhangel’skii. En efecto, sean x € X y U € U
tal que x € U. Elijamos € > 0 de tal manera que z € B(x;¢) C U. Sea
m € N tal que 2 < e. Entonces st(B(z; =), V) € B(z;e) CU (siy € X
tal que B(y; Z)NB(z; L) # 0, sean z € B(y; =)NB(z; ~) y w € B(y; -).
Entonces d(w,z) < d(w,y) + d(y,z) < d(w,y) + d(y,z) + d(z,z) <
T+ L3 O

m



Capitulo 3

Otras caracterizaciones: el
Teorema de Tamano y
particiones de la unidad

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos introducido la nociéon de espacio para-
compacto y algunas de sus caracterizaciones; y aprovechando dichas car-
acterizaciones hemos analizado su relacién con otras clases de espacios
topoldgicos como la clase de espacios compactos, la clase de espacios
métricos, la clase de espacios normales, etc. En este capitulo analizare-
mos el comportamiento de la paracompacidad en relaciéon a su preser-
vacién, o no, con respecto a las principales operaciones entre espacios
topoldgicos. Ademads de ello, introduciremos otras interesantes caracter-
izaciones de los espacios paracompactos. Particularmente, exponemos
una demostracién del importante Teorema de Tamano que proporciona
una caracterizacion de la paracompacidad utilizando a la compactacion
de Stone-Cech y establecemos la clésica caracterizacién de la paracom-
pacidad utilizando la nocion de particion de la unidad.

63
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3.2 Preservacion de la paracompacidad ba-
jo operaciones basicas

Iniciamos esta seccién demostrando que la paracompacidad se hereda por
los subespacios de tipo F.

Recuerde que un subespacio F' de un espacio topolégico X es un
subconjunto F, si existen subconjuntos cerrados F,, con (n € N) tales
que F =2, F,.

3.2.1 PROPOSICION. Sea X un espacio paracompacto. Si F es un sub-
conjunto de tipo F, de X, entonces F' es paracompacto.

DEMOSTRACION. Sea F = |J~ | F,,, con cada F), subespacio cerrado de
X. Sea U una cubierta abierta de F, y sea, para cada U € U, W(U) €
T(X) tal que W(U)N F =U. Entonces W; = {W(U) : U € U} | J{X \
F;} es una cubierta abierta de X, para cada i € N. Dado que X es
paracompacto, existe un refinamiento abierto localmente finito V; de W;,
para cada i. Para toda n € N, definimos B, = {FNV :V eV, yVnN
F, # 0}. Entonces B = |J,—, B,, es una cubierta abierta o-localmente
finita de F' que refina a U. m

3.2.2 COROLARIO. Cada subespacio cerrado de un espacio paracompacto
es paracompacto.

3.2.3 COROLARIO. La suma topoldgica BscsXs €s paracompacto si y solo
si todos los espacios Xy son paracompactos.

DEMOSTRACION. Si la suma @®,c5X, es paracompacta, entonces todos
los X, son paracompactos por el ultimo corolario. O

Inversamente, si todos los X, son paracompactos, entonces para cada
cubierta abierta V = {Vi}er de la suma @,csX; la familia (1), g As
- donde A, es un refinamiento abierto localmente finito de la cubierta
abierta { X[\ V;}ier del subespacio X - es una cubierta abierta local-
mente finita de la suma @,c5X, que refina V. O]
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Pasemos ahora a la discusién de la invariancia de la paracompaci-
dad bajo funciones continuas. Para comenzar, notemos que la para-
compacidad no es un invariante bajo funciones continuas. FEfectiva-
mente, cualquier espacio topologico es una imagen continua de un es-
pacio discreto, y por consiguiente, de un espacio paracompacto. Asi que
si tomamos un espacio no paracompacto (X,T) y dotamos a X con la
topologia discreta, entonces la funcién Idx : (X, P(X)) — (X,T) es
continua y sobreyectiva, (X, P(X)) es paracompacto, pero (X,T) no lo
es.

El siguiente resultado es corolario del Teorema 2.4.3.

3.2.4 CorOLARIO (E. A. Michael). Si X,Y € Ty, X es paracompacto y
f: X =Y es sobreyectiva, continua y cerrada, entonces Y es paracom-
pacto.

DEMOSTRACION. Sea U una cubierta abierta de Y. Entonces W =
{f7Y(U) : U € U} es una cubierta abierta de X. Sea € un refinamiento
cerrado y conservativo de W.

Sea D = {f(C) : C € C}. Entonces D es un refinamiento cerrado y
conservativo de U. En efecto, dado que f es una funcién cerrada, D es
una familia de subespacios cerrados de X. La sobreyectividad de f, y el
hecho de que € cubre a X, permiten constatar que |JD =Y. Ahora, si
C € C entonces existe W = f~1(U) (para algin U € U) tal que C' C W.
Entonces f(C) C f(W) =U. De donde, D estd inscrita en U. Asi, resta
probar que D es conservativa.

Sean D" C Dy y € | {D:DeD}. Podemos suponer que D' =
{f(C) : C € €'} para alguna subfamilia ¢’ C €. Entonces f~!(y) N
U{C : C € €'} # 0 (en caso contrario: f~!(y) C X\|U{C:C € €'} =U,
entonces f#(U) =Y \ f(X\U) € T(y,Y) es tal que f#(U) N (J{C :
C € @'}) = 0; lo cual es una contradiccién) Asi, existe C' € € tal que
Y y)NC # (. Entonces y € f(C) € D'. Entonces y € | J{D : D € D'}.
Por lo tanto, D es conservativa. O

Ahora demostraremos dos proposiciones que seran utilizadas para
comprobar que la paracompacidad es un invariante inverso bajo funciones
perfectas.
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3.2.5 PROPOSICION. Una funcion continua f : X — Y es cerrada
(abierta) si y sdlo si para cada B CY y cada conjunto abierto (cerrado)
A C X tal que f~Y(B) C A, existe un conjunto abierto (un cerrado)
C CY con BCC tal que f~1(C) C A.

DEMOSTRACION. Supongamos que [ es cerrada (el argumento para el
caso en que f es abierto, es similar). Supongamos que f : X — Y es
cerrado, B es un subconjunto de Y y A es un subconjunto abierto de X

el cual contiene f~1(B). El conjunto C =Y \ f(X \ A) es abierto en Y’
y contiene B. Adems4s,

JHO) =TIV FXNA) =X\ TfX\NA) CX\(X\A) =4

Supongamos ahora que f satisface la condicién en la Proposicion y
tomemos un conjunto cerrado F' C X. El conjunto A = X \ F' es abierto,
y para B =Y\ f(F) tenemos

fHB) =X\ f(F) S X\F =4

entonces existe un subsonjunto abierto C' de Y tal que Y \ f(F) C C
y f7HC) C A, es decir, f7Y(C)N F = . La tltima igualdad implica
que C' N f(F) = 0, es decir, que C C Y \ f(F). Entonces tenemos
f(F) =Y\ C,y esto demuestra que el conjunto f(F) es cerrado. O

En el caso de una funcién cerrada la condicion en la Proposicion 3.2.5
puede ser reemplazada por lo siguiente:

3.2.6 PROPOSICION. Una funcién continua f : X — Y es cerrada si
y solo si para cada punto y € Y y cada conjunto abierto U C X el

cual contiene f~1(y), exviste en Y una vecindad V del punto y tal que
fHvycu.

DEMOSTRACION. Por el la Proposicién 3.2.5, es suficiente demostrar
que si f satisface la condicion en la Proposicion, entonces f es cerrada.
Tomemos un conjunto B C Y y un conjunto abierto A C X tal que
f~Y(B) C A. Para cada y € B, escogemos una vecindad V, C Y del
punto y tal que f~1(V,) C A. El conjunto abierto C' = UyeB V, satisface
la inclusién B C C'y f~1(C) C A, entonces f es cerrada por 3.2.5. [
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Ahora si demostremos que la paracompacidad es invariante inverso
de funciones perfectas.

3.2.7 Teorema. La paracompacidad es un invariante inverso de fun-
ciones perfectas.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién perfecta sobreyectiva,
donde Y es paracompacto. Considere una cubierta abierta {U}scs del
espacio X y para cada y € Y escogemos un conjunto finito S(y) C S tal
que f~1(y) C Uses(y) U,. Aplicando la Proposicién 3.2.6, tomemos una
vecindad V}, del punto y tal que

fffycrtvipe U o

s€5(y)

La cubierta abierta {V, },ey de Y tiene un refinamiento abierto local-
mente finito {W;}ier. La familia {f~'(W;) }ier es una cubierta abierta
localmente finita de X y para cada t € T existe un y; € Y que satisface

v crtvi e U o

Facilmente podemos comprobar que la familia {f~'(W,) NU,: t € T
y s € S(y;)} es un refinamiento abierto localmente finito de {Us}ses O

La paracompacidad no es una propiedad que se preserve por produc-
tos, ni siquiera es necesariamente cierto que el cuadrado de un espacio
paracompacto sea un espacio paracompacto. El cuadrado de la linea
de Sorgenfrey es un ejemplo de esto ultimo. Para convencernos de ello,
vamos a requerir del siguiente resultado conocido como Lema de Jones.

3.2.8 LEMA. Sea X wun espacio normal separable. Si X contiene un
subespacio discreto y cerrado de cardinalidad k, entonces 2F < 2%,

DEMOSTRACION. Sea Y un subespacio discreto y cerrado de X de car-
dinalidad s y sea D un subespacio denso numerable de X. Como cada
subconjunto de Y es un subconjunto cerrado de X, tenemos que para
cada A C Y existen subconjuntos abiertos ajenos Uy y V4 de X tales que
ACU,yY\ACV, Paratodo A CY, definamos Cy = UsND. Note-
mos primeramente que si A, B C Y son diferentes, entonces Uy # Ug.
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En efecto, como A # B se tiene que A\ B # () o B\ A # 0 (o ambos
casos). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A\ B # (). En-
tonces Uy NVg # 0 (porque A\ B C Uy N V). De esto tiltimo podemos
ya. concluir que Uy # Ug porque Ug N Vg = 0.

Observe ahora que para cada A C Y se tiene que

Us=UsND=Cy4

(esto debido a que D es un subconjunto denso de X). En consecuencia,
podemos concluir que si A, B C Y son tales que A # B, entonces C'y #
Cp (puesto que si Cy = Cp entonces se tendria que Uy = U_B) De
esta manera tenemos una funcién inyectiva ¢ : P(Y) — P(D) dada por
P(A) = C4 para todo A € P(Y). La existencia de esta funcién nos
permite concluir que 2% = |P(Y)| < |P(D)| = 2%. O

3.2.9 EJEmMPLO. Como todo espacio regular Lindelof es paracompacto,
se sigue que la linea de Sorgenfrey K es un espacio paracompacto. Debido
a que el producto cartesiano K x K no es un espacio normal (aplicando el
Lema de Jones podemos concluir que el cuadrado de la linea de Sorgenfrey
no es un espacio normal porque K x K es separable ya que Q x Q es
denso en K x K y ademéds K x K contiene a un subespacio discreto
cerrado de cardinalidad ¢, a saber {(x, —z) : € R}) podemos inferir del
Teorema 2.2.6 que el producto cartesiano de dos espacios paracompactos
no necesariamente es paracompacto.

No obstante a lo anterior si multiplicamos un espacio paracompacto
con un espacio compacto siempre obtenemos un espacios paracompacto.
Para demostrar esto iltimo, demostraremos antes el siguiente lema.

3.2.10 LEMA. Sean X yY espacios topologicos. Si B es un subconjunto
compacto de Y y x € X son tales que {x} x B estd contenido en un
subconjunto abierto W de X XY, entonces existen abiertos U y V' de X
y 'Y, respectivamente, tales que {x} x BC U xV CW.

DEMOSTRACION. Como {2} x B es homeomorfo a B y éste es compacto,
tenemos que {z} x B es compacto. Note que para cada y € B, existen
abiertos UY y V7 tales que {z} x B C |J,p(U¥ x V;7) € W. Como
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{z} x B es compacto, existen 4, ...,y, € B tales que

{z} x BC OU%xW cw.xvycw

yeB

SeaU =_, Uy V=UL Vi Noteque{z} x BCUxV CW. O

3.2.11 PROPOSICION. Si X es un espacio paracompacto yY es compacto
entonces X XY es un espacio paracompacto.

DEMOSTRACION. Demostraremos que toda cubierta abierta de X x Y
tiene un refinamiento abierto localmente finito. Sea entonces U = {U,, :
a € J} una cubierta abierta de X x Y. Sea xz € X fijo. Como Y es
homeomorfo a {x} X Y, tenemos que este ltimo subespacio de X x Y es
compacto. Entonces existen una cantidad finita de indices ay, ..., a,, €
J tales que {z} x Y C |J;Z, Uy . Por el Lema 3.2.10, existe un abierto
V. de X que contiene a x tal que {z} x Y CV, x Y C %, U,

Considere ahora a la coleccion V = {V, : x € X}. Note que V es una
cubierta abierta de X, el cual es paracompacto. Entonces existe un refi-
namiento abierto localmente finito W de V. Como W es un refinamiento
de V, para cada W € W existe un « € X tal que W C V.. Fijemos,
para cada W € W, un 2" € X tal que W C V,w. Considere ahora a la
coleccion

H={(WxY)NUL :j=1,... nw WeW

La coleccién H es un refinamiento abierto de U localmente finito. Efecti-
vamente, es claro que H esta formada de subconjunto abiertos de X x Y
y que estd inscrita en U. Asi que bastara ver que cubre a X x Y y que
es localmente finita. Pero ello es sencillo, note que si (z,y) € X x Y
entonces existe W € W tal que x € W. Por definicién de V,w, tenemos
que (z,y) € W xY C Un WUg . Asi que existe j € {1,...,n,w} tal
que (z,y) € (WxY)ﬂUgfj e .

Por otra parte, como W es localmente finita, si (z,y) € X x Y existe
una vecindad U de z en X tal que U X Y intersecta a un nimero finito
de elementos de 'W. Entonces U x Y intersecta un numero finito de
elementos de . O
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3.3 El Teorema de Tamano

Ahora introduciremos un nuevo concepto, el de cubierta normal, para
dar pie a dos reultados que mas adelante nos ayudaran a demostrar el
Teorema de Tamano.

3.3.1 DEFINICION. Una cubierta abierta U de X es una cubierta normal
si existe una sucesiéon {V,};° de cubiertas abiertas tales que V; es un
refinamiento estrella U y 'V, 41 es un refinamiento estrella V,, para cada
n € N.

En seguida demostraremos que ain en ausencia de paracompacidad,
las cubiertas normales tienen refinamientos abiertos localmente finitos.

3.3.2 Teorema. Si U es una cubierta normal de un espacio X, entonces
U tiene un refinamiento abierto localmente finito el cual es también o-
discreto.

DEMOSTRACION. Supongamos U = {U,, : @ € A} es una cubierta abierta
de X, con A bien ordenada, y sea {V,}° es una sucesién de cubiertas
abiertas donde V; es un refinamiento estrella U y V,, ;1 es un refinamiento
estrella V,,. Para cada = € X, sea §(x) el mas pequeno elemento 3 € A
tal que st(x,V,) C Us para algin n € N. Para cada o € Ay cadan € N,
sea

F(a,n) ={x:a=4d(x),st(z,V,) CU,}

G(a,n) = st(F(a,n), Vni3)

Es claro que {F(a,n) : @« € A,n € N} cubre a X. Asi {G(a,n) :
a € A,n € N} es un refinamiento abierto de U. Dejamos al lector
verificar que {G(a, n) : @ € A} es una coleccién discreta para cadan € N.
Para obtener un refinamiento localmente finito una pequena sugerencia
es necesaria. Si

K(n) = | J{st(F(o,n), Vosa) : 0 € A}

es facil demostrar que
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K(n) €| J{G(a.n) : o € A},

Sea

H(a,n) = G(a,n) \ (| K(k)).
k<n
Se sigue que {H(a,n) : « € A,n € N} es el refinamiento abierto
o-discreto deseado, el cual es también localmente finito. O

El siguiente resultado serd usado posteriormente en la demostracién
del Teorema de Tamano, para poder establecerlo correctamente necesi-
tamos algunas definiciones.

3.3.3 DEFINICION. Diremos que una coleccién finita H es centrada si
NFH # 0y que H es centrada en x si x € (.

3.3.4 Teorema. Para cada espacio X, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. X es paracompacto.

2. Para cada cubierta abierta W de X hay un refinamiento abierto 'V
tal que para cada V €V hay un W C WU finito tal que st(V,V) C
UwyVCOW.

3. Para cada cubierta abierta U de X hay un refinamiento abierto 'V
tal que para cada x € X hay un conjunto abierto V que contiene a
x y una coleccion W C U finita, centrada en x, tal que st(V,V) C

Uw.

DEMOSTRACION. (1) = (3). Sea U una cubierta abierta de X. Como X
es paracompacto, existe V un refinamiento abierto estrella de U.

(3) = (2). Sea U una cubierta abierta de X, y sea V dado como en (3).
Para cada x € X, tomemos un conjunto abierto V, conx € V, y W, C U
finito, con z € ('W,, tal que st(V,,V) C |UW,. Sea H, =V, N (W)
y H ={H,:z € X}. Entonces H es una cubierta abierta de X, y para
H, € H tenemos que
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st(Hy, 3) C st(V,, V) C (W,
y H, C ('W,. Entonces (2) es verdadera.

(2) = (1). Sean Us, Uz, U; cubiertas abiertas de X tales que Us refina
Uy y Uy refina U; en la manera dada en (2). Sean ULC ULC UFC las
cubiertas obtenidas al tomar todas las uniones de subcolecciones finitas
centradas de Uz, Uy, Uy, respectivamente. Para cada U € UL sea Gy una
subcoleccién centrada finita de Uz tal que U = |J Gy. Demostramos que
ULC es un refinamiento estrella de UFC. Sea V € UFC. Ahora, hay una
coleccién finita H C U, tal que st(V,Us) CUH y NGy € N H. (Para
ver esto, para cada S € Gy, tome Wg C U, finita tal que st(S5,Us) C
UWsy S CUWs. Sea H = J{Ws]|S € Gy }.) Se sigue que

st(V,U59) C st(| )3, Us) C st JH Up)

Para cada H € H hay un Wy C U, finito tal que st(H,Us) C U Wg y
H C N Wpg. Sea H = |J{Wpy : H € H}; entonces H es una subcoleccién
finita centrada de U y

st JH,Uy) € A e uf©.

Esto demuestra que UL es un refinamiento estrella de UFC. Repi-
tiendo el mismo argumento, podemos demostrar que si U es cualquier
cubierta de X, entonces UC es una cubierta normal, asi por el Teorema
3.3.2, tenemos un refinamiento abierto localmente finito. No es dificil
demostrar que U debe tener un refinamiento abierto localmente finito,
completando asi la demostracion de 3.3.4. O

Estamos ya en posicion de enunciar y demostrar el Teorema de Tamano.
Dicho Teorema proporciona una caracterizacion “externa‘“ de la paracom-
pacidad.

3.3.5 Teorema. Las siguientes proposiones son equivalentes para cual-
quier espacio Tychonoff.

1. X es paracompacto;
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2. X x X es normal

DEMOSTRACION. (1) = (2) Ya que X es paracompacto y GX es com-
pacto el producto X x X es paracompacto y por lo tanto normal (vednse
las Proposiciones 3.2.11 y 2.3.7.

(2) = (1) Supongamos que X x X es normal y U es una cubierta
abierta de X. Demostremos que X satisface (3) de 3.3.4. Para cada con-
junto abierto U C X asignamos un conjunto abierto U* en X tal que
U*N X = U y definamos U* = {U* : U € U}. Aplicando la normalidad
de X x X podemos encontrar un conjunto abierto W C X x X tal que

{(r,2)|x € X} SV CVCW = J{U x U*|U € U}.

Sin perder generalidad podemos suponer que V puede ser expresado
como V = |J{V, x VI|a € A} donde V, es abierto en X. Ahora
supongamos = € X y definamos F = (X \ st(z,U*). Es claro que
({z}xE)YW = D asi que ({z}x E)(V = () y ademés existen conjuntos
Wy, Wy abiertos en X y X respectivamente tales que {x} x E C Wy x W,
y (W, x Wy) 'V = . Tenemos entonces que (W x Wy) (Ve x V) = ()
para cada «a; asi que W (V¥ = 0 cuando Wy NV # 0.

Entonces tenemos que Wy N V¥ = ) cuando

WinVe£0 6 Wynst(W!, V) =0.

Por consiguiente, E()st(W;,V*) = 0. Asi que BX (st(W,V*)) C
st(x, U).

De hecho, existe una subcoleccion finita P C U*, centrada en x, tal

que st(W;,V*) C U?P.

SIW={SNX :S € P}, entonces st(W;,V) C [JW y las condiciones
(3) de 3.3.4 son satisfechas. O

Como un corolario al Teorema 3.2.11, al Corolario 1.15.3 y al Teorema,
3.3.5 tenemos el siguiente resultado.
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3.3.6 Teorema. Para cada espacio topologico X, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. El espacio X es paracompacto.

2. Para cada espacio compacto Y el producto cartesiano X X Y es
normal.

3. Para cada espacio compacto Y tal que w(Y) < w(X) el producto
cartesiano X XY es normal.

(X)

4. El producto cartesiano X x I"'*) es normal.

3.4 Otras caracterizaciones —Particiones de
la unidad

Una familia {f,}aca de funciones continuas de un espacio X en el inter-
valo unitario cerrado I = [0, 1] es una particién de la unidad en el espacio
X si Ypenfa(x) =1 para cada z € X.

Es importante mencionar que la iltima igualdad significa que para
cada zp € X el conjunto {o € A : f,(zo) # 0} es a lo méds numerable
y que la serie Y 2, fa (o), donde {ay,as,...} = {a € A : fo(x) # 0}
converge a 1. Note que la serie Y .o, fa; (%) converge absolutamente,
y por ello, el arreglo de los términos no importa y como converge a 1
significa que 1 es el limite minimo superior del conjunto que consiste de
todos los numeros de la forma

for(x0) + fan(z0) + ... + fa, (x0), donde aq, a9, ...,ap, € Ay k=1,2, ...

Diremos que una particién de la unidad {f,}aea en un espacio X es
localmente finita si la cubierta {f;((0,1])}aca del espacio X es local-
mente finita.

Una particién de la unidad {f,}aca en un espacio X es subordinada
a la cubierta U de X si la cubierta {f,((0,1])}aeca del espacio X es un
refinamiento de U.
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La idea de esta seccion es demostrar dos caracterizaciones de para-
compacidad en términos de particiones de la unidad; estas caracteriza-
ciones son muy utiles no solamente en Topologia sino también en Anélisis
y Geometria Diferencial. El Teorema que continen estas caracterizaciones
esta precedido por los siguientes resultados.

3.4.1 PROPOSICION. Si {Aataea es una familia localmente finita (disc-
reta), entonces la familia {As}aca tambien es localmente finita (disc-
reta,).

DEMOSTRACION. Sea f = {A,}aeca una familia localmente finita. Esto
es, para cada x € X, existe W abierto con x € Wy Ay, As, ..., A, tal que
si A# A, con a € A tenemos que WA =1

Debemos probar que f = {A,}aca tambin es localmente finita, es
decir, hay que probar que para cada x € X, existe W abierto con x € W
y Ay, Ay, ..., A, tal que si A # A, con a € A tenemos que W (A =0

De aqui deducimos que lo que hay que probar es lo siguiente: sabemos
que WA = (0 y dado que W es un abierto entonces hay que probar
que WNA=0

Para demostrarlo supongamos que WA = 0 y que WNA # 0.
Luego entonces tenemos que 3 x € W (A4, de aqui que z € W que
es un abierto y € A entonces por la proposicién 1.3.8 tenemos que
W (N A # () llegando asi a una contradiccion. ]

El siguiente Lema es en esencia la implicacién (3) = (4) del Teorema
2.2.8 con el fin de ser lo mas explicitos posibles, repetiremos aqui la
demostracion de dicha implicacién.

3.4.2 LEMA. Si cada cubierta abierta de un espacio regular X tiene
un refinamiento localmente finito (que consiste de conjuntos arbitrarios),
entonces para cada cubierta abierta {U,}aen del espacio X existe una
cubierta cerrada localmente finita {Fs}aepn de X tal que F, C U, para
cada o € A.

DEMOSTRACION. Por la regularidad de X existe una cubierta abierta W
del espacio X tal que {W : W € W} es un refinamiento de {U, }aca.
Tomemos un refinamiento localmente finito {A;}cr de la cubierta 'W.
Para cada t € T" escogemos un
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alpha(t) € T tal que A, C Ua@), y definimos F, = a(t):azt. De los
Teoremas 2.2.4 y 3.4.1 se sigue que {F,}aen €s una cubierta cerrada
localmente finita de X y la definicién de los F,, implica que F, C U,
para cada o € A n

3.4.3 OBSERVACION. Notemos que en la demostracién del lema anterior,
si la cubierta {A;};cr es abierta entonces los conjuntos V, = Uyt)=a At
son abiertos y V,, = F,. Por lo tanto, para cada cubierta abierta {U, }aca
de un espacio paracompacto existe una cubierta localmente finita abierta
{Va}aen tal que V,, C U, para cada a € A

Por otro lado tenemos el siguiente hecho sobre funciones continuas
facil de demostrar.

3.4.4 PROPOSICION. Una funcién f de un espacio topoldgico X a un
espacio topologico Y es continua si y solo si para cada punto x € X tiene
una vecindad U tal que f|U es continuo.

3.4.5 LEMA. 5% para una cubierta abierta U de un espacio X existe una
particion de la unidad { fo}aea subordinada a esta, entonces U tiene un
refinamiento abierto localmente finito.

DEMOSTRACION. Para empezar, observemos que para cada funcién con-
tinua g : X — I y cualquier punto zg € X que satisface g(x¢) > 0, existe
una vecindad Uy del punto xg y un conjunto finito Ag C A tal que

(1) fo(z) < g(z) paracadaxz € Uy y a € A\ Ao.

Efectivamente, facilmente verificamos que cualquier conjunto Ag =
{a1, a9, ..., } € A tal que 1 — Zle Jo; (o) < g(xp), el conjunto abierto

Up={z € X:1-3F fu(z) < g(x)} satisface (1).

Para cada x € X existe un a(z) € A tal que fuy)(2) > 0. Haciendo
g = fa(z) en la observaciéon de arriba inferimos de 3.4.4 que la férmula
() = supaen fo(x) define una funcién continua f: X — (0, 1].

Para cada o € A el conjunto V, = {z € X : fo(2) > 5 f(x)}



CAPITULO 3. OTRAS CARACTERIZACIONES 77

es abierto, y la familia V = {V, },ea es un refinamiento de U. Definiendo
g = % f en nuestra observacion original podemos concluir que V es una
familia localmente finita. O

3.4.6 PROPOSICION. Para cada espacio X T}, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. FEl espacio X es paracompacto.

2. Cada cubierta abierta del espacio X tiene una particion localmente
finita subordinada a ésta.

3. Cada cubierta abierta del espacio X tiene una particion de la unidad
subordinada a ésta.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Asumiremos que X es paracompacto y con-
sideremos una cubierta abierta A de X. Sea U = {U}aeca €s un re-
finamiento abierto localmente finito de A. Por el Lema 3.4.2 existe
una cubierta cerrada {F;},ca del espacio X tal que Fy C U, para cada
s € S.Del Lemma de Urysohn se sigue que para cada a € A podemos
encontrar una funcién continua g, : X — [ tal que gs(x) = 0 para
r € X\Usy gs(x) = 1 para o € F;. La familia CalU es localmente
finita, dejando g(x) = > ., 9s(z) nosotros definimos una funcién con-
tinua g : X — R. Fécilmente vemos que {f;}cs, donde fs = g5/g, es
una particiéon localmente finita de la unidad subordinada a A. Por lo
tanto la implicacién estd establecida.

(2) = (3) Es obvia.

(3) = (1). Esta implicacién, por el Lema 3.4.5, se reduce a demostrar
que cada espacio X que es T} que satisface (3) es un espacio Hausdorff.
Considere un par de puntos distintos 1,25 € X. La cubierta abierta
U={X\{x1}, X\ {z2}} del espacio X tiene una particién de la unidad
{fs}ses subordinada a este. Tomemos un so € S tal que f, (1) = a > 0;
entonces el conjunto f '((0,1]) esta contenida en X \ {z2}, nosotros
tenemos fs,(22) = 0. Los conjuntos abiertos Uy = f;'((a/2,1]) y Uy =
f:1([0,a/2)) son disjuntos y contienen xy y x, respectivamente. O
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