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iv INDICE

Introducciéon

En el trabajo [15] de Gian-Carlo Rota, se hizo un andlisis profundo de la Teorfa de
funciones de Mobius en matematicas combinatorias y se comprobd su importancia. La
nocion de algebra de incidencia juega un papel importante dentro de esto.

Las categorias de Mébius fueron introducidas por Leroux en [4] y abstraen la idea
de conjunto parcialmente ordenado y localmente finito; ademaés les asocia un algebra de
incidencia, donde se demuestra el principio de inversién de Mdobius.

En el articulo “The Hopf algebra of Mdbius intervals” de Lawvere y Menni, se con-
struye un algebra de Hopf H a través del enfoque objetivo aplicado a una categoria
monoidal extensiva de objetos combinatorios, con valores en anillos apropiados, esencial-
mente abstraido de funtores combinatorios en los objetos. Esta posee la propiedad que
para cualquier categoria de Mobius C, existe un morfismo de algebras del dual H* de H
al algebra de incidencia de C. Ademas, el principio de inversién de Mobius en algebras
de incidencia se sigue de un resultado de la inversion en H*. Ellos creen que el ajuste
2-categorico correcto de algunos de sus resultados parece ser la 2-categoria de categorias
extensivas Fxt y su producto tensorial.

En el trabajo, se supone que el lector esta familiarizado con los conceptos basicos de
la Teoria de categorias como son: categorias, subcategorias, transformaciones naturales,
funtores, limites, colimites, productos, coproductos, coproductos y productos fibrados,
categoria rebanada, adjunciones, isomorfismo natural, etc. Las definiciones se pueden
encontrar en [1], [12] y [13].

Nuestro objetivo es construir esta estructura monoidal cerrada en la 2-categoria Fxt
dada por Gates en [6], y entender como se ajusta al problema de Lawvere y Menni, aunque
esto ultimo no es tratado en la tesis.

En el primer capitulo, damos la definicion de categoria extensiva, basandonos en la
definicién dada en [18]; la cual abstrae la idea de que el coproducto en conjuntos y en
topologia es la unién disjunta. Dada la definicién de categoria extensiva, obtenemos al-
gunos resultados, uno de los cuales es que la suma es disjunta, ademas de ser distributiva
en caso de tener productos. Consideramos la categoria de categorias extensivas y funtores
que preservan sumas.

Dada una categoria X', definimos la categoria Fam(X), la cual es folklore categérico, la
categoria de familias finitas de elementos de X o la completacion bajo coproductos finitos
de X; la cual se prueba es extensiva, y vemos algunas propiedades de ésta en el capitulo
2.

En el capitulo 3, construimos la categoria de fracciones, con la idea siguiente: Dada
una categoria X y I' una subclase de morfismos de la clase de morfismos de X', bajo
ciertas restricciones, podemos contruir una nueva categoria XT~!, la cual “invierte” (en
cierto sentido) a los morfismos en T', llamada la categorfa de fracciones XT~!, la cual es
extensiva en caso de que X lo sea y I' sea cerrada bajo sumas finitas. La definicién dada
aqui es la dual de la dada en [17] pagina 256. La construccién del producto tensorial en
Ext, radica en que podemos invertir cierta clase de morfismos en Fam(X xY'), utilizando
la categoria de fracciones. Es la analogia a la construccién del producto tensorial para
grupos abelianos.

En el desarrollo de la tesis, veremos los aspectos técnicos de éstas ideas, concluyendo
en el capitulo 4 con la construccion del producto tensorial en Ext.



Capitulo 1

Categorias extensivas

En este capitulo vamos a ver un caso especial de categorias utilizadas en este trabajo, las
cuales absatraen la idea de suma y producto de niimeros como lo hacemos regularmente.
En estas categorias es posible hacer “teoria de ntimeros” y abstraer algunos resultados.
La definicién que utilizamos es la dada en [18], y se puede consultar més sobre el tema en
[3].

Dados X una categoria con sumas finitas y A, B € X, podemos considerar el funtor
F: X/AxX/B—X/(A+ B),elcualaun par (f,g) € X/AxX /B le asocia F(f,g) =
f -+ g; el tnico morfismo que hace conmutar los diagramas

f+g

Dy+ D, At Dy + D, A+ B
in A iDg iB
Df A Dg 7 B

Y dado un morfismo (x,y) : (f,g9) = (h,k) en X/A x X /B, le asigna el morfismo x + y :
D¢+ Dy — Dy, + Dy, el cual hace conmutar el diagrama

Di+ D, —~ D, + Dy

fﬁ—i—éﬁk

Se deja al lector demostrar que es funtor.

La siguiente definicién expresa en términos de funtores, cuando un morfismo f : Dy —
A+ B se puede descomponer de tal manera que obtengamos dos morfismos f; : Dy, — A
y fo 1 Dy, = B; con la propiedad que Dy, + Dy, = Dy y fi1 + fo = f, como la suma en las
categorias C'on y Top.

1.1 Definicion

Definicién 1.1 Categoria extensiva
Una categoria X se dice que es extensiva si tiene sumas finitas y VA, B € X el funtor
F: X/AxX/B—X/(A+ B) es una equivalencia de categorias.

Al funtor anterior le llamaremos el funtor de comparacion.
Véase que cuando se tiene sumas finitas, tenemos un objeto inicial en la categoria, pues

> ¢ A =0 donde 0 es el objeto inicial de X. Observemos que, VA € X', A4 0= A. Esto

1



2 CAPITULO 1. CATEGORIAS EXTENSIVAS

es facil de comprobar con la definicién de coproducto en una categoria y demostrando que
A cumple con la propiedad universal del coproducto de A y 0.

A continuacién veremos un teorema muy 1util para comprobar si una categoria es ex-
tensiva. Otro ejemplo de categoria extensiva es la categoria de gréaficas finitas Graphy.

1.2 Teorema de equivalencia

El siguiente teorema es muy 1til en este trabajo, puesto que nos da una caracterizacién
de las categorias extensivas, la cual es mas facil de utilizar pues trabaja con los elementos
de la categoria y no con funtores.

Teorema 1.2 Sea X una categoria, entonces X es extensiva si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones:

1. X tiene sumas finitas.
2. X admite productos fibrados a lo largo de inyecciones de sumas binarias.

3. Dado un diagrama conmutativo en X

X Z Y

A A+ B B

Si la parte de abajo es una suma, entonces los cudrados son productos fibrados si y
solo si la parte de arriba es una suma.

(=) Supongamos que X es extensiva, con lo cual tiene sumas finitas. Veamos que se
cumple la condicién (2). Supongamos que el funtor de comparacién es una equivalencia
de categorias; y por el teorema 1 del capitulo IV, seccién 4 de [12], pdg. 91, tenemos que
F' es parte de una adjuncién de equivalencia (G, F\,n,€), donde la unidad n : Id = FG y
la counidad € : GF' — Id son isomorfismos naturales.

Supongamos que tenemos un diagrama de la forma

A

h

A “ A+ B

Veamos que este diagrama acepta un producto fibrado. Como h € X' /(A + B), entonces
(hi,hy) = G(h) € X/A x X/B. Luego, como ny, : h = hy + hgy, entonces Z = Z; + Zs.
Luego, tenemos el morfismo iy, : Z; — Z1 + Z5. Veamos que el diagrama

iz,

Z Z1 + Zy

h1 hl +h2

A “ A4+ B
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es un producto fibrado. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

|74 Z + 2o
w hi+hs (1.1)
A A+ B

P.D. Jf : W — Z; tal que el diagrama

N

' Z1*>21+ZQ

1 hi+ho

\

N iA
A——A+ B
conmuta.

Como W =W +0etw: W — W40 es el isomorfismo entre W y W + 0; tenemos
el morfismo g o zﬁ} W +0— Z, + Z, Con lo cual, obtenemos el cuadrado conmutativo
conmutativo

W40 7+ Zy
w+! hi+he
A+0 A+ B

IdA+!

Luego, g o iy € X/(A+ B), pues hace conmutar el diagrama

W40 Zy + 2o
w& A—i—hz

A+ B

Ademas, los elementos (w+!) y (h; + hs) vistos bajo la equivalencia de X /(A + B) y
(X¥/A x X/B), son (w,!) y (hi,hs) respectivamente, entonces existen morfismos ¢; y
go € X tales que los diagramas

W 91 Zl 0 g2 22
N A N A e
A B

conmutan y g o iy = g1 + go. Ademds, tenemos que g, =!, con lo cual g o iy = g1+
Proponemos a ¢; como el morfismo buscado. Veamos que es tnica con la propiedad de

que el diagrama
g1
]f \?\

14>ZI+ZZ

w

hiy hi+ho (13)

ia
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conmuta. Por (1.2), tenemos la parte izquierda del diagrama (1.3). Observando el siguiente
diagrama conmutativo

W g1 Zl

W Z‘Zl

!
W+ 0257, + 2,
tenemos que iz, o g1 = (g1+!) oiw = (goiy) oiw = g, con lo cual tenemos la parte
de arriba de (1.3), obteniendo que el diagrama (1.3) conmuta. Veamos la unicidad de g;.
Supongamos que existe k : W — Z; tal que el diagrama

W g
m

]_x’
\ Ly —= 1y + 2y

w\ hy h1+h2
A——A+B
conmuta. Como los diagramas
k !
W Z 0 Zs
w h1 ! ho
B
conmutan, entonces el diagrama
W+0—" 57+ 2, (1.4)
wk\ %—th
A+ B

conmuta. Ademds tenemos que iz, o k = g, con lo cual (iz o k) o z;[,l =go 2‘7[,1 = g1+,
entonces, (iz, o k) = (g1+!) o iy, i.e, el diagrama

W —">W +0
k g1+!
Z1 — Zl + ZQ
iz,
conmuta. Con esto obtenemos que el siguiente diagrama conmuta
Idw 1o
W+0——W+0
k+! g1+!

1+ Zy

Zy + Zy

ldzy 42,
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entonces k+! = g1+!, y como k+! hace conmutar el diagrama (1.4), con lo cual, por la
biyeccién entre X /(A + B)(w+!, hy + hy) = X /A(w,hy) x X/B(!,hy) (en particualr la
unicidad), tenemos que k = ¢;. Esto demuestra la unicidad. La demostracién que la
inyecciéon de B en A + B acepta un producto fibrado es analoga.

.. X acepta productos fibrados a lo largo de las inyecciones.

Ahora veamos que se cumple la condicion (3). Sea

a b

X 7 Y

f h g

A—A+B~<~—308
1A B

un diagrama conmutativo tal que la parte de abajo es una suma.
P.d Los cuadrados son productos fibrados sii la parte de arriba es una suma.
Demostracion:
(=) Supongamos que los cuadrados son productos fibrados. Como el funtor F' es una
equivalencia de categorias, tenemos que h = FG(h) = hy + hy. Luego, Z = Z; + Z,, con
Zy el dominio de hy y Z5 el dominio de hy. Por lo hecho anteriormente, los productos

fibrados son de la forma
iz, iz,

Al YA Zo
h1 h ha
A—A+B~—R8B

Por la propiedad universal del producto fibrado, tenemos que Z; = X y Z, =2 Y de donde
se deduce que Z = X + Y, entonces tenemos que la parte de arriba es una suma.

(«<=) Ahora supongamos que en el diagrama dado, la parte de arriba es una suma, en-
tonces para demostrar que los cuadrados son productos fibrados, basta ver la demostracion
de la condicién (2) que acabamos de hacer, se vié que la suma es un producto fibrado.

.. si X es extensiva, entonces se cumplen las condiciones 1,2 y 3.

(«<=) Ahora veamos que si se cumplen 1,2 y 3, entonces la categoria es extensiva.
Claramente por la condicién 1, X tiene sumas finitas. Sea h : Z — A + B; por la
condicion 2, sabemos que existen los productos fibrados a lo largo de las inyecciones, es
decir, existen los productos fibrados

k

A A Ly Z
h1 h ha h
1A B

Definimos el funtor G : X/(A+ B) —X/A x X/B como G(h) = (hy,hs) en los
objetos. Si tenemos un morfismo f : h — g en X/(A 4+ B), es decir, un diagrama
conmutativo de la forma

L (1.5)
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Tenemos los siguientes diagramas en los cuales los cuadrados son productos fibrados

Zl k Z ! Z2 Ll s L p L2
h1 h ho g1 g g2
A “ AL B<E B A “ A+ B<E B

y como tenemos que el diagrama (1.5) conmuta, esto produce que el diagrama

Zl fok I fol Z2
hl g h2
A — A+ B B
A iB

conmute; luego, por la propiedad universal del producto fibrado, 3!f; : Z; — Ly y d!f5 :
Zy — Lo tales que el diagrama

Z1 fok fol Z2
1 f2
&Nl
Ly . L L I, (1.6)
hi ha
91 g g2

A—B Ay B2 B

conmuta. Entonces definimos G(f) = (f1, f2), asi actia G en morfismos. Que manda
identidades en identidades es facil de ver. Para ver que abre composiciones, supongamos
que el diagrama

conmuta y que tenemos diagramas conmutativos donde los cuadrados son productos fibra-

dos

p q T s t u
K, K Ky I, Lo L M M M,y
k1 k ko 1 l lo M1 m ma

A—A+B<~——B A—A+B<~—B A——A+B~<~——2R8
1A B 1A 1B 1A B
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Viendo que el siguiente diagrama conmuta

(gof)op (gof)o
—E\ /g;oh—
k
k1 2
mi m m2

A

A+ B

B

obtenemos lo deseado, donde g1, gs, f1, f2 estan definidos como en (1.6) y utilizando la
propiedad universal del producto fibrado.

Ahora veamos que F'G y GF son naturalmente isomorfos a las identidades correspon-
dientes. Sea h € X' /(A + B), la definicién de G(h) es el par de morfismos tales que hacen
conmutar el diagrama

X1 b X l Xo
h1 h ho
A——A+B<~—RB
iA iB

donde los cuadrados son productos fibrados. Con esto obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo
(&,0]

X1+ X
hHR /
A+ B

Luego, por la condicién 3, tenemos que el morfismo inducido [k, ] : X; + Xo — X es
un isomorfismo, con lo cual FG(h) = F(hy, hy) = hy + hy = h. Definimos ¢, = [k, ], el
morfismo inducido por el coproducto. Ahora veamos que este isomorfismo es natural. Sea
f:+h — g un morfismo en X' /(A + B); entonces G(h) = (hy, ha) y G(g9) = (g1, g2) son los
pares de morfismos que hacen conmutar los diagramas

Xl k X l X2 Z1 r Z s Z3
h1 h ha g1 g 92
A——A+B=<~—20 A——A+B=<—208
1A 1B 1A B

con cuadrados productos fibrados. La definiciéon de G(f) = (f1, f2) es el tnico par de
morfismos que hacen conmutar el diagrama

| Q\ ﬂ |
"\ a 9 92 h7 (1.7)

N /
A7A+B<.7B

B
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P. D. El siguente diagrama
FG(h) ——

h
FG(f) lf
g

FG(g) e

conmuta. Este diagrama se traduce al diagrama

k,l
hl + h2 i>h

fi+fe f

g1+ g2—>9

[r,s]
el cual a su vez se traduce en el diagrama

k,l
Xl + X2 i

fi+fe f

Zl+ZQ*>Z

[r,s]
Ahora bien, como los siguientes diagramas conmutan por (1.7)

X1 X2

k,l k,l
X1+X2[]4>X X1+X2[]4>X
fi fi+f2 f P fitf2 f
SRRt SRR
Zl ZQ

utilizando la propiedad universal del coproducto, obtenemos que el diagrama (4.3) con-

muta; i.e € es transformacién natural.

Ahora bien, sea (hy, hy) € X/A x X/B con dominio (X, X5); entonces GF(hy, hy) =

G(hy + hg) = (x1,232) es el unico par de morfismos que hacen conmutar el diagrama

k k
71— X1 4+ Xo<=— 17,
1 hi+ho T2

A B
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con cuadrados productos fibrados. Por la condicién (2), sabemos que en el diagrama
conmutativo

X e X Y <2 X,
h1 hi+ha ho
A—A+B~—08B
QA iB

los cuadrados son productos fibrados. Luego, por la propiedad universal del producto
fibrado existe un unico par de isomorfismos (py, p2) tal que el diagrama

I\N/@‘

Z14>X1—|—X2%ZQ '
/h2

h1
\ 1 hi+ho z

N /
A——A+B<~—2R8
A iB

(1.9)

conmuta. De este diagrama obtenemos un isomorfismo (py,p2) : (h1,he) — (x1,22) en
X /A x X/B. Definimos 7 : Id = GF en la instancia (hi, ho) como 1, nyy = (P1,p2), €l
morfismo definido por la propiedad universal del producto fibrado. Ademés, obtenemos
que los diagramas

X, (1.10)

conmutan. Veamos que 71 es natural:

Sea (f1, f2) : (h1,he) — (g1,92) en X/A x X /B con dominio (X;, X3) y (Y1, Ys) respec-
tivamente. Sabemos que GF (hy, hs) = (x1,22) y GF (g1, 92) = (y1,y2), donde estos pares
de morfismos son unicos con la propiedad de que los diagramas

7y e X+ Xy <2 7, Wy 2 V) + Yo <2 W,
T h1+hs x2 Y1 91+9g2 Y2 (111)
1A 1B LA B

conmutan. Tenemos GF(f1, fo) = G(f1 + f2) = (]/‘:1, J/C;), donde este par de morfismos
es el unico con la propiedad de que el diagrama

Z X1+ X

N\l fi+f2 }7

W14ICI>Y1+Y2<ILW2

1 €2

Y1 hi+ho Y2 (112)

A—A+B<—208
A iB
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conmuta. Ademds, tenemos que N, hy) = (P1,02) Y Mgi,g2) = (€1,¢2) son los tinicos
isomorfismos que hacen conmutar los diagramas

f@\ /?

\ Zl4>X1+X2<;ZQ

h1 hao 91\
\ T hi+ho xz/ \ Y1 g1+g2 Y
\ /

N\ / \ /

\ ¥ \ ¥
A——A+B~—208 A——A+B~—20
1A 1B 1A B
(1.13)
P.D. El diagrama
(h1, hy) —2GF (hy, hy)
(f1,f2)l kGF(flan) (1.14)
(91, 92) oron GF(g1,92)
conmuta. Este se traduce en que el diagrama
(p1,p2)
(hh hz) —— ($1; xz)
(f17f2)l |<f1,f2)
(917 92) W (yla y2)
conmute; el cual a su vez, se traduce en la conmutatividad de los diagramas
X4 A X5 Zy
f1 h f2 fa (1.15)
Yi Wl }/2 W2

Utilizando los diagramas (1.10) y el diagrama (1.13); y que los diagramas

X, S Y, X, f1 Y,

N N
A A

conmutan, obtenemos que el diagrama

A X1+ X, Ly
qro(fropy ) a20(f20p5 ")
fit+f2
k1 ko
W —Y +Yo<— W)
x1 2
Y1 h1+hso Y2

A—A+B<—218
A iB
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conmuta, con lo cual f; = (o fi)opty fy = (g2 0 f2) o py'; ie. el diagrama (1.15)
conmuta.

o.m: Id = GF es natural.

.. existe un funtor G : X/(A+ B) — X /A x X /B e isomorfismos naturales FG = Id y
GF = Id.

.. F es una equivalencia de categorias. m

1.3 Propiedades basicas de las categorias extensivas

Lema 1.3 Si la categoria X es extensiva y A € X entonces la categoria rebanada X /A es
ertensiva.

Demostracién Es suficiente con observar que si f € (X /A) con dominio B, entonces
(X/A)/f =X/Bu

Definicién 1.4 Sean X y Y categorias con sumas finitas y F' : X — Y un funtor. Dec-
imos que F' preserva sumas finitas si dado un diagrama suma (f; : X; — X)ier con I
finito, se cumple que el diagrama (F(f;): F(X;) = F(X))ies es un diagrama suma.

Observacion 1.5 Sean X, ), Z categorias con sumas finitas y F: X =Y, G:Y — Z
funtores que preservan sumas. Entonces GF preserva sumas.

Es inmediato de la definiciéon de funtor que preserva sumas, demostrar esta observacion.
Gracias a esta observacién, podemos considerar la 2-categoria Ext; la categoria de cate-
gorias extensivas, funtores que preservan sumas y transformaciones naturales. Deseamos
construir el producto tensorial en ésta categoria.

Dadas dos categorias extensivas, podemos considerar la categoria de funtores que van
de X a Y que preservan sumas Ext[X, )], la cual, como a continuacién veremos, hereda
esta propiedad.

Teorema 1.6 Sean X y Y categorias extensivas, entonces la categoria Ext[X,))] es ex-
tensiva.

Demostracién:

Veamos que Ext[X, )] posee sumas finitas. Sean F, I, € Ext[X, )], definimos F}+F5 :
X — Y, en un objeto A € X como (Fy + F,)(A) = Fi(A) + F5(A) y en un morfismo
f:+A— Bcomo (Fi + F»)(f) = Fi(f) + F(f), veamos que con esta definicién, Fy + Fy
es funtor. Sea A € X y el morfismo Id,, entonces (Fy + Fy)(Ida) = Fi(Ida) + Fa(Ida) =
Idp, (ay+1dp,a) = Idp, (4)+Fya), donde la tltima igualdad resulta de la propiedad universal
del coproducto. Ahora, si tenemos un par de morfismos f: A — By g: B — C en X,
entonces tenemos que (Fy + Fy)(go f) = Fi(go f) + Fy(g o f) es el morfismo que hace
conmutar los diagramas

)F1(90f)+F2(90f) )Fl(gof)+F2(90f)

Fi(A) + Fy(A F(C)+ F(C)  Fi(A)+ Fy(A F(C) + F(C)

iRy (A) iy () 1Fy(A) 17y (0)

Fi(gof) Fa(gof)

Fi(A) F(C) Fy(A) Fy(C)
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Sabemos que el morfismo Fi(f) + F5(f) hace conmutar los diagramas

Fi(H)+Fa(f) Fi(H)+Fa(f)

Fi(A) + Fy(4) > F(B)+ Fy(B)  Fi(A) + Fy(4) = F1(B) + Fy(B)
iFy(4) iFy(B) iFy(A) iFy(B)
Fi(f) Fa(f)

Fi(A) - Fi(B) Fy(A) : Fy(B)

(1.16)
Y ademaés el morfismo Fi(g) + F»(g) hace conmutar los diagramas
Fy(B) + F(B) Y9 p i)+ B(C)  F(B) + F(B) Y () + By(C)
iFy(B) iF(C) iFy(B) iFp(C)
FI(B) Fl(g) Fl(C) FQ(B) FQ(g) FQ(C)
(1.17)

Uniendo el diagrama de la derecha con el de la derecha y el diagrama de la izquierda con
el de la izquierda de (1.16) y de (1.17), obtenemos que los diagramas

(Fi+F2)(g)o(F1+F2)(f)

Fi(A) + F»(A) F(C) + F»(C)

ipy (A) iR (C) (1.18)
F]_(A) Fl(g)OFl(f) F]_(O)
Fl(A) + FQ(A) (F1+F2)(Q)O(F1+F2)(f) Fl(C) + FQ(C)
i Fy(A) ipy(C) (1.19)
F2<A> Fy(g)oF2(9) FQ(C)

conmutan. Luego, como F; y F, son funtores, obtenemos que Fi(g) o Fi(f) = Fi(go f)
y Fo(g) o Fo(f) = Fy(g o f); entonces, los diagramas (1.18) y (1.19) son en realidad los
diagramas

(F1+F2)(g)o(F1+F2)(f)

Fi(A) + F3(A) Fi(C) + F(C)

iRy (A) iRy (O)
Fi(A) filge]) Fy(C)
Fi(A) 4+ Fy(A) DR B oy 1 Fy(0)
iy (A) iRy (C)
Fy(A) faloe]) Fy(C)

Por la unicidad del morfismo inducido por la propiedad universal del coproducto, tenemos

que (Fi(g) + Fa(g)) o (Fi(f) + F2(f)) = Fi(g o f) + Fa(g o f), es decir (Fy + F3)(g o f) =
(Fy + F3)(g) o (F1 + F3)(f). Con esto obtenemos que F; + F3 es funtor.
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Ahora bien, si A, B € X, entonces (Fy + I5)(A+ B) = Fi(A+ B) + F3(A+ B) =
(F1(A) + Fi(B)) + (Fy(A) + Fo(B)) = (Fy + F»)(A) + (Fy + F,)(B), i.e. F| + F; respeta
sumas. Se deja al lector verificar los detalles.

Definimos las inclusiones ip, € ip,, como las transformaciones naturales que en cada
A € X, asocia los morfismos i (4) € i, ). La naturalidad es consecuencia inmediata de
la propiedad universal del coproducto en ).

Veamos que F} + F, posee la propiedad universal del coproducto.

Sea G : X — Y un funtor, n: F} = G y 7 : F;, = G transformaciones naturales.

P.D Jlu: Fy + F5, = G transformacién natural, tal que los diagramas

L+ F,

G i+ F

ipy i, (1.20)

1 F2

conmutan.

Demostracion.

Como tenemos las transformaciones naturales n y 7, entonces para cada A € X', tenemos
morfismos 74 @ Fi(A) = G(A) y 74 : F3(A) — G(A). Como Y es extensiva, luy :
Fi(A) + F»(A) — G(A) tal que hace conmutar los diagramas

Fi(A) + F(A) =~ G(4) Fi(A) + F(A) = G(4)
ip(a) / iry(A) / (1.21)
Fi(A) Fy(A)

Definimos a i en cada instancia como 4, es decir el morfismo que existe bajo la propiedad
universal del coproducto. Sea f: A — B en X. P.D. el diagrama

Fi(A) + Fy(A) 22~ G(A) (1.22)

Fi(f)+F2(f) G(f)

F1(B) + F3(B) 7~ G(B)

conmuta. Para esto, observemos los siguientes diagramas conmutativos

Fl (A) nA FQ(A> TA
XFNA) XFZM)
Fi(A) + Fy(A) 22~ G(A) Fi(A) + Fy(A) 22~ G(A)
Fi(f) Fi+F3(f) G(f) Fy(f) Fi+Fa(f) G(f)
Fy(B) + Fy(B) ——~ G(B) Fy(B) + Fy(B) =~ G(B)
/FNB) /sz)

F\(B) " F5(B) "
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Con esto obtenemos que (G(f) o 1) o ir,(a) = (150 (Fi + Fa(f))) 0 ima) ¥ (G(f) o pa) o
imya) = (B o (F1 + Fa(f))) oimya), con lo cual por la propiedad universal de la suma,
obtenemos que G(f)opus = pupo (F1+ F»)(f), y por lo tanto el diagrama (1.22) conmuta.
S Fy + Fy = G es transformacion natural.

La unicidad de p es facil de demostrar y se deja al lector.

. Ext[X, Y] tiene sumas finitas.

Observemos que Ext[X, )] tiene objeto inicial, el funtor Fy : X — Y, tal que V A € X,
Fo(A) = 0; y a todo morfismo le asocia el morfismo Idy; donde 0 es el objeto inicial
en ). Es claro que respeta sumas, y es inicial puesto que para cualquier otro funtor
F . X — )Y, tenemos la transformacién natural ! : Fy = F definida en cada instancia
como ! : 0 — F(A). Se deja al lector verificar este hecho.

Ahora veamos que cumple la condicién (2) del teorema (1.2). Si tenemos un diagrama

G
1 (1.23)
F1 TFl + F2

Donde Fy, F5,G € Exzt[X,)Y], n es una transformacién natural e ip, la transformacién
natural inclusion definida anteriormente. Para cada A € X', existe un diagrama

G(A)

tFy(A)

en ); que por ser extensiva, tiene productos fibrados a lo largo de inyecciones de la forma

H(A) —"—G(A)
Fi(A) 5= Fi(4) + Fx(4)

Esto para cada A € X. Observemos que si tenemos un morfismo f : A — B en X,
entonces tenemos morfismos G(f) : G(A) — G(B), Fi(f) : Fi(A) — Fi(B) y (F1+F)(f) :
(F1 + F»)(A) — (F1 + F»)(B), los cuales hacen conmutar el diagrama

G(f)opa

H(A) G(B)

Fi(f)opa 1B

F\(B) —— F|(B) + Fx(B)

tFy(B)

Utilizando la naturalidad de n y i, obtenemos, ngo(G(f)oua) = ((F1+F2)(f)ona))opa =
(Fy + F5)(f) o (ima)y 0 wa) = ir () © (F1(f) o @a). Luego, por la propiedad universal del
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producto fibrado, 3!f : H (A) — H(B) tal que hace conmutar el diagrama

Fi(f)opa
¢B nB
Fi(B) TI(B))Fl(B) + F»(B)
Definimos H(f) = fA, el morfismo que existe por la propiedad universal del producto

fibrado de la manera anterior. Observemos que si H es funtor, de este ultimo diagrama
obtenemos autématicamente la naturalidad de ¢ y p. Es claro que H manda identidades a
identidades, solo veamos que abre composiciones. Sean f: A — By g: B — C morfismos
en X, por definicién H(g o f) es el inico morfismo que hace conmutar el diagrama

(1.24)

o H(B)—" ~ G(B)
H(g) G(g)
"R ”¥I<c> & \E%c)
AN
A(B) -, e
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y utilizando que F} y G son funtores, tenemos que Fi(go f) = Fi(g)o Fi(f) y G(go f) =
G(g) o G(f). Entonces el diagrama anterior se traduce en el diagrama conmutativo

A) gof)opa
N
H(C G(O)
Fi(gof)opa
(e} ne

iry (O)

Luego, por la propiedad universal expresada en el diagrama (1.24), se tiene que H(go f) =
H(g) o H(f), con lo cual H es funtor.
Anélogamente, construimos el funtor I : X — ) definido por el producto fibrado para
cada A € X del diagrama

G(A)

lm

Fy + F5(A)

iFy(A)

Fy(A)

con sus respectivas transformaciones naturales 6 : I = G y £ : I = F; tal que el diagrama
a 0

L

Fi + F, 2

conmuta. Luego, para cada A € X, tenemos el diagrama conmutativo

04

H(A) —* = G(A) I1(A)

Fi(A)

Fy 4+ Fy(A) =— F2 + F5(A)

ipy (A) TRy (A

Donde los cuadrados son productos fibrados, y por la extensividad de Y, [pa,04] : H(A)+

~Y

I(A) = G(A). Consideremos el diagrama conmutativo

0A+0p

H(A) + H(B) patis G(A) + G(B) I(A) + I(B)

pAten na+nes Ea+EB

F(A) + F(B)

F1(A) + Fi(B) + F2(A) + F»(B

iRy (A) TR (B) 1y (A) TRy (B)

Fy(A) + Fy5(B)
(1.25)
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donde el renglén de abajo y el renglon de arriba son sumas y utilizando la extensividad de
Y, los cuadrados son productos fibrados. Ahora, utilizando que Fij, F5 y G abren sumas;
obtenemos el diagrama conmutativo

H(A) + H(BgG(iA%G(iB)]O(UAJ"NB) G(A+ B) [G(iA)7G(iB)]O(0A+eB)I(A> + I(B)

[F1(ia),F1(i)]"to(pa+eB) NA+B [Fa(ia),F2(ip)] " to(€a+EB)

Fi(A+ B) - Fi(A) + Fi(B) + F»(A) + F»5(B) Fy,(A+ B)

iR (A+B) iRy (A+B)

y los cuadrados son productos fibrados; luego, H(A)+ H(B) = H(A+B) e I(A)+1(B) =
I(A+ B), con lo cual H,I € Ext|X,))].

Ahora veamos que estos diagramas son el producto fibrado en la categoria Ext[X,)].
Solo lo haremos para H y se deja al lector demostrarlo para 1.

Sean J € Ext[X,)] y «, [ transformaciones naturales tales que el diagrama

J————Q

3

B

Fli*Fl>F1+F2

conmuta. Entonces, para cada A € X’ tenemos que el diagrama

J(A) ——=G(A)

Ba nA

conmuta, con lo cual tenemos que para cada A € X, 3 v4 : J(A) — H(A) tal que el

diagrama
I
' 'm\*

H(A) ——G(A)
A

\ PA A

N\

Fi(A) — )(F1 + F5)(A)

ir (A

conmuta. Veamos que si definimos v : J = H en cada instancia como 4, ésta es natural.
Sea f: A— B. P.D. El diagrama
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conmuta.

Demostracion.
Por hipotesis, tenemos que vp es el tinico morfismo que hace conmutar el diagrama

J(‘BV)B\\\

H(B)—~@G(B)

BB

¥B nB

Fi(B) — §F1+F2)(B)

iRy B

con lo cual J(f) o yp es el tnico morfismo que hace conmutar el diagrama

J(f)oap
J<§A>\zi(f)°7/3
|
\H(B) *~G(B)
J(f)oBr en . (126)
\

Fy(B) (i + F)(B)

Por otro lado, tenemos que H(f) hace conmutar el diagrama

H(A)\H(;)A G(A)\Ci(f)
ea|  H(B)—2-G(B)
F1<A) ¥YB nB
NS
Fi(f) Fl(B)zH>B§F1 + FQ)(B)

De estos dos ultimos diagramas, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

\ A
\H(A)\H(?) G(A)\fm
P\ | H(B)—-G(B)
\~‘\
Fl(A) ¥B nB (127)
AN
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Luego, por la naturalidad de o y de (3, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

J(A) 24 G(A) J(A) -2 By (A)
J(B) G(f) J(f) lG(f)
J(F) —5~G(B) J(B) =~ Fi(B)

¥B

\
Fl(B)ﬁngl + [3)(B)

ir (B

nB

Luego, tenemos que 4 o H(f) hace conmutar al diagrama (1.26), con lo cual y40 H(f) =

J(f) 0B
. 7 es natural. La unicidad de v es inmediata de la propiedad universal del producto
fibrado. Con esto obtenemos que el diagrama

m

H G

FlﬁTFl—i‘FQ

es un producto fibrado en Ezt[X, ).
. Ext[X,)] cumple la condicién (2) de (1.2).
Ahora, supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

® 0

G 1 H

n - " (1.28)
F\—=F + F,<—F,
’LF1 ZF2

en Fxt[X,)Y]. Supongamos que el renglén de arriba es una suma, i.e I =G+ H y ¢, 0
son las inclusiones. P.D. Los cuadrados son productos fibrados.
Demostracion.

Para cada A € X, tenemos que el diagrama

i1(A)

G(A)+ H(A)<—— H(A)

iG(A)

G(A)

n na+pa Iz

Fi(A) — F1(A) + Fy(A) =—— F5(A)

iRy (A) Fy(A)
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conmuta. Luego, como Y es extensiva y el renglon de abajo y el renglén de arriba son
sumas, entonces los cuadrados son productos fibrados. Supongamos que tenemos un dia-
grama conmutativo

-G+ H
n nth
F1 — F1 + F2
ipy
en Ext[X,Y)]. Luego, para cada A € A, tenemos que el diagrama
J(A) —2- G(A) + H(A)

'y NATHA

Fi(A) —— Fy(A) + Fy(A)

TRy (A)

conmuta. Luego, tenemos que para cada A € X', 3! ps : J(A) — G(A) tal que el diagrama

J(A) K

iG(A)

| G(A) —=G(A) + H(4)

nk\
NA

conmuta. Definimos p : J = G en cada instancia A por pu. La demostracién de que p
es natural, es andloga a la hecha anteriormente y se deja al lector. La unicidad de p es
inmediata de la unicidad que proporciona el producto fibrado.

Con esto el diagrama

na+pa

S
Ej%

(A) ——= Fi(A) + F>(A)

iRy (A)

G—~G+H
n n+p
F1 - F1 + F2
lFl
es un producto fibrado. La demostracion que el diagrama

G+H-"_p

N+ =

F+ F

. Fy
1F2
es un producto fibrado es analoga y se deja al lector.
. Si la parte de arriba del diagrama (1.28) es una suma, entonces los cuadrados son
productos fibrados.
Ahora, supongamos que los cuadrados de (1.28) son productos fibrados. P.D. La parte
de arriba es una suma.
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Demostracion.
Vimos en esta demostracion, que los productos fibrados a lo largo de inyecciones de funtores
estan construidos con las inyecciones de las imagenes y utilizando la extensividad de ).
Podemos decir entonces que H y G son isomorficamente naturales a los funtores que
definimos a partir del producto fibrado en ).

Con esto en mente, tenemos para cada A € ), en el diagrama conmutativo

G(A) —4 = [(A) <2 H(A)

A TA HA

Fi(A) — (F1 + F2)(A) =— F>(A)

'F1(A) tFy(A)

los cuadrados son productos fibrados; luego, por la extensividad de ), tenemos que la
parte de arriba es una suma, es decir, €4 : [(A) = G(A) + H(A), donde €4 = [pa,04].
Veamos que este isomorfismo es natural. Sea f: A — B. P.D. el diagrama

G(A) + H(A) Z > I(A)

G()+H(f) 1) (1.29)

G(B)+ H(B) —I(B)

€B

Demostracion: utilizando la naturalidad de ¢ y 6, obtenemos los diagramas conmutativos

G(A) — oa H(A)— 0a
wa0a pAa0a
G(A) + HAPAML ) G(A) + HAPAML 1)
G(f)| G(H)+H(f) I(f) H(f)| GH)+H(f) I(f)
G(B) + H(B) — = I(B) G(B) + H(B) —~I(B)
G(B) 22— H(B) 12—

de donde (ep o (G(f) + H([))) eica) = (I(f)oea)oicay y (epo(G(f)+H(f)))otn) =
(I(f) o€a) o imeay; y por la propiedad universal del producto fibrado, obtenemos que
epo (G(f) + H(f)) = I(f) o €4, ie. el diagrama (1.29) conmuta, con lo cual, € es
isomorfismo natural.
.. la parte de arriba es una suma.
. Si en el diagrama (1.28) los cuadrados son productos fibrados, entonces la parte de
arriba es una suma.
. Ext[X, Y] cumple con las condiciones del teorema (1.2).
o Ext]X,))] es extensiva.g

Fijese que en la demostracion no utilizamos en ningiin momento que X fuese extensiva,
solo para ver que los funtores que definimos para productos fibrados abrieran sumas. La
demostracion anterior la podriamos haber hecho sin la suposiciéon que X fuese extensiva y
sin suponer que los funtores abren sumas, pero el resultado dado aqui estd mas de acuerdo
con lo que utilizaremos.

Ahora veremos algunas propiedades de las categorias extensivas.
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Lema 1.7 S5i X es una categoria extensiva, entonces el objeto inicial es estricto.

Demostracion
Supongamos que existe un morfismo f: A—(0 en X. En el diagrama conmutativo

Idag Idg

A A A

tenemos que la parte de abajo es una suma. Se puede verificar facilmente que ambos
cuadrados son productos fibrados, y por el teorema (1.2), la parte de arriba es una suma,
de donde A+ A= A y entonces A = (.g

Lema 1.8 Si X es una categoria extensiva, la suma de dos objetos es disjunta y las
inyecciones Son Monomorfismos.

Demostracion
El diagrama

A A 0
Ida A !
A" AL BZE B

conmuta, y ademéas tanto la parte de arriba como la de abajo son sumas, entonces de
acuerdo con el teorema (1.2), ambos cuadrados son productos fibrados. El cuadrado de
la derecha de este diagrama nos dice que la suma es disjunta. Ahora, supongamos que
dCeXy f,g:C—A tal que ig o f =i, 0g. Entonces tenemos que el diagrama

g

C A
f tA
A—2 A4+ B

conmuta; luego, 3! h: ¢ — A tal que el diagrama

LA A
f\]d
\ A 1A
\

1A

conmuta, de donde f = Id, o h = g obteniendo lo deseado. Es andlogo demostrar que ip
es monomorfismo también.g

Las categorias extensivas poseen una propiedad algebraica muy importante, la cual tiene
intrinsecamente la idea de sumar y multiplicar en N, la cual es llamada la ley distributiva,
descrita a continuacién:
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Sea X una categoria con sumas y productos finitos. Decimos que X satisface la ley
distributiva si el morfismo 0 — 0 x X y el inducido

X x(Y+2)
Tdxiy Idxiz] ldxiz
X xY : (X xY)+ (X x2Z) < X xZ
IX XY IXXZ

son isomorfismos. Ejemplos de categorias distributivas son las categorias extensivas, como
a continuacién veremos; y ejemplos de categorias no distributivas son Vectyx para un
campo K y Grp.

Lema 1.9 5@ X es una categoria extensiva con productos finitos, entonces X satisface la
ley distributiva.

Demostracion.
Por el lema (1.7), tenemos que para cualquier C' € X, C' x 0 = 0, pues el morfismo
proyeccion tiene codominio 0. Ademas para cualquier morfismo f : A — B, el diagrama

Id

C x Agf(] x B

A T™B
f

A

B
es un producto fibrado; con lo cual, en el diagrama conmutativo

Ido X1 docXip

CxA— ><(A+B{%C><B

TA T(A+B) TB

A

A+ B

iA iB

B

los cuadrados son productos fibrados, y entonces la parte de arriba es una suma, i.e.
Cx(A+B)2(CxA)+(CxB)a

Estos resultados nos dicen que es posible definir suma y producto en las clases de
isomorfismo de objetos de la categoria (o equivalentemente, en su esqueleto!). Esta es la
idea de la llamada teoria objetiva de los niimeros. Para mas referencias puede consultarse

([18]).

Wéase [12] pag. 91



Capitulo 2

Categoria de familias

Dada una categoria X', podemos construir una categoria C, que tenga una copia de X y
sumas finitas con la siguiente propiedad universal: Para cualquier categoria Z que posea
sumas finitas y cualquier funtor F: ¥ — 2z, 3'F:C — Z (salvo isomorfismo natural) que
preserva sumas y tal que el diagrama

F

N

C

X

Z

conmuta. Esta categoria también es llamada la completaciéon bajo coproductos finitos de
X.

Definicién 2.1 Categoria Fam(X):

Sea X una categoria. Construimos su categoria de familias, Fam(X), de la siguiente
manera: Los objetos de Fam(X) son familias finitas de elementos de X; los cuales son
de la forma (A;)ier, con I un conjunto finito y Vi € I, A, € X. Si (Ai)icr v (Bj)jes
son dos objetos en Fam(X'), entonces un morfismo f: (Ai)icr — (Bj)jes €s un morfismo
[ I — J en Cony, junto con una familia de morfismos (f] : A; = By@))icr, donde cada
fl € Mor(X). Los morfismos en Fam(X) los podemos ver de la siguiente manera

I
1oy (fls Ay = Byy)
J

los cuales denotaremos por (f, (fl)ier) : (Ai) = (Bj)jes. La composicion en esta categoria
es la composicion de morfismos en Cony, con la composicion de familias en X; es decir,
si (Ai)ier, (Bj)jes, (Cr)kerx € Fam(X), entonces

J I
a9l {gi: By = Cygyhjes | o | 1}, (fl Ai = Brgy)ier
K J

es de la manera

I
sof| s (gra o fi + Ai = Cogpayier
K

el cual denotaremos por (g o f,{(g}) © fi)i)ier - Si A = (A)icr € Fam(X), entonces
Id; = (Id;,(Ida,)icr); y la asociatividad de los morfismos en Fam(X) es gracias a la
asociatividad en Conp y en X.

24
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Con esta definicién, Fam(X) forma una categoria, se le pide al lector verificar este
hecho. A continuacion veremos algunas propiedades de esta categoria.

2.1 Extensividad de Fam/(X)

Teorema 2.2 Si X una categoria, entonces Fam(X) es extensiva.

Demostracién

Primero veamos que Fam(X') tiene sumas finitas. Para esto nos basta ver que tiene
objeto inicial y sumas binarias. El objeto inicial en Fam(X) es la familia indizada por el
conjunto
0. Sean (A;)ic1, (Bj)jes € Fam(X), entonces su suma o coproducto es la familia (C))er s

con
A, sil=ieiel
C = . o
B sil=jyjelJ
y las inyecciones son los morfismos

I
i1$ s (Ida, c Ay = Aj)ier
I+J
Es andloga la definicion de inyeccién de <Bj> jes- Veamos que se tiene la propiedad universal

deseada.
Supongamos que existe (Dg)rex € Fam(X) y morfismos

I J
fi ) <f1, c A — Df(i))z’e[ gi ) <93 :Bj — Cg(j)>jej
K K

Entonces, tenemos el morfismo inducido por la propiedad universal del coproducto en
Cong, [f,g]: T+ J K . Definimos el morfismo en Fam(X') de la siguiente manera:

I+J

iraly, ([f 9l - Ct = Dypgoy)ier+s
K

en donde [f,g]; = f/ si |l =i para alguna i € I y [f,g]; = g} si | = j para alguna j € J.
Este morfismo hace conmutar los diagramas

(U919l er+a) (11919l er+a)

(Cihierss (Di)rex (Ci)iery (Di)rex
ir,(Ida, )i iy (Idp.);
Gr.tdas) “)] Fflier) (0 B’”E"‘ g e)
(Aiier (Bj)je
pues ([fa g]a <[f7 g];>l€1+]) ° (i[, <[dAi>i€I) = ([f? g} © i[a <[f7 g]/ © [dAl)z>2€I) = (fa <[f7 9];1(1) ©
Idya;)ier) como (i) = i (visto dentro de la suma), entonces [f, gl , = [f,9li = [},

con lo cual (f,{[f, gl © Ida,)ier) = (f,(fi o Ida,)icr) = (f,(f])ier). Andlogamente se

demuestra que ([f, g]. ([f. glf)iers) o (is. (Idz,)jes) = (9, (¢') ). Supongamos que existe
otro morfismo
I+ J

nl, (hy: Cr—= Dugy)ierss
K
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tal que al componerlo con las inclusiones, obtengamos los morfismos (f, (f7)icr) v (9, (9;)jet)
Le.
Como h hace conmutar los diagramas

[+J"—=K [+J"—=K
ir iy
t " b
1 J
Por la propiedad universal en Cony, tenemos que h = [f,g]. Con esto, obtenemos que

hy : C; = Dipg@)- Ademas, por la definiciéon de composiciéon dada, tenemos que Vi €
I,hjolds, = fi; con lo cual by = f] sil =i para alguna i € [ y Vj € J,hjoldg, = gi;
con lo cual hj = ¢ si | = j para alguna j € J. Pero ésta es precisamente la definicién de

[fa 9]27 entonces VI € 1 + ‘]a [f7 g]; = h; Lueg07 ([fv 9]7 <[f7 g];>lEI+J) = (h7 <h2>lEI+J)-
. Fam(X) tiene sumas finitas.

Veamos que cumple la condicién (2) del teorema (1.2). Supongamos que existe un
diagrama

<Zk>k€K
(f7<fk:>k€K)

<Ai>i61 <OI>ZEI+J

(ir,{Ida;)icr)

donde (C})ier+ es el coproducto de (A;)ier v (Bj)jes en Fam(X') como lo definimos ante-
riormente. Luego, tenemos un diagrama

K
y

I I+J

i

en Cony, que es extensiva, con lo cual existen K, Ky € Cony tal que K = K; + Ky y
ademas el diagrama

UKy

K, K + Ko
fli ifﬁ-fz
I , I+J (2.1)

I

es un producto fibrado. Luego, consideremos el objeto (Zy)rer, € Fam(X) y veamos que
el diagrama

(ircy>{Idz, Ykery)

(Zk)rer, (Zr) ke
(f17<fk>keK1)‘/ k(ﬁ(fk)kef()
(Aidier (Cihierts (2.2)

(ir,{Ida;)ier)

es un producto fibrado. Sea k; € K7, entonces por (2.1) los morfismos conmutan en Con;
ademas Idy, o fy, =1 th o fx,, con lo cual, para cada k; € K; los morfismos conmutan.
Entonces, el diagrama (2.2) conmuta.
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Supongamos que existe un diagrama conmutativo en Fam(X) de la forma

(9:{gn)nenN)
<Yn>n€N e <Zk>k€K
(h7<hn>nEN)| ‘/(f:<fk>keK)

<Ai>i€I <Cl>l€I+J

(ir,(Ida,)ier)
De este diagrama obtenemos que en Cony el diagrama

g

N

=

>

fi+fe

~

I+J

i

conmuta.

Observacion 2.3 De estos dos diagramas, obtenemos que para cadan € N, h, = Idg,,°
hn = fg(n) O dn-

Como el diagrama (2.1) es un producto fibrado en Cony, entonces 3ls : N - K; tal que

el diagrama
N 9
|
NN

- Ki—K
()
h
f1 fi+f2
\
\
I o I+J
conmuta. Definimos el morfismo
N
Si/ ) <gn : Yn — Zs(n)>n€N
K,

en Flam(X). Veamos que el diagrama

<Yn>n€N

\
\

7<9n>n€N)
(5,( n>nEN)

(ircys(Idz) Y kery)

g Z 2,
(h1<hn>n€N) < k>k€K1 < k>kEK ( 3)
l(fh(fk)ke}(l) (F ) e
(Ai)ier (Cier

(ir,(Ida;))ier
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conmuta. Es claro que conmuta en los morfismos de Cony; y para cadan € N, el diagrama

Y, o
\
Idy
Zs(n) Zs(n)

s(n)

hn
fs(n) fs(n)

Aj(sny)

Af(s(n)

1dag(y(ny)

conmuta por la observacién (2.3); luego, el diagrama (2.3) conmuta. Para ver la unicidad,
supongamos que existe un morfismo

(s, <3;L>n€N> D (Yadnen = (Zk)ker

tal que el diagrama

<Yn>n€N
\ gr(n)nen)
ws;)new)
(iK17<Ide>kEK1)
Z 4
o\ (Zdier Zirex
k(ﬁ(fk)kexl) (f(fr)rek)
AY (
<A’L>ZEI (i1’<IdAi>i€I) \Cl ZEL
conmuta. Entonces tenemos que el diagrama
N 9
| Kl — K
1Ky
h\
N fit+f2
AN
N
1 I+J

i

conmuta, de donde obtenemos que s = s’ por la propiedad universal del producto fibrado
en Cony. Ahora, para cada n € N, el diagrama

i x\
\Z Idz,, 2
(n) s(n)

hn
fs(n) fs(")

Aj(sny)

1dag(y(ny)
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conmuta; con lo cual, para cadan € N, s/, = g, que es la definicién de nuestro morfismo,

ie. (s,(gn)nen) = (8,(s,)nen). Probando asi que el diagrama (2.2) es un producto
fibrado. Es analoga la construccién para el diagrama
(Zk)rer
(f{fr)kek)
(Bj)jes (Cihicrys

(is,(IdB;)je)

Ahora, para ver la condicién (3), supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

(Ai)ier <CZTIEL (Bj)jer
<Zk>k€K1 <Zk>k€K1+K2 <Zk>k€K2

en donde la parte de abajo es una suma.

(=) Supongamos que los cuadrados son productos fibrados. Por la condicién (2) de-
mostrada, tenemos que los productos fibrados a lo largo de las inyecciones son precisamente
sumas, objetos de la forma

(Ai)icr (Cier+s <BJ[]€J
(Zr)ker, (Zk)kek i+ Ko (Zi) ke,

con (Ch)ier+s la suma de (A;)icr vy (Bj)jes en Fam(X'), y los morfismos de arriba son las
respectivas inclusiones, de donde la parte de arriba es una suma.
(«<=) Supongamos que la parte de arriba es una suma, entonces por la condicién 2 otra
vez, los cuadrados son productos fibrados.

Con esto, Fam(X') cumple las condiciones del teorema (1.2).
o Fam(X) es extensiva.m

Veamos de que manera puede ser el producto en esta categoria, y cuando podemos
garantizar su existencia.

2.2 Productos en Fam(X)

Teorema 2.4 Si X es una categoria con productos finitos, entonces Fam(X') tiene pro-
ductos finitos.

Demostracion

Observemos que el objeto final en esta categoria es el objeto (1).cqs}, donde 1 es el
objeto final en X. Sean (A;)icr, (B))jes € Fam(X), definimos su producto como el objeto
(A; x Bj)(i,j)e 1% con las proyecciones definidas como

I xJ IxJ
”Ii ) <7TA1- t A X B; — Ai>(i,j)e[><J ’”i ) <7TBJ- c A x B; — Bj>(i,j)€[><J
I J

El lector puede verificar que este objeto cumple la propiedad universal del producto.m
Con este resultado, obtenemos que si X tiene productos, entonces Fam(X) es distribu-
tiva.
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2.3 Propiedad universal de Fam(X)

Ahora, podemos definir un funtor de manera natural, Famx(_) : X — Fam(X) , tal
que si A € X, definimos Famy(A) = (A).c(«}; ¥ en un morfismo f : A — B, le asociamos
morfismo (Idg.y, (f)«) : (A)iersy = (B)wefsy- Se puede verificar que éste es un funtor, que
ademas es fiel y pleno.

Teorema 2.5 Sean X,) categorias y F': X — ) un funtor. Si Y tiene sumas finitas,

entonces AF : Fam(X)—=Y funtor (salvo isomorfismo candnico) que preserva sumas
tal que el diagrama

X MFam(X)
VP

F

y

conmuta, i.e., podemos factorizar funtores a través de Fam(X).

Demostracién

Sea (Ai)ier, definimos F((4;)icr) = Y icr F(A;). Dado un morfismo (A;)ier (Filudier)

<Bj>jeJ
obtenemos la siguiente familia de morfismos A; . B #(i) - Con ésto, obtenemos en Y

la familia de morfismos F'(A;) ﬂI)F(B £(i)) ; y como Y tiene sumas finitas, entonces
Y F(A) — > 2,c; F(B)) tal que para cada i € I, el diagrama

Zie[ F(Az) i ZjeJ F(Bj)

iF(4;) P(Bp()

F(A;) F(Bja)

F(f:)

conmuta. Definamos F° ((f, {fiYicr) = h el morfismo proporcionado por la propiedad univer-

sal del coproducto. Veamos que definido asi, F' es funtor. Sean (A;)icr, (B;)jes. (Ci)ker €
Fam(X'). Considerando el morfismo identidad en Fam/(X)

(Idr,(I1da,)ier)

<Ai>iel <Ai>iel

entonces el morfismo inducido debe ser la I ds>.., F(A;), bues este morfismo hace conmutar
para cada ¢ € [ el diagrama

IdEi F(A;)
Zz’el F<AZ) e Zz’el F(Al)

iR (Ay) ir(Ay)

F(IdAl.)

pues F' es funtor, entonces F'(Ida,) = Idp(a,), con lo cual ya es claro que hace conmutar

el diagrama anterior. Con ésto obtenemos que ﬁ(([dl, (Ida,)icr)) = Idy, _, Fay)-
Veamos que abre composiciones. Sean

(f(fi)ier) (9,(gj)jes)
(Ai)ier — (B} jes — % (Ci)rex
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en Fam(X'). Tenemos que ﬁ(g o f, (g © fi)icr), que denotaremos como h, es el tinico
morfismo que hace conmutar el diagrama

Ziel F(AZ) h Zz‘el F(Ck)

iP(A;) LF(Cyof(i))

F(4i) Fg5)°fi) F(Casen)
Sabemos que F((f, (f)ier)) v F((g, (g;)jej)) son los tinicos morfismos que hacen conmutar

los diagramas

F((f.(fi)ien)) F((9.(95)je)
Zie] F(Az) e ZjeJ F(Bj) ZjeJ F(Bj) ﬁi ikeK F(Ok)
iF(A;) IF(By ;) iF(B)) iF(Cy(s)
F(4;) v (Bra) F(Bj) o) F(Cy5)

Uniendo éstos dos diagramas con j = f(i), obtenemos el diagrama conmutativo

F((f,(fi)ien)) F((9:(95)5€.)
Zz‘e[ F(Az) = Zjej F(Bj> E ikeK F(Ck)

iP(A) LF(B ;) UF(Cyop (i)

F(A;) F(By)) F(Cyoeiy)

F(fi) F(gsy)

de la funtorialidad de F' obtenemos que F(gsu)) o F(fi) = F(gsu) © fi); con lo cual el
diagrama

F((f.(f)ien)) F((g9,(95)5€)
Zie] F(Az> = ZjeJ F(Bj) Toes ikeK F(Ok)

iP(A;) P (Cyog(iy)

F(4i) F(Cyos(i))

F(gyyofi)

conmuta, y por la propiedad universal del coproducto, tenemos que F (gof, (gruyo fi)icr) =

F((g,(g5)jes)) o F((f, (fiier))- ... F' es funtor.
Para demostrar la propiedad universal enunciada, tenemos que si A € X, entonces

F o Famy(A) = ]3(<A*)*€{>,i) =Y e F(A) =F(A)=F(A). SiABeXy ALB

~

es un morfismo, entonces F' o Famx(f) = F((Idgy, (f)«c(«}), que por definicién es el
morfismo que hace conmutar el diagrama

F(A) F(B)
IdF(A>T T}dmﬂ
F(A) F(B)

F(f)

donde las inclusiones son las identidades respectivas. Se puede ver que el morfismo que
hace conmutar este diagrama es F(f), con lo que tenemos que F((f,(Idy.)) = F(f).

ﬁoFamX:F.
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Ahora bien, supongamos que existe un funtor G : Fam(X) — ) que respeta sumas, tal

que el diagrama
Famx(-)

X

Fam(X) (2.4)
7 -

y

conmuta. Sea A = (A;)ic; € Fam(X). Por la construccién dada del coproducto en
Fam(X), tenemos que Y. (As,)s,ersy = (Ai)ier con Ay, = A;. Como G preserva sumas,
obtenemos el isomorfismo [G(ia, )] : G((Ai)ier) = D ic; G(As ) etny) = i F(A) =
F({A)icr). La pentltima igualdad es resultado de la conmutatividad del diagrama (2.4).
Veamos que 1z = [G(ia, )] : G(A) — F(A) es natural.

Sea (f, (fi)ier) : (Ai)ier = (B;)jes P.D. El diagrama

. (Glia,,)
F({As)ier) ((Ad)ier)
A G() (2.5)

F({B})jes) O G({Bj)jes)

conmuta.
Demostracién: El diagrama (2.5) se traduce en el diagrama

(Gia.,)]

2 ier F(A) G((As)ier)
[£i] G(f)
% jes FUBS) - OBy se)
El cual a su vez, se traduce en el diagrama
[GliaL,)]
Zie] G(<A*Z>*z€{*z}) - G(<Az>zel)
[G(£)] G(f) (2.6)
Zje.] G(<B*j>*j€{*j})[@]G(<Bj>jeJ)

Con [G(f;)] el morfismo inducido por la propiedad universal de la suma. Para cada i € I,
tenemos que el diagrama

G(<A*i>*i6{*i}) Gliay,)
[G(iay,)]

LAy,

G
Zz’e[ G(<A*i>*ie{*i}) — G(<Ai>i€1')
G(fi) [G(fo)]

ZjeJ G(<B*j >*j€{*j})[G(iT>)]G(<Bj>jeJ)

/d‘ﬁ*ﬁ{*ﬂ)

G(<B*]>*]€{*3}) G(iB*]-)

G(f)
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conmuta, y entonces por la propiedad universal de la suma, el diagrama (2.6) conmuta,
i.e, el diagrama (2.5) conmuta.
oG = F es un isomorfismo natural.
.. F es tnico savo isomorfismo canénico.g

En el siguiente apartado veremos lo importante de estas categorias, que nos serdan de
mucha ayuda para construir una categoria monoidal, el producto tensorial en la categoria
de categorias extensivas Euxt.



Capitulo 3

Categoria de fracciones

En matematicas, la nocién de invertir elementos ha sido muy 1til y necesaria para su
desarrollo, un ejemplo muy claro es la localizacion. En categorias, lo que se busca es una
categoria donde se pueda invertir una coleccién de morfismos, bajo ciertas restricciones
en esta coleccion, y ademas que cumpla con cierta propiedad universal. En éste capitulo
estudiaremos un poco de esta categoria, lo necesario que utilizaremos en el trabajo. Lo
utilizado en el trabajo se puede encontrar en [17].

3.1 Construccion

Definicién 3.1 Cadlculo de fracciones

Sea X una categoria. Un cdlculo de fracciones derecho en X, es una clase de morfismos
I' en X, cuyos elementos llamaremos denominadores, con las siguientes propiedades:
(CF1) T' es cerrada bajo composiciones y tiene las identidades. Esto es, sis: A— B,
t: B—C €T, entoncestos €T, ademds VA(A € X), Idy €T.
(CF2) Para morfismos f: A—C ys: B—C con s €T, existe un diagrama conmu-

tativo
g

D B
A—F—C
con s el.
(CF3) Dado un diagrama
X—=—=Y —~Z
g

en X, consof =sogysé€l, eriste un morfismo s : W —=X enl tal que fos' = gos'.

Definicién 3.2 Sea I' una clase de morfismos en X. Llamamos la cerradura de " a la
clase de morfismos en X, denotada I'*, que cumple:

1. VAe X, IdyeT™

2. Vs1,89...,8, €1, s0800...8, € ' siempre que la composicion esté definida.

Proposicion 3.3 Sean X una categoria y I una clase de morfismos que cumple la propiedad
(CF2) y (CF3), entonces su cerradura I'* es un cdlculo de fracciones derecho.

34
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Demostracion:

Es claro que tiene a las identidades. Si s,t € I'*, cons: A — By t: B — C, entonces
§=250...08, yt =t o...0ty,; cons;,t; € 'parai e {1,...n}yje{l,...m}
Entonces tos=tj0...t,, 081 0...08,, luego t os € I'*. Con esto, I'* cumple (CF1).

Veamos que cumple (C'F2). Supongamos que tenemos dos morifsmos

con s € I'*. La demostracién es por induccion sobre el nimero de morfismos en I' tal que
la composicién es igual a s (omitiendo las identidades). Si el nimero de morfismos en la
composicion de s es 1, entonces s € I'. Por hipdtesis existe un diagrama conmutativo

g

D B
A C

f

con § € I''y por lo tanto s’ € I'*. Ahora, supongamos cierto el resultado paran — 1 y que
s es composicion de n morfismos en I'. Tenemos que s = [ o k con k composicién de n — 1
morfismos en I' y [ € I'. Entonces tenemos un diagrama de la forma

B
|k
E

I

A C

!
Como [ € I' y I' cumple (C'F3), entonces existe un diagrama conmutativo en X

D f

E

~

l/

A C

con " € I'. De esto obtenemos morfismos D ER Ey B £ B . Por hipdtesis de induccion
existe un diagrama conmutativo en X

h

D’ B
K’ k
D E

f/
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con k' € I'* de donde tenemos el diagrama conmutativo

h

D’ B
U ok’ s=lok
A 7 C

conl'ok’ eI, puesl' e 'y k' € T'*.
Para ver que (CF3) se cumple, sea un diagrama

X—=VY—->7
g

en X, con so f=sogyse€l™ Lademostracion se hara por induccién sobre el niimero
de morfismos en I' tal que la composicién es s (omitiendo identidades). Si el nimero de
elementos en la composicion es 1, entonces s € I', con lo cual el resultado se sigue de
que I'" cumple (C'F'3). Ahora, supongamos que el resultado es cierto para morfismos que
son composiciones de n — 1 morfismos de I y que s es composicién de n morfismos de T'.
Luego, s =1lok, con k € I y | composicién de n — 1 morfismos en I'. Entonces tenemos
un diagrama de la forma

kof

X=—=D—>Z

kog
y sabemos que [ iguala a los morfismos ko f y kog, pues lo (ko f) = (lok)o f=sof =
sog=(lok)og=1o(kos). Entonces, por hipostesis de induccién, existe un morfismo

el

Dy ———X

tal que (ko f)ol' = (kog)ol'yI' € I'" | entonces reescribiendo esto, tenemos el diagrama

fol’

Dy —=Yy —t>D,

gol’
con k que iguala a los morfismos f ol y gol’. Luego, como k € I', entonces existe

Dy _K Dy
tal que (fol'Yok' = (gol')ok’ y k' € I'. Considerando el morfismo I’ o &/, el cual estd en
I'*, pues I' e I'* y k' € T', obtenemos lo deseado.
. I'* cumple las condiciones (CF1), (CF2)y (CF3). m

Definicién 3.4 Categoria de fracciones:

Sea X una categoria y I' un cdlculo de fracciones derecho. Formamos la categoria XT 71,
con Ob(XT™') = Ob(X); y si X, Y € XT™!, entonces un morfismo X —Y es la clase
de equivalencia de un par de morfismos

con s € I', al que denotaremos como f/s.
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Sifls: X =Y, yg/t: Y — Z; definimos la composicion (g/t) o (f/s) como el

morfismo
78N
t/
D, ; D, ,
ONC N
X Y Z

cont’ € T'. La relacion en los morfismos es de la siguiente manera: decimos que f/s ~ g/t
st existe un diagrama conmutativo

D,
s f

l

X <~——D,
t k g

D,

Donde u es un denominador.

Falta ver que, con ésta definiciéon, XT~! realmente forma una categoria. Antes veamos
unos cuantos resultados que nos ayudaran a ésto.

Proposicion 3.5 La relacion ~ es de equivalencia

La reflexividad y simetria son inmediatas. Transitividad:
Supongamos que f/s ~ g/t y g/t ~ h/p. Entonces existen diagramas conmutativos

D, D,
s f t g

l n

X 2 Du X u’ Du/
¢ k g p "

D, Dp

con u,u € I'. De esto obtenemos el diagrama

Dy

D,—*—=X

en X. Por hipétesis existe un diagrama conmutativo

E : Du’

D, X

u
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con j € I'. Ahora bien, como u € I', entonces u o j € I'. Luego, tenemos un diagrama

koj ‘
E—=zD,—'>x
noi

conto(koj)=uoj=uoi=to(noi)ycontéeTl, conloque existe un morfismo

D~~~ FE con (koj)og=(noi)oq. Considerando el diagrama

D
s f
(joq)
X D, Y
mo(ioq)
p h
Dp

conw=so(lo(joq) € pues sol, j, ¢ €. Conmuta puesto que del lado izquierdo
so(lo(joq)) =(uoj)oq= (u'0i)og=mo(po(icg)); dellado derecho fo(lo(joq)) =
go(ko(joq))=go(no(ioq))=ho(mo(ioq);conlocual f/s~g/t.m

Proposicién 3.6 La composicion en XI'~! no depende del cuadrado conmutativo elegido.

Sean f/s: X =Y yg/t:Y — Z tal que componerlos tenemos dos diagramas de la forma

D;
i

/\t D\D
/\/\f v /\f

Z X Z (3.1)

A\“'

Por la propiedad (C'F'2), existe un diagrama conmutativo

Dk4l>Dt’

k t!

D.

J

X

con k € I'. Luego, si componemos esta igualdad con el morfismo f, obtenemos fo (t'ol) =
fo(jok);y por conmutatividad de los diagramas (3.1) obtenemos to (fyok) =to(f;jok),
i.e. se tiene el diagrama
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Como t € T', por la propiedad (C'F3) se tiene que existe un morfismo w : W — Dy y
w eI, tal que (fy ol)ow = (f;j ok)ow. Con esto obtenemos el diagrama conmutativo

Dy
sot! gof;
ow
u
X~—W Y
. kow
so0j gofi
D,

conu=so(jo(kow)) el . u.

Con este resultado, podemos decir quién es el morfismo identidad en la categoria XT !,
ya que podemos elegir el representante més conveniente. Si X € X entonces el morfismo
identidad en X, es el morfismo de la forma

Idx X Idx
RN
X

X

Pues si tenemos un morfismo
D,
RN
X Y

entonces al componer Idx/Idy o f/s tenemos el diagrama

s D Idp,
VRN
Id X 1d Dy f
X X s
NN\
X X Y
i.e., el diagrama
D, ;
N
X Y

con esto Idx/Idy o f/s = f/s. Y si tenemos un morfismo

entonces Idy /Idy o g/t es el diagrama

Ith/Dt g
t Dy g X Id t Dy g
X
v N N v N
A X X = X X

con lo cual g/t o Idx/Idx = g/t.
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Proposicién 3.7 La composicion en XI'' no depende del representante.

Demostracién: Supongamos que g/t ~ ¢'/t':Y — Zy f/s: X — Y. Entonces, existe
un diagrama conmutativo

D,
t » g
Y ~—"—D, Z (3:2)
t/ ’Ul gl
Dy

con b € T'. Sabemos que f/sog/ty f/sog /t' son diagramas de la forma

D, . Dy
YN\ " N
s DS ot Dt g s DS v Dtl g
VAN VAN
X Y X Y

A Z (3.3)

con p, p' € I'. Utilizando la propiedad (C'F2), de estos dos diagramas se desprende el
diagrama conmutativo

Dy—=D,
k p (3.4)
D, Dy

con k € I'. Luego, si consideramos el diagrama

y utilizando que t o v € T, obtenemos por la propiedad (C'F2) que existe un diagrama
conmutativo
D, < D,
v

. D,
It
DkTDp7Dt?Y (3.5)

con z € I'. Utilizando los diagramas (3.3) y (3.4), obtenemos también que el diagrama

D, L D,

Dy = D, z Dy 7Y (3.6)
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conmuta. Con esto, obtenemos los siguientes diagramas

go(loz) : q'o(koz)) #
Dt > Y DZ —_— Dt/ e
vow v'ow

cont, t' € I' y ademas,

to(go(loz)=to(wow)  to(do(koz) =10 ow)

por (3.5) v (3.6); luego, en virtud de la propiedad (C'F'3), existen morfismos r : D, — D,,
' Dy — D, en I, tal que

(vow)or={(qo(loz))or (v ow)or =((¢ ok)oz)or

Por 1ltimo, obtenemos un diagrama

D,

D,

con r € I'; entonces por la propiedad (C'F2), existe un diagrama conmutativo de la forma

D,,—— D,
r! Dz

conm €I
Con ésto, obtenemos el diagrama conmutativo

Dp
sop I goq
zo(r'om,
k
s'op’ goq
Dy

Ademsds, tenemos que (sop), z, ', y m € I', con lo cual la composicién estd en I'; i.e,
gltofls=(goq)/sop~(god)/sop’ =g /t'of]s.

Demostrando andlogamente que si f/s ~ f'/s' : X — Y, entonces g/tof/s ~ g/tof'/s,
se obtiene lo deseado.

.. La composicion no depende del representante.g

Proposicién 3.8 La composicion en XI'™! es asociativa.
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Sean X,Y,Z, W € XI'"! y morfismos

fl/s g/t h/k

X Y Y A Z

P.D h/ko(g/to f/s)=(h/kog/t)o f/s.

Para esto, el lado izquierdo de la igualdad es un diagrama de la forma

w

/\
NN\

y el lado derecho es de la forma

/\
NN\

Ahora, tenemos los morfismos

Dk/

t' ok’

Como se tiene que I' cumple la propiedad (C'F2) e i € I, existe un diagrama conmutativo

U———= D,

Dy Dy

t'ok’
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con v € I'. Luego, si componemos con el morfismo f, tenemos la igualdad f o ((t' o k') o
v) = f o (iou) utilizando la conmutatividad de los diagramas (3.7) y (3.8), tenemos que
fo((tok')ov)=to(f' ok)y fo(iou)=to(l'om), ie., tenemos un diagrama

l,Ok, t
U—=D,——=Y
flok

y t € T'. Por la propiedad (CF3), existe un morfismo a : D, — U tal que (f' o k') o
a = (I"om) oa. Volvamos a hacer lo mismo pero ahora con el morfismo g, entonces
go((f'ok)oa)=go((I'om)oa),y utilizando la conmutatividad de los diagramas (3.7)
y (3.8), obtenemos go ((f' ok’)oa) =ko(loa)y go((I'om)oa)=ko((¢om)oa). Con
esto volvemos a obtener un diagrama de la forma

loa k
Da*;) Dk — 7
(g’om)oa

con k € T'. Otra vez utilizando la propiedad (C'F3), existe un morfismo b : D, — D, tal
que (loa)ob=((¢ om)oa)ob. Con esto obtenemos que el diagrama

Dy
so(t'ok’) o hol
X Dy, |14
ios |,
ho(g'om)
D;

conmuta, con v/ =wvo (aob)y u =wuo(aob). Ademds, como v € I, entonces (so (t' o
E))o(vo(aob))eTl, ie,pel . h/ko(g/tof/s)=(h/kog/t)o f/sm

Con estos resultados, obtenemos que XT~! es una categoria con la composicién en
morfismos definida.

3.2 Propiedad universal de X!

A continuacién veremos la propiedad universal que posee esta categoria.

Lema 3.9 Sean X una categoria y I' un cdlculo de fracciones derecho en X. FEntonces
existe un funtor v : X —— XT'~! tal que si s € I, v(s) es invertible. Ademds si Y
es una categoria y F': X

Y un funtor con la propiedad de que Vs € I, F(s) es
tnvertible, entonces JNE XTI ——=), tal que el diagrama

X — = xr-!
Ty lE
N%
conmuta.

Demostracion:
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Primero, definimos a v en los objetos como la identidad; y si tenemos un morfismo

T .y , definimos v(f) = f/Idy, i.e., al morfismo

SN

X Y

X

Es claro que manda identidades a identidades. Veamos que abre composiciones. Sean

X *f>Y*g> 7 morfismos en X.

P.D. y(go f) =~(g) ov(f)-
Sabemos que v(g) o y(f) es un diagrama

N
Idx X f Idy Y g
RN
X Y Z

con ese representante elegido, y el resultado de esa composicion es prescisamente
Id X gof
VRN
X A

con lo cual y(go f) = v(g) ov(f).
.. 7 es funtor.

Ademsds, si D,>Y € T, entonces y(s) = s/Idp, tiene como inversa al morfismo
Idp,/s; pues Idp./so s/ldp, es un diagrama

Idp

s D, Idp,
YN
1d D, Ds 4
s s s Ds

YN N
Ds Y S
que es justamente el diagrama

IdDS/D s\\IdDS

Dy Dy

La otra composicién que tenemos es s/Idp_ o Idp, /s que es un diagrama

D
Idp Idp,

YN
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de donde s/Idp, o Idp,/s = s/s. Fijandonos en el diagrama conmutativo

Idy IdY

Y

con lo cual s/s = Idy /Idy.
Ahora bien, supongamos que existe un funtor F' : X Y tal que invierte a los

morfismos en I'. V X € X, definimos ﬁ(X) = F(X), y en morfismos

stf
Y

como F(f/s) = F(f) o F(s)~. Veamos que la definicién no depende del representante.
Supongamos que f/a ~ g/t, i.e., existe un diagrama conmutativo de la forma

D
s " !
X<~——D, Y
t v g
Dy
con w € I'. De aqui tenemos que F(s) o F(u) = F(t)o F(v) y F(f)o F(u) = F(g) o F(v).
Ademas, tenemos que w = sowv € I', y con lo cual es invertible. Entonces tenemos
que F(sou)o F(sou)™ = (F(s) o ( )) o F(sou)™' = Idp,, y si componemos con
F(s)7!, tenemos que F(u) o (sou) = (F(s) o F(s))oF(u)o(F(sou)™)=F(s)™".
Analogamente obtenemos q e F(t)™' = F(v)oF (tov)™!. Ademds como sou = tov, se sigue
que F(sou)™ = F(tou)™!. Juntando estas observaciones se tiene que F'(f) o F(s)™! =
1

F(f)o (F(u )oF(sou)
F(g)o F(t)™!
. la definicion no depende del representante.

Veamos que F' es funtor. Es claro que manda identidaes en identidades. Sean X,Y, Z €
X y morfismos

) = (Fg) o F(v)) o F(sou)™ = F(g) o (F(v) o F(tov)™") =

Ds
v N v N
X Y

entonces la composicién es un morfismo
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P.D. F(g/t)o F(f/s) = F(goh/sok).
Por definicién, F(g o h/sok) = F(goh)o F(so k)™, F(f/s) = F(f)o F(s)™'y
F(g/t) = F(g) o F(t)~!. Por el diagrama (3.9) obtenemos el diagrama conmutativo

F(Dy) 2 F(D,)

F(k) F(t)

F(D.) = F(Y)
Como t,k € T, entonces F(t)~' o F(f) = F(h) F(k)~'. Luego, tenemos que F'(go h)o
F(sok)™ = (F(g) o F(h)) o (F(k)™" o F(s)™") = F(g) o (F(h) o F(k)™") o F(s)™") =
F(g) o (F(t™") o F(f)) o F(s)™) = (F(g) o F(t7)) o (F(f) o F(s)™").
.. F es funtor.

Ahora veamos que tiene la propiedad universal enunciada. Sean X,Y € X, entonces
For(X) = F(X) = F(X); ysi XY, entonces F o~(f) = F(f/Idy) = F(f) o
F(Idx)™' = F(f). Luego, el diagrama

X —= xr-!

\f

conmuta. Supongamos que existe un funtor G : XI''t — Y tal que el diagrama

X — = x7-! (3.10)

T te
y
conmuta. Con ésto, si X,Y € X, entonces G o y(X) = G(X) = F(X) = F(X). Si
Dy ;
RN
X Y

en XT~!, solo hacemos la observacién que f/s = f/Idx o Idp,/s (observacién que se
deja al lector verificar); con ésto G(f/s) = G(f/Idx) o G(Idp,/s), y como el morfismo
Idp, /s tiene inversa s/Idp,, tenemos que G(Idp,/s) = G(s/Idp,)*. Como el diagrama
(3.10) conmuta, tenemos que G(f /IdX) F(f)y G(s/ldp,) = F(s), de donde G(f/s) =

G(f/1dx) o G(Idp,[s) = F(f) o F(s)™ = F(f/s). ~.G = F.m

Observacién 3.10 Sea X una categoria y I una clase de morfismos en X que cumple las
propiedades (CF2) y (CF3) y XT* " la categoria de fracciones que invierte a los elementos
de I'*. Sean )Y una categoria; F,G : XT*' = Y funtores y n: F'— G una transformacion
natural. Entonces basta ver la naturalidad en los morfismos de la forma f/s con s € .

—1
Dado un elemento f/s € XT* | sabemos que s = s, 08,10 ...0 s;. Haremos el caso
para n = 2 y la demostracién para el caso general es por induccién. Supongamos que
s = sy 0 81, entonces f/s se ve en diagrama de la forma
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Luego, viendo a Idp,, /sy y f/s1 en diagramas

52

P RN

Dy, Dy, Dy,

D
v
A
Entonces, Idp,, /ss 0 f/s1 es el diagrama

D
IdDj/ B N

Dy Dy
52 2 Jdps, 4, f
A D, B

1

con lo cual, Idp,, /sy 0 f/s1 = f/s1 08y = f/s. Con esto, tenemos que el diagrama
conmutativo

F(A) ="~ G(A)

F(f/s)

F(B) =5~ G(B)

nB

se descompone en el diagrama conmutativo

3.3 Extensividad de la categoria XT!

En este apartado veremos las propiedades que tiene esta categoria que acabamos de definir,
que el funtor v : X — XT'~! preserva sumas si X tiene sumas; y demostraremos la
extensividad en esta. Para esto, observemos la siguiente definicion:

Definicién 3.11 Sean X una categoria y I' un cdlculo de fracciones derecho. Decimos
que I" tiene sumas finitas de denominadores si Vs, t € I', s+t € T.

Teorema 3.12 Sean X una categoria extensiva y I' un cdlculo de fracciones derecho que
tiene sumas finitas de denominadores, entonces el funtor v : X — XT'~! preserva sumas
finitas.

Demostracién:
Que el funtor preserva sumas quiere decir que si tenemos X,Y € X, entonces si

XX+ y
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es un diagrama suma en X, entonces el diagrama

ix/IdX iY/IdY

X—X+Y~<—Y

es un diagrama suma en XT L.
Veamos que tiene la propiedad universal deseada.

Sean Z € X' y
Ds h Dt
N RN
X VA Y 7
morfismos en XT 1.
P.D.
k Dy
Y\
X+Y VA
tal que z/koix/Idx = h/sy z/koiy/Idy = g/t.
Demostracion:
Como tenemos los morfismos
D,— 7 D,—Y—~7

entonces existe [h, g] : Ds + Dy — Z, el morfismo inducido por la propiedad universal en
X. Definimos el morfismo

+PS+Dt

s h,
N
X+Y Z

con s+t €I, pues I' tiene sumas de denominadores. Si componemos este morfismo con
la inclusion en X, tenemos el diagrama

D, .
S/ £

Idx i s+D +Dt[h]
/ N \’9
X+Y

Que es exactamente el diagrama
D
RN
X Z

Se le deja al lector verificar que pasa lo mismo al componer con el otro morfismo inclusién.
*. los diagramas

7 d 7 d
X $> X+Y Yy & X+Y
"™ i[h,g}/ert, P i[h,g]/ert
A A

conmutan.



3.3. EXTENSIVIDAD DE LA CATEGOR{A XT ! 49

Ahora bien, supongamos que existe un morfismo z/k : X +Y — Z tal que los diagramas

ix/1d iy /Id
x—N x gy y— Y xiy (3.11)
W lz/k P lz/k
Z Z

conmutan. Estas composiciones se traducen en diagramas

Dy,
/ \ m1/ \ 2
“’7 Ny \ ”Y/ N \
X+Y X+Y
que son diagramas de la forma

! Dy ! Dim
7N RN

X VA Y X+Y (3.12)

Ademas por la conmutatividad de (3.11) se tiene que existen diagramas de la forma

D, m
I Y / by N2
X D, Y D Z (3.13)
s / \ b
Dy D,

con soag,byot €I'. De estos diagramas, podemos construir el diagrama conmutativo

Dy,
[l2,m2]
" D+ D
a1+by
X+Y D, + D, (3.14)
s+t a%
D, + D,

con [ly, my] el morfismo inducido por la propiedad universal del coproducto. La de-
mostracion de la conmutatividad del diagrama es inmediata utilizando la propiedad uni-
versal del coproducto y utilizando los diagramas (3.12) y (3.13); se deja al lector verificar
este hecho. Ademads se tiene que (s +t) o (ag +be) € I', con lo cual z/k = [h,g]/s + t.m

Proposicion 3.13 Sea X una categoria extensiva y I' un cdlculo de fracciones derecho
con sumas de denominadores, entonces XI'™1 es extensiva.
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Demostracion:
Ya vimos que la categoria XT! tiene sumas; veamos que cumple con la propiedad (2) de
(1.2). Supongamos que existe un diagrama
A
f/s

Xzﬂx/ldXX—i_Y

en XT~1 con el morfismo f/s de la forma

D,
AN

A X+Y

Entonces tenemos un diagrama en X de la forma

Dy
f
ix

que por ser extensiva, existe un producto fibrado

A —" D,
f1 f
ix

de donde obtenemos el diagrama conmutativo

h/Ida,

Ay D,

fi/Ida, f/1da (3.15)

X*”X/MXX—FY

en XT~1. Veamos que (3.15) es un producto fibrado.
Supongamos que existe un diagrama conmutativo

g/t

B——— D
p/k f/1dp,

X—>=X+Y

ix/Tdx
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Ambas composiciones de este diagrama, son diagramas de la forma
D, 1dp, Dk
Ith Dy,
v N VRN
t D g 1dps D, ! k Dy pldx X ix
/N N NN
B

D, X+Y B X X+Y (3.16)

y por ser ambas composiciones iguales, tenemos un diagrama conmutativo

D,
t " fog
B D, X+Y (3.17)
k v ix0op
Dy,

Observando el diagrama conmutativo

gOU
Dy ——— D,

pov f
ix

obtenemos por la propiedad universal del producto fibrado en X', que !5 : D, — Ay, tal

que el diagrama
Du gOU
NG
i \\

A —" D,
"\ n f (3.18)
N
ix

conmuta. Consideremos el morfismo
D,
k’oy \\]
B Ay
Veamos que el morfismo cumple que el diagrama

B g/t

il\ \%co’u
‘\\ h/Ida,

1 > s

p/k
fi/Ida, f/Tdp, (3.19)

X—X+Y

ix/Idx
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conmuta. Para ver esto, tenemos que f1/Ida, o j/(kov) es un diagrama de la forma

o P

kov Du g Iday Al 1
YN N

B Ay X

Luego, por (3.18) tenemos que el diagrama

D,

X
p

B D,

v
k /
k

(3.20)

D

conmuta, y ademas kowv € I', con lo que f1/Ida, oj/(kov)=p/k.
Por otro lado, tenemos que h/Id, o j/(k ov) es un diagrama de la forma

Idp, Du J
e \A
Du i Id 1
kov J A1 h
YN N
B Al Ds
Por los diagramas (3.17) y (3.18), el diagrama

Dy

B D, D, (3.21)

conmuta. Luego, h/Ida, o j/(k owv) = g/t. Entonces, por (3.20) y (3.21) tenemos que
(3.19) conmuta.
Supongamos que existe un morfismo n/m : B — A; tal que el diagrama

B o/t
|
\
\

Ym
1 h/Ida,

p/k
fi/Ida, f/Tdp, (3.22)

X—X+Y

ix/Idx
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conmuta.
P.D.n/m = (j/kow)
Demostracion:

Observemos primero que h/Ida, on/my fi/Ida, on/m son diagramas

Idp,, Dm n Idp,, Dm n
YN YN
m Dm nIdAl Al b m Dm nIdAl Al )
AN ' \A/ N
B

B Ay D, 1 X

respectivamente. Por la conmutatividad de (3.22) y la de (3.19), tenemos que j/(kowv) o
fi/Ida, =n/mo fi/Ida, y j/(kov)oh/Ids, =n/moh/Idy,, de donde existen diagramas
conmutativos de la forma

D, D,
kov f1oj kov hoj
ul u2
B D, X B D,, Dy (3.23)
v1 v2
m fion m hon
D,, D,

Luego, tomemos el diagrama

movy

Dy, B

movy
con mowv; € I'; con lo cual por la propiedad (C'F2), existe un diagrama conmutativo
D, —2~D,,

movy

D, B (3.24)

movy
con ay € I'. Ademas, tenemos las igualdades mowv; = (kov)ou; y mowvy = (kow)ous.
Con lo cual el diagrama

al
Dy ——— Dy,

(kov)ouy

(3.25)

w2 (kov)ous
conmuta. De (3.24) obtenemos el diagrama

vg0a2 m
D,—/=D,, B

v10a1
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y ademds m € T'; con cual, por la propiedad (C'F'3) existe un morfismo D.—> D, en T,
tal que (vg 0ay) oc = (vy 0ay)oc. De (3.25) tenemos el diagrama

u20a2

D,—/—=D, kov B

u10a1

y kowv €T’ con lo cual, por la propiedad (C'F'3), existe un morfismo Dy 9. D, en r,
tal que (ug 0 ag) od = (uj 0ay) od. Si consideramos el diagrama

D

Dy

d l)a

Por la propiedad (C'F3) existe un diagrama conmutativo

D,—< D,
d c
l)d d l)a

con ¢ €. Denotemos b =dod = co . Consideremos los morfismos

no(vao(azob))
b — > Ay
jo(ugo(azob))

Veamos que son iguales. Si consideramos el diagrama

ho(no(veo(agob
Db( (v2o(az )))A

fro(no(vao(az0b))) f (3.26)

X

. X+Y
(5
conmuta, puesto que ya teniamos que f oh =iy o f;. Considerando el diagrama conmu-

tativo

l)b o(no(vz0(az0b)))

A h
f1o(no(vao(azob))) 1 A
. d (3.27)
X—=X+Y
(5

Luego, por (3.23), tenemos que ho(jo(ugo(azob))) = ho(no(vyo(azob)))y fro(jo(uio(aso
b))) = fio(no(vio(a;ob))). Ademds, (v10a1)ob = (vy0az)oby ujo(a;ob) =ugo(azob),
con lo cual fio(j0(uzo(azob))) = fio(no(vgo(azobd))). Con estas dos cosas tenemos
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que el morfismo j o (uy o (ay 0 b)) hace conmutar el diagrama (3.27), con lo cual, por la
propiedad universal del producto fibrado, obtenemos que jo(ugo(azob)) = no(vgo(agob)).
Utilizando esto y el diagrama (?7?) el siguiente diagrama

Dy,
TN
B Dy Ay
(uzoaz)
kow i
D,

conmuta; y ademas mowvy € I', ag € 'y b € I', de donde mo ((va0ay)0b) € I' con lo cual
n/m=j/kow
.. El diagrama (3.15) es un producto fibrado.

Ahora bien, como Id/s : Dy = A obtenemos que el diagrama

soh/Ida,
1

fi/lda, fls

X Py X+Y
es un producto fibrado.

. XT~! cumple la propiedad (2) de (1.2). Ahora veamos la propiedad (3) de (1.2). Sea

Al j/a, k/b

A Ag

/s h/p g/t (3.28)

X— 7 X+Y~=~———Y

ix/Idx iy /Idy
un diagrama conmutativo.

(=) Supongamos que el renglén de arriba es una suma, entonces tenemos que el diagrama
(3.28) es un diagrama de la forma

iAl/IdAl iAQ/IdA2

Ay

AL+ Ay

Ay
I/s f+g/s+t g/t

X o A Y

Tenemos que un producto fibrado del diagrama

D, + D,
s+t

ix
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en X, es el diagrama
D,—2%D, + D,
! f+g

ix

por ser extensiva. Observando nuestra construccion del producto fibrado hecha anterior-
mente, obtenemos que un producto fibrado en XT'~! es

(S+t)OiDS/IdDS

D, —————="A; + A,
f/1dpg frg/s+t

X+Y

ix/Idx

Como Idp,/s: A1 = D, en XT~!; obtenemos que el diagrama

Al *k> Al -+ AQ
(f/Idp,)o(Idp, /s) f+g/s+t (3.29)

Xi*)X/IdXX—i_Y

es también un producto fibrado, con k = (s+t)oip, /Idp, oldp,/s . Sivemos la composicién
f/Idp, o Idp,/s, es un diagrama

D
Dy Dy
7NN
Ay D, X

conlo cual f/Idp,oldp,/s = f/s. Porotro lado, la composicién ((s+t)oip, /Idp,)oldp,/s
es un diagrama

Dy

Id 7 YDS

Dy Dy

Ay Dy AL+ Ay



3.3. EXTENSIVIDAD DE LA CATEGOR{A XT ! 57

de donde tenemos que ((s+t) oip,/Idp,)oldp,/s = (s+1t)oip,/s. Ademds, tenemos el
diagrama conmutativo

Ay
IdAl (Y
Ay Dy A+ Ay
Idp,
s (s+t)oip,
Dy

con s € I', entonces (s +t) oip,/s = ia,/Ids,. Juntando estas dos observaciones y el
diagrama (3.29), tenemos que el diagrama

I/s f+g/s+t

X—X+Y

iAl/IdAl

es un producto fibrado en XT~!. La demostracién para el lado derecho del diagrama (3.28)
es analoga.

.. Si el renglén de arriba es una suma, entonces los cuadrados son productos fibrados.
(<) Ahora, supongamos que los cuadrados del diagrama (3.28) son productos fibrados.
Sabemos que dado el diagrama

Dp
¢h

X—=X+Y <Y
ix iy

en X, existe un diagrama de la forma

X——X+Y~—Y
ix iy

con ambos cuadrados productos fibrados, con lo cual el morfismo [g, ]| : By + By — D, es
isomorfismo. Ademas, sabemos que en el diagrama

pog/ldp, D por/ldp,
p

B, B,
fi/ldp, h/p f2/1dp,

X—=X+Y<—Y

ix/IdX iy/IdY
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los cuadrados son productos fibrados, con lo cual, obtenemos que existen isomorfismos
tnicos my/ny : Ay — By y ma/ns : A — Bs, con la propiedad de que el diagrama

Ay —3\/‘1 k/b A,
| mi1/n1 ﬂ;
1 \ B, pog/ldp, D, por/Idg, Bg/ |

|
|
| /

s t
f/\ fi/1dg, hp  f2/lds, / & (3.30)

N\

N\ /
\ Y2
X—X+Y~=——"Y

ix/IdX iY/]dY

conmuta. Con esto, obtenemos el isomorfismo (my +ms)/(ny +ng) : Ay + Ay — By + Bs.
Observando la siguiente composiciéon de isomorfismos

mi+ma/ni+nz lg.:7]/(IdB,+B,) p/ldp,
-

A+ Ay B, + By D,

obtenemos que A; + Ay = A, sea € éste isomorfismo. Sélo veamos que € es el morfismo
inducido por la suma. Observemos los siguientes diagramas conmutativos

mi+mso/nit+n rl/(Id Id
A1—|—A2 1+ma/n1+n2 B1+B2 la.r]/( Bl+32) Dp p/ Dyp
iAl’T iBl/F

Id
Al -B1 q/ Bq
mi/ny
Ay + Ay mi+ma/n1+nsg B, + By la,r]/(IdBy+B,) D, p/Idp,
iAQ’T z’B2/F
r/Id
Ay Bs e,
ma/no

Luego, por la conmutatividad del diagrama (3.30), obtenemos que €o0is, = j/ay coig, =
k/b, con lo cual € = [j/a, k/b] : A} + Ay = A.

.. La parte de arriba es una suma.
*. Se cumple 3 de (1.2)
. XT7! es extensiva.m
Esta construccion nos sera de ayuda para invertir una clase de morfismos conveniente.



Capitulo 4

El producto tensorial en Ext

Dados dos categorfas X', € FEuxt, consideramos la subcategoria plena Fzt[X,))] de la
categoria Cat[X,)]. Lo que buscamos construir es un producto tensorial ® tal que Ext
sea monoidal cerrada, es decir, que tengamos el isomorfismo natural

Ext[X @ Y, Z] = Ext[X, Ext|Y, Z]]

Obtenemos X ® Y aplicando la categoria de fracciones a Fam(X x )), buscando invertir
los morfismos convenientes como Gates lo hace en [6]. Es la analogia del producto tensorial
de grupos abelianos.

4.1 El calculo de fracciones

Sean X, ) categorias extensivas e I, J € Cony. Una especificacion de denominador prim-
itivo son objetos Y, X; € Xy Y .. Y € Y, familias de morfismos ix, : X; = > .., Xi y
iy, Yi = Y iep Vi Denotaremos a » ., X; y > .. Vi por X y Y respectivamente.

Tomemos un conjunto finito K y una K — familia indizada de especifiaciones de de-
nominadores primitivos (Xk,Yk,Xik,Ek,iX%,ink)- Obtenemos objetos (X, Yi))kex €
Fam(X x Y). Luego, definimos:

1. K'= erKIk X Jk

2. m: K' — K, el morfismo que a un elemento (i, jix) € K’ le asocia k, es decir, la
proyeccion en el k-ésimo sumando.
3. Podemos formar el elemento ((Xi,,Y7,)) . 0)ex’ € Fam(X,))

k) " Jk

4. Sea h la familia de morifsmos K’-indizada de morfismos en X x Y, con hg;, j,) =
(ix, ,%v;, ) para (ix, ji) en el k-ésimo sumando, es decir h = ((ix, ,%;, ) (irjx)eK"-

El resultado es un morfismo
(7, h) (X, Vi) iwgeyerr — (X, Ya)ker

de Fam(X x )). Definimos como un denominador primitivo a un morfismo de esta man-
era. Denotamos a la coleccién de denominadores primitivos por I', y su cerradura por
composicion como . Lo que deseamos es ver que I'* es un calculo de fracciones derecho
en Fam(X x ), utilizando la proposicién 3.3.

Proposicién 4.1 T' cumple con las propiedades (CF2) y (CF3) de la proposicion 3.3.

99
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Demostracion
Veamos que se cumple (C'F2). Supongamos que tenemos un diagrama en Fam(X x ))

(Xiey;, ) Grgyer

(m.h) (4.1)

(Wi, Zi) e e (X, Yi)) ker

Luego, para cada [ € L, tenemos los morfismos f; : Z; — )A(S(l) vyag W — ?S(l).
Como X y Y son extensivas, podemos dar una descomposiciéon en sumas de Z; y W, en

elementos tantos como I, y J,) respectivamente (recordando que )?S(l) =>. wer Xism
s(DET5 (1)

vy Yo = sta)GJs(z) Yjsu)))? renombrando I = I; y Jyq) = Ji, tenemos que Z; = Zz’lell Z;,
yWiy=>" jes, Wy, y ademds f; y g también se descomponen en morfismos de la forma

Z'Llejl Ty ~ Zjlejl 931 ~
> ien Zi Xs0) dien Wi Yo
tal que para cada i; € I; v j; € J;, los diagramas
Zilell fiy = ZjleJl 95 ~
Zilell Zi, Xs(l) ZjeJl sz s(l) (4-2)
iz, iy Wi Vi)
Zz‘l f Xis(l) le 9 Y}SU)

conmutan. Definimos el morfismo p : [],., fi x J; — ]_[k I, x Jk de la siguiente manera:
si (i, 51) € Iy x Jj, entonces p(ir, i) = (1s): Js@)) € Lsqy X Js@)- Denotemos como L' =
[,c. I x Ji. Este morfismo nos genera un morfismo en Fam(X x ) de la forma

(Pv<(fil 293y ))(il,jl)EL’)

<(Zu7 W]l)) (i1,51)€L’ <(X1mW )> (ik,Jk)EK’

Ademads, tenemos la funciéon 7 : L' — L definida como la proyeccién en la [-ésima coorde-
nada. Todo esto nos define el morfismo

(7.((iz;, iw; D) iy gppert)

<(Zil7le)>(il7jl)€L/ <(ZZ7VVZ)>Z€L

Este es claramente un elemento en I'. Luego, podemos considerar el diagrama

(ﬂ((fil ,gjl)>(¢ JJ )EL’)
o <<X%k7 ij))(ik,jk)EK’

<(ZM7 W7l>) (31,41)€L’

(liz,, siw; )iy pers) (m,h) (4.3)

(Wi, Z0) )ie

(s,{(f1,91))1eL) <(Xk7yk)>k€K
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Para ver que conmuta, observemos que para los morfismos definidos en C'ony tenemos que
el diagrama

e &t x Ji —r 5 ier Ik % Ji

L 7 K

conmuta. Si fijamos un elemento (i;,j;) € L, la conmutatividad del diagrama (4.3) lo
tenemos por el diagrama (4.2). Luego, tenemos que el diagrama (4.1), se completa en el
diagrama (4.3) y ademds el morfismo (7, (iz, ,iw;, )G € L' € I, con lo cual I' cumple
(CF2).

Ahora, supongamos que tenemos un diagrama de la forma

(s:{(fr9))ier) (m,h) ~ ~
<(VV17 Zl>)l€L <<X1k7 ij>)(ik,jk)€K' - <(Xk‘7 Yk))k:eK

t,{(ny,m1))ier)

tal que (m,h) o (s, ((fi, 9))ier) = (w,h) o (£, {(ru,mu))ier). Luego, tenemos en Cony que
Vie L ,mos(l) =mot(l).Seal € L, denotemos 7o s(l) = k para facilitar la demostracion.
La igualdad anterior nos dice que los elementos s(I) y ¢(l) caen en el mismo sumando
Iy x Ji. Sean s(l) = (ig,jx) v t(I) = (4}, J;) en el k-ésimo sumando. Por hipétesis,
sabemos que iXik ofy = Z-Xi;c on;y z'yjk og = iyj;c omy, i.e, tenemos los siguientes diagramas

conmutativos
fi g1
W, ——= X, Z Y;
n; ZXZk my Zyjk (4.4)
i ik

Por el lema (1.8), la suma de objetos es disjunta en categorias extensivas; con lo cual,
considerando el cuadrado del lado izquierdo del diagrama (4.4), tenemos los siguientes
casos: Sii = 7', entonces tenemos que ix, o f; =ix, on, utilizando el lema (1.8), tenemos
que las inyecciones son monomorfismos, con lo cual, obtenemos que f; = n;. Ahora bien,
si i # i', entonces por el lema (1.8), tenemos que existe un morfismo de W, en 0 (ver la
forma del producto fibrado), y por el lema (1.7), el objeto inicial es estricto, con lo cual
podemos considerar que W; = 0 y que los morfismos f; =! y n; =!. Anélogamente en el
cuadrado derecho de (4.4), tenemos que si j = 5/, entonces g, = m; y si j # j', entonces
Z; =0, gy =!y m; =!. Paral € L, formemos los siguientes conjuntos finitos

1 sii=7 1 sijg=jy
I} = o y J| = 7
0 sii#d 0 sij#7
Luego, podemos formar los objetos (U )«er v (Vi)ses; con la familia de morfismos
I}-indizada, c,, : U, = W, y la familia J}-indizada d,, : Vi, = Z; de la siguiente manera:

U - W, sii=1yc, = Idy, Vo Z; sij=j"yd, =1Idyg
R si i # 4" y el morfismo vacio 10 sij# 54y el morfismo vacio

De esto podemos formar el conjunto L' = [],., ] x J] con su morfismo proyeccién o :
L' — L. Luego, tenemos una descomposicién en sumas de W, y de Z;. Si i = i’, entonces
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tenemos que U, = W, el cual es claramente una descomposiciéon en sumas de W; con
su morfismo inclusion, el cual es en este caso la identidad (es andlogo con Z;). Ahora,
si i # i/, entonces tenemos que W; = 0, entonces es la suma de una familia vacia, i.e,
> neUs = 0 = Wy, y las inclusiones son el morfismo vacfo. Todo ésto nos genera un
morfismo en Fam(X x )

R I )

<(U*l7 V:kz )>(*l,*z)€L’

el cual es un denominador primitivo. Finalmente, solo debemos checar que el morfismo
dado iguala a los morfismos (s, ((f;, g:))ier) ¥ (¢, ((n, my))1er). Para esto, observemos que
L' =T, 1] x J/, donde I} y J] o son inicial o son final. Los elementos en I x J; son
de las siguientes formas: si ambos son finales, entonces tenemos un solo elemento, si uno
de los dos es 0, entonces no hay elementos. Entonces dar un elemento en L’ es dar un
elemento en [ € L tal que I] y .J] sean ambos terminales, es decir , s(l) = ¢(I).
Con esto, tenemos que si (x,%;) € L', entonces s(a(x;, %)) = t(a(*;,%)). Ahora, si ten-
emos un elemento (x;,%;) € L', sabemos que hay un elemento en el [-ésimo sumando
si s(l) = t(I). Luego, tenemos que foc, = fioldx, = fi = ny = nyoldyx, =
n; o ¢y,. Andlogamente se obtiene que g; o dy, = my o d,. Con ésto afirmamos que
(57 <(f17 gl)>l€L) © (aa <(Caz> dbz))(az,bz)GL’> = <t7 <(nl> ml)>l€L) © (a> <<Caz7 dbz))(al,bl)eL’)' Luego,
I’ cumple la condicién (C'F3).
. I cumple las condiciones (CF2) y (CF3)nm

En virtud de la proposicién (3.3), tenemos que I'* es un calculo de fracciones derecho.
Definimos X ® Y como Fam/(X x Y)((I'*)~1). Solo nos resta ver que X ® Y es extensiva.
Para ésto, solo tenemos que demostrar el siguiente lema.

(W, Zy))

Lema 4.2 Si X y ) son categorias extensivas, entonces I' tiene sumas de denominadores
Primaitivos.

Demostracion
Sean X, ) categorias extensivas y

(W’ h) : < (Xik’ ij) >(ik7jk)€K/ — <(Xk= Yk) >k€K (p7 h,) : < (VVZ'H ij) >(il7jl)€L/ — <VV17 Zl) >ZEL

denominadores primitivos, donde K’ = er el x Jyy L' = Hle . I x Ji. Definimos el
conjunto K’ + L' = [],c e, P; X Q;, donde

P O I.xJ, siteK
PR L x g sitel

junto con un morfismo 7 : K’ + L' — K + L, que manda a cada elemento a su proyeccién.
Ademds, definimos las familias de elementos en Fam(X x ))

( (Ui; Vi) Vivgoexr+rr (Ui, Vi) Veercrr

de la siguiente manera:

U V) = (X;,,Y;,) siteKyt=k (@ 7)) = (i?\k,):/k) site Ky t=k
e (Wi, Z;) siteLyt=l b (W, Z)) sitelLyt=l

Viendo estas definiciones, para cada (i;,j;) € K’ + L', podemos definir el morfismo
(Z'Ui“iVjt) : (Uiu V?t) — (Ut7 ‘/t) como

(iUi Sy, ) = (ZszazY]k) S% te K y t=k
t (Zwilylzjl) siteLyt=l



4.2. LA CATEGORIA MONOIDAL CERRADA FEuxt 63

=D

Ademds, podemos observar que para cada t € K + L, tenemos que »_, ., Uy, = Uy

> W Vi = V,. Esto nos genera el morfismo

(7w, v, ) ~ ~
<(Uit7 V}t))(it,jt)EK”rL’ s <(Ut7 W))tEKJrL

que es un denominador primitivo. Ademas el lector puede convencerse de que
(Xiw, Vi D wgwexr + Wi, Zi ) avgoer = (Ui, Vie)dgoerr+ 1

(Xe, Ye)ower + (Wi, Z) e = (Us, Vi) ek sz

Con ésto concluimos que (7, ((iy,, ,iv;,))) es un denominador primitivo.
.. T tiene sumas de denominadores primitivos.m
En virtud de la proposicién (3.13), X ® Y es extensiva.

4.2 La categoria monoidal cerrada FExt

En este apartado, veremos la propiedad universal del producto tensorial definido. Quer-
emos ver que ® hace de la categoria Fxt monoidal, y que ademas exista el isomorfismo
natural

Ext|X @ Y, Z] & Ext|X, Ext[Y, Z||

Primero, veamos que el producto tensorial definido es un bifuntor. Sean F': X — X’y
G :Y — )Y en Ext. Estos funtores nos definen el funtor /' x G : X x Y — X' x )', que
actia por coordenadas en la categoria producto. éste nuevo funtor define un funtor de la
forma

Fam(Xx’ x )')
TFamX/Xy/()

X' x )

FxG

X x)Y

Por el teorema (2.2), tenemos que Fam(X' x )') tiene sumas finitas, con lo cual, por el
teorema (2.5), existe un funtor F' XY : Fam(X x )) — Fam(X’ x )') tal que el diagrama

Fam(X x ) —2% Fam(X' x V')
FamXxy()T TFamX/xy/()
Xxy—2E

conmuta. Viendo el teorema (2.2), este funtor estd definido de la siguiente manera: Si
(X;,Y)))ier € Fam(X x V), entonces (F x G)(((X;,Y:))ier = (F(X:), G(Y:)))ies v dado
un morfismo (£, ((fi g:))ier) : (X, Yi)ier = (W), Z,))e, entonces

F o GUF Ao 9ier) = (£ (P (£), Glg2))ier.

Ahora, componiendo éste nuevo funtor con Ypem(x'xyvry 1 Fam(X' x V') = X' ®@ Y =
Fam(X' x Y")(I'*)~!, obtenemos el funtor ’YFam(X/xy')O(ﬁX@) :Fam(X x)Y) - X' @Y.
Para ver que tenemos un funtor de X ® Y en X’ ® )', veamos que este nuevo funtor invierte
a los denominadores primitivos de Fam(X x ).

Sea

(m, (x5 0, ) inere  (Xis Yi)) i erer = (X Yi) ) rere
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~ o~

un denominador primitivo en Fam(X x ). Tenemos que (F'xG)(m, ((ix;, . iv;, ) (ir.jr)ex’) =
(7T7 <(F(ZXZK)7 G(iyjk)»(ik,jk)EK’) donde

~

(m, (F(ix,,). Gliv, M ngorexr) * (F(X5,), GG rgoerr = (F(Xr), G(Vi))kex

Luego, F' vy G son funtores que abren sumas, entonces para cada k € K, tenemos que los
morfismos inducidos por la suma son isomorfismos

i€l i€l

[Gliv, )= > G(Y;,) =G> Y;,) =G(Y)

Jk€Jx k€I

12

Ademas, para cada iy € Iy v Ji € Ji
Flix, ) = [F(ix, )] ° trx,) Gliy;, ) = [Gliv;, )] o iy,

Sea m = D ien F(Xi,) v m = > j.es, G(Yj,). Ahora bien, observando el dia-
grama conmutativo en Fam(X' x )’)

(7T7<F(iXik)7G(ink)>(ik,jk)eK’) —~ —~

((F(Xi), G(Y3))) (i e ((F(Xk), G(Yk)))kek

(dr ({([F(ix;, )y [Glivg, ))ker

(777<(iF(Xik):iG(ij)»(ik,jk) L

—

(F(Xk), G(Ye))her
(4.5)
Sabemos que (Idg, (([F'(ix, )], [G(iv;, )]))kex) es un isomorfismo en Fam (X’ x Y'), con
lo que la imagen de éste morfismo en X ® Y es también isomorfismo. Sabemos que el mor-
fismo (7, ((ir(x,)s ic(v;,))) (ix.gs)ex’) €8 también invertible en X’ ® ), pues es un denomi-
nador primitivo, con lo cual, la composicién de ambos morfismos en X’ ® )’ es invertible,
entonces, por el diagrama (4.5) la imdgen del morfismo (7, {(ir(x;, ), iG(v;,))) (ixjr)eK’) €5
invertible en X’ ® ).
Utilizando la propiedad universal de la categoria de fracciones, I'F R G : X ® )Y —
X' ® Y funtor, tal que el diagrama

FeG

Xy xX'e)
’YFam(Xxy) VYFam(x'xy’)
Fam(X x J) ——= Fam(X' x ))')
FxG

conmuta. Ademas, este funtor preserva sumas, pues dados dos elementos
(Xe, Ye)hwere, (W), Zj)jes € Fam(X x Y)
tenemos que su suma es la familia ((Cy, Dt))iex+, con

C,, D,) =
( ! t) {(Wj,Zj) Si t:J YJ € J
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Entonces, (F ® G)({((Cy, Di))tex+s) = (F(Cy), G(Dy)))ter+s con

(F(C)), G(Dy)) = (F(Xk),G(Yx)) ST t—l.( y k eK
(F(W;),G(Z;)) sit=jyjed
que es precisamente la definicién de la suma de los elementos ((F(Xy), G(Yr)))kex v
(F(W;),G(Z;))jes en Fam(X" x Y'). Con esto, tenemos que ® es un bifuntor en Ext.
Antes de pasar a lo siguiente, haremos un par de observaciones, las cuales son faciles
demostrar:

Observacion 4.3 Dados dos conjuntos finitos A, B y familias de objetos (X,)aca, (Xp)oen
en una categoria X con sumas finitas, se cumple

SRS DR I

ccAllB a€A beB

Argumento que es valido para conjuntos finitos, i.e; si K es un conjunto finito, y para

cada k € K existen familias (X, );, ez, , entonces

> Xu =) ) X

€ lrex Ik keK ip€ly

Observacién 4.4 Dados dos conjuntos finitos A, B y una familia de objetos (X (ap)) (ab)caxB
en una categoria X con sumas finitas, se tiene que

Y Xaw = DD X

(a,b)eAXB beEB acA

esta 1ltima observacién, es producto de esta otra:

AxB=Ax[[{p=][ax{=]]A4

beB beB beB

y el resultado se sigue de la observacién (4.3). Todos los isomorfismos dados en las obser-
vaciones, son los morfismos inducidos por la propiedad universal de la suma.

Por dltimo, veamos que ® definido anteriormente, hace que FExt sea una categoria
monoidal cerrada.

Proposicién 4.5 La categoria (Ext,®, Sets) es una categoria monoidal simétrica cerrada
con el bifuntor ® definido anteriormente.

Demostracion:
Demostremos primero que existe un isomorfismo natural

ExtlX ® Y, Z] = Ext|X, Ext]Y, Z]]

Para esto definimos ¢ : Ext|X @ Y, Z] — Ext|X, Ext[Y, Z]], de la siguiente manera:
Sea F' € Ext[X ® Y, Z], entonces ¢(F) : Ext[X, Ext[), Z]] estd definido como ¢(F)(X)(Y)
= F(((X,Y))iers)) para X € X yY € Y. Sea g : Y — Y’ un morfismo en ), entonces
O(F)(X)(g9) = F(Idgy, ((Idx, g))«efsy) €l cual es un funtor claramente.

Ahora bien, sea f : X — X’ un morfismo un X, definimos ¢(F)(f) : ¢(F)(X) =
(F)(X') en cada instancia Y € V como ¢(F)(f)y = F({(f, Idy))seqsy) : 9(F)X)(Y) —
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O(F)X')(Y). Sea g : Y — Y’ un morfismo en ), entonces es claro que el siguiente
diagrama conmuta utilizando que F' es funtor

F(Fdy))er))
FI(X,Y))vers) -

FXY))vegsy)

F(((IdX»g»*E{*}) F(<(IdX’7g)>*€{*})

F(fIdy1))seq+})

F(XY))xen) F(X,Y"))wes)

Luego, ¢(F) es funtor; falta ver que preserva sumas. Sean X € X'y (Yi)kex € Fam(Y).
P.D. (¢(F)(X)(Xker Ye) = 2pex (0(F)(X)(Yr)).

Demostracion:
Por definicién tenemos que ¢(F)(X)(D e Yi) = F(((X, D rex Yr))wefs}). Observemos
que tenemos los morfismos

Id 7
X, ——=X, Vi —> > ex Vi

Podemos construir el conjunto H*E{*}{*}XK* = K, yelobjeto ((X,, Yk*»(*,k*)elj*e{*}{*}xK*-
Considerando la familia (X, Yi)) kel ey tstxk. = (X, Yi)lhex € Fam(X x V),
obtenemos el morfismo

(m, ((Tdx., ivi)) (e e)elLe oy (o3 xi) (X Vi) (kn)ell ey (o x . — (X, Zyk»*e{*}
kek

con 7(*, k,) = *, es decir, es la proyeccién en el #-ésimo término. Ademds, tenemos que
para el unico elemento en {}, > X, =Xy >, . Yi = >, Ys, de donde tenemos
que el morfismo definido es un denominador primitivo. Luego, este morfismo es invert-
ible en X ® ), es decir, <(X*aYk)>(*,k*)e]_[*e{*}{*}xK* = (X, D gk Ya))se(sy- Luego, como
los funtores preservan isomorfismos, entonces F'((( X, Yi))rer) = F(((X, D rex Ya))wefs})-
Ademds F' preserva sumas, con lo cual F(((X,Yi))ker) = > rer F(((X, Yr,))sers))- Con
estos dos isomorfismos, obtenemos que Y, ;o F(((X, Yi,))uers)) = F (X, D rer Ye))wets})s
es decit 3 perc O(X)(Ve) = G(F)(X)(Sper Vo)

Analogamente se demuestra que ¢(D o Xi) = D1 cp O(Xi).

Definimos 6 : Ext[X, Ext]Y, Z]] — Exzt[X ® Y, Z] de la siguiente manera:
Sea G € Ext|X, Ext[),Z]] un funtor que preserva sumas, esto nos genera un funtor
G*: X x Y — Z definido como G*(X,Y) = G(X)(Y) y en un morfismo (f,g) : (X,Y) —
(X", Y”") le asociamos el morfismo G(f), o G(X)(g). Para mostrar que es funtor, sean
(fi,01) : (X1, Y1) = (X0, Y2) v (f2, 92) : (Xo,Ys) — (X3, Ys) morfismos en X' x Y; entonces
G*(f2,92) © G*(f1,92) = (G(f2)y; © G(X2)(g2)) © (G(f1)y, © G(X1)(g1)); como G(fy) :

G(X1) = G(X3), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

G(X1)(g2)

G(X1)(Yz) G(X1)(Y3)

G(f1)Y2‘ kG(fl)ig

G(X2)(Ya) g CX)(Y3)

(X2)(g2)

Entonces (G(f2)y;, ©G(X2)(92)) 0 (G(f1)v, 0 G(X1)(91)) = (G(f2)ys 0 G(f1)ys) 0 (G(X1)(g2) 0
G(X1)(g1)); utilizando que G € Ext[X, Ext|Y, Z]] y G(X1) € Ext[), Z], obtenemos

(G(f2)y;0G(f1)v3)o(G(X1)(92)0G (X1)(91)) = G(f20f1)v;0G (X1)(g2001) = G (92091, f2011)
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Con esto, tenemos que G* : X x ) — Z es un funtor.

A su vez, G* induce un funtor G:F am(X x Y) — Z, definido por la propiedad uni-
versal de la categoria Fam(X x ))). Solo resta ver que este funtor invierte denominadores
primitivos.

Sea

(7, {Cityr vy ) gerr + (X Vi) tegwerr = (X Ye) ) rex

un denominador primitivo en Fam(X x )). Luego, tenemos que @((w, (i1 14 ) (lprji ) K )
= f es el tinico morfismo que hace conmutar el diagrama

ZerKkaJk G(Xlk)<y}k> ———————— - > ZkeK G(Xk)(Yr)
]iuk,jk) ik
G(X,)(Yj,) G(X,) (V) G(Xk)(Yr)

G(X1,.)(i5,) G(ir, ) (Idy,)

Por las observaciones anteriores y utilizando que G preserva sumas, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

e GX(V) -~ - oot Sl e (V)
G<Xk>( ) (ZkeK Xlk)(ZY ) = ZlkeLk ijejk G(Xlk)(Y?k) > ZkaJk G(Xlk>(y3k)
NGy, )(Idy, )
G(Xlk)(yk) i1k
PG(Xa, ) (i)
G(Xlk)()/]k) Td G(Xlk)(Y]k)

Con estos dos diagramas obtenemos que g es el inverso de f.

Como @ invierte denominadores primitivos, obtenemos un funtor (G) : X ® Y — Z.
Es claro que este funtor respeta sumas, por la definicion y por la propiedad universal de
Fam(X x Y).

Ahora bien, sea I' € Ext[X ® Y, Z], entonces 0¢(F)({( Xy, Yi)ker) = 2 per @(F)(Xe)(Y)
= > per FU(Xk, Yi))wetsy) = F((Xk, Yi)ker ), donde el tltimo isomorfismo es natural pues
F respeta sumas. Sea G € Ext[X, Ext]Y, Z]], entonces ¢0(G)(X)(Y) = 0(G){((X,Y))ueps) =
Dovela) G(X,Y) = G(X)(Y). Con esto, obtenemos que ¢ es isomorfismo.

A continuacién, demostremos que Set; es el neutro con respecto a ®. Sea X €
Ext, definimos Ay : Fam(Sety x X) — X de la siguiente manera: Si ((Ji, Xi))rex €
Fam(Set; x X'), entonces

A (T, XiDrer) = D Y Xi

keK jr€J

y dado un morfismo (A, (fr,gx)) © ((Jr, Xi))kex — (({1,Y1))icr, obtenemos familias de
morfismos (fr @ Ji = Ing))kerx ¥ (Gk : Xk — Yk rex- Entonces, dada k € K fija,
obtenemos la familiza de morfismos (gx : Xi — Yiw))jics, donde cada morfismo no
depende de j, con lo cual obtenemos el morﬁsmo inducido por la propiedad universal de

la suma
é}e : Z X, — Z Yh(k)

Je€Jk thk) Edn (k)
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Con ésto obtenemos la familia de morfismos (g : ijeJk X — Zih(k)elh<k) Yooy kek s
con lo cual; obtenemos el morfismo inducido

DD X ) DY

keK jreJy el 1€l
Definimos Ax (b, ((fr, 9x))kerx) = [gr]. En diagrama, este morfismo se puede ver de la
forma
X — ijGJk Xk ZkEK ijGJk Xk

I I
lgk | [9%] |
Y N
Yh(k 7) Z’Lh(k)éfh(k> Yh(k) l—> ZlEL Z’LzEIZ }/l

Se deja al lector verificar que respeta identidades y composiciones. Ahora bien, si tenemos
un denominador primitivo

(m, (s, i, D Griner? (L Xig) Groinyerr = ((Lies Xi)) rer

con K' = erK Ji. x I, y 7 la proyeccion en el k-ésimo sumando. Ay actia en este
morfismo de la siguiente manera:

il' T
Ik ) (ig531)
X’ik > lekGij X'Lk > Z(’Lk,jk GerK I x Jp Zl GJk
) —~ | |

X i, ZlkeLk Xk i D kek ZlkeLk X

Queremos definir un morfismo » ;> ) Xp — Z(ik,jk)EHkGKlkak lekeJk X, que sea
el inverso de [ix, |. Para ésto, recordemos que Xy = >, ., Xi, v > o5 Lj, = Ly;
utilizando las siguientes observaciones

Con ésto en mente, veamos los siguientes isomorfismos

PDEEED DR B B SEELED 35 DI DD DI

(isdr) € pe g Ie X Ik Ljif, €Ly, k€K (ipxjr) Ly keK ix€ly jr€Jk 1y, €Lj,

D> X K= D D XY > D =) ) N

keK i€l ljk ijEJk ij keK i€l Ly keK lpeLy ix €1}, keK lpeLly,

Donde el ultimo isomorfismo es la conmutatividad de la suma. Como todos los isomor-
fismos son los morfismos inducidos por la propiedad universal de la suma, obtenemos que
i Xik] es isomorfismo, con lo cual, por la propiedad universal de la categoria de fracciones
My Sety @ X — X, tal que el diagrama

’YFam(Setf X X)

Fam(Sety x X) Sety ® X
\ i)\x
Ax
X

conmuta.
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Ahora veamos que \ es natural. Supongamos que F': X — ) es un funtor en Ext.
P.D. El diagrama

Setf QXX X
IdSEtf(X)Fl iF
Set; @Y B, (4.6)

conmuta (bajo isomorfismo natural).
Demostracion:
Sea ((Jg, Xi))kex € Sety ® X, entonces

Ayoldse, @F (((Jr, Xi))rer) = Ay ({(Jr, F (X)) rer = Z Z ) = Z F( Z X)

keK jrpeJy keK JkE€EJk

I

F(Z Z Xi) = F o Ax({(Je, Xi))rek)

keK jreJy

con lo cual el diagrama (4.6) conmuta bajo isomorfismo natural.
Si X € X, definimos A\3'(X) = ((L., X\))sefs}; veamos que es la inversa de Ay
(bajo isomorfismo natural). Sea X € X, entonces (Ax o A3')(X) = Ax({(1, X))seps) =

Z*e{*} Zl X

= X. Por el otro lado, sea ((Ji, Xi))rex € Sety ® X, entonces

Ay 0 A (((Ji, Xi)hrer) = Ay Z Z Xi) = 1*,2 Z Xk))sefs)

keK jrp€Jdy keK jr€Jy

Ahora bien, considerando los siguientes morfismos en Fam(Sets x X)

Lomx = (mx, (i Ldx,, ) Gro) el Toere exte) © AL Xe ) e exte = (s X)) rere
2. X = (TK7 <<]d1jkaiXk)>erK 1k><Jk) : <<]—k)Xk)>]_[k€K 1% Jg — <(1kazjkejk ch)>k€K

3. gux = (s ((Tduavis, Lotk (Lo Spen X)Ly 1xke —
((L; Dohere 2 jeq, X )>*e{*} con p la proyeccion en el *-ésimo sumando.

Lo que podemos observar primero es que [],. (o Le X K, = K. Ademas todos éstos
morfismos son denominadores primitivos, y por lo tanto invertibles en Set; ® &, con lo
cual

<<Jk’Xk)>k K S <<1jk7Xk*)>erK i X1 o /1d <(1k7Xk)>erK 1 x Jg /1

(e, D> Xidhwer =XM1, 7 Xi))uern)

JkE€Jk keK jrpedy

donde Tx es el isomorfismo en Fam(X x ))

T+ (L X D pere Jexte = (i Xo)) e e 1ex

Observamos que este isomorfismo se ve de la forma ((ux o 7x) o Tx)/mx. el cual se puede
ver por un argumento de cardinalidad. Veamos que el isomorfismo es natural. Sea

r/t: {(Je, X)) = (A Y1)
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un morfismo en Sety ® X' con ¢ un denominador primitivo (basta tomar ¢ denominador
primitivo por la observacién (3.10)).
P.D. el diagrama

((pxorx)oTx)/m
((Jr, X)) rex PN (L Yohere 2 e, X)) wet)
lwu(r/t) (4.7)

<( *721@ ZaleAl ))*e{}

r/t

(A, Y))ier

(nyo(ryoTy))/my

conmuta. Denotemos a [ [, ., My x Ny = K'; y sea r/t el morfismo siguiente

<<Jmk7 Xnk)>(mk,nk)6K’

(07<(i7nk7ink)>(mkV (f7<h(mk,nk)7 g(mk,nk)»

((Jr, X)) rex (AL, Y))ier

Luego, el diagrama (4.7) se traduce al diagrama

<(Jk7Xk)>keK pocelrety) MX(( Ly, ZkeK E]keJk )>*€{*}
<(1*7 ZZGL ZQZEAZ Yl))*e{*}

r/t

(A5, Y))ier

pyo(ryoTy)/my

Donde z = (Idg.y, ((Ids., [Gongnp)] © [in, ™)) wete)))ecge)/1d; los morfismos [Gomg,n,)] ¥ [ing]
son los definidos por los diagramas

Xnk = ijkEJmk Xnk L Z(mk,nk)EK’ ijejm Xnk (49)

I N [
J{g(mk,nk) J{g(mk,nk) (G, )] |
\

ZZGL ZGIEAI Yz

Yf(mlwnk) — Z af(my, ) EAF(my ) Yf(mk,nk)

zh(mk "k)(Jm if(mk,”k)

X, ijkeJm,c Xy — ~ Z(mmnk)el{' ijkeJmk Xy, (4~10)
PO o
N \i
X iGmy,) ijEJk X i ZkGK ijGJk Xk

Este ultimo morfismo sabemos que es invertible, con lo cual queda definido el morfismo

[/g\(mk:”k)} © [/i\nk]il : Z Z Xk - Z Z Yz

keK jreJy leL a;€A;

utilizando en el diagrama (4.8).
Veamos primero la composicion

Ky © (TY % Ty) © T/t : <(Jk7Xk keK _> *7 Z Z *6{*}

leL a1€A;
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Como I' cumple la propiedad (C'F2), entonces el diagrama

<(1aw Y2>>H16L Iy x1,

my
(f7<(h(m n)9(my,n ))>H . M., N, ) l
<(Jmk7Xnk)>erK My, X Ny, e = R ER <(Al7 Yl))leL

tiene una una completacién a un cuadrado conmutativo, de la siguiente manera: Para cada
(Mg, i) € [pex My x Ni, obtenemos el morfismo Ay ny) @ Jme = Af(meng), con lo cual
[o,en, h(;rlzk,nk)(al) = Jm, st f(mg,ng) = [. Definimos el morfismo i, : h(’wlmnk)(al) — I,
como la inclusién en el coproducto. Denotemos por K’ = er x My, x Nj. Con esto,
formemos el conjunto [[,,cp A X Ly con Ay = Ay, = Ai si f(mg,ng) = 1. Ahora
bien, definimos los siguientes morfismos en C'ony:

o [Tyer A x 1w = e e Mi X N, con aay, %) = k'; es decir, a es la proyeccion en
el k'-ésimo sumando. 3 : [[,cp Aw X1 — [T Arx1; como B(aw, 1) = (Qfimpmp)s * fmpmni));
y por ultimo, el morfismo 1,, : h(_rikmk)(al) — 14, €l cual asocia a todo elemento en el do-
minio a el Unico elemento *,, € 1,,. Con lo cual, obtenemos el cuadrado conmutativo

(ﬁ,((lal 7g(mk,nk))>)

<(h_ﬂik,nk (al)’X”k>>Hk’e g Lt X1 <(1al>Y2)>HleLllxll
( )
(aK/’<(ial’Iank)>Hk/€K/ Ik/xlk/) Yy
(Fs{P(my np ) 90my np) ke ¢ My Ny,)
<(Jmk7Xnk)>erK M X N, S e <<AI7YE)>ZGL

Con este cuadrado, obtenemos que la composicién que desedbamos es el diagrama (4.11).



<<h(_7r11k,nk) (al)7 X"k))HkleK/ Apr X1y

(ool W Wﬂmew

<(Jmk;Xnk)>(mk7nk)eK’ <(1al’Y2*)>HleLAlX1l
(07<(7’mk77”ﬂk)>(mk,nk) ( ) mk,nk)7g(mk,nk))>(mk,nk)€K/)
Ty
((Jr> Xi))hex (A1, Y))ier

(1T'%)

YO(TyOTy)

<(1*? ZZGL ZalEAl YZ)>*€{*}

¢l

FTH N TVIMOSNUL OLDNAOodd TH " OTNLIdV]))



<(1jk’ Xk )>(jk,*k)€ﬂke1< Jiex 1

/ WX’

<(1jk7 Xk*>>]_[keK Jpx 1y

e

(i, X)) ke

w’““’”“W

<(Jmk7 Xnk ))(mk,nk)EK’

<(]‘*’ Zk‘GK ijGJk Xk>*€{*}

(w (I, i) o) €T xc 5% Vi) AL Gom g Jolimi D) e )
<(1jk7 Xnk)>]_[k6K Ji X Nj, <<1*7 ZleL ZaleAl Yz))*G{*}

v,((p,Idx,, i n )
(v,{(p,1dx k)>(1k’ Ke€lker T XNk m’

<(]‘al7}/l*)>]_[l€L Arx1y

(a7<(iil71dxnk)>k/6 m>k/el(/)

(o

(z1'%)

(mk,nk) (al)7 Xnk)>Hk’EK’ Ak’ Xlk/

K%

T vAVEIEdD TVAIONOW VIHODHIVO V]

€L
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Por el otro lado, tenemos que la composicién py o (1x o T'x)/mx o z es el diagrama

<<1jk7 Xk. )>(J’k,*k)€erK Je X1y

/ xo(rxoTx)

(Vs Xk e se T L (Vs Doher 2joeq, Xk)eels)
% ka,nk)]oﬁnkm*e{*}
<(Jk7Xk‘)>k€K <(1*7Zl€L Z(lleAl }/2*)>*€{*}

(4.13)

Para ver que estas composiciones son iguales, formemos el diagrama (4.12) (pagina ante-
rior), donde w : [T, cpe Ju X Ni = [Hyere Je X L y vt [per I X Nk = e I X Ly estén
definidos como u(ji, nk) = (Ji, 1k) ¥ v(Jk, k) = (Pgmpng) (Jk), L) Esta tltima definicion
resulta de la funcion A, np) @ Jmy, — Afmgong), ¥ recordando que kaeMk Iy, = Ji. En-
tonces un elemento en Ji, lo pensamos en su m-ésimo sumando y le aplicamos la funcion
P(myny)- Con esto obtenemos un elemento en Ay, n,), ¥ recordando la definicién de
Ay = Af(myn,) Obtenemos un elemento en ], . A x 1. Ahora bien, el morfismo
in, @ Xn, — Xj es la inclusiéon en la suma y el morfismo p;, : 1, — h(_nik,nk)(al) esta
definido como p;, (1;,) = ji visto en el q;-ésimo sumando de J,,,, .

Ahora bien, obsérvese el siguiente diagrama en Cony, el cual estd acomodado conforme
la notacién de (4.12):

(s #k) € Iyer e % Lk

(G *k) € Hper e < 1k u * € {*}
ke K (k> k) € Hper e ¥ Ni * € {*}

(M, i) € e Mi X Ni 1 (P Ui)s * pmmi)) € Lier A x 1

T

(h(mk,nk)(jk)(mk,nk)a *(mk,nk)) € Hk’GK’ Ak’ X 1k’

(4.14)
con el cual, demostramos que los morfismos conmutan al nivel de Con de (4.12) y ademas,
el morfismo que resulta de las composiciones del lado izquierdo es la proyeccion en el k-
ésimo sumando. Sea (ji, ) € [[,cx Je X Nk, el diagrama (4.15) representa al diagrama
(4.12) fijando el dominio y contradominio de los morfismos
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(L X&)

(1Jk;7Xk;*) (Idvink)
(ijkvld)

(Jrs Xi)

(s X)) (Piy-1d)

(1jk-’

Wk)

(1*7 Ekek Ejkejk Xk)

W,nk>1oﬁnk}>

(Lo 2ter 2oaen, V1)

(]‘CLLJ }/l*)

/ﬂﬁ;mm)

Xon)

(B (@) X

(4.15)
es claro que el lado izquierdo conmuta. Ademas, obtenemos que el morfismo que resulta de
las composiciones del lado izquierdo es la inclusién en (Ji, X;). Con esta observacién y la
del diagrama anterior, obtenemos que la composiciéon de los morfismos del lado izquierdo
es un denominador primitivo. Para el lado derecho, es claro que en la primera entrada las
composiciones son las mismas. La conmutatividad en la segunda entrada se traduce en el
siguiente diagrama

. o1
b ik [iny,]
X"k % X — €L Xk > ZkeK ijeJk E———= ZHkgK My x Ny, ijkeJmk X”k
|
|
g(mkv”k) | [g(mk,nk)}
|
\
Yi(myni) Zaf(mk,nk)GAf(mk,nk) Y (miemn) et ZGLGAL Y,

z'n(mk,nk)(jmk) f(my,n)

el cual conmuta debido a la conmutatividad de los diagramas (4.9) Con esto
concluimos que el diagrama (4.12) conmuta.
*. El diagrama (4.7) conmuta.
. A es un isomorfismo natural.

Definimos px : X ® Sety — X de la misma manera que Ax, con lo cual, la demostracién
que o es isomorfismo natural, es la misma que para .

A continuacion, veamos que dados X, )Y, Z € Ext, existe un isomorfismo natural
axyz (ARY)RZ X (VR Z2).

Para esto, utilizemos los isomorfismos

y (4.10).

Ext[(X @ Y) ® Z, W] = Ext[X ® Y, Ext[Z, W]| & Ext|X, Ext[Y, Ext[Z, W]]]

~ Frt[X, Ext]y © Z, W) 2 Ext[X @ (Y ® Z),W)

con W= (XRV)®Zyld € Ext[(¥YR)Y)® Z,(X®)Y)® Z], con esto, obtenemos
isomorfismos un funtor a;(}% 2 AR Y®Z) = (X®Y)® Z definido como

oy 2 (X (Vs Z e rer = 3 3 A

k€K LieLy,

Xk, lk *m{*}>Zlk)>*€{*}_

Y,

<<<(Xka lk)>*€{*}7 Zlk)>lke]_{k€K Ly
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Anélogamente, si utilizamos los isomorfismos
ExtfX @ (Y ® Z), W] = Ext[X, Ext]Y ® Z,W| = Ext[X, Ext]), Ext[Z, W]]]

ExtlX @ Y, Ext[Z W] = Ext[(X @Y) @ Z, W]
con W =X (Y®Z)yld € ExtfXY®(Y® Z),X (Y ® Z)], obtenemos un funtor
axyz: (XA®Y)®Z—-X®(Y®2Z) definido como

ax,y,z((Xu, Yo )iner, > Zi))wer) = (Xips A(Yis Z)) e} Dinellpe c L

Con esto, obtenemos

axyzoayy 2 ((Xe, (Y, Zu ) eer ) eer) = (Xis (Vs Z0))we o )inel L g Ln

Utilizando que [[,cx Lk = [per 1k X La{( Xk, ((Vis Z1)) we {5} ) i€l e i CONStrUimos el
morfismo

(WK, <(]ka7 Id<(Ylk:Zlk)>*e{*})>(*kvlk)€Hk€K 1pxLy + <(Xk> (<(Ylk7 Zlk)>*€{*})>lk€]_[k€[( LpxLy —7

<(Xk7 <(Y2k7 Zlk)>lkELk)>k'EK

con mg la proyeccon en el k-ésimo sumando. Ademads, para cada kK € K Z*k X, =
Xie ¥ 2en AV Zu ety = ((Yi, Zi))iver,; con lo cual, el morfismo definido es un
denominador primitivo y por lo tanto invertible. La naturalidad de este morfismo no se
demostrara aqui.

La simetria es consecuencia inmediata de que X x Y = Y x X, esdecir yyy : X ® Y —
Y ® X esta definida en un objeto como v y(((Xk, Yi))ker) = ((Yi, Xk))rek, y en morfis-
mos de la forma natural.

4.2.1 Axiomas de coherencia

La demostracién de los axiomas de coherencia se haran conforme a los diagramas que
vienen en el apéndice.
El diagrama (A.1), se observa en el diagrama (4.16)

((((ijl s Xjkl ))k:jl €Ky (Y, Z1))we(x} Ny, € Llier 1

CWRX, Y, Z W, X YR2

<(<(<(ijl s Xk, )>,le €Ky Y, Nijen Zi)ieL <(ijl ) <(Xjkl AV Z1) we {3 we {3 )k

-

<(ijl ) <(<(ij[ Y ey Zl>*e{*}>kjl €llier (M, e, €K5,)

a1 11, ¢ gy i

ayw x,y®ldz

IdW‘X’“X,]}‘Z

AW, XQY,Z
<(<(Wk“ ) <(Xj,€l ) le>>*e{*}>kjl elljeq, Ky Z)er — 7% <(((ijl , (((ijl Y5, )% Zl))*e{*})ﬁcjl ier (e, Kjl)

(4.16)

donde el isomorfismo dado estd determinado por el isomorfismo entre los subindices, en
los objetos son familias de identidades, con lo cual es isomorfismo natural.



4.2. LA CATEGORIA MONOIDAL CERRADA FEuxt 77

El diagrama (A.2), se observa en el diagrama (4.17)

(({(( X, Ty )i € Ly i) here ox Iy (X, ((Jies Yi) e ) el erc L

o®lId Id®A

<(ZlkeLk Zjlkejlk Xy, Vi) kek = <(Xlk7 Zjlkejlk Xlk)>lk€erK Ly
(4.17)
Con el isomorfismo construido de la siguiente manera. Consideremos lo siguientes mor-
fismos en Fam(X,))

Lom= (ﬂ-Kv <(ilk7 [dYk>lk€]_[k€K Lk><1k> : <(ijk€Jzk. Xlk? Yk»]_[ke;{ Lpx1y =7
(Xtiery 2oi eqn Xi Yi)) ke con mg la proyeccién en el k-ésimo sumando.
k k

2. 0= (U]_IkeK Ly» <(ijlk7ldYk)>Hlkeuk€K L Jzk) : <(Xlk:7 Yk’))jlkGK' -
<(ijk€Jzk X, Yi) ) Ly pe e cOn K = HlkeukeKLk Ji, ¥ 011, L 1a Proyeccién en el

li,-ésimo sumando.

30 T = (ML oo (x5 Ty Y0y e (X Yi)) iy e =
" __ <z
(X7, ZlkeLk Yk»lkGerK L, con K" = HlkEerKLk 1, xJi, vy Ty, 1y, © la proyeccion
en el j;, -ésimo sumando.

Todos estos morfismos son denominadores primitivos, con lo cual son invertibles en
X ® Y. Ademaés, K’ = K", con lo cual obtenemos

(X, Yi)) g, ercr = (Xu Yi)) (s, o, e

Luego, el isomorfismo dado es (7o 6)/7.
Los diagramas (A.4) claramente conmutan por la definicién de la simetria y del neutro.

Ahora, observando el siguiente diagrama

(X, A(Yiy, Zuy)hiy, € L) ke ————— (X, Yy D ue ey 2L Dig ellpe e Li - 5 (Z1 s (X g Yo Nwee (o3 D1y, € Lger Lk

I1d®y

(X hes Zy N we = Y i ellpex Ly ———— (({(Z1s Xid)we a1 Y i €llpex Li

Y®Id
(4.18)

(Xpe, ((Z1y Y i ey Nker

obtenemos que el diagrama (A.5) conmuta; de hecho, es una igualdad.
o (Ext,®, Sety) es una categoria monoidal cerrada.



Apéndice A

La parte de categorias monoidales se puede ver en [8], [12] y [13].

A.1 Categorias monoidales

Las categorias monoidales son una nocién mas general de un monoide, mejor dicho, es una
categoria A con un bifuntor ® : A x A — A que es asociativo bajo isomorfismo natural
y con un objeto I que actiia como neutro por izquierda y por derecha bajo isomorfismo
natural.

El producto tensorial de R-moédulos, de espacios vectoriales, grupos abelianos, etc;
son un ejemplo de estas categorias, de ahi la motivaciéon de la definicion de categorias
monoidales. A continuacién veremos estas categorias y sus propiedades.

Definicién y ejemplos

Definicién A.1 Categoria monoidal:

Una categoria monoidal (X, ®, 1), es una categoria X con un bifuntor @ : X x X — X,
un objeto I € X e isomorfismos naturales axyz : (X @Y)®7Z — X @ (Y ® Z),
AxI®RX — X, ox : X®I — X, sujetos a los dos ariomas de coherencia expresados
en los siguientes diagramas conmutativos:

WeX)o((Y®Z)
(WeX)oY)eZ WeXelez) (A.1)
aW,X,Y@”A %W@OZX,Y,Z
AW, XRQY,Z

WR(XeY)eZ —We(XY)® Z)

(XY X®(I®Y) (A.2)

ax 1,y

o®lId Id®@X

XY

De estas tres condiciones se sigue que cualquier diagrama de este tipo (es decir, diagramas
donde se utilizan instancias de a, A, 0 y ®) conmuta, este es el teorema de coherencia de
Mac Lane y la demostracion se puede ver en [12]. Ejemplos de estas categorias son:

78
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1. Dado un anillo conmutativo R, la categoria de R — maddulos, su producto tensorial
y R como el neutro.
2. La categoria Ab de grupos abelianos, el producto tensorial y Z como el neutro.

3. La categoria Vecty de espacios vectoriales sobre el campo K, su producto tensorial
y K como el neutro.

4. Cualquier categoria con productos finitos es monoidal, con el producto como ®
y neutro el objeto final. Ejemplos de estas son Cat, Top, Con,Ord; la categoria de
categorias pequenas, espacios topoldgicos, conjuntos finitos y conjuntos parcialmente
ordenados respectivamente.

5. Cualquier categoria con coproductos finitos es monoidal, con el coproducto como ®
y neutro el objeto inicial.

A.1.1 Categoria monoidal estricta

Definicién A.2 Categoria monoidal estricta:
Se dice que una categoria monoidal X es estricta si los isomorfismos naturales o, A, o
son identidades.

A.1.2 Categoria monoidal simétrica

Definicién A.3 Categoria monoidal simétrica:
Se dice que una categoria monoidal X es simétrica si existe un ismorfismo

Xy  X®Y —Y X (A.3)

natural en X, Y € X tal que los siguientes diagramas conmutan.:

XY X, I

XY YX X®I I X (A.4)
]dX®y /KX )\\)x %
X®Y X

XY ®2)—2-XeY)®Z—"+-2Z0(XQY)
Id®ry a (A.5)

Ejemplos de estas categorias son:

1. Cualquier categoria con productos o coproductos finitos es automaticamente simétrica,
definiendo A B=AXBOARB=A+B;yv7: XXY2YxX6X+Y =Y+ X
respectivamente, el isomorfismo candnico existente entre estos.

2. El producto tensorial en R — mod, Vectyx y Ab, esto si R es un anillo conmutativo..

3. La categoria Top, de espacios topoldgicos basados, su producto smash A como ® y
la O-esfera como I. Véase [14] y [19].
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Ejemplos de categorias monoidales no simétricas son la categoria de bimdédulos sobre un
anillo R no conmutativo, con ®p como ® y R la identidad; y la categoria de endofuntores
de una categoria pequena, con la composicion como ® e I = Id el funtor identidad. En
este ejemplo a, A, 0 son identidades, por lo que es estricta y no es simétrica.

A.1.3 Categoria monoidal cerrada

Las categorias monoidales cerradas son una generalizacién de la categoria monoidal (Con, x, 1).
Dado A € Con, si consideramos el funtor _ X A, es bien conocido el isomorfismo

Hom(B x A,C) = Hom(B,C%)

A

Ademsas (_)# es un funtor con lo cual deducimos que (_)# es un adjunto izquierdo de _ x A;

de ahi la motivacion de la siguiente definicién.

Definicién A.4 Categoria monoidal cerrada:
Se dice que una categoria monoidal X es cerrada si para cadaY € X, el funtor _ QY :
X — X tiene adjunto derecho ( )Y : X — X.

Ejemplos de estas categorias son las siguientes:

1. Cualquier categoria cartesianamente cerrada es una categoria monoidal cerrada,
como lo es (Con, x,1). Para ver mas de categorias cartesianamente cerradas, se
puede consultar [13].

2. La categorfa monoidal (Vectg,®, K), el funtor _® V tiene como adjunto izquierdo
al Hom(V,_).

3. La categoria monoidal (CGHaus,, \,0— esfera), la categoria monoidal de espacios
topolégicos compactos Hausdorft basados. El funtor _ A Y, tiene como adjunto
izquierdo a Hom/(Y,,, - )«, este es un espacio topoldgico basado, pues si tenemos un
espacio topoldgico basado Z.,, entonces el Hom(Yy,, Z., )., es un espacio topolégico
basado, con la topologia compacto-abierta y punto base f,,(y) = zy Yy € Y, puede

consultar [14].
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