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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccidon al tema

La diferenciacién de senales es un problema que ha aparecido desde tiempos re-
motos en el campo de las ciencias aplicadas. En areas como las telecomunicaciones, la elec-

trénica y la computacion, es frecuentemente necesario obtener derivadas de ciertas senales.

En el area del control, en especifico, es especialmente necesario ya que incluso
técnicas tan bdsicas como los controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo), o su
variante PD (Proporcional-Derivativo) necesitan una parte de diferenciacién, como su nom-

bre indica, para funcionar.

Otro ejemplo es el control por retroalimentacion de estados de un sistema en su
forma candnica de controlador. En este caso, cada estado del sistema, menos el ultimo, no
es mas que la derivada del estado anterior. El 1iltimo estado es una combinacién de to-
dos los anteriores. Para poder implementar un control por retroalimentacién de estados se
debe conocer el valor de todos ellos. Teniendo una técnica adecuada de diferenciacién, sélo
bastaria medir el primero de ellos, y entonces calcular los demdas. Ya que la medicion de
estados es, en algunos casos, dificil y costosa; y en otros imposible, la importancia de poder

diferenciar se vuelve evidente. En este caso, el problema de diferenciacion es equivalente
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al de observacion. Es decir, si uno es capaz de obtener las derivadas de los estados de un

sistema, lo estara observando.

Por otro lado, para aplicar ciertos controladores modernos, como los de modos
deslizantes de alto orden, es necesario diferenciar varias veces una senal, de manera exacta

y en tiempo real.

Pero la diferenciacién de senales no es un problema trivial, ya que si bien matematica-
mente puede obtenerse una derivada mediante un célculo relativamente sencillo, en la practi-
ca puede presentar muchas dificultades. Una de ellas, y quiza la mas importante, es que el

operador derivada no es un operador acotado.

Definicion 1 Un operador lineal B : X — Y es acotado si y solo si existe K > 0 tal que
para cualquier vector v € X se tiene que

1Bl

< K.
[|v]]

&

Esto quiere decir que la derivada de una senal con ruido puede estar arbitraria-
mente alejada de la derivada de la senal original. Como es dificil evitar el ruido en muchos
sistemas, la dificultad para obtener derivadas de sus senales incrementa. Normalmente hay

que hacer un compromiso entre la exactitud y la robustez con que se puede diferenciar.

Ya que la diferenciacién es un problema importante, de soluciéon complicada, ha

sido extensamente estudiado a lo largo de la historia.

Una aproximacion a la solucién son los métodos de diferenciacion lineales, como
por ejemplo, el observador de Luenberger. El problema es que éstos funcionan para sélo una

clase muy reducida de senales.
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En ausencia de ruido, para obtener la derivada exacta de una senial cuando no
se conoce nada de ella, salvo alguna desigualdad diferencial, pueden usarse los modos
deslizantes. Otra alternativa son los observadores deslizantes o de alta ganancia. El proble-

ma es que estos métodos dejan de funcionar satisfactoriamente cuando aparece ruido.

En 1998, A. Levant propuso un diferenciador por modos deslizantes de primer or-
den, robusto y exacto en la diferenciacion de senales de las cuales se tenga una cota superior

de la constante de Lipschitz de la derivada [Levant98].

Mis tarde, en 2001, el mismo A. Levant propuso la extensién a orden arbitrario del
diferenciador por modos deslizantes [Levant01]. Dentro de esta publicacién se incluyeron las
ganancias que hacen a este diferenciador converger exactamente y en tiempo finito hasta
para orden cinco, es decir, para obtener hasta la cuarta derivada. Cabe destacar que se
trata de un juego de ganancias fijo, con un método para ajustarlas a la senal que se desea

diferenciar, pero que no permite su libre diseno.

Las propiedades antes mencionadas hacen del difereciador de Levant una muy bue-
na opcién cuando se necesita obtener derivadas de una senal, sobre todo en presencia de

ruido.

Sin embargo, la demostracién de dichas propiedades es complicada. Para lograrlo
se han usado, hasta ahora, métodos geométricos o de homogeneidad, que son complicados

vy que no permiten el diseno de las ganancias.

Por otro lado, las funciones de Lyapunov son una herramienta bésica que se ha
usado ampliamente en el control [Khalil02]. Sus ventajas para probar estabilidad ya han
sido estudiadas desde finales del siglo XIX, pero también proveen una manera de disenar
ganancias y calcular tiempos de convergencia para algoritmos como el diferenciador de Lev-

ant (1.1):.
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Sea f una funcién definida en [0, 00), un diferenciador de orden k tiene como salidas

x;, donde i = 0, ..., k, y es definido como sigue.

By = w = —NLFT |z — fIFT sign(zo — f) + 21
1 = v = —)\k_lL% |z — vol% sign(x1 — vg) + T2
(1.1)
Fro1 = w1 = —ML? |3y — ve_ol? sign(zr_1 — ve_2) +
Ty = —XoL sign(zg — vg_1)

Un algoritmo de modos deslizantes de segundo orden fue propuesto por J. Moreno
en 2011 [Morenoll], que puede escribirse en forma de diferenciador. Este diferenciador se
puede deducir del algoritmo de orden arbitrario antes mencionado. Una caracteristica im-
portante de éste trabajo, es que se plantea una funcién de Lyapunov para el algoritmo que
propone, por lo que su demostracién y diseno se facilitan enormememte. A partir de este

algoritmo puede construirse otro de orden n que tendria la siguiente forma.

n—1
1 = —kizy" +x2+p1(t,x)
' 1 (1.2)
Tpn—-1 = _kn—le + Xy + pn—1<t7 .%')
Tn = —kp2l + pu(t, x)
De alli puede construirse el siguiente algoritmo de orden tres.
i1 = —kla|3sign(ar) + x2
Ty = —k2’$1|%8ign($1> + 3 (1.3)
3 = —kssign(z)

El sistema (1.3) es un diferenciador de segundo orden por modos deslizantes que
provee una estimacién exacta, en tiempo finito y robusta de la primera y segunda derivadas

temporales de la sefial, cuando esta tltima es acotada.
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Por medio de una funcién de Lyapunov valida para el diferenciador de orden ar-
bitrario podria demostrarse que el diferenciador funciona y ademds disenar sus ganancias
para ponerlo en prictica. La unica limitante seria que se conociese una cota superior del
valor absoluto de la ultima derivada, y que esta cota fuese finita. Asi, ademds de calcular
las derivadas, podria conocerse de antemano el tiempo de convergencia y las ganancias del

diferenciador podrian ser disenadas.

Como ya existe una funcién de Lyapunov valida para el algoritmo de segundo or-
den [Morenoll], el paso siguente para generalizar la propuesta es encontrar una funcién de

Lyapunov para el algoritmo de tercer orden.

Es precisamente en esta funcion de Lyapunov para el algoritmo diferenciador por
modos deslizantes de tercer orden que este trabajo de tesis se enfoca. Haste el momento en
que se termind este trabajo, no existia ninguna que hubiese sido satisfactoriamente validada,

que fuera del conocimiento de la autora.

1.2. Estado del arte

Las propiedades del diferenciador (1.3) han sido probadas por métodos geométri-

cos [Davila05] o de homogeneidad [Bacciotti05].

Estos métodos, aunque funcionan bien para probar la convergencia, son compli-
cados y laboriosos de implementar. Por otro lado, no permiten el calculo del tiempo de

convergencia del diferenciador ni el disefio de las ganancias.
Como se mencioné en la seccién 1.1, A. Levant propuso en [Levant01] un juego de
ganancias para el diferenciador (1.1) que fueron encontradas por métodos computacionales,

aunque no provee mas detalles.

Hasta el momento en que se terminé el trabajo de tesis, y hasta donde abarca
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el conocimiento de la autora, no existia un método para encontrar o disenar familias de
ganancias que mantuvieran las propiedades de convergencia del diferenciador, tampoco una
funcién de Lyapunov para el diferenciador por modos deslizantes de tercer orden, y mucho

menos para el de orden arbitrario.

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de tesis proponer una metodologia para con-
struir una funciéon de Lypaunov para el algoritmo por modos deslizantes de tercer orden

empleado para construir un diferenciador de segundo orden.

Esta metodologia debe incluir dos puntos principales:

e Proponer una candidata a funcién de Lyapunov para el el algoritmo por modos
deslizantes de tercer orden empleado para construir un diferenciador de segundo orden

que cumpla con ciertas propiedades deseables, como la homogeneidad.

e Proponer una metodologia para probar que la candidata es una funcién de Lyapunov.

Dicha funcién permitiria probar maés facilmente que como se ha hecho hasta ahora,
la estabilidad del diferenciador (1.3). Por otro lado, permitiria disefiar un ndmero infinito
de familias de ganancias para el diferenciador, en lugar de estar restringido a una sola tercia
de las mismas como sucede actualmente, ademas de que el disefio seria claro y directo. Tam-
bién, posteriormente, se podria calcular el tiempo de convergencia del diferenciador ademaés

de conocer familias de perturbaciones respecto a las cuales es robusto.

Cabe destacar que el encontrar una funcién de Lyapunov vélida para el diferen-
ciador (1.3) es un paso importante para, posteriormente, proponer y validar una funcién
de Lyapunov para el algoritmo de orden arbitrario. Esto representaria una importante con-
tribucién a la teoria del control moderno, ya que haria posible calcular derivadas de orden

arbirtario de cualquier senal de la que sélo se conociera una desigualdad diferencial; esto de
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manera exacta, robusta y en tiempo finito. No solamente eso, sino que seria posible diseniar

las ganancias del algoritmo diferenciador y calcular el tiempo de convergencia del mismo.

1.4. Organizacién de la tesis

Dentro del Capitulo 1, se introdujo el problema de diferenciacion, y las posibles
soluciones que se han planteado para él a lo largo de la historia. Entre ellas, se mencion6 el
algoritmo diferenciador por modos deslizantes de tercer orden, que proviene de uno de orden
arbitrario. Por otro lado, se planteé la conveniencia de encontrar una funcién de Lyapunov
para este diferenciador por modos deslizantes de tercer orden, y se situd ese trabajo en la
perspectiva de encontrar una funcién para el algoritmo de orden n. También se introdujo el
trabajo previo que se ha desarrollado en la materia, asi como el estado del arte. Finalmente,

se expusieron los objetivos de la tesis.

En el Capitulo 2, se introducen varias definiciones ttiles para seguir el desarrollo
de la tesis, asi como detalles sobre algunas herramientas matematicas que se usaran durante
el mismo. Se presentan también, detalladamente, los antecedentes a este trabajo. Al final de

este capitulo se expone un caso lineal, y la metodologia que deberia seguirse para resolverlo.

En el Capitulo 3 se explica a detalle la manera de deducir el algoritmo diferen-
ciador por modos deslizantes de tercer orden del diferenciador de orden arbitrario de A.
Levant, que se menciond en la Secciéon 1.1. Después, se introduce un cambio de notacién
que facilitara la visualizacién de los cdlculos. A partir del Capitulo 3, y a lo largo del resto
de este documento se usard dicha notacién, por lo que, para evitar confusiones futuras,
se debe poner especial atencién en esta seccién. A continuacién se presenta la candidata
a funcién de Lyapunov que se propone en esta tesis, asi como condiciones suficientes que

hacen que pueda ser validada.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos, y la manera de obtenerlos,
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para cumplir las condiciones antes mencionadas, es decir, que validan la candidata como

funcién de Lyapunov.

En el Capitulo 5 se plantean algunas extensiones al trabajo realizado en esta tesis,
y que representan caminos que podrian ser tomados al continuar la tarea de buscar fun-

ciones de Lyapunov para diferenciadores de érdenes superiores.

Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones que pueden obtenerse

de los resultados obtenidos dentro de este trabajo de tesis.



Capitulo 2

Preliminares

Dentro de este capitulo se introducen varias definiciones y herramientas matematicas

que es conveniente repasar, ya que seran usadas en el resto de este documento.

Por otro lado, se enlistan los antecedentes a este trabajo de tesis que sirven como

base para el desarrollo que aqui se presenta.

También se presenta el caso de un algoritmo lineal, muy parecido al diferenciador
(1.3) y se propone una cadidata a funcién de Lyapunov para él. Esta candidata es facil
de encontrar, ya que el sistema es lineal. A continuacion se realiza el desarrollo necesario
para probar que la candidata es una funcién de Lyapunov vélida. Este desarrollo sirve como
introduccion al trabajo que debe realizarse para el caso no lineal, es decir, del diferenciador

(1.3).

2.1. Herramientas matematicas

2.1.1. Desigualdad aritmética

Una desigualdad aritmética clésica [Hardy51] establece que para nimeros reales

a>0,b>0,p>1,¢g>1con % + % = 1 siempre se satisface que:
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Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Young.

De ahi sigue que para cualquier ¢ > 0

Entonces

ab < R (2.2)

&

Esta desigualdad se usa al momento de deducir las condiciones para validar una

candidata a funcién de Lyapunov.

2.1.2. Homogeneidad

Esta propiedad se usa en el Capitulo 4 para demostrar que la candidata que se

propone es una funcién de Lyapunov.

Definicién 2 [Bacciotti05] Elijase un conjunto de coordenadas (x1,...,zy) en R". Sea r =

(r1,...mn) una n-tupla de nimeros reales positivos.
e La familia de dilataciones de un pardmetro (6L)e>0 (asociada a 1) es definida por
o0 (z) := (eMxy,y ooy €™may), Ve = (21, ...,2n) € R", Ve >0
Los numeros r; son los pesos de las coordenadas.
e Se dice que una funcion V : R™ — R es §"-homogénea de grado m (m € R) si

V(6L(z)) =™V (x) Ve € R", Ve >0
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Z5

n
0
e Se dice que un campo vectorial f = Zfza— es 6"-homogéneo, de grado k si la
i=1

componente f; es d"-homogénea, de grado k + r; para cada i; esto es

fi(€Mxy, ..., e™x,) = FTTifi(x), Vo € R™, Ve > 0, Vi € [[i,n]]

2.2. Antecedentes

Como se mencioné en el Capitulo 1, los modos deslizantes son una buena opcién
cuando se requiere hacer diferenciacién exacta y robusta de sefiales, en tiempo real. Varios
algoritmos han sido propuestos, y uno de ellos, que ofrece resultados muy satisfactorios es el
algoritmo Super Twisting (STA, por sus siglas en inglés). Este es capaz de compensar per-
turbaciones que cumplen con la condicién de Lipschitz [Poznyak08], exactamente, y asegurar
convergencia en tiempo finito. También ha sido usado para disenar diferenciadores exactos

y robustos, proveyendo convergencia en tiempo finito en presencia de entradas desconocidas.

La convergencia en tiempo finito y robusta del STA habia sido probada, has-
ta fechas recientes, por métodos geométricos o por propiedades de homogeneidad, lo cual
hacia el andlisis complicado y sin posibilidades de diseno de las ganancias en el caso de la

homogeneidad.

En [Morenol1], J. Moreno propuso un algoritmo diferenciador por modos deslizantes

de segundo orden generalizado, del cual puede recuperarse el algoritmo super twisting:

1
L= _k 36 +
1 1|(x1)|2sign(xy) + x2 (2.3)

Ty = —kosign(zy)

Este algoritmo, al igual que el sistema 1.3, puede ser deducido del diferenciador

de orden arbitrario de Lyapunov.
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Dentro de la misma publicacién, se propuso una funcién de Lyapunov para el
algoritmo generalizado, que es la siguiente.
Va(z) = ¢T'P¢ (2.4)

donde

(T = [Jz1]2 sign(z1), wo]

y P = PT > 0 es la solucién tnica, simétrica y positiva definida a la ecuacién

algebraica de Lyapunov

-k 1
—ky 0O

ATP 4+ PA=—-Q , A=

A es Hurwitz. Entonces una Q = Q7 > 0 positiva definida, simétrica y arbi-
traria provee familias de funciones de Lyapunov para el algoritmo diferenciador por modos
deslizantes de segundo orden generalizado. Puede consultarse [Morenoll] para los detalles

de la funcién y las demostraciones.

El uso de esta funciéon de Lyapunov ofrece grandes ventajas sobre los métodos de
prueba que eran usados con anterioridad, como los geométricos o de homogeneidad, ya que
permite calcular el tiempo de convergencia del diferenciador, y disenar las ganancias del
mismo. Puesto que el diferenciador puede extenderse a orden n, seria conveniente tener una
funcién de Lyapunov que se pudiera construir para cualquier orden. De esta manera podrian
obtenerse n derivadas de cualquier senal de la cual se conociera sélo una cota superior y

finita de la nésima derivada .

Para poder plantear una posible funciéon de Lyapunov para el algoritmo de orden
n, el primer paso es intentar extender la funcién para el tercer orden. Es precisamente en

esta funcién que este trabajo de tesis se enfoca.
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2.3. Caso lineal

Considérese el sistema lineal de tercer orden.

1 = —kiz1+ 22
o = —kox1+x3 — T =Ax (2.5)
1"3 = —k?gl‘l

donde, claramente

-k 1 0
A= —kQ 0 1
—ks 0 O

Puede verse que tiene la misma forma que el diferenciador (1.3), pero en este caso

los términos de inyeccién son lineales.

A continuacién se presentard la manera de construir una candidata funcién de
Lyapunov para (1.3), y la metodologia para probar su positividad definida y la negativi-
dad definida de su derivada. Es importante notar que siendo un caso lineal, existen varios
métodos para construir la funcién de Lyapunov candidata y probar su validez, cosa que no
se tiene para el caso no lineal. El método que se presenta aqui se retomara en el Capitulo 3
para probar las propiedades de la candidata a funcién de Lyapunov y de su derivada para

el algoritmo no lineal de nuestro interés.

Se sabe que para construir una funcién de Lyapunov para un sistema lineal, puede

usarse una forma cuadratica, por lo que se propone la siguiente funcién:

Vi(z) = 2T Pz
(2.6)
= m|o1|? — y12m122 + 2|72|? — V137123 — Yo3T2T3 + Y3|T3]2

donde
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gg! —%’le %713
P= —%712 Y2 —%’723
*%713 *%723 73
La derivada de Vj(z) es:
Vi(x) = 27 (ATP+ PA)x

(2.7)
= a|z1]? + blza* + clas|? + darzg + ex133 + grows

a,b,c,d,e, g = f (71,772,793, 712, 713, V23, k1, k2, k3)

Esta candidata debe cumplir que V' > 0 y que V<0 para ser, efectivamente, una

funcién de Lyapunov para el sistema (2.5).

La funcién (2.6) es positiva definida si la matriz P es positiva definida. Esto puede

probarse facilmente mediante el criterio de Sylvester que establece que:

Teorema 1 (Criterio de Sylvester) Una matriz simétrica S € R"™" es positiva definida

st y solo si todos sus menores principales lideres son estrictamente positivos.

Es decir, que deben cumplirse las siguientes tres desigualdades:
7 >0

1,
Y1Y2 — 1712 >0

I o 1 5 1 5
V17273 + 172713 - 173712 - 171723 >0

En este caso lineal, la positividad definida de la candidata a funcién de Lypaunov
depende sélo de los pardmetros de la matriz P, pero todavia falta probar que AT P+ PA es
negativa definida. Siguiendo la misma metodologia se llegaria a otro conjunto de desigual-
dades que ademds involucra a los pardmetros del sistema contenidos en la matriz A. Estas

desigualdades deben ser satisfechas simultdneamente con las anteriores para que probar que
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la candidata es una verdadera funcién de Lyapunov. Con esto, la funcién (2.6) quedaria

validada como funcién de Lyapunov para el sistema (2.5).

Esta es una de las varias formas, bien conocidas, que se tienen para probar posi-
tividad definida de formas cuadraticas, y por ende, la validez de una funcién de Lyapunov
para un sistema lineal. Estos métodos no son mas que una simplificacién y sistematizacion
de célculos largos y complicados que tenian que hacerse en la antigiiedad. Para casos donde
no puede proponerse una forma cuadratica, este tipo de criterios, como el Teorema 1, no
pueden usarse, asi que los calculos completos para probar positividad y negatividad definida
tienen que realizarse, de la misma manera que habria que hacerlos para el caso lineal de no

poder ser simplificados por medio de las herramientas antes mencionadas.

A continuacién se desarrollarén los calculos que habria que hacer para demostrar
que la funcién (2.6) es positiva definida sin hacer uso del Teorema 1, ni ningtin otro método

sistematizado, tal y como habra que hacerse para el caso no lineal, mas adelante.

Una manera de probar la positividad definida de (2.6), y la negatividad definida
de su derivada, es encontrando una cota inferior positiva para V' (z) y una superior negativa

para V(z) De los términos cruzados de (2.6) se puede decir que:

IN

7172 |z1||22]

A

173 |z1|| 23]

xoxs < |zal|xs|

Usando la desigualdad de Young extendida (2.1) con p = ¢ = 2, estos ultimos
términos pueden ser acotados por arriba y separados, para nimeros reales positivos ajs,

a3, Qo3 cualesquiera, como:

1llze] < dody|of? 4 ois @)
w1lles] < Sodglef? + Joig @l
|mallzs| < 2ads|aal® + fagy |vsl?
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Asi, con los términos cruzados separados, V;(x) puede acotarse por debajo como:

=
&
v

vilz? = [zl llze] + yelzal? = |yisllei|zs] — [yesl|z||zs]® + ys]ws)?
el = szl (42112 + 2 [212) + ol l? — sl (52 ]2 + %5 sl
~isa] (S foaf? + 25 fraf?) + sl

(71 — Jyia| %2 — \713|a7§‘°’) 1 [* + (Wz - !712|a%22 - \723|QT%3> |2+

—2 -2
(v = sl %4 = hyasl %5 ) fesf?

v

(2.8)

Es entonces evidente que para que Vi(z) > 0, los términos dentro de paréntesis

deben ser positivos. Como ellos dependen de las variables 1, 2, ¥3, Y12, Y13, Y23 ¥ @12, Q13,
«o3, para asegurar la positividad se deben encontrar los valores que hagan que las siguientes

tres desigualdades se satisfagan simultaneamente.

OéQ Oé2
7 — el =22 — sl 52 ) >0 (2.9)
2 2
) 2
[0 [0
(72 - Iml% - |723|223> >0 (2.10)
-2 -2
[0 o
(’73 = sl = - !723\33) >0 (2.11)

Las variables ajs, a1s ¥ aes fueron introducidas cuando se aplicé la desigualdad
aritmética, pero pueden ser eliminadas, para reducir el nimero de valores a encontrar,
mediante manipulaciones algebraicas secillas, aunque extensas. A continuacién se detalla
como podria eliminarse una de estas variables. El resto del procedimiento, que para el resto

de las variables es muy similar al de la primera, puede encontrarse en el Apéndice A.

1. Eliminacién de aq9

Las desigualdades (2.9) y (2.10) pueden escribirse como

2 [y13] .2 9
[v12] (71 - TO‘13> > ady, |712] >0

2 [712] 7232
2(727 \“/gslagg) ’ asg

Entonces puede eliminarse a5 y las desigualdades que restan son:
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[v12]
2('72_%73‘0‘%3)
12 >0 (2.12)
72~ h%?)‘o‘%g >0

4 _2
(’Y:s — |3 M — |’Y23|a%> >0

g1 (1 = nslads) >

De esta misma manera se pueden eliminar aj3 y a3 v entonces las variables de
las que dependen las desigualdades serfan seis: 71,2.312,13,23. El probar que la candidata es
positiva definida equivaldria a encontrar algin juego de valores para 123121323 que haga

que todas las desigualdades que resultasen se cumplieran.

El procedimiento para deducir las desigualdades que deben ser cumplidas para
que Vi(x) > 0 pueden encontrarse en el Apéndice A. Las desigualdades que deberian ser

satisfechas, para que V' (z); > 0 son las que aparecen en la Tabla 2.1.

De no existir herramientas para probar negatividad y positividad definida de una
funcién cuadratica, seria necesario resolver las desigualdades de la Tabla 2.1, es decir, encon-
trar los valores para las variables 7123121323 que hicieran que todas ellas se satisfacieran
simultaneamente. Ademds, habria que resolver también las desigualdades que resultaran
para que V(:U) < 0. Ese es justo el escenario que se tiene para el caso no lineal, para el que
no existen aun métodos sencillos y probados. Es por esto tltimo que una parte importante

de este trabajo de tesis es encontrar un método para encontrar tales valores.

El que éstas desigualdades se satisfagan es equivalente a que el Teorema 1 se
cumpla. Con manipulacién adecuada, se podrian llevar a exactamente la misma forma, es
decir, llegar a las mismas condiciones por medio del Teorema 1 que con la desigualdad de
Young extendida 2.1, como se mostrara a continuacién para orden dos. Este es un proced-
imiento complicado para el sistema de tercer orden, sin embargo, es interesante comprobar
que ambos métodos son equivalentes. Para ilustrar lo anterior, sin someter al lector a céalcu-
los muy extensos, se presenta a continuacion el procedimiento para el algoritmo lineal de

segundo orden.
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Tabla 2.1: Condiciones para la validacién de la candidata como funcién de Lyapunov para
el caso lineal

y2 > 0,73 > 0, [y12] > 0, [y23] > 0, [y13] > 0

(7273 _ <v§3|>2> 50

(%—z)>0

Y2[713|
>0
2
(vw:s—(—h?‘) )

z—(lg—;‘;">>0

asz® + a1z +ag >0

z —

Donde
z=0aiy>0

ag = (—72msl® — 1273l13)

2 N2

a; = <’Yl’7273 - (Lf') 3= M (—'753‘) >
|12 2 13| 73|
ap = (T > 15— (225

Caso lineal de segundo orden

Considérese el sistema lineal de segundo orden

1 = —kzoi+zx
' BT, i A (2.13)
.i‘g = —/€2$1

y la candidata a funcién de Lyapunov cuadratica
Vi,(z) = 2T Px
l2 ( ) (2‘ 1 4)

= mi|z1)? = 2v127172 + Yol w2 |?

Segin el Teorema 1, para que V(z) > 0, debe cumplirse que
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’71>0

(My2 —V32) >0 (2.15)

Por otro lado, es evidente que

rixe < |z1||ae|

Y usando la desigualdad de Young extendida (2.1), éstos términos pueden ser

acotados por arriba y separados como:

z1]|z] < L |a|? + 07 |ao?

Para un a > 0 real, cualquiera.

Entonces Vj, (z) puede acotarse por abajo como

V

Vi,(2) > mile|* = 2lvielan||z2] + 29sl22f?
2 —2
Nler? = 2ol (S 12 + 52 [222) + 7ol (2.16)

(r1 — Im2le?) @12 + (v2 — Im2la™?) o2]?

Y

Es entonces evidente que para que V,(x), los términos dentro de paréntesis deben

ser positivos, es decir que

2

T > yzle?, y2 > yelam? = oy > nzla?, vea? > el —

[y12] 2 7 [v12] "
Y2 <ot < [v12] - Y2 < [v12] -
2
1Y2 > 79| (2.17)

Puede verse que es (2.17) exactamente igual a (2.15).
Con esto queda ilustrado cémo es equivalente aplicar el Teorema 1 que la Desigual-

dad (2.1).



Capitulo 3

Candidata a funcién de Lyapunov
para el diferenciador por modos

deslizantes de tercer orden

3.1. Diferenciador por modos deslizantes de tercer orden

El diferenciador (1.3) puede ser deducido, como se mencioné en el Capitulo 1,
del diferenciador de orden arbitrario que A. Levant propone en [Levant01], de la siguiente
manera.

Recordando (1.1) el diferenciador de orden arbitrario es:

1 k
bo = w = ~ALE g~ []F sign(eo — f) +
1 k=1
T = v = —Xe1LF |z —vo| F sign(zy —vo) + @2
. 1 1
Tpo1 = Vg1 = —ML2 |[mp_1 —vp_2|2 sign(zp_1 —vp_2) + Tp
T, = —XoL sign(xy — vi_1)

donde f es una funcién definida en [0,00), y x; con i = 0, ..., k son las salidas un

diferenciador de orden k.

21
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Para k = 3 es:
i1 = v = —X\L3 |x1|§ sign(x1) + 2
#y = vg = —MLZ |2y — 1|7 sign(za — v1) + 3 (3.1)
T3 = —XoL sign(xs — v2)

donde x; con ¢ = 1,2, 3 representa ahora un error de diferenciacién.

Entonces, escribiendo

[NIES

iy =vy= —A\L2 ‘132 - (—AzL%|$1|§5i9”($1) + 902)

sign (932 — <—)\2L%|x1\§sign(m1) + :Eg)) + 23

= —\ L2 ‘)\QL%’.T”%SZ.Q’H((L' )|

Szgn (AzL%‘xllgslgn(xl)) + T3
1
= —)\1L% ()\QL%>2 “3:1’%

sign(x1) + x3
1
= —Al)\QQL%L% \xll% sign(x1) + 3

1
= —)\1)\§L%+% |x1|§ sign(z1) + 3

1
t3 = —MNoLsign | x3— (—)\1)\22L%+%|:c1|%sign(a:1) + x3)>

1
= —AoLsign | —A1A] L2ts |1 |:1%sign(:c1)>

= —MNoLsign(z1)
Se llega a
T = —ﬁ1|x1\%sign(az1) + 29
Ty = —Hg|x1\%sign(x1) + 3 (3.2)
T3 = —kasign(zy)

1
con K| = )\QL%, Ko = )\1)\22L%+% y k3 = AL que es exactamente (1.3).

3.2. Cambio de notacién

En adelante se usard, por simplicidad, una notaciéon especial. Esta permitira es-

cribir las ecuaciones necesarias de manera maés corta, y asi poder visualizarlas més facil-
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mente.

Esta notacién implica un cambio en como se expresa el signo de una variable, y
es como sigue. Cuando una variable real z € R sea elevada a una potencia real p € R,
se escribira 2P, que dentro de este trabajo, de manera diferente a como usualamente se
entiende, significara que el valor absoluto de la variable z estd elevado a la potencia p y

multiplicado por el signo de la variable z, es decir:

Definicion 3

2P = |z|Psign(z)
&

En el caso de las potencias impares, el cambio de notaciéon no afectaria al significado del

enunciado, pero en el caso de una potencia par, como por ejemplo cuando p = 2, el escribir

22 es equivalente a haber escrito |z|2sign(z). Se debe tener especial cuidado en estos casos.

La Tabla 3.1 ilustra un poco més ampliamente el cambio de notacion.

Tabla 3.1: Notacién especial

Nueva notacion Notacién usual
20 sign(z)
2Pz |z|Psign(2)|z|Psign(z) = |z|PT4
202P |z|P
20|z|P 2P
B B

Es decir que en la nueva notacién zP se refiere a una funcién monoténica creciente,
mientras que |z|P se refiere a una funcién positiva definida siempre. Esto se vuelve especial-

mente imporante al momento de derivar una funcién escrita en la nueva notacion
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Entonces el diferenciador (1.3) se escribiria como

2

i‘l = —kl.CUig + 29

1
To = —kgxf’ + x3 (33)
Ii‘g == —k‘gfL‘?

A la forma (3.3) es a la que se hara referencia, en lo sucesivo, cuando se hable del

diferenciador por modos deslizantes de tercer orden.

A partir de este momento, y a lo largo del resto de esta tesis se usara la notacién

descrita en esta Seccién.

3.3. Candidata a funcién de Lyapunov

Una candidata a funciéon de Lyapunov es:

4 2
V(z) = mle|? — vz 2] @2 + 2 [w2|* — 73 0123 — Ya3 22 25 + 3 |23 (3.4)

Esta candidata puede escribirse como un caso particular de la funcién de Lyapunov

(2.4) propuesta por J. Moreno en [Morenoll]| como:

V(z) = Ve — 3T 23— 23223 + 73 |z3]*

2\2 2 2 2 4
o0 (|331\3> — 12 (3313>$2+72|332| — V13 %1 T3 — Y23 T2 5 + 73 23]

La derivada de (3.4) sobre las trayectorias del sistema (3.3) es:

. 1 2 ) 2 2 1
V(z) = smad(—kizd +x2) — 3y ler| 3 mo(—kiz] +22) — y22] (—koa} + 23) +
1 2
+2v0 o ( —kex} +23) — Mz xs(—kizi +x2) — Mz (—kzal) +
1
—Yo3 T3 —kox} + 13) — 2723 1 |z3](—k3xl) + dysai(—kszl)
Desarrollando los términos
. 1 1 1
V()= 3mkilzi] + vz kelzi| + nskslei| + 3712 22 — 290 ke af w2 + Zvioki o) 22+
2 -1 2 3 3 3.2
— 3712 21|78 |z2]* — 712 x} w3 + yi3kix} 23 + Yoz ko ) x5 + 27222 23 +

0 3 0.3
— V13223 + 2v03 k3 x) T2 |w3] — vo3|x3|® — 43 k3w a3



3.4. Condiciones para la positividad definida de V (x) 25

Agrupéndolos

Vieg)= —— {(%7174?1—712%2—713]?3)|$1|%+

1
|z1|3

2
—2( 371 — y2k2 + Sviokr ) aiws + %712|~T2|2} + (3.5)
2 1 :
+ (11sk1 — m2) #f w3 + vz ke o 23 + (272 — 13 + 2723 ks 2) 7Y ) wows +

— (23 + dvz kg 2l 29 |53

Como se habia visto en el Capitulo 2, para que una funcién candidata V(z) sea

validada como funcién de Lyapunov, debe cumplirse que V(z) > 0y V(z) < 0.

3.4. Condiciones para la positividad definida de V' (x)

Para probar que la funcién candidata es positiva definida hay que demostrar que los
términos positivos dominaran a los negativos en todo momento. Esto se lograria encontrando
una cota inferior, positiva, para la candidata. Para hacerlo se siguieron los siguientes pasos,
que resultaran familiares, ya que son exactamente los mismos que se siguieron en la seccién
2.3 para el caso lineal. Es claro que

2 2
zizy < |za]3|zel
rizz < |a||as]

zoxy < |wal|ws]?

Usando la desigualdad artimética que se presenté en el Capitulo 2, estos tltimos

términos pueden ser acotados por arriba y separados.

IN

2 4 _
71|32 3035 |z1]3 + Joi5 |z

N

4 4 _
aillzs] < fafslei]s + fagg et
wollzs|® < jadsfeal® + ag; sl
Lo anterior se cumple para cualquier nimero real a2 > 0, ayg > 0, aeg > 0. De

esta manera, los términos cruzados quedan separados, y asi (3.4) puede acotarse por abajo

como sigue, suponiendo que y; > 0, v2 > 0, 3 > 0, |y12]| > 0, 723 > 0, |y13]| > 0.
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4 2
V(z) = mloi|3 —yead xa + 223 — yi3 21 13 — Vo3 12 23 + 3 |w3)?
> 4 2 2 2 4
> yilw1|3 — |yiel [21]3 |w2| + elzel® — |y13] |21 23] — |yes| w2 [23]* + 3 23]
4
4 2 4 2 3a; 4 o
> mlz]3 — |mz2l (%L”Bﬂ3 + OZ%|96‘2|2> + y2lz2|? — [y13] ( L |z |3 + a}fll‘3|4)

2 —2
—zal (2 [al® + %[l *) + valaal!

4
2 3 3 4 -2 2
= (71 = |y2]%4% — s CZ”’) 213 + <’Y2 — |2 — ’723\%) |22]*+

—4 —2
<’Y3 — |y1]HE — !723\%) EXh
(3.6)
Es entonces evidente que para que V(x) > 0 se deben satisfacer las siguientes
tres desigualdades, que corresponden a los términos que dependen de los coeficientes de la

funcién y de las nuevas variables aq2, g3, aeg de (3.6).

4

a? 3o
7 — |2 % - \713|T13 >0 (3.7)
[0 [0
(72 = Il = - |723|223> >0 (3.8)
—4 —2
(0% (6%
<’YS — Il = = s ;3) >0 (3.9)

En este momento se tienen como variables a ser encontradas, v1, v2, 73, Y12, 713,
Yo3, (12, (113 ¥V Qia3, es decir, 9 en total. Es importante hacer notar que ya no basta con que
19, (113, (o3 sean tres numeros reales positivos cualesquiera, sino que se deben encontrar

los valores numéricos que hagan que las desigualdades se cumplan. Lo mismo pasa para 71,

Y2, V3, Y12, Y13 Y 723

Las variables a2, a13, a3 introducidas en (3.6) pueden ser eliminadas mediante
manipulacién aritmética. En esta seccion, para ilustrar el método, se muesta cémo se elim-
ina una de ellas. La eliminacién completa, asi como la totalidad de las desigualdades que
resultan, puede ser encontrada en el Apéndice B. De nuevo, este procedimiento resultara fa-

miliar, ya que es exactamente el mismo que se usé en la Seccion 2.3.
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Eliminacién de oqs:

Las desigualdades (3.7) y (3.8) pueden escribirse como
2 3.3 2
sl <71 - |’713’40‘133> > aqy,  |y12] >0

12]
a2 > |y12] Ny — |’Y223|2 >0
12 2(727 Ivgs\a%3> ) a3,

Entonces puede eliminarse a9 y las desigualdades que restan son:

4
2 3 3 |y12]
=M — Inslja > o Ty
4 ( ) R s

12/ >0 (3.10)

Yo — |’7§3|ag3 >0

(73 - \713|a%_32 - |723\a%_32) >0
De la misma manera pueden ser eliminadas a3 y aia3. Asi, las variables que quedan
por encontrar seran solamente seis: v1 ,v2, V3, Y12, V13, Y23, €8 decir, aquellas que provienen
de (3.4). Después de haber deducido las desigualdades que deben ser satisfechas para que
V(x) > 0, como se muestra en el Apéndice B, éstas pueden ser analizadas y reducidas medi-
ante algunas simplificaciones. Estas simplificaciones se presentan, de manera completa, en
el Apéndice C. En resumen, las desigualdades que deben ser satisfechas para que la funcién

propuesta sea positiva definida son las que se muestran en la Tabla 3.2

Examinando las desigualdades de la Tabla 3.2, puede notarse que son iguales en
forma a aquellas que aparecieron en la Tabla 2.1 para el caso lineal, pero con diferentes
potencias. Esto tiene sentido, ya que el sistema (3.3) es igual al sistema lineal (2.5) excepto

por las potencias no lineales primero.

3.5. Condiciones para la negatividad definida de V (z)

La derivada de la candidata a la funcién de Lyapunov puede dividirse en dos partes,

una cuadrética y una no cuadratica.
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Tabla 3.2: Condiciones para la positividad definida de V' (z)

y1 > 0,72 > 0,93 > 0,|y12] > 0, |y23] >0

2 4
|’Yz3\) 33 |y13]*y2
— | == > ==
Y273 < 2 4453

( 4v1 ) S 2> Y2l713|

3|v13] 4(72,},3_<h23\)2)
2

aszt +azz® + a1z +ag >0

Donde

2 2 2
as = —3 s (vz’vs (bzl) > ag i= (73 <’71’72 ~ (bgh) ) — oy (bge) >
busl ) hial)*Y sl

ay = 32 ( ’Yis ) ap = — (7172 — ( 7;2 ) ) 7i3

z>0

Recordando (3.5)

Viz)= ——1 {(%711?1 — m2ks — n3ks) |3 +

{

3 2
—2( 371 — yoko + $yi2ky ) 2o + %712|$2|2} +
2 1
+ (yisky — y12) @7 w3 + Y23 ko 27 25 + (292 — 713 + 2723 k3 21 25 ) waws +
— (723 + 43 k3 20 2§ ) |as]?

Es claro que para que V < 0 es necesario, por un lado, que

4 4 2 1 2 2
g%lﬁ — Yi2ka — 713k3> |z1|3 —2 <3’71 — voko + 3712k1> xi T + 3’712|$2|2} >0

Que escrito como una forma cuadratica queda como:

2 T

ol

(3711 — y12ka — nisks)  — (371 — yeke + 3712k1) ¥ | _ T pe
T2 — (371 — k2 + 3vi2k1) 2912 T2

Donde P = PT.
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Es evidente, entonces, que para que U(§) > 0, P debe ser positiva definida.

Por el Teorema 1 se sabe que para probar que una matriz cuadrada es positiva
definida, se debe mostrar que todos sus menores principales lideres son positivos. Para el

caso de P esto es equivalente a decir que las siguientes desigualdades se cumplan

4
<3’Ylk1 — Y12k2 — 713163,) >0 (3.11)

2 (4 2 1 2
32 | 37k — yi2ke — yisks | > { 571 = 2k2 + 3712k (3.12)
Por otro lado, U(&) > 0 se puede acotar de la siguiente manera:

Mnll€ll3 < €7PE=U(€) < Aull€ll3

Donde ||£]|2 = |:v1|% + |22|?> ¥ A ¥ Aas son el valor propio més pequefio y més grande,

respectivamente, de P.
Asi se puede ver que \,,, > 0implica que P > 0. El calculo de \,;, puede encontrarse

en el Apéndice D. Ahora, para asegurar la negatividad definida de toda la funcién, se puede

escribir
1 1 1
3 < =AnU71(§)

4 1 _
13 < I3 < o U©) = —al
3
1

De ahf sigue que
1 ips I 2\% 4 2
U(E) < MUE) < —Ma (mll€ld)® = =Am (o1l + 22l

ek
La desigualdad fundamental generalizada [Hardy51] dice que

1
- 1£TP£ = -
1|3

S 0<a<l, VoeR? s<r (3.13)

(afza]* + (1 = a)la2l*)+ < (alza]" + (1 = a)ls]")

Usando (3.13) se tiene que
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Lt o) = (B 2 (i) ) 2 (Bl ot
—|x —|z =(zlzd + = (|x —lz1|+ = |x
2! Tl 271 T g I =2 e

de tal manera que

3
1 1 1 E 1 1
——¢TPE < —2is <2xly§ + 2|x2\2> < —27i, (2\@»1; - 2\x213>

|z1]3

Asi que (3.5) se puede acotar por arriba de la siguiente manera.

. 1 3 2 1

Viz) < —274An (%‘xﬂ + %’fﬂ2|§) + (vi3k1 — m12) 21|53 23] + yaskelz |5 |es|*+ (3.14)
(1272 = 73] + 2723k3) [w2||zs| — (v23 — 4ysks) o)

Si se prueba que la cota superior de (3.14) es negativa, se habra probado que

V(z) < 0.

Esta cota superior puede tratarse de manera similar a como se hizo en la Seccién
3.4 para la candidata a funcién de Lyapunov, es decir, separar los términos y hacer que
su negatividad definida dependa de los coeficientes de la funcién de Lyapunov y, en este
caso, de las ganancias del diferenciador (3.3). De la misma manera que sucedié en el Seccién
3.4, otras nuevas variables serian introducidas que pueden, de igual manera, ser eliminadas
mediante manipulacién aritmética. La deduccién completa de las desigualdades puede ser
encontrada en el Apéndice E. En resumen, las desigualdades que deben ser satisfechas para

que V(x) < 0 son las que se muestran en la Tabla 3.3.

3.6. Resumen del capitulo

En este capitulo se presenté una candidata a funciéon de Lyapunov:

4 2
V(z) =ml21]3 — 122§ 22 + y2l22|? — M3z123 — 232223 + Y3l2s]*

Cuya derivada sobre las trayectorias del sistema (3.3) es (3.5). Para validar esta

candidata como funciéon de Lyapunov se debe verificar que sea positiva definida y que su
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Tabla 3.3: Condiciones para la negatividad definida de V (x)

2
2y12 (371k1 — y12k2 — yisks) > (371 — v2ke + $v12k1)

9 3
(o3 — 4ysks) > 25 (2ska)?
32 /\2L

1
2 7o3ko 1o A )2
8 (ras—4yak3) <Y < (2 i3 )

L 2
B3(bay — 200) (2 — 278320 )" > boy

(1272 —713]4+2723k3)*

(i)

(V23 — 4y3ks) > §—§

2
y >0 bo := Zz| (mizk1 — 12) 2

by == 2_%3 Am by = %723]@‘2

2 _ . 03 ks 3
by := <(723 — dysks) — 25 (1202 =715/ +2723ks) )

-ty

A= 5 ((371k1 — M2ka — y13ks) + 2712) —
é\/((‘évlkl 1z (k2 + 3) = iaks)” +4 (31 = 92ks + $712k1))

derivada sea negativa definida. Esto es equivalente a encontrar una cota inferior para V(x)
que sea positiva, y una superior para V(x) que sea negativa.

La candidata a funcién de Lyapunov se acotd de la siguiente manera:

4
3o 133
4

2 4 -2 2
V(z) > (’71 — Y1272 — |y ) |z1]3 + (72 — Y1222 — 723%) |z2|?+

—4 2
(’Ys — |3 — 723%) 23]

Mientras que su derivada se acoté como:
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. 1 3 2 1
Vie) < =271\, (%\xlf + %\962’5) + (n3k1 — m2) 21|53 ]3| + aska 21|53 |23)?
+ (1272 — 713] + 2v23ks) |w2||z3] — (723 — 4y3ks) |23]?

Después de algunos calculos se dedujo un conjunto de desigualdades que dependen
solamente de las variables v1, v2, ¥3, V12, V13, V23, k1, k2 ¥ k3, ¥ que se muestran en la Tabla
3.4.

Es importante hacer notar que las desigualdades de la primera parte de la Tabla
3.4, son iguales en forma a aquellas que aparecieron en la Tabla 2.1 para el caso lineal, pero

con diferentes potencias.

Este conjunto de desigualdades contituyen condiciones suficientes para validar la
candidata (3.4) como funcién de Lyapunov. Dicho en otras palabras, si se cumplen todas
estas desigualdades simultaneamente, se habra probado que la funcién candidata es positiva
definida y su derivada es negativa definida, es decir que se habrda demostrado que la can-
didata (3.4) es, efectivamente, una funcién de Lyapunov para el diferenciador (3.3). Falta
entonces demostrar que existen valores para 71, ¥2, 3, Y12, V13, Y23, k1, k2 v k3 que hacen

que las desigualdades se satisfagan. Esto se mostrara en el Capitulo 4
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Tabla 3.4: Condiciones para la validacién de la candidata como funcién de Lyapunov

v1 > 0,72 > 0,73 > 0,712 > 0,723 >0
m)Q S 3 Ivi3]*y2

273 — (% 4T3

Iv13] :
an v2|713
<3\W13|> >z > (4(7273—(7223)2)

aszt +azz® + a1z 4+ag >0

2
212 (3711 — y12k2 — yisks) > (371 — v2ke + $v12k1)

9 3
(Y23 — dyks) > 25 Qeske)®

3
32 22

2 Y23k2 . .
3 (33— 175 k3) <y< (2 13 )

2
b2(bsy — 2bs) (y2 _ 9713 ) > boy

Y23k2

(1272 —713]4+2723k3)"

(Y23 — 4y3ks) > %i

ERIw)
Donde
— _3 _ (223)? — (m2)2) 4, (228)2
as = —3|ms| (127 — (222)7) as = (s (172 — (%2)7) —n (222)
2 2
a =372 (%) ap = — (71’72 — (12) ) Ivf‘
z>0
2
y>0 ) bo == %3| (msk1 —m2) 2
b1 == 2_1372\;];2 by = %’}/23/{}2

2 _ . . 3
b3 = <(723 — 4vy3ks) — 573 (1272 713|—1F2’2723k3) )

(1)




Capitulo 4

Validacion de la candidata como

funcion de Lyapunov

Como se mencioné en el Capitulo 3, para probar la positividad definida de (3.4) y
la negatividad definida de (3.5) se deben encontrar juegos de valores, tanto de los coeficientes
de la funcién candidata 1, Y2, 3, Y12, V13, Y23, como de las ganancias del diferenciador
k1, ko ¥ ks que satisfagan todas las desigualdades de la Tabla 3.4. Encontrar dichos valores
equivale a resolver trece desigualdades con nueve variables. No existe una metodologia,
que la autora tenga conocimiento, para resolver este tipo de problemas. Dentro de este
trabajo de tesis se propusieron algunos. En este capitulo se muestran los resultados para
los puntos uno y dos de la siguiente lista, los puntos tres y cuatro son métodos cuyos pasos
fueron propuestos, pero hasta ahora no han sido probados completamente. Para éstos dos
ultimos sélo se presenta, en esta seccién, una introduccién; la descripcion completa puede

encontrarse en el Capitulo 5.

1. Prueba de la existencia de la solucién a las desigualdades de la Tabla 3.4.
Se demostrd, encontrando un juego de valores para las constantes v1 ,v2, 3, Y12, V13,
vo3 v k1, ko, ks que satisfacen las desigualdades de la Tabla 3.4, que existe al menos
una solucién a ellas y, por lo tanto, que (3.4) es una funcién de Lyapunov para el

diferenciador (3.3)

35
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2. Solucién con cuatro restricciones.
Se impusieron cuatro restricciones sobre los coeficientes de la funcién de Lyapunov:
Y1, Y2, V3, Y12, Y13 YV o3, para asi poder simplificar las desigualdades y reducir el
nimero de ellas. El resultado de estas manipulaciones fue hacer que las desigualdades
solo dependieran de las ganancias ki, ka2, k3, cosa que coincide con las condiciones a
las que se llegan en el caso lineal. De esta manera, como las variables a encontrar que
quedaron son sélo tres, se pudo obtener una interpretacion gréafica en 3 dimensiones,
del espacio de soluciones a las desigualdades, es decir, de las ganancias posibles para

el diferenciador (3.3).

3. Solucidon algoritmica con una sola restricciéon. Se mantuvo una sola de las re-
stricciones anteriormente mencionadas, y se propuso una secuencia de pasos a seguir

para encontrar, graficamente, conjuntos de soluciones.

4. Solucién algoritmica sin restricciones. Usando parte de los pasos propuestos en
la solucién anterior, se propuso un algoritmo para encontrar soluciones sin ninguna
restriccién sobre los coeficientes de la candidata a funcion de Lyapunov ni las ganancias

del diferenciador.

4.1. Prueba de existencia de la solucion

Una primera aproximacion que se abordé para determinar si la candidata prop-
uesta (3.4) es, efectivamente, una funcién de Lyapunov para (3.3), fue tratar de encontrar
un conjunto de valores que satisfaciera las desigualdades de la Tabla 3.4. Como son nueve
las variables que hay que determinar, podria interpretarse como que los valores correc-
tos darfan las coordenadas de un punto en un espacio de nueve dimensiones. Si este punto
existe, se probaria que existe al menos una solucién al conjunto de desigualdades, cuya satis-

faccion es una condicién suficiente para que la candidata (3.4) sea una funcién de Lyapunov.

Cabe destacar que existe un ntmero infinito de posibles combinaciones de valores

que probar, y que no hay ningiin método, del que se tenga conocimiento, que pudiera sugerir
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en qué parte del espacio de nueve dimensiones podrian ser buscadas las soluciones, o incluso

si existen.

El paquete computacional Matlab incluye algunos algoritmos de optimizacion que,
a modo de restricciones, pueden incluir desigualdades no lineales con cualquier nimero de
variables. Se hizo uso de esta herramienta para aproximarse a una solucién a las desigual-

dades.

El método de solucién fmincon encuentra el minimo de un problema especificado

por

clxz) <0
Ceq(®) =
min f(x) tal que =< Az <b
Agq = beq
<z <u,

donde z, b, by ¥ up son vectores; Ay Aey son matrices; c(x) y ceq(x) son funciones
que regresan vectores; y f(z) es una funcién que regresa un escalar. f(z), c(z) y ceq(2)

pueden ser funciones no lineales.

Como en este caso sélo interesa encontrar una solucién a las desigualdades, y no
hay una funcién a minimizar, f(z) = 1. Las restricciones usadas son las desigualdades de
la Tabla 3.4. Una solucién encontrada por el algoritmo de optimizacion, con ajuste fino

manual fue la siguiente.
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v = 05 3 = 05
13 = 05 3 = 05

= 0.35 = 0.4150
Y12 72 (4.1)
kv = 07 ko =1
ks = 0.01
z = 1 Y = 1

Con estos valores todas las desigualdades de la Tabla 3.4 son satisfechas simultédnea-
mente. Con esto se prueba que, al menos en un punto del espacio de nueve dimensiones, la

candidata (3.4) es una funcién de Lyapunov. Con esto queda probada la Proposicién 1

Proposicion 1 FExisten v1 ,72, V3, Y12, V13, V23, k1, ko y ks reales tales que todas desigual-

dades de la Tabla 3.4 se cumplen simultdneamente.

Verificacion grafica

Otra manera de comprobar que la candidata (3.4) es una funcién de Lyapunov,
es evaludndola en un dominio de [z1, 22, 23] y verificando que (3.4) sea siempre mayor que

cero, y su derivada (3.5) sea siempre menor que cero.

Proposicién 2 La candidata (3.4) y su derivada (3.5) son funciOnes homogéneas.
&

De la Proposicién 2 y la Definicién 2 del Capitulo 2 se tiene que si V(x) > 0 en
una superficie de radio R, entonces V(x) > 0 V z. De la misma manera, si V(z) < 0 en
una superficie de radio R, entonces V(z) < 0 V z. Usando esto, la candidata (3.4) y su
derivada (3.5) se evaluaron sobre la superficie de una esfera de radio = 0.001. Los siguientes

resultados fueron obtenidos:
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Figura 4.1: Esfera de radio r = 0.001

x 10

Una esfera como la que se muestra en la Figura 4.1 puede ser construida mediante
un comando en Matlab. Este comando proporciona una matriz con una serie de coorde-
nadas que representan puntos sobre la superficie de la esfera con los que después se hace un
mesh. Estas coordenadas proveen los puntos x1, x2, x3 sobre los cuales se puede evaluar la

candidata y su derivada.

La Figura 4.2 muestra el resultado de evaluar la candidata (3.4) sobre cada uno
de los puntos de la superficie de la esfera de la Figura 4.1. Cada uno de los puntos de
la horizontal representa una iteracion en la evaluacién, mientras que el valor de la vertical
muestra el escalar que resulté de la misma. Puede observarse que cada una de las iteraciones

arrojé un resultado positivo.
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Figura 4.2: Funcién de Lyapunov evaluada sobre la superficie de la Figura 4.1

La Figura 4.3 muestra exactamente lo mismo, pero para la evaluacion de la deriva-
da a la candidata a funcién de Lyapunov sobre la superficie de la esfera de la Figura 4.1.

Puede observarse que cada una de las iteraciones dio un resultado negativo.

Proposicién 3 La candidata (3.4) es una funcion de Lyapunov.

Por la Proposicién 2 y la Definicién 2 se puede saber que la candidata a funcién de
Lyapunov evaluada en cualquier punto del espacio arrojara valores positivos y su derivada
arrojara valores negativos. Estos resultados prueban la Proposicién 3. En adelante dejara de
llamadrsele “candidata”’a la funcién (3.4), cuando se hable de “la funcién de Lyapunov para

(3.3) 7se estard haciendo referencia a (3.4).
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Figura 4.3: Derivada de la funcién de Lyapunov evaluada sobre la superficie de la Figura
4.1

4.2. Solucidén con cuatro restricciones

El nimero de desigualdades, asi como sus formas, complican mucho su manipu-
lacién y analisis. Con la idea de reducir su nimero y simplificarlas, se propuso imponer
cuatro restricciones sobre las variables de las desigualdades. Con ellas se logré dejar todas
las desigualdades en términos de las ganancias ki, ko y ks, es decir, en términos de soélo
tres variables. Esto permite que el conjunto de posibles ganancias para el diferenciador sea

de tres dimensiones y entonces pueda ser graficado para tener una interpretacion facil de leer.

Las restricciones impuestas sobre los coeficientes de la funcién de Lyapunov son:

T =3 =Y13 = Y23 =7 (4.2)
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Y12 = M3k (4.3)
k3 +2

= 4.4

T2=N 3y (4.4)

z=1 (4.5)

e La restriccién (4.2) se mantuvo de los resultados obtenidos en la seccién (4.1).

e Larestriccién (4.3) se propuso con la finalidad de condensar varias de las desigualdades
que se dedujeron en la seccién (3.5). Es decir, aquellas que sirven para probar que
V(z) <0.

e La restriccién (4.4) se fijé para simplificar A,,, ya que varias de las desigualdades de

la seccién (3.5) dependen de este valor.

e La restriccion (4.5) se obtuvo de los resultados obtenidos en la seccién (4.1).

Cada una de estas restricciones deben aplicarse a todas las desigualdades de la
Tabla 3.4. Los céalculos completos de la sustitucién de las restricciones en las desigualdades

de dicha tabla pueden encontrarse en el Apéndice F.

Después de hacer todos los cdlculos necesarios, se encontré que todas las desigual-
dades de la Tabla 3.4 pueden reducirse a solamente tres, que dependen de las ganancias
del diferenciador (3.3), es decir de k1, ko y k3. Deben, entonces, ser encontrados valores
de k1, ko v k3 que hagan que las tres desigualdades se satisfagan de manera simultanea.
Esto seria equivalente a que todas las desigualdades de la Tabla 3.4 fueran satisfechas y
que, por consiguiente, (3.4) sea positiva definida y su derivada (3.5) sea negativa definida.
Las tres desigualdades que resultan de la sustitucién de las restricciones (4.2)-(4.5) en las

desigualdades de la Tabla 3.4 son las que aparecen en la Tabla 4.1.
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Es particularmente interesante poder llegar a simplificar las desigualdades de esta
manera, es decir, que dependan solamente de las ganancias del diferenciador, porque es
precisamente sélo de estas variables de las que dependen las desigualdades obtenidas por

medio del Teorema 1, en la Seccién 2.3, para el caso lineal.

Tabla 4.1: Desigualdades resultantes de aplicar las restricciones (4.2)-(4.5)
(%kl — k1ko — k‘g) >0

g 3 k342 3
T <kf — dkiks — 2§(k1k2)2> > ( 3l +k3)
k242

k2 < 3k2+1

4.2.1. Interpretacion Grafica

Cada una de las tres desigualdades de la Tabla 4.1, que dependen de tres vari-
ables, podria tener un conjunto de soluciones, es decir, un conjunto de tercias de valores
(k1, ko2, k3) que hicieran que dicha desigualdad se satisfaciera. Como son tres las variables,
estos conjuntos pueden visualizarse en un espacio de tres dimensiones. Si puede encontrarse
una interseccién de los tres conjuntos, se habria encontrado el conjunto de juegos de val-
ores para (ki, k2, k3) que hacen que las tres desigualdades de la Tabla 4.1 sean satisfechas
simultaneamente. Como esto es equivalente a que todas las desigualdades de la Tabla 3.4
se satisfagan, se habra encontrado un conjunto de tercias de valores para (ki, k2, k3) que
hacen a la funcién de Lyapunov positiva definida, y a su derivada, negativa definida, inde-

pendientemente de los coeficientes 1, v2, v3, Y12, Y13 ¥ Y23-

Proposicién 4 El conjunto K C R?, K = {(ky, ks, k3) € R? tales que todas las desigual-

dades de la Tabla 4.1 se cumplen simultdneamente}, no es vacio.

&

Manipulando las desigualdades de la Tabla 4.1, pueden dejarse todas expresadas

como mayores 0 menores a cero, como se muestra en la Tabla 4.2. Como las tres expresiones
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dependen de solamente tres variables, es posible graficarlas en un espacio de tres dimen-
siones. Cada una de las desigualdades puede graficarse cambiando el signo de desigualdad
por uno de igualdad, y entonces la figura resultante de la graficacién de cada una de ellas,
mostrard una superficie que separe el espacio en dos: el conjunto donde la desigualdad a la
que corresponde se cumple, y el conjunto donde no. La idea principal de este método de
solucién es graficar de esta manera las tres igualdades y buscar la interseccién de los tres

conjuntos convenientes, es decir, donde las tres desigualdades se cumplan al mismo tiempo.

Tabla 4.2: Desigualdades de la Tabla 4.1 reordenadas.
(%k‘l — kiko — kg) >0

5 : 3
= (kf — dkiks — % (k1k2)3) - ( ’23?22 — 3l +k3> >0

T
22

k342

El resultado de graficar las tres desigualdades de la Tabla 4.2 de la manera antes
descrita se muestra en la Figura 4.2.1. En ella aparecen tres superficies distintas, cada
una correspondiendo a una de las desigualdades de la Tabla 4.2. Puede observarse que
estas tres superficies se intersectan, cortando el espacio en varios conjuntos distintos. Uno
de estos conjuntos, circulado en negro en la Figura 4.2.1, representa aquel donde las tres
desigualdades de la Tabla 4.1 son satisfechas, es decir, el conjunto K de la Proposicién 4.

Estos resultados prueban la Proposicion 4.

4.2.2. Verificacién grafica

De igual manera que en la Seccion 4.1, puede usarse la propiedad de homogeneidad
de la funcién de Lyapunov (3.4) para mostrar que es positiva definida, y su derivada (3.5)
negativa definida.

A continuacién se muestra el resultado de evaluar ambas funciones sobre la super-
ficie de una esfera de radio r = 0.001 como la de la figura 4.1 con las constantes encontradas

por éste método, de la misma manera que se hizo en la Seccién 4.1.
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U —————————
T — ................. ——
Y. —— ................. i—
I, T T ............... et

Figura 4.4: Interseccién de los conjuntos donde se cumplen las tres desigualdades

Para esta comprobacién se eligié un punto al azar, dentro del conjunto de solu-
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ciones encontrado.

1 = 05 3 = 05

v13 = 0.5 Y23 = 0.5

= 0.35 = 0.4150
Y12 72 (4.6)
kv = 105 ke = 06
ks = 0.01
z =1 Y =1

La Figura 4.5 muestra el resultado de evaluar la candidata (3.4) sobre cada uno de
los puntos de la superficie de la esfera de la Figura 4.1. Cada uno de los puntos de la abscisa
representa una iteracion en la evaluacién, mientras que el valor de la ordenada muestra el
escalar que resulté de la misma. Puede observarse que cada una de las iteraciones arrojé un
resultado positivo. La Figura 4.6 muestra exactamente lo mismo, pero para la evaluacién
de la derivada a la candidata a funcién de Lyapunov sobre la superficie de la esfera de la

Figura 4.1. Puede observarse que cada una de las iteraciones arrojé un resultado negativo.

Aqui se presenta el resultado de un sélo punto elegido al azar, pero la prueba de

hizo con numerosos puntos, obteniendo siempre los mismos resultados.

Proposicién 5 V(ki, ko, k3) en K, V(z) >0 y V(z) <0
&

Como la funciéon de Lyapunov es una funciéon homogénea, y el conjunto K de la

Proposicién 4 no es vacio, la Proposiciéon 5 queda probada.

4.2.3. Ejemplo

Usando el mismo juego de valores (4.6) que para la verificacién grafica, se puede

probar por simulacién, que (3.3) es capaz de estimar las derivadas de una senial en tiempo
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Figura 4.5: Funcién de Lyapunov evaluada sobre la superficie de la Figura 4.1

real, como se muestra a continuacion.

La senal que se desea estimar estd dada por f(t) = .0007sin(¢) 4+ .0006 cos(t), y
se muestra en la Figura 4.2.3. (3.3) es capaz de estimar hasta su segunda derivada, como
se muestra en la Figura 4.2.3 en linea continua. De esta manera se puede observar que el
diferenciador funciona, como es esperado, con las ganancias obtenidas por medio del método

de solucién propuesto en esta seccion.
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Figura 4.6: Derivada de la funcién de Lyapunov evaluada sobre la superficie de la Figura
4.1

4.3. Aumento del valor de las ganancias

Se ha probado que el conjunto de valores para ky, ko y k3 encontrado en la Figura
4.2.1 satisface todas las desigualdades de la Tabla 3.4, por lo tanto validan la funcién de

Lyapunov que se habia propuesto.

También se mostré que tales ganancias son adecuadas para que el diferenciador
(3.3) pueda estimar una senal y sus derivadas, hasta la segunda, siempre y cuando se cumpla
que | f (t)| < k3| [Levant01]. Esto podria representar un problema, ya que los posibles valores
para k3 que muestra la Figura 4.2.1 son muy pequenos, lo que haria que la gama de senales

que pueden ser estimadas fuera muy limitada.
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Figura 4.7: f(t) = .0007sin(t) 4+ .0006cos(t)

0z T T T T T T T T T

signal

0z 1 I I 1 I I I 1 I
0 : . ; : ;

Trat derivative

2nd derivative

Figura 4.8: Estimacién de la senal f(t) = .0007sin(t) + .0006cos(t) y sus derivadas
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Esta dificultad puede sobrepasarse si se encuentra una manera de aumentar el
valor las ganancias, en especifico de k3, y que éstas sigan siendo adecuadas para que el
diferenciador (3.3) siga funcionando correctamente. A continuacién se muestra una manera
de aumentar tales ganancias.

Haciendo un cambio de variables como:

z1 = Lx;

2z = Lr — 20 = Luxo (4.7)
z3 = Laxj

4 = Lin = —Lbkiz + 2

5y = Lin = —Likezd + 2

23 = Lis = —Lk32?

Se puede observar que una nueva variable L, que debe ser positiva, ha aparecido.
Esta L, como se observa en (4.7), multiplica a kj, ko y k3. La eleccién del valor de ésta nueva
variable es libre para el que disena en diferenciador, y debe ser elegida convenientemente,

es decir, de tal manera que |f(t)| < Lks.

Asi podria estimarse una senal con segunda derivada arbitrariamente grande, mien-

tras ésta permanezca acotada.



Capitulo 5

Extensiones al diseno del

diferenciador

Dentro de este capitulo se trazan varias lineas que podrian seguirse en un futuro

para ampliar el trabajo reportado en esta tesis.

En primer lugar, se detallan los ultimos dos métodos para encontrar los valores de
las variables de la Tabla 3.4, que se mencionaron al principio del capitulo 4. El primero es
una propuesta de solucién algoritmica donde hay menos restricciones a las desigualdades
que las impuestas en la Seccion 4.2. El segundo se trata de la generalizacion del método
antes mencionado, es decir, sin ninguna restriccién. A continuacién, se presenta una in-
troduccion al caso en el que el diferenciador tiene una perturbacion en el tercer canal, se
modifica la candidata a funcién de Lyapunov propuesta en la Seccién 3.3 para contemplar

la perturbacion, y se establecen condiciones suficientes que para que ésta sea validada.

El trabajo que puede realizarse para ampliar el reportado dentro de esta tesis es
muy variado; sin embargo, el camino propuesto en éste capitulo parece ser adecuado, ya que

se trata de la continuacién de un trabajo para el que ya existen resultados satisfactorios.

51
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5.1. Soluciones algoritmicas
5.1.1. Solucién con una restriccién

Con el fin de ampliar el conjunto de soluciones, y hacerlo méas general, se levantaron
algunas de las restricciones usadas en la Seccion 4.2, quedando solamente una.

La tnica restriccion que se utilizé para este método de solucién fue la restriccion

(4.3), es decir:
Y12 = M3k1

Con ella, las desigualdades (E.13), (E.14) y (E.15) se reducen a una sola desigual-

(5.1)

dad:
3
2 3
) > (12v2 — 13| + 2723k3)

33
A2 | (23 — 4sks) —
2 3

2
El metodo que a continuacién se describira consiste en una serie de pasos para ir

determinando, uno a uno, los valores de las variables ki, ko, k3, 71, V2, 73, V12, V13 YV 7V23-

Como no se tiene ninguna pista de cémo podrian ser los valores, se parte de la eleccién

arbitraria de uno de ellos.

Recordando la desigualdad (C.2)
)2 i 713 *72
3

n

723
— L=2 >
7273 ( 5 TR
‘ A 73 .
y definiendo ¢ = 2 queda:
)4 ( : >3

¥ (713
>+ | —
3 1 1
Entonces se pueden seguir los pasos que se detallan a continuacién para encontrar

posibles valores para todas las ki1, ko, k3, 71, 72, V3, Y12, Y13 ¥ 7V23-

1. Escoger ¢ arbitrariamente
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3
2. Graficar y3 = 7 + (%)4 (%) con Y3 y y13 como variables.

3. Escoger, de la grafica v1,v13,73

4. Escoger 23 arbitrariamente

2
5. Calcular, con los valores antes elegidos, vo = '%
6. Escoger z que haga que se cumpla
) f
N, V2|13 :
3| 4 (72’73 — () >

7. Resolver para 712 para satisfacer aszt + azz® + a1z + ag > 0.

Especificamente

: 723)* 713 4
e \/<W> <(71 <7> — 77273 | 23 et - et -z

8. Calcular, con los valores antes elegidos

ky = M2
Y13

9. Graficar (3.12), (5.1) y A, > 0y escoger ks, k3 de la interseccién de los conjuntos

Este algoritmo puede ser programado para buscar, iterativamente, conjuntos de
soluciones para las desigualdades. Hasta el momento, manualmente, no han sido encontrados

dichos conjuntos, pero los resultados anteriores sugieren que es razonable pensar que existen.

5.1.2. Solucidn sin restricciones

Bucando hacer la solucién aun mas general, se levanté la tltima restriccion que se
habia impuesto, en la Seccién 5.1.1, sobre las desigualdades.
El método de soluciéon es muy similar a como se presentd en la secciéon 5.1.1, con

algunos cambios en algunos de los pasos:
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1. Escoger ¢ arbitrariamente

3
2. Graficar v3 = % + (%)4 (%)

3. Escoger, de la grafica v1, 13,73

4. Escoger 23 arbitrariamente

2
5. Calcular, con los valores antes elegidos 2 = %
6. Escoger z que haga que se cumpla
) y
N, V2|13 :
3| 4 (72’73 — () >

7. Resolver para 712 para satisfacer asz* + asz® + a1z + ag > 0.

Especificamente

4 2
Y12 < \/(W) <<’Yl <%> - 7172’)’3) 23+ ’71’)’2% — agzt — a1z>
4

8. Graficar el lado izquierdo de (E.13)

2 k
y— = V23R2 >0

3 (23 — 43k3)

para encontrar los posibles valores de y

9. Graficar (3.12), (E.13), (E.14), (E.15) y Ay, > 0 y escoger ki, ko, k3

Este algoritmo también puede ser programado, al igual que el anterior, para buscar
iterativamente, conjuntos de soluciones para las desigualdades. Hasta el momento, manual-
mente, no han sido encontrados dichos conjuntos, pero los resultados anteriores sugieren

que es razonable pensar que existen.
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5.2. Caso perturbado

5.2.1. Diferenciador por modos deslizantes de tercer orden perturbado

Hasta ahora, dentro de esta tesis, se ha considerado el caso ideal del diferenciador,
es decir, sin ninguna peturbacién. En esta seccion se considerara el caso en que una pertur-
bacién desconocida aparece en el tercer canal del sistema. La restriccién que hay sobre esta

perturbacién es que sea globalmente acotada, y su cota superior sea conocida.

El diferenciador puede reescribirse entonces como:

2
1 = —kix{ +x2+pi(t,x)

1
To = —kox} + a3+ p2 (t,z) (5.2)
3 = —k3+p3(t, o)

Donde
pl(ta l‘) = P2(ta$) =0
lps(t,z)] < M (5.3)

Recordando la funcién de Lyapunov propuesta en la Seccién 3.3

4 2
V(x) = y1|x1]3 — 2w P 29 + Y225 — Y137123 — Yo37273 + 323/t

Su derivada sobre las trayectorias del sistema (5.2) es:

. 2
Vp(z) = —ﬁ ((%71/% — Y12k — v13 (ks + p3 (t,2))) 1|5 — 2 (271 — Yok + 3712k1) i T2 + %712|CC2|)

2 1
+ (isk1 — 712) 77 23 + Yoskox? 2% + (272 — Y13 + 2703 (ks + p3 (£, 2))) w23

— (y23 + 473 (k3 + p3(t, 2))) |25 |?
(5.4)

Puede observarse que en (5.4) aparece el término ps(t,x), que corresponde a la pertur-

bacién globalmente acotada de la que se habla arriba.

Por lo anterior, los coeficientes de la funcién de Lyapunov y las ganancias del diferenciador

deben ser encontrados de nuevo, y asi garantizar que tanto V(z) > 0 como V;j(ac) < 0.
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5.2.2. Condiciones para la validacién de la candidata a funcién de Lya-

punov para el diferenciador perturbado

Por medio de un método analogo al que se us6 en las Secciones 3.4 y 3.5, se deducen las
condiciones que deben satisfacerse para que V},(:z:) < 0 . Cabe destacar que las condiciones para que
V(z) > 0 permanecen iguales, ya que no hubo ningin cambio en la Funcién de Lyapunov (3.4). Para

que V(m) < 0 se deben satisfacer las siguientes desigualdades

2 4 2 1 2
3712 <§’71k1 — Y12k2 — 713 (ks + p3(t,aj))> > <§'y1 — voko + g’ymlﬁ) (5.5)
Amy, = % ((%’Yﬂﬁ — Y12ke — 713 (ks + P3(t,9€))) + %712) 5.
*%\/((%%]ﬁ —y12 (k2 + 2) — 713 (ks + p3(t,$)))2 +4 (371 — y2k2 + %’712k1)2) >0

9 3

8 ko) 2
(125 — 47 (ks + pa(t, 2))) > 2 2252) (5.7)

32 /\;np
2 Yasks <y< (2*%3me >é (5.8)
3 (yas — dvs (ks + pa(t, 7)) 7 ~aska :
22 (1272 — 73| + 2v23k3)?

(s — s (ks ps(t,2))) > o (272 2131 20k (5.9)

i)
b2 (b % 2_ o=tz Am ’ b 5.10
2;0( 3,0 = 2b2,) (Y7 — Yaska > 00, Y (5.10)

Donde
22 (|12y2 — + 2723 (k3 + p3(t, z)))>
b3, = | (23 — 473 (k3 + p3(t,z))) — 3—3(‘ 2 713'( 72’23( ‘;2 palt2))” ) (5.11)
27 Am,
1
b2, = g’stk2

22 5
bo, = 5l (713k1 —712) |

5.2.3. Acotamiento de las desigualdades

La manipulacién de las desigualdades y la bisqueda de soluciones a las mismas
se ha hecho aun més complicada que en las secciones anteriores, ya que se ha introducido
una funcion desconocida en ellas, de la que solamente se conoce una cota superior. Para
compensar esta dificultad, cada lado de las desigualdades puede ser acotada por arriba o

por abajo, segin convenga, con un término constante. Este término serd, precisamente, la
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cota M de la perturbacién que aparece en (5.3). Asi se representaria el peor caso posible de
la perturbacién. De esta manera se garantizaria que, con los valores que se encontrasen para
las constantes, se satisfacerian las desigualdades incluso con la peor perturbacion posible.

Entonces, como de (5.3), se sabe que

(ks — M) < (ks — palt,2)) < (kg + M) (5.12)

Las desigualdades (5.5) - (5.9) pueden acotarse como se muestra en la Tabla 5.1.
El célculo completo para llegar a las desigualdades de la tabla 5.1 puede encontrarse

en el Apéndice G.

Tabla 5.1: Condiciones para la negatividad definida de V (z)

2
3m2 (3mkL — 2ke — 13 (ks + M) > (371 — 92k2 + 371261)
AmPM = % ((%71k1 — v12k2 — 713 (k3 + M)) + %712)

—5\/((§71k1 =z (k2 +5) =iz (ks — M))2 +4 (371 — voke + %712%)2) >0

3
2

3 B
(723 — 43 (k‘g + M)) % (Wziskz)
32 )2
P
1A 1
2 yosks 1 Ampy, ) 2
3 (v23—4y3(k3+M)) <Y< (2 43 ~vo3ka )

(a3 — 473 (kg + M)) > 2 (1272— V15\+2723(k5+M))
(2"AmpM)

2
b3 (b3, y — 2bs,) (y — g3 ) > b,y

22 (12y2— 713|+2’723(k3+M)) >0

G

Donde b3, == | (y23 —4v3 (ks + M)) —

Para encontrar un conjunto de valores para las constantes ki, ko, k3, v1, V2, 73,

Y12, Y13 ¥ o3 que satisfagan las desigualdades de la Tabla 5.1, debe conocerse la constante
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M y después aplicar alguno de los métodos detallados en el Capitulo 4, o algun otro que
pueda ser propuesto. Esto permitiria encontrar juegos de ganancias para el diferenciador por
modos deslizantes de tercer orden que lo hagan converger en tiempo finito a las derivadas

de una senal con una perturbacion |p3(t,z)| < M.



Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo de tesis, como se mencioné en la Seccién 1.3,
era proponer una metodologia para construir una funcién de Lypaunov para el algoritmo
por modos deslizantes de tercer orden empleado para construir un diferenciador de segundo

orden que incluyera dos puntos principales:

e Proponer una candidata a funcién de Lyapunov para el el algoritmo por modos
deslizantes de tercer orden empleado para construir un diferenciador de segundo orden

que cumpla con ciertas propiedades deseables, como la homogeneidad.

e Proponer una metodologia para probar que la candidata es una funcién de Lyapunov.

Este objetivo se cumplid, y los resultados estan detallados en la Seccion 4.

A grandes razgos, el trabajo realizado, y los resultados obtenidos fueron los sigu-
ientes:

En primer lugar se propuso una candidata a funcién de Lyapunov, partiendo de
aquella propuesta por J. Moreno en [Morenol1] para el diferenciador por modos deslizantes
de segundo orden.

Después se dedujeron condiciones suficientes para probar que la candidata a fun-
cién de Lyapunov es positiva definida, y su derivada, negativa definida. Estas condiciones

estan en la forma de un conjunto de desigualdades no lineales que tiene como variables, las

59
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ganancias ki, ko y ks, y los parametros de la candidata a funciéon de Lyapunov v1, v2, 73,
Y12, Y13 ¥ Y23. Todas esas desigualdades deberian satisfacerse simultaneamente para probar
que la funcién candidata es una Funciéon de Lyapunov valida.

A partir del conjunto de desigualdades antes mencionado, se logré encontrar un
conjunto de valores numéricos para las ganancias y los parametros de la candidata que
la hacen positiva definida, asi como negativa definida a su derivada. En este momento
del trabajo se probd que la candidata es una funcién de Lyapunov vélida. Para obtener
estos primeros resultados se usaron algoritmos de optimizacion que permitieran encontrar
soluciones a desigualdades no lineales con cualquier nimero de variables. Para asegurar que

este es un resultado valido, se realizaron varias pruebas:

e Prueba de existencia Se sustituyeron los valores encontrados, en el conjunto de

desigualdades, para comprobar que todas se satisfacieran.

e Prueba computacional Se utiliz6 una prueba grafica, utilizando el principio de
homogeneidad: una propiedad de una funcién homogénea, que se cumpla sobre la
superficie de una esfera, se cumplird en el resto del espacio. Para aplicarla a este
caso, se evalué la funciéon homogénea de Lyapunov y su derivada, con las ganancias
encontradas, sobre la superficie de una esfera. Los resultados que arrojaron fueron

siempre positivos definidos y negativos definidos, respectivamente.

Mediante complicadas manipulaciones artiméticas se logré reducir el conjunto de
desigualdades considerablemente, pero lo que reslté mas interesante; se pudo hacer que
dependieran solamente de las ganancias del diferenciador ki, ko y k3. Es decir que las
condiciones suficientes para que la funcién candidata sea una funcién valida, dependen so-

lamente de tres variables, y no de nueve, como se planted al principio.

Este ultimo resultado, brindé otra gran ventaja. Las desigualdades ahora viven en
un espacion de tres dimensiones, que coinciden con las tres variables (k1, k2, k3), lo cual per-
mite analizarlas graficamente. Asi fue como se logré encontrar un conjunto, en ese espacio
de tres dimensiones, dentro del cual las coordenadas de cada uno de sus puntos representan

un juego de valores para ki, ko y ks que hacen que la funcion de Lyapunov sea positiva
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definida, y su derivada, negativa definida.

Estos resultados se comprobaron por medio de los mismos dos métodos antes de-
scritos (sustituir los valores en las desigualdades, y verificacién gréfica). Ademds de eso se
verificaron los resultados tedricos mediante pruebas de simulacién en las cuales el diferen-

ciador logré obtener las derivadas de una sefial correctamente.

Posteriormente se propusieron algunos otros métodos que podrian ser usados para

encontrar dichas ganancias, que dentro de este trabajo de tesis, no fueron probados.

Finalmente, se establecieron las condiciones que deben ser cumplidas para que la
funcién de Lyapunov que se propuso al principio funcione cuando el tercer canal del sistema

diferenciador estd sujeto a una perturbacién de la cual sélo se conozca una cota superior.

El primer, y quizd mas importante punto que se puede concluir de este traba-
jo de tesis, es que existe al menos una funcion de Lyapunov para el diferenciador por
modos deslizantes de tercer orden, que puede ser probada como vélida. Un aspecto suma-
mente interesante es que dicha funcién puede ser propuesta a partir de la funcién que ya
se prob6 como valida para el sistema de segundo orden en [Morenoll]. Este resultado es
importante porque quiere decir que tiene sentido continuar el trabajo para buscar funciones
de Lyapunov para ordenes superiores, ademds de que, como esta funcién es construida a
partir de la funcién para el segundo orden, da una idea de qué forma podrian tener las de

ordenes superiores o incluso, arbitrario.

Otro logro importante de este trabajo fue el de encontrar condiciones suficientes
para probar que la candidata es una funcién de Lyapunov vilida, y no sélo eso, sino que
poder hacer que estas dependan solamente de las ganancias del diferenciador. Que la pos-
itividad definida de V(z), y la negatividad definida de V(z) sélo de los valores de las
ganancias del diferenciador, y no de los coeficientes de la funciéon de Lyapunov, es un esce-

nario que se parece muchisimo al caso de un sistema de tercer orden lineal.
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Por otro lado, no solamente se encontré un juego de ganancias que la funcién de
Lyapounov valida, sino que se encontré un conjunto éstos, cosa que resulta muy til en la

practica.

Este trabajo es s6lo un paso en el camino de encontrar una funciéon de Lyapunov
para el algoritmo de orden arbitrario, y podria ser retomado de diversas maneras. Un aspecto
donde mas trabajo es necesario, es en el de ampliar el conjunto de juegos de valores que ha-
cen la funcién de Lyapunov positiva definida, y su derivada, neagativa definida. Idealmente,
encontrar un conjunto que pueda crecer arbitrariamente en ks, ya que es esta ganancia la
que establece la cota superior que pueden tener las senales a derivar, en su tercera derivada.

Dos métodos que podrian llevar a encontrar tales conjuntos fueron propuestos.

Por otro lado, es necesario encontrar ganancias y parametros que validen la funcién
de Lyapunov para el caso perturbado, es decir, que satisfagan las condiciones que quedaron

establecidas en el Capitulo 5.2.

Una vez realizadas las dos tareas antes mencionadas, es necesario calcular el tiem-

po de convergencia para el diferenciador, con la funcién de Lyapunov propuesta.

Cuando el trabajo esté completo para el tercer orden, es razonable empezarlo para
el cuarto orden, para después seguir el largo camino hacia encontrar una funcién de Lya-

punov para el orden arbitrario.

En resumen, el objetivo de la tesis fue cumplido, y se presenta, con este trabajo,
una contribucion a la enorme tarea de encontrar una funcién de Lyapunov para el diferen-

ciador de orden arbitrario.



Apéndice A

Condiciones para la positividad

definida de (2.8) para el caso lineal

1. Eliminacion de aqg

Las desigualdades (2.9) y (2.10) pueden escribirse como

7?2 (71 \mla%3> >ady, 712>0

2 Y12 72322
afy > 9 — >0
127 9(y,—22302,)° a 23

Entonces puede eliminarse a5 y las desigualdades que restan son:

(= Islags) > Mfz‘%gg

Y12 >0 (A1)
Y2 — 2a3s >0

(73 - \713’7 — Y322 2 ) >0

2. Eliminacién de asgg

Las desigualdades (A.1) pueden escribirse como:

Y12 >0, 723 >0 =2y > a3y

'Y23

(m — Inslaiz) >0 72_(7%72)2 > o2
13 W23 (’Yl*\'ylgla%) 23

o2
(73 - |713|%) >0 0y > ——
2(73—|"/13\%)

63
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Para eliminar aog

23 2 ; { 2 2 (A%Q )2

— < Q53 < TUn Y2 Y2 =
2 23 Y23 197 723 —|y13]e2,

2(73—|v13\g123 ) (r1=Imslai;)

Y23 : 2 2 (22 )2
— <man§ ==Yy, — 9 —
2(’73—|713\a132) a1 e\ (mi—Insla?s)
2

0, equivalentemente

V23 2
a2 < —72
2 (75 — sl %) 72

2
V23 2 _ (%)
—2 > 72 2
2 (73 - \713’%) 728 (1 = Insfody)
Asi queda eliminada as3 v las desigualdades que restan son:

Y12 > 0, 723 > 0 (m = Imalaiz) >0
2 v T
(12) < v, <V3 — |yl 2 > (73 — |y 2 ) >0

2 -2
’723)2 (%32) ( Q3 )
=) <[ - —2< | 13— 3|22
( 2 ( (1 = [m3lads) 2

3. Eliminacién de a3

(A.2)

Las desigualdades (A.2) pueden escribirse como:

y12 >0, 13>0 Y2 >0, 123 >0
1 (723)2 2 2
(73_72 (%) ) >0 o > ais
[y13] 2 2 [v13]
< Qi3 Qi3 >
2(7s-5 (%8)°) g

2 -2
723)2 (%2) < Q3 )
=) < [v-—""< | (3= Ims3] =
( 2 ( (71 = [m3lads) 2

De la dltima desiguadad:
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2
7232 _ (7%2) ( _ a1732>
()" < (’72 A AL I3l

(’Yl (122)? — |yig| (222)? 04%3) < (7172 — (u2)? - !713\’720“%3) <73

2 -2
0 < M17273 — Y2lmslvzads — (%2)" v3 — M2 s S+

712)2 713 Y23

72|'713’ 0513 + (

Multiplicando todo por 0/113

((”%)2 25— 72”3“) +ai (717273 — (%) m-m (”23)2)

afs (—2msl® — r2lmslys)

Asi, las desigualdades que resultan son

v2 > 0,73 > 0,712 > 0,723 > 0,|y13| > 0

(% _ ) -0
|713]

V2| 13|

(27 - (8)%)
()

as2? +a1z+ag >0

>0

donde

z=0a2y>0

2 0‘13 M (7)2"‘(723) |V13\0<13

—2
- \713’%) =

(A4)

(A.5)
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az = (=v2lmsl* — 12lnslys) (A.9)
_ 712\ 2 Y23\ 2
ar = { 77273 — (7) 3N (7)
o — (B)Z sl sl
0 B 9 Y1272 5



Apéndice B

Condiciones para la positividad

definida de (3.4)

1. Eliminacién de aqs

Las desigualdades (3.7) (3.8) pueden escribirse como

4
2 3.3 2
e (’Yl - |’Y13!40413> > afy, 712 >0
2 Y12 Y2322
ajy > —H2—— — 2= >0
12 2(72-23a3,)’ 2 a 23

Entonces puede eliminarse a5 y las desigualdades que restan son:

4
2 _ 3.3 __ m2
2 (71 'm|4o‘13) ” o gag,) 1270

(B.1)

ard gl
1~ Braly > 0 (5 = hisl % — 725%5-) >0

2. Eliminacién de ass

Las desigualdades (B.1) pueden escribirse como:

Y12 > 0, 723 >0 753’)/2 > Qg
4 712 )2
(’)/1 — 713|ia133> >0 % Yo — (2—)35 > 05%3
71—|V13|1af’3)

4
(73 - |713|a#3> >0 oy > ——
Q(Vs—l’ﬂs\%)
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68 Apéndice B: Condiciones para la positividad definida de (3.4)

Para eliminar aog

Y23 2 ) 2 2 ()
7 < a23 < min Y23 ’}/2, Y23 ’YQ - 1 :>
2 ~a— 13 —|13|2a3
¥3—[713] 4 Y1713l 7 %3
7122
. 2 2 2
- Sy < Y23 127 a3 72 ( 2 ) Z =
2 ~a— 13 —|13|2a
y3—|y13|— n—Imslyas
0, equivalentemente
V23 2

O‘1_34 < %’72
2 (73 - |713|T>

V23 2 B (%)2

i > % Y2 4
1 1
2 (73 — |ma| =% ) <71 - |713!iaf3>

Asi queda eliminada a3 v las desigualdades que restan son:

,é
Y12 >0, 723 >0 <71 — |713‘?10‘f3) >0

2 ard ard (B2)
(%2)" <7 (73 - |713\%) (’73 - \713|%> >0

2 —4
723\ 2 52 «
<7> < 72‘( ) ) 75— sl

Y1 — |is|3ady

3. Eliminacién de a3

Las desigualdades (B.2) pueden escribirse como:

y12 >0, 13>0 Y2 >0, 123 >0
4
1 (723)\2 4 3
(73 e (%) ) >0 spgm > a3
[713] 4 |713]

4
3 < 0613 0613 >

(% (3

2 mz a74
(2) < "1 ) y (- sl 22

Y1 — 3|30y



69

De la dltima desiguadad:

2 12)? -4
()" < 72——( (32) 4) (73—!713\%) =

T—Imsl3ad
123)2 _ 3 (123\2 .3 _ (m2)\2 _ 3.3 _ oy
T (22)7 = |msl2 () oy ) < (12 — (22)7 = |[nsl2yeady ) (s — s = =
0 _ (m2)2) _ 723 )2 3 (_ (m2)\2 _ 3
<3 (12— (% Y1 ()" + ysl2 (= (%2)" — 7273 ) oy
2 4

2 sl —4 3 .,—4
- (’71’72 — (42) ) %O&lg +3 (Ivffl) Yoori303 =

Multiplicando todo por 0/113

Asi, las desigualdades que resultan son

Y2 > 0,73 > 0,712 > 0,723 > 0,713/ >0 (B.3)
Y23\ 2
Y273 — (7) >0 (B.4)
4y >
—z]>0 B.5
(3’713| ( )
1
3
s D2l >0 (B.6)

4 (7273 - (%)2>
(- (&) ) >0 ®)

asz +azz® + a1z +ag > 0 (B.8)



70 Apéndice B: Condiciones para la positividad definida de (3.4)

donde

3 2
ay = _Zhl?” <’}’2’Ys - <E> ) <0 (B.9)
2 2
as = (73 (7172 - (%) ) -Nn (%) >
|713] 2
ayp = 372 1

112\2Y\ |73l

w=—(m2=(3))

4
— o3
z=aj3 > 0.

Las desigualdades que dependen de z requieren que en el intervalo

1
3 4
max (’Zl:ﬂ\) : Y2|713] - <y < Y1
3 4 <72’y3 — () ) 3|7l

El polinomio p(z) tenga valores positivos. Lo anterior hace necesario que

3 3
V13| < 4y > Ya|y13] < 4y >
< ; 5 <
473 3|73l 4 (7273 — () ) 3|13

0
4(4)% 9y — Insl* >0 malysl* <4(2)y (7273— (Mf)
(391 (5 <22 (1) 2t — sl



Apéndice C

Simplificacion de las condiciones
para la positividad definida de
(3.4)

Algunas simplificaciones son posibles para reducir el niimero de desigualdades que

hay que satisfacer para que V(z) > 0. A continuacién se presentan.

De (B.6) y (B.7) se tiene que:

1
3 1
3
Z > max Yaly1s| 3 ) <|2/13|>
4 (7273 — () ) 73

Para elegir el correcto se debe encontrar

m{ ((7273 w(@ﬂz)) | m}

Si ambos terminos fueran iguales
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72 Apéndice C: Simplificacion de las condiciones para la positividad definida de (3.4)

Esto sélo seria posible si 723 = 0, lo cudl se contradice con (B.3). Por la misma

(B.3) sélo puede ser cierto que

(—% (2 2) <0 =
<’Y3 - (%)2> <73 =
(-2 8))<w =
B <(psm) -

Esto muestra que basta con que se cumpla (B.6) para que (B.7) sea también

satisfecha. Con (B.5) puede escribirse

W=

1 2‘ 1 |
(%) >z > (4(72;7(3%3)2) =
1
1 2|71 ’ (Cl)
() > () -

L > 2
el - (382)

De aqui sigue que

o312
1273—("32) S 33 [y13]* N

E o (C.2)

2 3 4
Y23 33 |y13[*72
Y23 — ( 3 ) > 5 73

Como

3% [y13[ e

>0
44 43

Se muestra que si se cumple (C.2), también (B.4) y (B.9) son satisfechas.
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En resumen, para que V(z) > 0 basta que (C.2) y (B.8) se satisfagan .



Apéndice D

Deducciéon de A\,

De la parte cuadrética de la derivada de la candidata a funcién de Lyapunov (3.4):

2 7T 3
zy (37k1 = m2ke —mzks) = (31 — 2k2 + gmi2k) Ty

T2 — (371 — 12k2 + 3712k1) 2712 T

Se debe calcular el valor propio méas pequeno de P, es decir \,,.

S—p1 —Pp3
p(s) = det =5 — (p1 + p2)s + pip2 —P§
—pP3 S—P2
donde
4
p1 = 5711?1 — Y12k — 713k3
2
p2 = 5’712

2 1
= | =v1 — ko + =712k
P3 <371 Yoo + 3712 1)

con raices

1 1 1 1
s =51 +p2)+ 5\/(201 +p2)° —4(pp2 —p3) = 5(p1+p2) £ 5\/(191 +p2)? — 4p3

entonces es necesario que

p1 >0, ,(pipa —p3) >0
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Apéndice D: Deduccion de Ay,

1 1
Am = = + =
m 2(p1+292) 5

\/(pl + p2)? — 4p3



Apéndice E

Condiciones para la negatividad

definida de (3.5)

Usando la desigualdad aritmética que se presentd en el Capitulo 2, los términos

con valor absoluto de (3.14) pueden acotarse como

3

2 255 6_3
o] |zs < =B | + = Js” (E.1)

3

1 3 75
21l esl® < M2y ] + T [y (E:2)

202 5
[wallas| < 2 foaf? + 22 fay? (E:3)

Y con esto, (3.14) puede escribirse como

3 3
y : 2 -3 3 T2
Viz) < _2_%Am (%|$1| + %\$2|%) + | (m1sk1 — 7112) | <2B313 |z1| + 6133 |$3|3> + y23ke <n§“"|3€1| + 2"? |!133|3>
2 5 3 s
+ (272 — 713 + 2923ks2828) | (’fm + ‘*2;»|a:3|3> — (23 — 4ysks) s

3
2

3
2
- (rixm— 2545 | (yizk1 — y12) —7]13723162) 21| — (2 EpWr 1) (|272—713|+2723k3)> |z2) 3

s _
— <(’723 — 4dy3ks) — B% (12v2 — 13| + 27y23ks) — 7231€2 — (’Ylskl ~Y12) ) 3|3

(E.4)

77



78 Apéndice E: Condiciones para la negatividad definida de (3.5)

Se puede ver, entonces que V <0 si

3
2

_1 2 3
2~ = 208 (ks — 10) |~ By | >0 (25)
2 2
271 A /?;23 (1292 — m13| + 2723k3) | (E.6)
-3 ~3 -3
_ _ BA _ _ 2m5” _ @ B
(723 — 4y3k3) 3 (|22 — 713| + 2723k3) 3 Ya3ko 3 (mzk1 —m2) | | (E.7)

Las variables 513, (823, m3 deben ser eliminadas, para esto se siguen los siguientes pasos

1. Eliminacién de (i3

Las desigualdades (E.5) pueden escrbirse como

3 -1 1t 3
2| (y13k1 — m12) | 274 Am = ?723]@ > By, | (ysk1 —y12) [ >0
1 | (v13k1 — 712) |
3
> 3 )
B 3 - —
(v23 — 4y3ks) — 22 (1292 — 3| 4 2723k3) — =403k
5_3 277_%
(723 — dysks) — % (1272 — 713 + 2723ks3) — 53 yoska | >0

Al eliminar S13 queda
| (13k1 — 712) | > 0

1 3, 2
| (v13k1 — m2) > > (2_4/\m - %723762)

_3 -3
((723 — dy3k3) — ﬂ% (1292 — 713| + 2v23k3) — 217;)3 Y23k

3

_3 9 -5
((723 — dysks3) — ﬁ% (1272 — m3| + 27y23ks) — 743 723k2> >0

3
2

1
(2_4)\771 — 26323 (‘2"}/2 — ’}/13’ + 2723]{3)) >0
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2. Eliminacién de 323

Las desigualdades (E.8) pueden escrbirse como

| (v13k1 —712) | >0

1 (1292 — 713] + 2723k3)
3
> —
/823 3

2113

)3
(vo3 — 4y3ks3) — 1 yagks — 22 [(v13k1—712)|

33 1 3 2
(271)\m7%723k2)

1 279 — 2793k
8, > . (12v2 — 73| + ’7233 3)
2 -2
[(’723 — dyzkg) — <3 V23/€2]

-13 )\m )2 3
271 — >
( 2 (|2v2 — 73] + 2723k3) 23

_1 77:133
271\, — ?723]62 >0

3

2,4 22 13k1 — 712) 2
(23 — 4ysks) — 77;’ Y23k2 — o3 | (17 37 ) sl >0
(27>\m - %’}’23/@)
_3
2m,5”

(y23 — 4y3ks) — Yozka | >0

(1272 — 13| + 2723k3) > 0

De ahi se puede ver que

< B33

29— 2 k. 29— 2 k
max % (I2v2—=y13]+ 7725 3) : % (|3’Y2 ~13|+2723k3)
2n -5
—4ry3kg)——13 k 2n, 52 2 k1 —v12)[3
((723 v3k3) EES 2) (v23—4~v3k3)— n'133 ’)’23k2—% _ll(ﬁS 1n;12>‘
(2 I Am— ;,37231@)
2
3 T3 A
Bas < <2 2 (12v2—13[+2723k3)
2 — V13 2313 - m
1 (1272 = 713] + 2723k3) < (933 A
3 2(

[(v13k1—712)3

_1 7]3
271 )\m—%vnl@)

3
om. .2
(723 — 4y3ks) — “4—ya3ky — §—§ (

2
1292 — v13] + 2723k3)>



80 Apéndice E: Condiciones para la negatividad definida de (3.5)

Asi (93 queda eliminada y las desigualdades quedan como

| (v13k1 —v12) | >0

(1272 —713|+2723k3) < 2% 3 Am 2
2 (|2v2—13]+2723k3)

ol

T

)3
(v23—4y3ks)——% ’723/42*% [Onak1 —712)1

1 3
— n
<2 Z)\M*%’YQ:;/CQ)

(27i>\m — %723]@) >0

3
2. .2 2 _ 3
(723 — 4ysks) — “Hyasks — 25 ( [(iskr —y12)l >0

_1 7]3 2
2 ka—%’mzsk’z)

-3
((’723 — dysks3) — 2n§3 723/€2> >0

(127v2 — 73| + 2723k3) > 0

3. Eliminacién de 73,
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Las desigualdades (E.9) pueden escribirse como

| (y13k1 —712) | > 0

(12v2 — 13| + 27y23k3) > 0

(723 — 4v3ks) > 0

_1 A, 3
2 43’723192 > 13

= olw

27v23ks3
> 3

i3 ~v23—47y3k3)

1 2 3
(2(}137 vlal?mm +(’723—473k3)] (27 - 7713723762) n?
2

(12v2 —v131+2723k3)

. 2
—3723k2 (2_4 - 7%3723/@) >

2 3
S| (r3k1 — m2) Pnfs

o=

[_

1 3 2 3 1 3 2 2 3
(723 — 4y3ks) (2 i — %7231472) N — 223k (2 i — 77%’ml@) > Z:| (raskt — m2) Pnds

Donde las tltimas dos desigualdades pueden reducirse a la siguente unica desigualdad.

1 (1272 — Y13] + 2723k 2 1 1 2
(723 — 4y3k3) — 3 ( 72 713'/\ n2sks) y—gmkz (2 4>\m—3723k2y2) >
(2 "2 (2 713|+2723k3))
2

3

(mi3k1 — m2) Py

Y entonces el conjunto de desigualdades se transforma en

Y23 >0 (E.10)

| (713k1 —712) | = 0 (E.11)

(1272 = 73] + 2923k3) > 0 (E.12)



82 Apéndice E: Condiciones para la negatividad definida de (3.5)

1
2 o3k < 1. Am >2
- <y< (2743 E.13
3 (23 — 4y3k3) Y Y23k ( )
2 2 1 )\m 2
b2(b3y — 2[)2) <y — 2713 > > boy (E.14)
o3k

donde

3
bs = ((723 — dy3ks) — 2 (Zr=malt2yasks) )

(%)
by = $723k2 > 0

1
_9—59_ Am
by =2 43723192

2 <
bo = 25| (v13k1 — 712) [ > 0

Esto implica que

bo_ Y
bsy > b% (b1—y?)? + 262

2 _ 3
by = (723 — dsks) — 21202 Z;;;Z%k:)’) >0 =

22 (|2y2—713|+2723k3)*
(723 _ 4,73]{3) > 2—713 ! 23K3

(2*1)2

Ademas de que

(’)/23 — 4’}/3]433) > — (E15)



Apéndice F

Calculo de las desiguadades con 4

restricciones

En esta seccién se muestran los cdlculos necesarios para sustutir las cuatro re-
stricciones que se propusieron en la Seccién 4.2 en las desigualdades de la Tabla 3.4. Las

restricciones propuestas son:

Y1 =73 =713 =723 =%

(4.2)
712 = 713k1
(4.3)
kP42
Y2=" 3k
(4.4)
z=1

Las desigualdades que se dedujeron en la Seccién 3.5 los Apéndices B y E, y que

se encuentran condensadas en la Tabla 3.4 son:
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84 Apéndice F: Célculo de las desiguadades con 4 restricciones

(B.4)
4
<71 — z> >0
3’713\
(B.5)
1
3
; V2|13 : >0
1 (s - (2)°)
(B.6)
1
\713’)3
z— | — >0
( < 43
(B.7)
4 3
asz” +aszz” +a1z+ag >0
(B.8)
donde
3 w3>2
ag = 4|’Yl3! <’Y2’YS ( 5 <0
(B.9)
o= (o (= () (2
3 Y3 | Y172 5 it 5
a1 = 3y |713| ?
1 o\ 7
o — _ (E)Q s
0 Y172 5 1
z>0
2 4 2 1 2
372 <371k‘1 — Y12k2 — 713k3> > <371 — Y2k + 3712k1>
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(3.12)
2 k A ) 2
~a3ks 1. Am
- - <y < (2743
3 (723 — 43k3) Y < V23k‘2>
(E.13)
2
b3 (bzy — 2b7) <y2 —-2713 ) > boy
Y23K2
(E.14)
9 3
28 ko)2
(V23 — 4ysks) > ?M
32 A2,
(E.15)
3
Y= 77123

— > - 3
by = ((723 — dyghy) — 3 (el Zyasks) )

()

by = 3723ka > 0

1
bl =2 4372\;’;2
2
bo = 25| (v13k1 — 712) > > 0
Ahora se mostrara en detalle, para cada una de las desigualdades anteriores, la

sustitucién de las restricciones (4.2)-(4.4). De (B.4)

= (3)°>0 = 1 (52) -3 >0 = (%2)7?>0)
(F.1)

k242 1
( 3> ) > 1



86 Apéndice F: Célculo de las desiguadades con 4 restricciones

De (B.5)

am Ay 4 F.2
> 7 ey T 1> (F.2)

Que siempre se cumple.

De (B.6)

Y
2
i~
2
=
@
N~—
L]
SN—|
~
ol
N
N
w3
3+
[ V)
N
wl
A\
—_

2 k%+2) (k%m)
3k 3k
- e Sy <P = iy <1 =
4(7 ( 3kg )77) 4( 3k 71) (F?’)

Se puede ver que (F.1) estd incluida en (F.3).

De (B.7)
('Z;§|)§<z:> |4l7|<13 =1<1 (F.4)
Que siempre se cumple.
De (B.8)
aszt +a3z® +a1z4+a9>0 = as+az+a;+ag>0 (F.5)

donde
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9 k242 2
o= —3sl (s~ (2)) <0 = 21 (3 (422) v~ (3)%) <0 =

Que es equivalente a (F.1). También puede escribirse, para sustituir en (F.5), como:

a3 (k+2)_3
1771\ 3k 16

Por otro lado,

as = (73 <71’Y2 - (%)2> -N (%)2) = <7 <7W (l%i;?) B <W2kl)2) 7 (g)2> -

3 (k3+2) _ PRP) 48 3(k3+2 k21
<7<3k2 7} I = VA BE T 1 1

Entonces (F.5) queda como:



88 Apéndice F: Célculo de las desiguadades con 4 restricciones

2
2y12 (3711 — y12ka — nisks) > (371 — Y2ke + 3712k1) =

2
2yky (37k1 — vhika — vks) > (%v - (1%2) ko + %vklk‘l) =

2 2
202k (3hy — kiks — ks) > 2 (% - (";1,;22) ks + %kllq) =
(F.6)
21 (4 o K+2 k32
él(gk1—k1k2—k3)>(3— 3 +?> =
%/{71 (%k‘l — k1ko — kig) >0 =

(%k‘l — k1ko — kg) >0
La interseccién de los conjuntos donde se cumplen (F.5) y (F.6), incluye el con-

junto donde se cumple (F.3), asi que esta tltima puede eliminarse.
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De \,,:

Am = 3 ((3mk1 = y12ke — y13k3) + 512)
—5\/((371/%:1 — 1z (k2 + 3) = visks)” +4 (391 = 12kz + §1zk1)?) > 0

= % ((%vkl — vki1ky — 'yk;3) + %’Ykl)

2
—W (o =9k (k2 + 3) = k) 4 (3= (422) ko + o)) > 0

= 37 (3k1 — kiky — k3 + 3k1) — %\/(%’Ykl — ki (k2 +3) — 7k3)2 >0
= 37 (3,1 — kikg — ks + k1) — 3 (3k1 — kika — ks — 2k1) > 0
= 375k >0

= %’Ykl >0
(F.7)

Que siempre se cumple. Con esto se simplifican de manera considerable las desigualdades

que siguen.

De (E.14)

2
b3 (bsy — 2by) <y2 g e ) > boy (F.8)
Y23k

donde

2% (1272 — 3l + 2y23ks)”

3 (2_71)\m>2 .

bz = | (723 — 4y3ks) —

1
by = 3723 )



90 Apéndice F: Célculo de las desiguadades con 4 restricciones

bo =%l (msk1 —m2) P = Hl(vk1—vk) P = b=0

Entonces (F.8) queda como

byy — 2by > 0

Es decir

2y23k2

2 (2]y2— 2v23k3)>
(723 — 4y3ks3) — %3( D218l +272sks)

y >

27]i/\m

Como la parte derecha de la ecuacién anterior es mayor que la parte izquierda de

(E.13), esta ultima puede escribirse como:

2y93ks cu< (2743 A\

. _ 22 (2[r2—13]+2723ks)° 4 Y23k
(723 — 43ks) — 53 TES)
4 m

Reacomodando queda:

22 (2 9 — V13| + 2 23k33 2% 23]{12%
33( ! 7;‘ Yo3ks3) > (a3 — dysks) — (73 l)
24)\m 3§>\72n
Incorporando (E.15), quedaria como:
22 (2|2 — 713] + 2923k3)’ 25 (ya3ks) 2
33 T > (23 — 4ysks) — ——— >0
25y, 3%/\%
De ahi:
33 28 (Ya3k2) 2
SN2 | (23 — drysks) — Lf) > (2172 — 13| + 2723k3)°
22 3%&%

Sustituyendo las restricciones (4.2)-(4.4) queda como:

5 3
2 2r2 1
. (k%—zxk%kg—;(m)?) (122Gl >0

7
2

Finalmente, las desigualdades que quedan son las de la Tabla F.1
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Tabla F.1: Desigualdades resultantes de aplicar las restricciones (4.2)-(4.5)

(%]{31 — k1ko — k?g) >0

5
= (k% —4kiks — & (k1k2)g) - ( e

7
22

k2+2

i1 k2 >0

1 3
—§|+k‘3> >0




Apéndice G

Condiciones para la negatividad

definida de (5.4)

De (5.5)

2 4 2 1 2
32 <371/€1 — Yi2k2 — 113 (k3 + 03(75756))) > <3’Y1 — yoko + 3712k1>

2912 (371k1 — yi2k2 — 713 (ks + p3(t,2))) > 2y12 (37k1 — yizke — s (ks + M)) =

2
2y12 (3m1k1 — yizk2 — s (ks + M) > (371 — ko + $712k1)

De (5.6)

A, = % ((%’Ylkl — Y12ko — m13 (k3 + ,03(t7$))) + %712)
_5\/((371761 —miz (k2 +3) —mz (ks + ,03(t735)))2 +4(3m = ke + %vlzkl)z) =0

(371k1 — n12ka — s (ks + ps(t, @) > (37ik1 — y12ke — 713 (ks + M) y

(37k1 =2 (ke + 3) =z (ks + pa(t, ) < (5mk1 —mz2 (k2 + 3) —m3 (ks — M)) =

Amp, > )‘mpM >0
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94 Apéndice G: Condiciones para la negatividad definida de (5.4)

donde

2 ((3mik1 — vi2ko — 113 (ks + M) + 2712)

Mppr —

—5\/((37%1 — 12 (ks + 3) = 1 (ks — M))* + 4 (31 — yoka + %fmkl)Q) >0

(G.2)
De (5.7)
2% (yasks)?
8
(y23 — dvs (k3 + ps(t, 2))) > —5 22207
32 22
Mp
(v = 473 (ks + palt,2))) > (e — 4y (kM)
éﬁ%fz)% < %(72?]?2)% N s
32 23, 32 A2, (G.3)
9 3
(yoy — 43 (ks + M)) > 25 Lzske)?
32 )\’%PM
De (5.8)
2 k A\ 2
V23K2 D™
3 <y< (2723 P
3032 — 47 (ks + palt,2)) 7 ( ’723k2>
(v23 =4y (ks +p3(t, ) > (yes—dw(ks+M)) vy
1 A 1 Y %
— = m 2 1 m
<2 43723]:2) > (2 437?1%\2{) = (G4)
2 Y23ko 1 Ay, %
Sy <w< (27i3Sm)
De (5.11)
2% (1292 — +2 ks + t,x 3
b, = | (V23 — 473 (k3+p3(t,x)))_33(| Y2 — 13| + 2723 (ks + ps3(t, ))) S0

(2%1)\%)2
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(473 (k3 + p3(t, 2)))

< (4 (ks + M)

y
(|272—713|+2723(/€3+2p3(t713)))3 < (|272—713|+2723(k3-2|-M))3 N
=1 =1
(g 3 )\mp) (2 3 )\mpM)
bgp > bgpM >0
donde
22 (1272 — y13| + 2723 (k3 + M))?
Soar (723 — 4y (k3 + M)) - ? - 2 >0 (G5)
()
M
De (5.10)
b2 (byy —2bs ) (4% — 2713 Ay 2>b0 Y
A ! o3k P
(b3,y —2b2,) > (bs,,, ¥y —2b2,) y
(G.6)
2 _ o-—1 2 5 o-lodmpy\?
(y —2 43723k2) < <y -2 437231@2) f=
2 2 1A 2
—2q Mpy
bQP(b3pMy - 252p) <y -2 437231{2) > bo,y
De (5.9)
22 (|27 — 293k )>
(y23 — 473 (ks + p3(t,x))) > 33“ 2 71?‘ + 7223 3)
i)
D
(23 — 43 (ks + p3(t, ) > (v23 — 4y3 (ks + M)) y
%(|2’Y2—713|+2’Y23(k3";l73(ta$)))3 < % (|272—713|+2V23(k3;-M))3 N
LT v T e ) @)
(o3 — 473 (ks + M)) > % (122 15|+ 2728 (ks +-M))*

(2—211,\mpM)2
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