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INTRODUCCION

La determinacion de juegos ha surgido en la teoria de conjuntos moderna y ha sido una de las
areas de mayor investigacion. Los juegos infinitos entre dos personas con informacion perfecta,
que denotaremos por J(7, X), fueron introducidos por Gale y Stewart, aunque muchos casos es-
peciales fueron estudiados antes por matemdticos polacos. Davis Gale y Frank Stewart en 1953
probaron que todo juego J(T, X) con X cerrado o abierto, es determinado; Philip Wolfe probé dos
afios mas tarde que si X € X9, el juego J(T, X) es determinado y en 1964 Morton Davis extendi6 el
resultado para X € Zg. En 1975, Donald A. Martin probo que si X es Borel, entonces el juego
J(T, X) es determinado, aunque tal prueba es muy complicada. Diez afos mas tarde, Martin con-
struy6é una nueva prueba de este resultado, la cual es mucho mas elegante y menos dificil que la

anterior.

En este trabajo se presenta por primera vez en un sélo volumen todo lo necesario para desar-
rollar una demostracion del teorema de Martin y algunas aplicaciones cldsicas de este teorema; por
ejemplo, probar que todo boreliano de un espacio polaco sin puntos aislados tiene la propiedad del
conjunto perfecto (consecuentemente es a lo mds numerable o tiene la misma cardinalidad que R)
y otras no tan clésicas, como dar una caracterizacion de ultrafiltros selectivos. En todos los casos
siempre haciendo una presentacion accesible a lectores con conocimientos bdsicos en teoria de
conjuntos y topologia. Otra contribuciéon que hacemos en esta tesis, es la de probar algunos hechos
en una otra teoria: ZF+AD que puede probarse consistente si se acepta la existencia de cardinales
grandes. Se estudia la incompatibilidad de AD y AC y se presentan consecuencias de AD tales co-

mo el hecho de que en esta teoria todo subconjunto de nimeros reales es medible segiin Lebesgue.

En el primer capitulo introducimos conceptos y resultados que utilizaremos a lo largo del pre-
sente trabajo, tales como espacios polacos y algunas de sus propiedades, la jerarquia de los con-
juntos borelianos, conjuntos analiticos, conjuntos coanaliticos y drboles. Mostraremos resultados

importantes como el teorema de separacion de Lusin y el teorema de Suslin.

En el segundo capitulo introdujimos los conceptos de determinacion de juegos infinitos entre

dos personas con informacién perfecta, probaremos el resultado de Gale-Stewart que trata acerca

v



VI INTRODUCCION

de la determinacion de juegos cerrados y abiertos. En este capitulo hablaremos acerca de la primera
prueba que di6 Donald A. Martin sobre la determinacién de los conjuntos borelianos y finalmente

presentaremos con detalles una demostracion de este resultado.

En el tercer capitulo trataremos con juegos diferentes a los de informacion perfecta J(7', X), con
los cuales se han obtenido pruebas diferentes de algunos resultados importanes tanto en topologia
como en teoria de conjuntos a través del teorema de Martin, en cada ejemplo exponemos la “traduc-
cion” a un juego J(7, X). Especificamente, estudiaremos el PSP-juego con el cual probaremos el
teorema del conjunto perfecto para conjuntos Borelianos, estudiaremos el juego Wadge y el juego
de separacion para probar el teorema de Hurewicz y finalmente introduciremos un nuevo juego para

probar un teorema de Mathias, que trata acerca de ultrafiltros selectivos.

Finalmente, en el cuarto capitulo trataremos un axioma que es incompatible con el axioma de
eleccion (AC), el axioma de determinacion (AD), el cual establece que para todo conjunto A de
reales, el juego J(w=“,A) es determinado y damos algunas propiedades de regularidad de tales
conjuntos (como la propiedad del conjunto perfecto, la propiedad de Baire) que s6n validos en
ZF+AD como una aplicacion. Esta teoria nos permite responder a la pregunta: ;existen ultrafiltros

no principales sobre w? que en ZF no se responde.



CAP{TULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se recopilardn conceptos y resultados topoldgicos y conjuntistas que utilizare-
mos en este trabajo. Es de suma importancia saber que toda esta teoria se desarrolla (a menos que
se diga lo contrario) dentro de la axiomadtica de Zermelo-Fraenkel (ZF) més axioma de eleccion
(AC), que denotamos por (ZFC), para consultar los axiomas de esta teoria ver [6]. En caso de no

definir algtin objeto en esta tesis se puede consultar [9] y [11].

1. Arboles

El concepto de arbol es un instrumento basico de combinatoria en la teoria descriptiva de con-
juntos. A continuacién daremos conceptos concernientes a drboles y un resultado bésico acerca de

los mismos.

Sea A un conjunto no vacio, A“ denota a la familia de funciones de w en A, con la topologia
producto, tomando A con la topologia discreta.

Algunas convenciones y notacion:

= Todo nimero natural es el conjunto de nimeros naturales anteriores a él.

= A" es la famila de sucesiones finitas s = (s(0), ..., s(n — 1)) = (s, ..., S,—1) de longitud n de
A. La longitud de una sucesion s se denota por long(s).

m A = [J,e, A" es el conjunto de todas las sucesiones finitas de A.

= Si x es una funcién, dom(x) es el dominio de x.

= Si x es una funciéon y A C dom(x) entonces x | A denota a la restriccién de x en A.

= Si ¢, s, son sucesiones finitas de A, decimos que s es un segmento inicial de ¢ y ¢ es una
extension de s si s = ¢ [ m, para algiun m < long(#) y escribimos s C ?.

» Sis, t e A, digamos s = (so, ..., Sx) ¥ t = (lo, ..., 1;), entonces se define la concatenacion

de s con t cocomo sigue:
STt = (80, .Sk, Loy oees 7).

En particular, si a € A entonces s~ a queda definido por s”a = s~ (a)

1



2 1. PRELIMINARES

DEerINICION 1.1. Sea A un conjunto no vacio. Un subconjunto 7' € A=“ es un drbol sobre A si
Vs eT)Vn edom(s))(s [ neT).
Es decir, es cerrado bajo segmentos iniciales. (En particular, @ € T si T es no vacio). Llamamos a
los elementos de T nodos de T .
Notacién: Sea A un conjunto no vacio.

1. Si s € A<“, entonces el cono de s es el conjunto

(s)y ={f €A’ :sC [}

2. SiT € A=“ es un arbol, entonces las ramas de T son los elementos del conjunto

[T]={feA’:¥new)(f IneT)}

3.SiT € wesunarbolyt € T, succy(t) = {n : t*n € T}. Si A es una familia de
subconjuntos de w, entonces 7' es un arbol con ramificaciones en A si para todo t €
T, succr(t)y ={n:t"nelT}eA.

4. Sis € A=y T esun arbol , entonces

T,={teT :tCsVsCt}.
De este modo, [T] = {s) N [T].
Sea T C A= un arbol. Diremos que T es bien podado si satisface:
VteT)dac At acT).
Es decir, si todo s € T tiene una extension propiat € T.

Lema 1.2. La funcion T v~ [T] es una biyeccion entre los drboles bien podados en A~“ y los

subconjuntos cerrados no vacios de A“.

DEMOSTRACION.

Sean

F ={F C A” : F es cerrado no vacio de A}

T ={T C A=“ : T es drbol bien podado sobre A}.
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Veamos primero que si 7' € 7 entonces [T] es cerrado. Sea f € A“ \ [T], entonces existe n € w
talque f ' n¢ T.Como T es arbol, (f | n) N [T] = 0. Esto prueba que [T] es cerrado en A, pues
(f I n) es una vecindad abierta de f.

Seay : T — ¥ dada por Y(T) = [T]. Se define la funcién

0. F->T

como sigue:
@(F)={f In:ncwyfeF)

Probaremos que tales funciones son inversas una de la otra. Veamos primero (¢ o Y)(T) = T
paratodo T € T;esdecir, {f [n:newy fe[T]}=T.SeaB={f In:newyfe[T]}.

Seat € B, entonces t = f | nparaalgin f € [T]y algin n € w. Como f € [T] tenemos que
t=f I neT.Ahoraseat € T, puesto que T es bien podado podemos obtener f € [T] tal que
t C f.Luego f | dom(t) =t € B. Asi (p oyy)(T) = T. Probemos ahora que (i o ¢)(F) = F, es decir,
[B] = F.

Sea t € [B]. Supongamos que ¢ ¢ F, entonces ¢ ¢ F y por lo tanto existe un k € w tal que
(t I k)N F = 1. Por otro lado, existe f € Ftalquet [ k = f | k, entonces f € (t | k), lo cudl es

una contradiccion. La

otra contencion es inmediata. —

DeriNicION 1.3. Sea X un espacio topologico y A € X. Decimos que A es un retracto de X si

existe una funcién f : X — A continua tal que (Ya € A)(f(a) = a).

TeOREMA 1.4. Sean F C H C A® cerrados no vacios de A®. Entonces F es un retracto de H.

DEMOSTRACION.

Sean T y § los arboles bien podados en A< tales que [T] = Fy [S] = H. Veamosque T C S.
Seat e T, como T es bien podado podemos obtener f € [T] tal que ¢ C f. Entonces f € [S], luego
t = f | dom(t) € S. Definamos g : S — T recursivamente como sigue: g()) = 0 y para cualquier
sEAyacA:

(s~a) g(s)"a sig(s)"aeT
s"a) =
8 g(s)"b  enotrocaso, donde b € A es tal que g(s)"b e T.

Ahora definimos la funcién G : [S] — [T] como G(f) = U,e, &(f | n) paratodo f € [S]. Si
f € [T]entonces G(f) = f. Verifiquemos que G es continua. Sea f € [S]y G(f) = U, &(f [ 1) =
h. Sea k € w y consideremos la vecindad abierta (4 [ k) de h. Tenemos que G[{f [ k)] C (h | k),
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en efecto; sea ¢ € G[(f [ k)], entonces existe ¢ € (f | k) tal que J,c, g | n) = ¢, pero
Un<k 8(f T 1) = U,k 8W T 1) C o, luego ¢ € (h T k), asi G es continua. —

Algunas veces trataremos con drboles 7" sobre conjuntos A los cuales son productos de la forma
A = B x C. Un miembro de T es una sucesioén s = {s;);., con s; = (b;,¢c;), b; € B, ¢; € C. Es
mads conveniente identificar s con el par de sucesiones (t,u) con t; = b;, u; = ¢; y ver a T como
un subconjunto de B<“ X C=“ con la propiedad que (¢,u) € T implica que long(f) = long(u), y
(t,u) € (f,u) (esdecir,t C¢f yu Cu),(f,u) € T implica (t,u) € T. Con esta convencion [T] es
el conjunto de parejas (x,y) € BY X C* con (x [ n,y | n) € T para todo n.

De acuerdo a 1.2, aplicado a (B x C)“, el cual identificamos con B“ X C“, los subconjuntos
cerrados de B x C“ son exactamente aquellos de la forma [T'], para T un arbol bien podado sobre
BxC.

2. Espacios Polacos

Los objetos de interés de la Teoria Descriptiva de Conjuntos son los conjuntos y funciones

“definibles”de los espacios polacos.

Dernicion 1.5. Un espacio topoldgico X es polaco si X es separable y completamente metriz-
able (es decir, existe una métrica completa para X compatible con su topologia).

Algunos ejemplos de espacios polacos son: la recta real, los espacios euclideanos R”, el espacio

de Cantor 2¢, el espacio de Baire w®.

Presentamos a continuacioén algunos resultados importantes sobre espacios polacos que uti-

lizaremos ma$ adelante:

TeoreMA 1.6. 1. Un subespacio cerrado de un espacio polaco es polaco.

2. Los productos numerables de espacios polacos son polacos.

DEmosTRACION. 1. Sea X un espacio polaco y ¥ C X cerrado en X. Sea d una métrica compatible
con la topologia de X y dy la métrica d restringida a Y X Y. Es claro que si (x, : n € w) es una
sucesion de Cauchy en Y, también es una sucesion de Cauchy en X, luego como X es completo,
tal sucesion converge a un punto de X. Pero como x € Yy Y es cerrado, x € Y. Por lo tanto Y es
completo. Para ver que Y es separable, observemos que como X es métrico y separable es segundo
numerable y por lo tanto Y también es segundo numerable, pero esto implica que Y es separable,

pues Y es métrico. Asi que Y es polaco.
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2. Sea X,, un espacio polaco para cada n € w. Vamos a mostrar que [, X, es polaco. Por el
teorema de Hewitt-Marzcewiski-Pondicery [],c, X, €s separable. Probaremos ahora que [],., X
es completamente metrizable. Sea d, una métrica compatible con la topologia de X,, acotada por
1, para cada n € w. Definamos para cada x,y € [],co, Xu, d(x,¥) = 20 21—,,dn(x(n), y(n)), d es una
métrica compatible con la topologia producto (topol6gico) [],, X.. Veamos que d es una métrica
completa para el producto topoldgico. Sea (x, : n € w) una sucesién de Cauchy en [],.c, Xu,
entonces (m;(x,) : n € w) es de d;-Cauchy, para cada i € w. Luego, como d; es completa en X; para
cada i € w, mi(x,) converge a z; € X; para cada i € w. Por lo tanto, x,, converge a z = (z¢,2;,...) €

[Trew Xn ¥ @St [11comega Xn €8 cOmpletamente metrizable. 3

Un conjunto A en un espacio topolégico X se llama G si es igual a una interseccion numerable
de conjuntos abiertos de X. Ahora caracterizaremos a los subespacios de espacios polacos los cuales

son polacos (en la topologia relativa).

TeOREMA 1.7. Sea X un espacio polacoy Y C X. Entonces Y es polaco si y solo si Y es un G
en X.

DEmosTRACION. Sean Y subespacio polaco de X y d una métrica completa sobre Y compatible con

la topologia de subespacio de Y. Sean 5 una base para X y
A={xeY:Ve>0)@AV e B)(x €V Adiam(VNY) < €)}

donde el didmetro se determina usando la métrica d. Observe que

A=7n( | ves:diamvny)< %}
new

es un subespacio G4 de X. Ahora veamos que A = Y. Claramente, Y C A C Y. Sea x € A. Para cada
n € w existe una vecindad V,, € Bde x con 0 < diam(V,NY) < % Por cada n € w eligiremos un
elemento y, € Y NVyN...N V,. Lasucesion (y,),c, €s de Cauchy en Y, y como Y es completo,
(Vn)new converge a un elemento de Y, pero dado que converge a x, tenemos que x € Y.

Conversamente, empezaremos por probar que si Y es un subconjunto abierto de X, entonces Y
es completamente metrizable. Para tal efecto definiremos una métrica d sobre Y, veremos que es
compatible con la topologia de subespacio de Y y finalmente veremos que es completa. A contin-
uacion los detalles. Sea p < 1 una métrica completa sobre X que es compatible con su topologia.

La funcién p(x, X \ Y) es continua y positiva en Y. Definimos la funcién f : ¥ — R como sigue:

1

T = Xy
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[ es claramente continua. Por tanto, la funcién d : Y X Y — R dada por

d(x,y) = p(x,y) +|f(x) = f)

es una métrica para Y.

= d es compatible con la topologia de ¥ como subespacio de X.

En efecto, la desigualdad d > p prueba que B,(x,e) € B,(x,€). La continuidad de
la funcién |f(x) — f(y)| (como funcién en y), garantiza que hay 6 > 0 tal que B,(x, ) C
By(x, €).

= (Y,d) es un espacio métrico completo.

Sea {x,},c, una sucesion d-Cauchy en Y. La desigualdad d > p demuestra que {x,,},c.,
es también p-Cauchy, de modo que es convergente a un punto x € Y. Supongamos que x ¢
Y. Paracada k € w elegimos x,, € YNB,(x, %). De este modo, para cada k € w, f(x,) > k.
Pero en tal caso, para todo N € w la sucesion |f(xy) — f(ni)| tiende a infinito, de modo
que, para cada N € w d(xy, x,,,) también tiende a infinito. Esto quiere decir que {x,},e, NO
es una sucesion d-Cauchy, lo cual es una contradiccion.

Ahora, supongamos que Y = (), A, donde cada A, es abierto en X. Para cadan € w,
sea d,, una métrica completa para A, compatible y acotada por 1. Sea ¢y : ¥ — [],c, Ax la
funcion tal que ¥(x) es la sucesion constante x. Claramente ¢ es inyectiva. Veremos que
es continua y abierta, con lo cual tendremos que es un homeomorfismo sobre su imédgen.
Finalmente veremos que la imdgen de Y bajo ¢ es un subespacio cerrado del espacio
completamente metrizable [],., A., con lo cual quedara establecido que ¥/(Y) es comple-
tamente metrizable y en consecuencia Y también lo es. A continuacion los detalles:

= i/ es continua.

Sea U un subconjunto abierto de A,. Asi U es abierto en X (porque A, es abierto en
X) y en consecuencia, U N Y es abierto en Y. Pero la preimdgen del abierto subbasico
RZJ(U ) bajo ¢ es justamente U N Y. En consecuencia, las preimagenes bajo ¢ de abiertos
subbdsicos son abiertas en Y, con lo cual se tiene que f es continua.

= es abierta en su imagen.

Si U es un subconjunto abierto en Y, existe U abierto en Ay tal que U = Y N U. Pero
w(Uy) = JTZ;(U()) N Y(Y) es abierto, lo cual prueba que ¥ es abierta.

= (YY) es un subespacio cerrado de [],c, Ax-

Sea {y,}.c una sucesion en Y tal que la sucesion {¥(y,)} converge en una funcion,
digamos g. Particularmente, {/(y,)} converge en la coordenada Ay, a un punto, digamos

x = g(0). Como cada ¥(y,) es una sucesion constante, tenemos que para cada k € w, g(k) =
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x. Pero esto prueba que para cada k € w, x € A;. Asi pues, ¥(x) = g, con lo que queda

demostrado que ¥(Y) es cerrado en [, Ax-

d

Terminamos esta seccion probando que los espacios polacos son imdgen continua del espacio

de Baire w®.

DermvicioN 1.8. Sea X un conjunto. Una familia (A; : s € w*“) de subconjuntos de X es un

esquema de Luzin si para cualesquiera s,t € w~“yk # [ € w:

l.sCr=>A,CAg
2. Aq~k NAg-; = 0.

TeOREMA 1.9. Sea X un espacio polaco. Entonces existe un conjunto cerrado F C w” y una
biyeccion continua h : F — X. En particular, si X es no vacio, existe una funcion suprayectiva

continua g : w* — X extendiendo a f.

DemosTrACION. La segunda afirmacion se sigue de la primera y de 1.4.
Sea d < 1 una métrica completa compatible con la topologia de X. Por recursion se construye un

esquema de Luzin (A; : s € w=¢) tal que:

1. Ap = X.
2. (Vs € w)(Ases F,,).
3. Ay = Unew Ay = Un€w A

4. diam(A,) < 3.

Demostraremos inductivamente que es posible hacer esta construccion. Supongamos que A es
un subconjunto F,- de X. Sea {C,,} una familia de subconjuntos cerrados de X tal que A; = (,c,, Cn-
Podemos suponer que si n € w entonces C,, € C,,1, pues de otro modo, haciendo D, = | J,,, Cy
tendriamos una sucecién creciente de cerrados cuya unién es A;. Entonces A; = |J,ep, Crs1\Co.
Cada C,;;\C, es un subconjunto F, de X, por ser la interseccion de un cerrado con un abierto.
Soélo falta verificar que cada C,.\C, se puede descomponer como la unioén ajena de subconjuntos
F, de X con didmetro menor que % Mejor atin, probemos que si C = D N U, con D cerrado, U
abierto y € > 0, entonces C se puede descomponer como unién ajena de subconjuntos F, de X
mutuamente ajenos con didmetro menor que e y C C C.

En efecto, sea {U,} una familia de subconjuntos abiertos de X con didm (U,) < € y tal que U =
Unew Un = Unew U,.SeaE,=Dn (U\(Ui<n-1 Ur)). Asi, cada E, es F,, con didmetro menor que

€, E,CU,CUyportanto E, CC,y Uy, E, = C.
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Sea F = {f € W’ : (NyewAsm # 0}. Definimos h : F — X por {h(x)} = ()0, Axin- Es inmediato
que h es inyectiva y continua. Por 3. & es suprayectiva. S6lo falta mostrar que F es cerrado. Sea
{x, : n € w} una sucesién en F tal que x, — x. Observemos en primer lugar que {h(x,) : n € w}
es de Cauchy. Sea € > 0y sea 2" > % Sea M € w tal que paratodon > M x, [ N = x | N,

es decir, para todo n > M x, pertenece al cerrado abierto (x [ N). En consecuencia, para todo
n > M, h(x,) € Ay pero como diam(A,y) < le < €, tenemos que d(h(x,), h(x,,)) < € siempre
que n,m > M, es decir, la sucesion {h(x,) : n € w} es de Cauchy. Como X es completo, existe y € X
tal que h(x,) — y. Ademads, por ser h suprayectiva existe z € F tal que h(z) = y. Por induccién
se prueba que y € A,,;, para todo n € w. De este modo, z = x, lo cual prueba que x € F' y asi se

concluye que F es cerrado. —

3. Conjuntos Borel

Sea X un conjunto. Recordemos que una o-algebra sobre X es una coleccion de conjuntos de X
conteniendo 0 y cerrada bajo complementos e intersecciones numerables. Ademds dado A € P(X),
la interseccién de o-dlgebras que contienen a A es una o-dlgebra y se llama o-dlgebra generada
por A.

DerniciON 1.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se define la o-algebra de Borel de X como

sigue:

Borel(X) = ﬂ{B C P(X) : Beso-dlgebray v C B}.

Asi que la o-dlgebra de Borel de X es la generada por los abiertos del espacio topoldgico (X, 7).

Un ejemplo de conjuntos definibles son los conjuntos de Borel. Enseguida veremos como
estd dada la jerarquia de los conjuntos borelianos, para esto w; denota el primer ordinal no nu-

merable.

DerNicionN 1.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Para cada a € w; se definen las clases A2,

30 y ITY recursivamente como A) =20 =TI3 = 0y

30 =7 ={U C X : U es abierto}

20 = {Unew An : (Ym)(FBn < a)(A, € TT5 ))
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M0 = {X\A: A e

A0 =TI0 N5,

Observemos que H(]’ consiste de todos los F subconjuntos cerrados de X, I1° es la coleccién
de todas las intersecciones (), Ax, donde A, € 22}1 para toda n € wy algin B8, < @, X es la
familia de todos los subconjuntos U de X de tipo F, y Hg de todos los subconjuntos U de X de tipo
Gs. Cuando haya motivo de confusién denotaremos con Eg(X), Hg(X), Ag(X), a las clases recién
definidas.

Lema 1.12. Sean X un espacio polaco y a € w.

Y0 es cerrada bajo uniones numerables.

11 es cerrada bajo intersecciones numerables.
0 0 0 30

I, I, yZ, CX .

AL es cerrada bajo complementos.

30, 1% A® son cerradas bajo uniones e intersecciones finitas.

a’

WA I’

a+1 a+1°

M0 cA X0

a+1 a+l’

Nk w b=

DEMoSTRACION. 1: Para cadan € w, sea B, € zg, entonces B, = U,,c, Bmn» donde {B,,, : m € w} es
una familia de conjuntos B, € J,, Hg. Luego U,co, Br = Unew Umew Bun €8 12 unién numerable
de la familia {B,,, : (n,m) € w X w}. Ast e, B € Z0.

2: Paracadan € w, sea A, € Hg, luego, para cadan € w A, = X\B, para algin B, € 22. Como
MucoAn = Nc X\Ba = X\ Unews Bu ¥ Unew Ba € Z2 (por 1), tenemos que (e, A, € IT0.

3: La demostracion se hard de manera simultidnea por induccién. Para @ = 1 lo tenemos por

hipétesis. Supongamos que paray < < @ se cumple IT) C T} y =5 € ¥).

yx ¢ X0

0+1» Para esto basta probar para @ = 8. Sea A € =0,

Veamos entonces que IT° C Hg )

por hipétesis A € 22 1> luego A = (J,c, Ay, tal que para toda n € w,A, € I19, pero por hipétesis

tenemos que IT) C TI5, asf que para todan € w, A, € T}, luego A € X | y entonces =) C ¥ . La

p+1°
otra contencion se prueba de manera similar.
4: Sea A € A). Entonces A € TI?, luego existe B € X0 tal que A = X\B, pero como A € X0,

X\A=Bell,asi B= X\A € A",

5: Sean A, B € X0, entonces A = |U,c, An Y B = U new, Bm» tal que para cada n,m € w, A,, B,, €
Uy<o I, luego (A, N B,) € Uy, II). Pero como A N B = Uyue,, Unew(An N By), tenemos que
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(AN B) € XX, De la definicién de 1% y de lo antes probado se sigue que I1° es cerrado bajo uniones

finitas.

Que A sea cerrada bajo uniones e intersecciones finitas se sigue de la definicién de A?, de 1, 2

y de que X0 es cerrada bajo intersecciones finitas y I10 es cerrada bajo uniones finitas.

De 3 se siguen 6y 7. .

Con este lema queda establecido que las jerarquias X° y I1° estdn ordenadas por contencién de

la manera que se muestra en el siguiente diagrama:

2(1) zg / ..
AY Ay Ay
H(l) Hg cee
ProposicioN 1.13. Sea X un espacio polaco. Entonces

BorelX)= | |0 =| Jm ={ ] A).

aEW] aEW] aEW]

DeMosTRACION. Es inmediato del lema anterior que Uyew, 20 = Usew, 119 = Usgew, AY. Veamos
que Uyew, 20 es una o-dlgebra. Puesto que X es un abierto, X € [y, Z0. Por parte 2 del lema
anterior, (J,ey, 30 es cerrada bajo uniones numerables y por parte 4 del mismo lema, es cerrada
bajo complementos. Asi Borel(X) C Uqew, Z0-

Ahora mostremos el reciproco, probaremos por induccién sobre @ < w; que X0 C Borel(X) y
1% C Borel(X). Supongamos que para todo 8 < @, £ C Borel(X) y T C Borel(X). Sean A € X0 y
B e I Entonces A = Uy, An Y B = (e By donde paratodan € w existe §, < a tal que A, € IT},
y B, € 22”. Por hipétesis para cada n € w tenemos que A, € Borel(X)y B, € Borel(X), luego como
Borel(X) es una o-élgebra, se tiene que A = | J,,c, Ay € Borel(X)y B = (e, Bn € Borel(X). 3

Otra propiedad muy importante de las clases X0 y T1%, es que son cerradas bajo preimdgenes

continuas, para todo @ < w;. Esto se enuncia formalmente en la siguiente proposicion:

ProPOSICION 1.14. Sean X, Y espacios polacos, f : X — Y continua y @ < w;. Si A € Z(Y)
entonces f~'(A) € Zg(X). SiA e Hg(Y) entonces f~'(A) € Hg(X).
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DEMosTRACION. Demostraremos simultdneamente ambas implicaciones por induccién sobre @ <
wi. El caso base (@ = 1) se satisface por definiciéon de continuidad. Supongamos que para todo
B < @, B € ZiY) implica f~'(B) € E)(X) y supongamos que para todo f < @, B € II)(Y)
implica f~!(B) € Hg(X). Sea A € (). Sea {A, : n € w} una familia tal que A = J,c, An ¥
para cada n € w existe 8, < a tal que A, € IT; . Por hipdtesis inductiva, f~'(A,) € IT; . Asf pues,
FHA) = Unew f1(A,) € 20, Andlogamente se prueba el resto. -

4. Conjuntos Analiticos y Coanaliticos

DerniciON 1.15. Sea X un espacio polaco. Un conjunto A C X es analitico si y sélo si existe
B C X X w® cerrado tal que A = m;[B]. A la familia de los conjuntos analiticos se denota por Zi y

I1} denota a los complementos de tales conjuntos, los cuales se les llama conjuntos coanaliticos.

Se deduce inmediatamente que todo conjunto cerrado de un espacio polaco es analitico.

ProposicioN 1.16. Sea X un espacio polaco. Un conjunto A C X es analitico si y solo si es

imdgen continua del espacio de Baire.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que A C X es analitico. Entonces existe un conjunto cerrado
C C X X w” tal que m[C] = A. Ahora como C es cerrado en un polaco (X X w® es polaco,
pues X y w® son polacos), C es también polaco y por lo tanto existe una funcién continua g, tal
que glw®”] = C, entonces m[g[w“]] = m[C] = A. Ahora supongamos que A C X es imdgen
continua del espacio de Baire. Sea f : w“ — X funcién continua tal que f[w®”] = A. El conjunto

C={x,y)e Xxw”: f(y) = x}escerrado y m[C] = A, luego A es analitico. i

Con esta caracterizacion de los conjuntos analiticos se sigue inmediatamente que imdgen con-
tinua de un conjunto analitico es un conjunto analitico. Otras caracterizaciones de conjuntos analiticos

se dan en el siguiente teorema que es fécil de probar, por tal motivo se omite la prueba.

TeorREMA 1.17. Sea X un espacio polaco y A C X. Son equivalentes:
a) A es analitico.
b) Existe un G de tipo G5 en X X 2% tal que n\(G) = A.

c) Existe un espacio polaco Y y existe un subconjunto G boreliano de X X Y tales que m(G) = A.

De c) implica a) del teorema anterior se sigue que si A es abierto, entonces es analitico. A

continuacion presentamos algunas propiedades basicas de cerradura de los conjuntos analiticos.

Proposicion 1.18. Sean X, Y espacios polacos 'y sea f : X — Y continua.
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1. La clase Z% es cerrada bajo intersecciones numerables y H} es cerrada bajo uniones
numerables.

2. Si{A, : n € w} es una sucesion de subconjuntos analiticos de X, entonces | J,c,, An €S un
analitico.

3. si B € Z}(Y) entonces f~'(B) € Z{(X).

DEMOSTRACION.

N

1. Paracadan € w, sea A, € X!. Entonces para cada n € w existe un subconjunto cerrado B,
1

X X w” tal que m[B,] = A,. Como ()., B, €s un subconjunto cerrado de X X w®“ y m[( e, Bnl
Muew Ans s sigue que (e, Ay € 2.
Que IT; sea cerrada bajo uniones numerables se sigue por definicién y por lo antes probado.

2. Paracadan € w, sea f, : w* — A, continua y suprayectiva. Sea f : w X (w*) = U en An

dada por
f(n,x) = fu(x).

Es facil ver que f es continua y suprayectiva. Puesto que w X (w*) es homeomorfo a w® se tiene que

(Unew An €s imagen continua de w®.

3. Definamos
F={(yx)eYxX:yeBA f(x) =y} = (Graf(f ")) N (BxX).

Graf(f~!) es un subconjunto cerrado de Y x X y B X Y es un subconjunto analitico de ¥ x X. En
consecuencia, F es un subconjunto analitico de ¥ x X. Es claro que f~!(B) = nx(F). Pero como la

imdgen continua de un analitico es analitico, f~!(B) es analitico. -

Se deduce de esta proposicion y del hecho que Borel(X) es una o-algebra, que todo conjunto
Borel es analitico.

5. Conjuntos Analiticos y Conjuntos Borel

En esta seccion daremos dos resultados de importancia fundamental que trata con la relacion

entre conjuntos borelianos y los conjuntos analiticos y coanaliticos.

Dados A y B subconjuntos ajenos de un espacio polaco X, se dice que A y B son separables
si existen conjuntos Borel ajenos A’, B" C X tales que A C A’ y B C B’. Equivalentemente, dos
conjuntos A y B son separables si existe un conjunto Borel C separando A de B, es decir, AC Cy
CNB=0.
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Lema 1.19. Si C = U,e Cn Yy D = U,ie, Dn y para toda pareja n,m € w los conjuntos C,, D,

son separables, entonces C y D también son separables.

DEMOSTRACION.

Sea R,,, un conjnto Borel que separa a C,, y D,,, entonces R = |U,,ce, [ Nnew Rmn €8 Un conjunto

Borel que separaa Cy D. 3

TreoremA 1.20. (de separacion, Lusin 1927 ). Sean X un espacio polaco y A, B subconjuntos

analiticos de X ajenos. Entonces existen conjuntos Borel disjuntos A’, B’ C X tales que A C A" y
BCOPH.

DEMOSTRACION.

Supongamos que A, B € X son dos conjuntos analiticos disjuntos no separables. Por proposi-
cion 1.16, existen funciones f : w* — Ay g : w“ — B suprayectivas y continuas.

En seguida construiremos dos sucesiones infinitas de conjuntos no separables. Para cada n € w sea
A, ={f(x): xe w’, x(0)=n}yB, ={gx): x€w x(0) =n}

Entonces A = U,c, An Y B = U,1c0, Bn» luego, como A y B no son separables existen ngy, my € w

tales que A,, y By, son no separables. Definimos ahora para cada n,m € w
A= {f() 1 x € 0, x(0) = ng, x(1) = n} y B, = {g(x) : x € w”, x(0) = no, x(1) = m}.

Entonces A,y = Unew AYY By = Upew BY. Puesto que A, y B,,, son no separados existen ny, m; € w

tales que Agl y 3211 son no separables. Ahora sean para cada n,m € w
Ay = {f(x) : x € 0, x(0) = ng, x(1) = ny, x(2) = n},

B,]ﬂ = {g(x) : x € w“, x(0) = ng, x(1) = my, x(2) = m}.

Luego, A) = U,ew Ay Y BY, = Unew By,- Dado que A 'y B son no separados existen n,,m; € w
tales que A,y B, son no separables.

De esta manera podemos continuar y obtener dos sucesiones infinitas (n; : i € w) y (m; : i € w),
tal que para todo i € w los conjuntos A; = {f(x) : x € W’ ¥j € i x(j) = n;} C Ay B; =
{g(x) : x € w*,Vj € i x(j) = n;} € B son no separables. Los puntos r = f(ng,n;,n,...) € A
y s = g(my,m;,m,,...) € B son distintos (pues A y B son disjuntos), entonces existen abiertos
disjuntos O,, O, separando a r y s. Pero como f y g son continuas, existe i € w tal que A; C O, y

B: C O, lo cual contradice que A; y B; son no separables. i
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TeorREMA 1.21. (Suslin,1917) Sea X un espacio polaco. Un conjunto A C X es Borel si 'y sélo si

es analitico y coanalitico; es decir,

Borel(X) = £\ (X) NI\ (X).

DEMOSTRACION.

Si A es Borel, X'\ A también es Borel, entonces ambos son analiticos y por lo tanto A es también
coanalitico. Ahora si A es analitico y coanalitico, por teorema de separacion existen dos conjuntos
Borel separando a A y X \ A, pero los tnicos conjuntos que separan a tales conjuntos son ellos

mismos, asi A es Borel. i

Consideremos un espacio polaco X. Llamamos un conjunto A C X nunca denso en X si X \ A
es denso en X. Note que si A es un conjunto nunca denso en X, entonces para cualquier abierto G

en X no vacio existe un abierto no vacio H en X tal que A N H = 0.

Un conjunto A C X es magro (o de primera categoria) si A es la union de una familia numerable

de conjuntos nunca densos en X.

DEriniciON 1.22. Un conjunto A tiene la propiedad de Baire si existe un conjunto abierto G tal
que AAG es magro.

Terminamos esta seccién con un teorema de suma importancia:

TreoremA 1.23. (Teorema de la categoria de Baire) Si X es un espacio de Hausdorff compacto
o un espacio métrico completo entonces para cualquier familia numerable {A,} de conjuntos cer-
rados de X, todos ellos con interior vacio en X, su union | J A, también tiene interior vacio en
X.

DemosTrACION. Dada una familia numerable {A,} de conjuntos cerrados de X con interiores vacios,
queremos probar que su unién (J A, tiene también interior vacio en X. Asi, dado un conjunto
abierto no vacio U, de X, debemos encontrar un punto x de U, que no pertenezca a ninguno de los

conjuntos A,.

Consideremos el primer conjunto A;. Por hipdtesis, Ay 2 Uy. Por tanto, podemos elegir un
punto y de Uy tal que y ¢ A;. La regularidad de X, junto con el hecho de que A, es cerrado, nos
permite escoger un abierto U; que contenga a y tal que

UnA, =0,
U, C U,.
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Si X es un espacio métrico, escogemos U satisfaciendo que su didmetro sea menor que 1.

En general, dado un conjunto abierto no vacio U,_;, escogemos un punto de U,_; que no

pertenece al conjunto cerrado A, y entonces elegimos un abierto U, que contenga a dicho pun-
to verificando

anAn = 0’
an Un—la

diamU, < % en el caso métrico.

Afirmamos que la interseccién () U, es no vacia, de lo que se concluye el teorema. En efecto,
si consideramos un punto x de () U,, entonces x € Uy ya que U; C U,. Ademads, para cada
newx¢A, yaque U, y A, son conjuntos disjuntos.

La prueba de que la interseccion () U, es no vacia se realiza en dos partes, dependiendo de que
X sea un espacio Hausdorff compacto o un espacio métrico completo. Si X es un espacio Hausdorft
compacto, consideramos la sucesion encajada U, 2 U, 2 ... de subconjuntos no vacios de X. La

familia {U,} tiene la propiedad de la interseccion finita; como X es compacto, la interseccion () U,
debe ser no vacia.

Si X es un espacio métrico completo, entonces aplicamos el siguiente lema.

Q
Lema 1.24. Sea C; 2 C, 2 ... una sucesion encajada de conjuntos cerrados no vacios en un

espacio métrico completo X. Si diam C,, — 0 entonces (C, # 0.

DemosTRACION. Para cada n € w escogemos un punto x, en C,,. Como x,, x,, € Cy, paran,m > N,y
didam Cy puede hacerse menor que cualquier € dado con tal de elegir un N suficientemente grande,
la sucesion {x,} es una sucesion de Cauchy. Supongamos que converge a un punto x. Entonces
dado k, la subsucesion x;, xx1, . . . también converge a x. Por tanto, x € C, = C, y en consecuencia,
x € () Cy, como desedbamos. 3



CAP{TULO 2

EL TEOREMA DE MARTIN

Uno de los mayores resultados en la teoria descriptiva de conjuntos es la prueba de Martin de
que para todo conjunto Borel X, el juego J(T', X) es determinado. El presente capitulo esta dedicado
a dar una prueba de este resultado. Antes de esto probaremos otro resultado importante en la teoria
de juegos que es base fundamental en la prueba del teorema de Martin, la determinacion de juegos
cerrados y abiertos conocido como el teorema de Gale-Stewart. Ademds veremos como existen

conjuntos (0 juegos) en 2 y w® que no son determinados.

1. Determinacion

Sea A un conjunto con |A| > 2, T € A= un arbol bien podado y X C [T]. En el juego J(T, X)
participan dos jugadores: I y II, el jugador I escoge un elemento xy de A, a continuacién II escoge
un elemento x; de A, después toca el turno a I para escoger otra véz un elemento de A , etc. De este
modo se obtiene una sucesion {x, X, X2, X3,...) € A“, donde paracadan € w, x [ 2n + 1 es una
jugadade Iy x | 2n es una jugada de II. Formalmente, definiremos el juego J(7, X) auxilidndonos
de las siguientes nociones:

1. Una sucesion finita s € A" es una posicion legal si s € T.
2. Una sucesion infinita 7 € A es una instancia del juego si paracadan € w, i | n € T (es
decir, 7 | n es una posicion legal).
3. Dada una instancia £ del juego, diremos que I gana la instancia #, si £ € X. En otro caso
diremos que II gana la instancia 7. Al conjunto X se le llama conjunto de paga.
4. Una estrategia ganadora para I es un arbol bien podado X C A<“ tal que:
= ¥ C T, es decir, todo elemento de X es posicion legal.
s (Vnew)(VteX,)dlace A)(t"ae).
» (Vnew)(VteZy, ) VacA)t"aeT =t ack).
= Para toda instancia 7 del juego en la cual I juega consistente con X (es decir, €
X)), F e X.
= De manera andloga se puede definir estrategia ganadora para II. Note que no es

posible que ambos jugadores tengan estrategia ganadora.

17
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El arbol X estrategia ganadora para I da lugar a una funcién o definida en | J,.,, T>" N X y toma
valores en A. Definimos o-(0) como el tinico elemento de A tal que (o(0)) € X. Si ¢ € %,,, entonces
o(t) es el tnico elemento de A tal que 1~ o (¢) € . Si X es estrategia ganadora para II, £ da lugar
a una funcién o definda en | J,,, T?"*' N T y toma valores en A. Si t € X,,,;, entonces o(f) es el

unico elemento de A tal que 1~ o (f) € Z.

Si o es estrategia ganadora para I, las movidas de I se obtienen apliacando o a la sucesion de
movidas anteriores. Decimos en este caso que I juega consistente con o (independientememente
de las movidas de II). Luego, para cualquier sucesion y = (yy, i, ...) (movidas de II) la sucesién
"y = (0(0), yo, 7(o(0), yo), y1, 0(0°(0), yo, o ((0), y0), 1) .. .) € X

Andlogamente se define lo que es una estrategia o ganadora para Il en J(7, X): para toda suce-

sién x = (xg, X1, ...y la sucesion x*o = (xg, c({xp)),...) ¢ X.

Decimos que el juego J(T, X) es determinado siy s6lo si alguno de los jugadores tiene estrategia

ganadora. En este caso también se dice que X es determinado.

Naturalmente, 0 y w® son determinados, y es facil ver que las vecindades bdasicas del espacio
WY, Uy, my = 1X € Wx9 = np,x; = ny,...,xx = ng}, son determinadas. (Por ejemplo, para
Uy, > cualquier estrategia o tal que o(0) = ng es ganadora para I, y para u,, . toda o tal que

o({ny)) # n, es ganadora para II).

Sin embargo, como veremos mds adelante, no todo subconjunto de w® es determinado, por

ejemplo, daremos un conjunto determinado cuyo complemento no es determinado.

DEerinicioN 2.1. Un arbol T tiene la propiedad de bifurcacion si para todo ¢ € T de longitud n

existen al menos dos extensiones de ¢ de longitud n + 1.

Sea X un espacio topoldgico. Decimos que A € X es perfecto en X si A es cerrado y no tiene
puntos aislados. Una observacién importante es que si 7" es un arbol con propiedad de bifurcaciéon
y A C [T] es determinado, entonces A o su complemento contienen un subconjunto perfecto. En
efecto, si X es estrategia ganadora para I o II, [X] es el conjunto perfectoy [X] CAo [X] C [T]\A
dependiendo si X es estrategia ganadora para I o 1I.

DEeFINICION 2.2. Sea X un espacio topoldgico. A C X es totalmente imperfecto si no contiene un

conjunto perfecto ni su complemento contiene un tal conjunto.

A continuacién mencionamos un resultado que se debe a Kuratowski el cual nos ayudard a

concluir que en 2 y w® hay conjuntos no determinados.
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TeoreMA 2.3. (Kuratowski) Si T es un drbol numerable y tiene la propiedad de bifurcacion,

entonces existe un subconjunto totalmente imperfecto de [T).

DEemMosTRACION. Ver [12]. .

Por observacion anterior, si A es un conjunto totalmente impefecto, entonces A no es determi-

nado. Luego por teorema anterior w® y 2¢ contienen subconjuntos no determinados.

Ahora daremos el ejemplo que prometimos de un conjunto no determinado cuyo complemento

es determinado. De ahora en adelante escribiremos EG en véz de estrategia ganadora.

Sea A C w” un conjunto totalmente imperfecto. Entonces A y w®“\A son no determinados.
SeaC = {n"x: x € A, n > 0}. Entonces w”\C es determinado, pues I tiene EG para el juego
J(w=“, w*”\C), ya que en la primera movida de I de cada instancia, I puede tirar O y asi tal instancia
no pertenecerd a C. Ahora veamos que C no es determinado. Supongamos que C es determinado y
supongamos que I tiene EG o para J(w<“, C). Entonces o es estrategia para Il en J(w<, w®\A),
donde o '(s) = o(o(0)"s) para s # 0. De hecho, o es EG para Il en J(w=¢, w*”\A); en efecto, sea
¥ € w* instancia del juego J(w=“, w*\A) consistente con o, entonces o-() "y es instancia del juego
J(w<?, C) consistente con o, por lo tanto o-(0)"y € C, luego ¥ € A y por lo tanto II gana la instan-
cia de J(w=“, w”\A) y como la instancia era arbitraria Il gana J(w=“, w*“\A), pero esto contradice
que w®\A es no determinado. Supongamos ahora que II tiene EG o para J(w=“, C). La funcién o
definida como o '(s) = o(by s) para algun by > 0, es EG para I en J(w™“, w”\A); en efecto, sea
¥ € w* instancia del juego J(w=“, w”\A) consistente con o, entonces by’ ¥ es instancia del juego
J(w=, C) consistente con o, luego b;'y ¢ C, entonces ¥ ¢ Ay por lo tanto I gana la instancia .
Como la instancia era arbitraria, I gana J(w=“, w”\A), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto C

es no determinado.

Un avance muy importante sin lugar a dudas en la teoria de juegos fué el que dieron David
Gale y Frank Stewart en 1953, al probar que todo conjunto abierto o cerrado es determinado. A

continuacion presentamos la prueba de este resultado:

TeoreMA 2.4. (Gale-Stewart [1953]) Sea T un drbol bien podado sobre un conjunto A. Si X es
un subconjunto cerrado de [T, entonces J(T, X) es determinado.
DEMOSTRACION.

Supongamos que II no tiene EG. Para t € T, diremos que ¢ es perdedor si II tiene EG para el
juego J(R,X N [R]),donde R ={s €T : s CtVtC s} Observemos que sit € T no es perdedor

y |[f| = 2n + 1 entonces para cada a € A, " a € T implica que existe un b € A tal que " a” b no es
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perdedor. La estrategia o para I consiste en elegir de modo que las jugadas parciales de I sean no
perdedoras. Es posible construir tal o por la observacién anterior. Veamos que o~ es una estrategia
ganadora paralen J(T, X). Sead € [T] una instancia del juego consistente con o~. Si d@ ¢ X entonces
existe n € w tal que (@ | n) N X = O, pues X es cerrado. Por lo tanto ¢ = @ | n es perdedor, lo cual

contradice que d es una instancia del juego segin o -

Analogamente, podemos definir posicion perdedora para II. Repitiendo los papeles de los ju-

gadores, obtenemos que todo abierto de [T] es determinado.

Gale y Stewart ademas se plantearon la pregunta: ;todo conjunto Borel de reales es determina-
do? Donald A. Martin en 1975 afirma y prueba: todo juego J(S,A) con A Borel es determinado.
La respuesta de Martin va mas alld de la pregunta que hicieron Gale y Stewart, pues A es cualquier

conjunto, no sélo de reales.

Decimos que un juego J(S*, A*) es mas fuerte que el juego J(S, A) si se cumple lo siguiente: si

el juego J(S™*, A*) es determinado entonces J(S, A) es determinado.

La idea de la primera demostracion es la siguiente: para el juego J(S, A) se construye un juego

0

41> €ntonces A* € 30 y si n es par con

mas fuerte J(S*,A"), de modo que sin es impary A € X
Aell

n+1°

determinado. Para los borelianos de clase infinita Zg se itera transfinitamente la construccion A*.

entonces A* € I1%. Aplicando induccién se prueba que todo conjunto de la clase X0 es

La construccidn consiste en lo siguiente: dada la tupla (S, A, f,{b,}), con f : w — {-1,0}
tal que f~1(0) y f~'(~1) son ambos infinitos y {b,} es una sucesién de subconjuntos cerrados de
[S], se construye otra tupla, de la forma (S*, A*, r, i, Q), donde S * es un nuevo arbol bien podado,
ATC[S* L, r:S" > S,i:S">wyQ:S5" — {Estrategias en S }.

Los términos de las posiciones de S * serdn términos de posiciones de S o estrategias en S. La
funcidn r transforma una posicioén s* € S* en una posicion r(s*) € S, que se obtiene eliminando los
términos de s* que son estrategias. Para una posicion s* € S*, i(s*) es el subindice de un cierto b,
y Q(s*) es una estrategia que debe ser respetada de ese punto en adelante.

El arbol S se construye por niveles usando induccién y los elementos del nivel 2n + 1y 2n + 2
dependerén del valor de f en n. Al final hacemos A* = {x* € [S*] : r(x*) € A}. Es asi como con-

seguimos la tupla (S, A*, r, i, Q). Ademas el juego construido J(S*, A*) es mas fuerte que J(S, A).
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Entonces dado un A,, € 22, lo que se hace es codificar el A, con conjuntos cerrados en [S]
para asi obtener una sucesion {b,,} de conjuntos cerrados. Ya que se tiene la tupla (S, A, f, {b..})
(donde f es cualquier funcién con f~1(0) y f~!(~1) ambos infinitos) se considera el juego auxiliar
determinado por esta tupla y se prueba la segunda condicién. Por dltimo, por induccidn se muestra

que todo boreliano de clase finita es determinado.

2. Demostracion del Teorema de Martin

La primer prueba de Martin consiste basicamente de dos partes: 1) la construccion de un juego
mas fuerte, 2) para cada conjunto Borel de clase « infinita iteramos transfinitamente la construccién
reduciendo el juego Borel a un juego abierto. El juego auxiliar es mds complicado, pues los términos

del arbol de posiciones legales en tal juego involucran arboles.

La segunda prueba del teorema tiene dos cambios importantes: 1) Se construye un juego auxiliar
en el cual s6lo ocurren dos movimientos auxiliares. 2) Se introduce una propiedad de conjuntos la
cual implica determinacién y se prueba por induccion transfinita sobre el rango Borel que todos los

conjuntos Borel tienen tal propiedad.

A continuacion se presenta la segunda prueba del teorema de Martin, cabe mencionar que todo
lo que se hace es vélido en ZFC.

TeoREMA 2.5. (Martin) Sea T un drbol bien podado sobre un conjunto B. Si A es un conjunto

boreliano de [T] entonces A es determinado.

Sea S(T) el conjunto de todas las estrategias de juegos para ambos jugadores en 7.

Una cubierta de un arbol T es una terna (T, , ¢) donde:
1) T es un 4rbol bien podado;
D [T] - [T
3) ¢ : S(T) — S(T)y cada ¢(3) es una estrategia para el mismo jugador como en §;

4) si x es una instancia consistente con ¢(§), existe una instancia X consistente con § tal que 7(¥) = x.

Una cubierta (T, 7, ¢) de T desenreda un conjunto A C [T] si 77!(A) es un cerrado-abierto.

LemaA 2.6. Sea (T, r, ) una cubierta de T que desenreda a A C [T, entonces J(T, A) es deter-

minado.

DEMOSTRACION. 7~ !(A) es un cerrado-abierto, por lo tanto J(7',77'(A4)) es determinado. Sea § una
EG paralen el J(T,n7'(A)). De la definicién de cubierta tenemos que ¢(5) es una estrategia para I

en el juego J(T,A). Veamos que ¢(5) es una EG para I en el juego J(7, A). Sea x una instancia del
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juego J(T, A) consistente con ¢(5), como (T, m, ) es una cubierta de T, existe ¥ instancia del juego
J(T, 7' (A)) consistente con § tal que 71(¥) = x. Tenemos que ¥ € 7' (A), luego x € A, asi I gana la
instancia x y como tal instancia era arbitraria, I gana el juego J(7, A). Similarmente se prueba si II
tiene EG en J(T, 77 (A)). -

Lema 2.7. Sea (T, r,¢1) una cubierta de Ty y sea (T, m,,¢2) una cubierta de T,. Entonces

(T, o My, 1 © 2) es una cubierta de T\

DEMOSTRACION. (1,71 © mp,¢1 © ) cumple con 1) y 2) de la definicién de cubierta, veamos que
cumple con 3). Si § € S(T3), ¢2(5) € S(T) es una estrategia para el mismo jugador como en §,
luego ¢1(p2(5)) € S(T)) es una estrategia para el mismo jugador como en ¢,(5) y por lo tanto como
en §. Ahora veamos que se cumple 4). Sea x; una instancia consistente con ¢;(¢,(5)), entonces
existe una instancia x, consistente con ¢,(5) tal que m;(x;) = xo, luego para la instancia x, existe

una instancia x; consistente con § tal que m,(x;) = x,. Entonces tenemos que (m; o m)(x;) =

m(ma(x1)) = m(x2) = Xo.

Note que si (T, n, ¢)esunacubiertade T, AC[T], A € Zg y 7 es continua, entonces 7~ '(A) €
22. En particular, si componemos cubiertas como en el lema anterior y 7, es continua, entonces si

(T, my, 1) desenreda a A se sigue que (75,7 o 7y, ¢ © ;) desenreda a A.

Vamos a probar por induccidn sobre a (simultdneamente para todo 7') que todo conjunto en Zg
puede ser desenredado por una cubierta. La continuidad ayuda, pero para llevar a cabo la induccion
necesitamos una condicién més fuerte:

Una cubierta (T, 7, @) de T es una k-cubierta si:

(a) (m(X)) I n depende sélo de X | n;

(b) ¢(3) restringida a posiciones de longitud < n depende s6lo de § restringido a posiciones de
longitud < n.

(¢) Por (a) podriamos pensar a 7 como 7 : T — T. Pedimos que 7 | T=F sea una funcién biyectiva
sobre <K, donde 7<% = {t € T : long(t) < k}.

Observemos que si (T, r, ) es una k-cubierta de T, entonces 7 : T<k — T=k es un isomorfismo,
en efecto: Si s,¢ € T=f con s < t, tenemos que n(s) = 7(¢ | |s|), pero por (c) de la definicién de
k-cubierta n(¢ T |s|) = n(¢) | |s|, por lo tanto n(s) < m(¢). Ahora si n(s) < n(¢), con s,t € T=k,
n(s) = n(t) | |n(s)| y otra vez por (c) de la definicion de k-cubierta n(¢) | |n(s)| = (¢ | |7(s)]), pero
n | T=F es inyectiva, luego s = ¢ | |7(s)| y por lo tanto s < 7.

Lema 2.8. Sea A C [T] un cerrado y k € w. Entonces existe una k-cubierta de T que desenreda
aA.
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DEMOSTRACION. Describiremos a T implicitamente al describir como son jugados los juegos en 7.
Por la definicidén de k-cubierta en ¢), si un terna es una k + 1-cubierta, entonces es una k-cubierta.
Podemos entonces asumir que & es par, ya que si k es impar sumamos uno para obtener una k + 1-

cubierta y por lo tanto una k-cubierta.

Un juego en T sera de la siguiente forma:

I ‘ ag a ... 2 (ax, T7) Arv2

II ‘ aip .. Aag-1 (Ty1, age1) k13

Donde para toda j € w, {ao, ...,a;) € T. T; es un subarbol I-impuesto (o cuasi-estrategia para I)
de T': es decir, un subdrbol X C T bien podado tal que si {ay, ...,as;) € Xy {ao, ..., a2j,a2js1) € T,
entonces (ao, ..., a2}, d2j+1) € X, €s0 significa que siempre que I juegue consistente con X, II siempre
juega legalmente en el arbol X, de esta manera [ impone a Il a jugar en X. N6tese que como X es bien
podado, si {ao, ...,a2j-1) € X entonces existe algin a,; tal que (a, ..., a2;) € X, pero este a,; puede
no ser Unico. Ademads el 7; subarbol I-impuesto debe ser tal que para cada o € Ty, o C {ay, ..., ax)

o{ag,...,a;) C O.

Hay dos opciones para II:
Primera opcion: T ; puede ser un subarbol II-impuesto de 7' (que se define de manera similar como
el I-impuesto) tal que [7,] C A.
Segunda opcion: T;; puede ser {o € T : 0 C T o1 C o} para alglin 7 € T tal que {ag,...,ax) STy
AN(t)y=0.

Para j > k, se debe tener que {ay, ...,a;) € T;. La funcion 7 es la obvia, es decir, si

X = <a()’ cees A1, (ak’ T1)7 (Tlla ak+l)’ A2 - - > € [T]

entonces m(x) = (ay, ..., A51, 0k, Aky1,Ai12, - - -y € [T]. Notemos que (a) y (c) de la definicion de
k-cubierta se satisfacen. Veamos ahora como est4 dada ¢.

Primero sea § € S (7') una estrategia para I. Sea ¢(5) consistente con § para posiciones de longi-
tud < k. Sea {(ay, . . . , a;_1) una posicion consistente con ¢(5), entonces {dy, . . . , dy_1) €s consistente
con §. Sea (ay, T) el movimiento dado por 5. ¢(5) juega a; para {ag, . . ., dx_1).

Consideremos el juego J(T,, [T]\A). Como [T;]\A es abierto, este juego es determinado. Si II tiene
EG, sea Ty; el subarbol II-impuesto de T, consistente de posiciones en 77, las cuales no son perde-
doras para Il en J(T,,[T,]\A) (en este caso T}, es una cuasi-estrategia ganadora maximal, en el

sentido de que si en algun paso II juega inconsistente con 7;;, entonces I tiene una EG de ese punto



24 2. EL TEOREMA DE MARTIN

en adelante). Si Il juega a;,; para {ay,...,ar), ¢(5) asume que la primera opcién es tomada para
(ap,...,ai-1,(a, T1)) y (Ty, aryr) fué jugada. Después ¢(5) es como § si no existe 7 € T, tal que
7 ¢ Ty;. Si existe tal 7, o si inmediatamente {ay, . .., a+1) € T, puesto que Ty, es cuasi-estrategia
ganadora maximal para Il, [T};] = A N [T,] y ahora I tiene EG X para J(R, [T;]\A N [R]), donde
R={oceT,:0Cto71C o}, luego (r) N A = 0, entonces ¢(5) asume que II tomo la segunda
opcion para {ag, . .., a1, (ax, T;)) yjugd T;y = {oc € T : 0 C 7101 C o}. Ahora, si I tiene EG en
J(T,,[T;]\A), entonces existe el 7 tal que (r)NA = 0 y entonces volvemos al caso anterior. Después
©(8) procede como .

Ahora sea § € S(T) estrategia para II. Para posiciones de longitud < k, ¢(5) es como §. Sea
(ay, ..., ai) consistente con ¢(5), luego (ay, ..., a;-1) €s consistente con 5.

Consideremos el juego J(T, B) donde B se define de la siguiente manera:

x € B siy s6lo si no existe 7, tal que 7 C x y si para algtin 7, I juega (a, T,) en {ag, ..., ax_1),

entonces § toma la segunda opcién parall y juega )y ={oce€T :0 Cto71 C 0}

Entonces II gana J(T, B) si existe una posicion 7 C {ag, ..., a) talque (7) NA =0y
(ap,.... a1, (@ T), ({0 €T : 0 CTOTC 0}, A1)

es consistente con § para algin T} y algin a;.,. Observemos que B es cerrado, pues si x € [T]\ B,
entonces existe T C x tal § contestd con segunda opcion y entonces A N(7) = @, luego (1) C [T]\ A.

Es facil verificar que B C A y entonces tendremos que (1) C [T] \ B.

Supongamos que {ay, . . .,a;) es posicion perdedora para Il en J(T,B).SeaT; ={oc €T : o C
(ap, ..., ax) o {ay, ...,ax) € oy o no es perdedor para I en J(T, B)}, es decir, T; es cuasi-estrategia
ganadora maximal para I en el juego J(R, BN[R]),donde R = {oc € T : o C {ay, ..., ar) 0{ag, ..., ax)
o}. Supongamos que I juega (ay, Ty) para {ay, ..., ay-1). Claramente § no tomé la segunda opcién
para<{ay, . .., ar-1, (ax, T1), pues en tal caso deberia existir la correspondiente 7 en 7/, la cual es posi-
cion perdedora para I en J(T, B) (restringido a la posicion 7). Entonces ¢(3) procede asumiendo que
(a, Ty) es jugado y sigue a §.

Si toda posicion de T, que extiende a {(ay, ..., a;) 0 inmediatamente, si {ay, ..., @) €s posicion
perdedora para I en J(7, B), existe una posicion 7 tal que {ay, ...,ax) S Ty (T)NA = 0, y para algin

T,y a1, sil juega (a, T;) para {ao, ..., ax_1), entonces § toma para II la segunda opcién y juega

({oceT:0C1t071Co0},a). Entonces ¢(5) sigue a § asumiendo que (a, T,') fué jugado por I.

La construccion de ¢ demuestra que m y ¢ satisfacen 4) en la definicidn de cubierta y ¢ satisface

b) en la definicion de k-cubierta.
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Finalmente demostremos que 7~ !(A) es un cerrado-abierto. Primero veamos que 7~!(A) es un
abierto, entonces sea ¥ € 77 !(A), la afirmacién es que (¥ | k + 1) C 77'(A). Tenemos que 71(%) € A,
asi que II eligi6 con primera opcién. Sea y € (¥ [ k + 1), entonces J también elige con primera
opcién, por lo que Ji(k + 1) = (T}, axy1), luego n(3) € A, asi § € 77'(A) y por lo tanto 77! (A) es
abierto. Ahora probemos que 77 '(A) es un cerrado. Sea ¥ € [T]\n"'(A), entonces n(X) ¢ A, por
lo que II elige con segunda opcién. Veamos que (X | kK + 1) C [T\ '(A). Seaj € (X | k+ 1),
entonces y(k + 1) = (T, ay41),donde Ty ={oc €T : 0 Ct0o71 C 0}, luego n(y) ¢ A y por lo tanto
y ¢ 17! (A). Tenemos entonces que [7]\7"!(A) es un abierto. -

Lema 2.9. Sea (Tiy1, i1, iv1) una (k + i)-cubierta de T;, para cada i € w. Entonces existe un
drbol T y 7, @; para i € w tal que:(T, 7;, §;) es una (k + i)-cubierta de T; y #&; = 74y © ftipy @i =

@Yi+1 © $ir1 para cada i € w.

DEemosTrACION. Por la definicidn de (k+i)-cubierta en c) y el isomorfismo obtenido de esta definicion
podemos ponener (T;,;)** = (T;)***' y entonces 7y | (Tir1)=¥* es la identidad para cada i € w.
Definimos T como sigue: T<F = (Ty)s y T* = (T;)**' para cada i € w\{0}. Sea j € w, vamos
a definir a #; como sigue: Si o € T<¥*/, #,(0) = oy sic € T*" con n > j, entonces #,(c) =
41 © ... 0om,(0). Observemos que si X C T,;, donde i es cualquier natural, entonces Xy ¢;,1(X)
coinciden en todo nodo de longitud < k + i, esto se sigue de la definicion de (k +i)-cubierta b) y que
mis1 [ (Tip1) es la identidad para cada i € w. Vamos a definir ahora & ) (T) - S (T ;) para todo
j € w. Esto lo haremos por niveles: Sea j € wy £ C T, entonces definimos @ (EYH = (2R =
THiy sin > jentonces @) = () = @i 0...00,()FH. SSlo necesitamos verificar que se
cumple 4) en la definicién de cubierta. Sea j € wy x; € w consistente con @;(X) = @1 0 @j20....
Sean xj.1, Xj42, ... dados por 4) para las cubiertas (Tj.1, 71, @j1), (Tji2, Tjs2, @js2), . . . tales que
para cada n € w\{0} se tiene que 7;,,(Xjs,) = Xj1,—1. Observemos también que para cada n € w\{0}
se cumple xj,, [ k+j+n—1=xj,1 [ k+j+n—1.SeaXx = J,e, Xjsn I k+ j+ n. Probemos
que 7;j(X) = x;. Puesto que para cadam € w 7;(X) [ m = ;(X | m), entonces basta probar que para
cadam € waj (X | m) = x; | m.Sim < k + j, es claro que se cumple la igualdad anterior. Sea
n € w\{0},entonces T;(X) [ k+ j+n) = (mj10...0mj ,))(X) [ k+j+n)=mj10...0mj)(Xjsn [
k+j+n)=@p10...0jun1)Xjun1 [k+j+n)=...=mp(Xjy Tk+j+n)=x; [ k+j+n.

(2

TeorREMA 2.10. Si A es un subconjunto Borel de [T] y k € w, existe una k-cubierta de T que

desenreda a A.
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DEMOSTRACION. Por lema 2.8, el teorema se cumple para todo A € I1Y, para todo 7. Obviamente
cualquier cubierta que desenreda a A desenreda al complemento de A. Sea @ < w;. Supongamos
que para todo T, el teorema se cumple para cada conjunto en 22 para 8 < a. Sea A € X0. Entonces
A = Jje,Aiconcada A; € Hg, B < a. Sea (T, m,¢;) una k-cubierta de Ty = T que desenreda Ay,
sea (T, 72, ¢») una k + 1-cubierta de T que desenreda 7n~'(A;). En general, sea (T,1, 7is1, is1) UNA
k + i-cubierta de T; que desenreda ;' onr;! o+ +-ox['(A;). Sean T, #; y ¢; dados por el lema anterior.
Tenemos que (T, 7o, @) desenreda Ag, A; .... Como ;' (A) = Ujen 75 (A1), ;' (A) es abierto. Sea
(T*, n*, ¢*) una k-cubierta de T que desenreda T, (A), entonces (T*, yon*, $oop*) es una k-cubierta

de T que desenreda A. 3

Cororario 2.11. Si A C [T] es Borel, J(T, A) es determinado.



CAPITULO 3

APLICACIONES DEL TEOREMA DE MARTIN

En este capitulo usaremos el teorema de Martin para obtener pruebas de algunos teoremas
importantes utilizando juegos, los cuales se definen de manera distinta a un juego del tipo J(T, X).
Para poder usar este teorema importante se “traduce” el juego en cuestiéon en un juego J(T, X).

Empezemos a jugar con el PSP-juego.

1. EIl PSP-juego

El PSP-juego (PSP significa Perfect Set Property) también conocido como “corta y escoge”,
esta definido de la siguiente manera: Sean X un espacio no vacio polaco perfecto, A C X y 8 una

base numerable para X.

I elige un par (Uy, UY) de elementos de B de didmetro < 1 tales que 78 N U_? =0.

IT elige un bit b, € {0, 1}.

I elige un par (Uj*', Ur*!) de elementos de B tales que Ut N U =0y Upt' v U*! C
U Zn, con diametros menores a 2%

IT elige un bit b, € {0, 1}.

A cada instancia del juego, corresponde un dnico x € X tal que {x} = (;c, U_; = Nicw U lia,-' I gana
la instancia si x € A. En otro caso, gana II.
Denotaremos por G*(A) al juego PSP con pardmetro A C X.

Antes de entrar a jugar en G*(A) veamos la siguiente definicion:

DerNiciON 3.1. Sea X un conjunto. Una familia (A; : s € 2°¢) de subconjuntos de X es un

esquema de Cantor si:

1. (V5,0 €2°9)(sCt=A,CA)Y
2. (Vs € 2°9)(As~0 N A~ = 0).

TreoREMA 3.2. Sea X un espacio polaco perfecto no vacio y A C X. Entonces
a) I tiene una estategia ganadora en G*(A) si y sélo si A contiene un conjunto de Cantor.
b) Il tiene una estrategia ganadora en G*(A) si 'y solo si A es numerable.

27
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DEMOSTRACION. a) Sea X una estrategia ganadora para I en G*(A). X define un esquema de Cantor
(Ug : s € 279, tal que para cada s # 0, U, es abierto, Uy~ U Uy~ C Uy, diam(U;) < tal
que para cada y € 2%, si {x} = (e, U, entonces x € A. Asi A contiene un conjunto de Cantor.

zlong( s)—19

Supongamos ahora que C C A es un conjunto de Cantor, definiremos una estrategia para I como
sigue: Sean xg, x(1y € C dos puntos distintos, entonces I elige (U], UY), donde U? es abierto en X,
para i € {0, 1}, ademds x¢, € Uy, xqy € Uy U0 N UO 0. Luego II escoge uno de tales abiertos,
digamos que eligié Ug. Como C es perfecto, existen puntos x, 0, Y X(o.1y €n tal abierto, entonces I
elige (Ug, U}), donde U/ es abierto en X para i € {0, 1}, ademds x, € U, x1,0y € U}, 7&07} =0
yU,UU,| C Ug . De esta manera I sigue jugando. Por teorema de Cantor tenemos que () U;NC # 0
y ademads ésta interseccion consiste de un solo elemento, asi que lo anterior define una estrategia

ganadora para [ en G*(A).

b) Si A es numerable podemos escribir A = {a, : n € w}. Entonces una estrategia ganadora para

II se define cuando II juega a excluir a, en la n-¢sima jugada, es decir, II elige b, tal que a, ¢ U}, .
Finalmente, supongamos que X es una EG para II. Para p € Xy x € A, digamos
= ((UO, U?)a bO’ ) (Ug_l’ U?_l)’ bn—l)’

decimos que p acepta a x, siy s6lo si x € U;j‘j, con la convencién de que () acepta a todo x € A.
Para cada p € Z, sea

A,={x€A: paceptaaxA(Yg > p)gno acepta a x)}.

Para cada p € %, |A,| < I, pues si x # y pertenecen a A, y I juega (Ug, U}) con x € Ugy y € U7,
tenemos una contradiccion con el hecho de que x,y € A,. Esto establece una funcion inyectiva f
de A en X definida por f(x) = p, tal que x € A, , por lo que |A| < |X], pero como [X| < w tenemos
que |A| < w. .

De este teorema se tiene una consecuencia muy importante que probaremos en seguida:

TeoREMA 3.3. Sea X un espacio polaco perfecto, entonces todo subconjunto boreliano de X es

numerable o tiene cardinalidad del continuo.

DEMosTRACION. Sea A un subconjunto boreliano de X y T el arbol de posiciones legales de G*(A).
Sabemos que para cada instancia a del juego G*(A) existe a, € X, donde a, es el Unico elemento de
la interseccion de los abiertos elegidos por I 'y II en la instancia a. Entonces definimos f : [T ] —X
por f(a) = a,, para cada a € [T]. Esta funcién es claramente continua. Sea f~'[A] = A = {a €
[T] : a, € A}. Entonces por la continuidad de f, A es Borel y por lo tanto el juego J(T, A) es

determinado. Notemos que los juegos J(T, A) y G*(A) tienen el mismo 4rbol de posiciones legales
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T. Veamos que el juego J(T, A) es mds fuerte que el juego G*(A). Supongamos que I tiene EG X
para J(T, A), afirmamos que X es EG para I en el juego G*(A), en efecto, sea a una instancia en el
juego G*(A) consistente con X, entonces a es instancia en el juego J(T, A) consistente con X, luego
a € Ay por lo tanto a, € A, asi que I tiene EG en G*(A) y por teorema anterior |A| > ¢, pero como
IX| = ¢, |A| = c. Similarmente se prueba que si II tiene EG en el juego J(T, A), entonces II tiene EG
en el juego G*(A) y una vez mds, por teorema anterior A es numerable. E!

Asi que tenemos una prueba usando teoria de juegos de que todo subconjunto Borel A de un
espacio polaco perfecto tiene la propiedad del conjunto perfecto, es decir, A es numerable o contiene
un subconjunto perfecto.

2. Juegos Wadge

Introduciremos un nuevo juego para mostrar el teorema de Hurewicz aplicando el teorema de
Martin.

DEerINICION 3.4. Sean X, Y conjuntos y A C X, B C Y. Una reduccion de A en B es una funcién
f:X > Ycon fI(B) = A, es decir, x € A siy s6lo si f(x) € B. Si X, Y son espacios topolégicos,
decimos que A es Wadge reducible en B, en simbolos A <y B, si existe una reduccién continua
de A en B.

Sean S, T érboles bien podados no vacios sobre w y A C [S], B € [T]. El juego Wadge
WG(A, B) se muestra en el siguiente diagrama:

I \ x(0) x(1)
| y0) (1)

x(@),y(i)ew; x IneS,y|neT paratodan. Il ganasiysolosi(x € A & ye€ B).

Supongamos que II tiene EG o en WG(A, B). Vamos a mostrar que tal o la podemos ver como
una funcién mondtona ¢ : S — T tal que long(¢(s)) = long(s). Definamos ¢ recursivamente como

sigue:

©(@) = 0. Sea s € S y supongamos que para s ya se defini6 ¢. Sea m € w, entonces definamos
@(s~m). Tenemos que o ({x(0), y(0), x(1),y(1)...,x(n),y(n),m)) = k, para algin k € w y donde
s = (x(0), x(1), ..., x(n)). Entonces hacemos ¢(s~m) = ¢(s)~ k. La funcién ¢ da lugar a una funcién
continua ¢* : [S] — [T] definida como ¢*(s) = J,c,(¢(s) T n), para todo s € [S]. La continuidad

de ¢* se sigue del hecho de que s6lo depende de tramos finitos. Luego como ¢ es EG para II, se
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tiene que x € A & ¢*(x) € B, entonces ¢*(A) € By ¢"([S]\A) C [T]\B, de esto tenemos que
A <y B.

Notemos que I tiene EG en este juego si (x ¢ A & y € B). Si I tiene EG, como antes podemos
mostrar que existe una funcién continua f : [T] — [S],talquey € B & f(y) ¢ A, esto es,
eITN\B= f(y) €A)y(ye B= f(y) ¢ A). Eneste caso B <y [S]\A.

De esto se sigue el siguiente teorema:
TeOREMA 3.5. Sean S, T drboles bien podados no vacios sobre wy A C [S], B C [T] conjuntos

Borel. Entonces A <w Bo B <y [S]\A.

3. Juegos de Separacion y el Teorema de Hurewicz

Sean S, T arboles bien podados no vacios sobre wy A C [S]y By, B; € [T], con By N B; = 0.
La siguiente generalizacion del juego Wadge, el cual se debe a Wadge, es llamado el juego de

separacion de A, By, B, denotado como S G(A; By, By),

I \ x(0) x(1)
m 0 (1)

x(@),y(i) € w; x [neS,yneTparatodan. [l ganasiysélosi(x € A =ye By y(x¢
A = y € Byj). En particular, SG(A; B, [T]\B) = WG(A, B). Como en el juego de Wadge, si I tiene
EG, existe una funcién continua f : [T] — [S] inducida por esta EG tal que (y € B; = f(y) € A)
y (y € By = f(y) ¢ A), asi f~1(A) separa B, de By. Si Il tiene EG, existe una funcién continua
g : [S] — [T] inducida por esa EG tal que g(A) C By y g([T]\A) C B;.

Usaremos tales juegos para probar ahora el teorema de Hurewicz. Para los siguientes resultados
es relevante recalcar el hecho de que todo subconjunto denso numerable de C (el espacio de Cantor

2“) es homeomorfo a Q y que su complemento es homeomorfo a N (el espacio de Baire w®).

TreorEMA 3.6. ([11], teorema 21.18) (Hurewicz) Sea X un espacio polacoy A C X un conjunto
analitico. Si A no es F,, entonces existe un conjunto de Cantor C C X tal que C\A es denso
numerable en C, asi que C N A es un subconjunto cerrado de A con la topologia relativa que es
homeomorfo a w®. Por lo tanto, si B C X es coanalitico, entonces B es G5 0 B contiene un conjunto

cerrado con la topologia relativa homeomorfo a Q.

Probaremos este teorema probando un resultado de “separacion’mads fuerte.
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TeoremA 3.7. (Kechris-Louveau-Woodin) Sea X un espacio polaco, sea A C X analitico y
B C X arbitrario con AN B = 0. Si no existe conjunto F, separando A de B, entonces existe un
conjunto de Cantor C C X tal que C C AU By C N B es un numerable y denso en C. En particular,
C N B es homeomorfo a Qy C N A es homeomorfo a w®.

Asi que el teorema de Hurewicz 3.1 se sigue tomando B = X\A.
DEemosTrACION. (de 3.7) Primero verificaremos que es suficiente probar el teorema para X = C.

Es claro que podemos reemplazar X por una compactificacién X de X, supongamos entonces
que X es compacto. Puesto que X es métrico compacto, sea 7 : C — X una suprayeccion continua.
Sea A" = n7'(A) y B = n7'(B). Entonces A" es analitico, A N B = 0 y si F’ es un conjunto F,
que separa A" de B', entonces como x es cerrada m(F') es también un F, que separa A de B. Asf,
si el resultado se cumple para C , existe un conjunto de Cantor H C Ccon HC A UB yHN B
numerable y denso en H. Entonces K = m(H) es un subconjunto cerradode X, K CAUB, KNAy

K N B son disjuntos, ademds K N B es numerable y denso en K.

K es perfecto, pues si x fuera un punto aislado de K, tendriamos 7~ '({x}) € H N B un abierto
numerable y por lo tanto un abierto de primera categoria en H lo cual no puede ser, pues H es
un espacio de Baire. Es facil construir un conjunto de Cantor C C n(H), teniendo las mismas
propiedades, observar que m(H) es polaco, pues es cerrado y X es polaco, luego contiene al Cantor.
Construyamos por recursion un esquema de Cantor (C; : s € 2°¢), donde C; es abierto en K con

diam(C) < ﬁ, C,~; € Cy, junto con puntos x; € Cy N B tal que x,~¢ = x, para todo s.

Supongamos que ya tenemos C; y x; € C; N B. Nos fijamos en x; y y cualquier punto de C; en,
luego podemos encontrar bolas Cy~¢ y Cy~ tales que x; € Cy~g, y € Cy~1 y ademds que cumplan
las hipétesis. Entonces sea x,~o = x5y y = x4~1. Por lo tanto, el conjunto C = (o0 [ new Cxn tiene

todas las propiedades requeridas.

De este hecho es suficiente probar lo siguiente:

Sean A, B C C, A analiticoy AN B = (). Si no existe un conjunto F, separando A de B, entonces
existe un conjunto cerrado K € C,con K CAU B, KNA, KN Bdensos en Ky KN Bnumerable.

Para probar esto, consideremos el juego de separacion S G(Q, B,A), donde Q € C es un con-
junto numerable denso. Notemos primero que I no puede tener una EG en este juego, pues una EG
induciria una funcién continua f : C - Ctalque (ye A = f(y) € Q) y (y € B= f(y) ¢ Q), pero

entonces f~!(Q) es F,, y separa A de B, una contradiccion.
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Asi, si este juego es determinado, II tiene EG, la cual induce una funcién continua g : C — C
tal que g(Q) € By g(C\Q) C A, luegosi K = g(C), K C AUB, KN A,KnN B, son densos en
K y K N B es numerable, que es lo que queriamos probar, sin embargo, no sabemos si tal juego es
determinado.

Lo que haremos es jugar el juego de separacidon con otros parametros, de tal manera que el
conjunto de paga sea un conjunto Borel. Sean; : CXC — C la proyeccion en la primera coordenada.
Sea G C CxCun G tal que m1(G) = A y 8 una base numerable para C X C. Ponemos U, = | J{U €
B : 11(U N G) puede ser separado por un F, de B}. G\Uy = G, # 0 ya que la unién numerable de
conjuntos F, es un F,. Ademas G es G;. Fijemos una base de conjuntos abiertos no vacios {W,}
en Gy (en la topologia relativa). Afirmamos que m N B # (), en otro caso, sea U,’l abierto tal
que U, NGy = W, tenemos que (U, N G) C 1;(W,) U (UyNG) C 11 (W,) Ui (Uy N G), el cual

puede ser separado por un F,, de B. Entonces U, C Uy y asi W,, = 0, lo cual es una contradiccién.

n —

Seax € m N By By = {x, : n € w}. Entonces G y By X C son disjuntos y no existe F, (en
C % C) separando G de By x C. Para ver esto procedamos por contradiccion, sea F, cerrado para
cadan e wtalque Gy € U, F,, y (U, F) N (Byx C) = (. Entonces por el teorema de la categoria de
Baire (aplicado al espacio polaco Gy), existen m,n con W,, C F,, asi que 11 (W,,) C 71 (F,). Luego,
como x,, € m;(W,,) N B, se tiene que x,, € m;(F,) N B, por lo tanto F,, N (By X C) # 0, lo cual es una

contradiccion.

Consideremos ahora el juego S G(Q; By X C,Gy). Para poner el juego en la forma como se

describi¢ al principio de esta seccion, podemos identificar C X C con C bajo el homeomorfismo

(x,y) = (x(0), (0), x(1), y(1)...)

El conjunto de paga es combinacién Boolena de conjuntos borelianos, luego es Borel y por lo tanto
es determinado. Como no existe F, separando G, de By X C, el jugador I no tiene EG. Entonces II
tiene un EG, la cual d4 un conjunto cerrado K’ € Gy U (By X C), K' NGy, K N (By X C), densos en
K y K N (B, x C) numerable. Entonces K = m;(K) es el que funciona. -

4. Una Caracterizacion de Ultrafiltros Selectivos

Ahora presentaremos una prueba de un teorema de Mathias usando teoria de juegos (el teorema
de Martin), el cual afirma que un ultrafiltro U es selectivo si y sélo si intersecta a todos los ideales
altos y analiticos. Antes de esto daremos los ingredientes necesarios.
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Sea X un conjunto no vacio. Un ideal sobre X es una familia 7 de subconjuntos de X satisfa-

ciendo:

m0elyXe¢l,
» SiA,Be ITentoncesAUBe Ty
» SIACByBecIentoncesA € 1.

La nocién de un filtro es dual a la nocién de ideal. Un filtro sobre X es una familia ¥ de

subconjuntos de X satisfaciendo:

n0¢FyXeTF,
» SiA,BeF entoncesANBeFy
= SIACByAe€¥ entonces Be F.

Filtros maximales son llamados ultrafiltros. Dado un ideal 7 sobre X, denotamos por 7 = {A C
X : A ¢ I} la familia de conjuntos Z-positivos de X. Dado un conjunto 7-positivo Y, la restriccion

de 7 en Y esta definida por

ItY={nYy:Ilel).

Sea 1 un ideal sobre X. Decimos que 7 es un ideal sobre w si X es numerable y 7 contiene
todos los subconjuntos finitos de X. En general se asume que tal conjunto numerable X es w.

Fin denota el ideal de todos los subconjuntos finitos de w. Decimos que un ideal 7 sobre w es
alto si para todo subconjunto infinito de w existe I € 1 tal que /NA es infinita. Puesto que el espacio
de Cantor 2¢ es homeomorfo al conjunto potencia P(w), los ideales sobre w como subconjuntos del
conjunto potencia P(w), pueden ser vistos como subespacios del espacio de Cantor 2¢ y asi pueden
ser estudiados a través de su complejidad analitica y de sus propiedades topoldgicas. Por ejemplo,

se puede probar que la minima complejidad posible de un ideal sobre w es F,.

Un ultrafiltro U sobre w es selectivo si para toda particion {Y, : n € w} de w, se tiene que
Y, € U para algin n € w o existe A € U tal que |[A N Y,| < 1 para todo n € w. Estos entes
matematicos son de gran importancia por sus aplicaciones, ademas se sabe que en ZFC no se puede

mostrar su existencia.
Diremos que A C* Bsiy s6lo si A\ B es finito y decimos que A =" B siy s6lo si A A B es finito.

Un ultrafiltro U sobre w es P-punto si para cada {Y, : n € w} C U, existe A € U tal que
A C" Y, para todo n € w y diremos que un ultrafiltro U sobre w es Q-punto si para cada particion
de w en piezas finitas {Y, : n € w}, existe A € U talque [AN Y,| < 1 para todo n € w.
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A continuacion damos una caracterizacion de ultrafiltros selectivos cuya prueba se puede con-

sultar en [1].

TeoREMA 3.8. Sea U un ultrafiltro sobre w. U es selectivo si'y solo si es P-punto'y Q-punto.

El teorema de Mathias que probaremos enseguida aparece en [14] y el autor s6lo dé la idea de

la demostracion. En este trabajo damos los detalles de tdl demostracion.

TeorREMA 3.9. Sea U un ultrafiltro sobre w. Si U es selectivo entonces U N I # O para todo

ideal I sobre w alto y analitico.

Vamos a considerar el siguiente juego G(U, w, ") con I analitico definido por las siguientes
reglas: En el paso k, el jugador I elige un elemento U, de U y entonces el jugador II escoge un
elemento n; € U,. El jugador II gana una instancia del juego G(U,w, ") si{n; : k < w} € I™.
En este juego no es claro como podemos aplicar el teorema de Martin, ni si quiera hemos visto si
se puede aplicar tal teorema. Vamos a definir un juego en el que podamos aplicar el teorema de

Martin, de tal modo que sea mas fuerte que G(U, w, I™).

Sea A = P(w)y T € A<“ definido por ¢t = (By, By, ..., B,) € T si para cualquieri < n, B; € U
siiesparysiiesimpar|B] =1y B; C Bi_;.Sea X C A“ definidopor x = (B; : i < w) € X
st i<, B2i+1 € Z. Ahora ya tenemos un juego J(7, X) definido como en el capitulo anterior. Es
claro que si X es una instancia en G(U, w, I*) podemos convertirla en una instancia & en J(7, X)
haciendo By; = U; y B,;;1 = {n;} paratodo i < w y viceversa. Veamos que efectivamente el juego
J(T, X) es mas fuerte que el juego G(U, w, I™).

Supongamos que I tiene EG X en J(T, X). Sea X una instancia en G(U, w, I ") consistente con la
estrategia X’ que sélo difiere de X en los nodos pares (II contesta naturales en véz de singuletes de
naturales). Sea X la instancia en J(7', X) que se obtiene al modificar X. Tenemos que | J,.,, B2is1 € Z,

estoes, {n; : i < w} € I.Entonces I gana la instancia Xy por lo tanto ¥’ es EG paralen G(U, w, I™).

Supongamos ahora que II tiene EG X en J(T', X). Sea X una instancia en G(U, w, I ") consistente
con la estrategia X’ que sélo difiere de X en los nodos pares (como en el caso anterior) y sea X la
instancia en J(T, X) que se obtiene al modificar ¥. Entonces | J;., Briy1 € IF, estoes {n; 1 i < w} €
I*. Por lo tanto IT gana X'y entonces ¥’ es EG para II.

Definimos f : [T] — P(w) por f(x) = U, Bai+1- La funcién f es continua, pues segmentos

iniciales de las uniones dependen sélo de sucesiones finitas. Adem4s tenemos que X = £~ (7).

Con esta construccion probaremos un lema que nos ayudara a probar el teorema 3.9.

Lema 3.10. Si I es un ideal analitico, entonces el juego G(U, w, 1) es determinado.
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DEemosTtrAcION. Consideramos el juego J(T', X) construido anteriormente y la funcién f. Puesto que
los conjuntos analiticos son cerrados bajo preimdgenes continuas y X = f~!(I), X es analitico,
entonces existe un conjunto G del tipo Gs en [T'] X 2¢ tal que m;(G) = X. Consideramos el juego
J(T x 2°°,G), el cual es determinado seglin Martin. Veamos que el juego J(T X 2<“,G) es mds

fuerte que el juego J(T, X).

Supongamos que I tiene EG X en J(T X 2<“,G). Sea x una instancia en J(7, X) tal que para
algin y € 2¢, (x,y) es una instancia consistente con X. Entonces (x,y) € G, asi m1{x,y) = x € X,
luego I gana la instancia x y entonces I tiene EG en J(T, X). Supongamos ahora que II tiene EG en
J(T x 2=“,G). Sea x una instancia en J(7T, X). Podemos elegir y € 2¢ tal que mi{(x,y) = x ¢ Xy
de esta manera II gana la instancia x en J(T, X). Por lo tanto II tiene EG en J(T, X). Asi J(T, X) es
determinado, pero como J(T, X) es mas fuerte que G(U, w, ), el juego G(U, w, I*) es también
determinado. a
DEMOSTRACION. (del teorema de Mathias usando teoria de juegos). Vamos a considerar el juego
G(U, w, I™"). Es facil ver que:

» El jugador I tiene EG en tal juego si y sélo si existe un arbol 7 C w=“ con ramificaciones
en U tal que ran(f) € 1 paratodarama f € [T],y

» El jugador II tiene EG en tal juego si y s6lo si existe un arbol 7 C w=“ con ramificaciones
en U tal que ran(f) € I* paratodarama f € [T].

Afirmacion. Si I] tiene EG entonces I no es ideal alto.

DemosTrACION. Sea T = {t, : n < w} una enumeracion de un arbol con ramificaciones en U tal que
ran(f) € I para toda rama f € [T]. Definimos A,, = (,,.<, succr(t,,), para todo n < w. En primer
lugar notemos que {A, : n < w} es una sucesion decreciente de elementos de U. En segundo lugar,
notemos que para todo I € 7 existe n < w tal que I N A, = (), por que en otro caso, existiria una
rama f de T con ran(f) € 1. Definiremos una rama f € [7'] tal que para todo I € 7, se tendrd que
I N ran(f) es finito. Sea ko en Ag y ro tal que 75 ko = 1,,. Para toda j < w sea kj,; en A, y rj; tal

que t k.1 = 1,,,. Es claro que f = (J;., #;; es unarama de T' y ran(f) C* A, para todo n < w.

rj+1*

Entonces |[I N ran(f)| < co paratodo I € 7. —

Afirmacion. Si U es selectivo entonces para todo drbol T con ramificaciones en U existe una
rama f € [T] tal que ran(f) € U.

DEmMosTRACION. Sea U un ultrafiltro selectivo y 7' un arbol con ramificaciones en U. Como U es
P-punto, existe X € U tal que X C* succr(t) para todo ¢t € T. Definimos g : w — w por g(0) =0

y g(n + 1) como el minimo k > g(n) tal que para todo ¢ € T creciente se tiene que ran(t) Cy
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g(n) X\ k C succr(t). Como U es Q-punto, existe Y € U tal que |[Y N X N [g(n), g(n+ 1))| < 1 para
todon < w. Entonces Yy = U,,(YNXN[2n,2n+1)) e Uo Y, = ,.,(YNXN[2n+1,2n+2)) € U.
Si Y; € U, entonces Y; es un conjunto positivo contenido en la imédgen de una rama de [7']. i

Sea 7 un ideal sobre w alto y analitico. Entonces el juego G(U,w, ™) es determinado. El
jugador II no tiene EG porque 7 es alto. Entonces el jugador I tiene EG, asi que existe un arbol
Ty € w=* con ramificaciones en U tal que ran(f) € 1 paratodo f € [T]. Por otro lado, como U es
selectivo, para todo arbol 7' con ramificaciones en U existe una rama fy € [T] tal que ran(fy) € U.
Por lo tanto U N 1 # 0. -

El teorema de Mathias es un “si y sélo si”’. Aqui solamente presentamos la parte de la impli-
cacion que tiene que ver con juegos. La otra implicacion es considerada la parte facil del teorema

y puede consultarse en [13].



CAP{TULO 4

EL AXIOMA DE DETERMINACION

A luz de los primeros resultados en la teoria de juegos, en 1962 matemaéticos polacos introdu-
jeron el Axioma de Determinacion (AD), en gran medida porque establecid propiedades de regu-
laridad de todos los conjuntos de reales, desapareciendo por ejemplo aquellos conjuntos “patoldgi-
cos’no medibles y las restricciones de aplicaciones del Axioma de Eleccion (AC). En este capitulo

veremos como AD y AC son incompatibles y estudiaremos algunas consecuencias de AD.

El Axioma de Determinacion (AD) establece que para todo A C w®, el juego J(w=“, A) es de-
terminado.

En teoria de conjuntos a los elementos de w®, 2¢, [0, 1]y de R son llamados reales, pues muchos
de los teoremas que se prueban para algtin subconjunto de los espacios antes mencionados (y otros)
tienen un andlogo canonico en otro de ellos.

1. Determinacion y Eleccion

Usando el proceso de diagonalizacion podemos mostrar que el Axioma de Eleccion es incom-
patible con el Axioma de Determinacion:

Lema 4.1. Asumiendo el Axioma de Eleccion, existe A C w* tal que el juego J(w=*,A) es no

determinado.

DEMOSTRACION. Puesto que el niimero de estrategias es 2™, sean {0, : @ < 2™} y {1, : @ < 2%o)
enumeraciones de todas las estrategias para I y de todas las estrategias para II, respectivamente.
Construiremos conjuntos X = {x, : X, = {xg,x{,...), @ < XLy Y =y, i Yo = OgsYs-v) @ <
2%}, subconjuntos de w®, como sigue: Dados {x; : & < a}y {ys : € < a} vamos a elegir algin
Yo tal que y, = 0, * b paraalgin by y, € {x: : £ < a}. Por el proceso de diagonalizacién, sea
b = (by,by,...) tal que para cada i € w se tiene que b; = x| y x| = x;(2i + 1); silmilarmente,

escogemos X, tal que ' x, = a * 7, para algina y x, ¢ {ye : £ < a}. Es claro que los conjuntos X'y

Ver pagina 20.
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Y son disjuntos, que para cada a existe un b tal que o, *b ¢ X, y existe a tal que a* 7, € X. Asi que
ni I ni II tienen una EG en el juego J(w=?, X), y por lo tanto J(w™*, X) es no determinado. —
Hemos mostrado ahora la existencia de subconjuntos A de w® cuyo juego J(w<“,A) no es

determinado sin tener que dar explicitamente tal conjunto como se hizo en el segundo capitulo.

En contraste con este lema, el Axioma de Determinacién implica el Axioma de Elecciones

Numerables:

Lema 4.2. El Axioma de Determinacion implica que toda familia contable de conjuntos no

vacios de niimeros reales tiene una funcion de eleccion.

DEMosTRACION. Probaremos que si y = {X,, : n € w} es una familia de subconjuntos no vacios de
w, entonces existe f sobre y tal que f(X,) € X,, para todo n € w. Vamos a considerar el siguiente
juego: Si I juega {(ap,a;,as,...) y Il juega b = (by, by, b,, . ..), entonces Il gana siy solo si b € X,,.
Es claro que I no tiene una EG: Ya que si I juega un a € w® con a(0) = aop, Il elige un b € X,
y juega entonces b, de esta manera I gana esta instancia. Pero para que Il gane el juego definido,
siempre que I juegue un a € w®, Il tiene que elegir un b € w® tal que b € X,(,), es decir, se tienen
que hacer infinitas elecciones, lo cual no es posible sin el Axioma de Eleccion. Como suponemos
AD, II tiene una EG 7 para este juego. Asi que definimos f sobre y como f(X,) = {by, b1, b>,...),
donde (by, by, b,, ...) es la sucesiéon de movimientos ( respuestas) de II dados por 7 a la sucesiéon

(n,0,0,...)de movimientos de I. i

2. Algunas Consecuencias de AD

Ahora probaremos que bajo la hipétesis de Determinacion, los conjuntos de nimeros reales son

“bien portados”.
TeoREMA 4.3. Asumamos el Axioma de Determinacion. Entonces:

1. Todo conjunto de reales es Lebesgue medible.
2. Todo conjunto de reales tiene la propiedad de Baire.

3. Todo conjunto de reales no numerable contiene un subconjunto perfecto.

DemosTRACION. Para la prueba del teorema necesitaremos algunos lemas los cuales iremos probando

en su momento:

Lema 4.4. Asumamos AD, sea S un conjunto de reales tal que todo medible Z C S es nulo.

Entonces S es nulo.
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DEMOSTRACION. Sea S un conjunto de reales con la propiedad:
SiZ C S es Lebesgue medible, entonces Z es nulo;

usaremos AD para mostrar que S es nulo. Es claro que podemos restringirnos a subconjuntos del
intervalo unidad; por lo tanto supongamos que S C [0, 1]. Para mostrar que S es nulo, es suficiente
probar que la medida exterior u*(S') es menor o igual que cualquier € > 0. Sea entonces € un nimero

real positivo fijo.

El juego de la Cubierta. Dados S y €, vamos a considerar el siguiente juego: Si {ay, ai, as, . . .)

es una sucesion de 0's y 1’s, sea a el nimero real

Para cada n € w, sea G}, k € w, una enumeracion del conjunto K, de todos los conjuntos G tales
que

1) G es uniodn finita de intervalos con extremos racionales;

i) u(G) < €/2%+h,

El juego consiste en dos jugadores, el jugador I juega a construir un a € S y el jugador II

o)
new

juega a cubrir a por la unién |, H, tales H, € K, para toda n. Ma$ precisamente, una instancia

(ap, by, ay, by, ..., es ganada por I si:

1. a, =00 1, para todo n;
2.a€8;y
3. a¢U,LGj .

Afirmamos que I no tiene una EG en el juego. Para ver esto, note que si o es una EG para I,
entonces la funcién f que a cada b = (by, by, b,,...) € w® asigna el numero real a = f(b) tal que
(ap, by, ay,by,...) = 0 *bescontinua y por lo tanto el conjunto Z = f(w®) es analitico y entonces
medible. Més aun, Z C S, entonces Z es nulo. Por otro lado, un conjunto nulo puede ser cubierto
por una unién numerable | ;> , H, tal que H, € K, para toda n, y entonces, si Il juega (by, by, b, ...)

con Gy = H, y I juega consistente con o, II gana. Por lo tanto o~ no puede ser EG para I.

Asumiendo AD, el juego de la cubierta es determinado, y entonces Il tiene una EG. Sea 7 una
EG para II. Para cada sucesion finita s = (ag,ay,...,a,) de 0’s y 1’s, sea Gy € K, el conjunto
Gzn, donde (b, b1, ..., b,) son los movimientos que II jugd consistente con 7 en los movimientos

ap,ai, . . .,a, de I. Puesto que 7 es una EG para II, para todo a € S se tiene que a € | J{G; : s C a}
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y por lo tanto

[

scl| JiGi:seseqo. i ={_J | G

n=1 se(0,1}"
Ahora para todo n > 1, si s € {0, 1}", entonces u(G,) < €/2*" y por lo tanto
€

€ n_ €
w\J Gosgm2=5n
s€{0,1}"

Se sigue que u(lU,2; Use011n Gs) < 221 €/2" = €y por lo tanto u*(S) < €. Puesto que € era

arbitrario, S es nulo. —

Es fécil ver que el lema implica que todo conjunto X es Lebesgue medible: Sea A O X un
conjunto medible con la propiedad que todo medible Z € A — X es nulo. Entonces A — X es nulo y

por lo tanto X es medible.
Ahora consideraremos la propiedad de Baire:

El juego de Banach-Mazur. Sea A C «“, defimimos el juego de Banach-Mazur G**(w®, A)
como sigue: Hay dos jugadores, I y II, en véz de escoger miembros de w, eligen miembros de
w<“ —{0}:

I‘SO S2

11 ‘ S1 §3

Seax =s0"51" 5" ..., 1 ganalainstancia si x € A y en otro caso II gana.

Primero verifiquemos que este juego puede ser reformulado como un juego J(w=w, A) (es decir,
cuando los movimientos son naturales). Para el juego G**(w®, A), sea (s; : i € w) una enumeracion

de w=“ con sy = @ y definimos B C (w — {0})* por

X € Bsi solo si Sx(o)ﬁsx(l)ﬁsx(z)ﬁ ...EA.

Entoces el juego J(w=“, B) es equivalente al juego G**(w®, A). Asi, si se cumple AD, el juego
de Banach-Mazur es determinado, para todo A C w®. Usaremos esto para probar que todo A C w®
tiene la propiedad de Baire. Para evitar confusiones, de ahora en adelante el cono de una sucesion

s lo denotaremos por O(s).

Lema 4.5. ([10], Proposicién 27.3 ). Sea A C w®,
a) A es magro si y solo si Il tiene una EG en G**(w®, A).

b) O(s) — A es magro para algiin s € w=* siy solo si I tiene una EG en G**(w®, A).
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DEMOSTRACION. a) Supongamos primero que A es magro, luego A C |, C, donde cada C, es
cerrado y nunca denso. Entonces una estrategia 7 para Il puede ser definida como sigue: 7({sy)) es
algin ¢ tal que O(sy~1)NCy = 0; tal ¢ existe porque Cy es nunca denso, en general, 7({so, S1, . . ., $2,))

es algin t tal que O(sy”s1” ...~ 52, t) N C, = 0. Es inmediato observar que 7 es un EG para II.

Supongamos ahora que II tiene una EG 7. Para cada instancia parcial consistente con 7 de la

forma p = (So, ..., S2u41), S€A P = S0 ...  Sous1 Y
D,={xew’:p. Cx=Tdtew™”—{0}(p. " 1(p" (1)) C x)}.

Entonces cada D, es abierto (observando en parte que O(p.) es un cerrado-abierto) y denso (pues
siu € w“,obien p. € uy asi O(u) C D,, o bien existe un t € w=“ — {0} tal que p.”t = u'y
asi cualquier x € w® con p,”t"T(p~(t)) C x satisface x € O(u) N D,). Mas aun, para cualquier
x € (N, D, podemos definir recursivamente una instancia (s; : i € w) consistente con 7 tal que
X =50 81" $2...,yentonces x ¢ A. En consecuencia, A C | J,(w® — D,), una unién numerable de

conjuntos nunca densos.

b) Supongamos primero que O(s) — A es magro para alguna s € w= la cual podemos consider-

arla distinta de la sucesion vacia. Entonces por a), I tiene una EG empezando con s en G**(w®, A).

Para el converso, si I tiene una EG o, con o7(0) = s, entonces es simple ver que II tiene una EG
en G*(w”, O(s) — A) derivada de o, y asi O(s) — A es magro por a). i

CoroLARIO 4.6. Sea A C w” y
Oy = U{(s) 15 € W A (s) — A es magro},

si G™(w”, A — O,) es determinado, entonces A tiene la propiedad de Baire.

DemosTrACION. Si I tuvo una EG en G**(w®”, A — O,), entonces para algin t € w=“, O(t) — (A — O,)
deberia ser magro, en consecuencia, O(t) — A también deberia ser magro y entonces O(t) € Oy y
por lo tanto O(t) — (A — O4) = O(?), lo cual no es posible porque O(¢) es abierto. Entonces II tiene
una EG en G (w®”,A — O,), y asi A — O, es magro. Ademds, O, — A es magro por definicion de
O, luego A tiene la propiedad de Baire. a

Usaremos AD para probar que todo conjunto no numerable en el espacio de Cantor C = 2¢

tiene un subconjunto perfecto. Consideramos el siguiente juego:

El juego del Conjunto Perfecto. Sea A C 2, G*(2,A) es el juego formulado como sigue: I

elige elementos de 2<“ y II, elementos de 2:
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I‘SO Sy ...
|l k s

Sea x = 59" (k1) 527 (ks)” ..., I gana la instancia (sy, ki, 52, k3,...) si x € A y en otro caso II
gana.

Proposicion 4.7. ([10], Proposicion 27.5). Sea A C 2¢,
a) A es numerable si y solo si Il tiene una EG en G*(2%, A).

b) A tiene un subconjunto perfecto siy solo si I tiene una EG en G*(2“, A).

DEMOSTRACION. a) Supongamos primero que A es numerable. Sea (a, : n € w) una enumeracion de
A. Entonces II tiene una EG: II juega su n-ésimo movimiento asegurando que la concatenacién de

la instancia jugada difiera de a,,.

Supdngase ahora que II tiene una EG 7 en G*(2“, A). Procediendo como en la prueba de 4.5

a), para una instancia parcial consistente con 7 de la forma p = (so, &y, ..., Sou, kons1), S€Q pi =
so k)T T s (ks ) Y

D,={xe€2”:p. Cx=Ire2p. t"1(p~ (1) C x)}.
Entonces como antes, A C J,(2“ — D).

Ahora para cada p, si p, C xy (Vt € 2°°)(p,"t"1(p™(t)) € x), tenemos que x € 2 — D,,.

Pero entonces, 2¢ — D, tiene un Unico miembro x,: con |p,| = m, x, [ m = p,; necesariamente

x,(m) =1 —1(p~(0)) y recursivamente

xp(€) = 1= 7(p™(xy(m), ..., xp(e = 1))
para e > m. Por lo tanto, A es numerable.

b) Supéngase primero que A tiene un subconjunto perfecto P. Sea
T={x[n:xePA neuwl,

una estrategia para I puede ser descrita como sigue: Sea el movimiento inicial un s € T tal que
s7(0) y s7(1) estdan en T'; tal s existe porque P no tiene puntos aislados. En general, para una
instancia parcial p con concatenacion p. € T sea el movimiento un s € T tal que p; s (0) y
p-s™(1) estan en T'; otra véz, tal s existe porque P no tiene puntos aislados. Esta es una EG para

I, pues P es cerrado.

Para el converso, si o es una EG para I, {o- * y : y € 2“} es un subconjunto perfecto de A. —
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Es simple hacer la transformacién de 2 a w®. Para n,k € w definimos b* : n + 1 — 2 como
sigue: si k es par, b(i) = 1 parai < ny b*(n) = 0; si k es impar, b*(i) = O parai < ny b¥(n) = 1.

Entonces definimos ¢ : w* — 2¢ por:
10 Tz1 T2 7
l//(X) —_ bx(o) bx(l) bx(Z) .o

El rango de ¢ consiste de una cantidad numerable de elementos de 2“ que son eventual-
mente constante y tal ¥ es un homeomorfismo sobre su rango considerado como subespacio de
2¢. Ademds, para B C 2¢, B es perfecto si y s6lo si y~'(B) es perfecto, y B es numerable si y s6lo

si ~!(B) es numerable. Esto nos lleva a lo siguiente:

CororArIO 4.8. Sea A C w®, G*(2*,¥(A)) es determinado si y solo si A tiene la propiedad del

conjunto perfecto.

d
Decimos que un filtro U sobre S es A-completo si y sélo si para cualquier y < Ay {X, : @ <
y} g u’ m(},’<’}/ Xa E u

Una pregunta que surge en la teoria de ultrafiltros es la siguiente: ;existen ultrafiltros no prin-
cipales? Una respuesta parcial es: U es un ultralfiltro no principal si y sélo si extiende al filtro de
Fréchet. Sabemos que todo filtro puede extenderse a un ultrafiltro y esto requiere AC y de hecho se

sabe que en sélo ZF no se puede dar tal extension.

Ahora en ZF+AD tenemos una respuesta a la pregunta antes mencionada en w.

ProposiciON 4.9. Asumamos AD. Entonces no existen ultrafiltros no principales sobre w. Por lo

tanto, todo ultrafiltro es w-completo.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un ultrafiltro U no principal sobre w. Consideramos un

juego donde los jugadores eligen miembros de [w]=“:

I‘SO S2

II ‘ S1 §3

Si un movimento s, no es disjunto de | J,, s;, entonces el jugador que hace primero uno de
tales movimientos pierde. Asumiendo que esto no pasa, I gana si | J,c, $2i € U, y en otro caso II
gana. Una contradiccion se deriva probando que una EG para cualquiera de los jugadores puede ser
convertida a una EG para el otro jugador.
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Supongamos primero que o es una EG para I. Definimos una estrategia 7, para Il como sigue:

T,((50)) = 0(0) — 50, y para 0 < i € w, 1,({S0, ..., 52:)) = ({S1,...,52)) — So,

es decir, ignoramos el primer movimiento sy y jugamos consistente con o, restando s, para man-
tener los movimientos disjuntos. Para cualquier instancia (s, i, $2, . ..) consistente con 7, donde
los movimientos son disjuntos, so U e, S2i41 € U ya que o es una EG para I, pero como U
es no principal, i, S2i+1 € U. Por lo tanto, 7, es EG para II, ya que U es un ultrafiltro, una

contradiccion.

Supongamos ahora que 7 es una EG para II. Primero modificaremos 7 a una estrategia T para Il
definida por:

(S0, .. -» S2) U{i}  sii & Ujc 5)

‘T'((S(), ey S2'>) =
l T({S05 - - - » $2i)) en otro caso.

Entonces 7T es ademés EG para II, mas ain para cualquier instancia (s, 1, 2, . . .) consistente con

7 donde los movimientos son disjuntos, | J;c,, $2i+1 € U ya que e, si = w y U es ultrafiltro.
Ahora definimos una estrategia o, para I por:
(S0, - - -, $2i-1)) = T(O, S0, - - -, $2i-1)),

es decir, asumimos que existe un primer movimiento () y jugamos consistente con 7. Entonces como

en el argumento anterior, o, es una EG para I, una contradiccion.

Para la segunda afirmacion, si W fuera un ultrafiltro sobre un conjunto S el cual no es w;-

completo, existirfa una funcion f : § — w tal que
fW)={XCw: fX)eW)

es un ultrafiltro no principal sobre w. .

Para poder establecer la consistencia de ZFC+AD se requiere un tipo muy especial de cardinales

grandes, cardinales de Woodin. Martin, Steel y Woodin probaron tal consistencia.
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