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Introduccion

Motivacion

El interés por los sistemas biologicos ha crecido en gran medida en las
ultimas décadas, ya que hay una gran cantidad de problemas que son mejor
entendidos desde un enfoque interdisciplinario. En este trabajo se busca mo-
delar como cambian las poblaciones de células madre que se encuentran en la
médula 6sea y dan vida a las lineas celulares sanguineas (células madre he-
matopoyéticas)!. La idea de realizar los modelos que se presentan en la tesis
tienen la finalidad de apoyar un protocolo de investigacién. Este protocolo
se desarrollé en el laboratorio de higado, pancreas y motilidad del Hospital
General de la Ciudad de México (HIPAM). En este protocolo se propone
dar una serie de inyecciones que estimulan la movilizacion de células madre
a la sangre, lo cual tiene el fin de mejorar la funcion hepatica en personas
enfermas del higado; esto puede suceder ya que se movilizan células madre
que son capaces de convertirse en células hepéticas (hepatocitos).

Lo novedoso de este tratamiento es que se planea dar series de inyecciones
separadas un mes por un ano. Esto no se ha hecho anteriormente y en la
literatura cientifica [1, 2] sélo se reportan tratamientos con una sola serie de
inyecciones. Como no hay mucha informacién, antes de poner en practica el
protocolo, con este trabajo se busca dar una guia de los posibles escenarios
que pueden existir al llevar a cabo este tratamiento.

1Las células madre hematopoyéticas también son conocidas como células CD34+, ya
que la molécula CD34 estd presente en ellas; por esta razén, se llama indistintamente
CD34+ a las células madre hematopoyéticas.

VII



VIII INTRODUCCION

Objetivos

Utilizando modelos basados en ecuaciones diferenciales se busca esclarecer
dos cosas principalmente: los mecanismos que presenta la médula dsea al ser
estimulada con un factor estimulador, y los posibles escenarios al llevar a
cabo el tratamiento propuesto.

Los objetivos también incluyen la descripcion cualitativa de la dinamica
de las concentraciones de células madre en la médula ésea y en el torrente
sanguineo. Esto se llevara a cabo modelando la proliferacién de éstas en la
médula 6sea y tomando las células CD34+ en el torrente sanguineo como
una proporcion de ellas.

En trabajos anteriores [1, 2|, se ha visto que durante una serie de inyec-
ciones de factor estimulador el nimero de glébulos blancos crece hasta cinco
veces el estado basal, lo cual puede ser peligroso para un paciente; por lo cual
se busca la mejor forma de administrar las dosis de factor estimulador para
obtener maximas concentraciones de células madre circulando en el torrente
sanguineo, pero, sin llegar a niveles muy altos de glébulos blancos. Por esta
razén, se busca proponer un modelo que incluya la diferenciacion de células
madre en leucocitos considerando sus tiempos de maduracién.

Otro dato interesante que se ve en [1], es que el méximo de la concen-
tracion se alcanza al quinto dia de empezar el tratamiento con inyecciones
diarias; en la tesis se busca encontrar la razéon de que esto suceda.

Una preocupacién de implentar este protocolo es un agotamiento de célu-
las madre en la médula 6sea, lo cual, llevaria a un mal estado a cualquier
ser humano. Por esta razon, el modelo puede ser 1til para ayudar a describir
de qué formas podria haber un agotamiento de células madre en la médula
y pasar desapercibido, ya que los niveles de células que se estudian son los
sanguineos y no los de la médula dsea.

En resumen, los objetivos consisten en: proponer modelos para estudiar
el efecto de las inyecciones para estimular la produccion y movilizaciéon de
las células CD34+, explicar la informacién obtenida de [1, 2] y dar todos los
posibles escenarios al dar el tratamiento.



IX

Estructura del trabajo

En el primer capitulo de la tesis se estudian los conceptos basicos ne-
cesarios para desarrollar los modelos de células madre y las herramientas
matematicas necesarias para estudiar analitica y numéricamente los modelos
propuestos. Se dan elementos analiticos para el estudio de poblaciones con
estructuras de edades. Se hace la deduccién de una ecuacién general y se
deduce el modelo estudiado en el capitulo anterior. También se da una he-
rramienta analitica para tener un un modelo mas general que sea de utilidad
en el estudio de las células madres.

En el segundo capitulo, se desarrolla el modelo mas simple que se puede
proponer para estudiar un modelo poblacional, el modelo logistico. Se ana-
lizan las caracteristicas de este modelo, el cual se modifica para ver si es
posible o no que el modelo logistico sea adecuado para describir poblaciones
de células madre en la médula ésea, incluyendo el tiempo de maduracion.

A lo largo del trabajo se observa que lo mas natural en este tipo de
modelos es utilizar una ecuacién diferencial con retraso. El uso de ecuacio-
nes diferenciales con retraso es indispensable, ya que incluyen la edad de
las células y esto permite una descripcién mas completa de como varia la
concentracion de estas células.

En el tercer capitulo se estudiara a detalle un modelo propuesto por
Mackey y Glass [3] en 1977 y después se adaptard para estudiar los efectos
de las inyecciones en estos modelos. También se haran calculos analiticos
para obtener una explicacién del tiempo 6ptimo entre repeticiones de series
de inyecciones.

En resumen en este trabajo se demuestra mediante el modelo de Mackey
y Glass que la explicacién de los experimentos realizados en [1, 2| vienen de
incluir el tiempo de maduracion y que éste dicta cuantas inyecciones de factor
estimulador surtiran efecto en un paciente. También se analizan los periodos
optimos de repeticién de inyecciones de factor estimulador de colonias y como
estan relacionados con el periodo natural de oscilacion de las concentraciones.
Otra cosa interesante es que se sugieren distintos escenarios que deberian ser
analizados antes de implementar un tratamiento de dosis repetitivas de factor
estimulador de colonias.
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Capitulo 1

Fundamentos

En este capitulo se introducen los conceptos necesarios para desarrollar
este trabajo. Se desarrollan los conceptos de célula madre, célula madre hema-
topoyética, célula blanca y factor estimulador de colonias de granulocitos. Se
presentan también herramientas matematicas necesarias para la formulacion
de los modelos y justificacion de los mismos. Estas herramientas permiten
entender claramente las caracteristicas que se proponen en los modelos.

1.1. Conceptos biolégicos

En esta seccion se dard una pequena revisién de los conceptos mas bési-
cos para el desarrollo del modelo, se definiran los conceptos y se esquema-
tizard de forma muy sencilla el proceso de diferenciacion de célula madre
hematopoyética a célula blanca. También, se mencionard brevemente la ac-
cion del factor estimulador de colonias de granulocitos.

1.1.1. Células madre

Las células madre son células que tienen el potencial de convertirse en
cualquier tipo de célula en el cuerpo durante la vida temprana y el creci-
miento. Sumado a esto, en muchos tejidos, sirven como un sistema interno de
reparacién: se dividen esencialmente sin limite para reabastecer otras células,
siempre y cuando la persona o animal sigan vivos. Cuando una célula madre
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se divide, cada nueva célula tiene el potencial de seguir siendo una célula ma-
dre o convertirse en otro tipo de célula con una funcién més especializada. [4]

Las células madre se distinguen de otros tipos de células por dos carac-
teristicas importantes. La primera es que ellas son células no especializadas
capaces de renovarse a si mismas por division celular; algunas veces se renue-
van aun después de largos periodos de inactividad. La segunda es que bajo
ciertas condiciones fisiologicas o experimentales, se puede inducir a que se
conviertan en alguna célula de tejido u érgano con una funcién especializa-
da. En algunos érganos como el intestino y la médula 6sea, las células madre
se dividen regularmente para reparar y reemplazar tejidos danados. En otros
organos, como el pancreas y el corazon, las células madre se dividen bajo
condiciones especiales. [4]

Dadas sus habilidades regenerativas tnicas, las células madre ofrecen po-
tenciales formas de tratar enfermedades tales como la diabetes y las enfer-
medades del corazén. Sin embargo, queda mucho trabajo que hacer en el
laboratorio y la clinica para entender como usar estas células para terapias
basadas en transplantes celulares.

1.1.2. Células madre hematopoyéticas

El concepto de célula madre hematopoyética basicamente, se refiere a
una célula capaz de dar lugar a todas las células sanguineas en el cuerpo
humano. Segin Jaime y Gémez [5], las células madre hematopoyéticas (HSC
por sus siglas en inglés) son células de donde se orginan todas las células
sanguineas: eritrocitos, leucocitos y plaquetas. El término célula madre se
utilizé por primera vez en hematologia en 1896, cuando Pappenheim propuso
la existencia de una célula precursora capaz de dar origen a las estirpes
celulares de la sangre.

Las células madre se encuentran en todos los organismos multicelulares y
se distinguen por dos propiedades: se autorrenuevan, es decir, se multiplican
sin diferenciarse en ninguna linea celular exclusiva y tienen la capacidad de
diferenciarse en multiples células especializadas dependiendo de los estimilos
proporcionados.[5]

La célula madre hematopoyética es capaz de dividirse sin diferenciarse
y de esta manera se perpetiia. También es capaz de aumentar su nimero
en situaciones de sangrado, infeccion, etc. Recientemente se ha observado
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que las células hematopoyéticas totipotenciales (aquellas que pueden generar
cualquier tipo de célula)tienen la capacidad de influir en la regeneracién
histica, que es la capacidad de la célula madre adulta de un tejido para
generar una célula especializada de un tejido diferente.

Desde hace tiempo se utilizan los transplantes de células madre adultas de
la médula 6sea, y en fechas mas recientes las obtenidas de la sangre periférica,
capaces de reconstituir la hematopoyesis trilineal (leucocitos, eritrocitos y
plaquetas).

Las células madre hematopoyéticas circulan en la sangre periférica du-
rante la ontogenia y en el adulto, y en la circulaciéon puede aumentar su
nimero de modo considerable si se utiliza un factor estimulante de colonias
de granulocitos (G-CSF por sus siglas en inglés), éste permite aumentar apro-
ximadamente 10 veces el nimero circulante de células hematoprogenitoras.

La identificacion de las células madre hematopoyéticas no es facil, ya que
morfologicamente pueden ser indistinguibles de otras células de la médula
Osea o de la sangre periférica, por ello, para su identificacion y cuantificacion,
es necesario recurrir a anticuerpos marcados con fluoresceina como el CD34,
por eso se dice que las HSC son CD34+.

1.1.3. Globulos blancos

Los glébulos blancos son un tipo de célula sanguinea que no tiene hemo-
globina y por esta razén son incoloros. Los leucocitos son méas grandes en
tamano y menos en numero que los eritrocitos. Normalmente en la sangre

hay entre 4000 y 10000 glébulos blancos por mm?.

Los glébulos blancos se encargan activamente de la destruccion o neutra-
lizacién de los microorganismos invasores y son transportadas rapidamente a
la vecindad de la infeccion o inflamacion. Por esta razon, su tiempo de vida
en la sangre es muy corto en comparacién a los aproximadamente 100 dias
que circulan las células rocas. Cuando hay infecciones presentes, su nimero
se incrementa mucho, tienen mayor movilidad y se mueven de un lado a otro
entre la sangre y los tejidos.

Al inyectar G-CSF se estimula la produccién de granulocitos; esto se hace
modificando la capacidad de proliferacion en las células comprometidas a ser
leucocitos [4].
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1.1.4. Factor estimulador de colonias de granulocitos

El factor estimulador de colonias de granulocitos es una hormona estimu-
lante. El G-CSF también es conocido como factor estimulador de colonias 3.

El G-CSF es producido por un nimero de distintos tejidos que tiene el
objetivo de estimular a la médula 6sea a producir globulos blancos polimorfo-
nucleares y células madre. El G-CSF estimula la movilizaciéon de granulocitos
y células madre a la sangre.

El G-CSF también es un estimulador para la sobrevivencia, proliferacion,
diferenciacion y funcién de los precursores de neutrofilos y los neutréfilos
maduros.

El factor estimulador tiene usos teraupéticos muy bien definidos, uno de
ellos es para tratar la neutropenia inducida por la quimioterapia, ya que
estimula la proliferacion de una gran cantidad de glébulos blancos. Otro,
que es el que se analiza en este estudio, es el incremento de células madre
hematopoyéticas en la sangre, las cuales, en los tratamientos estdndares se
recolectan por medio de leucoféresis. La recoleccion se lleva a cabo para
distintas cosas, una de ellas es repoblar la médula 6sea de un paciente enfermo
y otra es regenerar algiin tejido danado inyectando directamente en el tejido

danado.[6]

1.1.5. Compartimentos de células madre hematopoyéti-
cas y leucocitos

En cuanto a las células madre hematopoyéticas, la autorrenovacion, es
el proceso por el cual éstas se subdividen para generar un gran nimero de
células hijas. Este fenomeno es utilizado en la transplantacion de la médula
0sea cuando se utilizan pequenas cantidas de HSC para restituir todo el
sistema hematopoyético.

Se cree que la autorrenovacion se da en el nicho de las células madre en
la médula ésea y se supone razonablemente que hay senales clave presentes
en éste para la autorrenovacion de las células.

En la fig. (1.1) se esquematiza como una célula madre hematopoyética
puede entrar en autorrenovacién y pasa a ser una HSC en proliferacién; cuan-
do ésta madura regresa a ser una célula madre hematopoyética y de nuevo,
se renovara o diferenciard en alguna linea celular.
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Existen dos mecanismos que definen la transformacién de una célula he-
matopoyética a una célula blanca. Como se muestra en la fig. (1.1), en el
proceso de transformacién hay diferenciacion y amplificacién. La primera se
refiere a la capacidad de la célula hematopoyética de comprometerse a una
linea celular. Esta transformacién se da con modificaciones citologicas que
dan lugar a una forma y funciéon determinada. La segunda se refiere a la can-
tidad de divisiones célulares que se dan en las células comprometidas a una
linea celular, es decir, cuantas veces se replica a si misma una célula antes
de ser una célula totalmente diferenciada y con una funcién especifica.

Células madre hematopoyéticas

en proliferacién Células madre hematopoyéticas

Diferenciacion
y amplificacion

Células blancas

Figura 1.1: Diagrama de compartimentos de células madre hematopoyéticas
y glébulos blancos

1.2. Conceptos y herramientas matematicas

Los procesos de maduracién en las células no son instantédneos, por esto
es necesario tener en cuenta de forma cuantitativa el efecto de el proceso de
maduracién en la dindmica. Esto se puede llevar a cabo utilizando ecuaciones
diferenciales con retraso para describir los sistemas, ya que el retraso se puede
ver como un tiempo de maduracion. Las ecuaciones con retraso han surgido
naturalmente en el estudio de sistemas biolégicos como la forma mas acertada
de modelarlos. Se hard un andlisis para entender un poco acerca de ellas y
se adaptaran los métodos numéricos a su estudio.
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1.2.1. Ecuaciones diferenciales con retraso

Una ecuacién diferencial con retraso (DDE por sus siglas en inglés) puede
ser expresada de la siguiente forma,

dy

E - f(tvy(t)vy(t - T))7

en donde la derivada de la funcién y(t) solucién del problema no depende de
la solucion al tiempo ¢, sino también de la solucién al tiempo anterior t — 7,
donde 7 es conocido como el retraso.

Una solucion dependiente del tiempo de una DDE no esta determinada
Unicamente por su estado inicial en un tiempo dado, se necesita todo un
intervalo del tamano del retraso para poder determinarla, es decir, una can-
tidad infinita de condiciones iniciales entre t = —7 y ¢t = 0, al conjunto de
condiciones iniciales se le conoce como historia de la funcién. Por lo tanto,
las ecuaciones diferenciales con retraso son problemas infinito dimensionales.
Estas ecuaciones tienen una gran riqueza en sus soluciones, donde puede ha-
ber una serie de bifurcaciones al dejar fijos todos los pardametros y al retraso
variarlo como parametro critico.

Muchos de los problemas que se encuentran al resolver ecuaciones dife-
renciales con retraso como las ecuaciones de evolucion no lineales y las ecua-
ciones trascendentales, evitan que se puedan resolver exactamente. Por esta
razén, las soluciones se aproximan usando técnicas numéricas, herramientas
analiticas y una combinaciéon de ambas. Entre las herramientas mas utliza-
das estan el analisis de estabilidad lineal, construccion de una bifurcacion de
Hopf, método de pasos y el uso de métodos numéricos con interpolacion.

1.2.2. El modelo mas simple de bifurcacion y sus im-
plicaciones

A continuacién se determinaran todas las soluciones de la siguiente ecua-
cién diferencial con retraso baséndonos, en [7],
dy
— = ky(t' — 7). 1.1
o = Ry’ =) (1.1)
Si se redefine la variable temporal como ¢t = t'/7 y a = kT; podemos reescri-
bir (1.1) como
dy

i ay(t — 1), (1.2)
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Figura 1.2: Intersecciones de e* y —bx tomando en cuenta que a = —1/5

entonces a es el pardmetro de control. La linealidad de la ecuacién (1.2)
sugiere una solucién exponencial, entonces se propone,
y = ceM. (1.3)
Sustituyendo la ec. (1.3) en la ec. (1.2), lleva a una ecuacién para A, la
cual se conoce como la ecuacién caracteristica
)\
A—ae " =0. (1.4)
La ecuacion (1.4) es una ecuacién trascendental y admite varias raices.

Separando los casos donde A es real o complejo se obtiene: si A es real, de
la ec. (1.4), tenemos la siguiente solucién implicita,

a= e, (1.5)
Estudiando la funcién a = a()), se encuentra que A es una raiz simple
positiva si @ > 0. Si @ < 0, se tienen dos raices negativas (ver fig. (1.2))
hasta llegar a @ = —e™! donde tenemos una raiz doble. Si a < —e™!, no

existe ninguna raiz real para la ec. (1.4). Esos son todos los casos posibles
para A real.

Si A es complejo, podemos sustituir A = x + iy en la ec. (1.4) y separar
partes reales e imaginarias. Al hacer esto, obtenemos dos ecuaciones para x
v y, dadas por

x—ae “cosy =0, (1.6)

y+ae “seny = 0.
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Al eliminar el factor comin ae™* dividiendo (1.6) entre (1.7) se obtiene,
x
coty = ——, (1.8)
Y
que no contiene ningun pardmetro. Usando las ecuaciones (1.7) y (1.6), la
solucién puede ser analizada en forma paramétrica con y como parametro:
T = —ycoty
ye*
seny

En resumen, la solucién a la ecuacién (1.2) se escribe como la suma de ex-

ponenciales de la forma,
Yy = Z Cne)\nt7 (19)

n
donde los coeficientes son desconocidos. Las soluciones a esta ecuacion se
pueden calcular via la transformada de Laplace y escribir la soluciéon general
se puede escribir como una combinacién lineal de las soluciones encontradas.

1.2.3. Bifurcaciones

En el estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales, el concepto de
bifurcacién es clave para entender la dinamica. Este define un cambio de
estabilidad en las soluciones al variar algin parametro.

El estudio de las bifurcaciones lleva a entender distintos comportamientos
que tienen algunas ecuaciones al variar los pardmetros, no todas las ecuacio-
nes presentan bifurcaciones, sin embargo, a lo largo de este trabajo serdan de
interés aquellas que las tengan, ya que dan pie a la multiestabilidad.

Hay distintos tipos de bifurcacién, la inica que se menciona en este traba-
jo es la bifurcacién de Hopf, ya que esta es la tnica de interés en el desarrollo
de esta tesis. Esta bifurcacion denota la aparicion de una solucién periddi-
ca alrededor de un estado estacionario, cuya estabilidad cambia debido al
cruce de un par conjugado de valores propios sobre el eje imaginario. Hopf
formulé y probd su teorema acerca de la aparicién de soluciones periédicas
para ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un resultado del teorema de Hopf puede ser el siguiente, como esta es-
crito [8]. Supdéngase que existe un estado estacionario y que la linealizacién
alrededor de él da un par de complejos conjugados a(\) = Rea=+Ima. Ahora
supdngase que este par de valores propios tienen la parte real mas grande de
todos los valores propios y es tal que en una pequena vecindad de un valor
de bifurcacion A,
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(i) Rea<0si A< A,
(i) Rea=0y Ima#0si A=\
(iii) Rea >0 si A > .
Entonces, en una pequena vecindad de A\. con A > A, se tiene un estado

inestable con oscilaciones crecientes y existe al menos una solucién periédica
con un ciclo limite alrededor del estado estacionario.

1.2.4. Punto de bifurcacion de Hopf

En valores criticos de a de la ec. (1.4), se deduce que es posible que

Re (A\) =z =0, (1.10)
Im () =y #0. (1.11)
De las ecuaciones (1.6) y (1.7) con z = 0, se pueden encontrar las condiciones:
cosy =0y a=—y/seny que implican,
y:ig—l—kﬂ vy  a=TFy (1.12)
Este analisis también se puede llevar a cabo para la ecuacién de la logisti-
ca,
dy(t
WO iy 11—yt 1), (1.13)

se sabe que y = 1 es una solucién de estado estacionario. Se puede investigar
su estabilidad lineal con respecto a perturbaciones pequenas introduciendo
la desviaciéon u = y — 1, sustituyendo esto en (1.13) se obtiene,

du
— = —r(l+u)u(t—1).
= (1wl — 1)
Al despreciar los términos cuadrados se obtiene una ecuaciéon mas simple:
du(t)
— = —ru(t—1). 1.14
= (t—1) (1.14)
La ecuacién anterior es idéntica a (1.2) tomando y = u y a = —r. Como la

solucién cero es estable en el intervalo —7/2 < a < 0, se concluye que y = 1
es estable si

T
O<r<—
"S5

El punto critico 7 es un punto de bifurcacién de Hopf que lleva a una rama
de soluciones periédicas.
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1.3. Modelos poblacionales con estructura de
edades

En esta seccién se estudian modelos generales de poblacion. También se
plantea la deduccién de un sistema de ecuaciones diferenciales con retraso
desde un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Después se muestra
como se puede deducir en particular la ecuacion de Mackey y Glass de un
modelo mas general.

Un modelo con estructura de edades, como se indica en su nombre, toma
en cuenta la edad en la que el objeto de estudio se encuentra y las consecuen-
cias de la edad en la tasa de nacimiento o mortalidad. Este tipo de modelos
fueron explorados por primera vez por el fisiélogo y epidemidlogo Anderson
Gray Mckendrick, él introdujo este tipo de modelos en 1927(“A Contribution
to the Mathematical Theory of Epidemics”). En este trabajo descubrié un
umbral para la difusién de una enfermedad y dio técnicas para predecir el
tamano final de una epidemia.

1.3.1. Deduccién de la ecuacién general de Mckendrick

Supéngase que u(t,a) es la densidad de personas de edad a al tiempo
t. Ahora, se quiere saber cémo varia la poblacion total en el tiempo. Si se
integra u(t,a) sobre todas las edades (de 0 a 7 que es la edad maxima), se
obtiene el nimero total de individuos al tiempo ¢,

Ut) = /OTu(t,a)da (1.15)

ahora, si se pretende encontrar la variacién en el tiempo de la ec. (1.15) se
deriva respecto al tiempo y se toma en cuenta el envejecimiento y la tasa de
mortalidad p(a) que sélo depende de la edad, se obtiene la siguiente ecuacion:

d [T B T Ou(t, a) T
i ), u(t,a)da—/o 5 da—/o p(a)u(t, a)da, (1.16)

en donde el primer término del lado derecho se identifica como el flujo sobre
las edades y el segundo término es la mortalidad.

Al notar que se integra la misma variable sobre el mismo intervalo en los
tres términos, se pueede reescribir la ecuacién como sigue,

/Or augft a), _ /OT (augc;a) N M<a>u(t7a)) " L17)
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de donde se obtiene una ecuacion diferencial parcial para la concentracién
u(t,a),
ou  Ou
— + 7— = —ula)u. 1.18
5 " 3a = @) (1.18)
A esta ecuacion se le llama ecuacién diferencial parcial de McKendrick.
Se resuelve entre las edades 0 < a < 7, donde 7 es la mayor edad posible.
Las condiciones iniciales y a la frontera son:

u(07 (l) = UO(CL),
B
u(t,0) = / u(t, a)b(a)da,

«

u(t,7) =0,

la funcién b(a) es la funcién de natalidad y f—a es el intervalo de edades don-
de es posible reproducirse. Es importante notar que la funcion de natalidad
no aparece en la ecuacién diferencial, sélo en la condicion a la frontera.

1.3.2. Deducciéon del modelo con estructura de edades
para el estudio de las células madre

Se ha visto indirectamente en el capitulo anterior la importancia de con-
siderar la edad de las células como una variable més, ya que ésta puede
afectar fuertemente la dindmica de las concentraciones; el reabastecimiento
se ve retrasado por el tiempo de maduracion de las células. Por eso es im-
portante intentar deducir una ecuacién maés general para el estudio de las
concentraciones de células.

Supongase que se tiene una poblacion de células madre en proceso de
proliferacién celular ¢;(¢,a) de edad a al tiempo ¢, con posibilidad de muerte
a(G) que en principio depende de la concentracion de G-CSF. Si se quiere
estudiar la variacion total de la concentracién de ¢;, se escribe una ecuaciéon
como la ecuacion de Mckendrick. Al hacerlo se obtiene lo siguiente,

@ci 8ci

= —a(G)g(t, a), 1.19
S - —a(@)alta) (119)
de la misma forma podemos escribir una ecuacién diferencial parcial para las
células madre maduras en la médula dsea,

m , Jem
ot Jda

= —(B(G, C) + A(G))em(t, a), (1.20)
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donde la funcién B(G, C,,) representa la cantidad de células madre maduras
que entran en ciclo de proliferacion, y A(G) es la cantidad de células que se
movilizan al torrente sanguineo o entran en proceso de diferenciacion; este
factor muy posiblemente depende de la concentracién del factor estimulador
de colonias.

Ahora, se reescribe un nuevo sistema de ecuaciones que describan todo
el proceso; maduracion de las células madre, proliferacion y movilizaciéon al
torrente sanguineo (el modelo parece estar desacoplado, pero el acoplamiento
aparece en las condiciones a la frontera):

8ci 802- .
5 o = — U@t a), (1.21)
dey  Ocp
9t + D —(B(G, Cp) + MGQ))enl(t, a), (1.22)
dd_? = 1(G)C,, — 7C,. (1.23)

Lo més adecuado seria escribir una ecuacién para la dindmica de G-CSF,
pero en este modelo no se utilizara la dependencia en G, sélo se menciona el
caso mas general de estas ecuaciones.

Es importante definir:

Colt) = /0 " en(t a)da (1.24)

donde C,,(t) es la cantidad total de células madre en la médula 6sea, ademas,
se toma en cuenta el intervalo de [0,00) porque se supone que las células
madre no mueren, solo se diferencian, se renuevan o se movilizan al torrente
sanguineo. Las condiciones iniciales del problema son:
b
¢i(0,a) = ¢/(a),
_ b
m(0,a) = ¢,,(a),

Ct<0) = O,
y las condiciones a la frontera acordes a la descripcién del sistema son:

ci(t,0) = B(G, Cr(t))Crn(),
Cm(t,0) = 2¢;(t, ),
lim ¢, (t,A) = 0.
A—oco

En la condicién a la frontera para ¢;(t,0) tenemos que (3 es la funcién
que dicta como es que entran en proliferacién las células madre maduras, el
dos en la condicion a la frontera para c,,(t,0) viene de que la proliferacién se
lleva a cabo por divisién de una célula en dos y la otra condicién a la frontera
para ¢, sélo dice que la poblacién no envejece infinitamente.



1.3. MODELOS CON ESTRUCTURA DE EDAD 13

1.3.3. Deduccion de un sistema de ecuaciones ordina-
rias con retraso

Tomando como base las ecuaciones (1.21)—(1.23) y considerando que no
hay dependencia en G se tiene que A y « seran constantes. Las ecuaciones se
ven de la siguiente forma,

(%i 8Ci o
5 + P aci(t,a), (1.25)
OCp | O
ot T oa (B(Cm) + Nem(t, a), (1.26)
dCy

Ahora, se resuelve la ecuacién (1.25) proponiendo el siguiente cambio de
variables

y se calculan las derivadas parciales,

801' . 802-
ot o’
6’0,; 8ci 861

da  On O

Reescribiendo la ecuacién en términos de las nuevas variables, se obtiene

8ci 8ci 802‘

o¢ oy T o¢

= —QC;.

- .. Oc : . » .
Eliminando el término (9_£ se obtiene la siguiente ecuacién, donde sélo hay
una derivada con respecto a 7:

aCZ‘
on

= —QC;.

Si se integra respecto a 7, obtenemos

In(¢;) = —aa + F(§),
a(6,n) = A©e .
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Regresando a las variables originales, obtenemos
ci(t,a) = A(t — a)e™ .
Ahora se utiliza la condicién ¢;(t,0) = B(Cp(t))C,y, para encontrar
ci(t,a) = B(Cp(t — a))Cp(t — a)e™ . (1.28)
Integrando la ec. (1.26) respecto a la edad, se obtiene

O O &
; Wda—i— . %da— (B(Om)+A)A Cmdaa

dCpm .
— 4+ 1lim ¢, (t, A) — ¢, (t,0) = —=(B(Ch) + N)Ciy.
dt A—o0
Se sabe que que limy o ¢ (8, A) = 0, ¢, (¢,0) = 2¢;(¢,7) y usando la ec.
(1.28), se puede reescribir la ecuacién que describe la dindmica de C, como

% = [2B(Cpn(t — 7))Crn(t — 7)e™*7] — [B(Cin) + A|Cpn. (1.29)

La funcién S(C,,) se propone comtinmente como una funcién de Hill,
bk
B(Cn) = ———5» 1a razon de esto es que se puede controlar facilmente la
Ck +0 3 )
forma en que crece o decrece esta funcion, ademas es usual que la constante
b sirva para escalar el crecimiento de alguna poblacién o concentracion.

1.3.4. Deduccion de la ecuacion de Mackey y Glass

La deduccion de la ecuacion de Mackey y Glass es bastante sencilla des-
pués de haberlo hecho de una forma un poco mas general. Las ecuaciones
diferenciales parciales que se plantean son las siguientes,

861‘ 861‘ .

5 + P aci(t,a) (1.30)
Oy | O
W + E = gcm(t, CL) (1.31)

se plantean de esa forma, ya que g es la tasa de decaimiento de las células
madre en la médula dsea y « es la tasa de mortalidad de las células madre
en proceso de proliferacion. Se utilizan las mismas condiciones iniciales y de
frontera que las ecuaciones (1.26) y (1.25).
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Si se integra la ec. (1.30) utilizando el método de las caracteristicas y la
condicién a la frontera en a = 0, se obtiene

ci(t,a) = (B(Crp(t — 7))Co(t — T)e™ . (1.32)
Ahora, integrando la ec. (1.31) respecto a la edad, se obtiene;

d 0
T (t,0) ~ 4O — cnbtoT (1.33)

Utilizando la condicién a la frontera de ¢,,(t,0) llegamos a la ecuacién

ac,,
T 2B(Cr(t = 7)Cr(t — T)e™ " — gCy. (1.34)
Si se identifica 2e7*" = a y S(C) como una funcién de Hill, la ecuacién

anterior es conocida como la ecuacion de Mackey y Glass, esta ecuacién
sera estudiada a detalle en el tercer capitulo ya que presenta caracteristicas
interesantes como modelo de hematopoyesis.

1.4. Adaptacion de los métodos numéricos pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales ordi-
narias a ecuaciones diferenciales con re-
traso

En esta seccion se discuten brevemente los métodos numéricos de Euler
y Runge-Kutta, y como se pueden adaptar a las ecuaciones diferenciales con
retraso, y por tultimo, se dard un argumento para explicar cual es la razon
de la utilizacion de métodos de interpolacién en métodos con fase interna, es
decir, en donde se calculan pendientes extras entre un punto calculado y el
siguiente punto a calcular en el método numeérico.

1.4.1. El método de Euler

El método de Euler, es un método numérico de primer orden para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias con valor inicial dado. Considerando la
ecuacion

S(t) = F(t.y(0), (1.35)
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con condicién inicial y(ty) = yo. Expandiendo y en serie de Taylor alrededor
de ty y tomando los primeros dos términos y la ec. (1.35) se obtiene,

y(to +h) = y(to) + hf(t, y(to)). (1.36)

De esta forma se adquiere un método iterativo para la solucion de la
ecuacién diferencial ordinaria (1.35). La adaptacién para resolver ecuacio-
nes diferenciales con retraso es directa. Considerando la siguiente ecuacion
diferencial con retraso,

dy
i f(ty,y,) (1.37)
donde y, representa y(t — 7). La funcién tiene historia y(t) = g¢(t) para

to — T S t S to.
El método de Euler da:

y(t) =g(t)  to—T <t <t
y(t+h) =y@t) + hf(ty(t),g(t —7))  to <t <to+T
y(t+h) =y(t)+ hf(t,y,y-) to+7<t<o0.

En la dltima ecuaciéon se utiliza y, porque en principio no se conoce
la forma funcional de y(t) en ese intervalo. El valor de y, se ha evaluado
numéricamente, por lo tanto, es posible tomar los valores calculados.

1.4.2. Método de Runge-Kutta

Hasta ahora, la introduccion de algin método de interpolacién no ha sido
necesaria, lo cual sugiere que utilizar el método de Euler es una idea razonable
para estudiar las ecuaciones con retraso, sin embargo, en este trabajo el
método de Euler no es utilizado por su falta de precisién en las soluciones.

Por la razén ya expuesta, se hara la adaptacion de un método mas preciso,
en particular, el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Se mostrara que
en este método la interpolacién es necesaria.

Se empezara por describir el método para ecuaciones diferenciales ordi-
narias, segun [9].

Para calcular el valor de y,4+1 = y(t+h) a partir de vy, = y(t) se emplean
cuatro pendientes dadas por la funcion que define la derivada, esas pendientes
las denominaremos ki, ko, k3 v k4 respectivamente. Estas se muestran en la
fig. (1.3), las pendientes se definen de la siguiente forma,
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/// ; pendiente = k,
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Figura 1.3: Pendientes del método de Runge-Kutta
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= k; es la misma pendiente que se utiliza en el método de Euler,
kl = f(tn)yn)

= ko se genera con la primer pendiente calculada k; y es la pendiente

: h h
correspondiente al punto ( ¢, + 5 Yn + k1§

1 1

= La pendiente k3 representa otra pendiente en el punto medio del inter-
valo, se utiliza el valor de ky para aproximar el valor de y, por lo tanto

1 1

= Por tltimo, la pendiente k4 corresponde al punto (txi1,yx + hks), en-
tonces, ky = f(t, + h,yn + hks).

Ahora, se promedian las cuatro pendientes para determinar la pendiente que
se utiliza en el método, dando el doble de peso a las pendientes de los puntos
medios y se obtiene lo siguiente:

ky + 2ko + 2ks + Ky
m = G ,

(1.38)

con este promedio de pendientes se puede escribir la aproximacién de v, 1,

La adaptacién del método de Runge-Kutta a las ecuaciones con retraso
no es directa. Se utilizara un ejemplo sencillo para hacer notar la necesidad
de interpolar para obtener los valores del paso y,1 en ciertos intervalos.

La implementacién del método es casi idéntica al método normal para
EDO, sélo hay que utilizar restricciones en la forma de evaluar la solucién
dependiendo en qué intervalo se trabaje. La implementacion se realiza con-
siderando la siguiente ecuacion,

% =y(t—1), (1.40)

y(t) = g(t) —7<t<0. (1.41)
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14

oo
h h_ 2n ' T=Nh T+h
2

Figura 1.4: Esquema del método de Runge-Kutta para ecuaciones con retraso

En el intervalo 0 < ¢ < 7 no hay ninguna dificultad ya que y, es conocida
porque g(t) es conocida. Por lo tanto todas las pendientes k; con i = 1,2,3,4
pueden ser evaluadas adecuadamente. Sin embargo, en el intervalo 7 < t < 0o
veremos los valores explicitos de k; que son necesarios para aproximar y(7+h)
son:

k= y(r —7) = y(0),
h 1
k2:y<7+§—7>+§hy(0):y<
h 1 h h 1,
kg—y(T+§—T)+§hk2— (1+§>y(§)+1hy(0),

ks =y(T+h—7)+hks = y(h) + (h + %2> y <g> + ihi”y(o).

Lo primero que se puede notar es que para calcular ks, k3 v k4 es necesario

conocer el valordeyent = > el cual no es conocido porque el método calcula

los valores avanzando pasos de tamano h; en la fig. (1.4) se muestra que a
pesar de haber cédlculado los N valores anteriores de y, es necesario el uso
de la interpolacién, aqui sélo se mostré para el caso del método de Runge-
Kutta de cuarto orden, pero, cualquier método con fase interna necesita
usar interpolacién ya que usa puntos intermedios que no han sido calculados
anteriormente.

Los métodos de interpolacién mas usuales son los polinomios de Lagrange
y los polinomios de Hermite, los ltimos son mas usados ya que la derivada
en los puntos intermedios si es conocida.
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A continuacién por sencillez, se muestra como se usa la interpolacién de
Lagrange para aproximar la solucién en el punto desconocido. El polinomio
que se utiliza es el siguiente,

Liw) = > yili(x), (1.42)

donde L(x) es el polinomio resultante para aproximar el valor de la funcién
en z, los [;(x) son los polinomios de Lagrange y se definen de la siguiente
forma,

k
r— X
lz’ xTr) = J s 1.43
7=0
donde z; # x;. Ademads, todas las y; son conocidas ya que se han calculado
anteriormente.

En el ejemplo anterior, se puede aproximar la funcién y(%) como

()£ (t)

donde N equivale al nimero de puntos que se utilizan para interpolar y es
también el orden del polinomio interpolante. Los [;(£) se aproximan con los
puntos calculados anteriormente la interpolacion es de orden. El orden del
polinomio interpolante no debe ser muy grande ya que esto podria dar pie a
oscilaciones en la solucién entre punto y punto.

La forma de un /;(%4) asumiendo que N es par (esto no es una condicién
necesaria) es

l()(h)_ 5+H(E+Dh 5+ (5+2Dh - Fh

h
. 2
—Sh+ S +1)h —Sh+Z+2)h —Sh-Lh

2

(1.44)

Aqui sélo se escribe un polinomio de Lagrange para ilustrar como se ven,
hay N polinomios en total y se hace una combinacién lineal de ellos como se
muestra en la ec. (1.42).

En la ec. (1.44) se utilizan N/2 puntos hacia atrds y N/2 puntos hacia
enfrente del valor que se desea aproximar. El método de interpolacién de
Lagrange permite aproximar la solucién en los puntos intermedios con las
soluciones calculadas anteriormente, de esta forma, se resuelve el problema
de los puntos medios que no han sido calculados anteriormente.



Capitulo 2

Un primer modelo matematico
para describir la movilizacion

de CD34+

En este capitulo se describen las concentraciones de células madre he-
matopoyéticas utilizando un sistema de dos ecuaciones diferenciales. Solo se
toman en cuenta las células CD344 en el torrente sanguineo (¢;), las células
CD34+ en la médula 6sea (c,,,) v las inyecciones que seran representadas por
f(t). No se considera ninguna influencia de alguna linea celular. Se supone
lo siguiente:

= La concentracién en la médula dsea solo se ve afectada por las inyec-
ciones de G-CSF.

= La concentracion en el torrente sanguineo sélo es una proporcion de la
cantidad de células que hay en la médula ésea.

Las ecuaciones propuestas para este primer modelo son las siguientes:

dct_(t) = ﬁcm(t) — act(t) (2'1)

dt
de,(t)

w0 — (4 F0)enlr) — (1) (22)
donde el valor § indica la tasa de movilizacion de las células de la médula
Osea al torrente sanguineo, a representa como decae la poblacion del torrente
sanguineo, 1 es la tasa de crecimiento de las células en la médula ésea, v es
la tasa de decaimiento de las mismas y f(¢) es la funcién que representa el
estimulo causado por las dosis que se administren de G-CSF. Es importante
notar que 3,7, n son mayores que cero.
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Figura 2.1: Esta curva representa f(t) al dar 4 inyecciones con espaciamiento
de 1 dia entre ellas

2.1. Descripcién de f(t)

La funcién f(t) representa el efecto de las inyecciones de G-CSF que se
administraran al paciente. Esta funcion determina el coeficiente de crecimien-
to de la cantidad de células CD34+ dependiendo del ntimero de inyecciones,
la cantidad de G-CSF en cada inyeccion y el espaciamiento entre las dosis.
La funcién tiene la siguiente forma:

N

= t — (jto +1))?
f(t):;;/lexp( (w% ‘5;;,))3) (2.3)

donde n indica el niimero de dosis que se aplican en una serie, /N indica el
numero de series en que se aplican las n repeticiones de la dosis, t; representa
el tiempo entre los inicios de cada serie, A depende del tamano de la dosis y
w es el tiempo que dura el efecto de la dosis de G-CSF. Un ejemplo de como
se ve en el tiempo f(t) se muestra en la fig. (2.1).
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2.2. Puntos fijos del sistema

En esta seccién se encuentran los puntos cuasi estacionarios del sistema.
Para esto igualamos a cero las ecuaciones (2.1) y (2.2).

Bc;kn - OéC: = 07
(n+ f(t)c, —~(c,)? =0,

después se buscan los valores donde ambas curvas son cero (suponiendo que
f(t) tiende a cero muy rapido) lo cual da:

. _ Py
="
y
(N —¢,) =0,
* Ui
==,
f)/
considerando que f(t) — 0 el punto fijo distinto al (0,0) estd definido por
c = b (2.4)
Yo
* n
Cn = —. 2.5
-y (2.5)

2.3. Estabilidad del punto fijo no trivial

En esta seccion se muestra que el punto fijo no trivial es estable y las
soluciones convergen a este punto al suponer que f(t) = 0.

Cm

*
Cm

Las ecuaciones se pueden reescribir utilizando nuevas variables u =

y v = C—i Al utilizar u y v en las ecuaciones (2.2) y (2.1) se obtienen las
c

t
51gulentes ecuaclones:

0y (2.6)
dv

i alu —v) (2.7)
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Para conocer la estabilidad del punto fijo (1, 1), linealizamos el sistema
compuesto por las ecuaciones (2.6) y (2.7) alrededor del punto (1,1), para

esto se utiliza que,
U U

donde J representa la matriz de Jacobi. Después, se evalia el jacobiano en
el punto fijo,

ou ov — 0
_ (1,1) 11 | _ n
ou (11) ov (L)

y se calculan los valores propios utilizando el polinomio caracteristico asocia-
do a esa matriz, el cual tiene la forma,

(—n = A)(—a—A) =0, (2.10)

de donde se obtienen los valores propios & = —n v & = —a por lo tanto el
punto fijo (1,1) es estable.

2.4. Estimacién de los parametros

Para estimar los pardmetros se utiliza un script escrito en el lenguaje
Python. Con éste se resuelven las ecuaciones numericamente utilizando el
método de Runge-Kutta para una gran variedad de pardmetros, donde « (el
decaimiento de la concentracién en el torrente sanguineo) se considera de
mediciones anteriores, 5 fue estimada intentando hacer el mejor ajuste a la
curva experimental (ver fig. (2.4)), v se obtuvo de [1], w (el tiempo que dura
el efecto del factor estimulador) fue obtenido de la informacién acerca del
farmaco, y la amplitud A se hizo variar en la mayoria de las veces.

Los parametros utilizados que mejor se ajustaron a los datos fueron los
siguientes:

n o= é dia=!.

£ =0.05dia".

v =1 dfa”h.

w = 3.5 horas.

A variable la mayorfa de las veces y se mide en dia~!.
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2.5. Soluciones numéricas del modelo

Las curvas que se obtienen al resolver numericamente las ecs. (2.2) y
(2.1) se muestran en las figuras (2.2) y (2.3), respectivamente. Vemos que al
variar la amplitud del G-CSF (A) en las dosis administradas no hay ningin
cambio cualitativo, y en la fig. (2.4) se observa la curva mejor aproximada con
las ecuaciones a los datos experimentales donde se utilizaron los parametros
mencionados anteriormente con A = 2.2dfa™!.

500

A1 ——
As1.4 —
450 | Al B ——
As1.8 ——
A=2
400 |
o
S 350 |
o I
E |
g 300 |
; f\
4 |
S 250 |
S |
200 | N\
NN
150 | Ej\:j“
100 Ld ' ' ' -
0 5 10 15 20 25 30

dias

Figura 2.2: Cantidad de células CD34+ en la médula 6sea durante y después
del tratamiento de 4 inyecciones separadas 1 dia al variar A en la ec. 2.2
suponiendo 100 células/ul como el estado basal.

Las diferencias entre los datos experimentales y la curva obtenida re-
solviendo numéricamente las ecuaciones (fig. (2.4)), son evidentes. Una de
ellas es la forma de crecer, esto se debe a que la maduracion de las células
no esté considerada en el modelo (ésta no se considera por ser una primera
aproximacién). Otra es que al parecer, al dia 5 se llega a un méximo, es decir,
después de 4 inyecciones, el modelo no considera esta saturacion observada
en los experimentos de [1]. En estos experimentos se dan distintas dosis por
siete dias consecutivos, lo tinico que ellos observan es que en el quinto dia
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Figura 2.3: Soluciones numéricas de la ecuacién 2.3 durante y después del
tratamiento al variar la amplitud de las inyecciones

hay un maximo de concentracién sin importar que se inyecte en los dos dias
posteriores.

Algo que hay que destacar es que segin Lorenzini [1], la médula désea
tiene un sistema de regeneracion muy rapido, es decir, regresa a su equilibrio
bastante rapido (25 dias aproximadamente) y en la fig. (2.2) podemos notar
esa rapidez con que se llega al estado de equilibrio que es de aproximadamente
100 células/pl.

2.6. Analisis de los resultados obtenidos

Algo que podemos observar es que al tener amplitudes muy grandes en la
funcién f(t), es decir, grandes cantidades de G-CSF inyectadas al paciente, la
médula se ve forzada a reestablecer el equilibrio de una forma muy rapida y
por lo tanto, tal vez tener un mayor desgaste, esto se observa en la fig. (2.2).

Otro detalle importante que se observa en la fig. (2.5) es que a bajas dosis
de G-CSF' y poco espaciamiento entre repeticiones de éstas se puede obtener
un gran numero de células circulantes, que es uno de los objetivos ya que se
necesita tener un gran nimero de CD34+ para regenerar tejidos danados (en
este caso el higado).
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Figura 2.4: Comparacion entre la curva experimental con una solucién
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Figura 2.5: Células CD34+ circulantes en el torrente sanguineo al aplicarse
bajas dosis de G-CSF con distinto espaciamiento entre las dosis
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2.7. Conclusiones acerca de esta primera apro-
ximacién

La realizacién de este primer modelo abre un panorama de los alcances
que tendria un modelo mucho mas acertado acerca de esta dinamica de con-
centraciones celulares en la médula y en el torrente sanguineo. Lo que se
puede tomar en cuenta del modelo es que sugiere nuevas formas de aplicar
el tratamiento, ya que se puede mantener un nivel mas alto y relativamente
estable de células CD34+ circulando en el torrente sanguineo, esto tal vez
se pueda realizar sin forzar la médula désea, dando bajas dosis de G-CSF ver
fig. (2.5).

Es necesario modificar el modelo para describir la razén de que el maximo
de concentracién se sitie en el quinto dia como dice [1], se cree que esto se
debe a un mecanismo de saturacién pero algo curioso es que no importa la
cantidad de G-CSF que se inyecte, los maximos de concentracion reportados
por Lorenzini, et. al. siempre son alcanzados el quinto dia.

La primer modificaciéon que se buscara serd introducir el tiempo de ma-
duracién porque se cree que deben formar parte del mecanismo de saturacién
de la médula ésea. Las carencias del modelo no permiten describir la razén

de

2.8. Analisis del modelo logistico con un término
con retraso

En la esta seccién se muestra un analisis al hacer una pequena modi-
ficacion a las ecuaciones, tomando en cuenta un retraso en el término de
crecimiento que representa el tiempo de maduracién en la ec. (2.2):

den,(t)
dt

=+ f()em(t — 1) = vep, (1), (2.11)

donde 7 representa el tiempo de maduracion de las células CD34+ en la
médula 6sea.

Se propone un andlisis para ver si la ec. (2.11) tiene una bifurcacién al
variar los pardametros. El interés en la bifurcacion radica en que la mayoria
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de los sistemas bioldgicos muestran multiestabilidad y en particular en este
sistema una solucién oscilatoria seria el comportamiento més logico para la
variacién de una poblacion de células.

Reescribiendo la ec. (2.11) con una variable adimensional U,, = €= donde

el punto fijo U* = 1 tenemos:

T Ut =)~ U(0). (2.12)

Se linealiza alrededor del punto fijo, proponiendo,
Un(t) =€(t)+1

encontramos,

de

=
donde €, := €(t — 7). Por ser una ecuacién lineal se propone €(t) = e y se
sustituye en la ec. (2.13),

n(e, — 2e), (2.13)

A=n(e™ —2), (2.14)

sustituyendo un complejo A = = + iy tenemos que
x4 1y =ne T(cosTy — isenTy) — 21,
y separando partes real e imaginaria se llega al siguiente par de ecuaciones:
x=ne T cosTy — 21, (2.15)

y = —ne T senTy. (2.16)

Ahora, si se busca encontrar una solucién con parte real cero, para que
ésta oscile alrededor de un valor con amplitud constante, se iguala x = 0 y
se obtiene una condicién en la ec. (2.15),

2 = cos(Ty),

la cual no se puede cumplir, por lo tanto, no existe una solucién oscilatoria y
entonces, no hay una bifurcacién al dejar fijo el pardmetro n y variar el tiempo
de maduracion. Por esta razon, se abandonara la idea de un modelo logistico
simple, ya que no tiene ninguna sensitividad al efecto de la maduracién.
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Capitulo 3

El modelo de Mackey y Glass
de hematopoyesis

En este capitulo se estudiard un modelo propuesto en 1977 por Mackey y
Glass [3], este modelo se propone originalmente para describir la produccién
de leucocitos, donde el retraso considera el tiempo de proliferaciéon de estas
células. En esta seccion se buscara adaptar el modelo a la produccién de
células madre en la médula o6sea.

El modelo propuesto por Mackey y Glass es el siguiente,

dc' om
e (3.1)
donde C' (C; se utiliza para C(t — 7)) representa la concentracién de célu-
las, B la tasa de crecimiento, m determina la sensibilidad en el crecimiento
dependiente del valor actual de la concentracién, # més adelante se vera que
es el valor de la concentracion en el estado estacionario, y ¢ la tasa de de-
caimiento. La razén de que en el término de nacimiento haya una funciéon de
ese tipo es: que podemos escalar de una forma sencilla el crecimiento de la
poblacion.

Esta ecuacion tiene distintas caracteristicas interesantes: una es que toma
en cuenta la maduracion de las células con un retraso; otra es que al aumen-
tar el retraso dejando los otros parametros fijos, se obtienen bifurcaciones,
que van de una solucién estable que se convierte en una solucién periédica
y después se obtiene un régimen aperiédico. Por ultimo, incluir el retraso

31
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permite entender la razén de que pasando cierto nimero de inyecciones ya
no haya reaccion en la médula.

En las siguientes secciones se estudia el modelo como fue propuesto por
Mackey y Glass, y después se hard una adaptacién al problema de la produc-
cién de células madre en la médula dsea.

3.1. Estado estacionario de la ecuacion de Glass

y Mackey
Primero se busca el valor de C en el estado estacionario:
em
— (" = gC™.

Eliminando C* de ambos lados y despejando C* se obtiene,

cr=o(2) " (32)

En el articulo original de Glass y Mackey [3] se utilizan los siguientes
pardmetros, 3 = 0.2 por dfa, g = 0.1 por dia, § = 1.6 x 10'° células/kg y
m = 10, escogen los parametros de tal forma que 6 sea el valor de C' en el
estado estacionario y se ajuste a datos experimentales obtenidos en “Clinical
Hematology” de M. M. Wintrober (1976).

3.2. Tiempo de maduracién critico para que
haya una bifurcacién

Para ver si es posible encontrar un estado periédicamente estable utili-
zando los pardmetros propuestos por Mackey y Glass se linealiza (3.1).

Para linealizar, se propone una funcién €(t) := C' —C*, llamando H(C) :=
em
M—m, con lo cual

© = BH(C") + H(C)C)e — ge (3.3)
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Al escribir f = 2¢ y sustituir los valores de C* = 6 y m = 10; se obtiene

d
d—; = —4ge, — ge.

Por ser una ecuacién lineal se propone una solucién del tipo e* y se obtiene
AN = —4gel ™ — ge'.
Eliminando el término comiin e y escribiendo A\ = z + iy, tenemos
x4 iy = — [4ge” ™ (cos(ry) — isen(ry)) + g

Separando partes real e imaginaria, tenemos

xr+ g = —4ge " cos(Ty), (3.4)
y = 4ge” " sen(1y). (3.5)
Para estudiar la bifurcacién el caso interesante es x = 0. Al sustituir z = 0
se obtiene,
g = —4gcos(Ty) (3.6)
y = 4gsen(y) (3.7)
Dividiendo (3.7) entre (3.6) se obtiene,
Yy
tan(ty) = —=. (3.8)
g

., . m Y :
De esta ecuacion se puede deducir que 5 < Ty < T ya que —= es siempre

negativa para y mayor que cero y la tan(ty) va de —oo a 0 en el intervalo
g < 1y < m. De las ecuaciones (3.6) y (3.7) se puede obtener otra condicién;

al elevar al cuadrado ambas y sumarlas se obtiene
(49)*(cos*(ry) + sen®(ry)) = g* +y”,

(49)* = ¢* +¢*. (3.9)
De las ecuaciones (3.8) y (3.9) se puede obtener el tiempo de maduracién
critico para que exista la bifurcacion de Hopf (7). Para esto se deja fijo
g = 0.1 y variando 7 como el pardmetro de bifurcacién. De la ec. (3.8)
podemos obtener 7. como aquel valor que la satisfaga con y = v/15¢. Para
obtener 7, se sustituye el valor de y en (3.8) y se hace variar 7 de 4 a 8 dias,
al sustituir los valores se obtiene 7, =~ 4.71.
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Ahora, de vuelta a las ecuaciones (3.4) y (3.5) podemos ver que si 7 = 0,
xr < 0yy=0,por lo cual tenemos una soluciéon estable, entonces, se varia 7
de 0 a 7. y obtener la bifurcacién que se buscaba.

En el articulo original de Mackey y Glass [3] se propone un tiempo de
maduraciéon de 6 dias, para este tiempo de maduracién se puede obtener
una frecuencia de oscilacién aproximada utilizando las ecuacién (3.8). Para
obtener la frecuencia de oscilacién se grafican las curvas tan(6y) y —10y en la
fig. (3.1(a)) para encontrar el valor de y en la interseccién de estas curvas. El
valor que se obtiene al ver la interseccién en la fig. (3.1(a)) es de y = 0.313284.

De esta forma se ha mostrado que es posible encontrar una soluciéon pe-
riédica al linealizar alrededor del punto fijo de la ec. (3.1) y se ha estimado
el valor de la frecuencia de oscilacion en la linealizacion. El periodo asociado
a esta frecuencia es de aproximadamente 20 dias, lo cual se puede observar
en la siguiente seccién en la fig. (3.2(b)).

3.3. Soluciones de la ecuacion de Mackey y
Glass

En esta seccién se muestran algunas soluciones de la ec. (3.1). En las
figuras (3.2(a)), (3.2(b)) y (3.3) se puede observar una gran variacién en
el comportamiento de las soluciones dependiendo del valor del tiempo de
maduracién: en la fig. (3.2(a)) hay una solucién estable, en la fig. (3.2(b))
hay una solucién oscilante, con un periodo de aproximadamente 22 dias;
y al aumentar mucho el tiempo de maduracién fig.3.3 podemos observar
soluciones aperiodicas. Estas graficas sugieren que el tiempo de maduracion
sera crucial en la dinamica de la concentracion de células madre.

Las caracteristicas del modelo motivan a seguir en el estudio del com-
portamiento al incluir el efecto del factor estimulador de colonias y de esta
forma obtener una dindmica comparable a la observada en [1, 2].

Al ver estas soluciones, se supone que este modelo se apega mucho mas
a lo que uno espera de un sistema biolégico en comparaciéon al estudiado en
el capitulo anterior. Este tipo de sistemas exhiben multiestabilidad; por lo
tanto, al ver que este modelo tiene bifurcaciones, parece un buen candidato
para el estudio de concentraciones de las células.
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Figura 3.1: (a) Curvas tan(6y) y 10y (b) Acercamiento para identificar el
punto de interseccion.
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Figura 3.2: Soluciones de la ec. (3.1) con distintos tiempos de maduracién
con =02y g=0.1.
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Figura 3.3: Solucion de la ec. (3.1) con 7 =20, 5 =02y g =0.1.
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3.4. Modificacién de los parametros para el
estudio de las células madre hematopoyéti-
cas

Para adaptar el modelo al estudio de las células madre hematopoyéticas,
se busca una combinacién de los pardmetros 5y ¢ en la ecuacién (3.1) tal
que con un tiempo de maduracién de 4 dias se obtengan oscilaciones en las
poblaciones y no un equilibrio estable.

Se supone que la poblacién de células madre hematopoyéticas obedece
el mismo tipo de dinamica, ya que los glébulos blancos se derivan de ellas.
En las figuras (3.4(a)) y (3.4(b)) se puede ver que las soluciones van a un
equilibrio cuando 7 = 2 dias y cuando 7 = 4 dias oscilan con un periodo
de aproximadamente 14 dias. Para estos calculos se utilizan los valores de
B8 =04y g=0.2 larazén de esto es que permite seguir utilizando # como
el estado estacionario y ademas se tiene un mayor rango de 7 para los cuales
se tienen oscilaciones.

3.5. Soluciones numéricas incluyendo el efec-
to del G-CSF

En esta seccion se discuten los resultados que se obtienen al simular las
inyecciones como se habia propuesto en el primer modelo del segundo capitulo
en la ec. (2.3), lo primero que se mostrara es que pasa al variar el nimero de
inyecciones.

Se resuelve numéricamente la ec. (3.1) utilizando el comando dde23 de
Matlab. Este comando utiliza un método de Runge-Kutta para integrar la
ecuacion diferencial con retraso, el 23 que presenta el comando se refiere
a una comparacion que hace entre la integracién a tercer orden y segundo
orden, en caso de que esta diferencia sea pequena se utiliza el método de
menor orden para ahorrar tiempo de computo. La adaptacion del método
ya fue analizada en el primer capitulo, donde se mostrd la importancia de
un método de interpolacion, este método en particular utiliza interpolacion
de Hermite. Los valores de 3 y ¢ se quedan fijos y son 8 = 0.4 dia! y
g = 0.2 dia™?t, el G-CSF tendrs una amplitud de 1.2 dia~!, lo cual se estima
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Figura 3.4: Soluciones con distintos tiempos de maduracién con g = 0.4 y
g=0.2enlaec. (3.1).
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Figura 3.5: Variacién del niimero de inyecciones con un tiempo de maduracién
T=4.

suponiendo que la poblacién aumenta hasta 2.5 veces el estado basal [10]. El
unico valor que se hard variar es el tiempo de maduracion.

La modificacién al modelo es sencilla y la ecuacion queda de la siguiente
forma;

dC o

— =8+ f(t))WCT —gC. (3.10)

3.5.1. Variacion del niimero de inyecciones

En las figuras (3.5) y (3.6) se puede ver cémo varfan las soluciones de
la ec. (3.1) al variar el nimero de inyecciones. Es notable que no hay una
gran variacion al aumentar el nimero de inyecciones mas alla de la parte
entera de 7 4+ 1, esto se debe a que la reaccion de la médula ante grandes

concentraciones tiene un retraso asociado por el tiempo de maduracion, y la
ek

funcién o CF es muy sensible a grandes concentraciones.
T

Para mostrar claramente la saturacién aparente en la médula dsea se gra-
fican las amplitudes maximas contra el nimero de inyecciones, en las figuras
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Figura 3.6: Variacién del nimero de inyecciones con un tiempo de maduracion
T =6.
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(3.7(a)), (3.7(b)) v (3.7(c)), donde, se ve como depende la concentracién
maxima del nimero de inyecciones al variar el tiempo de maduracion.

Es ahora evidente, que el tiempo de maduracion define el nimero de
inyecciones que tendran efecto en los pacientes. Esto responde a la pregunta
de por qué en el articulo de Lorenzini et al. [1] se muestran picos en el quinto
dia, sin importar que se haya inyectado el sexto y séptimo dia. Este punto es
de gran importancia, ya que no solo se ha predicho la forma cualitativa del
crecimiento de forma correcta sino que también se ha encontrado la razén
aparente de que haya una saturacion en la médula.

3.5.2. Variaciéon del periodo de repeticiéon entre series
de dosis

Es interesante analizar cual es el papel que tiene el periodo de repeticion
de series de dosis. Ya que en el protocolo planteado en el HIPAM se pensaba
repetir la dosis cada 30 dias, en esta seccién se busca explicar el compor-
tamiento de la concentracion de células hematopoyéticas al tener distintos
periodos de repeticion.

Si se consideran series de dosis cada mes como se proponia inicialmente
en el protocolo. Los resultados se muestran en la figura (3.8), se puede ver
que la concentracién maxima de los siguientes intervalos de inyecciones no
son iguales, lo que nos lleva a la pregunta, ;jcudl es el periodo 6ptimo de
repeticion entre series de dosis?

Para esto se realizan distintas simulaciones variando el periodo. En las
figuras (3.9(a)) vy (3.9(b)) podemos ver que hay periodos para los cuales
las concentraciones alcanzan maximos mas pronunciados y eso depende del
periodo de oscilacion natural de la médula. Por lo tanto, esto sugiere que
debe haber un periodo 6ptimo entre series de inyecciones para maximizar la
concentracion de células.

Se puede escoger un periodo de repeticion de series de dosis como en la fi-
gura (3.10), donde vemos que la amplitud después de cada serie de inyecciones
parece mantenerse fija y de esta forma asegurar un mejor aprovechamiento

del G-CSF.

Se puede observar en las graficas que el periodo éptimo entre repeticion de
inyecciones es el que coincide con el periodo de oscilacion de la concentracién
en la médula. En la siguiente seccién se dard un argumento analitico del
porqué es éste el periodo éptimo.
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Figura 3.7: Concentraciones maximas normalizadas al variar el nimero de
inyecciones con distintos tiempos de maduracion.
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Figura 3.8: Series de inyecciones espaciadas cada 30 dias con 7 = 4 dias

3.6. Resonancia entre la frecuencia de oscila-
cion natural de la médula 6sea y la fre-
cuencia entre series de inyecciones

Se ha visto que se da un fenémeno de resonancia en la concentracién
de la médula al inyectar con una frecuencia especifica, es decir, tenemos
una amplitud de oscilacién que crece al inyectar con cierta frecuencia; este
fenémeno también se puede observar en otros sistemas, por ejemplo en cir-
cuitos eléctricos. A continuacién se mostrara analiticamente la razén de que
a cierta frecuencia se dé este fenémeno.

Primero, se considera la ecuacién linealizada ec. (3.3) al sumarle una per-
turbacion; la perturbacion representa el efecto de las inyecciones. La ecuacion
de Mackey y Glass linealizada se reescribe como:

d
= = _4ge, — ge+ h(2). (3.11)
dt
La funcién h(t) se escoge de tal forma que sea siempre positiva y tenga el
mismo periodo que la oscilacion de células en la médula ésea,

h(t) = Acos? (“’5) . (3.12)
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Figura 3.9: Variacion del periodo entre series de inyecciones con distintos
tiempos de maduracion.
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Figura 3.10: Repeticién de 4 series de inyecciones cada 15 dias

En la fig. (3.11) podemos observar una muestra de h(t) en donde se ve que

2m
el periodo de oscilacion es de —, aproximadamente 14 dias. Se escoge esa
w

C
forma de h(t) porque la frecuencia y el periodo estan bien definidos. También
se supone que w, es la frecuencia natural de oscilacion de la médula Osea.

Para resolver (3.11) se usa la transformada de Laplace,

(t) = /C et é(s)ds, (3.13)

donde, €(s) = L(€)(s) es la transformada de Laplace de e. Ahora al sustituir
(3.13) en (3.11) se obtiene

/se“%(s)ds = —4g/ e“e”é(s)ds—g/ e“%(s)ds—l—/ e*th(s)ds,
c c c c

de donde se obtiene la siguiente ecuacién algebraica para €(s):
sé(s) = —4ge™Té(s) — gé(s) + h(s).
Despejando €(s), tenemos

h(s)
s+ g(de=sm+ 1)

&(s) = (3.14)
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Figura 3.11: Gréfica de h(t) con w. = 0.4488 dia~' que da aproximadamente
un periodo de 14 dias.

Ahora se calcula la transformada de A cos? (wzct), recordando que las trans-
formadas de Laplace cumplen en general,

L(f')(s) = sL(f)(s) = f(0). (3.15)

w2

Utilizando h'(t) = —w.sen(w.t), L(A')(s) = _s#riuﬁ y la (3.15) se obtiene

oo

w

sL(h)(s) — h(0) = :

$2 +w?’

Dado que h(0) = 1, al despejar L£(h)(s) se obtiene

L()(s) = 5t

rEa (3.16)

Ya que se ha calculado la transformada de Laplace de h(t) podemos invertir

é(s):
4@:44 (74 5) ds. (3.17)

s?+w2) (s + g(de™ +1))

El cociente tiene dos polos dobles en s = +iw,.. Ya que se supone que w,
es la frecuencia de oscilacién natural en la médula, es decir, una solucién de
s+ g(de™" +1).
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Definiendo las siguientes funciones,

et (s? + we)
mis) = T

n(s) = (s° +w?)(s +4g(e™" + 1)),
et(s? + %2)

o= @t v a1y

Ahora, para resolver (3.17), se escribe la férmula del residuo para un polo

doble [11]:

T ) T3 ()

y el residuo de un polo simple,

e

Ahora, se calculan las derivadas y se evalian en los polos,

Res (T,zt)) _ o (z0)  2m(z0)n"(z)

m/(iw.) = %ei“’ct(t +1);
m'(—iw.) = %e’iwct(l —t);
n'(iw.) = n'(—iw.) = 0;
n"(iwe) = 4iw.(1 — gre™ ™) + 2g(e™™7 + 1);
n"(—iw,) = —4iw.(1 — gre™T) 4+ 2g(e™™ + 1);

: 3
n" (iwe) = 4gTe” ™ (iw.T — 5) + 2w, + 4;

- 3
n" (—iw,) = —4gTe’" (iw.T + 5) — 2iw, + 4,

Al utilizar la féormula del residuo para el polo doble, podemos obtener la
siguiente expresion,

R (m 00) iwee™e(t+1)
es(—,iw,) = — : .
n’ diw,(1 — gre=eT) + 2g(e~weT 4 1)
1 wee™et(4gTe e (wer + 31) + 2w, — 40)

— A - 3.18
+ 3 (4iw.(1 — gre=weT) + 2g(e=wem 4 1))2 ( )
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En el primer término del lado derecho hay una exponencial compleja multipli-
cada por t, es decir, este es el término resonante. Esta solucion es oscilatoria
y su amplitud aumenta en el tiempo.

El residuo en s = 0 es una constante que no afecta la forma funcional
de la solucion. Como el fin era mostrar la resonancia en esa frecuencia en
particular no se simplificara el resultado. Esta resonancia es justamente por
el polo doble, tal cual se ve en la ecuacién de un oscilador resonante.

3.7. Modelo de interés clinico

En el modelo de Mackey y Glass se puede hacer una modificacién para
incluir la poblacién de globulos blancos. La inclusién de células en el torrente
sanguineo no se lleva a cabo, ya que se supone que tan sélo es una proporcion
de las células madre hematopoyéticas en la médula 6sea y tienen la misma
dindmica. Es importante recalcar que el efecto del factor estimulador es mas
notable en el aumento de glébulos blancos y por esta razén cuando se incluya
el efecto del G-CSF en los glébulos blancos tendrd un mayor efecto en el
crecimiento de la poblacion por medio de la amplificacién.

Se modifica la ecuacién de Mackey y Glass agregando una dependencia
en los glébulos blancos (W) en el término de pérdida; al aumentar la can-
tidad de globulos blancos, disminuye la diferenciacién, y si hay escasez de
glébulos blancos, muchas mas células hematopoyéticas entran en el proceso
de diferenciacion. El sistema acoplado tiene ahora dos tiempos de madura-
cion incluidos, el de las células madre con el que se ha venido trabajando y el
de los glébulos blancos que es el tiempo que tardan en salir de la médula dsea
al torrente sanguineo (aproximadamente 2 dias al amplificarse). El sistema
resultante es:

dC om b

. S s T 1
dt 6C;n+9m0ﬁ gb+WC’ (3.19)
dW b

— =Alg—— — pW. 2
dt {gbwvcﬁ] i (8:20)

Aqui los pardmetros de la primera ecuacion tienen el mismo significado que
antes, b es un factor que escala la diferenciacion de células madre hemato-
poyéticas a glébulos blancos, A’ es la amplificacién que se da en el proceso de
diferenciacion de células hematopoyéticas a glébulos blancos, y u es el factor
de decaimiento de los glébulos blancos circulantes en el torrente sanguineo.

Al conocer aproximadamente el tiempo de circulacién de los leucocitos,
podemos estimar p, la cual se deja fija con el valor de %; b se propone como
la cantidad basal de leucocitos y se variard A’ en los calculos numéricos.
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3.7.1. Ecuacion para las concentraciones normalizadas

Para facilitar la implementacién numérica, haciendo uso de cantidades

C W
conocidas, como 6 y b, se propone el cambio de variables u = 7 y U= 7
Entonces se reescriben las ecuaciones (3.19) y (3.20) como,
du Ur, u
— = — , 3.21
dt b I+ 91 + v ( )

dv , (0 Unp,
%—Ag(g) (1—i—v) . (3.22)

Para simplificar las ecuaciones se aproxima el cociente entre ¢ y b como la
diferencia de los 6rdenes de magnitud entre la cantidad de glébulos blancos
circulantes y la cantidad de células madre hematopoyéticas. Estos érdenes
de magnitud estan en la misma escala que el factor de amplificacién A. La
aproximacién que se hace es

A=A~ ~2n, (3.23)

donde n representa un entero. El niimero es par ya que la proliferacién se
lleva a cabo mediante division célular.

Sustituyendo (3.23) en (3.22), se obtiene una ecuacién un poco mas sen-

cilla,
dv U
2V Ago
gl + v

— po. (3.24)

3.8. Solucién numérica del modelo de interés
clinico

El sistema definido por las ecuaciones (3.21) y (3.24) se resuelve numéri-
camente. La diferencia de las soluciones al variar A en la ec. (3.24) se muestra
en la figura (3.12).

Al ver la figura (3.12), es razonable pensar que el pardmetro que se ve
afectado al inyectar G-CSF es precisamente la amplificacion de las células, y
es por eso que la cantidad de leucocitos crece tanto. El gran crecimiento de
glébulos blancos se debe a que el factor estimulador actia directamente sobre
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Figura 3.12: Variacién del factor de amplificacion.

esa linea celular, sin embargo, se busca equilibrar este gran crecimiento de
glébulos blancos con el crecimiento de células madre hematopoyéticas para
obtener una maxima concentracion de células madres circulantes y no tantos
glébulos blancos porque podria resultar peligroso.

Al incluir el efecto del factor estimulador, en principio se piensa que el
mismo mecanismo de resonancia se dara, por lo tanto, se inyecta en un pe-
riodo que se aproxima al periodo de oscilacion natural observado en la fig.
(3.12). En la fig. (3.13) se puede notar que las células madre no entran en
resonancia y son dominadas por el crecimiento de los leucocitos. Por lo tanto,
el periodo ideal para repetir series de inyecciones no parece ser el tiempo de
oscilacion natural de las concentraciones.

Después de variar bastante el periodo de inyecciones para encontrar el
periodo éptimo, se llega a la conclusion que el periodo 6ptimo es dependien-
te de la relajacién de las concentraciones, ya que para obtener el maximo
crecimiento en la concentracién de células madre es necesario que ambas
concentraciones se vuelvan a acercar al estado basal. En la fig. (3.14) pode-
mos observar como al separar las inyecciones cada 25 dias obtenemos grandes
efectos en ambas concentraciones. Se tiene que estudiar a fondo como es que
se da el fenomeno de resonancia en este sistema, ya que podemos ver que
no es la resonancia comun encontrada en la ecuacion que describia sélo a la
concentracion de células madre en la médula dsea.
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Celulas madre y celulas hlancas con Tau=4, variando el tiempo entre dosis
35 T T

—3C 18
WBC 15

P ——=5Ei30
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Figura 3.13: Soluciones numéricas con T' = 15 y T" = 30 para el modelo
acoplado con A = 4.

3.9. Distintos escenarios para el modelo aco-
plado

La experiencia clinica y de laboratorio no ha aportado a la fecha datos
del efecto de la repeticién de aplicacién del factor estimulador de clonias de
ganulocitos sobre los parametros del problema que se ha estudiado.

Para estudiar este tipo de efectos es necesaria mayor experimentacion.
Para predecir los posibles resultados experimentales usaremos el modelo 3.24
y estudiaremos cambios posibles en los parametros de las ecuaciones por la
accion repetida de las inyecciones. Al no conocer el mecanismo bioldgico no
escribiremos ecuaciones para la evaluacién temporal de ello sino probaremos
el efecto de varias evoluciones posibles sobre las soluciones con inyecciones.

Por lo tanto, intentaremos dar una guia de qué podria pasar si el efecto
del G-CSF fuera un poco mas extendido de lo pensado y que pasaria si el
estado basal en las células madre hematopoyéticas disminuyera mientras la
amplificacion de los glébulos blancos aumentara para compensar y mantener
el mismo estado basal.
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Figura 3.14: Solucién numérica del sistema acoplado con T" = 25 repitiendo
2 veces la serie de inyecciones.

3.9.1. Efecto extendido del G-CSF

El primer caso se refiere a un efecto extendido del G-CSF, el cual se puede
observar en las gréaficas (3.15(a)) y (3.15(b)).

Es notable que cuando la duracién del efecto es muy grande, se tiene
resonancia con amplitudes bajas, porque el efecto extendido disminuye la
amplitud del factor estimulador. Esto no se ha observado clinicamente, pero
es una posibilidad acerca del efecto que pudiera tener el factor estimulador
al ser inyectado en grandes cantidades.

3.9.2. Variacion en los estados basales de células he-
matopoyéticas y glébulos blancos

Ahora se plantea el problema de que el estado basal de las células madre
hematopoyéticas se vea afectado por la repeticion de las dosis, es decir, que
haya menor proliferaciéon de células madre. Al mismo tiempo, el factor de
amplificacion A se ve aumentado para conservar su estado base.



o4 CAPITULO 3. EL MODELO DE MACKEY Y GLASS

25 T T T

T
HESC A=4

———WEC A4
G-CSF

0 il a0 &0 E] 100 120 140 160 180 20
tismpa (dias)

(a) Tiempo efectivo de G-CSF 45 dias
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(b) Tiempo efectivo de G-CSF 30 dias

Figura 3.15: Variacién de la duracién del efecto del G-CSF.
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Esto presenta un problema, ya que las mediciones se llevan a cabo en
la sangre periférica y no en la médula ésea. Esta es la dificultad de prede-
cir el comportamiento, y por esta razén sélo se muestran gréficas donde se
varie la pendiente con la que decae el estado estacionario de células madre,
conservando el estado basal de los glébulos blancos.

En las figuras (3.16(a)) y (3.16(b)) podemos ver como las inyecciones
podrian esconder el decaimiento del estado basal de células madre y un cam-
bio en la forma de regular el sistema de la médula podria mantener el estado
basal de los glébulos blancos sin cambio alguno. Este escenario seria tal vez
del que mas cuidado se deberia tener al hacer las mediciones, ya que seria
imposible de detectar sin hacer una recoleccion de médula o6sea.

Al plantear estos escenarios, se intenta tener un panorama amplio de la
gama de posibilidades por las cuales podria pasar un paciente al ser sometido
al tratamiento propuesto. Asi es posible plantear experimentos para probar
ciertas hipétesis y asi descartar aspectos del modelo o reforzarlo proponiendo
nuevos términos.
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Figura 3.16: Variacién del decaimiento del estado basal de las células madre.



Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado que es crucial entender un fenémeno
biolégico por completo para poder proponer modelos que se apeguen a la
realidad. Un ejemplo de esto es la imposibilidad del modelo logistico de ex-
plicar la saturaciéon que hay al inyectar muchas veces el G-CSF. Si se toma
en cuenta que no es posible obtener una solucion oscilatoria al agregar el
retardo debido al tiempo de maduracién , podemos eliminar por completo la
idea de utilizar este modelo, ya que éste no es compatible en absoluto con la
idea de que las poblaciones de células oscilan alrededor de un estado basal.
Por las razones ya expuestas el estudio de modelos logisticos fue dejado a
un lado. A pesar de que el modelo logistico no describa el comportamiento
cualitativo de la concentracién de células madre hematopoyéticas, permite
entender las escalas de los parametros, lo cual fue de mucha utilidad en los
modelos posteriores.

Respecto al modelo de Mackey y Glass se obtuvieron los siguientes re-
sultados interesantes. El primero de ellos es la capacidad de describir por
qué hay cierto nimero de inyecciones para las cuales no hay ningin efecto
visible del factor estimulador de colonias; como se explicé en el tercer capitu-
lo, esto se debe al tiempo de maduracion de las células madre, lo cual puede
explicar los méximos observados en distintos dias en [1] y [2].

Otro resultado obtenido del modelo de Mackey y Glass es el espaciamiento
optimo entre series de inyecciones, donde después de variar el periodo de
repeticién, se descubre numéricamente que el periodo éptimo es aquél que
sea igual que el periodo natural de oscilaciéon de la concentracion de las
células madre; més aun, se mostro analiticamente la razon de que esto suceda.
Entonces, en el caso hipotético de que se encuentre un factor que sélo tenga
influencia sobre la producciéon de células madre, podra estudiarse el efecto
con el modelo de Mackey y Glass sin acoplamiento a otras lineas celulares.

57



o8 CONCLUSIONES

Este par de descubrimientos muestran la importancia de este modelo.
En el articulo donde fue expuesto por primera vez [3], sélo se menciona
que este tipo de modelos seran de utilidad para describir mecanismos de
hematopoyesis sin ahondar en su analisis. Estudidndolo a fondo se pueden
encontrar caracteristicas realmente interesantes de los posibles mecanismos
de la médula ésea al producir células madre hematopoyéticas.

Al acoplar una ecuacién de glébulos blancos al modelo de Mackey y Glass,
se puede describir una variacién de la concentracién de leucocitos debida a
las inyecciones de G-CSF y a la diferenciacion de células madre en leucocitos.
Al parecer, los maximos de las concentraciones de globulos blancos y células
madre estdn fuértemente relacionados.

Se descubre también que tal vez no sea posible mantener un alto nivel de
células madre hematopoyéticas y un nivel relativamente cercano al basal en
los globulos blancos, lo cual sugiere hacer estudios del comportamiento de
los glébulos blancos después de varias dosis de G-CSF. El periodo de optimi-
zacion de repeticion de series de dosis, se encuentra como aquél que permite
una relajacién total de ambas concentraciones (leucocitos y células madre
hematopoyéticas). Esto se debe a que el efecto de crecimiento dominante se
da sobre los globulos blancos y no sobre las células madre hematopoyéticas.

En el capitulo 4 también se muestran distintos escenarios, de donde se
puede concluir que, es indispensable realizar experimentos para entender un
poco mas de los mecanismos de reacciéon posibles en la médula désea al realizar
series repetidas de inyecciones de G-CSF, ya que si se viera una disminucion
del estado basal en células madre hematopoyéticas, entonces se podria dar
un argumento de por qué, el tratamiento no beneficiaria a un paciente.

Las descripciones analiticas acerca de la deduccién de sistemas de ecua-
ciones con retraso que se realizan en el primer capitulo dan una forma general
para deducir modelos como el de Mackey y Glass de una forma sencilla. Este
capitulo permite extender el estudio de concentraciones de células a cual-
quier linea celular, por lo tanto, deja el camino abierto para hacer un estudio
mas profundo en un modelo de hematopoyesis que incluya todas las lineas
celulares.

En resumen, en esta tesis se ha mostrado la importancia de modelar sis-
temas bioldgicos para entender el comportamiento de los mismos y proponer
mecanismos no estudiados. La importancia de estos modelos no sélo radica en
ajustar una soluciéon numérica a una curva experimental, sino que también es
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de suma importancia sugerir experimentos para probar resultados obtenidos
de las simulaciones numéricas.

Para continuar estos estudios, se puede hacer un modelo mas completo en
la diferenciacion a leucocitos, acoplando en el sistema distintas facetas de un
leucocito, proliferativa, no proliferativa y circulante madura. Esto se puede
llevar a cabo utilizando este tipo de ecuaciones con retraso. Se necesitaria
acoplar tres ecuaciones mas, por lo cual los resultados analiticos son bastante
mas complicados y por lo tanto se tiene que apelar al calculo numérico.

Ademas se puede acoplar una ecuacion para el factor estimulador, de tal
forma que se expresen las inyecciones en esta ecuacién y también se consi-
deren los estados basales del factor estimulador. Esto ayudaria a entender
mejor como depende el crecimiento de las células madres y leucocitos de las
inyecciones de G-CSF.
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