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Introduccion

El problema de clasificacién de objetos, es un problema fundamental en
casi cualquier teorfa matemética. Ya sea en la teoria de grupos, en algebra,
o en variedades, en geometria; dar una clasificaciéon no trivial constituye un
gran avance, que por lo general, tiene consecuencias muy agradables de gran
alcance. En el segundo caso mencionado, el de la geometria (diferencial),
una primera clasificaciéon estd dada por la dimensién que tiene la variedad.
En efecto, dos variedades no pueden ser difeomorfas si tienen dimensiones
distintas. Sin embargo, en principio, la dimensién no dice mucho més. Se
necesita encontrar invariantes de distintos indoles (topologicos, diferencia-
bles, topologico-algebraicos) para distinguir varios tipos de variedades.

Ya se han clasificado exitosamente las variedades de dimensién 1y 2,y
recientemente el trabajo de Grigori Perel’'man, result6 en una de las clasifi-
caciones més sensatas de las variedades (compactas) de dimension 3. En la
actualidad se busca clasificar las variedades de dimensién 4. Este problema
es extremadamente dificil. Se ha encontrado que tan sélo analizar el aspecto
de la curvatura seccional de dichas variedades es una tarea formidable. Por
otra parte, sin hacer suposiciones de ningun tipo, parece que todavia no te-
nemos las herramientas necesarias para entenderlas. Como ejemplo de esto,
estd la famosa conjetura de Hopf que propone el problema de investigar si
S? x S? admite métricas riemannianas de curvatura seccional estrictamente
positiva en todos sus puntos.

Se tienen algunos teoremas clasicos como el de Bonnet-Myers y Synge en
esta direccién, pero con técnicas clasicas no se pudieron generalizar estos re-
sultados para llegar a una clasificacion. Fue hasta 1991, que Karsten Grove
propuso agregar suposiciones a las variedades que se estudian para tratar
de obtener nuevos ejemplos y buscar un camino hacia una clasificacion. El
propuso estudiar variedades de curvatura seccional positiva (o en algunos ca-
sos no-negativa) con un grupo grande de isometrias. Parte de la motivacion
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de Grove, es el teorema de Hsiang-Kleiner que bosquejaremos al final de la
pentltima seccién de este trabajo.

El programa de Grove se cimienta sobre la herramienta de los grupos de
transformaciones y las acciones isométricas (o riemannianas). Nuestro obje-
tivo en este trabajo, serd desarrollar algunas propiedades bésicas de dichos
conceptos a manera de introduccién. De ninguna manera tratamos de ser ex-
tensivos y este trabajo tampoco contiene todo el material del tema. Haremos
la introduccién asumiendo que el lector estd familiarizado con los grupos de
Lie, los conceptos bésicos de las variedades diferenciables y las acciones de
grupos diferenciables (o como minimo, topologicos).

En el capitulo 1 obtenemos propiedades basicas de los grupos de trans-
formaciones y demostramos dos de los teoremas mas importantes en esta
area: El de la rebanada y el de la 6rbita principal. Posteriormente a manera
de ilustracion, en el capitulo 2 introducimos los grupos de transformaciones
riemannianos y bosquejamos la prueba del teorema de Hsiang-Kleiner. Por
altimo, comentamos algunas direcciones en las que se puede proseguir en el
estudio del tema aqui desarrollado. Por razones de espacio, hemos omitido
las demostraciones de algunos resultados cuyas pruebas no sean muy dificiles
y damos referencias para que el lector pueda consultarlas.



Capitulo 1

Elementos Previos

Durante todo este trabajo consideraremos variedades diferenciables cone-
xas, de Hausdorff y segundo-numerables. También asumiremos que el lector
estd familiarizado con el lenguaje y los resultados basicos de la teoria de gru-
pos de transformaciones. A manera de recordatorio y como punto de partida,
comenzaremos con definiciones basicas y enunciaremos algunos resultados bi-
en conocidos (que ofrecemos sin demostracion).

1.1. Propiedades Basicas de las Acciones Diferen-
ciables

Definiciéon 1.1.1. Un grupo de transformaciones izquierdo (o una accion
diferenciable izquierda) es una triada (G, M, pn), donde G es un grupo de
Lie, M una variedad suave y

J7 GxM-—-M
es suave y satisface para todo p € M y g, h € G que:

(1) u(e,p) =p donde e € G es el neutro.

(2) (g, u(h,p)) = p(gh,p).

En muchos casos, por conveniencia, se utiliza la notacién multiplicati-
va, para resumir la definicién anterior, en donde se omite la mencién a pu.
Asi, la propiedad (1) se escribiria como ep = p y la (2) como g(hp) = (gh)p.
Una accion diferenciable derecha se define de manera andloga. Otros nombres
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usados para la definicién anterior son por ejemplo que G actta (diferenciable-
mente) sobre M o que M es una G-variedad. A veces cuando queda claro del
contexto, se escribe al grupo de transformaciones simplemente como (G, M).

Ejemplo. El ejemplo mas sencillo de la definicién anterior, es cuando un
grupo de Lie G actua sobre si mismo por traslaciones. Podemos ampliar un
poco este ejemplo, considerando H un subgrupo cerrado de G actuando so-
bre G por traslaciones.

En seguida, daremos una definicién que engloba a los objetos asociados
con la definicién 1.1.1, y que serdn los que nos permitiran un estudio mas
profundo de las acciones diferenciables.

Definicién 1.1.2. (1) Sean (G,M,u) y (G,N,v) dos grupos de trans-
formaciones. Una funcion ¢ : M — N se llama G-equivariante, si

o(u(g;p)) = v(g,¢®). (v(gp) = gp(p)).

(2) Para cada p € M, se define G, = {g € G | gp = p}. Es facil verificar
que este conjunto es un subgrupo de G y es llamado el subgrupo de
isotropia de p.

(3) Para cadap € M definimos el conjunto G(p) ={gpe M | g€ G} C M
llamado la orbita de p.

(4) La accion sobre M se llama libre si G, = {e} para todo p.

(5) La accion sobre M se llama transitiva, si G(p) = M para algin p € M.
(En este caso, también se dice que la variedad es G-homogénea,).

Para finalizar este breve recordatorio, enunciamos las propiedades bésicas
de los objetos de la definicién anterior. Estos hechos son estdndar en un curso
bésico de grupos de Lie y pueden consultarse por ejemplo en [bred| o [warn].

Proposicion 1.1.3. (1) G, es un subgrupo cerrado de G (y por lo tanto
un grupo de Lie).

(2) Siq € G(p), entonces G4 y Gp son isomorfos. Mds precisamente, el
isomorfismo estd dado por conjugacion: G, = gGpg™*, donde q = gp.

(3) Sila accion es transitiva, entonces M es difeomorfa o G/G, para cada
p € M. El difeomorfismo es el natural, gG), — gp. En particular, si la
accion es transitiva y libre, M = G.
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(4) G(p) es G-invariante, es decir G(G(p)) = G(p) y la funcion py, :
G/Gp — M, que manda gG), — gp es una inmersion inyectiva que
tiene como imagen a G(p). Mds ain, p, es G-equivariante.

(5) Si G es compacto, entonces G(p) es cerrada en M y la funcion p, es
un encaje.

Muchas de las aplicaciones mas importantes de las acciones diferenciables
(en particular las acciones por isometrias, que definiremos més adelante), se
basan en el estudio del espacio M /G, el cociente dado por la accién, llamado
espacio de orbitas. Podemos preguntarnos si podemos dar alguna estructura
al espacio de orbitas, e.g., de espacio topolégico. En el caso mencionado,
la respuesta es afirmativa y la topologia coherente es la topologia cociente,
dada por la funcion 7 : M — M/G. Sin embargo, sin hipotesis extras, esta
estructura no se puede forzar més, es decir, no necesariamente se puede
dotar a M/G de estructura de variedad topoldgica o diferenciable. Daremos
a continuacion una condicién que serd suficiente en el caso de acciones libres,
para dotar a M /G de estructura diferenciable. En lo que sigue, trabajaremos
en esa direccion.

Definicion 1.1.4. Sea (G, M, p) un grupo de transformaciones. Decimos
que w es propia si la funcion ¢ : G X M — M x M dada por ¢(g,p) = (9p,p)
es propia, es decir, preimagen de compactos, es compacta.

Lema 1.1.5. Sea i1 : G x M — M wuna accion Son equivalentes:
(1) La accién es propia.

(2) Dadas sucesiones {gn} en G y {pn} en M, la convergencia de {gnpn}
y {pn} tmplica que {gn} tiene una subsucesion convergente.

(3) Dados dos compactos K,L C M, el conjunto (K,L)={g € G | gK N
L # 0} es compacto.

Demostracion:

(1)=(2) Supongamos que tenemos sucesiones {g,} en G y {pn} convergente
en M de tal forma que {g,p,} es convergente en M. Entonces la
sucesion {gnpn,pn} es convergente en M x M. Denotemos por K =
{gnpn, Pntnen U {im(gnpn,pn)}, al conjunto de los elementos de la
sucesion {gnpn,pn} v @ su limite. Claramente K es compacto. En-
tonces, como la acciéon de G en M es propia, ¢ '(K) es compacto en
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G x M. Pero (gn,pn) € ¢ (K) para cada n. Entonces la sucesién
{gn,pn} tiene una subsucesion convergente. En particular, la sucesion
{gn} tiene una subsucesion convergente como se queria demostrar.

Sea K un compacto en M x M. Queremos ver que ¢~ !(K) es compacto
en G x M. Consideremos una sucesion {(g,,pn)} en o~ (K). Entonces
la sucesion {©(gn,pn) = (gnpPn,pn)} en K, tiene una subsucesion con-
vergente por la compacidad de K, digamos {(gn,Pn,,Pn,)}. Entonces
por (2), la sucesion {gp, } es convergente.

Consideremos una sucesion {gy} en (K, L). Para cada n elegimos p, €
g KX N L. Entonces para cada n, existe ¢, € K tal que p, = ¢ngn. Como
las sucesiones {gngn} v ¢n estan contenidas en K compacto, entonces
tiene subsucesiones convergentes. Sin pérdida de generalidad podemos
escribir tales subsucesiones con los mismos indices, {gn,qn,} ¥ {qn, }-
Entonces por (2), {gn, } es convergente.

Sean {gn,pn} y {pn} convergentes. Definimos conjuntos compactos
L = {gnpn}tnen U {limgnpn }

K = {pn}nEN U {hmpn}

Entonces por (3), (K, L) es compacto y tenemos que g, € (K, L) para
cada n. Entonces {g,} tiene una subsucesion convergente.

O

Las acciones propias tienen las propiedades geométricas méas deseables
como las que contiene la siguiente proposicién.

Proposicion 1.1.6. Sea (G,M) un grupo de transformaciones de modo que
G actia propiamente sobre M .FEntonces:

(1) Gy es compacto para cada p € M.

(2) La funcion p, definida en 1.1.3 (4), es cerrada y por lo tanto, un encaje

sobre G(p). En particular, G(p) es cerrada.

(3) M/G es de Hausdorff.

Demostracion:
Para el primer inciso, notemos que {p} es compacto, y por el lema 1.1.5,

({prArH) ={9 € G | g{p} N{p}} = {9 € G | gp = p} = G} es compacto.
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Para el segundo inciso, la proposicién 1.1.3 nos dice que j;, es una inmer-
sion inyectiva sobre G(p). Resta probar que i, es un homeomorfismo. En-
tonces basta probar que y, es cerrada. Consideremos la funcién fi, : G — M
dada por la composicion:

G—GxXM—MxM—M

g (9,p)! (gp,p) —— 9P

Entonces i, = ¢|gxip}, pero G x {p} = o Y (M x {p}) y como ¢ es
propia, entonces fi, lo es y por lo tanto es cerrada. Pero entonces si denota-

mos por 7 : G — G/G) a la proyeccion canodnica, tenemos que fi, = fi, 0 T
y por lo tanto p también es cerrada.

Para el ultimo inciso, Observamos que ¢ es cerrada por ser propia. Luego,
su imagen ¢(G x M) = {(gp,p) € M x M} es cerrada. La prueba, entonces
es una aplicaciéon directa del resultado clasico de topologia que dice que si
se tiene una funcién continua 7 : X — Y, abierta y suprayectiva con X de
Hausdorff, entonces Y es de Hausdorff si y solo si el conjunto {(z1,z2) €
X x X | m(x1) = m(x2)} es cerrado en X x X, para X = M, Y = M/Gy
7w : M — M/G la proyeccion canonica dada por la accion.

O

Para proseguir definiremos el concepto de rebanada, que nos auxiliard en
el camino a dar estructura al espacio orbital de variedad diferenciable. Pro-
baremos un importante teorema, conocido como el teorema de la rebanada
(en inglés Slice Theorem) que tiene una gran cantidad de aplicaciones y en
cierto sentido, es la herramienta bésica para el estudio mas formal de las
acciones diferenciables. La versiéon que probaremos es una versién adaptada
a nuestras necesidades y que no utiliza el lenguaje de haces fibrados.

Definicion 1.1.7. Sea (G, M) un grupo de transformaciones. Decimos que
una subvariedad S de M es una rebanada en p € M si existe una vecin-
dad abierta U de G(p), G-invariante (es decir, tal que G(U) C U) y una
retraccion suave G-equivariante v : U — G(p) tal que S = r~'(p).

Ejemplo. Consideremos la accién de S' x R en C x R = R3 dada por
p((s,1),(2,t)) = (sz,t +1). Veamos que esta accion es propia. Para esto
consideremos sucesiones {(gn,tn)} en S' x Ry {(2n,8,)} en C x R de tal
forma que ésta tltima sea convergente y tal que {(gnzn,tn + $n)} converge.
Ahora, como ||gn|| = 1 para toda n, entonces {gy,} tiene una subsucesion
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convergente en S!. Por otro lado, como {t, + s,} converge y {s,} converge
entonces {t,} converge. Luego {(gn,t,)} tiene una subsucesion convergente,
de modo que por el inciso (2) de la proposicién anterior, la accion es propia.

Podemos calcular los grupos de isotropia, las 6rbitas y las rebanadas. Sea
p = (20, t0), entonces tenemos que

Gy = {(g:t) € S" xR | u((g,t), (20, t0)) = (20,t0)}
= {(g.t) € S" xR | (g20,t + to) = (20,%0)}
= {(g,t) €eS' xR | gz =20y t = 0}

de modo que tenemos dos casos, zg = 0y zg9 # 0, asi que

_ &0} z20#0
Gp_{Slx{o} zgzo

Por otro lado, las 6rbitas corresponden a cilindros con eje la recta (0,¢) en el
caso de zg # 0 y el cilindro degenerado en la recta mencionada en el caso de
zp = 0. Por ultimo si usamos la retraccion (C x R)\ {(0,¢) |t e R} - SxR
que manda a los cilindros de radio distinto de 1 en el cilindro de radio 1,
podemos tomar como rebanadas, un segmento de recta que una a p con (0, ¢)
que no interseque al eje, para zp # 0 y un disco {(z,t9) € Cx R | ||z]|| < ¢}.

Las rebanadas son un tipo muy particular de subvariedades como lo mues-

tra el siguiente argumento: Tomemos S en p una rebanada y U la vecindad
de la definicion. Como U es G-invariante, entonces G(S) C U. Por otro lado,
si consideramos ¢ € U, entonces r(q) € G(p) por lo que r(q) = gp para algin
g € G. Por la equivariancia de r, se sigue que g~ 'r(¢q) = r(¢g~'q) = p y por
lo tanto g~'¢ € S. Entonces ¢ € G(S). Claramente también p € S pues
r(p) = p por ser retraccion. Entonces G(5) = U.
Ahora, si g € Gp y ¢ € S, entonces 7(9q) = gr(q) = gp = p, pero co-
mo S = r~1(p), se tiene que gg € S. Entonces hemos probado que S es
Gp-invariante. Por tltimo, si ¢ € G es un elemento que deja invariante a
S, entonces gp € S por lo que gp € r~!(p). Entonces 7(gp) = p y por la
equivariancia de r, se sigue que r(gp) = gr(p) = gp = p. Entonces

Gy=(5.5) ={g€ G| gSN5#0}.
Entonces hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.8. Sea M una G-variedad y S una rebanada. Entonces
para cada p € S, se tiene que Gp(S) = S, de modo que la accion de G
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sobre M, induce una accion diferenciable de G, sobre S, es decir, S es una
Gp-variedad. Mds ain, G, = (S, 5).

O

Como hemos visto hasta ahora, las 6rbitas juegan un papel fundamen-

tal en el entendimiento de las acciones diferenciables. Las 6rbitas guardan

una relacién muy estrecha con las rebanadas, y es esta relaciéon la que nos

permitira darle estructura de variedad a M/G. Para finalizar esta seccion

definiremos los tipos de drbita, y los relacionaremos con las rebanadas. Esto
nos daré informacién clave.

Definiciéon 1.1.9. Sea (G, M) un grupo de transformaciones.

(1) Si H es un subgrupo de isotropia ed G, decimos que la orbita G(p) es
de tipo (H) si G, es conjugado de H.

(2) Sean H y K subgrupos de isotropia de G. Decimos que el tipo de orbita
(H) es menor o igual que el tipo de drbita (K), denotado por (H) =<
(H), si K es conjugado de un subgrupo de H.

(3) Denotamos por O(G, M) al conjunto de tipos de drbita.

La relacién de la definicién anterior, constituye un orden parcial en
O(G,M). Para ver esto, sean (H),(K),(L) € O(G,M). Entonces, como
H = eHe ™!, se tiene que (H) =< (H), asi que la relacion es reflexiva. Ahora,
si (H) < (K)y (K) = (H), entonces cualquier 6rbita que tenga tipo (H),
tiene tipo (K) y viceversa. Se sigue que (H) = (K). Por ultimo, supongamos
que (H) X (K) y (K) < (L). Entonces para algunos a,b € G y subgrupos
K' < K, H < H se tiene que K = aH'a™' y L = bK'b~!. Se sigue que
L C baH'a"'b~'. Luego, existe H” < H’ tal que L = baH"a"'b~'. Asi,
(H) = (L).

Hecha esta observacion, resulta natural la siguiente definicion:

Definicion 1.1.10. Una drbita G(p) se llama principal, si existe una vecin-
dad de p abierta, U C M, tal que para todo q € U, se tiene que (G4) < (G,).
En este caso se dice que G, es un subgrupo de isotropia principal.

En la siguiente proposiciéon recolectamos las relaciones bésicas que hay
entre las rebanadas y las orbitas principales.

Proposicion 1.1.11. Sea (G, M) un grupo de transformaciones y S una
rebanada en p y denotemos H = G
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(1) Para cada g € S, Gy C G, y H; = G4. Mds atn, para cada u € G(S),
(Gp) 2 (Gu).

(2) Si G(p) es principal, entonces para cada q € S, G4 = Gp.

(3) Siq1,q2 € S, entonces las drbitas H(q1) y H(q2) son del mismo tipo si
y sdlo si las orbitas G(q1) y G(qz2) son del mismo tipo.

(4) S/Gp = G(S)/G que es una vecindad abierta de G(p) en el espacio de
orbitas M/G.

Demostracion: Sea g € G4. Entonces p = r(q) = r(g9q) = gr(q) = gp,
donde r es la retracciéon dada por la rebanada S. Entonces como g fue ar-
bitrario, G; C Gp. Entonces cualquier 6rbita en G(S) es de tipo al menos
(Gp). Ahora, si consideramos la accion de G restringida a H, sobre S, ten-
emos que H, = G4y N H, asi que claramente G, = H,. De este modo, los
tipos de orbitas de (G, G(S5)) estan en correspondencia con los de (G, S).
Entonces, como M/G tiene la topologia cociente, G(S)/G es abierto y la
funcién G(S)/G — S/G, dada por G(q) — H(q) es un homeomorfismo.

O

1.2. Los Teoremas de la Rebanada y de la Orbita
Principal

En la seccién anterior desarrollamos herramientas que se consumaran en
la prueba de dos teoremas fundamentales: El teorema de la rebanada y el
de la orbita principal. Ambos son muy féciles de formular. El primero ase-
gura la existencia de rebanadas en cada punto para acciones propias y el
segundo, que existen orbitas principales. El teorema de la rebanada tendré
como corolario que M /G tiene estructura de variedad diferenciable. Comen-
zaremos por probar el Teorema de la rebanada, para lo cual necesitaremos
un par de proposiciones. La primera concierne a las rebanadas cercanas, (en
inglés near slice) que definiremos a continuacion. Paul Mostert mostré en
1952 que bajo ciertas hipotesis sobre GG, estos objetos existen. Se puede pro-
bar que en el caso de las acciones propias, estos objetos existen, y la prueba
depende de la existencia de una métrica para para M, G-invariante. No pro-
baremos este resultado, pero el lector puede consultar su demostraciéon y
algunas propiedades en [most|, [krupka, p.555-559| y [A-B, p.27].

Definicion 1.2.1. Supongamos que G actia sobre M y sea p € M. Denote-
mos por m : G — G /G, a la proyeccion candnica. Una subvariedad M es una
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rebanada cercana enp sip € S, S es Gp-invariante y existe una seccion local
suave o : U — G, (es decir, una funcion tal que 7o o =idy con U C G/G)
abierto y G, € U tal que la funcion

Pp:UxS— M

Y(u,s) =o(u)s

es un difeomorfismo sobre una vecindad abierta de p en M.

La existencia de secciones locales, se tiene por un argumento de haces
fibrados. Como G}, C G es cerrado si la accién es propia, entonces 7 : G —
G/G) es un haz fibrado con fibra G). Pero G), actiia sobre si mismo por
traslaciones, por lo que G es un G-haz principal y por tanto tiene secciones
locales. Para una introduccién a la teoria de haces fibrados, el lector puede
consultar [huse| o [A-B, cap. 2|.

Lema 1.2.2. Supongamos que G actia propiamente sobre M. Seanp € M y
U’ C G/G) una vecindad abierta de G,,. Entonces existe una vecindad abierta
V de p en M, tal que (V,V) CU donde U =7 Y (U') y7m:G — G/G)p es la
proyeccion canonica.

Demostracion: Considremos la funcién fi, que definimos en 1.1.6. Vimos
en dicha proposicién que esta funcién es cerrada, entonces fi,(G\U) = (G'\
U)(p) es cerrado en G(p). Como G(p) es cerrada en M, entonces (G \ U)(p)
es cerrado en M. Entonces podemos encontrar una vecindad abierta W de p,
de cerradura compacta de modo que W N (G \ U)(p) = 0. Por el lema 1.1.5,
el conjunto (W, W) es compacto en G. Ahora, por el argumento dado en la
demostracion del lema mencionado, el conjunto K = {g € G\ U | gW N
W # 0} es cerrado en G y estd contenido en (W, W). Por tanto es un
compacto de G \ U. Ahora, sea k € K; entonces kp € (G \ U)(p) y por
tanto kp es un elemento del abierto M \ W. Por la continuidad de la accion,
podemos encontrar vecindades Qr en Gy Vi en M, de k y p respectivamente,
de tal forma que Q(Vx) C M \ W. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que Vi son suficientemente pequenas para que Vi C W. Tenemos
de esta forma una cubierta abierta {Q}rex de K, y por lo tanto podemos
extraer una subcubierta finita {Q;} . Definimos entonces V = (), V; C
Wy afirmamos que ésta es la vecindad que buscamos. Para demostrarlo,
consideremos g € (V, V). Entonces gV NV # (). Se sigue que gW NW £ ().
Luego, g € U U K. Pero de hecho, g ¢ K, ya que si se tuviera lo contrario,
entonces tendriamos que g € Q; para algiun i € {1,2,...,n}. Entonces gV C
Qi(V;) CM\W C M\ V, asi que gV NV = lo cual es una contradiccion.
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Por lo tanto (V,V) C U.
O
Ya estamos en posicion de demostrar los teoremas principales de esta
seccion:

Teorema 1.2.3 (de la Rebanada). Supongamos que G actia propiamente
sobre M. Entonces para cada p € M eziste una rebanada S por p.

Demostracion: Sea S* una rebanada cercana en p y sea o : U — G

la funciéon de la definicién 1.2.1. Supongamos que o(G,) = e y sea U’ =
7 YU) C G donde 7 : G — G/G),, es la funcién cociente. Por el lema anteri-
or, existe V vecindad abierta tal que (V,V) C U’ y como G, es compacto, V'
es Gp-invariante. Definimos S = S* NV que es G)p-invariante gracias a que
S* es Gp-invariante por definicién. Queremos mostrar que S es una rebana-
da en p. Primero construiremos la vecindad invariante. Primero notemos lo
siguiente: Para cada aG, € U, o(aG,) = g € G para algtin g. Como o es
seccion, m(g) = gGp = aG, y por tanto, g = ab para algin b € G, es decir,
o(aGp) = ab.
Consideremos U'(S) = {u's | v € U',s € S}. Pero si v € U’, entonces
WGy € U y por tanto o(v'Gp) = u'b para algin b € Gp. Entonces v’ =
o(u'Gp)b~1. Luego, como S es Gp-invariante, b~'s € S para toda s € S.
Entonces podemos escribir

U'(S)={o(u)s |ueU,seS}

Por otra parte, como U’ es abierta en G y S es abierta en S*, entonces U’(S)
es abierta en M. Se sigue que G(S) = G(U'(S)) es una vecindad abierta
G-invariante de G(p) en M. Resta construir una retraccion G-equivariante,
r, de tal forma que S = r~!(p). Definimos

r:G(S) — G(p)

r(as) = azx.

Inmediatamente observamos que S = 77 !(p) en efecto se cumple, pues
r~ip) = {as € G(S) | a € G} y S es Gp-invariante. Para demostrar
las propiedades que faltan de r, primero demostremos que (S5,5) = G,.
Claramente G, C (S, S). Para la otra contencién, sea a € (5,S). Entonces
aS NS # (), pero entonces a € U' ya que S C V, (S,5) Cc (V,V) c U".
Tenemos entonces que aG, € U. Consideremos s1,s2 € S de tal forma que
as; = sy y supongamos que o(aG,) = ab con b € GG. Entonces

a(aGp)b_lsl =abb s = as; = sy = esy = o(Gp)sa.
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Reescribiendo esto en términos de v de la definicion 1.2.1, tenemos que

w(aGpv bilsl) = ¢(Gp’ 32)‘

Pero 1 es un difeomorfismo, en particular es inyectiva, y entonces aGp, = G).
Entonces a € G y como a fue arbitrario, se sigue que (5,5) C G). Ya con
esta formula en mano podemos proceder: Veamos que r estd bien definida.
Sean a1,a9 € Gy s1,89 € S tales que a1$1 = ags2. Entonces a;lalsl =Sy
entonces a;lalS NS # (. Por tanto a;lal € Gyp. Se sigue que a;lalp =p,
esto es, r(ags1) = r(aysy). Por ultimo, es claro que r es suave y por definicion,
es G-equivariante.
O
Ya podemos probar el importante resultado que hemos venido anuncian-

do a lo largo de la seccién anterior:

Corolario 1.2.4. Sea (G, M) un grupo de transformaciones de manera que
G actia propiamente y tal que sélo hay un tipo de drbita. Entonces M/G es
una variedad diferenciable de modo que m: M — M/G es suave.

Demostracion: Como sélo hay un tipo de orbita, éste debe ser principal.
Entonces por el inciso (2) de la proposicion 1.1.11, G), fija a S y por el inciso
(4) de la misma proposicion se tiene que si S es una rebanada por p, entonces
S 2 G(S)/G. Luego, para cada p € M, como G(S)/G es una vecindad abier-
ta de G(p) y S tiene estructura de subvariedad de M, podemos introducir
un atlas diferenciable en M/G y como este atlas estd dado mediante 7, ésta
resulta suave.

O]

Teorema 1.2.5 (de la Orbita Principal). Supongamos que G actiia propia-
mente sobre M. Entonces existen orbitas principales.

Demostracion: Probamos en la proposiciéon 1.1.6 que en el caso de las
acciones propias, los subgrupos de isotropia son compactos y por lo tanto
el nimero de componentes conexas de estos, debe de ser finito. Elijamos
H subgrupo de isotropia de manera que su dimensién y el numero de sus
componentes conexas sean minimos. Afirmamos que (H) es principal. Para
ver esto, consideremos p € M de manera que H = G, y sea S, una rebanada
por p. Consideremos el abierto U = G(S,). Entonces por la proposicion
1.1.11, para cada g € U, se tiene que (H) < (Gy), pero por la definicién
de U, existe s € S, tal que ¢ = gs para algin g. Entonces (G,) = (Gs).
Nuevamente por la proposicién 1.1.11, G5 C H, pero por la elecciéon de H se
sigue que G5 = H. Entonces hemos encontrado una vecindad de H, a saber
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U, tal que todas las érbitas son del mismo tipo. entonces por el inciso (2) de
la proposiciéon mencionada, (H) es principal.
O
Finalizamos la secciéon con la definicién de la representacidon isotrépica.
Sea (G, M, 1) un grupo de transformaciones. Definimos un homomorfismo de
grupos de Lie, p, : G, — GI(T, M) de la siguiente forma. Notemos que Gy,
actta linealmente sobre T, M considerando las diferenciales dpyg,|p : T,M —
T,M donde piq(z) = p(a,z) y a € Gp. Entonces definimos pp(a) = dpiqlp.



Capitulo 2

Acciones por Isometrias

En este capitulo introducimos el concepto de accién riemanniana y algu-
nas propiedades bésicas; Como ilustraciéon del gran alcance de este tipo de
grupos de transformaciones, bosquejaremos el celebrado teorema de 1989 de
Wu-Yi Hsiang y Bruce Kleiner que clasifica las variedades de dimensién 4
que admiten un cierto tipo de accién isomeétrica.

2.1. Definicién y Propiedades Basicas

Partiremos de los hechos bien conocidos de que si (M, g) es una variedad
riemanniana completa, (conexa), entonces el grupo de isometrias Iso(M, g)
de M esun grupo de Lie (con la topologia compacto-abierta). Més ain, si M
es compacta, entonces Iso(M, g) es compacto. Este grupo actia naturalmente
sobre M

Iso(M,g) x M — M

(¢, p) = »(p).

De aqui en adelante supondremos M con las caracteristicas mencionadas.

Definicion 2.1.1. Sea (G, M) un grupo de transformaciones, donde (M, g)
es una variedad riemanniana. Decimos que la accion de G sobre M es rie-
manniana o que G actia por isometrias sobre M, si G es (isomorfo a) un
subgrupo cerrado de Iso(M, g) y la accion es la restriccion de la accion nat-
ural de Iso(M, g) sobre M.

Observe el lector que al pedir que G sea cerrado, adquiere estructura
de subgrupo de Lie de Iso(M,g). Veremos que de hecho las acciones por
isometrias son todas propias por lo que la herramienta desarrollada en el
capitulo anterior se aplica sin problemas:
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Proposicion 2.1.2. Supongamos que G actia sobre (M, g) por isometrias.
Entonces la accion es propia.

Demostracion:
Necesitamos el siguiente lema. Su demostracion es sencilla; el lector puede
consultarla en [K-N, p. 47].

Lema 2.1.3. Dada una sucesion de isometrias {an} en Iso(M,g), si existe
p € M tal que {a,(p)} converge, entonces existe una subsucesion {an,} que
converge uniformemente en subconjuntos compactos a una isometria a.

Usaremos el criterio dado por el lema 1.1.5. Sea {a,pn} v {pn} sucesiones
convergentes donde a,, € Gy p, € M. Digamos que a,p, — q y pn — p- Por
la desigualdad del triangulo, d(a,p, q) < d(anp, anpn) + d(anpn, q), donde d
es la distancia intrinseca de M inducida por la métrica riemanniana. Como
a, es isometria y {p,} converge, la desigualdad anterior implica que a,p —
q. ahora, por el lema 2.1.3, existe una subsucesién {ay,} uniformemente
convergente en compactos que converge a una isometria a € Iso(M, g). Como
G es cerrado, esto implica que a € G y por tanto la accion es propia.

O

Podemos mostrar una especie de proposicién inversa en el siguiente sen-
tido:

Proposicion 2.1.4. Sea p : G x M — M wuna accion propia. Entonces
existe una métrica riemanniana G-invariante para M de tal modo que u© =
{9 | g € G}, es un subgrupo cerrado de Iso(M), donde p9 : M — M es la
funcion inducida por la accion al fijar g en la primera coordenada.

Demostracion:

M /G es de Hausdorff, localmente compacto y segundo numerable, gracias
a que M /G tiene la topologia cociente inducida por 7 : M — M/G. Entonces
es paracompacto. Entonces podemos tomar una cubierta abierta localmente
finita de la forma {7 (S,,)}aca donde las S, son las rebanadas del teorema
de la rebanada para cada p. Los m(S,) son abiertos pues 7! o 7(S,) =
qusp G(q) y como vimos en la observacion previa a la proposicion 1.1.8
esta unién es precisamente la vecindad abierta de la definiciéon de rebanda.
Definimos U, = 7 1(7(S),)). Ahora, invocamos el siguiente resultado que
el lector puede consultar en [palais.

Lema 2.1.5. Sea {U,} una cubierta localmente finita que consiste de abier-
tos G-invariantes. Entonces existe una particion de la unidad {fo} subordi-
nada a dicha cubierta de tal forma que cada f, es G-invariante.
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Consideramos entonces una particion de la unidad G-invariante {f,}
subordinada a {U,}. Ahora, definamos en TM]|s,_,

(X, V), = Bldp (X), dp (Y))gp w
Gpa
donde w es una forma de volumen invariante derecha en G,, y [ es
cualquier métrica riemanniana sobre M. El producto definido es Gy, -invariante
pues componer pd con pu” es pu9" para cada g,h € Gy, - Entonces definimos
sobre cada U, la métrica G-invariante dada por

(dp?(X), dp? (Y))g, = (X, Y);

que estd bien definida pues el producto del lado derecho es G, -invariante.
Por dltimo, definimos la métrica en G-invariante en M como

(X,Y) = Z fa (X, Y>a .

a€cA

Resta verificar que u© es un subgrupo cerrado de Iso(M). Consideremos
una sucesion {9} convergente, digamos a una isometria f : M — M y
la sucesion constante p. Entonces tenemos que lim u(gn,p) = f(p), pero
entonces como la accion es propia, existe una subsucesion {g,, } que converge
a algin g € G. Pero entonces {u9i } converge a p9, luego, p9 = f € G.

O

Una accion se llama efectiva si el conjunto {g € G | gp = p para todo p €
M} solo tiene como tnico elemento al neutro de G. Podemos interpretar
esta definicion de otro modo. Consideremos el morfismo de grupos ¢ : G —
Dif (M) de G en el grupo de difeomorfismos de M, dado por ¢(g) = p9. Si la
accion es efectiva, entonces dicho morfismo es inyectivo. Entonces la proposi-
ci6én anterior nos dice que si p es efectiva y propia, podemos identificar G con
un subgrupo cerrado de Iso(M) para alguna métrica en particular. Mas ain,
siempre podemos suponer que la accién es efectiva, mediante el siguiente
argumento. Notamos que kerp = ﬂpE a Gp- Entonces la condicion de efec-
tividad quiere decir que kere = (). Observamos entonces que dada cualquier
accion, H = kerp es un subgrupo cerrado de G y por lo tanto un subgrupo
de Lie de G que de hecho, claramente es normal. Entonces podemos consid-
erar la accion inducida en G = G /H, que ya es efectiva. En vista de esto,
hablar de acciones efectivas y propias es esencialmente lo mismo que hablar
de acciones isométricas.
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Continuando con nuestra exposicion, desviamos nuestra atenciéon al tipo
de 6rbitas. Mostraremos una propiedad muy importante de las érbitas prin-
cipales en las acciones isométricas; Tomemos G(p) una 6rbita de una accion
por isometrias G x M — M. Consideremos el haz normal sobre G(p) dado
por NGy, = I,eqp (T,G(p))*. Sea S una rebanada por p y U la vecindad
equivariante de la definicién; entonces podemos considerar r > 0 tal que
S = exp,(B,(0) N NpG(p)) C U y tal que exp, : B,(0) — M es un difeo-
morfismo. Entonces exp es un difeomorfismo sobre U, (Br(0) N NpG(p)).
Entonces podemos identificar 7},S con (T,G(p))* y tenemos la descomposi-
cion T,M = T,S & T,G(p).

Definicion 2.1.6. Definimos la representacion normal de la rebanada (o
simplemente, la representacion de la rebanada) S como la restriccion de la
representacion isotropica a T,S.

Entonces tenemos la siguiente caracterizacion,

Proposicion 2.1.7. Supongamos que G actia por isometrias sobre M vy
sea p € M. Entonces G(p) es principal si y sélo si la representacion de la
rebanada en p es trivial, i.e., si a € Gy implica que da,(v) = v para todo
veT,S.

Demostracion: Si g € S entonces G, C Gy, y por tanto, G(p) es principal
siy solo si G, = G si y s6lo si G), fija a S. Ahora, notemos que si G, fija
a 1,8, como las isometrias quedan totalmente determinadas por su valor en
un punto y el valor de sus diferenciales en dicho punto, tenemos que G, fija
a S. Entonces por la cadena de equivalencias anterior tenemos que G(p) es
principal si y solo si G, fija a T},S, es decir si la representacion de S es trivial.

O

En el estudio de las G-variedades riemannianas, resulta ser de gran im-
portancia el conjunto de puntos fijos de un subconjunto H de G (no nece-
sariamente un subgrupo de Lie), que recordamos se define como

Fix(H)={pe€ M | gp = p para todo g € H}

Dicho conjunto nos proporciona informacién sobre la geometria de M co-
mo veremos a continuacién en las dos proposiciones siguientes. La primera de
ellas nos dice que Fix esta conformado por subvariedades totalmente geodési-
cas de M. Para la segunda, tomaremos G = S', y la informacién del conjun-
to de puntos fijos, resulta en informacion geométrica (o mas estrictamente,
topologica) de M.
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Proposicion 2.1.8. Sea M una variedad riemanniana y K cualquier sub-
conjunto de Iso(M). Entonces las componentes conezxas de Fix(K) son sub-
variedades cerradas totalmente geodésicas de M.

Demostracion: El resultado es trivial si Fix(K) = (). Supongamos en-
tonces que tenemos p € Fix(K'). Consideremos V el subespacio de T, M
que consta de todos los vectores que se quedan fijos por (las diferenciales
de) los elementos de K. Consideremos una vecindad normal, geodésica-
mente convexa U de p y sea U* una vecindad del origen en T, M de tal
forma que exp, : U* — U es un difeomorfismo. Ahora, afirmamos que
U NFix(K) = exp,(U* N V). En efecto, si f € K es tal que f(p) =py
dfp(v) = v entonces como las isometrias mandan geodésicas en geodésicas,
f fija a toda la geodésica que inicia en p y tiene velocidad v. Por tanto
U NFix(K) C exp,(U* NV). Por otro lado, supongamos que hay un punto
q € UNF de tal manera que la tinica geodésica minimizante vy que une a p con
g, no esté contenida en Fix(K'). Entonces existe alguna isometria en f € K
tal que f(v(t)) # ~(t) para todo t en algin intervalo abierto contenido en
el dominio de . Esto contradice la unicidad de las geodésicas minimizantes
en U. Esto muestra que U N F' es una subvariedad de M. Entonces Fix(K)
estd compuesto por subvariedades de M. Claramente Fix(K) es cerrado pues
si tenemos una sucesion {p,} convergente en tal conjunto, digamos a p, en-
tonces para cada isometria f de K, se tiene por la continuidad que {f(p,)}
es convergente y debe converger a f(p), pero por la unicidad del limite se
tiene que f(p) = p. Luego p € Fix(K). Solamente resta ver que las compo-
nentes son totalmente geodésicas, pero esto es claro: Sean dos puntos p y
q de Fix(K) suficientemente cercanos para que exista una tnica geodésica
minimizante que los una; tenemos que todos los puntos entre p y ¢ también
seran fijados por los elementos de K.

O

Proposicion 2.1.9. Sea M una variedad riemanniana sobre la cual actia
S por isometrias. Entonces la caracteristica de Euler del conjunto de puntos
fijos de S' es igual a la caracteristica de Euler de M.

Demostracion: Denotemos por {F;};cs a la familia de componentes co-
nexas de Fix(S'). Son hechos basicos de la teoria de transformaciones que
Fix(S!) es cerrado en M y que J es finito, como puede consultar el lector
en |neym|. Esto nos permite considerar dos familias, {U;} y {Vi} dadas de
la siguiente manera:

Definimos U; = Upe F, Be; (p), las vecindades tubulares de radio ¢; de Fj,
donde €; > 0 son tales que las U; son disjuntas dos a dos. Entonces, definimos
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Vi= UpGFi B, j2(p), de modo que V; C U;. Entonces consideramos,

UZUUZ', VZUVi

ieJ icJ

Observamos, de inmediato que el complemento de ambos conjuntos, no con-
tiene puntos fijos de S', lo cual sera tutil méas adelante. Queremos escribir
la caracteristica de Euler de M, en términos de la de V, lo cual haremos
mediante un argumento de homologia. Definamos los conjuntos

K=M\U L=M\V

Entonces tenemos que OU = UNK y 0V = V N L. Entonces si consideramos
la sucesion en homologia, de la pareja (M, L),

.= Hy(L;Z) — Hy(M;Z) — Hy(M,L;Z) — ...

se sigue por induccién, utilizando la exactitud de la sucesién en cada nivel,
que

Z(—l)qraan(L; Z)—Z(—l)qraan(M; Z)—}—Z(—l)qraan(M, L;Z)=0

q>0 q>0 q>0

Se sigue que x (L) —x(M)+x(M, L) = 0. De manera analoga, obtenemos
que x(0V) — x(V) + x(V,0V) = 0. Notamos ahora, que de la definicion de
U; y Vi, se sigue que los primeros, son retractos (por deformacion) de los
segundos para cada i, de donde U es retracto de V. Por otro lado, definimos
los conjuntos

W =K\0U R=L\oV.

Entonces, es claro que (V,0V) = (M \ R, L\ R) es retracto de (M \W, L\ W)
y que R C Ly por tanto (V,0V) < (M, L) es una escisién. Se sigue que
x(V,0V) = x(M, L).
Por otra parte, para cada g € S', la isometria inducida, g : M — M
coincide con la identidad fuera de L y OV (y de hecho fuera de cualquier
vecindad abierta que contenga a Fix(S!). Entonces el niimero de Lefschetz
de la restriccién a L es 0. Se puede ver que 6, es homotépica a id;, y por
el Teorema del punto fijo de Lefschetz [green, p.286] se tiene que x(L) =
x(0V) = 0. Conlcuimos que x(M) = x(V), pero V es un retracto de Fix(S!)
y por tanto, x(M) = x(Fix(S!)).

O
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Para finalizar esta seccién bosquejaremos el teorema de Hsiang-Kliener
que en esencia resulta de hacer un anélisis de la geometria del espacio de 6r-
bitas M/S! y de combinar el resultado anterior con el resultado siguiente que
Freedman demostro en [freed|, en sus teoremas 1.6 y 1.8.y que enunciamos
a continuacion.

Teorema 2.1.10 (Freedman). Sea M una variedad diferenciable de dimen-
sion 4. Si M es del mismo tipo de homotopia que S* o CP2, entonces es
homeomorfa a alguna de dichas variedades.

Teorema 2.1.11 (Hsiang-Kleiner, 1989). Sea M una variedad diferencia-
ble de dimension 4, orientable y compacta de curvatura seccional positiva.
Supéngase que existe una accion por isometrias de S* en M. Entonces M es
homeomorfa a S* o CP?.

Demostracion:

Calculemos la homologia de M. Por el teorema de Synge [carmo, p. 206,
tenemos que w1 (M) = 0, lo cual implica que Hi(M;Z) = 0, pues por el
Teorema de Hurewicz |green, p. 63|, H1(M) es la abelianizacion de i (M).
Para calcular el segundo grupo de homologia, consideremos la sucesion exacta
dada por el morfismo de Kronecker
0 —— Ext(Ho(M;Z); Z) — H?*(M;Z) — Hom(H2(M; Z); Z) — 0

Ahora, como Z es un dominio de ideales principales, tenemos que Hy(M)
es libre y por lo tanto, proyectivo. Luego Ext(Ho(M;Z);Z) = 0. Se sigue
que

H?*(M;Z) = Hom(Hy(M;Z); 7).
Por dualidad de Poincaré, tenemos que H?(M;Z) = Ho(M;Z) y por el

isomorfismo anterior, y el hecho de que Hy(M;Z) es abeliano, se tiene que
es libre. Entonces para alguna r € N se tiene que

Hy(M;Z) = &1 Z

Por un argumento similar, usando que Hom(H;(M;Z);Z) = 0 se tiene
que H3(M;Z) = 0. Por ultimo, como M es conectable por trayectorias,
Hy(M;Z) = Z. Ahora, podemos calcular el ntimero total de Betti de M,
b(M;Z) =2+ r y por lo tanto,

2<x(M)=24r<o0

Entonces por el teorema de Freedman y la proposicién 2.1.9 basta de-

mostrar que x(Fix(S')) < 3. Ahora si escribimos Fix(S') = [[,c, F; como
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unién de sus componentes conexas, por la aditividad de la homologia singu-
lar, tenemos que
H,(Fix(8'); Z) = @D Hy(Fi; Z)
ieJ

Ahora, se puede ver que la dimension de cada componente conexa nece-
sariamente es par y por lo tanto es 0 6 2. Afirmamos que hay a lo mas una
componente conexa de dimensién 2, pues de haber més, tendriamos una con-
tradiccion con el teorema de Frankel, es decir, tendriamos dos subvariedades
totalmente geodésicas disjuntas de manera que la suma de sus dimensiones
es igual a la dimensiéon de M.

Entonces dividimos la prueba en dos casos: Aquel en el que Fiz(S')
consta de puntos aislados, y aquel en el que contiene una componente de
dimension 2 y algunos puntos aislados. Observamos que en el primer caso,
hay x(M) puntos aislados y en el segundo x (M) — 2. Se puede ver mediante
argumentos de comparacion dentro del contexto de espacios de Alexandrov
(en particular el teorema de Toponogov [shio, p. 42] ) que si se supone que
la caracteristica de Euler es mayor que 3 en ambos casos se llega a una
contradiccién.

O]

2.2. Desarrollos Posteriores

En la seccién anterior vimos como la herramienta que desarrollamos a lo
largo de este trabajo puede servir para descubrir ciertos aspectos clave de la
geometria o topologia de las variedades riemannianas. El teorema de Hsiang-
Kleiner por ejemplo, conluye hechos geométricos a partir de la existencia de
una accién riemanniana con grupo de Lie S'. En el desarrollo de este tipo de
teoremas, se tiene la nocién general de que entre més grande sea el grupo de
Lie que acttia, més simetria tiene la variedad. Por ejemplo, en los espacios
euclidianos se puede analizar los poligonos de la siguiente manera: Entre mas
vértices tiene un poligono, mas facil es aplicar una rotaciéon o reflexion que
lo deje invariante. Estas transformaciones generan un grupo que actia sobre
los vértices y abusando de la notacién, sobre los poligonos mismos.

En 1981 Gromov probé el siguiente teorema

Teorema 2.2.1. Sea M una variedad riemanniana de dimension n completa
y de curvatura seccional no negativa. Entonces el nimero total de Betti de
M satisface que

b < 1010714
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Se sabe que esta cota no es 6ptima y de hecho Gromov conjeturé que la
mejor posible es 2" que corresponde al numero totale de Betti del toro 1T".
Esto hace sospechar que los grupos de Lie T", (en particular S'), juegan un
papel importante en la geometria.

En vista de este tipo de situaciones, en 1991 Grove propuso estudiar a
las variedades que tuvieran mucha simetria. En este contexto, esto se puede
interpretar al menos de dos maneras: Podriamos estudiar variedades con un
grupo de isometrias muy grande o podriamos estudair aquellas que admi-
tan una accion riemanniana de un toro de dimension grande. Para finalizar
enunciaremos un par de teoremas recientes, que han logrado aplicar estas
ideas exitosamente, con la intencién de ilustrar el alcance de este enfoque y
del desarrollo avanzado de los conceptos que se trataron en este trabajo.

Definicion 2.2.2. Sea M wuna variedad riemanniana. Definimos el rango de
simetria como symrank(M ) = rango(Iso(M)).

Teorema 2.2.3 (Grove-Searle, 1994). Sea M una variedad riemanniana de
dimension n compacta y orientable, de curvatura seccional positiva. Entonces

1
symrank(M) < [n—;— }
donde | ] denota a la funcion mayor entero. Si se dd la igualdad, entonces

M es difeomorfa a S™, CP™? o a un espacio lente.

Teorema 2.2.4. Sea M una variedad riemanniana de dimension n con n >
9, satmplemente conexa de curvatura seccional positiva. Supongamos que M
admite una accion isométrica efectiva de un toro T* con d > 7 +1. Entonces
M es del mismo tipo de homotopia que CP™?2 o M es homeomorfa a HP™/4
o S™.
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