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Introducción.

¿Hasta qué punto son las propiedades de una molécula una consecuencia de la forma en que sus
partes están unidas entre śı y hasta qué punto dependen de las propiedades métricas de longitudes y
ángulos de enlace y en la dinámica de los electrones y los núcleos? Estos aspectos están ı́ntimamente
vinculados en una correcta descripción de la mecánica cuántica de la estructura de una molécula. En
este trabajo se presenta un nuevo enfoque a esta pregunta utilizando las herramientas matemáticas
de la topoloǵıa, un tema diseñado espećıficamente para abordar los aspectos de la estructura que
son intŕınsecamente no métricos.
Algunos aspectos de esta pregunta se han tratado en el pasado por diversos enfoques. Muchos de
estos han involucrado la elaboración de un ı́ndice emṕırico de las diversas ramas moleculares o la
complejidad y la búsqueda de correlaciones de estos al observar las propiedades moleculares [3], [11],
[20]. Los tratamientos más matemáticamente sofisticados se han basado en la teoŕıa de grafos [2],
aunque, con la excepción notable del trabajo de Hosoya [16], [17], [18], [19], la mayor parte de estos
han sido esencialmente nuevas exposiciones de la teoŕıa de orbitales moleculares de Hückel. Creemos
que la topoloǵıa es una herramienta particularmente apropiada para atacar este problema y han
demostrado previamente en [22], [23], [24] y [25] que śı es posible extraer información estructural
significativa de este enfoque.

Una estructura molecular puede ser escrita muy generalmente en términos de sus átomos consti-
tuyentes y sus relaciones entre ellos. Consideremos el objeto (X,

∏
), donde X es el conjunto finito

de átomos (puntos) y
∏

es una cubierta finita de X. Tal objeto tiene una semejanza formal al
espacio topológico (X, T ). Los elementos de

∏
pueden ser interpretados como el conjunto de “ca-

racteŕısticas” que son suficientes para caracterizar la estructura de X. (X,
∏
) describe el sistema de

caracteŕısticas de los objetos en X. Aśı, “el elemento x posee caracteŕıstica S” que es equivalente
a la inclusión x ∈ S (S ∈

∏
). Cuando x y y son adyacentes, entonces podemos decir, por ejemplo,

que el conjunto S nos da la conexidad entre esos dos puntos.

¿Cómo formulamos una cubierta que refleje, por ejemplo, la estructura molecular?, ¿qué carac-
teŕısticas son apropiadas para asociar con los átomos? En la descripción f́ısica de la estructura
molecular, al menos dos caracteŕısticas son necesarias: 1) La naturaleza qúımica del átomo, y 2) la
geometŕıa de la estructura. Ambas caracteŕısticas son naturalmente métricas y no se relacionan en
una descripción topológica. El grafo asociado con tal estructura, sin embargo, usualmente ignora
la caracteŕıstica 1), ya que todos los vértices son equivalentemente pesados y describe la carac-
teŕıstica 2) en términos del enlace covalente (arista). Tal grafo provee una descripción topológica
general pero no contiene información suficiente para muchos propósitos. Aśı el objetivo principal
del trabajo de tesis es investigar que tipos de relaciones son suficientes para describir las estructuras
qúımicas y sus caracteŕısticas mediante la construcción de espacios topológicos finitos, en particular
se buscará encontrar una aproximación al Método Extendido de Hückel para orbitales moleculares,
a partir de la teoŕıa de espacios topológicos finitos y la teoŕıa de gráficas; basándonos en el trabajo
realizado por Richard E. Merrifield y Howard E. Simmons para el Método Simple de Hückel [22],
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[23], [24] y [25].

Este método fue propuesto por Erich Hückel en 1930 y es el método de aproximación más simple
de la teoŕıa de orbitales moleculares, inicialmente sólo trataba sistemas formados en su totalidad
por átomos de carbono, más tarde se extendió su uso a otras moléculas en cuya composición se
encuentran átomos de nitrógeno y ox́ıgeno, entre otros, los denominados heteroátomos.
Otros cálculos que se pueden realizar al utilizar este método son: La enerǵıa total del sistema π y
el orden de enlace π o también llamado orden de enlace de Hückel; este último es la aproximación
principal que se realiza con el método expuesto en la tesis.
Nuestro estudió se basa en asociarle a una molécula, una gráfica dirigida [4], [12], [13], [14], [15],
[28], [29] la cual siempre es disconexa si el número de átomos distintos del hidrógeno es mayor que
3. A partir de esta gráfica se le asocia a la molécula una topoloǵıa, haciendo uso de los conceptos
de la teoŕıa de espacios topológicos finitos; a la cual llamaremos topoloǵıa de enlace [22].
Esta topoloǵıa de enlace, es la topoloǵıa más pequeña en el conjunto X de átomos, en la cual cada
conjunto de un par de átomos adyacentes es abierto. Es decir esta topoloǵıa expresa las conexiones
atómicas entre los átomos de la molécula a estudiar. A través de esta topoloǵıa de enlace estudiamos
las propiedades combinatorias de su gráfica que son de gran importancia a la hora de calcular el
orden de enlace de Hückel. Se hace un estudio más detallado de una de estas propiedades combi-
natorias, nos referimos a las funciones generadoras de cada una de las componentes conexas de su
gráfica, con el fin de poder hallar la función generadora adecuada para un conjunto formado por
dos elementos; para lo cual se construyó una tabla en la que se refleja el comportamiento que tienen
sobre la molécula los diversos elementos que intervienen este conjunto.

La estructura de nuestro trabajo es la siguiente: En el Caṕıtulo 1, introduciremos los conceptos
básicos relacionados con los espacios topológicos finitos y analizaremos sus principales propiedades
que los distinguen de otros espacios topológicos, enfatizando nuestro estudio en la definición de
base irreducible y cotopoloǵıa de un espacio topológico finito, ya que serán de gran importancia en
todo el trabajo. Además, exploraremos las relaciones entre digrafos y espacios topológicos finitos,
las cuales serán cruciales para nuestro estudio de las estructuras moleculares.

En el Caṕıtulo 2, se desarrollan las herramientas matemáticas de la topoloǵıa combinatoria, que son
muy importantes en las aplicaciones de los espacios topológicos finitos a las estructuras moleculares.
Entre estas herramientas destacaremos: la cardinalidad de su topoloǵıa, el número de conjuntos
conexos y las funciones generadoras.

En el Caṕıtulo 3, se dará una detallada explicación desde un enfoque qúımico de la Teoŕıa de
Orbitales Moleculares de Hückel. Se explicará paso a paso el trabajo original de Hückel para el caso
de hidrocarburos insaturados y para sistemas heteroatómicos, con el fin de que el método topológico
que se expondrá en los caṕıtulos siguientes sea más claro.

En el Caṕıtulo 4, se detallará el Método de Hückel para encontrar el orden de enlace de un par
de átomos {i, j}, además se darán las definiciones y las relaciones preliminares entre un espacio
topológico finito y una estructura molecular y daremos la definición de la topoloǵıa de enlace,
apoyándonos en las principales caracteŕısticas de los espacios topológicos finitos estudiadas en los
caṕıtulos anteriores, para aśı dar nuestro método de aproximación del cálculo del orden de Hückel
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para un par de átomos {i, j}, en un hidrocarburo no saturado.
En el Caṕıtulo 5, exponemos el tema central de este trabajo, mostramos nuestro método extendido
de aproximación del cálculo del orden de Hückel para un par de átomos {i, j} para los distintos
grupos funcionales qúımicos, es decir, en estructuras moleculares donde no sólo están formados por
carbonos.
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1.5. Topoloǵıas finitas y grafos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.6. Subbases y grafos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.7. Clasificación de espacios topológicos finitos y teoŕıa de grafos. . . . . . . . . . . . . . 11
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5.1.1. Propiedades combinatorias de la topoloǵıa de enlace. . . . . . . . . . . . . . . 79

Conclusiones 113

Bibliograf́ıa 115



Caṕıtulo 1

Topoloǵıas finitas y teoŕıa de grafos.

En este caṕıtulo, se presentarán algunas definiciones básicas [9], [27] necesarias para una clara com-
prensión y familiarización con los resultados. Entre estas definiciones destacan la de cotopoloǵıa y
la de base irreducible de un espacio dado.
Se hablará de la conexión natural entre las topoloǵıas y los grafos finitos [4], [12], [13], [14], [15], [28]
y [29]. Esta conexión da un significado exacto a la noción cualitativa de la estructura, además pro-
porciona un cálculo gráfico-teórico de las caracteŕısticas más importantes de los espacios topológicos
finitos [10], [21], [31], [33], [34] y [35].
También revisaremos algunas definiciones y relaciones entre los elementos del espacio. Además se
dará una forma de clasificar tales espacios señalando sus caracteŕısticas gráficas que los definen.
Es necesario aclarar que en este trabajo sólo se considera el caso en el que X es finito.

1.1. Cotopoloǵıa.
Definición 1.1. Un espacio topológico es un conjunto X con una topoloǵıa T , la cual es una
colección de subconjuntos de X (llamados abiertos) que tiene las siguientes propiedades:

i. El conjunto vaćıo, ∅, y X son abiertos.

ii. La unión arbitraria de conjuntos abiertos es abierta.

iii. La intersección finita de conjuntos abiertos es abierta.

A la colección de subconjuntos cerrados (los complementos de los conjuntos cerrados) de la topoloǵıa
de X se le llama cotopoloǵıa de T , la cual denotaremos por T ∗.

Cuando T es una topoloǵıa sobre un conjunto finito, entonces la cotopoloǵıa T ∗ correspondiente es
también una topoloǵıa de X. Aśı (X, T ∗) es un espacio topológico, ya que incluyen al ∅ y X y es
cerrado bajo la unión y la intersección.

Notemos algunas relaciones entre la topoloǵıa y la cotopoloǵıa correspondientes a un conjunto finito
X:

i) La relación de la topoloǵıa-cotopoloǵıa es simétrica, es decir, T ∗∗ = T .
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ii) T y T ∗ no son necesariamente distintos.

Para comprender mejor este concepto, damos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1. Sea X = {1, 2, 3, 4} consideremos tres de sus 33 distintas topoloǵıas asociadas

T1 = {∅, {1}, {3}, {1, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, X},
T2 = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, X},
T3 = {∅, {1}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, X},

sus cotopoloǵıas correspondientes son:

ζ1 = {∅, {2}, {4}, {1, 2}, {2, 4}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, X},
ζ2 = {∅, {2}, {3}, {4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {2, 3, 4}, X},
ζ3 = {∅, {2}, {4}, {1, 2}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, X}.

Estas se obtienen al calcular los complementos de los elementos de Ti (i = 1, 2, 3).

Ejemplo 1.2. Consideremos a X = {1, 2, 3, 4} y su topoloǵıa T = {∅, {1, 2}, {3, 4}, X}, al calcular
los complementos de los elementos de la topoloǵıa tenemos que, T ∗ = {∅, {1, 2}, {3, 4}, X} y por lo
tanto T = T ∗.

Es necesario enfatizar que esta dualidad topoloǵıa-cotopoloǵıa es solamente una caracteŕıstica de
espacios finitos; ya que los conjuntos cerrados de un espacio infinito, generalmente no satisfacen los
axiomas de una topoloǵıa.

1.2. Bases irreducibles.

Cuando la cardinalidad de X es muy grande, puede haber muchos conjuntos abiertos, por esto es
deseable describir un espacio topológico en términos de un número de conjuntos mucho más pequeño
esto es, una “base” para la topoloǵıa. Gracias a que X es finito podemos definir el concepto de base
irreducible, la cual será de gran utilidad en lo que resta del trabajo.

Antes de dar la definición de una base irreducible es necesario definir base.

Definición 1.2. En un espacio topológico (X, T ) se dice que una colección B de elementos de T ,
es una base de la topoloǵıa T , si todo elemento de T , es decir, si todo abierto de la topoloǵıa T , es
expresable como unión de elementos de B.

Definición 1.3. Una base irreducible B de un espacio topológico finito es una base, donde ninguno
de sus elementos puede ser expresado como una unión de otros elementos de la base.

Dado un punto p ∈ X se define;

i) Al elemento básico Bp como el conjunto abierto más pequeño que contiene a p, es decir

Bp =
∩

{O|p ∈ O, O ∈ T }, (1.1)
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ii) Al elemento básico B∗
p como el conjunto cerrado más pequeño que contiene a p, es decir

B∗
p =

∩
{O|p ∈ O, O ∈ T ∗}. (1.2)

Ahora describamos la relación entre base irreducible y Bp; a través de la siguiente proposición.

Proposición 1.1. Sea (X, T ) un espacio topológico finito. La colección de conjuntos

B = {Bp|p ∈ X}

es una base irreducible para la topoloǵıa T .

Demostración. Para cualquier conjunto abierto O ∈ T , y para cualquier p ∈ O se tiene que Bp ⊂ O,
ya que Bp =

∩
{O|p ∈ O, O ∈ T }, y por lo tanto

O =
∪

{Bp|p ∈ O}.

Ahora probemos que B es irreducible. Supóngase que Bp =
∪

Bi para i = 1, 2 . . . n, luego, Bi ⊂ Bp,
en particular Bp ⊂ Br con 1 ≤ r ≤ n; aśı p ∈ Br. Por otra parte, si p ∈ Bi entonces Bp ⊂ Bi y por
la definición de Bp se tiene que esto sólo ocurrirá si Bp = Br.

A un subconjunto Y ⊂ X en un espacio topológico (X, T ) se le puede asignar una topoloǵıa y
ser considerado como un espacio topológico por separado. De todas las posibles topoloǵıas en Y ,
alguna de estas pueden ser heredas del espacio original.

Definición 1.4. Un subespacio de un espacio topológico (X, T ) es un subconjunto Y ⊂ X junto
con la topoloǵıa

TY = {O ∩ Y |O ∈ T }.
Ahora definamos base irreducible para un subconjunto Y ⊂ X. Si p ∈ Y , entonces el conjunto
abierto más pequeño en Y que contiene a p es;

BY,p =
∩

{O|p ∈ O, O ∈ T } ∩ Y , (1.3)

aśı
BY,p = Bp ∩ Y, p ∈ Y. (1.4)

Calculemos los elementos básicos del siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.3. Considere el conjunto X = {1, 2, 3, 4} con la topoloǵıa

T1 = {∅, {1}, {3}, {1, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, X}.

Los elementos de la base irreducible son B1 = {1}, B2 = {1, 2, 3}, B3 = {3}, B4 = {3, 4}. Para el
subconjunto Y = {2, 3, 4}, encontramos que la topoloǵıa relativa de Y es

TY = {∅, {3}, {2, 3}, {3, 4}, Y }.
Con elementos básicos;

BY,2 = {1, 2, 3} ∩ Y = {2, 3},

BY,3 = {3} ∩ Y = {3},

BY,4 = {3, 4} ∩ Y = {3, 4}.
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1.3. Clausura, coclausura, interior y frontera de un conjunto
general.

Hay ciertas propiedades de los conjuntos, que se pueden relacionar con la definición de cotopoloǵıa
y base irreducible, las cuales serán de gran importancia más adelante.

Comencemos recordando la definición de clausura e introduzcamos la de coclausura.

Definición 1.5. Dado un subconjunto A de un espacio topológico X.

i) La clausura de A es la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a A, y se
denota por A.

ii) La coclausura de A es la intersección de todos los conjuntos abiertos que contienen a A y se
denota por Â.

Se pueden concluir las siguientes relaciones entre la clausura y coclausura;

i) A = A si y sólo si A es cerrado.

ii) A = Â si y sólo si A es abierto.

De la ecuación (1.1) y de la Definición 1.5, podemos concluir que:

i) Bp = {̂p},

ii) B∗
p = {p}.

Ejemplo 1.4. Dado el conjunto X = {1, 2, 3, 4} con la topoloǵıa

T = {∅, {1}, {3}, {1, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, X},
y su cotopoloǵıa asociada,

T ∗ = {∅, {2}, {4}, {1, 2}, {2, 4}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, X},
tenemos que:

{1, 4} = {1, 2, 4}, {̂1, 4} = {1, 3, 4},
{2, 3} = {2, 3, 4}, {̂2, 3} = {1, 2, 3}.

La clausura y la coclausura tienen las siguientes propiedades llamados Axiomas de Clausura y
Coclausura de Kuratowski:

i) ∅ = ∅

ii) A ⊂ A

iii) A ∪B = A ∪B

iv) A = A

i’) ∅̂ = ∅

ii’) A ⊂ Â

iii’) Â ∪B = Â ∪ B̂

iv’)
̂̂
A = Â
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Proposición 1.2. En virtud de iii) y iii’) de los axiomas de Kuratowski, podemos escribir la clausura
y coclausura de un subconjunto del espacio topológico en términos de los elementos básicos de su
cotopoloǵıa y topoloǵıa respectivamente [31]:

i) A =
∪
p∈A

B∗
p,

ii) Â =
∪
p∈A

Bp.

Demostración. Basándonos en la definición de clausura y coclasura de un conjunto, de los axiomas

de Kuratowski iii) y iii’), y el hecho que Bp = {̂p} y B∗
p = {p} tenemos que:

i) A =
∪
p∈A

{p} =
∪
p∈A

{p} =
∪
p∈A

B∗
p,

ii) Â =
∪̂
p∈A

{p} =
∪
p∈A

{̂p} =
∪
p∈A

Bp.

1.4. Topoloǵıas finitas y grafos dirigidos.

En esta sección, se dará la definición de un grafo dirigido o digrafo [4], [12], [13], [14], [15], [28], [29]
y la manera de como obtener el digrafo asociado a la topoloǵıa y la cotopoloǵıa correspondientes
de un espacio topológico finito. Hablaremos de la relación entre el inverso de un digrafo y el digrafo
asociado a la cotopoloǵıa [10], [21], [33], [34] y [35]. También se analizará la forma de hallar la
clausura y la coclausura de un subconjunto a través del digrafo asociado a un espacio topológico
finito.

Definición 1.6. Un grafo dirigido (o digrafo) D consta de un conjunto de puntos V (D), los vértices
de D, junto con un conjunto E(D) de pares ordenados de vértices, las aristas de D.

Una arista (p, q) es convencionalmente representada por una ĺınea dirigida de p a q.
Los vértices p y q se dicen adyacentes si (p, q) ∈ E(D) ó (q, p) ∈ E(D).

La siguiente definición explica la manera de obtener el digrafo asociado a un espacio topológico,
usando una propiedad de sus elementos básicos.

Definición 1.7. Sea (X, T ) un espacio topológico finito, el digrafo D(T ) asociado a (X, T ) es
aquel digrafo cuyos vértices son los elementos de X y el par (p, q) con p, q ∈ X, está en E(D(T )) si
Bp ⊃ Bq.

p q

Se denota al digrafo de una topoloǵıa T por D(T ).
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En el siguiente ejemplo ilustramos la definición anterior;

Ejemplo 1.5. Sea X = {1, 2, 3}, con la topoloǵıa T = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 3}, X} y la cotopoloǵıa
T ∗ = {∅, {2}, {3}, {2, 3}, X}. Los conjuntos básicos correspondientes son:

B1 = {1}, B2 = {1, 2}, B3 = {1, 3}.

Aśı, B1 ⊂ B2, B1 ⊂ B3 y B2 no es comparable con B3. El digrafo de esta topoloǵıa es:

2 1 3

Hasta aqúı partiendo de una topoloǵıa obtenemos un digrafo usando sus elementos básicos. La
pregunta es si podemos revertir este proceso, es decir, partiendo de un digrafo D, ¿cómo obtener
una topoloǵıa T , tal que D = D(T )?

Definición 1.8. Sea un espacio topológico (X, T ), para cualquier punto p ∈ X, definimos a la
colección de vértices adyacentes desde p en D como:

A+
p = {q|(p, q) ∈ E(D)}.

En el siguiente teorema se presenta la manera de obtener los elementos básicos de una topoloǵıa a
través de un digrafo dado.

Teorema 1.1. Dados el espacio topológico (X,T ) y el conjunto A+
p para algún punto p ∈ X. El

conjunto básico correspondiente a p, contiene al punto p junto con los puntos adyacentes desde p,
es decir:

Bp = {p} ∪A+
p .

Demostración. Queremos ver que∩
{O|p ∈ O, O ∈ T } = {p} ∪A+

p .

Consideremos inicialmente el siguiente caso.

Sea r ∈ {p} ∪A+
p , aśı r = p ó r ∈ A+

p .

Si r = p, entonces r ∈ O para todo O ∈ T que contiene a p, aśı

r ∈
∩

{O|p ∈ O, O ∈ T }.

Si r ∈ A+
p , entonces (p, r) ∈ E(D), luego, por la Definición 1.7 se tiene que Br ⊂ Bp, aśı

Br ⊂
∩

{O|p ∈ O, O ∈ T }

y por lo tanto

r ∈
∩

{O|p ∈ O, O ∈ T }.

Por otra parte, si r ∈
∩
{O|p ∈ O, O ∈ T }; existen dos posibilidades: ya sea que r = p ó r ̸= p.

Si r = p entonces r ∈ {p} ∪A+
p .

Ahora bien, si r ̸= p se necesita probar que r ∈ A+
p , dado que Bp =

∩
{O|p ∈ O, O ∈ T },

entonces Br ⊂ Bp, aśı, por la Definición 1.7 existe (p, r) ∈ E(D), entonces r ∈ A+
p y por lo tanto

r ∈ {p} ∪A+
p .
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Apliquemos el resultado anterior al siguiente ejemplo, y veamos que realmente podemos encontrar
la topoloǵıa asociada a un digrafo.

Ejemplo 1.6. Consideremos el siguiente digrafo;

1

2 5

3 4

de donde se observa que

A+
1 = ∅, A+

2 = {1, 3, 4}, A+
3 = ∅ A+

4 = ∅ A+
5 = {4}

Aśı los conjuntos básicos son

B1 = {1}, B2 = {1, 2, 3, 4}, B3 = {3}, B4 = {4}, B5 = {4, 5}.
Y por lo tanto la topoloǵıa es

T = {∅, {1}, {3}, {4}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {4, 5}, {1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 3, 4, 5}, X}.

Definición 1.9. Definimos al digrafo obtenido a partir de un digrafo arbitrario D, tal que sus
aristas son de la forma (q, p) para todo p, q ∈ X tal que (p, q) ∈ D, este digrafo es llamado el inverso
de D y es denotado por D

′
.

Ya hemos asociado un digrafo a una topoloǵıa, entonces también podemos hacer esto con su
cotopoloǵıa asociada.

Definición 1.10. Dado un espacio topológico finito (X, T ), a su cotopoloǵıa T ∗, se le asocia un
digrafoD(T ∗), cuyos vértices son los elementos deX. Dados p, q ∈ X, (p, q) es una arista si B∗

p ⊃ B∗
q .

D(T ∗) es:

p q

De las Definiciones 1.9 y 1.10 se observa que D(T ∗) = D
′
(T ).

Definición 1.11. Sea (X, T ) un espacio topológico, para cualquier punto p ∈ X, definimos a la
colección de vértices adyacentes a p en D(T ) como:

A−
p = {q|(q, p) ∈ E(D(T ))}.

Los conjuntos básicos B∗
p para la cotopoloǵıa T ∗ pueden ser obtenidos de D(T ∗), de la misma forma

que los conjuntos Bp son obtenidos de D(T ).

7



Damos el resultado análogo al Teorema 1.1, para el caso de la cotopoloǵıa asociada.

Teorema 1.2. Sean (X, T ) un espacio topológico y el conjunto A−
p como en la Definición 1.11 para

algún punto p ∈ X. Entonces
B∗
p = {p} ∪A−

p .

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema 1.1.

Luego, B∗
p contiene a p junto con todos los vértices de D(T ) desde los cuales p es accesible siguiendo

las aristas.

Expresemos todo lo anterior en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7. Para la topoloǵıa del Ejemplo 1.5, el digrafo es

2 1 3
D(T ) =

y su inversa es

2 1 3
D

′
(T ) = D(T ∗) =

y B∗
1 = {1, 2, 3}, B∗

2 = {2}, B∗
3 = {3}.

Recordemos que en un espacio topológico X, la coclausura de un subconjunto arbitrario S ⊂ X
está definido como el conjunto abierto más pequeño Ŝ, para el cual S ⊂ Ŝ y esta dado por

Ŝ =
∪
p∈S

Bp.

De lo mencionado anteriormente, de las Definiciones 1.7 y 1.10 y los Teoremas 1.1 y 1.2 se obtiene
el siguiente resultado que no se demostrará.

Teorema 1.3. Sea (X, T ) un espacio topológico. Entonces

Ŝ = S ∪
(∪
p∈S

A+
p

)
,

donde A+
p es como en la Definición 1.11. En otras palabras, Ŝ contiene a los puntos de S junto

con todos los puntos adyacentes desde cualquier punto en S. Similarmente, la clausura de S, S,
satisface:

S = S ∪ {q ∈ X|existe p ∈ S, (q, p) ∈ E(D)}

S = S ∪
(∪
p∈S

A−
p

)
.
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Aqúı podemos ver una aplicación del resultado anterior.

Ejemplo 1.8. Para los subconjuntos del espacio de los Ejemplos 1.5 y 1.7 para el cual D es

2 1 3
D(T ) =

se obtiene que

Coclausura

{̂1} = {1},

{̂2} = {1, 2},

{̂3} = {1, 3},

{̂1, 2} = {1, 2},

{̂2, 3} = {1, 2, 3},

{̂1, 3} = {1, 3},

Clausura

{1} = {1, 2, 3},

{2} = {2},

{3} = {3},

{1, 2} = {1, 2, 3},

{2, 3} = {1, 2, 3},

{1, 3} = {2, 3}.

Ahora, lo que nos interesa, es hallar una manera de identificar cuando un punto de un digrafo
asociado a un espacio topológico es abierto o cerrado.

Teorema 1.4. Sea X un espacio topológico, si en el digrafo asociado a su topoloǵıa T , existe
un punto p sin aristas salientes, entonces {p} es un abierto. Similarmente, si p no tiene aristas
entrantes, entonces {p} es un cerrado.

Demostración. Sea (X, T ) un espacio topológico. Dado p ∈ X, considérese la hipótesis que p no
tiene aristas salientes, lo que significa que no existe algún q ∈ X tal que (p, q) ∈ E(D); esto por la
definición de digrafo asociado a una topoloǵıa T , con lo cual la relación Bq ⊂ Bp no existe. Luego,
por el Teorema 1.1 A+

p = ∅ y por tanto Bp = {p}.
La demostración de un cerrado es análoga.

Un teorema análogo se puede establecer para la cotopoloǵıa, intercambiando las palabras abierto y
cerrado.
Para el ejemplo que hemos estado analizando se tiene lo siguiente, al aplicar el teorema anterior.

Ejemplo 1.9. Para el espacio del Ejemplo 1.8, el único abierto unipuntual es el {1}, mientras que
los cerrados unipuntuales son {2} y {3}.

1.5. Topoloǵıas finitas y grafos.

En la sección anterior se dio la manera de asociar un digrafo a una topoloǵıa; en esta sección nuestro
interés es dar una propiedad similar entre un grafo y una topoloǵıa(cotopoloǵıa). Además se dará la
relación entre una subbase del espacio topológico y su topoloǵıa.
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Definición 1.12. Un grafo no dirigido (llamado simplemente grafo) G consta de un conjunto de
puntos V (G) (el conjunto de los vértices de G), junto con un conjunto E(G) de pares de vértices
no ordenados (el conjunto de las aristas de G).

Una arista {p, q} es representada por una ĺınea no dirigida de p a q (segmento de ĺınea).

A un espacio topológico (X, T ) se le puede asociar un grafo G(T ) a partir de un digrafo asociado
a T , eliminando la direccionalidad de las aristas. La importancia de los grafos para las topoloǵıas
yace en el hecho de que existe un único grafo asociado con cada par de topoloǵıa-cotopoloǵıa, esto
es, el grafo fundamental de los digrafos D(T ) y D(T ∗) = D

′
(T ) y además G(T ) = G(T ∗).

En el siguiente ejemplo se observa que el grafo asociado a la topoloǵıa y a la cotopoloǵıa del espacio
topológico es el mismo.

Ejemplo 1.10. Consideremos el espacio topológicoX = {1, 2, 3, 4}. Para el par topoloǵıa-cotopoloǵıa

T = {∅, {1}, {3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, X}, T ∗ = {∅, {2}, {4}, {1, 2}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, X},

los correspondientes digrafos son:

1 2 3 4 1 2 3 4
D(T ) D(T ∗)

ambos tienen el grafo

1 2 3 4
G(T )

1.6. Subbases y grafos.

Cuando tenemos una subbase S para una topoloǵıa T , tanto D(T ) y G(T ) pueden construirse
directamente de S. Antes de explicar esta forma de construir a D(T ) y G(T ), daremos la definición
de subbase para una topoloǵıa T .

Definición 1.13. SeaX un conjunto. Una subbase S para una topoloǵıa T sobreX es una colección
de subconjuntos de X cuya unión es igual a X.

Dado cualquier punto p ∈ X, el elemento básico correspondiente en términos de S es:

Bp =
∩

{S|p ∈ S, yS ∈ S}.

Aśı, una arista {p, q} en G(T ) resulta o bien de la arista (p, q) o de la arista (q, p) en D(T ), la
condición para su presencia es que cualquier p ∈ S implique que q ∈ S o viceversa, para todo S ∈ S.
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A continuación se ejemplificará lo descrito anteriormente,

Ejemplo 1.11. Sea

S = {{1, 2}, {2, 3, 4}, {4}, {2, 4, 5}}

una subbase para una topoloǵıa sobre X = {1, 2, 3, 4, 5}. Luego los conjuntos básicos son:

B1 = {1, 2}, B2 = {2}, B3 = {2, 3, 4}, B4 = {4}, B5 = {2, 4, 5}.

Los valores de p y q, para los cuales p ∈ S ∈ S implica que q ∈ S están dados por
p

1

2

3

4

5

q

2

−−

2, 4

−−

2, 4

Por lo tanto, para la topoloǵıa T = {∅, {2}, {4}, {1, 2}, {2, 3, 4}, {2, 4, 5}, X} inducida por S tenemos

1

2

5 3

4

D(T )

1

2

5 3

4

G(T )

1.7. Clasificación de espacios topológicos finitos y teoŕıa de grafos.

En esta sección analizaremos los principales espacios Tn descritos en [9], [27], [33], [34], [35],
aśı como los principales resultados que los caracterizan pero a través de la teoŕıa de grafos.

Definición 1.14. Un espacio topológico (X, T ) es un espacio T0 si dados dos puntos distintos
x, y ∈ X, al menos uno de ellos posee una vecindad que no incluye al otro.

Si un espacio no es T0, debe contener al menos un par de puntos tales que ambos estén presentes,
o bien ausentes en cada conjunto abierto, en otras palabras, estos puntos son topológicamente
indistinguibles.
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Teorema 1.5. Un espacio topológico (X, T ) es T0 si y sólo si su digrafo asociado D(T ) no contiene
al digrafo:

Demostración. Supongamos que el espacio topológico (X, T ) no es T0, de manera que existe un par
de puntos para los cuales cada conjunto abierto que contiene a p también contiene a q, y viceversa.
De esta manera p ∈ Bq y q ∈ Bp, de forma que

p q

debe ser un subdigrafo del digrafo asociado al espacio D(T ). Por otra parte, si existe por lo menos
un conjunto abierto que contenga a p y no a q, entonces q /∈ Bp, y su digrafo no podrá contener al
subdigrafo anterior.

Definición 1.15. Un espacio topológico (X, T ) es un espacio T1, si dados dos puntos distintos
x, y ∈ X, cada uno posee una vecindad que no incluye al otro. Notar que las vecindades no tienen
que ser disjuntas.

De lo anterior se observa que un espacio topológico T1 es disconexo, ya que cada punto es una
componente separada y es al mismo tiempo abierto y cerrado.

Proposición 1.3. Si un espacio topológico finito es T1, su topoloǵıa es la discreta.

Demostración. Sean p y q un par de puntos arbitrarios en el espacio T1, luego, p ̸∈ Bq y q ̸∈ Bp,
es decir, el conjunto de aristas del grafo asociado a la topoloǵıa es vaćıo. Como todo espacio T1 es
disconexo, luego su topoloǵıa es la discreta.

Recordemos la definición de un espacio T 1
2
.

Definición 1.16. Un espacio topológico es un espacio T 1
2
si cada punto del espacio es un abierto,

o un cerrado o ambos.

Veamos las relaciones existentes entre los espacios T1 y T 1
2
, y entre T 1

2
y T0.

Proposición 1.4. Si un espacio topológico es

i. T1 entonces es T 1
2
.

ii. T 1
2
entonces es T0.

Demostración.

i. Que un espacio T1 es T 1
2
se sigue del hecho de que en tal espacio cada punto es abierto y

cerrado al mismo tiempo.

ii. Un espacio T 1
2
es T0 ya que el digrafo asociado a T 1

2
contiene sólo vértices de los siguientes

dos tipos:
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Punto Abierto Punto Cerrado

y por lo tanto el subd́ıgrafo

no puede estar presente.

Luego, podemos concluir que un espacio T1 es T0
En los siguientes ejemplos analizamos las propiedades mencionadas en los teoremas y las definiciones
de esta sección.

Ejemplo 1.12. El espacio que tiene como digrafo asociado

1

2 5

3 4

es un espacio T 1
2
, ya que los puntos 1, 3, 4 son abiertos y los puntos 2, 5 son cerrados. Dado que

ningún punto es abierto y cerrado al mismo tiempo el espacio no es T1.

Ejemplo 1.13. El espacio para el cual su digrafo asociado
2

1 3

4

es T0 ya que no contiene al subdigrafo

pero no es T 1
2
porque los puntos 2 y 4, no son ni abiertos ni cerrados.
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Caṕıtulo 2

Combinatoria.

En el caṕıtulo anterior consideramos la descripción cualitativa de los espacios topológicos finitos.
En contraste, en este caṕıtulo analizaremos algunas de sus caracteŕısticas cuantitativas. Es decir,
invariantes topológicos tales como: la cardinalidad, el número de conjuntos conexos y las funciones
generadoras.

2.1. Cardinalidad de una topoloǵıa.

Del Caṕıtulo 1, podemos recordar que todo conjunto abierto de un espacio topológico se puede
obtener de la unión de elementos de la base irreducible B de su topoloǵıa T asociada. Es importante
notar que no todas las uniones producen distintos conjuntos abiertos.
Consideremos una unión arbitraria de elementos básicos

V = B1 ∪ B2 ∪ . . . (2.1)

Si para una pareja de ı́ndices i, j, tenemos que Bi ⊂ Bj entonces Bi es redundante en la unión
y podemos eliminarlo. Con esto garantizamos uniones distintas de abiertos ya que no contendrán
pares de elementos básicos comparables.
Queremos encontrar un criterio simple para buscar conjuntos de elementos básicos mutuamente
incomparables, aśı como un método para enumerarlos, que parta de considerar al grafo G(T ) de la
topoloǵıa T . Consideremos al espacio topológico finito (X, T ) que es T0, para el cual su grafo dirigido
asociado D(T ) no contiene pares de vértices conectados por más de una arista. En este caso G(T )
se obtiene reemplazando solamente cada arista dirigida por una no dirigida como se estudió en la
Sección 1.5 del caṕıtulo anterior y además los pares de elementos básicos comparables corresponden
a los vértices adyacentes de G(T ). Por lo tanto, se obtendrán conjuntos abiertos distintos sólo
cuando uniones de elementos básicos estén formadas por los correspondientes conjuntos de vértices
de G(T ), donde no hay dos puntos que son adyacentes. Aśı, la cardinalidad de una topoloǵıa finita
es igual al número de conjuntos independientes de vértices del grafo asociado a la topoloǵıa.

Definición 2.1. Considérese una grafo G = (V,E). Un conjunto I de vértices de G es independiente
de vértices o aristas si no existen dos vértices de I que sean adyacentes, esto es, el subgrafo de G
inducido por I no tiene aristas.
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Denotaremos al número de conjuntos independientes de vértices del grafo G(T ) por el śımbolo σ(T ).
Podemos calcular el número de conjuntos independientes σ(G)1para un grafo G, de forma recursiva,
es decir, podemos expresar σ(G) en términos de los valores de σ de subgrafos de G. El grafo G− p
que se obtiene de G al eliminar al vértice p y todas las aristas conectadas a p. Aśı, σ(G − p) es el
número de conjuntos independientes de G que no contienen al vértice p. El grafo G − (p ∪ Ap) se
construye de G eliminando el vértice p y sus vértices adyacentes con las correspondientes aristas
relacionadas, luego, σ(G−(p∪Ap)) es el número de conjuntos independientes de G que no contienen
a p y a sus vértices adyacentes.

Teorema 2.1. Sea (X, T ) un espacio topológico. Consideremos su grafo asociado G(T ) = (V,E) y
un vértice arbitrario p ∈ V , entonces el número total de conjuntos independientes del espacio es

σ(G) = σ(G− p) + σ(G− (p ∪Ap)).

Demostración. Sea (X, T ) espacio topológico, consideremos su grafo asociado G(T ) = (V,E) y un
vértice arbitrario p ∈ V , como se muestra en la siguiente figura:

p

G

Consideremos la relación de los conjuntos independientes de G y los conjuntos independientes de
G con el vérice p eliminado. Si G − p denota al grafo derivado de eliminar a p y a todos los
vértices adyacentes a p. Entonces cada conjunto independiente de G − p es también un conjunto
independiente de G.
Los otros conjuntos independientes de G surgen de uniones de {p} con conjuntos independientes de
G− p que no contienen ningún vértice adyacente a p, el número de estos conjuntos independientes
es σ(G− (p ∪ Ap)), donde Ap es el conjunto de vértices de G adyacente a p. En la siguiente figura
mostramos a los conjuntos G− p y G− (p ∪Ap).

p

Ap

G− p

G− (p ∪Ap)
1La función σ(G) es similar al “́ındice topológico” de Hosoya, que es igual al número de conjuntos de aristas

independientes de G
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Por lo tanto el número total de conjuntos independientes del espacio es

σ(G) = σ(G− p) + σ(G− (p ∪Ap)).

Del teorema anterior surgen los siguientes corolarios, el primero nos habla del caso en el que G es
disconexo y el segundo para el caso en el que G es una cadena lineal.

Corolario 2.1. Sea G un grafo disconexo con componentes Gi (i = 1, 2, . . . , n); esto es,

G =

n∪
i=1

Gi,

entonces

σ(G) =

n∏
i=1

σ(Gi).

Demostración. Si G es un grafo multicomponente
∪n

i=1Gi, los conjuntos independientes de G son
uniones de cualquier selección de un conjunto independiente de cada componente.

Sea Fn el número de Fibonacci para n.

Corolario 2.2. Si G = Pn es una cadena lineal de n vértices (también llamado camino)

1 2 3 n−1 n
Pn

entonces
σ(Pn) = Fn+1.

Demostración. Recordemos que σ(G) = σ(G− p) + σ(G− (p ∪Ap)), de donde:

σ(Pn) = σ(Pn−1) + σ(Pn−2)

la cual es idéntica a la relación de recursión de números de Fibonacci Fn:

Fn = Fn−1 + Fn−2 (F1 = 1, F2 = 2).

Con esto los valores de σ(Pn) están en función del valor de Fn, a partir de donde se observa que P1

tiene dos conjuntos independientes ∅, {1} y P2 tiene tres ∅, {1}, {2}, luego, σ(Pn) = Fn+1.

En el siguiente ejemplo aplicaremos los resultados expuestos en el Teorema 2.1 y los Corolarios 2.1
y 2.2, para calcular el número de conjuntos independientes del espacio dado.

Ejemplo 2.1. Sea (X, T ) espacio topológico, tal que T tiene asociado el grafo

G(T )
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al calcular σ(G(T )) obtenemos
p

|T | = σ
( )

= σ
( )

+
( )

G−p G−p−Ap

= σ(P9) + σ(P3 ∪ P3)
= σ(P9) + σ2(P3)
= F10 + F 2

4

= 114.

2.2. Cardinalidad de un subespacio.

Ahora el objetivo es hallar el número de conjuntos abiertos que contienen a un subconjunto
S ⊂ X como subconjunto de estos; este número de subconjuntos será denotado por n(S).

Proposición 2.1. La colección de conjuntos abiertos que contienen un subconjunto arbitrario
S ⊂ X es isomorfo al subespacio topológico X − Ŝ y por lo tanto n(S) = |T (X − Ŝ)|.

Demostración. Sea S un subconjunto de X. Cada conjunto abierto de X que contiene a S debe
contener a Ŝ, aśı esta colección de conjuntos es

{Ŝ ∪ Oi | Oi ∈ T }.

Esta colección no forma la misma topoloǵıa, el conjunto vaćıo no es un miembro pero si es isomorfo
a uno. Si eliminamos todos los de Ŝ de cada conjunto, es decir, si

(Ŝ ∪ Oi)− Ŝ = Oi − Ŝ,

el conjunto resultante es igual a

(X − Ŝ) ∩ Oi,

ya que ambos conjuntos consisten de los elementos de X que pertenecen a Oi, pero no Ŝ.
En la última fórmula estos conjuntos son simplemente los conjuntos abiertos del subespacio X − Ŝ,
con lo que concluimos que la colección de conjuntos abiertos de un espacio topológico que contiene
al conjunto S ⊂ X es isomorfo al subespacio topológico del complemento de la coclausura de S,
X − Ŝ. En particular, contienen el mismo número de conjuntos.

En el siguiente teorema se da la manera de obtener n(S) a través del número de conjuntos inde-
pendientes.

Teorema 2.2. Sea (X, T ) un espacio topológico con su grafo asociado G y sea S un subconjunto
arbitrario; entonces el número de conjuntos abiertos que contienen al subconjunto S es

n(S) = σ(G− (S ∪A+(S))).
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Demostración. Recordemos que Ŝ = S ∪A+(S), donde A+(S) es el conjunto de vértices adyacentes
a algún punto de S en el digrafo D(T ); además el digrafo asociado al subespacio X − Ŝ, es el
subdigrafo de D(T ) inducido por X − Ŝ.

Como G− Ŝ = G− (S ∪A+(S)) entonces n(S) = σ(G− (S ∪A+(S))).

Enunciemos la versión para el caso de los conjuntos cerrados.

Teorema 2.3. Sea (X, T ) un espacio topológico con su grafo asociado G y sea un subconjunto
arbitrario S ⊂ X; entonces el número de conjuntos cerrados que contienen al subconjunto S es

n∗(S) = σ(G− (S ∪A−(S))).

Demostración. La demostración es similar a la del teorema anterior.

Calculemos el número de conjuntos abiertos y cerrados que contienen a un subconjunto S de un
espacio topológico finito dado X.

Ejemplo 2.2. Para el espacio topológico (X, T ), con X = {1, 2, 3, 4} y

T = {∅, {1}, {3}, {1, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, X},

su digrafo asociado es

1 2 3 4

Si S = {1, 2}, entonces A+(S) = 3 y A−(S) = ∅, y

n(S) = σ( ) = σ(P1) = F2 = 2 y n∗(S) = σ( ) = (P2) = F3 = 2

Ejemplo 2.3. Considérese el espacio con el digrafo asociado

9 1

8 10 2

7 5 3

6 4

En el Ejemplo 2.1 se calculó la cardinalidad de este espacio a través de su grafo asociado y obtuvimos
que |T | = 114. Si se considera a S = {1, 2, 6}, entonces

Ŝ = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, S = {1, 2, 6, 10}

y por lo tanto

n(S) = σ
( )

= σ(P3)σ(P1) = 10,
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n∗(S) = σ
( )

= [σ(P3)]
2 = 25.

En el siguiente Corolario abordamos el caso cuando el espacio topológico finito es T 1
2
.

Corolario 2.3. Sea (X, T ) un espacio T 1
2
, donde sus conjuntos constan de un solo elemento, en-

tonces el número np ≡ n({p}) de conjuntos abiertos que contienen al elemento p es:

i) Si p es abierto, entonces n({p}) = σ(G− p) y n∗({p}) = σ(G− (p ∪Ap)).

ii) Si p es cerrado, entonces n∗({p}) = σ(G− (p ∪Ap)) y n({p}) = σ(G− p).

Demostración. Esta conclusión es evidente del siguiente hecho: si p es abierto, entonces p̂ = p y
p = p ∪Ap; además, si p es cerrado, entonces p̂ = p ∪Ap y p = p.

Cuando el espacio topológico es T 1
2
, por el Corolario anterior y la definición de σ(G), podemos

calcular esta última usando np, n
∗
p, lo anterior se enuncia en la siguiente proposición.

Proposición 2.2. Sea (X, T ) un espacio topológico T 1
2
es discreto, entonces np + n∗p = σ(G).

Apliquemos estos resultados a un espacio topológico finito espećıfico.

Ejemplo 2.4. En el espacio dado en el Ejemplo 2.2.

1 2 3 4

Los ni representan el número de conjuntos abiertos que contienen a cada subgrafo i, aśı obtenemos:

n1 = ( ) = 5, n∗1 = ( ) = 3,

n2 = ( ) = 2, n∗2 = ( ) = 6,

n3 = ( ) = 6, n∗3 = ( ) = 2,

n5 = ( ) = 3, n∗4 = ( ) = 5.

2.3. Conjuntos conexos: conexidad en grafos.

Una de las primeras preguntas que nos hacemos es si el espacio topológico es una unidad o
consiste de varias piezas. Una de las caracteŕısticas cualitativas más importantes de los espacios
topológicos es la conexidad, la cual también se puede estudiar como un aspecto cuantitativo, aun
cuando el espacio no sea conexo. Cuando esto pasa sólo consideramos sus subconjuntos conexos.
Los subconjuntos conexos de (X, T ), son subconjuntos de X que inducen subgrafos conexos de
G(T ). Aśı, la enumeración de los conjuntos conexos de un espacio, se convierte en un problema de
contar el número de subgrafos conexos inducidos de este grafo, esta cantidad se denota por ρ(G).
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Iniciemos dando la definición de subgrafo conexo de un grafo dado.

Definición 2.2. Sea G = (V,E) un grafo y G′ = (V ′, E′) un subgrafo de G. El grafo G′ es conexo
si para cada x, y ∈ V ′ existen x = x1, x2, . . . , xn = y ∈ V ′ tales que {xi, xi+1} ∈ E′ para cada
i = 1, 2 . . . , n− 1.

Si Gi = (Vi, Ei), se define
∪
Gi = (V ′, E′), con V ′ =

∪
Vi, E

′ =
∪
Ei.

El siguiente teorema es un resultado general para conexos, aunque aqúı enunciamos la versión para
grafos.

Teorema 2.4. Si Gi es conexo para i = 1, 2, . . . , n y
n∩

i=1
Vi ̸= ∅, entonces

n∪
i=1
Gi ̸= ∅ es conexo.

Demostración. Sea {Gi}ni=1 una colección de subgrafos conexos de un grafo G.

Dados los puntos x, y ∈
n∪

i=1
Gi, con x ∈ Gi y y ∈ Gj , utilizando el hecho de que Gi es conexo, por

definición existen w ∈ Gi y w ∈ Gj . Luego, x = x1, x2, . . . , xn = w ∈ Vi y w = y1, y2, . . . , yn = y ∈

Vj , tomando en cuenta la hipótesis
n∩

i=1
Vi ̸= ∅, se puede hallar una cadena

x = x1, x2, . . . , xn = y1 = w, y2, . . . , yn = y ∈ Vi ∪ Vj ,

como Gi y Gj fueron tomados arbitrariamente se puede concluir que
n∪

i=1
Gi ̸= ∅ es conexo.

En el siguiente teorema damos una de las relaciones principales de los grafos conexos.

Teorema 2.5. Sea (X, T ) un espacio topológico y G(T ) su grafo asociado. Sea Y un subespacio
de X. Si Y ⊂ X es disconexo, entonces G(TY ) es disconexo en G(T ).

Demostración. Supóngase que Y es disconexo, luego, Y = U ∪W con U y W abiertos no vaćıos,
tal que U ∩W = ∅. Dados x, y ∈ Y (cabe recordar que los elementos de Y son los elementos de V )
tal que x ∈ U y y ∈W .
Ahora bien,

Bx,V =
∩

{O|x ∈ O, O ∈ T } ∩ V,

Bx,V = Bx ∩ V

y de la misma forma
By,W = By ∩W.

Aśı, Bx,V y By,W no son comparables, es decir Bx,V ̸⊂ By,W y Bx,V ̸⊃ By,W . Con lo cual no existe
{x, y} ∈ G(TY ), entonces G(TY ) es disconexo.
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El siguiente corolario es consecuencia directamente del teorema anterior y de su demostración.

Corolario 2.4. Sea (X, T ) un espacio topológico y G(T ) su grafo asociado. Si Y ⊂ X es componente
conexa, entonces G(TY ) es componente conexa de G(T ).

Veamos que pasa con el número de componentes conexas de un espacio topológico y las componentes
conexas de su grafo.

Teorema 2.6. Un espacio topológico (X, T ) y su grafo G(T ) tienen el mismo número de compo-
nentes.

Demostración. Supongamos que X tiene dos componentes conexas, es decir, X = X1 ∪X2. Lo que
implica que si p ∈ X1 entonces Bp ⊂ X1, ya que X1 es un conjunto abierto que contiene a p y Bp

es el conjunto abierto más pequeño que lo contiene. Por lo tanto, el grafo de la topoloǵıa G(T ), no
contiene aristas que conectan puntos de distintas componentes, en otras palabras, G, consiste por lo
menos de tantas componentes conexas como las que tiene el espacio. Ahora supongamos que G(T )
consiste de dos componentes, tal que

G = G1 ∪G2 = G1(V1, E1) ∪G2(V2, E2),

para el cual los conjuntos de vértices y aristas son V (G) = V1 ∪ V2 y E(G) = E1 ∪ E2.
Asumimos que V1 y V2 son disjuntos. Entonces

X1 =
∪

p∈V1

Bp y X2 =
∪

p∈V2

Bp,

son conjuntos abiertos disjuntos tal que la unión esX. Por lo tanto, (X, T ) tiene tantas componentes
como G(T ). Con lo que concluimos que un espacio topológico y su grafo tienen precisamente el
mismo número de componentes conexas.

Corolario 2.5. Sea (X, T ) un espacio topológico y G(T ) su grafo asociado.

i. Sea G′ una componente conexa de G(T ), entonces G′ induce una componente conexa de X.

ii. Un espacio conexo tiene un grafo conexo.

Demostración. Se sigue directamente del teorema anterior.

Damos el siguiente ejemplo donde calculamos los subconjuntos conexos de un espacio dado.

Ejemplo 2.5. Para el espacio X = {1, 2, 3, 4, 5} del cual su digrafo es:
1

2 5

3 4

B1 = {1}, B2 = {1, 2, 3, 4}, B3 = {3}, B4 = {4}, B5 = {4, 5}.
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Los subconjuntos conexos son:

∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {5},
{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {4, 5},
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, {2, 4, 5},
{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 4, 5}, {2, 3, 4, 5},
X.

La estrategia que usaremos para calcular ρ(G), es la misma que empleamos para σ(G), es decir,
encontrar una fórmula recursiva que relacione esta cantidad ρ(G) con los ρ(G′) de grafos G′ con
menos número de vértices.
Consideramos un vértice p de G, los conjuntos conexos de G(T ) que no contienen a p permanecen
conexos si p es eliminado de G, el número de estos conjuntos es ρ(G−p). En otras palabras ρ(G−p)
es el número de conjuntos conexos que no contienen al vértice p y a sus aristas adyacentes.
Los conjuntos conexos de G que contienen p son las uniones de p con los conjuntos de vértices de
G− p que son conexos cuando se añade p. No todos estos conjuntos son conexos en G− p, pero lo
son en el grafo en el que todos los vértices en Ap son unidos por aristas.

Definición 2.3. El grafo G • p se obtiene de G de eliminar el vértice p y conectar cada par de
elementos adyacentes a p a través de una arista.

p

Ap
G • p

Definición 2.4. Definimos al grafo G • (p ∪Ap), como aquel que se obtiene de G • p al eliminar a
todos los vértices adyacentes a p.

Ahora enunciamos el teorema en el que se da la fórmula recursiva para calcular ρ(G).

Teorema 2.7. Sea (X, T ) un espacio topológico y G(T ) su grafo asociado, entonces el número de
conjuntos conexos es

ρ(G) = ρ(G− p) + ρ(G • p)− ρ(G− (p ∪Ap)) + 1.

Demostración. Es evidente que el número de conjuntos conexos que contienen a p es igual a uno
más el número de conjuntos conexos que al menos contienen un elemento de Ap. Ahora bien, el
número de conjuntos conexos de G • p que no contienen a ningún elemento de Ap es

ρ(G • (p ∪Ap)) = ρ(G− (p ∪Ap)),
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con esto se observa que el número de conjuntos conexos que contienen al menos un elemento de Ap

está dado por ρ(G • p)− ρ(G− (p ∪Ap)), entonces el número total de conjuntos conexos de G que
contiene a p es

ρ(G • p)− ρ(G− (p ∪Ap)) + 1.

Además, ρ(G− p) es el número de conjuntos conexos que no contienen a p, por lo tanto

ρ(G) = ρ(G− p) + ρ(G • p)− ρ(G− (p ∪Ap)) + 1.

A partir del resultado anterior podemos tratar de formular un resultado parecido para la unión de
conjuntos conexos.

Corolario 2.6. Sea
n∪

i=1
Gi la unión de grafos disjuntos, entonces su número de conjuntos conexos

es

ρ(

n∪
i=1

Gi) =

n∑
i=1

ρ(Gi)− n+ 1.

Demostración. Se sigue de la demostración del teorema anterior y de la definición de conjuntos
disjuntos.

Al igual que con σ(G), el paso final para hallar el valor expĺıcito de ρ(G), es a través de una fórmula
recursiva de ρ para el camino Pn.
Corolario 2.7. Sea Pn un camino de n vértices, entonces el número de conjuntos conexos es

ρ(Pn) = 2ρ(Pn−1)− ρ(Pn−2) + 1.

Demos ahora una fórmula expĺıcita de la anterior fórmula recursiva para ρ(Pn).
Corolario 2.8. Sea Pn un camino de n vértices, entonces el número de conjuntos conexos se calcula
como:

ρ(Pn) =
1

2
n(n+ 1) + 1.

Demostración. La prueba se realizará mediante inducción matemática, sobre n. Es fácil ver que
ρ(P1) = 2 y ρ(P2) = 4. Supóngase que se cumple para n y veamos que se cumple para n+1. Usando
lo mencionado en el Corolario 2.7 se tiene:

ρ(Pn+1) = 2ρ(Pn)− ρ(Pn−1) + 1
= 2

(
1
2n(n+ 1) + 1

)
−

(
1
2(n− 1)n+ 1

)
+ 1

= n(n+ 1) + 2− 1
2(n− 1)n− 1 + 1

= 2n(n+1)+2−(n−1)n
2 + 1

= 2n2+2n+2−n2+n
2 + 1

= n2+3n+2
2 + 1

= 1
2(n+ 1)(n+ 2) + 1.
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Es necesario ejemplificar todos los resultados antes expuestos, calculando ρ(G) de un espacio
topológico finito espećıfico.

Ejemplo 2.6. Para la topoloǵıa del espacio (X, T ) su grafo es:

p

G

ρ(G) = 2ρ

( )
− ρ

( )
+ 1

= 2[
(
1
2

)
4 · 5 + 1]− [2 + 4− 2 + 1] + 1

= 18.

Aśı, de los 32 subespacios de este espacio, 18 son conexos.

En un espacio T 1
2
los puntos pueden ser particionados como X = Xo ∪Xc, donde los elementos de

Xo son puntos abiertos y los de Xc son cerrados.

Los conjuntos abiertos conexos se clasifican como:

i) El conjunto vaćıo ∅,

ii) abiertos de un sólo elemento,

iii) uniones de elementos básicos de puntos cerrados.

Ningún otro tipo de conjunto abierto puede ser conexo en un espacio T 1
2
; ya que no hay un par de

puntos abiertos y cerrados adyacentes en el grafo.

Por lo tanto, la adición de un punto abierto a un conjunto de tipo iii) o bien no genera un nuevo
conjunto, si el punto es adyacente a uno de los puntos cerrados en el conjunto, o produce un conjunto
disconexo si no es adyacente.
Podemos calcular el número de conjuntos abiertos conexos del tipo iii) de la siguiente manera.
Primero construimos el grafo Gc, al que se le llama condensación cerrada de G(T ), para el cual el
conjunto de vértices es V (Gc) = Xc y el conjunto de aristas es:

Ec = {i, j|Ai ∩Aj ̸= ∅},

donde Ai y Aj son vecindades de los i y j respectivamente. Es decir, hay una arista (i, j) en Gc, si
los vértices i y j son los cerrados más cercanos en vecindades Ai y Aj en G(T ). Con esto notamos
que los conjuntos conexos del tipo iii) corresponden a los conjuntos conexos de Gc.
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Luego, el número de conjuntos conexos abiertos de un espacio X, se calcula a través de su grafo
asociado G por

ρo(G) = |Xo|+ ρ(Gc).

Similarmente, el número de conjuntos conexos cerrados de un espacio X, se calcula a través de su
grafo asociado G por

ρc(G) = |Xc|+ ρ(Go).

Ejemplo 2.7. Para el espacio dado en el Ejemplo 2.6, supóngase que los puntos son particionados
en dos conjuntos de la siguiente manera

Con lo cual, las dos condensaciones de G son

Entonces

ρo(G) = |Xo|+ ρ
( )

= 2 + 8 = 10,

ρc(G) = |Xc|+ ρ
( )

= 3 + 4 = 7,

donde ρ(G) = 14, aśı 5/7 de los conjuntos abiertos del espacio son conexos y la mitad de los
conjuntos son cerrados.

2.4. Funciones generadoras.

Hasta ahora en este caṕıtulo nos hemos ocupado simplemente de contar el número total de con-
juntos de varios tipos. Para algunos propósitos de nuestro siguiente caṕıtulo, es conveniente disponer
de información más detallada acerca de los conjuntos que ya hemos analizado. Esta información
adicional que requerimos, se basa en la pregunta que nos hicimos: ¿Existirá alguna forma de saber,
cuántos conjuntos abiertos de una cardinalidad dada hay?
Para resolver este cuestionamiento, comencemos definiendo lo que es una función generadora de
conjuntos abiertos de un espacio topológico (X, T ).
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Definición 2.5. En un espacio topológico (X, T ), la función generadora de los conjuntos abiertos
está definida por

F (D; z) =

|X|∑
k=0

Nk(D)zk;

donde D es el digrafo de la topoloǵıa y Nk(D) es el número de conjuntos abiertos con cardinalidad
k.

Es necesario que la función generadora se refiera a D en lugar de G, ya que, a pesar de que el número
total de conjuntos abiertos σ(G) es el mismo para D y para su inverso D′ = D(T ), la distribución
de estos conjuntos de mayor cardinalidad no es necesariamente la misma. Observamos que F (D; 1)
es simplemente el número total de conjuntos abiertos, es decir, σ(G(D)) = F (D; 1).
Al igual que en las secciones anteriores, buscamos representar de manera más sencilla cada una de las
fórmulas con las que calculamos las caracteŕısticas combinatorias de los espacios topológicos finitos.
En el siguiente teorema damos esta forma para la función generadora para conjuntos abiertos.

Teorema 2.8. Sea (X, T ) un espacio topológico que es T 1
2
, entonces la función generadora para

sus conjuntos abiertos es

F (D; z) = F (D − p; z) + z1+|A+
p |F (D − (p ∪A+

p ); z),

donde p cerrado.

Demostración. Supóngase que X está compuesto por X = Xo ∪ Xc y p ∈ Xc. Al eliminar p no
cambian las cardinalidades de los conjuntos básicos asociados con otros puntos, cada conjunto
abierto de D−p también es un conjunto abierto deD con la misma cardinalidad. Los otros conjuntos
abiertos de D surgen de las uniones de Bp = {p} ∪ A+

p con conjuntos abiertos de D − (p ∪ A+
p ),

donde tal unión incrementa la cardinalidad de un conjunto abierto obteniendo 1+ |A+
p |, con lo cual

F (D; z) = F (D − p; z) + z1+|A+
p |F (D − (p ∪A+

p ); z).

Hemos visto distintas caracteŕısticas de los espacios topológicos finitos, entre ellos la de conexidad,
ahora estudiamos lo que pasa con espacios disconexos y como calcular su función generadora.

Lema 2.1. Si un espacio topológico (X, T ) es disconexo y D = D1 ∪D2, entonces

Nk(D) =

n∑
l=0

Nk−l(D1)Nl(D2).

Demostración. Dado que X es disconexo, su digrafo asociado puede ser expresado como D =
D1 ∪ D2, entonces un conjunto abierto de cardinalidad k resulta de la unión de un conjunto de
cardinalidad l en una componente y uno de cardinalidad k − l, luego

Nk(D) =
n∑

l=0

Nk−l(D1)Nl(D2).
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Corolario 2.9. Si un espacio topológico (X, T ) es disconexo, entonces F (D1∪D2; z) = F (D1; z)F (D2; z).

Demostración. Sean (X, T ) un espacio topológico disconexo y su digrafo asociado D(T ), supon-
gamos que X = X1 ∪X2 y D = D1 ∪D2, con esto se observa que:

F (D; z) = F ((D1 ∪D2); z)

=
|X|∑
k=0

Nk(D1 ∪D2)z
k

=
|X|∑
k=0

(
n∑

l=0

Nk−l(D1)Nl(D2))z
k

=
|X1|∑
k=0

Nk(D1)z
k
|X2|∑
k=0

Nk(D2)z
k.

Encontremos la función generadora del espacio topológico finito T 1
2
dado.

Ejemplo 2.8. Para el espacio topológico T 1
2
, con

T = {∅, {1}, {3}, {4}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {4, 5}, {1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 3, 4, 5}, X};

para el cual su digrafo es

p

de la fórmula de recursión se obtiene que

F (D; z) = F
(

; z
)
+ z4F

(
; z
)

= (1 + z)2(1 + z + z2) + z4(1 + z)

= 1 + 3z + 4z2 + 3z3 + 2z4 + z5.

Además de determinar F (D; z) de forma recursiva para un espacio topológico finito T 1
2
, también

es posible dar una expresión expĺıcita para esta función.

Lema 2.2. Sea (X, T ) un espacio topológico que es T 1
2
y Y un subconjunto de Xc, entonces

F (D; z) = (1 + z)|X0|
∑

Y⊂X0

z|Y |(
z

1 + z
)|A

+(Y )|.
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Demostración. Si p ∈ Xc, entonces Bp = {p} ∪ A+
p , ahora bien como Y ⊂ Xc, entonces Ŷ es un

conjunto abierto con cardinalidad |Y |+ |A+(Y )| y contribuye con el término z|Y |+|A+(Y )| a F (D; z).
Por otra parte, los conjuntos abiertos distintos son formados por la unión con Y de algún subconjunto
de elementos de Xo con cardinalidad |Xo| − |A+(Y )| que son adyacentes a algún elemento que no
es miembro de Y . Por lo tanto cada Y ⊂ Xc contribuye con un total de

(1 + z)|X0|−|A+(Y )|z|Y |+|A+(Y )|,

términos a F (D; z). Finalmente, sumando estos términos se tiene:

F (D; z) = (1 + z)|X0|
∑

Y⊂Xc

z|Y |
(

z

1 + z

)|A+(Y )|
.

Veamos la relación entre la función generadora de un espacio topológico finito T 1
2
y la función σ(G).

Corolario 2.10. Si un espacio topológico (X, T ) es T 1
2
y Y ⊂ Xc, entonces

σ(G) =
∑

Y⊂Xc

2|X0|−|A+(Y )|.

Demostración. La fórmula se obtiene al sustituir z = 1 en el resultado del teorema anterior.

Ejemplo 2.9. Considérese el espacio dado en el Ejemplo 2.8. Los cuatro subconjuntos de
Xc = {1, 2} dados son

Y

∅

{1}

{2}

{1, 2}

|Y |
0

1

1

2

|A+(Y )|
0

3

1

3

luego

F (D; z) = (1 + z)3

[
1 + z

(
z

1 + z

)3

+ z

(
z

1 + z

)
+ z2

(
z

1 + z

)3
]

= 1 + 3z + 4z2 + 3z3 + 2z4 + z5.

Además podemos ver que F (D; 1) = σ(G) = 14.

Habiendo calculado F (D; z), no es necesario repetir todo el proceso para calcular la función gene-
radora de conjuntos cerrados F (D′; z), donde D′ es el inverso de D.
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Teorema 2.9. Sea (X, T ) un espacio topológico que es T 1
2
. La función generadora de sus conjuntos

cerrados esta dada por:
F (D

′
; z) = z|X|F (D; z−1).

Demostración. El complemento de un conjunto cerrado con cardinalidad k es un conjunto abierto
de cardinalidad |X| − k Por tanto, de lo anterior tenemos

Nk(D
′
) = N|X|−k(D).

Aśı,

F (D
′
; z) =

|X|∑
k=0

Nk(D
′
)zk

=

|X|∑
k=0

N|X|−k(D)zk

=

|X|∑
k=0

Nk(D)z|X|−k

= z|X|F (D; z−1).

2.5. Funciones de correlación de dos puntos en espacios T1
2
.

Una de las consecuencias de asignarle una topoloǵıa T a un conjunto X es que produce cor-
relaciones entre los puntos del espacio. Es decir, la probabilidad de encontrar dos puntos dados al
mismo tiempo en el conjunto abierto de manera aleatoria, no se calcula simplemente a través del
producto de las probabilidades individuales de encontrar cada punto por separado.
Las funciones de correlación, que describen este fenómeno cuantitativamente, están estrechamente
relacionadas con las cantidades combinatorias descritas anteriormente en este caṕıtulo. La aplicación
de estas funciones resulta ser útil, para describir los efectos de las perturbaciones sobre la estructura
electrónica molecular.
En esta sección se desarrolla el mecanismo de cálculo de funciones de correlación de dos puntos en
los espacios topológicos finitos T 1

2
, y comparamos algunas de las propiedades de los distintos tipos

de correlaciones que nos podemos encontrar.

2.5.1. Conjuntos abiertos que contienen un par dado.

En esta parte nuestro objetivo principal es dar la función de correlación de dos puntos en un
espacio dado, usando la definición de la probabilidad de que el conjunto abierto de (X, T ), contenga
algún subconjunto S de X. Además se dará una manera reducida de calcular dicha función de
correlación de dos puntos, considerando todos los casos que sean pertinentes.
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Definición 2.6. Sea (X, T ) un espacio topológico y un subconjunto S ⊂ X. Definimos a la proba-
bilidad de que algún conjunto abierto de X contenga al subconjunto S como Po(S), y la calculamos
por

Po(S) = σ(G− Ŝ)/σ(G).

Usando la probabilidad Po(S), definimos a la función generadora de dos puntos como se muestra a
continuación.

Definición 2.7. Sea (X, T ) un espacio topológico, la función de correlación de dos puntos en el
espacio, para un par de puntos (p, q) es

Γo(p, q) = Po(p, q)− Po(p)Po(q).

A partir de este momento y en lo que resta del caṕıtulo vamos hacer uso de las siguientes abrevia-
ciones, con el fin de tener una escritura más práctica y sencilla. Luego, redefinamos

σ = σ(G), αp = σ(G− (p ∪Ap)) y αpq = σ(G− (p ∪ q ∪Ap ∪Aq)).

Con lo cual tendremos que:

σ(G− p) = σ − αp y σ(G− (p ∪ q)) = σ − αp − αq − αpq.

Como lo mencionamos al principio de la sección daremos los distintos casos que podemos encontrar
de la función de correlación de dos puntos de un espacio dado.

Proposición 2.3. En un espacio T 1
2
dados dos puntos p, q abiertos o cerrados. Existen tres casos

espećıficos que se deben considerar, para calcular su función de correlación:

i. Si p y q son ambos abiertos, entonces

Γo(p, q) = [σ(G)σ(G− (p ∪ q))− σ(G− p)σ(G− q)]/σ2(G)

= (σαpq − αpαq)/σ
2.

ii. Si p y q son ambos cerrados, entonces

Γo(p, q) = [σ(G)σ(G− (p ∪Ap ∪ q ∪Aq))− σ(G− (p ∪Ap))σ(G− (q ∪Aq))]/σ
2(G)

= (σαpq − αpαq)/σ
2.

iii. Si es p abierto y q es cerrado, entonces

Γo(p, q) = [σ(G)σ(G− (p ∪ q ∪Aq))− σ(G− p)σ(G− (q ∪Aq))]/σ
2(G).

para este caso el valor de σ depende de si p y q son o no adyacentes

σ(G− (p ∪ q ∪Aq)) =

{
αq, si p ∈ Aq;
αq − αpq, si p /∈ Aq.
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Si p /∈ Aq, entonces

Γo(p, q) = (αpαq − σαpq)/σ
2.

Por otra parte si p ∈ Aq, entonces

Γo(p, q) = αpαq/σ
2.

Demostración.

i.

Γo(p, q) = Po(p, q)− Po(p)Po(q)

=
σ(G− (p ∪ q))

σ(G)
− σ(G− p)

σ(G)

σ(G− q)

σ(G)

=
σ(G)σ(G− (p ∪ q))− σ(G− p)σ(G− q)

σ2(G)
.

Las demostraciones de los otros dos casos son de manera análoga.

La función de correlación del caso III para cuando el punto p /∈ Aq de la proposición anterior es la
función de correlación negativa del caso I y II.

2.5.2. Conjuntos abiertos y cerrados que contienen un par dado.

Un segundo tipo de función de correlación es aquella en donde se considera la probabilidad de
que un subconjunto dado se encuentra en cualquiera conjunto abierto o cerrado del espacio.

Definición 2.8. Sea (X, T ) un espacio topológico y un subconjunto S ⊂ X, definimos a la proba-
bilidad de que S esté contenido en un conjunto abierto o en un conjunto cerrado del espacio como
Poc(S),

Poc = [σ(G− Ŝ) + σ(G− S)]/2σ(G).

Aśı la función de correlación Γoc(p, q) tiene una forma similar a Γo(p, q). Existen dos casos espećıficos:

i. Si p y q son ambos abiertos o son ambos cerrados, entonces

Γoc(p, q) = [σ(G− (p ∪ q ∪Ap ∪Aq)) + σ(G− (p ∪ q))− 1/2σ(G)]/2σ(G),

de donde

Γoc(p, q) = (σ − 2αp − 2αq + 4αpq)/4σ.
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ii. Si p es abierto y q es cerrado, entonces

Γoc(p, q) = [σ(G− (p ∪ q ∪Aq)) + σ(G− (p ∪ q ∪Ap))− 1/2σ(G)]2σ(G),

de lo cual, si p /∈ Aq,
Γoc(p, q) = −(σ − 2αp − 2αq + 4αpq)/4σ,

que es el negativo del caso I. Si p ∈ Aq, entonces

Γoc(p, q) = (2αp + 2αq − σ)/4σ.

2.5.3. Conjuntos abiertos que contienen exactamente un miembro de un par.

El último tipo de función de correlación, es aquella en la que consideramos la probabilidad de
que exactamente uno de los miembros de un par de puntos pertenece a un conjunto abierto.

Definición 2.9. La función de correlación que considera la probabilidad de que exactamente un
miembro de un par de puntos pertenezca a un conjunto abierto es

Γ
′
o(p, q) = Po(p,∼ q) + Po(∼ p, q)− Po(p)Po(∼ q)− Po(∼ p)Pq,

donde por ejemplo Po(p,∼ q) es la probabilidad que un conjunto abierto arbitrario que contenga a
p y no a q.

Recordemos que Po(p) = σ(G− p̂)/σ(G), de la definición anterior podemos ver que

Po(∼ p) = σ(G− p)/σ(G).

Aśı,
Po(p,∼ q) + P (∼ p, q) = [σ(G)− σ(G− p̂q)− σ(G− pq)]/σ(G).

Para este tipo de funciones de correlación también se observan dos casos espećıficos:

i. Si p y q son ambos abiertos o ambos cerrados, entonces

Γ
′
o(p, q) = 2(αpαq − σαpq)/σ

2.

ii. Si p es abierto y q es cerrado, entonces

Γ
′
o(p, q) =

{
2(σαpq − αpαq)/σ

2, si p /∈ Aq;
−2αpαq/σ

2, si p ∈ Aq.

En ambos casos Γ
′
o(p, q) = −2Γo(p, q).
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Ejemplo 2.10. Para el espacio del cual su grafo es:

1 2 3 4
G(T )

los valores numéricos de la función de correlación para los cuatro diferentes tipos de conjuntos de
dos puntos son:

p, q Γo(p, q) Γoc(p, q) Γ
′
o(p, q)

1, 2 3/32 1/16 −3/16
2, 3 1/16 0 −1/8
1, 3 1/32 1/16 −1/16
1, 4 1/64 0 −1/32
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Caṕıtulo 3

Método de Hückel

De los métodos de la Qúımica Cuántica que se aplican al estudio de moléculas orgánicas no
saturadas, el de Hückel es el más utilizado. El éxito de este método se debe a su gran simplicidad,
que permite incluso hacer cálculos a mano, cuando el número de átomos es pequeño.
El Método Hückel fue propuesto por Erich Hückel en el año 1930 y es el método de aproximación
mas simple de la teoŕıa de orbitales moleculares para sistemas planos insaturados, y se basa en la
separación σ − π.
Su aplicación está restringida al tratamiento de sistemas de hidrocarburos planos con enlaces con-
jugados como, por ejemplo, etano (etilo), benceno, botadero, etc. Sólo es aplicable al estudio de
aquellas propiedades que estén dominadas por los orbitales moleculares. Asimismo, es la base teóri-
ca de la Regla de Hückel.

Aunque inicialmente sólo trataba sistemas formados en su totalidad por átomos de carbono,
más tarde se extendió su uso a otras sustancias como la piridina, el pirrol y el furano, moléculas en
cuya composición se encuentran átomos de nitrógeno y ox́ıgeno, entre otros. Son los denominados
heteroátomos.
En este caṕıtulo se explicará el método de Hückel y la manera de desarrollar las fórmulas que lo
conforman, basándonos en los textos [5], [8] y [32].

3.1. Conceptos básicos

3.1.1. Enlace qúımico

En prácticamente todas las sustancias naturales los átomos e iones se encuentran enlazadas entre
śı, y lo hacen por una razón decisiva: la formación del enlace reduce la enerǵıa potencial entre las
part́ıculas positivas y negativas, ya sea que estas part́ıculas sean iones de carga opuesta o núcleos
atómicos y los electrones entre ellos. De la misma manera en que la configuración electrónica y la
fuerza de la atracción núcleo-electrón determinan las propiedades de un átomo, el tipo y la fuerza
de los enlaces qúımicos establecen las propiedades de una sustancia.

Como un primer paso para apreciar la importancia del enlace, clasifiquemos los tipos de enlace
que resultan de las tres combinaciones de los dos tipos de átomos, metal con no-metal, no-metal
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con no-metal, y metal con metal:

i. Transferencia electrónica y enlace qúımico.
El enlace iónico se observa t́ıpicamente entre átomos con grandes diferencias en su tendencia a
perder electrones. Tales diferencias se observan entre metales reactivos y no metales. El átomo
metálico pierde uno o dos de sus electrones de valencia, mientras que el átomo no metálico
gana electrones. Se lleva a cabo la transferencia electrónica del metal al no-metal, y cada
átomo forma un ion con la configuración de un gas noble.

ii. Compartición de electrones y enlace covalente.
Cuando existe una pequeña diferencia entre dos átomos con respecto a su tendencia de perder
o ganar electrones, observamos una compartición de electrones y al enlace covalente. Este tipo
de enlace es más importante entre átomos no métalicos (aunque un par de átomos métalicos
también puede formar un enlace covalente). Cada átomo no métalico atrae fuertemente a sus
electrones y tiende también a atraer a otros. La atracción de cada núcleo por los electrones de
valencia del otro es lo que hace que los átomos se unan. Se considera que un par compartido
de electrones está localizado entre los dos átomos por que pasa alĺı la mayor parte del tiempo,
uniéndolos en un enlace covalente de longitud y fuerzas dadas. En la mayoŕıa de los casos
moléculas separadas cuando se forman enlaces covalentes y la formula qúımica refleja el número
real de átomos en la molécula.

iii. Agrupación de electrones y enlace metálico.
En general, los átomos metálicos son relativamente grandes y pocos electrones externos están
bien protegidos por los niveles internos llenos. Debido a esto, pueden perder a los electrones
externos de manera relativamente fácil, pero no los ganan fácilmente. Estas propiedades da
lugar a que un gran número de átomos metálicos compartan sus electrones de valencia, pero
de una manera diferente a lo que sucede en el enlace covalente. En modelo más simple de
enlace metálico, todos los átomos metálicos de una muestra conjuntan a sus electrones de
valencia en un mar de electrones distribuidos uniformemente y que fluye entre y alrededor de
los centros de los iones metálicos y los atrae entre śı. A diferencia de los electrones localizados
del enlace covalente, los electrones en el enlace metálico están deslocalizados moviéndose a lo
largo y ancho del metal.

3.2. Teoŕıas de enlace covalente.

Dos teoŕıas del enlace covalente se basan en la mecánica cuántica. La teoŕıa de enlace valencia
(EV) explica las interacciones de los orbitales atómicos que sirven para crear enlaces covalentes
y muestra cómo las formas moleculares observadas se justifican con base en estas interacciones.
La teoŕıa de orbital molecular (OM) explica los niveles de enerǵıa molecular y las propiedades
asociadas al proponer la existencia de orbitales que se extienden sobre toda la molécula. Cada
teoŕıa complementa a la otra y es indispensable para la total comprensión del enlace covalente.
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3.2.1. Teoŕıa de Enlace Valencia (EV) y la hibridación de los orbitales.

El principio básico de la teoŕıa EV es que el enlace covalente se forma cuando los orbitales de dos
átomos se traslapan y son ocupados por un par de electrones que tienen la más alta probabilidad de
localizarse entre los núcleos. Tres temas centrales de la teoŕıa EV que se derivan de este principio
son:

i. Espines opuestos de los pares de electrones.
El espacio formado por el traslape de orbitales tiene una capacidad máxima para dos electrones
que deben tener espines opuestos. Por ejemplo, cuando se forma una molécula de H2, los dos
electrones 1s de dos átomos deH ocupan los orbitales traslapados 1s y tienen espines opuestos.

ii. Máximo traslape de los orbitales enlazados.
La fuerza del enlace depende de la atracción de los núcleos por los electrones compartidos,
aśı que mientras mayor es el traslape de orbitales, más fuerte (más estable) es el enlace. La
extensión del traslape depende de la forma y dirección de los orbitales implicados. El orbital
s es esférico, pero los orbitales p y d tienen mayor densidad electrónica en una dirección que
en otra de tal manera que un enlace que involucre orbitales p o d tiende a orientarse en la
dirección que maximice el traslape.

iii. Hibridación de orbitales atómicos.
Para explicar el enlace en moléculas diatómicas simples, como HF , podemos representar el
traslape directo de los orbitales s y p de los átomos aislados.
Linus Pauling propuso que los orbitales atómicos de valencia en la molécula son diferentes de
aquéllos en los átomos aislados. Ciertas combinaciones de orbitales en un átomo dan como
resultado nuevos orbitales atómicos, las orientaciones espaciales de estos nuevos orbitales
conducen a enlaces más estables, y son consistentes con las formas moleculares observadas. El
proceso de combinación de orbitales se denomina hibridación, y a los nuevos orbitales atómicos
se les conoce como orbitales h́ıbridos. Dos puntos clave sobre el número y tipo de orbitales
h́ıbridos son:

El número de orbitales h́ıbridos obtenido es igual al número de orbitales atómicos com-
binados.

El tipo de orbitales h́ıbridos obtenidos vaŕıa de acuerdo con los tipos de orbitales atómicos
combinados.

Tres tipos de orbitales h́ıbridos

Hibridación sp. Cuando grupos de dos electrones rodean al átomo central, observamos una forma
lineal; esto significa que los orbitales de enlace deben tener una orientación lineal. La teoŕıa
EV explica esto proponiendo que la combinación de dos orbitales no equivalentes de un átomo
central, uno s y otro p, da lugar a dos orbitales h́ıbridos sp equivalentes que se encuentran a
180◦ entre śı, como se muestra en la siguiente figura:
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sp sp

180◦

La orientación de los orbitales h́ıbridos extiende la densidad electrónica en dirección del enlace
y minimiza las repulsiones entre los electrones que los ocupan. En consecuencia, tanto la forma
como la orientación maximizan el traslape con el orbital del otro átomo en el enlace.

Hibridación sp2. Es la hibridación de un orbital s y dos p del átomo central, para dar tres orbitales
h́ıbridos que se orientan hacia los vértices de un triágulo equilátero, con sus ejes a 120◦ entre
śı.

sp2

sp2
sp2

120◦

Hibridación sp3. La teoŕıa EV propone que el orbital s y los tres orbitales p del átomo central se
combinan y forman cuatro orbitales sp3, los cuales apuntan hacia los vértices de un tetraedro.

sp3

sp3

sp3 sp3

109,5◦

3.2.2. Tipos de enlace covalente.

Utilizamos la teoŕıa EV para centrarnos en la manera en que los orbitales se traslapan para
entender los tipos de enlace covalente y la composición detallada de los enlaces múltiples.

El tratamiento de la EV para los enlaces sencillos múltiples.

Una mirada detallada a los enlaces descubre que hay dos tipos de traslape de orbitales.

i. El enlace que resulta del traslape extremo a extremo se denomina enlace sigma (σ). Éste tipo
de enlace tiene la mayor densidad electrónica a lo largo del eje del enlace (una ĺınea imaginaria
que une a ambos núcleos) y tiene la forma de una elipse que se ha rotado alrededor de su eje
mayor. Todos los enlaces sencillos, formados por cualquier combinación de orbitales h́ıbridos
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que se traslapen, s o p, tienen su densidad electrónica concentrada a lo largo del eje del enlace
y son, por tanto, enlaces σ.

Enlace sigma

ii. Traslape lado a lado y enlace pi (π). Al estar los átomos unidos por el enlace σ, cercanos entre
śı, los orbitales 2p parcialmente llenos y sin hibridar están lo suficientemente cerca como para
traslaparse lado a lado. Tal traslape forma otro tipo de enlace covalente denominado enlace π.
Éste tiene dos regiones de densidad electrónica, una por arriba y otra por debajo del eje del
enlace σ. Un enlace π contiene dos electrones que se mueven por ambas regiones del enlace.

Enlace π

Los pares de electrones en un enlace doble actúan como un grupo de electrones ; ya que cada
par de electrones ocupa un orbital diferente, una región especifica de densidad electrónica, de
tal manera que la repulsión se reduce. Un enlace triple consiste en un enlace σ y dos enlaces
π.
El grado de traslape influye sobre la fuerza del enlace. Debido a que el traslape lado a lado no
es tan extenso como el traslape extremo a extremo, se espera que un enlace π sea más débil
que un enlace σ y, en consecuencia, la fuerza de un enlace doble debe ser menor que el doble
de la fuerza de un enlace sencillo. Sin embargo, muchos factores, como repulsión ente pares de
electrones solitarios, polaridades de enlace , y otras contribuciones electrostáticas nublan esta
relación para los enlaces de otros elementos. Por tanto, como una aproximación, es prudente
decir que un enlace doble es más o menos dos veces más fuerte que un enlace sencillo, y que
un enlace triple es aproximadamente tres veces más fuerte.

3.2.3. Teoŕıa de Orbitales Moleculares (OM)

Para contestarse preguntas concernientes a la forma, los qúımicos eligen el modelo RPECV 1,
seguido por análisis de orbitales h́ıbridos con la teoŕıa EV. Pero esta teoŕıa no explica de manera
adecuada las propiedades magnéticas o espectrales de las moléculas, y subestima la importancia de la
deslocalización de electrones. Para lidiar con estos fenómenos, que involucran los niveles energéticos
de una molécula, los qúımicos utilizan la teoŕıa de orbitales moleculares (OM).

1Teoŕıa de repulsión del par electrónico de la capa de valencia
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En la teoŕıa EV, una molécula se representa como un grupo de átomos enlazados entre śı por
medio de traslape localizado de los orbitales atoómicos de la capa de valencia. En la teoŕıa OM,
una molécula se representa como una colección de núcleos con los orbitales que contienen a los
electrones deslocalizados, sobre toda la molécula. El modelo OM es una tratamiento mecánico
cuántico de las moléculas, análogo al utilizado para átomos individuales. De la misma manera en
que los átomos tienen orbitales atómicos (OA) de una enerǵıa y forma dadas, y que están ocupados
por los electrones del átomo, las moléculas tienen orbitales moleculares (OM) de una enerǵıa y
forma dadas y que están ocupados por los electrones de la moléculas. A pesar de la gran utilidad de
la teoŕıa OM, tiene también una desventaja: los orbitales moleculares son más dif́ıciles de visualizar
que las representaciones sencillas de la RPECV o que los orbitales h́ıbridos de la teoŕıa EV.

Los temas centrales de la teoŕıa OM.

Varias ideas clave de la teoŕıa OM aparecen en la descripción de la molécula de hidrógeno y
otras especies simples. Estas ideas incluyen la formación de OM, su enerǵıa, forma y cómo se llenan
con electrones.

Formación de orbitales moleculares. Debido a que el movimiento de los electrones es tan com-
plejo, es necesario hacer uso de aproximaciones para resolver la ecuación de Schrödinger para
cualquier átomo de más de un electrón. Surgen complicaciones similares aun con el H2, la
molécula más simple, de tal manera que se requiere de aproximaciones para obtener las
propiedades de los OM. La aproximación más común combina matemáticamente (suma o
sustrae) los orbitales atómicos (funciones de onda atómicas) de los átomos cercanos, para
formar orbitales moleculares (funciones de onda moleculares). Los dos modos de combinación
de los OA son:

Sumar las funciones de onda entre śı. Esta combinación forma un OM de enlace, el cual
tiene una región de alta densidad electrónica entre los núcleos. El traslape aditivo es
análogo al traslape de dos ondas de luz que se refuerzan entre śı y hacen que la onda
resultante sea más brillante. Para las ondas de los electrones, el traslape incrementa la
probabilidad de que los electrones se encuentren entre los núcleos.

Sustraer las funciones de onda entre śı. Esta combinación forma un OM de antienlace, el
cual tiene un nodo entre los núcleos, una región de densidad electrónica cero. El traslape
sustractivo es análogo a dos ondas de luz que se cancelan entre śı, de tal manera que la luz
desaparece. Con las ondas de los electrones, la probabilidad de que los electrones ocupen
el espacio entre los núcleos disminuye a cero. El número de OA combinados siempre
equivale al número de OM formados.

Llenado de orbitales moleculares con electrones. Los electrones llenan los OM de la misma
manera que los OA:

Los orbitales se llenan en orden ascendente de enerǵıa (principio de aufbau).

Un orbital tiene una capacidad máxima de dos electrones con espines opuestos (principio
de exclusión).
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Los orbitales de la misma enerǵıa se llenan parcialmente, con espines paralelos, antes de
que se llene cualquiera de ellos (Regla de Hund).

Los diagramas de orbitales moleculares muestran las enerǵıas relativas y el número de elec-
trones de cada OM, aśı como los OA de los cuales se forman.
La teoŕıa de OM redefine el orden de enlace. En una estructura de Lewis, el orden de enlace es
el número de pares de electrones por enlace. El orden de enlace OM es el número de electrones
en los OM de enlace, menos el número en OM de antienlace, dividido entre dos. Por ejemplo
para el H2, el orden de enlace es 1

2(2− 0) = 1.
Un orden de enlace mayor que cero indica que la especie molecular es estable en comparación
con lo átomos separados, mientras que un orden de enlace cero implica que no hay una es-
tabilidad neta y, por tanto, no hay probabilidad que se forme. En general, a mayor orden de
enlace, más fuerte es el enlace.
Uno de los primeros triunfos de la teoŕıa de OM fue su habilidad para predecir la existencia del
He

+
2 , la molécula-ion de dihelio, que está compuesta de dos núcleos de helio y tres electrones.

3.3. Método de Hückel

3.3.1. Fundamentos de la Teoŕıa de Hückel

.

Erich Hückel introdujo esta teoŕıa a la Qúımica en 1930, la cual a influenciado de manera
considerable la forma en que los qúımicos orgánicos expresan sus conclusiones y describen su trabajo.
Esta teoŕıa se basa fundamentalmente en la distinción entre los electrones σ y los electrones π.

La idea de la Separación σ y π

En general, una molécula insaturada es un sistema planar, o casi-planar: por el momento consi-
deraremos que es planar. En este caso los orbitales moleculares describen a la molécula como un todo
que se divide fundamentalmente en dos diferentes tipos, los cuales se distinguen por su simetŕıa, ya
que pueden ser simétricos o asimétricos respecto a la reflexión en el plano molecular.
Si tuviéramos que formar un orbital molecular mediante la combinación de un número de orbitales
atómicos individuales; entonces las de un tipo de simetŕıa no se combinaŕıan con las de otro. Con es-
to podemos distinguir entre las funciones que son simétricas cuando se reflejan en el plano molecular
designadas por σ y las π que no son simétricas con respecto al plano molecular. Estas funciones
llamadas π son las que tendrán nuestro mayor interés, aunque analizaremos más adelante a los
σ-orbitales y a las interacciones entre σ y π.

Analicemos la molécula del etileno a detalle, la cual tiene la siguiente forma estructural:
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C C

H

H

H

H

Los dos átomos de carbono considerados se encuentran en un estado de hibridación sp2 (trigonal).
Utilizando flechas para representar la orientación en que los sp2-h́ıbridos se dirigen, los h́ıbridos de
carbono pueden ser representados como sigue:

C C

Estos h́ıbridos son todos del tipo σ y entonces es natural suponer que los enlaces pueden hacerse
entre ellos. En primer lugar, nosotros podemos considerar la formación de un enlace carbono-carbono
emparejado dos de estos h́ıbridos juntos, como en la siguiente figura:

C C

Los enlaces carbono-hidrógeno pueden entonces estar formados por adjuntar hidrógenos a los
carbonos h́ıbridos sp2 restantes, como se muestra a continuación.

C C

HH

H H
Plano

Molecular

Cada uno de estos cuatro h́ıbridos se superponen de manera muy eficaz con sus hidrógenos
vecinos. En consecuencia, podŕıamos considerar las propiedades de los enlaces C − H siendo en
gran medida determinados por los h́ıbridos de carbón sp2 dados y los orbitales 1s del hidrógeno
adyacente. Igualmente la parte σ del doble enlace es controlada por los dos h́ıbridos de carbono
involucrados y podemos hablar de ellos tanto como localizarlos, sin embargo cuando consideramos
los orbitales restantes esto no va a ser verdad.
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3.3.2. El Método Orbital Molecular de Hückel (HMO).

Aproximación de la Combinación Lineal de Orbitales Atómicos (LCAO) utilizando la
en la Teoŕıa de OM.

Adoptaremos la forma de la Combinación Lineal de Orbitales Atómicos (LCAO) para la Teoŕıa
Orbital Molecular, es decir, suponemos que cada uno de los π-electrones tiene una descripción que
les permite moverse sobre todo el marco del sistema conjugado. Esta descripción permite expresar
a un orbital molecular como:
Basándonos en estas diferencias podemos tratar separadamente OM σ y OM π y para sistemas
insaturados considerar solamente estos últimos, esto representa una considerable simplificación.

Ψ =

n∑
r=1

crϕr, (3.1)

en términos de coeficientes ponderados (cr) de la combinación lineal de n orbitales atómicos ϕr.
Un LCAO-OM 2 se considera que tiene alguna caracteŕıstica apropiadamente ponderada o que

la contribución de cada uno de sus orbitales atómicos que los constituyen es ponderada.
Dado el conjunto {ϕr}, nuestro siguiente objetivo es encontrar los valores adecuados para los coe-
ficientes ponderados {cr}; que fue hacia donde dirigió su trabajo Hückel. Por supuesto, habrá dife-
rentes conjuntos de n coeficientes {cIr}, para cada OM ΨI diferente.
Estrictamente, Ψ en la ecuación (3.1) debeŕıa ser ΨI , ya que hay más de una combinación de los
orbitales atómicos dados, que forman un orbital molecular y cr debeŕıa de ser cIr , aśı, (3.1) se
debeŕıa escribir como:

ΨI =

n∑
r=1

cIrϕr, (3.2)

este LCAO es desde luego una aproximación.

El Método de Variación.

Este método a sido propuesto como un criterio apropiado y efectivo, para determinar a los
coeficientes combinatorios {cr} de la ecuación (3.1). Este método es un principio fundamental de la
teoŕıa cuántica.
De acuerdo con este principio los {cr} se eligen para una cierta cantidad, llamada la razón de
Rayleigh, que con respecto a la variación de los {cr} es fija.
Con el fin de obtener la razón de Rayleigh es necesario introducir el concepto de la ecuación de onda
efectiva para cada electrón, espećıficamente para cada electrón π. Si hay solamente un electrón a
tratar no existe ningún problema, ya que la ecuación de Schrödinger para un único electrón es bien
conocida y la podemos escribir como:

HΨ = EΨr, (3.3)

en donde Ψ es la función de onda del electrón en cuestión, E es su enerǵıa y H es el operador
diferencial al que nos referimos comúnmente como Hamiltoniano, que es la suma de los operadores

2Orbital Molecular como una Combinación Lineal de Orbitales Atómicos
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de la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial para el sistema y para el único electrón, el cual está dado
por:

H =
−h2

8πm
+ V, (3.4)

donde −h2

8πm∇2 es la enerǵıa cinética, V, es la enerǵıa potencial, y el ∇2 es el operador Laplaciano.

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

lo anterior sólo es aplicable cuando tenemos un único electrón.
Ahora es necesario describir el Hamiltoniano para más electrones. Designamos a este Hamiltoniano
como Hefectivo, el cual es una aproximación del Hamiltoniano para más de dos electrones,

Hefectivo =
−h2

8πm
+ Vefectivo. (3.5)

Otro gran mérito de la teoŕıa de Hückel, es que en la mayoŕıa de los casos no es necesario saber
expĺıcitamente quien es Hefectivo. Los resultados de los cálculos en la teoŕıa de Hückel se dan en
términos de uno o dos parámetros emṕıricos α o β. Este procedimiento tiene la consecuencia que
en vez de resolver la ecuación (3.3) en la cual H es el Hamiltoniano para muchos electrones y con
un número poco práctico de términos, lo resolveremos como:

HefectivoΨ = EΨ, (3.6)

que contiene sólo un conjunto de coordenadas que tratan con cada electrón por separado. Por otro
lado la relación de Rayleigh es denotada por y y definida como:

y =

∫
Ψ∗HΨdτ∫
Ψ∗Ψdτ

, (3.7)

usando (3.3) se tiene que:

y = f(c1, c2, . . . , cn). (3.8)

Cabe recordar que el principio de Variación pide que se elijan valores de cr adecuados para que la
relación de Rayleigh no cambie. De este modo necesitamos buscar un cambio en cr que no afecte
en y. Es decir, son necesarias n condiciones del tipo

∂y

∂cr
= 0; r = 1, 2, . . . n. (3.9)

Hallemos la relación de Rayleigh, para esto comencemos viendo quien es
∫
Ψ∗Ψdτ . Recordemos

que Ψ =
∑n

r=1 crϕr y asumamos que los orbitales atómicos básicos ϕr están normalizados, es decir,∫
ϕ∗rϕrdτ = 1; r = 1, 2, . . . , n. (3.10)
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Siempre podemos considerar a {ϕr} y a Ψ reales, luego sus complejos conjugados también lo son,
con lo cual ϕ∗r = ϕr, aśı la ecuación (3.10) queda como sigue:∫

ϕ2rdτ = 1. (3.11)

Por otro lado, si los orbitales atómicos se encuentran en diferentes centros, estos son ortogonales,
lo que quiere decir que:∫

ϕrϕsdτ = 0; con r ̸= s r = 1, 2, . . . , n y s = 1, 2, . . . , n. (3.12)

De la ecuación (3.11) podemos reescribir el denominador de (3.7) como
∫
Ψ2dτ , de donde

∫
Ψ2dτ =

∫
(c1ϕ1 + c2ϕ2 + . . .+ crϕr + . . . cnϕn)

=

z∑
r

∫
c2rϕ

2
rdτ + 2

∑
r<s

∫
crcsϕrϕsdτ (3.13)

=
∑
r

c2r

∫
ϕ2rdτ + 2

∑
r<s

crcs

∫
ϕrϕsdτ,

por las ecuaciones (3.10) y (3.12) se tiene que:∫
Ψ2dτ =

∑
r

c2r · (1) + 2
∑
r<s

crcs · (0)

=
∑
r

c2r . (3.14)

Ahora analicemos el numerador de la ecuación (3.7), haciendo las pertinentes sustituciones:∫
ΨHΨdτ =

∫
(c1ϕ1 + c2ϕ2 + . . .+ crϕr + . . . cnϕn)×H

×
∫

(c1ϕ1 + c2ϕ2 + . . .+ crϕr + . . . cnϕn)

=
∑
r

∫
c2rϕrHϕrdτ + 2

∑
r<s

∫
crphirHcsϕsdτ (3.15)

=
∑
r

c2r

∫
ϕrHϕrdτ + 2

∑
r<s

crcs

∫
ϕrHϕsdτ.

Es conveniente adoptar la siguiente notación matricial:

Hi,i =

∫
ϕiHϕidτ, (3.16)
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en la ecuación (3.15) también contamos con términos cruzados que, en esta notación matricial,
estarán designados por Hi,j , donde:

Hi,j =

∫
ϕiHϕjdτ, i ̸= j. (3.17)

Con está notación la ecuación (3.15) se debeŕıa escribir como:∫
ΨHΨdτ =

∑
r

c2rHrr + 2
∑
r<s

crcsHrs, (3.18)

luego haciendo uso de las ecuaciones (3.14) y (3.18) podemos expresar a la relación de Rayleigh
como:

y =

∑
r c

2
rHrr + 2

∑
r<s crcsHrs,∑

r c
2
r

. (3.19)

Reescribamos (3.19) como sigue:(∑
r

c2r

)
y =

∑
r

c2rHrr + 2
∑
r<s

crcsHrs, (3.20)

como ya mencionamos anteriormente, necesitamos que y permanezca fija con respecto de cr. Comence-
mos viendo que pasa, cuando y permanece fija respecto a la variación de c1, es decir, calculemos
∂y
∂c1

= 0, para esto reescribamos la ecuación (3.20) como sigue:(
c21 + c22 . . . c

2
n

)
y = (c21H11 + c22H22 . . . c

2
nHnn) + 2(c1c2H12 + c1c3H13 + . . . cn−1cnHn−1,n). (3.21)

Calculando la derivada parcial con respecto a c1 tenemos:

2c1y +
(
c21 + c22 . . . c

2
n

) ∂y
∂c1

= 2c1H11 + 2(c2H12 + c1H13 + . . . crH1r + . . . cnH1n), (3.22)

haciendo ∂y
∂c1

= 0 se tiene:

∂y

∂c1
= 0 =

2(c1(H11 − y) + c2H12 + c1H13 + . . . crH1r + . . . cnH1n)(
c21 + c22 . . . c

2
n

) . (3.23)

Por lo tanto,

c1(H11 − y) + c2H12 + c3H13 + . . . crH1r + . . . cnH1n = 0. (3.24)

Esta es la ecuación con la cual se satisface que la relación de Rayleigh permanezca fija a las varia-
ciones, espećıficamente de c1. En general, la derivada parcial con respecto a cr es:

c1(Hr1 + c2Hr2 + . . . cr(Hrr − y) + . . . cnHrn = 0 (3.25)
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Aśı, cuando el y se ha derivado parcialmente con respecto a cada ci con i = 1, 2, . . . n, se obtiene un
sistema de n ecuaciones homogéneas llamadas sistema de ecuaciones seculares.

c1(H11 − y) + c2H12 + c3H13 + . . . crH1r + . . . cnH1n = 0

c1H21 + c2(H22 − y) + c3H23 + . . . crH2r + . . . cnH2n = 0
...

...
...

...
...

c1Hr1 + c2Hr2 + c3Hr3 + . . . cr(Hrr − y) + . . . cnHrn = 0
...

...
...

...
...

c1Hn1 + c2Hn2 + c3Hn3 + . . . crHnr + . . . cn(Hnn − y) = 0.

(3.26)

Las soluciones de estas ecuaciones homogéneas nos ayudan a obtener los valores de {cr}, y
los valores de y que juntos a esto coeficientes hacen que permanezca fija. Estos valores de y que
son las ráıces de las ecuaciones seculares (3.26), serán tomados para representar la enerǵıa del
correspondiente orbital molecular. Por esta razón reemplazamos a y por el śımbolo ε para denotar
a la enerǵıa. Aśı, podemos escribir las ecuaciones seculares de una manera más compacta, como
sigue:

(Hrr − ε)cr +
∑
s,s ̸=r

Hrscs = 0 r = 1, 2, . . . , n, (3.27)

una por cada orbital Ψr con enerǵıa ε. Este conjunto de ecuaciones tienen soluciones no triviales, y
las podemos escribir como:

H11 − ε H12 · · · H1r · · · H1n

H21 H22 − ε · · · H2r · · · H2n
...

...
...

...
Hr1 Hr2 · · · Hrr − ε · · · Hrn
...

...
...

...
Hn1 Hn2 · · · Hnr · · · Hnn − ε

= 0, (3.28)

al cual es llamado determinante secular. Ahora renombremos a las ecuaciones (3.11) y (3.12) por:

Srr =

∫
ϕ2rdτ = 1, (3.29)

y

Srs =

∫
ϕrϕsdτ = 0; con r ̸= s. (3.30)

Luego podemos reescibir a
∫
Ψ2dτ de la ecuación (3.13) usando la ecuación (3.30) como:∫

Ψ2dτ =
∑
r

c2r + 2
∑
r<s

crcsSrs, (3.31)
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y por lo tanto la ecuación (3.19) se escribiŕıa ahora como:

y =

∑
r c

2
rHrr + 2

∑
r<s crcsHrs∑

r c
2
r + 2

∑
r<s crcsSrs

. (3.32)

Al calcular ∂y
∂cr

,con r = 1, 2, . . . n de manera análoga a la representada en las ecuaciones de (3.19)
y (3.27) y otra vez reemplazando y por ε, se puede obtener el siguiente conjunto de ecuaciones
seculares, análoga a la ecuación (3.27):

(Hrr − ε)cr +
∑
s,s ̸=r

(Hrs − εSrs)cs = 0 r = 1, 2, . . . , n, (3.33)

Luego el determinante secular lo podemos escribir como:

H11 − ε H12 − εS12 · · · H1r − εS1r · · · H1n − εS1n
H21 − εS21 H22 − ε · · · H2r − εS2r · · · H2n − εS2n

...
...

...
...

Hr1 − εSr1 Hr2 − εSr2 · · · Hrr − ε · · · Hrn
...

...
...

...
Hn1 − εSn1 Hn2 − εSn2 · · · Hnr − εSnr · · · Hnn − εSnn

= 0, (3.34)

La notación α-β

Los componentes de la matriz de algún Hamiltoniano efectivo, descrito anteriormente por la
ecuación (3.6), los śımbolos que se usaron para representar a estos componentes de la matriz del
Hamiltoniano son: Hrr y Hrs definidos en las ecuaciones (3.16) y (3.17).

Sin embargo, Hückel y otros dieron los diferentes śımbolos; para Hrr usaremos αr que es cono-
cida como Integral de Coulomb, y para Hrs se usara βrs que representa a la Integral de Resonancia
para el enlace entre los átomos r y s.
La integral de Coulomb αr (Hrr), representa aproximadamente la enerǵıa de un electrón en un
orbital atómico, en presencia de los otros átomos del entorno molecular. Su valor debe ser cercano
al potencial de ionización del e− en este orbital atómico en el átomo aislado.
La integral de resonancia βrs (Hrs), representa aproximadamente la enerǵıa de un electrón interac-
tuando con dos núcleos, e incluye la estabilización debida a esta interacción.
Con esta notación la Relación de Rayleigh (enerǵıa) correspondiente a un conjunto de coeficientes
dados es:

ε =

∑
r c

2
rαr + 2

∑
r<s crcsβrs∑

r c
2
r

, (3.35)

donde, en general, la segunda suma en el numerador consiste en pares de átomos, r y s, que no están
en condiciones de involucrarse, aśı como aquellos que si lo están. La enerǵıa de un electrón en un
orbital molecular es en relación con la fuerza de atracción de electrones de los átomos individuales en
la molécula {αr} y la de los diferentes pares de átomos que comprenden {βrs}. Recordemos que βrs
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es la integral del producto de los orbitales atómicos en el átomo r con el resultado del Hamiltoniano
efectivo que actúa sobre la órbita atómica centrada en el átomo s, es decir,

βrs =

∫
ϕrHϕsdτ. (3.36)

En la notación α-β, el determinante secular descrito en la ecuación (3.28) ahora seŕıa:

α1 − ε β12 · · · β1r · · · β1n
β21 α2 − ε · · · β2r · · · β2n
...

...
...

...
βr1 βr2 · · · αr − ε · · · βrn
...

...
...

...
βn1 βn2 · · · βnr · · · αn − ε

= 0, (3.37)

y las r ecuaciones seculares quedarán expresadas como:

(αr − ε)cr +
∑
s,s ̸=r

βrscs = 0 r = 1, 2, . . . , n. (3.38)

En el caso de hidrocarburos conjugados Hückel hizo las siguientes suposiciones y aproximaciones,
que ahora se conocen como las aproximaciones de Hückel:

i. Las integrales de Coulomb αr se igualan al valor α para todos los átomos de carbono.

ii. Todas las integrales de Resonancia βrs se considerarán nulas si los átomos de r y s no son
adyacentes. Sin embargo si r y s son adyacentes, sus integrales de Resonancia se igualaran a
β.

Aśı, el determinante secular en la ecuación (3.37) quedaŕıa expresada como:

α− ε β · · · 0
β α− ε · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · α− ε

= 0. (3.39)

Es conveniente dividir cada elemento del determinante por β para obtener:

α−ε
β 1 · · · 0

1 α−ε
β · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · α−ε
β

= 0, (3.40)
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después de dividir entre β y definiendo que γ = α−ε
β se tiene que

γ 1 · · · 0
1 γ · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · γ

= 0 (3.41)

Los términos de la diagonal principal corresponden a cada uno de los átomos de carbono. El deter-
minante es simétrico con respecto a la diagonal principal. El orden de la numeración escogida para
los átomos que intervienen en el sistema conjugado es irrelevante.

Dado que

γ =
α− ε

β
,

los valores de enerǵıa de cada OM se expresan en función de α y β, es decir,

ε = α− γβ.

Las integrales no se pueden evaluar exactamente dentro de la aproximación HMO− π3, por lo que
son tratadas como parámetros semiemṕıricos. Para calcular la enerǵıa total π del sistema se suman
las enerǵıas de cada orbital ocupado multiplicadas por el numero de ocupación:

ε̃π =
oc∑
µ

nµε
π
µ,

siendo nµ el número de e− en el OM µ y oc el número OM ocupados

Damos a continuación un ejemplo en el cual se aplica todo lo antes mencionado.

Ejemplo 3.1. Consideremos al sistema aĺılico y su representación molecular

π enlace

orbital p

σ enlace

H H

H H

H

1

2 3

con determinante secular:
γ 1 0
1 γ 1
0 1 γ

= 0

3Método Orbital Molecular de Hückel
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Resolviendo lo anterior se tiene que:

γ(γ2 − 1)− γ = 0.

Entonces,

γ1 = 0,

γ2 = +
√
2,

γ3 = −
√
2.

Los valores de enerǵıa que se obtienen, los representamos en el siguiente diagrama:

Enerǵıa
x ψ3 (ε3 = α− γβ)

−−−−− ψ2 (ε3 = α)
ψ1 (ε1 = α+ γβ)

Aśı para el catión, el radical y el anión aĺılico:

ε̃π(+) = 2ε1 = 2α+ 2
√
2β,

ε̃π(·) = 2ε1 + 1ε2 = 3α+ 2
√
2β,

ε̃π(−) = 2ε1 + 2ε2 = 4α+ 2
√
2β.

La magnitud γβ es proporcional a la enerǵıa de enlace, en este ejemplo HMO las predice igual para
las 3 especies, lo cual no es cierto.

Cálculo de coeficientes

El método de Hückel trata los OM π como combinación lineal de OA p,

Ψi =
n∑

i=1

cµiϕi.

Para cada OM
ψi = ci1ϕ1 + ci2ϕ2 + · · · .

De modo que si conocemos los coeficientes, conocemos la contribución de cada OA p al OM π, lo
que es equivalente a conocer su forma. Esto permite calcular propiedades de interés qúımico como
ordenes de enlace, cargas, etc. Para calcular los coeficientes se utiliza el determinante secular y las
enerǵıas de los orbitales que ya sabemos calcular.
Continuando con el análisis del Ejemplo 3.1 se observa que:

Ejemplo 3.2. Obtengamos los coeficientes y representemos todos los OM π del sistema aliĺıco.
Con diagrama de enerǵıa
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Enerǵıa
x ψ3 (ε3 = α− γβ)

−−−−− ψ2 (ε3 = α)
ψ1 (ε1 = α+ γβ)

donde,

γ1 = 0,

γ2 = +
√
2,

γ3 = −
√
2.

Utilizando sus determinante secular
γ 1 0
1 γ 0
0 1 γ

= 0,

notamos que:

γc1 + c2 = 0,
c1 + γc2 + c3 = 0,
c2 + γc3 = 0,
c21 + c22 + c31 = 1.

Luego,

ψ1 =
1
2ϕ1 +

1√
2
ϕ2 +

1
2ϕ3 0 nodos

ψ2 =
1√
2
ϕ1 − 1√

2
ϕ3 1 nodos

ψ3 =
1
2ϕ1 −

1√
2
ϕ2 +

1
2ϕ3 2 nodos

Cálculo de propiedades

A partir de los coeficientes de participación de los OA p en los OM π se pueden calcular ciertas
propiedades de interés:

Ordenes de enlace π:

Pπ
{a,b} =

occ∑
i=1

niciacib.

Donde,
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cia y cib son los coeficientes de participación de los OA correspondientes a los átomos a
y b, en el OM i.

ni representa el número de electrones en el OM i.

La suma está definida sobre todos los OM ocupados.
Para obtener el orden de enlace total se suma 1 por el enlace σ.

P{a,b} = P π
{a,b} + 1.

Densidad electrónica π:

ρπa =

occ∑
i=1

ni|c2ia|.

Carga π efectiva:

qπa = ηa − ρπa .

Donde ηa representa el número de electrones que el átomo a aporta al sistema de conjugación.

Siguiendo con nuestro Ejemplo 3.1 podemos calcular sus propiedades como son: los ordenes de enlace
π, densidad electrónica π, carga π efectiva.

Ejemplo 3.3. Obtengamos los ordenes de enlace π y total, aśı como la densidad electrónica π y la
carga π efectiva sobre cada átomo del sistema aĺılico con:

ψ1 =
1
2ϕ1 +

1√
2
ϕ2 +

1
2ϕ3,

ψ2 =
1√
2
ϕ1 − 1√

2
ϕ3,

ψ3 =
1
2ϕ1 −

1√
2
ϕ2 +

1
2ϕ3.

Con lo que concluimos:

Ordenes de enlace π Densidad electrónica π Carga π efectiva

Pπ
{a,b} =

∑occ
i=1niciacib ρπ

a =
∑occ

i=1ni|c2ia| qπa = ηa − ρπ
a

P π
{1,2} = 2

(
1
2 · 1√

2

)
+ 1

(
1√
2

)
(0) = 0.71 ρπ1 = 2

(
1
2)

2 + 1
(

1√
2
)2 = 1 qπ1 = η1 − ρπ1 = 0

P{1,2} = 1.71 ρπ2 = 2
(

1√
2
)2 + 1(0) = 1 qπ2 = η2 − ρπ2 = 0

P π
{2,3} = 2

(
1√
2
· 1
2

)
+ 1(0)

(
− 1√

2

)
= 0.71 ρπ1 = 2

(
1
2)

2 + 1
(
− 1√

2
)2 = 1 qπ3 = η3 − ρπ3 = 0

P{2,3} = 1.71
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Es necesario recordar que el objetivo de este trabajo es encontrar una aproximación del orden
de Hückel para un par de átomos i, j, através de métodos topológicos finitos. Este orden de Hückel
es precisamente el orden de π anteriormente definido.

El método anterior junto con el programa Hückel 3.1 de Oraxcel, el software libre SHMo2 y
con la aplicación Hückel.exe, los utilizaremos para verificar nuestros resultados.

3.4. Estructura de la topoloǵıa de enlace para sistemas
heteroatómicos.

Los sistemas heteroatómicos mejor conocidos como grupos funcionales son aquellos compuestos
orgánicos que no están constituidos únicamente de carbono e hidrógeno. En este tipo de sistemas
podemos hallar también Bromo, Flúor, Nitrógeno, Ox́ıgeno, Boro y Cloro.

A continuación damos una breve explicación del Método de Hückel para Sistemas Heteroatómi-
cos.

3.4.1. Tratamiento de compuestos conjugados con heteroátomos

Teniendo en cuenta su definición, el parámetro α, o integral de Coulomb, representa la enerǵıa de
un electrón en su propio átomo, mientras que el parámetro β, o integral de resonancia, representa
la enerǵıa de un electrón entre dos átomos enlazados. Los elementos diagonales de la matriz de
Hückel en sistemas con heteroátomos, (átomos distintos al carbono y al hidrógeno), son diferentes
ya que sus electronegatividades son también diferentes. Asimismo, los elementos no-diagonales,
relacionados con la integral de Resonancia, tienen que reflejar situaciones de enlace entre átomos
de distinta naturaleza. En el caso de heteroátomos, las integrales de Coulomb y de Resonancia se
definen en función de las del átomo de C.

Definición 3.1. Se le llama heteroátomo, a aquel átomo X diferente del carbono, que interviene
en el sistema de conjugación π.

Con lo cual es necesario modificar los parámetros α y β correspondientes a las integrales de Coulomb
y de Resonancia. Para este caso, las integrales de Coulomb y Resonancia quedarán representadas
por αX y βCX respectivamente.
Aśı las integrales de Coulomb y Resonancia correspondientes al heteroátomo X y al enlace entre
este y un átomo de carbono se definen en términos de las integrales α y β del carbono según:

αX = αc + hXβCC

βCX = kCXβCC

Surge ahora el problema de establecer que valores de hX y kCX se deben utilizar en cada caso partic-
ular. En la literatura se encuentran reportados valores diversos para un mismo tipo de heteroátomo
y tipo de enlace, dependiendo de los diferentes enfoques de la teoŕıa de OM . Sin embargo cualquiera
de estos enfoques cumple con principios generales básicos.
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La magnitud de α esta estrechamente relacionada con la carga nuclear efectiva del heteroátomo.
La magnitud de β esta estrechamente relacionada con la carga nuclear efectiva del heteroátomo.
En uno de los enfoques posibles se plantea que αX es proporcional a las electronegatividades del
heteroátomo y hX es proporcional a la diferencia de electronegatividades entre X y el carbono.

Hay que tener en cuenta que X puede contribuir al sistema de conjugación con diferente número de
electrones, por ejemplo el ox́ıgeno en el benzaldeh́ıdo aporta 1 e−, mientras que en el fenol aporta
2 e−.

OH

H

O

Por su parte los valores de kCX dependen de las distancias de enlace C −X, por lo que en general
se diferencian expĺıcitamente los enlaces simples, dobles, triples y aromáticos.
Los valores de hX y kCX más utilizados, los presentamos en Cuadro 3.1.

A la hora de plantear el determinante secular del Método HMO − π, se hace teniendo en cuenta
las modificaciones necesarias y asumiendo el átomo 1 como el heteroátomo:

γ + hX kCX 0 · · · 0
kCX γ 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · γ

= 0 (3.42)

El procedimiento para el cálculo de coeficientes de participación de los OA en los OM π, de los
ordenes de enlace π, la densidad electrónica π, la carga π efectiva; para el caso de los hidrocarburos,
definido en el Caṕıtulo 3; es también aplicable para Grupos Funcionales.
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Cuadro 3.1:
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Caṕıtulo 4

Topoloǵıa de enlace.

Comenzando con una estructura representando una molécula, buscamos construir un espacio
topológico que represente esta estructura. Este problema no tiene matemáticamente una única
solución, existen varias formas adecuadas de asociar un espacio topológico a una estructura dada y es
en gran parte un asunto de ingenio el construir un espacio que enfatice esos aspectos de la estructura
considerados como importantes. Esto es un poco diferente de la situación usual encontrada en la
aplicación de matemáticas a problemas qúımicos.
Hasta ahora la búsqueda de métodos exitosos para la construcción de topoloǵıas moleculares se han
concentrado en la adyacencia atómica como la caracteŕıstica clave de la estructura. Espećıficamente
para un espacio topológico molecular (X, T ) el conjunto X es tomado para representar un conjunto
de átomos de carbono en el caso de hidrocarburos saturados o un conjunto de orbitales de carbón
p, en el caso de un conjugado, el hidrocarburo no saturado, y T es derivado de los enlaces entre
estos átomos u orbitales implicados en la fórmula estructural de la molécula.
Dado que los conjuntos abiertos son los bloques de construcción de un espacio topológico y los
enlaces lo son para las estructuras moleculares, un paso natural es pedir que cada enlace sea un
conjunto abierto; esto es si p y q son átomos enlazados, entonces nos preguntamos si {p, q} ∈ T . La
topoloǵıa más pequeña en X para la cual esto será cierto es la definida por la subbase consistente
de la colección de lazos de dos conjuntos. La topoloǵıa aśı definida sobre una molécula es llamada
topoloǵıa de enlace [25], [26].
Dos tipos de análisis son posibles cualitativo y cuantitativo.
Las preguntas correspondientes a un espacio topológico en el nivel cualitativo son:

¿El espacio es conexo?

Si el espacio no es conexo, ¿de qué tipos de componentes consiste?

¿Hay distintas estructuras moleculares que son homeomorfas en esta topoloǵıa?

¿Hay átomos en la molécula que son topológicamente indistinguibles; es decir, es el espacio
no-T0?

Las propiedades combinatorias de las topoloǵıas finitas discutidas en el Caṕıtulo 2 son la base
del análisis cuantitativo de la estructura espacial. Espećıficamente, el número total de conjuntos
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abiertos, es decir, la cardinalidad de la topoloǵıa molecular que es una medida de la complejidad
estructural, mientras las cardinalidades de varios subespacios, tales como los relacionados con los
pares de átomos adyacentes, son medidas de la estructura interna del espacio, por ejemplo, la fuerza
de adhesión(fuerza de enlace).

4.1. Construcción de la topoloǵıa de enlace

Los aspectos no métricos de las estructuras moleculares en el pasado ya han sido descritos en el
lenguaje de la teoŕıa de gráficas; donde los átomos y los enlaces entre ellos se representan con los
vértices y las aristas, respectivamente.
En este trabajo se presenta una descripción alternativa de la teoŕıa orbital molecular de Hückel,
basada en los conceptos de la topoloǵıa de conjuntos. Espećıficamente, asociamos una molécula a
un espacio topológico finito, donde el conjunto de puntos representa los orbitales atómicos y la
topoloǵıa describe las relaciones de enlace entre los átomos.

Como ya vimos en el Caṕıtulo 2, los espacios topológicos finitos tienen una estructura rica en
propiedades combinatorias. El análisis de esta estructura combinatoria para estos espacios topológi-
cos finitos será la base fundamental para alcanzar el objetivo principal del trabajo, ya que esta
descripción topológica nos brinda algunos paralelismos sorprendentes con los resultados de la teoŕıa
de orbitales moleculares. Restringiremos nuestras consideraciones en este caṕıtulo a los sistemas π
de hidrocarburos conjugados, como la ilustración más sencilla de los conceptos topológicos.

Iniciamos considerando el conjuntoX de los orbitales atómicos π y queremos construir una topoloǵıa
que refleje la estructura inducida a X por la conectividad atómica de la molécula. Esta conectividad
está completamente descrita por la colección S de conjuntos con dos elementos {i, j} los cuales
expresan la adyacencia, es decir, {i, j} ∈ S si y sólo si los átomos i y j son adyacentes en el grafo
G asociado a la estructura molecular. En otras palabras

S = {{i, j}|i y j son adyacentes en G}.

S no es una topoloǵıa, ni una base para a una topoloǵıa, ya que la intersección de dos elementos de
S no está en S. Sin embargo, S es una subbase ya que la unión de todos los elementos de S es X.
A partir de este momento al escribir adyacencia atómica o simplemente adyacencia nos referimos a
conectividad atómica.

En términos de la teoŕıa de grafos, la colección S es el conjunto de aristas E del grafo G(V,E) que
corresponde a la fórmula estructural. Recuerde que en la topoloǵıa aśı como la teoŕıa de grafos,
la identidad qúımica de los átomos en la estructura no juega ningún papel, y lo más que podemos
recuperar de uno o del otro campo es el modelo de interconexiones atómicas y no la fórmula qúımica
completa. Comenzamos dando la definición de topoloǵıa de enlace.
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Definición 4.1. La topoloǵıa de enlace para la gráfica asociada a la estructura molecular está defini-
da como la topoloǵıa más pequeña en el conjunto X de átomos en la cual cada conjunto de un par
de átomos adyacentes es abierto. En otras palabras, la topoloǵıa de enlace es la generada por la
subbase S.

A la cotopoloǵıa correspondiente a la topoloǵıa de enlace le llamaremos cotopoloǵıa de enlace. Ob-
servaremos al final de este caṕıtulo que la estructura de la cotopoloǵıa de enlace refleja algo muy
cercano a las relaciones dentro de la molécula.

Vamos a ejemplificar la definición anterior para la molécula botadero, esta misma molécula la vamos
usar para ilustrar las posteriores definiciones y caracteŕısticas de la topoloǵıa de enlace.

Ejemplo 4.1. Calculemos la topoloǵıa de enlace para el botadero

1 2 3 4
G(T )

El conjunto de átomos es X = {1, 2, 3, 4}, donde los conjuntos adyacentes son:

{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}.

Luego la subbase del espacio topológico es:

S = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}}.

A partir de esta subbase construimos su base

B = {∅, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}},

y su base irreducible

B = {∅, {2}, {3}, {1, 2}, {3, 4}}.

Por lo tanto su topoloǵıa de enlace es:

Tbond = {∅, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, X},

y su cotopoloǵıa de enlace esta dada por:

T ∗
bond = {∅, {1}, {4}, {1, 2}, {1, 4}, {3, 4}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, X}.

Los elementos básicos en la topoloǵıa de enlace están dados como en el Caṕıtulo 1 por

Bp =
∩

q∈Ap

{p, q},
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donde Ap es el conjunto de átomos adyacentes a p. De lo anterior podemos escribir a Bp de forma
más simple

Bp =

{
{p} ∪Ap, si p es de grado 1;
{p}, en otro caso.

Aśı, en la topoloǵıa de enlace cada átomo de grado mayor que 1 (cada átomo que no es terminal)
es un abierto único.

Encontremos los elementos básicos para la gráfica asociada a la a molécula 2-metilpenteno.
Ejemplo 4.2. Para la molécula 2-metilpenteno los elementos básicos son:

6

2 4

1 3 5

B1 = {1, 2}, B2 = {2}, B3 = {3}, B4 = {4}, B5 = {4, 5}, B6 = {2, 6}.

4.2. Estructura de la topoloǵıa de enlace para estructuras de
carbono.

Dada una estructura molecular y su grafo asociado, utilizando las propiedades definidas en el
Caṕıtulo 1, obtenemos el digrafo asociado a esta molécula. Se analizará el digrafo obtenido y sus
componentes, para después clasificarlas y aśı definir la topoloǵıa de enlace.

4.2.1. Estructura de grafo.

La estructura de los digrafos de la topoloǵıa de enlace son una consecuencia directa de los
elementos básicos dados en la sección anterior. Los conjuntos de aristas de estos digrafos son escasos,
ya que los únicos elementos básicos comparables son aquellos que involucran a un átomo terminal
y al átomo adyacente a este. Es decir, Bp ⊃ Bq si p es un átomo terminal y q es adyacente a p;
los elementos básicos de cualquier otro par de átomos son incomparables. Al construir el digrafo
asociado al grafo de un hidrocarburo, a partir de sus elementos básicos Bp, se observa que los únicos
componentes que podemos encontrar son cuatro [10], [25]. Especifiquemos estos distintos tipos de
componentes estructurales que se pueden encontrar en un hidrocarburo.
El digrafo de la topoloǵıa de enlace para un hidrocarburo general será disconexo y constan sólo de
los siguientes cuatro tipos de componentes estructurales [25], [26], a los cuales les hemos asignado
un nombre para facilitar su uso:

r s s
′

s
′′

Figura 4.1: Componentes Estructurales
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Observamos de lo anterior que los espacios de la topoloǵıa de enlace son espacios normales; ya que
sus componentes estructurales constan solamente de un punto cerrado.

Analizando los cuatro tipos de componentes de la topoloǵıa de enlace, notamos que en general una
molécula tiene un máximo de siete tipos de átomos topológicamente diferentes. Estos siete tipos de
átomos los mostramos en la siguiente tabla:

Componente
Dı́grafo

Tipo de

Estructural Átomo

r r r

s t s
s
t

s
′

t
′

s
′

t
′

s
′

t
′

s
′′

t
′′

s
′′

t
′′

t
′′

s
′′

t
′′

Cuadro 4.1: Donde r, s, s
′
, s

′′
son vértices abiertos y r, t, t

′
, t

′′
son vértices cerrados.

Para un espacio general se denotará a la topoloǵıa de enlace por

rhsis
′j
s
′′ l
,

donde k = r, s, s
′
, s

′′
y d = (h, i, j, l) es el número de veces que aparece cada componente estruc-

tural en la topoloǵıa de enlace.

Continuando con el ejemplo de la sección anterior, calculamos su topoloǵıa de enlace.

Ejemplo 4.3. Para el grafo del espacio del Ejemplo 4.2, tenemos que el digrafo asociado a su
topoloǵıa de enlace es:

6

2 4

1 3 5
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Luego su topoloǵıa de enlace la representamos por rss′

Los átomos de este tipo de espacios, son abiertos o cerrados (o ambos). Por tanto, estos espacios
con topoloǵıa de enlace son todos T 1

2
.

Para una cadena lineal de N átomos, sus elementos básicos Bp constan de un único elemento p,
excepto los dos átomos terminales para los cuales sus elementos básicos consisten de dos elementos,
esto implica la siguiente proposición.

Proposición 4.1. Una cadena lineal de N átomos (N > 3) tiene una topoloǵıa de enlace

rN−4s2.

Cuando tenemos una molécula ćıclica de N átomos, todos sus elementos básicos consisten de un
único elemento. Aśı, enunciamos el siguiente resultado.

Proposición 4.2. Una molécula ćıclica de N átomos tiene asociada una topoloǵıa discreta rN .

4.2.2. Propiedades combinatorias de la topoloǵıa de enlace.

Con el fin de tener una mejor clasificación de sus componentes estructurales y sea más fácil
describir las propiedades qúımicas de una molécula, en esta parte, se aplicaran algunas propiedades
combinatorias de los espacios topológicos finitos sobre la topoloǵıa de enlace, descritos en el Caṕıtulo
2.

Funciones generadoras.

Dado que los espacios de la topoloǵıa de enlace se componen de una variedad limitada de com-
ponentes pequeños, es posible reescribir de forma cerrada la mayoŕıa de las expresiones de sus
propiedades combinatorias.

Para moléculas grandes que están formadas por 4 o 5 átomos, dar una lista de todos los conjuntos
abiertos y cerrados es poco práctico. Afortunadamente para el análisis de las propiedades combi-
natorias, no necesitamos una descripción tan detallada de su topoloǵıa, es decir, es suficiente el
considerar una enumeración del número de conjuntos abiertos y cerrados de una cardinalidad dada.
Esta enumeración es lo más conveniente para asociar formalmente la topoloǵıa y la cotopoloǵıa con
la función generadora de su grafo.

Comencemos con la expresión correspondiente a la función generadora para la totalidad de conjuntos
abiertos o cerrados.

Definición 4.2. La función generadora para la totalidad de conjuntos abiertos o cerrados es

Fa(r, s, s
′
, s

′′
; z) =

|X|∑
j=0

Na
j z

j , (4.1)
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Na
j es el número de conjuntos del tipo a con cardinalidad j, con a = o, c, donde o representa a los

abiertos y c a los cerrados; |X| es el número de átomos en la molécula.

Por los resultados del Caṕıtulo 2, Sección 2.4, sabemos que cada componente del espacio contribuye
con un único factor a la función generadora, de manera que podemos reescribir la fórmula (4.1)
usando el Corolario 2.9 como:

Proposición 4.3. La función generadora del espacio a través de sus componentes está dada por:

Fo(r, s, s
′
, s

′′
) = Fo(r; z)

hFo(s; z)
iFo(s

′
; z)jFo(s

′′
; z)l, (4.2)

donde Fo(k; z) es la función generadora de conjuntos abiertos para una componente del tipo
k = (r, s, s

′
, s

′′
), h es el número de átomos de tipo r, i del tipo s, j del tipo s′ y l del tipo s′′.

Comencemos construyendo Fo(k; z). Cuando todas las intersecciones de los elementos de la subbase
se consideran en la formación de la base, los únicos conjuntos nuevos que resultan son los conjuntos
que están formados por un único elemento, estos conjuntos representan a todos los átomos no termi-
nales, es decir, átomos implicados en al menos dos enlaces. Para cualquier conjunto de cardinalidad
2, donde sus dos elementos están presentes en la base como conjuntos que consisten de un elemento,
pueden ser eliminados de la base sin afectar a la topoloǵıa.

Los únicos conjuntos formados por dos elementos que permanecerán en la base irreducible son aque-
llos que consisten de un átomo terminal y del átomo con el cual tienen un enlace. Aśı cualquier
átomo que no es terminal ni el vecino más cercano a un átomo terminal, contribuirá con un factor
(1+z) a la función generadora ya que aporta 1 a la cardinalidad de la unión de los conjuntos básicos
si está incluido y 0 en otro caso; a estos átomos ya los designamos anteriormente por r. Si hay h de
estos elementos, todos contribuyen con un factor (1 + z)h a Fo(k; z).

De la base irreducible y como ya se mostró en la figura 4.2.1 podemos establecer que existen tres
tipos de átomos terminales [25], [30]:

i) Una terminación simple, en la cual un átomo terminal t tiene un enlace con un átomo s que
no se encuentra unido a ningún otro átomo terminal.
Para esta terminación, los conjuntos que aporta a la base irreducible son {s} y {t, s}, que
contribuyen con 0, 1 o 2 a la cardinalidad de la unión de los conjuntos básicos y con un factor
1 + z + z2 a Fo(k; z).

ii) Cuando los átomos terminales t′1 y t′2 están enlazados a un mismo átomo s′′.
Los conjuntos de la base irreducible en los que intervienen estos átomos son {s′}, {s′, t′1},
{s′, t′2} {t′1, s′′, t′2} y por lo tanto contribuye con conjuntos de cardinalidad 0,1, dos de cardi-
nalidad 2, o uno de cardinalidad 3, que corresponde al conjunto {s′, t′1}∩{s′, t′2} = {s′, t′1, t′2}.
Entonces, el factor correspondiente de Fo(k; z) es (1 + z + 2z2 + z3).
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iii) Cuando tres átomos terminales t′′1, t
′′
2 y t′′3 son adyacentes a un mismo átomo s′′. Los conjuntos

de la base irreducible {s′′}, {t′′1, s′′}, {t′′2, s′′}, {t′′3, s′′}, {t′′1, s′′, t′′2}, {t′′1, s′′, t′′3}, {t′′2, s′′, t′′3} y
{t′′1, s′′, t′′2, t′′3}, que son de cardinalidad 0,1,3,3 o 1, respectivamente por cada tipo. Aportan el
factor (1 + z + 3z + 3z3 + z4) a Fo(k; z).

En conclusión, después de la inspección anterior a los digrafos asociados a cada una de las compo-
nentes de la topoloǵıa de enlace, se observa que Fo(k; z) para k = (r, s, s

′
, s

′′
) tiene la siguiente

forma :

k Fo(k; z)
r 1 + z,
s 1 + z + z2,
s
′

1 + z + 2z2 + z3,
s
′′

1 + z + 3z2 + 3z3 + z4.

Aśı, se puede reescribir 4.2 como:

Fo(r, s, s
′
, s

′′
; z) = (1 + z)h(1 + z + z2)i(1 + z + 2z2 + z3)j(1 + z + 3z2 + 3z3 + z4)l. (4.3)

Proposición 4.4. La cardinalidad de una topoloǵıa de enlace en general rhsis
′j
s
′′ l

es

Fo(r, s, s
′
, s

′′
; 1) = 2h3i+2l5j .

Demostración. Utilicemos la ecuación 4.2 para z=1, luego

Fo(r, s, s
′
, s

′′
, 1) = (1 + 1)h(1 + 1 + 1)i(1 + 1 + 2 + 1)j(1 + 1 + 3 + 3 + 1)l,

= 2h3i5j9l = 2h3i+2l5j .

Analicemos que pasa con la función generadora para los conjuntos cerrados.

Proposición 4.5. la función generadora de conjuntos cerrados tiene la forma

Fc(r, s, s
′
, s

′′
; z) = znFo(r, s, s

′
, s

′′
; z−1),

con n = h+ 2i+ 3j + 4l.

Demostración. Usando el Teorema 2.9 y al observar que cada conjunto cerrado de cardinalidad k
corresponde a un conjunto abierto de cardinalidad n − k, es decir, N c

k = No
n−k se obtiene que la

función generadora de conjuntos cerrados tiene la forma

Fc(r, s, s
′
, s

′′
; z) = znFo(r, s, s

′
, s

′′
; z−1),

con n = h+ 2i+ 3j + 4l.
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Aśı, los factores para los conjuntos cerrados de Fc(k; z) para k = (r, s, s
′
, s

′′
) son:

k Fc(k; z)
r 1 + z,
s 1 + z + z2,
s
′

1 + 2z + z2 + z3,
s
′′

1 + 3z + 3z2 + z3 + z4.

Además de las funciones generadoras para la totalidad de conjuntos abiertos y cerrados, también
podemos derivar fácilmente las funciones generadoras para los conjuntos abiertos o cerrados que
contienen a un subconjunto dado S ⊂ X. Del Caṕıtulo 1 se sabe que la colección de conjuntos
abiertos es:

{Ŝ ∪A|A ∈ T (X − Ŝ)},

de quien su función generadora esta dada por

z|Ŝ|Fo(X − Ŝ; z).

De la misma manera, la colección de conjuntos cerrados que contienen a S es

{S ∪A|A ∈ T ∗(X − S)},

con función generadora

z|S|Fc(X − S; z).

La función generadora de un subconjunto, es obtenida de la función generadora del espacio completo
substituyendo para cada componente k = (r, s, s

′
, s

′′
),

Fo(k; z) → z|k∩Ŝ|Fo(k − Ŝ; z),

Fc(k; z) → z|k∩S|Fo(k − S; z).

Para los conjuntos abiertos o cerrados, el análisis de la contribución de los 4 tipos de átomos
{r}, {s, t}, {s′, t′1, t′2}, {s′′, t′′1, t′′2, t′′3} a Fa(S; z) (a = o, c) sigue la misma ĺınea como la mencionada
anteriormente para Fa(k; z). Por ejemplo, para Fa(r; z) un átomo del tipo r está siempre presente
en cada unión de los conjuntos básicos y por lo tanto estos átomos juntos contribuyen con un factor
de z(1 + z)r−1 a la función generadora.

Luego, para un subconjunto que consiste de un solo elemento y para subconjuntos de dos elementos
que corresponden posiblemente a un par de átomos adyacentes, su función generadora puede ser
expresada de la forma:

zα+2β+3γ+4δF (r; z)h−αF (s; z)i−βF (s
′
; z)j−γF (s

′′
; z)l−δ,

para conjuntos abiertos o cerrados. Los valores de los exponentes α, β, γ, δ para los diversos tipos
de subconjuntos que pueden existir se presentan en la siguiente tabla.
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Exponentes para las funciones
generadoras de subconjuntos

Abiertos Cerrados

Conjunto α β γ δ α β γ δ

r 1 0 0 0 1 0 0 0
s -1 1 0 0 0 1 0 0
t 0 1 0 0 -1 1 0 0
s′ -2 0 1 0 0 0 1 0
t′ -1 0 1 0 0 -1 1 0
s′′ -3 0 0 1 0 0 0 1
t′′ -2 0 0 1 0 0 -1 1

{r, r} 2 0 0 0 2 0 0 0
{r, s} 0 1 0 0 1 1 0 0
{r, s′} -1 0 1 0 1 0 1 0
{r, s′′} -2 0 0 1 1 0 0 1
{s, t} 0 1 0 0 0 1 0 0
{s, s′} -3 1 1 0 0 1 1 0
{s, s′′} -4 1 0 1 0 1 1 1
{s′, t′} -1 0 1 0 0 0 1 0
{s′, s′′} -5 0 1 1 0 0 1 1
{s′′, t′′} -2 0 0 1 0 0 0 1

Ejemplo 4.4. Considérese el enlace {2, 4} del espacio topológico para el cual su digrafo es

1

2 5

3 4 6

del cual sus elementos básicos son:

B1 = {1, 2}, B2 = {2}, B3 = {2, 3}, B4 = {4}, B5 = {5}, B6 = {5, 6}.

La topoloǵıa de enlace para esta molécula es rss
′
, de la que el grafo asociado es

1

2 5

3 4 6

s
′

r s

con funciones generadoras

Fo(k; z) = (1 + z)(1 + z + z2)(1 + z + 2z2 + z3) (4.4)

Fc(k; z) = (1 + z)(1 + z + z2)(1 + 2z + z2 + zz3) (4.5)
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El enlace {2, 4} es del tipo {r, s′}, entonces

Fo({2, 4}) = z2(1 + z)2(1 + z + z2), donde α = −1, γ = 1.

Similarmente, para los conjuntos cerrados

Fc({2, 4}) = z4(1 + z + z2), donde α = 1, γ = 1.

Enlaces topológicos de pesos en un sistema π-electrón.

Dada una molécula y habiendo construido su topoloǵıa de enlace, nos preguntamos: ¿Con esta
topoloǵıa podemos extraer información interesante para la qúımica? En esta sección nos concen-
traremos en explorar esta cuestión con respecto a los patrones de enlace, en los sistemas π-electrón.
Es decir, tomamos el conjunto básico X para representar los orbitales pz de hidrocarburos conjuga-
dos y buscamos una medida topológica para saber hasta que punto cada par de átomos adyacentes
contribuye a la topoloǵıa del espacio total, esta medida la queremos comparar con los órdenes de
los π-enlace de la teoŕıa de orbitales moleculares [20]. La medida más evidente de la contribución de
un par de átomos adyacentes al espacio no es más que la fracción de conjuntos abiertos (o cerrados)
que contienen al par de átomos. Elegimos la fracción en lugar del número total de conjuntos, ya que
el orden de enlace debe ser un número entre 0 y 1.

Ahora analicemos los patrones de los enlaces en un sistema π-electrón.

Definición 4.3. El orden de un enlace topológico [6], [7], [25], [26], es la contribución de un par
de átomos adyacentes dados al espacio, o bien la fracción de conjuntos abiertos (o cerrados) que
contienen a este par de átomos y es por ello que su valor oscila entre 0 y 1. Aśı, su función esta
dada por

πa({i, j}) = nk({i, j})/|T | con a = o, c;

donde na({i, j}) es el número de conjuntos del tipo a (abierto o cerrado) que contenga a {i, j}.

Con esto podemos reescribir a πa({i, j}) en términos de las funciones generadoras, el total de
conjuntos son obtenidos por asignar z = 1,

πa({i, j}) = Fa(X, {i, j}; 1)/Fa(X, 1).

Calculemos el orden de enlace para la cadena atómica lineal CnHn+2.

Ejemplo 4.5. Para el polieno lineal CnHn+2,

1 2 3 n−3 n−1 n

y su topoloǵıa de enlace esta dada por el digrafo
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s r r s

que es rn−4s2. El enlace {1,2} es del tipo {s, t}, y

πo({1, 2}) = πc({1, 2}) =
z2(1 + z)n−4(1 + z + z2)

(1 + z)n−4(1 + z + z2)2

∣∣∣∣
z=1

,

el cual es independiente del valor de n.

Esto ilustra una caracteŕıstica general de la topoloǵıa de enlace, donde la fracción de conjuntos
abiertos o cerrados que contienen un enlace determinado depende sólo del tipo de los enlaces y no
se ve afectada por el tamaño o la estructura del resto de la molécula. Esta medida no satisface
las caracteŕısticas de la qúımica que deseamos calcular, como el orden de enlace de Hückel; por
lo que buscaremos una más adecuada. Una medida alternativa para el enlace, surge de observar
que πo({i, j}) se puede interpretar como la probabilidad de seleccionar al azar un conjunto abierto,
considerando que cada conjunto abierto tiene la misma probabilidad de ser escogido, y este conjunto
contendrá a {i, j}. Proponemos ahora que la probabilidad de escoger un conjunto abierto sea pro-
porcional a su cardinalidad, esto es: πo({i, j}) puede ser interpretado como la probabilidad que un
conjunto abierto, seleccionado aleatoriamente, contenga a {i, j}. Definamos a po({i, j}) de manera
formal.

Definición 4.4. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto abierto que contenga
al enlace {i, j} es

po({i, j}) =
∑

On⊃{i,j}

|On|/
∑
n

|On|,

donde T = {On|n = 1, 2, . . . , |T |}.
Aśı, la probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto cerrado que contenga al enlace {i, j}
es

pc({i, j}) =
∑

Cn⊃{i,j}

|Cn|/
∑
n

|Cn|,

donde T ∗ = {Cn|n = 1, 2, . . . , |T ∗|}.

Estas probabilidades ponderadas de cardinalidad son calculadas con facilidad a partir de las fun-
ciones generadoras

Fa(S; z) =

|X|∑
j=0

Na
j (S)z

j (a = o, c),

donde Na
j (S) es el número de conjuntos abiertos o cerrados de cardinalidad j que contienen a S ⊂ X.

Donde Fa(S; z) = F (∅; z). Por ejemplo,∑
S⊂On

|On| =
d

dz
Fo(S; z)

∣∣∣∣
z=1

y
∑
n

|On| =
d

dz
Fo(z)

∣∣∣∣
z=1

.
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Por lo anterior podemos reformular la Definición 4.4 como:

Definición 4.5. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto abierto o cerrado que
contenga al enlace {i, j} es

pa({i, j}) = F
′
a({i, j}; 1)/F

′
a(1)

con a = o, c.

La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto cerrado que contenga al enlace {i, j},
P π
{i,j}, es aproximadamente el doble del valor de pc({i, j}), es decir,

P π
{i,j} = 2pc({i, j}),

ya que el número de electrones que intervienen en el Orbital Molecular es 2.

Usemos la cadena atómica lineal CnHn+2, para ilustrar las observaciones anteriores.

Ejemplo 4.6. Para los polienos que tienen las funciones generadoras,

Fo(z) = Fc(z) = (1 + z)n−4(1 + z + z2)2,

Fo({1, 2}; z) = Fc({1, 2}; z) = z2(1 + z)n−4(1 + z + z2),

para el cual
pa({i, j}) = F

′
({i, j}; 1)/F ′

(1) (a = o, c)

= (n+ 2)/3n.

Por último, daremos un ejemplo, en el cual se ilustren los principales resultados de este caṕıtulo.

Ejemplo 4.7. La molécula

1

2 5

3 4

tiene la topoloǵıa de enlace ss
′
:

1

2 5

3 4
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Las funciones generadoras son: Fo(z) = (1 + z + z2)(1 + z + 2z2 + z3),

Fo({1, 2}; z) = z2(1 + z)(1 + z + z2) ({s′ , t′} enlace),
Fo({2, 4}; z) = z2(1 + z)3 ({s′ , s} enlace),
Fo({4, 5}; z) = z2(1 + z + 2z2 + z3) ({s′ , t′} enlace),
Fc(z) = (1 + z + z2)(1 + 2z + z2 + z3),
Fc({1, 2}; z) = z3(1 + z + z2),
Fc({2, 4}; z) = z5,
Fc({4, 5}; z) = z2(1 + 2z + z2 + z3),

para lo cual

po({1, 2}) = 0.538, po({2, 4}) = 0.718, po({4, 5}) = 0.462,

pc({1, 2}) = 0.333, pc({2, 4}) = 0.139, pc({4, 5}) = 0.472.

El orden de enlace de Hückel para la molécula es:

P π
{1,2} = 0.653, P π

{2,4} = 0.383, P π
{4,5} = 0.924.

Recordemos que el valor de P π
{i,j} es aproximadamente el doble del valor de pc(i, j).

A continuación presentamos una tabla en la cual comparamos los valores del orden de Hückel que se
obtienen con los softwares mencionados anteriormente con los que se obtienen utilizando el método
aqúı presentado.

Hidrocarburo
Enlace Tipo de enlace Orden de enlace Orden de enlace
(i, j) topológico Hückel topológico Hückel

(12) st 1.000 0.894
(23) ss 0.444 0.447

(12) st 0.889 0.871
(23) rs 0.500 0.483
(34) rr 0.667 0.785

(12) st 0.889 0.871
(23) ss 0.370 0.301
(34) rs 0.500 0.388
(45) rr 0.667 0.785
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Hidrocarburo
Enlace Tipo de enlace Orden de enlace Orden de enlace
(i, j) topológico Hückel topológico Hückel

(12) rr 0.750 0.707

(12) rr 0.667 0.667

(12) s′t′ 0.857 0.707

(12) st 0.933 0.789
(23) rs 0.533 0.577

(12) s′t′ 0.667 0.653
(23) ss′ 0.278 0.383
(34) st 0.944 0.924

(12) st 0.857 0.756
(23) rs 0.476 0.513
(34) ss 0.349 0.325
(45) st 0.857 0.881

(12) st 0.857 0.833
(23) rs 0.476 0.500

(12) s′′t′′ 0.500 0.577

(12) s′t′ 0.629 0.667
(23) s′s′ 0.171 0.333

(12) s′t′ 0.621 0.616
(23) rs′ 0.345 0.470
(34) rs 0.506 0.616
(45) st 0.897 0.761
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Hidrocarburo
Enlace Tipo de enlace Orden de enlace Orden de enlace
(i, j) topológico Hückel topológico Hückel

(12) st 0.889 0.724
(23) rs 0.500 0.447

(12) rr 0.833 0.770

(12) rr 0.700 0.681

(12) st 1.000 0.758
(23) rs 0.583 0.453
(34) rr 0.750 0.818

(12) st 0.889 0.832
(23) ss 0.370 0.385

(12) st 0.933 0.725
(23) rs 0.533 0.555
(34) ss 0.400 0.362
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Caṕıtulo 5

Topoloǵıa de Enlace para grupos
funcionales

Al igual que en el Caṕıtulo 3, basaremos nuestro análisis en el estudio de algunas propiedades
combinatorias de la topoloǵıa de enlace asociada a una molécula. En este caṕıtulo mostraremos la
manera de calcular el orden de Hückel para los sistemas heteroatómicos; a través de su topoloǵıa
de enlace. Este método será una generalización del presentado en el Caṕıtulo 3 y es la principal
aportación de esta tesis.

5.1. Construcción de la topoloǵıa de enlace para grupos
funcionales

Los orbitales atómicos π los representaremos a través del conjuntoX, y las conectividades atómi-
cas con la topoloǵıa de enlace.
Como lo hicimos en el caṕıtulo anterior, para asociar una topoloǵıa de enlace a una molécula,
necesitamos construir su digrafo. Antes de analizar el digrafo asociado, presentamos los distintos
componentes qúımicos de los sistemas heteroatómicos que estudiaremos, aśı como su representación
topológica que le hemos asignado.
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Componente Elemento
Grado

No. de electrones

Qúımico de enlace de enlace

r carbono 1 1

o· ox́ıgeno 1 1

o: ox́ıgeno 1 2

o+ ox́ıgeno 1 3 ó +

n· nitrógeno 1 1

n: nitrógeno 1 2

n+ nitrógeno 1 3 ó +

s carbono 2 1

p· ox́ıgeno 2 1

p: ox́ıgeno 2 2

p+ ox́ıgeno 2 3 ó +

u· nitrógeno 2 1

u: nitrógeno 2 2

u+ nitrógeno 2 3 ó +

s
′

carbono 3 1

p
′

: ox́ıgeno 3 2

p
′

+ ox́ıgeno 3 3 ó +

u
′

: nitrógeno 3 2

u
′

+ nitrógeno 3 3 ó +

s
′′

carbono 4 1

u
′′

+ nitrógeno 4 3 ó +

Al construir el digrafo asociado a la molécula, notamos que este es disconexo y consta de un
número especifico de componentes estructurales. Al observar el digrafo obtenido de cada sistema
heteroatómico a estudiar, vemos que todos los, átomos internos adyacentes a un átomo terminal
generan una componente de un único elemento. Los diferentes tipos de estas componentes gráficas
las presentamos en la siguiente tabla:

Componente
Digrafo

Tipo de

Estructural Átomo

r r r

o· o· o·

o: o: o:

o+ o+
o+

n· n· n·

n: n:
n:

n+ n+
n+

Cuadro 5.1: Donde cada átomo r, o·, o:, o+, n·, n:, n+ son topológicamente abiertos y cerrados al mismo tiempo.

Para los átomos terminales, al igual que en el caṕıtulo anterior encontramos tres diferentes tipos:

i. Un átomo terminal adyacente sólo a otro átomo. En la siguiente tabla presentamos
detalladamente cada una de las distintas componentes gráficas de este tipo, que podemos
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encontrar de la digráfica asociada a una molécula.

Componente
Digrafo

Tipo de

Estructural Átomo

s t0 s
s
t0

o·s t1 o·s
o·s
t1

o:s t2 o:s
o:s
t2

o+s t3 o+s
o+s
t3

p· t4 p·
p·
t4

p: t5 p:
p:
t5

p: t6 p:
p:
t6

p+ t7 p+

p+

t7

p+ t8 p+

p+

t8

p+ t9 p+

p+

t9

u· t10 u·
u·
t10

u: t11 u:
u:
t11

u: t12 u:
u:
t12

u+ t13 u+

u+

t13

u+ t15 u+

u+

t14

u+ t16 u+

u+

t15

o·u+ t14 o·u+

o·u+

t16
Cuadro 5.2: Donde los átomos s, o·s, o:s, o+s, p·, p:, p+, u·, u:, u+, o·u+ son topológicamente abiertos y t0, t1, t2, t3, t4,
t5, t6, t7, t8, t9, t10, t11, t12, t13, t14, t15, t16 son topológicamente cerrados.
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ii. Un átomo terminal adyacente a otros dos átomos que no son adyacentes entre
ellos.

Componente
Digrafo

Tipo de

Estructural Átomo

s′
t′0 s t′0

s′

t′0

p·s′
t′2 p·s′ t′1

p·s′

t′1
t′2

p:s′
t′4 p:s′ t′3

p:s′

t′3
t′4

p+s′
t′6 p+s′ t′5

p+s′

t′5
t′6

p·p:s′
t′7 p·p:s′ t′8

p·p:s′

t′7
t′8

p:′
t′9 p:′ t′9

p:′

t′9

p:′
t′9 p:′ t′10

p:′

t′10

p+
′

t′11 p+
′ t′11

p+
′

t′11

p+
′

t′11 p+
′ t′12

p+
′

t′12

u:′
t′13 u:′ t′13

u:′

t′13

u+
′

t′14 u+
′ t′14

u+
′

t′14

u+
′

t′14 u+
′ t′15

u+
′

t′15

p·u+
′

t′16 p·u+
′ t′17

p·u+
′

t′16
t′17

Cuadro 5.3: Donde los átomos s′, p·s′, p:s′, p+s′, p·p:s′, p:′, p+
′, u:′, u+

′, p·u+
′ son topológicamente abiertos y t′0, t

′
1, t

′
2,

t′3, t
′
4, t

′
5, t

′
6, t

′
7, t

′
8, t

′
9, t

′
10, t

′
11, t

′
12, t

′
13, t

′
14, t

′
15, t

′
16 , t′17 son topológicamente cerrados.
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iii. Un átomo terminal adyacente a tres átomos que sólo son adyacentes con él.
Mostramos todas las componentes estructurales que cumplen con lo anterior, dando su repre-
sentación topológica y el nombre de cada uno de sus elementos.

Componente
Digrafo

Tipo de

Estructural Átomo

s′′

t′′0

s′′

t′′0 t′′0

s′

t′′0

p·′s′′

t′′2

p·′s′′

t′′1 t′′1

p·′s′′

t′′1
t′′2

p:′s′′

t′′4

p:′s′′

t′′3 t′′3

p:′s′′

t′′3
t′′4

p+
′s′′

t′′6

p+
′s′′

t′′5 t′′5

p+
′s′′

t′′5
t′′6

Cuadro 5.4: Donde los átomos s′′, p·′s′′, p:′s′′, p+
′s′′, p·′p:′s′′ son topológicamente cerrados y t′′0 , t

′′
1 , t

′′
2 , t

′′
3 , t

′′
4 , t

′′
5 , t

′′
6 , t

′′
7 ,

t′′8 , t
′′
9 son topológicamente abiertos
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Componente
Digrafo

Tipo de

Estructural Átomo

p·′p:′s′′

t′′8

p·′p:′s′′

t′′7 t′′9

p·′p:′s′′

t′′7
t′′8
t′′9

u+
′′

t′′10

u+
′′

t′′10 t′′10

u+
′′

t′′10

u+
′′

t′′10

u+
′′

t′′10 t′′11

u+
′′

t′′11

u+
′′

t′′10

u+
′′

t′′10 t′′12

u+
′′

t′′12

p·′u+
′′

t′′14

p·u+
′′

t′′13 t′′13

p·′u+
′′

t′′13
t′′14

Cuadro 5.5: Donde los átomos u+
′′, p·′u+

′′ son topológicamente abiertos y t′′10, t
′′
11, t

′′
12, t

′′
13, t

′′
14 son cerrados.

Conociendo todos los componentes estructurales que le podemos asociar a un sistema heteroatómico,
ya podemos definir la topoloǵıa de enlace para los grupos funcionales. Esta topoloǵıa de enlace
esta definida de la misma manera que en el Caṕıtulo 3 y de la misma forma que en ese caṕıtulo
construiremos su representación simplificada.
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Hemos visto que el número de componentes de gráficos en esta topoloǵıa es mayor que la descrita
en el caṕıtulo anterior, por ello es necesario denotar de una manera simplificada la representación
de esta topoloǵıa de enlace.
Para esto definimos las siguientes listas ordenadas, que representan a los distintos componentes
estructurales que podemos encontrar en nuestra molécula. Cabe mencionar que estos componentes
han sido agrupados dependiendo el número de átomos que actúan en ellos:

Sean
k1 = {r, o·, o:, o+, n·, n:, n+},
k2 = {s, o·s, o:s, o+s, p·, p:, p+, u·, u:, u+, o·u+},
k3 = {s′, p·s′, p:s′, p+s′, p·p:s′, p:′, p+

′, u:′, u+
′, p·u+

′},
k4 = {s′′, p·′s′′, p:′′, p+

′s′′, p·′p:′s′′, u+
′′, p·′u+

′′}.

Y sus supeŕındices agrupados de la misma forma en listas ordenadas, es decir, el supeŕındice de r
es exclusivamente h1, el de o· es h2 y aśı sucesivamente con los demás componentes.

h = {h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7},
i = {i1, i2, i3, i4, i5, i6, i7, i8, i9, i10, i11},
j = {j1, j2, j3, j4, j5, j6, j7 j8, j9, j10},
l = {l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7}.

Luego para un espacio heteroatómico en general se denotará a la topoloǵıa de enlace simplificada
por:

k1hk2ik3jk4l,

donde k = (h, i, j, l)

es el número de componentes de k = k1, k2, k3, k4.

5.1.1. Propiedades combinatorias de la topoloǵıa de enlace.

Para los sistemas heteroatómicos se tienen que considerar otros parámetros qúımicos, parte de
su estructura gráfica; ya que en este tipo de moléculas los tipos de enlace ya no son únicamente
carbono-carbono. Estos parámetros son: el parámetro hX , o Integral de Coulomb, que representa la
enerǵıa de un electrón en su propio átomo, mientras que el parámetroKXY , o Integral de resonancia,
representa la enerǵıa de un electrón entre dos átomos enlazados. Los elementos diagonales de la
matriz de Hückel (3.42) en sistemas con heteroátomos (átomos distintos al C), son diferentes ya
que sus electronegatividades son también diferentes: cuanto más electronegativo sea un átomo tanto
más estable será su electrón. Asimismo, los elementos no diagonales, relacionados con la integral de
resonancia, tienen que reflejar situaciones de enlace entre átomos de distinta naturaleza. En el caso
de heteroátomos, las integrales de Coulomb y de resonancia se definen en función de las del átomo
de C, estos valores ya han sido presentados en la tabla anexa.
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Funciones generadoras.

Como ya hemos analizado en el Caṕıtulo 3, para moléculas de más de 3 átomos es muy com-
plicado dar una lista detallada de todos los conjuntos abiertos y cerrados del espacio topológico
asociado.
Aśı que nuevamente recurrimos a estudiar las propiedades combinatorias de este espacio sin necesi-
dad de dar una descripción detallada de la topoloǵıa. Para ello sólo será suficiente enumerar a los
conjuntos abiertos y cerrados con cierta cardinalidad, para que podamos asociar la topoloǵıa y la
cotopoloǵıa a la función generadora de la gráfica.

Iniciamos dando la definición de función generadora para la totalidad de conjuntos abiertos o
cerrados para la topoloǵıa de enlace de un sistema heteroatómico

Definición 5.1. La función generadora para la totalidad de conjuntos abiertos o cerrados para un
sistema heteroatómico es

Fa(k; z) =

|X|∑
j=0

Na
j (z − hx)

j , (5.1)

Na
j es el número de conjuntos abiertos o cerrados de cardinalidad j y hx es la Integral de Coulomb

para el elemento k, donde x es el punto abierto de la componente conexa; para los puntos que no
son abiertos sólo se considera el factor z.

Dado que cada componente del espacio contribuye con un factor de la función generadora y haciendo
uso del Corolario 2.9, podemos reescribir (5.1), con lo cual se demuestra el siguiente corolario:

Proposición 5.1. La función generadora de cada componente del espacio está dada por:

Fa(k; z) = ΠFa(k1; z)
hΠFa(k2; z)

iΠFa(k3; z)
jΠFa(k4; z)

l

donde Fa(k; z) es la función generadora de conjuntos abiertos para una componente del tipo k
definida en la sección anterior.

Inspeccionando los digrafos correspondientes a las componentes de la topoloǵıa de enlace de un
sistema heteroatómico, se observa que Fo(k; z) tiene la siguiente forma:

k1 Fo(k1; z)
Fo(k1; z)

desarrollada

r 1 + z, 1 + z,
o· 1 + (z + 0.97) 1.97 + z,
o: 1 + (z + 2.09) 3.09 + z,
o+ 1 + (z + 2.5) 3.5 + z,
n· 1 + (z + 0.51) 1.51 + z,
n: 1 + (z + 1.37) 2.37 + z,
n+ 1 + (z + 2) 3 + z.
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k2 Fo(k2; z)
Fo(k2; z)

desarrollada

s 1 + z + z2, 1 + z + z2,
o·s 1 + z + z(z + 0.97) 1 + 1.97z + z2,
o:s 1 + z + z(z + 2.09) 1 + 3.09z + z2,
o+s 1 + z + z(z + 2.5) 1 + 3.5z + z2,
p· 1 + (z + 0.97) + z(z + 0.97) 1.97 + 1.97z + z2,
p: 1 + (z + 2.09) + z(z + 2.09) 3.09 + 3.09z + z2,
p+ 1 + (z + 2.5) + z(z + 2.5) 3.5 + 3.5z + z2,
u· 1 + (z + 0.51) + z(z + 0.51) 1.51 + 1.51z + z2,
u: 1 + (z + 1.37) + z(z + 1.37) 2.37 + 2.37z + z2,
o·u: 1 + (z + 1.37) + (z + 0.97)(z + 1.37) 3.6989 + 3.34z + z2.
u+ 1 + (z + 2) + z(z + 2) 3 + 3z + z2,
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Al igual que en el caṕıtulo anterior, la función generadora de conjuntos cerrados la podemos calcular
a través de la función generadora de conjuntos abiertos por:

Fc(k; z) = znFo(k; z
−1).

Aśı los factores de conjuntos cerrados son:

k1
Fc(k1; z)

desarrollada

r 1 + z,
o· 1 + 1.97z,
o: 1 + 3.09z,
o+ 1 + 3.5z,
n· 1 + 1.51z,
n: 1 + 2.37z,
n+ 1 + 3z.

k2
Fc(k2; z)

desarrollada

s 1 + z + z2,
o·s 1 + 1.97z + z2,
o:s 1 + 3.09z + z2

o+s 1 + 3.5z + z2,
p· 1 + 1.97z + 1.97z2,
p: 1 + 3.09z + 3.09z2,
p+ 1 + 3.5z + 3.5z2,
u· 1 + 1.51z + 1.51z2,
u: 1 + 2.37z + 2.37z2,
o·u: 1 + 3.34z + 3.6989z2.
u+ 1 + 3z + 3z2,
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k3
Fc(k3; z)

desarrollada

s′ 1 + z + z2 + z3,
p·s′ 1 + 2.97z + 1.97z2 + z3,
p:s′ 1 + 4.09z + 3.09z2 + z3,
p+s′ 1 + 3.5z + 4.5z2 + z3,
p·p:s′ 1 + 5.06z + 6.0837z2 + z3,
p:′ 1 + 4.09z + 5.18z2 + 3.09z3,
p+

′ 1 + 6z + 3.5z2 + 4.5z3,
u:′ 1 + 3.37z + 3.74z2 + 2.37z3,
u+

′ 1 + 4z + 5z2 + 3z3,
p·u+

′ 1 + 4.97z + 7.91z2 + 4.94z3.

k4
Fo(k4; z)

desarrollada

s′′ 1 + z + 3z2 + 3z3 + z4,
p·′s′′ 1 + 3.97z + 4.94z2 + 1.97z3 + z4,
p:′′ 1 + 5.09z + 7.18z2 + 3.09z3 + z4,
p+

′s′′ 1 + 5.5z + 8z2 + 3.5z3 + z4,
p·′p:′s′′ 1 + 6.06z + 11.147z2 + 6.0873z3 + z4,
u+

′′ 1 + 5z + 9z2 + 7z3 + 3z4,
p·′u+

′′ 1 + 5.97z + 12.88z2 + 5.97z3 + 3z4.

Para un subconjunto que consiste de un sólo elemento y para subconjuntos de dos elementos que
corresponden posiblemente a un par de átomos adyacentes, su función generadora para sistemas
heteroatómicos puede ser expresada de la forma:

zνF (k1; z)h−αaF (k2; z)i−βbF (k3
′
; z)j−γcF (k4

′′
; z)l−δd , (5.2)

donde

ν =
6∑

a=0

αa + 2
10∑
b=0

βb + 3
9∑

c=0

γc + 4
6∑

d=0

δd + µ,

con

µ =



0, para el enlace C − C;

KCX
hX

(F 0
C − F 0

X)2, para el enlace C −X, si C y X son adyacentes en D(T );

−KCX
hX

(F 0
C − F 0

X)2, para el enlace C −X, si C y X no son adyacentes en D(T );

KXY
(hX−hY )(F

0
X − F 0

Y )
2, para el enlace X − Y.
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para conjuntos abiertos o cerrados. Los valores de los exponentes para los diversos tipos de subcon-
juntos que pueden existir se presentan en la tabla adjunta, aclaremos que esta tabla sólo presenta
los valores de estos exponentes para conjuntos cerrados, ya que estos son los valores que son de vital
importancia en el trabajo.

Enlaces topológicos de peso en un sistema π-electrón.

Como hemos visto en las secciones anteriores de este caṕıtulo, las definiciones y la manera de
calcular cada una de las caracteŕısticas qúımicas através de la topoloǵıa de enlace de un sistema
heteroatómico, son las mismas que en nuestro caṕıtulo anterior.

Luego los patrones para los enlaces en un sistema π-electrón, siguen siendo los mismos de la Sub-
sección 4.2.2. Aqúı también πk({i, j}) es expresado en términos de funciones generadoras, el total
de conjuntos son obtenidos por asignar z = 1,

πk({i, j}) = Fk(X, {i, j}; 1)/Fk(X, 1).

con k = o, c.
Recordemos la definición de la probabilidad de seleccionar de manera aleatoria algún conjunto
abierto o cerrado que contenga al par de átomos {i, j}.

Definición 5.2. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto abierto o cerrado que
contenga al enlace {i, j} es

pk({i, j}) = F
′
k({i, j}; 1)/F

′
k(1)

con k = o, c.

Para concluir este trabajo, es necesario probar cada uno de los resultados obtenidos en este trabajo
y que están especialmente presentados en este caṕıtulo.

Ejemplo 5.1. Para el éter etilico

1 2 3 4 5

Para esta estructura obtenemos el siguiente digrafo

1 2 3 4 5

s o: s

y tiene la topoloǵıa de enlace o : s2. Aśı su función generadora para conjuntos abiertos esta dada
por:

Fo(z) = (3.09 + z)(1 + z + z2)2,

En este ejemplo sólo calcularemos a detalle los datos que podemos obtener de la función generadora
de los conjuntos cerrados, ya que de estos obtenemos la aproximación buscada.
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Fc(z) = (1 + 3.09z)(1 + z + z2)2

Fc({1, 2}; z) = z2(1 + 3.09z)(1 + z + z2) ({s, t0} enlace, β0 = 1),

Fc({2, 3}; z) = z3−
0.66
2.09

(1.732−0.909)2(1 + z + z2) ({s, o :} enlace, α2 = 1, β0 = 1 )
=z2.8029(1 + z + z2),

donde

F ′
c(z) = 3.09(z2 + z + 1)2 + 2(3.09z + 1)(2z + 1)(z2 + z + 1),

F ′
c({1, 2}; z) = 3.09z2(z2 + z + 1) + 2z(3.09z + 1)(z2 + z + 1) + z2(3.09z + 1)(2z + 1),
F ′
c({2, 3}; z) = 2.8029z1.8029(z2 + z + 1) + z2.8029(2z + 1).

Aśı,

F ′
c(1) = 101.43,

F ′
c({1, 2}; 1) = 46.08,
F ′
c({2, 3}; 1) = 11.409.

para lo cual

pc({1, 2}) = 0.4543, pc({2, 3}) = 0.1125

El orden de enlace de Hückel para la molécula que se obtiene usando, el programa Hückel 3.1 de
Oraxcel, el software libre SHMo2 y con la aplicación Hückel.exe es:

P π
({1,2}) = 0.932, P π

({2,3}) = 0.221

De la misma manera que en el caṕıtulo anterior el valor de P π
({i,j}) es aproximadamente el doble del

valor de pc({i, j}).
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Conclusiones.

Los conceptos de la topoloǵıa general, se emplean para obtener una descripción matemática de
las estructuras de moléculas. Se demuestra que un espacio topológico en un conjunto finito de puntos
induce un gráfico único y que, como consecuencia hay un espacio topológico único asociado con cada
molécula alternante. Este espacio se demuestra que es idéntico al cociente que resulta de la división
de la región del espacio real ocupado por una molécula en las subregiones atómicas. El espacio
topológico molecular es conexo si y sólo si la molécula es conexa y las moléculas tienen equivalentes
espacios topológicos si son estereoisómeros. La cardinalidad de la topoloǵıa de moléculas resulta
ser una medida de la complejidad molecular y las cardinalidades de las topoloǵıas de subespacio
asociadas a los enlaces de la molécula son las medidas exactas de la fuerza de enlace relativa. Se
encuentran varias correlaciones emṕıricas entre las propiedades f́ısicas de las moléculas y las medidas
topológicas.
Este trabajo puede ser considerado como un método de fácil aplicación para la qúımica cuántica,
ya que sólo se necesita conocer los valores de la Integral de Resonancia y la Integral de Coulomb de
cada uno de los átomos que conforman a la molécula en cuestión. Estos valores junto a la función
generadora de un conjunto de dos átomos del espacio asociado a la topoloǵıa de enlace y la función
generadora para la topoloǵıa de enlace en general, son los factores para el cálculo de la aproximación
del orden de Hückel.
Al comparar con varios softwares creados para aproximar el método de Hückel como son: SHMO2
(The Simple Hückel Molecular Theory Calculator 2), HuLiS (Hückel Calculator), Orbis, Hückel
Molecular Orbital Calculator 2.0, Hückel 3.1 de Oraxcel y la aplicación Hückel.exe; los valores que
se obtienen del orden de Hückel para un par de átomos en una molécula se aproximan en un 99%
con respecto a los valores obtenidos computacionalmente.
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