UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

TOPOLOGIA FINITA DE GRAFOS
MOLECULARES Y NOMENCLATURA
PARA GRUPOS FUNCIONALES

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA

MARIA MAGDALENA HERNANDEZ GONZALEZ
DIRECTOR DE TESIS: DR. ROLANDO JIMENEZ BENITEZ

CUERNAVACA, MOR. SEPTIEMBRE, 2011




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Agradecimientos.

Le agradezco de manera muy especial a mis padres Silvia y Mario por haberme apoyado en cada
momento, por su confianza, amor y soporte en tantos momentos dificiles; a mis hermanos Fatima,
Juan y Ariadna por su amor y comprensién durante estos afios de limitaciones y ausencia.

A mi novio Juan por todo su amor, apoyo y comprensién; por ser paciente y el mayor motivador
para concluir este trabajo y continuar con mis suenos.

A mis tias Piedad y Josefina; a mis bisabuelos Antonio, Maria, Elena y Juan, y a mi familia en
general.

A mis amigos: Maura, Jazziel, Alejandra, Talia, Yoshaira, Antonio, Pilar, Angel, Eréndira, Ronald,
Ivan, Julio, Rosalia, César, Jesus, Salvador, Roberto y Jorge.

Aprovecho para agradecerle de manera muy respetuosa a mis maestros por ser verdaderos guias
en este camino, de manera particular al Dr. José Luis Cisneros por brindarme su amistad. A mis
sinodales Dr. Carlos Alfonso Cabrera Ocanas, Dr. José Luis Martinez Morales, Dr. Criel Merino
Lépez, y al Dr. Jesus Rivera Islas por sus observaciones que fueron de gran utilidad para mejorar
este trabajo y a mi tutor el Dr. Rolando Jiménez Benitez. Le agradezco también al Instituto de
Matematicas de la UNAM Unidad Cuernavaca por apoyarme con una beca de lugar, durante todo
este tiempo.



11



Introduccion.

;Hasta qué punto son las propiedades de una molécula una consecuencia de la forma en que sus

partes estan unidas entre si y hasta qué punto dependen de las propiedades métricas de longitudes y
angulos de enlace y en la dinamica de los electrones y los nticleos? Estos aspectos estan intimamente
vinculados en una correcta descripcion de la mecénica cuantica de la estructura de una molécula. En
este trabajo se presenta un nuevo enfoque a esta pregunta utilizando las herramientas matematicas
de la topologia, un tema disenado especificamente para abordar los aspectos de la estructura que
son intrinsecamente no métricos.
Algunos aspectos de esta pregunta se han tratado en el pasado por diversos enfoques. Muchos de
estos han involucrado la elaboracién de un indice empirico de las diversas ramas moleculares o la
complejidad y la bisqueda de correlaciones de estos al observar las propiedades moleculares [3], [11],
[20]. Los tratamientos més matematicamente sofisticados se han basado en la teoria de grafos [2],
aunque, con la excepcién notable del trabajo de Hosoya [16], [17], [18], [19], la mayor parte de estos
han sido esencialmente nuevas exposiciones de la teoria de orbitales moleculares de Hiickel. Creemos
que la topologia es una herramienta particularmente apropiada para atacar este problema y han
demostrado previamente en [22], [23], [24] y [25] que si es posible extraer informacién estructural
significativa de este enfoque.

Una estructura molecular puede ser escrita muy generalmente en términos de sus dtomos consti-
tuyentes y sus relaciones entre ellos. Consideremos el objeto (X, ]]), donde X es el conjunto finito
de atomos (puntos) y ] es una cubierta finita de X. Tal objeto tiene una semejanza formal al
espacio topolégico (X, 7). Los elementos de || pueden ser interpretados como el conjunto de “ca-
racteristicas” que son suficientes para caracterizar la estructura de X. (X, []) describe el sistema de
caracteristicas de los objetos en X. Asi, “el elemento x posee caracteristica S” que es equivalente
a la inclusién z € S (S € []). Cuando z y y son adyacentes, entonces podemos decir, por ejemplo,
que el conjunto .S nos da la conexidad entre esos dos puntos.

., Cémo formulamos una cubierta que refleje, por ejemplo, la estructura molecular?, jqué carac-
teristicas son apropiadas para asociar con los atomos? En la descripcién fisica de la estructura
molecular, al menos dos caracteristicas son necesarias: 1) La naturaleza quimica del d&tomo, y 2) la
geometria de la estructura. Ambas caracteristicas son naturalmente métricas y no se relacionan en
una descripcién topolédgica. El grafo asociado con tal estructura, sin embargo, usualmente ignora
la caracteristica 1), ya que todos los vértices son equivalentemente pesados y describe la carac-
teristica 2) en términos del enlace covalente (arista). Tal grafo provee una descripcién topolégica
general pero no contiene informacién suficiente para muchos propdsitos. Asi el objetivo principal
del trabajo de tesis es investigar que tipos de relaciones son suficientes para describir las estructuras
quimicas y sus caracteristicas mediante la construccién de espacios topolégicos finitos, en particular
se buscara encontrar una aproximacién al Método Extendido de Hiickel para orbitales moleculares,
a partir de la teoria de espacios topoldgicos finitos y la teoria de graficas; basandonos en el trabajo
realizado por Richard E. Merrifield y Howard E. Simmons para el Método Simple de Hiickel [22],
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(23], [24] v [25].

Este método fue propuesto por Erich Hiickel en 1930 y es el método de aproximacién mas simple
de la teoria de orbitales moleculares, inicialmente sélo trataba sistemas formados en su totalidad
por atomos de carbono, més tarde se extendié su uso a otras moléculas en cuya composicion se
encuentran atomos de nitrégeno y oxigeno, entre otros, los denominados heterodtomos.

Otros célculos que se pueden realizar al utilizar este método son: La energia total del sistema 7 y
el orden de enlace 7 o también llamado orden de enlace de Hiickel; este iltimo es la aproximacion
principal que se realiza con el método expuesto en la tesis.

Nuestro estudié se basa en asociarle a una molécula, una grafica dirigida [4], [12], [13], [14], [15],
[28], [29] la cual siempre es disconexa si el nimero de atomos distintos del hidrégeno es mayor que
3. A partir de esta grafica se le asocia a la molécula una topologia, haciendo uso de los conceptos
de la teoria de espacios topoldgicos finitos; a la cual llamaremos topologia de enlace [22].

Esta topologia de enlace, es la topologia mas pequena en el conjunto X de atomos, en la cual cada
conjunto de un par de atomos adyacentes es abierto. Es decir esta topologia expresa las conexiones
atémicas entre los 4&tomos de la molécula a estudiar. A través de esta topologia de enlace estudiamos
las propiedades combinatorias de su grafica que son de gran importancia a la hora de calcular el
orden de enlace de Hiickel. Se hace un estudio mas detallado de una de estas propiedades combi-
natorias, nos referimos a las funciones generadoras de cada una de las componentes conexas de su
grafica, con el fin de poder hallar la funcién generadora adecuada para un conjunto formado por
dos elementos; para lo cual se construy6 una tabla en la que se refleja el comportamiento que tienen
sobre la molécula los diversos elementos que intervienen este conjunto.

La estructura de nuestro trabajo es la siguiente: En el Capitulo 1, introduciremos los conceptos
bésicos relacionados con los espacios topoldgicos finitos y analizaremos sus principales propiedades
que los distinguen de otros espacios topoldgicos, enfatizando nuestro estudio en la definicién de
base irreducible y cotopologia de un espacio topoldgico finito, ya que seran de gran importancia en
todo el trabajo. Ademds, exploraremos las relaciones entre digrafos y espacios topoldgicos finitos,
las cuales seran cruciales para nuestro estudio de las estructuras moleculares.

En el Capitulo 2, se desarrollan las herramientas matematicas de la topologia combinatoria, que son
muy importantes en las aplicaciones de los espacios topoldgicos finitos a las estructuras moleculares.
Entre estas herramientas destacaremos: la cardinalidad de su topologia, el ntimero de conjuntos
conexos y las funciones generadoras.

En el Capitulo 3, se dard una detallada explicacion desde un enfoque quimico de la Teoria de
Orbitales Moleculares de Hiickel. Se explicaréd paso a paso el trabajo original de Hiickel para el caso
de hidrocarburos insaturados y para sistemas heteroatémicos, con el fin de que el método topoldgico
que se expondrd en los capitulos siguientes sea mas claro.

En el Capitulo 4, se detallard el Método de Hiickel para encontrar el orden de enlace de un par
de dtomos {i,7}, ademds se dardn las definiciones y las relaciones preliminares entre un espacio
topoldgico finito y una estructura molecular y daremos la definicion de la topologia de enlace,
apoyandonos en las principales caracteristicas de los espacios topolégicos finitos estudiadas en los
capitulos anteriores, para asi dar nuestro método de aproximacion del calculo del orden de Hiickel
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para un par de atomos {4, 7}, en un hidrocarburo no saturado.

En el Capitulo 5, exponemos el tema central de este trabajo, mostramos nuestro método extendido
de aproximacién del cdlculo del orden de Hiickel para un par de dtomos {i,j} para los distintos
grupos funcionales quimicos, es decir, en estructuras moleculares donde no sélo estan formados por
carbonos.



VI



Indice general

. Topologias finitas y teoria de grafos.

1.1. Cotopologia. . . . . . . . . . . e
1.2. Bases irreducibles. . . . . . . .
1.3. Clausura, coclausura, interior y frontera de un conjunto general. . . . . . . ... ..
1.4. Topologias finitas y grafos dirigidos. . . . . . . . .. ... ... L.
1.5. Topologias finitas y grafos. . . . . . . . . . .. ... .
1.6. Subbases y grafos. . . . . . ... e
1.7. Clasificacién de espacios topolégicos finitos y teoria de grafos. . . . . . . . . ... ..

. Combinatoria.

2.1. Cardinalidad de una topologfa. . . . . . . . .. . .. L
2.2. Cardinalidad de un subespacio. . . . . . . . . . . ...
2.3. Conjuntos conexos: conexidad en grafos. . . . . . ... ... Lo
2.4. Funciones generadoras. . . . . . . . . ... e e e e
2.5. Funciones de correlacion de dos puntos en espacios T1. . . . . . . . . . ... ... ..
2.5.1. Conjuntos abiertos que contienen un par dadoQ. .................
2.5.2. Conjuntos abiertos y cerrados que contienen un par dado. . . . . ... .. ..
2.5.3. Conjuntos abiertos que contienen exactamente un miembro de un par. . . . .

. Método de Hiickel

3.1. Conceptos bASICOS . . . . . . . . e e
3.1.1. Enmlace quimico . . . . . . . . ..
3.2. Teorias de enlace covalente. . . . . . . . .. .. L Lo L
3.2.1. Teoria de Enlace Valencia (EV) y la hibridacién de los orbitales. . . . . . ..
3.2.2. Tipos de enlace covalente. . . . . . . . . . ...
3.2.3. Teoria de Orbitales Moleculares (OM) . . . . .. ... ... ... ... ....
3.3. Método de Hiickel . . . . . . . . .. L
3.3.1. Fundamentos de la Teoria de Hiickel . . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.3.2. El Método Orbital Molecular de Hiickel (HMO). . . .. ... ... ... ...
3.4. Estructura de la topologia de enlace para sistemas heteroatémicos. . . . . . . . . ..
3.4.1. Tratamiento de compuestos conjugados con heterodtomos . . . . . .. .. ..

VII

© U NN =

10
11

15
15
18
20
26
30
30
32
33



4. Topologia de enlace.
4.1. Construccion de la topologia de enlace . . . . . . . .. ..
4.2. Estructura de la topologia de enlace para estructuras de carbono. . . ... ... ..

4.2.1.
4.2.2.

Estructura de grafo. . . . .. ... ... ... ...
Propiedades combinatorias de la topologia de enlace

5. Topologia de Enlace para grupos funcionales
5.1. Construccién de la topologia de enlace para grupos funcionales . . . . . . .. .. ..

5.1.1.
Conclusiones

Bibliografia

Propiedades combinatorias de la topologia de enlace

57
o8
60
60
62

73
73
79

113

115



Capitulo 1

Topologias finitas y teoria de grafos.

En este capitulo, se presentardan algunas definiciones bésicas [9], [27] necesarias para una clara com-
prensién y familiarizacién con los resultados. Entre estas definiciones destacan la de cotopologia y
la de base irreducible de un espacio dado.

Se hablara de la conexién natural entre las topologias y los grafos finitos [4], [12], [13], [14], [15], [28]
y [29]. Esta conexién da un significado exacto a la nocién cualitativa de la estructura, ademds pro-
porciona un célculo grafico-tedrico de las caracteristicas mas importantes de los espacios topolégicos
finitos [10], [21], [31], [33], [34] ¥ [35].

También revisaremos algunas definiciones y relaciones entre los elementos del espacio. Ademés se
dard una forma de clasificar tales espacios sefialando sus caracteristicas graficas que los definen.
Es necesario aclarar que en este trabajo solo se considera el caso en el que X es finito.

1.1. Cotopologia.

Definicion 1.1. Un espacio topolégico es un conjunto X con una topologia T, la cual es una
coleccién de subconjuntos de X (llamados abiertos) que tiene las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio, §), y X son abiertos.
II. La unién arbitraria de conjuntos abiertos es abierta.
1. La interseccién finita de conjuntos abiertos es abierta.

A la coleccién de subconjuntos cerrados (los complementos de los conjuntos cerrados) de la topologia
de X se le llama cotopologia de T, la cual denotaremos por T *.

Cuando T es una topologia sobre un conjunto finito, entonces la cotopologia 7* correspondiente es
también una topologia de X. Asi (X, 7*) es un espacio topoldgico, ya que incluyen al § y X y es
cerrado bajo la unién y la interseccion.

Notemos algunas relaciones entre la topologia y la cotopologia correspondientes a un conjunto finito
X:

i) La relacion de la topologia-cotopologia es simétrica, es decir, 7** = T.

1



ii) T y T* no son necesariamente distintos.

Para comprender mejor este concepto, damos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1.1. Sea X = {1,2,3,4} consideremos tres de sus 33 distintas topologias asociadas
Ti={0,{1},{3},{1,3},{3,4},{1,2,3},{1,3,4}, X},

To = {0,{1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3},{1,2,4},{1, 3,4}, X},
Ts =10, {1}, {3}, {1, 2}, {1,3}, {3,4}, {1, 2,3}, {1,3,4}, X},

sus cotopologias correspondientes son:

(= {0, {2}7 {4}a {17 2}7 {2’ 4}7 {17 2, 4}7 {27 3, 4}> X}’
G =A{0,{2},{3},{4},{2,3}, {2,4}, {3,4},{2,3,4}, X},
(3= {®7 {2}7 {4}7 {17 2}7 {27 4}7 {37 4}7 {17 2, 4}7 {2’ 3, 4}7 X}

Estas se obtienen al calcular los complementos de los elementos de 7; (i = 1,2, 3).

Ejemplo 1.2. Consideremos a X = {1,2, 3,4} y su topologia T = {0,{1,2},{3,4}, X}, al calcular
los complementos de los elementos de la topologfa tenemos que, T* = {0, {1,2},{3,4}, X} y por lo
tanto T = T*.

Es necesario enfatizar que esta dualidad topologia-cotopologia es solamente una caracteristica de
espacios finitos; ya que los conjuntos cerrados de un espacio infinito, generalmente no satisfacen los
axiomas de una topologia.

1.2. Bases irreducibles.

Cuando la cardinalidad de X es muy grande, puede haber muchos conjuntos abiertos, por esto es
deseable describir un espacio topoldgico en términos de un niimero de conjuntos mucho més pequeno
esto es, una “base” para la topologia. Gracias a que X es finito podemos definir el concepto de base
irreducible, la cual serd de gran utilidad en lo que resta del trabajo.

Antes de dar la definicién de una base irreducible es necesario definir base.

Definicién 1.2. En un espacio topoldgico (X, 7T ) se dice que una coleccién B de elementos de T,
es una base de la topologia T, si todo elemento de T, es decir, si todo abierto de la topologia T, es
expresable como unién de elementos de B.

Definicion 1.3. Una base irreducible B de un espacio topoldgico finito es una base, donde ninguno
de sus elementos puede ser expresado como una unién de otros elementos de la base.
Dado un punto p € X se define;

i) Al elemento bésico B, como el conjunto abierto mas pequenio que contiene a p, es decir

B,=(){Olpc0O, 0T}, (1.1)



i) Al elemento basico B, como el conjunto cerrado mas pequefio que contiene a p, es decir
By =({Olpec0, 0T} (1.2)

Ahora describamos la relacién entre base irreducible y B; a través de la siguiente proposicion.
Proposicién 1.1. Sea (X,7T) un espacio topoldgico finito. La coleccion de conjuntos

B = {Bylp € X}
es una base irreducible para la topologia T .

Demostracion. Para cualquier conjunto abierto O € T, y para cualquier p € O se tiene que B, C O,
ya que B, =[{O|p € O, O € T}, y por lo tanto

0 =JiBlp € 0}.

Ahora probemos que B es irreducible. Supéngase que B, = |JB; para i = 1,2...n, luego, B; C Bp,
en particular B, C B, con 1 < r < n; asi p € B,. Por otra parte, si p € B; entonces B, C B; y por
la, definicién de B), se tiene que esto sélo ocurrird si B, = B,. O

A un subconjunto Y C X en un espacio topoldgico (X, T) se le puede asignar una topologia y
ser considerado como un espacio topoldgico por separado. De todas las posibles topologias en Y,
alguna de estas pueden ser heredas del espacio original.

Definicién 1.4. Un subespacio de un espacio topolégico (X,7T) es un subconjunto Y C X junto
con la topologia

T ={0NY|0 €T}

Ahora definamos base irreducible para un subconjunto Y C X. Si p € Y, entonces el conjunto
abierto més pequefio en Y que contiene a p es;

Byp,=[){Olpc 0, 0cT}nY, (1.3)

asi
By, =B,NY, peyY. (1.4)

Calculemos los elementos basicos del siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.3. Considere el conjunto X = {1,2,3,4} con la topologia

Ti={0,{1},{3},{1,3},{3,4},{1,2,3},{1,3,4}, X}

Los elementos de la base irreducible son By = {1}, Bs = {1,2,3}, B3 = {3}, By = {3,4}. Para el
subconjunto Y = {2, 3,4}, encontramos que la topologia relativa de Y es

Ty = {(ba {3}7 {27 3}7 {37 4}7 Y}

Con elementos bésicos;
BYQ = {1, 2, 3} ny = {2, 3},
Bys={3}nY ={3},
By = {3,4} NY = {3,4}.



1.3. Clausura, coclausura, interior y frontera de un conjunto
general.

Hay ciertas propiedades de los conjuntos, que se pueden relacionar con la definicién de cotopologia
y base irreducible, las cuales serdn de gran importancia més adelante.

Comencemos recordando la definicién de clausura e introduzcamos la de coclausura.

Definicion 1.5. Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico X.

i) La clausura de A es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a A, y se
denota por A.

ii) La coclausura de A es la interseccién de todos los conjuntos abiertos que contienen a A y se
denota por A.

Se pueden concluir las siguientes relaciones entre la clausura y coclausura;
i) A= Asiy sélosi A es cerrado.
i1) A= Asiy solosi A es abierto.

De la ecuacién (1.1) y de la Definicién 1.5, podemos concluir que:

Z) Bp:@?
i) By = {p}.

Ejemplo 1.4. Dado el conjunto X = {1,2,3,4} con la topologia

T = {®a {1}a {3}> {L 3}3 {3>4}a {13 2, 3}’ {L 3a4}7X}a

y su cotopologia asociada,

T ={0,{2}, {4}, {1,2},{2,4},{1,2,4},{2,3,4}, X},
tenemos que:
m:{1’2’4}’ m:{173a4}a
m = {2’3’4}a g?’\} = {172a3}'

La clausura y la coclausura tienen las siguientes propiedades llamados Axiomas de Clausura y
Coclausura de Kuratowski:

i) D=0 i) 0="0
i) ACA i) AC A
iii) AUB=AUB iii’)) AUB=AUB
iv) A="4 i) A=A



Proposicién 1.2. En virtud de iii) y iii’) de los axiomas de Kuratowski, podemos escribir la clausura
y coclausura de un subconjunto del espacio topolégico en términos de los elementos bdsicos de su
cotopologia y topologia respectivamente [31]:

i) A= By,
peEA

i) A= {JB,.
peEA

Demostracion. Basandonos en la definicion de clausura y coclasura de un conjunto, de los axiomas
de Kuratowski i) y iii’), y el hecho que B, = {p} y B, = {p} tenemos que:
i) A=U{pt= U{p} = UB;,
pEA pEA pEA

i) A= Ufp}= U{p} = UB,

pEA pEA peEA

1.4. Topologias finitas y grafos dirigidos.

En esta seccién, se dard la definicién de un grafo dirigido o digrafo [4], [12], [13], [14], [15], [28], [29]
y la manera de como obtener el digrafo asociado a la topologia y la cotopologia correspondientes
de un espacio topoldgico finito. Hablaremos de la relacion entre el inverso de un digrafo y el digrafo
asociado a la cotopologia [10], [21], [33], [34] y [35]. También se analizard la forma de hallar la
clausura y la coclausura de un subconjunto a través del digrafo asociado a un espacio topoldgico
finito.

Definicién 1.6. Un grafo dirigido (o digrafo) D consta de un conjunto de puntos V' (D), los vértices
de D, junto con un conjunto E(D) de pares ordenados de vértices, las aristas de D.

Una arista (p, q) es convencionalmente representada por una linea dirigida de p a q.
Los vértices p y ¢ se dicen adyacentes si (p,q) € E(D) 6 (q,p) € E(D).

La siguiente definicién explica la manera de obtener el digrafo asociado a un espacio topoldgico,
usando una propiedad de sus elementos basicos.

Definicién 1.7. Sea (X,7T) un espacio topoldgico finito, el digrafo D(7) asociado a (X,T) es
aquel digrafo cuyos vértices son los elementos de X y el par (p,q) con p,q € X, estd en E(D(T)) si
B, O B,.

o ————0
p q

Se denota al digrafo de una topologia 7 por D(T).



En el siguiente ejemplo ilustramos la definiciéon anterior;

Ejemplo 1.5. Sea X = {1,2,3}, con la topologia T = {0,{1},{1,2},{1,3}, X} y la cotopologia
T*={0,{2},{3},{2,3}, X}. Los conjuntos bésicos correspondientes son:

B = {1}, By ={1,2}, Bs={1,3}.
Asi, By C By, By C B3 y By no es comparable con Bs. El digrafo de esta topologia es:

® @ L
2 1 3

Hasta aqui partiendo de una topologia obtenemos un digrafo usando sus elementos bésicos. La
pregunta es si podemos revertir este proceso, es decir, partiendo de un digrafo D, jcémo obtener
una topologia T, tal que D = D(T)?

Definicién 1.8. Sea un espacio topoldgico (X,7T), para cualquier punto p € X, definimos a la
coleccién de vértices adyacentes desde p en D como:

At ={q|(p,q) € E(D)}.

En el siguiente teorema se presenta la manera de obtener los elementos béasicos de una topologia a
través de un digrafo dado.

Teorema 1.1. Dados el espacio topoldgico (X,T) y el conjunto A; para algin punto p € X. FEl
conjunto basico correspondiente a p, contiene al punto p junto con los puntos adyacentes desde p,
es decir:

B, ={p}U A;r'
Demostracion. Queremos ver que
(N{Olpe 0, 0T} ={p}UA}.
Consideremos inicialmente el siguiente caso.
Sear e {pfUAS, asir=po6re Al
Si r = p, entonces r € O para todo O € T que contiene a p, asi
re({Olpe0, 0OeT}.

Sire Al‘f, entonces (p,r) € E(D), luego, por la Definicién 1.7 se tiene que B, C B,, asi

B.c({Olpeo, 0T}
y por lo tanto
re({Olpe0, 0T}
Por otra parte, si r € (J{O|p € O, O € T}, existen dos posibilidades: ya sea que 7 =p 6 r # p.

Si = p entonces r € {p} U AS.

Ahora bien, si 7 # p se necesita probar que r € A, dado que B, = ({O]p € O, O € T},
entonces B, C B,, asi, por la Definicién 1.7 existe (p,r) € E(D), entonces r € A;; y por lo tanto
re{pyUAf. O



Apliquemos el resultado anterior al siguiente ejemplo, y veamos que realmente podemos encontrar
la topologia asociada a un digrafo.

Ejemplo 1.6. Consideremos el siguiente digrafo;

1

de donde se observa que
AT =0, Ay ={1,3,4}, AT =0 Aj=0 AI={4}
Asi los conjuntos béasicos son
By = {1}7 By = {1727374}7 B3 = {3}7 By = {4}7 Bs; = {47 5}

Y por lo tanto la topologia es

T ={0,{1},{3},{4},{1,3},{1,4},{3,4},{4,5},{1,3,4},{1,4,5},{3,4,5},{1,2,3,4},{1,3,4,5}, X }.

Definicion 1.9. Definimos al digrafo obtenido a partir de un digrafo arbitrario D, tal que sus
aristas son de la forma (g, p) para todo p,q € X tal que (p, q) € D, este digrafo es llamado el inverso
de D y es denotado por D’

Ya hemos asociado un digrafo a una topologia, entonces también podemos hacer esto con su
cotopologia asociada.

Definicién 1.10. Dado un espacio topoldgico finito (X, 7 ), a su cotopologia T*, se le asocia un
digrafo D(T*), cuyos vértices son los elementos de X . Dados p, ¢ € X, (p, q) es una arista si B; O By.
D(T) es:

e———0
p q

De las Definiciones 1.9 y 1.10 se observa que D(7*) = D'(T).

Definicién 1.11. Sea (X,7) un espacio topoldgico, para cualquier punto p € X, definimos a la
coleccién de vértices adyacentes a p en D(T) como:

A, = {dl(a;p) € E(D(T))}.

Los conjuntos bésicos B, para la cotopologia 7™ pueden ser obtenidos de D(T™), de la misma forma
que los conjuntos B, son obtenidos de D(T).



Damos el resultado analogo al Teorema 1.1, para el caso de la cotopologia asociada.

Teorema 1.2. Sean (X, 7T) un espacio topolégico y el conjunto A, como en la Definicion 1.11 para
algun punto p € X. Entonces

B, ={ptuUA,.
Demostracion. La demostracién es analoga a la del Teorema 1.1. O

Luego, B,, contiene a p junto con todos los vértices de D(T) desde los cuales p es accesible siguiendo
las aristas.

Expresemos todo lo anterior en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7. Para la topologia del Ejemplo 1.5, el digrafo es

b= ! 3
y su inversa es

D(T)=D(T") = . . e
y By = {1,2,3}, B3 = {2}, B3 = {3}.

Recordemos que en un espacio topolégico X, la coclausura de un subconjunto arbitrario S € X
esta definido como el conjunto abierto mas pequeno S para el cual S C S y esta dado por

S=JB,

peES

De lo mencionado anteriormente, de las Definiciones 1.7 y 1.10 y los Teoremas 1.1 y 1.2 se obtiene
el siguiente resultado que no se demostrara.

Teorema 1.3. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Entonces

S=su(J4).
peS R
donde A}‘f es como en la Definicion 1.11. En otras palabras, S contiene a los puntos de S junto
con todos los puntos adyacentes desde cualquier punto en S. Similarmente, la clausura de S, S,
satisface: —
4 S=SU{q € Xlexistep € S,(q,p) € E(D)}
s=s5u(J4,)

peES



Aqui podemos ver una aplicacién del resultado anterior.
Ejemplo 1.8. Para los subconjuntos del espacio de los Ejemplos 1.5 y 1.7 para el cual D es

Pm= 3 : :

se obtiene que

Coclausura

{1} = {1}, {1} = {1,2,3},
{2} = {17 2}7 {2}
(3} = (1,3}, (31 = (3},

(1,2} = {1,2}, (1,2} = {1,2,3},

o —

{2,3} =1{1,2,3}, {2,3} ={1,2,3},

(1,3} = {1,3}, {1.3} ={2,3}.

I
——

[\
—

Ahora, lo que nos interesa, es hallar una manera de identificar cuando un punto de un digrafo
asociado a un espacio topolégico es abierto o cerrado.

Teorema 1.4. Sea X wun espacio topoldgico, si en el digrafo asociado a su topologia T, existe
un punto p sin aristas salientes, entonces {p} es un abierto. Similarmente, si p no tiene aristas
entrantes, entonces {p} es un cerrado.

Demostracion. Sea (X,7T) un espacio topolégico. Dado p € X, considérese la hipétesis que p no
tiene aristas salientes, lo que significa que no existe algiin ¢ € X tal que (p,q) € E(D); esto por la
definicién de digrafo asociado a una topologia 7, con lo cual la relacién B, C B, no existe. Luego,
por el Teorema 1.1 A;,‘ = () y por tanto B, = {p}.

La demostracion de un cerrado es andaloga. O

Un teorema andlogo se puede establecer para la cotopologia, intercambiando las palabras abierto y
cerrado.

Para el ejemplo que hemos estado analizando se tiene lo siguiente, al aplicar el teorema anterior.

Ejemplo 1.9. Para el espacio del Ejemplo 1.8, el tinico abierto unipuntual es el {1}, mientras que
los cerrados unipuntuales son {2} y {3}.

1.5. Topologias finitas y grafos.

En la seccién anterior se dio la manera de asociar un digrafo a una topologia; en esta seccién nuestro
interés es dar una propiedad similar entre un grafo y una topologia(cotopologia). Ademads se dara la
relacion entre una subbase del espacio topoldgico y su topologia.



Definicién 1.12. Un grafo no dirigido (llamado simplemente grafo) G' consta de un conjunto de
puntos V(G) (el conjunto de los vértices de G), junto con un conjunto E(G) de pares de vértices
no ordenados (el conjunto de las aristas de G).

Una arista {p, ¢} es representada por una linea no dirigida de p a ¢ (segmento de linea).

A un espacio topoldgico (X, T) se le puede asociar un grafo G(7) a partir de un digrafo asociado
a T, eliminando la direccionalidad de las aristas. La importancia de los grafos para las topologias
yace en el hecho de que existe un tnico grafo asociado con cada par de topologia-cotopologia, esto
es, el grafo fundamental de los digrafos D(T) y D(T*) = D'(T) y ademéas G(T) = G(T™*).

En el siguiente ejemplo se observa que el grafo asociado a la topologia y a la cotopologia del espacio
topoldgico es el mismo.

Ejemplo 1.10. Consideremos el espacio topolégico X = {1,2,3,4}. Para el par topologia-cotopologia

T =A{0,{1},{3},{3,4},{1,2,3},{1,3,4}, X}, T ={0,{2},{4},{1,2},{1,2,4},{2,3,4}, X},

los correspondientes digrafos son:

1

N ]
—
e
w
W~

2 3
D(T) D(T")

ambos tienen el grafo

1.6. Subbases y grafos.

Cuando tenemos una subbase S para una topologia 7, tanto D(7) y G(T) pueden construirse
directamente de S. Antes de explicar esta forma de construir a D(7T) y G(T ), daremos la definicién
de subbase para una topologia T .

Definicién 1.13. Sea X un conjunto. Una subbase S para una topologia 7 sobre X es una coleccién
de subconjuntos de X cuya union es igual a X.

Dado cualquier punto p € X, el elemento bésico correspondiente en términos de S es:
B, =({Slp € S,ySes}

Asi, una arista {p,q} en G(T) resulta o bien de la arista (p,q) o de la arista (q,p) en D(T), la
condicion para su presencia es que cualquier p € S implique que g € S o viceversa, para todo S € S.
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A continuacion se ejemplificara lo descrito anteriormente,

Ejemplo 1.11. Sea

S = {{17 2}7 {27 3, 4}’ {4}7 {27 4, 5}}

una subbase para una topologia sobre X = {1,2,3,4,5}. Luego los conjuntos bésicos son:

By ={1,2), By={2), By=1{2,3,4}, By= {4}, Bs ={2,4,5).

Los valores de p y ¢, para los cuales p € S € § implica que g € S estan dados por

p q
1 2
5 __
3 2,4
4 __
5 2,4

Por lo tanto, para la topologia T = {0, {2}, {4},{1,2},{2,3,4},{2,4,5}, X} inducida por S tenemos

D(T) G(T)

1.7. Clasificacion de espacios topoldégicos finitos y teoria de grafos.

En esta seccién analizaremos los principales espacios T, descritos en [9], [27], [33], [34], [35],
asi como los principales resultados que los caracterizan pero a través de la teoria de grafos.

Definicién 1.14. Un espacio topoldgico (X,7T) es un espacio Ty si dados dos puntos distintos
x,y € X, al menos uno de ellos posee una vecindad que no incluye al otro.

Si un espacio no es T, debe contener al menos un par de puntos tales que ambos estén presentes,
o bien ausentes en cada conjunto abierto, en otras palabras, estos puntos son topoldgicamente
indistinguibles.

11



Teorema 1.5. Un espacio topoldgico (X,T) esTy siy solo si su digrafo asociado D(T) no contiene

al digrafo:

Demostracion. Supongamos que el espacio topoldgico (X, 7) no es Tp, de manera que existe un par
de puntos para los cuales cada conjunto abierto que contiene a p también contiene a ¢, y viceversa.
De esta manera p € B, y q € B,, de forma que

A

debe ser un subdigrafo del digrafo asociado al espacio D(T). Por otra parte, si existe por lo menos
un conjunto abierto que contenga a p y no a ¢, entonces ¢ ¢ B, y su digrafo no podra contener al
subdigrafo anterior. O

Definicién 1.15. Un espacio topoldgico (X,7T) es un espacio Ti, si dados dos puntos distintos
x,y € X, cada uno posee una vecindad que no incluye al otro. Notar que las vecindades no tienen
que ser disjuntas.

De lo anterior se observa que un espacio topoldgico T} es disconero, ya que cada punto es una
componente separada y es al mismo tiempo abierto y cerrado.

Proposicion 1.3. Si un espacio topoldgico finito es T1, su topologia es la discreta.

Demostracion. Sean p y ¢ un par de puntos arbitrarios en el espacio 11, luego, p € B, y q € By,
es decir, el conjunto de aristas del grafo asociado a la topologia es vacio. Como todo espacio 17 es
disconexo, luego su topologia es la discreta. O

Recordemos la definicién de un espacio 7.
2

Definiciéon 1.16. Un espacio topoldgico es un espacio T1 si cada punto del espacio es un abierto,
2

o un cerrado o ambos.

Veamos las relaciones existentes entre los espacios 17 y 11, y entre T1 y 1.
2 2

Proposicion 1.4. Si un espacio topoldgico es
1. T1 entonces es T%.
1I. T% entonces es Tj.

Demostracion.

I. Que un espacio 17 es T1 se sigue del hecho de que en tal espacio cada punto es abierto y
2
cerrado al mismo tiempo.

11. Un espacio T1 es Ty ya que el digrafo asociado a T1 contiene sélo vértices de los siguientes
2 2
dos tipos:

12



Punto Abierto Punto Cerrado

>

no puede estar presente. O

y por lo tanto el subdigrafo

Luego, podemos concluir que un espacio 17 es Tj
En los siguientes ejemplos analizamos las propiedades mencionadas en los teoremas y las definiciones
de esta seccion.

Ejemplo 1.12. El espacio que tiene como digrafo asociado

1
}%
3 4

es un espacio 711, ya que los puntos 1, 3,4 son abiertos y los puntos 2,5 son cerrados. Dado que
2
ningin punto es abierto y cerrado al mismo tiempo el espacio no es 7.

Ejemplo 1.13. El espacio para el cual su digrafo asociado
2
@
4

pero no es 11 porque los puntos 2 y 4, no son ni abiertos ni cerrados.
2

es Ty ya que no contiene al subdigrafo
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Capitulo 2

Combinatoria.

En el capitulo anterior consideramos la descripcién cualitativa de los espacios topolégicos finitos.
En contraste, en este capitulo analizaremos algunas de sus caracteristicas cuantitativas. Es decir,
invariantes topolégicos tales como: la cardinalidad, el nimero de conjuntos conexos y las funciones
generadoras.

2.1. Cardinalidad de una topologia.

Del Capitulo 1, podemos recordar que todo conjunto abierto de un espacio topolédgico se puede
obtener de la unién de elementos de la base irreducible B de su topologia T asociada. Es importante
notar que no todas las uniones producen distintos conjuntos abiertos.

Consideremos una unién arbitraria de elementos béasicos

V=B1UByU... (2.1)

Si para una pareja de indices ¢,j, tenemos que B; C B; entonces B; es redundante en la unién
y podemos eliminarlo. Con esto garantizamos uniones distintas de abiertos ya que no contendran
pares de elementos basicos comparables.

Queremos encontrar un criterio simple para buscar conjuntos de elementos bésicos mutuamente
incomparables, asi como un método para enumerarlos, que parta de considerar al grafo G(T) de la
topologia T . Consideremos al espacio topoldgico finito (X, 7) que es Ty, para el cual su grafo dirigido
asociado D(7T) no contiene pares de vértices conectados por mas de una arista. En este caso G(T)
se obtiene reemplazando solamente cada arista dirigida por una no dirigida como se estudié en la
Seccién 1.5 del capitulo anterior y ademds los pares de elementos basicos comparables corresponden
a los vértices adyacentes de G(7T). Por lo tanto, se obtendran conjuntos abiertos distintos sélo
cuando uniones de elementos basicos estén formadas por los correspondientes conjuntos de vértices
de G(T), donde no hay dos puntos que son adyacentes. Asi, la cardinalidad de una topologia finita
es igual al nimero de conjuntos independientes de vértices del grafo asociado a la topologia.

Definicién 2.1. Considérese una grafo G = (V, E). Un conjunto I de vértices de G es independiente
de vértices o aristas si no existen dos vértices de I que sean adyacentes, esto es, el subgrafo de G
inducido por I no tiene aristas.
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Denotaremos al nimero de conjuntos independientes de vértices del grafo G(T) por el simbolo o (7).
Podemos calcular el niimero de conjuntos independientes o(G)!para un grafo G, de forma recursiva,
es decir, podemos expresar o(G) en términos de los valores de o de subgrafos de G. El grafo G — p
que se obtiene de G al eliminar al vértice p y todas las aristas conectadas a p. Asi, (G — p) es el
nimero de conjuntos independientes de G que no contienen al vértice p. El grafo G — (pU A4,) se
construye de G eliminando el vértice p y sus vértices adyacentes con las correspondientes aristas
relacionadas, luego, o(G— (pUA))) es el nimero de conjuntos independientes de G que no contienen
a p y a sus vértices adyacentes.

Teorema 2.1. Sea (X,7T) un espacio topoldgico. Consideremos su grafo asociado G(T) = (V,E) y
un vértice arbitrario p € V', entonces el numero total de conjuntos independientes del espacio es

0(G) = 0a(G —p)+0(G = (pU Ap)).

Demostracion. Sea (X,T) espacio topoldgico, consideremos su grafo asociado G(7) = (V, E) y un
vértice arbitrario p € V, como se muestra en la siguiente figura:

G

Consideremos la relacién de los conjuntos independientes de GG y los conjuntos independientes de
G con el vérice p eliminado. Si G — p denota al grafo derivado de eliminar a p y a todos los
vértices adyacentes a p. Entonces cada conjunto independiente de G — p es también un conjunto
independiente de G.

Los otros conjuntos independientes de G surgen de uniones de {p} con conjuntos independientes de
G — p que no contienen ningun vértice adyacente a p, el nimero de estos conjuntos independientes
es 0(G — (pUA,)), donde A, es el conjunto de vértices de G adyacente a p. En la siguiente figura
mostramos a los conjuntos G —py G — (pU A4,).

G- (pUA)
'La funcién o(G) es similar al “indice topolégico” de Hosoya, que es igual al nimero de conjuntos de aristas
independientes de G
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Por lo tanto el ntimero total de conjuntos independientes del espacio es

0(G)=0(G—p)+0(G—-(pUA,)).

Del teorema anterior surgen los siguientes corolarios, el primero nos habla del caso en el que G es
disconexo y el segundo para el caso en el que G es una cadena lineal.

Corolario 2.1. Sea G un grafo disconexo con componentes G; (i =1,2,...,n); esto es,
n
¢ =Jai,
i=1
entonces

o(G) = [[o(G).
=1

Demostracion. Si G es un grafo multicomponente | J;; G, los conjuntos independientes de G son
uniones de cualquier seleccién de un conjunto independiente de cada componente. ]

Sea F;, el nimero de Fibonacci para n.

Corolario 2.2. Si G = P, es una cadena lineal de n vértices (también llamado camino)
1 2 377 Tn n

entonces
O'(Pn) = Fn+1-

Demostracién. Recordemos que o(G) = o(G —p)+0o(G — (pU Ap)), de donde:
o(P,) =0(Py-1) + 0(P,—2)
la cual es idéntica a la relacién de recursién de nimeros de Fibonacci F),:
F,=F,_ 1+ F,o (Fr=1F=2).
Con esto los valores de o(P,) estan en funcién del valor de F,,, a partir de donde se observa que Pj

tiene dos conjuntos independientes (), {1} y P, tiene tres 0, {1}, {2}, luego, o(P,) = Fy41. O

En el siguiente ejemplo aplicaremos los resultados expuestos en el Teorema 2.1 y los Corolarios 2.1
y 2.2, para calcular el niimero de conjuntos independientes del espacio dado.

Ejemplo 2.1. Sea (X, T) espacio topolégico, tal que T tiene asociado el grafo



al calcular o(G(T)) obtenemos

O’(Pg) + O'(P3 U Pg)

2.2. Cardinalidad de un subespacio.

Ahora el objetivo es hallar el nimero de conjuntos abiertos que contienen a un subconjunto
S C X como subconjunto de estos; este nimero de subconjuntos serd denotado por n(S).

Proposicion 2.1. La coleccion de conjuntos abiertos que contienen un subconjunto arbitrario
S C X es isomorfo al subespacio topoldgico X — S y por lo tanto n(S) = |T (X — 9)|.

Demostracion. Sea S un subconjunto de X. Cada conjunto abierto de X que contiene a S debe
contener a S, asi esta coleccién de conjuntos es

{S\UOZ‘OZET}

Esta coleccién no forma la misma topologia, el conjunto vacio no es un miembro pero si es isomorfo
a uno. Si eliminamos todos los de S de cada conjunto, es decir, si

(§UOZ~)—§:O¢—§,
el conjunto resultante es igual a
(X —-S)n0;,

ya que ambos conjuntos consisten de los elementos de X que pertenecen a O;, pero no S. R
En la dltima férmula estos conjuntos son simplemente los conjuntos abiertos del subespacio X — S,
con lo que concluimos que la coleccién de conjuntos abiertos de un espacio topoldgico que contiene
al conjunto S C X es isomorfo al subespacio topoldgico del complemento de la coclausura de S,
X —S.En particular, contienen el mismo ntimero de conjuntos. O

En el siguiente teorema se da la manera de obtener n(S) a través del nimero de conjuntos inde-
pendientes.

Teorema 2.2. Sea (X,T) un espacio topoldgico con su grafo asociado G y sea S un subconjunto
arbitrario; entonces el nimero de conjuntos abiertos que contienen al subconjunto S es

n(S) = o(G — (SUAT(S))).
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Demostracion. Recordemos que S = SUA™(S), donde AT(S) es el conjunto de vértices adyacentes
a algtin punto de S en el digrafo D(7:); ademas el digrafo asociado al subespacio X — S, es el
subdigrafo de D(T) inducido por X — S.

Como G — § = G — (S U AH(S)) entonces n(S) = o(G — (S U AT(S))). O

Enunciemos la versién para el caso de los conjuntos cerrados.

Teorema 2.3. Sea (X,7T) un espacio topoldgico con su grafo asociado G y sea un subconjunto
arbitrario S C X ; entonces el numero de conjuntos cerrados que contienen al subconjunto S es

n*(S) = o(G — (SUA=(S))).

Demostracion. La demostracion es similar a la del teorema anterior. O

Calculemos el nimero de conjuntos abiertos y cerrados que contienen a un subconjunto S de un
espacio topolégico finito dado X.

Ejemplo 2.2. Para el espacio topoldgico (X, T), con X ={1,2,3,4} 'y
T= {®7 {1}7 {3}7 {17 3}7 {37 4}7 {17 2, 3}7 {]-a 3, 4}7 X}a

su digrafo asociado es

—®
Ne
we
~eo

Si S = {1,2}, entonces AT(S) =3y A~ (S) =0,y

n(S)=o(e) =0c(P)=F,=2 y n*(S) =o(e—e) = (P2) = F3=2

Ejemplo 2.3. Considérese el espacio con el digrafo asociado

En el Ejemplo 2.1 se calcul6 la cardinalidad de este espacio a través de su grafo asociado y obtuvimos
que |T| = 114. Si se considera a S = {1,2,6}, entonces

S=1{1,2,3,5,6,7}, S=1{1,2,6,10}

y por lo tanto



En el siguiente Corolario abordamos el caso cuando el espacio topolégico finito es T’ .
2
Corolario 2.3. Sea (X, T) un espacio T%, donde sus conjuntos constan de un solo elemento, en-

tonces el nimero n, = n({p}) de conjuntos abiertos que contienen al elemento p es:

i) Sip es abierto, entonces n({p}) = o(G —p) y n*{p}) = (G- (pUA)).
ii) Sip es cerrado, entonces n*({p}) = o(G — (pU Ap)) y n({p}) = o(G —p).
Demostracion. Esta conclusion es evidente del siguiente hecho: si p es abierto, entonces p = p y

P =pU A,; ademas, si p es cerrado, entonces p=pU A, y p = p. O

Cuando el espacio topolégico es T1, por el Corolario anterior y la definicién de o(G), podemos
2
calcular esta ultima usando ny, n,, lo anterior se enuncia en la siguiente proposicion.
Proposicién 2.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico T es discreto, entonces n, + n, = o(Q).
2
Apliquemos estos resultados a un espacio topoldgico finito especifico.

Ejemplo 2.4. En el espacio dado en el Ejemplo 2.2.

1 2 3 4

Los n; representan el nimero de conjuntos abiertos que contienen a cada subgrafo 7, asi obtenemos:

n = ( ) =5, nj=(—)=3,
ny = () =2, ny=(— ) =6,
ng=(—— =6, ny=(-) =2,

ns = (—) =3, nj = ( ) = 5.

2.3. Conjuntos conexos: conexidad en grafos.

Una de las primeras preguntas que nos hacemos es si el espacio topoldgico es una unidad o
consiste de varias piezas. Una de las caracteristicas cualitativas mas importantes de los espacios
topoldgicos es la conexidad, la cual también se puede estudiar como un aspecto cuantitativo, aun
cuando el espacio no sea conexo. Cuando esto pasa sélo consideramos sus subconjuntos conexos.
Los subconjuntos conexos de (X,7T), son subconjuntos de X que inducen subgrafos conexos de
G(T). Asi, la enumeracién de los conjuntos conexos de un espacio, se convierte en un problema de
contar el nimero de subgrafos conexos inducidos de este grafo, esta cantidad se denota por p(G).
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Iniciemos dando la definicién de subgrafo conexo de un grafo dado.

Definicién 2.2. Sea G = (V, E) un grafo y G' = (V’, E’) un subgrafo de G. El grafo G’ es conexo
si para cada z,y € V' existen z = x1,x9,...,2, = y € V' tales que {z;,z;41} € E’ para cada
i=1,2...,n—1.

Si G; = (V;, E;), se define JG; = (V/,E'), con V' =JV;, E' = E;.

El siguiente teorema es un resultado general para conexos, aunque aqui enunciamos la versién para
grafos.

n n
Teorema 2.4. Si G; es conexo parai=1,2,...,ny (Vi # 0, entonces |JG; # 0 es conexo.
i=1 i=1

Demostracion. Sea {G;}}_; una coleccién de subgrafos conexos de un grafo G.
n

Dados los puntos z,y € |J G, con z € G; y y € Gj, utilizando el hecho de que G; es conexo, por
i=1

definicién existen w € G; y w € Gj. Luego, x = x1,%2,...,2n =wW €V, y W =y1,Y2,.- -, Yn =Y €

n
Vj, tomando en cuenta la hipétesis (| V; # 0, se puede hallar una cadena
i=1

T=T1,T2,...,0p =Yl =W, Y2,..., Y =Yy € V; UV},

n
como G; y G, fueron tomados arbitrariamente se puede concluir que |J G; # () es conexo. O
i=1

En el siguiente teorema damos una de las relaciones principales de los grafos conexos.
Teorema 2.5. Sea (X,7T) un espacio topolégico y G(T) su grafo asociado. Sea Y un subespacio
de X. SiY C X es disconexo, entonces G(Ty) es disconexo en G(T).

Demostracion. Supongase que Y es disconexo, luego, Y = U U W con U y W abiertos no vacios,
tal que U NW = (). Dados z,y € Y (cabe recordar que los elementos de Y son los elementos de V')
talquex e UyyeW.

Ahora bien,
Bey =[Oz €0, 0cTInY,
Bzy =B,NV
y de la misma forma
By7W = By Nnw.

Asi, By v y By,w no son comparables, es decir B, v ¢ Byw y By,v 7 Byw. Con lo cual no existe
{z,y} € G(Ty), entonces G(Ty) es disconexo. O
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El siguiente corolario es consecuencia directamente del teorema anterior y de su demostracién.

Corolario 2.4. Sea (X,T) un espacio topolégico y G(T) su grafo asociado. SiY C X es componente
conezxa, entonces G(Ty) es componente conexa de G(T).

Veamos que pasa con el nimero de componentes conexas de un espacio topologico y las componentes
conexas de su grafo.

Teorema 2.6. Un espacio topoldgico (X,T) y su grafo G(T) tienen el mismo nimero de compo-
nentes.

Demostracion. Supongamos que X tiene dos componentes conexas, es decir, X = X7 U X5. Lo que
implica que si p € X; entonces B, C X1, ya que X es un conjunto abierto que contiene a p y B,
es el conjunto abierto mas pequefio que lo contiene. Por lo tanto, el grafo de la topologia G(7), no
contiene aristas que conectan puntos de distintas componentes, en otras palabras, GG, consiste por lo
menos de tantas componentes conexas como las que tiene el espacio. Ahora supongamos que G(T)
consiste de dos componentes, tal que

G = G1 U G2 - Gl(%, El) U GQ(%) E2)7

para el cual los conjuntos de vértices y aristas son V(G) =V, UVa y E(G) = E1 U Es.
Asumimos que Vi y V5 son disjuntos. Entonces

X1: UBP y X2: UBp,
peEVL peEVs

son conjuntos abiertos disjuntos tal que la unién es X. Por lo tanto, (X, T) tiene tantas componentes
como G(7). Con lo que concluimos que un espacio topoldgico y su grafo tienen precisamente el
mismo numero de componentes conexas. O

Corolario 2.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico y G(T) su grafo asociado.

1. Sea G’ una componente conexa de G(T), entonces G’ induce una componente conexa de X .

1. Un espacio conexo tiene un grafo conezo.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema anterior. O

Damos el siguiente ejemplo donde calculamos los subconjuntos conexos de un espacio dado.

Ejemplo 2.5. Para el espacio X = {1,2,3,4,5} del cual su digrafo es:
1

3 4

By = {1}, By =1{1,2,3,4}, Bs={3}, By= {4}, Bs={4,5).
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Los subconjuntos conexos son:

0,{1},{2}, {3}, {4}, {5},
{1,2},{2,3},{2,4}, {4,5},
{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4},{2,4,5},
{1,2,3,4},{1,2,4,5},{2,3,4,5},
X.

La estrategia que usaremos para calcular p(G), es la misma que empleamos para o(G), es decir,
encontrar una férmula recursiva que relacione esta cantidad p(G) con los p(G’) de grafos G’ con
menos numero de vértices.

Consideramos un vértice p de G, los conjuntos conexos de G(7) que no contienen a p permanecen
conexos si p es eliminado de G, el nimero de estos conjuntos es p(G —p). En otras palabras p(G —p)
es el nimero de conjuntos conexos que no contienen al vértice p y a sus aristas adyacentes.

Los conjuntos conexos de GG que contienen p son las uniones de p con los conjuntos de vértices de
G — p que son conexos cuando se anade p. No todos estos conjuntos son conexos en G — p, pero lo
son en el grafo en el que todos los vértices en A, son unidos por aristas.

Definicion 2.3. El grafo GG e p se obtiene de G de eliminar el vértice p y conectar cada par de
elementos adyacentes a p a través de una arista.

7,

L
<

Gep

N

Definicién 2.4. Definimos al grafo G e (p U A,), como aquel que se obtiene de G e p al eliminar a
todos los vértices adyacentes a p.

Ahora enunciamos el teorema en el que se da la férmula recursiva para calcular p(G).

Teorema 2.7. Sea (X,7T) un espacio topoldgico y G(T) su grafo asociado, entonces el nimero de
conjuntos coneros es

p(G) = p(G —p) + p(Gep) — p(G — (pUA)) + 1.

Demostracion. Es evidente que el nimero de conjuntos conexos que contienen a p es igual a uno
més el nimero de conjuntos conexos que al menos contienen un elemento de A,. Ahora bien, el
ntimero de conjuntos conexos de G ® p que no contienen a ningtin elemento de A, es

p(Ge(pUAy,))=p(G—(pUAp)),
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con esto se observa que el nimero de conjuntos conexos que contienen al menos un elemento de A4,
estd dado por p(G ep) — p(G — (pU Ap)), entonces el nimero total de conjuntos conexos de G que
contiene a p es

p(Gep)—p(G—(pUAy))+1.

Ademads, p(G — p) es el numero de conjuntos conexos que no contienen a p, por lo tanto

p(G) = p(G —p)+p(Gep) —p(G—(pUA))+ 1.
O

A partir del resultado anterior podemos tratar de formular un resultado parecido para la unién de

conjuntos conexos.
n

Corolario 2.6. Sea |JG; la union de grafos disjuntos, entonces su nimero de conjuntos conexos
i=1
es

p(lJG) =D p(G) —n+1.
=1 =1

Demostracion. Se sigue de la demostracién del teorema anterior y de la definicién de conjuntos
disjuntos. O

Aligual que con o(G), el paso final para hallar el valor explicito de p(G), es a través de una férmula
recursiva de p para el camino P,.
Corolario 2.7. Sea P, un camino de n vértices, entonces el nimero de conjuntos conexos es

p(Pn) =2p(Pp-1) — p(Po—2) + 1.

Demos ahora una férmula explicita de la anterior férmula recursiva para p(P,).
Corolario 2.8. Sea P,, un camino de n vértices, entonces el niumero de conjuntos conezxos se calcula
como:

p(Pn) = %n(n +1)+ 1.

Demostracion. La prueba se realizard mediante induccion matemaética, sobre n. Es facil ver que
p(P1) =2y p(P) = 4. Supéngase que se cumple para n y veamos que se cumple para n+ 1. Usando
lo mencionado en el Corolario 2.7 se tiene:

p(Pn—f—l) = QP(Pn) - p(Pn—l) +1

2(in(n+1)+1) = (3(n—1)n+1) +1
nin+1)+2—3(n—1)n—1+1

_ 2n(n+1)+2—(n—1)n

_ 2n%42 % 2 o

n‘+ n—g —n“+n +1

n2+gn+2 +1
=in+1)(n+2)+1.
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Es necesario ejemplificar todos los resultados antes expuestos, calculando p(G) de un espacio
topoldgico finito especifico.

Ejemplo 2.6. Para la topologia del espacio (X, 7)) su grafo es:

p

G

wer=2( /N )0, /)0

=2[(3)4-5+1]—[24+4—-2+1]+1

Asi, de los 32 subespacios de este espacio, 18 son conexos.

En un espacio T los puntos pueden ser particionados como X = X, U X, donde los elementos de
2

X, son puntos abiertos y los de X, son cerrados.

Los conjuntos abiertos conexos se clasifican como:

i) El conjunto vacio 0,
i1) abiertos de un sélo elemento,

iii) uniones de elementos bésicos de puntos cerrados.

Ningun otro tipo de conjunto abierto puede ser conexo en un espacio 7T1; ya que no hay un par de
2
puntos abiertos y cerrados adyacentes en el grafo.

Por lo tanto, la adicién de un punto abierto a un conjunto de tipo i) o bien no genera un nuevo
conjunto, si el punto es adyacente a uno de los puntos cerrados en el conjunto, o produce un conjunto
disconexo si no es adyacente.

Podemos calcular el nimero de conjuntos abiertos conexos del tipo 4ii) de la siguiente manera.
Primero construimos el grafo G, al que se le llama condensacién cerrada de G(7), para el cual el
conjunto de vértices es V(G.) = X, y el conjunto de aristas es:

E.= {%]‘AzmA] 7&@}7

donde A; y A; son vecindades de los i y j respectivamente. Es decir, hay una arista (7, j) en G, si
los vértices i y j son los cerrados més cercanos en vecindades A; y A; en G(7). Con esto notamos
que los conjuntos conexos del tipo i) corresponden a los conjuntos conexos de G.
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Luego, el nimero de conjuntos conexos abiertos de un espacio X, se calcula a través de su grafo
asociado G por
Po(G) = | Xo| + p(Ge).

Similarmente, el nimero de conjuntos conexos cerrados de un espacio X, se calcula a través de su
grafo asociado G por

pc(G) = ‘Xc| + p(Go)'

Ejemplo 2.7. Para el espacio dado en el Ejemplo 2.6, supéngase que los puntos son particionados
en dos conjuntos de la siguiente manera

Con lo cual, las dos condensaciones de GG son

'/‘\.o_o

Entonces
polG) = 1Xo| + p( /)
=2+4+8=10,
pelG) = 1 Xe| + p(——)
=3+4=17,
donde p(G) = 14, asi 5/7 de los conjuntos abiertos del espacio son conexos y la mitad de los

conjuntos son cerrados.

2.4. Funciones generadoras.

Hasta ahora en este capitulo nos hemos ocupado simplemente de contar el niimero total de con-
juntos de varios tipos. Para algunos propésitos de nuestro siguiente capitulo, es conveniente disponer
de informaciéon maéas detallada acerca de los conjuntos que ya hemos analizado. Esta informacion
adicional que requerimos, se basa en la pregunta que nos hicimos: ;Existira alguna forma de saber,
cuantos conjuntos abiertos de una cardinalidad dada hay?

Para resolver este cuestionamiento, comencemos definiendo lo que es una funciéon generadora de
conjuntos abiertos de un espacio topoldgico (X, T).
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Definicién 2.5. En un espacio topolégico (X, T), la funcion generadora de los conjuntos abiertos

estd definida por
RS

F(D;z) =) Np(D)2;
k=0

donde D es el digrafo de la topologia y Ni(D) es el niimero de conjuntos abiertos con cardinalidad
k.

Es necesario que la funcién generadora se refiera a D en lugar de G, ya que, a pesar de que el niimero
total de conjuntos abiertos o(G) es el mismo para D y para su inverso D' = D(T), la distribucién
de estos conjuntos de mayor cardinalidad no es necesariamente la misma. Observamos que F'(D;1)
es simplemente el nimero total de conjuntos abiertos, es decir, o(G(D)) = F(D;1).

Aligual que en las secciones anteriores, buscamos representar de manera mas sencilla cada una de las
férmulas con las que calculamos las caracteristicas combinatorias de los espacios topolégicos finitos.
En el siguiente teorema damos esta forma para la funcién generadora para conjuntos abiertos.

Teorema 2.8. Sea (X,T) un espacio topoldgico que es Tv, entonces la funcion generadora para
2
sus conjuntos abiertos es
+
F(D;z) = F(D —p;z) + 2" T4 F(D — (pU Af); 2),

donde p cerrado.

Demostracion. Supéngase que X estd compuesto por X = X, U X, v p € X,.. Al eliminar p no
cambian las cardinalidades de los conjuntos bésicos asociados con otros puntos, cada conjunto
abierto de D —p también es un conjunto abierto de D con la misma cardinalidad. Los otros conjuntos

abiertos de D surgen de las uniones de B, = {p} U A} con conjuntos abiertos de D — (p U A}),
donde tal unién incrementa la cardinalidad de un conjunto abierto obteniendo 1+ ]A; |, con lo cual

F(D;z) = F(D — p;2) + 2" IR(D — (pu AF); 2).
OJ

Hemos visto distintas caracteristicas de los espacios topolédgicos finitos, entre ellos la de conexidad,
ahora estudiamos lo que pasa con espacios disconexos y como calcular su funcién generadora.
Lema 2.1. Si un espacio topologico (X, T) es disconexo y D = Dy U Ds, entonces

n
Ni(D) =Y Ne—i(D1)Ni(Ds).
=0
Demostracion. Dado que X es disconexo, su digrafo asociado puede ser expresado como D =
D1 U D,, entonces un conjunto abierto de cardinalidad k resulta de la unién de un conjunto de
cardinalidad ! en una componente y uno de cardinalidad k — [, luego

Ni(D) = Ny y(D1)Ni(Dy).
1=0
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Corolario 2.9. Si un espacio topoldgico (X, T) es disconezo, entonces F'(D1UDa; z) = F(Dy; 2)F(Da; z).

Demostracion. Sean (X,7) un espacio topolégico disconexo y su digrafo asociado D(T'), supon-
gamos que X = X3 U X9y D = D; U Dy, con esto se observa que:

F(D;z) = F((D1 U Ds); 2)
X
— ];Oz\fk(p1 U D)2k

X] n

= > (3 Ni—i(D1)Ny(Dy)) 2"
k=0 [=0
| X1] | X2
k=0 k=0

Encontremos la funcién generadora del espacio topolégico finito 71 dado.
2

Ejemplo 2.8. Para el espacio topoldgico T, con
2

T ={0,{1},{3},{4},{1,3},{1,4},{3,4},{4,5},{1,3,4},{1,4,5},{3,4,5},{1,2,3,4},{1,3,4,5}, X };

para el cual su digrafo es

de la férmula de recursion se obtiene que

F(D;z):F( ) ’ /;z) +24F(-;z>
=1 +22A+z+22)+241+2)

=1+4+32+42%2+ 323+ 224 + 2%

Ademds de determinar F(D;z) de forma recursiva para un espacio topolégico finito 71 , también
2
es posible dar una expresion explicita para esta funcién.

Lema 2.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico que es T y'Y un subconjunto de X., entonces
2

z
F(D;z)=(1+ Z)|X0\ Z Z\Y\(m)lfﬁ(y)\.
YCXo
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Demostracion. Si p € X., entonces B, = {p} U A;;, ahora bien como Y C X, entonces Y es un

conjunto abierto con cardinalidad |Y|+ |AT(Y)| y contribuye con el término 2 HAT Ml o F(D; 2).
Por otra parte, los conjuntos abiertos distintos son formados por la unién con Y de algin subconjunto
de elementos de X, con cardinalidad |X,| — |A"(Y)| que son adyacentes a algtin elemento que no
es miembro de Y. Por lo tanto cada Y C X, contribuye con un total de

(14 2)Xol =14+ Y LHAT (V)]

términos a F'(D; z). Finalmente, sumando estos términos se tiene:

. . 5 A\ AT
F(D;z) = (1+2z) 0'2,2‘ <1+z> .
YCX.

O

Veamos la relacién entre la funcién generadora de un espacio topolégico finito T y la funcién o(G).
2
Corolario 2.10. Si un espacio topoldgico (X, T) esTi1 yY C X., entonces
2
o(G) = Z 9l Xo|—|AT(YV)|
YCX¢

Demostracion. La férmula se obtiene al sustituir z = 1 en el resultado del teorema anterior. O

Ejemplo 2.9. Considérese el espacio dado en el Ejemplo 2.8. Los cuatro subconjuntos de
X. = {1,2} dados son

Y Y| |AT(Y)]

0 0 0

{1} 1 3

{2} 1 1

{1,2} 2 3
luego

F(D;z) = (1+2)®

142 i 3+z i + 22 i ’
1+ 2z 1+ 2 1+ 2z

=1+432+422 4323+ 224 4+ 2°.

Ademads podemos ver que F(D;1) = o(G) = 14.

Habiendo calculado F(D;z), no es necesario repetir todo el proceso para calcular la funcién gene-
radora de conjuntos cerrados F'(D'; z), donde D’ es el inverso de D.
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Teorema 2.9. Sea (X, T) un espacio topoldgico que es T1. La funcién generadora de sus conjuntos
2

cerrados esta dada por:
F(D';z) = 2XIF(D; 27Y).

Demostracion. El complemento de un conjunto cerrado con cardinalidad k es un conjunto abierto
de cardinalidad | X| — k Por tanto, de lo anterior tenemos

Ni(D') = Nix|_(D).

Asi,
|X|

F(D';i2) =Y Np(D)2F
k=0

| X|
= > Nix-x(D)"
k=0

1X|
= Np(D)AXI7F
k=0

= XIF(D; 2.

2.5. Funciones de correlacién de dos puntos en espacios T% .

Una de las consecuencias de asignarle una topologia 7 a un conjunto X es que produce cor-
relaciones entre los puntos del espacio. Es decir, la probabilidad de encontrar dos puntos dados al
mismo tiempo en el conjunto abierto de manera aleatoria, no se calcula simplemente a través del
producto de las probabilidades individuales de encontrar cada punto por separado.

Las funciones de correlacién, que describen este fenémeno cuantitativamente, estan estrechamente
relacionadas con las cantidades combinatorias descritas anteriormente en este capitulo. La aplicacion
de estas funciones resulta ser 1til, para describir los efectos de las perturbaciones sobre la estructura
electronica molecular.

En esta seccion se desarrolla el mecanismo de calculo de funciones de correlacion de dos puntos en
los espacios topoldgicos finitos T1, y comparamos algunas de las propiedades de los distintos tipos
de correlaciones que nos podemoé encontrar.

2.5.1. Conjuntos abiertos que contienen un par dado.

En esta parte nuestro objetivo principal es dar la funcién de correlacién de dos puntos en un
espacio dado, usando la definicién de la probabilidad de que el conjunto abierto de (X, 7), contenga
algin subconjunto S de X. Ademés se dard una manera reducida de calcular dicha funcién de
correlacion de dos puntos, considerando todos los casos que sean pertinentes.
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Definicién 2.6. Sea (X,7T) un espacio topolégico y un subconjunto S C X. Definimos a la proba-
bilidad de que algin conjunto abierto de X contenga al subconjunto S como P,(S), y la calculamos
por

P,(8) = o(G — 5)/a(@).

Usando la probabilidad P,(S), definimos a la funcién generadora de dos puntos como se muestra a
continuacién.

Definicién 2.7. Sea (X,7) un espacio topoldgico, la funcién de correlaciéon de dos puntos en el
espacio, para un par de puntos (p, q) es

Lo(p,q) = Po(p, q) — Po(p) Po(a)-
A partir de este momento y en lo que resta del capitulo vamos hacer uso de las siguientes abrevia-
ciones, con el fin de tener una escritura més practica y sencilla. Luego, redefinamos
o=o0(G), ap=0(G—(pUA,)) y apg =0(G—(pUqUA,UA)).
Con lo cual tendremos que:
o(G—p)=0—oy y o(G—(pUq)) =0 —ap—ag— oy

Como lo mencionamos al principio de la seccién daremos los distintos casos que podemos encontrar
de la funcién de correlacion de dos puntos de un espacio dado.

Proposiciéon 2.3. En un espacio T1 dados dos puntos p,q abiertos o cerrados. FExisten tres casos

2
especificos que se deben considerar, para calcular su funcion de correlacion:

I. St p y q son ambos abiertos, entonces
Lo(p,q) = [0(G)o(G ~ (pUq)) — a(G — p)a(G — q)]/o*(G)
= (oapg — O‘paq)/UQ-
1. Sipyq son ambos cerrados, entonces
Lo(p:q) = [0(G)o(G = (pU A4y UqU Ag)) — (G — (pU Ap))a(G — (qU Ag))l/o*(G)
= (00pg — apag) /o’
1. Si es p abierto y q es cerrado, entonces
Lo(p,q) = [0(G)a(G — (pUqU Ay)) = o(G = p)a(G — (qU Ay))]/0*(G).
para este caso el valor de o depende de si p y q son o no adyacentes

oy, sipe Ay;
Qg — Qpg, Sip ¢ A,



Sip ¢ Ay, entonces
Lo(p,q) = (apag — Uapq)/UQ-

Por otra parte si p € A,, entonces

To(p,q) = apaq/a2.

Demostracion.
L.
Lo(p,q) = Po(p, ) — Fo(p)Fo(q)
_o(G-@Ug) oG -po(G—q
o(G) o(G)  o(G)
_ 0(G)o(G—(pUq)) —o(G—p)a(G—q)
o*(G) '

Las demostraciones de los otros dos casos son de manera andloga. O

La funcién de correlacién del caso III para cuando el punto p ¢ A, de la proposicién anterior es la
funcién de correlacion negativa del caso I y II.

2.5.2. Conjuntos abiertos y cerrados que contienen un par dado.

Un segundo tipo de funcién de correlacién es aquella en donde se considera la probabilidad de
que un subconjunto dado se encuentra en cualquiera conjunto abierto o cerrado del espacio.

Definicién 2.8. Sea (X,7T) un espacio topolégico y un subconjunto S C X, definimos a la proba-
bilidad de que S esté contenido en un conjunto abierto o en un conjunto cerrado del espacio como

Pou(S), )
Py = [0(G — §) + (G — 5)]/20(G).

Asi la funcién de correlacién Iy (p, ¢) tiene una forma similar a I'y(p, ¢). Existen dos casos especificos:
I. Sipy g son ambos abiertos o son ambos cerrados, entonces
Loc(p,q) = [0(G = (pUqU A, U Ag)) +0(G — (pUq)) —1/20(G)]/20(G),

de donde
Loc(p, q) = (0 — 2ap — 204 + 4ayy) /4o
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I1. Si p es abierto y ¢ es cerrado, entonces
Loc(p,q) = [0(G = (pUqU Ag)) +0(G = (pUqU A4y)) —1/20(G)|20(G),

de lo cual, sip ¢ A,
Loc(p: q) = —(0 — 20 — 204 + 4arpg) /40,

que es el negativo del caso I. Si p € A, entonces

Loc(p,q) = 2ap + 20y — 0) /40

2.5.3. Conjuntos abiertos que contienen exactamente un miembro de un par.

El ultimo tipo de funcién de correlacion, es aquella en la que consideramos la probabilidad de
que exactamente uno de los miembros de un par de puntos pertenece a un conjunto abierto.

Definicion 2.9. La funcion de correlacion que considera la probabilidad de que exactamente un
miembro de un par de puntos pertenezca a un conjunto abierto es

L, (p,q) = Po(p,~ q) + Po(~p,q) — Po(p) Po(~ q) — Py~ p) P,

donde por ejemplo P,(p,~ q) es la probabilidad que un conjunto abierto arbitrario que contenga a
Py no aq.

Recordemos que P,(p) = o(G — p)/o(G), de la definicién anterior podemos ver que

Fo(~p) = 0(G —D)/o(G).

Po(p,~q) + P(~p,q) = [0(G) — (G — pg) — o(G — Pg)]/0(G).

Para este tipo de funciones de correlacién también se observan dos casos especificos:

I. Si py g son ambos abiertos o ambos cerrados, entonces
! 2
Lo(p, q) = 2(apag — o) /0.
I1. Si p es abierto y ¢ es cerrado, entonces

T (p,q) = 2(0apg — apag)/0?, sip ¢ Ag;
oM —2ap,0 /02, sipe Aq.

En ambos casos F;(p, q) = —20(p, q).
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Ejemplo 2.10. Para el espacio del cual su grafo es:

e

! 5 3

los valores numéricos de la funcién de correlaciéon para los cuatro diferentes tipos de conjuntos de
dos puntos son:

p.q To(p. q) Toc(p, q) T',(p.q)
1,2 3/32 1/16 ~3/16
2,3 1/16 0 ~1/8
1,3 1/32 1/16 ~1/16
1,4 1/64 0 ~1/32
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Capitulo 3

Método de Huckel

De los métodos de la Quimica Cuantica que se aplican al estudio de moléculas organicas no
saturadas, el de Hiickel es el méas utilizado. El éxito de este método se debe a su gran simplicidad,
que permite incluso hacer cédlculos a mano, cuando el niimero de atomos es pequeno.

El Método Hiickel fue propuesto por Erich Hiickel en el ano 1930 y es el método de aproximacién
mas simple de la teoria de orbitales moleculares para sistemas planos insaturados, y se basa en la
separacion o — 7.

Su aplicacién esté restringida al tratamiento de sistemas de hidrocarburos planos con enlaces con-
jugados como, por ejemplo, etano (etilo), benceno, botadero, etc. Sélo es aplicable al estudio de
aquellas propiedades que estén dominadas por los orbitales moleculares. Asimismo, es la base tedri-
ca de la Regla de Hiickel.

Aunque inicialmente sélo trataba sistemas formados en su totalidad por dtomos de carbono,
més tarde se extendid su uso a otras sustancias como la piridina, el pirrol y el furano, moléculas en
cuya composicién se encuentran atomos de nitrégeno y oxigeno, entre otros. Son los denominados
heteroatomos.

En este capitulo se explicara el método de Hiickel y la manera de desarrollar las férmulas que lo
conforman, basdndonos en los textos [5], [8] v [32].

3.1. Conceptos basicos

3.1.1. Enlace quimico

En practicamente todas las sustancias naturales los 4tomos e iones se encuentran enlazadas entre
si, v lo hacen por una razon decisiva: la formacién del enlace reduce la energia potencial entre las
particulas positivas y negativas, ya sea que estas particulas sean iones de carga opuesta o niucleos
atémicos y los electrones entre ellos. De la misma manera en que la configuracién electrénica y la
fuerza de la atraccion ntcleo-electréon determinan las propiedades de un atomo, el tipo y la fuerza
de los enlaces quimicos establecen las propiedades de una sustancia.

Como un primer paso para apreciar la importancia del enlace, clasifiquemos los tipos de enlace
que resultan de las tres combinaciones de los dos tipos de dtomos, metal con no-metal, no-metal
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con no-metal, y metal con metal:

I.

II.

III.

3.2.

Transferencia electronica y enlace quimico.

El enlace iénico se observa tipicamente entre a&tomos con grandes diferencias en su tendencia a
perder electrones. Tales diferencias se observan entre metales reactivos y no metales. El &tomo
metalico pierde uno o dos de sus electrones de valencia, mientras que el &tomo no metalico
gana electrones. Se lleva a cabo la transferencia electrénica del metal al no-metal, y cada
atomo forma un ion con la configuraciéon de un gas noble.

Comparticion de electrones y enlace covalente.

Cuando existe una pequena diferencia entre dos a&tomos con respecto a su tendencia de perder
o ganar electrones, observamos una comparticion de electrones y al enlace covalente. Este tipo
de enlace es mas importante entre a&tomos no métalicos (aunque un par de dtomos métalicos
también puede formar un enlace covalente). Cada dtomo no métalico atrae fuertemente a sus
electrones y tiende también a atraer a otros. La atraccion de cada nicleo por los electrones de
valencia del otro es lo que hace que los 4&tomos se unan. Se considera que un par compartido
de electrones estd localizado entre los dos d&tomos por que pasa alli la mayor parte del tiempo,
uniéndolos en un enlace covalente de longitud y fuerzas dadas. En la mayoria de los casos
moléculas separadas cuando se forman enlaces covalentes y la formula quimica refleja el nimero
real de atomos en la molécula.

Agrupacién de electrones y enlace metalico.

En general, los a&tomos metélicos son relativamente grandes y pocos electrones externos estan
bien protegidos por los niveles internos llenos. Debido a esto, pueden perder a los electrones
externos de manera relativamente facil, pero no los ganan facilmente. Estas propiedades da
lugar a que un gran nimero de atomos metalicos compartan sus electrones de valencia, pero
de una manera diferente a lo que sucede en el enlace covalente. En modelo méas simple de
enlace metalico, todos los 4tomos metalicos de una muestra conjuntan a sus electrones de
valencia en un mar de electrones distribuidos uniformemente y que fluye entre y alrededor de
los centros de los iones metdlicos y los atrae entre si. A diferencia de los electrones localizados
del enlace covalente, los electrones en el enlace metalico estan deslocalizados moviéndose a lo
largo y ancho del metal.

Teorias de enlace covalente.

Dos teorias del enlace covalente se basan en la mecénica cudntica. La teoria de enlace valencia
(EV) explica las interacciones de los orbitales atémicos que sirven para crear enlaces covalentes
y muestra como las formas moleculares observadas se justifican con base en estas interacciones.
La teoria de orbital molecular (OM) explica los niveles de energia molecular y las propiedades
asociadas al proponer la existencia de orbitales que se extienden sobre toda la molécula. Cada
teoria complementa a la otra y es indispensable para la total comprension del enlace covalente.
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3.2.1. Teoria de Enlace Valencia (EV) y la hibridacién de los orbitales.

El principio basico de la teoria EV es que el enlace covalente se forma cuando los orbitales de dos
atomos se traslapan y son ocupados por un par de electrones que tienen la mas alta probabilidad de
localizarse entre los niucleos. Tres temas centrales de la teoria EV que se derivan de este principio

son:

I.

II.

III1.

Espines opuestos de los pares de electrones.

El espacio formado por el traslape de orbitales tiene una capacidad maxima para dos electrones
que deben tener espines opuestos. Por ejemplo, cuando se forma una molécula de Hs, los dos
electrones 1s de dos dtomos de H ocupan los orbitales traslapados 1s y tienen espines opuestos.

Maximo traslape de los orbitales enlazados.

La fuerza del enlace depende de la atraccién de los nticleos por los electrones compartidos,
asi que mientras mayor es el traslape de orbitales, mas fuerte (més estable) es el enlace. La
extension del traslape depende de la forma y direccién de los orbitales implicados. El orbital
s es esférico, pero los orbitales p y d tienen mayor densidad electrénica en una direcciéon que
en otra de tal manera que un enlace que involucre orbitales p o d tiende a orientarse en la
direccién que maximice el traslape.

Hibridacion de orbitales atémicos.

Para explicar el enlace en moléculas diatémicas simples, como HF', podemos representar el
traslape directo de los orbitales s y p de los d4tomos aislados.

Linus Pauling propuso que los orbitales atomicos de valencia en la molécula son diferentes de
aquéllos en los dtomos aislados. Ciertas combinaciones de orbitales en un dtomo dan como
resultado nuevos orbitales atémicos, las orientaciones espaciales de estos nuevos orbitales
conducen a enlaces més estables, y son consistentes con las formas moleculares observadas. El
proceso de combinacién de orbitales se denomina hibridacion, y a los nuevos orbitales atémicos
se les conoce como orbitales hibridos. Dos puntos clave sobre el nimero y tipo de orbitales
hibridos son:

= El nimero de orbitales hibridos obtenido es igual al niimero de orbitales atémicos com-
binados.

» Kl tipo de orbitales hibridos obtenidos varia de acuerdo con los tipos de orbitales atémicos
combinados.

Tres tipos de orbitales hibridos

Hibridaciéon sp. Cuando grupos de dos electrones rodean al 4tomo central, observamos una forma

lineal; esto significa que los orbitales de enlace deben tener una orientacién lineal. La teoria
EV explica esto proponiendo que la combinacién de dos orbitales no equivalentes de un atomo
central, uno s y otro p, da lugar a dos orbitales hibridos sp equivalentes que se encuentran a
180° entre si, como se muestra en la siguiente figura:
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La orientacién de los orbitales hibridos extiende la densidad electrénica en direccién del enlace
y minimiza las repulsiones entre los electrones que los ocupan. En consecuencia, tanto la forma
como la orientacién maximizan el traslape con el orbital del otro 4tomo en el enlace.

Hibridacién sp?. Es la hibridacién de un orbital s y dos p del 4tomo central, para dar tres orbitales
hibridos que se orientan hacia los vértices de un tridgulo equilatero, con sus ejes a 120° entre
si.

Hibridacién sp3. La teoria EV propone que el orbital s y los tres orbitales p del 4tomo central se
combinan y forman cuatro orbitales sp3, los cuales apuntan hacia los vértices de un tetraedro.

3.2.2. Tipos de enlace covalente.

Utilizamos la teoria EV para centrarnos en la manera en que los orbitales se traslapan para
entender los tipos de enlace covalente y la composicién detallada de los enlaces multiples.
El tratamiento de la EV para los enlaces sencillos multiples.

Una mirada detallada a los enlaces descubre que hay dos tipos de traslape de orbitales.

1. El enlace que resulta del traslape extremo a extremo se denomina enlace sigma (o). Este tipo
de enlace tiene la mayor densidad electrénica a lo largo del eje del enlace (una linea imaginaria
que une a ambos nucleos) y tiene la forma de una elipse que se ha rotado alrededor de su eje
mayor. Todos los enlaces sencillos, formados por cualquier combinacion de orbitales hibridos
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II.

que se traslapen, s o p, tienen su densidad electrénica concentrada a lo largo del eje del enlace
y son, por tanto, enlaces o.

Enlace sigma

Traslape lado a lado y enlace pi (7). Al estar los 4tomos unidos por el enlace o, cercanos entre
si, los orbitales 2p parcialmente llenos y sin hibridar estan lo suficientemente cerca como para
traslaparse lado a lado. Tal traslape forma otro tipo de enlace covalente denominado enlace .
Este tiene dos regiones de densidad electrénica, una por arriba y otra por debajo del eje del
enlace 0. Un enlace 7 contiene dos electrones que se mueven por ambas regiones del enlace.

Enlace

Los pares de electrones en un enlace doble actiian como un grupo de electrones ; ya que cada
par de electrones ocupa un orbital diferente, una regién especifica de densidad electronica, de
tal manera que la repulsién se reduce. Un enlace triple consiste en un enlace o y dos enlaces
.

El grado de traslape influye sobre la fuerza del enlace. Debido a que el traslape lado a lado no
es tan extenso como el traslape extremo a extremo, se espera que un enlace w sea mas débil
que un enlace o y, en consecuencia, la fuerza de un enlace doble debe ser menor que el doble
de la fuerza de un enlace sencillo. Sin embargo, muchos factores, como repulsién ente pares de
electrones solitarios, polaridades de enlace , y otras contribuciones electrostaticas nublan esta
relacién para los enlaces de otros elementos. Por tanto, como una aproximacion, es prudente
decir que un enlace doble es mas o menos dos veces mas fuerte que un enlace sencillo, y que
un enlace triple es aproximadamente tres veces mas fuerte.

3.2.3. Teoria de Orbitales Moleculares (OM)

Para contestarse preguntas concernientes a la forma, los quimicos eligen el modelo RPECV 1,

seguido por analisis de orbitales hibridos con la teoria EV. Pero esta teoria no explica de manera
adecuada las propiedades magnéticas o espectrales de las moléculas, y subestima la importancia de la
deslocalizacién de electrones. Para lidiar con estos fenémenos, que involucran los niveles energéticos
de una molécula, los quimicos utilizan la teoria de orbitales moleculares (OM).

I Teorfa de repulsién del par electrénico de la capa de valencia
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En la teoria EV, una molécula se representa como un grupo de atomos enlazados entre si por
medio de traslape localizado de los orbitales atoémicos de la capa de valencia. En la teoria OM,
una molécula se representa como una coleccién de nicleos con los orbitales que contienen a los
electrones deslocalizados, sobre toda la molécula. El modelo OM es una tratamiento mecénico
cuantico de las moléculas, andlogo al utilizado para atomos individuales. De la misma manera en
que los dtomos tienen orbitales atémicos (OA) de una energia y forma dadas, y que estan ocupados
por los electrones del dtomo, las moléculas tienen orbitales moleculares (OM) de una energia y
forma dadas y que estan ocupados por los electrones de la moléculas. A pesar de la gran utilidad de
la teoria OM, tiene también una desventaja: los orbitales moleculares son més dificiles de visualizar
que las representaciones sencillas de la RPECV o que los orbitales hibridos de la teoria EV.

Los temas centrales de la teoria OM.

Varias ideas clave de la teoria OM aparecen en la descripcion de la molécula de hidrégeno y
otras especies simples. Estas ideas incluyen la formacién de OM, su energia, forma y cémo se llenan
con electrones.

Formacion de orbitales moleculares. Debido a que el movimiento de los electrones es tan com-
plejo, es necesario hacer uso de aproximaciones para resolver la ecuacién de Schrodinger para
cualquier d4tomo de més de un electrén. Surgen complicaciones similares aun con el Hs, la
molécula mas simple, de tal manera que se requiere de aproximaciones para obtener las
propiedades de los OM. La aproximacién mds comin combina matemdaticamente (suma o
sustrae) los orbitales atémicos (funciones de onda atémicas) de los dtomos cercanos, para
formar orbitales moleculares (funciones de onda moleculares). Los dos modos de combinacién
de los OA son:

= Sumar las funciones de onda entre si. Esta combinacién forma un OM de enlace, el cual
tiene una regién de alta densidad electrénica entre los ntcleos. El traslape aditivo es
analogo al traslape de dos ondas de luz que se refuerzan entre si y hacen que la onda
resultante sea mas brillante. Para las ondas de los electrones, el traslape incrementa la
probabilidad de que los electrones se encuentren entre los nicleos.

» Sustraer las funciones de onda entre si. Esta combinacién forma un OM de antienlace, el
cual tiene un nodo entre los nicleos, una regién de densidad electronica cero. El traslape
sustractivo es analogo a dos ondas de luz que se cancelan entre si, de tal manera que la luz
desaparece. Con las ondas de los electrones, la probabilidad de que los electrones ocupen
el espacio entre los niucleos disminuye a cero. El nimero de OA combinados siempre
equivale al nimero de OM formados.

Llenado de orbitales moleculares con electrones. Los electrones llenan los OM de la misma
manera que los OA:

» Los orbitales se llenan en orden ascendente de energia (principio de aufbau).

» Un orbital tiene una capacidad maxima de dos electrones con espines opuestos (principio
de exclusién).
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» Los orbitales de la misma energia se llenan parcialmente, con espines paralelos, antes de
que se llene cualquiera de ellos (Regla de Hund).

Los diagramas de orbitales moleculares muestran las energias relativas y el ntimero de elec-
trones de cada OM, asi como los OA de los cuales se forman.

La teoria de OM redefine el orden de enlace. En una estructura de Lewis, el orden de enlace es
el nimero de pares de electrones por enlace. El orden de enlace OM es el niimero de electrones
en los OM de enlace, menos el nimero en OM de antienlace, dividido entre dos. Por ejemplo
para el Ho, el orden de enlace es (2 —0) = 1.

Un orden de enlace mayor que cero indica que la especie molecular es estable en comparacién
con lo atomos separados, mientras que un orden de enlace cero implica que no hay una es-
tabilidad neta y, por tanto, no hay probabilidad que se forme. En general, a mayor orden de
enlace, méas fuerte es el enlace.

Uno de los primeros triunfos de la teoria de OM fue su habilidad para predecir la existencia del
He;, la molécula-ion de dihelio, que estd compuesta de dos nicleos de helio y tres electrones.

3.3. Meétodo de Hickel

3.3.1. Fundamentos de la Teoria de Hiickel

Erich Hiickel introdujo esta teoria a la Quimica en 1930, la cual a influenciado de manera
considerable la forma en que los quimicos organicos expresan sus conclusiones y describen su trabajo.
Esta teoria se basa fundamentalmente en la distincién entre los electrones o y los electrones 7.

La idea de la Separaciéon o y 7

En general, una molécula insaturada es un sistema planar, o casi-planar: por el momento consi-

deraremos que es planar. En este caso los orbitales moleculares describen a la molécula como un todo
que se divide fundamentalmente en dos diferentes tipos, los cuales se distinguen por su simetria, ya
que pueden ser simétricos o asimétricos respecto a la reflexion en el plano molecular.
Si tuviéramos que formar un orbital molecular mediante la combinacién de un niimero de orbitales
atémicos individuales; entonces las de un tipo de simetria no se combinarian con las de otro. Con es-
to podemos distinguir entre las funciones que son simétricas cuando se reflejan en el plano molecular
designadas por ¢ y las m que no son simétricas con respecto al plano molecular. Estas funciones
llamadas 7 son las que tendran nuestro mayor interés, aunque analizaremos mas adelante a los
o-orbitales y a las interacciones entre o y .

Analicemos la molécula del etileno a detalle, la cual tiene la siguiente forma estructural:
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cC—¢C

Los dos atomos de carbono considerados se encuentran en un estado de hibridacién sp? (trigonal).
Utilizando flechas para representar la orientacién en que los sp-hibridos se dirigen, los hibridos de
carbono pueden ser representados como sigue:

AN /

C—>» —<=——1

e N

Estos hibridos son todos del tipo o y entonces es natural suponer que los enlaces pueden hacerse
entre ellos. En primer lugar, nosotros podemos considerar la formacién de un enlace carbono-carbono
emparejado dos de estos hibridos juntos, como en la siguiente figura:

AN /

C—C

e N

Los enlaces carbono-hidrégeno pueden entonces estar formados por adjuntar hidrégenos a los
carbonos hibridos sp? restantes, como se muestra a continuacién.

H\@ Q/H
Cc—C
Plano H/ 6 G\H

Molecula;

Cada uno de estos cuatro hibridos se superponen de manera muy eficaz con sus hidrégenos
vecinos. En consecuencia, podriamos considerar las propiedades de los enlaces C' — H siendo en
gran medida determinados por los hibridos de carbén sp? dados y los orbitales 1s del hidrégeno
adyacente. Igualmente la parte o del doble enlace es controlada por los dos hibridos de carbono
involucrados y podemos hablar de ellos tanto como localizarlos, sin embargo cuando consideramos
los orbitales restantes esto no va a ser verdad.
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3.3.2. El Método Orbital Molecular de Hiickel (HMO).

Aproximacién de la Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos (LCAO) utilizando la
en la Teoria de OM.

Adoptaremos la forma de la Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos (LCAO) para la Teoria
Orbital Molecular, es decir, suponemos que cada uno de los 7-electrones tiene una descripcion que
les permite moverse sobre todo el marco del sistema conjugado. Esta descripcién permite expresar
a un orbital molecular como:

Basandonos en estas diferencias podemos tratar separadamente OM o y OM 7 y para sistemas
insaturados considerar solamente estos ultimos, esto representa una considerable simplificacién.

U= icrgbr, (3.1)
r=1

en términos de coeficientes ponderados (¢,) de la combinacién lineal de n orbitales atémicos ¢,.
Un LCAO-OM 2 se considera que tiene alguna caracteristica apropiadamente ponderada o que

la contribucién de cada uno de sus orbitales atémicos que los constituyen es ponderada.

Dado el conjunto {¢,}, nuestro siguiente objetivo es encontrar los valores adecuados para los coe-

ficientes ponderados {¢,}; que fue hacia donde dirigié su trabajo Hiickel. Por supuesto, habrd dife-

rentes conjuntos de n coeficientes {cy.}, para cada OM ¥ diferente.

Estrictamente, ¥ en la ecuacién (3.1) deberia ser ¥y, ya que hay mas de una combinacién de los

orbitales atémicos dados, que forman un orbital molecular y ¢, deberfa de ser ¢y, asi, (3.1) se

deberia escribir como:

n
‘I’] = ZCIT¢T7 (32)
r=1
este LCAO es desde luego una aproximacion.

El Método de Variacién.

Este método a sido propuesto como un criterio apropiado y efectivo, para determinar a los
coeficientes combinatorios {c,} de la ecuacién (3.1). Este método es un principio fundamental de la
teoria cuéntica.

De acuerdo con este principio los {¢,} se eligen para una cierta cantidad, llamada la razén de
Rayleigh, que con respecto a la variacién de los {¢,} es fija.
Con el fin de obtener la razén de Rayleigh es necesario introducir el concepto de la ecuacién de onda
efectiva para cada electrén, especificamente para cada electrén m. Si hay solamente un electrén a
tratar no existe ningtin problema, ya que la ecuacion de Schrédinger para un tnico electron es bien
conocida y la podemos escribir como:

HY = EV,, (3.3)

en donde ¥ es la funcién de onda del electréon en cuestién, E es su energia y H es el operador
diferencial al que nos referimos comtinmente como Hamiltoniano, que es la suma de los operadores

20rbital Molecular como una Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos
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de la energia cinética y la energia potencial para el sistema y para el tinico electrdn, el cual estd dado

por:
32

_ 4
H=r ot (3.4)

donde %VQ es la energfa cinética, V, es la energia potencial, y el V? es el operador Laplaciano.

0? 0? 0?
T2 o 0

2
\Y%

lo anterior sélo es aplicable cuando tenemos un tnico electron.
Ahora es necesario describir el Hamiltoniano para més electrones. Designamos a este Hamiltoniano

como He fectivo, €l cual es una aproximacion del Hamiltoniano para mds de dos electrones,

2
Hefectivo = 87T7hm + Vefectivo- (35)
Otro gran mérito de la teoria de Hiickel, es que en la mayoria de los casos no es necesario saber
explicitamente quien es Hecfectivo. LOs resultados de los cédlculos en la teoria de Hiickel se dan en
términos de uno o dos parametros empiricos « o . Este procedimiento tiene la consecuencia que
en vez de resolver la ecuacién (3.3) en la cual H es el Hamiltoniano para muchos electrones y con
un ndmero poco practico de términos, lo resolveremos como:

/Hefectivo\ll = E\I’, (36)

que contiene solo un conjunto de coordenadas que tratan con cada electrén por separado. Por otro
lado la relacion de Rayleigh es denotada por y y definida como:

[ O*HEdr
e —— 3.7
R 7 (3.7)
usando (3.3) se tiene que:
y:f(clvc27"-acn)~ (38)

Cabe recordar que el principio de Variacion pide que se elijan valores de ¢, adecuados para que la
relacion de Rayleigh no cambie. De este modo necesitamos buscar un cambio en ¢, que no afecte
en y. Es decir, son necesarias n condiciones del tipo

oy
de,

0; r=1,2,...n (3.9)

Hallemos la relacién de Rayleigh, para esto comencemos viendo quien es [ U*¥dr. Recordemos
que ¥ = 3"" | ¢,¢, y asumamos que los orbitales atémicos bésicos ¢, estan normalizados, es decir,

/gﬁﬁqﬁTdT =1; r=12,...,n. (3.10)
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Siempre podemos considerar a {¢,} y a U reales, luego sus complejos conjugados también lo son,
con lo cual ¢} = ¢,, asi la ecuacién (3.10) queda como sigue:

/qs,%dT = 1. (3.11)

Por otro lado, si los orbitales atémicos se encuentran en diferentes centros, estos son ortogonales,
lo que quiere decir que:

/gbrgbsdT:O; con r£sr=12,....ny s=1,2,...,n. (3.12)

De la ecuacién (3.11) podemos reescribir el denominador de (3.7) como [ W2dr, de donde

/\I/2d7' = /(Cl¢1 + oo+ ...+ + ... Cn¢n)

= i/ef¢$d7+22/ercs¢r¢sd7 (3.13)

r<s

= Y& [aar+23 ce [ our

r<s

por las ecuaciones (3.10) y (3.12) se tiene que:

/\I/2d7' = Zcz-(l)—i—ZZcrcs-(O)

r<s

= > e (3.14)

Ahora analicemos el numerador de la ecuacién (3.7), haciendo las pertinentes sustituciones:

/‘IJH\I/dT = /(61¢1+Cz¢2+...+cr¢r+...cn¢n) X H

X

/(c1¢1 +cado+ ...+ . Cndn)
= Z / c%qb/HgZ)rdT +2 Z / crphiy Hespsdr (3.15)

r<s

= > / G HOrdr +2  crey / b Hpsdr.

r<s

Es conveniente adoptar la siguiente notacién matricial:
H;; = /qﬁﬂ-[qﬁidn (3.16)
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en la ecuacién (3.15) también contamos con términos cruzados que, en esta notacién matricial,
estaran designados por H; ;, donde:

Hy = [omojar,  i#] (3.17)
Con estd notacién la ecuacién (3.15) se deberfa escribir como:
/\IJH\I/dT = FHp 42D cocoHy, (3.18)
T r<s

luego haciendo uso de las ecuaciones (3.14) y (3.18) podemos expresar a la relacién de Rayleigh
como:

y = Zr C%Hrr+2zr<s cresHpg,
> CF

Reescribamos (3.19) como sigue:

(Zcf)y = ZczHTT+ZZcTcsHTS, (3.20)
T

r r<s

(3.19)

como ya mencionamos anteriormente, necesitamos que y permanezca fija con respecto de ¢,. Comence-

mos viendo que pasa, cuando y permanece fija respecto a la variacién de c¢1, es decir, calculemos

g—cyl = 0, para esto reescribamos la ecuacién (3.20) como sigue:

(C% + C% e C%)y = (C%Hll + C%HQQ e C%Hnn) + 2(0162H12 + 6103H13 + ... Cn—lann—l,n)~ (3.21)

Calculando la derivada parcial con respecto a ¢; tenemos:

0
2c1y + (C% + cg e ci)a—cyl =2c1Hyy + 2(coHio +c1His+ ...cp Hyp + ... cnHip), (3.22)

haciendo aaTyl = 0 se tiene:

oy 0= 2(c1(Hi1 —y) + coHio + ecrHis+ .. .cy Hyp + .. .cnHip)
-2 0= 53 5 . (3.23)
ocy (Z+c3...c2)
Por lo tanto,
c1(Hin —y) +coHig+csHis+ ..., Hyp + .. .cpnHyp = 0. (3.24)

Esta es la ecuacion con la cual se satisface que la relacion de Rayleigh permanezca fija a las varia-
ciones, especificamente de c;. En general, la derivada parcial con respecto a ¢, es:

ci(Hp+coHo+...cp(Hyy —y) + .. .cnHpp =0 (3.25)
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Asi, cuando el y se ha derivado parcialmente con respecto a cada ¢; con i = 1,2, ...n, se obtiene un
sistema de n ecuaciones homogéneas llamadas sistema de ecuaciones seculares.

Cl(HH — y) +coHi9s+csHis+...c.Hi+...¢c,H1,, =0
c1Ha1 + co(Haa —y) + csHoz + ...cp Hop + ... cnHap =0

ciHp +coHpo +c3Hpz + ... CT(Hr'r - y) +...cnHpy =0

kclHnl +coHpo +csHpys+...crHyr + ... Cn(Hnn - y) =0.

Las soluciones de estas ecuaciones homogéneas nos ayudan a obtener los valores de {c }, y
los valores de y que juntos a esto coeficientes hacen que permanezca fija. Estos valores de y que
son las raices de las ecuaciones seculares (3.26), serdn tomados para representar la energia del
correspondiente orbital molecular. Por esta razén reemplazamos a y por el simbolo € para denotar
a la energia. Asi, podemos escribir las ecuaciones seculares de una manera mas compacta, como
sigue:

(Hyr —€)er + > Hyges =0 r=1,2,...,n, (3.27)
S,SFET

una por cada orbital ¥, con energia €. Este conjunto de ecuaciones tienen soluciones no triviales, y
las podemos escribir como:

Hy—¢ Hyp -+ Hy o oo Hyy,
Hyy  Hypp—¢ --- Hy. - Hs,
: ; ' © =0, 3.28
H»,‘l HT‘Q . e H’I"?" — & oo H’/‘TL ( )
Hnl Hn2 Hm“ -Ernn*6

al cual es llamado determinante secular. Ahora renombremos a las ecuaciones (3.11) y (3.12) por:

Sy = /@%dT =1, (3.29)

Sps = /gi)rgi)sdT =0; con r # s. (3.30)

Luego podemos reescibir a [ U2dr de la ecuacién (3.13) usando la ecuacién (3.30) como:

/\Ifsz = Z 42 ZCTCSSTS, (3.31)

r r<s
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y por lo tanto la ecuacién (3.19) se escribiria ahora como:

D CHp +23, _ crcsHys
Yo +2> crCsSrs

(3.32)

Al calcular %,con r =1,2,...n de manera andloga a la representada en las ecuaciones de (3.19)
y (3.27) y otra vez reemplazando y por e, se puede obtener el siguiente conjunto de ecuaciones
seculares, andloga a la ecuacién (3.27):

(Her —€)er + > (Hps — €Spa)cs =0 r=1,2,...,n, (3.33)
S,SFET

Luego el determinante secular lo podemos escribir como:

Hyy—e Hig—¢S12 -+ Hy—eSy -+ Hip—€eS,

Hyy —eSy1  Ho—e -+ Ho—eSy -+ Hoypy—eSo,
: : ' : — 0, 3.34
Hyy—eS Hpp—€Sp - H,. —¢ ce H,, ( )

Hp —eSy Hpp—€eSna -+ Hpp —€Spr -+ Hpp — S

La notacién a-3

Los componentes de la matriz de algin Hamiltoniano efectivo, descrito anteriormente por la
ecuacién (3.6), los simbolos que se usaron para representar a estos componentes de la matriz del
Hamiltoniano son: H,, y H,s definidos en las ecuaciones (3.16) y (3.17).

Sin embargo, Hiickel y otros dieron los diferentes simbolos; para H,, usaremos «, que es cono-
cida como Integral de Coulomb, y para H,s se usara (3,5 que representa a la Integral de Resonancia
para el enlace entre los atomos r y s.

La integral de Coulomb «, (H,,), representa aproximadamente la energia de un electrén en un
orbital atémico, en presencia de los otros atomos del entorno molecular. Su valor debe ser cercano
al potencial de ionizacién del e~ en este orbital atomico en el atomo aislado.

La integral de resonancia f,s (H,s), representa aproximadamente la energia de un electrén interac-
tuando con dos nitcleos, e incluye la estabilizacion debida a esta interaccion.

Con esta notacién la Relacién de Rayleigh (energia) correspondiente a un conjunto de coeficientes
dados es:

. Zr C,%Oér + 2 Zr<s Crcsﬁrs
- R |
donde, en general, la segunda suma en el numerador consiste en pares de a&tomos, r y s, que no estan
en condiciones de involucrarse, asi como aquellos que si lo estan. La energia de un electrén en un
orbital molecular es en relacién con la fuerza de atraccién de electrones de los dtomos individuales en
la molécula {a, } y la de los diferentes pares de dtomos que comprenden {f,s}. Recordemos que [,

5 (3.35)
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es la integral del producto de los orbitales atémicos en el &tomo r con el resultado del Hamiltoniano
efectivo que actia sobre la orbita atémica centrada en el dtomo s, es decir,

Brs = / b Hpsdr. (3.36)

En la notacién a-f, el determinante secular descrito en la ecuacién (3.28) ahora seria:

ar—¢e P2 o P 0 B
P21 Q2 —& - Bor T Bon
: : : © =0, 3.37
Br1 Bra 0 ap—€ - Brn ( )
5711 /Bn2 Tt Bnr o O — €
y las r ecuaciones seculares quedaran expresadas como:
(p —€)er + Z Brscs =0 r=12,...,n. (3.38)

S,SF#T

En el caso de hidrocarburos conjugados Hiickel hizo las siguientes suposiciones y aproximaciones,
que ahora se conocen como las aproximaciones de Hiickel:

I. Las integrales de Coulomb «, se igualan al valor a para todos los dtomos de carbono.

11. Todas las integrales de Resonancia 3,5 se consideraran nulas si los atomos de r y s no son
adyacentes. Sin embargo si r y s son adyacentes, sus integrales de Resonancia se igualaran a

B.
Asi, el determinante secular en la ecuacién (3.37) quedaria expresada como:

a—¢€ I5] 0
I3 a—e

. ) = 0. (3.39)
0 0 e oau—¢€

Es conveniente dividir cada elemento del determinante por [ para obtener:

OéE&‘ 1 O
1 QEE e 0
. . =0 (3.40)
O O a[;&'

49



después de dividir entre § y definiendo que v = O‘T_s se tiene que
v 1 0
? ! "0 (3.41)
00 -

Los términos de la diagonal principal corresponden a cada uno de los atomos de carbono. El deter-
minante es simétrico con respecto a la diagonal principal. El orden de la numeracién escogida para
los atomos que intervienen en el sistema conjugado es irrelevante.

Dado que
a—¢€

'VZBa

los valores de energia de cada OM se expresan en funcién de « y 3, es decir,

e=a—7p.

Las integrales no se pueden evaluar exactamente dentro de la aproximacién HMO — 73, por lo que
son tratadas como parametros semiempiricos. Para calcular la energia total 7 del sistema se suman
las energias de cada orbital ocupado multiplicadas por el numero de ocupacion:

oc
=T __ m
5 —g e
o

siendo n,, el nimero de e~ en el OM p y oc el nimero OM ocupados

Damos a continuacién un ejemplo en el cual se aplica todo lo antes mencionado.

Ejemplo 3.1. Consideremos al sistema alilico y su representacién molecular

7 enlace

o erilace
0
1{=0
v
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Resolviendo lo anterior se tiene que:

(¥ =1) =y =0.
Entonces,

T = O)
Y2 = +\/§7
= —V2

Los valores de energia que se obtienen, los representamos en el siguiente diagrama:

— Ys(es=a—1P)
EnergiaT ————— Y9 (€3 = @)
Y1 (61 = a+7p)

Asi para el cation, el radical y el anién alilico:

ey =2e1=2a+ 21/28,
Ely = 2e1+ lep = 3o + 21/28,

gg—):261+282=40[+2\/§ﬂ.

~

La magnitud (3 es proporcional a la energia de enlace, en este ejemplo HM O las predice igual para
las 3 especies, lo cual no es cierto.

Calculo de coeficientes

El método de Hiickel trata los OM m como combinacién lineal de OA p,

U; = Z Cpi Di-
=1

Para cada OM
Vi = Ci1P1 + oo + -+ .

De modo que si conocemos los coeficientes, conocemos la contribucién de cada OA p al OM , lo
que es equivalente a conocer su forma. Esto permite calcular propiedades de interés quimico como
ordenes de enlace, cargas, etc. Para calcular los coeficientes se utiliza el determinante secular y las
energias de los orbitales que ya sabemos calcular.

Continuando con el analisis del Ejemplo 3.1 se observa que:

Ejemplo 3.2. Obtengamos los coeficientes y representemos todos los OM 7 del sistema alilico.
Con diagrama de energia
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— Ys(es=a—1P)
EnergiaT ————— Y9 (€3 = @)
Y1 (61 = a+7p)

donde,
T = 07

V2 = +\/§a
V3 =—v2.

Utilizando sus determinante secular

O =2

=2 =

2 OO
Il
=

notamos que:

yer +cg =0,
c1+vyc2+c3 =0,
ca +ve3 =0,
A+cd3+c=1.

Luego,

o = %% - %% 1 nodos

Y3 = St — %(]52 + 303 2 nodos

Y22

Calculo de propiedades

A partir de los coeficientes de participacién de los OA p en los OM 7 se pueden calcular ciertas
propiedades de interés:

Ordenes de enlace =
occ

Plapy = D miciaCin.

=1

Donde,
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Cia ¥ Cip son los coeficientes de participacién de los OA correspondientes a los atomos a
y b, en el OM i.

n; representa el niimero de electrones en el OM i.

La suma esta definida sobre todos los OM ocupados.
Para obtener el orden de enlace total se suma 1 por el enlace o.

P{a,b} = Pfra,b} + 1.

Densidad electrénica =:
occ

pa =D milcial-
i=1

Carga 7 efectiva:
g =Ta — Pg-

Donde 7, representa el nimero de electrones que el 4tomo a aporta al sistema de conjugacion.

Siguiendo con nuestro Ejemplo 3.1 podemos calcular sus propiedades como son: los ordenes de enlace
m, densidad electrénica m, carga 7 efectiva.

Ejemplo 3.3. Obtengamos los ordenes de enlace 7 y total, asi como la densidad electrénica 7 y la
carga 7 efectiva sobre cada atomo del sistema alilico con:

Y1 = 31 + %(Zb + 303,
tho = T\}i% —1%653, 1
V3 =201~ 7502+ 303

Con lo que concluimos:

Ordenes de enlace m Densidad electrénica w | Carga 7 efectiva

I _ occ . . T o occ |2 ¥ — ™
P{aab} - Zi:lnzczac"'b Pg = Zi:lnllcia dq = NMa — Pq

Ploy=2(55) +1(5)(0) = 0.71 pT=203+1F5)2=1 | ¢f=m-pl=
Py =171 P5=2(5P+10=1 | g=m-pf=0
Phay=2(53) +10)(= 55) =071 | pf =2(3)* +1(~ 5)? =1 ¢f =n3—pf =

P{273} — 171
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Es necesario recordar que el objetivo de este trabajo es encontrar una aproximacion del orden
de Hiickel para un par de dtomos ¢, j, através de métodos topoldgicos finitos. Este orden de Hiickel
es precisamente el orden de 7 anteriormente definido.

El método anterior junto con el programa Hiickel 3.1 de Oraxcel, el software libre SHMo2 y
con la aplicacién Hiickel.exe, los utilizaremos para verificar nuestros resultados.

3.4. Estructura de la topologia de enlace para sistemas
heteroatémicos.

Los sistemas heteroatémicos mejor conocidos como grupos funcionales son aquellos compuestos
organicos que no estan constituidos inicamente de carbono e hidrégeno. En este tipo de sistemas
podemos hallar también Bromo, Flior, Nitrégeno, Oxigeno, Boro y Cloro.

A continuaciéon damos una breve explicacién del Método de Hiickel para Sistemas Heteroatémi-
cos.

3.4.1. Tratamiento de compuestos conjugados con heteroatomos

Teniendo en cuenta su definicion, el parametro «, o integral de Coulomb, representa la energia de
un electrén en su propio atomo, mientras que el parametro §, o integral de resonancia, representa
la energia de un electrén entre dos atomos enlazados. Los elementos diagonales de la matriz de
Hiickel en sistemas con heterodtomos, (dtomos distintos al carbono y al hidrégeno), son diferentes
va que sus electronegatividades son también diferentes. Asimismo, los elementos no-diagonales,
relacionados con la integral de Resonancia, tienen que reflejar situaciones de enlace entre atomos
de distinta naturaleza. En el caso de heterodtomos, las integrales de Coulomb y de Resonancia se
definen en funcién de las del dtomo de C.

Definicion 3.1. Se le llama heteroatomo, a aquel atomo X diferente del carbono, que interviene
en el sistema de conjugacion .

Con lo cual es necesario modificar los parametros « y 8 correspondientes a las integrales de Coulomb
y de Resonancia. Para este caso, las integrales de Coulomb y Resonancia quedaran representadas
por ax v Box respectivamente.

Asi las integrales de Coulomb y Resonancia correspondientes al heterodtomo X y al enlace entre
este y un atomo de carbono se definen en términos de las integrales o y 8 del carbono segun:

ax = ac+ hxBec

Bex = koxBoc
Surge ahora el problema de establecer que valores de hx y kox se deben utilizar en cada caso partic-
ular. En la literatura se encuentran reportados valores diversos para un mismo tipo de heteroatomo

y tipo de enlace, dependiendo de los diferentes enfoques de la teoria de OM. Sin embargo cualquiera
de estos enfoques cumple con principios generales basicos.
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La magnitud de « esta estrechamente relacionada con la carga nuclear efectiva del heteroatomo.
La magnitud de [ esta estrechamente relacionada con la carga nuclear efectiva del heteroatomo.
En uno de los enfoques posibles se plantea que ax es proporcional a las electronegatividades del
heterodatomo y hx es proporcional a la diferencia de electronegatividades entre X y el carbono.

Hay que tener en cuenta que X puede contribuir al sistema de conjugacion con diferente nimero de
electrones, por ejemplo el oxigeno en el benzaldehido aporta 1 e~, mientras que en el fenol aporta
2e".

OH

Por su parte los valores de kcx dependen de las distancias de enlace C' — X, por lo que en general
se diferencian explicitamente los enlaces simples, dobles, triples y aroméaticos.
Los valores de hx y kox mas utilizados, los presentamos en Cuadro 3.1.

A la hora de plantear el determinante secular del Método HMO — 7, se hace teniendo en cuenta
las modificaciones necesarias y asumiendo el atomo 1 como el heterodtomo:

y+hx kox 0 --- O

kox N1 e 0
. ) . . |=0 (3.42)
0 0 o - v

El procedimiento para el calculo de coeficientes de participacion de los OA en los OM , de los
ordenes de enlace 7, la densidad electrénica 7, la carga 7 efectiva; para el caso de los hidrocarburos,
definido en el Capitulo 3; es también aplicable para Grupos Funcionales.
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Capitulo 4

Topologia de enlace.

Comenzando con una estructura representando una molécula, buscamos construir un espacio
topoldgico que represente esta estructura. Este problema no tiene matema&ticamente una tnica
solucién, existen varias formas adecuadas de asociar un espacio topolégico a una estructura dada y es
en gran parte un asunto de ingenio el construir un espacio que enfatice esos aspectos de la estructura
considerados como importantes. Esto es un poco diferente de la situacién usual encontrada en la
aplicacién de matemaéticas a problemas quimicos.

Hasta ahora la bisqueda de métodos exitosos para la construcciéon de topologias moleculares se han
concentrado en la adyacencia atémica como la caracteristica clave de la estructura. Especificamente
para un espacio topolégico molecular (X, 7)) el conjunto X es tomado para representar un conjunto
de atomos de carbono en el caso de hidrocarburos saturados o un conjunto de orbitales de carbéon
p, en el caso de un conjugado, el hidrocarburo no saturado, y 7 es derivado de los enlaces entre
estos atomos u orbitales implicados en la férmula estructural de la molécula.

Dado que los conjuntos abiertos son los bloques de construcciéon de un espacio topolégico y los
enlaces lo son para las estructuras moleculares, un paso natural es pedir que cada enlace sea un
conjunto abierto; esto es si p y ¢ son atomos enlazados, entonces nos preguntamos si {p,q} € 7. La
topologia més pequena en X para la cual esto serd cierto es la definida por la subbase consistente
de la coleccion de lazos de dos conjuntos. La topologia asi definida sobre una molécula es llamada
topologia de enlace [25], [26].

Dos tipos de anadlisis son posibles cualitativo y cuantitativo.

Las preguntas correspondientes a un espacio topolégico en el nivel cualitativo son:

;El espacio es conexo?
Si el espacio no es conexo, jde qué tipos de componentes consiste?
Hay distintas estructuras moleculares que son homeomorfas en esta topologia?

,Hay atomos en la molécula que son topolégicamente indistinguibles; es decir, es el espacio
no-1p?

Las propiedades combinatorias de las topologias finitas discutidas en el Capitulo 2 son la base
del andlisis cuantitativo de la estructura espacial. Especificamente, el nimero total de conjuntos
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abiertos, es decir, la cardinalidad de la topologia molecular que es una medida de la complejidad
estructural, mientras las cardinalidades de varios subespacios, tales como los relacionados con los
pares de dtomos adyacentes, son medidas de la estructura interna del espacio, por ejemplo, la fuerza
de adhesién(fuerza de enlace).

4.1. Construccién de la topologia de enlace

Los aspectos no métricos de las estructuras moleculares en el pasado ya han sido descritos en el

lenguaje de la teoria de graficas; donde los atomos y los enlaces entre ellos se representan con los
vértices y las aristas, respectivamente.
En este trabajo se presenta una descripcién alternativa de la teoria orbital molecular de Hiickel,
basada en los conceptos de la topologia de conjuntos. Especificamente, asociamos una molécula a
un espacio topolégico finito, donde el conjunto de puntos representa los orbitales atémicos y la
topologia describe las relaciones de enlace entre los atomos.

Como ya vimos en el Capitulo 2, los espacios topoldgicos finitos tienen una estructura rica en
propiedades combinatorias. El andlisis de esta estructura combinatoria para estos espacios topoldgi-
cos finitos serd la base fundamental para alcanzar el objetivo principal del trabajo, ya que esta
descripcién topolégica nos brinda algunos paralelismos sorprendentes con los resultados de la teoria
de orbitales moleculares. Restringiremos nuestras consideraciones en este capitulo a los sistemas 7
de hidrocarburos conjugados, como la ilustracién mas sencilla de los conceptos topolégicos.

Iniciamos considerando el conjunto X de los orbitales atémicos 7 y queremos construir una topologia
que refleje la estructura inducida a X por la conectividad atémica de la molécula. Esta conectividad
estd completamente descrita por la colecciéon S de conjuntos con dos elementos {i,j} los cuales
expresan la adyacencia, es decir, {i,j} € S si y sélo si los atomos i y j son adyacentes en el grafo
G asociado a la estructura molecular. En otras palabras

S = {{i,j}|i y j son adyacentes en G}.

S no es una topologia, ni una base para a una topologia, ya que la interseccién de dos elementos de
S no estd en S. Sin embargo, S es una subbase ya que la unién de todos los elementos de S es X.
A partir de este momento al escribir adyacencia atémica o simplemente adyacencia nos referimos a
conectividad atémica.

En términos de la teoria de grafos, la coleccion S es el conjunto de aristas E del grafo G(V, E) que
corresponde a la férmula estructural. Recuerde que en la topologia asi como la teoria de grafos,
la identidad quimica de los dtomos en la estructura no juega ningtun papel, y lo mas que podemos
recuperar de uno o del otro campo es el modelo de interconexiones atémicas y no la férmula quimica
completa. Comenzamos dando la definicién de topologia de enlace.
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Definicion 4.1. La topologia de enlace para la gréafica asociada a la estructura molecular estd defini-
da como la topologia mas pequena en el conjunto X de dtomos en la cual cada conjunto de un par
de atomos adyacentes es abierto. En otras palabras, la topologia de enlace es la generada por la
subbase S.

A la cotopologia correspondiente a la topologia de enlace le llamaremos cotopologia de enlace. Ob-
servaremos al final de este capitulo que la estructura de la cotopologia de enlace refleja algo muy
cercano a las relaciones dentro de la molécula.

Vamos a ejemplificar la definicién anterior para la molécula botadero, esta misma molécula la vamos
usar para ilustrar las posteriores definiciones y caracteristicas de la topologia de enlace.

Ejemplo 4.1. Calculemos la topologia de enlace para el botadero

1 2 G 3 4

El conjunto de dtomos es X = {1,2,3,4}, donde los conjuntos adyacentes son:
{1,2}, {2,3}, {3,4}.
Luego la subbase del espacio topoldgico es:
S ={{1,2}, {2,3}, {3,4}}.
A partir de esta subbase construimos su base
B = {@, {2}, {3}, {172}7 {273}7 {374}}7
y su base irreducible
B ={0, {2}, {3}, {1,2}, {3,4}}.
Por lo tanto su topologia de enlace es:

%ond: {(Z)a {2}a {S}a {172}’ {2’3}7 {3’4}7 {172’3}7 {2’374}7X}v

y su cotopologia de enlace esta dada por:

Toona = {0, {1}, {4}, {1,2}, {14}, {3,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, X}

Los elementos basicos en la topologia de enlace estan dados como en el Capitulo 1 por

Bp = ﬂ {p7Q}7

q€Ap
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donde A, es el conjunto de dtomos adyacentes a p. De lo anterior podemos escribir a B, de forma
mas simple

B, — {p} UA,, sipesdegrado 1;
? {r}, en otro caso.

Asi, en la topologia de enlace cada dtomo de grado mayor que 1 (cada atomo que no es terminal)
es un abierto dnico.

Encontremos los elementos basicos para la grafica asociada a la a molécula 2-metilpenteno.
Ejemplo 4.2. Para la molécula 2-metilpenteno los elementos basicos son:

Br={1,2}, Ba={2}, B3={3}, Bs={4}, Bs=1{4,5}, Bs=1{2,6}.

4.2. Estructura de la topologia de enlace para estructuras de
carbono.

Dada una estructura molecular y su grafo asociado, utilizando las propiedades definidas en el
Capitulo 1, obtenemos el digrafo asociado a esta molécula. Se analizard el digrafo obtenido y sus
componentes, para después clasificarlas y asi definir la topologia de enlace.

4.2.1. Estructura de grafo.

La estructura de los digrafos de la topologia de enlace son una consecuencia directa de los
elementos basicos dados en la seccién anterior. Los conjuntos de aristas de estos digrafos son escasos,
ya que los tnicos elementos bésicos comparables son aquellos que involucran a un atomo terminal
y al dtomo adyacente a este. Es decir, B, D B, si p es un dtomo terminal y ¢ es adyacente a p;
los elementos bésicos de cualquier otro par de dtomos son incomparables. Al construir el digrafo
asociado al grafo de un hidrocarburo, a partir de sus elementos bésicos B, se observa que los tinicos
componentes que podemos encontrar son cuatro [10], [25]. Especifiquemos estos distintos tipos de
componentes estructurales que se pueden encontrar en un hidrocarburo.

El digrafo de la topologia de enlace para un hidrocarburo general serd disconexo y constan sélo de
los siguientes cuatro tipos de componentes estructurales [25], [26], a los cuales les hemos asignado
un nombre para facilitar su uso:

° *—————0 —————0—<—0

’ ”
r S S

Figura 4.1: Componentes Estructurales
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Observamos de lo anterior que los espacios de la topologia de enlace son espacios normales; ya que
sus componentes estructurales constan solamente de un punto cerrado.

Analizando los cuatro tipos de componentes de la topologia de enlace, notamos que en general una
molécula tiene un maximo de siete tipos de atomos topoldgicamente diferentes. Estos siete tipos de
atomos los mostramos en la siguiente tabla:

Componente ) Tipo de
P Digrafo 1P
Estructural Atomo
r . T

— > o
s t S t
/
’ ° ° °
S s t ’
t//
"
7
S S” "
tl/ "

roon L. . ron L.
Cuadro 4.1: Donde 1, s,s ,s son vértices abiertos y r,t,t ,t son vértices cerrados.

Para un espacio general se denotard a la topologia de enlace por

21 ol
r'sis’s”,

’ ”n . . 3
donde k = 7,s,s ,s yd=(h,i,7,1) es el nimero de veces que aparece cada componente estruc-

tural en la topologia de enlace.

Continuando con el ejemplo de la seccién anterior, calculamos su topologia de enlace.
Ejemplo 4.3. Para el grafo del espacio del Ejemplo 4.2, tenemos que el digrafo asociado a su

topologia de enlace es:
6

TN

1 3 5
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Luego su topologia de enlace la representamos por rss’

Los dtomos de este tipo de espacios, son abiertos o cerrados (o ambos). Por tanto, estos espacios
con topologia de enlace son todos 7.
2

Para una cadena lineal de N dtomos, sus elementos bdsicos B, constan de un tnico elemento p,
excepto los dos atomos terminales para los cuales sus elementos basicos consisten de dos elementos,
esto implica la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1. Una cadena lineal de N dtomos (N > 3) tiene una topologia de enlace

rN4g2,

Cuando tenemos una molécula ciclica de N dtomos, todos sus elementos béasicos consisten de un
unico elemento. Asi, enunciamos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2. Una molécula ciclica de N dtomos tiene asociada una topologia discreta V.

4.2.2. Propiedades combinatorias de la topologia de enlace.

Con el fin de tener una mejor clasificacion de sus componentes estructurales y sea més facil
describir las propiedades quimicas de una molécula, en esta parte, se aplicaran algunas propiedades
combinatorias de los espacios topolégicos finitos sobre la topologia de enlace, descritos en el Capitulo
2.

Funciones generadoras.

Dado que los espacios de la topologia de enlace se componen de una variedad limitada de com-
ponentes pequenos, es posible reescribir de forma cerrada la mayoria de las expresiones de sus
propiedades combinatorias.

Para moléculas grandes que estan formadas por 4 o 5 dtomos, dar una lista de todos los conjuntos
abiertos y cerrados es poco practico. Afortunadamente para el analisis de las propiedades combi-
natorias, no necesitamos una descripcién tan detallada de su topologia, es decir, es suficiente el
considerar una enumeracién del niimero de conjuntos abiertos y cerrados de una cardinalidad dada.
Esta enumeracion es lo més conveniente para asociar formalmente la topologia y la cotopologia con
la funcién generadora de su grafo.

Comencemos con la expresion correspondiente a la funcion generadora para la totalidad de conjuntos
abiertos o cerrados.

Definicion 4.2. La funcion generadora para la totalidad de conjuntos abiertos o cerrados es

| X
Fo(r,s,8,s ;2) = ZN]@Z‘j, (4.1)
§=0
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N Ja es el nimero de conjuntos del tipo a con cardinalidad j, con a = o, ¢, donde o representa a los
abiertos y ¢ a los cerrados; | X| es el nimero de 4tomos en la molécula.

Por los resultados del Capitulo 2, Seccién 2.4, sabemos que cada componente del espacio contribuye
con un tunico factor a la funcién generadora, de manera que podemos reescribir la férmula (4.1)
usando el Corolario 2.9 como:

Proposicién 4.3. La funcién generadora del espacio a través de sus componentes estd dada por:

"

Fy(r, s, s, s”) = Fy(r;2)"F,(s; z)iFO(s'; 2)F,(s ;2), (4.2)
donde F,(k; z) es la funcion generadora de conjuntos abiertos para una componente del tipo
k= (r,s,s,s"), h es el nimero de dtomos de tipo 7, i del tipo s, j del tipo s’ y | del tipo s".

Comencemos construyendo F,(k; z). Cuando todas las intersecciones de los elementos de la subbase
se consideran en la formacién de la base, los inicos conjuntos nuevos que resultan son los conjuntos
que estan formados por un tinico elemento, estos conjuntos representan a todos los a&tomos no termi-
nales, es decir, &tomos implicados en al menos dos enlaces. Para cualquier conjunto de cardinalidad
2, donde sus dos elementos estan presentes en la base como conjuntos que consisten de un elemento,
pueden ser eliminados de la base sin afectar a la topologfa.

Los 1inicos conjuntos formados por dos elementos que permaneceran en la base irreducible son aque-
llos que consisten de un atomo terminal y del dtomo con el cual tienen un enlace. Asi cualquier
4tomo que no es terminal ni el vecino més cercano a un dtomo terminal, contribuird con un factor
(14 z) ala funcién generadora ya que aporta 1 a la cardinalidad de la unién de los conjuntos bésicos
si estd incluido y 0 en otro caso; a estos atomos ya los designamos anteriormente por r. Si hay h de
estos elementos, todos contribuyen con un factor (1 + 2)* a F,(k; 2).

De la base irreducible y como ya se mostré en la figura 4.2.1 podemos establecer que existen tres
tipos de dtomos terminales [25], [30]:

i) Una terminacién simple, en la cual un atomo terminal ¢ tiene un enlace con un atomo s que
no se encuentra unido a ningdin otro atomo terminal.
Para esta terminacién, los conjuntos que aporta a la base irreducible son {s} y {¢,s}, que
contribuyen con 0, 1 o 2 a la cardinalidad de la unién de los conjuntos basicos y con un factor
1+ 2+ 2% a Fy(k;2).

ii) Cuando los dtomos terminales ¢} y t5 estdn enlazados a un mismo atomo s”.
Los conjuntos de la base irreducible en los que intervienen estos dtomos son {s'}, {s,t}},
{s,th} {t},s",t4} y por lo tanto contribuye con conjuntos de cardinalidad 0,1, dos de cardi-
nalidad 2, o uno de cardinalidad 3, que corresponde al conjunto {s',#;} N{s',th} = {s, ¢}, t5}.
Entonces, el factor correspondiente de F,(k; z) es (1 + z + 222 + 23).
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i) Cuando tres dtomos terminales ¢/, t§ y t5 son adyacentes a un mismo dtomo s”. Los conjuntos
de la base irreducible {s"}, {t{,s"}, {t5,s"}, {t5,s"}, {t],s", 15}, {t],s", 15}, {t5,s", 15} v
{t],s" 5,5}, que son de cardinalidad 0,1,3,3 o 1, respectivamente por cada tipo. Aportan el
factor (1 + 2+ 3z + 323 + 2%) a F,(k; 2).

En conclusién, después de la inspeccién anterior a los digrafos asociados a cada una de las compo-

, ’ ” . . .
nentes de la topologia de enlace, se observa que F,(k;z) para k = (r,s,s ,s ) tiene la siguiente
forma :

k Fy(k; z)

T 1+2,

s 1+ 2z + 22,

s 142+ 222 4 23,

V)

1424322 +323 4+ 24,

Asi, se puede reescribir 4.2 como:
Fy(rys,8,8 : 2)=(1+2)"A+24+22) (1 +24+22+ 22 (1 +2+322 4322+ 200 (4.3)
Proposicion 4.4. La cardinalidad de una topologia de enlace en general rhsisljs'/l es
F,(r,s,8 ,s ;1) = 2"3+257,
Demostracion. Utilicemos la ecuacién 4.2 para z=1, luego
Fy(r,s,8,8 1)=1+1)"04+1+1)1+1+2+1)71+1+3+3+1),

= 2h3i5igl = ohg3it2l5J

Analicemos que pasa con la funcién generadora para los conjuntos cerrados.

Proposicion 4.5. la funcion generadora de conjuntos cerrados tiene la forma
F.(r, s, s,s": z) = 2"F,(r, s, s,s 27 h,
conn=h+2i+ 35+ 4.

Demostracion. Usando el Teorema 2.9 y al observar que cada conjunto cerrado de cardinalidad &
corresponde a un conjunto abierto de cardinalidad n — k, es decir, N = N?_, se obtiene que la
funcién generadora de conjuntos cerrados tiene la forma

7 ” ’ ”

F.r,s,8,8 ;2) = 2"F,(r,8,8 ,8 ;2 1),

conn=h+2i+ 35+ 4l. 0
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Asi, los factores para los conjuntos cerrados de Fi(k;z) para k = (7, s, s , s") son:

k F.(k;z2)

T 14z,

s 14 24 22,

s 14224 2%+ 22,

s’ 14324322+ 22+ 24

Ademsds de las funciones generadoras para la totalidad de conjuntos abiertos y cerrados, también
podemos derivar facilmente las funciones generadoras para los conjuntos abiertos o cerrados que
contienen a un subconjunto dado S C X. Del Capitulo 1 se sabe que la coleccién de conjuntos
abiertos es:

{SUAJAeT(X -59)},
de quien su funcién generadora esta dada por
z‘g‘FO(X -5 z).
De la misma manera, la coleccién de conjuntos cerrados que contienen a S es
{SUAAeT*(X - 95)},

con funcién generadora

ZG‘FC(X - S;2).
La funcién generadora de un subconjunto, es obtenida de la funcién generadora del espacio completo
substituyendo para cada componente k = (r, s, s/, s”),

Fy(k; z) — %S (k — §; 2),

F.(k;2) — 2*SIF (k-3 2).

Para los conjuntos abiertos o cerrados, el andlisis de la contribuciéon de los 4 tipos de atomos
{r}, {s,t}, {s,t),th}, {s",t],¢5,t4} a F,(S;z) (a = o,c) sigue la misma linea como la mencionada
anteriormente para Fy(k; z). Por ejemplo, para Fy(7;2) un dtomo del tipo r estd siempre presente
en cada union de los conjuntos basicos y por lo tanto estos atomos juntos contribuyen con un factor
de 2(1 + z)"~! a la funcién generadora.

u un su ju u i u u ju

Luego, para un subconjunto que consiste de un solo elemento y para subconjuntos de dos elementos
que corresponden posiblemente a un par de dtomos adyacentes, su funciéon generadora puede ser
expresada de la forma:

Za+25+3'y+46F(,’,; Z)hiaF(S; Z)iiﬁF(Sl; Z)jf'yF(S”; Z)lié,

para conjuntos abiertos o cerrados. Los valores de los exponentes «, 5, 7, ¢ para los diversos tipos
de subconjuntos que pueden existir se presentan en la siguiente tabla.
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Exponentes para las funciones
generadoras de subconjuntos
Abiertos Cerrados

Conjunto a B v 6 a B v 0
r 1 0 0 O 1 0 0 O

S -1 1 0 0 0o 1 0 0

t 0 1 0 0 -1 1 0 0

s 2 0 1 0 0 0 1 0

t -1 0 1 0 0O -1 1 0
s" 3 0 0 1 0 0 0 1
t’ -2 0 0 1 0 0 -1 1
{r,r} 2 0 0 0 2 0 0 O
{r, s} 0 1 0 0 1 1 0 O
{r,s'} -1 0 1 0 1 0 1 0
{r,s"} 2 0 0 1 1 0 0 1
{s,t} 0 1 0 0 0 1 0 0
{s,s'} 3 1 1 0 0 1 1 0
{s,5"} -4 1 0 1 0 1 1 1
{s',t'} -1 0 1 0 0 0 1 0
{s', 5"} 5 0 1 1 0 0 1 1
{s",t"} 2 0 0 1 0 0 0 1

Ejemplo 4.4. Considérese el enlace {2,4} del espacio topoldgico para el cual su digrafo es

del cual sus elementos bésicos son:
By ={1,2}, By=1{2}, B3={2,3}, Bs={4}, Bs;=1{5}, Bs={5,6}.

La topologia de enlace para esta molécula es rss’, de la que el grafo asociado es

1
)2 5\
L]
3 4 6
s r s
con funciones generadoras

Fok:z) = (14+2) 1424221+ 24222+23) (4.4)
F.(k;2) (14 2) 1+ 24 22)(1 + 22 + 22 + 223) (4.5)
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El enlace {2,4} es del tipo {r, s/}, entonces
F,({2,4}) = 22(1 4+ 2)*(1 + 24+ 2?), donde a= -1, y=1.
Similarmente, para los conjuntos cerrados

FC({274}) = 24(1 +z+ 22), donde a=1, v=1.

Enlaces topoldgicos de pesos en un sistema w-electron.

Dada una molécula y habiendo construido su topologia de enlace, nos preguntamos: ;Con esta
topologia podemos extraer informacién interesante para la quimica? En esta seccién nos concen-
traremos en explorar esta cuestiéon con respecto a los patrones de enlace, en los sistemas m-electron.
Es decir, tomamos el conjunto basico X para representar los orbitales p, de hidrocarburos conjuga-
dos y buscamos una medida topolégica para saber hasta que punto cada par de dtomos adyacentes
contribuye a la topologia del espacio total, esta medida la queremos comparar con los 6rdenes de
los m-enlace de la teoria de orbitales moleculares [20]. La medida més evidente de la contribucién de
un par de atomos adyacentes al espacio no es mas que la fracciéon de conjuntos abiertos (o cerrados)
que contienen al par de atomos. Elegimos la fracciéon en lugar del ntimero total de conjuntos, ya que
el orden de enlace debe ser un niimero entre 0 y 1.

Ahora analicemos los patrones de los enlaces en un sistema mw-electron.

Definicién 4.3. El orden de un enlace topoldgico [6], [7], [25], [26], es la contribucién de un par
de dtomos adyacentes dados al espacio, o bien la fraccién de conjuntos abiertos (o cerrados) que
contienen a este par de dtomos y es por ello que su valor oscila entre 0 y 1. Asi, su funcién esta
dada por

ma({i,5}) = me({i,31)/IT]  con a=o,¢;

donde ny({7,j}) es el nimero de conjuntos del tipo a (abierto o cerrado) que contenga a {i,j}.

Con esto podemos reescribir a m,({7,7}) en términos de las funciones generadoras, el total de
conjuntos son obtenidos por asignar z = 1,

Wa({iaj}) = Fa(Xv {Zaj}» 1)/Fa(X> 1)'

Calculemos el orden de enlace para la cadena atémica lineal C), Hy42.

Ejemplo 4.5. Para el polieno lineal C,, Hy, 2,

y su topologia de enlace esta dada por el digrafo
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que es 7" 4s%. El enlace {1,2} es del tipo {s,t}, y

22(1+ 2)" 41 + 2 + 2?)
(1+2)4(1+2+22)2 |,

mo({1,2}) = me({1,2}) =

)

el cual es independiente del valor de n.

Esto ilustra una caracteristica general de la topologia de enlace, donde la fraccion de conjuntos
abiertos o cerrados que contienen un enlace determinado depende sélo del tipo de los enlaces y no
se ve afectada por el tamano o la estructura del resto de la molécula. Esta medida no satisface
las caracteristicas de la quimica que deseamos calcular, como el orden de enlace de Hiickel; por
lo que buscaremos una méas adecuada. Una medida alternativa para el enlace, surge de observar
que 7,({7,j}) se puede interpretar como la probabilidad de seleccionar al azar un conjunto abierto,
considerando que cada conjunto abierto tiene la misma probabilidad de ser escogido, y este conjunto
contendrd a {7, j}. Proponemos ahora que la probabilidad de escoger un conjunto abierto sea pro-
porcional a su cardinalidad, esto es: m,({i,7}) puede ser interpretado como la probabilidad que un
conjunto abierto, seleccionado aleatoriamente, contenga a {i, j}. Definamos a p,({i,j}) de manera
formal.

Definicion 4.4. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto abierto que contenga
al enlace {i,j} es

po{i,51) = Y 10nl/D_|Oul,
OnD{i,j} n

donde T ={O,|n=1,2,...,|T|}.
Asi, la probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto cerrado que contenga al enlace {3, j}

pc({ihj}) = Z ‘Cn|/Z|Cn’7

Crn{ij}
donde T* ={Cyh|ln=1,2,...,|T*}.

Estas probabilidades ponderadas de cardinalidad son calculadas con facilidad a partir de las fun-

ciones generadoras
RS

Fa(s7z):ZN]a(S)Z] (a:070)7
=0

donde NV ]“(S ) es el numero de conjuntos abiertos o cerrados de cardinalidad j que contienen a S C X.
Donde F,(S;z) = F(0; z). Por ejemplo,

d
Z O] = %FO(S’Z)

SCOx,

d
Y ;On‘ = %FO(Z)

z=1
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Por lo anterior podemos reformular la Definicién 4.4 como:

Definicion 4.5. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto abierto o cerrado que
contenga al enlace {i,j} es

pa({is}) = Fo({i, j}; 1)/ Fo(1)

con a = o, c.

La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto cerrado que contenga al enlace {3, 7},

PF, ;y» es aproximadamente el doble del valor de pe({i,7}), es decir,

P{Z‘J} = 2pc({iaj})a

ya que el nimero de electrones que intervienen en el Orbital Molecular es 2.

Usemos la cadena atémica lineal C, Hy 2, para ilustrar las observaciones anteriores.

Ejemplo 4.6. Para los polienos que tienen las funciones generadoras,
Fo(z) = F.(2) = (1+2)" 11 4 2 + 22)%,

Fy({1,2};2) = Fu({1,2}12) = 22(1 4+ 2)" 41 4+ 2 + 22),

para el cual ) /
pa({i,j}) = F ({i,j};1)/F (1) (a=o0,¢)
= (n+2)/3n.

Por 1ltimo, daremos un ejemplo, en el cual se ilustren los principales resultados de este capitulo.

Ejemplo 4.7. La molécula

1
2 5
3 4
tiene la topologia de enlace ss':
1
5
3 4
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Las funciones generadoras son:  Fy,(2) = (1 + 2z + 22)(1 + 2 + 222 + 23),

F,({1,2};2) = z2(1+z)(1—|—z—/%z2) ({s','} enlace),
Fo({2,4};2) = 22(1 4+ 2)3  ({s,s} enlac§),/
Fy({4,5};2) = 22(1 4+ 2+ 222 +23)  ({s,t } enlace),
Fo(2) = (14 2+ 22)(1+22+ 22+ 23),

Fe({1,2};2) = 22 (1 + 2 + 27%),

F({2.4}2) = 2,

F.({4,5};2) = 22(1 + 22 + 2% + 23),

para lo cual
po({1,2}) =0.538,  po({2,4}) =0.718,  p,({4,5}) = 0.462,

pe({1,2}) =0.333,  p.({2,4}) =0.139,  pc({4,5}) = 0.472.
El orden de enlace de Hiickel para la molécula es:
P{ﬂm} = 0.653, P,EEA} = 0.383, P{ls} =0.924.
Recordemos que el valor de Pg j} 8 aproximadamente el doble del valor de p.(i, j).
A continuacién presentamos una tabla en la cual comparamos los valores del orden de Hiickel que se

obtienen con los softwares mencionados anteriormente con los que se obtienen utilizando el método
aqui presentado.

Hidrocarburo Enlace Tipo de enlace Orden de enlace Orden de enlace
(2,3) topolégico Hiickel topolégico Hiickel

P (12) st 1.000 0.894
ad (23) ss 0.444 0.447
(12) st 0.889 0.871
NN () rs 0.500 0.483
(34) rr 0.667 0.785
(12) st 0.889 0.871
| (23) ss 0.370 0.301
N (34) rs 0.500 0.388
(45) rr 0.667 0.785
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. Enlace Tipo de enlace Orden de enlace Orden de enlace
Hidrocarburo

(¢,7) topolégico Hiickel topoldgico Hiickel
(12) rr 0.750 0.707
rr . .
(12) 0.667 0.667
PN (12) st 0.857 0.707
st . .
(12) 0.933 0.789
(23) rs 0.533 0.577
(12) st 0.667 0.653
(23) ss' 0.278 0.383
(34) st 0.944 0.924
(12) st 0.857 0.756
, (23) rs 0.476 0.513
al (34) ss 0.349 0.325
(45) st 0.857 0.881
(12) st 0.857 0.833
(23) rs 0.476 0.500
(12) st 0.500 0.577
(12) st 0.629 0.667
(23) s's' 0.171 0.333
(12) 't 0.621 0.616
(23) rs' 0.345 0.470
(34) rs 0.506 0.616
(45) st 0.897 0.761
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. Enlace Tipo de enlace Orden de enlace Orden de enlace
Hidrocarburo

(¢,7) topolégico Hiickel topoldgico Hiickel
v (12) st 0.889 0.724
e (23) rs 0.500 0.447
(12) rr 0.833 0.770
(12) T 0.700 0.681
(12) st 1.000 0.758
(23) rs 0.583 0.453
(34) rr 0.750 0.818
(12) st 0.889 0.832
(23) 5 0.370 0.385
(12) st 0.933 0.725
(23) rs 0.533 0.555
(34) ss 0.400 0.362
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Capitulo 5

Topologia de Enlace para grupos
funcionales

Al igual que en el Capitulo 3, basaremos nuestro andlisis en el estudio de algunas propiedades
combinatorias de la topologia de enlace asociada a una molécula. En este capitulo mostraremos la
manera de calcular el orden de Hiickel para los sistemas heteroatémicos; a través de su topologia
de enlace. Este método serd una generalizacién del presentado en el Capitulo 3 y es la principal
aportacién de esta tesis.

5.1. Construccion de la topologia de enlace para grupos
funcionales

Los orbitales atémicos 7 los representaremos a través del conjunto X, y las conectividades atémi-
cas con la topologia de enlace.
Como lo hicimos en el capitulo anterior, para asociar una topologia de enlace a una molécula,
necesitamos construir su digrafo. Antes de analizar el digrafo asociado, presentamos los distintos
componentes quimicos de los sistemas heteroatémicos que estudiaremos, asi como su representacion
topoldgica que le hemos asignado.
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Componente Elemento Grado No. de electrones
Quimico de enlace de enlace
T carbono 1 1
o- oxigeno 1 1
o: oxigeno 1 2
fo¥ oxigeno 1 36+
n- nitrégeno 1 1
n: nitrégeno 1 2
ns nitrégeno 1 36+
s carbono 2 1
p- oxigeno 2 1
p: oxigeno 2 2
P+ oxigeno 2 36+
u- nitrégeno 2 1
u: nitrégeno 2 2
Ut nitrégeno 2 36+
s carbono 3 1
p: oxigeno 3 2
P oxigeno 3 36+
u: nitrégeno 3 2
U+ nitrégeno 3 36+
s carbono 4 1
uL nitrégeno 4 36+

Al construir el digrafo asociado a la molécula, notamos que este es disconexo y consta de un
nimero especifico de componentes estructurales. Al observar el digrafo obtenido de cada sistema
heteroatémico a estudiar, vemos que todos los, atomos internos adyacentes a un dtomo terminal
generan una componente de un unico elemento. Los diferentes tipos de estas componentes graficas
las presentamos en la siguiente tabla:

Componente Digrafo 'I:ipo de
Estructural Atomo
r » r
O- 00. 0-
O: 00: 0O:
O+ 0.+ O+
n- ’]’.L~ ne-
n: ﬁ: mn:
T+ 7’.l+ n+

Cuadro 5.1: Donde cada dtomo T, 0%, 0%, 0+, M+, N, n+ son topolégicamente abiertos y cerrados al mismo tiempo.

Para los dtomos terminales, al igual que en el capitulo anterior encontramos tres diferentes tipos:
I. Un atomo terminal adyacente sélo a otro datomo. En la siguiente tabla presentamos
detalladamente cada una de las distintas componentes graficas de este tipo, que podemos
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encontrar de la digrafica asociada a una molécula.

Componente Digrafo Tipo de
Estructural Atomo
S
> o
s to S tO
0-S
*———>——0
08 t1 0-8 t1
0:S
*———>——0
0:8 to 0:8 t2
0+S
*———>—0
05 t3 048 ts
> o p-
p t4 p- t4
*———>——0 p
p ts p: ts
[ — p
p te p: te
P+
*———>—0
p+ tr D+ t7
[ ——) p+
P+ ts D+ tg
— b+
D+ to D to
U
u o ———————0
t10 u- t10
us:
o ——————0
u t11 U: tll
> u:
u t12 Uz t12
U+
> o
U+ t13 U+ t13
. U+
U+ t1s Ut tia
e e U+
U+ ti6 U+ t15
O U+
. *———>———0
O-U+ t14 0 U+ tlﬁ

Cuadro 5.2: Donde los dtomos S, 0°S, 018, 0+S, P+, P, D+, U+, UL, U+, O*u+ son topolégicamente abiertos y to, t1, t2, t3, ta,
ts, te, t7, tg, to, t10, t11, t12, t13, t14, t15, t16 son topolégicamente cerrados.
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1. Un atomo terminal adyacente a otros dos atomos que no son adyacentes entre

ellos.

Componente ) Tipo de
P Digrafo P
Estructural Atomo

/
s’ o M . >
/
to s to t6
p-s’
’ ° Py ° /
p-8 t ps # 4
1y
p:s'
[ —— - ) /
p:s th p:s’ ts t?
ty
p+s
/ ° /
p+s th prs’ t 5
6
p-p:s’
. -SI —— - e ———» t/
p-p: ty pp:s’ t 7
tg
p’
’ > o < o N
P th p t A
/
P ! ’ 7 ’ A
N /
tg p: tio 11
/
p+’ A b
+ / ’ / /
t11 P+ t11 t1
/
P+
P+ 7 7 / /
11 P+ 12 12
J
u’ . ., * %
t13 u: t13 ti3
u’ ¢ > <8 uy’
* t/14 us’ t/14 /14
u / [ E——— u+l
* 4 us’ ths s
pu+’
’ . ° ° /
bt tis pus tir t,w
t17

Cuadro 5.3: Donde los dtomos s, ps’, p:s’, p+s’, pp:s’, pi’, p+', u’, ut’, prut’ son topoldgicamente abiertos y ¢4, !, t,,
p p p pp b, p p polog Y tgs U1y Uy
th, th, tL, tg, th, tg, th, thg, thys thas ths, thy, ths, the » th, son topolégicamente cerrados.
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1. Un atomo terminal adyacente a tres atomos que sélo son adyacentes con él.
Mostramos todas las componentes estructurales que cumplen con lo anterior, dando su repre-
sentacién topoldgica y el nombre de cada uno de sus elementos.

Tipo de
Atomo

Componente
Digraf
Estructural 1grato

1"
to
" S

"
tO

"
" "
to to

1"
|24

p-s
1ot 7
tl

"
t2

ty ty
ps

"
t3
"
ty

ty ty

”
ts
N
b+'s
P+ S 14 5
+ "

tg

ty ty

Cuadro 5.4: Donde los dtomos s, p-'s”, pi's”, p+'s', p-'p:'s' son topolégicamente cerrados y ty, t, ty, ty, ), tl, td, i,

ty, tg son topolégicamente abiertos
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Componente Dieraf Tipo de
igrafo ,
Estructural Atomo
i
p/pi s
Y t,7/
p-p:s "
8
t//
t// t// 9
7 9
t1o
"
” U+
U+ t”
wy’ 10
1o t1o
t1o
"
" U+
U+ "
U+N 11
1o 1
t10
"
” U+
U+ "
U+N 12
t1o 11
114
Dl
1, M "
P u+ s t13
tll
14
i1 13

Cuadro 5.5: Donde los dtomos u+", p-'u+" son topolégicamente abiertos y tfo, t11, thy, tYs, tY4 son cerrados.

Conociendo todos los componentes estructurales que le podemos asociar a un sistema heteroatémico,
ya podemos definir la topologia de enlace para los grupos funcionales. Esta topologia de enlace
esta definida de la misma manera que en el Capitulo 3 y de la misma forma que en ese capitulo
construiremos su representacién simplificada.



Hemos visto que el nimero de componentes de graficos en esta topologia es mayor que la descrita
en el capitulo anterior, por ello es necesario denotar de una manera simplificada la representacion
de esta topologia de enlace.

Para esto definimos las siguientes listas ordenadas, que representan a los distintos componentes
estructurales que podemos encontrar en nuestra molécula. Cabe mencionar que estos componentes
han sido agrupados dependiendo el ntimero de 4tomos que acttian en ellos:

Sean

k1 ={r, o, 0:, 0+, n-, Nz, Ny},

k2 = {s, o-s, 0:s, 08, p-, p:, P+, U-, U, Uy, O-U4},

k3 = {s', p-s’, p:s’, p+s’, p-p:s’, p!, p/, w!, w, pu'},

k4 — {8//7 p',8”7 p:Il’ p+,8,,, Z)./1):ISII’ u+ll, p_/u+ll}.

Y sus superindices agrupados de la misma forma en listas ordenadas, es decir, el superindice de r
es exclusivamente hi, el de o- es hy y asi sucesivamente con los demés componentes.

h = {hi, ho, h3, ha, hs, hg, h7},

i = {i1,12,13,14, 15, I, 17, 18, 19, 110, 411 }'»
J = 1{J1, J2; J3, Ja, 35, Je. Jr Js Jo, j1o},
l={ly,12,13,l4,15,16,l7}.

Luego para un espacio heteroatémico en general se denotard a la topologia de enlace simplificada
or: o

P k1"k2'k37k4’,

donde k= (h,i,j,1)

es el nimero de componentes de k = k1, k2, k3, k4.

5.1.1. Propiedades combinatorias de la topologia de enlace.

Para los sistemas heteroatémicos se tienen que considerar otros parametros quimicos, parte de
su estructura gréfica; ya que en este tipo de moléculas los tipos de enlace ya no son unicamente
carbono-carbono. Estos pardametros son: el parametro hx, o Integral de Coulomb, que representa la
energia de un electrén en su propio atomo, mientras que el parametro K xy, o Integral de resonancia,
representa la energia de un electrén entre dos atomos enlazados. Los elementos diagonales de la
matriz de Hiickel (3.42) en sistemas con heterodtomos (dtomos distintos al C), son diferentes ya
que sus electronegatividades son también diferentes: cuanto mas electronegativo sea un atomo tanto
més estable serd su electréon. Asimismo, los elementos no diagonales, relacionados con la integral de
resonancia, tienen que reflejar situaciones de enlace entre atomos de distinta naturaleza. En el caso
de heteroatomos, las integrales de Coulomb y de resonancia se definen en funcién de las del atomo
de C, estos valores ya han sido presentados en la tabla anexa.

79



Funciones generadoras.

Como ya hemos analizado en el Capitulo 3, para moléculas de mas de 3 dtomos es muy com-

plicado dar una lista detallada de todos los conjuntos abiertos y cerrados del espacio topoldgico
asociado.
Asi que nuevamente recurrimos a estudiar las propiedades combinatorias de este espacio sin necesi-
dad de dar una descripcién detallada de la topologia. Para ello sélo serd suficiente enumerar a los
conjuntos abiertos y cerrados con cierta cardinalidad, para que podamos asociar la topologia y la
cotopologia a la funcién generadora de la gréfica.

Iniciamos dando la definicién de funcién generadora para la totalidad de conjuntos abiertos o
cerrados para la topologia de enlace de un sistema heteroatémico

Definicion 5.1. La funcion generadora para la totalidad de comjuntos abiertos o cerrados para un

sistema heteroatémico es
|X]

Fa(k;z) =) N{(z = ha)?, (5.1)
j=0

N7 es el numero de conjuntos abiertos o cerrados de cardinalidad j y hg es la Integral de Coulomb
para el elemento k, donde x es el punto abierto de la componente conexa; para los puntos que no
son abiertos sélo se considera el factor z.

Dado que cada componente del espacio contribuye con un factor de la funcién generadora y haciendo
uso del Corolario 2.9, podemos reescribir (5.1), con lo cual se demuestra el siguiente corolario:

Proposicién 5.1. La funcién generadora de cada componente del espacio estd dada por:
Fo(k; z) = I1F, (k1; 2)MIF, (k2; 2)'11F, (k3; 2) 11F, (k4; z)!

donde F,(k;z) es la funcion generadora de conjuntos abiertos para una componente del tipo k
definida en la seccion anterior.

Inspeccionando los digrafos correspondientes a las componentes de la topologia de enlace de un
sistema heteroatémico, se observa que F,(k; z) tiene la siguiente forma:

k1 F,(k1;z) Folkl; 2)
desarrollada

T 14 2, 14 2,

o- 14 (2+0.97) 1.97 + z,

o: 1+ (z +2.09) 3.09 + z,

0+ 1+ (2 +2.5) 3.5 + z,

n- 1+ (z+0.51) 1.51 + z,

n: 1+ (2 + 1.37) 2.37 + 2,

o 1+ (z+2) 3+ 2.
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Fo(k2;2)

k2 Fo(k2;2) desarrollada

s 14 2+ 22, 14 2+ 22,

0-s 1+ 24 2(2+0.97) 1+1.972 + 22,
0:s 1+ 2+ z(z+2.09) 1+3.09z + 22,
0.8 1+ 24 2(z+2.5) 1+3.52+ 22,

p- 14+ (240.97) + 2(2 +0.97) 1.97 + 1.972 + 22,
p: 1+ (2 +2.09) + z(z + 2.09) 3.09 + 3.092 + 22,
D+ 14+ (2+42.5) + 2(2 +2.5) 3.5+ 3.5z + 22,
u- 1+ (2 +0.51) + 2(z + 0.51) 1.51 4+ 1.512 + 22,
u: 14 (2 +1.37) + z(2 + 1.37) 2.37 +2.372 + 22,
o-u: 14+ (2+1.37) 4+ (2 +0.97)(2 + 1.37) 3.6989 + 3.342 + 22.
Ut 1+ (z+2)+2(2+2) 3432+ 2%
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Aligual que en el capitulo anterior, la funcién generadora de conjuntos cerrados la podemos calcular
a través de la funcion generadora de conjuntos abiertos por:

Fu(k;z) = 2" Fy(k; 27 ).

Asi los factores de conjuntos cerrados son:

k1 Fo(k1; 2)
desarrollada

T 14 2,

o- 1+1.97z,

o: 1+ 3.09z,

o, 1+ 3.5z,

. 14+ 1.51z,

n: 14237z,

T4 1+ 3z.

Fo(k2;2)

k2 desarrollada
s 14 2+ 22,
0-s 141.97z + 22,
0:s 1+3.09z + 22
0.8 1+ 3.52 + 22,
p- 1+1.972 + 1.9722,
p: 14 3.09z + 3.0922,
D+ 1+ 3.5z + 3.522,
u- 1+ 1.51z 4 1.5122,
u: 1+42.372 4 2.3722,
o-u: 1+ 3.342 + 3.698922.
Uy 14 3z + 322,
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Fo(k3;z)

k3 desarrollada

s’ 1424 22+ 23,

p-s 142972+ 1.9722 + 23,

p:s 14 4.09z + 3.0922 + 23,
p+S 143524 4.52% + 23,
p-p:s’ 1+5.06z + 6.083722 + 23,
p: 14 4.092 + 5.1822 + 3.0923,
ps’ 1462+ 3.52% + 4.523,

w: 14 3.372 + 3.742% + 2.3723,
Uy 144z + 522 + 323,

puy 1+4.972 +7.912% + 4.9425.

k4 Fy(k4; 2)
desarrollada
s” 142 +322 4323 + 24,
p-'s" 1+43.972 + 4.942% + 1.9723 4 24,
p!’ 1+5.092 + 7.182% + 3.0923 + 24,
p+'s” 14 5.52 + 822 +3.523 + 24,
p-'p:’s"” 1+ 6.062 + 11.1472% + 6.087323 + 2%,
u”’ 14524922 + 723 + 324,
pus" 14 5.972 4+ 12.8822 + 5.972% + 324

Para un subconjunto que consiste de un sélo elemento y para subconjuntos de dos elementos que
corresponden posiblemente a un par de atomos adyacentes, su funciéon generadora para sistemas
heteroatdmicos puede ser expresada de la forma:

2V F(k1; 2) % F(k2;2) P F (k3 2) e F(kd"; 2)! %, (5.2)

donde

con

6 10 9 6
v=> aa+2) B+3) ve+4) datnp
a=0 b=0 c=0 d=0

0,

Kex (7Y - F)%,

~Bex(rg - Py,

K (P - R

(hx—hy)

para el enlace C —
para el enlace C' — X, si Cy X son adyacentes en D(T);
para el enlace C' — X, si C y X no son adyacentes en D(7);

para el enlace X — Y.
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para conjuntos abiertos o cerrados. Los valores de los exponentes para los diversos tipos de subcon-
juntos que pueden existir se presentan en la tabla adjunta, aclaremos que esta tabla sélo presenta
los valores de estos exponentes para conjuntos cerrados, ya que estos son los valores que son de vital
importancia en el trabajo.

Enlaces topolégicos de peso en un sistema m-electrén.

Como hemos visto en las secciones anteriores de este capitulo, las definiciones y la manera de
calcular cada una de las caracteristicas quimicas através de la topologia de enlace de un sistema
heteroatémico, son las mismas que en nuestro capitulo anterior.

Luego los patrones para los enlaces en un sistema m-electrén, siguen siendo los mismos de la Sub-
seccién 4.2.2. Aqui también 7 ({7, j}) es expresado en términos de funciones generadoras, el total
de conjuntos son obtenidos por asignar z =1,

Wk({zaj}) = Fk(Xﬂ {17.7}7 1)/Fk(Xﬂ 1)'

con k =o,c.
Recordemos la definiciéon de la probabilidad de seleccionar de manera aleatoria algiin conjunto
abierto o cerrado que contenga al par de atomos {i,j}.

Definicion 5.2. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto abierto o cerrado que
contenga al enlace {i,j} es

pi({i,5}) = Fp({i, j}: 1)/ Fi(1)

con k =o,c.

Para concluir este trabajo, es necesario probar cada uno de los resultados obtenidos en este trabajo
vy que estan especialmente presentados en este capitulo.

Ejemplo 5.1. Para el éter etilico

Para esta estructura obtenemos el siguiente digrafo

———————+o °
1 2 3 4 5

S O: S

y tiene la topologia de enlace o: s?. Asi su funcién generadora para conjuntos abiertos esta dada
por:
Fo(2) = (3.09 + 2)(1 + z + 2%)?,

En este ejemplo s6lo calcularemos a detalle los datos que podemos obtener de la funcién generadora
de los conjuntos cerrados, ya que de estos obtenemos la aproximacion buscada.
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Fo(2) = (14 3.092)(1 + 2 + 22)?

F.({1,2}; 2) = 22(1 4+ 3.092) (1 + z + 2?) ({s,to} enlace, By =1), donde
066

F.({2,3};2) = zg_m(1732_0909)2(1 + 2+ 22) ({s,0:} enlace, aa =1, fp=1)

Fi(2) =3.09(22 + 2+ 1)2 +2(3.092 + 1) (22 + 1) (22 + 2 + 1),

F/({1,2};2) = 3.0922(22 + 2 + 1) + 22(3.002 + 1)(22 + 2 + 1) + 22(3.09z + 1) (22 + 1), Ash
F!({2,3};2) = 2.8029218929(22 4 » + 1) + 228029(22 + 1).

F!(1) = 101.43,

Fl({1,2};1) = 46.08, Paralo cual
FI({2,3};1) = 11.409.

pe({1,2}) = 0.4543, p.({2,3}) = 0.1125

El orden de enlace de Hiickel para la molécula que se obtiene usando, el programa Hiickel 3.1 de
Oraxcel, el software libre SHMo2 y con la aplicaciéon Hiickel.exe es:

Pl ) = 0.932, Py gy = 0.221

De la misma manera que en el capitulo anterior el valor de ng{i i1 ©s aproximadamente el doble del

valor de p.({7,j}).
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Exponentes para las funciones
generadoras de subconjuntos

Cerrados

Bo

02 03 04 05 06

do 01

Y1 8 Y9

M Y4 VY6

B1o Y Y1 72

Bi B2 PBs Ps Bs Be Br Bs

Qa4 Q5 Qg Bo

[SX]

[8%]

g 01

Conjunto

S

to

08

S

0

12}

0+8

t1o

t11
t12

U+

t13



Exponentes para las funciones
generadoras de subconjuntos

Cerrados

By
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Conclusiones.

Los conceptos de la topologia general, se emplean para obtener una descripciéon matematica de
las estructuras de moléculas. Se demuestra que un espacio topolégico en un conjunto finito de puntos
induce un grafico tnico y que, como consecuencia hay un espacio topolégico tinico asociado con cada
molécula alternante. Este espacio se demuestra que es idéntico al cociente que resulta de la division
de la regién del espacio real ocupado por una molécula en las subregiones atémicas. El espacio
topolégico molecular es conexo si y sélo si la molécula es conexa y las moléculas tienen equivalentes
espacios topoldgicos si son estereoisémeros. La cardinalidad de la topologia de moléculas resulta
ser una medida de la complejidad molecular y las cardinalidades de las topologias de subespacio
asociadas a los enlaces de la molécula son las medidas exactas de la fuerza de enlace relativa. Se
encuentran varias correlaciones empiricas entre las propiedades fisicas de las moléculas y las medidas
topoldgicas.

Este trabajo puede ser considerado como un método de fécil aplicacién para la quimica cudntica,
ya que sélo se necesita conocer los valores de la Integral de Resonancia y la Integral de Coulomb de
cada uno de los atomos que conforman a la molécula en cuestién. Estos valores junto a la funcién
generadora de un conjunto de dos atomos del espacio asociado a la topologia de enlace y la funcién
generadora para la topologia de enlace en general, son los factores para el calculo de la aproximacién
del orden de Hiickel.

Al comparar con varios softwares creados para aproximar el método de Hiickel como son: SHMO2
(The Simple Hiickel Molecular Theory Calculator 2), HuLiS (Hiickel Calculator), Orbis, Hiickel
Molecular Orbital Calculator 2.0, Hiickel 3.1 de Oraxcel y la aplicacién Hiickel.exe; los valores que
se obtienen del orden de Hiickel para un par de 4tomos en una molécula se aproximan en un 99 %
con respecto a los valores obtenidos computacionalmente.
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