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Planteamiento

En el contexto de la mecanica de fluidos, los flujos multifasicos se consideran basicamente
como un sistema de dos o mas fases que fluyen simultaneamente pudiéndose mezclar a una

escala por encima del nivel molecular.

Los flujos multifasicos existen en diversas formas y bajo un amplio espectro de escalas de
longitud, tanto en sistemas naturales, como artificiales. Un caso particular dentro de los
flujos multifasico es el flujo con superficie libre, el cual se caracteriza por la presencia de
una interface bien definida correspondiente a la consideracion de fluidos inmiscibles. Por
otro lado, si ademas se considera que el movimiento se debe principalmente a la gravedad,

el flujo con superficie libre se conoce como flujo en un canal abierto.

En ingenieria e hidraulica, hay varias situaciones relevantes de interés practico relacionadas
con flujos a superficie libre, es decir, rios, lagos, zonas inundadas, canales o vertederos, son
ejemplos de este fenomeno. El estudio de estos flujos se complica principalmente por el
cambio dinamico en la interface debido al movimiento del fluido. Ademas, las
discontinuidades existentes en las propiedades del fluido, la condiciones del campo de flujo
cerca de la interface y la interaccion entre los fluidos por efectos turbulentos introducen

complejidades adicionales a este fendémeno.

La dindmica de este tipo de flujos y la cantidad de fendmenos involucrados al interior de
este hacen necesario el desarrollo de técnicas que permitan predecir de forma adecuada la
posicion de la interface y tener un mejor conocimiento de los procesos clave involucrados

en el desarrollo del flujo con superficie libre.



Alternativas de investigacion

El flujo en canales abiertos resulta una materia de estudio muy atractiva y se ve reflejado en
la variedad de técnicas desarrolladas para su tratamiento, ya sean experimentales o

numéricas. Dentro del campo de la hidréaulica, se contempla dos métodos
e Mc¢todo experimental (Modelos fisicos)
e Mc¢todo numérico (Modelos numéricos)

Cualquiera de los dos métodos, en su aplicacion, tendra sus ventajas y sus limitaciones, esto
dependera de la complejidad del problema, las variables que intervengan y las fronteras a

tratar.

Recientemente y cada vez con mayor frecuencia, se hace uso de ambos métodos ya que uno
proporciona mejor informacion respecto al otro dependiendo de zonas especificas en una

region a estudiar. Asi, en conjunto, es posible validar y optimizar los resultados obtenidos.

Método experimental

La investigacion a través de métodos experimentales, se caracteriza por el uso de prototipos
y modelos hidraulicos (Figura 1.6) que simulan sistemas u objetos reales. El primero, se
refiere al sistema original del flujo bajo analisis y el segundo, es una representacion a escala
del prototipo. Es importante mencionar que tanto el modelo como el prototipo deben
cumplir con ciertas condiciones matematicas de semejanza geométrica, asi como

cinemadtica y dindmica, para su aplicacion.
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Figura 1.6 Esquema de un prototipo y su modelo a escala 1:5 en [cm].

El uso de técnicas avanzadas de modelacion fisica, aunadas al desarrollo de instrumentos de
medicion de campo y equipos generadores de fendémenos a escala, permite predecir con alto
grado de certidumbre lo que puede ocurrir en el prototipo. Esto justifica la amplia

utilizacion de los modelos a escala en la ingenieria.

Sin embargo, la densidad espacial de la informacion recabada con mediciones de este tipo,
no es suficiente. Para obtener una representacion adecuada de los procesos espacio-
temporales caracteristicos del flujo es necesario tomar un nimero considerable de
mediciones en el campo fluido, y esto lleva su tiempo, sobre el cual los mismos procesos
pueden cambiar. La experimentacién generalmente es costosa y no siempre se pueden
realizar las mediciones de manera directa, ademds de no ser siempre factible el
escalamiento. Lo anterior, obliga recurrir a métodos numéricos de los cuales se puede
obtener suficiente informacion para el estudio de las estructuras e inestabilidades presentes

en un flujo tridimensional turbulento, dado su facil procesamiento y manipulacion.

Método Numérico

En mecanica de fluidos, las ecuaciones de Navier-Stokes representan un modelo

matematico capaz de describir el movimiento tridimensional de flujos viscosos e
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incompresibles. Este conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales carece de soluciéon

analitica, lo cual hace necesario el uso de métodos numéricos para obtener soluciones.

La Dinamica de Fluidos Computacional (CFD, por sus siglas en ingles), se compone una
serie de métodos numéricos mediante los que es posible obtener soluciones de diversos
fenomenos de flujos, incluyendo los flujos con superficie libre. Las ecuaciones de Navier-
Stokes se resuelven de manera iterativa por medio de una computadora y se conoce como

simulacidén numérica.

Figura 1.7 Modelo computacional de un vertedor.

Una simulacion numérica implica convertir el sistema bajo andlisis en un entorno virtual
que serda modelado. Sistemas completos como vertedores, presas, canales, etc. pueden ser

estudiados en un equipo de computo, antes de ser construidos (Figura 1.7).

Los resultados obtenidos de los modelos matematicos estaran intimamente relacionados a

los siguientes factores (algunos de los més relevantes):
e Exactitud en los datos iniciales
e (Consideraciones y simplificaciones
e Nivel de aproximacion
e Esquemas de discretizacion

Los niveles de aproximacion se abordan en el siguiente punto y los esquemas de

discretizacion se tratan en el Apéndice C.
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Antes de continuar, es importante aclarar tres conceptos. Se trata de la consistencia,
estabilidad y convergencia de un modelo. El primer concepto, se da cuando al tender a cero
el tamafio de la malla y el intervalo de tiempo las ecuaciones discretizadas resueltas tienen
las mismas soluciones que las ecuaciones diferenciales. La estabilidad se da si al variar los
parametros dependientes de dichas variables permanecen acotadas. Por ultimo, cuando un

modelo cumple con las dos condiciones anteriores es convergente [4].

Aunque esta alternativa es mds atractiva que el uso de modelos a escala, los modelos

numéricos siempre requieren validacion, lo cual confirma que ambos métodos de analisis

son complementarios.



Nivel de aproximacion en CFD

Como se menciono, el aumento en la potencia de las computadoras, tanto en la velocidad y
la memoria, en afos recientes ha incrementado el uso herramientas numéricas para la
solucion de las ecuaciones que describen la hidrodinamica de diversos fenomenos de flujo,
incluyendo el flujo en un canal abierto. Sin embargo, existen diferentes niveles de
proximidad a la solucion de dichas ecuaciones. Se tienen tres niveles de aproximacion para

realizar una simulacién numérica
e DNS (Direct Numerical Simulation)
e LES (Large Eddy Simulation)
e RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes)

La alternativa DNS resuelve de manera directa las ecuaciones instantdneas de movimiento.
Se utilizan mallas densas con un niimero de nodos del orden de 1x10° [5]. A estas escalas la
frecuencia de las fluctuaciones es de 10 [kHz]. Los requerimientos computacionales y el
tiempo de computo, hacen que en un futuro previsible, las simulaciones numéricas directas

estan fuera del alcance para aplicaciones industriales.

Las otras dos alternativas, LES y RANS, resultan dos aproximaciones menos costosas y
permiten la descripcion de flujos turbulentos en tiempos de computo aceptables. La
alternativa LES puede describirse como un filtrado, en el cual consiste en simular
numéricamente las grandes escalas turbulentas de movimiento, modelando el efecto de las
de menor escala que no pueden ser resueltas con una determinada malla. En esta alterativa
se introduce términos de tension que representan la interaccién entre ambas escalas de

movimiento y tienen un efecto disipativo.
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En las aplicaciones ingenieriles, generalmente, no se requiere a detalle las condiciones del
flujo, sino solo algunas propiedades. Para aplicaciones industriales se pueden lograr
resultados adecuados a partir de las ecuaciones de Reynolds, que se obtienen mediante el
promedio temporal de las de Navier-Stokes. Esta alterativa se conoce como RANS
(Reynolds Averaged Navier-Stokes). El promedio temporal de las variables genera
términos de esfuerzos, conocidos como esfuerzos de Reynolds. El calculo de estas
tensiones puede realizarse mediante la estimacion de una viscosidad turbulenta, por lo que
se necesita un modelo de turbulencia. Los modelos de turbulencia propuestos para este tipo

de problemas se presentan mas adelante.

Debido a las caracteristicas de la DNS y LES, se ha decidido que la opcidon mas viable para
esta trabajo es la alternativa RANS, el cual usa el codigo numérico de Dindmica de Fluidos
Computacionales, PHOENICS (Parabolic Hyperbolic or Eliptic Numerical Integration
Code Series).
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Objetivos

En este trabajo se simulé numéricamente un flujo tridimensional con superficie libre en
estado permanente mediante el uso del modelo bifasico IPSA (Inter-Phase Slip Algorithm,
por sus siglas en ingles) con el objetivo de determinar si el algoritmo pude predecir de
forma adecuada la posicion de la superficie libre, asi como la hidrodinamica del flujo. Lo
novedoso de este modelo es considerar al flujo con superficie libre como un flujo bifésico,

hecho que sale de la amplia consideracion de tratarlo como flujo de una fase.

En el modelo bifasico IPSA, incorporado en el software PHOENICS de CFD, se resuelven
las ecuaciones de gobierno para cada una de las fases. El método RANS se utilizo para dar

solucion a las ecuaciones en términos de valores medios.

Para la discretizacion del dominio computacional se utilizo el método de volimenes finitos
en una malla cartesiana y para el tratamiento de la malla se utilizo el método de celdas
cortadas (Cut-Cell Method). Un modelo de turbulencia del tipo k-¢ es usado para simular el

efecto de la turbulencia en el flujo.

viii



Capitulo 1

FLUJO MULTIFASICO

Water is the vehicle of the nature.

Leonardo Da Vinci

Los flujos multifasicos se pueden tomar simplemente como un flujo de fluidos compuesto
de dos o mas fases distintas que simultdneamente se mezclan con un cierto nivel de

separacion entre las fases, es decir, a una escala por encima del nivel molecular.

1.1 Clasificacion

En general, los flujos multifasicos existen en diferentes formas. Al considerandolos como

flujos de dos fases pueden ser clasificados, de acuerdo a su estado, como [1]:
e Gas— Solido
e Liquido — Solido
e Gas— Liquido

El flujo gas-s6lido, identificado también como flujos de gas y particulas solidas, se refiere
al movimiento de solidos en suspension o particulas dentro de una fase gaseosa.
Dependiendo de la densidad del numero de particulas en el flujo, estas pueden tener efectos
significativos en el desarrollo del mismo, es decir, pueden desde actuar como marcadores
que no contribuyen en la alteracion del flujo de gas, hasta presentar colisiones entre las
particulas que alteraran el movimiento del flujo. Este tipo de flujos de gas y particulas se
pueden denominar como flujos dispersos (Figura 1.1a) en los que las particulas so6lidas

constituyen la fase dispersa y el gas constituye la fase continua.



Figura 1.1 Flujo: a) Disperso, b) Mixto y ¢) Separado.

Los flujos de solido-liquidos consisten en el transporte de particulas sélidas en el flujo de
un liquido. También conocidos como flujos de lodo, pueden ser clasificados como flujos
dispersos en los que el liquido constituye la fase continua. En comparacion con el flujo
anterior, el movimiento de estos flujos se debe principalmente a los gradientes de presion,
ya que la relacion entre la densidad de las fases es normalmente baja y el arrastre entre las

fases es significativamente mas alta en esos flujos.

Los flujos gas-liquido asumen diferentes configuraciones, las cuales se pueden clasificar
clase de acuerdo al nivel de interaccion entre las fases. La primera configuracion de este
tipo de flujos se conoce como flujos dispersos. Como ejemplo de dichos flujos se tiene el
movimiento de las burbujas en un flujo de liquido o el movimiento de gotas de liquido en

un gas.

Las otras dos configuraciones gas-liquido presentan estructuras complejas, éstos se conocen
como flujos mixtos (Figura 1.1b) o de transicion y los flujos separados (Figura 1.1c). Los
flujos mixtos denotan una transicion entre los flujos dispersos y los flujos separados y se
caracteriza por la presencia ambos flujos. El proceso de transicion se produce por factores
como la interaccidn entre las burbujas debido a la coalescencia y ruptura de las mismas, o
por cualquier proceso de cambio de fase. Por otro lado, los flujos separados se caracterizan

por la presencia de una interface bien definida, dado que los fluidos son inmiscibles.

1.2 Problemas tipicos de flujos multifasicos

Muchos de los problemas practicos que involucran flujos multifasicos son ampliamente

reconocidos en la industria moderna, asi como en nuestro cuerpo y el entorno en que



vivimos. Ejemplos de estos flujos, basados en la clasificacion de flujos de dos fases,

tenemos:
e Flujo gas-solido: tormentas de arena, volcanes, avalanchas, niebla, etc.
e Flyjo liquido-solido: arrastre de sedimentos, flujo sanguineo, flotacion, etc.
e Flujo de gas-liquido: rios, olas, flujo sanguineo, calderas, etc.

Lo anterior proporciona una vision general de la amplia gama de fendmenos de flujo y
aplicaciones que se encuentran en la naturaleza y la industria. En todos estos sistemas, la
complejidad de dichos flujos es inica en contraste con los flujos monofasicos, cuando una
o ambas fases se vuelven turbulentas, la interaccione entre los vortices y la interface, asi
como los intercambios de masa entre las fases introduce complejidades adicionales al

fenomeno del flujo.

1.3 Flujos de fluidos inmiscibles

Un caso particular de los flujos multifasicos son los fluidos inmiscibles, los cuales se
caracterizan por una interface bien definida entre dos fluidos, conocida como superficie
libre. Esta frontera mévil impide la mezcla de las fases que constituyen el flujo. Para
efectos practicos, los flujos multifasicos inmiscibles pueden ser tratados como una mezcla
de dos fases continuas. Las regiones gas y liquido se pueden tratar por separado, y luego
juntas en la interface a través de adecuadas condiciones de cinematica y dinamica [1]. La
consideracion anterior es la base del modelo utilizado, las ecuaciones de movimiento se
resuelven para cada una de las fases y su interaccion se resuelve a través de relaciones

constitutivas que también cierran el sistema de ecuaciones.
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Figura 1.2 Esquema de un flujo con una interface.

Como se menciond, el caso de estudio es el flujo en un canal y la inmiscibilidad es una de
las principales caracteristicas entre las fases que lo componen (interface aire-agua), Figura
1.2. La otra condicién caracteristica el flujo es el efecto de la gravedad sobre el

movimiento del fluido.

1.4 Flujo en canales abiertos

Un flujo que se caracteriza por la presencia de una interface aire-agua y ademds, su

movimiento es regido por el efecto de la gravedad, se conoce como flujo en canal abierto.

Por su origen, un canal abierto pueden clasificarse como natural o artificial. Ejemplos de
flujo en canales son los rios, canales artificiales, corrientes fluviales, propagacion de

mareas, drenajes, entre otros (Figura 1.3).

a)



b)

Figura 1.3 Flujos en canales artificiales: a) conducto y b) canal con seccion transversal rectangular.

El movimiento de un fluido a superficie libre se ve afectado por las mismas fuerzas que

intervienen el flujo dentro de un tubo, siendo estas [2]:
e La fuerza de gravedad, como la mas importante en el movimiento.

e La fuerza de resistencia ocasionada en las fronteras rigidas por la friccion y la

naturaleza casi siempre turbulenta del flujo.

e La fuerza producida por la presién que se ejerce sobre las fronteras del canal, sobre

todo en las zonas donde la geometria cambia.

e [a fuerza debida a la viscosidad del liquido, que se vuelve de poca importancia si el

flujo es turbulento.

A estas podemos agregar de manera excepcional dos mas, la tensidon superficial, como
consecuencia directa de la superficie libre y las debidas ocasionalmente al arrastre de

sedimentos.

En el flujo en canales abiertos también es importante considerar pardmetros geométricos,
ya que cambios en la seccion transversal, la profundidad o en la pendiente del canal se
veran reflejados en cambios en la posicion de la interface y por tanto en el desarrollo del

flujo.

La aparente simplicidad de la interface aire-agua es inexistente debido a que los cambios
espaciales y temporales presentes en esta complican cualquier tipo de analisis, experimental

0 numérico.



1.4.1 Clasificacion

El flyjo en canales abiertos se puede clasificar, basicamente, respecto a dos parametros: el

tiempo y el espacio [4]. Respecto al tiempo se clasifican como
e Permanente, cuando la profundidad no cambia con el tiempo
e Temporal, cuando la profundidad cambia con el tiempo

Con respecto al espacio, un canal se clasifica dependiendo de la variacion de la profundidad

a lo largo del canal (Figura 1.6)
e Fluyjo uniforme (profundidad y pendiente constante)
e Flujo variado

En un fluyjo uniforme la profundidad y la velocidad permanecen constantes. Las
condiciones de este tipo de flujo se dan en canales rectos y largos, con pendientes y
secciones transversales constantes. Si la pendiente del canal cambia o si hay una
obstruccion de la corriente, entonces la profundidad cambia también, y se conoce como

flujo variado [3]. El flujo variado se clasifica en
e Gradualmente variada (FGV)
e Rapidamente variado (FRYV)

Para un fluyjo gradualmente variado el cambio de la profundidad cambia de manera
progresiva, a diferencia del rapidamente variado donde el cambio en la profundidad es

abrupto en tramos relativamente cortos.

Generalmente, un flujo uniforme esta separado del rapidamente variado por una region de

movimiento gradualmente variado.



Figura 1.6 Clasificacién del flujo en canales abiertos en diferentes regimenes.

1.4.2 Numero de Reynolds (Re)

Para determinar el régimen del flujo se utiliza el numero adimensional Re, que expresa la
relacion entre las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas. La ecuacion del numero de

Reynolds se escribe como

_ PURy
i

Re

donde p es la densidad del fluido, u es la velocidad, R; es el radio hidraulico (longitud

caracteristica del flujo) y u la viscosidad dindmica del fluido.

Dependiendo del valor del Re el flujo es laminar o turbulento. Esto se formula de mejor

manera definiendo un nimero de Reynolds critico (Re,)
e Re < Re,, el flujo es laminar
e Re > Re,, el flujo es turbulento

En el flujo laminar las fuerzas viscosa son predominantes sobre las fuerzas inerciales y el
fluido fluye de manera ordenada, las capas de fluido se deslizan de manera adyacente y no

existe mezcla significativa. Para el flujo turbulento las fuerzas inerciales son las



predominantes y el movimiento del fluido es aleatorio en el tiempo, desordenado y

tridimensional.
1.4.3 Numero de Froude (Fr)

Una segunda clasificacion util de los flujos en canales abiertos se determina del valor del
nimero adimensional de Forude, que es la relacion entre la velocidad del flujo y la fuerza

de gravedad. El Fr se define como

donde / es la profundidad del agua en el canal (calado). El flujo se comporta de manera

distinta en los siguientes tres regimenes
Fr < 1.0 Flujo subcritico o lento
Fr=1.0 Flujo critico
Fr > 1.0 Flujo Super critico o rapido

Para flujos con Fr > 1.0 se tiene una velocidad relativamente alta con un calado bajo y

para Fr < 1.0 la velocidad es relativamente baja con un calado alto.



Capitulo 2

ECUACIONES

DE

GOBIERNO

All the mathematical sciences are founded on relations between physical laws
and laws of numbers, so that the aim of exact science is to reduce the problems
of nature to the determination of quantities by operations with numbers.

James Clerk Maxwell, 1856

En este capitulo se presentan las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido, asi
como el proceso de promediado de las ecuaciones (RANS) para lograr su solucion y el

modelo de cierre de las mismas.

2.1 Ecuaciones Basicas de la Mecanica de Fluidos

La ley de conservacion es un concepto fundamental detrds de las leyes de la mecanica de
fluidos. Aunque esta idea tiene una logica simple el entendimiento de la misma se puede

complicar por su contenido.

Una ley de conservacion se expresa como sigue: el cambio de la cantidad total de una
variable ¢ dentro de un dominio dado, es igual al balance entre la cantidad de la variable ¢
que entra y sale del dominio considerado, mas la contribucion de las fuentes de generacion
de dicha variable. De lo anterior se observa que la tasa de cambio de la variable ¢ durante
la evolucion del flujo muestra al propio flujo como un sistema en movimiento y en

continuo cambio [6].



Aunque se puede escribir la ley de conservacion de una variable indefinida ¢, se debe
mencionar que no todas las variables del flujo obedecen una ley de conservacion.
Propiedades importantes en un dominio dado, como la presion, temperatura, entropia por
ejemplo; no obedecen las leyes de conservacion. Esto no significa que se pueda escribir una
ecuacion para estas cantidades, solo significa que esta ecuacion no serd en forma de una ley

de conservacion.

Las leyes de conservacion que describen totalmente la evolucion de los flujos de fluidos se

define a través de tres cantidades basicas:
e Masa
e (antidad de movimiento
e Energia

Lo anterior, representa un total de cinco ecuaciones, debido a que la cantidad de
movimiento estd definido como el producto de la densidad por la velocidad, que es un
vector con tres componentes en el espacio. Estas condiciones determinan el
comportamiento de un fluido sin ningun tipo de ley dindmica adicional. De hecho, la inica
informacion adicional necesaria seria especificar la naturaleza del fluido (por ejemplo, si es

fluido incompresible, gas ideal, entre otros), asi como condiciones iniciales y de frontera.

Si se considera un flujo incompresible y newtoniano, como es el caso del problema bajo
analisis, se supone entonces un flujo aproximadamente isotérmico, eliminando asi la
necesidad de una ecuacion de conservacion de energia [7]. Por lo anterior, el movimiento

del fluido se regira inicamente por las ecuaciones:
e Conservacion de masa
e Conservacion de cantidad de movimiento

En un sistema de coordenadas Cartesiano, con un vector de velocidad u de componentes u,

vy w, las ecuaciones gobernantes se expresan de la siguiente forma
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2.1.1 Conservacion de masa

La ley de conservacion de masa es una declaracion general independiente de la naturaleza
del fluido o de las fuerzas que actian sobre éste. Expresa el hecho de que en un sistema

fluido, la masa no puede desaparecer del sistema, ni ser creada.

La ecuacion de conservacion de masa en forma integral se expresa como sigue:

i( )—if dV+f n-(pu)dA =0 2.1
ac Y T ot ch Scn pu s = 1)

y en forma diferencial, la ecuacion se expresa como:

ap _
;7w =0 (2.2)

donde % y p, son la velocidad y la densidad del fluido. Esta ecuacion también es llamada

ecuacion de continuidad.

2.1.2 Conservacion de cantidad de movimiento

La conservacion de cantidad de movimiento se basa en otro principio basico de la fisica, la
segunda Ley de Newton. En ella se establece que la variacion de cantidad de movimiento es

causada por la fuerza neta que acttia sobre un elemento de fluido.

La ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento en forma integral se expresa como

sigue:

d d
—(mu) = Z F=—| pudV+ f n - (puu) dA (2.3)
y en su forma diferencial, la ecuacion se expresa como:

%(pu) + 7 (puw) = V-7 + pf (2.4)
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donde %, es el tensor de esfuerzos viscosos y f, representa las fuerzas de cuerpo o superficie
(la gravedad, es la unica fuerza de cuerpo considerad en este trabajo). La ecuacion (2.4) se
conoce como ecuacion de movimiento, es una ecuacioén vectorial y la ecuacion para cada
una de sus componentes tiene ocho términos. Escribiendo las tres componentes en forma

explicita se logra apreciar las dificultades matematicas.

ou ou ou ou\ 0Ty 0Tyy 0T,y
p(at o ay+Waz)‘ ax "oy Tz TPk (2:5)

(61} v Jdv 617) 0Tyy 0Tyy 0Ty,
p _

===+ 5y +— =+ (2.6)

===+ 5y +——+0f; (2.7)

Estas ecuaciones son validas para cualquier fluido en movimiento, estando caracterizadas
en términos de sus esfuerzos viscosos. Cabe mencionar que los tres términos convectivos

del primer miembro no son lineales, lo que complica su analisis.

La ecuacion (2.4) no estard lista para utilizarse hasta escribir los esfuerzos viscosos en
funcion de las componentes de velocidad. Para tal efecto, se hace uso de la ecuacion (2.8),

conocida como ley de deformacién para fluidos Newtonianos [8]:
7;; = —pd + u(Vu + vu") + A(V - uw)§ (2.8)

donde u es la viscosidad, 1 es el segundo coeficiente de viscosidad y 5, es la delta de

Kronecker. Al sustituir la ecuacion (2.8) en (2.4), se obtienen:
2 (pw) + V- (puu) = —Vp + V- |u(Vu + Vu") + A(V - u)S] +of (29

El resultado es la ecuacion diferencial de cantidad de movimiento para un fluido viscoso.

Si se asume un fluido con densidad constante, la V - u se hace cero desde la ecuacion de
continuidad y el término A desaparece de la ley de Newton. Tomando en cuenta lo anterior,

la ecuacién (2.9) no se simplifica en gran medida. Sin embargo, al considerar una
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viscosidad constante, algunos términos desaparecen y la ecuacion se simplifica [8]. Asi, se
obtiene la ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas cartesianas para flujos

incompresibles, con densidad y viscosidad constantes:
%(pu) + V- (puu) = —Vp + u(V*u) + pf (2.10)

donde el primer término del lado izquierdo de la ecuacion (2.10), representa la velocidad
de cambio de cantidad de movimiento por unidad de volumen respecto del tiempo, el
segundo término representa el cambio de cantidad de movimiento resultante del
movimiento convectivo (es decir, del propio movimiento del fluido). Del lado derecho de la
ecuacion, el primer término es la fuerza resultante de la diferencial de presiones, el segundo
termino combina las fuerzas viscosas resultantes del movimiento del fluido y el producido
por las fluctuaciones turbulentas de las particulas del fluido. EI tercer término representara
fuerzas de cuerpo o superficie involucradas en el flujo. En el trabajo realizado unicamente
se contempla unicamente la fuerza de gravedad, responsable del movimiento del flujo en

canales abiertos.

2.2 Ecuaciones de Navier-Stokes para flujo turbulento

El pardmetro adimensional primario que determina el régimen de un flujo es el nimero de

Reynolds y representa la relacion entre las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas

R pvL  Fuerzas de inercia
e = = -
U Fuerzas viscosas

A bajos numeros de Reynolds el flujo se considera laminar, las capas de fluido se deslizan
de manera adyacente y en forma ordenada. Para altos nlimeros de Reynolds el flujo se

desarrolla de forma cadtica.

Las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes, describe completamente cualquier
fenomeno de flujo, tanto laminar como turbulento. Un flujo laminar se logra resolver

analiticamente para casos simples, con algunas consideraciones. En casos complejos, la
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solucion se obtiene a través de técnicas numéricas. Para flujos turbulentos, las ecuaciones
siguen siendo validas, pero a consecuencia de la fluctuacion aleatoria e irregular de las

propiedades no se puede realizar una descripcion completa del flujo [5].

u'(t)

=

Figura 2.1. Comportamiento fluctuante de la velocidad en un punto de medicion: u es la velocidad temporal mediay u es la

fluctuacion de velocidad.

Asi, los pardmetros fundamentales como son la presion y la velocidad que fluctian a
consecuencia de los términos de adveccion no lineales, no se pueden escribir de manera
determinista, es decir, no es posible escribir una soluciéon que capture la rapidez de las

variaciones espaciales y temporales asociadas a la turbulencia.

Una alterativa para la resolucion del problema consiste en sustituir los valores instantineos

de las ecuaciones por valores temporales promedio (Figura 2.1).

2.3 Alternativa numérica RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes)

El promediado de las ecuaciones instantdneas de conservacion (RANS) es una alternativa
para la simulacion numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes. Con este método se
promedian todas las fluctuaciones de las escalas temporales y se resuelven en términos de

los valores medios de las propiedades del fluido.

2.3.1 Promedio de Reynolds

Primero, se define el promedio temporal ¢ de una propiedad del flujo, de la siguiente forma
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At

d=| o) dt (2.11)
0

La ecuacion (2.11) resulta adecuada para un flujo permanente, mientras que para flujos en

estado transitorio

B= 7 B0 (212)

en este caso, el promedio estadistico de una propiedad en el tiempo t se toma del promedio
de valores instantaneos de un nimero N de mediciones del fendmeno en experimentos con
las mismas condiciones. Cabe mencionar, que el valor de N debe ser suficiente para

eliminar los efectos de las fluctuaciones [9].

La propiedad de un flujo ¢ dependiente del tiempo, puede ser escrita como la suma del
valor del promedio y su fluctuacion ¢(t) = ¢ + ¢ (t). En lo sucesivo no se indicard

explicitamente la dependencia del tiempo para estas cantidades, se escribird como

p=¢+¢ (2.13)

Antes de obtener las ecuaciones promediadas del flujo, se presentas algunas propiedades de

los promedios temporales utilizadas:

¢=¢
o =¢p
¢=¢
Pto=9¢+0
$=0
bo=00+d¢ (2.14)
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Expresando las propiedades instantaneas de un flujo con densidad constante, u (con sus

componentes U, vy W) y p, en la forma de valores promedio y su fluctuacion, tenemos

u=u+u
u=u+u
v=v+4+v
wW=w-+w
p=p+p (2.15)

Aplicando lo anterior sobre las ecuaciones de Navier-Stokes obtenemos las ecuaciones
RANS. En la ecuacién de continuidad, si se sustituyen los valores instantaneos por los
valores promedio (2.15) se obtiene:

Ju OJv Jdw

V"ll:a-l-@-l-g

6(ﬂ+u)+6(17+v)+6(147+w)_6ﬂ+6u+617+6v+6v|7+6w 216
dx oy 0z " 9x 0x dy Ody 0z 0z (2.16)

promediando en el tiempo la ecuaciona (2.16), la ecuacion de continuidad promediada
(2.17) queda como:

V-u=0
_Ou du 0v Odv 0w Ow
u_ax dx 0y dJdy 0z 0z
aﬁ+a£+aﬁ+a17+au=/+aw_aa+0+aﬁ+0+aw+0
dx odx dy dy 0z 0z Ox dy 0z
v__(’)ﬁ ov  ow
"_ax dy 0z
V-u=0 (2.17)

Un procedimiento similar es llevado a cabo en la ecuacién de movimiento. Para la

componente x, la ecuacion promediada y dividida entre la densidad se escribe como sigue
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+V-(ﬁﬁ)=pfx—%g—i+vvz(ﬁ)—v-(ﬂﬁ) (2.18)

ou
ot

donde v es la viscosidad cinematica. Repitiendo este proceso para las dos componentes
restantes se obtiene

ov . 10p o/ -
E-I_V (vu) = pfy p6y+vv W) —-V-(vu) (2.19)
ow . 10p Y _
E-}_V (wu)—pfz—paz+vv w)—V-(wu) (2.20)

En un sistema cartesiano, al conjunto de ecuaciones (2.18) - (2.20), se les conocen como
ecuaciones de Reynolds, donde se observa que dichas ecuaciones presentan los mismos
términos que la ecuacién de movimiento con la adiciéon de tres nuevos términos en el

segundo miembro de cada ecuacion. Si se desarrollan tales términos se obtienen

ou
ot

R LR J aaz+aﬁ+am o
) =ph pox UV ox oy 0z (221)

97 v o) — LB o) aﬁ+aaz+am )99
ot o) = ply p oy VY 0x oy 0z (2:22)

[ [ —2
ow 10p d d d
—W+V-(v—vﬁ)=pﬁ———p+vv2(m—( LY W) (2.23)

at p 0z d0x ady 0z

Los seis términos que resultan del promediado, involucran productos de fluctuaciones de
velocidad que constituyen transferencia de cantidad de movimiento, debido a las mismas

fluctuaciones.

Al multiplicar los productos de las fluctuaciones turbulentas de velocidad por la densidad,
se tiene dimensiones de fuerza sobre area, que se conocen como esfuerzos de Reynolds, con

tres esfuerzos normales y tres cortantes.

—2
Tex = PU Ty = PUV Ty = PUW

N -2 R

Tex = PUV Tyy = PV Tyy = PUVW
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Ty = PUW Tyy = PUW Tyy = ow’ (2.24)
En flujos turbulentos, los esfuerzos normales —pi >, —pv -y — pw - siempre son
diferentes de cero, ya que contienen las fluctuaciones de la velocidad al cuadrado. Los
esfuerzos cortantes —puv, —puw y —pvw estan asociados con correlaciones entre
diferentes componentes de la velocidad. Si u y v fueran fluctuaciones estadisticamente
independientes el promediado temporal de su producto u v seria igual a cero. Sin embargo,

estos esfuerzos cortantes son diferentes de cero y usualmente mas grandes que los esfuerzos

viscosos [7].

2.3.2 Cierre de las ecuaciones

Las ecuaciones instantaneas de continuidad y Navier-Stokes forman un conjunto cerrado de
cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas u, v, w y p. Al no poderse resolver de manera
directa, o por lo menos, no a un bajo costo computacional, se utiliza el promediado
temporal de las ecuaciones de gobierno. En el proceso de promediado, realizado a las
ecuaciones instantaneas de movimiento, se pierden todos los detalles relativos al flujo
contenidas en las fluctuaciones instantdneas y como resultado se obtienen seis incognitas

(esfuerzos de Reynolds) adicionales en las ecuaciones de movimiento promediadas [5].

La principal tarea de un modelo de turbulencia es tratar de representar los esfuerzos extra a
través de formulas. La complejidad de la turbulencia, por lo general, no permite el uso de

expresiones simples para predecir estos esfuerzos.

2.4 Modelos de turbulencia

Los modelos de turbulencia desarrollan procedimientos de célculo para el término de los
esfuerzos de Reynolds, tales expresiones permiten el cierre del sistema de ecuaciones
promediadas. Las fluctuaciones turbulentas no se resuelven a detalle, sino una

aproximacion del efecto de estas sobre el flujo medio.
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La aproximacion de estos términos se divide en dos categorias:
e Viscosidad turbulenta

e Ecuacion de transporte

2.4.1 Modelo de turbulencia k-£

El modelo mas popular de viscosidad turbulenta de dos ecuaciones es el modelo k-¢, en el
se resuelven ecuaciones de transporte para la energia cinética turbulenta y la velocidad de
disipacion debida a la acciéon de las fueras viscosas. La viscosidad turbulenta queda

definida como:

K
e =pCu— (2.25)
donde C,, es una constante adimensional [5].

Un modelo estandar usa las siguientes ecuaciones de trasporte para Kk y €

d(px)
ot

+ div(pku) = div [%grad (K)] + 2uE;j - Eji — pe (2.26)
K

d(pe K g2
ﬁ + div(peu) = div [&grad s] + Cie =21 Eij - Eji — Coep— (2.27)
at O¢ € K

Las ecuaciones contienen cinco constantes ajustables C,, 0y, ¢, Ci¢ ¥ Cy. Este y otros

modelos se abordan con mayor detalle en el Apéndice A. El modelo de turbulencia estandar

Kk-€ es utilizado en este trabajo para el cierre de las ecuaciones.

2.4.3 Consideraciones para el modelo

El uso de un modelo de turbulencia adecuado en una aplicacion es muy importante, en

particular para la simulacion de flujo en rios. La seleccion de un modelo especifico puede
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justificarse cuando el problema estd bien definido a fin de reflejar la situacion real en el
campo. Por lo tanto, a menudo la representacion exacta de las condiciones de frontera

puede ser mas importante que la eleccion del modelo de turbulencia [9].
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Capitulo 3

METODO
DE

SOLUCION

The numerical precision is the very soul of science.

Sir D'Arcy Wentworth Thompson, 1917.

En este capitulo se presenta el método de resolucion numérica de las ecuaciones recién
presentadas, el Método de Volimenes Finitos. El carcter conservativo del método (al ser
un método integral sobre volumenes de control) y su mayor sencillez conceptual lo hace

uno de los mas extendidos para el calculo de flujo de fluidos.

3.1 Método de Volumenes Finitos (Finite Volume Method)

El FVM es una técnica mediante la cual se discretiza la formulacion integral de las leyes de

conservacion directamente en el espacio fisico. Este método se compone de tres pasos.
e (Generacion de la malla
e Discretizacion de las ecuaciones

e Resolucion de las ecuaciones
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3.2 Generacion de la malla

El primer paso consiste en dividir el dominio computacional en pequeios volimenes de
control P, esto genera una malla, en el espacio fisico, compuesta de celdas contiguas. Cada
celda P de esta malla, no se traslapa con las celdas vecinas. Asi, el volumen total de fluido

resulta ser igual a la suma de los voliumenes de control considerados (Figura 3.1).

a) b)

Figura 3.1 Representacion del sistema: a) Discretizaciéon del espacio y b) Volumen de control (celda).

La malla generada en el espacio fluido, pueden ser estructuradas o no estructuradas, segiin
las celdas puedan o no considerarse en filas y columnas; y las primeras pueden ser
cartesianas o curvilineas. En este trabajo, se considerada una malla cartesiana

tridimensional, donde cada celda P tiene seis celdas vecinas.

X: west — east

y: south — north

z: low — high
Figura 3.2 Diagrama esquems:tico del Punto P de una celda y la direccién de sus vecinas.

La notacion de una celda y las celdas contiguas se muestra en la Figura 3.2. Dada una celda

P, las celdas inmediatas se notaran segln las iniciales de los puntos cardinales (en ingles)
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para las direcciones x e y, y en la direccion z, high y low. Las caras de la celda se anotan
con la misma nomenclatura, pero con letras minusculas (Figura 3.3a). Las distancias entre
los nodos W y P, y entre los nodos P y E, estin definidas como dxyp y 0Xpg,
respectivamente. De manera similar para las distancias entre la cara w y la celda P, y entre
la celda P y la cara e, se definen como 6x,,p y 6xp., respectivamente (Figura 3.3b). Para
representar las distancias entre las celdas de cualquier otra direccion, solo cambiaran los
subindices. El tiempo también se discretiza en intervalos temporales, la celda P en el paso

temporal anterior se denota como T.

n | dxwp e dxpp o
.
"We nP X4 ‘ it e ’
: ? ¢
w E

Figura 3.3 Diagrama de la celda P: a) Notacion de las celdas y b) Distancia entre celdas [5].

Anterior a la discretizacion, es necesario agregar los valores discretos de las variables

dependientes en un punto concreto de la celda. Para esto se tiene dos tipos de arreglos
e Malla decalada
e Malla no decalada

La primera supone que las variables escalares (como la presion, entalpia o fraccion masica)
se almacenan o definen en el centro de la celda, mientras que las componentes de velocidad
correspondientes a la celda se encuentran desplazadas a las caras de la misma. En
comparacion con mallas no decaladas (en las que las componentes de velocidad se
almacenan en el centro de la celda) este arreglo tiene dos ventajas. Primero, la velocidad
estd disponible directamente para calcular los flujos a través de la celda, lo que evita la
interpolacién y segundo, dado que la velocidad se encuentra gobernada (entre otros
factores) por las presiones entre nodos consecutivos, este arreglo evita soluciones donde la

velocidad y la presion en una misma celda estén desacopladas.
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3.2.1 Independencia de la malla

El andlisis de independencia de la malla, es uno de los pasos importante para la obtencion
de la soluciéon numérica de las ecuaciones. La aplicaciéon de una malla muy robusta, a
fenomenos de flujo donde las escalas espaciales y temporales son muy pequenias puede
llevar a obtener resultados incorrectos. Por lo anterior, la malla utilizada en el dominio
computacional debe ser suficiente para capturar las escalas donde los fendmenos de interés
estén presentes; y con esto, lograr resultados consistentes sin importar el tamafio de la

malla.

3.3 Discretizacion de las ecuaciones

El proceso clave del método de volumenes finitos es la integracion de las ecuaciones de
gobierno en cada volumen de control P. Este procedimiento da como resultado un sistema
de ecuaciones algebraicas, cuya principal propiedad es que la solucion obtenida satisface en

forma exacta las ecuaciones de conservacion consideradas.

3.3.1 Ecuacion general

Para facilitar la presentacion del método de resolucion se hara uso de una ecuacion general
de trasporte, la cual representa las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y del

modelo de turbulencia [10]. La ecuacion se escribe como:

d(pp)
ot

+ div(pou) = div( ¢grad(¢))) + S¢ 3.1

donde ¢, es la variable del dependiente, ¢, es el coeficiente de difusivo y Sg es el termino

fuente, representando el resto de los términos que aparecen en las ecuaciones.

Para obtener la ecuacion de continuidad ¢=1, =0y S=0. Sustituyendo en la ecuacion

(3.1) se tiene:
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alp) . 3
TS + div(pu) =0 (3.2)

Sise toma ¢p=u, ¢=pySp=—Vp + pf y se sustituye en la ecuacion (3.1), se obtiene

%(pu) + V- (puu) = —Vp + div( pgrad(w)) + pf (3.3)

Tomando en cuenta lo anterior, se comienza por establecer que la idea bésica del los
volimenes finitos parte de la forma integral de la ecuacion general. Si se aplica la integral

de volumen a la ecuacién general de transporte

d(pp) . .
fv C%dV+ fv div(pgu)av = fv de( pgrad(@®)) dv + fv Spdv (34

Las integrales de volumen en los términos convectivo y difusivo se reescribe como
integrales de superficie mediante el uso del teorema de la divergencia de Gauss. Este

teorema relaciona integrales de volumen con integrales de superficie

div(a) dV = j n-(a)ds (3.5)

149 SC

Aplicando el teorema de Gauss a los términos convectivo y difusivo a la ecuacién (3.4) la

ecuacion queda como

d(po)
jVC 3t dV+LCn-(P¢u)dA=LCn-( ¢grad(¢)) dV+]VCS¢dV (3.6)

De esta manera resulta mas claro el significado del flujo de la variable ¢ por conveccion y
por difusion hacia o desde el elemento o volumen de control. Cuando se estudian
problemas en estado permanente, el primer término desaparece. En el caso de estudios
dependientes del tiempo, se integra una vez mas con respecto al tiempo en un pequeilo

intervalo t. La ecuacidn general de transporte se escribe como sigue
0
f f MdValt+f f n-(popu)dAdt =
tJyc Ot At Jsc
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_fAJSCn.( »grad(9)) dth+fAJVC5¢ dv dt (3.7)

En la integracion, se considera a ¢ constante en toda la celda y en todo el paso temporal. A
continuacion, se integran cada uno de los términos de la ecuacién general considerando un

volumen unidimensional.

3.3.2 Término temporal

La integracion de término temporal en el intervalo de tiempo At es

%jtﬁ,ca(gjﬂd”t: %LCLta(gf)dtdv

1 ppPp — prPr _ & _
A_tfvc [A—tAt] dv = At (ppPp — pror) (3.8)

donde Vp es el volumen de la celda.

3.3.3 Término fuente

El término fuente se supondré lineal, lo que ayuda a la convergencia del método iterativo de
solucion. La aparente restriccion de la formulacion lineal del término, queda sin efecto

debido a que C y V pueden ser variables.

1 1
At Jar Jye At

3.3.4 Término difusivo

Para el tratamiento del término difusivo se tiene
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ALJMLC,,.( »g7ad(@)) dth:Ait Scn-( pg7ad($)) dVAt

- Z( ograd(¢) n-A) (3.10)
Sobre el eje x

5 — dp b~ bw ,

n- rad(¢))dV = ,—A, — 3.11
jsc ( ¢9 ¢) ¢ Sxpp ¢ 5XWP ( )

Si el coeficiente de difusion 4 no es constante es necesaria la interpolacion para encontrar

el valor en la cara. Esta interpolacion puede ser aritmética o armoénica. La segunda es
conveniente para asegura la continuidad del flujo difusivo a través de la cara cuando el

coeficiente varia rapidamente
e Aritmética

pOXep + EOXpe

Oxpg

wOXyw +  pOXyp

3.12
w SXWP ( )
e Armonica
_ Oxpg
€ Oxgp 4 8Xpe
P E

Sxwp

w = —5xww N 5xm (3.13)
w P

3.3.5 Termino convectivo

Como en el caso del término difusivo, la integral de volumen se transforma en una integral

de superficie extendida a las seis caras de la celda.
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1
— : dAdt = : dA = ‘Ul 3.14
AtJAthCn (popu) t Lcn (popu) Z(p(bn uA) (3.14)

Para el ¢je x,
| n (oo da = pogerede = puspuias (315)
SC

En el calculo del término convectivo se requiere conocer ¢, y ¢,, asi como las
componentes de velocidad en las caras de la celda. Debido al uso de una malla decalada, es
necesario interpolar para encontrar los valores de estas propiedades entre los nodos. El
método de obtencion ¢ da lugar a los llamados esquemas de discretizacion. En el Apéndice

B se presenta una breve resefia de algunos esquemas de discretizacion y sus propiedades.
Utilizando el esquema upwind, la ecuacion anterior queda como
PePeteA = [ppPp(ue) — prdr(—u.)lA,

pw¢wuwA = [pW¢W(uw) - de)P(_uw)]Aw (316)

3.3.6 Ecuacion general discretizada

Si se reescribe la ecuacion general para el caso unidimensional con los términos

discretizados, se obtiene:

%
A_I;(prﬁp —pror) + [pppp(ue) — ppdr(—u)lAe + [pwdw (uy,) — ppdpp(—uy)1A,,

$r — Pp A4, — $r — Pw Ay, +VoC(V — ¢p) (3.17)

e w
Oxpg Sxwp

Agrupando los términos, queda:
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p wiw
bp Lepr —— + pp(u)A, + pp(uy)A,, + <+ <+ VPC] dw [PW(UW)A + ]
5 XPE 5xWP Sxwp
VPPT
XPE

Si se introducen los coeficientes a para denotar los multiplicadores de las ¢, se obtiene una
ecuacion algebraica que relaciona los valores de ¢ para un determinado grupo de puntos

nodales proximos.

¢P(ap +VpC) = awdw + agdpg + arpr +VpCV (3.19)

Esta ecuacion algebraica expresa el principio de conservacion de ¢ en el volumen finito, de
la misma manera que la ecuacion diferencial lo expresa para un volumen infinitesimal.

Extendiendo la ecuacion a un caso tridimensional, toma la forma

aqu)p=2ai¢1+aT¢T+VpCV ;i:E,W,N,S,H,L (320)
]
Donde el subindice I representa las celdas vecinas, i la cara entre las celdas P e I, T el valor

correspondiente al paso temporal anterior y VpC V el término fuente.

La ultima ecuacion se aplica en cada celda del dominio, para cada ¢ y para cada paso
temporal ¢, por lo que se tiene un sistema de ecuaciones lineales (dado que los
coeficientes a pueden depender, directa o indirectamente de ¢, el sistema es realmente

pseudo-lineal).

3.4 Resolucion del sistema de ecuaciones

La ecuaciéon (3.20), representa la ecuacion general discretizada para cualquier variable
dependiente ¢b. Sin embargo, en el calculo de las velocidades a partir de las ecuaciones de
cantidad de movimiento, se tiene el inconveniente de que la presion, cuyo gradiente aparece
en el término fuente (Ecuacion 3.3), no tiene una ecuacion propia para calcularla. Una

solucion es transformar la ecuacion de continuidad en una ecuacion para la presion. Los
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algoritmos de la familia SIMPLE (Semi-Implicid Method for Pressure-Linked Equations),
se basan en este procedimiento. El algoritmo utilizado en esta tesis para resolver el

problema de acoplamiento velocidad-presion es el método SIMPLE.

El proceso de solucion del sistema de ecuaciones es iterativo. En general, durante éste, las
ecuaciones del sistema no se cumplen; el balance entre la parte izquierda y derecha de la
ecuacion se denomina residuo. La convergencia del proceso iterativo se da cuando los
residuos disminuyen. Para procurar acelerar esta convergencia, se utiliza un método de
relajacion de algunas de las variables dependientes y propiedades. El criterio de
convergencia utilizado para detener el proceso iterativo para un paso temporal dado y pasar
al siguiente es tal que, para cada variable, la suma de los valores absolutos de los residuos

en todo el dominio sea menor que un determinado porcentaje de un valor de referencia.

En el Apéndice C se muestra procedimiento del algoritmo SIMPLE de forma completa.
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Capitulo 4

METODO

MULTIFASICO

IPSA (Inter-Phase Slip Algorithm)

Con la intencion de hacer una mejor descripcion del modelo numérico se presenta este
capitulo. En la primera parte se muestran el marco de referencia del modelo, asi como otros
modelos para superficie libre y el modelo utilizado. Enseguida, se presentan las ecuaciones
de conservacion para cada una de las fases presentes en el flujo y los pardmetros necesarios

para la prediccion de la interface.

4.1 Marco de Aproximacion

En la prediccion detallada de fenomenos de flujo multifasico, se ha intensificado el uso de
ecuaciones y modelos matematicos, teniendo especial atencion en la solucion de las

ecuaciones de Navier-Stokes que rigen el movimiento de practicamente cualquier fluido.

La complejidad matematica inherente en el estudio de este tipo de flujos radica en la
existencia de dos fluidos en diferentes fases. Por lo anterior, para el tratamiento de flujos
con fases multiples es necesario adoptar estrategias adecuadas de modelado, donde

basicamente, se tienen dos marcos de aproximacion.

Desde la perspectiva de la Dinamica de Fluidos Computacional, los modelos aplicados

habitualmente en el tratamiento flujos multifasicos son [1]:
e Modelos de trayectoria (Marco Lagrangiano)

e Modelos de dos fluidos (Marco Euleriano)
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4.1.1 Marco Lagrangiano

Para los modelos de trayectoria, considerando un sistema de flujo donde hay distintas
entidades pequefias como particulas sélidas finitas, gotas de liquido o burbujas de gas (fase
dispersa) distribuidas en el volumen de un medio portador (fase continua), el movimiento
de la fase dispersa transportada se determina mediante el seguimiento del movimiento de
cada particula o un conjunto de particulas representativas (Figura 4.1a). El flujo alrededor
de cada una de las particulas se ven afectado por el arrastre, la flotacion y otras fuerzas que
podrian actuar en forma significativa y alterar la trayectoria del flujo de estas particulas.
Ademas, la transferencia de calor y, en algunos casos, el intercambio de masa debido al

cambio de fase también puede influir en la trayectoria de la particula.

Fluido 1 Fhiido 1 z
Fluido 2 en't

Fluido 2 en t+dt
~ -

‘o

Fluido 2 en't

Figura 4.1 Marcos de estudio para flujos multifasicos: a) Lagrangiano y b) Euleriano.

4.1.2 Marco Euleriano

Los modelos de dos fluidos o modelos Eulerianos tratan la fase dispersa, que es
transportada, como una fase continua que interactiia con el medio portador. Este enfoque
deja de lado el caracter discreto de la fase dispersa, aproximando los efectos sobre el medio
continuo (Figura 4.1b), como otro liquido que actia en la fase continua en el sistema de
flujo. Al considerar dos fases continuas se desarrollan y resuelven ecuaciones de

conservacion para cada una de las fases [1].
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Dentro de este marco de estudio se encuentra el método de aproximacion utilizado para la
prediccion de la interface en el canal, es decir, cada una de las fases presentes en el sistema,

el agua y al aire, se tratan como una fase continua.

Antes de presentar las ecuaciones y algunas caracteristicas del método considerado se
mencionan dos categorias en las que se encuentran los modelos tipicos de aproximacion
para la superficie libre, asi como el algoritmo mas utilizado y algunos de los problemas en

su aplicacion, con la intencion de justificar el método utilizado.

4.2 Métodos para Superficie Libre

En un marco Euleriano arbitrario los modelos para superficie libre se clasifican en
e M:¢étodos de superficie (Interface Tracking)
e Me¢étodos de volumen (Interface Capturing)

Una representacion de ambas aproximaciones se ilustra en la Figura 4.1.

Fluido 1 Fluido 1
P Y

- N

\

.L.\ -

'-.‘
Fluido 2 Fluido 2
a) b)

Figura 4.2 Representacion del comportamiento de la interface: a) Métodos de superficie y b)
Métodos de volumen

Para los métodos de superficie, la interface se rastrea explicitamente mediante el uso de
puntos marcadores o conectando la superficie a una malla que se deforma con la interfaz
(Figura 4.2a). Para métodos de volumen (Figura 4.1b), los fluidos en cada lado de la

interface son marcados mediante particulas de masa despreciable o una funcién indicador.
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4.2.1 Algoritmo VOF

Dentro de los métodos de volumen se encuentra la aproximacion numérica mas utilizada en
el estudio de flujo con superficie libre, el algoritmo de volumen de fluido o VOF (Volume
of fluid). El método se basa en un indicador de funcion escalar € que determina la fraccion

de fluido en cada celda del dominio, con valores entre 0 y 1, es decir

C=0 celda vacia de fluido I:I
0=C=1 celdacon fraccion de fluido I:I

c=1 celda llena de fluido |:|

Si conocemos la cantidad de fluido o liquido en cada celda, es posible localizar la interface,
asi como determinar la pendiente y curvatura de la superficie. Las interfaces son faciles de
localizar, se encuentran en las celdas parcialmente llenas de liquido o entre las celdas llenas
y vacias de liquido. Las pendientes y curvaturas se calculan mediante el uso de las
fracciones de volumen de liquido en las células vecinas y asi se obtiene la posicion de

fluido una celda en particular.

Para calcular la evolucion temporal de la superficie es necesario una técnica que permita la
evolucion natural de la de funcion escalar C a través de la malla. La ecuacion bdasica

cinematica es

BC_I_ 6C+ 6C+ 66‘_0 41
ot “ox "oy "Waz (4-1)
Por otra parte, se deben aplicar condiciones de frontera apropiadas en la interface para
cumplir condiciones de incompresibilidad y esfuerzo cortante igual a cero. La referencia

[11] puede ser consultada para conocer la obra original de esta técnica.

4.2.1.1 Desventajas del algoritmo VOF

Aunque esta aproximacion ha funcionado bien en un gran nimero de aplicaciones, su

solucion presenta algunas desventajas. Una desventaja se presenta en el calculo de los
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nuevos valores de C donde se puede dar que € <0 o C > 1. Lo anterior, se previene
parcialmente mediante la aplicacion de limites, pero aun con esto C pueden exceder los
limites. En el método original esto se pretende solucionar al truncar C. Sin embargo, el
efecto de esto se ve reflejado en la pérdida o ganancia masa [12]. Otra desventaja del
algoritmo VOF es que pequefios cuerpos de agua pueden desprenderse de la superficie
libre, causando un espray no fisico del liquido sobre la superficie libre (también llamado

flotsam y jetsam). Mas detalles se encuentran en [11], [13] y [14].

Situaciones como las antes mencionadas motivan al uso de nuevas alternativas que mejoren

los modelos y algoritmos de aproximacion desarrollados en las ultimas décadas.

En la siguiente seccion se presentan el modelo de solucion, IPSA (Inter-phase Slip
Algorithm), como una alternativa para el estudio del fendémeno de superficie libre, en

particular para flujo en rios o canales.

4.3 Algoritmo IPSA (Inter-Phase Slip Algorithm)

El algoritmo de deslizamiento en la interface esta implementado en el codigo de simulacion
numérica PHOENICS vy se disefio para dar solucion a flujos multifasicos, particularmente
de dos fases. En el método se consideran dos conjuntos de ecuaciones, uno para una fase
ligera y otro para una fase densa. Para el caso de estudio (canal) se considera a la fase ligera

como aire y la fase densa como agua.

La prediccion del método involucra el célculo de las tres componentes de velocidad (u*,

k

v*, w¥) para cada una de las fases y posiblemente la temperatura, la concentracion y el

tamafio de la particula [15]. Las caracteristicas del método en el procedimiento de solucion

son:
e Marco Euleriano-Euleriano en una malla fija

e Fraccion volumetria, ¥, representa la proporcion de volumen de espacio ocupado

por la fase k
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e Las fracciones volumétricas en todas las celdas suman la unidad, es decir, los
fluidos llenan todo el espacio y la sumatoria de la fraccién volumétrica de cada

fluido presente es uno.

Z rk =1 (4.2)

En un flujo bifasico como es el caso de un canal abierto (agua y aire), en la interface o

superficie libre se debe cumplir:
rl+r2=1 (4.3)

Cada una de las fases ocupa so6lo una parte del espacio y es determinado a partir de la
fraccion volumétrica de la fase en la celda. Si la fraccion volumétrica de cualquier fase

valiera 1.0, la ecuacion de esa fase se reduce a la forma monofasica

4.3.1 Relacion entre las fase (Interface)

Se considera que cada fase tiene sus propias componentes de velocidad y en la interface se
relacionan por la transferencia de momento en la misma, ya sea, por arrastre, como en una
gota o friccion sobre una superficie. Para cada fase se tienen temperaturas, entalpias, y
fracciones masicas (especie quimica). Las temperaturas, T¥, y concentracion de especias
quimicas, C¥, se encuentran relacionadas por la transferencia de calor y transferencia de

masa en la interface, respectivamente. Cada fase puede tener su propia presion.

Las fases se pueden caracterizar por un tamafio de particula, como el didmetro de gotas o de

burbujas. También, se pueden caracterizar por el espesor de una pelicula de fluido o el area
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de una superficie, los cuales se veran afectados por la transferencia de masa, coalescencia o

separacion en y entre las particulas.

En el método IPSA se consideran las ecuaciones presentadas en la seccion 4.3.1., las
cuales, son basicamente las de Navier-Stokes y al ser resueltas permiten obtener los valores

k k .,k

de las variables r*, uk v* wk Tk y C¥ entre otras. Por otro lado, estas ecuaciones

contienen expresiones matematicas de las tasas de los procesos de transporte en la interface.
Dichas expresiones, conocidas como ecuaciones constitutivas, son a menudo empiricas y

provienen principalmente de la experimentacion.
Las ecuaciones que describen el estado de cada fase cumplen con lo siguiente
e El tratamiento entre las fase en las ecuaciones es imparcial

e Los términos transitorios, convectivo y difusivo contienen una factor de fraccion de

volumen adecuada (upwind o centrado, segiin sea necesario)

e Las relaciones entre las fases (masa, cantidad de movimiento y transferencia de

calor) se introducen a través del término fuente en la interface
e Las fases pueden intercambiar masa y otras propiedades

Dado que las variables se encuentran fuertemente ligadas en la interface se utiliza la técnica
numérica de convergencia, PEA, con el proposito de prevenir la desaceleracion en la

convergencia.

4.3.2 Ecuaciones de Gobierno

Las ecuaciones del modelo Euleriano-Euleriano (liquido-gas) son esencialmente similares a

la ecuacion general introducida en el capitulo anterior, pero con dos modificaciones
e La fraccion volumétrica de la fase r*

e Términos fuente extra
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La variable genérica ¢* que define la propiedad del fluido k, aparece acompaiada de la

fraccion volumétrica ¥

en los términos temporal, convectivo y difusivo para tener en
cuenta que el fluido en cuestion ocupa solo una fraccién del volumen fisico disponible; y
los términos fuente, que representan el intercambio de masa y propiedades entre ambas

fases.

Si ¢* es la propiedad en una fase, entonces ¢’ es la propiedad homologa en la otra fase, es

decir,
r® = fraccion volemtrica del fluido k

rJ = fraccion volemtrica del fluido j

u® = vector de velocidad del fluido k

uw = vector de velocidad del fluido j

La ecuacion para la fraccion volumétrica es similar a la ecuacion de continuidad:

d(p*rk)

Fra div(p*rku®) — div (Frkgrad(rk)) = my (4.4)

donde p* es la densidad del fluido k, u* es el vector velocidad del fluido k, Ik es el
coeficiente de difusién y my; es la transferencia de masa del fluido j a la fluido k por

unidad de volumen en [kg/m3 - s].

Esta ecuacion es similar a la ecuacion de continuidad, con las siguientes diferencias, la
aparicion de 7%, que se resefia arriba y la aparicién de un término difusivo para 7y.
Estrictamente, la masa o el volumen que ocupa una fase no se difunde normalmente contra
su gradiente de manera aleatoria, de la misma forma que lo hace la cantidad de
movimiento. Sin embargo, si la ecuacidon se promedia en el tiempo, este término puede
representar el cierre tipo gradiente de la correlacion entre la fluctuacion de la velocidad y
la fluctuacion de la fraccion volumétrica que aparece al promediar temporalmente el

término convectivo.
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En el termino fuente, la suma de m;; para todos los fluidos es cero, pues la masa que sale

de una fase es recibida por otra. En caso de que solo existan dos fases, k y j, se cumple

mj, = —my; [16]. Por lo tanto, la sumatoria para los fluidos considerados es igual a cero.
k=2
d(pkrk
(% + div(p*rku®) — div (I“rkgrad(rk))) =0 (4.5)
k=1

La ecuacién para cualquier otra propiedad conservada ¢* del fluido k, se escribe como:

a(prkeh)

s V) -y (V™)) = V (Lyer T(pK)) = Sk + Spp (4.6)

donde I’ ok ©S el coeficiente de difusion de la propiedad conservada, S ok €S el término

fuente que representa el gradiente de presion y las fuerzas de cuerpo (la gravedad, g). Las
diferencias con la correspondiente ecuacion monofasica son, ademds de la fraccion
volumétrica como en la ecuacion (4.4), las siguientes: el tercer término del miembro
izquierdo, llamado término de difusion. Este término representa la difusion de la propiedad
conservada ¢* causada por la difusién de la fraccién volumétrica introducida en la
ecuacion (4.4). También, el segundo término del miembro derecho, es el término fuente en
la interface, el cual representa la transferencia de propiedad entre fluidos debido a dos

mecanismos, difusivo y convectivo, su ecuacion en forma general es:
Sip = (fire + [mu ) (@™ — ¢%) (4.7)
e Difusivo, fj
e Convectivo, [0, my j]

El mecanismo difusivo es, por ejemplo, la transferencia de calor entre los fluidos por
conduccion y/o transferencia de cantidad de movimiento por arrastre. La componente
convectiva considera la propiedad que se incorpora al fluido debido a la masa transferida
del otro fluido. En el caso de no ceder masa el valor es cero, ya que la propiedad no cambia

en el fluido de origen, [17] y [18].

39



4.3.2.1 Coeficiente difusivo dentro de la fase

El tratamiento de la difusion dentro de la fase para flujos bifasicos es muy similar al de un

flujo monofasico. El coeficiente de difusion en la fase para cada fluido se escribe como:

_ ) Hi, HUr
Iy = (e * ) ()

4.3.2.2 Coeficiente difusivo de la fase

El término difusivo de la fase considera la dispersion turbulenta de particulas o gotas
debido a la turbulencia en la fase continua, y esta presente tanto en la ecuacion de fase
continua como en la ecuacion general de fase para la variable ¢*. El coeficiente de difusion

se escribe como:

ML Ur
o iy )
k=P \pr (r%) + Pr(rk)

(4.9)

4.3.2.3 Termino fuente en la interface

El término fuente en la interface contiene la relacion difusiva (friccidn, transferencia de
calor) y convectiva (transferencia de masa) entre las fases. Esta formulado en forma general

como sigue:

Sip = (fire + [0, my;]) (™t — ¢F) (4.10)

donde fjj es el coeficiente de transferencia (mecanismo difusivo) en la interface en [kg/s],
my; es la tasa neta de transferencia de masa entre la fases en [kg/s]. La cantidad
considerada entre corchetes es maximo entre 0 y my;. Si my; < 0, entonces []=0,

debido al que al ceder masa no cambia la propiedad. La ¢™™, representa el valor de ¢ en la
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interface y ¢* es el valor de la variable conservada ¢ en el cuerpo de la fase k donde la

fraccion volumétrica es 1.0.

4.3.2.4 Concepto de la propiedad ¢

La ¢™ como se menciono representa el valor de ¢ en la interface y puede estar en funcion
de espacio, del tiempo o el valor local en el cuerpo de la fase. ¢, es una propiedad y no

una variable obtenida a partir de una ecuacidon de conservacion.

Interface

Figura 4.3 En este caso ¢™(H") y ¢"*(H?) son la entalpia de saturacion del agua y del vapor [15].

Para entender mejor este concepto se puede hacer una analogia respecto al valor de la
entalpia en la interface de un sistema vapor - agua. Considerando ¢ (H?) y ¢ (H?)
como las entalpias de saturacion del vapor y del agua a la temperatura y la presion locales,

la situacion cerca de la interfaz se muestra en la Figura 4.3.

Otro ejemplo seria el caso de CO, que se difunde entre agua y aire. Si C; representa la
concentracion de CO, en el aire, y C; representa la concentracion de CO, en el agua,

entonces ¢ (C) y ¢ (C) representan las concentraciones en la interface aire-agua.

En otros casos como la transferencia de cantidad de movimiento en la interface, por
ejemplo, el concepto de este valor en la interfaz no es util, es mas significativo para pensar

en una transferencia directa entre las fases.
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4.3.2.5 Coeficiente de transferencia en la interface f;

El coeficiente de trasferencia fj, o FIP representa el flujo en la interface por celda. La

ecuacion queda definida como
fix = CFIPS - Vol - pyrir? (4.11)

donde CFIPS es un parametro de transporte en la interface (cantidad de movimiento y otros
propiedades) en [kg/s] y Vol es el volumen de la celda en [m3]. El pardmetro CFIPS

queda definido por la ecuacion

Vg
CFIPS = CdD— (4.12)
p

donde C, es el coeficiente de arrastre, v, es la velocidad de deslizamiento entre las fases y

D, es el didmetro de la particula.

4.3.2.6 Transferencia de masa en la interface

La tasa de transferencia de masa en la interface my, es controlada por la variable CMDOT,

como sigue
myj = CMDOT - fj, (4.13)

donde fj, o FIP es el coeficiente de transferencia en la interface, en [kg/s] y CMDOT es

un parametro adimensional de transferencia de masa.

4.3.2.7 Consideraciones especiales para la interface

Una caracteristica importante de un flujo con superficie libre es la interface, y esta tendra
efectos considerables sobre las ecuaciones de flujo multifasico, es decir, la inmiscibilidad
implica realizar algunas modificaciones en las ecuaciones para dar a la solucién una mejor

aproximacion del fenomeno.
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La unica fuerza de cuerpo considerada en el término fuente S ok ©s la gravedad. El

movimiento del fluido es debido tinicamente al efecto de esta fuerza.

En el término fuente en la interface S;p, el mecanismo convectivo es nulo. Los fluidos son
inmiscibles y no existe la transferencia de masa entre las fases. Asi, el pardmetro de

transferencia CMDOT es cero, por lo que my; = 0.

Para el mecanismo difusivo, fj, el coeficiente de transferencia de calor es nulo, dado que
en este estudio no se contempla y la transferencia de cantidad de movimientos se da por
friccion. Los valores de Cy4, vgq y D), para determinar el pardmetro CFIPS se presentan en

los detalles numéricos del capitulo 5.

4.4 Resolucion de las ecuaciones

Las ecuaciones pueden resolverse con el mismo método de volumenes finitos descrito en el
capitulo anterior. Como en el caso monofésico se tiene el problema de la existencia de una
variable dependiente sin ecuacidn, la presidon; y una ecuacion sin variable, Ec. (4.2) que
representa una ecuacion de continuidad o conservacion de masa global. Para la solucion,
también como en el caso monofasico, se transformar la ecuacion sin variable en una

ecuacion para la presion [10].

4.4.1 Acoplamiento Velocidad - Presion en IPSA

Para resolver el problema de acoplamiento velocidad-presion en un flujo de dos fases, en
esta tesis es utilizado un algoritmo que se deriva del método SIMPLE y se conoce como el

método IPSA (Inter-phase Slip Algorithm).

43



4.4.2 Procedimiento

Las ecuaciones para 1%

son resueltas (inicialmente con velocidades supuestas). Después, se
resuelven las ecuaciones para las demas variables ¢¥. Posteriormente, se resuelven las
velocidades de las ecuaciones de cantidad de movimiento (inicialmente con presiones
supuestas). A continuacion, se suman las ecuaciones de r* para formar una ecuacion de
continuidad global y calcular los errores de continuidad que producen los campos de r* y
u® actuales. El siguiente paso es transformar la ecuacién global de continuidad en una
ecuacion para la presion (de manera similar al caso monofasico). La ecuacion anterior es
resuelta y se corrige tanto la presion como la velocidad. Este procedimiento se repite, desde

el primer paso, de forma iterativa con el objetivo de eliminar errores y asegurar la

convergencia.

En el algoritmo IPSA, todos los términos de las ecuaciones de gobierno se tratan de manera
implicita, y lo anterior se debe al fuerte acoplamiento entre las ecuaciones del modelo de

multifasico.

4.5 Consideraciones en el modelado de la turbulencia

Las variables de la turbulencia k y &, son siempre de la fase continua, y la tasa de generacién se

calcula a partir del gradiente de velocidad de la misma fase.
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Capitulo 5

CONFIGURACION
Y

DETALLES NUMERICOS

Inicialmente, en este capitulo se aborda brevemente el proyecto del cual se derivan los
resultados experimentales considerados para la validacion del modelo numérico. En
seguida, se muestran la localizacion geografica del prototipo y las caracteristicas
geomeétricas del modelo fisico. Posteriormente, se muestran la configuracion numérica del

canal, los casos de estudio, los puntos de monitoreo y algunos detalles numéricos.

5.1 Plan Integral Hidrico de Tabasco (PIHT)

A fines de octubre de 2007, varias depresiones tropicales y frentes frios en el sureste y
golfo de México generaron lluvias intensas y continuas que derivaron en una falla en los
bordos y diques que integraban el sistema de control de flujo de esa zona, inundandose

alrededor 80% de la cuidad de Villa Hermosa (Figura 5.1) y parte de la sierra de Chiapas.

Figura 5.1 Imagen de la inundacion en la ciudad de Villahermosa, Tabasco [19].
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Con estos eventos se evidencio la necesidad de elaborar un plan para mitigar las
inundaciones en el estado, principalmente, en la capital tabasquefia. Asi, en 2008, el
Instituto de Ingenieria de la UNAM y la Comisiéon Nacional de Agua (CONAGUA)
acordaron el desarrollo del Plan Hidrico Integral para Tabasco (PHIT), en el cual, en una
primera etapa de su implementacion se considerd desarrollar, adaptar y aplicar modelos
matematicos de simulacion, optimizacioén y evaluacion, asi como modelos fisicos, técnicas

de percepcion remota y otras herramientas de apoyo [20].

5.1.1 Implementacion de modelos

Desde hace tres anos, la Coordinacion de Ingenieria Hidraulica (CIH) y la Coordinacion de
Procesos Industriales y Ambientales (CIPTA) del Instituto de Ingenieria, de la UNAM, han
trabajado de manera conjunta en el desarrollo del PHIT. La colaboracién entre estas
Coordinaciones se da a partir de la comparacion de datos experimentales obtenidos de los
modelos propuestos (construidos por la CIH), con datos estadisticos de simulaciones

numéricas (de la CIPIA) aplicadas a dichos modelos.

A través de esta colaboracion se posible establecer las caracteristicas, geométricas y
funcionales, de los canales y las estructuras de control a construir, con el objetivo mejorar
las condiciones de control sobre el gasto de los rios aledafios a Villahermosa, en particular

del rio Carrizal, sin la necesidad de una erogacion econdmica importante.

5.2 Prototipo Rio Carrizal

El rio Carrizal es un brazo delgado que nace de la bifurcaciéon del rio Mezcalapa, fluyendo

de Oeste a Este por la parte norte de la ciudad de Villa Hermosa.

El funcionamiento hidrdulico de este rio depende de la distribucion del flujo presente en la
bifurcacion, condicionando el gasto conducido por el mismo. A partir de estudios de
transito de avenidas en cauces, se determino que el gasto maximo permitido para evitar

exceder el limite del rio Carrizal y eventualmente su desbordamiento, es de 850 [m¥/s] [21].
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Con la finalidad de regular el caudal del rio se construyo una estructura de control en las
margenes del rio, localizada al inicio de la bifurcacion del rio Mezcalapa, en el poblado del
Macayo. Es importante mencionar que en el proceso de evaluacion y optimizacion, del
modelo a escala de la obra, se obtuvieron los datos experimentales para validar el modelo

numérico utilizado y con esto lograr un mayor margen de seguridad en los resultados.

5.2.1 Localizacion

La zona considerada para el estudio se localiza cerca de los limites entre los estados de
Tabasco y Chiapas, aguas abajo del inicio de la bifurcacion del rio Samaria y el rio Carrizal

(Figura 5.2).

Figura 5.2 Imagen satelital de la localizacién del prototipo, 1a seccién consta de un tramo de 2.2 [km] de largo.

La estructura de control se compone de dos canales en las margenes del rio (Figura 5.3)
donde para la margen izquierda se construyo un canal de descarga con compuertas radiales
que actualmente estd en funcionamiento y para la margen derecha del rio, el modelo del

canal aun permanece en evaluacion.
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Figura 5.3 Localizacion geografica de la estructura de control.

5.3 Modelo Fisico

El modelo se construyo en el Laboratorio de Hidraulica Fluvial, del Instituto de Ingenieria
de la UNAM, a escala 1:60 y cumple con los criterios de semejanza acordes a la naturaleza
del problema bajo estudio, tiene una longitud de 37.76 [m] y un ancho de 8.33 [m]. Una

fotografia del modelo a escala del rio en el laboratorio se muestra en la Figura 5.4.

Figura 5.4 Fotografia del modelo del rio Mezcalapa.
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5.4 Modelo numérico

El objetivo de este estudio contempla inicamente la dinamica del flujo del canal en la
margen derecha del rio, por lo que solo se considerara una parte del modelo original. En la
Figura 5.5 se muestra la vista de planta de la estructura de control “El Macayo”. En la parte
inferior de la imagen se observa el canal de la margen derecha considerada en la

simulacidn.
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Figura 5.4 Vista de planta de la estructura de control “El Macayo”.

5.4.1 Configuracion del canal

El canal tiene una seccion transversal rectangular a lo largo del mismo. Este inicia con un
tramo recto de 111 [cm] de longitud, aguas abajo, en la parte media se encuentran tres pilas
de concreto con cuatro compuertas radiales. Enseguida, se encuentra un tanque de
amortiguamiento con una longitud de 55 [cm], el cual termina con un umbral de 80 [°] con
respecto a la horizontal. A la salida la plantilla del canal contintia de forma horizontal hasta

la descarga del rio.
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Para tener una vision mas adecuada del modelo se presentan, la Tabla 5.1 con las
dimensiones del canal en el dominio computacional y la Figura 5.5 con la geometria
tridimensional del canal (sin compuertas) generada en un software CAD y se muestra la

direccion del flujo.

Tabla 5.1
Eje Dimensiones [m]
X 3.36
y 0.34
% 2.09

N

X

Figura 5.5 Modelo con la direccion del flujo y sus dimensiones.

Una caracteristica importante del prototipo son las compuertas (Figura 5.6), ya que se
tienen datos experimentales del funcionamiento del canal para dos diferentes aberturas de

las mismas y cada condicion se tomo como un caso de estudio.

Figura 5.6 Esquema tridimensional de las compuertas.
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5.4.2 Casos analizados

El estudio se realizo para dos condiciones (con datos experimentales) de funcionamiento en

las compuertas
e (anal con las compuertas totalmente abiertas
e Canal con las compuertas parcialmente abiertas

En lo sucesivo al primer y segundo caso de estudio se llamaran C1 y C2, respectivamente.
Para C2 las compuertas se encuentran con una apertura parcial de 4.44 [m]. En la Figura
5.7, se presentan las pilas de concreto con las compuertas y el tanque amortiguador, asi
como la configuracion de C1 y C2. La Figura 5.8, muestra vistas frontales y laterales de las

estructuras en el canal y sus dimensiones.

Figura 5.7 Casos analizados: C1, las compuertas totalmente abiertas (izquierda) y C2, parcialmente abiertas (derecha).

51



Figura 5.8 Vista lateral y frontal con las dimensiones de las estructuras en canal.

5.4.3 Puntos de Monitoreo

En una seccion anterior se menciond la validaciéon de la simulacion a través de la
comparacion de datos numéricos con datos experimentales. Los datos experimentales se
obtuvieron de 7 puntos de monitoreo. Los primeros tres puntos se encuentran aguas arriba,
en la parte inicial del canal y los Gltimos cuatro, aguas abajo, a la entrada de las pilas de

concreto. En la Figura 5.9, se observan los puntos mencionados.

Figura 5.9 Localizacién de los puntos de monitoreo.
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Los datos derivados de las mediciones de campo son velocidades y se registraron mediante
el dispositivo ADV LAD (sensor sonico de tres receptaculos). El sensor registra las

magnitudes promedio de las componentes de velocidad.

5.5 Caracteristicas de la Malla

El dominio computacional fue discretizado en una malla cartesiana con distribucion
uniforme para cada uno de los ejes. En la Tabla 5.2 se muestra las caracteristicas de la

malla, teniendo un nimero total de 792000 nodos.

Tabla 5.2
Eje Numero de celdas Tamaiio de la celda [m]
X 120 0.03
y 55 0.01
Z 120 0.02

La Figura 5.10 muestra el dominio computacional y la Figura 5.11 un esquema del mallado

del dominio en los planos xy, xz y yz.

Figura 5.10 Dominio computacional.
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a) b) )

Figura 5.11 Malla rectangular uniforme en todos los planos: a) xz, b) xy y ¢) yz.

5.6 Detalles numeéricos

Los datos experimentales y numéricos del rio se obtuvieron en estado permanente e
incompresible. Los fluidos de trabajo son aire y agua a 20 [cC] y 1 [atm]. La unica fuerza

de cuerpo considerada es la gravedad, en el eje y, con un valor de 9.81 [m/s?].

Para ambos casos, las velocidades en los puntos de monitoreo se registraron para una gasto

de operacion de 550 [m?/s] y para C2 la abertura de las compuertas considerada fue de 4.44
[m].

Los valores de Cy4, vgq y D) utilizados para determinar el parametro CFIPS son
o (C;=02
o v; =20.0[m/s]

e D,=0.01[m]
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Capitulo 6

ANALISIS
DE

RESULTADOS

En esta seccion se muestran los resultados derivados de la simulacion numérica de un flujo
bifasico inmiscible al cruzar un canal prismatico con estructuras de control. Primero, se
presentan las simulaciones del canal para los dos casos considerados, con imdgenes de los
contornos de presion, velocidad, fracciéon volumétrica y energia cinética turbulenta en
valores promedio, asi como los vectores de velocidad. Los resultados sobre la prediccion de

la posicion de la interface se presentan al final de la seccion.

6.1 Flujo en el canal

Un esquema del flujo se muestra en la Figura 6.1. El canal presenta una longitud de 80 [m],
aguas arriba de las compuertas y 157 [m] debajo de las compuertas. Las compuertas son
radiales, tienen un ancho de 5 [m] y se localizan 12 [m] aguas abajo del inicio las pilas de

concreto con un ancho de 1.8 [m].

Figura 6.1 Representacion esquematica del flujo en el canal.
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6.2 Simulacion de C1

Para este caso, las compuertas se encuentran completamente abiertas y el canal descarga
libremente. En el canal de llamado el flujo entra con una velocidad aproximada de 2.5

[m/s].

6.2.1 Contornos de Presion - Velocidad

En las Figuras 6.2 y 6.3, se muestran los contornos de presion y velocidad de una vista de

planta del canal, respectivamente.

Figura 6.2 Contornos de presion.

Figura 6.3 Contornos de velocidad.

Aguas arriba de las pilas de concreto la velocidad promedio del flujo es de 3.8 [m/s] con un
régimen subcritico de Fr = 0.43. En el muro de la margen izquierda del canal de llamado se

observa una diferencia de velocidades a consecuencia del redireccionamiento del flujo a su
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llegada al mismo, es decir, las velocidades més bajas se encuentran en la parte interna de la

curva y las mas altas en la parte externa en direccion al margen derecha del canal.

Antes de ingresar a las pilas de concreto, el flujo es redireccionado nuevamente aguas abajo
hacia la margen izquierda del canal, y esto se ve reflejado en un ligero incremento de la

velocidad a lo largo del canal en dicha margen (Figura 6.4).

Figura 6.4 Diferencia de velocidades en las margenes del canal.

Aguas abajo, la presencia de las pilas representa un cambio en la seccion transversal del
canal, y se produce una aceleracion del fluido al pasar a través de estas. La velocidad
promedio en esta seccion es de 4.7 [m/s] y se tiene un régimen subcritico, Fr = 0.64. A la
entrada de la rapida se presenta una depresion abrupta en el nivel del agua, por lo que el
flujo se acelera nuevamente e ingresa al tanque amortiguador con una velocidad promedio

de 9.1 [m/s], con un régimen supercritico de Fr =1.71.

El cambio abrupto en la pendiente del canal, donde la superficie del tanque se une con la
rapida, produce un salto hidraulico y el flujo pasa de supercritico a subcritico, con lo cual,
la energia, debida a las altas velocidades y presiones del fluido, se disipa a consecuencia de la

turbulencia resultante. La velocidad de flujo se reduce y el nivel de agua aumenta.

Figura 6.5 Aumento de la presion a la salida del tanque.
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A la salida del tanque, la presion del flujo en la margen izquierda aumenta ligeramente, a
causa de su impactar umbral de salida (Figura 6.5). Dados los altos valores de velocidad en
esta region, es coherente encontrar un incremento de presion en dicha zona. El umbral tiene
una cota de 2.5 [m] sobre el nivel del tanque, y a lo largo de la plantilla de salida la
velocidad promedio del flujo aumenta. En esta seccion se tiene un régimen subcritico, con un

Fr=0.98.

Cabe mencionar que en la seccion del tanque se presentan dos condiciones importantes.
Una de estas se relaciona con el desarrollo del flujo y la otra consiste en una caracteristica

particular de un resalto hidraulico, es decir:

e Zona de recirculacion

e Arrastre de aire

La primera condicion se refiera a una zona de recirculacion, la cual se origina por la diferencia
de velocidades existente entre las margenes del canal (Figura 6.4). En la siguiente imagen,
Figura 6.6, se muestra la zona de recirculacion la localizada en el tanque de amortiguador, en

la margen derecha del canal.

7

Figura 6.6 Zona de recirculacion en el estanque de amortiguador.

Aguas arriba, se presenta la segunda condicion y se refiere a un fendmeno caracteristico del

resalto hidraulico, donde aire atmosférico es arrastrado en el pie del salto y trasportado aguas
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abajo (Figura 6.7). El efecto del arrastre del aire en un resalto hidraulico, asi como una amplia
revision de datos experimentales es discutido por Wood (1991) y Chanson (1997),
respectivamente. Aunque este fendmeno no se analiza en este trabajo, el fenomeno de arrastre
resulta un parametro importante en el disefio de las paredes laterales del canal en algunos

casos, ya que el volumen del flujo se incrementa.

Figura 6.7 Lineas de corriente del aire al ingresar a la zona turbulenta generada por el resalto hidraulico.

6.2.2 Energia cinética turbulenta

La energia cinética turbulenta es un indicador de los cambios, tanto espaciales como
temporales, en las propiedades del flujo e indica transporte de propiedades por
movimientos turbulentos. Esta energia es generada por los cambios en la velocidad del

flujo. Los contornos de energia cinética turbulenta se presentan en la Figura 6.8.

Figura 6.8 Contornos de energia cinética turbulenta.
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En la imagen se observa una mayor generacion de energia cinética turbulenta al pie del
resalto hidraulico, cerca de la region central del canal donde los gradientes de velocidad son
mayores. Aguas abajo, en el umbral de salida la energia cinética se incrementa nuevamente

debido a un cambio en la velocidad del fluido.

6.2.3 Puntos de monitoreo

En las Tabla 6.1 y 6.2 se presentan los valores promedio de la velocidad obtenidos de la
simulacion y del modelo a escala en los puntos de monitoreo, asi como el porcentaje de
error respecto de los valores experimentales. Los puntos 1 y 4 se encuentran en la margen

derecha, y los puntos 3 y 7 se encuentran en la margen izquierda del canal.

Tabla 6.1
Puntos de monitoreo Velocidadg [m/s] Velocidady [m/s] % EE
1 3.94 4.08 3.55
2 4.10 3.92 4.39
3 3.99 3.67 8.02

Los subindices E y N se refieren a los valores de velocidad obtenidos de forma

experimental y numérica, respectivamente.

Tabla 6.2
Puntos de monitoreo Velocidadg [m/s] Velocidady [m/s] % EE
4 4.67 4.20 10.07
5 4.76 4.29 9.87
6 4.60 4.35 5.43
7 4.85 4.66 3.91

En la Figura 6.9 se muestra las velocidades promedio obtenidas de la simulacion. Los valor
nulos de velocidad en los extremos de ambas graficas se deben a la condicién de no
deslizamiento en el muro del canal. Para los puntos de monitoreo aguas abajo también se

observa valores con velocidad cero, y esto se debe al espacio ocupado por las pilas.
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Figura 6.9 Magnitudes de velocidad en los puntos de monitoreo, los puntos 1 y 4 se encuentran

en la margen derecha

6.2.4 Superficie libre

En la Figura 6.10 se muestra el contorno de densidad a lo largo del canal. El flujo ingresa
de manera uniforme con una altura, casi constante, de 20.15 m. s. n. m. y se mantiene aguas
abajo hasta el inicio de las pilas de concreto donde, debido la reduccion en cada una de las
secciones de la estructura, el flujo se acelera y la altura disminuye gradualmente. Aguas
abajo, al entrara en la rapida, el flujo se acelera nuevamente modificando su condicién a

rapidamente variado.

Canal de lamado ‘ Pilas de concreto I Tanque amortiguador TUmbral de salida
([ Y Y N N |
1.18 [kg/m’] 998.23 [kg/m®]

Figura 6.10 Contorno de densidad.
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Cuando el flujo ingresar al tanque amortiguador se presenta un resalto hidraulico, con lo
cual, el flujo recupera altura y su velocidad disminuye. Al interior del resalto se tienen
vortices que favorecen la disipacion de energia, y la superficie aguas abajo es uniforme. Las
caracteristicas mencionadas permiten clasificar el resalto hidraulico obtenido como un
resalto hidraulico débil. Un resalto de este tipo se genera a partir de flujos supercriticos con
valores entre 1.7 < Fr < 2.5 y es coincidente con el régimen de flujo aguas arriba del
tanque, Fr = 1.71. La disipacion de energia en un resalto débil es baja, con valores entre
5% y 15% [22]. Posteriormente, en el umbral de salida el flujo se vuelve uniforme y la
cantidad de aire introducido por la turbulencia del resalto se reduce de forma considerable

forma nuevamente una superficie libre definida.

En la Figura 6.10 se muestra la superficie libre en el canal y en la Tabla 6.3 se muestran la
comparacion entre las alturas experimental y numérica de la superficie libre, respecto a la

superficie del canal, en el canal de llamado.

Figura 6.11 Superficie libre.

Tabla 6.3
Regién Altura en el modelo  Altura en el modelo %EE
fisico, m.s.n.m. numérico, m.s.n.m.
Canal de llamado 20.5 19.95 2.68
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6.3 Simulacion C2

Para el caso C2 las compuertas se encuentran parcialmente abiertas, con un abertura de 4.44
[m], respecto a la superficie del canal de llamado, con un nivel de agua embalsada de 20.85
m. s. n. m. La compuertas se encuentran 12 [m] aguas abajo aguas abajo del inicio de las

pilas.

6.3.1 Contornos de Presion - Velocidad

Las Figuras 6.11 y 6.12 muestran los contornos de presion y de velocidad.

Figura 6.11 Contornos de presion para C2.

Figura 6.12 Contornos de velocidad para C2.

Aguas arriba, a la entrada del canal, la velocidad promedio es de 3.9 [m/s], con un régimen
subcritico de Fr = 0.41. El cierre parcial de las compuertas produce una region de embalse
en el canal de llamado. En la Figura 6.11 se observa el aumento de presion en el flujo

debida a esta situacion.
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Por otro lado, al igual que en Cl1, en la Figura 6.12, se mantiene la diferencia de
velocidades entre las margenes del canal. Las velocidades mas bajas se presentan en la
parte interna de la curva, asi como a lo largo del la margen izquierda, y los valores mas
altos en la parte externa. Aguas abajo, en las compuertas, la velocidad del flujo aumenta
rapidamente hasta una velocidad promedio de 6.58 [m/s]. Aunque la distribucion de
velocidades, en esta zona, es mas uniforme que en el caso anterior, los valores de velocidad

mas altos se siguen presentando en la margen izquierda (Figura 6.13).

Figura 6.13 La distribucion de velocidades es mas uniforme.

Aguas abajo, al final de las pilas el fluido entra en la rdpida y el régimen de flujo se
incrementa hasta Fr = 1.74. Al ingresar en el tanque se presenta un salto hidraulico y el
flujo cambia de supercritico a subcritico, Fr = 0.66 Asi, la energia del flujo se disipa
progresivamente tanto por la resistencia causada la friccion a lo largo de las paredes y al
fondo del canal, como por la turbulencia generada al anterior del resalto. La velocidad del
flujo disminuye y la profundidad aumenta. Al ingresar al umbral de salida, la velocidad

promedio del flujo a lo largo de la plantilla aumenta y se vuelve supercritico, Fr = 1.01.

Figura 6.14 Zona de recirculacion en el estanque de amortiguador.
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Al igual que en Cl, en el tanque de amortiguamiento se presenta una zona de recirculacion

cerca de la margen derecha del canal. La Figura 6.14, muestra la zona de recirculacion.

6.3.2 Energia cinética turbulenta

Los contornos de energia cinética turbulenta se presentan en la Figura 6.15.

Figura 6.15 Contornos de energia cinética turbulenta.

La mayor generacion de energia cinética turbulenta se sigue presentando al pie del resalto
hidraulico, cerca de la region central del canal donde los gradientes de velocidad son
mayores, y aguas abajo, en el umbral de salida, la energia cinética presenta un incremento,

a causa de la aceleracion del fluido a lo largo de la plantilla.

6.3.3 Puntos de monitoreo

En las Tabla 6.4 y 6.5 se presentan los valores promedio de la velocidad obtenidos de la
simulacion y del modelo a escala en los puntos de monitoreo, asi como el porcentaje de

error respecto de los valores experimentales.

Tabla 6.4
Puntos de monitoreo Velocidadg [m/s] Velocidady [m/s] % EE
1 4.21 3.67 8.02
2 4.38 3.92 4.39
3 4.07 4.31 5.89
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Tabla 6.5

Puntos de monitoreo Velocidadg [m/s] Velocidady [m/s] % EE
4 4.67 5.52 9.30
5 4.75 5.23 10.27
6 4.73 4.61 2.94
7 5.05 4.37 6.42

En la Figura 6.16 se muestra las velocidades promedio obtenidas de la simulacion. Los
valor nulos de velocidad en los extremos de ambas graficas se deben a la condicion de no
deslizamiento en el muro del canal. Para los puntos de monitoreo aguas abajo también se

observa valores con velocidad cero, y esto se debe al espacio ocupado por las pilas.

5 6
— 4 7W g 3 7
E 3 1 3 L —_ 4 4
= ] =
1 ] s 3
2 21 =
g ] g 2
= 1 <
S 14 > 1

0> . : . : ') 0

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Distancia [m] Distancia [m]

/

Grifica 6.16 Magnitud de velocidad de todos puntos de monitoreo en comparacion con los

datos de la simulacion.

6.3.4 Superficie libre

En la Figura 6.17 se muestra el contorno de densidad. El flujo ingresa de manera uniforme
al canal de llamado con una altura constante de 20.85 m. s. n. m., manteniéndose aguas

abajo hasta el inicio de las pilas de concreto.
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f T - T 1 - T - 1
Canal de llamado Pilas de concreto Tanque amortignador Umbral de salida

1.18 [kg/m’] 998.23 [kg/m’]

Figura 6.17 Contorno de densidad.

Al fluir a través de las compuertas, la altura del flujo disminuye y la velocidad aumenta,
ambos de manera abrupta, con lo que el régimen subcritico cambia a Fr = 0.98. El nivel de
agua a lo largo de las pilas permanece casi constante hasta llegar a la rapida, donde el flujo

incrementa nuevamente su velocidad y se alcanza un régimen de supercritico de Fr = 1.70.

En el tanque amortiguador se presenta un resalto hidraulico, con lo cual se recupera altura y
la velocidad disminuye. Al interior del resalto se tienen vortices que favorecen la disipacion
de energia, y la superficie aguas abajo es casi uniforme. Al igual que el caso anterior, las
caracteristicas mencionadas permiten clasificar el resalto hidraulico como débil.
Posteriormente, en el umbral de salida el flujo se vuelve uniforme y la cantidad de aire
introducido por la turbulencia del resalto se reduce de forma considerable forma

nuevamente una superficie libre definida.

La Figura 6.18 muestra una vista tridimensional de la superficie libre en el canal y la Tabla
6.6 muestran la comparacioén entre las alturas experimental y numérica de la superficie

libre.
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Figura 6.18 Flujo tridimensional en el canal.

Tabla 6.6
Region Altura en el modelo  Altura en el modelo %EE
fisico, m.s.n.m. numeérico, m.s.n.m.
Canal de llamado 20.50 20.85 1.71
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Capitulo 7

CONCLUSIONES

Y

RECOMENDACIONES

En el trabajo presentado se simulo numéricamente el flujo en un canal abierto con
estructuras de control, con el objetivo de determinar si el modelo bifasico IPSA es capaz de
predecir la posicion de la superficie libre, asi como el modelado de la hidrodindmica del

flujo al cruzar las estructuras.
7.1 Conclusiones

A la entrada del canal de acceso las lineas de corriente cambian rapidamente de direccion lo
cual no permito una entrada uniforme del flujo. Esta situacion condiciona la dinamica del
flujo a lo largo de la estructura. Aguas abajo, la situaciéon mencionada promueve una
diferencia de velocidad en las margenes del canal de llamado. En ambos casos de estudio y
a través del contorno de velocidades, es posible visualizar ésta condicion de flujo. El campo
de velocidades en esta seccion presenta una buena aproximacion con datos experimentales,

donde se tiene un error menor al 4%.

Aguas abajo, a la entrada de las compuertas, la diferencia de velocidades se sigue
presentando y, en ambos casos de estudio, los valores de velocidad mas altos se encuentran
en la margen izquierda. Al llegar al tanque amortiguador se presenta un resalto hidraulico y
la velocidad del flujo disminuye, sin embargo en la plantilla de salida la velocidad se

incrementa nuevamente.
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En todas las secciones del canal la superficie libre se representd de manera adecuada a
pesar de ser un método propiamente difusivo, lo cual se hace evidente en los cambios
abruptos en algunas secciones del canal, como la rapida, en el tanque y al inicio del umbral
de salida. La posicion de la interface a lo largo de la estructura es coincidente con lo

obtenido en el modelo a escala, con un error menor al 3%.

Los datos obtenidos del modelo numérico presentan un error de precision menor al 10%
respecto a datos experimentales, por lo que se considera que el método multifasicos
representa apropiadamente, tanto la posicion de la interface aire-agua en el canal, como la

dinamica del flujo.

El estudio realizado da como resultado una alternativa para el tratamiento de flujos
tridimensionales en canales abiertos con geometrias complejas, a un bajo costo
computacional. Los tiempos de calculo son bajos y se evita, tanto el uso de mallas refinadas
en el dominio computacional, como el uso de esquemas de orden superior para evitar la

difusion numérica entre las fases.

7.2 Recomendaciones

La geometria del canal de llamado resulta una variable importante en el comportamiento
del flujo a lo largo la estructura. Al ingresar al canal de acceso las lineas de corriente en la
margen izquierda cambian bruscamente de direccion, por lo que la llega del flujo a dicha
seccion no es uniforme. Aguas abajo, antes de las compuertas pilas concreto el flujo
comienza exhibir una diferencia de velocidades entre las margenes del canal, donde las
velocidades mas altas se encuentran en la margen derecha, generando una amplia zona de

recirculacion cerca de la margen derecha.

El resalto hidraulico presente en el tanque es débil, y la energia disipada por el mismo es
insuficiente para mitigar problemas de socavacion o erosion en el lecho del rio que aguas

abajo de la estructura.
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Considerando lo anterior, es posible realizar algunas recomendaciones para mejorar el

desempefio de la margen derecha del rio carrizal. Se recomienda modificar dos secciones

e Canal de llamado

e Tanque de amortiguamiento

El redisefio del canal de acceso promovera una adecuada distribucion del flujo y un mejor
desempefio de las estructuras, al evitar la diferencias velocidades entre las margenes del
canal. De la misma forma, el redisefio del tanque amortiguador permitird un resalto
hidraulico estable, asi como una mayor disipacioén de energia. El uso de bloques dentados
en la solera del mismo podria ser una opcion viable para mejorar la eficiencia del tanque y

reducir las altas velocidades a la salida de la estructura.

Por ultimo, en un flujo en canal abierto se presentan fendmenos de arrastre y acumulacion
de sedimentos que aprovechando el marco Euleriano del modelo utilizado, podrian llegar a

ser resueltos en proyectos futuros.
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Apéndice A

MODELOS

DE

TURBULENCIA

Las ecuaciones instantaneas de continuidad y Navier-Stokes forman un conjunto cerrado de
cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas u, v, w y p. Al no poderse resolver de manera
directa, o por lo menos, no a un bajo costo computacional, se utiliza el promediado
temporal de las ecuaciones de gobierno. En el proceso de promediado realizado a las
ecuaciones de movimiento se pierden todos los detalles relativos al flujo contenidas en las
fluctuaciones instantaneas, ademas de esto, se obtienen nueva incdgnitas adicionales en las
ecuaciones de movimiento promediadas. Por lo anterior, un modelo de turbulencia es

necesario para calcular los términos extra.

A.1 Tipos de modelos

Los modelos de turbulencia desarrollan procedimientos de célculo para el término de los
esfuerzos de Reynolds, tales expresiones permiten el cierre del sistema de ecuaciones
promediadas. Las fluctuaciones turbulentas no se resuelven a detalle, sino una

aproximacion del efecto de estas sobre el flujo medio.
La aproximacion de este término se divide en dos categorias
e Viscosidad turbulenta

e Ecuacioén de transporte
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A.2 Modelos de viscosidad turbulenta

Los modelos de viscosidad turbulenta asumen la existencia de una analogia entre la accion
de los esfuerzos viscosos y los esfuerzos de Reynolds sobre el fluyjo medio. En las
ecuaciones de momentum (2.18)-(2.20) ambos esfuerzos aparecen a la derecha de la
ecuacion; y en la ley de viscosidad de Newton los esfuerzos viscosos son proporcionales a
la tasa de deformacion angular de los elementos de un fluido. En notacién indicial se

escribe como

_ aui+6uj A1

Boussinesq propuso en 1877 una relacion analoga entre los promedios temporales de las

velocidades de deformacion y las tensiones de Reynolds

(L 2) 2 s A.2

donde el coeficiente de proporcionalidad p; se denomina viscosidad dindmica turbulenta y

k es la energia cinética turbulenta por unidad de masa [86, pg. 67]
k=240 +w?) A3
=5 % w (A.3)
Por otra parte la energia cinética media seria
-1 _ >
k=§(u2+v2+wz) (A.4)

Si se calcula el promedio temporal de la energia cinética instantanea se obtiene, teniendo en

cuenta (3.10)

k=%(u2+v2+w2)=%((a+u)2+(ﬁ+v)2+(v‘v+w)2) (4.5)
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Promediando queda

%((ﬁ+u)2+(ﬁ+v)2+(w+w)2)

%((ﬁ+u)2+(ﬁ+v)2+(v—v+w)2)

%((az+u2+ﬁu)+(17+v2+17v)+(w+wz+v_vw))

—((az +172) + (52 +v°)+ (szZ +W2)>

1 1,2 2 —
(2 =2 =2 _
2(u + v +W)+2(u +v +w)

N| -

k=k+k

es decir, la suma de las energias cinéticas media y turbulenta.

(A.6)

Es conveniente notar que el coeficiente empleado y; en (A.2) puede en general depender

de la direccion considerada, siendo realmente un tensor de viscosidad turbulenta. En este

estudio se supone el mismo valor para todas las direcciones del espacio.

El término —% pké;;, de la ecuacion (A.2), es un esfuerzo normal que hace la férmula

véilida para los tensores Ty, Tyy Y T5z. En efecto, aplicando (A.2) para los tensores

normales (I = j) y llamando v, = % a la viscosidad cinemadtica turbulenta, se obtiene

—2 (2 aa) Zk
u =7t X 3
_> ov 2
-V =7V (2 —y> - §k
—2 (2 6W> Zk
w =V; 2 3

(A.7)
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Si se suman estas tres expresiones y se toma en cuenta la ecuacién de continuidad, se
comprueba la ecuacion. De no incluir el término —Epk&- ;j la k resultaria nula. Se asigna

asi, a cada una de los tres tensores normales de Reynolds, una tercera parte de la cantidad
2pk . Esto supone asumir una distribucion isotropica para estas tensiones normales, lo que

no se corresponde con la realidad en bastantes tipos de flujos [86, pg. 64].

Ahora, si sustituyendo la expresion de las tensores de Reynolds en las ecuaciones (2.23)-

(2.23)

_2 [ —_
ot 105 ou’ duv o
—u+V-(ﬁﬁ)=pfx———p+vV2(ﬁ)—< LA ”W>

Jt p 0x 0x dy 0z
ou 1ap 5 Ju Jdu\ 2
a—+V (uu)—pfx—;a—+vv (u)+—[vt< ax) §k]
G E g G5 48
oy [Ve\ay Yo/l T a2 1V 5z T ax (4.8)
Reordenando y agrupando los términos del segundo miembro
aa+v (uu) = 19p 2k+ Vi(@)+V- vy Vi +V ou A.9
o5t uu) = pfy 2oz 3 vVe(u v Vu "fax (A.9)
Aplicando un procedimiento andlogo para cada componente se obtiene
a_+V (vu) 19p 2k+ VZ(0)+ V- v Vo +V ou A.10
PR vu) = pf, 2oy 3 vVe(v v Vi Vtay (A.10)
aw 10p Ju
E-I_V (Wu)—pj”Z——a—Z——k +vV2(Ww)+ V- v, Vw + V- Vi (A.11)

al ser constante v, se puede escribir vV2(u) como V-vVu para agrupar la viscosidad

molecular con la turbulenta

ou - 19p ot
—t+V-(uu)=pfx—’[—)—x——k +V-(v+v)Vu+V- Ve g (A.11)
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o7 10p 2 ou

E-FV'(T?I_I):pfy—;E—gk +V'(U+Ut)VfL+V'VtE (A.12)
aM7+V (wu) = 19p zk +V-(v+v)Vu+V ou A.13
at W) = 0L = 05,73 vHUVEAV v (413)

Con el fin de simplificar las expresiones se tiene en cuenta lo siguiente:

e Los términos que contienen las derivadas parciales de k respecto a x, y y z
provienen los tensores normales de Reynolds y actuan perpendicularmente a las
caras del volumen de control, por lo que se incluyen en los términos que contienen
las derivadas de presion [66, pg. 11].

e El valor de la viscosidad turbulenta pu; es varios 6rdenes de magnitud mayor que v,
por lo v que se considera despreciable.

e La variacion espacial de v,es minima, por lo que

V-vta—ﬁz vtV-a—ﬁz vt<azﬁ + 0% + 8sz/>
ox ox 0x?  0xdy 0x0z

(A.14)

aplicando la propiedad de Schwarz de las derivadas segundas cruzadas y teniendo

en cuenta la ecuacion de continuidad, se convierte en

02ﬂ+ 0%v +62v_v 0 (6ﬂ+617+6v_v>_ T
e\ ox2 dxdy = 0xdz) Ut ax \ox dy  0z) (4.15)
Tras realizar en (3.36)-(3.48) las simplificaciones mencionadas, se obtiene
ou _ 10p _
E+V-(uu)=pfx—;a+v- Vu (A.16)
a17+V (vu) = 1aﬁ+V \%7 A.17
at ru) = pfy p ay tvv ( ' )
aW+V (wu) = 1aﬁ+V Vw A.18
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€n una ecuaci(')n, esto se expresa como

ou

1
at+v-(ﬁﬁ)=pf—;v17+v- Vi (4.19)

Al aplicarla relacion de Boussinesq se obtienen las ecuaciones de Reynolds con el termino
de viscosidad turbulenta, y tiene dimensiones de velocidad por longitud. El calculo , es el
objeto de los modelos de turbulencia basados en esta propiedad y se clasifican segun el
numero de ecuaciones diferenciales resueltas, siendo de cero ecuaciones (Modelo de
longitud de mezcla), una ecuacion (Modelo k-1) y dos ecuaciones (Modelo k-w, k-&, entre

otros).

A.2.1 Modelos de longitud de mezcla

El primer modelo que describe la distribucion de v;, se debe a Prandtl y utiliza el concepto
que le da nombre, longitud de mezcla. Esta magnitud representar la distancia media
recorrida por las particulas del fluido, sin modificar su cantidad de movimiento [74, pg.

537].

La v; puede ser expresada como el producto de la velocidad de escala turbulenta ¥ [m/s]
por longitud de escala [ [m]. Si estas dos escalas son suficientes para describir los efectos

de la turbulencia, se expresa como sigue
vy = CVO1 (A.20)

donde C es una constante de proporcionalidad adimensional. La mayor parte de la energia
cinética turbulenta esta contenida en los vortices de mayor longitud y la longitud de escala
turbulenta [ es caracteristica de esos vortices. Los vortices de mayor longitud interactuan
con el flujo medio, por lo que se pueden relacionar la escala de velocidad caracteristica de
los vortices con las propiedades del flujo medio. Esta consideracion funciona para flujos

bidimensionales donde son significantes Unicamente los esfuerzos de Reynolds, Ty, =
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Tyx = —pu v y en el gradiente de flujo medio dU/dy. En tales casos, siendo [ la longitud

de escala, se establece

ou

9 =cl|—
Cay

(4.21)

donde ¢ es una constante adimensional.

Al sustituir (A.21) en (A.20) y colocando las constantes C y ¢ en la nueva longitud de

escala [, la viscosidad turbulenta se define como

‘Ut:lrzn

U
| (4.22)

ay
Los modelos de longitud de mezcla son validos en los casos en que se pueda describir la

distribucion de la [,, por medio de formulas empiricas y resultan poco adecuados para

flujos con separacion de la pared y zonas de recirculacion.

A.2.2 Modelos k-1

Los modelos k-l toman en cuenta el transporte de las magnitudes turbulentas y se basan en

la formula de Kolmogorov-Prandtl

1

v = ¢ k2l (A.23)

1
donde [ es la escala de longitud y k2 la escala de velocidad. La energia cinética turbulenta
k , definida se obtiene de una ecuacion diferencial [X], donde también aparece el término

L, que es prescrita mediante una ley algebraica.

Una de las limitaciones del método es la falta de capacidad para adaptar la escala [ cuando
el flujo cambia bruscamente, debido a una variacién en la geometria. Recientemente han
aparecido algunos modelos como el de Spalart-Almaras [89, pg. 111], en los que la
viscosidad turbulenta es la variable de la Uinica ecuacion diferencial. En ella aparece como

escala de longitud la distancia a la pared.
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A.2.3 Modelo k-¢

El modelo considera dos variables de las cuales se tiene un mejor conocimiento de los
procesos relacionados con su variacion, la energia cinética turbulenta x y la tasa de
disipacion viscosa €. Con estas variables, se define la escala de velocidad ¥ y la longitud de

escala [ como sigue

9 = k'/2 (A.24)
K2
l=— (A.25)

Aplicando la misma aproximacion que para la longitud de mezcla tenemos

2
K
v, =CIl = C? (A.26)

En el modelo se resuelven dos ecuaciones de transporte separadas, permitiendo determinar
la k y &, independientemente [6], bajo la suposicion de que el flujo es totalmente

turbulento. Un modelo estdndar usa las siguientes ecuaciones de trasporte para kK y €

d(px)
ot

+ div(pku) = dw[ grad (K)] + 2u4E;j - Eji — pe (2.26)

d(pe) g*
or + div(peu) = dw[ grad e] + Clg ZutEij Ej — C2£p7 (2.27)

Las ecuaciones contienen cinco constantes ajustables Cy, gy, g, C1¢ y C¢. En el modelo de

turbulencia k-¢ estdndar se emplean los siguientes valores para las constantes y

comprenden un amplio rango de flujos turbulentos

€, =009 0,=100 o0,=130 C,=144 Cp =192

El modelo estandar se debe a Jones y Launder (1972) y los coeficientes fueron ajustados
poco después por Launder y Sharma (1974). El modelo k-¢ es el mas extendido y se utiliza

en practicamente todos los programas comerciales para estudio de fluidos [68].

81



A.3 Modelos de ecuacion de transporte (Reynolds Strees Model)

Los modelos RSM no se hacen uso del concepto de viscosidad turbulenta, sino que se
resuelven unas ecuaciones de transporte para obtener las tensiones de Reynolds
directamente. Estos modelos son més adecuados para campos de tensiones complejos, asi
como para la simulacion del transporte de la turbulencia y la toma en consideracion de los
estados anteriores (efectos historicos) y de la anisotropia de la turbulencia. La resolucion
numérica de las ecuaciones es dificil y puede causar problemas de convergencia. Los

modelos son mas exigentes en lo que se refiere a las condiciones de contorno.

Uno de los primeros modelos de tensiones de Reynolds es el de Launder, Reece y Rodi
(1975). Aunque existen propuestas de distintos autores, la complejidad de estos modelos,
con un numero de ecuaciones mucho mas elevado, dando lugar a un nimero inferior de

aplicaciones practicas en comparacion con los de modelos de viscosidad turbulenta.

A.3.1 Modelos ASM

Con ciertas hipdtesis que se simplifican los términos de transporte convectivo y difusivo se
ha intentado reducir las ecuaciones diferenciales de estos modelos a ecuaciones algebraicas,
dando lugar a los modelos ASM (Algebraic Stress Models), que tienen puntos en comun

con los modelos de 1 y 2 ecuaciones [68].

6
(p)+ (prcu)——l u—a—l+GK+Gb+pe—YM+SK
K

2

ur\ 0 €
(pg) + a_(pgul = _[ )ax l + Cle (GK + C3£Gb) - CZspz + Se

j
donde Gy representa la generacion de energia cinética de turbulencia producto del promedio
de gradientes de velocidades, G, representa la generacion de energia cinética producto a la
flotacion, YM representa la contribucion producto a la tasa de disipacion, Cig, Coe, C3e sON
constantes, o, y 6, son los numeros de Prandtl turbulento para k y €, S¢ y S¢ son términos

fuentes.
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Apéndice B

Algoritmo

SIMPLE

(Semi-Implicit for Pressure Linked Equations)

La conveccion de una variable escalar ¢p depende de la magnitud y la direccion del campo
de velocidad local. Para desarrollar el método de Volumenes Finitos, en el tercer capitulo,
se considero un campo de velocidad aparente. En general, dicho campo no se conoce, y

surge como parte del proceso de solucion global, junto con todas las variables de flujo.

En este Anexo se trata la estrategia mas popular para el calculo del campo de flujo
completo, el algoritmo SIMPLE. Este algoritmo fue propuesto por Patankar y Spalding
(1972), corresponde al acronismo Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations.
Esencialmente, consiste en un procedimiento de prediccion-correccion para el calculo de la

presion en una malla escalonada.

B.1 Solucion del campo de flujo

En las ecuaciones de cantidad de movimiento, el gradiente de presion es desconocido al
interior del campo de flujo y, por lo tanto, constituye una incdgnita mas que carece de una
ecuacion propia para calcularla. Como solucion se puede transformar la ecuacidén de
continuidad en una ecuacién para la presion. Asi, la presion y las tres componentes de
velocidad se resuelven con las ecuaciones de Navier-Stokes mas la ecuacion de

continuidad.

%(pu) +V-(puu) =—-Vp + div( ¢grad(u)) (B.1)
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alp) .. 3
TS + div(pu) =0 (B.2)

El procedimiento es iterativo y consiste en suponer un campo de presiones, después, se
resuelven las velocidades a partir de la ecuacion discretizada de Cantidad de Movimiento y

por ultimo, se verifica que dichas velocidades satisfagan la continuidad.

B.1.1 Ecuacion de cantidad de movimiento

Las ecuaciones discretizadas de las ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento,
son diferentes a las que se obtendran para la variable general ¢. La diferencia no radica en
el método utilizado para su obtencion, sino en que el volumen de control considerado no es
el mismo, ya que para las velocidades consideraremos volumenes de control desplazados.
En la Figura B.1 se muestra el volumen de control para el calculo de las componentes de

velocidad.

Figura B.1 Volumen de control para el cilculo de u.
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En el caso tridimensional las ecuaciones discretizadas provenientes de las ecuaciones de

conservacion de momentum en estado permanente tendran la siguiente forma

AU = z AnpUnp +b + (pp — PE)Ae (B.3a)
anvn = Z ApplUnp + b + (pP - pN)An (B- 3b)
apWp = z AnpUnp + b + (Pp — Pr)AR (B.3¢)

donde el subindice nb refiere a las celdas vecinas y b el término fuente. A partir de las
ecuaciones (B.3) solo se calculara el campo de velocidades correcto si se tiene el campo
correcto de presiones. El campo de velocidades correcto debe satisfacer la ecuacion de

continuidad.

B.2 Algoritmo SIMPLE

Si se propone un campo de presiones tentativo p* y se utiliza para calcular el campo de

velocidades, a partir de las ecuaciones (B. 3), se obtiene

aeis = ) anytiny + b+ 5 — PA, (B.4a)
@i = ) anyVip + b+ (0 = Pi)An (B.4b)
anwi = ) anywiy + b+ (05 = pidAn (B.4¢)

donde al campo de velocidades u* le llamaremos velocidades tentativas. Los campos de
presion y de velocidades correctos se pueden obtener a partir de los campos tentativos mas
una correccion, es decir

p=p +p (B.5)
u=u*+u (B.6a)
v=v'4+v (B.6b)
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w=w"+w (B.6¢)

donde p, u, v yw denotan las propiedades corregidas. Si se restan las ecuaciones (B.4)

de (B.3), se obtiene

AeUe = Z AnpUnp + (PP - pE)Ae (B.7a)
anVp = z AnpVUnp + (pP - pN)An (B.7b)
apwy = Z AnpWnp t ('PP - pH)Ah (B.7¢)

Con estas ecuaciones se calculan las correcciones para las componentes de la velocidad en
a partir de las correcciones para la presion. En el método SIMPLE se elimina el primer
término del lado derecho de esta ecuacion, y en realidad estamos haciendo una
aproximacion para obtener las correcciones de la velocidad. Esta aproximacion no afecta el

resultado final.

Las ecuaciones para las correcciones de velocidad quedan como sigue

A
Ue = (pP - pE)a_e = de(pP - pE) (B-8a)
e
A
Un = (pP - PN)a_n = dn(pP - pN) (B.8b)
n
A
Wy = (PP - PH)a_: = dh(pP - PH) (B.8c)

Asi, las ecuaciones para obtener la velocidad correcta se escriben de la siguiente forma:

Ue = Ug + de(PP - PE) (B.9a)
Vp = Up t+ dn(pP - pN) (B.9b)
wy = wy, + dn(pp — Py) (B.9c)
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Ahora, es necesario obtener la expresion para calcular las correcciones del campo de

presion, la cual, se obtendra a partir de la ecuacion de continuidad.

9
a—'[t)+|7-(pu)=0 (B.10)

Al integramos la ecuacion de continuidad en estado permanente para un volumen de

control, se obtiene la siguiente expresion
(pud), — (pud),, + (pud), — (pud)s + (pud), — (pud), =0 (B.11)

Si se sustituyen las ecuaciones (B.9) en la ecuacidn anterior tenemos
pede (uz + de(pr = i) = PuwAw (i + du(pw — pp))
+nAn (Vi + du(pp — Pv)) = psAs (v + ds(ps — pr))

+ppAp (W;{ + dh(PP - PH)) — P4 (Wz* + dl(PL - PP)) =0 (B.12)

Ordenando la ecuacion de las correcciones de presion se pude escribir de forma general

como sigue

appp = agpPg + awbw + anpy + asps + aypy +aypy +b (B.13)
donde

ap = peA.d, (B.14)
ay = pwAndy (B.15)
ay = pnAndy (B.16)
as = psAsds (B.17)
ay = prlndy (B.18)
a, = piAid, (B.19)
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ap=ag+ay +ay+as+ay+a (B.20)

b = —(pedeuse — pwAwly + prdnun — psAsus + prApup — pAdiw;) (B.21)

El término independiente b, se puede considerar como una fuente de masa, que surge
cuando las velocidades tentativas no cumplen con la ecuacion de continuidad. Cuando la
solucion llegue a converger, las velocidades tentativas y las velocidades correctas seran
practicamente iguales y el término b valdré cero, ya que el campo de velocidades cumplira

con la ecuacion de continuidad.

B.2.1 Relajacion para la presion

Dada la consideracion para obtener las aproximaciones en las ecuaciones (B.8), las
correcciones en la presion se pueden ver incrementadas de iteracion a iteracion, provocando
que el método diverja. Para evitar esto, se utiliza un método de relajacion para la presion al

aplicar el método SIMPLE, con esto, la ecuacion para la presion correcta se escribe como

p=p"+app (B.22)

donde ap es el factor de relajacion, con valor entre 0 y 1.

Cuando la solucion tiene algunas inestabilidades, tanto a las velocidades como otras

propiedades ¢, también se les puede aplicar un factor de relajacion.

B.2.2 Secuencia de pasos del método SIMPLE
El algoritmo esta dado por la siguiente secuencia de operaciones

1. Se propone un campo de presiones tentativo inicial p*
2. Se resuelven las ecuaciones (B.4) para obtener las velocidades tentativas u*, v* 'y

*

w
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Se resuelve la ecuacion (B. 13) para obtener el campo de correcciones de presion p
Se obtiene el nuevo campo de presione p con la ecuacion (B.22)

Se calcula el campo de velocidades correcto a partir del campo de velocidades
tentativo y del campo de presion corregida p con las ecuaciones (B.9)

Se resuelven las ecuaciones para los escalares ¢, si su valor influye en el flujo. De
lo contrario, los escalares se calculan hasta que la solucion del campo de
velocidades halla convergido.

Se regresa al paso 2, ahora con p* = p, hasta que la solucioén converja.
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Apéndice C

Esquemas
De

Discretizacion

Para el desarrollo del tema se considerara la ecuacidn unidimensional de difusidon-

conveccion en estado permanente, la cual en forma conservativa se escribe como

d¢) (€.1)

= (oud) =+ (1

donde p es la densidad y Ipes el coeficiente de difusion.

La notacién de una celda y las celdas contiguas se muestra en la Figura C.1.

dxpp

SIPe

Figura C.1 Diagrama de la celda P.

Al integrar la ecuacién (C.1) sobre el volumen de control mostrado en la Figura C.1

tenemos

d¢) (C.2)

d¢
(o). = pudd = (T g7) = (T gy
Para el calculo del flujo convectivo y difusivo requiere conocer pu¢ y I % en las caras de

la celda y debido al uso de una malla decalada, es necesario interpolar para encontrar los
valores de estas propiedades entre los nodos. El método de obtencidon de estos términos da

lugar a los llamados esquemas de discretizacion.
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C.1 Esquema lineal o Centrado

El esquema centrado adopta un perfil lineal para ¢, como se muestra en la Figura C.2.

Figura C.2 Perfil del esquema centrado.

Los valores de ¢ en las caras de las celdas se expresan como el promedio de los valores en

los nodos vecinos

1
¢e =5 (Pr + ¢p) (C.3a)
1
bw =7 (dp + dw) (C.3b)
dpy b —dp
<F¢a)3_[’eTp5 (C4a)

deo ¢p — Pw
I —) =lL,—— C.4b
( Pdx), Y Sxwp ( )
Este esquema presenta una precision de segundo orden. Sustituyendo las ecuaciones (C.3) y

(C.4) en la ecuacion (C.2), obtenemos:

1 1 _ P —¢p ¢p — dw
> (pwe(Pg + ¢p) > (pww(pp + dw) = I 5% Ly 5xp (€C.5)
Reordenando la ecuacion anterior (C.5) queda como
ap ¢p = apPr + awdw (C.6)
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Donde los coeficientes ap, ag y ay, son

F
ap =D, — 39 (C.7)

F
ay =D, + 7W (C.8)
ap = aE + aW + (Fe - FW) (C 9)

ConF =puyD =1TI,/5x.

La integracion de la ecuacion unidimensional de continuidad sobre el volumen de control
mostrado en la Figura C.1 conduce a que F, = E,. Por lo tanto, (F, — F,) puede ser
eliminado de la ecuacién (C.9)

Para valores negativos en los coeficientes de la ecuacion (C.6) se ha observado que el
método se vuelve inestable. La condicion limite de estabilidad es |F| > 2D o |Pe| > 2,
donde Pe el numero de Peclet. Este nimero adimensional determina la importancia relativa
entre los efectos de conveccion y difusion.

C.2 Esquema Upwind

En el esquema upwind la formulacién de término difusivo es la misma. Sin embargo, para
el término convectivo el valor de fi en la cara w es igual al del valor de fi en el nodo aguas
arriba, como se observa en la Figura C.3

Figura C.3 Perfil del esquema upwind.

Asi,

Pe = {qb”’ sth, 20 (C.10)

¢g, si F, <0
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¢w, si E, =0

Pw = {qsp, si Ky <0 (¢.11)

Esto se reescribe como
F,¢. = ¢ppmax(F,,0) — pymax(—F,,0) (C.12)
E,®,, = pyymax(FE,,0) — ppmax(—F,,0) (C.13)

Al sustituir las ecuaciones (C.12) y (C.13) en la ecuacién discretizada (C.6), los

coeficientes quedan como

ay = D, + max(F,,0) (C.14)
ag = D, + max(—F,,0) (C.15)
ap = aE + aW + (Fe - FW) (C 16)

Por continuidad F, = F,,, entonces (F, — F,,) se elimina. A diferencia del caso anterior, en
la expresiones (C.14), (€.15) y (C.16) todos los coeficientes a; son ahora positivos es
decir el sistema se vuelve estable. No obstante, el esquema upwind tiene una precision del

primer orden y puede llevar a mostrar problemas de difusion numérica considerables.

C.2 Esquema Hibrido

Como se menciona anteriormente, el esquema centrado es de segundo orden, pero puede
encontrar dificultades cuando |F| > 2D; mientras que el esquema upwind puede resolver
estas dificultades a pesar de ser solo de primer orden. La combinacién de estos dos métodos
de discretizacion lleva a un esquema hibrido con las ventajas de ambos. Este esquema se
basa en lo siguiente, si |F| < 2D se utiliza el esquema centrado y si |F| > 2D se utiliza el

esquema upwind. Aplicando lo anterior para obtener el coeficiente ayy, se tiene

E,, st 2 < Pe,
ayw =1{Dy, + E,/2, si —2<Pe, <2 (C.17)
0, si Pe, < —2
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donde Pe,, es el numero de Peclet en la cara w. La ecuacion discretizada resultante se

escribe como los coeficientes

ag = max(F,,D, + F,/2,0) (C.18)
ay = max(—F,, D, + F,/2,0) (C.19)
aP = aE + aw(Fe - FW) (C 20)

C.2 Esquema Exponencial

Si se supone que pu y I’ son constantes, la ecuacion (C.1) tiene solucion analitica.
Considerando un intervalo de 0 < x < L, y condiciones de borde ¢ = ¢y en x =0 y

¢ = ¢, en x = L, entonces la solucion es

b — g B elpux/I) _ 1

b — Po elpul/n) — 1 (c.21)
Definiendo al flujo total como
= r do C.22

donde el primer término del lado derecho corresponde al flujo advectivo y el segundo al

término difusivo. Considerando lo anterior, la ecuacion C. 1 se puede reescribir como

g _

=0 (C.23)

Al integrarla ecuacion (C.23) en el volumen de control de la Figura C.1 se obtiene

Je=Jw=0 (C.24)
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Usando la solucion exacta (Ecuacion (C.21)) como un perfil entre los puntos P y E, como

se muestra en la Figura C.4, para J, y J,, se obtiene

Figura C.4 Perfil del esquema exponencial.

Je=F, (¢p+f§§ee%)

Sustituyendo la ecuaciones (C.25) y (C.26) en la ecuacion (C. 24) tenemos

bp — dx ¢W—¢P)=O

Fe(¢P+m)—Fw<¢w+m

La ecuacidn discretizada resultante es de la forma

ap ¢p = agdp + awdw
donde

Fe

ag = e(Pee) -1

W = Sen) — 1

ap =ag +ay + (F, — F,)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

95



C.4 Propiedades de los esquemas de discretizacion

En teoria, cuando el numero de celdas de célculo son suficientes para capturar todas las
variaciones espaciales y temporales en el flujo, los resultados numéricos seran
practicamente iguales a los de la solucion exacta de la ecuacion de transporte, sin importar
el método de diferenciacion utilizado. Sin embargo, para calculos practicos no es posible
utilizar esa cantidad de celdas, por lo tanto, para obtener resultados numéricos fisicamente
reales es necesario utilizar esquemas de discretizacion que cumplan con ciertas propiedades

fundamentales. Basicamente son tres

e Conservativo
e Acotado

e Transportado

C.4.1 Conservativo

Con la integracion de la ecuacion de conveccion-difusion sobre un numero finito de
volumenes de control produce un conjunto de ecuaciones discretas de conservacion, las
cuales involucran flujos de la propiedad transportada ¢ a través de las caras del volumen de
control. Para asegurar la conservacion de ¢ en todo el dominio, el flujo de ¢ proveniente
de un volumen dado y que cruza una cara del mismo, debe ser igual al flujo de ¢ que
entrara al proximo volumen de control a través de la misma cara. Para lograr esto, el flujo
en las caras debe ser representado de manera coherente entre los volumenes de control

adyacentes.

C.4.2 Acotado

Un esquema de discretizacion se considera acotado cuando (en ausencia de fuentes) los
valores de la propiedad en lo nodos internos estan delimitados por los valores en las
fronteras. Otro requisito esencial para la acotacion, es que todos los coeficientes de las

ecuaciones discretizadas deben tener el mismo signo (por lo general, positivo). Fisicamente
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esto implica que un aumento en la variable ¢ en un nodo dara lugar a un aumento de ¢ en
los nodos vecinos. Si el esquema de discretizacion no cumple los requisitos de acotacion es

posible que la soluciéon no converja.

C.4.3 Transportividad

Esta propiedad se ilustra considerando una fuente constante de ¢ en el punto P, como se

muestra en la Figura C.5.

Figura C.5 Distribucién de ¢ en la vecindad de una fuente a diferentes niimeros de Peclet.

Como se menciono anteriormente, el nimero adimensional de Peclet en la celda se define

como una medida de la relacion entre las fuerzas convectivos y las fuerzas difusivas.

__pu
" I'/6x

o _F
°=D

donde 6x es la longitud caracteristica (ancho de la celda). Las lineas en la Figura C.5
indican los contornos de una constante ¢ para diferentes valores de Peclet. Para identificar

la influencia del nodo P sobre el nodo E aguas abajo, se considerando dos casos extremos

e Solamente difusion (Pe = 0)

e Solamente conveccion (Pe —» )

En el caso de difusion pura (Pe = 0), el fluido estd estancado y los contornos de ¢

constante son circulos concéntricos con centro en P, ya que el proceso de difusion de ¢ es
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igual en todas las direcciones. En este caso las condiciones en el nodo E son influenciadas
por la corriente, en el punto P y también por las condiciones aguas abajo. Dependiendo del
Pe se modifica la forma de los contornos, de circular a eliptica y se desplazan en la
direccion del flujo, como se indica en la Figura C.5. Para altos valores de Pe, el nodo E esta
fuertemente influenciado por las condiciones en el nodo P y las condiciones en P
experimentaran una influencia débil o nula de E. En el caso de conveccion pura (Pe - ),
los contornos elipticos estan totalmente extendidos en la direccion del flujo. La propiedad
¢ emitida de la fuente del nodo P es inmediatamente transportado aguas abajo hacia E. Por
lo tanto, el valor de ¢ en E unicamente se vera afectado por las condiciones aguas arriba,
ademas, dado que no hay difusion, ¢y es igual a ¢p. Es muy importante que la relacion
entre la magnitud del nuimero de Peclet y la direccionalidad, conocida como

transportividad, sea verificada en el esquema de discretizacion.
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