UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

DINAMICA DE LAS FUNCIONES INDUCIDAS
A LOS PRODUCTOS SIMETRICOS

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE

MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA

JOSE LUIS GOMEZ RUEDA

DIRECTOR DE LA TESIS: DR. ALEJANDRO ILLANES MEJIA

MEXICO, D.F. SEPTIEMBRE, 2011




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



11



Indice general

Introduccién

1.

Espacios e hiperespacios

1.1. enubes. . . . . . ..

1.2. Hiperespacios . . . . . . . . . . ...
1.2.1. La topologia de Hausdorft . . . . . ... ... ... ..
1.2.2. Topologia de Vietoris . . . . . . ... ... ... ...
1.2.3. Las funciones inducidas . . . . . . . ... ... ... ..

1.3. Sistemas Dinamicos . . . . . . . . . ... ... L.

Ejemplos
2.1. Rotaciones irracionales . . . . . . . .. ... L.
2.2. Lamaquina de sumar . . . . . . . . .. ...

Propiedades puntuales
3.1. Periodicidad . . . . . . ... oo
3.2, Recurrencia . . . . . . ... oo
3.2.1. Puntos recurrentes en F,(X). . . . .. .. ... ...
3.3. Puntos casi-periédicos . . . . ... .o
3.3.1. Puntos casi-periédicos en F,(X) . . . . ... ... ...
3.4. Recurrencia regular . . . . . . ... ..o
3.4.1. Puntos regularmente recurrentes en F,(X) . . . . . ..
3.5. Puntos errantes . . . . .. ..o
3.5.1. Puntos errantes en F,(X) . . .. ... .. ... ...
3.6. Puntos no errantes . . . .. ... o000

Propiedades de sistema
4.1. Minimalidad . . . . . . . ... oo

11
12
13
15
18
18

23
24
28

35
35
36
38
46
47
48
o1
29
29
70

77



INDICE GENERAL

1A%
4.1.1. Minimalidad y productos simétricos . . . . . . . . . .. 78
4.1.2. Minimalidad y subconjuntos invariantes . . . . . . . . 78
4.1.3. Puntos casi-periédicos y sistemas minimales . . . . . . 79
4.2. d-cadenas . . . ... 81
4.3. Propiedad de persecucién . . . . . ... 82
4.3.1. Persecuciéon en F,,(X) . .. ... ... ... ... ... 85
5. Propiedades de la funciéon 93
5.1. Funciones exactas . . . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 93
5.2. Funciones turbulentas . . . . . .. ... ... ... ...... 95

Preguntas 97



Introduccion

En 1686, Isaac Newton, da a conocer su trabajo Los Principios Matemdti-
cos de la Filosofia Natural, en el cual, presenta sus resultados sobre el mo-
vimiento de los planetas. Con esto, podemos decir que inicia el estudio
matematico de los sistemas dinamicos. En su trabajo, Newton concibe a los
planetas como masas puntuales, que son atraidas unas a otras por una fuerza
que es inversamente proporcional a sus distancias y se mueven de acuerdo
con la ecuacién F' = ma.

De acuerdo con la mecanica de Newton, las posiciones y los momentos
de todas las particulas en un instante dado, determinan sus posiciones y
momentos en cualquier otro instante. Debido a que se necesitan seis niimeros
para especificar la posicion y el momento, el conjunto formado por todas las
posibles posiciones y todos los posibles momentos de n particulas (al que
llamamos espacio fase o espacio de estados) es un subconjunto de R®".

Los cambios que ocurren con el tiempo en la posiciéon y en el momento de
las particulas, se representan en el espacio fase, por medio de una curva que
llamamos trayectoria. De aqui que, existe una funcion F', tal que, al estado
x en el tiempo 0, le asigna el estado F(z,t) en el tiempo t. A la estructura
integrada por el espacio fase y la funcion F', le llamamos sistema dindmico.

En nuestro trabajo, el espacio fase sera un espacio métrico, compacto, co-
nexo y con mas de un punto, es decir, un continuo no degenerado, ademas, la
variable t s6lo tomara valores enteros. Asi que, un sistema dindmico serda una
pareja (X, f) donde X es un continuoy f: X — X es una funcién continua.
Se puede decir que al estado x € X, la funcién f le asigna el estado f(z) en
el tiempo 1. En el tiempo 2, le asigna el estado f(f(z)) = f?(x), etc.

v



VI INTRODUCCION

Dado un continuo X, le llamamos hiperespacio de X a una familia de
subconjuntos de X que tienen alguna propiedad topoldgica en comun. Los
hiperespacios mds conocidos son 2% = {A C X : A es cerrado y no vacio},
Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes} y F,(X) = {A €
2% 1 A tiene a lo mas n puntos}. Este tltimo es conocido también como el
n-ésimo producto simétrico de X.

Los hiperespacios 2%, C,,(X) y F,(X) resultan ser continuos con la topolo-
gfa inducida por la métrica de Hausdorff. En 2%, tenemos la funcién con-
tinua 2/ : 2X — 2% definida por 2/(A) = f(A4). Como C,(X) y F,(X)
son subcontinuos de 2%, tenemos las funciones C,(f) : Cp,(X) — Co(X) y
fn i Fu(X) — F,(X), definidas tomando la restriccién de la funcién 2/, es
decir, C\,(f) = 27|, x) ¥ [ = 27|k, (x)- Estas funciones las conocemos como
las funciones inducidas.

Considerando que (2%,27), (C.(X),Co(f)) v (F.(X), f,) son sistemas
dindmicos, en este trabajo nos interesa estudiar la manera en que las propie-
dades dindmicas de (X, f) se reflejan en el sistema (F,,(X), f,) y viceversa.

Supondremos que el lector cuenta con conocimientos sobre topologia ge-
neral, asi como sobre espacios métricos. No obstante, en el Capitulo 1, pre-
sentamos algunos conceptos importantes de la topologia general, de la teoria
de continuos e hiperespacios y de los sistemas dinamicos. En este capitulo
presentamos también algunos resultados que nos seran de utilidad mas ade-
lante, al estudiar las relaciones entre las propiedades dindmicas de (X, f) y
las de (F,(X), fn)-

En el Capitulo 2, presentamos algunos sistemas dinamicos en los que
se presentan propiedades dinamicas muy interesantes; estos sistemas son, la
miquina de sumar, las rotaciones irracionales y el sistema (S!,2?), donde
S es la circunferencia de radio 1, considerada como subespacio del plano
complejo.

Los elementos de un sistema dindmico, pueden presentar diversas propie-
dades dindmicas, como por ejemplo, periodicidad, recurrencia, recurrencia
regular y casi-periodicidad, asi que, en el Capitulo 3 estudiamos y presenta-
mos resultados acerca de lo que ocurre en el hiperespacio F,(X), cuando en el
espacio X tenemos puntos con alguna de estas propiedades. De igual forma,



VII

también presentamos resultados, sobre lo que ocurre en X, cuando en F,(X)
encontramos elementos que exhiben alguna de las propiedades mencionadas.
En el mismo capitulo, y con la misma intencion, abordamos los conceptos de
punto errante y punto no errante.

Asi como existen propiedades dinamicas relacionadas con los elementos
del sistema, considerados individualmente, existen también algunas propie-
dades dinamicas que tienen que ver con el comportamiento de los elementos
considerados en su totalidad. En el Capitulo 4, estudiamos y presentamos re-
sultados acerca de lo que ocurre en (F,,(X), f,), cuando en (X, f) se presenta
una propiedad P y viceversa. Las propiedades estudiadas en este capitulo son
minimalidad y propiedad de persecucion. A las propiedades como éstas, las
llamamos propiedades de sistema.

En el Capitulo 5, estudiamos la relacién entre el comportamiento de la
funcién f en el sistema (X, f) y el comportamiento de la funcién f,, en el
sistema (F,(X), fn). Se presentan resultados relacionados con la pregunta
.Si f tiene la propiedad P, entonces f, tiene la misma propiedad? De igual
forma se presentan resultados para esta pregunta formulada en la direccién
contraria. La propiedad de exactitud y la propiedad de turbulencia son las
que abordamos en esta parte de nuestro trabajo.

Algunos de los resultados que se presentan en este trabajo, han sido inclui-
dos en un articulo de investigacion, el cual ha sido enviado a una revista inter-
nacional, para su publicacion. Dichos resultados, son los siguientes: Teorema
3.1, Proposicion 3.6, Teorema 3.7, Teorema 3.16, Proposicion 3.17, Proposi-
cion 3.20, Proposicion 3.21, Proposicion 3.26, Proposicion 3.27, Teorema 4.17,
Teorema 4.18 y Ejemplo 4.19.
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Capitulo 1

Espacios e hiperespacios

En este trabajo, denotaremos por X a un espacio métrico. Como es usual
utilizaremos d para denotar su métrica y de ser necesario, utilizaremos la
notacién dx para distinguir su métrica.

Dados z € X y € > 0, al conjunto denotado por
BX(z) ={y € X :dx(z,y) < ¢},

le llamaremos la bola abierta en X de radio ¢ y centro en x. Cuando
no haya lugar a confusién, escribiremos simplemente B,(z).

Seguramente el lector se encuentra familiarizado con diversos conceptos de
la Topologia General, sin embargo, consideramos importante mencionar aqui,
algunos resultados que involucran a los espacios producto y a la topologia
usual en este tipo de espacios, llamada la topologia producto.

Dada una familia de espacios topolégicos { X, }acs, siendo J un conjunto

de indices, sabemos que el producto cartesiano [] X,, es un espacio topoldgi-
acJ
co cuyos elementos pueden ser descritos de la forma (x4)aes, con z, € X,

para cada o € J. A z, le llamamos la a-ésima coordenada de dicho elemento.

En caso de que la familia { X, } ey esté integrada por un tnico espacio X,
podemos escribir [] X. De esta manera, si el conjunto de indices es el de los
acJ

o0
ntimeros naturales, escribiremos [[ X o también [[ X y un elemento x de
neN n=1
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este espacio lo denotaremos como x = (z1, xa,x3,...). En este caso diremos
que x,, es la n-ésima coordenada de z.

Si f:][X — []X esuna funcién, dado cualquier x € [[ X, denotare-

n=1 n=1 n=1
mos por f(x), a la n-ésima coordenada de f(x).

Para definir la topologia producto en el espacio [[ X,; dada g € J,
acJ
consideremos la funcién 7 : [[ Xo — X que a un elemento del espacio
acJ
producto le asigna su f-ésima coordenada, es decir,

75 ((Ta)acs) = Tp-

A 75 le llamamos la proyeccién sobre Xg.

Definicién 1.1 Sea X = [[ X,. Si para cada B € J tenemos que
acJ

Sp = {W/gl(Uﬁ) : Ug es un abierto en Xﬁ},

diremos que la topologia producto en X, es la generada por la subbase

S=1{]JSs

peJ

Se puede probar [20, prop. I11.2.4] que una base para la topologia producto

en el espacio [] X, es la coleccién de conjuntos de la forma [] U,, donde
acJ acJ
U, es un abierto en X, para cada o € J y ademas U, = X, excepto para un

numero finito de valores de «.

Un espacio topolégico muy importante en nuestro trabajo, a la hora de
construir ejemplos y contraejemplos, es el formado por tnicamente dos ele-
mentos, dicho espacio es X = {0, 1}, dotado con la topologia discreta. En
este caso, los elementos del espacio producto son todas las posibles sucesiones
formadas por ceros y unos. Sabemos que atn cuando la topologia de cada

[o¢]
factor es la discreta, la topologia producto en el espacio [[ X no es la discreta

n=1
[20, prop. 111.2.12].



Dado que las propiedades que estudiaremos en este trabajo, involucran el
uso de una métrica, sera util darle al espacio producto una métrica tal que
la topologia que induce sobre él, sea la misma que la topologia producto.

Enseguida veremos dos posibles métricas para este espacio.

Proposicién 1.2 Consideremos el espacio topolégico (Y, 1y) donde Y =

{0,1} y 1y es la topologia discreta. Sean X = [[Y y7x la topologia producto.
n=1

1. Sid: X x X — R estd definida como d(x,y) = 7’37”2_”%’
n=1

d es una métrica en X, que induce la topologia producto Tx.

, entonces

2. 81d: X xX — R estda definida como

o ) 0, St T =1,
xr,y) = . o L
Y —27}71 six#y conn=min{i€N:x; #y},

entonces d es una métrica en X y la topologia inducida es la topologia
producto Tx.

Demostracién. Para probar 1, sean z = (z1,22,...,) y ¥y = (y1,Y2,...)
dos puntos en X. Para cada n € N tenemos que |z, — y,| > 0, entonces

- Tpn — Yn
dlag) = YWl g

n=1

Si x =y, entonces x,, = ¥y, para cada n € N y por lo tanto

- Ln — Yn
d(z,y) = Zw = 0.

271
n=1
o €T J—
Sid(z,y) = > M = 0, entonces para cada numero natural n, el
n=1 2n
‘xn — Yn

sumando es cero, asi que |z, — y,| = 0 y entonces x = y. De lo

on
anterior tenemos que d(z,y) = 0 si y sélo si z = y.
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Sean = = (x1,22,...), y = (y1,Y2,...) Yy 2 = (21, 29,...), elementos de
X. Dado n € N, observamos que |z, — yn| < |2, — 2,| + |20 — ya| y por lo
tanto

‘xn - yn‘ < |xn - Zn| + ‘Zn - yn|
2n - 2n 2n

De lo anterior tenemos que

o) =3 Al <SPl g Sl )4 e

Por lo tanto, la funcion d cumple la desigualdad del tridngulo y entonces
es una métrica en X. Enseguida demostraremos que la topologia inducida
por esta métrica, es la topologia producto.

Sabemos que una base para Ty es el conjunto

= {HU” . existe ng € N tal que U,, € v y U, =Y para todo n > no},

(1.1)

y que si 74 es la topologia inducida en X por la métrica d, entonces el conjunto
V={BJ(x):x € X ye>0}

es una base para 7.

Sean = = (x1,x9,x3,...) € X y € > 0. Consideremos el abierto B(z) y
veamos que existe un elemento de U que contiene a x y, a su vez, se encuentra
contenido en B, (z).

1 1 1
Sea n € N tal que — < e. Como n < 2", tenemos que on < —. Utilizando
n n

las primeras n coordenadas de x, definimos

U={z:} x {m2} x {as} x - x {z,} x [[ V-

j=n+1
Como 1y es discreta, entonces {z;} € 1y paratodoi € {1,2,...,n} y por
lo tanto U es un elemento de U, tal que x € U.



Ahora demostraremos que U C B(x). Sea y = (y1,¥2,...) € U\ {x}.

Por la construccién de U, tenemos que y; = z; para cada i € {1,2,...,n},
asi que
) ::($1>$2>$3,--->$n>yn+1>yn+2a-~;
De lo anterior tenemos que d(z,y) = > |k27kyk| = > ‘14527/%‘%‘
k=1 k=n+1

Para cada k € N, se tiene que |z — yi| < 1, asi que

oo

1 1 1
d(%,y)jg }E: éz ::éﬁ < E:<:6
k=n+1
Con esto concluimos que y € B(z) y de esta forma U C B.(z). Por lo tanto

ﬂic:fx.

Sean x = (x1,22,...) € X y U € U tales que = € U. Veamos que existe
e > 0 tal que B.(z) C U.

Sean € Ntal que U = Uy x Uy x U x---x U, x [[ Y, conU; € 1y para
j=n+1

cadai € {1,2,...,n}y, ademds, U, # Y. Hagamos € = o1 Y demostremos

que B (x) C U. Tomando y = (y1, 42, ...) € B(x) \ {z}, tenemos que

|21, — yi]

kE — Yk
> T:d(iﬂ,y)<€
k=1

Como )’ 2 _kyk’ Z ‘xk — yk‘ + Z 2 — el yk‘ , es claro que
=1 2 k=nt1

|z — yil

k — Yk

Z ok €
k=1

0, si zp = yg,
Como Y = {0, 1}, entonces |z — yi| = ok Y Supongamos
1, si xy, # .
que para algun ¢ € {1,2,...,n} ocurre que x; # y;, en este caso tenemos que

- ‘xk _yk‘ 1
‘xi__yﬂ =1 y jg: Qk___ > 5}
k=1
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Por otra parte, como 1 < i < n, se tiene que 2° < 27, de aqui que

11 1 ) " |z — il 1
5 > o > nr1s POT tanto tendriamos que kz:z o > Srl = © lo cual
es una contradiccion.

De lo anterior, tenemos que y; = x; € U; para cada i € {1,2,...,n}, por

lo cual y € U y entonces B.(z) C U. De esto se sigue que 7x C 74 y asi,
concluimos que la topologia inducida por la métrica, es la topologia producto.

Para probar 2, sean x y y dos puntos de X. Observemos que para cada

n € N se tiene que > 0, y por definicién, d(x,y) = 0 si y sdlo si x =y,

n—1
asi que d(z,y) > 0y la igualdad se cumple sélo en el caso de que = = y.

Six =y, es claro que d(z,y) = 0 < d(z, z) +d(z,y) para cualquier z € X.
En caso de que x # y, tenemos que d(z,y) = = donde n = min{j € N:

z; #y;}. Dado z € X, si z =12 02z =y, ocurre que d(z,y) = d(z, z)+d(z,y),
asi que podemos suponer que z # x y z # y. En este caso, si m = min{j €
N:xz; # 2z} y k= min{j € N: z; # y;}, entonces

1 1
= S y d(z,y) = o T

Si n > max{m, k}, entonces 2! > max{2™"! 2¥71} y esto significa que

1 1 1

2n—1 S 2m—1 + 2k—1'

Por lo tanto d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).

Supongamos que n < m. Veamos que no puede suceder que n < k.
Como d(x,z) =
ie{l,2,..., m—1}yz =y; paratodoi € {1,2,3,...,k—1}, en particular,
observamos que x,, = z,. Si ocurriera que n < k, tendriamos que z, = y,, de

esto se seguiria que z,, = y,, lo cual contradice el hecho de que n = min{j €
N: z; # y;}. De lo anterior se sigue que n > k. Asi que

1 Y d(z,y) = sy tenemos que z; = z; para todo

1 1 1 1

2n—1 — 2k—1 < 2m—1 + 2k—1




y por lo tanto d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Si n < k, de manera andloga concluimos que d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).
Como hemos visto, la funciéon d también cumple la desigualdad del tridngulo
y por lo tanto es una métrica en X.

Igual que en el inciso 1, sea V = {B.(z) : v € X y € > 0} la base para
T4, es decir, para la topologia inducida por la métrica d y sea U la base
para la topologia producto utilizada en la igualdad (1.1). Demostraremos
que Ty = Tx.

Sean = = (x1,22,...) € X y € > 0. Consideremos el abierto B.(z) y
demostremos que existe un elemento de U que contiene al punto x y al mismo
tiempo es subconjunto de B.(x).

1
Sea n € N, tal que — < e. Hacemos
n

[e.e]
U= {m} x{z2} x {as} x - x {z,} x [ V-
Jj=n+1
Por construccion, tenemos que U es un elemento de U tal que = € U.
Veamos que U C B.(z); dado y € U \ {z}, se tiene que

Yy ::(x17x27x3a"'axn>yn+1>yn+27'“;
Sim = min{j € N: x; # y;}, entonces m > n + 1, de aqui que
1 1
d(z,y) = — < —<e¢

Con esto, tenemos que y € B(x), asi que U C B.(x) y por lo tanto
Ta C Tx.-

Sean = = (x1,2,...) € X y U € U tales que x € U. Demostraremos que
existe un numero real € > 0, tal que B(z) C U.

Tomemos n € N tal que U =U; x Uy x Uz x --- x U, x [] Y, donde
j=n+1

1
U; € 7v para cada ¢ € {1,2,...,n} y ademés U, # Y. Hagamos ¢ = o ¥
veamos que B(x) C U.
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Sea y = (y1,Yy2,...) tal que y # = y y € B(x). Por lo anterior, se cumple

que d(z,y) < o

Sea m = min{j € N : x; # y,;} y supongamos que m < n, en este caso,

tenemos que 2™ 1 < 2771 y entonces S < ST = d(z,y), por lo cual
1
= < o pero esto es absurdo y por lo tanto m > n.
De lo anterior se tiene que y; = x; € U; para todo ¢ € {1,2,...,n}, esto

ultimo nos indica que y € U, asi que B.(z) C U, por lo cual 7x C 74.

Con esto concluimos que 7; = 7x, es decir, la topologia inducida por la
métrica, es la topologia producto. m

El espacio producto discutido en la Proposicion 1.2, es muy importante
debido a que permite encontrar ejemplos y contraejemplos cuando tratamos
con diversas propiedades dinamicas. Por lo anterior es muy 1til contar con un
modelo geométrico de este espacio. Como veremos enseguida, este modelo es
el conjunto de Cantor, el cual, en adelante denotaremos por C. En [20, pag.
227] se prueba que

3n

n=1

C:{Zﬁ: para cada n € N, xnzoéxn:2}.

[e.e]
Proposicién 1.3 Sean Y = {0,1} y 7v la topologia discreta. Si X = [[Y
n=1
y Tx es la topologia producto, entonces el espacio (X, Tx) es homeomorfo al

conjunto de Cantor.

Demostracion. Sea C el conjunto de Cantor. Definamos g : X — C como

=2,
g(z1, 0, 3,...)) = Y —2.
3J
j=1
Como X es un compacto y C es de Hausdorff, basta demostrar que la
funcién g es biyectiva y continua.



Primero, vamos a demostrar que ¢ es inyectiva, asi que, tomemos dos
puntos z = (x1,Z2,...), ¥y = (y1,%2,...) en X, tales que  # y. Sea k =
min{n € N : z,, # y,}. Con esto tenemos que

221‘] ! 2$j ka = 2.Tj

"l Tty Y
j—l j=k+1
2y; 2y, 2 2y,
gly) = Z . Z—“r— Z 2
Jj=1 Jj= k+1

Como xj # yi, podemos suponer que z, = 1y que y, = 0. Asi que

k—1 [e%S)

B 2x; 2 2x;
s =D Gt 2 Y
7=1 Jj=k+1

k—1

N2y 2y;
9W) =25 +0 3

j=1 j=k+1

k=19, k=19
Observemos que Y. =2 = S Yi . Ademads, se tiene que

s A 0
2 = 21; _ 2 2y o 2 1
Ftlyzy Y L yslga
J=k+1 j=k+1 j=k+1
de aqui que
k—1
2x; 2 2y]
g(x) > - T m y ) < Z 3
j=1

Por lo anterior, se tiene que g(y) < g(x). Con esto concluimos que si
x # y, entonces g(z) # g(y) y por lo tanto g es inyectiva.

o0

2x;
Sic € C, entonces ¢ = Y, —= oY
7j=1

g(($1a$27$37 e )) =

con x; € {0,1} y por lo tanto

asi que ¢ es suprayectiva y por lo anterior, tenemos que g es biyectiva.
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Veamos que g es continua. Sean ¢ € C y € > 0. Escribimos ¢ = Zg—f
j=1

Observemos que dado n € N,

2 2 1
Z xj - 3n—1"

1
;. Hagamos x = (x1,29,...). Sea § = on

y tomemos y € X tal que d(z,y) < ¢ (aqui d es la funcién definida en el inciso
2 de la Proposicién 1.2). Entonces z; = y; para cada i € {1,2,...,n+ 1}, de
aqui que

@) =gl =| Y = < Y T
j=n+2 Jj=n+2
o0 o0
|22 2y
= Z 37 - Z 37
j=n-+2 j=n-+2
[ee] o
_ 2x; 2y;
=2 Tt 2y
j=n+2 Jj=n+2
1
< + < €.

3n+1 3n+1
Lo anterior significa que g(y) € B(c) y por lo tanto ¢ es continua. m

En los espacios producto, tenemos una métrica natural conocida como la
métrica producto, la cual, se define de la siguiente manera.

Proposicién 1.4 Sean (Xi,dy), (Xa,ds), ..., (X, d,), espacios métricos.

Consideremos la funcion p: | [[X; | x | [1X; | = [0,00), definida por
j=1 j=1

p(I7y) = maz{dj(xbyj) AS {1,2,...,%}}.

n
Entonces p es una métrica en [[X;.
J=1
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Demostracién. Sean x = (z1,%s,...,2,) v ¥y = (Y1,Y2, - - -, Yn) dos ele-
mentos de [[X; y hacemos [ = {1,2,...,n}. Como d;(z;,y;) > 0 para cada
j=1
j € I, entonces p(z,y) > 0. Ademas p(z,y) = 0 si y sélo si dj(xj,y;) =0
para cada j € I y esto sucede si y solo si z; = y; para cada j € I. Por lo
tanto p(x,y) = 0 si y sélo si & = y. Ahora bien, como d;(x;,y;) = d;(y;, x;),
tenemos que p(z,y) = p(y,x). Tomemos z = (21, 29,...,2,) € [[X;. En-
=1

J
tonces

max{d;(x;,y;) - j € I}

max{d;(x;, z;) +d;(z;,y;) : j € I}
max{d;(z;,2;) : j € I} + max{d;(z;,y;) :j € I}
p(x,2) + p(z,y).

p(r,y)

IA A

n

Lo anterior demuestra que p es una métrica para [[X;. m
j=1

1.1. e-nubes

Dados un subconjunto A de X y ¢ > 0, frecuentemente utilizaremos el
conjunto abierto que se obtiene al unir los abiertos B.(a) haciendo variar el
punto a, sobre el conjunto A. Al abierto construido de esta forma le llamamos
la nube de radio ¢ de A.

Figura 1.1: La nube de radio e.

Es claro que este concepto de nube, es equivalente a la siguiente definicion.
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Definicién 1.5 Sean A un subconjunto de X y e > 0. Decimos que la nube
de radio € de A, es el conjunto

N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.

Cuando un espacio estd formado por un tnico punto, decimos que es
degenerado. En cualquier otro caso, decimos que el espacio es no degene-
rado.

Definicién 1.6 Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no degenerado.

En adelante, supondremos que X representa un continuo a menos que
explicitamente digamos otra cosa. Dado un continuo X, le llamamos subcon-
tinuo de X a cualquier subconjunto cerrado, no vacio y conexo de X.

Definicién 1.7 Un subcontinuo de un continuo X, es un subconjunto no
vacio, cerrado y conexo de X.

La coleccion de subcontinuos de un continuo, se denota por C'(X) y sus
propiedades han sido estudiadas ampliamente por diversos investigadores a
partir de 1922 a la fecha. Esta y otras familias, reciben un nombre especial,
como veremos enseguida.

1.2. Hiperespacios

Le llamamos hiperespacio de un continuo X, a cualquier familia de sub-
conjuntos de X cuyos elementos posean una o varias propiedades topolégicas.
Por ejemplo, la familia de los subconjuntos conexos y la familia de los sub-
conjuntos cerrados, son ejemplos de hiperespacios de un continuo dado.

Los hiperespacios de X mas conocidos y estudiados, son los siguientes:

2% = {A C X : Aes cerrado y no vacio},
Co(X) ={A € 2% : Atiene a lo méds n componentes}
F(X) = {A€2%: Atiene a lo mas n puntos}
Como podemos observar, los hiperespacios C,,(X) y F,(X) son subcon-

juntos de 2%. Asf que, si 2% tiene una topologfa, entonces C,(X) y F,(X)
tendran la topologia que heredan como subespacios.
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1.2.1. La topologia de Hausdorff

En el hiperespacio 2%, la topologfa serd la que induce una métrica. Con-
sideremos la funcién H : 2% x 2% — [0, 00), definida como

H(A,B)= inf{fe >0: AC N(¢,B) y B C N(¢,A)}.

Es conocido [32, Teorema 0.2] que la funcién H es una métrica para 2%
y se le conoce como la métrica de Hausdorff.

Figura 1.2: Puntos de 2%, muy cercanos uno del otro.

De manera intuitiva, podemos decir que un punto de 2% se encuentra
muy cerca de otro, si las “diferencias” entre sus nubes de un radio dado, son
muy pequenas. Formalmente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.8 Dados A, B € 2% y e > 0, se cumple que H(A, B) < € si
y solo si AC N(e,B) y BC N(e, A).

Demostracién. Sea £ = {J >0: A C N(§,B)y B C N(5,A)}. Ob-
servemos que H(A, B) = inf(E).

Supongamos que H (A, B) < e. Como € no puede ser una cota inferior de
E, existe ¢y € E tal que ¢y < €. De manera que A C N(ey, B) C N(¢,B) y
B C N(ey, A) C N(e, A).

Ahora supongamos que A C N(e,B) y B C N(¢, A). Hacemos B =
{N(,A):5€(0,e)}. Sibe B, existe a € A tal que d(a,b) < €. Sea oy > 0
tal que d(a,b) < dy < e. Entonces b € Bs,(a) C N(dp, A) € B. De manera
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que B es una cubierta abierta para B, y como éste es compacto, existen 9y,
92, - .., Om, elementos del intervalo (0, €), tales que B C N(d1, A)UN (69, A)U
- UN (0, A). Sea dp = max{dy,d9,...,0y}. Por lo anterior, 5 € (0,¢) y
B C N(0p,A).

Haciendo A = {N(§,B) : 0 € (0,€)} y procediendo de manera andloga,
obtenemos d4 € (0,¢) tal que A C N (94, B). Sea 6 = max{da,dp}. Entonces
ACN(5,B)y BCN(6,A), asi que § € E. Por tanto H(A,B) <J <e. =

Notemos que la métrica de Hausdorff estd dada en términos de la métrica
d en el espacio X, asi que deberiamos escribir Hy. Sin embargo, cuando no
haya lugar a confusion, escribiremos simplemente H. Sabemos también que
si d y e son métricas que inducen la misma topologia en X, entonces H; y
H, inducen la misma topologfa en 2% [33, Corolario 4.6].

A la topologia inducida por la métrica de Hausdorff en el espacio 2%, se le
conoce como la topologia de Hausdorff. En adelante, cuando se mencione
al hiperespacio 2%, supondremos que su topologia es la de Hausdorff. De
acuerdo con [32, Teorema 0.8 y Teorema 1.9], tenemos que dicho hiperespacio
es un compacto conexo por trayectorias. En consecuencia, 2% es un continuo.

En 1931, K. Borsuk y S. Ulam iniciaron el estudio del hiperespacio F,,(X).
En su articulo [4], definieron a este espacio como el m-ésimo producto

simétrico de X.

El hiperespacio F},(X) es un subespacio métrico de 2%. Ahora demostra-
remos que F,(X) es un continuo.

Proposicién 1.9 Sea n € N. Si f : [[X — F.(X) estd definida como
1

f(xy, 20, .. x,)) = {x1, 20, ..., 2, }, entonces [ es continua y suprayectiva.

Demostracién. Si A € F,(X), entonces A = {ay,as,...,a;} con k < n.
En caso de que k = n tenemos que f(ai,as,...a,) = A. Si k < n hacemos
(g+1 = Qpyo = -+ = a, = a1 y obtenemos que f(ay,as,...,a,) = A. Por lo

tanto f es suprayectiva.

Ahora veamos que f es continua. Consideremos la métrica producto que
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n
se define en la Proposicién 1.4. Tomemos z = (21, 29,...,2,) € [[X v € > 0.
1

n
Con 6 = ¢, tenemos que si © = (21, xa,...,2,) € [[X es tal que p(z,z) < §
1

resulta que d(zj,z;) < 0 para cada j € {1,2,...,n}. Como z; € f(z)y
z; € f(z), tenemos que f(x) C N(0, f(2)) v ademas f(z) C N(4, f(z)).
Luego, por la Proposicion 1.8, H(f(z), f(z)) < § = € y con esto concluimos
que f es continua. m

Corolario 1.10 El hiperespacio F,,(X) es un continuo.

n
Demostracién. Como X es un continuo, entonces [[X también lo es.
1

De acuerdo con la proposicién anterior, F,(X) es la imagen continua de un
continuo, luego, F,(X) es un continuo. m

1.2.2. Topologia de Vietoris

En la topologia de Hausdorff, los abiertos bésicos de 2%, son del tipo
fo (A). Ahora mostraremos una topologia equivalente, en la cual, los abier-
tos basicos se definen utilizando abiertos de X.

Definicién 1.11 5@ Uy, Uy, Us, ..., U, son subconjuntos de X y I, =
{1,2,3,...,n}, definimos (Uy,Us, ..., U,) como

<U1,U2,...,Un):{AEQX:ACUUj y ANU; # 0 para cadajeln}.

j=1
Se sabe que la coleccion
B={{Uy,Us,....,U,) :n €N y U, esabierto en X para cadai € I,}

es base para una topologia equivalente a la que induce la métrica de Hausdorff
[33, Teorema 4.5]. A dicha topologia se le conoce como la topologia de
Vietoris.

Como F,,(X) es un subcontinuo de 2%, de aqui en adelante, los conjuntos
de la forma F,,(X) N (Uy,Us,...,Uy,), los denotaremos por

<U1, UQ, ey Um>Fn(X) .
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Cuando Uy, Uy, ..., U, son abiertos de X, el conjunto (Uy, Us, . . ., Um>Fn(X)
es un abierto basico para la topologia de Vietoris.

Los resultados siguientes, seran de utilidad més adelante, cuando traba-
jemos con diversas propiedades de los sistemas dinamicos.

Proposicién 1.12 Si U es un subconjunto cerrado de X, entonces (U) es
un cerrado de 2% y (U)p,(x) es un cerrado de F,(X).

Demostracién. Como F,(X) es un subespacio de 2%, serd suficiente
demostrar que (U) es un cerrado de 2.

Sea A € 2%\ (U). Como A ¢ (U), existe xy € A tal que 7o ¢ U y, como
U es cerrado, existe € > 0 tal que B(zg) C X \ U.

Sea B € 2% tal que H(A, B) < e. Como zy € A C N(e, B), existe yo € B
tal que d(yo, o) < €, de manera que yy € Be(xg) C X \ U, asi que yo ¢ U y
por tanto B ¢ U. Con esto tenemos que B ¢ (U), entonces B € 2%\ (U).

Por lo anterior, B2* (A) € 2%\ (U), de manera que 2\ (U) es un abierto
de 2% y en consecuencia (U) es cerrado. m

Proposicién 1.13 Sea U un subconjunto de X. Si f : X — X es una
funcion continua, entonces

{f(A) A€ <U>Fn(X)} = (f(U)) Fu(x)-

Demostracién. Si B € {f(A): A€ (U)p,(x)}, entonces existe A €
(U)p,(x), tal que f(A) = B. Como A € (U)p,(x), se tiene que tanto A
como f(A) son cerrados en X. Ademdas A C U, asi que f(A) C f(U). De lo
anterior, tenemos que B C f(U) y por lo tanto B € (f(U))F,(x). Con esto

concluimos que {f(A) : A € (U)p,x)} C (f(U))r,x)-

Ahora tomemos B € (f(U))r,(x) y supongamos que B = {y1,¥2,..., Yk}
con k < n.Como B C f(U), existen k elementos de U, a los que denotaremos
por Ty, T, ..., Ty, tales que f(x;) = y; para cada j € {1,2,...,k}. Hagamos
A = {x1,29,...,21}. Entonces A € (U)p,(x) y f(A) = B, Asi que B €
{/(A) A€ (U)p,x) )
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De lo anterior resulta que (f(U))g,x) C {f(A4): A€ (U)r,x)} v por lo
tanto se cumple la igualdad requerida. m

Proposicién 1.14 Sean U y V' dos subconjuntos de X. Si f : X — X es
una funcion continua y n > 2, entonces

{f(A): A (U V)r)} = (FU), f(V))pax)-

Demostracién. Dado B € {f(A) : A € (U,V)p,(x)}, tenemos que existe
A e (U, V)p,x), tal que f(A) = B. Observemos que el conjunto B es cerrado
por ser imagen continua de un cerrado. Como A C U UV, entonces B =
f(A) C flUUV) = f(U)U f(V). Tomemos 1 € ANU yxzy € ANV.
Lo anterior es posible, ya que A intersecta tanto a U como a V. Entonces
f(a1) € f(A) N f(U) y ademds f(x2) € F(A) N f(V), asf que B f(U) # 0
y BN f(V) # 0y por lo tanto, B € (f(U), f(V))F.(x). De esta forma hemos
demostrado que

{f(A): Ac(UV)poo ) CUWO), FV) g -

Ahora tomemos B € (f(U), f(V))r.(x)- En caso de que B contenga un
tnico elemento, es decir, B = {y}, tenemos que y € f(U) N f(V), asi que
existen x; € U y 9 € V tales que f(z1) = f(22) = y. De manera que A =
{21, 22} € (U, V)p,x)y f(A) = B. Por tanto B € {f(A): A€ (U,V)p,(x)}

Supongamos que B contiene k elementos. Podemos suponer que B =
{y1,92, ..., yr} con k < n. Como BN f(U) # 0, BN f(V) # 0y B C
f(U)Uf(V), podemos suponer que existe r < k tal que B = {y1, 42, ...,y }U

{yr+1ayr+2> s ayk} con {ylay2> s ayr} C f(U) y {yr+1>yr+2a s >yk} C f(V)

Por lo anterior, existen r puntos de U, a quienes denotaremos por xi, xs,

.., Ty, tales que f(x;) = y; para cada j € {1,2,...,r} y también existen

k—r puntos de V', denotados por @, 11, T,1a, . . ., Ty, tales que f(x;) = y; para

cadaj e {r+1,r+2,...,k}. Sea A ={x1,x9,...,25}. Entonces A C UUV/,

ANU# 0Dy ANV #0, asi que A € (U, V)p,x)y f(A) = B. Por lo tanto
Be {f(A): A€ (U, V)r,(x)}. Con esto, concluimos que

(SO, fV))pax) € {f(A) : Ae (U V)rx) }

y con ello se cumple la igualdad requerida por la proposicién. m
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1.2.3. Las funciones inducidas

Dada una funciéon continua f, entre los continuos X y Y, si A es un
subconjunto cerrado de X, entonces f(A) es un subconjunto cerrado de Y.
Si ademas A es finito o el nimero de sus componentes conexas es finito,
entonces el nimero de puntos o de componentes de f(A) resultard también
ser finito.

Definimos 2/ : 2% — 2Y por 2/(A) = f(A) y por lo anterior, dado n € N,
tenemos bien definidas las funciones C,,(f) : Cp(X) = Co(Y) y fo @ Fu(X) —
F,(Y) de tal forma que C,(f)(A) = f(A) v fu(A) = f(A), respectivamente.
A estas tres funciones les llamamos las funciones inducidas.

A la fecha, existe una gran cantidad de investigacién respecto a las rela-
ciones entre una funcién f y sus funciones inducidas. Entre los articulos
escritos sobre el tema podemos destacar los escritos por H. Hosokawa [23],
[24], [25], [26], [27], asi como las investigaciones de J. J. Charatonik, W. J.
Charatonik y A. Ilanes, [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16],
[17], [18], [19], [28].

1.3. Sistemas Dinamicos

Dados un continuo X y una funcién continua f : X — X, al espacio X
le llamamos el espacio fase, o espacio de estados. A los elementos de X los
llamamos estados del sistema.

El estudio de la dindmica de un espacio, nos permite entender de qué ma-
nera cambian las cosas con el tiempo, es decir, si suponemos que el estado x,,
del sistema en cuestién, determina de forma tnica al estado x,1, se puede
decir que, conociendo el estado del sistema en el presente, podemos conocer
el estado del sistema en el futuro y en caso de que la funcién f sea biyectiva,
podemos conocer también el estado del sistema en el pasado.

Definicién 1.15 Un sistema dindmico es una pareja (X, f) en la que X
es un continuo y [+ X — X es una funcion continua.

En un sistema dindmico (X, f), diremos que la érbita de un punto z,
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es el conjunto obtenido al aplicarle la funcién f. En adelante f"(z) sig-
nificara (fOfOfOOf)([L‘) A fo(gj) = .

n veces

La orbita de un punto x se denotara por

O(x) ={f"(z) : n € N}.

Es posible que la 6rbita de un punto sea un conjunto infinito, pero también
puede suceder que sea finito, en este caso, podria suceder que para algin
p € N, tengamos que fP(x) = x, o bien que dentro de la érbita de z, exista
un punto z con esa caracteristica.

Definicién 1.16 En un sistema dinamico (X, f), un punto z es periddico,
si existe p > 0 tal que fP(x) = x, ademds, al menor entero p con esta
caracteristica le llamaremos el periodo de x.

La orbita de un punto periédico cuyo periodo es p es el conjunto

O(x) = {f(x), f*(z),.... f(x)}.

Cuando tenemos que f(z) = x, decimos que x es un punto fijo. En este
caso, podemos decir que x es un punto perddico de periodo 1.

Observemos que si (X, f) es un sistema dindmico y (2,)nen €S una suce-

sién de puntos fijos tal que lim z, = x, entonces lim f(z,) = f(z) y como
n—r0o0 n—0o0

f(z,) = x,, entonces podemos afirmar que f(x) = z. Lo anterior significa
que el conjunto de puntos fijos de un sistema dinamico es cerrado. Ademas
es claro que si denotamos por E al conjunto de puntos fijos, tenemos que
f(E) = E. A los conjuntos como el anterior, les llamamos invariantes del
sistema.

Definicién 1.17 Si (X, f) es un sistema dindmico yY C X, decimos que
Y es invariante si f(Y)CY.

Recordemos que si f : X — X es una funcién continua y A C X, entonces
f (A) C f(A). El resultado siguiente, muestra que la cerradura de la érbita
de un punto, es un conjunto invariante.
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Proposicién 1.18 Sea (X, f), un sistema dinamico. Si x € X, entonces
O(x), es un conjunto invariante.

Demostracién. Como O(z) C X, entonces f ((’) ) . Ob-

servemos que si z € O(z), existe k € N tal que z = f*(x), asf que f( ) =
fE(z) € O(x). De manera que f (O(x)) C O(x).

Por lo tanto, f <W> C f(O(x)) € O(x). De manera que O(z) es

mvariante. m

Cuando un sistema dindmico contiene subconjuntos cerrados e invarian-
tes, dichos subconjuntos forman un sistema dindmico también, pudiendo
heredar algunas propiedades del sistema que lo contiene.

Definicién 1.19 Un sistema dinamico (Y, g) es un subsistema de (X, f),
siY C X yg(ly) = f(y) para todo y € Y.

En este trabajo nos interesa estudiar la relacion que existe entre las pro-
piedades dindmicas de un sistema (X, f) y las propiedades dindmicas del
sistema (F,(X), f,), asi que, més adelante veremos por ejemplo qué se puede
decir sobre la periodicidad de los puntos de (F,(X), f,) si tenemos informa-
cién sobre la periodicidad de los puntos de (X, f) y viceversa.

También abordaremos este tema respecto a otras propiedades dinami-
cas importantes, como la casi-periodicidad, recurrencia, recurrencia regular,
puntos errantes, puntos no errantes, minimalidad, exactitud, turbulencia, y
propiedad de persecucion.

Respecto a propiedades dinamicas, el estudio de la relacién entre una fun-
cién y las funciones inducidas, ha sido abordado recientemente por A. Illanes,
H. Méndez y G. Acosta en [1], donde se investiga acerca de la transitividad
de las funciones inducidas sobre 2% y sobre C'(X). En [21]; J. L. G. Guirao,
D. Kwietniak, M. Lampart, P. Oprocha y A. Peris investigan la relacion entre
f v 2/ respecto a las definiciones de caos més usuales en sistemas dindmicos.
En [30]; H. Méndez muestra que la densidad del conjunto de puntos periédi-
cos en (2%,27), no implica la densidad de los puntos periédicos en (X, f) y
ademas, presenta una condicién necesaria y suficiente para que el conjunto
de puntos periédicos en (2%,27), sea denso.
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En [22]|, G. Higuera, presenta resultados acerca de la relacién entre una
funcién f y la funcién inducida en el hiperespacio F,(X), respecto a la tran-
sitividad, caoticidad, especificidad, la propiedad P y sobre homeomorfismos
expansivos.
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Capitulo 2
Ejemplos

Existen algunas funciones que utilizaremos en momentos clave a lo largo
de nuestro trabajo. Dedicaremos este capitulo para presentarlas.

Ejemplo 2.1 Sea b cualquier nimero del intervalo [0,1) y sea X = [0,b]. El
sistema (X, f) donde f(z) = x?, tiene las siguientes caracteristicas.

1. Six € X, entonces su orbita converge a 0.

X X x> x b1

Figura 2.1: O(z) converge a cero.

Ejemplo 2.2 Sean S' = {# € C: 0 <0 < 2n} y f: S' — St definida
como f(z) = 2%. En este espacio la distancia entre dos puntos estd dada por

d(z,y) = |z = yll

23
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Si z1 Yy 29 son puntos no antipodas de S*, al menor de los arcos entre ellos
le llamaremos el arco entre z1 y zo. En adelante, este arco serd denotado
por S(z1,29) y cuando no haya lugar a confusion, simplemente por S. Su
longitud, serd denotada por I(S) y, si es necesario, utilizaremos la notacion

l (S(Zl, 22))

1. Siz = €%, entonces la longitud del arco entre z y 1 es

1(S) =

0, s10<60<m,
2r — 0, siw <0 <2m.

2.1. Rotaciones irracionales

En el siguiente ejemplo consideraremos una circunferencia de perimetro
1 y definiremos una rotacién cuyo parametro sera un ntmero real entre cero
y uno. El sistema dinamico asi construido posee algunas propiedades muy
interesantes que nos seran de utilidad mas adelante.

Ejemplo 2.3 Sea a € [0,1) y

™

T:{ZEC:z:%eei con@é[—ﬂ,w]}.

Definimos una funcion R, : T — T de la forma siguiente:

1 4 1 ,
R, [ — Oi ) _ (0+27ra)z.
( o ) or"

De acuerdo con la definicion, las iteraciones de esta rotacion tienen una
formula sencilla. St k es un entero positivo, entonces es facil ver que

RI;(Z) _ ie(9+k27ra)i

or ’

1 . _ .
para cada z = —e% . Observemos que el pardmetro a de esta funcion, indica

T
el tamano de la rotacion.
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R,(2)

Figura 2.2: Rotaciéon de la circunferencia, con parametro a.

La métrica en este espacio es la que hereda de los niumeros complejos
como espacio métrico, asi que la distancia entre dos puntos es la longitud
de la cuerda que subtienden ambos puntos. De esta forma, si z = =e® y

1 . 2
LB entonces

w:27r

1 . .
d _ at P )
(o) = o — |
En el sistema (T, R,) se cumple lo siguiente:

1. St a es un numero racional, entonces cualquier punto z € T es periodico
y su orbita no es densa en T'.

2. Si a es un numero irracional, entonces cualquier punto z € T tiene
orbita densa enT' y no es periodico.

3. Sia es un nimero irracional y k € N, la funcion f = R¥ es la rotacion
irracional cuyo pardmetro es ka, es decir, RY = Ry,.

Demostracién. Para probar 1, Supongamos que a = g con (¢,p) =1y

sea ieai = z € T. Aplicando p veces la funciéon R,, resulta que

RP(2) = i€(6+p27r%)i _ i6(9+27rq)i _ ieai

= z.
2 2 2T
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Afirmamos que p = min {k eN: ;4 € Z}. Para demostrar esto, supon-
p

gamos que existe k € Ntalque 1 <k <py kL =t € Z. Como (q,p) =1,
p

existen dos enteros u y w tales que uqg + wp = 1. Entonces tenemos que
ugk + wpk = k y por lo tanto k = upt + wpk = p(ut + wk), de aqui que p
divide a k y entonces p < k, como esto contradice que k£ < p concluimos que
k}% ¢ 7 para todo k € {1,2,3,...,p — 1}. Por lo tanto, z es periédico y su

periodo es p.

Como z es periddico, entonces los puntos de su orbita son los elementos
del conjunto finito

{Ra(2). Ra(2), Re(2), ..., RE7H(2) )
y por lo tanto no puede ser densa en 7.

Para probar 2, sea a un niumero irracional y demostremos primero que
los puntos de T" no son periédicos. Sea z = 2—€9i € T. Si existiera k € N tal
T

que R¥(z) = z, entonces

1 . .
_6(9+k27ra)2 _ ieﬂz‘
2w 2T

De esto se sigue que

Nz <e(k27ra)i o 1) _ (O+k2ma)i _ 00 _

Considerando el primer miembro de esta cadena de igualdades, se tiene
que 271 = 1 v esto sélo es posible si k2wa = m2n para alguna m € Z, es
decir, solo si a = 7*. Como a es irracional, lo anterior no es posible y por lo
tanto z no puede ser periodico.

Ahora demostraremos que la 6rbita de z es densa. Observemos que la
orbita de z es un conjunto infinito de puntos distintos, pues si sucediera que
R¥(z) = R™(2) = w, siendo k y m enteros con k < m entonces tendriamos
que R™ % (w) = R™*(Rk(2)) = R™(2) = w. Esto significa que w es un punto
periédico y su periodo es menor o igual que m—£k, lo cual, como demostramos
anteriormente, es falso.
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Sean u € T'y € > 0. Como T es compacto, la érbita de z tiene un punto
de acumulacion en Ty, por lo tanto, existen dos numeros enteros k y m
tales que k < m y d (R;”(z), R’;(z)) < €. Haciendo p = m — k tenemos que
RE(z) = 5-el0TP270)i 1y i consideramos que

4 (RI(2), RA(2)) = =

0+k27ra)iH _ i
2T

H€m27raz o 6k27raz
2m

He(ﬂ—l—m%ra)i _ o

Y

resulta que la distancia entre los puntos R?(z) y z, es menor que €, observemos
que

1

) ) 1 ) )
A(R(2), 2) = 5= [0 — | = L |e]| - [Jlev — 1 2.)
1 Tat—k2mai 1 GMQﬂai
:%Henﬂa k2 _1“:% W_ H
1 em27rai o 6k27rai 1 S i
~or ok2mai T o [em2met — eFmer]

=d (R'(2),Ri(2)) <
Notemos que si 7 es un entero mayor que 1, entonces

d (RZP(Z), R(r—l)p(z)) _ % He(a—l—rp%ra)i . 6(9+(T—1)p27m)i

a

- Herp27rai o erp27rai—p27raiH — i o 1 :
27 27 ep2rai
1 Tai
= o[l = 1| = d(R2(2), 2).
De lo anterior, tenemos que los puntos RE(z), R%(z), R¥?(z), ... forman

una sucesion de puntos distintos en 71" con la caracteristica de que la distancia
entre dos elementos consecutivos es una constante menor que €. Por lo tanto,
existe r € N tal que R[P(z) € B.(u) y asi concluimos que la dérbita de z es
densa en T'.

Para demostrar el inciso 3, tomemos k£ € N. Como ka es un nimero
irracional y

1 : 1 ,
Rk — = (0+k2ma)i _ _— (0+2m(ka))i _ R .
() = e Lo (2)

entonces RY es una rotacién irracional y su parametro es ka. m
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R (z)

Figura 2.3: La érbita de z es densa.

En adelante, al utilizar el sistema dindmico (T, R,), diremos simplemente
la rotacion racional o irracional del circulo, segiin a sea un nimero
racional o irracional, respectivamente.

2.2. La maquina de sumar

Consideremos el espacio (Y,7v) donde Y = {0,1} y 7v es la topologia
discreta. Sean X = H Y y 7x la topologia producto. En el espacio (X, 7x)

definiremos una fun(non f: X — X, muy particular. A cada elemento de X,
f le suma en base dos, el punto (1,0,0,0,...). Con esto queremos decir que
nuestra funcién va sumando, coordenada a coordenada, de acuerdo con el
algoritmo de la suma en base dos a la que denotaremos por @s. Por ejemplo,
six=(1,1,1,0,1,0,0,0,...), entonces f(x)=(0,0,0,1,1,0,0,0,...).

Una manera mas simple y familiar de describir esta suma, es escribiendo

00010111
+ 1
0001100O0O0

Es decir, sumamos 1 4+ 1 = 105, entonces ponemos 0 y llevamos 1, el cual
lo sumamos al siguiente 1, etc., tal como lo hacemos con nuestras sumas
normales. Notemos que cuando aparece el primer 0 de z, y lo sumamos al 1
que llevamos, el resultado es 1, por lo que a partir de ese momento, ya sélo
copiamos las cifras de z.



2.2. LA MAQUINA DE SUMAR 29

De acuerdo con lo anterior, f : X — X esta definida como sigue: si
x = (1,1,1,...), entonces f(z) = (0,0,0,...). Si  # (1,1,1,...) entonces
existe k € N tal que k = min{n € N: z, = 0}. Asi, la coordenada n de f(x)
estara dada por

T, P l, sin <k,
T)p = .
/(@) {xn, sin > k.

Para ver que la funciéon f es continua, utilizaremos la métrica d definida
en el punto 2 de la Proposicion 1.2.

1
SeaacEX.Dadoe>OexisteneNtalquen>1y—1<e.
n—

Sea § <

=, Tomemos un punto z € X tal que z € Bs(z). De acuerdo
con la definiciéon de la métrica, tenemos que z y z coinciden en al menos
las primeras n coordenadas, es decir, si * = (x1, 9, x3,...), entonces z =
(T1, T2, X3, .., Tny Znils Znio, - -+ ), de aqui que f(2) y f(x) coinciden en al

menos las primeras n coordenadas también y, por lo tanto,

A(f(2), /() < gy < = <.

n—1

Con esto, tenemos que f(z) € B.(f(x)) y por lo tanto f es continua.
El sistema dindmico (X, f) es conocido como la mdquina de sumar.

Utilizaremos este sistema dindmico para construir otro sistema (D, Q)
donde el espacio fase sea un continuo. Mas adelante estudiaremos algunas de
las propiedades dindamicas de la maquina de sumar y, demostraremos, que
algunas de estas propiedades se conservan en el sistema (D, ).

Sea g : X — C el homeomorfismo definido en la prueba de la Proposicion
1.3 entre X y el conjunto de Cantor C, entonces la funcién ¢ : Cono(X) —
Cono(C), definida como ¢ ((xy1, z2,3,...),t) = (9((x122,23,...)),t), es un
homeomorfismo.

Ahora bien, en R?, hagamos v = (3, 2). El conjunto D = {tv+(1—t)c: ¢ €
[0,1],c € C} C R? es el cono geométrico de C y la funcién ¢ : Cono(C) — D,
definida como ¢((c,t)) = tv + (1 — t)c es un homeomorfismo.
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Definimos GG : D — D como

Gltv+ (1 —t)e) =tv+ (1 —t)g (f(g '(c))) .

Esta funcién es continua y asi, tenemos el sistema dindmico (D, G), el cual
contiene un subconjunto invariante, homeomorfo a X.

Para concluir esta seccién, probaremos una propiedad importante de la
méquina de sumar. Dadas z = (21,29, 23,...) € X y m € N, definimos

(@] = 21 + 220+ - -+ 277y,

y denotamos por Gom la suma modulo 2™, es decir, si a, b € Z, entonces a®om b
es el tnico elemento en {0,1,2,...,2" —1} tal que a+b = a @gm b(mod 2™).

Dado que @om es asociativa y conmutativa, es facil ver que para cua-
lesquiera a, b, c € Z, tenemos que

a Dom b@gm c=a Dom (b+C) = ((Z—i-b) Daom c.
Vamos a probar que para cualesquiera x € X y m,n € N, se cumple que
[#]m @om = [f"(2)],, - (2.2)

Haremos esta prueba por induccién en n. Primero veamos qué ocurre con
n=1.

Siz=(1,1,1,...), entonces f(z) = (0,0,0,...). Por otra parte, [z],, =
14+2+4224-- 4271 =2" — 1y [z],, + 1 = 2™, de manera que
[2)n Do 1=0=0+2-0+---+2""".0=[f(2)],,
Six#(1,1,1,...), sea k = min{r € N: x, = 0}. Si k& > m, entonces
Ty =x9="=1x, =1. Asi que [z],, =1 +2+ 2% +--- + 2™ y para toda
i€ {1,2,...,m}, la i-ésima coordenada de f(z) es x; @31 = 1@y 1 = 0,
asi que [f(z)],, =0+2-0+2%-0+---+2m1.0=0. Como

(2] +1=(1+2+22 4+ 42" ) 41 =27

tenemos que [z}, om 1 = 0. Por tanto [x],,, ®om 1 = [f(2)]

m*
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Finalmente, si k& < m, entonces

(@] =14+24+ 224 4252 2k 1 04 2y - 27 1,
=oF 1 142k e 2 g

Asf que [x],, +1 =214 2%x, + - +2m g, < 2™ por lo que

(@] Bom 1= 267 4 2Ky e 27 g,

Por otro lado, para f(z) se cumple que para toda i € {1,2,...,k — 1},
la i-ésima coordenada es 1 @&y 1 = 0, la k-ésima coordenada es 0 by 1 =1y,
para toda i € {k+ 1,k +2,...,m} la i-ésima coordenada es z;. Por tanto

[f(2)],, = 2"+ 2Py + - 4+ 27y, = (2] Do L.

Supongamos ahora que la igualdad es valida para n. Usando la hipotesis
de induccion y la igualdad para n = 1, tenemos que

(2] @om (04 1) = ([2]m Som n) Bom 1
/" ()], Bam 1

L (" (@)],n

= [/ (=)],,-

Lo cual termina la induccién.

Una consecuencia util de la formula que hemos probado, es que si se la
aplicamos a n = 2", obtenemos lo siguiente.

Para empezar, notemos que

(2] = 21 + 229 + 2225+ - - + 277y,
< 1424224 .42 l=om_1

Asi que [z],, < 2. Ademds, 2™ = 0 (mod 2™). Por lo anterior, tenemos que
[«T]m @2771 2m = [[L‘]m De manera que |:f2m (x)]m — [x]m ASI’ que si ponemos
2" (x) = (y1, 92, . .. ), entonces

Ty + 210 + 22w + -+ 2"y, = yn 4 2y + 2%y -+ 27y,
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Por la unicidad de la escritura en base 2, tenemos que

Tr=WM,T2=Y2, -+ , Tm = Ym-
Por tanto, z y f2" () coinciden en las primeras m coordenadas.

Por 1ltimo, demostraremos, que en la maquina de sumar, las érbitas de
cualquiera de sus puntos se dispersan por todo el espacio.

Proposicion 2.4 En la mdquina de sumar, la orbita de cualquiera de sus
puntos es densa.

Demostraciéon. Recordemos que en este sistema el espacio es X =

[T1{0,1}. La topologia es la inducida por la métrica definida en el inciso 2 de
n=1

la Proposicién 1.2. Ademés, la funcién f esta definida por f(z) = (0,0,0,...)
six=(1,1,1,...)ysiz # (1,1,1,...) entonces

n®2 1, sin <k, :
f(z), = {x G2, slnm donde k = min{n € N: z, = 0}.

Tp, sin>k.

Sea z € X tal que x # (0,0,0,...) y = # (1,1,1,...). Sean € N,
Observemos que con las coordenadas xy, xo, . . ., x, podemos definir un entero
a, cuyos digitos en notacién binaria sean precisamente dichas coordenadas.
Asf que hagamos a = x1 + 229 + 2213 + - - - + 2" Lx,,. Notemos que a = [z],,
tal como lo definimos en esta seccién. Por la férmula 2.2 que probamos antes,
(2], (2 — a) = [/ ~(a)] .

Como [z], ®an (2" — a) es el resultado de reducir médulo 2™ al nimero
a+2"—a=2"y 2" =0 (mod 2"), tenemos que [f*"~*(x)| = 0. De manera
que si f2"7%z) = (y1,va,...), tenemos que y; + 2ys + -+ + 2"y, = 0.
Asf que f2"7%(x) es de la forma

f2n_a(x) - (07 Oa 07 ey 07 Yn+15 Yn+2, Yn+3, - - - )

" 1
y por lo tanto, d (f*"~(z), (0,0,0,...)) < -
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En caso de que z = (0,0,0,...) oz = (1,1,1,...), tenemos que f?(x) ¢
{(0,0,0,...),(1,1,1,...)}. Por lo que hemos visto, queda demostrado que la
érbita de cualquier punto intersecta a todas las vecindades de (0,0,0,...).

Ahora veamos que la érbita de un punto cualquiera es densa en X. Sean
r=(x1,29,...),y = (Y1,Y2,...) € X y sea ¢ > 0. Tomemos n € N tal que

n>1y ] < €. De acuerdo con lo que hemos demostrado anteriormente,

N 1
existe un entero k; tal que d (f"‘l (x),(0,0,0,.. )) < o Esto implica que las
primeras n coordenadas de f*1(x), son ceros. Sea ky = yy +2ys +2%yz +- - - +
2n71yn‘

Como [f"’l(x)]n =0+2-0+22-0+---+2"1.0=0, entonces

[ (@)], 4+ ke =0+ (y1 4 2y2 + 2%ys + -+ 2" 1yy)

=1+ 20 + 2%ys + -+ 2"y, < 27,
De manera que [f* (f* (a:))]n = [f’“(x)}n Don ko = y1 + 2y + 2%y3 +
coo4 277ty Ast que f* (f*1(x)) y y coinciden en al menos las primeras n

1 1
coordenadas y por lo tanto d (f’“”€2 (x), y) < o < — < €.
n_

Con esto concluimos que la orbita de x intersecta a cualquier vecindad
de un punto cualquiera y, asi que dicha orbita es densa. m
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Capitulo 3

Propiedades puntuales

3.1. Periodicidad

Recordemos que en un sistema dindmico (X, f), un punto x es periédico,
si existe p > 0 tal que fP(x) = x. Es claro que en este caso, se tiene que
f™(x) = z para cualquier m € N. En esta seccién veremos que un punto del
producto simétrico es periddico si y sélo si sus elementos son peridédicos en

el espacio base.
Q\/ °
)
[
[

Xe

N

Figura 3.1: Un punto con periodo 6.

Teorema 3.1 A € F,(X) es periddico en (F,(X), fn) siy sdlo si para cada
x € A se tiene que x es periddico en (X, f).

Demostracién. Supongamos que A = {1, x9,...,2%}, con k < n, es

un punto periédico en (F,(X), f,,). Entonces existe un entero p > 0 tal que
fmP(A) = A para todo m € N. Es decir, para cada m € N,

{f™(x1), [ (xs), ..., [™P(x)} = {x1, 22, ..., Tk}

35



36 CAPITULO 3. PROPIEDADES PUNTUALES

Entonces, para cada m € N, {f™(xy), f"(x2),..., f(x)} es una per-
mutacion del conjunto A. Como A es finito, tiene sélo un ntmero finito de
permutaciones, por lo que dos de éstas son iguales, es decir, existen r,m € N
tales que r < my f"(x;) = f™P(x;) para toda i € {1,2,...,k}. De manera
que fmMP(z;) = x; para toda i € {1,2,...,k}. Por lo tanto, cada z; es
periédico en (X, f).

Ahora supongamos que para cualquier z € A, se tiene que = es periédico

en (X, f). Sea A = {xy,x9,...,25} con k < n. Entonces existen k enteros
positivos p1, pa, ..., px tales que fPi(x;) = x; para cada i € {1,2,...,k}.
Tomemos el minimo comun multiplo de py, pa, ..., pk, es decir,

p=m.com.(p1, P2, .., Dk)-

Es claro que fP(x;) = x; para cualquier i € {1,2,3,...,k}. Asi que
fE(A) = Ay, por lo tanto, A es periédico en (F,(X), f,). =

3.2. Recurrencia

Imaginemos que en el sistema dindmico (X, f) encontramos un punto x
que tiene la caracteristica de que al aplicarle muchas veces la funcion f, resul-
ta que después de viajar por el espacio X, regresa tan cerca como queramos
de si mismo. En este caso, decimos que ese punto es recurrente. Por ejemplo,
como veremos en la Proposicion 3.4, en una rotacién irracional del circulo,
cualquier punto es recurrente.

Figura 3.2: El punto z regresa a B.(z).
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Definicién 3.2 Un punto x € X es recurrente, si para cada € > 0 existe
una sucesion (Mmy),cy tal que my < mg < mg < ... yd(f™(x),r) < € para
toda k € N.

Segtn la definicién, un punto es recurrente, si cualquiera de sus vecindades
es intersectada una cantidad infinita de veces por la érbita de dicho punto.

Si x es un punto periédico de X y su periodo es p, entonces f*(z) = x
para cualquier k£ > 0 y por lo tanto, la érbita de = intersecta infinitas veces
a cualquiera de sus vecindades.

Si z no es un punto periédico y cada vecindad suya es intersectada por la
orbita de x en un punto diferente de x, entonces, asi como en el caso anterior;
cualquiera de sus vecindades contiene una cantidad infinita de puntos de
dicha orbita. Por lo anterior, el siguiente teorema es cierto.

Teorema 3.3 Un punto x € X es recurrente si y solo si para cada € > 0
existe k € N tal que d(f*(z),z) <.

Veremos que todo sistema dindmico contiene puntos recurrentes. Més
adelante, cuando veamos el concepto de minimalidad, presentaremos una
demostracion de esta afirmacién.

Considerando el Ejemplo 2.1, tenemos que el sistema (X, f) donde X =
[0,b] con b < 1y f(x) = 22, tiene la caracteristica de que con excepcién de 0,
ningin punto regresa a todas sus vecindades y por lo tanto ninguno de ellos
es recurrente.

Para demostrar esto, basta observar que si x € (0, b] entonces z(1—z) > 0,
asi que podemos elegir un niimero ¢ mayor que cero y tal que € < x — x°.
Entonces 22 <  — e y como - -- < 2% < 23 < 22, tenemos que la érbita de x
nunca regresa a la vecindad (x — €, b].

En contraste con el ejemplo anterior, enseguida veremos que existen sis-
temas dinamicos en los que todos sus puntos son recurrentes.
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Proposicion 3.4 En una rotacion irracional del circulo, todos los puntos
son recurrentes.

Demostracién. Sea z un punto del circulo y sea € > 0. Por el Ejemplo
2.3; la 6rbita de z intersecta al abierto U = B.(z). Por lo tanto existe k € N
tal que d ( 1k (2), z) < €. De esta forma concluimos que z es recurrente. m

3.2.1. Puntos recurrentes en F,(X)

Uno de los objetivos principales de este trabajo, es analizar la relacion
entre las propiedades dinamicas de un continuo X y las de su hiperespa-
cio F,,(X). Asi que enseguida veremos cémo es la relacién entre los puntos
recurrentes de un espacio X y los puntos recurrentes del hiperespacio F,,(X).

Teorema 3.5 Si x es recurrente en (X, f), entonces {x} es recurrente en

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como x es recurrente en X, existe k € N
tal que d (f*(z),z) < e, esto significa que {z} C N (e, {f*(z)}) v que
{f*(x)} < N(e,{z}). Entonces H ({f*(z)},{z}) < € pero {f*(z)} =
fE({z}) asi que H (fF({z}),{z}) < ey, por lo tanto, {z} es recurrente
en F,(X). =m

Cuando tenemos dos o mas puntos recurrentes en un sistema dinamico,
cabe preguntarse si es posible mostrar que en algiin momento regresan cerca
de si mismos al mismo tiempo.

Enseguida mostraremos que es posible encontrar puntos recurrentes cuyo
movimiento no se sincroniza y, por lo tanto, no forman un punto recurrente
en el producto simétrico.

Proposicién 3.6 Eziste un sistema dindmico (X, f) y dos puntos recurren-
tesa yben X, tales que A = {a,b} no es recurrente en (Fy(X), fa).

Demostracién. Para cada n € N, tomemos Y,, = {0, 1} con la topologia
discreta. Sea Y = [, Y], con la topologia producto. Definimos el sistema
(X,g),donde X = Cono(Y)y gly = f esla funcién desplazamiento, es decir,
f((z1, 29, 23,...)) = (29, 23,14, ...) para cualquier (zq,x9,23,...) € Y. De
esta forma, para cualquier ((z1,x9,x3,...),t) € X, se tiene que
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g((x1, 20, w3, ... ), 1) = (@, T3, 24, ... ),1).

Para construir dos puntos recurrentes en X que nunca regresan a sus
respectivas vecindades al mismo tiempo, vamos a considerar una sucesion de
conjuntos, que nos serviran para definir los puntos. Sean

Iy = {1}
I ={5,5+1}
L ={5"5"+1,5"+55+5+1}
I3 = {5°5° +1,5° +5,5° + 5+ 1,
5% +5%,5° + 5%+ 1,5° +5° +5,5° + 5 + 5+ 1}.

Inductivamente, definimos I,, como
n—1
h:{W}U{W+%:keLJQ}.
j=0

Para cada n € N, sea m, = max([,). Sea I = |J,_ 1, y definimos
a = (zy,x9,23,...) por

1, sikel,
€T =
"7 o, siké¢l
Observemos que el maximo de I; es m; =5+ 1 y que el maximo de I es
my = 5% + 5+ 1. De acuerdo con la definicién de I,, tenemos que el méximo
de I, es m, = 5" + max (I,,_1), por lo tanto resulta que
my, =5"+5"" 45" P4 45+ 1
y ademds max (I,_;) = m,, — 5". Como

5n+1 -1

E)TI,_i_E)TLfl_i_5n*2_i_...—i—f)—}-]_:T7

entonces 5" < m,, < 5", de lo anterior tenemos que

Blamy<bi<my<bi<-o-<h<m, <5
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.5n+1 s .
y 5" —m,, = 35— define una sucesién creciente y no acotada. Por lo

tanto entre la coordenada m, y la coordenada 5"™! del punto a, hay una
cantidad cada vez mayor de coordenadas iguales a cero. Ademaés,

max (/1) < max (Iy) <--- < max (I,).

Por lo que max (/) > max <U;:& Ij).

Sea n € N. Dada k € U;‘;& I;, 5" + k < m, < 5"’ De manera que
I, C{5",5"+1,5"+2,...,5"" —1}. Esto implica que I N {5", 5" +1,5" +
2,..., 5 -1} =1,

Sea k € {1,2,...,max ([,_1)}. Si k € U;:g I; C I, entonces 5" + k €
I, C I, de manera que o5nyp = 1 = x4 Si k ¢ U;‘;& I;, entonces, como
Im{l,2,...,max ([,_1)} = U;:é I;, tenemos que k ¢ I. Aseguramos que
5" + k ¢ I, pues de lo contrario,

5"+ kelIn{5" 5" +1,5"+2,....5" -1} =I,,
asf que 5"+k = 5"+ para algunal € U;.:Ol I;, 1o que implica que k € U;.:Ol I;.

Por tanto 5" 4+ k ¢ I. De manera que x; = 0 = 5044 Con esto, hemos
probado que, para todan € Ny toda k € {1,2,...,max (I, 1)}, Tsnip = Ty

Coordenadas del punto a

a:(1,0,0,0,%,1,0,0,...,%,1,0,0,0,1,1,0,0,...,%,1,0,0,0,1,1,0,0,...)

5 52 53

Construiremos otro punto b € X mediante un procedimiento similar al
anterior. Para cada n € N recordemos que

m, =5"+5""1 45"+ ... 45+ 1.
Ademds 5"t — m,, tiende a infinito. Hacemos Jy = {1}.

Elegimos n; € N tal que 5"+t —m,, > 2. Hacemos t; = m,,, +1, entonces
My, < t; <ty +1<5"T Hacemos J; = {t1,1; + 1}.
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Elegimos ny € N tal que 5"2*' —m, > max (J;) + 1. Hacemos t, =
my, + 1. Entonces

an<t2<t2+1<t2+t1<t2+t1+1<5”2+1.

Definimos JQ == {tg, t2 + 1,t2 + tl, t2 + tl + 1}

Inductivamente, supongamos que hemos construido Jy, Jo, ..., Ji_1.

Elegimos ny € N tal que 5™+ —m, > max (Uf;é Jj) + 1. Definimos
tk = Mn,, +1 y

k—1

Jk:{tk}U{tk+w:w€ U‘]J} C{mnk+1>mnk+2,-..,5"’“+1—1},

=0

Sea J = (Jp— Jk, definimos b = (1, y2,¥s,...) por

1, siked,
70, sike

Por construccion, tenemos que para cada k£ > 2, el minimo y el maximo
de Ji son min(Jy) =t y max(Jy) = tp +tp_1+tp_o+-- -+t +1. Ademas,

5" < m,, < min(Jy,) < max(Jy) < 5"

Por lo anterior, para cada k > 2, sucede que si y, = 1, entonces x, =0y
si z = 1, entonces y; = 0.

Sea k € N. Dado w € U?;é Jj, tx +w < max (J;) < 5™t De manera
que Jp C {tp, tr + 1,tp +2,..., 5™ — 1}, Esto implica que

TN gty + 1t +2,..., 5" — 1} = J,.

Sea w € {1,2,...,max (Jx_1)}. Siw € U?;é J; C J, entonces t, +w €
Jr C J, de manera que Yi, 4ty = Y. Sl W & U?;é J;, entonces, como J N

{1,2,...,max (Jy_1)} = Uf;é J;, tenemos que w ¢ J. Afirmamos que ¢} +
w ¢ J, pues si ocurriera que tp +w € J, entonces ty +w € JN{tg, tp+1,tx+
2,..., 5"t — 1} = Ji, asf que t, +w = t, +1 para alguna [ € U;:é Jj, lo que

implica que w € Uf;é J;, lo cual es una contradiccién. Por tanto t, +w ¢ J.
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De manera que vy, = 0 = ¥, 1. De esta forma, hemos probado que, para
toda k € Ny todaw e {1,2,...,max (Ji—1) }, Yt 1w = Yu-

Coordenadas del punto b

b=(1,0,0,0,0,0,1,1,0,...,0,0,...,0,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,...,0,0,...)
T T T T

s

52 mo to tot+tq 53

0
1
5 mq t

=
-

De acuerdo con la Proposicion 1.2, para trabajar con los abiertos de este
espacio, podemos utilizar la métrica d definida como

day) =" STV
r,y) = , : y
4 s, siz#yconj=min{ieN:z#y}

Ahora veamos que el punto a es recurrente. Sea € > 0. Elijamos n € N
tal que n > 2y — < e. Como f*(a) = (Tpy1, Thio, Thys, - .. ), tenemos que
n

7" (a) = (w5041, Tyngo, Tsnys, ... ). Como n > 2, entonces

n < 5"t < max (I, )

y por lo tanto xsn 4, = x3 para todo k tal que 1 < k < n, de aqui que f*"(a)
y a coinciden en las primeras n coordenadas, de manera que

4(/(@),0) < 5 < - <6

y asi concluimos que el punto a es recurrente.

Demostremos ahora, que el punto b también es recurrente. Sea ¢ > 0.
1
Tomemos k£ € N tal que — < €. Consideremos el conjunto Ji, el cual por

definicién, estd contenido en {m,, + 1,m,, +2,...5™ ! —1} para algtin
ny € N. Observemos que f™%(b) = (Y, 11, Yo 125 Ytpt3s -« s Ytr bty s+ )

Como t,_1 < max (Jg_1), entonces para cada w € {1,2,3,...1,_1} se
tiene que Yi 1w = Yuw. Bs claro que ¢,y > k — 1, asi que ¢4 > k y por
lo tanto y;, 1w = Yw para cada w € {1,2,...k}, es decir, el minimo de los
subindices de las coordenadas diferentes entre b y f'(b), es mayor o igual
que k + 1.
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1

2k<

< € y asi concluimos

| =

Por lo anterior, tenemos que d (f'(b),b) <

que el punto b es recurrente.

Hagamos A = {a, b} y veamos que no es un punto recurrente en Fp(X).
Sea €, tal que 0 < € < 1. Dado k € N, tenemos que

F5(A) = {f*(a), f* )} .

Como f*(a) = (1, Trva, Thsss ) ¥ FH0) = (Yrr, Vb2, Yherss - - - ), te-
nemos dos casos:

Caso I. Si x4 = 0, como x; = 1 = y;, tenemos que d(f’“(a),a) =
d (f*(a),b) =1, por lo tanto H (f5(A),A) > e.

Caso II. Si w11 = 1, entonces yr11 = 0. En este caso tenemos que
d (f*(b),b) = d (f*(b),a) =1y también H (f5(A), A) > .

Por lo anterior; para cualquier k£ > 1 se tiene que H ( fx(A), A) > €. Con
esto, hemos demostrado que A no es recurrente en Fy(X). m

El siguiente teorema, demuestra que si tenemos un punto A recurrente en
el hiperespacio F,(X), entonces cada uno de sus elementos regresa cerca de
si mismo en algin momento y, por lo tanto, es recurrente en el espacio X.

Teorema 3.7 Si A es recurrente en (F,(X), f,,), entonces para cada x € A,
se tiene que x es recurrente en (X, f).

Demostracién. Supongamos que A = {zy, x9, x3, ..., Ty}, con m <
n, es recurrente en F,(X). Por simetria, es suficiente demostrar que x; es
recurrente en X. Para ello tomamos € > 0.

Sea I ={1,2,3,...,m}. Definimos el conjunto J de indices que nos mues-
tra cuales elementos de A caen cerca de z; cuando A regresa cerca de si mis-
mo, es decir,

J={i€el: f(z;) € Be(xy) para algin j € N}.

Este conjunto es no vacio, pues como A es recurrente, existe 7 € N tal que
H(fI(A),A) < ¢, asi que x1 € N (€, f7(A)) = N (¢, f7(A)), entonces existe
z; € A tal que d(xq, f7(x;)) < e.
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Lo que queremos mostrar es que x; regresa cerca de si mismo en algin
momento y por eso, supongamos que 1 ¢ J.

Podemos ordenar los elementos del conjunto A de modo que J = {2,3/4,.. .,
r} siendo r < m. Sea P el conjunto definido por

P={r+1,r+2,r+3,...,m}.

Por lo anterior, se tiene que si ¢ € P, entonces para cualquier £ € N se tiene
que f*(z;) ¢ Be(z1).

Ahora bien, podemos decir que en B(z;) queda una huella de algin x;
con i € J cada vez que A cae cerca de si mismo. Sean ko, k3, ky, ..., k., tales
que f%(x;) € B.(x1) para cada j € {2,3,4,...r}.

PG DY TLE)
! .' ’/\\"_\k
fk,_(x‘) . " * ° ,'I fz(xz)

Figura 3.3: 3, x3, ..., x,, pasando por B.(xy).

Sea €y > 0 tal que B, (x;) N Be,(z;) = () para cualquier pareja de niimeros
diferentes i,j € {1,2,...,m}, y ademds, para cualquier j € {2,3,4,...,7};
Beo (fk](xj)) - Be(xl)‘

Como X es un compacto, entonces f y f* son funciones uniformemente
continuas, asi que para cada j € {2,3,4,...,r} existe §; > 0 tal que si
d(z,y) < &;, entonces d (% (z), f* (y)) < €.

Sea 0 < § < min{e, €y, 92,93, ...,0,}. Como A es recurrente, existe My €
N tal que H (ffl‘/[(‘(A),A) <.

Como los puntos =1, Tr12, Try3, ..., T, NUNCa caen cerca de zq, ase-
guramos que tampoco pueden caer cerca en menos que 0 de ningun ele-
mento del conjunto {xs,x3, x4,...,2,} pues, si suponemos que para algin
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ie{r+1,r+2,r+3,..., m} se tiene que fM(z;) € Bs(z;) con
j € J, entonces d(a:j,fM“(xi)) < 0 y por la eleccién de §;, resulta que
d (f*(x;), fFM5(2;)) < €. Lo anterior significa que

fkj+M5($i) € By, (fk] (xj)) C Be(z1),

lo cual es una contradiccién, pues i ¢ J.

Figura 3.4: x,41, 19, ..., Ty, NO pasan cerca de x1, To, ..., Tp.

Hemos probado que, para toda ¢ € {r + 1,r +2,...,m} y toda j €
{2,3,...,r}, fM(x;) ¢ Bs(zj). Como Bs(x1) C B(z;), también tenemos
que fMs(x;) ¢ Bs(x;) para todai € {r+1,r+2,...,m}.

Ya que H (fé‘/[f‘(A),A) < 6, para cada i € P existe j € {1,2,...,m} tal
que d (fM(S(a:i),xj) < 0. Por lo que hemos visto, j € {r+1,r+2,...,m} = P.
De manera que

{fM5 (xTJrl)a fM5 ($r+2), SR fMé(xm)} C Bé(errl) U Bé(errZ) U---u Bg(%m)

Como H (fM(A), A) < 4, cada conjunto Bs(z;) debe tener al menos un
elemento de fMs(A) y como estas bolas son ajenas dos a dos, ninguna de
ellas puede tener dos elementos de f5(A) pues, de tenerlos, los elementos
de fMs(A) = {fMo(a), fMo(2), ..., fM(2,)} no alcanzarfan para que a
todas las bolas les tocara al menos uno.

Como {fMé(errl% fMé(errZ)? ) fMé(xm)} - B&(errl)UBd(errZ)U' U
Bs(z,,) v a estas bolas no les tocan dos elementos de fMs(A), tenemos que
FU5(51) ¢ Bs(r41) U Bs(w12) U -+ U By(wm). Como fYi(z,) € N(5, A),
tenemos que fMé(xy) € Bs(x1) U Bs(x3) U - -+ U Bs(x,.).
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Como fMs(x,) ¢ B(x1) pues supusimos que 1 ¢ J, existe i € {2,3,...,7},
tal que fMs(zy) € Bs(x;). Por la eleccién de 6;, tenemos que fr+Ms(z,) €
Be, (f*(2;)) C Be(x1), de nuevo esto es un absurdo pues 1 ¢ .J.

Con esta contradiccion, concluimos que x; es un punto recurrente en X
y por lo tanto, los demas elementos de A también lo son. m

3.3. Puntos casi-periodicos

Si un punto x es recurrente, sabemos que al aplicar la funcion del sistema,
este punto eventualmente regresara cerca de si mismo, pero no tenemos infor-
macién sobre cuantas iteraciones debemos esperar para que suceda esto. Sin
embargo, si adicionalmente sabemos que dada una vecindad U de x, dicho
punto regresa a U antes de p iteraciones de la funcién, entonces decimos que
x regresa casi-periddicamente a U.

Definicién 3.8 Un punto x € X es casi-periodico, si para cada € > 0

eviste p > 0 tal que para cada n > 0 existe k € N con k < p tal que
d(fr*(z),z) <e.

Figura 3.5: Punto casi-periddico con p = 5.

Esencialmente, cuando un punto es casi-periddico, sucede que dado un
abierto que lo contenga, dicho punto eventualmente regresa al abierto vy,
ademas, el nimero de saltos que da antes del regreso, forma una sucesién
acotada.
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En la Proposicién 3.6, hemos construido un par de puntos recurrentes
en su espacio X. Dichos puntos tienen la caracteristica de que entre mas
pequena sea la vecindad, mayor es la cantidad de iteraciones que pasan antes
que el punto regrese a esa vecindad, y por lo tanto no son casi-periédicos.
Ejemplos de puntos casi-periédicos los tenemos en el caso de las rotaciones
irracionales.

Proposicion 3.9 En una rotacion irracional del circulo, cualquier punto es
casi-periodico.

Demostracién. Tomemos una rotacién irracional R, y z € T (recorde-
mos que en el Ejemplo 2.3 definimos 7" como el circulo de perimetro 1) un
punto cualquiera. Sea € tal que 0 < € < 1. Dado que la érbita de z es densa
en T, existe m € N tal que el arco entre z y R (z) tiene longitud b < e.

1
Com0b<1,ent0ncesg>1yexistej6Ntalquej—1<6§jyde

1
aqui que - < b < 1 Sea p = jm+ 1. Veamos que z regresa a B.(z) antes

de p saltos.

Sean € N. Paracadak € {1,2,...,7}, seat; el arco que une a RQJ’(k_l)m(z)
y R (z). Dado que R™ es una rotacién irracional con pardmetro b, en-
tonces ti, ta, ..., t;, son j arcos, uno despues de otro, cada uno de longitud
b. Como jb > 1y el perimetro de T es 1, z € t; para alguna k € {1,2,...,j}.
De manera que d(RZ+km(z),z) < b < e Seas = km, entonces s < py
d (R**(z), z) < e. Por tanto, z es casi-periédico. =

3.3.1. Puntos casi-periédicos en F,,(X)

Como veremos enseguida, es facil demostrar que si un punto x es casi-
periédico, entonces el conjunto cuyo tnico elemento es x, resulta ser casi-
periodico en el producto simétrico.

Teorema 3.10 Six es casi-periddico en (X, f), entonces{z} es casi-periddi-

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como x es casi-periddico, existe p > 0 tal
que para cada m € N, existe k < p tal que d (f™™*(z),z) <e.
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Sean A = {z} y m € N. Entonces existe k < p tal que d (f/™*(z),z) <e.
Como frh(A) = {f™*(z)}, se tiene que f"™*(A) C N(e, A) y también
ACN (e, f;j”k(A)), asi que H (f,T+k(A),A) < ¢, por lo tanto A = {z} es
un punto casi-periédico en F,(X). m

3.4. Recurrencia regular

Cuando en un sistema dindmico tenemos que la érbita de un punto z
pasa tan cerca como queramos de x en los momentos my, ms, ms, ... en el
sentido de que la distancia entre = y f™(x) es pequena, decimos que x es
recurrente. Si ademas sabemos que el salto entre dos términos consecutivos
de la sucesién (m;);jen es una constante entera p, diremos que el punto z es
regularmente recurrente.

Definicién 3.11 Sea (X, f) un sistema dindmico. Un punto v € X es regu-
larmente recurrente, si dado € > 0 existe p € N al que le llamaremos el
pertodo regular de x, tal que para todo k > 0 se tiene que d (f"’p(x), x) <.

Figura 3.6: Punto con periodo regular p = 4.

Es claro que si un punto x es regularmente recurrente, entonces es recu-
rrente. La implicacién contraria no ocurre, pues en la Proposicién 3.6 hemos
construido un par de puntos que son recurrentes pero la érbita no intersecta
con regularidad a una vecindad dada. De hecho existen sistemas dinamicos
que no tienen puntos regularmente recurrentes, ain cuando todos sus puntos
sean recurrentes.



3.4. RECURRENCIA REGULAR 49

Proposicion 3.12 En una rotacion irracional no existen puntos reqular-
mente recurrentes.

Demostracién. Sea (7, R,) una rotacién irracional. Supongamos que z es
un punto regularmente recurrente en 7. Si € = > entonces existe un entero

p > 0 tal que para cualquier £ > 0 se tiene que d (R’;p(z), z) < €. Como R? es
también una rotacion irracional, entonces la érbita de z bajo R? es densa en T’
y por lo tanto existe un entero m > 0 tal que R"(z) = (RF)" (2) € B.(—=2).
Lo anterior es una contradiccion, ya que By (2)NB 1 (—z) = 0. Asf concluimos
que 2z no es regularmente recurrente. m

Contrario al ejemplo anterior, tenemos que existen sistemas dinamicos no
triviales, en los cuales, todos sus puntos son regularmente recurrentes.

Proposicion 3.13 Los puntos de la mdquina de sumar son reqularmente
recurrentes.

Demostracion. Recordemos que en la seccién 2.2, definimos la maquina
de sumar como el sistema (X, f), donde X = [[{0,1} y f es la funcién que

n=1
hace sumas en base dos en las coordenadas de los puntos. Sean x € X y
1
€ > 0. Elegimos n € N tal que — < €. Sea p = 2". Veamos que para cualquier
n

entero k > 0 se cumple que d (f*(z),z) <e.

Al final del capitulo 2, vimos que fP(x) y = coinciden en las primeras n
coordenadas, asi que
d(f@)e) < — < L <e
-2 n
Por lo mismo, f? (f?(x)) y fP(x) (y también z) coinciden en las primeras
n coordenadas, asi que d (f?(r),z) < e.

Procediendo de esta manera, podemos concluir que, para cualquier k € N,
d ( fre(z), :U) < €y, por lo tanto, x es regularmente recurrente. m

Aunque la maquina de sumar no esté definida en un continuo, recordemos
que en la Seccién 2.2 hemos definido el sistema dindmico (D, G) donde D es
el cono geométrico sobre el conjunto de Cantor, con vértice v = (%, 2) y este
sistema contiene un subsistema homeomorfo a la maquina de sumar.
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Proposicion 3.14 Sea D el cono geomélrico sobre el conjunto de Cantor C,
con vértice en el punto v = (%, 2) y G : D — D definida por

Gltv+ (1 —t)e) =tv+ (1 —t)(go fog™")(c)

donde g : X — C estd definida por

o0

2x;
g((£h£2a£3>---)): 3—]']7
j=1
X = [[{0,1} y f es la funcién definida en la Seccion 2.2. Si x € D,
n=1

entonces x es reqularmente recurrente.

Demostracion. Dado que la base del cono es un subconjunto de D, ho-
meomorfo al conjunto de Cantor y que la restriccién de GG a este subconjunto
es la maquina de sumar, tenemos que cualquier punto de la base del cono, es
regularmente recurrente.

Sea z € D. Escribimos x = tv+ (1 —t)c,conc € Cy 0 <t < 1. Sea e > 0.

Sea U = (c—¢, c+¢). Entonces U es un abierto en C y por lo tanto g~ (U
es un abierto en X, tal que g~'(¢) € g~ (U).

Por la Proposicién 3.13, g~!(c) es regularmente recurrente en X, asf que
existe p € N tal que fP*(g7(c)) € g~ }(U) para todo k > 0. De aqui que
g (f** (g7'(c))) € U para cualquier k > 0.

Como ¢ es un homeomorfismo, tenemos que si n € N, entonces

(gofog )" =(gofog)ol(gofog)o--o(gofog™)

[

n veces

ogofog*logo---ogilogofogf1
1

=gofog!

—gofoforofoy
—_—

n veces

=gofrogt.

Por lo anterior, resulta que

GP(z) =t + (1 —1t) (go f og_l)pk (c)=tv+ (1 —1) (g o fP og_l) ()



3.4. RECURRENCIA REGULAR 51

y por lo tanto

Hka(x) — :UH = Htv +(1=t)(go fffog ") (c)—tv—(1— t)cH
= [l0=1)[(go " og™) () =]
~ (0o ™o g) (0l
<(1—-te<e
De lo anterior, resulta que GP*(x) € B.(x) y asi concluimos que x es
regularmente recurrente en D. m

3.4.1. Puntos regularmente recurrentes en F,(X)

Ahora veremos como es la relacion entre los puntos regularmente recurren-
tes de un espacio X y los puntos regularmente recurrentes de sus productos
simétricos.

Teorema 3.15 Si x es reqularmente recurrente en (X, f), entonces {x} es
reqularmente recurrente en (F,(X), fn).

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como x es regularmente recurrente en X,
existe un entero p > 0, tal que para cualquier £ € N, ocurre que d (fkp(x), :U) <
€, es decir, f*(z) € B.(z). Por lo tanto {f*(z)} C N(e {z}) vy {2} C
N (e, {f*(x)}). Ast concluimos que H (f¥?({z}),{z}) < €y, en consecuen-
cia, {x} es regularmente recurrente en F,(X). m

A diferencia de los puntos casi-periddicos, en el caso de recurrencia regu-
lar, tenemos que si varios puntos tienen una orbita que pasa cerca de ellos
con regularidad, entonces es posible mostrar que el conjunto también tiene
el mismo comportamiento.

Teorema 3.16 Sean (X, f) un sistema dindmico y m < n. Si los pun-
tos x1, w9, T3, ..., T, son reqularmente recurrentes en X, entonces A =
{x1, 29,23, ..., 20} es reqularmente recurrente en (F,(X), fn).

Demostracién. Sea € > 0. Como cada elemento de A es regularmen-
te recurrente en X, existen m enteros positivos pi, po, p3, ..., Pm, tales
que para cualquier k£ € N se tiene que d (fkpj (xj),xj) < € para todo j €
{1,2,3,...,m}.
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Sea p = m.c.m.(p1, P2, D3, - - -, Pm)- Entonces d (fkp(xj),xj) < € para to-
do j € {1,2,3,....m}, asi que A C N (e, { f*(21), f*(22), ..., [ (zm)})
y ademds {f*(zy), f*(22),..., f*(zn)} C N(e, A) y por lo tanto, para
cualquier k € N, se tiene que H ( fke(A), A) < €. De esta forma concluimos
que A es regularmente recurrente en F,,(X). ®

Figura 3.7: Elementos regularmente recurrentes forman un conjunto regular-
mente recurrente.

Al igual que en el caso de puntos recurrentes, uno podria pensar que si un
punto del producto simétrico es regularmente recurrente, entonces sus ele-
mentos son regularmente recurrentes en el espacio base. Desafortunadamente
lo anterior no es cierto, como veremos en el siguiente ejemplo.

Proposicién 3.17 Ezisten un sistema dindmico (X, f) y un punto A =
{a, b} regularmente recurrente en Fy(X), tal que a y b no son reqularmente
recurrentes en X.

Demostracién. Para cada n € N, tomemos Y,, = {0, 1} con la topologia
discreta. Sea Y = [[7 Y], con la topologia producto. Definimos el sistema
(X,g), donde X = Cono(Y) y g(z,t) = (f(x),t), donde f : Y — Y es la
funcién desplazamiento, es decir, f((z1,x9,23,...)) = (z2,%3,24,...) para
cualquier (1,29, 3,...) €Y.

Para construir los puntos a y b en X, diremos que una palabra es una
sucesién finita cuyos elementos pertenecen a {0,1} y su longitud serd el
nimero de simbolos que tiene dicha palabra. Por ejemplo w = 100011 es una
palabra de longitud 6. Ademas diremos que el negativo de una palabra es
la palabra que se obtiene al intercambiar los unos por ceros y los ceros por
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unos, asi, el negativo de w = 100011 es neg(w) = 011100. Notemos que si u
es una palabra, entonces se cumple que neg(neg(u)) = u.

Construiremos el punto a en X de forma que sus primeras dos coorde-
nadas son los simbolos de la palabra w = 10 y las siguientes coordenadas se
obtendran de forma recursiva. Dada una palabra P de longitud 2", construi-
mos la siguiente palabra como sigue.

Dado n € N, si n es par, las coordenadas cuyo subindice pertenece al
conjunto {2" +1,2" +2 2"+ 3,...,2" + 2"} serén iguales a los simbolos de
la palabra P. Si n es impar, entonces dichas coordenadas seran iguales a los
simbolos del negativo de la palabra P. De esta forma, si n es par, para cada
re{l,2,3,...,2"} se tiene que xony, = x, y, si n es impar, entonces

0, siz. =1,
Lontr = .
1, six.=0.

Con este método de construccion, si a = (x1, 9, 3, ... ), entonces x; = 1
y x5 = 0. Las coordenadas x51,1 y 292 son x3 = 0 y x4 = 1 pues estamos
en el caso de n impar. Las coordenadas o2 1, 92,9, To213 ¥ X9 sOn T5 = 1,
g = 0, x7 = 0y xg = 1. Continuando el procedimiento, tenemos que las
coordenadas del punto a se ven como sigue

a=(1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,...).

Hacemos b € X, el negativo de a. Es decir,

b=1(0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0, 1, ...).

Dada m € N, hacemos D,, la palabra formada por las primeras 2™ coor-
denadas de a. Es decir, D,,, = x125 ... xom. Por la construccion de a, D,,, 11 =
DDy, 0 Dy = Dpy(neg(D,y,)), donde D, D,, es la palabra que se forma de
poner dos palabras D,, seguidas y D,,(neg(D,,)) se construye similarmente.
Para poner una notacién sugestiva, podemos escribir D,, .1 = D,,,(*D,,). En-
tonces D,,y9 = Dyi1(ED0i1) = Di(ED,)(ED,,)(ED,,), donde los simbolos
en cada uno de los paréntesis son independientes. Entonces

Diys = Do (FD,)(F D) (D) (E D) (ED) (F D) (ED,y,).
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Entonces a se puede escribir asi: a = D,,(fD,,)(*D,,) -+ Por lo que
%" (a) es de la forma (*D,,)(£D,,)(ED,,) -+ (recordemos que f*?"(a) es
recorrer las coordenadas de a, k2™ lugares). Por tanto, las primeras 2 coor-
denadas de f¥*"(a) son las de a o las del negativo de a que es b. De manera
que, para toda k € N,

1
2m

1

o d(f*(a),b) < —.

d (fk2’”(a), &) < om

Ahora demostraremos que el punto A = {a, b} es regularmente recurrente

en F5(X). Sea € > 0y tomemos m € N tal que om < €. Hagamos p = 2™ y
veamos que H (ffp(A), A) < ¢, para toda k € N.

Sea k € N. Ya vimos que las primeras 2™ coordenadas de f*?"(a), son
iguales a las de a (y en este caso, lo mismo ocurre con b, pues b es el negativo
de a) o son iguales a las de b (y en este caso, las primeras 2™ coordenadas
de f*¥2"(b) son iguales a las de a).

Por lo anterior, para cualquier k& € N sucede que {f*(a), f*7(b)} C
N(e,{a,b}) y ademés {a,b} C N (e, {f*?(a), f*2(b)}). Con lo anterior, de-

mostramos que H < ff P(A), A) < e y por lo tanto el punto A es regularmente

recurrente en Fy(X).

Ahora demostraremos que los puntos a y b no son regularmente recu-
rrentes en X. Para esto necesitaremos algunas observaciones acerca de las
coordenadas de los puntos a y b. Asi que, en Observacion 1, Observaciéon 2y
en Observacién 3, x,, representara la n-ésima coordenada de a.

Sabemos que dado cualquier entero positivo, existe una tnica forma de
escribirlo en base 2.

Dado un entero positivo impar n, escribimos n = 1421422 4. . .42 con
ki < ky < --- Sea p(n) = numero de elementos impares de {ki, ko, ..., k.}.

Observacién 1. Si p(n) es par, entonces x, = 1 y si p(n) es impar,
entonces x, = 0.
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Demostracion. Haremos esta prueba por induccion en n. Si n = 1,
entonces escrito en base 2, tenemos que n = 1, asi que {ky, ka,... k. } =0
tiene un numero par (cero) de elementos impares, asi que p(n) = 0. Por
definicion x; = 1 por lo que si se vale la afirmacion.

Supongamos que la afirmacion es valida para todo nimero menor que
n y que n > 1. Consideremos el entero impar n, escrito en la forma n =
1+2F 42k ... 4 9k v hagamos m = 1+ 2 4+ 2%2 ... 4 2% -1 Entonces
m < n.

Si k, es par, entonces el niimero de términos impares de {kq, ko, ..., k. } es
el mismo que el de {ky, ks,..., k._1}. Es decir, p(n) = p(m). Por definicién,
Ty = Tgkr 1y = Tm. O1 p(n) es par, entonces p(m) lo es, asi que z, = 1
(hipétesis de induccién) de modo que z,, = 1. Si p(n) es impar, entonces
p(m) loes, ,, =0y x, = 0.

En el caso de que k, es impar, p(n) = p(m)+1. Por definicién, x,, = Torr 4y,
es el negativo de x,,. Si p(n) es par, entonces p(m) es impar, x,, =0y x, = 1.
Si p(n) es impar, entonces p(m) es par, z,, = 1 y x, = 0. Esto termina la
induccién y la prueba de la Observacién 1.

Notemos que si x es un punto regularmente recurrente en un sistema
dindmico y para una € > 0, su periodo regular es p, entonces dado cualquier

m € N, el entero mp también es un periodo regular para = y €.

Observacion 2. Si el entero p = 2k es un periodo reqular para el punto

1
aye< o entonces dado cualquier m € N, la expresion de mp en base 2,
tiene un numero par de potencias donde el exponente es impar.
Demostracion. Sea U = {1} x {0,1} x {0,1} x --- un abierto béasico
de la topologia producto en Y. Si el entero p = 2k es un periodo regular

para a y €, entonces f"(a) € U para cada m € N y por lo tanto la primera
coordenada de f™(a) es 1, es decir, T14pmp = 1.

Como 1+ mp es un entero impar, por la Observacién 1, tenemos que su
expresion en base 2, tiene un nuimero par de potencias donde el exponente es
impar. Asf que, 1+mp = 14+2M +2~2 ... 4 2% v el conjunto {ki, ko, ... k. }
tiene un numero par de elementos impares. De lo anterior se tiene que mp =
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2k ok2 ... 4 9% v por lo tanto la expresion de mp en base 2, tiene
un nimero par de potencias donde el exponente es impar. Con esto hemos
demostrado la Observacion 2.

Observacion 3. Si el entero p = 2k es un periodo reqular para el punto

1
aye< 3 entonces dado cualquier m € N, la representacion binaria de mp

tiene un numero par de digitos 1.

Demostracion. Sea p = 2k, un periodo para la recurrencia regular de a

1
ye< 3 Sea m € N. Por la Observacion 2, el entero mp tiene en su expresion

en base 2, un ntmero par de potencias donde el exponente es impar. Por lo
tanto, existe un entero par ¢ tal que ¢ < r y, reordenando la expresién en
caso de ser necesario, podemos escribir

mp:2k1 +2k2+...+2kq+2kq+1_|_..._|_2k7“’

donde ki, ko, ..., k, son los exponentes impares y Kgy1,Kgi2, ..., ky son los
exponentes pares.

Observemos que
Qmp — 2k1+1 4 2k2+1 R 2kq+l + 2kq+1+1 R 2kr+l

donde k1 +1, ko +1, ... , k;+ 1 son los exponentes pares y kg1 +1, kgo+1,
..., k. + 1 son los exponentes impares.

Como mp es un periodo para la recurrencia regular de a y €, entonces
el entero 2mp también es un periodo regular, asi que, por la Observacién 2,
la expresion de 2mp en base 2, tiene un nimero par de potencias donde el
exponente es impar, es decir r — ¢ = 2t con t € N. Por lo tanto r = 2t 4 ¢q, y
como ¢ es par, entonces r también es un niimero par.

Por lo anterior, tenemos que para cualquier m € N, el entero mp es-
crito en base 2, tiene un nimero par de digitos 1 y asi queda demostrada la
Observacién 3.

Ahora vamos a demostrar que el punto a no es regularmente recurrente.

1
Para esto, supongamos que si lo es y que su periodo regular para e = 7 es el
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entero par p = 28 + 2F2 ... 4+ 2% (por lo que hemos visto antes, podemos
suponer que el periodo regular es par) donde k; < ky < ... < k,. Por la
Observacién 3, tenemos que r es par.

Como kq < ks, sélo puede suceder que k1 + 1 < ky o que ky + 1 = ks.
En caso de que ky + 1 < ko tenemos que

2k'r7klp — 2kr + 2kr+k2*k1 + 2k'r+k3*k1 + . + 221677]61.
Notemos que los exponentes de la expresion anterior son diferentes dos a

dos.

Observemos que p + 2F~F1p = (1 + 2’“”“) p es un multiplo de p y por lo
tanto, segiin la Observacion 3, su expresion en base 2, debe tener un niimero
par de digitos 1. Pero

D + 2]€r—]€1p — (2]61 + 2k2 N 2kr> + (2]%‘ + 2]€T-|—]€2—]€1 N 22]€r—]€1)
— 2k1 + 2k2 4+t 2kr—1 + ri+1 + 2kr+k2*k1 S 22]677]61'

Como ks — k1 > 1, entonces k, + ko — k1 > k., + 1, asi que los expo-
nentes en esta expresién son diferentes dos a dos. Ademas, los conjuntos
{]{1, kQ, ceey krfl} y {kr -+ kQ — kl, ]CT + ]Cg — kl, ceey kr + ]CT - kl} contienen

cada uno, un ntmero impar de elementos. Por lo tanto el conjunto
{ki, ko, .. kp 1, kp+ 1k + ko — Ky ke + ks — ke, oo ke + ke — Ky}

contiene un nimero impar de elementos, de aqui que el entero (14 2% p
escrito en base 2, tiene un niimero impar de digitos 1. Con esta contradiccién,
concluimos que no puede suceder que ki + 1 < ks.

En caso de que ky + 1 = ko, observemos que
2 = okitl 4 oketl o . 4 okrtl _ oka | okotl 4 okstl 4 okrtl
Asi que

p+2p= (2" 4282 .. 4 2F) 4 (2F2 4 2kl oRetl Ly ohet T
— okt 4 okat2 4 oks 4 okstl .y okr 4 gkrtl
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Como ki < k1 +1 = ky < ke + 2, entonces la potencia 2! forma parte
de la expresiéon de 3p en base 2. Observemos que es posible que las potencias
mayores o iguales que 2¥2*2 pudieran simplificarse, asi que podemos suponer
que, después de simplificar, la expresién de 3p queda como 3p = 2% + 29 4
coo+ 2% donde ¢4 < g2 < --- < ¢s. Ademéds s es un entero positivo par,
¢ = k1 y, como ¢ > min{ky + 2,k3} > ki +2 > ¢ + 1, tenemos que
@ >q+1

De lo anterior, la expresién de 2%~%(3p) en base 2, es

2qsfq1(3p) — 9% 2qs+quq1 4 2qs+q37q1 N 22%*%.

Ademéds, 3p+2%~13p = (1 + 2%79) 3p es un multiplo de p y por lo tanto,
segin la Observacion 3, su expresion en base 2, debe tener un nimero par
de digitos 1. Pero

3p + 2%7‘“3]9 — (Qtn L9% Ly 2q5) + (2qs + 94sta2—q1 4t 22qrq1)
— QN L 992 4 ... 4 991 94s+1 + 994s+q2—q1 et 92¢s—q1

es la expresion de 3p + 2974 3p en base 2, debido a que ¢ — ¢; > 1 y para
cualquier j € {2,3,4,...s} se tiene que ¢; > g¢j_1, asi que ¢s +¢; — 1 >
gs + qj—1 — q1 y esto significa que los exponentes de esta expresién para
(14 299 3p, son diferentes dos a dos.

Observemos que cada uno de los conjuntos {q1,q2, ..., qs-1} v {qs + @2 —
G,qs + 93— q1, - --,qs + qs — q1 } contiene una cantidad impar de elementos y
por lo tanto también el conjunto

{gn, 25 G106+ L, Gs + 2o — 1 @s + B3 —q1s- -, @ + ¢ — @1}

contiene un numero impar de elementos. Esto tltimo significa que el entero
(14 2%~%) 3p escrito en base 2, tiene una cantidad impar de digitos 1, con-
tradiciendo nuevamente a la Observacion 3. De esta forma concluimos que el
punto a no es regularmente recurrente.

Como el punto b es el negativo de a, entonces dichos puntos tienen un
comportamiento analogo, asi que el punto b no es regularmente recurrente.
Con esto, hemos terminado la demostracién de la proposicién. m
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3.5. Puntos errantes

Como hemos visto, los puntos recurrentes, casi-periodicos y regularmente
recurrentes, tienen la caracteristica de que eventualmente regresan a cualquier
vecindad que los contenga. En sistemas dindmicos como ([0, 1], z?) tenemos
puntos que en lugar de regresar, se alejan cada vez mas. A los puntos que
tienen este comportamiento, les llamamos errantes.

Definicién 3.18 Sea (X, f) un sistema dindmico. Un punto x € X es erran-
te bajo f, si existe un abierto U en X tal que x € U y los elementos de la
familia

{/™(U) :m =0}

son ajenos dos a dos.

Figura 3.8: La o6rbita de la vecindad de un punto errante.

3.5.1. Puntos errantes en F,(X)

Teorema 3.19 Sea (X, f) un sistema dindmico. Si x € X es errante bajo
f, entonces en el hiperespacio F,,(X) se tiene que {x} es errante bajo f,.

Demostracién. Sea x un punto errante bajo f en X. Entonces existe un
abierto U tal que x € U y los elementos de {f™(U) : m > 0} son ajenos entre
si. Sea A = {x} y hagamos U = (U)p,(x). De esta forma, U es un abierto
en F,(X) que contiene al punto A. Dada m € N; si aplicamos la Proposicién
1.13 a la funcién ™, resulta que

{fm(A) t A€ <U>Fn(X)} = <fm(U)>Fn(X) -
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Asique fi"(U) = (f™(U)) p,(x)- Tomemos dos enteros no negativos distin-
tos iy j. Como f/(U)N fI(U) = 0, entonces (f*(U))r,x) N {(f7(U))p,(x) =0
y por lo tanto f!(U)N f1(U) = 0. Asi que, los elementos de {f™(U) : m > 0}
son ajenos dos a dos y asi concluimos que A = {x} es errante bajo f,. m

Ahora demostraremos que existen sistemas dindamicos que contienen pun-
tos errantes que no forman un elemento errante en el producto simétrico,
asi como también existen sistemas, para los cuales su hiperespacio F,(X)
contiene elementos errantes, cuyos puntos no lo son en el espacio base.

Proposicién 3.20 Ezisten un sistema dindmico (Y, f) y dos puntos a,b €
Y, errantes bajo f, tales que A = {a,b} € F5(Y) no es errante bajo f.

Demostracién. Tomemos en el intervalo [0, 1], una sucesién (@, )men tal

que a; > as > az > --- y lim a, = 0. Para cada m € N sea {b(m, z) :
m—ro0
z € Z} C (amy1,am) un conjunto de puntos tales que lim b(m, z) = amq1,
Z—r—00
lim b(m, z) = a,, y si z < w, entonces b(m, z) < b(m,w).
Z—r00

Definimos Y = {0} U {a,, : m € N} U{—a,, : m € N} U{b(m,z) : m €
N,z € Z}U{-b(m,z) :m e N,z € Z}.

o dtd-{-Ft+r-e-Ht|H+-oH]to 1o - o- —oi{+eiH @it ||+ +o~k-|-|-{+-0
-a, -a, -a,-a,-a; 0 a5 a, a, a, a,

Figura 3.9: El espacio Y, contenido en [—1, 1].

Sea g : Z — 7, la funcion definida por

z+1, siz<0,
g(z) =<0, si z=0,
z—1, siz>0.
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Definimos f: Y — Y por

(

0, sip=0,
— Qi 1, S1p = G,
f(p) - Am41, sl P = —Qn,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

[
o

I—‘H t—- n-”-i— [— —l— -| —i-“—tl

H+‘l—+—l'{'h*'*ﬁ{"i‘i’il'*ﬂ'l“ﬂ'""-| -o—— |-|+¢Hll-l-‘+m+|-}['-
R A Vi I | PoLortan

AR RLL I —613*(‘*;?—04—615 0 %5 Qi Q300000 4y a,
R w i R R R

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3.10: Orbitas en el espacio (Y, f).

Observemos que para cada m € N, la funcién f envia de forma continua
el conjunto [a,41,a,] VY, al conjunto [—a,,.1, —ami2] VY y el conjunto
[—m, —ami1] MY se envia de forma continua al conjunto [a,, o, Gmi1] NY.
Asi que la funcién f es continua.

Sean a = ay y U = (as,a;) NY. De esta forma, U es un abierto de Y tal
que a € U. Observemos que f(U) = (—ay, —ay) NY, f2(U) = (as,a3) NY,
f2U) = (—aq,—ag) NY, ... Asi que, los elementos de la familia {f™(U) :
m > 0} son ajenos entre si y, por tanto, a es errante bajo f. Haciendo b = —as
y V = (—ay, —az)NY tenemos que b € V' y los elementos de { (V') : m > 0}
son ajenos dos a dos, de forma que b es errante también.
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Ahora, supongamos que A = {a,b} € F5(Y) es errante bajo f. En este
caso, existe un abierto U de Fy(Y) tal que A e U y {f*(U) : m > 0} es una
familia de conjuntos ajenos entre si.

Sea € > 0 tal que € < ay y B{(A) CU. Entonces V = (a—€,a+e)NY y
W = (b—e€b+¢€)NY son abiertos ajenos de Y tales que a € V, b€ Wy
A€ <‘/7 W)FQ(Y) - BE(A) cu.

Sea m € N tal que m es par, b(1, —m) y b(2,m) son elementos de V' y
ademds —b(1, —m) y —b(2,m) son elementos de W. Como g(m) = m — 1,
g*(m) = m — 2, ... resulta que g™(m) = 0y ¢""(m) = 0. De manera
similar, g"(—m) = 0 = g™ (—m).

De lo anterior, tenemos que, f™(b(1,—m)) = f™1(=b(2,g9(—m))) =
fr20(3,9%(=m))) = -+ = (=1)"b(m + 1,¢g™(=m)) = b(m + 1,0). Asf que
F™(b(1,—m)) = b(m + 1,0) y ademds fm+1( (1,—m)) = —b(m + 2,0).

Para el punto b(2,m), tenemos que, f™(b(2,m)) = [ 1(=b(3,g(m))) =
™ 2(b(4,9%(m))) = -+ = (=1)™b(m + 2, g™ ( )) = b(m + 2,0). Asi que
fm(b(2,m)) = b(m +2,0) y fmHb(2,m)) = —b(m + 3,0).

De manera similar, para el punto —b(1, —m) tenemos que
fr(=b(1,=m)) = =b(m +1,0) y  f"H(=b(1,—m)) = b(m +2,0).
Finalmente, para el punto —b(2, m) resulta que
fr(=b(2,m)) = =b(m+2,0) y  f"TH(=b(2,m)) = b(m +3,0).
Por lo anterior, tenemos que
fr o, —m)) = fr(=b(2,m)) vy fb(2,m)) = fTH(=b(1, —m))
b(1,S—e?;) ' VfZEmorgces ;);) c 30 (Wf) v (fm+1)()V)C0cIJI<1§no_ %((22’,%)) ee sz §

—b(1,—m) € W, entonces q € f™(V) N f™(W). Por tanto, {p,q} €
(v, fmw )>F2(Y (et V), W) Ry
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Por la Proposicion 1.14,

(V) V) oy O™ V), S (W) gy =
={f™(B): B (V.W)pm}N{f"(B): B e (V.W)rx)}
lo cual es una contradiccién y por tanto A = {a, b} no es errante bajo f,. m

Proposicién 3.21 FEzisten un sistema dindmico (Z, ) y dos puntos a,b €
Z, tales que {a,b} € F5(Z) es errante bajo fo, pero a y b no son errantes

bajo f.

Demostracién. Sean g : Z — Z, {a,, : m € N} y {b(m,z) :m € N,z €
Z} tal y como fueron definidos en la demostracién de la Proposicion 3.20.

Sea Z = ({0} U{ay, :m e N}U{b(m,z) :meN,ze€Z})x{0,1,2,3,4}.
Hacemos @3, la suma médulo 3, definida en el conjunto de residuos {2, 3,4},
es decir, dados dos enteros i y j, i B3 j es el unico elemento de {2,3,4}
congruente médulo 3 con el niimero ¢+ j. De igual forma, definimos @5 como
la suma maédulo 2, en el conjunto {0, 1}.

Definimos la funcion f : Z — Z, por

((p, 1), sii=0,
(0,0), sip=0ei=1,
(@m+1,0), sip=a,ei=1,
, bm+1,9(2)),0), sip=bm,z)ei=1,

Fny = 4 P L g(2),0), s p = bm.2)
(p,i+1), sii e {2,3},
(0,2), sip=0ei=4,
(Amy1,2), sip=an,ei=A4,
L(b(m +1,9(2)),2), sip=>b(m,z)ei=4

Sea a = (ag,0) y b= (ag,2)

Para cada m € Ny cada i € {0, 1,2, 3,4}, sea
U(m,i) = ((ama2, am) X {i}) N Z.

De esta forma, U(m, ) es un abierto de Z.
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Como f(&erQa O) = (am+2> 1)a f(am> 0) = (&m? 1)7 f(b(m z 70) = (b(m? Z)? 1)
y f(b(m+1,2),0) = (b(m+1,2),1)
U(m, 1) tenemos que f(U(m,1)) =U(m+ 1,0).

Lo anterior, sugiere que para cada k € N, se tiene que

FUL,0) = U (1 ; {g} s o) |

Veamos por induccion en k que esto es cierto. Para k = 1 tenemos que
f(U(1,0)) = U(1,1) = U(1+ [3],1®50). Supongamos que el resultado
es valido para cualquier entero menor que k + 1. Entonces f*1(U(1,0)) =

FAUQ,0) = F (U (1+ 5] k®20)).

Si k es par, entonces k@,0 =0, (k+1)@,0=1y [g} = [%} Por tanto

(v (3] )
UEHMJ)

2
k+1
=U 1+{T},(k+1)@20).

FHHU(,0)
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Si k es impar, entonces k@, 0 =1, (k+1)@P20=0y 1+ [g} — [%L

por tanto
FHU(L0) = f (U (1 ; [g] 1))

ore[e] )

kE+1

:U<1+[T],(k+1)@20).

En los dos casos, se tiene que el resultado es valido para k + 1 y esto
termina la induccién.

Dado que f(am+272) - (am+273)7 f(a 72) = (am73)7 f(b(m7 2)72) -

(b(m,2),3) v f(b(m+ 1,2),2) = (b(m +T, z),3), entonces f(U(m,2)) =
U(m, 3). Para U(m, 3) tenemos que f(U(m,3)) = U(m,4) y finalmente para
U(m,4) tenemos que f(U(m,4)) =U(m + 1,2).

Igual que para U(1,0), probaremos por induccién, que para cualquier
k € N, se cumple que

fFU,2)=U (1+ {g} k@ 2) .

Sik=1, f({UQ1,2)) =U(1,3) = U (1+ [3],1®32). Supongamos que
el resultado es valido para cualquier entero menor que k + 1. En tal caso,

SHU,2) =1 (FHU02) =1 (U 1+ [§] ke 2)).

Si k = 0(mod 3), entonces k B32 =2, (k+1) @32 =3y [§] = [EH].
Asi que
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Si k = 1(mod 3), tenemos que k®32 =3, (k+1)®32 =4y [§] = [EH].
De manera que

Y U@,2) = f (U (1 + {g} 3))
o [B])
:U(1+ {%} ,(k+1)@32).

Por ultimo, en caso de que k = 2(mod 3), resulta que k ®32 = 4, (k +
1)®32=2y 1+ [£] = [EH]. Por tanto,

Y U@,2) = f (U <1+ {g} ,4))
:U(Hu[g},g)
zU(1+ [%] ,(k+1)@32).

Asi que, en los tres casos se tiene que el resultado es valido para k + 1.
Esto termina la induccién.

Observemos que dos abiertos de la forma U(m, ), se intersectan si y sélo
si ambos estdn en la misma “pata” (a la misma altura) de Z y, ademads, son
iguales o “consecutivos”, es decir, U(m,i) NU(r,j) # 0 siysélosii=jy
m —r| <1

Sea U = (U(1,0),U(1,2))py(z)- Como U(1,0) = ((ag,a1) x {0})NZ y
U(1,2) = ((ag,a1) x {2})NZ, U es un abierto de Fy(Z) tal que A = {a,b} €
U. Por lo que demostramos anteriormente, y por la Proposicion 1.14, para
cada k € N| se tiene que

f2U) = (fH(U(1,0), fFUQ, )))
<U(1+m k®20), { } .
Comok@go#k@g,Q,U(l—i—[] k@gO)ﬁU( —l—[g} k ®3 )—@para
2

cualquier k& € N. Asi que cualquier elemento de f;(U) contiene necesaria-
mente dos puntos de Z.
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Ahora veamos que los elementos de la familia { f5(U) : k > 0} son ajenos
entre sf. Supongamos que existen dos enteros k y [ tales que k <1y f¥(U)N
fLU) # 0. Sea {p,q} un elemento de esta interseccién. Podemos suponer
quep € U(1+ [£]  k®20) yqe U (1+ [£],k®32). Como {p,q} € fi(UL)
y ademds [ @32 # k @5 0, resulta que p ¢ U (1 + [é} 1 Ps 2). Lo anterior
implica que p € U(1+ [%] Do 0) yqe U(1+ [é} D3 2).

Lo anterior significa que k @20 =1 @20, k ©32 = B3 2, [%] — [g] <ly

[£] = [£] < 1. Por tanto I = k(mod 2) y I = k(mod 3), asf que [ = k(mod 6),

luego, | — k = 65 para algtiin s € N. Esto implica que £ = % + 3s, por lo que

[L] =[5 + 3s] = [4] + 3s y esto significa que [£] — [g] — 35> 3, lo cual es

una contradiccién. Por tanto los elementos de la familia {f¥(U) : k > 0} son
ajenos entre si y esto demuestra que A = {a, b} es errante bajo fs.

Ahora, demostraremos que a no es errante bajo f. Sea U un abierto de Z
tal que a € U. Seam € N tal que (b(2,m),0), (b(1, —m),0) € U. Observemos

que
£ (b(2,m), 0) = f7H(b(2,m), 1) = f*"72(b(3, g(m)), 0) =
P33, 9(m), 1) = [ 7H(b(4, g%(m)), 0) = -+ = (b(2 +m, g™ (m)),0) =
(b(2 4+ m,0),0).
Por otra parte tenemos que
f2(m+1)(b(17 _m)7 0) = fQ(m—H)_l(b(l? _m)7 1) = fQ(m—H)_2 (b(27 g(_m))v O) =
P73 0(2, g(=m)), 1) = (B3, g7 (—m), 0) =
(b(1+m+1,g™"(=m)),0) = (b(2 +m,0),0).
De manera que (b(2 +m,0),0) € f2(U) N f2m+D(U). Esto demuestra

que a no es errante bajo f.

Sea V un abierto de Z tal que b € V, y m € N tal que (b(2,m),?2),
(b(1,—m),2) € V. Observemos que

F(b(2,m), 2) = PN (b(2,m), 3) = A (b(2,m), 4) = 7 (B(3, g(m), 2) =

FAm=4(b(3, g(m)), 3) = 2 2(b(3, g(m)), 4) = £ 5(b(4, g*(m)),2) = - -- =
(b(24m,g™(m)),2) = (b(2 4+ m,0),2).
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Ademads, tenemos que
Jc3(m—|—1)(b(17 _m)7 2) _ ]03(m—|—1)—1(b(17 _m)7 3) _ f3(m+1)—2 (b(l, _m,)7 4) =

FHED b2, g(~m)), 2) = FH b2, o(—m)), 3) =
fg(erl)iE’ (b(2> 9(—m))a 4) = fg(m+1)76(b(37 92(_m>>a 2) ==
(b(1 +m + 1,9 (=m)),2) = (b(2 +m,0),2).

Asi que (b(2 +m,0),2) € £5™(V) N fAm+D(V). Por tanto, los elementos
de la familia {f*(V) : k > 0}, no son ajenos entre si. Esto prueba que b no
es errante bajo f. m

Es posible que todos los puntos de un espacio sean errantes excepto los
puntos fijos.

Ejemplo 3.22 Consideremos el sistema dinamico (X, f) con X = [0,1] y
f: X — X definida como f(z) = 2*. Seax € X tal que 0 < x < 1. Entonces
x es errante en X bajo f.

Demostracién. Como f es continua y f(z) = 2? < z, podemos tomar
w € (z,1) (cercano a x) de manera que f(w) < x. Asi que w? < . Elegimos
u tal que w? < u < z. Entonces w? < u < z < w < 1. Elevando al cuadrado
tenemos que w* < u? < 2% < w? < u < x < w. Elevando otra vez obtenemos
que w® < ut < 2t < w* < u? < 2? <w? <u < < w. Procediendo de esta
manera, tenemos que

2k+1 2k+1 2k+1 2k
< <w

<u 2

k 2]6
<z <w

para todo entero k > 0.

Sea U = (u,w). Entonces U es un abierto tal que z € U. Como f es una
funcién estrictamente creciente, f(U) = (f(u), f(w)) = (u*,w?), f2(U) =
(u',w*), etc. Por tanto, los elementos de la coleccion {f*(U): k> 0} son
ajenos entre si. De esta forma concluimos que z es errante bajo f. m

Cuando un elemento del producto simétrico es errante bajo la funcién
inducida, es posible que todos sus puntos sean errantes en el espacio base,
asi como también es posible que alguno de sus puntos no lo sea.
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Ejemplo 3.23 Sean X = [0,1] y f : X — X definida por f(z) = 2*. Sea
A={x,y}, tal que 0 <z <1 y0 <y < 1. Entonces A es errante en F»(X)
bajo fs y ademds tanto x como y son errantes en X bajo f.

Demostraciéon. Por el Ejemplo 3.22, tenemos que z y y son errantes bajo
f, asi que existen U y V abiertos de la forma U = (a,,b,) y V = (ay, b,) tales
querelU,yeVy {fk(U) k> O} y {fk'(V) k> O} son familias cuyos
elementos son ajenos entre si. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que z <yyque UNV =1, asi que 0 < a, < b, < a, <b, <1. Observemos
que para cualquier k& € N se tiene que 0 < a2 < b2" < aik < bzk <1y por

x

lo tanto f*(U) N f*(V) = (an b2k> N <a2k 62k> = (). De esto se sigue que si

x )T Yy Ty

m < k entonces f*(U)N fm(V) = 0.

Hagamos U = (U, V) p,(x). Entonces U es un abierto en F5(X) y es claro
que A = {z,y} € U. Como f*(U)y f¥(V') son abiertos para cualquier k € N.
Si aplicamos la Proposicién 1.14 a la funcién f*, resulta que

{fk(A) t A€ <U> V>F2(X)} = <fk(U)> fk(v)>F2(X)‘
Asf que f¥(U) = <fk(U)afk(V)>F2(X)'

Supongamos que existen dos enteros positivos m y k tales que m < k 'y
(f™O), f™V)) ey N HO), 5 (V) kyx) # 0. Sea B un elemento de esta
interseccion, entonces B = {y1, 42}, con y; € f™(U) y y2 € f™(V). Como
V)0 FEV) = 0, resulta que o & F5(V), y como B € (AU, (V) ayn),
entonces y» € f*(U) y esto significa que f™(V) N f¥(U) # 0, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, los elementos de la familia { f§(U) : k > 0} son
ajenos dos a dos y asi concluimos que A = {x,y} es errante en F5(X), bajo

Jo. m

El siguiente ejemplo muestra que en el producto simétrico pueden existir
elementos errantes, que contienen puntos no errantes en el espacio base.

Ejemplo 3.24 Sean X = [0,1] y f : X — X definida por f(x) = 2*. Si
0 <z <1, entonces A = {x,1} y B = {0,2} son errantes en Fy(X), bajo
fa.

Demostracién. Veamos que A es errante en Fy(X). Por el Ejemplo 3.22,
se tiene que x es errante en X, asi que existe un abierto U = (a,,b,) tal
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que z € Uy {f*(U): k> 0} es una familia de conjuntos ajenos dos a dos.
Tomemos a € X tal que b, < a < 1. Entonces V' = (a, 1] es un abierto tal que
1eV yUnNV = . Observemos que para cualquier k& € N se cumple que 0 <

a2 < b < a® <1y porlotanto fH(U)N fH(V) = <a2k ka) N (an, 1} = 0.

x x )T

De esto se sigue que si m < k entonces f*(U) N f™(V) = ().

Observemos que el conjunto U = (U, V) p,(x) es un abierto en F5(X) que
contiene al punto A. De la misma forma que en el Ejemplo 3.23; se demuestra
que {f¥(U) : k >0} es una familia de conjuntos ajenos dos a dos y por lo
tanto el punto A = {x,1} es errante en F5(X) bajo f» y sin embargo, el
punto w = 1 no es errante en X por ser un punto fijo de f.

La prueba de que B es errante en Fy(X), es andloga a la que se hizo para
el punto A, eligiendo b € X tal que 0 < b < a, < b, < 1, donde U = [0, 1)
es un abierto que contiene a 0 y V' = (a,,b,) es el abierto que contiene a x
y que cumple con la definiciéon de punto errante. m

Para terminar con la discusién sobre este sistema dinamico, sélo nos falta
mencionar que el punto A = {0, 1}, no es errante en F5(X) y esto se debe a
que es un punto fijo de fo. Asi que, en el sistema (F, ([0, 1]), f2), todos los
puntos excepto {0,1}, {0} y {1}, son errantes.

3.6. Puntos no errantes

Los puntos periédicos, recurrentes, casi-peridédicos y regularmente recu-
rrentes, pertenecen a una clase de puntos mas general, ésta, es la clase de los
puntos no errantes.

Definicién 3.25 En un sistema dindmico (X, f), un punto p es no erran-
te, st para cada abierto U de X, tal que p € U, existe m € N, tal que
f™u)ynuU #40.

Para los puntos de este tipo, sucede que cualquiera de sus vecindades es
intersectada por algtin elemento de su propia o6rbita. En adelante denotare-
mos por NE(X, f) al conjunto de puntos no errantes del sistema (X, f).
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. SO

Figura 3.11: La orbita de una vecindad de un punto no errante.

Demostraremos que para puntos no errantes se cumplen dos resultados
similares a las Proposiciones 3.20 y 3.21.

Proposicién 3.26 Ezisten un sistema dindmico (Y, f) y dos puntos a,b €
NE(Y, f), tales que A = {a,b} ¢ NE(F;(Y), f).

Demostraciéon. En el plano Euclidiano, definimos
1 _ 1 _ 1y .
l

Dado un entero m > 3, hacemos ¢, = (0,1) y definimos la funcién g(m) :
4 — Z por

(71,0, sip=(},0ei>2
(0,0), sip=(0,0),
), sip=(0,Y),
g9mP) =1 1) sip=(1y)dondey=00y=1,
(%v]ﬁ’ Sip:(%,%),jgmi—ieizz
(o) sip= (b gemi—ieiz2

Observemos que la funcién g = g(m) es continua y ademas ¢%(q,,) =
(0, 5), por 1o que [|gm — ¢*(gm)|| = 1 — 755 > 5 para cada k € N.
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Figura 3.12: El espacio Z y la funcién g(m).

Observacion 4. Para cada i € N — {1}, hacemos z = (3,1). Entonces

g™ (2) = (-5,1) y ¢¥(2) €[0,1] x [0, 1] para cada k € {1,2,...,m" — 1}.

Demostracion. Para demostrar esto, sera suﬁ(nente observar que g(z) =
(%{%)7 92(2) = (17%)7 - g __Z 1('2) - (17mi171‘)7 g" _Z(z) - (z’ml—er )
9" = () 0 = () s g ) =

(F}H’ mflerz) = (1, mL>7 g™ (2) = (mL’ 1).

Observacion 5. q,, € NE(Z,g(m)) y st w € Z con w # ¢ y k € N

satisfacen que ||qn — w|| < 3 y |gn — g(m)F(w)|| < 3, entonces k es un

entero de la forma k = m' + mm™ +mm" 4 ., donde 1 > 2 y el numero de
sumandos es finito.

Demostracion. Sea U un abierto de Z, tal que ¢, € U. Sea ¢ > 0, tal
quee<1yB¥(g,)NZCU.

Sea i € N — {1}, tal que 1 < e. Entonces [|g,, — (1
manera que, (%, 1)eU. Por la Observacion 4, g(m )m(%, 1
|gm —g(m)™ (3,1)] = = < 1 < e. Esto significa que g(m)
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tanto g(m)™ (U)NU # 0. De esta forma concluimos que ¢,, € NE(Z, g(m)).

Observemos que si w € Z, satisface que ||, — w|| < 3, entonces w es de
la forma (%, 1) para alguna i > 2. Por la Observacién 4, para cualquier k €

{1,2,...,m* — 1}, se tiene que g(m)*(w) ¢ B%(qm) y g(m)™(w) € Bi (Gm,)-

Como g(m)™ (w) = (%, 1), otra vez, por la Observacién 4, para cualquier

mi)

ke {1,2, c m™ —1}, resulta que g(.m)k'(gml(w)) = g(m)™F(w) ¢ B (Gm)
y g(m)™" (g(m)™ (w)) = g(m)™ ™" (w) € By (gm).

Procediendo de esta manera, resulta que si ||, — w| < 3y [gm —

g(m)¥(w)|| < 3, entonces k es una suma de potencias de m de la forma

k=mi+m™ +mm™" 4 ., en la cual, hay un nimero finito de sumandos
y ademas 7 > 2. Esto, termina la prueba de la Observacién 5.

Ahora, definimos Y = Z; U Z,, donde Z; y Z, son dos copias de 7, ajenas
entre si. Consideremos las funciones ¢(3) : Z; — Z1 y g(6) : Zy — Z,. Sean
a=q3s €21 yb=gqs € Zy. Sea f: Y — Y la extensién comin de ¢g(3) y

9(6).

Si U es un abierto de Y tal que g3 € U, existe Us, abierto de Z; tal que
g3 € U3 C U. Por la Observacion 5, existe m € N, tal que ¢(3)™(Us)NUsz # 0.
Esto significa que f™(Us) C f™(U)y f™(Us)NUs # 0. Asi que f™(Us)NUs C
f™U) N U, de manera que esta ultima interseccién es no vacfa. Por tanto,
g3 € NE(Y, f). De forma similar, se prueba que g5 € NE(Y, f).

Supongamos que A = {a,b} € NE(F,(Y), f2). Sea € > 0 tal que € < %
Entonces U = B.(A) es un abierto de F5(Y') tal que A € U. Luego, existe
k € N tal que fY¥U)NU # 0.

Como |la — f*a)|| = llgs = 9(3)* (@)l = 5 v b= FFO) = llgs —
g(6)5(qe)| > %, existe {x,y} € U — {A}, tal que f¥({z,y}) € U. Como
{z,y} C N(e, A), podemos suponer que = € Z; y y € Zy. De manera que,

la—zl <5, o-yl <3 la=fr@l<s v b= f@l<s
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Por la Observacién 5, resulta que k es de la forma
k=343 13" .. =61 6Y 16 1 ...
donde 7,5 > 2. Lo anterior, significa que
k=3 (1 + 338 ) — 3/ (2j + 939 4 98¥ 36"~ 4 )

Por tanto, la mayor potencia de 3 que divide a k, es 3' y 3/. Asi que,
© = 7. En consecuencia,

143977 4330 i g g0 83
Como 3° > 24, observemos que
14+3%1 435 -4 = I(mod 3") y
21 4 96'36'~i | 96" 36" =i = 9i(mod 3)

De manera que 2° = 1(mod 3'), lo cual es imposible ya que 0 < 1 < 2 <
3'. Esta contradiccién demuestra que {a,b} ¢ NE(Fy(Y), f2). m

Proposicién 3.27 Eristen un sistema dindmico (Y, f) y dos puntos a,b €
Y, tales que a,b ¢ NE(Y, f), pero A = {a,b} € NE(Fy(Y), f2).

Demostracion. Sea Z el conjunto que definimos en la Proposicion 3.26.
Sea Y = (ZU{(0,1+ %) : j € N}) x {0,1} C R3 Hacemos @, la suma
modulo 2, definida en el conjunto {0, 1}. Definimos la funcién f : Y — Y por

(,0,k), sip=(L0k) ei>2
(0,0, k), sip=(0,0,k),
(0, L k), sip=(0,1 k),

fo)y=q, 7" j 1
(0.1+y kezl), sip=(Lyk)yy=00y=7,
(7 7370 k), sip=(L Lk eix2,
(0,5 F), sip=(0,1+1k)yjeN

Sean a = (0,1,0) y b= (0,1,1). Dados « > 2y k € {0, 1}, tenemos que

1518 = (i) 2 Gaw) = (gt (k) -
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Figura 3.13: El espacio Y y la funcién f.

(i) - (120 () = (o1 ).
f”le,l,k):<O,%,k@21>,f”2<2,1,k>:<O,§,k@21>,...,

) 1 1
r (k) = (0. k).

De lo anterior, resulta que ||(0,1,k) — f*(+,1,k)|| > 3 para cualquier s 6
N. Ademis (0,1, k1) Fi(L, LR = [0, 1 k1) — (0, 142, ke 1)) = -

Veamos que A = {a,b} € NE(F,(Y), f2). Sean U un abierto de F5(Y") tal
que A €U ye>0tal que e < iy B(A) CU. Hacemos V = B¥(a)NY y
W = BéRg’(b) NY. Entonces V' y W son abiertos de Y tales que VNW =0y
Ae <VY, W>F2(y) C Be(A) cu.

Sea i € N tal que 1 < ¢, de aqui que (+,1,0) € V' y (4,1, 1) € W. Por lo
que hemos visto, H(0,1,1) f’(Z,1,0)||—%<€ H( ,1, 0) - fi(5: L) =
2 < e. Esto significa que f'(3,1,0) € Wy f'(1,1,1) € V. Por tanto,

{r( .,1,0) fi (111)} € (V, W)y C U
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1) e f’( ), ast que, por la Proposi-

Ademas fl( 0) e fiV)y fi(3,1, :
€ ( ( ), [ V) mry = f5((V. W) my) C

cién 1.14, {f*(3,1,0), f(3,1,1)}
flU).

De manera que fo(U) NU # 0 y por tanto A € NE(Fy(Y), f2).

Ahora demostraremos que a ¢ NE(Y, f). Sea e < 3 y hagamos U =
BelRS () NY. Entonces U es un abierto de Y, tal que a € U. Observemos que
siw e U — {a}, entonces w = (3,1,0) o w = (0,1 + 1,0) para alguna i > 2.
) (71_}”70):]68(071_‘_
0)|| > 3. Por tanto, para
U, es decir, f5(U)NU =)

Notemos que para cada s € N, f*(a) = fS(O, 1,
2,0). Ademds, sabfamos que ||(0,1,0) — f*(3,
cualquier w € U, se tiene que f*(w) ¢ B¥*(a)N Y
para cualquier s € N. Asi que a ¢ NE(Y, f).

La prueba de que b ¢ NE(Y, f), es similar, considerando el abierto V' =
B¥(b)NY cone< i m



Capitulo 4

Propiedades de sistema

4.1. Minimalidad

Decimos que un sistema dinamico X es cadtico si contiene un punto cuya
orbita es densa en X y, ademads, el conjunto de puntos periédicos también es
denso en X.

Por ejemplo, si X =[0,1] y f: X — X esta definida como

@) = {2””’ )

x
2—2x, sl x

IAIA

[N (@)
IA A

1
29
L,
entonces el sistema (X, f) es cadtico [22, pag. 86].

En los sistemas cadticos, tenemos que algunos de sus puntos tienen orbita
densa. Cuando todas las orbitas posibles del sistema son densas decimos que
el sistema es minimal.

Definicién 4.1 Un sistema dindmico (X, f) es minimal, si la drbita de
cualquier punto x € X, es densa en X.

En el Ejemplo 2.3, hemos demostrado que la orbita de cualquier punto
de una rotacion irracional es densa. De lo anterior tenemos que la siguiente
proposicion es cierta.

Proposicion 4.2 Si T es la circunferencia de perimetro 1 y R, : T — T es
una rotacion irracional, entonces el sistema dindmico (T, R,) es minimal.

7



78 CAPITULO 4. PROPIEDADES DE SISTEMA

La maquina de sumar, que hemos definido en la Seccion 2.2, es un sistema
dindmico con muchas propiedades. Como hemos visto, presenta propiedades
relacionadas con la recurrencia, ahora veremos que en relacién con la forma
en que las érbitas se dispersan por el espacio, la maquina de sumar es un
sistema minimal.

Proposicion 4.3 La maquina de sumar es un sistema minimal.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicion 2.4, en la maquina de
sumar, la 6rbita de cualquier punto es densa, asi que, dicho espacio es mini-
mal. m

4.1.1. Minimalidad y productos simétricos

El hecho de que un sistema dinamico X sea minimal no significa que su
producto simétrico resulte serlo también. Mas atn, los productos simétricos
nunca resultan ser minimales como lo demuestra el siguiente teorema.

Teorema 4.4 Si (X, f) es un sistema dindmico, entonces el sistema dindmi-
co (F,(X), fn) no es minimal para ninguna n > 2.

Demostracién. Consideremos el conjunto A = {z}, con x cualquier
elemento de X. Entonces A € F,(X) y para cualquier m > 0 se tiene que
fim(A) = {f™(z)}, de aqui que la drbita de A es un conjunto de singulares y
entonces estd contenida en el conjunto cerrado Fy(X) de F,(X). Por tanto
O(A) C Fi(X) # F,(X) y O(A) no es densa. Por tanto (F,(X), f,) no es

minimal. m

4.1.2. Minimalidad y subconjuntos invariantes

El concepto de minimalidad esta relacionado con el tamano de los sub-
conjuntos invariantes del sistema dindmico en cuestion. En este sentido, un
sistema es minimal, cuando no contiene propiamente subconjuntos cerrados
no vacios, que sean invariantes. (ver definicién 1.17)

Teorema 4.5 Un sistema dindmico (X, f) es minimal, si y solo si no con-
tiene subsistemas dindmicos propios, es decir, si Y C X es un conjunto
cerrado e invariante, entonces Y =0 o bién Y = X.
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Demostracion. Supongamos que X es minimal y que contiene un subcon-
junto cerrado e invariante Y, tal que Y # ) y Y # X. Sea z € Y. Como
Y es invariante, entonces O(x) C Y y, como Y es cerrado, se tiene que
O(x) C Y # X. Esto significa que la érbita de x bajo f no es densa en X, lo
cual contradice que X es minimal. Por lo tanto X no contiene subsistemas
propios.

Ahora supongamos que X no contiene subsistemas propios. Tomemos
x € X. Por la Proposicién 1.18, O(z) es invariante bajo f, entonces O(z) es
un subsistema no vacio de X y, por lo tanto, O(z) = X. Con esto concluimos

x
que la érbita de x es densa en X, asi que (X, f) es minimal. m

Es posible que un sistema dindmico no sea minimal, pero con ayuda del
resultado anterior demostraremos que cualquier sistema contiene un subsis-
tema minimal.

Teorema 4.6 Si (X, f) es un sistema dindmico, entonces contiene un sub-
sistema minimal.

Demostracion. Para demostrar esto, utilizaremos el Lema de Zorn. Sea F
la familia de todos los subconjuntos no vacios de X que son cerrados e inva-
riantes bajo f. Esta familia no es vacia, pues X € F. Ademas la contencion
es un orden parcial en dicha familia. Supongamos que Fy es una subfamilia
de F y que es linealmente ordenada. Como X es un continuo, tenemos que
Yo = [ Fo es un conjunto cerrado no vacio. Dado y € Yy, tenemos que y
es elemento de cualquier integrante de Fy, y como los elementos de F{ son
invariantes, resulta que f(y) también es elemento de cualquier integrante de
Fo. Por tanto f(y) € Yo. Asi que Y} es invariante bajo f. Como Yy C Y para
cualquier Y € Fy, entonces Yy es una cota inferior para Fy. Por el Lema
de Zorn, tenemos que F tiene elementos minimales. Sea Y, uno de estos
elementos minimales. Entonces Y,, no contiene subsistemas propios. Por el
Teorema 4.5, concluimos que Y,, es un subsistema minimal. m

4.1.3. Puntos casi-peridodicos y sistemas minimales

Ahora demostraremos que los puntos casi-periédicos no son tan raros
en los sistemas dindmicos, en el sentido de que cualquier sistema dinamico
contiene al menos un punto de este tipo. Para demostrar lo anterior, primero
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daremos una caracterizacion de los puntos casi-periédicos en términos de su
orbita.

Teorema 4.7 Sean (X, f) un sistema dinamico, y z € X. Entonces z es
casi-periodico si y solo si O(z) es un sistema minimal.

Demostracién. Sea Z = O(z). Por la Proposicién 1.18, Z es un conjunto
invariante. Consideremos la restriccién de f sobre Z, es decir, hagamos F' :
7 — Z definida como F(z) = f(x), para cada x € Z.

Supongamos que el sistema dindmico (Z, F') es minimal. Sea U C Z, un
abierto tal que z € U. Como Z es minimal, tenemos que para cada x € Z,
el subconjunto O(z) es denso en Z, asi que, para cada z € Z existe un
entero positivo j, tal que FY(x) € U, o dicho de otro modo, = € (F7)~}(U).
Lo anterior significa que la familia & = {(FY)"1(U) : j > 0} es una cubierta
abierta de Z.

Como X es compacto, entonces Z también lo es, asi que existe un niimero
entero p > 0 tal que el conjunto {U, F~Y(U), (F*)~Y(U),...,(FP~1)~YU)}
es una subcubierta finita para Z. Como z € Z y Z es invariante bajo f,
dado n > 0, existe un entero k < p tal que F"(z) € (F*)~1(U), es decir,
FF(F™(2)) = F"**(2) € U y asf concluimos que z es casi-periédico.

Ahora supongamos que z es casi-periédico. De acuerdo con el Teorema
4.5 es suficiente demostrar que Z no contiene subsistemas propios. Asi que
supongamos que existe un subconjunto W cerrado e invariante, no vacio
contenido propiamente en Z. Si z € W entonces O(z) C W, pero esto con-
tradice que Z = O(z). Ahora bien, si z ¢ W, existe un abierto V en X tal
que z € VyVNW =0. Como z es casi-periddico, existe p > 0 tal que para
cualquier n > 0 existe un entero positivo k£ < p con la caracteristica de que
Frtk(z) e V.

Definimos el conjunto V), por

V,=VUF (V) U(F2) L (V) U-- U (F7) L (7).

Tenemos que si x € (F™)~! (V) para algin m < p—1, entonces F"'(x) €
V. Como W es invariante, en caso de que exista un punto z € W N Vo, se
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sigue que W NV # (), lo cual es una contradiccién. De lo anterior se sigue
que W NV, =0.

Como V,, es cerrado en X y, po tanto, también en Z, Z \ V, es un abierto

no vacfo de Z. Pero como O(z) = Z, entonces existe n > 0 tal que F"(z) €
Z\'V,. Dada k € {0,1,...,p— 1}, tenemos que F""*(z) ¢ V y por lo tanto
FtR(2) ¢ V, contradiciendo que z es casi-periédico.

De esta forma concluimos que si z es casi-periédico entonces Z = O(z)
no tiene subconjuntos cerrados e invariantes propios, es decir, el sistema
(O(2), F') es minimal. m

El resultado anterior nos muestra que el concepto de minimalidad se en-
cuentra estrechamente relacionado con el de casi-periodicidad de los puntos
del sistema. Utilizando el hecho de que todo sistema dinamico contiene un
subsistema minimal, se demuestra que todo sistema contiene puntos casi-
periédicos.

Teorema 4.8 Si (X, f) es un sistema dindmico, entonces eziste un punto
x € X tal que x es casi-periodico.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 4.6, existe Y C X tal que es no
vacio y ademés (Y, f|y) es un sistema dindmico minimal. Sea z € Y. Como
su 6rbita es densa en Y entonces O(z) =Y, asi que, segun el Teorema 4.7,
tenemos que x es casi-periodico. m

Como los puntos casi-peridédicos son a su vez puntos recurrentes, entonces
se cumple el siguiente resultado.

Corolario 4.9 Si (X, f) es un sistema dindmico, entonces contiene al menos
un punto recurrente.

4.2. d-cadenas

En un sistema dindmico, decimos que el conjunto {z1, s, x3,...} es una
trayectoria, si f(x;) = x;11 para cualquier i € N. Cuando nuestro espacio
es el conjunto de ntimeros reales y calculamos los valores de los puntos x;
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utilizando una computadora, obtenemos un conjunto que por causa del re-
dondeo, no es una trayectoria. Un conjunto obtenido de esta forma es lo que
conocemos como una o-cadena.

Definicién 4.10 Sean (X, f) un sistema dindmico y 6 > 0. Una sucesion
(75);eny de puntos en X es una d-cadena, si d(f(x;),zi11) < 0 para toda
i€ N.

Figura 4.1: La d-cadena x1, xo, 3, . ...

Teorema 4.11 Si la sucesion (x;),.y en (X, f) es una d-cadena, entonces
la sucesion ({;}),en €s una d-cadena en (F,(X), fr).

Demostracién. Sea (z;),.y una d-cadena en X. Entonces para cualquier
i € N se tiene que f(x;) € Bs(ziy1). Como f,({z;}) = {f(z;)}, entonces
{f(z;)} € N(6,{zis1}) v ademds {z;41} C N6, {f(x;)}). Por lo tanto

H(fo({zi}), {zisa}) = H ({f(z;)},{zis1}) < 6. Esto significa que la suce-
sién ({#;}),en €s una d-cadena en F,(X). m

4.3. Propiedad de persecucion

Parece natural pensar que una d-cadena es una buena aproximacion a una
trayectoria que inicia en algin punto z, en el sentido de que las imagenes
de x son puntos tan cercanos como queramos de los puntos de la d-cadena.
Asi que es importante saber si existe o no tal punto x.

Definicién 4.12 Sean (X, f) un sistema dinamico, v € X y € > 0. Diremos
que T e-persigue a una sucesion finita xo, Ti, Ta, ..., Ty, St para cada
i€{0,1,2,...,m}, se tiene que d (f*(x),x;) < €.
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Proposicién 4.13 Sean x € X y e > 0. Si x e-persigue a la sucesion finita
T, T1, Ta, .., Ty, entonces {x} e-persigue a la sucesion finita {xo}, {x1},
{z2}, ..., {zm}, en F,(X).

Demostracién. Sea i € Z tal que 0 < i < m. Como f!({z}) = {f(z)}
y fYx) € Be(z;), entonces z; € B(f'(x)), asi que {f'(z)} C N(e,{z;}) vy
{z:} C N (e,{f(x)}), esto significa que

H (fi{e}) {n}) = H ({£ (@)} o)) <

Por lo tanto {z} e-persigue a la sucesién finita {zo}, {x1}, {z2}, ...,

{z;}. m

En un sistema dindmico, decimos que una sucesion finita x1, za, ..., x,, €s
una d-cadena finita, si d(f(z;), r;11) < 6 paratodai € {1,2,...,n—1}. En
algunos sistemas dindmicos, como por ejemplo en (S', z?), sucede que dado
un numero positivo €, existe d > 0 tal que cualquier d-cadena finita se puede
aproximar por algin punto de S' (lo veremos en el Ejemplo 4.16). Cuando
esto ocurre, decimos que el sistema tiene la propiedad de persecucion.

Definicién 4.14 Un sistema dinamico (X, f) tiene la propiedad de per-
secucion, si para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para cualquier d-cadena
finita, existe x € X, tal que x e-persigue a dicha d-cadena.

\ ,
\
. )
X e

Figura 4.2: El punto x, e-persigue a la d-cadena w1, xa, ..., x,.

Ejemplo 4.15 Sean X =[0,1] y f : X — X la funcion definida por f(x) =
£ con k un entero positivo fijo, tal que k > 2. Entonces el sistema dindmico
(X, f) tiene la propiedad de persecucion.
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kE—1
Demostracion. Sea ¢ > 0. Hagamos § = (T) €y sea Tg, T1, Lo, ...,

Z,, una o-cadena. Entonces
‘% —a:j+1) = |f(zj) — zj41] < ¢ para cada j € {0,1,2,...,m —1}.

Afirmamos que r, e-persigue a esta d-cadena. Como fY(zg) = g, en-
tonces 0 = |fY(zg) — x9| < €. Demostraremos por induccién sobre i, que
. kE—1
|f*(z0) — ;] < e. Para i =1 tenemos que |f(zg) — z1]| < = (T) € <€
Supongamos que para j € N, se cumple que |f/(zq) —z;| < €. Entonces
o

T < €. Observemos que

Zo
[EERECAS

1 /z0\ 1 1
=17 (1)~ g

‘fjﬂ(xo) - 37j+1} =

1 ZTo 1
SE E—I‘j + Ea:j—xjﬂ
1
<zet |f(2;) — @)1
1
< -e+d=
k€ €

Esto significa que la propiedad se cumple para j+1. Asi que para cualquier
i € N ocurre que |f*(xg) — x;| < e. Por lo tanto z e-persigue a la -cadena y
asi concluimos que (X, f) tiene la propiedad de persecucién. m

Ejemplo 4.16 51 X = S' y f : X — X estd definida por f(z) = 22,
entonces el sistema (X, f) tiene la propiedad de persecucion.

Demostracién. Sea € tal que 0 < ¢ < 1 y tomemos § = €. Veamos
por induccién sobre el nimero de puntos, que cualquier d-cadena finita, es
e-perseguida por algin punto de X.

Para n = 2. Sea xy, ;1 una d-cadena finita formada por dos puntos,
entonces f(xg) € Bs(z1). Como B.(x1) es un abierto en S' y f es continua,
existe un abierto U tal que xy € U C Be(xg) y f(U) C Be(xy).
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Sea yo € U. Por lo anterior, f(yo) € Be(z1) y, por lo tanto, yy es un punto
que e-persigue a la 0 cadena finita xq, x1.

Supongamos que cada d-cadena formada por n puntos es e-perseguida por
algin punto y.

Sea xg, 1, T3, ..., T, una o-cadena finita formada por n + 1 puntos.
Observemos que x1, T2, T3, ..., T, es una d-cadena finita formada por n
puntos. Por hipétesis de induccién, existe y; € B(x1) tal que y; es un punto
que e-persigue a la d-cadena x1, T3, T3, ..., Tp.

Observemos que B.(z1) es un arco de S* centrado en . Sea 2s la longitud
de este arco. Entonces f~!(B.(z;)) es un conjunto que tiene dos componentes
Ay y Ay tales que f(Ay) = f(As) = Be(xy), y ademds tanto A; como A, es
un arco de longitud s. Como f(x) € Bs(x1), podemos suponer que xy € Aj.

Notemos que el arco A; subtiende una cuerda de longitud €. Por lo tanto si
x € Ay, entonces ||z — x| < e. Lo anterior significa que A; C Be(zp). Como
y1 € Be(z1), existe yo € A; tal que f(yo) = y1. De esta forma concluimos que
Yo es punto de S que e-persigue a la d-cadena finita xg, 1, 22, . . ., Tp.

Por lo anterior, cualquier d-cadena finita, es e-perseguida por algin punto,
es decir, (S1, f) tiene la propiedad de persecucién. m

4.3.1. Persecucion en F,(X)

El siguiente resultado, muestra que es necesario que X tenga la propiedad
de persecucion para que sus productos simétricos la tengan también.

Teorema 4.17 Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el sistema (F,(X), fn)
tiene la propiedad de persecucion, entonces el sistema (X, f) también tiene
esta propiedad.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como el producto simétrico tiene la propiedad
de persecucion, existe 6 > 0 tal que si Ag, A1, Ao, ..., A,,, es una d-cadena
en F,(X), existe A € F,(X) tal que A, e-persigue a dicha cadena. Sea o,
1, To, ..., Tm, una d-cadena en X. Por el Teorema 4.11, la sucesién finita
{zo}, {1}, {22}, ..., {zm} es una d-cadena en F,(X), asi que existe A €
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F,(X) tal que A, e-persigue a {zo}, {1}, {x2}, ..., {zm}. Tomemos un punto
x € A. Para cualquier 0 < j < m se tiene que H (fi(A),{z;}) < e. Como
J(A) = fI(A), entonces fI(A) C N (e,{x;}). De lo anterior, tenemos que
fi(z) € Be(z;). Por lo tanto z, e-persigue a la §-cadena dada. Con esto
concluimos que (X, f) tiene la propiedad de persecucién. m

Que la propiedad de persecucién sea una caracteristica de X, no es sufi-
ciente para que cualquiera de sus productos simétricos tenga dicha propiedad.
Sin embargo, si lo es para el hiperespacio Fy(X).

Teorema 4.18 Si el sistema dindmico (X, f) tiene la propiedad de persecu-
cion, entonces el sistema (Fy(X), fo) también tiene dicha propiedad.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como (X, f) tiene la propiedad de persecu-
cion, existe 6 > 0 tal que si xg, 1, T2, ..., Ty, €s una o-cadena, existe v € X
tal que x, e-persigue a esta cadena. Sea Ay, Ay, As, ..., A,,, una d-cadena
en Fy(X). Para cada j € {0,1,2,...,m}, se tiene que H (fs(A;), Aj+1) <9,
es decir, f(A;) C N(6,Aj41) v Ajr1 C N(9, f(A))).

Sea d una métrica para X.

Afirmacién. Sean B = {b,b} € Fo(X) y C € Fy(X), donde puede
ocurrir que by = by. Si H(B,C) < 0, entonces existen c1,co € C tales que
d(c1,01) <98, d(ca,b2) <6y C = {c1, e}

Para probar esta afirmacion, analizamos dos casos.

Caso 1. Existe i € {1,2} tal que C' C Bs(b;). Para fijar ideas, supongamos
que C' C Bs(by). Como by € N(§,C), existe o € C tal que d(cq,by) < 0.
Entonces C' = {c1, ¢} para alguna ¢; € C. Claramente ¢; y ¢s sirven para lo
que queremos.

Caso 2. C' ¢ Bs(by) y C € Bs(bs). Como by € N(6,C), existe ¢; € C tal
que d(c1,b1) < 6. Como C' ¢ Bj(by) existe ¢o € C tal que ¢y ¢ Bj(by), pero
¢y € N(6,B), de manera que d(cg,be) < d. Notemos que ¢; # ¢, asi que
C' = {c1, c2}. Esto termina la prueba de la afirmacién.

Escribimos Ag = {0, yo}. Como H(f(Ao), A1) <y f(Ao) = {f (o), f(y0)},
tenemos que H({f(xo), f(vo)}, A1) < 0. Por la afirmacién, existen z1,y, €
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Ay tales que Ay = {zy, 41}, d(f(w),71) < 0y d(f(v0),y1) < 0. Como
H(f(Ay), As) < 0, procediendo similarmente podemos escribir Ay = {x9, 42}
de tal forma que d(f(z1),22) <0y d(f(y1),y2) < 0.

Procediendo de esta manera, es posible escribir cada A; en la forma A; =

{z;,y:}, con la propiedad de que d(f(x;),ziv1) < 0 v d(f(vi),yir1) < 9.
Asi que xg, T1, T2, -y Ty ¥ Yo, Y1, Y2, - - -, Ym, son 0-cadenas en X.

Sean x y y puntos de X tales que x, e-persigue a xg, T1, To, ..., Ty ¥
Yy, e-persigue a Yo, Y1, Y2, - - ., Ym. Hagamos A = {z,y} € F5(X) y veamos
que A, es un punto que e-persigue a Ag, Ay, Ao, ..., Ap. Tomemos j €
{0,1,2,...m}. Como f3(A) = {f7(x), f(y)}, entonces fi(x) € B.(z;) y
f(y) € Be(y;), ast que {f’(z), f/(y)} C N(e,{z;,y;}) y también se tiene
que {35} C N (e, {f(), F/(1)}) y por lo tanto H (fi(A), 4;) < e. De
esta forma concluimos que A, e-persigue a la cadena Ay, A1, As, ..., A,y
por lo tanto, (F3(X), f2) tiene la propiedad de persecucién. m

El siguiente ejemplo muestra que en general, los productos simétricos no
heredan la propiedad de persecucion.

Ejemplo 4.19 En el plano Euclidiano, sean X = S' y f : X — X definida
como f(z) = z2. Sin > 3, entonces el sistema (X, f) tiene la propiedad de
persecucion, pero (F,(X), f) no tiene dicha propiedad.

Demostracion. De acuerdo con el Ejemplo 4.16, el sistema dindmico
(X, f) tiene la propiedad de persecucién.

Sea d la métrica de la longitud del arco en X. Consideremos los puntos
i 2my Eud; ™ o
a=e3' b=e3"' c=e3 yu:l.Seana:Eyv:eﬁ"*l.Hacemos

1 = T
€:d(’U,U):WE§1—92

Sea § > 0 y elegimos un entero positivo k, tal que k + n es par y

1 - . 1 2760
— < min{ —, —— 3.
2k on—=1"

1 x 1 « 1 «

Sean ap = 2_”67 g — WE; ceey Op1 = 22“_26'

{1,2,...,n — 1} definimos x; = e,

Para cada j €
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Observacion 6. Para cadaj € {1,2,...,n—1}, se cumple que d(z;,u) <
min{e, 0}.

Demostracion. Observemos que

1 1 1 111
O<?Qn71<2_an72<---<2_ka2<2_kal—__

Por tanto, serd suficiente demostrar que d(z1,u) < min{e, d}.

1 1 1 1
Como —a; < 2n712—n% = W% = St resulta que d(z1,u) <

11
T < ¢. Esto termina la prueba de la

Por otra parte, d(xy,u) = Fon g

Observacion 6.

Definimos Ag = {a,c,u} y Ay = {b,x1,29,...,2,_1}, y para cada j €
{2,3,...,n+ k+ 1}, definimos

A= {F7H0), @), PN @) P @)} = (A,

Ast que f,, (A1) = Ag, fu(Ag) = fn2(A1) = A3, fn(A3) = fn3(A1) = Ay .o,
fo(Apir) = fPF(A1) = Apgrsr. De esta forma, H (f,,(A;), 4j41) =0 < 6
para cada j € {2,3,4,...,n+ k}.

Como f,(Ag) = f(Ao) = {f(a), f(c), f(u)} = {b,u}. Por la observacién
6, u € Bs(x;) para todo j € {1,2,3,...,n— 1}. Asi que f(Ag) C N(6, A1) y
ademds Ay C N(9, f(Ap)). Por lo tanto H (f,(Ag), A1) < d. De esta forma,
concluimos que Ag, Ay, Ag, ..., Apiry1 es una o-cadena en F, (X).

Supongamos que existe A € F,(X) tal que A, e-persigue a la cadena
Ao, Ay, Aoy ..o, Apygyr Entonces H(f7(A), A;) < eparacadaj € {0,1,...,n+
k+1}. En particular, H(A, Ag) <€, asi que A C N(e, Ag) = Be(a) U B(c)U
B (u).

Como 2¢ < min{d(a,c),d(c,u),d(a,u)}, resulta que los conjuntos B.(a),
B.(c) y Bc(u), son ajenos entre si y A intersecta a cada uno de ellos. Por tanto,
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podemos escribir A = By U By U Bs, donde By = AN B.(a), Bo = AN Bc(c),
Bs = AN B.(u) y ademéas By, By y B3 son no vacios.

Por lo anterior, f(A) = f(B1)U f(B2) U f(Bj3). Observemos que f(B;)U
£(Bo) € F(B(a)) U F(Bu(c)) = Bacb) ¥ F(By) C Baclu).

También tenemos que H(f(A), A1) < €, y por tanto f(A) C N(e, A;) =
B(b) U N(¢,{x1,29,...,2,-1}) C Bc(b) U Ba(u) (recordemos que por la
Observacién 6, z; € B(u)).

Como By (b) N By (u) = 0, resulta que

f(B)U f(B2) C B(b) 'y [f(Bs)C Bac(u).

Debido a que el conjunto {u,zy,2,...,x,_1} estd contenido en el arco
més corto J C X que une a los puntos u y 1, para cada j € {1,2,...,n+
k + 1} se cumple que

fj({u, T1,T9, ... ,.In,l}) - f](z])
Observemos que f7(J) es el arco més corto que une a los puntos u y

¥ = (62%2%%)21.

Como 5 5 g23 < Srar g2t = 2% = 2 tenemos que f7(J) C K, donde

K es el arco mas corto que une al punto e3'i con u. DQ aqui que, para cada
J€{1,2,...,n+k}, se tiene que A;11 = f/(A) C{f/(H)}UK y
FTH(A) € N(e, Ajir) = N(e, (A1) € N(e, {7 (0)}UK) = Be(f7(b))UN (€, K).
Lo anterior, significa que
F7HBLU Ba) U f71H(Bs) € Be(f7 (b)) UN(e, K).
Como f(B;) U f(By) C B. (l;) resulta que f?(B; U By) C f(B.(b)) =
2

Ba(f(b)), y ademés f?(B; U B.(f(b)) UN(e, K). Como € < £ se
tiene que Bo.(f(b))NN (e, K) = 0. Por tanto, f?(B1UBy) C B.(f(b)) =

Ahora, f3(B; U By) C f(B (c)) = Bac(f(c)) = Bac(b), y también f3(B; U
Bsy) C B(f?(b))UN(e, K) = B.(b) U ( K). Y como By (b)NN(e, K) =0,
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entonces f3(B; U By) C Bc(b). Similarmente, f*(B; U By) C B(c), (B U
By) C B.(b), etc.

En general, para cada j € {1,2,...,n+ k}, tenemos que
faf{(Bi U Bs) C B(f7(b)).

En particular, f7**1(B; U By) C B.(f™""*(b)) = B.(b).

Observemos que si w € By U By, entonces f"™(w) € B.(b) y como
B.(b)NN(e, K) = 0, resulta que (B; U By) N (f* ) ~Y(N (e, K)) = 0 (aqui,
(frt 1 =1(N(e, K)) denota la imagen inversa de N(e, K)).

Observemos que

Aprr = A = {fE0), 1 @), T (@)} =
{b7 (62%2%%1)271-%’ (ezik 2n1+1 %Z)Zn-‘—k’ (ezik 2n1+2 %Z)Zn-‘—k’ e (ezik 22n—2 Z)2n+k} =
1z, 1 =
{b’662’65517 ,62"—262}
Observemos también que, para cada j € {2,3,...,n — 1},
1 7, 1 _m, 1 1 m 1 s 1 «
d <62J*2 6! 27156 ) — <2j—2 — F) 6= o (2-1) 5= 5% >
1 = 1 «
ig = lgmig 26
Esto significa que los conjuntos B.(e¥?), B.(e3¥7), ..., B.(e725"), son ajenos
entre si. Como H ("™ 1(A), A, 1111) < €, entonces A, 11 C N(e, [PF1(A)),
de manera que cada uno de los conjuntos B, (e¥?), B.(e3%), ..., B.(em-2?),

intersecta a f*TFTL(A).

Por lo anterior, f”+k+1(A) tiene al menos n — 1 puntos en el conjunto
Be(e8)) U Be(e3%) U+ -+ U B(em-75).

Pero, como se tiene que f"**({u,zy,29,...,7,_1}) C K, resulta que
T T 1 i
Be(es") U B.(e28)) U--- U B,(e72%") C N(e, K).
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Asf que f"T*1(A) tiene al menos n — 1 puntos en el conjunto N (e, K), y
por tanto, A tiene al menos n— 1 puntos en el conjunto (f**1)~1(N (e, K)).

Como (B UBy)N(frH+H)=L(N(e, K)) = 0, concluimos que A contiene al
menos n+ 1 puntos. Esto contradice el hecho de que A € F,,(X) y de esta for-
ma, queda demostrado que (F,(X), f,) no tiene la propiedad de persecucion.
u
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Capitulo 5

Propiedades de la funcién

5.1. Funciones exactas

Consideremos el continuo X = S!' y la funcién f : X — X definida
por f(z) = 2%, como esta funcién duplica los dngulos, si tomamos cualquier
subconjunto abierto y le aplicamos la funcion, sus imagenes sucesivas van cre-
ciendo en longitud y en algiin momento cubriran al espacio completamente.
A las funciones como ésta, les llamamos exactas.

Definicién 5.1 Una funcion f es exacta, si para cada abierto no vacio U
de X, existe m € N tal que f™(U) = X.

Ejemplo 5.2 La funcion f: S' — S, definida como f(z) = 2%, es exacta.
Demostracién. Tomemos U, un abierto de S' y sea U; una componente
conexa de U. Entonces U; es un arco entre dos puntos de S*. Supongamos

que U; es el arco entre a y b. De lo anterior tenemos que a = e** y b = ™',

Observemos que la longitud de U; es |a, — ap| > 0 y por lo tanto la
longitud de f"(U;) es 2"|a, — ayl.

Tomando n € N tal que 2"|a, — ap| > 1, tenemos que S' C f*(U;) C
f™(U). Por lo tanto f*(U) = S' y asi concluimos que f es exacta. ®

El siguiente resultado, muestra que la exactitud de una funcion se traslada
a la funcién inducida en los productos simétricos y viceversa.

93
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Teorema 5.3 En cualquier sistema dinamico (X, f) se cumple que f es
exacta si y solo si f, es exacta.

Demostracion. Supongamos que f es una funciéon exacta. Sea U un
abierto no vacio de F,(X). Tomemos A € U y sea € > 0 tal que B.(A) C U.
Podemos suponer que A = {z1, x5, x3,..., 2} con k < n.

Sea U; = B(z;). Como f es exacta, para cada j € {1,2,3,...,k} exis-
te m; € N tal que f™(U;) = X. Sea m = max{m, ma, ms,..., mg}.
Veamos que f"(U) = F,(X). Como fi*(U) C F,(X), sélo falta demostrar
que F,(X) C fm™(U).

Sea B € F,(X). Supongamos que B = {by, by, b3, ...,b.}, con r < n. Co-
mo ™ (U;) = X, entonces f™(U;) = X para todo entero j € {1,2,3,...,k}.
Tenemos tres casos. Si k = r, para cada j € {1,2,3,...,k} existe y; € U,
tal que f™(y;) = bj. Sea By = {y1,¥2,V3,...,yx}. Como k = r, entonces
f™(By) = By por lo tanto f}*(By) = B. Ademas, By C N(e,A) y A C
N(e, By), ast que H(By, A) < ¢, de aqui que By € B.(A) C U y por lo tanto
By € fM(U).

Sik <r, paracada j € {1,2,3,...,k} elegimos y; € U; tal que f™(y;) =
bj y para cada j € {k+ 1,k + 2,k + 3,...,r} elegimos y; € Uy tal que
f™(y;) = b;. Si hacemos By = {y1,¥2, Y3, - - ., Y, }, tenemos que f™(B,) = B.
Como Yki1, Ykt Ykt3, ---5 Yr, son elementos de B.(xy), entonces By C
N(e,A)y A C N(e, By) y por lo tanto H(By, A) < e. Por lo anterior, tenemos
nuevamente que By € B.(A) CU y que By € f"(U).

Sik > r,tomamos y; € U; tal que f™(y,;) = b; paracadaj € {1,2,3,...,r}.
Paracada j € {r+1,74+2,7+3, ..., k}, elegimos y; € U; tal que f"(y;) = b,.
Haciendo By = {v1,¥2,93,-.-,Yx}, tenemos que f™(By) = B y ademds
H(By, A) < €. Por lo tanto By € B{(A) CU'y By € fI*(U).

De esta forma concluimos que f"(U) = F,,(X) y por lo tanto f, es exacta.

Ahora supongamos que f, es exacta. Sea U un abierto no vacio de X.
Tomemos z € U y € > 0 tal que B.(z) C U. Como {z} € F,(X), entonces
U = B.({z}) es un abierto de F,(X), asi que existe m € N tal que f"(U) =
Fa(X).
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Veamos que X C f™(U). Sea z € X. Como {z} € F,(X), entonces {z}
debe ser imagen bajo f]" de algin punto de U, es decir, existe A € U, tal
que f"(A) = {z}. Supongamos que A = {x1,29,23,...,2,} con r < n. Por
lo anterior, tenemos que f™(z;) = z para cualquier i € {1,2,3,...,7}.

Como H(A,{z}) < ¢, entonces A C N(e {z}), asi que para cualquier
i€{1,2,3,...,r}, se tiene que x; € B.(x) C U y por lo tanto z € f™(U).
Con esto concluimos que f™(U) = X y en consecuencia, f es exacta. m

5.2. Funciones turbulentas

Definicién 5.4 Una funcion [ es turbulenta, si existen dos compactos no
degenerados K y C de X, cuya interseccion es a lo mas un punto y KUC C

FE) N f(C).

Enseguida demostramos que la turbulencia es una propiedad que la fun-
cion inducida en los productos simétricos, hereda de la funcién en el espacio
base.

Teorema 5.5 Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es turbulenta entonces
fn es turbulenta.

Demostraciéon. Como f es turbulenta, existen dos compactos K y C de
X, cuya interseccién es a lo mas un punto, y K UC C f(K)n f(C).

Por la Proposicién 1.12, (K) g, x) v (C) p,(x) son subconjuntos compactos
de F,(X).

Si K NC =0, entonces (K)p,(x) ¥y (C)r,(x) son ajenos entre si, pues si
existiera A € (K)p,(x) N (C)r,(x), tendriamos que A C K NC.

Si KNC ={a},y A€ (K)p,x)N(C)r,(x), tenemos que A C K NC,
asi que A = {a}. Por tanto (K)p,(x) y (C)r,(x) se intersectan tinicamente

en {a}.

Observemos que si A € (f(K) N f(C))p,(x), entonces A C f(K)y A C
f(C), asfque A € (f(K))r,x)N{f(C))F,(x). Por tanto (f(K)Nf(C))p,x) C
(f(K))F) N (O Ry
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Por la Proposicion 1.13, tenemos que

(K)o ={f(4): A€ )} = fo ((K)rax) v
(F(O)px) = [ (<O>Fn(X)) :
De manera que si A € (K)p,(x) U (C)F (x), tenemos que A C KUC C
) C

FIE)NF(C), astque A € (f(K)Nf(C))r, (f(K)) mux) N (F(O)) Fuix) =
fo () mac0)) OV fu ((C) ) -

Lo anterior significa que (K) g, (x)U{C) k. (x) C fo ((K) £ 0)) N ((C) ()
y por lo tanto f, es turbulenta. m



Preguntas

Pregunta 1 Sea m < n. ;5 x1, x9, T3, ..., Ty, SOn puntos casi-periodicos
en (X, f), entonces A = {x1, 29,23, ...,y } es casi-periddico en (F,(X), fn)?.

Pregunta 2 ;5i A es casi-periddico en (F,,(X), f.), entonces para todo x €
A se tiene que x es casi-periddico en (X, f)?

Pregunta 3 ;5 A es casi-periddico en (F,(X), fn), existe x € A tal que x
es casi-periodico en (X, f)?

Pregunta 4 Sean f : X — X una funcion continua entre continuos yn > 1
91 [ es turbulenta, entonces f es turbulenta?
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