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La filosofia ¢ scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto
innanzi a gli occhi (io dico 'universo), ma non si puo, intendere se prima non s’impara
a intender la lingua e conoscer i caratteri, ne’ t quali ¢ scritto. Egli ¢ scritto in lin-
gua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i
quali mezzi e impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi ¢ un aggirarsi
vanamente per un oscuro laberinto.

Galileo Galilei, Il Saggiatore, 1623
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Introduccion

En este trabajo abordaremos uno de los problemas inversos clasicos del analisis
espectral, la reconstruccién de un operador a través de sus valores propios. Los proble-
mas inversos son aquellos donde los valores de algunos parametros del modelo deben
ser reconstruidos de datos obtenidos algunas veces a través de la experimentacion y
otras veces a partir de razonamientos constructivistas. En nuestro caso revisaremos el
problema para operadores autoadjuntos sobre espacios de dimensién finita cuya repre-
sentacion matricial es una matriz finita de Jacobi de la forma

ap bo . 0 0
bo aq b1 ce 0
. . . bn_l

0 0 0 by,1 ayp
donde todas las a;, b; son reales y ademaés las b; son positivas.

En el primer capitulo iniciaremos revisando algunas definiciones del dlgebra lineal y
de la teoria de matrices; continuaremos la exposicién definiendo las matrices de Jacobi,
describiéndolas como matrices tridiagonales de las cuales ademas se da una definicién
formal en el apéndice. Posteriormente, describiremos algunas de sus propiedades y vere-
mos a detalle la caracterizacién de sus vectores propios, demostrando que la componente
c; de los vectores propios resulta ser un polinomio de grado j y derivaremos expresiones
para cada una de ellas. Revisaremos también, la importante relacién de recurrencia que
cumplen, dada por

bj,lcj,l + a;Cj + bjCj+1 = )\Cj

Finalizaremos el capitulo demostrando que la multiplicidad de los valores propios es
uno y mostrando que es posible obtener una base ortonormal del espacio sobre el que
actia el operador a partir de sus vectores propios.

En el capitulo dos se enuncian dos teoremas referentes a la reconstruccion de una
matriz de Jacobi a partir de dos espectros: el espectro de la matriz original ({\;},—,) ¥
el espectro de la matriz truncada ({y;};_,), obtenida de la matriz original eliminando
el primer renglén y la primera columna. Veremos cémo en general, un solo espectro no
basta para poder reconstruir la matriz, pero si tenemos més de un espectro, por ejemplo

el espectro de la matriz truncada o si contamos con informacién adicional de la matriz,
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por ejemplo que la diagonal principal sea simétrica, entonces es posible reconstruirla
de manera univoca. En el primer caso, veremos cémo se puede reconstruir la matriz a
través de la relacion

k
(J%60,00) = ZA AN J 193

donde B(\) es el polinomio caracteristico de la matriz original J y A(\) es el polinomio
caracteristico de la matriz truncada J.; en el segundo caso, se demostrara que si no se
conoce el espectro de la matriz truncada, pero la matriz guarda la relacion de simetria

Qg = Qp, A1 = Qp—1,A; = Ap—;

bO = bnfla bl = bn727 bz = bnfifl

para toda 7, entonces es posible conocer el espectro de la matriz truncada y reducir
el problema al mismo caso del primer teorema. En este caso, el camino serd encontrar
primero el espectro de la matriz truncada y para esto utilizaremos la relacion:

n

1
AN =B Z 1P =)

y econtraremos ?j de la igualdad

2 B
bob1bg - - - by

Los dos teoremas de este capitulo y sus demostraciones son debidos a Harry Hochstadt
[1] v el objetivo fue clarificar cada uno de los pasos de la demostracién, incluyendo el
algoritmo para obtener las entradas de la matriz; ademdas se demuestra que la matriz
depende de una manera continua de los espectros, en el sentido de que siempre que

~ n
tengamos otros conjuntos {Az} y {fi};_, tales que, para cierta ¢ > 0 se cumple que:
=0

1=

i=01,2,...n

|/Li—/7i|<8 1=1,2,...n

entonces las entradas de las matrices reconstruidas a partir de estos conjuntos se en-
cuentran arbitrariamente cercanas unas de otras. Concluiremos este capitulo con la
demostracion y el algoritmo para el caso en que la diagonal principal de la matriz
cumple la relacién de simetria indicada en los renglones anteriores y cémo ajustar el
algoritmo para reutilizarlo en este caso especifico.
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En el tercer capitulo se demuestra nuevamente el primer teorema del capitulo dos
[2], pero usando la funcién espectral y la funcion m de Weyl. Iniciaremos este capitulo
con la definicién de la integral de Riemman Stieltjes, que nos servird para definir la
funcion espectral;continuaremos demostrando como cada funcién espectral determina
de manera univoca una matriz de Jacobi [2] y definiendo la funcidn m de Weyl, de la
forma:

m(z) = <(zI — J)_150,50>

que nos permitird obtener el primer teorema del capitulo uno como un corolario de un
resultado mas general. Especial mencion merece el teorema que relaciona la funcién
espectral con la funcion m de Weyl y del que obtendremos la relacién:

_ [ dp(N)
m(z) =

z—A

y que permite conectar y darle consistencia a la derivacién del teorema del capitulo uno
como corolario.

Finalmente a manera de apéndice se han relacionado algunos de los temas que fue
necesario revisar para entender mejor las demostraciones y también se han demostrado
algunos de los resultados que se usan durante éstas. Se ha considerado oportuno cen-

trarnos en los resultados principales, con el objetivo de darle mayor fluidez al trabajo,
y dejar estas demostraciones intermedias en el apéndice.



Capitulo 1

MATRICES DE JACOBI

A lo largo de todo el trabajo se utilizaran conceptos y resultados del algebra lineal
y del algebra de matrices, asumiendo que el lector esta familiarizado con ellos.
A continuacién se precisan algunos de estos conceptos.

1.1. Preliminares

Por C™ denotaremos el espacio vectorial cuyos elementos son eneadas de niimeros
complejos y por T" entenderemos una transformacion lineal de C™ en C". Por V' indi-
caremos un espacio vectorial y por () el producto interno, mientras que utilizaremos
det M o |M| para indicar el determinante de la matriz M.

En nuestro caso, trabajaremos con operadores lineales en espacios de dimension fini-
ta que pueden representarse con un tipo especial de matrices, las matrices de Jacobi.
Sabemos por los teoremas correspondientes del algebra lineal, que existe una correspon-
dencia biunivoca entre el espacio vectorial formado por todos los operadores lineales
de C™ en C" y el espacio de las matrices cuadradas M,,,, con entradas complejas, asi,
podemos trabajar indistintamente con el operador o con la matriz que lo representa.

Tomando en cuenta lo anterior, serd conveniente definir algunos conceptos en térmi-
nos de operadores lineales, entendiendo que podemos sustituir sin problema alguno el
operador por la matriz que lo representa.

En todas las definiciones que siguen 7' es una transformacion lineal de C"* en C”

Definicion 1.1. Decimos que T es simétrico si para toda x , y € C" se tiene que
(Tz,y) = (z, Ty)

Definicion 1.2. Al operador T* tal que para toda x , y € C" se tiene que (T'z,y) =
(x, T*y) le llamamos el adjunto de T

Definicion 1.3. Decimos que T' es autoadjunto si T'= T
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En espacios de dimension finita todo operador simétrico es autoadjunto, es decir, la
matriz que representa a 71" es la misma que representa a 1™

Definicion 1.4. Por I entenderemos la matriz identidad, es decir

10 ... 0 O
01 0 ... 0
I = .
A
00 0 0 1
Si existe una matriz M ! tal que MM ~! = I diremos que M es invertible y a la
matriz M ! se le llama la inversa de M
Diremos que M es una matriz ortogonal o unitaria si M* = M~!

Definicion 1.5. Por una matriz de Jacobi entenderemos una matriz J de la forma

Qo bo . 0 0
bo aq b1 ce 0
. . . bn_l

0 0 0 b1 ap
donde todas las a;,b; son reales y ademas las b; son positivas.

Noétese que la matriz J es una matriz cuadrada simétrica (es decir autoadjunta) de
n+1xn+1

En el resto de este capitulo nos centraremos en la caracterizacién de sus valores y
vectores propios.

1.2. Caracterizacion de los vectores y valores pro-
pios de las matrices de Jacobi

Decimos que A € C es un valor propio de J y @ = (co, €1, €2y ...y Cp) €l vector propio
correspondiente si y solo si

Jd =\7¢ (1.2.1)

— . . .y . Ny
con @ # 0. En el caso de las matrices de Jacobi, si la ecuacién 1.2.1 tiene solucion,
en términos matriciales implica que existen A € Cy @ € C™*! tales que:

Qo b() ce 0 0 EO zo
bo aq bl c. 0 ! A\ ‘1
O . . '
0 0 0 by a, el el

Cn Cn
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Desarrollando el sistema de ecuaciones tenemos:

agCo + boCl = >\CO

boCo +aicy + b1€2 = )\Cl
bj_lcj_l + a;Cy + bjCj_H = /\Cj

bn—ZCn—Q + ap-1Cp—1 + bn—lcn = >\cn—1

bn—lcn—l + ancy = /\Cn

Analizando el sistema vemos que tiene una relacién de recurrencia; de la primera
ecuaciéon si ¢g = 0 entonces bgc; = 0y como by # 0 ¢; = 0; de la segunda ecuacién
bico = 0y como by # 0 co = 0, y sucesivamente ¢c; =0 =cy =c¢c3 = ...¢h_1 = Cp, €8
decir

@ =(0,0,0,...,0)

lo cual no puede ser, porque el vector ﬁ no es un vector propio, por lo tanto ¢y # 0.
Sabemos que para toda a € C, @ es un vector propio correspondiente al valor
propio A asi que si ¢y # 0 entonces < siempre puede ser escrito como (1, ¢y, ca, ..., ¢p)
(basta poner a = 1/¢g)
Observemos que las primeras n ecuaciones pueden resolverse de manera recurrente
para cualquier A € C fijo, notemos sin embargo, que la ultima ecuacién

bp_1¢p_1+ anc, — Ac, =0

se resuelve con respecto a A solo cuando A es un valor propio de J de lo contrario
no tiene porqué cumplirse. Es decir, podemos encontrar que la relacion de recurrencia
se cumple para cualquier A sin considerar la tultima ecuacién pero en la iltima ecuacion
A debe ser un valor propio.

Si ¢y = 1, de la primera ecuacién obtenemos

ap + boCl =\

es decir,
. A — Qo
CcT = b—o
de la segunda ecuacion

boco + arcy + bicy = Ay

y despejando co

bico = Aer — bocy — arcr = ¢1 (A — a1) — boco
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Por lo tanto
C1 ()\ — al) — b()C()

b

[

/\—ao
bo

y sustituyendo cp =1y ¢; =

)\2 — )\ao — al)\ + apgay — b(z) . )\2 — /\(ao + CL1) + apay — bg
bobl B bObl

Cy =

Notemos que ¢y = 1 puede verse como un polinomio Py (A) de grado 0 en A, mientras
que
A — Qo
bo

es un polinomio P; (A) de grado 1 en A, y el coeficiente de la potencia en A es by, de
igual forma

Cc1 =

)\2 — )\(CL(] + al) + agay — b%

2= boby
es un polinomio Py (\) de grado 2 en A y el coeficiente de la potencia A2 es (boby) ™"
Para c3
bici + agcay + bacg = Aeo
b203 = )\CQ — b101 — A9Cy
)\62 — b101 — A2Co 02()\ — ag) — b101
63 — =
by by
)\3 — )\2(612 +ap — Q) + )\Goalbg + a1a2 — gy — b%) — aoalagbg + &ob%
Cq =
’ bob1bs

que es un polinomio P3 () de grado 3 en A y el coeficiente de la potencia A\* es (boblbz)_1

Como se muestra enseguida, la componente ¢; del vector propio 7 de la matriz de
Jacobi es precisamente un polinomio de grado j con coeficiente del término principal
igual a (boblbg S bj_l)_l paraj = 1, 2, oo, n

Proposicion 1.2.1. La componente c; del vector propio < de la matriz de Jacobi es un
polinomio de grado j que tiene como coeficiente del término principal (bob1bs . . . bj_l)_l
para 3 =1,2,....n

Demostracion. Hemos visto ya que para j = 0,1,2,3 se cumple que ¢; = Pj()\) es un
polinomio de grado j en A. Se demostrard ahora que c;;; es un polinomio de grado j+1
en A



12 1. MATRICES DE JACOBI

Del sistema de ecuaciones
bj-1¢j1 +ajc; +bjcip = Ac
bjcjt1 = Acj = bj1cj1 — a;¢;
o — )\Cj — bj_lcj_l — a;C; Cj()\ - (Ij) - bj—lcj—l
j+1 — b - b
J J
y por hipdtesis de induccion modificada ¢, es de grado n para toda n < j es decir

¢j=Pi(A) = giN + g, N+ o+ A+ g
Cj—1 = ijl()\) = hjfl)\jil + hj72)\j72 + ...+ hl)\ + h()

Asi que
- (gj)‘j + gj—1>\ji1 + ...+ gl)\ + 90)<>\ — CL]‘) — bj_1Pj_1(>\)
j+1 — bj
_ GNT N (gj — g05) + -+ Mgo — 9105) — ajg0 b1 P (M)
b, b,
_ RN b P (A)
b

y como b;_1P;_1(\) es un polinomio de grado j — 1 concluimos que

R (N) = b1 P (M)
C.j+1 - b

= H(}A)
J
es un polinomio de grado j + 1 en \.
Demostraremos ahora que el coeficiente del término principal del polinomio H es

(bobiby ... b)) "

Hemos visto ya que la conjetura se cumple para n = 1, 2,3 supongamos ahora que
para toda n < j el coeficiente del término principal es

(bobibs ... b 1) "
entonces

_ (A —a5) —bjacia
Ci+1 = b
J

((boblbg Ce bjfl)_l)\j + ...+ (11)\ -+ Clo)()\ — Clj) _ bjflefl
b b

Ci+1 = (boblbg...bjflbj>7l)\j+l + ...+ ag

donde los términos marcados con puntos tienen todos potencias de A menores a j + 1
lo que demuestra completamente la proposicion. O]
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1.3. Descripcion de algunas propiedades de los poli-
nomios generados por la matriz de Jacobi

Proposicion 1.3.1. Los valores propios de la matriz de Jacobt son reales.

Demostracion. Demostraremos que en general los valores propios de una matriz au-
toadjunta son reales.
Sea A una matriz autoadjunta y Z un vector propio de A, entonces

AT =27, T40 y (AT, 7)=(T,A7)

por lo tanto

MZN = (AT, 7) = (T, AT) = M| 7|’

por lo que A = X, por lo tanto A es real y los valores propios de la matriz de Jacobi son
reales. O

Proposicion 1.3.2. Vectores propios de la matriz de Jacobi correspondientes a valores
propios diferentes son ortogonales.

Demostracion. Al igual que la proposicién anterior demostraremos que el resultado es
cierto para cualquier operador autoadjunto.

Sea A una matriz autoadjunta y sean ?, 7 vectores propios correspondientes a los
valores propios diferentes A\ y u, entonces

AT =\7, Ay =uy
luego
M Y) = (T ) = (AT, ) = (T, AY) = (T 1) = u(T,Y)

Entonces
M2, ) — (@ Y) == (T, Y)=0

y por hipétesis (A — p) # 0 Por lo tanto (@, /) =0y 2 , 3/ son ortogonales. Por lo
tanto los vectores propios de una matriz de Jacobi correspondientes a valores propios
diferentes son ortogonales. O

1.4. Propiedades de los polinomios generados por
las matrices de Jacobi.

Como ya vimos, la matriz J generd un sistema de polinomios

Py =1,P(N), Po(N), P3s(N), ..., Pi(A), ..., Po(N)



14 1. MATRICES DE JACOBI

Consideremos ahora la tltima ecuacién
br—1Cn_1 + anCn = Ay,
como ¢; es un polinomio de grado j en A podemos reescribir esta iltima ecuacién como:
bn1Pn_1(N) +a, Py (X)) = AP, ()
Entonces
bn1Py1(A) +a,Py(A) — AP, (N) =0

Definamos ahora el polinomio
Qn(A) == AP, (A) —an Py (N) — b1 Pr1 (N) (1.4.1)

Proposicion 1.4.1. Los ceros de Q,()\) son los valores propios de la transformacion
J

Demostracion. Hemos visto ya que la iltima ecuacién sélo se cumple cuando A es un
valor propio de J, es decir Q(\) tiene los mismos ceros que el polinomio caracteristico
de J O

Tenemos pues caracterizados los valores propios de la matriz .J, es natural pregun-
tarse ahora qué multiplicidad tienen. Como se mostrara a continuacién, las raices del
polinomio caracteristico de una matriz de Jacobi son todas de multiplicidad 1.

Antes de iniciar la demostracién, sera util demostrar el siguiente Lema

Lema 1.4.1. Para los polinomios Py = 1, P1(\), Py(\), ... P,(\) generados por la ma-
triz de Jacobi y para cualesquiera A, € C, la siguiente igualdad es cierta (Formula de
Christoffel-Darbouz):

n—1

PJ - bn 1 [P ()‘)Pn—l(:u) - Pn(:U’)Pn—l(Aﬂ

J:0

Demostracion. Comenzaremos evaluando cada polinomio para Ay p :

ap + boPi(\) =

ag +boPr(p) = p
bo + a1 Pi(N\) + b1 Py(A) = AP ()
bo + arPr(p) + b1 Po(p) = pPr(p)

bic1Pii(A) + a; P 4+ b, Py (X)) = A¢;
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bioiPioi(p) + @i P+ bi P (1) = pcy

bn—QPn—2()\> + an—lpn—1<)\) + bn—lpn(/\) /\Pn—l )\>
) _

bn—QPn—Q(,u) + an—lpn—l(pd) + bn—lpn(,u = ,uPn 1 [L)

Multiplicando cada j-ésimo par de ecuaciones por Pj_1(\) y P;_1(x) de forma cruzada
y restandolos obtenemos:

Para el primer par recordemos que Py(A) = 1 = Fy(u), asi que al multiplicar cruzado
y restar queda

(
(

ag + boPl()\) =
ap +boPr(p) = p

bo[PA(A) — Pa(p)] = A —pu (1.4.2)

Para el siguiente par se eliminan los términos en a; y tenemos:

boPr(p) + a1 PL(A) Pr(p) + b1 Pa(A) Pr(p) = AP (A) Py(p)
boP1(A) + a1 Py () Pr(A) + b1 Pa(p) Pr(A) = pPr(p) Pi(A)
bo[Pr(p) = Pr(N)] + 01 [P2(N) Pr(p) — Po(u) PL(N)] = (A = ) [PL(A) Pa(p)] - (1.4.3)

Para la tercera ecuacién evaluada en A\ y en u queda

b1 PL(AN) Po(p) + aPa(A) Pa(p) + b2 Ps(A) Pa(p) = AP>(A) Pa(p)

b1 P () Pa(N) + agPa(p) Po(A) + ba P (1) Pa(A) = pPa(p) Pa(N)

bi[PL(A) Pa(p) — Pr(p) Pa(AN)] + ba[ P3(A) Pa(n) — P3(p) Pa(AN)] = (A — M)[Pz(/\)P2((1Mi]4)

bn72pn72()\)Pnfl(H) + anflpnfl()opnfl(ﬂ) + bnflpn()\)Pnfl(H) = )\Pnfl()\)Pnfl(#)

bnf2pnf2(,U)Pnfl()\) + anflpnfl(,u)Pnfl(/\) + bnflpn(N)Pnfl(A) = APnfl(H)Pnfl()\)

bn—2[Pn—2(A) Pro—1 (1) = Po—2(1) Po—1(A)]+0n—1 [P (A) Po—1 (1) = P (1) Pa—1(A)] = (A=) [Pa—1(A) Pro—1 (1)
(1.4.5)
Como se observa, los términos con coeficiente en a; se van eliminando, finalmente si

sumamos 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4,..., 1.4.5, queda:
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b2 Pr—a(A) Pr1 (i) — Poa(p) Pt (N)] + bna [Pa(N) Poa (1) — Po(p) Paoi (V)] =
= (A = ) [Pac1(N) Po1 ()]

Al sumar los polinomios, los términos del 7 — ésimo polinomio del lado izquierdo se
eliminan con los términos del j+1—enésimo polinomio del lado izquierdo, y sélo queda:

bn—1[Pa(A) Poa (1) = Po(p) Paa (A)] =
= A=)+ A= [P ) P)](A = ) [P2(A) ()] + -+ (A = ) [Pac1(A) Pt ()]

Teorema 1.4.1. La multiplicidad de las raices de () es 1
Demostracion. Sean cualesquiera A y u € C. Entonces
bna[Pn (M) Pra (1) = Po(pt) Paa(M)] = b1 Pa(N) P (1) = b1 P () Py (V)]
Y de la ecuacién 1.4.1 se tiene
Qn(N) = AP, (A) — anPy (N) — by 1Py1 (N)

asi que
bn1Pn_1(N) + an Py (X)) = AP, () — Qn(N)

y también
bp—1Pn-1 (1) + anBy (1) = pby (1) — Qnlp)

multiplicando cruzado por P, (1) y P, (\) respectivamente tenemos:

Py (A) b1 Py (1) + P (N) an P (1) = Po (A) P (1) — P (A) Qn (1)

P (1) o1 Py (A) + P (1) an P (A) = P (1) AP, (A) — P (1) Qu(N)
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y restando la segunda de la primera:

b1 (Pn (A) Poe1 (1) = P (1) Pa1 (A)) = =(A= ) P (A) Pa(p) = P (A) Qn(t) + P (1) @n(X)

Y por el lema 1.4.1

b [Pa ) Pacs () = Pali) P ()] = (A= ) - PP )
Entonces
—(A = )Py (X) Po(p) — P (N) Qul(pe) + P (1) Qu(A) = (A — p) Z Pj(A)P(p)
O P ) Pa) — = 1) S0 PP ) = B () @ul) — P (1) @)
(= 1P ) Pai) + (= 1) S BOVE ) = P (1) Q) — P () Qa0

Concluimos de la ultima igualdad que
j=0

Por lo tanto

3

PN Pi() = =[P (1) @u(A) = P (A) @n(p)]

Tomemos de esta expresion el limite cuando A — p

n

, 1
;ﬂy OPO\)P(M) :;lg*li (A—n)

[P (1) @n(A) = P (A) @n ()]

como Py =1, Ay p estan en R y los coeficientes de P también son reales

n

lim » Pj(A\)Pj(p) >1
A=
7=0
porque al menos el primer sumando es 1, mientras que en el lado derecho tenemos un
limte de la forma 2 o> que de acuerdo a la regla de L‘Hopital, tiende a

/7

P (1) @, (1) — Py (1) Qu(12)
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es decir

P (1) Q@ (1) — Py (1) Qu(p) > 1

Por lo tanto Q, (1) v @, (1) no pueden anularse en el mismo punto y x no puede ser
rafz de Q, (1) y @, (1) . Como i fue arbitrario, entonces concluimos que @, (\) no tiene
raices multiples. []

Corolario 1.4.1. Los wvalores propios de J tienen multiplicidad 1

Demostracion. Como se acaba de demostrar, @,,(\) tiene n + 1 ceros distintos. Por lo
tanto, J tiene n + 1 autovalores distintos y los autoespacios correspondientes deben
tener dimensién 1. O

Lo anterior implica que la matriz J tiene n 4+ 1 vectores propios que son ortogonales
y forman una base ortogonal de C"*:

?j = (1,P1()\j)>P2(>‘j)a s 7Pn(/\j)) (j = 07 1’ e ,TL)

Al multiplicar cada vector por || | ~", obtenemos una base ortonormal de C+!

Zpk 21, PN, Pa(N), - Pa()))

€;
a |C]|



Capitulo 2

PROBLEMAS INVERSOS

Para continuar investigando las propiedades de las matrices de Jacobi, en este capitu-
lo se revisaran una serie de teoremas relacionados con problemas inversos de estas ma-
trices.

El problema inverso que abordaremos sera la reconstruccién de una matriz de Jacobi
a partir de los valores propios de la matriz original y de los valores propios de la matriz
truncada. Un problema similar pero con matrices de Jacobi semi-infinitas de la forma

[ Qo b() 0 0 1
bo ap bl 0
J = 0 bl (05} b2
0 0 b2 as

es tratado en [7], y se menciona que la solucién al problema de la reconstruccién de
la matriz a partir de los espectros fue dada por Halilova. Posteriormente el mismo
problema, pero en el caso en que las matrices son finitas, ha sido tratado en otros
textos del andlisis espectral [1], [2], [3]. En este trabajo se ha preferido el articulo
de Hochstadt [1] para resaltar la diferencia entre una solucién puramente algebraica y
otra que comprende herramientas mas avanzadas de cdlculo y andlisis [3], como el caso
de la funcion m de Weyl.

La reconstruccion de la matriz utilizando los espectros serd el enunciado de los teo-
remas que veremos a continuacién, y que describen ademas el algoritmo para obtenerla.
Antes de iniciar formalmente el enunciado de los teoremas y su demostracion es conve-
niente indicar algunas definiciones asi como la notacién que emplearemos.

19
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2.1. Definiciones

Al igual que en el capitulo anterior, por una matriz de Jacobi entenderemos una
matriz de la forma:

Qo b() [P 0 0
b a1 b 0
J=| > (2.1.1)
bn—l

0 0 0 b1 ap
donde todas las a;, b; son reales y ademaés las b; son positivas.

Por J, denotaremos la matriz truncada que se obtiene al eliminar el primer renglén
y la primera columna de la matriz J

[ aq b1 0 ce 0
b1 Qo bg ce 0
Jr=10 b . .0 (2.1.2)
apn—1 bnfl
L 0 0o ... bn—l Ay,

Sea {\;};_, el conjunto de valores propios de J y {y;}_; el conjunto de valores propios
de J,. Sus polinomios caracteristicos se definen como:

B(A) :=det (AN —J)

A(X) = det (I — J,)

Y pueden ser escritos como
n

B\ =[x =N) (2.1.3)
AN =TT = m) (2.1.4)

1

~

Por otra parte, todos los valores propios son reales y sera conveniente ordenarlos de

tal forma que
A <A <A< ...< A\, (2.1.5)

1 < g < ... < Up (216)

Como se vié en el capitulo anterior, todos los valores propios tienen muliplicidad 1,
asi que las desigualdades son estrictas. Puede demostrarse (aunque no se hard en este
trabajo) que los conjuntos de valores propios se entrelazan de tal forma que

Ao < g < AL < g < oo < iy < Ap (2.1.7)
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Sea {72-}?:0 el conjunto de todos los vectores propios de J entonces:
JCi=\7 (2.1.8)

Recordemos del capitulo anterior que el primer componente de un vector propio de una
matriz de Jacobi siempre es diferente de 0 y que ademas siempre puede normalizarse,
asi que podemos asumir que la primera entrada del vector propio 7 es diferente de 0
y al normalizar el vector es igual a 1.

Definicion 2.1. Por {0} denotaremos los vectores unitarios candnicos, es decir
5ij =1

sit=7y0 parai+#j (eqg.)
1,0,0,...0)

= (

=(0,1,0,...0)
=(0,0,1,...0)
?

Notemos que el producto interno (¢;,d) = 1, en efecto,
<?i750> :11+610+620—|—+Cn0:1

Por dltimo definimos la matriz

00 ... 01
00 ... 10
S=| 1t (2.1.9)
0 1 .00
10 .00
Facilmente se ve que
S =gt
y que
10 .00
0 1 .00
92 — R
00 ... 10
00 ... 01

es decir S es una matriz ortogonal y S? = I donde I es la matriz identidad.
Una vez especificado lo anterior, iniciaremos la seccién siguiente enunciando el
primer teorema.
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2.2. Reconstruccion de la matriz de Jacobi

En esta seccion se demostraran dos teoremas relacionados con la reconstruccion de
una matriz de Jacobi a partir de dos espectros, el espectro de la matriz original y el
espectro de la matriz truncada. Como ya se mencioné al principio de este capitulo, este
teorema y su demostracion, asi como otros relacionados con problemas inversos, han sido
publicados por varios autores, en esta seccion se presentan dos de los teoremas segiin los
planteé y resolvié Harry Hochstadt [1] y se detallan los pasos de sus demostraciones.

Teorema 2.2.1. Sea {\;}!"_ el conjunto de valores propios de alguna matriz de Jacobi J
y {wi}i_, el conjunto de valores propios de la matriz truncada J,. Usando los conjuntos
Nty v {witie, la matriz de Jacobi J puede ser reconstruida de manera unica

. ~ n n . . .

Es importante senalar que {\;};_, v {i};_; no pueden ser asignados arbitraria-
mente. Asumimos a priori que corresponden al menos a una matriz de Jacobi. El teo-
rema Unicamente asevera que corresponden a una unica matriz de Jacobi y se dara la
demostracion de un algoritmo para obtenerla.

Demostracion. Sea @ € C™!. Consideremos la ecuacién
(M —J) W =& (2.2.1)

donde A no es un valor propio de J. Como A no es un valor propio de J,

N — J|#£0
A — Qo —bo . 0
—bo A — (053] c. 0
(A —J) = . .
. . A — Ap—1 _bn—l
0 0 _bnfl A— an

tiene inversa. Recordemos que la regla de Cramer para obtener la solucién unica a una
ecuacion del tipo .
GZ = b

donde GG es una matriz invertible, indica que las entradas x; del vector 7 estdn dadas
por

T = —

D
donde D; es el determinante de la matriz GG; obtenida al reemplazar la columna 7 de

G por b y D es el determinante de la matriz GG, asi que aplicando esta regla para
obtener la primera entrada de U , digamos (7, o), reemplazamos la primera columna
de (A — J) por &y y obtenemos G,
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1 —b 0 0 0
0 A— aq —bl 0 0
0 _bl A — (05} —b2 0
G=19 o —by 0

: R Ap—1 —bn,1

L 0 0 0 e =bp1 A—a, |
por lo que el primer componente de U estd dado por:
det G 1 xdet(A — J-

<77 0) = ! = ( )

S det(M —J)  det (M —J)
como det(A — J;) = A(\) y det (A] — J) = B()), tenemos:
AR

<77 50> = m

(2.2.2)

(2.2.3)

es decir (7, do) estd dado en términos de los polinomios caracteristicos de J y J;

Como (Al — J) es invertible, W puede ser representado como:

U=\ —J)"5

(2.2.4)

Y para un un operador 7" con ||T|| < 1, la expansién de Neumann (ver corolario 5.7.1

del apéndice 5.7.1) asegura que

(I-7)"= iT”

Si tomamos ||T'||=méx |A;| entonces para |[A| > max |\;|

méx [A;| |7

= <1
Al RY

por otra parte;

T
(A =T) =1 - 3)

Y para |A| > méax|\;|, usando el corolario 5.7.1 del apéndice 5.7.1 se tiene

1 T 1 STk
M -T) == =

De esta ecuacion obtenemos

(2.2.5)

(2.2.6)
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tenemos entonces por 2.2.4 que

asi que

(2.2.7)

Dado que el numerador A(x) es de menor grado que el denominador B(z) y B(x) tiene
raices simples, podemos utilizar la descomposicién de fracciones parciales indicada en

el apéndice 5.8.1 y vemos que

Notemos ahora que

(2.2.8)

- AN) 1 AW
; B'A)A =) & (A=) B'(\)
pero
1
1 2 1 1 1
A=) (=) | 1) Aiv A N
\ AL = X) (1- X)

y recordemos que para las series geométricas con r < 1 se cumple que

1
Zrkzl—r

)
k=0

0 sea que para Xl <1

1 NPV
AZ:ZV
1—— k=0
)\
es decir,
1 1 1 1 —
A=A A i _XZ
(1—X) k=

entonces

=[x
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i=0 ) i=0 ' )
L= A AN) TR = A AN
N (XZT)BW‘X ZTB/(A»
=0 k=0 =0 k=0
I o= = AP AN
_XZ, e B/(\;)
k=0 i=0
0 sea que
AQ) 1T 1 = MRAN)
S : 2.2,
BV )\;)\’f; B\ (229)

Ahora bien, por 2.2.3 el lado izquierdo de 2.2.7 y 2.2.9 coinciden, y por comparacién
de los coeficientes del lado derecho:

(J*80,00) = Z k =1,2,3,...n (2.2.10)
Y 2.2.10 ya nos permite derivar la conclusion del teorema. Para k = 1 tenemos:
a bp 0 0 ... 0 1] [1]
b() ay bl 0 Ce 0 0 0
<J50,50>: < 0 bl (05} bg 0 0 ’ 0 > —
0 0 by o . by : :
. . . . bn_l an i 0 | i 0 |

= ((ao, by, 0,0,...0),(1,0,0,...0)) = aq

1.e.

(J80, 0o) = (2.2.11)

Para k=2, tenemos

ag + b3
boao + aiby
bob1

<J250,(50> - < 0 )

oo o
\/

|

)

o

+

S

no
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“LN2AN)
J?60,00) = af + b5 =)y = 2.2.12
< 0 0> 0 + 0 . B,()\z) ( )
=0
Y como ag ya es conocida por 2.2.11, 2.2.12 determina b3, como requerimos que b; sea
positiva para toda i, by queda completamente determinada.
Hemos ya calculado el primer renglon de J, observemos que

J5O - (a07b070705 s 70) = aO(SO + 50(51

¥y que
JQCSO = J(J(So) = J(a050 + 6051)
= CL()J(S() + boJ(51
= a()(ao, bo, Ce ,0) + bg(bo, ai, bl, ce ,O)
= (a(Q) + b(2)a bU(ao + al)a bObla Oa s 70)
= (CLS + bg)(SO + bo(ao + CL1)(51 + b0b152
Es decir

J?50 = dobo + d101 + dads (2.2.13)

Para ciertos d; que dependen de ag, aq, by, by
Para k = 3 tenemos, por calculo directo que

J3(50 = (ao(ag + b(Q)) + bg(ao —+ CL1>,
(a2 + b3) + boar (ag + a1) + bob?,
bo + bobi (ag + a1) + bobias, bybibs, 0, ..., 0)

luego
—~ MAN)
(%00, 00) = ao(ag + by) + by(ag + ar) = ;W (2.2.14)
Como ag y by son conocidas 2.2.14 determina aq
Andlogamente que Jdy v J?0y, J30y puede ser escrita como

J380 = dody + di01 + dade + ds3ds (2.2.15)

Para ciertos d; que dependen de ag, ay, as, by, b1, bs

Al iterar con £ = 4 obtendremos b; y el segundo renglén quedard completamente
determinado. Notemos que al determinar este renglon los coeficientes d; de 2.2.13 son
todos conocidos

Similarmente, al iterar con £k = 5 y k = 6 obtendremos as y by y el tercer rengléon
quedara determinado, al igual que los coeficientes de 2.2.15
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Para completar este argumento, asumiremos que los primeros k renglones de J ya
han sido determinados (Ver Apéndice 5.5.2) y los coeficientes d; de

J560 = dodo + di01 + dods + . .. + didy (2.2.16)

son todos conocidos y dependen de ag, aq, ..., a,_1,bo, b1, ...,bk_1 ¥y como se demuestra
en la proposicion 5.2.1 del apéndice 5.2

di, = bobiby .. . b1

es positivo.
Consideremos ahora J**1§,. Por 2.2.16

Jk+1(50 = J(Jkéo) = J(do(SO -+ d151 —+ d2(52 + ...+ dkflékfl -+ dk6k>

(2.2.17)
=doJog + d1 01 +daJdes + ...+ dp_1J0k_1 + di SO

y como

JOk = bp_10k_1 + apdx + bpdgi1 (2.2.18)
combinando 2.2.17 y 2.2.18 tenemos

Jk—H(SO =doyJoy + d1J01 +doJoo + ...+ dk_l(bk_Q(Sk_Q + ap_10k_1 + bk—l&c)"‘

+dj (br—10k—1 + ardx + brog41)
=doJog+di1J61 + ...+ dp_1bp_90k_o + di_1a5_10k_1 + dp_1bp_10k+
+dibr—10x—1 + drapdy + dipbrdpi1
— dio(arSp + bpSrst) + d_1bp18% + dibp— 1841 + di1ap 1851 + - - + d1.J61 + do T

luego

<J2k+150’50> — <Jk+150’ Jk(50> —

= ((dg(ardp + bpdkt1) + dg—1bk—10k + . .. + d1J61 + doJ o), (didk + . .. + d2bs + d161 + dodo))
(2.2.19)
Y por las propiedades del producto interno 2.2.19 es igual a

(di(arok + brdg+1) + dg—1bk—10k + ... + d1 01 + doJdo, didk) +

+ <dk(ak5k + bk5k+1) +dyp_1bp—10k + ... +d1Jo1 + doJ(So), dk715k71> + ...+
+ (di(ardr + bpOpy1) + dp—1bp—10x + ... + d1J61 + doJdo), dodo)
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= (di(ax0r + brOg+1), didx) + (dg—1bk—10k, didx) + . .. + (doJ o, dpSg) + ... +
+ <dk(ak5k + bk5k+1), d050> + <dk—1bk—15k7 d050> + ...+ <d0J50, d050>
= (dkak0k, dxOx) + (OkOk+1, dig) + . ..

n )\2k+1A )\z
:diak—l—: Ty ( )

1=0

(2.2.20)

los términos indicados por puntos dependen de ag, a1, as, ..., ai_1,bo, b1,...,bk_1 y son
todos conocidos,ademds di es estrictamente positivo , asi que la expresién anterior
determina ay. Similarmente,

B n )\?k+2A(>\i)

<J2k+2507 (50> - <Jk+1507 Jk+150> = di(ai + bi) +...= B'()\') <2'2'21)

1=0

determina by. Asi pues, los primeros k 4+ 1 renglones de J han sido determinados y
sucesivamente todos sus renglones pueden ser encontrados O]

El procedimiento anterior nos lleva a una tunica matriz J. Si hubiera una segunda
matriz de Jacobi J con los mismos datos, vemos que
~ “AFA(N)
T* 80,8 :<ﬁ5ﬁ>: ANy 01,23, .0 9.2.92
< 0 0> 0500 2 B ( )
y debido al algoritmo que acabamos de explicar, la matriz se reconstruye univocamente
a partir de

; %&A)) (2.2.23)

Por lo tanto J = .J.
Como muestra 2.2.9, J depende de los datos {\;};_, v {#:};_; de una manera no
lineal, sin embargo depende de estos conjuntos de la siguiente forma. Supdéngase que
n

tomamos colecciones de autovalores {)\Z} y {f:}}_, correspondientes a otras matrices
=0

J y j; respectivamente tales que, para cierta € > 0 se cumple que:

Ni—N|<e i=0,1,2,...n (2.2.24)
y
Entonces para toda 7,57 = 1,2,...,n+ 1 se tiene

|ty — tis| < e
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donde t;; y E»j son las entradas de las matrices J y J reconstruidas a partir de sus
espectros y de los espectros de las matrices truncadas J; y jT En este sentido diremos
que J depende de {\;};_, v {#};—, de una manera continua y es el enunciado del
teorema siguiente.

Teorema 2.2.2. Sea J una matriz de Jacobi con eigenvalores dados {\;};_, y sea J; la

correspondiente matriz truncada con eigenvalores dados {j;};_,. J depende continua-
mente de los datos dados.

Demostracion. Se demostrara que al tomar otros conjuntos de valores suficientemente
cercanos a los eigenvalores dados, la matriz que puede reconstruirse para estos valores
estd tan cercana como se quiera a la matriz reconstruida con los datos originales, en el
sentido de que las entradas de las matrices estdn arbitrariamente cercanas.

Comenzaremos tomando € > 0 y dos polinomios cualesquiera A, (t) y A, (t) de grado
n tales que

A,) =] =), Ay =[] —m)
i=1 i=1
con
|,uz—/72] <eg 1=12,...n (2226)
Supongamos, sin pérdida de generalidad que

Wi =i +v, 1=12...n (2.2.27)
para ciertas v; € R. Se tiene entonces
il <& |pi— il <e

Tomemos n =2 y ty € R arbitrario pero fijo.

2

As(to) = [T (to — 1) = T ] (to — (s + )

=1 =1
=15 — topia — toye — puto  +pipe + piYe — Yito + Yife + Y17

2

Ay(to) = H (to — pi) = t§ — topa — topir + papie
i=1

Entonces
As(to) — Z2(1%)‘ = |—tov2 + 172 — Mato + Va2 + 1172

< |=tov2| + |yl — [vatol + [yape] + (7172
S Ctog
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Para una cierta ¢,
Supongamos ahora que el resultado es cierto para n = k

Arlto) — Ax(to)| < crepe

Para una cierta cy 4,

Como
Apra(to) = Ax(to)(to — frt1)
y ~ ~ _
Apy1(to) = Ag(to) (to — firt1)
Se tiene
| A1 (to) — A (to)| = [Ar(to) (to — prsr) — Ap(to — figr1)]
= Ap(to)(to — prr1) — Ar(to) (to — (fkt1 + Yet1))

= |Ax(to)to — Ax(to)ps1 — Ax(to)to + Ax(to) st + Ar(to)ver1)]
= (Ax(to) — Ax(t0))(to — prr1) + A(to) us]
< |Ax(to) — Aw(to)ll(to — puran)| + [Ax(to) |41l
< Craoel(to — )| + [Ar(to) e < Chsr it
Por lo tanto B
A (fo) — Apsn (to)] < cosnnoe (2.2.28)

Para una cierta cjy14,. Como A, es un polinomio, y los polinomios son continuos,

€
sabemos que para toda 3 > 0 existe ¢ tal que si

YRRV

Entonces c

|4, (0) — An(X)] < 5 (2.2.29)

€

Por otra parte, si  § < 56 Y |1t — 15| < & entonces por 2.2.28

IAQG) — A(N)| < g (2.2.30)

Luego s B B e
[A(N)) = AN)] < JAN) = A+ [AN) — AN
De esta forma, por 2.2.29 y 2.2.30

AN — AOy)| < % + g —c (2.2.31)
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Anélogamente, pero un poco mas complicado por la forma en que entran los nimeros
A; en el polinomio B’, tenemos que para toda ¢ > 0 existe ¢ tal que si

A=Al <8 =By B <e (2:2.32)
Ahora, por 2.2.10

(J%60,00) = Z A;’,?&A;) k=1,23,.
luego
LOFAN) R A s e A A
I g B/()\z) g EI(XZ) | - |;AZ<B/()\Z) E/(}‘\’z)” S
S AN AR

< o |)\§||B/()\i) B §,<’)\vl)|

y
AN AR | AGB() — AR)BW

|B/<>\i> B'(\i) B'(A)B'(\) |

sumando y restando A(X;)B'();) y agrupando términos

AN A | AQ)B () — A B'(N) + A B'(h) — AQ)B' ()

|B’(Ai) - B, )| =| B'(\)B/(\)
_ ‘AJ(X-)[E’@-) = B'(\)]+ B'(W)[AN) — A\)] |
B'(\)B'(\)
O S€a que

e AD A R e AQDBI() = B' O] + B/ WA — A

2 W50~ ey~ M BB () |
<Z! g Al < )= B BOJAR) — A0

() B'(\) B'(Xi)B'(A)

Asi por 2.2.31 y 2.2.32

SNAN) S MAN) | xS ey A)e B'(\)e
'; B'(\i) ; B'(\) |SZMZ’”B/(@E/(L)'+|B/(Ai)§f(};)‘

e A B'(\)
< L Wiz 5! T B!

<eno
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Por lo tanto

n Nk noNEAY
> AAR) ALA—(NAZ)| < e(no) (2.2.33)
iz B'(\)
con 19 > 0.

Por 2.2.10 las entradas de la matriz se obtienen al variar k£ y como 2.2.33 es cierta
para cualquier k, concluimos que las entradas de las matrices J y J estan arbitraria-
mente cercanas siempre que |\, — \| < ey | — | <e

Por lo tanto J depende continuamente los datos dados. O

Se revisara ahora un problema similar al del teorema 2.2.1 pero con una variacion.
Se mostrara que si J satisface algunas propiedades adicionales de simetria, un solo
espectro es necesario para determinarla

Teorema 2.2.3. Sea J una matriz de Jacobi que satisface la siguiente propiedad de
simetria:
ag = Qp, 41 = Qp—1,0; = Qp—;

bO = bn—la bl = bn—27 bz = bn—i—l

Para toda i. Entonces, si el espectro {\;} de J es conocido, J estd definida univocamente
y puede ser reconstruida como en el Teorema 2.2.1

Demostracion. Para reconstruir J, seria deseable seguir el mismo procedimiento del
teorema 2.2.1, pues hemos visto ya su eficacia. El punto de partida fue la férmula:

(NI = J)""80,80) = % (2.2.34)

donde B(A) es el espectro de la matriz J Ahora B(\) esta dado, pero A(\) no, asi que
2.2.3 no es util. No obstante lo anterior, se describira un procedimiento que nos permi-
tird calcular A()), de tal forma que podremos utilizar nuevamente el algoritmo descrito
en 2.2.1.

Recordemos que cualquier elemento de un espacio vectorial puede ser escrito como
una combinacion lineal de los elementos de una cierta base {71}

7 = zn: 041'71'
1=0

En esta caso, sabemos que los vectores propios ¢ forman la base ortonormal {71}

asi que si tomamos 9§y podemos expresarlo como

n

_>

dp = Z ai?i
i=0
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para ciertos escalares «;
Sea ?j e {;} fijo pero arbitrario, entonces

<?j750> = <7],Zaz?z> = Z<?j7a’l?2> = a; <?j7?’b>
=0

i=0 =0
pero (7j, ?,) = 0 para 7 # j por la ortogonalidad de la base, entonces
— - =
(), 00)) = i (€5, )
Por lo tanto

(Tj,00)  (Tj,00)
I

il
lo anterior implica que
n
80, @) @,
50 _ Z < 07_>]>2 J
§=0 175

pero como se mostro en el inicio del teorema 2.2.1

(60, 25y =1
por lo que
o= —1 (2.2.35)
j=0 151l
entonces,
(M —J) 6 = . y (2.2.36)
]Z:; 125017 (A=)
" (€, 8) " 1
<(>\[ J (50,50> ik - (2237)
Z ||_>]|| A=) Zo 125017 (A = A)
A(A)
P I— =
ero < (A J)” (50,(50> (A)
= 1
= A\ =B\ (2.2.38)

prl ] OEPYY

Se mostrard ahora que || @,|| puede ser calculada, de manera que A(\) quedaré com-
pletamente determinada. La simetria de J indicada en el enunciado del teorema puede
ser descrita como:

SJS =J (2.2.39)
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donde S esta definida como en el principio de esta seccién. En efecto,

00 0 ... 1 ag by ... O 0 00 O 1
SJS = | . A )
S Do Lo : oo by 1 :
10 0 ... 0 0 0 0 b, an 10 0 ... 0
(a4, by O 0 ... 0]
bn—l QAp—1 bn_g . 0 0
0 bn—? Ap—2 bn—S 0 0
- 0 0 bn,3 Ap—2 0 0
) ] : ) )
1 0 0 0 ap |
y como
ap = Qpn, A1 = Gp—1,...0; = Qp—4
y
b(] - bn—h bl = bn—27 o bz = bn—i—l
entonces SJS = J, luego, si 7 es un vector propio,
Ji=N7; (2.2.40)
y puesto que SS = S% =1
SJSS7T; = NST, (2.2.41)
de donde
JS7T,=\NS7; (2.2.42)

Por otra parte, dado que en este caso todos los eigenespacios son unidimesionales (pues
la multiplicidad de cada raiz del polinomio caracteristico es 1), 2.2.40 y 2.2.42 muestran
que S <, y . son linealmente dependientes, en efecto, del hecho de que los espacios
son unidimensionales, se infiere que el nimero de elementos que tiene una base es 1, y
aS7Ti+ 572- = (0 tiene solucién no trivial, es decir, todos los elementos del espacio son
multiplos de este elemento, asi que

S¢i=kd; i=0,1,2,....n (2.2.43)

para ciertos escalares k;
Utilizando el hecho de que S es ortogonal y 2.2.43 tenemos

por lo que |k;| =1y k; = 1.
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Consideremos ahora la expresion (Al — J)~1dg, 6,) que es el ultimo componente
de (A — J)~18y. Aplicando la regla de Cramer al igual que en el teorema 2.2.1, tenemos
que

)\—CLO —bo 0 o1

—bo )\—al —bl ... 0

0 —b1 A — a9 0

(M — )60, 5,) = 0 0 0 ... 0
’ B(A)

Para obtener el determinante del numerador, procederemos a calcularlo por menores,
y en la primera iteracion tomaremos como pivote la tltima columna. El tinico menor
que no se anula es el menor de 1, que es el determinante de la submatriz

—bo A — aq —bl
0 —b1 A — (05}
0 0 0
para calcular este determinante y los siguientes utilizaremos como pivote la primera
columna, y vemos que lo tinico que no se anula es el menor de

_b07 _bla SRR _bn—l
es decir
A— ag —bo 0 |
—bo A — ay —b1 ... 0
0 -0 A—as Ol=1-by-by -by----- b1
0 0 0 ... 0

notemos que cada uno de los sucesivos menores cambian de signo por la posicién que
ocupan las b; Por lo tanto

A\ —ap —by 0 o1

_bO A — a _bl ... 0

0 —b1 A —ay 0
s sy |0 0 0 0 2.2.44
(( )"0, 0n) = B(\) (2240
_ Dobiby -+ - by (2.2.45)
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Recordemos ahora que

n —
Cj

M= oy

y utilizando la descomposicién en fracciones parciales indicada en el teorema 2.2.1 (ver
apéndice) tenemos:

"L (5,0 L bobiby -+ - by
= - (2.2.46)
; 125017 (A = \) ;BMJ-)(A—&)

Calcularemos ahora (€ ;,0,). Como 56, = &, (pues 54, es la dltima columna de S),
entonces

<7j75n> = <57j7 S6n) = ki <?j750> =k (2.2.47)
asi que
(5,00 =1
y despejando ||7J||2 tenemos
_ |B'( )|
I12501° = TS (2.2.48)

Recordemos ahora que por 2.2.38

n

1
AN =B D o

j=0
y por 2.2.34
. _ AW
(M= J)" 80,00) = B0V
entonces
A & 1 <b0b162 ) a b0b162
_ 2.2.49
BO) 2 G-\ B0 Zpmin-ay 22

Para determinar la constante bob,b - - - b,_1, tenemos que

n

AN =TI - w)

i=1
y B(A\) =11, (A —\;), entonces

M) AT, (- )
B~ I,
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A=) A= A) (A= A
(A=2A) (A=A1) - (A= An)

Por lo tanto

A(/\n+1) (= M) (A= ds) -+ (A= A
(

a0 ) A=A (A= A (= )
B-M(A=X) (A=A
6] e v
T WO A A
LD

Por lo que

bob1by - - - b1 =

2 j=o(1/B'(N))

Entonces el lado derecho de 2.2.49 es completamente conocido y A () es también
completamente conocida. A partir de este punto puede utilizarse el procedimiento del
teorema 2.2.1 para construir una unica matriz J con las propiedades requeridas. O



Capitulo 3

PROBLEMAS INVERSOS Y LA
funcion m DE WEYL

En este capitulo abordaremos nuevamente el problema visto en el capitulo prece-
dente, sin embargo revisaremos la solucién con una herramienta méas moderna que la
utilizada por Hochstadt y que permite demostrar el mismo resultado de una manera
mas simple. Esta demostracién del teorema enunciado por Hochstadt, se debe a Barry
Simon y Fritz Gesztezy [3]. El punto de partida serd la funcién espectral y la funcién m
de Weyl, por lo cual empezaremos con algunas definiciones que nos ayudaran a entender
estos conceptos. Iniciaremos esta seccién con la Integral de Riemann-Stieltjes.

3.1. La Integral de Riemann-Stieltjes

En esta seccién todos los intervalos [a,b] serdan compactos y todas las funciones
designadas por f, g, a, f, etc., seran funciones reales definidas y acotadas en |[a, b, cabe
mencionar que las definiciones son tomadas segin [6]

Definicion 3.1. Particion de un intervalo.
Sea [a,b] un intervalo compacto. Una Particion de [a,b] es un conjunto finito de
puntos, por ejemplo
D =A{xo,z1,...,2,}

tal que
a=xg <z <...<xp,=0

Una particién D’ de [a, b] es més fina que D (o un refinamiento de D) si D C D,
que se expresa también escribiendo D’ O D. El simbolo Aqy designa la diferencia
Aay, = arg) — (1), luego

ZAak = a(b) — a(a)

38
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El conjunto de todas las posibles particiones de [a, b] se designa por D [a, b]. La norma
de una particién D es la longitud del mayor de los subintervalos de D y se denota por
medio de || D||

Notemos que D' O D implica || D'|| < || D]

Definicion 3.2. Sumas de Riemann-Stieltjes. Sea D = {xg,x1,...,2,} una particion
de [a,b] y sea ty un punto del subintervalo [xy_y,x]. Sea f una funcion real acotada
sobre |a,b] y o una funcion no decreciente sobre [a,b]. Una suma de la forma

S(D, fya) =i fte)Aay,

se llama una suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de .

Definicion 3.3. Integral de Riemann-Stieltjes [6]. Sea f una funcidn real acotada
sobre [a,b] y o una funcion mondtona creciente sobre |a, b]. Diremos que f es Riemann-
integrable respecto de a en [a,b], y escribiremos f € R(«) en [a,b] si existe un nimero
A que satisface la siguiente propiedad:para cada € > 0 existe una particion D, de |a, D]
tal que, para cada particion D mds fina que D, y para cada eleccion de los puntos ty
del intervalo [xy_1, x|, se tiene

|S(D,f,04)—A’ <é

Cuando tal nimero A existe, es dnico y se representa por medio de [ b fda o por

: b . . . . . e
medio de [’ f(x)do(x). Diremos también que existe la integral de Riemann-Stieltjes
fab fda. Las funciones f y a se denominan, respectivamente integrando e integrador. En

el caso particular en que a(z) = z, escribiremos S(D, f) en vez de S(D, f,a), vy f € R
en vez de f € R(«). La integral se llama entonces integral de Riemann y se designa por

fab fdx o por fab f(x)dx. El valor numérico de fab f(x)da(zr) depende exclusivamente de
f,a,ay by no depende en absoluto del simbolo x. La letra x es una “variable muda”y
puede ser sustituida por cualquier otro simbolo conveniente.

3.2. La Funcion espectral

Consideremos el espacio P, 1 de todos los polinomios de grado menor o igual a n.
Sabemos que los polinomios Py, Py, ..., P, que se estudiaron antes, y que pertenecen a
este espacio, forman una base en él (ver Apéndice 5.2) . Tomemos una transformacién
lineal U del espacio C**! al espacio P, que transforma la base canénica

(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)

del espacio C"*! en la base
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Po(N), PL(A), ..., Pu(N)
del espacio P, ;1. Asi que si el vector 7 = (w0, 21, ..., 2,) en C"™! tiene coordenadas
Ty L1y Ty
en la base canodnica
(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)

su imagen tiene las mismas coordenadas en la base Py, Py,..., P,
UT) =3\ =) aP(d) T = (z0,21,...,2,) €C™H
k=0

Asi pues, si
A) = 5PN
k=0

entonces

UNZN) =7 = (20,21, - - Zn)

Observemos ahora en que se transforma el producto escalar del espacio C"™! en el
espacio P, ;1. Recordemos la base de los vectores propios e; de la matriz J

= |c]| ZPk L PUN), BNy, s Pa(A)) (3.2.1)
en el espacio C"*! encontrados en el capitulo 1. Las coordenadas del vector 7 en esa

base son

(7,e)) = (3.2.2)

N 0P2 Z“P" SRRy

y por el mismo razonamiento,

L y(\)
WA= e Ry
donde
{xk}Z:o 3 {yk}Z:o

son las coordenadas de los vectores 7, 7 respectivamente en la base candnica

(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)
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Como el sistema {e;}"_; es ortonormal, podemos escribir

(@, 9) =Z% ) (V. 6) sz 0 )) (3.2.3)

La dltima igualdad puede ser escrita en la forma (ver apéndice 5.8.2)

(2, ) = / (NT(N)dp(N) (3.2.4)

donde p(\) es una funcién escalén no-decreciente, continua por la izquierda con puntos
de crecimiento inicamente en los puntos de discontinuidad Ag, A1, Ag, ..., A\, e igual a
cero para A < Ao, y cuyos saltos se determinan como [2]

1
> n—o PE(N)

Entonces, si en el espacio P, definimos ahora un producto escalar por

Ap(Aj) = p(Aj +0) = p(X; = 0) =

(2050, = [ Z)5dp(Y) (3.25)

o0

de 3.2.3 y 3.2.5 tenemos la siguiente igualdad:
(7. 7) = (E0),50), (3.2.6)

que indica que U es una isometria del espacio C*™! al espacio P,;; con el producto
escalar (-, ) €8 decir, conserva el producto escalar.

La funcién p () descrita en los parrafos anteriores serd entonces la funcién espectral
de la transformacion, asi, cada matriz de Jacobi genera una funcién escalén p(A) denomi-
nada la funcién espectral de la matriz de Jacobi, y que tiene las siguientes propiedades
[2]:

Propiedad 3.3.1. La funcién p()\) tiene exactamente n + 1 saltos, y en el caso en que
todos los eigenvalores de la matriz J sean positivos, éstos estaran situados en el semieje
positivo en los puntos que corresponden a los valores propios de la matriz de Jacobi !

Propiedad 3.3.2. La suma de los saltos de la funcién es igual a 1. En efecto, si conside-
ramos @ = ¢ = (1,0,...,0) tenemos:

L= (7. 7) = G050, = [ B = [ oy = Y A

o0

1Los mismos resultados se siguen aunque los eigenvalores de la matriz de Jacobi no sean positivos.
En nuestro caso particular los eigenvalores son todos positivos y entonces todos los saltos de la funcién
se encuentran siempre en el semieje positivo
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Propiedad 3.3.3. La transformacién U(7) = S1_, 2 Py()\) es un isomorfismo entre los
espacios C"™1 y P, .1, en los que el producto escalar estd determinado por la férmula

o0
(20,50, = [ Z0050dan)
—00

Cabe senalar que para este producto escalar Py, P, ..., P, forman una base ortonor-
mal en el espacio P, ;.

Hemos visto entonces que cada matriz de Jacobi genera una funcién escalén p(\)
llamada la funcién espectral de la matriz de Jacobi. Resulta cierta ademas la afirmacién
inversa: cada funcién escalén que satisface las propiedades 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 es la
funcién espectral para cierta matriz de Jacobi, que es univocamente determinada por
ella, es decir existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de las matrices de
Jacobi y las funciones que satisfacen las propiedades recién descritas. Consideremos una
funcién escalén arbitraria no-decreciente p(\) continua por la izquierda, con puntos de
crecimiento

MO<kE<n0<X <A <...\ <o)

normalizada por las condiciones

p(A) = 0; A < Ao
p(A) =LA> A,

Denotamos por H,(p) el espacio de Hilbert, cuyos elementos son los polinomios del
grado < n, y el producto escalar esta dado por la siguiente igualdad:

QRO = [~ QUIEIAY)

Asf, H,,(p) es Ppiq con (),
Los monomios 1,\, A2,... A" forman una base en este espacio, y utilizando el procedi-
miento de ortogonalizacién de Schmidt podemos obtener una base ortogonal:

k—1
Po=1,P(N) = N +>" "N (1<k<n) (3.2.7)

=0

Donde los niimeros 53(“ son los coeficientes encontrados con el proceso de ortogo-
nalizacion de Schmidt y

B = (BN, B(V),

Entonces los polinomios

Py = B (B, By (3.2.8)
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con 0 < k < n forman una base ortonormal en el espacio H,,(p):

Lk=j

(Pe(A), Bi(N), = 0ki = { 0,k +#j

Como los polinomios APy()\) tienen grado k + 1, pertenecen al espacio H,(p) para
k <n—1, por lo que

k+1
AP =Y aPP(N)  k=01,...n—1 (3.2.9)
donde
ol = AR ROV, = [ AROVPDVd) = (AP e (3:2.10)

Como los polinomios P;(A) son ortogonales a todos los polinomios del grado menor

que 7, tenemos que

agk) =0

sit>k+10k>i+1,dedonde vemos que la expansion 3.2.9 tiene la siguiente forma:
AP(A\) = ol Py(A) + ol PL(N)

AP = ol P (V) + oV BN + ol Poy () 1<k <n—1) (3.2.11)

Introduciendo la notacion

ar = (AP(N), Pc(V), = o (3.2.12)

b = (AP(N), Peya(N), = afty =a ™ (3.2.13)

obtenemos que los polinomios satisfacen las igualdades de recurrencia:
be—1Pi_1(A) + ar P(A) + bk Pea1(A) = AB(AMN0 <k <n-—1
donde Py(A) =1y b_; = 0. Los coeficientes a;, y by en estas igualdades son reales y
ar > 0,b, >0 0<k<n-1

Efectivamente, la positividad de los niimeros a; se ve en la férmula:

o= [ TP B ()

[e.9]



44 3. PROBLEMAS INVERSOS Y LA funcién m DE WEYL

notando que los saltos de la funcién no-decreciente p(\) se sitiian en el semieje positivo;
por otra parte, sabemos que

AP,(A) = a) Py (A) + o(AFFY) (3.2.14)

pero tomando en cuenta la definicién de P,(A) y 3.2.7

5 k k=1 (k) y 4 E
Pk()\> _ fk(/\) _ A _'_XEJ:O BJ A _ A)\ —|—O(>\(k))
I I LY I ]
y también
)\k—i—l
Pei(\) = 1 + o(AFFD) (3.2.15)
[P
Luego,
k 2t
APL(A) = A= + o(\")) = -— + o(AFHD)
] ]

Por lo tanto, combinando 3.2.14 y 3.2.15

Ak A\f+1
— + o(AFHD)) = b + o(AFF1)
|2 [P
y se concluye que
|2
by = +—7 >0

o]

De esta manera, los polinomios P,(\) son generados en el sentido de 3.2.11 por la
siguiente matriz de Jacobi:

ao b() 0 c. 0
J — bo aq bl 0 (ak >O,bk >O),
0 0 0 an,

donde por definicién:
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Mostraremos ahora que la funcién espectral p;(A) de esta matriz coincide con la funcién
p(A). En los renglones anteriores fue establecido que la funcién ps(A) es escalén no-
decreciente y que sus saltos se sitian en las raices del polinomio

Q) = AP,(A) — anPy(N) — byt Pur(N) (3.2.16)

y los polinomios Py () 0 < k < n forman una base ortonormal en el espacio H,,(p).
Pero segin la construccion, los mismos polinomios forman una base ortonormal en el
espacio H,(p), por consecuencia, las funciones p(\) y ps(A) generan en el espacio P,
el mismo producto escalar, esto es:

/ QRN dps (A / QRN do(N) (3.2.17)

para todos los polinomios Q(A), R(A) de grado menor o igual a n. En efecto, multipli-
cando las dos partes de la igualdad 3.2.16 por P;(\) e integrando por la medida dp(\)
encontramos que:

o0

/_°°@<A>de<x>= / APOVBOMAN) —an (BB, o

—bn_1 (Po1(X), B3 (M),

Analicemos qué sucede con cada sumando de la parte derecha. Si j <n — 1:

/ TAPBI ) = (APa(A), Py (A)), = 0

o0

1 (Pa(N). P,(N)), = 0
b (Pt (V) (V) = 0

porque los polinomios Pj(A) son ortogonales a todos los polinomios del grado menor

que j.
Sij=n-—1,

/ AP Odp(N) = by

—00

an (Pn(N), Pnfl()\>>p =0
b1 (Pn_1(\), Pn,l()\»p =b,_1

y la parte derecha nuevamente se anula. Finalmente si j = n,

/_ TARNEM ) = a

[e.e]

an (Pa(N), Pn<)‘)>p
bn—l <Pn—1()‘)v PN(A» =0

p

:an
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y en esta caso también la parte derecha se anula. Por lo tanto,
/ QB Vdp(A) =0 j=0,1,2,....n (3.2.19)

y como los polinomios P;(A) (j = 1,...,n) forman una base en el espacio H,(p),
entonces

/ T QURMdp(N) = 0

para cualquier R(\) en H,(p)
En particular, si tomamos

RO) =T =)
J#jo
donde Ay < A\; < ... < A, son los puntos de los saltos de la funcién p(\), encontramos
que
Qi) [T o = A)Ap(x) =0
J#jo
donde Aj; = Ap();,) es el valor del salto de la funcién en el punto Aj,.

Como
TT v =), #0
J#Jo
Qn(Xj,) = 0, lo que implica que los puntos A; son las raices del polinomio @, ().

Consiguientemente, los saltos de la funcién espectral p;(\) se encuentran en los mismos
puntos donde se encuentran los saltos de la funcién p(A).
Por eso poniendo en la igualdad 3.2.17

QN =R =[x -N)

i#Jo
H(/\jo - /\i)2Aj0(J> = H()‘jo - )‘i)2Ajo
i#jo i#70
lo que significa que
Ajo(‘]) = A]'0

donde A; (J), A, son los saltos de las funciones p(A\) y ps(A) respectivamente en el
punto \;, Asi pues, las funciones escalones no-decrecientes p(A\) y ps(A) tienen los
mismos puntos de ruptura y los mismos saltos en estos puntos, de donde, tomando
en cuenta la normalizacién, concluimos que p(A) = ps(\). El resultado anterior nos
asegura entonces que cada funcién espectral determina de manera univoca una matriz
de Jacobi. Este resultado es uno de los pilares del anélisis espectral, y serd utilizado en
la seccién siguiente.
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3.3. Solucién a problemas inversos a través de la
funcion m de Weyl

Existe una enorme literatura sobre problemas espectrales inversos, y varios de ellos
han sido resueltos de diferentes formas. Nuestro objetivo serd estudiar el problema
planteado en el capitulo anterior y resuelto por Hochstadt, pero utilizando una de las
mas poderosas herramientas de la teoria espectral moderna, la funcion m de Weyl. Al
igual que en el capitulo anterior, tomaremos una matriz J de Jacobi de la forma:

Qo bo c. 0 0
bo aq b1 c. 0 (3 3 1)
. . . bnil . .

0 0 0 by1 ay
donde todas las a;, b; son reales y ademads las b; son positivas. Como ya vimos en el
Capitulo 1, los eigenvalores \; de J son simples y ademés los eigenvectores correspon-
dientes ; tienen la primer entrada ¢, diferente de 0.

El hecho central de la teoria de andlisis espectral inverso es que cada p determina las
a's y las b's y cualquier p puede ocurrir para una tnica J. La prueba usual de este hecho
es a través de polinomios ortogonales y ha sido publicada por diferentes matemaéticos.

Uno de los propoésitos en este capitulo sera probar este resultado basados en la funcion
m de Weyl.

3.3.1. Definicién de la funcion m de Weyl
Empezaremos definiendo un tipo especial de funciones de variable compleja z

Definicion 3.4. Fijemosn en N —{1}. Sean {b;} en RT, {a;} en R y sea J una matriz
de Jacobi finita. Sean
A n+1
{P(Zm])}]i()

{¢+(z7 j)}?:—l

dos funciones de variable compleja z definidas por :

bjP(z,j+1)+a;P(z,j)+bj_1P(z,j — 1) = 2P(z,7) (3.3.2)
para 0 < j<n+1y
bj+ (2,5 + 1) + aji(2,5) +bj—1¥4 (2,5 — 1) = 24 (2, J) (3.3.3)

para 0 < j <n—1 Con las condiciones:

P(z,—1) =0, P(2,0) = 1 (3.3.4)
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¢+(Z’n) = 171/}-1—(2’”—'—1) =0 (335)
Por conveniencia definimos b, =1 y b_1 = 1 para poder definir P(z,n+ 1) y 1, (z,0).

Proposicion 3.3.1. Las condiciones anteriores definen P(z,j) inductivamente como
un polinomio de grado j

Demostracion. Por definicién P(z,0) = 1 puede verse como un polinomio de grado 0
en z, P(z,1) podemos despejarlo de la relacién de recurrencia cuando j = 0:

boP(z,1) + agP(z,0) +b_1P(z,—1) = zP(z,0)
como P(z,—1) =0y P(z,0) =1 se tiene

boP(z,1) +ap =z

z Qo
P(Z,l):%—b—o

es un polinomio de grado 1 en z. Cuando j = 1 tenemos

b1 P(2,2) + a1 P(z,1) + by P(2,0) = zP(z,1)

1 z  a a1P(z,1) by

P(2.92) = —(2(= -0y 22\ %

(22) =3 G~ % by by
22 zag  aP(z,1) by
P(22) = = 2% _ ) _ %
(2,2) Dby boby by by

y P(z,2) es un polinomio de grado 2 en z. Comparemos ahora los P(z, j) con la expresion
general de los polinomios generados por la matriz de Jacobi encontrada en el capitulo
1:

bjP(z,j+ 1)+ a;P(z,j) +bj_1P(z,j — 1) = 2P(2,)

bj-1¢j1 +ajc; +bjcip = Ac;
o acomodando los términos:
bjCj_H + a;C; + bj—lcj—l = )\Cj

Es decir, cumplen la misma relacién de recurrencia, por esto, como ya se demostré en
el capitulo 1, es cierto que

1 .
P(z,j+1) = mzﬂ“ +... (3.3.6)
... bj

donde los puntos indican polinomios en z de grado menor a j + 1 y el coeficiente del
término principal es (boby ...b;) ! O
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Proposicion 3.3.2. P(z,j + 1) = (boby...b;) " det(zI — Jp j+1)) para j > 0 donde
Jiij41) es la submatriz de j +1 X 5+ 1 en la esquina superior izquierda de J

Demostracion. Iniciaremos la demostracion analizando como son las matrices Jj ji1).
Para 7 =0

J[1,1] = [a]
Para j =1
Qo b()
Jig = [ by }
Para j =2
Qo bo 0
J[1,3] = b ar b
0 bl a9

Claramente Jp j117 define una matriz de Jacobi de j +1 x j 4+ 1y det(z] — Jp j11)) es
por definicién su polinomio caracteristico y tiene grado j+ 1; por otra parte, por (3.3.6)

(bobl e bj)*lP(z,j + 1)

también es un polinomio de grado j + 1. Entonces es suficiente mostrar que tienen los
mismos ceros y multiplicidades. Tenemos que P(z,j+1) = 0 si y sélo si existe un vector
V= (vo,v1,...,v;) con vy # 0, tal que

(J[Lj] — Z[>7 =0

y como ya se ha mostrado antes, todos los eigenvectores de det J j4q) tienen vy # 0.
Asi, los ceros de P(z, j+1) son precisamente los eigenvalores de Jp j41). Dado que todos
los eigenvalores son simples, las multiplicidades son todas uno. O

Proposicion 3.3.3. Las condiciones anteriores definen ¥, (z,n — j) inductivamente
como un polinomio de grado j

Demostracion. 14 es similar a P(z,j), pero corre al contrario de P(z,j). Para j = 0
tenemos por definicién

77Z)+(Zun - O) = ¢+(27n) =1

que puede verse como un polinomio de grado 0. Para j = 1:
bu—1¥+(z,n — 1) + apthy (2,n) + by (2,0 + 1) = 2Py (2,n)
Y por definicion ¢, (z,n) = 1,9, (2,n+ 1) = 0 asi que para j =1

b1y (z,n—1)4+a, =z
2 an, (3.3.7)
1) = _
w-ﬁ-(ZJ n ) bn—l bn—l
es un polinomio de grado 1 en z Por el mismo razonamiento que para los P(z,7),
¥y (z,n — j) es un polinomio de grado j O
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Proposicion 3.3.4. ¢, (z,n — j) = (bp_1...bp—j) " det(z] — Jjpoji1n41]) para j > 1
donde Jy_ji1n41) €8 la matriz de j X j en la esquina inferior derecha obtenida de J
después de remover los primeros n — j+ 1 renglones y las primeras n — j+ 1 columnas.

Demostracion. Como ya vimos, 14 (n — j) es similar a P(z,j), pero corre desde la
esquina inferior derecha hasta la esquina superior izquierda, es decir al contrario de
P(z,7). Al igual que con los P(z,n) empezaremos revisando como son las matrices
J[n—j+1,n+1}
Para j = 1 tenemos:
Jpns1) = ] (3.3.8)

que es la matriz de 1 x 1 en la esquina inferior derecha de J después de remover los
primeros n renglones y las primeras n columnas. Para j = 2 tenemos:

Qp

Ap_1  bp—
Jn—1n41) = [ b _11 ! ]

que es la matriz de 2 x 2 en la esquina inferior derecha de J después de remover los
primeros n — 1 renglones y las primeras n — 1 columnas.

Para j =3
Ap—2 bn—2 0
J[n—2,n+1] = b2 Gn-1 by1
0 bn—l Qn,
Notemos que para j = n tenemos
[ aq b1 0 Ce 0
bl (05} bg Ce 0
J[l,n—H] = 0 by . 0
an—1 bnfl
L 0 0 ... bn,1 Qpn

que es la matriz de n X n en la esquina inferior derecha de J después de remover el
primer renglén y la primer columna, es decir la matriz truncada J,. Veamos ahora el
comportamiento cuando j =1

Por 3.3.7 . a,
Yi(z,n—1) = b, 1 - b .
y por 3.3.8
byt det(z] — Jinnt1]) = b1 (2 — ay)
oz Qy,
Cboa boa
Y se tiene

Yi(z,n—1) = b,y "det(2] — Jpnty)
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Nuevamente por el mismo razonamiento que para P(z, j)

Gz = ) = Bt bosyg) " det(z] = Jyugona)
O

Definicion 3.5. Dadas dos sucesiones u,,v,, definimos el Wronskiano modificado
W (wg, vi) por W (ug, vi) = by, [ugvr1 — Wi+10]

Proposicion 3.3.5. Para cualesquiera dos soluciones que cumplan con la relacion de
recurrencia indicada en 3.3.2, esto es

bjP(z,j+1)+a;P(z,j) +b;_1P(2,j — 1) = 2P(z,j)

0<j<n, P(z,—-1)=0, P(z0)=1

W (ug, vg) es sucesion estacionaria, es decir, W (ug,vy) = constante para toda 0 < k <
n

Demostracion. En efecto, tomemos dos soluciones cualesquiera u y v :

bju(j + 1)+ a;u(y) + bj_qu(j — 1) = zu(j)

by + 1) + a0(j) + by 1v(j — 1) = 20())
si multiplicamos cruzado por u(j) y v(j), tenemos:
aju(j) + bju(j —1)] = zu(j)v(j)

a;0(j) + bj-10(j — 1] = zv(j)u(j)

v(g) [bjulj +1

)+
u(g) [bju(j +1) +

es decir,
v(f)bju(i +1) +v(j)ajull) + v(i)bj—1u(j — 1) = zu(j)v(j)
u(j)bju(i +1) +u(d)ajv(y) + u(h)bj—1v(j — 1) = zv(j)u(y)
Y restando obtenemos:
v(f)bju(i +1) —u(f)bjo(g +1) +v(H)bj-1u(j — 1) —u(4)bj-1v(j — 1) =0
bj [v(f)u(i +1) —u(f)v(i + D] + bj—r [v(f)u(j — 1) —u(i)v(i —1)] =0
Por lo tanto
bj [v()u(j +1) —u(f)v(j + 1)] = bj—1 [u(i)v(j — 1) —v(j)u(j — 1)]

y concluimos que W (u,,v,) es constante, como se queria demostrar ]
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Definicion 3.6. La funcion de Green estd definida por
G(z,i,5) ={((zI = J)7'6;,6;)) 1<i, j<n+1 (3.3.9)
Para Im(z) # 0. Ocasionalmente también se usard
G[m,k](zalnj) = <5za (ZI - J[m,k})_15j> m < /iv .7 < k
Notando que J es una matriz cuadrada

Notemos que para que (21 — J)~'d; tenga sentido, es preciso que (2I — J)~! exista,
pero una condicién necesaria y suficiente para que (2 —.J) ™! exista es que det(z1 —J) #
0, es decir que z esté en el conjunto resolvente de J; al multiplicar (21 — J)~'d; estamos
obteniendo la j — ésima columna de la matriz del resolvente y al calcular el producto
punto con J;, obtenemos la i — ésima entrada de la j — ésima columna; al variar i, j
tendremos entonces que la funcién de Green mapea la matriz del resolvente de J.

Proposicion 3.3.6.
G(z,4,5) = W (P (2,7) ;44 (2,)] 7 P (z,min (i, 5)) ¥ (2, méx (i, j))
Demostracion. Por definicién,
G(z,4,5) = (2] — J)7'6;,6;)

Y explicamos ya que al variar ¢ y j obtenemos la matriz del resolvente de J. Mostraremos
que el producto de la matriz (2 — J) con la matriz con entradas

yiy = W (P (2,) ¢4 (2,))] 7" P (2,min (i, §)) ¥ (2, méx (i, )

es la matriz identidad I, lo que implicard entonces que esta matriz es igual a (21 — J) ™!
es decir a G(z,1,j).
Tenemos entonces que las entradas z;; del producto de estas matrices es igual al

producto punto de
(0,...,—67;_1,2’— ai,—bi,...,O)

y de la columna con entradas y;; dadas por
yij = WP (z,min (i, j)) ¢4 (2, méx (i,7)) i=0,...,n

y donde para simplificar hemos definido W = W (P (z, ) , 14 (z,-)), ya que es constante.
Tenemos entonces que

wij = =bina WP (2,min (i — 1, 7)) ¢4 (2, méx (i — 1, 7)) —

_aiW_lp (Z7 min (27])) w-&- (Zv max (%])) +
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WP (z,min (4, 7)) ¥y (2, méx (i, 7)) —b;W P (z,min (i + 1, 7)) ¢, (z,méx (i + 1, 7))

Supongamos que i+1 < j (y entonces la entrada z;; no esta en la diagonal)
2y = —bi AW P (2,0 — 1)y (2,5) —a;W TP (2,0) by (2,5) +2W TP (2,0) by (2,5) —

bW TP (2,0 4+1) ¥y (2, 4)
= 2y = Wy (2,5) [=bia P (2,0 = 1) — ;P (2,9) + 2P (2,1) = b;P (2,0 + 1)]

pero P(z,-) cumple la relacién de recurrencia
bjP(z,7+1)+a;P(2,5) +bj_1P(2,5 — 1) = zP(2,))
Por lo tanto

Lij = W_11/)+ (2,4) [=2P(2,i) + 2P (2,4)] = 0

Similarmente, cuando ¢ — 1 > j tenemos

2y = bisi WP (2,7) ¥y (2,0 = 1) + aW TP (2,) ¥y (2,0) = 2W TP (2,5) ¥y (2,4) +

+oW TP (2,5) ¥y (2,0 + 1)
Lij = w=ip (2,7) [bim194 (2,0 — 1) + aipy (2,4) — 2p4 (2,4) + bihy (2,0 + 1)
pero 1 (z,-) también cumple la relacién de recurrencia, Por lo tanto
Tij = W_IP(Zaj) [Zw-F(Z?i) - Z¢+ (Z,Z)] =0

Por ltimo examinemos qué sucede con los elementos de la diagonal, es decir cuando

i=J

v = bia WP (2,5 = D) s (2,0) + ;WP (2,7) ¥4 (2,) = 2W P (2,) ¥4 (2,5) +
+o WP (2,) s (2,5 +1)

:>xjj:W_l[bj—lp(zvj_1)¢+(Zaj)+ajp<zvj)¢+ (Z,j)—ZP(Z,j)¢+(Z,])
+bJP(Z7j)¢+(Z7]+1)]

:>ij:Wﬁl[bjflp(zaj_1>1/}+(Zaj)+ajp(zaj)w+<zaj>_ZP<Zaj>w+(Zaj)+
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Si en esta expresiéon sumamos y restamos b;P (z,j + 1) ¢ (2,7) v agrupamos te-
nemos

xjj:Wﬁl[bjflp(zvj_1)w+<z7j>+a’jp<zvj>w+ (Zvj)+bjp(z>j+1>w+ (Zaj)
_ZP(Z7])¢+(ZM7)+bJP(Za])w+<Z>J+1)
—biP (2,5 + 1)y (2,7)]

= aj; = Wiy (2,5) (bj-1P (2,5 — 1) + ;P (2,5) + 0;P (2,5 + 1) — 2P (2, 7))
+0;(P (2,5) s (2,5 +1) = P (2,5 + 1) ¢y (2,]))]

es decir,

=Wy (2,) (2P (2,) = 2P (2,5)) + b(P (2,5) ¥+ (2,5 + 1) = P (2,5 + 1) ¢4 (2, )]

= W0+ W(P,4y)]
pero W = W (P, 1, ), por lo tanto

ri=1l&i=7 y x;; =0
en cualquier otro caso
2 G(z0,5) = WP (z,-) 04 ()] P (z,min (i, ) ¢4 (2, méx (i, )

como se queria demostrar O

Podemos ahora definir la funcion m

Definicion 3.7.
m = < ZI J 50, 50>

w+(zvo)
b_194(2,—1)

Demostracion. Recordemos que P(z,0) = 1; P(z,—1) = 0; por otra parte,

Proposicion 3.3.7. m(z)= —

Gz.i,§) = {(2I — J)718;,8,)

por definicién, y también hemos demostrado que

G(z,4,§) = W (P (2,-) ¢4 (2,))] " P (z,min (i, §)) ¥4 (2, méx (i, 1))
entonces
< Z[ J 150,(50> G Z 0 0)
= [W (P (2,-) ¢4 (2,))]"" P(zmin(0,0)) ¢, (2, méx (0,0))
= [W (P (2,-) ¢4 (2,)] 7" P(2,0) ¢y (2,0)

vy (2,0)
W(P(Z7 )71/J+ (Zv'))
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pero

es constante, en particular para j = —1

W (P (’27 ) 71/J+ <Z7 )) (_1> =b_y [P(Z, —1)¢+(Z70) - P(Z7O)¢+('Z7 _1>] = —b_1¢+(2, _1)
porque P(z,0) =1y P(z,—1) =0

Q/J-&- (Z’O)
b_1¢+(2, _1)

como se queria demostrar O]

m(z) =—

Notemos que la m-funcién que acabamos de definir m(z) = ((2I — J) ™14y, &) repre-
senta, esencialmente, la misma relacién utilizada por Hochstadt para derivar la féormula
que nos permite obtener las entradas de la matriz:

_ A(N)
M — )76y, 860) = ==

Cabe notar que Gestezy y Simon [3] definen la funcién m (que para diferenciarla

denotaremos como mg(z)) por

ms(z) = (8o, (J — 21)""do)

que guarda la relacién siguiente con la m funciéon definida en los renglones anteriores

mg(z) = —m(z)

Por otra parte, como se mostrara a continuacién, la funcién espectral definida en
la seccién 3.2 y la funcion m que acabamos de describir tienen una relacién biunivoca,
que permite identificar de manera tnica a esta funcién m con una y la misma funciéon
espectral. Este resultado serd fundamental en nuestro trabajo, pues al mostrar que es
precisamente la funcién espectral definida la que permite describir la funcién m como
una integral de Riemann-Stieltjes, podremos obtener como corolario el primer teorema
demostrado por Hochstadt. El orden légico entonces, serd demostrar que es posible
identificar a la funcién m definida como una integral de Riemann-Stieltjes con respecto
a la funcién espectral p definida en las secciones previas; una vez demostrado esto, se
demostrard que tal p es unica y concluiremos que podemos expresar m(z) en términos
de la medida espectral dp. Antes de iniciar conviene precisar algunas cosas. La medida
generada por la funcion p es tal que sélo los conjuntos que contienen los puntos de
los saltos tendran medida diferente de cero. Asi, si se define la siguiente relacion de
equivalencia:
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QKJ+I T §+J’
o [
2 ] 2
]L W L

Figura 3.1: Conmutacién a través del operador multiplicacién identidad (Mid)

Definicion 3.8. fRg < [,(f —g)dp =0

se prueba que efectivamente es una relacién de equivalencia y entonces las funciones
que coinciden en los puntos donde existen los saltos son iguales pues coinciden “casi en
todas partes”, y estan relacionadas segun la relacion R; por otro lado, si definimos ILP
como el espacio vectorial cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relacion
R podemos tomar cualquier representante de la clase de equivalencia y trabajar con
su norma, ya que su valor no depende del representante de la clase de equivalencia
escogido. Usualmente no se hace distincion entre funcion y clase de equivalencia en
este contexto. Ahora bien, se sabe que el polimonio del grado < N — 1 se reconstruye
unicamente por sus valores en N puntos. Asi pues, tomando valores de una funcién en
los puntos de salto, podemos construir el polinomio del grado menor o igual a N — 1
que es igual a esa funcion “casi en todas partes”. Asi, todo el conjunto de las funciones
se divide en clases y hay un polinomio que es el representante de cada clase. Teniendo
en mente lo anterior, continuaremos demostrando el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. Con la definicion dada de funcion espectral, y con la transformacion
U definida en la seccién 3.2, se tiene que para toda x € C**

Jr = U *MidUx (3.3.10)
donde (Midg)(A\) := Ag()\) (ver figura 77 ?)
Notemos que Jx = U ' MidUx es equivalente a
(J—z)"'=U"Y(Mid—=2I)" Uz

para toda z que no pertenezca al espectro de J

2Los espacios ILP son los espacios vectoriales normados mas importantes en el contexto de la teorfa
de medida y de la integral de Lebesgue. Reciben tambien el nombre de espacios de Lebesgue.
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Demostracion. Primero probemos que para toda j=0 ...n
[U(J6;)] (A) = AP;(A)

Para esto, vemos que

U(Jo;) =U = 0j—1P1(A) + a; Pj(A) + b;Pj11(})

bj—1Pj1(A) + a; P;(A) + b Py (A) = AP;(A)

segun la relacién de recurrencia que hemos visto en secciones anteriores.
S AUI8)] (A) = AR (M)

Ahora sea x = )" o;0;, entonces

[U(Jz)] (A) = (M)

U(Jioﬁ&')
_ ZaiU(J(SZ-)()\) = Z a;AP;())

= A Z a;i P;(A) = [Mid (Uz)] (A)

entonces Jr = [U~'MidU] x

De lo anterior se sigue que

(J =2z =U"(Mid— 2I)Ux

U=z = (Mid—21)Ux
o U (Md - z[)_lU] (J—z2)z =2
(J=zD) g =UTY (Mid - 2I) ' Ug
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para toda g o equivalentemente,
U(J—2I)"g=(Mid—=2I)"Ug

Considérese ahora
<(50, (J — Z[)_l 50>

De acuerdo a la igualdad 3.2.4 se tiene

m(z) = (8, (J — 2I)"" &) = o UbU (J — 21) " Sodp(N) (3.3.11)
_ / T (Mid— =) 1dp()) = / m ip&i (3.3.12)
=2 % - . (3.3.13)

donde, al igual que en la seccién 3.2, p(A) es una funcién escalén no-decreciente, continua
por la izquierda con puntos de crecimiento uinicamente en los puntos de discontinuidad
Ao, A1, Ag, ..., Ay, e igual a cero para A < \g, y cuyos saltos se determinan como
1
Ap(Aj) = p(Aj +0) = p(X; = 0) = =577
)= T SL RO

Mostraremos ahora la unicidad.

Teorema 3.3.2. Para cualquier funcion escalonada p con puntos de crecimiento unica-

mente en los puntos de discontinuidad g, A1, ..., A\, tal que
oo dp(A
/_ . /\PE 2 = m(2)

con m la funcién m de Weyl correspondiente al operador J, se tiene que p = p, donde
p es la medida espectral de J

Demostracion. Supongamos que existe p tal que

Si
/+°° dp(N) =
oo )\—z_izo)\i—z
y

/+°° dpN) @
_ A—z )\1, —Z

o0 1=0
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29

a; — Q;
= =
Z o
para toda z # \;

Si
a;,—a; #0 y e=min{|\, — N\ tal que i #ig}

escojemos z € R tal que

para toda i # i

(basta tomar z tal que |\, — z| <
De aqui se sigue que

Yot
)\i—Z

iio

<3|%

iio

= €Z|az_@z

/\i—Z 2 izi

si |\, — 2| < § para toda i # ig. Asi, para estos valores de z

0 — a; — Q4 QG — QG . a; — O QG — QG M
- )\Z—Z /\Z‘O—Z — )\Z—Z /\iO—Z
=0 i#i0
puesto que
o — &Z
o )\z —Z
esta acotada y hemos escogido M tal que M > )Zro S
=0 A=
Como _
u _> o0
)‘io —Z

cuando z — )\;,, entonces existe una vecindad Vj (\;,) tal que

QG — QG

N —

20

z € Vs(Ny) implica

y concluimos que p = p

(3.3.14)

]

Hemos demostrado entonces que m(z) se expresa de manera univoca en términos

de la medida espectral dp:

m(z) :/ipT()\Z)

Provistos de esta certeza, continuaremos demostrando otros resultados que nos permi-

tiran concluir este capitulo.



60 3. PROBLEMAS INVERSOS Y LA funcién m DE WEYL

Teorema 3.3.3. Sin es finita, entonces

H?:l(z — 1)
H?:o(z — )

donde g < ...\, son los valores propios de J y 3 < ... < p, son los valores propios
de J; (la matriz truncada)

m(z) = —

Demostracion. De la proposicion 3.3.7

¢+(Z’ 0)

M) = T (D)

Y por la proposicion 3.3.4

Vi (2,0) =Y, (z,n—n) = (bp_1...b1bo) " det(z] — Jint1])

’l/)+(2, —1) = ’Qb_i_(Z, n — (n + 1)) = (bn—l ce bob_l)_l det(z[ — J[07n+1])
asi
er(ZaO)
b—1¢+(27 _1>
bu_1...b1bo) tdet(2I — Jpyp
S S L L) = T Junsa) (3.3.15)
bfl(bnfl Ce bobfl) det(z[ — J[07n+1])
_ _det(z[ — J[l,n-l—l})
det(z[ — J[07n+1})

m(z) = —

donde por definicién Jj; ,41] es la submatriz obtenida de J al remover el primer renglén
y la primera columna, es decir la matriz truncada y Ji 1] es la matriz original J; por
otra parte

det(z — J) = H(z —\)

e

n

det(zI — Jpi ) = H(Z — 1)

Por lo tanto
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Corolario 3.3.1. (EQUIVALENTE AL TEOREMA 2.2.1 PERTENECIENTE A HOCHSTADT)

El conjunto
{)‘j };‘L:o U {Mi}?:l
donde {A;}_, es el conjunto de valores propios de J y {p;};_, es el conjunto de valores

propios de la matriz truncada J., determina univocamente J. Cualquiera conjuntos de
{NYi—o v {mitiz, son permitidos siempre que

Ao < g < A1 < g < oo < by < Ay

Demostracion. Por el teorema 3.3.3 {\;}'_ U {p;},, determina m(z) y m determina
dp; hemos ya demostrado que dp determina de manera univoca las a y las b, es decir a
J. Por otro lado, si

entonces la condicién
Ao < 1 < AL < g < oo < iy < Ay (3.3.16)

es equivalente a a; > 0V j.
En efecto, es suficiente, pues si suponemos que 3.3.16 tiene lugar, entonces del
teorema 3.3.3 tenemos que

H?:1<Z_Ni) _ - Q'
o) 2%,

pero tomando denominador comun en el lado derecho y desarrollando tenemos:

m(z) = —

zn: Q; OéOH??go()\j —2)+... +a”H?¢n(>\j —2)
J=0 A2 H?:o@‘j )

Por lo que

Pz m) [0 —2)+ . a0 —2)
H?:O(Z —-N) H?:o@‘j - 2)
()" a0 [TV = 2) + o+ an [, (A = 2)
(=1)" [[=o(A — 2)
Qo H?;éo(z — )+t an H;;n(z —Aj)

H;L:o(z =)

Por lo tanto . .

H(z—ui):aln(z—)\j)—i-...—l—ann(z—/\j)

i=1 J#0 J#n
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Y obtenemos expresiones explicitas para cada «; evaluando en z = A\

H?:1(/\k: - Mi)
H?;ék()‘k - /\j)

(3.3.17)

A =

ap >0

si y solo si
n

H(Ak — i)y H (Ae = Aj)

=1 ]:Ovvn»]#k

tienen el mismo signo.
Analizando 3.3.17 vemos que el numerador y el denominador tienen n términos, de
los cuales por la relacion

Ao < 1 < A < g < oo < e < A < fper1 < Apaq < oee < i < Ap

k términos tienen signo negativo y n — k son positivos:

(A = ) (A = pr2) - (M — pa—1) (A — ) (M = prer1) - (A — pin)
(A = 20) Ak — A1) - ( Ak — Ar—1) (M = Mer1) Ak = Agga) - (A — An)

. —

es decir, el numerador y el denominador tienen el mismo signo y por lo tanto
ag >0

. . n n . .,
3.3.16 es necesaria, pues si suponemos que {A;};_, v {};_, no satisfacen la relacién
de orden, entonces existe al menos una k tal que

Ak ¢ [:uk? Mk+1]

asi, mientras el denominador no cambia de signo, el numerador si lo hace, pues o bien
(Ax — px) ahora es negativo, o bien (A, — px41) es ahora positivo. En cualquiera de los
casos o < 0 porque el numerador y el denominador tendréan ahora signos diferentes.
Concluimos entonces que

ap >0 A< <A <o < iy < Ay

lo que demuestra completamente el corolario O



Capitulo 4

CONCLUSION

Hemos visto entonces dos demostraciones de un mismo resultado, hemos clarificado
cada uno de los pasos seguidos en ellas asi como la logica y los elementos matematicos ex-
plicitos o implicitos que los autores utilizaron. Mientras que en el articulo de Hochstadt
el resultado es el teorema principal, en el trabajo de Gesztezy y Simon ese resultado
es un corolario, sin embargo esta diferencia aparentemente grande es comprensible si
analizamos el aparato matematico que hubo de desarrollarse para lograr esta aparente
simplificacion, el uso de la integral de Riemman-Stieljes, la funcién espectral, el Wron-
skiano modificado, la funcion m de Weyl y la identificaciéon de la funcién espectral y
la funcion m de Weyl. Por otra parte, el articulo de Hochstadt incluye otros resulta-
dos referentes a problemas inversos similares, que es altamente probable que puedan
ser obtenidos utilizando la funcion m de Weyl y la funcién espectral; de igual manera
podemos ver como el avance de las matematicas hace posible ir obteniendo resultado
mas generales ayudandonos a entender y modelar de una mejor manera y mucho mas
potente, conceptos y temas en este caso de algebra lineal y fisica matematica a partir
de los cuales se obtienen resultados previos como corolarios.
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Capitulo 5

APENDICES

5.1. Espacios vectoriales

Definicion 5.1. Sea V' un conjunto no vacio y K un campo. Si en 'V pueden definirse
2 operaciones:

1) Suma de elementos de V/

2) Multiplicacion por un elemento del campo K (escalar )

Que cumplen con las siquientes propiedades:

Propiedad 5.1.1. Si u,v € V', entonces u + v € V (Cerradura bajo la suma)

Propiedad 5.1.2. Para todos u,v,w € V,(u+v) + w = u + (v + w) (Ley asociativa de
la suma)

Propiedad 5.1.3. Existe un elemento 0 € V' tal que para todov € Vv +0=0+0v =v
Propiedad 5.1.4. Si v € V, existe un elemento —v € V', tal que v + (—v) =0
Propiedad 5.1.5. Si v+ u € V, entonces u + v € V' (Conmutatividad de la suma)
Propiedad 5.1.6. Siv eV y a € K, entonces av € V
Propiedad 5.1.7. Siv,u € V' y a € K entonces a(v + u) = av + au
Propiedad 5.1.8. Siv € V' y o, € K, entonces (« + 5)v = av + fo
Propiedad 5.1.9. Siv € V' y o, f € K, entonces a(fv) = (af)v
Propiedad 5.1.10. Para cada v € V,1lv = v, (el 1 es el 1 del campo)

Diremos que V' es un espacio vectorial sobre el campo K y a sus elementos los

llamaremos vectores.

Es comun decir solamente “espacio vectorial”, omitiendo “sobre el campo K7 siempre
que es claro el campo sobre el que estd V.
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Definicion 5.2. Sea V un espacio vectorial. Llamaremos una combinacion lineal de
elementos de V' a una relacion de la forma:

a1V + QU + g3 + g + ... + ANUN
donde o; € K,v € V para todai=1,... N

Cabe senalar que de acuerdo con las propiedades 4.1 y 4.6, toda combinacién lineal
de elementos de V' es un elemento de V.

5.1.1. Subespacios vectoriales

Definicion 5.3. Sea U = {uy,us,us,...} C V. Si en U se cumplen los axiomas de un
espacio vectorial, es decir si U es en si mismo un espacio vectorial, decimos que U es
un subespacio vectorial de V.

Proposicion 5.1.1. La interseccion de 2 subespacios vectoriales es un subespacio vec-
torial

Demostracion. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K Sean U, W subespacios
vectoriales de V. Como U, W son subespacios vectoriales, entonces

TeU y Tew
asi que 6) € U NW; por otra parte, vemos que si z,y € U NW entonces
zvyyelU vy x,yeW
pero U, W son subespacios vectoriales, asi que
r+yelU y x4+yeW

entonces x +y € UNW.

Finalmente, si x € UNW entonces vt € Uy x € W, asi que ar € Uy ax € W
para toda a € K, porque U y W son subespacios vectoriales, pero esto implica que
ax € UNW. Por lo tanto U N W es un subespacio vectorial de V. O]

5.2. Bases de un espacio vectorial

5.2.1. Independencia lineal

Definicion 5.4. Sea S = {v1,v9,v3,...} C V. Diremos que S es un conjunto lineal-
mente independiente st

O[1U1+052’02+(){3U3+Oé4’04+...+:O

mmplica oy =y =a3=...=0
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Notemos que el 0 en la ecuacion de la combinacion lineal es el 0 vectorial, mientras
que el 0 de las ecuaciones de los escalares es el ‘0’ _d)el campo. De aqui en adelante para
ser mas precisos indicaremos el 0 vectorial como 0

Si existe una combinacion lineal de elementos de S, igual a O con al menos un
escalar diferente de ‘0’ diremos que el conjunto es linealmente dependlente.

Definicion 5.5. Al conjunto de todas las combinaciones de un subconjunto S C V le
llamaremos el span de S y lo denotaremos por sp(S), es decir

sp(S)={u eV tal que u=ajv;+ asvs + azvz + ayvy + ... + anvy

con v; € S para toda i y o; € K para todai=1,...,N

5.2.2. Conjunto generador

Sea S C V. Si todo elemento del espacio V' puede escribirse como una combinacion
lineal de los elementos de S, decimos que S genera V.

Definicion 5.6. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y S = {v1,v9,v3,...} C
V. Diremos que S es una base de V' si S es linealmente independiente y genera V.

Ejemplo. En R” los vectores
er =(1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...e, =(0,0,0,...,1)
forman una base

Proposicion 5.2.1. Sea P, el espacio vectorial de todos los polinomios de grado < n—1.
El conjunto P(\F) = {)\k =0,1,2,...n—1,\# 0} forma una base en P,

Demostracion. Primero se demostrara que cualquier elemento de P, puede ser escrito
como una combinacién lineal de los elementos de P(\F). Sea P €P,, entonces

P=a, A"V a, oA+ a, s A"+ L+ a) + ag
pero esto es precisamente la definicion de que P sea combinacién lineal de
PAID DTN L

es decir P es combinacién lineal de los elementos de P(A¥). Tomemos ahora una com-
A L - —
binacién lineal de los elementos de A" igual a 0 :

%
A A" P a, A2+ a, NP+ L+ adtag= 0
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Notemos que en este caso el 0 es el 0 del espacio vectorial, es decir el polinomio idénti-
camente cero Py(A) = 0 para toda A. Por otra parte,

A A A A A2+ a, N 4 a) +ag

se anula a lo més en n valores de A (sus raices), entonces la igualdad se cumple si y sélo
si.a; = 0 para toda ¢, porque de otra forma no tendria las mismas raices que el polinomio
0 y dos polinomios son iguales si y sélo si tienen las mismas raices. Asi concluimos que

_>
Ay A" P a, A2 a, NP4+ L+ adtag= 0

si y solo si a; = 0 para toda i y el conjunto P(\*) es linealmente independiente. Por
ultimo, se demostrara por reduccion al absurdo que la combinacion lineal con la que se
expresa un elemento de IP,, como combinacién lineal de elementos de P(A\*) es tnica.
Supongamos que P € P, y que existen 2 combinaciones lineales de P(\*) diferentes
que expresan a P

P =a, "+ an N+ 4 a) + ag

P =b, A"+ b, NP+ . 4+ by

0=pP-P

= (an — bn)/\n + (an_l - bn_l)An_l + ...+ (CLl - bl))\ + ((lo - bo)

Entonces el polinomio 0 se anula a lo més en n valores de A (!). Por lo tanto es falso
suponer que existen 2 combinaciones lineales de P(\¥) diferentes, y la expresiéon de P
en términos de elementos de P()\¥) es tinica ]

5.3. El producto interno

Sea X un espacio vectorial. Decimos que en X esta definido un producto escalar, si
existe una funcién numérica (x, y) de 2 variables que satisface las siguientes propiedades:
Propiedad 5.6.1. Definida positiva: (x,z) >0 y (z,z) = 0siy sélosi z es el 0 vectorial
Propiedad 5.6.2. A (z,y) = (Ax ,y), con A un escalar
Propiedad 5.6.3. (ax + fy , z) = a{x ,z) + By, 2)

Propiedad 5.6.4. (z,y) = (y, )

El producto interno también es conocido como ”producto escalar” o ” producto pun-
to”. En realidad, es posible definir méas de una funcién que cumpla con las propiedades
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mencionadas, sin embargo en el caso de R™ existe una funcién que es utilizada de manera
estandar definida por
n
i=1

para toda & = (x1, 22, ..., %),y = (Y1,Y2,---,Yn) € R™.

5.4. Matrices

Definicion 5.7. Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de mn nimeros dis-
puestos en m renglones y n columnas:

a1 a2 ... Q15 ... Qin
21 Q2 ... Q25 ... Q2
;1 Qg ... Qi ... Qg
Am1 Om2 -« Qmj ... Gmnn

Cuando m = n, es decir cuando el nimero de renglones es igual al nimero de
columnas, tenemos una matriz cuadrada. Puede verse facilmente que si definimos la
suma de 2 matrices cuadradas A y B como la matriz C' que tiene por entradas ¢;; =
a;j + b;; y el producto por un escalar A = aa;; para toda 7, j el conjunto de todas las
matrices cuadradas con entradas complejas es un espacio vectorial.

Definicion 5.8. Nicleo de una matriz. Sea A € M, ,,(C); A: C™ — C™. Definimos el
nicleo de una matriz y lo denotamos como ker A al conjunto {x € C™ tal que Ax =0}

Notemos que ker A € C" # () siempre, pues como A representa una transformacién
lineal, A0 = 0 por lo tanto 0 € ker A.

Proposicion 5.4.1. El nicleo de una matriz es un subespacio vectorial de C" :

Demostracion. Vimos en el parrafo anterior que ﬁ € A; ademas si
x,yEkerAéAx:ﬁ:Ay
y como A es lineal
Ax + Ay = Az +y) —0T+0=10 (x+y) €ker A
Por ultimo si z € ker A y a € R, a # 0, tenemos que
Ar =0=aAxr = Aax =0 .. ax € ker A

lo que completa la demostracién O
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Proposicion 5.4.2. Sea A € M,,,,(C); A:C" — C™.
A(C™) ={y € C"tal que 3 v € C", Az = y}
definido como el contradominio o imagen, es un subespacio vectorial de C™

Demostracion. Sean y;,ys € A(C™)
Si yp,y2 € A(C™) entonces existen xy, o € C" tales que A(z1) = y1; A(xe) = yo,
luego

Y1 +y2 = A(r1) + A(z2) = A2 + 72)
entonces existe x = x; + xo € C" tal que A(x) = y; + ya, por lo tanto y; +y, € A(C™)
Por tltimo, sea a € Ry y € A(C™). ay = aA(x) = A(ax), entonces existe r; = ax

en C" tal que A(z1) =y, por lo tanto ay; € A(C™) y concluimos que el contradominio
o imagen, es un subespacio vectorial de C™ [l

Proposicion 5.4.3. Sea A€ M.,

a7 QA12 ... QAip
a21 A29 ... Q9pn
A=
Ap1 Ap2 ... Qpp
El producto de una matriz A por el vector canénico §; = (0,0,0,4,...,0) es igual a la

1 — ésima columna de A.
Demostracion. Sea R;4 el i — esimo renglén de A. Recordemos que la entrada x;; del
producto Ad; es, por definicién, el producto punto del renglén i de A por é;, es decir:
z;j = (Ria, 0;) entonces

11 = <R1A, (51> = <(a11, aA12, 13,y -« -y A4y - - - ,Clln), (0, O, O, cey 1, O, Ce ,0)> = Q1

T21 = (RQA, 5¢> = <(a21, 22, A23, - - -, A2i; - - - 7a2n)7 (07 0,0,...,1,0,... ,0)> = Q2

X311 = <R3A)5i> = <(a31aa327a337 ey A3y - e 7a3n)7 (07070a ceey 1707 s 70)> = a3;

Tpl = <RnA7 51) - <<an17 An2, An3, - -+ 5 Apgy - - -y arm)a (07 07 07 ]-7 s 70)> = An;

Por lo tanto Ad; = (a4, ag, as; . . . ap;) como se queria demostrar O
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5.5. Caracteristicas especiales de las Matrices tridia-
gonales

5.5.1. Caracterizacion de la matrices tridiagonales

Definicion 5.9. Sea A € M,,,. Diremos que A es una matriz tridiagonal si, excep-

tuando la diagonal principal, sobre la cual no pondremos condicion alguna, todas las

entradas son iguales a 0 excepto para aquellas entradas x;;con j=1+10j=1—1
Las siguientes matrices son ejemplos de matrices tridiagonales

01 0 0 28 0 00
10 3 00
90 2 0
08 5 20
03 0 7
00 10 0 0 0 10 8 6
00 0 79
Mientras que
32 01
9110
0 820
0210

no lo es.

Es importante notar que las condiciones establecidas en la definicion anterior impli-
can que la columna k — ésima de la matriz tiene un nimero bien definido de términos
diferentes de 0, en efecto, las entradas de la columna k tienen la forma:

Liky L2k L3k« + » Lk—2ks Lhk—1k> Lkks Lh+1ks Lhk4+2ks - - - Tnk,

Entonces, a partir del rengléon k+ 2 todas las entradas serdan 0, pues para estos términos
j#i—1loi+1

5.5.2. Caso particular de las Matrices de Jacobi

Por la proposicion 5.4.3 sabemos entonces que Ady es la primera columna de A y
en el caso en que A es una matriz tridiagonal, Ad, tiene Unicamente las 2 primeras
entradas diferentes de 0, de hecho si A es una matriz de Jacobi tenemos que

ap b(] 0 0 c. 0
b(] aq b1 0 e 0
A — b1 a9 bQ :
0o ... .o .. 0
. . e bn_g Ay —1 bn—l
| O O e 0 bn—l an i
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y Adg = (ag, bo,0...0), es decir Ady tiene inicamente las 2 primeras entradas diferentes
de 0. Notemos que es posible reescribir Ady como:

A(SO = CL()(SO + 1)051

Més atin, para A?dy tenemos: A5, = A(Ady), luego las entradas z;; de A(Ady) son
iguales a

$11—<R1A50,50> {(ao, bo, 0, ...,0), (ag, by, 0,...,0)) = a3 + bj

= (Roas,,00) = {(bo, a1,b1,...,0), (ag,bo,0,...,0)) = agby + a1by
x31 = (R3asy,00) = ((0,b1,a2,bs,...,0), (ag,bo,0,...,0)) = bob
x41 = (Ryasy, 00) = ((0,0, b9, as,bs,...,0),(ag,bo,0,...,0)) =0
x5 = (Rsasy,00) = ((0,0,0,b3,a4,b4,...,0),(ag,bo,0,...,0)) =0

En realidad, a partir del renglén 4 todas las entradas son 0, pues para que z;; =
(R;as,,00) sea diferente de 0 es necesario que R;4s, tenga al menos un valor diferente
de 0 en las columnas 1 o 2, pero esto sélo se cumple para los primeros 3 renglones de
A, porque a partir del cuarto rengléon las tnicas entradas diferentes de 0 son au3 y ays,
asf que A2, tendrd exactamente los 3 primeros renglones diferentes de 0 y los demés
0, de hecho por calculo directo obtenemos que

A250 = (&3 + bg, Clob[) —+ albo, bobl, O, 0, e ,O)

= (CL?) + b(Q))(S() + (aobo + albo)51 + b0b152

Siguiendo este razonamiento, vemos que
A6y = A(A?%6)

tendra exactamente los primeros 4 renglones diferentes de 0 porque A%d, es diferente de
0 sélo en los primeros 3 renglones y A tiene al menos una entrada diferente de 0 en las
primeras 3 columnas sélo en los primeros 4 renglones, nuevamente por célculo directo
podemos ver que

A3(50 = (CL(](CL?) =+ b%) + bo((lobg + alb()), bg(ag —f- bg) + a1<(10b0 + a1b0> + bob?,
bi(aobo 4 a1bg) + az(boby), bobibs, 0, ..., 0)

es decir
A350 — d050 + d1(51 ‘|‘ d252 + d3(52

donde las d; dependen de aq, aq, as, by, b1, bo
Concluiremos esta seccién demostrando que es posible expresar A¥§, como una
combinacion lineal de las primeros k vectores unitarios.
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Proposicion 5.5.1. Sea A una matriz de Jacobi. Es posible expresar A¥§y como una
combinacion lineal de las primeros k vectores unitarios

Demostracion. Demostraciéon por inducciéon. Hemos visto que el resultado se cumple
para n = 1. Supongamos que es cierto para n = k, entonces

Akdo = do(SO -+ d1(51 -+ d252 + ..+ dk(Sk
luego,
AML5y = A(A%6)
pero A*§, tiene exactamente los primeros k41 renglones diferentes de 0 y todo lo demés
0, mientras que A tiene al menos 1 valor diferente de 0 en las primeras k£ + 1 columnas

s6lo en los primeros k + 2 renglones, pues a partir del renglén k + 3 las tnicas entradas
diferentes de 0 son axyski2 y Qgiskia, €8 decir

(Ria, A¥6) = 0
para toda i > k 4 3 y consecuentemente todas las entradas z;; de AR5, seran 0 si
1> k+3
Entonces A*T1§, tiene exactamente los primeros k 4+ 2 renglones diferentes de 0 y
todo lo demas 0 Por lo tanto

ARy = dydo + di 61 + dyba + .. + di0k + Ay O
como se queria demostrar. ]
Corolario 5.5.1. d;, = byb1by, ... bp_1
Demostracion. Tenemos que
AFLSy = A(ARS) = A(doSo + dydy + doba + . .. 4 dp_105—1 + di0y)
= dyAdy + d1Ady + dayAds + ... + dp_1Ady_1 + di Ay,

pero
-0
br—1
Adp = | ar | = br—10k—1 + a0 + bpOp 41
by
L 0
entonces

ARy = doAdy + dyAdy + .. A dp1 Ad_1 + di(br_10k_1 + ard + bpdi1)

= dyAdy + dyAdy + ...+ dp_1 Adk_1 + dibr_10k_1 + dragdy + dibrpdriy

= dyAdy + d1Ady + ... + dj_1 Adk—1 + dibr—10k—1 + dragdy + (bobiba, . . . bg—1)bgdr11
por hipétesis, por lo tanto dgy 1 = bob1ba, ... bg_1bg O
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5.6. Vectores y valores propios
Definicion 5.10. Sea A € M,(R) y @ € R" . Consideremos la ecuacion
AT =7 (5.6.1)

Con A € R. Si A y un vector no nulo x satisfacen esta ecuacion decimos que A es un
valor propio de A y 7 es el vector propio de A correspondiente a A

Podemos interpretar los vectores propios de una transformacién lineal como aquellos
elementos del dominio de la transformacion con la propiedad singular de que su imagen
bajo la transformacién es un multiplo de si mismo. Al conjunto de todos los valores
propios A; € R se le llama el espectro de la matriz A y se denota por o(A); el nimero
real no-negativo p(A) = max {|\;|} se le llama el radio espectral de la matriz A.

Proposicion 5.6.1. Si ¢ es un vector propio, entonces ac,« € R también es un vector
propio.

Demostracion. Como se menciona al inicio de este trabajo, podemos sustituir matri-
ces cuadradas por operadores lineales, en este caso estaremos identificando A con el
operador T que la representa.

Sea @ un vector propio de una transformacion lineal Ty a # 0, entonces:

T(a @) =aT(7?)
porque T es una transformacion lineal, y también
T(?)=\¢
porque ¢ es un vector propio de T, asi que
T(a?@)=aT(?)=a\? = a7l = Aa?)
Por lo tanto a'@ es un valor propio asociado al vector propio < O

Definicion 5.11. Sea A una matriz de mn. Diremos que A es inyectiva si y solo si
ker A = {0}, en este caso decimos que la matriz es no degenerada. Si m < n la matriz
sitempre es degenerada.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
I. La matriz A es no degenerada
11. Existe la inversa de A

11. El rango de la matriz A es n (rank A =n)
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1v. El determinante de A es diferente de 0 (det A # 0)
v. Dim (codominio de A) = n
VI. Dim ker A =0
Vil. El sistema lineal de ecuaciones Az = 0 tiene tnica soluciéon x = 0

VIII. 0 no es un valor propio de A

5.7. Operadores lineales

Cabe mencionar que varios de los resultados que se presentan en esta seccion son
estudiados con mucha mayor profundidad en la teoria de operadores lineales, pero
aqui solo se mencionan de manera somera y en algunos casos se daran por hecho varios
de ellos. El concepto de operador o transformacién sobre un espacio de Banach es una
generalizacién natural de la idea de una funcién de variable real. Los operadores lin-
eales sobre un espacio vectorial normado son frecuentemente utilizados para representar
cantidades fisicas y por esto son muy importantes en matematicas aplicadas y en fisica
matematica.

Definicion 5.12. Sean U,V espacios vectoriales y sea T’ : U — V . Diremos que T es
una funcion lineal o un operador lineal si cumple las siguientes propiedades:
Propiedad 5.12.1. Para toda u,v € U, T'(u +v) = T'(u) + T'(v)

Propiedad 5.12.2. Para toda v € U, o un escalar, T'(au) = oT'(u)

Proposicion 5.7.1. Si T es un operador lineal sobre el espacio vectorial V, entonces
aT = oT(V) también es un operador lineal sobre V.

Demostracion. Sea v,w € V, a, § escalares. Entonces
aT(v+w) =a(T(v) +T(w)) =aT(v) + aT(w)
y también
oT(Bv) = a(BT(v)) = afT(v)

Por lo tanto o/T" es un operador lineal O

Definicion 5.13. Sean U 1y V espacios lineales normados y sea T : U — V una
transformacion lineal. Decimos que T estd acotada si existe un niumero real positivo k
tal que ||T (2)|| < k||z|| para toda x € U.

Definicion 5.14. Sean U y V espacios vectoriales normados. El conjunto de todas las
transformaciones lineales T : U — V' se denota por L(U, V). En el caso en que U =V,
escribiremos simplemente L(U)
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Definicion 5.15. Sea T' un operador T € L(U,V'). Diremos que T es invertible si existe
un operador T-* € L(V,U) tal que

T 'T(x) =2 para toda z€U

TT '(y) =y para toda yeV

Cuando tal operador existe se le llama el inverso de T

5.7.1. Operadores Autoadjuntos
Definicion 5.16. Sea T' € L(U). Diremos que T es autoadjunto si (T'x,y) = (z,Ty)

Teorema 5.7.1. Teorema de expansion de Neumann. Sea U un espacio de Banach. Si
T es un operador con || T|| < 1 entonces I —T es invertible y su inversa estd dada por:

I-T1T)"= iT”

Corolario 5.7.1. Sea \;,2 = 1,2,...n los valores propios de la transformacion T'. Para
IA| > méx |\;| la siguiente igualdad es cierta

M -T)" =

o0 Tn
25

> =

Demostracion. Sea |A| > méx |\;|. Entonces

_ AL max A |7

1= ">
R RY R

]

es decir W < 1; por otra parte

T
(M —=T) =X — X>
implica que

M -=T)" = %(I -

T
y como 3 < 1 se concluye que
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Definicion 5.17. Un espacio de Hilbert es un conjunto H de elementos f, g, h, ... que
satisface las siguientes propiedades:

Propiedad 5.17.1. H es un espacio lineal abstracto
Propiedad 5.17.2. En H esta definido un producto escalar

Propiedad 5.17.3. H es un espacio métrico completo con la distancia

d(fvg):(f_ga f_g)1/2

5.8. Fracciones parciales y funciones integradoras

5.8.1. Caso especial de descomposicién en fracciones parciales
de una funcién racional.

Recordemos del cédlculo de variable real que la descomposicién de fracciones parciales
f(@)
9(x)
polinomio y un ntimero finito de funciones racionales, cada una de las cuales tiene, ya sea
una potencia de una expresion lineal como denominador y una constante definida como
numerador y una funcién lineal como numerador. La demostracién de este teorema,
y del teorema fundamental del algebra, que utilizaremos aqui, excede el esfuerzo de
este trabajo, por lo que sélo se enunciaran y se mostrard un caso especial cuando
el denominador g(z) tiene raices simples. Del teorema fundamental del dlgebra, todo
polinomio real puede expresarse en la forma:

senala que cualquier funcion racional puede ser representada como la suma de un

g(x) = alr — a) (. — an) ... (2 + 2bjz + 7)™ + (2% 4 209w + )™ + . ..

Donde los ntimeros «; son las raices reales de la ecuacién g(z) = 0, y los enteros positivos
[; indican la multiplicidad de estas raices; los factores

(2% + 20w + ¢;)"

indican expresiones cuadraticas definidas, de las cuales no existen dos iguales, con raices
complejas conjugadas, y los enteros positivos r; dan la multiplicidad de estas raices. Si
suponemos que el denominador estd dado de esta forma, y que el numerador es de menor
grado que el denominador, el teorema sobre la descomposicién en fracciones parciales
se establece como sigue:

Teorema 5.8.1. Para cada factor (x — a1)%, donde o es cualquiera de las raices de
multiplicidad | , se puede determinar una expresion de la forma

Ay A A
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y para cada factor (x? + 2bx + ¢)" se puede determinar una expresion de la forma

Bl+0117+B2+02I+ BT—f—CTZ'
Q Q? Q"

con A;, B;, C; constantes, de tal manera que que la funcion % puede ser representada

como la suma de estas fracciones

Sig(z)=(r—a)(x—a)...(x —a,) con a; # ay, si i # k es decir, si la ecuacién
g(x) = 0 tiene sélo reaices simples, y si f(x) es cualquier polinomio de grado menor
al grado de ¢ las expresiones cuadraticas no aparecen, mientras que la expresion para
cada uno de los factores (z — ay)% tiene la forma (x — o) porque I; = 1 para toda i
asi que la expresion en fracciones parciales tiene la siguiente forma:

flx) as an
@) r—am w—m) T —a)

Por otra parte, se obtienen expresiones explicitas para los coeficientes a; multiplicando
ambos lados por (z — ;) y haciendo sucesivamente x = «;; esto es, para a; por ejemplo,
tenemos:

J(@) r—a)=(x—a a1 e _On
g(m)( 1) = 1>[:c—041+(x—a2)+'“(a:—an)]
_ f(z) r—a) = (r—a ay az Qy,
_(x—al)(x—ag)...(a:—ozn)( )= 1>[x—oz1 (x — ag) (I—ozn)]
_ f(zx) _ . as(x —ay)  az(z —ay) an(x —ay)
(x —ag)...(x —ay) T — ay (x—a3)  (r—ap)
Por lo tanto
a4y — f(z) _a2($_a1) az(z — ay) an(x —ay)
T (r—an) T — ap (x—a3) (v —ay)

y haciendo © = oy

flen) (5.8.1)

por otra parte, recordemos que
gx)=(r—a)(x —a)...(x — ay)

asi que poniendo
v(r)=(r—ag)...(z — ay)

g(x) = (z — ar)v(z)
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y a partir de la regla para la derivada de un producto
gl(x) = (x — ap)vl(x) +v(x)(z — aq)l = (& — aq)vI(z) + v(x)

evaluando ahora g/ en ay

glar) = (ag — aq)vl(an) + v(ag) =v(ag) = (g — @) ... (a1 — ) (5.8.2)
Y combinando 5.8.1 y 5.8.2
0 = flan)
g/(an)
Por lo tanto
f(on)
aq g/(ou) flan)

Y se tiene que

(5.8.3)

5.8.2. Funciones escalonadas como integradores

Sea [a,b] un intervalo compacto y sean f, « funciones reales y acotadas en [a,b]. Si
« es constante en todo el intervalo [a, b], la integral de Riemann-Stieltjes ff fda existe
y vale 0, ya que cada suma S(P, f,«) = 0. Sin embargo, si « es constante excepto en
un punto en el que presenta una discontinuidad de salto, la integral fab fda no tiene
porqué existir, y si existe, no tiene porqué valer cero. Una descripcion mas detallada la
da el siguiente teorema.

Teorema 5.8.2. Dados a < ¢ < b, definimos a en [a,b] como sigue:
alz)=ala) si a<z<c

a(z) = a(b) si c<x<b

con a(a), a(b) y a(c) arbitrarios. Sea f una funcién definida en [a,b] de manera que
una por lo menos de las funciones f o « sea continua a la izquierda de ¢ y una por lo
menos lo sea a la derecha de c. Entonces f € R(a) en [a,b] y se tiene

b
/ fda = f(c) [a(c+) — alc—)] (5.8.4)



5.8 Fracciones parciales y funciones integradoras 79

Reduccién de una integral de Riemann-Stieltjes a una suma finita. El inte-
grador a del teorema anterior es un caso particular de una clase importante de funciones
conocidas con el nombre de funciones escalonadas. Estas funciones son constantes en
todo el intervalo excepto en un numero finito de discontinuidades de salto.

Definicion 5.18. A una funcion « definida en |a,b] se le llama funcion escalonada si
existe una particion
a=x1 <Ta<...<x,=0>

de modo que « sea constante en cada subintervalo abierto (zy_1, ).

Al ntimero o(zx+) — a(x,—) se le llama el salto en xj si 1 < k < n. El salto en
es a(r14) — a(z1—) y en x, es a(z,) — alrp—).

Las funciones escalonadas establecen conexién entre las integrales de Riemann-
Stieltjes y las sumas finitas como lo enuncia el siguiente teorema.

Reduccion de una integral de Rieman-Stieltjes a una suma finita.

Teorema 5.8.3. Sea o una funcion escalonada definida en |a,b] con salto a(k) en xy,
en donde las x; son una particion. Sea [ una funcion definida en [a,b] tal que f y «

. . o b
no sean ambas discontinuas a la derecha o a la izquierda de cada xy. Entonces fa fda
eriste y se tiene

b n
/ fla)da(z) = flar)an (5.8.5)
@ k=1
Teorema 5.8.4. Cada suma finita puede expresarse como una integral de Riemann-
Stieltjes

Demostracion. Vemos que dada una suma finita ;' _, aj, definimos f en [0, n] como:

ap si k—1l<z<k (k=1,2,...n) (5.8.6)
f(0)=0

Entonces

3
3

a =S J (k) = / " (@)l (5.8.7)

k=1 k=1

en donde [z] es el mayor entero < z O
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