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ResumenEn este trabajo se estudiarán los estados magnétios de frontera en el grafeno, material queen la última déada ha despertado gran interés en el desarrollo de nuevos materiales. Suestrutura de la red ristalina hexagonal (panal) sp2 logra formar una de las estruturas másfuertes onoidas. Al ser un material bidimensional y tener eletrones asi libres se puedemodelar on la meánia uántia relativista mediante la euaión de Dira en (2 + 1)D onmasa igual a ero en una barrera de ampo magnétio onstante en norma de Landau. Laestrutura de panal puede ser representada por dos subredes triangulares.Este trabajo se entrará en el estudio de la interaión de los eletrones en el grafeno onun ampo magnétio externo y onstante tipo barrera en la norma de Landau. En partiu-lar se determinarán los estados ligados del sistema onoidos en la literatura omo estadosmagnétios de frontera. Las soluiones de dihos estados se enuentran on la ayuda de lasupersimetría en la meánia uántia. Los portadores de arga en el grafeno serán desri-tos por dos euaiones de Dira no masivas dadas en términos de las dos representaionesirreduibles de las matries de Dira en (2 + 1)D. Las soluiones de estas euaiones se-rán biespinores etiquetados por un pseudo-espín. Cada uno de los dos posibles valores delpseudo-espín está asoiado a ada una de las dos subredes triangulares del grafeno.Este formalismo de la supersimetría en meánia uántia permite onoer las soluionesompletas en ambas representaiones de las matries de Dira onoiendo tan solo una delas omponentes del espinor soluión de la euaión de Dira orrespondiente a solo una delas representaiones.Mediante el formalismo anteriormente desrito y un álulo numério se alulan losestados magnétios de frontera, para este potenial en partiular.
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IntroduiónMe propuse haer este trabajo de investigaión sobre el grafeno porque este materialtiene, atualmente, una gran relevania dentro de la físia atual. El grafeno es un materialrelativamente nuevo, su desarrollo data de la segunda mitad del siglo XX. Es importantemenionar que en los últimos años ha estado en boa de todos, inluyendo a los investigadoresGeim y Novoselov quienes obtuvieron el Premio Nobel de Físia 2010 por su trabajo de variosaños dediados al grafeno.Personalmente este trabajo me hae pensar que el material interés de mi investigaión seusa ada vez que se esribe on un lápiz omún, pues el lápiz está formado por gra�to y esteobjeto de uso otidiano tiene aproximadamente 447 años de vida.El gra�to tiene una direión en la ual existen fuerzas de enlae débiles (tipo van derWaals), mientras que en las otras dos direiones existen fuerzas de enlae fuertes (ovalen-tes), que da lugar a la formaión de grafeno.La estrutura de las láminas es bidimensional, ristalina hexagonal tipo panal; esta es-trutura puede ser desrita por dos subredes triangulares de Bravais. La estrutura de bandasde energía del grafeno tiene una breha semiondutora que se anula en las interseiones delas dos subredes ristalinas, a estos puntos se les denominan puntos de Dira, K y K'. Estoimplia una relaión de dispersión lineal, dando lugar a que los portadores de arga tenganuna masa efetiva nula, en el apítulo 1 se omentarán las propiedades del grafeno.Bajo estas ondiiones se puede desribir al grafeno on la euaión de Dira en (2+1)Den el límite de masa ero, debido a que inluye a la Relatividad Espeial dentro de la Teoríade la Meánia Cuántia para partíulas de espín 1/2. En este aso existen dos posiblesrepresentaiones inequivalentes de las matries de Dira mediante las uales se desriben alos portadores de arga era de los puntos de Dira K y K'. En el apítulo 2 se presentaon detalle la euaión de Dira tanto en (3 + 1)D omo en (2 + 1)D.Como se verá en el apítulo 3, la supersimetría en meánia uántia es un formalismo quepermite estableer una relaión entre un Hamiltoniano de Dira y un Hamiltoniano diagonalon entradas tipo un Hamiltoniano de Shrödinger (no relativista).Utilizando la supersimetría de la meánia uántia en el apitulo 4 se alulan los estadosmagnétios de frontera en el grafeno desritos por la euaión de Dira en (2 + 1)D en ellímite de masa ero en las dos representaiones irreduibles de las matries de Dira dentro deuna barrera de ampo magnétio. La existenia de los estados ligados dentro del potenialefetivo dependerá de los parámetros del problema omo lo son: la intensidad de ampomagnétio (que es el alto de la barrera), el anho de la barrera y el momento on el que7



Índie general Índie generaliniden las partíulas.En el apítulo 5 se presentan los resultados numérios obtenidos de los estados magnétiosde frontera en el grafeno para una barrera magnétia. En este mismo apítulo se presentanlas onlusiones de este trabajo de tesis.
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Capítulo 1El GrafenoEl grafeno [1℄ es un nuevo material nanométrio bidimensional obtenido en el 2004 porexfoliaión mirométria del gra�to. Es una super�ie de un átomo de arbono de un grosoraproximando de 0.1nm on pequeñas ondulaiones formando una estrutura uasiplana enforma de panal de abeja. Su produión está restringida a nivel laboratorio, sin embargose realizan arduas investigaiones para produirlo a esalas industriales, ya que uenta onextraordinarias propiedades: tiene un omportamiento tipo semiondutor,presenta auseniade loalizaión eletrónia y se ha mostrado la existenia del efeto Hall uántio anómalo [2℄;propiedades entre otras que se vislumbra serán de gran utilidad en omputaión, eletróniay eología.En este apítulo se presenta la informaión básia del surgimiento de este material, desdesus prinipales araterístias, hasta el por qué se puede estudiar on los modelos de lameánia uántia relativista on masa efetiva nula.
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Capítulo 1. El GrafenoEl arbono de número atómio 6 es un elemento químio del que más estamos familia-rizados por ser un omponente fundamental de la reeta de la vida. Su nombre es onoidodesde la antigüedad por el término latino arbón, él ual es fáil de asoiar on el ombustiblemineral oupado desde nuestros antepasados. No es un metal y tiene un papel básio dentrode la químia orgánia.Los sistemas a base de arbono tienen una gran variedad de estruturas y a su vez adauna de ellas tiene gran diversidad de propiedades físias. Existen diversas on�guraionesmoleulares estables del arbono, onoidas omo alótropos. Existen algunas de las ualesno nos pareerían del todo desonoidas omo lo son: el diamante, el arbono amorfo y elgra�to; el grafeno es omponente de este último.

Figura 1.1: Los alótropos del grafeno se pueden ver omo grafeno en otras dimensiones [1℄El entendimiento del grafeno tiene vital importania para el desarrollo de otros alótroposde arbono, omo lo son los fullerenos y los nanotubos de arbono, ver �gura 1.1. Estosalótropos son algún tipo de grafeno en otras dimensiones, por ejemplo, los fullerenos puedenser obtenidos introduiendo pentágonos en la red dando la urvatura positiva para formarun sistema sin dimensiones, a ierta esala. Los nanotubos los obtenemos enrollando unaapa de grafeno en una direión y uniendo los extremos por los mismos enlaes, por lo quese onsidera un sistema en una dimensión (1D). El gra�to es una omposiión del grafenoorrugado en tres dimensiones (3D), ya que son muhas apas de grafeno desordenadas, perodébilmente unidas por fuerzas tipo van der Waals, por lo que al deslizar la punta de gra�tode un lápiz, varias apas de grafeno son impresas en la hoja de papel ver �gura 1.2. Estomismo se utilizaba desde hae unos 440 años aproximadamente.10



Capítulo 1. El Grafeno

Figura 1.2: El gra�to esta formado por láminas de grafeno unidas débilmente entre ellas, porlo que al resbalar el lápiz un onjunto de apas se impregna en el papel. Imagen obtenida dehttp://www.mdm.om.br/g/ESP/imagenes.htmlEl grafeno es un material relativamente nuevo, ya que el término fue utilizado por primeravez por el químio alemán Hanns-Peter Boehm en el año 1962, onsiderado omo el pionerodel grafeno [3℄. Aunque ya era onoido por los ientí�os desde la mitad del siglo pasado,su obtenión en estado libre no fue posible hasta el año 2004 [1℄. El término es ompuestode la palabra gra�to y el su�jo -eno que denota "proedenia".Los métodos de obtenión de grafeno son diversos: exfoliaión miromeánia (ténia dela inta soth), exfoliaión químia, exfoliaión de ompuestos grafítios interalados y elde sublimaión de siliio a partir de sustratos de SiC. El grafeno en estado libre fue obtenidopor primera vez mediante la ténia de exfoliaión miromeánia en el año 2004 por Geimy Novoselov [1℄, trabajo por el ual les otorgaron en 2010 el premio Nobel de físia.Un aspeto interesante del problema del grafeno es que a energías de exitaión bajas,las masas de los eletrones son despreiables y son llamados Fermiones de Dira, haiéndolosinvisibles antes poteniales eletrostátios externos dando lugar a la paradoja de Klein.La paradoja de Klein plantea un problema de dispersión de eletrones en una barrera depotenial. En el aso no relativista de la meánia uántia existe tunelamiento de eletronesdentro de la barrera y funiones exponeniales fuera de la misma. Klein mostró que si elpotenial es del orden de la masa del eletrón, la barrera se vuelve transparente y uando elpotenial se aera al in�nito la re�exión disminuye y el eletrón siempre se transmite.Tomando omo base disriminatoria sus propiedades, el grafeno puede ser lasi�ado entres tipos: monoapa, biapa y aquel que se halla en el rango de 3 a 10 apas. Sin embargopresentan un onjunto de propiedades omunes que permiten araterizar a los tres tiposomo grafeno:El grafeno al ser un forma alotrópia del arbono y este último al ser no metálio, pa-reería haer del grafeno un mal ondutor de la eletriidad, sin embargo, presenta iertas11



1.1. Estrutura Capítulo 1. El Grafenopropiedades que orresponden a los metales, omportándose omo semiondutor.1.1. EstruturaEl grafeno es una super�ie plana de un átomo de espesor, formando una red ristalinaompuesta por átomos de arbono dispuestos en orbitales tipo sp2 , dando omo resultadoun arreglo de panal de abeja, es deir hexagonal. La araterístia de tener espaialmentesolo dos grados de libertad da lugar a poder utilizar un modelo bidimensional (2D) para sudesripión.Las propiedades físias de ualquier material son dominantemente determinadas por suestrutura, es deir, que aunque se tenga el mismo elemento (omo en este aso el arbono),es fundamental observar el tipo de estrutura que tiene, ya que de�nirá las propiedadesfísias de ada alótropo, omo el diamante y el grafeno: El arbono on estrutura sp3 estranslúido, tridimensional y forma diamantes (esta es la estrutura más dura del mundo),mientras que uando la estrutura es sp2 es opao, bidimensional y forma grafeno, tambiénes una estrutura muy dura pero solo en un plano, mientras que es muy débil en la direiónrestante.La on�guraión sp2 (un orbital s y dos orbitales p), forman una estrutura triangularplana, reando enlaes σ entre átomos de arbono separados por .142nm, a diferenia de laon�guraión híbrida sp3 que forma una estrutura tetraédria y que onstituye al diamante.En ambas los enlaes σ son los responsables de que se formen materiales on una estruturaextremadamente robusta, ya que el enlae σ es el tipo más fuerte de enlae químio ovalente.La estrutura ristalina del grafeno orresponde a una red de Bravais hexagonal que sepuede separar en dos subredes triangulares tomando omo base dos átomos por unidad deelda.

Figura 1.3: Estrutura ristalina del grafeno (izquierda). Primera zona de Brillouin (Dereha)[1℄ Los vetores de red se pueden esribir omo:
a1 =
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1.1. Estrutura Capítulo 1. El Grafenodonde a ≈ .142nm y es la distania entre átomos de arbono. Los vetores de la red reíproason:
b1 =

2π

3a
(1,
√

3), b2 =
2π

3a
(1,−

√
3). (1.2)En la �gura 1.3 se muestran los puntos K y K′, físiamente importantes por ser lasesquinas de la primera zona de Brillouin del grafeno y son llamados puntos de Dira, en la�gura 1.4 se muestra un agrandamiento de la primera zona de Brillouin. Las posiiones enel espaio de momentos están dados por:
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Figura 1.4: Estrutura de bandas para la primera zona de Brillouin. Imagen obtenida dehttp://www.magnet.fsu.edu/inhouseresearh/ondensedmatter/eletroninteration.html.Los vetores de los tres veinos más eranos en el espaio real son:
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2 = ±a2, δ

′
3 = ±(a2 − a1).Las Bandas de energía se obtienen de un Hamiltoniano para eletrones en el grafeno,onsiderando que los eletrones están asi libres pudiendo interatuar tanto on los veinosmás eranos omo on los segundos veinos:
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1.1. Estrutura Capítulo 1. El Grafenodonde el signo positivo se aplia para la banda superior (π) y el signo negativo se aplia parala banda inferior (π∗). t y t ′ son las energías de salto al veino más erano y al siguienteveino erano respetivamente. De la euaión (1.5) el espetro de energías es simétrioalrededor de la energía ero si t ′ = 0.Alrededor de los puntos de Dira K y K′ de la primera zona de Brillouin la relaión dedispersión se puede obtener de un desarrollo es series de potenias a partir de la estruturade bandas era de los vetores de la euaión (1.3), omo k=K+q on |q| ≪ |K|:
E±(q) ≈ ±vF |q|+O

( q

K

)2

, (1.7)donde q es el momento relativo al punto de Dira y vF es la veloidad de Fermi dada por
vF = 3ta/2 ≈ c/300 [4℄.Cera de los puntos K y K′ los eletrones del grafeno son semejantes a fermiones deDira sin masa. Un fermión es una partíula subatómia (eletrones, protones y neutrones)que tiene espín 1/2 y se rige por el prinipio de exlusión de Pauli, el ual establee que dosfermiones no pueden oupar un mismo estado uántio partiular, a no ser que tengan unespín distinto. El espín es el momento angular intrínseo de una partíula subatómia, queexperimentalmente se evidenía uando la partíula interaiona on un ampo magnétioexterno omo lo mostró el experimento de Stern-Gerlah.Los portadores de arga en el grafeno están desritos por dos euaiones de Dira en elplano (2 + 1)D orrespondientes al omportamiento de los eletrones era de los puntos
K y K′. Las soluiones de ada euaión de Dira están desritas por un espinor de dosomponentes (biespinor). Cada biespinor dependerá de un número uántio que en este asollamaremos pseudo-espín por su omportamiento análogo al espín en (3 + 1)D. Para adauno de los biespinores soluión de la euaión de Dira era de los puntos K y K′, el valorde pseudo-espín orresponderá a la subred triangular a la que perteneerán los portadoresde arga del grafeno.De auerdo a la teoría lásia, una partíula no puede propagarse por una región dondesu energía potenial es más grande que su energía total. Pero los eletrones obedeen a lameánia uántia, y así para el aso de una barrera de potenial existe una probabilidad�nita de que la partíula se enuentre del otro lado de la barrera, llamando a esto efeto túnel.Sorpresivamente para una barrera esalar en el grafeno la probabilidad de transmisión deleletrón es 1, independientemente del anho y alto de la barrera, esta onduta es denominadaparadoja de Klein.El grafeno ha despertado últimamente un inusitado interés por parte de los investigadoresy la industria por sus promisorias apliaiones en la eletrónia y la omputaión. Estasinvestigaiones tienen la intensión de busar un método para obtener una produión a nivelindustrial y seguir revoluionando la ienia de materiales.De igual forma ha aumentado el interés en este material en el aspeto teório. El pre-sente trabajo está motivado en el estudio de algunas poteniales apliaiones del grafenointeratuando on ampos eletromagnétios externos que van desde on�namiento uántiomagnétio hasta fenómenos de transporte. 14



Capítulo 2Euaión de DiraEn este apítulo se presenta la euaión de onda de Dira de la meánia uántia re-lativista formulada por el físio británio Paul Adrien Maurie Dira en 1928. Desribe apartíulas uyo espín es 1/2, tal omo el eletrón, y es onsistente on los prinipios de lameánia uántia y la teoría espeial de la relatividad. Los primeros intentos por rear unateoría que fuera onsistente on este par de teorías fue la euaión de Klein-Gordon (KG),pero al resultar estados on energías negativas se empezaron a busar otras alternativas. Di-ra propuso una euaión matriial y lineal en las derivadas espaio-temporales, pero seguíansurgiendo los estados on probabilidad de energía negativa, los que posteriormente Dira in-terpretó omo perteneientes a los estados de la antimateria, una nueva forma de materia dela que en ese entones no se tenía onoimiento. Esto dejaba entones a la euaión de KGpara desribir a los bosones, es deir, partíulas on espín entero.
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2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira2.1. Partíula libre en (3 + 1)DEn la meánia uántia se asoian a las observables de momento y energía los operadoresovariantes:
Ê → i~

∂

∂t
y p̂k → −i~ ∂

∂xk
, (2.1)a partir de los que se obtiene la euaión de Shrödinger

ĤΨ = ÊΨ (2.2)on
Ĥ =
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p̂2

2m
+ V̂ (~r)

]

,Si se reemplaza el operador Ê on su expresión relativista [5℄,
Ê2 = p̂2c2 +m2c4, es deir (2.3)
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2∂

2Ψ

∂t2
= −c2~2∇2Ψ +m2c4Ψ, (2.4)obtenemos la euaión de KG. Esta euaión tiene soluión para energías negativas por eltérmino Ê2, pero la energía se había de�nido positiva, por lo que se busaron otras alterna-tivas.Dira propuso linealizar el Hamiltoniano, es deir, tener úniamente el término de laderivada temporal de forma lineal ontenido en Ê de la siguiente manera:
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+ βmc2Ψ ≡ ĤDΨ (2.5)en donde los oe�ientes αi no pueden ser simples funiones esalares, omo en las euaio-nes de Shrödinger y KG ya que el Hamiltoniano ĤD debe ser invariante ante rotaionesespaiales. Las funiones de onda Ψ, de igual modo tienen que umplir que sean invariantesrelativistas y desribir orretamente la funión la densidad de probabilidad ρ = Ψ∗Ψ. Laeuaión de Dira es una euaión matriial y la funión de onda una matriz olumna on
N omponentes y que por ser un análogo on la parte de espín de la funión de onda de unapartíula en la meánia uántia no relativista, es denominado espinor:

Ψ =

















ψ1

ψ2

.

.

.
ψN

















. (2.6)
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2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira
ĤD es el Hamiltoniano de Dira, que al igual que los oe�ientes onstantes αi, β es unamatriz de N ×N .La euaión de Dira tiene que umplir on:1. La relaión de momento-energía (2.3) para partíula libre.2. La euaión de ontinuidad y tener la interpretaión de probabilidad para la funiónde onda Ψ.3. Ser invariante de Lorentz.Para que la primera ondiión sea orreta, ada omponente del espinor (2.6) debeumplir la euaión de KG. Entones apliando el operador ĤD por la izquierda a la euaión(2.5):
−~

∂2

∂t2
Ψ = −~

2c2
3
∑

i,j=1

αjαi + αiαj

2

∂2Ψ

∂xi∂xj
+

~mc3

i

3
∑

i=1

(αiβ + βαi)
∂Ψ

∂xi
+ β2m2c4Ψ, (2.7)y para reuperar al euaión de KG, (2.4), las matries αi, β deben obedeer el álgebra

αiαk + αkαi = 2δik (2.8)
αiβ + βαi = 0 (2.9)
α2

i = β2 = 1 (2.10)Para onstruir explíitamente αi, β, se analizaran las propiedades que deben de umplir:Ya que ĤD debe ser hermitiano las matries lo deben de ser. Como α2
i = β2 = 1, losvalores propios de αi y β son ±1. Como la traza de una matriz es la suma de los valorespropios entones se puede saber que la dimensión de las matries αi y β es par. La menordimensión par es N = 2, pero on esta dimensión solo se puede aomodar tres ondiionesde antionmutaión. Por lo que la menor dimensión posible de las matries αi y β es N = 4.En partiular la representaión expliita de αi y β es :

αi =

(

0 σi

σi 0

)

, β =

( 1 0
0 −1 ) (2.11)donde σi son las matries de Pauli de 2× 2 y 1 es la matriz unidad de 2× 2. Si se multipliapor la izquierda la euaión de Dira (2.5) por β e introduiendo la notaión

γ0 = β γi = βαi (2.12)la euaión de Dira queda omo:
i~c

(

γ0 ∂

∂x0
+ γ1 ∂

∂x1
+ γ2 ∂

∂x2
+ γ3 ∂

∂x3

)

Ψ−mc21Ψ = 0. (2.13)17



2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de DiraLas matries γµ proveen una relaión de antionmutaión (2.14) ma± elegante
γµγν + γνγµ = 2gµν (2.14)Los índies latinos omo i, j, k etiquetan a las oordenadas espaiales, (1, 2, 3), mientras quelos índies griegos omo µ, ν se utilizaran para oordenadas espaio-temporales (0, 1, 2, 3)puede esribir la euaión de Dira de forma ovariante:

(cγµp̂µ − 1mc2)Ψ = 0, (2.15)donde el uadrivetor de momento p̂µ en forma ovariante es p̂µ = (Ê/c2, px, py, pz), y lasmatries γµ son las denominadas matries de Dira que tiene que satisfaer el antionmutador(2.14). Cuando se introdue una interaión eletrómagnetia en el límite no relativista seredue a la euaión de Pauli. Lo ual nos muestra que la euaión de Dira es buenadesripión para un fermión relativista,ver Apéndie C. Una manera estándar de representarlas matries de Dira es on la representaión de Dira-Pauli:
γ0 =

( 1 0
0 −1 ) , γi =

(

0 σi

−σi 0

)

, (2.16)Para resolver la euaión de Dira (2.15) se puede proponer la soluión estaionaria
Ψ(~r, t) = ψ(~r)e

−iEt
~ ,resultando, on la ayuda de (2.1), en

(

Eγ0

c
− cγkp̂k −mc2

)

ψ = 0. (2.17)Separando a la funión de onda en dos bi-espinores de dos omponentes ada uno,
ψ(~r) =

(

ϕ
χ

) on ϕ =

(

ψ1

ψ2

)

; χ =

(

ψ3

ψ4

)

. (2.18)Y utilizando la representaión (2.16) de las matries γ la euaión (2.17) esrita en formamatriial explíitamente es:
E

(

ϕ
−χ

)

−
(

0 cσ
−cσ 0

)

· p̂
(

ϕ
χ

)

−mc2
(

ϕ
χ

)

= 0,que se redue a:
(

E −mc2 −cσ · p̂
cσ · p̂ −E −mc2

)(

ϕ
χ

)

= 0,de tal forma que se obtiene un sistema de dos euaiones aopladas para ϕ, χ debido a queexisten términos matriiales no diagonales. 18



2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira
Eϕ = cσ · p̂χ+mc2ϕ,

Eχ = cσ · p̂ϕ−mc2χ. (2.19)Proponiendo a los espinores soluión omo:
(

ϕ
χ

)

=

(

ϕ0

χ0

)

e
i
~
p·~x. (2.20)Y sustituyendo en (2.19) on la ayuda de (2.1) se obtiene el siguiente sistema de dos eua-iones aopladas:

(E −mc2) ϕ0 − cσ · p χ0 = 0
−cσ · p ϕ0 + (E +mc2) χ0 = 0

. (2.21)Como este sistema tiene soluiones no triviales, entones el determinante del sistema debeanularse,
∣

∣

∣

∣

1(E −mc2) −cσ · p
−cσ · p 1(E +mc2)

∣

∣

∣

∣

= 0,es deir, se debe de umplir on la relaión relativista de momento-energía:1E2 = 1(m2c4 + p2c2).De aquí:
E = ±

√

m2c4 + p2c2 = λEp, (2.22)donde Ep representa la energía de una partíula on momento ~p, mientras que λ = ±1.De la euaión (2.21) del sistema se obtiene χ0 omo:
χ0 =

cσ · p
mc2 + λE

ϕ0.Si denotamos al espinor ϕ0 en términos de dos funiones esalares U1, U2 omo:
ϕ0 =

(

U1

U2

)

, ϕ†
0 =

(

U∗
1 U∗

2

)

,donde estas últimas umplen la regla de normalizaión: ϕ†
0ϕ = U∗

1U1 + U∗
2U2 = 1, entonesla funión de onda Ψp,λ(x, t) soluión de la euaión de Dira es:

Ψp,λ(x, t) = N

(

ϕ0
σ·p

m+λEp
ϕ0

)

1√
2π
e

i
~
(p·~x−λEp),19



2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Diraon λ = ±1 según sea la energía positiva ó negativa. Para obtener N utiliemos la ondiiónde normalizaión
∫

ψ†
p,λψp,λd

3x = δλλ′(p− p′),entones,
N2

(

ϕ†
0ϕ0 + ϕ†

0

(cσ · p)(cσ · p)

(mc2 + λEp)2
ϕ0

)

= 1.Reordando la relaión entre las matries de Pauli
(σ · ~A)(σ · ~B) = ~A · ~B + iσ · ~A× ~B, (2.23)on ~A y ~B vetores arbitrarios, entones (σ · p̂)(σ · p̂) = p2 y la onstante N de normalizaiónes:

N =

√

mc2 + λEp

2λEp
. (2.24)Observemos que las funiones propias antes obtenidas son también funiones propias delmomento p̂ψp,λ = pψp,λ. Para ada valor del operador de momento p existen dos tipos deenergía posibles Ep y −Ep asoiadas a λ = ±1.La parte espinorial de la funión de onda está ontenida en ϕ0. De�niendo el operadorde espín Ŝ omo

Ŝ =
~

2

(

σ 0
0 σ

)

=
~

2
σ ⊗ 1.Al operador que proyeta al espín a lo largo de la direión del momento lineal se ledenomina operador de heliidad:

Λ̂s =
Ŝ · p̂
~ ||p|| .El onmutador [Ĥf , Λ̂s] se anula, por lo que la proyeión del espín sobre la direión demovimiento adquiere valor de onstante de movimiento.Considerando a un eletrón que se desplaza en direión z, por lo que su momento es

~p = (0, 0, p), ||p|| = p, su operador de heliidad será:
Λ̂s =

Ŝ · ~p
~p

=
Ŝzpz

~p
=

p~

2~p

(

σz 0
0 σz

)

=
1

2









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1









.20



2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de DiraLos valores propios para este operador Ŝz son s = ±~

2
:

ŜzΨs = ±~

2
Ψs, (2.25)y los vetores propios son:























1
0
0
0









,









0
1
0
0









,









0
0
1
0









,









0
0
0
1























. (2.26)Proponiendo a dos espinores de dos omponentes u y u−1, de la siguiente manera:
u =

(

1
0

) y u−1 =

(

0
1

)

,entones los vetores propios de la euaión (2.25) se pueden esribir omo:
(

u
0

)

,

(

u−1

0

)

,

(

0
u

)

,

(

0
u−1

)

.Finalmente la soluión de la euaión de Dira en (3 + 1)D de la partíula libre propa-gándose en direión z on momento ~p es
ψp,λ, 1

2
= N









(

1
0

)

cσ·p
mc2+λEp

(

1
0

)









e
i
~
(pz−λEpt),

ψp,λ,− 1
2

= N









(

0
1

)

cσ·p
mc2+λEp

(

0
1

)









e
i
~
(pz−λEpt),on N dada por la euaión (2.24).Identi�ando ada soluión on sus respetivos números uántios λ, s omo λ = 1 parapartíulas y λ = −1 para antipartíulas; s = 1

2
espín para arriba y s = −1

2
espín abajo, se21



2.1. Partíula libre en (3 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Diratienen los espinores omo soluiones independientes:
ψp,1, 1

2
= N









1
0

cσ·p
mc2+Ep

0









e
i
~
(pz−Ept) = ψ1

(

p, 1, 1
2

)

ψp,1,− 1
2

= N









0
1
0

cσ·p
mc2+Ep









e
i
~
(pz−Ept) = ψ2

(

p, 1,−1
2

)

ψp,−1, 1
2

= N









1
0

cσ·p
mc2−Ep

0









e
i
~
(pz+Ept) = ψ3

(

p,−1, 1
2

)

ψp,−1,− 1
2

= N









0
1
0

cσ·p
mc2−Ep









e
i
~
(pz+Ept) = ψ4

(

p,−1,−1
2

)Si en las funiones ψ3(p,−1, 1
2
) y ψ4(p,−1,−1

2
) soluiones de partíula on energía negativa,se reemplaza p→ −p y λ = −1→ λ = 1, entones se obtienen la soluiones de antipartíulason energía positiva y on espín arriba y espín abajo respetivamente.
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2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira2.2. Partíula libre en (2 + 1)DPara el aso de la euaión de Dira en (2 + 1)D, el onjunto de matries γ que umplenla relaión de antionmutaión {γµ, γν} = 2gµν se redue, ya que solo son neesarias tresmatries y la dimensión de dihas matries es 2×2, por lo que pueden ser representadas pormedio de las matries de Pauli.Se utilizan las representaiones inequivalentes denominadas A, B de las matries de Dira[6℄, expresadas omo:
A : γ0 = σ3, γ1 = iσ1, γ2 = iσ2, (2.27)
B : γ0 = σ3, γ1 = σ1, γ2 = −iσ2. (2.28)Cuando las representaiones son matemátiamente equivalentes, lo que signi�a es queambas tienen la misma informaión del sistema. Pero uando las representaiones son ma-temátiamente inequivalentes, no se puede obtener una on transformaiones elementales dela otra. Físiamente esto quiere deir que la informaión de ada una es diferente. Tambiénpodemos veri�ar que el produto γµγν ambia dependiendo de la representaión tomada:

A : γµγν = gµν − iεµναγα, (2.29)
B : γµγν = gµν + iεµναγα, (2.30)on µ, ν = 0, 1, 2.La euaión de Dira para partíula libre on m 6= 0 en (2 + 1)D es:
(cγµp̂µ − 1mc2)Ψ = 0, (2.31)en donde 1 es la matriz unidad de 2× 2.Se observa ómo la diferenia en las representaiones A y B es un signo menos en la matriz

γ2, omo onseuenia ambia el signo en la omponente p2 del momento en la euaión deDira uando ambia de representaión.La soluión de la euaión (2.31) para partíula libre on momento ~p = (p1, p2) y energía
E, es de la forma:

Ψ = e−
i
~
(Et−~x·~p)

(

Ψ1(x, y)
Ψ2(x, y)

)

, (2.32)donde Ψ1(x, y) y Ψ2(x, y) son las dos omponentes del espinor en este aso, funiones esa-lares. En las siguientes seiones se estudiará ada representaión por separado.2.2.1. Representaión irreduible ASustituyendo la euaión (2.32) en (2.31) on la primera representaión irreduible A delas matries de Dira desrita por (2.29), el Hamiltoniano del sistema es
ĤA =

(

mc2 c(p̂2 + ip̂1)
c(p̂2 − ip̂1) −mc2

)

. (2.33)23



2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de DiraEntones la euaión matriial a resolver es
(

E −mc2 −c(p̂2 + ip̂1)
c(p̂2 − ip̂1) −(E +mc2)

)

ΨA = 0, (2.34)on ΨA la soluión en la representaión A
ΨA =

(

ΨA
1

ΨA
2

)sustituyendo la euaión (2.32) en (2.34) resulta un sistema de euaiones aopladas para
ΨA,

(E −mc2)ΨA
1 − c(p2 + ip1)Ψ

A
2 = 0, (2.35)

c(p2 − ip1)Ψ
A
1 − (E +mc2)ΨA

2 = 0. (2.36)Al haer el determinante igual a ero de la matriz (2.34) para tener soluiones no trivialesresulta
E2 = p̂2c2 +m2c4,la relaión de energía-momento.Si en el sistema de euaiones (2.35) y (2.36) que es un sistema que se enuentra aoplado,se supone que ΨA

1 = 1, al sustituir en la euaión (2.36) se obtiene ΨA
2 :

ΨA
2 =

c(p2 − ip1)

E +mc2
.Y si haemos ΨA

2 = 1, de la euaión (2.35) obtenemos ΨA
1 :

ΨA
1 =

c(p2 + ip1)

E −mc2 .Por lo que ya hemos enontrado las soluiones para la partíula libre en la representaiónirreduible A de las matries de Dira:
(

1
c(p2−p1)
E+mc2

)

,

(

c(p2+ip1)
E−mc2

1

)

. (2.37)La segunda soluión orresponde a la soluión de partíula on energía negativa, perosi reemplazamos p → −p y E → −E tendremos una soluión de antipartíula on energíapositiva.El operador de espín Ŝ en (2 + 1)D, es deir,
Ŝ =

~

2
σ, (2.38)24



2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dirauyos valores propios son σ = ±~

2

σ3χ = ±~

2
σχ, (2.39)on los vetores propios,

χ1 =

(

1
0

)

, χ2 =

(

0
1

)

. (2.40)en el plano tiene una interpretaión la ual depende del valor propio: si el valor propio es
~

2
es un espín girando en el sentido de las maneillas del reloj, al ual le llamaremos espínarriba; mientras que on un valor propio −1

2
un espín girando en direión ontraria a lasmaneillas del reloj, espín abajo.Y entones podemos asoiar a ada soluión de la euaión (2.41) un valor propio deespín determinado:

(

1
c(p2−p1)
E+mc2

) (

c(p2+ip1)
E−mc2

1

)Partíula espín arriba. Antipartíula espín abajo. (2.41)2.2.2. Representaión irreduible BLa diferenia entre las dos representaiones irreduibles de las matries de Dira A y B,es un ambio de signo frente a la matriz γ2, que omo ya antes se menionó se re�eja en unambio de signo en la omponente del momento p̂2 en la euaión de Dira, es por eso quela euaión (2.31) en la representaión B nos arroja el Hamiltoniano:
ĤB =

(

mc2 −c(p̂2 − ip̂1)
−c(p̂2 + ip̂1) −mc2

)

. (2.42)El sistema de euaiones aopladas para por las omponentes ΨB
1 y ΨB

2 del espinor ΨBsoluión de la euaión de Dira en la representaión irreduible B es:
(E −mc2)ΨB

1 + c(p2 − ip1)Ψ
B
2 = 0, (2.43)

−c(p2 + ip1)Ψ
B
1 − (E +mc2)ΨB

2 = 0, (2.44)y de igual manera que al utilizar la representaión irreduible A, obtenemos las soluionesigualando ada omponente a uno y obteniendo la otra, resultando para ΨB:
(

1

− c(p2+ip1)
E+mc2

)

,

(

−c(p2−ip1)
E−mc2

1

) (2.45)25



2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de DiraEl segundo espinor de la euaión (2.46) orresponde a una soluión de partíula on energíanegativa, pero si reemplazamos p→ −p y E → −E tendremos la soluión de antipartíulaon energía positiva. De igual forma que en la representaión A se determina ada valor delespín:
(

1

− c(p2+ip1)
E+mc2

)

,

(

−c(p2−ip1)
E+mc2

1

)Partíula espín abajo. Antipartíula espín arriba. (2.46)
2.2.3. Representaión reduibleSi bien la dimensión mínima que se neesita para onstruir las matries γ en (2 + 1)D es
2 × 2, se pueden usar matries de mayor dimensión para resolver la euaión de Dira. Enpartiular se puede usar una representaión reduible de matries de 4× 4 de�nida omo:

γ0 =

(

σ3 0
0 −σ3

)

, ~γ =

(

i~σ 0
0 −i~σ

)

, (2.47)donde ~γ ontiene omponentes γ1 y γ2 úniamente. Partiendo de la euaión de Dira en elespaio de momentos y desomponiendo el espinor de 4 omponentes en espinores de dosomponentes uA y uB se llega al sistema de euaiones:
(σ3E − i(σ1p1 + σ2p2)−m)uA(p) = 0,

(−σ3E + i(σ1p1 + σ2p2)−m)uB(p) = 0.Es importante notar que en este aso, a diferenia de (3 + 1)D, las euaiones no seenuentran aopladas. Si se esribe
uA =

(

uA1(p, E)
uA2(p, E)

)

, uB =

(

uB1(p, E)
uB2(p, E)

)

,se obtiene el sistema de euaiones:
(E −m)uA1(p, E) − (p2 + ip1)uA2(p, E) = 0,
(p2 − ip1)uA1(p, E) − (E +m)uA2(p, E) = 0,
−(E +m)uB1(p, E) + (p2 + ip1)uB2(p, E) = 0,
−(p2 − p1)uB1(p, E) + (E −m)uB2(p, E) = 0.Por lo que se pueden enontrar uatro soluiones linealmente independientes:26



2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira
ψ1(x) =









1
p2−ip1

E+m

0
0









e−ip·x =

(

uA1(p, E)
0

)

e−ip·x = u1(p)e
−ip·x,

ψ2(x) =









p2+ip1

E−m

1
0
0









e−ip·x =

(

uA2(p, E)
0

)

e−ip·x = u2(p)e
−ip·x,

ψ3(x) =









0
0
1

p2−ip1

E−m









e−ip·x =

(

0
uB1(p, E)

)

e−ip·x = u3(p)e
−ip·x,

ψ4(x) =









0
0

p2+ip1

E+m

1









e−ip·x =

(

0
uB2(p, E)

)

e−ip·x = u4(p)e
−ip·x.

Por la forma no aoplada de las soluiones, podemos unir soluiones de energía positivay negativa de la siguiente manera:
ψP (x) =









1
p2−ip1

E+m
p2+ip1

E+m

1









e−ip·x =

(

uA1(p, E)
uB2(p, E)

)

e−ip·x, (2.48)
ψN (x) =









p2+ip1

E−m

1
1

p2−ip1

E−m









e−ip·x =

(

uA2(p, E)
uB1(p, E)

)

e−ip·x,

donde los índies P y N indian que se trata de soluiones de energía positiva y negativarespetivamente. Si en las soluiones de energía negativa se ambia p → −p y E → −E seobtienen los estados de antipartíulas on energía positiva:27



2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira
ψP (x) =









1
p2−ip1

E+m
p2+ip1

E+m

1









e−ip·x =

(

uA1(p, E)
uB2(p, E)

)

e−ip·x, (2.49)
ψN (x) =









p2+ip1

E+m

1
1

p2−ip1

E+m









e−ip·x =

(

uA2(p, E)
uB1(p, E)

)

e−ip·x.2.2.4. Campo magnétio en (2 + 1)DCuando se introdue ampo magnétio en la euaión de Dira se utiliza la sustituiónmínima
p̂µ → p̂µ +

e

c
Âµ, (2.50)donde ~A es el potenial vetorial que en (2 + 1)D tiene la forma Â = (φ,A1, A2) y siendo

φ el potenial elétrio. Para mayor failidad se denotará al momento generalizado omo
p̂ + e

c
Â = π̂. Por lo que la euaión (2.31) queda:

(cγµπ̂µ −mc21)Ψ = 0. (2.51)Multipliando la euaión (2.51) por γ0 por el lado izquierdo
γ0(cγµπ̂µ −mc21)Ψ = 0, (2.52)y utilizando la relaión (2.29) para expresar el produto de dos matries de Dira (en larepresentaión A) la euaión (2.52) es:1EΨ = (icγ1π̂2 − icγ2π̂1 + γ0mc2)Ψ,por lo que el Hamiltoniano de Dira, en forma matriial orresponde a

Ĥ =

(

mc2 c(π̂2 + iπ̂1)
c(π̂2 − iπ̂1) −mc2

)

.Se observa que Ĥ aopla las omponentes del espinor. Pero Ĥ2 es diagonal y no aoplalas omponentes:
Ĥ2 =

(

m2c4 + c2(π̂2 − iπ̂1)(π̂2 + iπ̂1) 0
0 m2c4 + c2(π̂2 + iπ̂1)(π̂2 − iπ̂1)

)

. (2.53)28



2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira
Ĥ2ψ = Ĥ(Ĥψ) = Ĥ(Eψ) = EĤψ = E2ψ (2.54)Obsérvese que las funiones propias del Hamiltoniano Ĥ son también funiones propias de

Ĥ2; los uadrados de los valores propios de Ĥ son los valores propios de Ĥ2:Siguiendo en la representaión A y haiendo ~π = π̂2 + iπ̂1 observamos que en la euaión(2.53) las omponentes son las mismas y son m2c4 + c2~π2. Por lo que podemos resolver unasola omponente, manteniendo la parte espinorial en los vetores propios del operador deespín (2.38). Los valores propios son σ = ±1
2
y los vetores propios son los mostrados en laeuaión (2.40).Podemos observar omo para el aso de partíula libre Â = 0 y π̂ = p̂, π̂2 = p̂2, pero enel aso general de introduir un ampo magnétio es:

|~π|2 = ~π∗~π = ~π~π∗ = π2 +
σµνFµν

2
,donde σµν = i

2
[γµ, γν ] y iFµν = [π̂µ, π̂ν ] el tensor de ampo eletromagnétio.Por lo que el uadrado de la euaión de Dira en (2 + 1)D para el aso de una partíulamasiva en presenia de un ampo magnétio arbitrario, se puede resolver onsiderando solola siguiente euaión esalar inluyendo la parte espinorial en el valor propio del operadorde espín σ que surgirá del tensor σµν (por ejemplo σ12 = σ3),

(

m2c4 + c2π̂2 +
c2σµνFµν

2

)

ψ = E2ψ. (2.55)
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2.2. Partíula libre en (2 + 1)D Capítulo 2. Euaión de Dira
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Capítulo 3Supersimetría en la Meánia CuántiaEn este apítulo se presenta el formalismo de la supersimetría en la Meánia Cuántia(SUSY).Cuando se logra estableer una relaión de supersimetría entre dos sistemas uántios esposible onoer los espetros de energías de ambos sistemas on solo saber el de uno de ellos,es por ello que en los últimos años SUSY ha marado una pauta importante sirviendo omouna fuerte herramienta dentro de la físia teória moderna.Para algunas on�guraiones de ampo magnétio la SUSY permite mapear las soluionesde la euaión de Dira, a un problema no relativista on soluiones exatas.A ontinuaión se presentan los elementos básios de SUSY para posteriormente apliarlosal sistema uántio que se estudia en este trabajo de tesis.
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3.1. Poteniales ompañeros SUSY Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia CuántiaEl estudio de la simetría en la naturaleza ha sido, desde la antigüedad, un tema de graninterés debido a que mientras más simétrio sea un sistema, más podrá ser simpli�ado. Enel estrito propósito de la meánia uántia, las simetrías on freuenia arrojan niveles deenergías degenerados, es deir, que a más de un estado uántio le orresponde la mismaenergía.La supersimetría es uno de los más intrigantes y fundamentales oneptos de la teoría dela físia de partíulas.En meánia uántia, se establee un álgebra de operadores on relaiones de onmu-taión, omo por ejemplo los operadores anónios de posiión y momento [p̂, x̂] = i~ óel álgebra de los operadores de momento angular, por menionar algunos. El álgebra invo-lurada en SUSY es una lase de álgebra de Lie formada de relaiones de onmutaión yantionmutaión. Cuando se estableen relaiones para un onjunto de operadores que um-plan ambas reglas, es deir, tanto la regla de antionmutaión omo de onmutaión se dieque diho onjunto de operadores forma una superálgebra.En meánia uántia a un Hamiltoniano H y a un onjunto de N operadores autoad-juntos Qi se le llama un sistema supersimétrio [7℄, si umplen on las siguientes relaionesde antionmutaión
{Qi, Qj} = Hδij , i, j = 1, 2, ..., N [Qi,H] = 0. (3.1)Cuando el álgebra anterior se satisfae nombramos a Qi omo las superargas del sistemay H es el Hamiltoniano supersimétrio. Un álgebra SUSY es araterizada por el númerode superargas denotadas por N . El aso más simple es N = 2, el ual fue introduido porWitten en 1981 [8℄. Este modelo desribe grados de libertad artesianos a los uales se leagrega un grado de libertad extra debido al espín.3.1. Poteniales ompañeros SUSYConsidérese el Hamiltoniano de una partíula de masam en una dimensión en la meániauántia no relativista desrita por la euaión de Shrödinger

H1ψ
(1) ≡ − ~

2

2m

d2ψ(1)

dx2
+ V1(x)ψ

(1) = E(1)
n ψ(1).Conoiendo el per�l de V1(x) se pueden alular los estados ligados y/o los estados de disper-sión del sistema. Así mismo se puede espei�ar la funión de onda del estado base ψ(1)

0 (x),(la ual no tiene nodos y se anula en x = ±∞). Sin pérdida de generalidad se puede esogerel nivel de energía del estado base E(1)
0 de H1 omo ero, E1

0 = 0. Entones la euaión deShrödinger para la funión de onda del estado base ψ(1)
0 (x) es:

H1ψ
(1)
0 (x) = − ~

2

2m

d2ψ
(1)
0 (x)

dx2
+ V1(x)ψ

(1)
0 (x) = 0. (3.2)32



3.1. Poteniales ompañeros SUSY Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia CuántiaEsto permite determinar el potenial V1(x) onoiendo la funión de onda del estado basede la siguiente forma:
V1(x) =

~
2

2m

∂xψ
(1)
0 (x)

ψ
(1)
0 (x)

. (3.3)Obsérvese que el Hamiltoniano del sistema, H1, se puede fatorizar omo el produto de dosoperadores,
H1 = L†L, (3.4)donde

L =
~√
2m

∂x +W (x), L† = − ~√
2m

∂x +W (x). (3.5)La funión W (x) es onoida en la literatura omo superpotenial y se relaiona on elpotenial V1(x) de la siguiente manera:
V1(x) = W 2(x)− ~√

2m
∂xW (x). (3.6)La euaión (3.6) es una euaión de Riati, uya soluión, en términos de la funión deonda del estado base, es la siguiente:

W (x) = − ~√
2m

∂xψ
(1)
0 (x)

ψ
(1)
0 (x)

. (3.7)Esta soluión es obtenida reonoiendo que se umple Lψ(1)
0 = 0, ya que se esogió laenergía del estado base en ero, es deir, H1ψ

(1)
0 = E1

0ψ
(1)
0 = 0ψ

(1)
0 = 0.Como siguiente paso para onstruir una teoría SUSY, se de�ne un nuevo Hamiltoniano

H2

H2 = LL†que se relaiona on el Hamiltoniano originalH1 al invertir el orden de los operadores L y L†en la euaión (3.4). Se puede mostrar que efetivamente el operador H2 es el Hamiltonianode un sistema on potenial V2(x):
H2 = − ~

2

2m

d2

dx2
+ V2(x), (3.8)

V2(x) = W 2(x) +
~√
2m

∂xW (x). (3.9)Los poteniales V1(x) y V2(x) son onoidos omo poteniales ompañeros supersimétrios.33



3.1. Poteniales ompañeros SUSY Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia CuántiaLos valores propios de la energía, las funiones de onda y las matries H1 y H2 estánrelaionados. Representemos por E(1,2)
n el espetro de energía de ada Hamiltoniano H1 y

H2, en donde el superíndie muestra el Hamiltoniano al que perteneen, y n > 0 es el nivelde energía. La euaión de Shrödinger para H1 es
H1ψ

(1)
n = L†Lψ(1)

n = E(1)
n ψ(1)

n , (3.10)multipliando por la izquierda por L
LH1ψ

(1)
n = LL†Lψ(1)

n = H2(Lψ
(1)
n ) = E(1)

n (Lψ(1)
n ) (3.11)Similar para el sistema de H2:

H2ψ
(2)
n = LL†ψ(2)

n = E(2)
n ψ(2)

n , (3.12)multipliando por la izquierda por L†

L†H2ψ
(2)
n = L†LL†ψ(2)

n = H1(L
†ψ(2)

n ) = E(2)
n (L†ψ(2)

n ). (3.13)Con las euaiones (3.10), (3.11), (3.12) y (3.13) y dada le eleión E(1)
0 = 0, se puedenobtener los valores y funiones propias de ambos Hamiltonianos H1 y H2 lo uales estánrelaionados mediante (n = 0, 1, 2, ...)

E(2)
n = E

(1)
n+1, E

(1)
0 = 0, (3.14)

ψ(2)
n =

1
√

E
(1)
n+1

Lψ
(1)
n+1, (3.15)

ψ
(1)
n+1 =

1
√

E
(2)
n

L†ψ(2)
n . (3.16)Los operadores L y L† no solo permiten onvertir una funión propia de H1 (H2) en unafunión propia de H2 (H1), on la misma energía, también pueden destruir y rear un nodoen las funiones propias del Hamiltoniano ompañero.De esta manera on H1 y H2 se puede onsiderar un Hamiltoniano SUSY de la forma:

H =

(

H1 0
0 H2

)

. (3.17)Así onoiendo el espetro de H1(H2), será posible onoer el espetro de H2(H1) si ambosson ompañeros SUSY. 34



3.2. Propiedades SUSY en N=2 Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia Cuántia3.2. Propiedades SUSY en N=2En esta seión se muestra el aso de SUSY en la meánia uántia on N = 2. De lade�niión de SUSY dada por la euaión (3.1) se tienen dos superargas Q1, Q2

Q1 = Q†
1 y Q2 = Q†

2.De (3.1) se siguen las siguientes relaiones
Q1Q2 = −Q2Q1, H = 2Q2

1 = 2Q2
2 = Q2

1 +Q2
2. (3.18)Introduiendo las superargas omplejas que de�nen al Hamiltoniano SUSY H:

Q =
1√
2
(Q1 + iQ2), Q† =

1√
2
(Q1 − iQ2). (3.19)Usando estos operadores junto on el Hamiltoniano H se obtiene la siguiente superálgebra.

Q2 = 0 = (Q†)2, {Q,Q†} = H, [Q,H] y [Q†,H]. (3.20)Proponiendo los operadores Q y Q† de la siguiente manera
Q =

(

0 0
L 0

)

, Q† =

(

0 L†

0 0

)

, (3.21)on L y L† dados por (3.5), H se puede expresar en forma de una matriz diagonal
H = {Q,Q†} =

(

0 0
0 LL∗

)

+

(

L∗L 0
0 0

) (3.22)omparando a (3.22) on (3.17) se identi�an los dos Hamiltonianos ompañeros SUSY omo
H1 = L†L y H2 = LL†Es posible esribir Q y Q† en términos de las matries de Pauli de�niendo

σ+ =
1

2

(

σ1 + iσ2
)

=

(

0 1
0 0

)

, σ− =
1

2

(

σ1 − iσ2
)

=

(

0 0
1 0

)

, (3.23)por lo que las superargas son de esta siguiente manera
Q = σ− ⊗ L y Q† = σ+ ⊗ L∗ (3.24)Obsérvese que H1 y H2 omparten el mismo espetro salvo el estado base,(ver (3.14)),esto se re�eja en el heho de que las superargas Q, Q† onmuten on H.35



3.3. Caráter SUSY del Ĥ de Dira Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia Cuántia3.3. Caráter SUSY del Ĥ de DiraEn esta seión se estudiará el aspeto SUSY del Hamiltoniano de Dira ĤD, para elaso partiular de masa ero, sin embargo un tratamiento similar se puede usar para el asomasivo [9℄.Si se logran enontrar operadores Q y Q† tales que ĤD se puede expresar en la forma
ĤD = Q+Q†, (3.25)on Q2 = 0 = (Q†)2 entones el Hamiltoniano tiene un aráter SUSY que resulta deonsiderar el uadrado del de Dira,

H = Ĥ2
D = (Q+Q†) = Q2 + {Q,Q†}+ (Q†)2,el ual se puede esribir en forma matriial (3.17)

Ĥ2
D =

(

H1 0
0 H2

)

, (3.26)El heho de que ĤD y Ĥ2
D tengan el mismo espetro, junto on el aráter SUSY de Ĥ2

D,permitirá enontrar las soluiones al Hamiltoniano ĤD tan solo determinando las orrespon-dientes soluiones de H1(H2). Las soluiones al Hamiltoniano ompañero SUSY H2(H1) seobtendrán a través de las relaiones (3.14), (3.15) y (3.16). Sustituyendo a las euaiones(3.24) en (3.25) se obtiene la siguiente forma matriial para el Hamiltoniano de Dira
ĤD =

(

0 L†

L 0

) (3.27)Reordando el aso de (2+1)D de la euaión de Dira en presenia de un ampo eletro-magnétio externo onstante y on masa ero (ver seión 2.2.4) y onsiderando soluionesestaionarias :
Ψ = φ(x, y)e

−iEt
~ (3.28)la euaión (γµπ̂µ)Ψ en la representaión irreduible A tiene la siguiente expresión

(

E −(π̂2 − iπ̂1)
π̂2 + iπ̂1 −E

)

ψ(x, y) = 0. (3.29)Eligiendo al tripotenial vetorial en norma de Landau omo Aµ = (0, 0, A(x)) de tal formaque el per�l del ampo magnétio es onstante a lo largo de la direión y y esta dado por
∂xA(x). De esta manera la dependenia en y de la funión de onda (3.28) orresponde a unaonda plana on número de onda k2 por lo que

φ(x, y) = ψ(x)eik2y (3.30)36



3.3. Caráter SUSY del Ĥ de Dira Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia Cuántiaon ψ(x) dado por el espinor
ψ(x) =

(

ψ1(x)
ψ2(x)

)

. (3.31)Sustituyendo la euaión (3.28) en (3.29) se obtiene
(

ε ∂x −
[

k2 + e
c~
A(x)

]

∂x +
[

k2 + e
c~
A(x)

]

−ε

)(

ψ1

ψ2

)

= 0 (3.32)on ε = E/~. La ual se puede reesribir en la forma
ĤD

(

ψ1

ψ2

)

= ε

(

ψ1

ψ2

) (3.33)on on ĤD =

(

0 ∂x −
[

k2 + e
c~
A(x)

]

∂x +
[

k2 + e
c~
A(x)

]

0

) (3.34)El sistema de euaiones para ψ1 y ψ2 que resulta de la euaión anterior se puededesaoplar mediante el formalismo de la SUSY-QM y para ello onsidérese el uadrado de
ĤD. Comparando 3.27) on (3.34) se puede identi�ar a los operadores L y L† para esteaso,

L = ∂x − [k2 +
e

c~
A(x)] L† = ∂x + [k2 +

e

c~
A(x)] (3.35)Apliando ĤD por la izquierda a (3.33)

(

L−L+ 0
0 L+L−

)(

ψ1

ψ2

)

= ε2

(

ψ1

ψ2

) (3.36)Las euaiones desaopladas para ψ1 y ψ2 resultantes del Hamiltoniano SUSY de laeuaión anterior se pueden onsiderar ada una omo un Hamiltoniano tipo Shrödinger dela forma,
HA

i ψi(x) = ε2ψi(x) (3.37)on
HA

i = −∂2
x − Vi(x) (3.38)donde i = 1, 2 y el superíndie india la representaión de las matries de Dira.Los poteniales V1 y V2 en la euaión (3.38) en este aso orresponden a

V1(x) = W 2(x)−W ′(x),37



3.3. Caráter SUSY del Ĥ de Dira Capítulo 3. Supersimetría en la Meánia Cuántia
V2(x) = W 2(x) +W ′(x),on
W (x) = ∓

[

k2 +
e

c~
A(x)

]Las expresiones expliitas de los Hamiltonianos ompañeros HA
1 y HA

2 son:
HA

1 = L−L+ = −∂2
x − ∂x

e
c~
A(x) + (k2 + e

c~
A(x))2,

HA
2 = L+L− = −∂2

x + ∂x
e
c~
A(x) + (k2 + e

c~
A(x))2,Los poteniales ompañeros logran estableer relaiones entre dos euaiones de la meá-nia uántia no relativista, desritas ada una mediante un potenial, en general estos dospoteniales no tienen relaión físia entre sí, pero obsérvese que para el aso de la euaión deDira que se estudió en este apítulo si hay una lara relaión físia entre los Hamilitonianosompañeros SUSY H1 y H2. Este heho se verá evideniado en el siguiente apítulo.En resumen en este apítulo se mostró la relaión entre la euaión de Dira de partíulassin masa y SUSY en la meánia uántia, relaión que ayuda a solo tener que resolver unaeuaión diferenial para una sola de las omponentes del espinor soluión de la euaión deDira en (2 + 1)D.
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Capítulo 4Estados Magnétios de FronteraComo se explió en el apítulo 2 el grafeno, lo podemos modelar on la euaión deDira en (2 + 1)D y asoiar a ada punto de Dira K y K′ una de las representaionesinequivalentes de las matries de Dira. Como se explió en el apitulo 3 mediante unarelaión de supersimetría, se puede simpli�ar el problema en estudio, ya que obteniendouna omponente del espinor soluión de la euaión de Dira en (2 + 1)D, se puede onoervía SUSY la otra omponente del espinor soluión. Con toda la herramienta antes desritase podrá resolver el problema de introduir una barrera magnétia en un sola direión onanho 2d en la norma de Landau.
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Capítulo 4. Estados Magnétios de FronteraA ontinuaión se resolverá el aso partiular de un ampo magnétio tipo barrera de laforma ~B(x, y, z) = (0, 0, B), este ampo magnétio uniforme se puede desribir mediante unpotenial en tan solo dos dimensiones debido a que
∇× ~A = ~B (4.1)La omponente z del vetor de ampo magnétio, desrita por la euaión (4.1) es ∂xAy −

∂yAx, por lo que una barrera de ampo magnétio orientada en direión z depende de unpotenial vetorial que solo depende de las omponentes x, y, El potenial vetorial es de laforma ~A(x, y) = (0, A(x)), es deir solo tiene omponente y on dependenia úniamente dela oordenada x, es la llamada norma de Landau y se le llama omúnmente norma asimétria,a diferenia de la norma simétria ~A(x, y) = (−A(y), A(x)).Proponiendo la barrera de ampo magnétio omo
~B(x) =

{

0, |x| > d,

B0, |x| < d.
(4.2)Entones podemos esribir al potenial vetorial de la siguiente manera

A(x) = B0











−d, x < −d,
x, |x| < d,

d, x > d.

(4.3)se observa que las onstantes en las regiones donde el ampo es ero toman estos valores paraque A(x) sea una funión ontinua. Observando el potenial (4.3) y on ayuda de la fuerzade Lorentz
~F = q

(

~v

c
× ~B

)

, (4.4)se puede introduir una antidad que permita un elegante manejo de las unidades dentro delproblema. Las unidades de qB según la euaión (4.4) son unidades de fuerza,
[qB] = [F ] =

E

l
=
ElT

l2T
= ET

l

T

1

l2
= [~][c]

1

l2B
, (4.5)en donde se ha introduido una nueva antidad lB, que debe tener unidades de longitud, porlo que la llamaremos la longitud magnétia lB,

lB =

√

~c

eB
. (4.6)La longitud magnétia servirá omo parámetro de la intensidad de ampo magnétio,

B =
~c

el2B
, (4.7)40



Capítulo 4. Estados Magnétios de Fronterael ampo magnétio es inversamente proporional a la longitud magnétia, por lo tantouando lB ree, B disminuye y vieversa. Entones on ayuda de esta lB se puede esribiral potenial vetorial (4.3) para una barrera magnétia omo,
A(x) =

~c

el2B











−d, x < −d,
x, |x| < d,

d, x > d.

(4.8)Fijando los valores de lB y d, podemos gra�ar al potenial vetorial omo lo muestra la�gura 4.1.

Figura 4.1: Potenial vetorial en estudio, en este aso se eligió d = 3lB ó d̃ = 3La euaión de Dira en presenia de un ampo magnétio on masa igual a ero está dadapor,
γµπ̂µΨ = 0. (4.9)Dado el arater supersimétrio de ĤD, omo se mostró en el apítulo 3, basta on alular

(γµπ̂µ)2Ψ = 0, (4.10)la ual para estados estaionarios
Ψ = Ψσ(x, y)e

−iEt/~ (4.11)se redue a la euaión (2.55) on m = 0,
c2
(

π̂21+
σµνFµν

2

)

Ψσ(x, y) = E21Ψσ(x, y). (4.12)41



Capítulo 4. Estados Magnétios de FronteraUtilizando el potenial vetorial de la euaión (4.1) los términos Fµνσ
µν son:

F12σ
12 = F21σ

21 =
~e

c
(∂1A2 − ∂2A1) σ

12 =
~e

c

dA(x)

dx
σ3, (4.13)por lo tanto en la euaión (4.12) los dos términos anteriormente desritos se ombinan y ladivisión entre dos se elimina, omo se muestra a ontinuaión:

(

σ3 ~e

c

dA

dx
(x)− π̂21)Ψσ(x, y) =

E2

c2
1Ψσ(x, y), (4.14)Separando la parte espinorial de la parte esalar on ayuda de la euaión de vetorespropios del operador de espín en (2 + 1)D mostrada en (2.38), se puede esribir a Ψσ(x, y)omo:

Ψσ(x, y) = χσφσ(x, y) (4.15)donde φσ(x, y) es una funión esalar y χσ son los vetores propios de σ3, on valores propios
σ = ±1. χσ se presenta en el apítulo 2 expliitamente en (2.40). Para el aso del grafeno σorresponde a los valores del pseudo-espín (ver apítulo 1). Sustituyendo (4.15) en (4.14)

(

~eσ

c

dA

dx
(x) + π̂2

)

χσφσ(x, y) =
E2

c2
χσφσ(x, y). (4.16)Ya que el potenial no depende de y explíitamente, se proponen los estados de onda planapara la direión y on momento K2,

φσ(x, y) = ψσ(x)e−
i
~
(K2y), (4.17)donde ψσ(x) es una funión esalar dependiente solo de x. En la funión de onda se muestraon el subíndie σ la diferenia entre las omponentes del espinoriales, por lo que la euaión(4.12) es:

−~
2d

2ψσ(x)

dx2
+

[

(

~K2 +
eA(x)

c

)2

+
~eσ

c

dA(x)

dx

]

ψσ(x) =
E2

c2
ψσ(x). (4.18)Realizando los ambios de variable siguientes

x̃ =
x

lB
,

d̃ =
d

lB
,

p̃ = K2lB,42
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Ẽ =

ElB
c~

,la euaión (4.18) (en términos de variables adimensionales) se reesribe omo
−d

2ψσ(x̃)

dx̃2
+ Ṽσ(x̃)ψσ(x̃) = Ẽ2ψσ(x̃), (4.19)donde Ṽσ(x̃) es el potenial efetivo

Ṽσ(x̃) =











(p̃− d̃)2, x̃ < −d̃, Región I
(p̃+ x̃)2 − σ, |x̃| < d̃, Región II
(p̃+ d̃)2, x̃ > d̃ Región III. (4.20)Es por eso que la barrera de ampo magnétio dependerá del parámetro d̃ = d/lB; que es eloiente entre su anhura y su longitud magnétia.En la �gura 4.2 se muestra un aso partiular para el potenial efetivo.
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Figura 4.2: Potenial efetivo on d̃ = 3, σ = 1 y p̃ = 0. La región sombreada orresponde ala región en la que pueden existir estados ligados.Nótese que la euaión (4.19) orresponde a una euaión tipo Shrödinger en una di-mensión de la forma:
−d

2ψσ(x̃)

dx̃2
+ Ṽσ(x̃)ψσ(x̃) = εψσ(x̃) (4.21)en donde ε = Ẽ2.De esta manera se puede simpli�ar el problema en estudio al de una euaión tipoShrödinger on un potenial efetivo de osilador armónio trunado, ya que el potenial,al ser de�nido por regiones, solo permite que se omporte omo un osilador armónio en laregión |x̃| < d̃. 43



Capítulo 4. Estados Magnétios de FronteraEn el límite en el que el anho de la barrera es muy grande en omparaión a la longitudmagnétia 2d≫ lB la euaión se redue a
−d

2ψσ(x̃)

dx̃2
+
[

(p̃+ x̃)2 + σ
]

ψσ(x̃) = εψσ(x̃), (4.22)euaión uyas soluiones orresponden a los niveles de Landau on freuenia ω = ~/l2B yposiión de equilibrio x̃0 = −p̃lB ver Apéndie A.
ψσ(x̃) =

1

π1/4a
1/2
H

√
2nn

e
−

(x̃−x̃0)2

2a2
H Hn

(

x̃− x̃0

aH

)

, (4.23)donde Hn son los polinomios de Hermite [10℄ y uyos niveles de energía son:
ǫn =

(

n +
1

2
+ σ

)

~ω (4.24)Sin onsiderar el límite anterior se alula la parte esalar del espinor de onda en adauna de las regiones que separa el tipo de potenial estudiado.Para uando |x̃| > d̃ la euaión (4.18) toma la forma,
−d

2ψσ(x̃)

dx2
+ (p̃∓ d̃)2ψσ(x̃) = εψσ(x̃), (4.25)donde el signo ∓ india en qué parte de la barrera se enuentra, si el signo es negativo seenuentra en la región x̃ < −d̃, si el signo es positivo se enuentra en la región x̃ > d̃.Sea

k2
∓ =

(

p̃∓ d̃
)2

− ε, (4.26)la euaión (4.25) la podemos reesribir omo,
d2ψσ(x̃)

dx̃2
− k2

∓ψσ(x̃) = 0, (4.27)uyas soluiones son:
ψ(I,III)

σ (x̃) =

{

Aek−x̃ en x̃ < −d̃ Región I
Bek+x̃ +B′e−k+x̃ en x̃ > d̃ Región III, (4.28)donde A,B,B′ son onstantes de normalizaión.En la región |x̃| < d̃, la euaión (4.18) es la misma que en (4.22). Haiendo los siguientesambios de variable

ξ =
√

2(x̃+ p̃) (4.29)44
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a(σ) =

σ

2
− ε

2
, (4.30)dando omo resultado la siguiente euaión:

d2ψσ(ξ)

dξ2
−
[

ξ2

4
+ a

]

ψσ(ξ) = 0. (4.31)Las soluiones a la euaión anterior son las funiones parabólias ilíndrias de orden
−a(σ)− 1/2, ver Apéndie B [11℄, D−a(σ)− 1

2
(ξ)

ψ(II)
σ (x̃) =

∑

±

C±D−a(σ)− 1
2
(±
√

2(x̃+ p̃)), Región II (4.32)donde C± son onstantes de normalizaión. El orden de las funiones parabólias ilíndriaslaramente depende de σ, es deir, las soluiones ψσ están en funión del valor propio delpseudo-espín omo lo india la euaión (4.30). Con los dos posibles valores de pseudo-espín,
σ = ±1, se puede tener omo soluiones funiones parabólias ilíndrias de orden:

−a(1)− 1

2
=
ǫ

2
− 1 y − a(−1)− 1

2
=
ǫ

2
(4.33)Así la funión de onda soluión a la euaión (4.21) es:

ψσ(x̃) =











Aek−x̃ en x̃ < −d̃ Región I
∑

±C
±D−a(σ)− 1

2
(±
√

2(x̃+ p̃)) en |x̃| < d̃ Región II
Bek+x̃ +B′e−k+x̃ en x̃ > d̃ Región III (4.34)Es laro que el término B es ero ya que la funión de onda se anula en el in�nito, perose ha onservado diha onstante para poder alular los valores permitidos de las energíashaiendo ero a B [12℄, obteniendo el espetro de energía de los estados ligados.Exigiendo ondiiones de ontinuidad en la funión de onda y en su derivada, se logranobtener las ondiiones para los estados ligados mediante un sistema de euaiones de lasonstantes de normalizaión de ada parte de la funión de onda.Analizando úniamente el aso σ = 1 y para simpli�ar los términos, sean

u(x̃) = D ǫ
2
−1(x̃),

v(x̃) = D ǫ
2
(x̃).Como ya se tienen las soluiones en ada región, ahora es importante determinar lasondiiones que tienen que umplir las onstantes A,B,B′, C+, y C− para que sean ontinuas45



Capítulo 4. Estados Magnétios de Fronterajunto on sus derivadas. Planteando on la ondiión de ontinuidad en x̃ = −d̃ se obtienenlas euaiones:
Ae−k−d̃ = C+u(−d̃) + C−u(d̃), (4.35)

Ak−e
−k−d̃ = C+

[

−
√

2d̃

2
u(−d̃)− v(−d̃)

]

+ C−

[√
2d̃

2
u(d̃)− v(d̃)

]

. (4.36)Se puede resolver el sistema de euaiones para C+ y C−, despejando C+ de la euaión(4.35) y sustituyendo el valor en (4.36). De esta sustituión se despeja C− y sustituyendo elresultado en el despeje de C+ se obtienen:
C− =

Ae−k−d̃
[

u(−d̃)k− − 1
]

√
2d̃u(−d̃)u(d̃) + u(d̃)v(−d̃) + u(−d̃)v(d̃)

, (4.37)
C+ =

Ae−k−d̃

u(−d̃)



1−
u(d̃)

[

u(−d̃)k− − 1
]

√
2d̃u(−d̃)u(d̃) + u(d̃)v(−d̃) + u(−d̃)v(d̃)



 . (4.38)La ondiión de ontinuidad en x̃ = d̃ arroja el siguiente sistema de euaiones:
C+u(d̃)− C−u(−d̃) = Bek+d̃+ +B′e−k+d̃,

C+

[√
2d̃

2
u(d̃)− v(d̃)

]

− C−

[√
2d̃

2
u(−d̃)− v(−d̃)

]

= k+(Bek+d̃ −B′e−k+d̃+).(4.39)Resolviendo el sistema anterior para B,B′ por el mismo método de la ondiión en x̃ = −d̃on C+ y C−, se obtienen:
B′

A
=
∑

±

ek+d̃

2k+

(

C±

A

[

u(±d̃)
(

k+ ∓
√

2d̃

2

)

± v(±d̃)
]) (4.40)

B

A
=
∑

±

e−k+d̃

2k+

(

C±

A

[

u(±d̃)
(

k+ ±
√

2d̃

2

)

± v(±d̃)
]) (4.41)

B tiene ser ero, ya que uando x̃ tiende a in�nito, la funión de onda debe anularse,dando omo resultado una euaión trasendental, de la que se obtiene el espetro de energíapermitido para los estados ligados. Para resolverla se realizará un álulo numério.En este trabajo interesan los estados ligados los uales orresponden a valores de laenergía ε tales que
ε < (p̃− d̃)2 + σ, (4.42)46



Capítulo 4. Estados Magnétios de Fronteralo ual se obtiene por la ondiión (4.26). En la �gura (4.2) se pueden observar las regionesen las uales puede haber dihos estados.Hasta ahora se ha trabajado en tan solo en una representaión de las matries de Dira,es deir, en la representaión A (2.27). Las soluiones en la representaión B on ambosvalores del pseudo-espín, se pueden alular mediante la teoría de supersimetría desrita enel apítulo 3.Con una transformaión SUSY, se puede obtener el espinor soluión en la representaiónB onoiendo al espinor soluión en la representaión A. Para eso omparemos los Hamilto-nianos en ada una de las representaiones y sus formas SUSY Ĥ2 = H (ver tabla).Representaión A Representaión B
Ĥ

(

0 π̂2 − iπ̂1

π̂2 + iπ̂1 0

) (

0 −(π̂2 + iπ̂1)
−(π̂2 − iπ̂1) 0

)

H(= Ĥ2)

(

π̂2 − ~e
c
A′(x̃) 0

0 π̂2 + ~e
c
A′(x̃)

) (

π̂2 + ~e
c
A′(x̃) 0

0 π̂2 − ~e
c
A′(x̃)

)

Se puede observar omo la omponente del pseudo-espín σ = 1 (arriba) en una represen-taión A (B) es la omponente σ = −1 (abajo) de la otra representaión B (A).
HA =

(

Ĥ+1 0

0 Ĥ−1

)

, HB =

(

Ĥ−1 0

0 Ĥ+1

) (4.43)Utilizando a los Hamiltonianos H−1 y H+1 omo la teoría de poteniales ompañeros SUSYnos india, se puede tener un superpotenial:
W (x) = K2 +

e

~c
A(x), (4.44)mismo que nos permite onstruir los operadores L±,

L± = ∓ d

dx
+K2 +

eA(x)

~c
. (4.45)para los Hamiltonianos SUSY H(A,B) por ejemplo

HA =

(

L−L+ 0
0 L+L−

) (4.46)Llamemos a {ε−1,n} el espetro disreto de Ĥ−1 on las siguientes funiones propias {ψ−1,n(x)}.Si el estado base de Ĥ−1 se aniquila por L−, es deir,
L−ψ−1,0 = 0 (4.47)47



Capítulo 4. Estados Magnétios de Fronteraentones ε−1,0 = 0 por lo que los valores propios ε+1,n del Hamiltoniano H+1 uyas funionespropias son ψ+1,n están dados por la relaión (3.14) omo:
ε+1,n−1 = ε−1,n. (4.48)y de forma similar on las funiones propias en la relaión (3.15)

ψ+1,n−1(x) =
1

√
ε−1,n

L−ψ−1,n(x) (4.49)Si ε−1,0 = 0 entones Ẽ−1,0 = 0 y la funión de onda del estado base del Hamiltoniano deDira (4.21) esta dado por el siguiente espinor
Ψ0(x, y) = eiK2y

(

0
ψ−1,0(x)

)

, (4.50)(4.51)para el aso de los estados exitados (n ≥ 1), los espinores soluión de (4.21) y los orres-pondientes valores propios de la energía son:
Ψn(x, y) = eiK2y

(

ψ+1,n−1(x)
ψ−1,n(x)

)

Ẽσ,n = ±√εσ,n. (4.52)De la euaión (4.49), se obtiene que:
L+ψ+1,n−1 =

L+L−

√
ε−1,n

ψ−1,n =
Ĥ−1√
ε−1,n

ψ−1,n =
ε−1,n√
ε−1,n

ψ−1,n (4.53)Entones obsérvese que para el grafeno, sin neesidad de alular las dos omponentesdel espinor de Dira en (2 + 1)D para una barrera de ampo magnétio onstante de anho
2d, se pudo, vía la supersimetría, obtener el espinor soluión en ambas subredes ristalinas.Con el siguiente diagrama se puede observar el ambio de una omponente a otra.
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(4.54)
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Capítulo 5Resultados y Conlusiones
5.1. ResultadosEn este apítulo se mostrarán los resultados obtenidos mediante un álulo numério. Elódigo de este álulo se enuentra en el apéndie D.Para el álulo numério se utilizó Mathematia 7, software en el ual se desarrolló unprograma que alula las funiones propias de estados ligados en ambas representaiones ysus orrespondientes energías para los dos posibles valores del pseudo-espín, todo ello segúnlos parámetros que desriban a la barrera magnétia deseada. En las siguientes grá�as semostrarán los módulos uadrados de las funiones de onda |ψσ,n(x)|2, es deir, las probabi-lidades en funión de los parámetros d̃, p̃ y σ.El proedimiento para obtener los espinores soluión es:1. Plantear una barrera magnétia, la ual se desribe mediante el parámetro d̃ y se �jael valor del parámetro p̃, que se relaiona on el vetor de onda en la direión y enforma adimensional.2. Calular los valores propios de la energía εσ,n, para una de las omponentes espinorialesde la euaión de Dira (4.21), haiendo ero la relaión (4.41) que es una euaióntrasendental.3. Ya on los valores de εσ,n se pueden onoer los valores de las onstantes A,C+, C−, B′de la euaión (4.34) y poder gra�ar explíitamente las funiones propias ψσ,n.4. Al �nal on la omponente espinorial obtenida, se obtiene mediante SUSY, la ompo-nente faltante on las euaiones (3.14), (3.15) y (3.16).A ontinuaión se muestran algunas grá�as de los estados ligados on distintos valorespara los parámetros d̃ y p̃. Por ejemplo, para un valor típio de la amplitud de ampomagnétio en un laboratorio de B = 4T, la longitud magnétia es lB = 13nm [13℄. Entonespara que el anho de la barrera ubra una región en el grafeno de aproximadamente 300a(donde a es el parámetro de red) se neesita d ≈ 39nm y por lo tanto d̃ ≈ 3. De la relaión49



5.1. Resultados Capítulo 5. Resultados y Conlusiones(4.42) se observa que si d aumenta, lo ual implia tener mayor antidad de eldas de grafenodentro de la barrera, se tendrán también mayor antidad de estados ligados. También setoman valores distintos de p̃ para observar ómo se obtienen los estados ligados uando esteparámetro tiene valores negativos.
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Figura 5.1: Componentes soluión del espinor en la representaión A para valores d̃ = 3,
p̃ = 0.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1, on espetro {ε+1,n} = {2, 4, 6, 8}. (Izquierda)Valor de la pseudo-espín σ = −1, on espetro {ε−1,n} = {0, 2, 4, 6, 8}.
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Figura 5.2: Componentes soluión del espinor en la representaión B para valores d̃ = 3,
p̃ = 0.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín σ = −1.
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Figura 5.3: Componentes soluión del espinor en la representaión A para valores d̃ = 3.5,
p̃ = 0.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín σ = −1.
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Figura 5.4: Componentes soluión del espinor en la representaión B para valores d̃ = 3.5,
p̃ = 0.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín σ = −1.

Observar que en general las omponentes σ = 1 en la representaión A (B) son las ompo-nentes σ = −1 en la representaión B (A).
51
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Figura 5.5: Componentes soluión del espinor en la representaión A para valores d̃ = 2.5,
p̃ = 0.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín σ = −1.
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Figura 5.6: Componentes soluión del espinor en la representaión B para valores d̃ = 2.5,
p̃ = 0.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín σ = −1.
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Figura 5.7: Componentes soluión del espinor en la representaión A para valores d̃ = 3,
p̃ = 0.25.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín
σ = −1. 52



5.1. Resultados Capítulo 5. Resultados y Conlusiones

-3 -2 -1 1 2 3
x
�

2

4

6

8

10

V
�

x
�

-3 -2 -1 1 2 3
x
�

2

4

6

8

10

V
�

x
�

Figura 5.8: Componentes soluión del espinor en la representaión B para valores d̃ = 3,
p̃ = 0.25.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín
σ = −1.
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Figura 5.9: Componentes soluión del espinor en la representaión A para valores d̃ = 3,
p̃ = −0.25.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín
σ = −1.
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Figura 5.10: Componentes soluión del espinor en la representaión B para valores d̃ = 3,
p̃ = −0.25.(Dereha) Valor del pseudo-espín σ = 1. (Izquierda) Valor de la pseudo-espín
σ = −1.
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5.2. Conlusiones Capítulo 5. Resultados y Conlusiones5.2. ConlusionesAl �nalizar el trabajo de investigaión reonozo que me fueron útiles las siguientespremisas y mediante los resultados obtenidos inluyo las siguientes onlusiones:El grafeno es un material bidimensional. Cera de los llamados puntos de Dira K y
K′ los portadores de arga en el grafeno presentan una relaión de dispersión linealon veloidad vF ≈ c/300. Esto permite desribir a los portadores de arga mediantedos euaiones de Dira no masivas en (2 + 1)D.Cada euaión de Dira estará dada en términos de las dos representaiones inequiva-lentes de las matries de Dira en (2 + 1)D. Los espinores soluión de estas dependende un número uántio llamado pseudo-espín.Agregar la relatividad a la meánia uántia, da omo resultados la euaión de Klein-Gordon y la euaión de Dira, ada una apliada en distintas irunstanias, segúnse trabaje on bosones o fermiones. La euaión de Dira es una euaión matriial,desrita por las matries de Dira que dependen de una relaión de antionmutaiónmisma que determina la dimensión y el número de las matries de Dira, para el asode (3+1)D son uatro matries de 4× 4, mientras que en (2+1)D solo son neesariastres matries de 2× 2.Para el aso de (3+1)D el álgebra matriial orresponde a matries de 4× 4 formadaspor bloques de 2 × 2. Los espinores soluión son uatro: dos on energías positivas ydos on energías negativas. Para ada una de estas energías, hay una soluión de espínarriba y otra de espín abajo. Las energías negativas tienen sentido uando se ambiael signo de los valores del momento y energía, resultando una antipartíula on energíapositiva.En (2 + 1)D se tienen dos representaiones para las matries de Dira. Estas puedenombinarse en una donde la representaión es reduible 4× 4.SUSY omo herramienta matemátia logra simpli�ar a la meánia uántia relativistaa una forma de la meánia uántia no relativista.Los poteniales ompañeros logran estableer relaiones entre dos euaiones de lameánia uántia no relativista, desritas ada una mediante un potenial distinto.En general estos dos poteniales no tienen relaión físia entre sí.Se mostró la relaión entre la euaión de Dira de partíulas sin masa y SUSY de lameánia uántia. Con ello sólo fue neesario resolver uno de los espinores omponentesde la euaión de Dira en (2+1)D y estableer relaiones para ambiar de uno a otro.Se oupan las propiedades de supersimetría para resolver el aso partiular de unpotenial de ampo magnétio tipo barrera en el grafeno, reduiendo la euaión deDira en (2 + 1)D, a dos euaiones tipo osilador armónio trunado de la meánia55



5.2. Conlusiones Capítulo 5. Resultados y Conlusionesuántia no relativista en forma adimensional. Se pueden obtener las soluiones en adauna de las orrespondientes regiones de la barrera. Los niveles de energía permitidospara los estados ligados, los obtenemos planteando las ondiiones de ontinuidad enla funión de onda y en su derivada.Al realizar estos álulos se observa que la euaión para obtener los niveles de energíade estados ligados, es una euaión transendental, por lo que se utilizó un métodonumério para resolverla. El programa fue realizado en Mathematia 7 y puede deter-minar numériamente los niveles de energía y los valores de las onstantes que haenque la funión de onda y su derivada sean ontinuas. El programa exige los parámetrosde la barrera y ondiiones iniiales del problema omo lo son: d̃ (parámetro adimen-sional del anho y alto de la barrera) y p̃ (el momento en la direión y); al igual queel valor del pseudo-espín σ.Al llegar a este punto de la investigaión, es donde la SUSY-QM toma un papel de-terminante, ya que podemos obtener el espetro de energía y funiones propias de laotra omponente de la euaión de Dira on las relaiones de poteniales ompañe-ros, ya que se puede determinar al superpotenial explíitamente y de esa forma no esneesario tener que volver a realizar otro álulo numério.Al ompletar los álulos en la otra representaión irreduible B, se observa que lasomponentes son las mismas, solo que se invierte su orden; por lo que ya no es neesariovolver a realizar álulos numérios de nuevo.En método numério tiene sus limitaiones mismas que se ven re�ejadas en las grá�as,donde se observa que en el nivel de energía más alto tiene unas pequeñas disontinui-dades.Cuando se realiza el límite 2d̃ ≫ lB en donde el anho de la barrera es muho mayora la altura de la misma, el problema se redue al de un osilador armónio.Si la energía se enuentra en un punto erano al borde de la barrera, tendrá mayoresdisrepanias en las grá�as que se obtengan. Estos resultados (errores) se asoiandiretamente al método numério usado. Este es un punto a partir del ual se estátrabajando para poder obtener un método numério adeuado a ualquiera de losniveles de energía.El grafeno en los últimos ha sido estudiado ampliamente en la literatura, el aportede este trabajo de tesis estos estudios es mediante la inlusión del formalismo de lasupersimetría en meánia uántia. Mediante este formalismo se puede estudiar unalase de ampos magnétios externos.Se eligió estudiar la interaión de los portadores de arga en el grafeno en una barrerade ampo magnétio externo, ya que omo se mostró en el apítulo 4 para iertosparámetros de la barrera existen fenómenos de on�namiento.56



5.2. Conlusiones Capítulo 5. Resultados y ConlusionesOtro aspeto interesante a estudiar utilizando estas herramientas es el de los estadosde dispersión que no se estudiaron en el presente trabajo, pero es trabajo a futuro.Al �nalizar mi trabajo de investigaión, vislumbro posibilidades de seguir estudiandoy profundizar sobre este tema. Con todo el formalismo presentado en este trabajose pueden estudiar interaiones del grafeno en distintas on�guraiones de amposeletromagnétios externos inluida radiaión. Esto permitirá entender y araterizaral grafeno para poteniales apliaiones en un futuro.
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Apéndie AEstados de LandauCuando se agrega ampo eletromagnétio a la euaión de Shrödinger es neesarioonsiderar la sustituión mínima p̂→ p̂− e
c
Â, donde Â es el potenial vetorial magnétioy p̂ es el operador de momento usualmente utilizado p̂ = −i~∇. Mientras la partíula tengaespín, lo ual no lo podemos despreiar, éste interatuará on el ampo magnétio, de formaque se suma el término −µ̂ · B, donde µ̂ es el momento magnétio µ̂ = µŝ/s. Por lo ualel Hamiltoniano de una partíula argada en un ampo eletromagnétio se esribe de lasiguiente manera:

Ĥ =
1

2m

(

p̂− e

c
Â
)2

− µ̂ · ~B (A.1)Al desarrollar el término (p̂− e
c
Â)2 tiene que ser on uidado ya que p̂ no neesariamenteonmuta on Â.Se determinarán los niveles de energía de una partíula uando es sometida a una ampomagnétio uniforme y onstante, dirigido a lo largo de la direión z,

B = (0, 0, B) (A.2)que se puede desribir mediante un potenial vetorial en la siguiente forma:
Â = (−By, 0, 0). (A.3)Ya que rotaional del potenial vetorial es el vetor de ampo magnétio, ∇× Â = B̃,esta eleión del potenial vetorial no es la únia que desribe al ampo magnétio (A.2), porejemplo existen estas otras eleiones: A = (0, xB, 0) y A = 1/2r ×B = 1/2(−By,Bx, 0).La eleión del potenial vetorial omo se hizo en (A.3) es llamada la norma de Landau.La euaión a resolver es:

1

2m

[

(

p̂x +
eBy

c

)2

+ p̂2
y + p̂2

z

]

ψ − µ

s
σBψ = Eψ. (A.4)59



Apéndie A. Estados de Landaudonde σ = sz es el valor propio del operador de espín que onmuta on el Hamiltoniano, aligual que la omponente p̂x, p̂y del momento, por lo que todas estas son antidades que seonservan. Se propone a la funión de onda omo:
ψ = e

i
~
(pxx+pzz)Φ(y). (A.5)Los valores propios px y pz pueden tomar ualquier valor real. Ya que Az = 0 se die queel ampo no está uantizado en esa direión y toma el valor del momento ordinario mvz.Sustituyendo (A.5) en (A.4) se obtiene.

Φ′′(y) +
2m

~2

[(

E +
µσ

s
B − p2

z

2m

)

− mω2
B

2
(y − y0)

2

]

Φ = 0, (A.6)identi�ando a y0 = − cpx

eB
y ωB = |e|B

mc
.La euaión (A.6) la reonoemos omo una euaión tipo osilador armónio lineal en ladireión y on freuenia ωB. Entones se sabe que el espetro de energías de este sistematiene que estar uantizado, obteniendo la siguiente expresión para el espetro de energías deuna partíula en un ampo magnétio onstante

E = (n+
1

2
)~ωB +

p2
z

2m
− µσ

s
B. (A.7)El primer término india los valores disretos de la energía que orresponden al movimientoen el plano perpendiular al ampo; ellos son llamados niveles de Landau, realizado por L.D. Landau en 1930 [10℄. Para un eletrón, µ/s = (|e| ~)/mc y la fórmula (A.7) se onvierteen:

E = (n +
1

2
+ σ)~ωB +

p2
z

2m
. (A.8)Las funiones propias Φn orrespondientes a los niveles de energía de (A.7):

Φn(y) =
1

π1/4a
1/2
B

√
2nn

e
−

(y−y0)2

2a2
B Hn

(

y − y0

aB

)

, (A.9)donde aB =
√

~

mωB
y Hn son los polinomios de Hermite, los uales pueden ser representadoson las funiones parabólias ilíndrias (ver apéndie B).
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Apéndie BFuniones Parabólias CilíndriasLas funiones parabólias ilíndrias son una lase de funiones llamadas funiones deWeber. Existe una variedad de de�niiones ligeramente diferentes usadas por varios autores[11℄.Whittaker and Watson (1990) de�nen las funiones parabólias ilíndrias Dν(z) omolas soluiones de la euaión diferenial de Weber.
y′′(z) +

(

ν +
1

2
− 1

4
z2) y(z) = 0. (B.1)Las dos soluiones independientes están dadas por y = Dν(z) y y = D−ν−1(iz) donde

Dν(z) = 2ν/2+1/4z−1/2Wν/2+1/4,−1/4

(

1

2
z2

) (B.2)
=

2ν/2e−z2/4(−iz)1/4(iz)1/4

√
z

U

(

−1

2
ν,

1

2
,
1

2
z2

)

, (B.3)la ual en la mitad del plano real R[z] > 0, es equivalente a
Dν(z) = 2

ν
2 e

−z2

4 U

(

−1

2
ν,

1

2
,
1

2
z2

)

, (B.4)donde Wk,m es la funión de Whittaker y U(a, b, z) es la funión hipergeométria on�uente.Para un entero no negativo n, la soluión Dn se redue a
Dn(x) = 2−n/2e−x2/4Hn

(

x√
2

) (B.5)donde Hn son los polinomios de Hermite.Para el aso del Apéndie anterior A de los niveles de Landau x→ (y − y0)/(
√

2aB).Como propiedades partiulares, observese que la derivada de la funión parabólia ilín-dria Dn(x) es:
dDn(x)

dx
=

1

2
xDn(x)−Dn+1(x). (B.6)61



Apéndie B. Funiones Parabólias Cilíndrias
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Apéndie CLímite no relativista de la euaión deDiraEn esta parte se mostrará que la euaión de Dira en una aproximaión no relativistase redue a la teoría de espín de Pauli en dos omponentes.La euaión de Pauli, también onoida omo la euaión de Shrödinger-Pauli, es laformulaión uántia para una partíula on espín 1/2 que interaiona on un ampo ele-tromagnétio. Fue formulada por Wolfgang Pauli en 1927, ya que los experimentos de Stern-Gerlah realizados en 1922, mostraron que era fundamental el onsiderar que las partíulastienen propiedades uántias intrínseas.Se introduirá una interaión on un ampo eletromagnétio externo desrito por unuadripotenial Aµ = (Φ, ~A) mediante el aoplamiento mínimo pµ → pµ − e
c
Aµ. Por lo quela euaión de Dira queda de la siguiente forma:

i~
dψ

dt
=
(

cα ·
(

p̂− e

c
A
)

+ βmc2 + eΦ
)

ψ (C.1)La euaión (C.1) expresa la interaión de una partíula de Dira on arga on unampo eletromagnétio. Separando las omponentes en dos términos espinoriales de dosomponentes:
ψ =

(

ϕ̃
χ̃

) (C.2)por lo que la euaión (C.1) queda omo:
i~
d

dt

(

ϕ̃
χ̃

)

= cα · π
(

χ̃
ϕ̃

)

+ eΦ

(

ϕ̃
χ̃

)

+mc2
(

ϕ̃
−χ̃

) (C.3)En el límite no relativista la energía en reposo mc2 es la energía más grande, por lo que elproblema se puede esribir omo, 63



Apéndie C. Límite no relativista de la euaión de Dira
(

ϕ̃
χ̃

)

= e−(imc2/~)t

(

ϕ
χ

) (C.4)donde ahora ϕ y χ son relativamente pequeñas variaiones en el tiempo que son soluionesde la euaión matriial,
i~
∂

∂t

(

ϕ
χ

)

= cα · π
(

χ
ϕ

)

+ eΦ

(

ϕ
χ

)

− 2mc2
(

0
χ

)

. (C.5)El último término de la euaión (C.5) se obtiene de la derivada temporal del espinor (C.4),entones el sistema aoplado resultante de (C.1) es,
i~
dϕ

dt
= cα · π̂χ+ eΦϕ (C.6)

i~
dχ

dt
= cα · π̂ϕ+ eΦχ− 2mc2χ (C.7)En la segunda omponente espinorial, la euaión (C.7), se onsidera que la interaiónde ampo Φ y del ambio temporal de la omponente χ del espinor ψ son despreiables enomparaión del término mc2, entones se puede despejar χ de la siguiente manera
χ =

σ · π̂
2mc

ϕ (C.8)donde χ son las omponentes pequeñas de la funión de onda mientras que a las omponentes
ϕ son las omponentes grandes.Sustituyendo la euaión (C.8) en la primera omponente de la euaión (C.5),

i~
∂ϕ

∂t
=

(

σ · π̂σ · π̂
2m

)

ϕ (C.9)Siguiendo la identidad para las matries de espín de Pauli:
σ · aσ · b = a · b + iσ · a× bpara este aso
σ · π̂σ · π̂ = π̂2 + iσ · π̂ × π̂

= π̂2 − e~

c
σ · ~B (C.10)Sustituyendo la euaión (C.10) en la euaión (C.5) junto on la sustituión mínima sale

i~
∂ϕ

∂t
=

[

(p− (e/c)A)2)

2m
− e~

2mc
σ · ~B + eΦ

]

ϕ (C.11)64



Apéndie C. Límite no relativista de la euaión de Diraque es reonoida omo la euaión de Pauli. La euaión (C.11) on�rma que la euaiónde Dira es una buena desripión de un eletrón relativista inmerso en un ampo magné-tio uniforme. Las dos omponentes de ϕ son su�ientes para aomodar los dos grados delibertad del espín para un eletrón que tiene valor de espín 1/2 y el momento magnétio deleletrón emerge automátiamente orrespondiente a la razón giromagnétia g = 2. Se puedeobservar omo la euaión (C.11) se redue solo guardando los términos de primer orden enla interaión débil del ampo magnétio uniforme ~B = ∇× Â; Â = 1/2 ~B × ~r

i~
∂ϕ

∂t
=

[

p̂2

2m
− e

2mc
(L + 2S) · ~B

]

ϕ (C.12)aquí L = r × p el momento angular orbital, S = 1
2
~σ es el espín del eletrón, on valorespropios ±~/2.
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Apéndie DCódigo(*Se limpian las variables que se usaran en el programa*)Clear[a, d, s, p, solu, probar, hamil, e, ondaero, norm, normuno, normdos,normtres, normuatro, anorm, auno, ados, atres, auatro, bnorm, buno, bdos,f, btres, mas, masuno, masdos, mastres, masuatro, nos, nosuno,nosdos, nostres, nosuatro, u, v, funond, grafab, estrob, ener, e2, e1,e3, soluno, soldos, soltres, soluatro, u1, u2, u3, u4, v1, v2, v3, v4,prue, r, pefet1℄(*Se definen los poteniales efetivos, uno para ada valor de pseudo-espín*)pefe[x_℄ := If[x < -d, (p - d)^2, If[x > d, (p + d)^2, (p + x)^2 + s℄℄pefe1[x_℄ := Pieewise[{{(p - d)^2, x < -d}, {(p + x)^2 - s, Abs[x℄ < d},{(p + d)^2, x > d}}℄(*Se introduen los parámetros adimensionales: d (equivalente a dtilde), p (equivalente p tilde) y s (equivalente a sigma)*)d = 2.5;s = 1;p = 0;(*Se grafia el potenial efetivo*)Plot[pefe[x℄, {x, -1.2*d, 1.2*d}, AxesLabel ->{OverTilde[x℄, OverTilde[V℄*OverTilde[x℄}℄Clear[e, aa, u, v, nos, mas, normuno, kmas, knos, w, buno, bprima℄(*Se definen todas las funiones y onstantes neesarias para esribirla soluión ompleta del espinor de Dira, todas ellas se enuentran67



Apéndie D. Códigodesritas en el apítulo 4, estas funiones y onstantes dependen dela energia e*)estro = Array[ener, 5, 0℄;grafa = Array[funond, 5, 0℄;kmas = Sqrt[(p + d)^2 - e℄;knos = Sqrt[(p - d)^2 - e℄;aa = s/2 - e/2;u[x_℄ := ParaboliCylinderD[-aa - 1/2, Sqrt[2℄*(p + x)℄;v[x_℄ := ParaboliCylinderD[-aa + 1/2, Sqrt[2℄*(p - x)℄;nos = (auno*((knos/Sqrt[2℄ + d/2)*u[-d℄ + v[-d℄))/E^(knos*d)/(d*u[d℄*u[-d℄ + v[-d℄*u[d℄ - u[-d℄*v[d℄);mas = (auno/E^(knos*d) - nos*u[d℄)/u[-d℄; TextCell[""℄buno = ((Sqrt[2℄*E^(kmas*d))/(2*kmas))*((mas/auno)*(u[d℄*(kmas/Sqrt[2℄ + d/2) - v[d℄) +(nos/auno)*(u[-d℄*(kmas/Sqrt[2℄ - d/2) + v[-d℄));bprima = ((Sqrt[2℄*E^(kmas*d))/(2*kmas))*((mas/auno)*(u[d℄*(kmas/Sqrt[2℄ - d/2) - v[d℄) +(nos/auno)*(u[-d℄*(kmas/Sqrt[2℄ + d/2) + v[-d℄));sol = (u[-d℄*(-(d/2) + kmas/Sqrt[2℄) - v[-d℄)/(u[d℄*(d/2 + kmas/Sqrt[2℄) -v[d℄);(*Para resolver la euaión trasendental de las energías, se grafiandos funiones, las interseiones de dihas funiones son los valorespropios de la energía permitidos para nuestras ondiiones*)Plot[{mas/nos, -sol}, {e, 0, (p + d)^2 + s}, PlotRange -> Automati℄wsol = Array[w, 4, 0℄;(*Se alulan los distintos valores de las energías para los parámetros dados.*)For[i = 0, i < 5, i++, w[i℄ = FindRoot[mas/nos == -sol, {e, 2*i + 2}℄;ener[i℄ = w[i℄[[1,2℄℄℄estrowsol;(*Aquí toman valores las funiones y onstante ya que se saben losvalores de energía, se guardan en vetores antes definidos*)ue[x_, e_℄ := ParaboliCylinderD[-(s/2) + e/2 - 1/2, Sqrt[2℄*(p + x)℄;ve[x_, e_℄ := ParaboliCylinderD[-(s/2) + e/2 + 1/2, Sqrt[2℄*(p - x)℄;nose[e_℄ := (anorm*((Sqrt[(p - d)^2 - e℄/Sqrt[2℄ + d/2)*ue[-d, e℄ +68



Apéndie D. Códigove[-d, e℄))/E^(Sqrt[(p - d)^2 - e℄*d)/(d*ue[d, e℄*ue[-d, e℄ +ve[-d, e℄*ue[d, e℄ - ue[-d, e℄*ve[d, e℄);mase[e_℄ := (anorm/E^(Sqrt[(p - d)^2 - e℄*d) - nose[e℄*ue[d, e℄)/ue[-d, e℄;TextCell[""℄bunoe[e_℄ := ((Sqrt[2℄*E^(Sqrt[(p + d)^2 - e℄*d))/(2*Sqrt[(p + d)^2 - e℄))*(mase[e℄*(ue[d, e℄*(Sqrt[(p + d)^2 - e℄/Sqrt[2℄ + d/2) - ve[d, e℄) +nose[e℄*(ue[-d, e℄*(Sqrt[(p + d)^2 - e℄/Sqrt[2℄ - d/2) + ve[-d, e℄));bprimae[e_℄ := ((Sqrt[2℄*E^(Sqrt[(p + d)^2 - e℄*d))/(2*Sqrt[(p + d)^2 - e℄))*(mase[e℄*(ue[d, e℄*(Sqrt[(p + d)^2 - e℄/Sqrt[2℄ - d/2) - ve[d, e℄) +nose[e℄*(ue[-d, e℄*(Sqrt[(p + d)^2 - e℄/Sqrt[2℄ + d/2) + ve[-d, e℄));(*Se alulan las onstantes de normalizaión según sea el valor de laenergía y se alulan la norma al uadrado de la funión de onda*)entro[e_℄ := Integrate[((nose[e℄/anorm)*ue[x, e℄ +(mase[e℄/anorm)*ue[-x, e℄)^2, {x, -d, d}℄normal[e_℄ := N[entro[e℄℄ + 1/(E^(2*Sqrt[(p - d)^2 - e℄*d)*(2*Sqrt[(p - d)^2 - e℄)) - (bprimae[e℄/anorm)^2*(1/(E^(2*Sqrt[(p + d)^2 - e℄*d)*(2*Sqrt[(p + d)^2 - e℄)));aunoe[e_℄ := 1/N[normal[e℄℄;f[x_, e_℄ := Pieewise[{{E^(Sqrt[(p - d)^2 - e℄*x), x < -d},{N[(mase[e℄/anorm)*ue[x, e℄ + (nose[e℄/anorm)*ue[-x, e℄℄, d > x > -d},{bprimae[e℄/anorm/E^(Sqrt[(p + d)^2 - e℄*x), x > d}}℄;funiones[x_, e_℄ := Pieewise[{{E^(2*Sqrt[(p - d)^2 - e℄*x), x < -d},{N[((mase[e℄/anorm)*ue[x, e℄ + (nose[e℄/anorm)*ue[-x, e℄)^2℄,d > x > -d}, {(bprimae[e℄/anorm)^2/E^(2*Sqrt[(p + d)^2 - e℄*x),x > d}}℄;normalizando[e_℄ := 1/Integrate[N[funiones[x, e℄℄, {x, -Infinity, Infinity}℄(*Se grafian las funiones de onda obtenidas para ada uno de losvalores de la energía*){Plot[funiones[x, ener[0℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[1℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[2℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[3℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[4℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄};{Plot[f[x, ener[0℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄, Plot[f[x, ener[1℄℄,{x, -1.3*d, 1.3*d}℄, Plot[f[x, ener[2℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[f[x, ener[3℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄, Plot[f[x, ener[4℄℄,69



Apéndie D. Código{x, -1.3*d, 1.3*d}℄}(*Se vuelven a alular las ontantes de normalizaión y se grafianlas funiones de onda normalizadas*)For[i = 0, i < 5, i++, wt[i℄ = Integrate[funiones[x, ener[i℄℄,{x, -Infinity, Infinity}℄; wt[i℄℄wt[0℄wt[1℄wt[2℄wt[3℄wt[4℄;{Plot[funiones[x, ener[0℄℄/wt[0℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[1℄℄/wt[1℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[2℄℄/wt[2℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[3℄℄/wt[3℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[funiones[x, ener[4℄℄/wt[4℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄}{Plot[f[x, ener[0℄℄/Sqrt[wt[0℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[f[x, ener[2℄℄/Sqrt[wt[2℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[f[x, ener[3℄℄/Sqrt[wt[3℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄,Plot[f[x, ener[4℄℄/Sqrt[wt[4℄℄, {x, -1.3*d, 1.3*d}℄}(*Se definen los vetores neesarios para grafiar juntas lasfuniones de la norma al uadrado de la funión de onda. Y severifian que la integral sobre todo el espaio de esta última sea uno.*)grafos = {funiones[x, ener[0℄℄, funiones[x, ener[1℄℄, funiones[x, ener[2℄℄,funiones[x, ener[3℄℄, funiones[x, ener[4℄℄};wgraf = grafos + estro;granda = {f[x, ener[0℄℄, f[x, ener[1℄℄, f[x, ener[2℄℄, f[x, ener[3℄℄,f[x, ener[4℄℄};wgrr = granda + estro;Plot[{wgrr, pefe[x℄}, {x, -1.2*d, 1.2*d},Filling -> {{1 -> ener[0℄}, {2 -> ener[1℄}, {3 -> ener[2℄}, {4 -> ener[3℄},{5 -> ener[4℄}}, AxesLabel -> {OverTilde[x℄, OverTilde[V℄*OverTilde[x℄}℄For[i = 0, i < 5, i++, wtnor[i℄ = Integrate[funiones[x, ener[i℄℄/wt[i℄,{x, -Infinity, Infinity}℄℄graf = {funiones[x, ener[0℄℄/wt[0℄, funiones[x, ener[1℄℄/wt[1℄,funiones[x, ener[2℄℄/wt[2℄, funiones[x, ener[3℄℄/wt[3℄,funiones[x, ener[4℄℄/wt[4℄};wgraf = graf + estro; 70



Apéndie D. CódigoPlot[{wgraf, pefe[x℄}, {x, -1.2*d, 1.2*d},Filling -> {{1 -> ener[0℄}, {2 -> ener[1℄}, {3 -> ener[2℄}, {4 -> ener[3℄},{5 -> ener[4℄}}℄wtnor[0℄wtnor[1℄wtnor[2℄wtnor[3℄wtnor[4℄;(*A partir de aquí se empieza a alular la otra omponente delespinor de Dira on la supersimetría de la meánia uántia.*)(*Se empieza limpiando las variable a oupar.*)Clear[huper, nueva, esa, trans, susyero, susyuno, susydos, susytres℄(*Se define la transformaión supersimétria a oupar y se alula unapor una las funiones de onda transformadas a la otra omponente delespinor de onda de Dira.*)funiones[x, ener[1℄℄/wt[1℄;esa[x_℄ = Pieewise[{{-d, x < -d}, {d, x > d}, {x, -d < x < d}}℄;Plot[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄trans = p + esa[x℄;deruno = D[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄, x℄;susymenos = trans*(f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄) + D[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄,x℄;Plot[susyuno, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄Plot[f[x, ener[0℄℄/Sqrt[wt[0℄℄, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄trans = p + esa[x℄;derero = D[f[x, ener[0℄℄/Sqrt[wt[0℄℄, x℄;susyero = trans*(f[x, ener[0℄℄/Sqrt[wt[0℄℄) - D[f[x, ener[0℄℄/Sqrt[wt[0℄℄,x℄;Plot[susyero, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄Plot[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄trans = p + esa[x℄;deruno = D[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄, x℄;susyuno = trans*(f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄) - D[f[x, ener[1℄℄/Sqrt[wt[1℄℄, x℄;Plot[susyuno, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄Plot[f[x, ener[2℄℄/Sqrt[wt[2℄℄, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄trans = p + esa[x℄;derdos = D[f[x, ener[2℄℄/Sqrt[wt[2℄℄, x℄;71



Apéndie D. Códigosusydos = trans*(f[x, ener[2℄℄/Sqrt[wt[2℄℄) - D[f[x, ener[2℄℄/Sqrt[wt[2℄℄, x℄;Plot[susydos, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄Plot[f[x, ener[3℄℄/Sqrt[wt[3℄℄, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄trans = p + esa[x℄;dertres = D[f[x, ener[3℄℄/Sqrt[wt[3℄℄, x℄;susytres = trans*(f[x, ener[3℄℄/Sqrt[wt[3℄℄) - D[f[x, ener[3℄℄/Sqrt[wt[3℄℄,x℄;Plot[susytres, {x, -1.2*d, 1.2*d}℄susyonda = {susymenos^2/Sqrt[ener[1℄℄, susyero^2/Sqrt[ener[1℄℄,susyuno^2/Sqrt[ener[2℄℄, susydos^2/Sqrt[ener[3℄℄,susytres^2/Sqrt[ener[4℄℄};newestro = estro - 2;susy = susyonda + newestro;Plot[{susy, pefe1[x℄}, {x, -1.2*d, 1.2*d},Filling -> {{1 -> ener[0℄ - 2}, {2 -> ener[1℄ - 2}, {3 -> ener[2℄ - 2},{4 -> ener[3℄ - 2}, {5 -> ener[4℄ - 2}},AxesLabel -> {OverTilde[x℄, OverTilde[V℄*OverTilde[x℄}℄nueva = Integrate[susyonda, {x, -Infinity, Infinity}℄huper = susyonda/nueva + newestro;(*Se grafian los uadrados de las normas de las funiones de ondaobtenidas on la supersimetría que orresponden al valor depseudo-espín sigma =-1 on las omponentes sigma=+1*)Plot[{huper, pefe1[x℄}, {x, -1.2*d, 1.2*d},Filling -> {{1 -> ener[0℄ - 2}, {2 -> ener[1℄ - 2}, {3 -> ener[2℄ - 2},{4 -> ener[3℄ - 2}, {5 -> ener[4℄ - 2}},AxesLabel -> {OverTilde[x℄, OverTilde[V℄*OverTilde[x℄}℄Integrate[susyonda/nueva, {x, -Infinity, Infinity}℄
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