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Introduccion

La teoria de inclinacion tiene sus origenes en el articulo de I. N. Bernstein, I. M. Gelfand
y V. A. Ponomarev, el cual apareci6 en 1973 [BGP], donde definieron los funtores de Co-
xeter parciales. Estos funtores fueron generalizados por M. Auslander, M. I. Platzeck e I.
Reiten en 1979 [APR], donde se introduce el concepto de médulo de inclinacién. La nocién
de médulo de inclinacién fue generalizada por Y. Miyashita en 1986 [Miya] y por D. Happel
en 1987 [Ha]. Happel demostré que los médulos de inclinacién generalizados inducen
equivalencias de categorias derivadas de ciertas categorias de médulos. Estos resultados
inspiraron a J. Rickard a desarrollar su teoria de Morita para categorfas derivadas [Ric].

Por otro lado, las categorias de funtores fueron introducidas en teoria de representa-
ciones por M. Auslander en [Aul], [Au2] y usadas en su demostracién de la primera
conjetura de Brauer-Trall [Au], y después usadas sisteméticamente, de manera conjunta
con I. Reiten, en el estudio de la equivalencia estable [AR1], [AR2].

Recientemente, las categorias de funtores han sido utilizadas en [MV], [MVS1], [MVS2],
[MVS3], [MVS4]; para estudiar las componentes de Auslander-Reiten de dlgebras de di-
mension finita.

En este trabajo generalizamos la teoria de inclinaciéon de los mddulos a la categoria
de funtores, teniendo en mente aplicaciones a la categoria de funtores de subcategorias de
la categoria de mdédulos, sobre un algebra de dimensién finita, a la categoria de grupos
abelianos.

El material aqui expuesto estd dividido en dos partes, la primera de ellas estd dedicada
al desarrollo de la teoria clasica de inclinacién en la categoria de funtores, mientras que
la segunda parte esta dedicada al desarrollo de la teoria de inclinacién generalizada en la
categoria de funtores.

En la primera parte, comezamos con el capitulo 1 dedicado a recordar conceptos basicos
de la categoria de funtores. En el capitulo 2 probamos el Teorema Brenner-Butler, primero
para la categoria de funtores que van de una variedad de annuli y veremos que se siguen
teniendo los resultados clasicos que se refieren los grupos de Grothendieck y a la dimension
global. Después, teniendo en mente buscar aplicaciones a la categoria de médulos finita-
mente generados sobre un algebra de artin, probamos el Teorema Brenner-Butler para
categorias de funtores finitamente presentados, concluyendo con el desarrollo de la teoria
inclinaciéon para variedades dualizantes. En el capitulo 3, mostramos como extender un
médulo de inclinacién a una categoria de inclinacion. Posteriormente veremos las aplica-
ciones de la teoria desarrollada al caso hereditario, mas precisamente, al estudio de las
representaciones de dlgebras de carcaj de un carcaj infinito localmente finito.

En la segunda parte, comenzamos con el capitulo 4, dedicado a recordar los conceptos
bésicos sobre categorias derivadas. En el capitulo 5 veremos el Teorema de Happel para
variedades de annuli y variedades dualizantes. En el capitulo 6, siguiendo los resultados
de M. Auslander e I. Reiten, damos una relacién entre categorias de inclinacién y cate-
gorias covariantemente finitas de las categorias de funtores finitamente presentados de una
variedad Krull-Schmidt dualizante. Finalizamos con el capitulo 7, en el cual encontramos
relaciones entre la categorias de inclinacién relativas en el algebra de matrices triangu-
lares y categorias de inclinacién en la categoria de funtores finitamente presentados de la
categoria de modulos finitamente generados sobre un algebra de artin.
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Capitulo 1

La Categoria Mod(C)

1.1. Categorias preaditivas

En esta seccion hablaremos de la categoria de funtores. Los resultados aqui expuestos
fueron extraidos directamente de [Au2].

Una categoria C es preaditiva, si tiene objeto cero, cada conjunto de morfismos
C(C1,C2) es un grupo abeliano y todas las composiciones de morfismos

C(Cl,CQ) X C(CQ,Cg) — C(Cl,Cg)

son bilineales. Un funtor contravariante entre dos categorias preaditivas F' : C; — Cg
es aditivo, si para cada par de objetos C; y Cy en C, el morfismo F : C1(Cq,Cs) —
Cy(F(C3), F(Ch)) es un homomorfismo de grupos abelianos. Todas las categorias que se
mencionen en este trabajo seran por lo menos preaditivas. Del mismo modo, todos los
funtores que se mencionen serdn contravariantes y aditivos.

Dada una familia {C;};c; de objetos en C, denotamos su suma (directa) por [[,;.; C;
y su producto por [[;.; C;, cuando estos existan en C. Una categoria preaditiva C se dice
que es aditiva, si toda familia finita de objetos en C tiene una suma en C.

Sean C y D dos categorias y F, G : C — D un par de funtores. Entonces, un morfismo
a: F — G es una coleccién de morfismos a¢ : F(C) — G(C) en D, uno para cada C en
C, tal que para cada morfismo f : C7; — Cs en C, el siguiente diagrama conmuta:

F(Cy) ™S G(Cy)
F(| lewn
F(C) S Gey).

En general, la coleccién de morfismos que van de F' a G no es un conjunto, sin embargo,
lo es cuando C es una categoria pequena, i.e., la coleccién objetos en C es un conjunto.

Supongamos que C’ es una subcategoria densa de C. Entonces, hay una correspon-
dencia uno a uno entre los morfismos de F' a G y todos aquellos que van de F|c a G|c,
las restricciones de F''y G a C’. La correspondencia est4 dada por el morfismo que envia
a:F — Gap: Fle — Gler, definida por ¢ = a¢, para toda C en C'. Si C’ es una



categoria pequena, entonces la colecciéon de morfismos que van de F' a G es un conjunto. La
categoria C es llamada esqueléticamente pequena si contiene a una subcategoria densa
pequena. De aqui, si la categoria C es esqueléticamente pequena, entonces la coleccion de
morfismos entre funtores F,G : C — D es siempre un conjunto. Luego, si suponemos que
C es esqueléticamente pequena y D es una categoria arbitraria, entonces se obtiene la
categoria de funtores contravariantes de C a D, denotada por (C, D), la cual se describe
como:

(a) Los objetos son los funtores contravariantes de C en D.

(b) (C,D)(F,G) es el conjunto de morfismos que van del funtor F' al funtor G, para
cada par de objetos F'y G en (C,D).

(c¢) Denotando a (C,D)(F,G) simplemente como (F,G), la composicién de morfismos
(F,G)x (G,H) = (F,H) en (C,D) esta dada por («, 8) — fa, donde F(C) UL
H(C) es la composicién F(C) 2 G(C) Pe, H(C) en D, para cada C en C.

(d) La estructura de grupo abeliano sobre (F,G) estd dado por la adicién (8 + a)¢ :
F(C) — G(C), definida por la suma ac + B¢ de ac y Sc en D(F(C),G(C)), para
cada C en C.

Ademsds, si D es una categorfa aditiva, entonces (C,D) es una categoria aditiva. En
efecto, si {Fj}ies es una familia finita de objetos de (C,D), entonces el funtor [, F,
definido por (J],c; Fi)(C) = [l;c; Fi(C), la suma en D de la familia finita {F;(C)}cr,
para cada C en C, es una suma para {F;} en (C,D).

Supongamos que C’ y C son categorias esqueléticamente pequerias y D es una categoria
arbitraria, asociamos a cada funtor f : C' — C, el funtor f,(C,D) — (C’,D), definido
como f.(F)(C) = F(f(C)), para cada C en C. Si C’ es una subcategoriade Cy f: C' —
C es el funtor inclusién, entonces f.(F) = F|cr, la restriccién de F a la subcategoria C’.
Asi, dada cualquier subcategorfa C’ de C, tenemos el funtor restriccién res : (C', D) —
(C,D), definido como res(F') = F|c¢v.

1.2. C-moddulos

En lo que sigue, asumiremos que C es una categoria preaditiva esqueleticamente
pequena. Se define la categoria de C-mddulos, la cual denotaremos por Mod(C), co-
mo la categorfa (C, Ab), donde Ab es la categorfa de grupos abelianos. Un C-médulo
M es entonces un funtor contravariante M : C — Ab, y un morfismo M; — My de
C-moédulos es un morfismo que va del funtor M; al funtor Ms. A continuacién se ve como,
en Mod(C), ocurren situaciones andlogas a las que ocurren en las categorias de médulos
sobre un anillo.

Sea M; 2 My un morfismo de C-moédulos, y f : C; — C5 un morfismo en C. Entonces
existe un unico morfismo, que denotaremos como Ker(«)(f), el cual hace conmutar el



siguiente diagrama

ker(a @
0 — Ker(ae,) X0, (Ch) 2% My (Cy)
Ker(a)(f)l MiP) Mgml

ker(a)cl acy
0 — Ker(acl) — Ml(Cl) — MQ(Cl)

Resulta natural definir el C-mddulo Kera en objetos como (Kera)(C) = Ker(ac), y
en morfismos como (Kera)(f) = Ker(«)(f). Ademads, tenemos un morfismo de C-médulos
Ker(a) : Keraw = Mj. Del mismo modo pueden definirse los funtores cokernel Coker(«),
imagen Im(«) y coimagen, Coim(a). Los cuales son construidos de manera puntual.

No es dificil verficar la siguiente

Proposicién 1.1. La categoria Mod(C’) es una categoria abeliana con las siguientes
propiedades

(a)

(b)

ac

Una sucesion de C-mdédulos My = M, g Mj3 es exacta si, y sdlo si, M1(C) —

M>(C) LN M;3(C) es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Sea {M; }icr una familia de C-mddulos, con I un conjunto de indices. El C-mddulo
[icr M, definido por ([1;c; Mi)(C) = [1;c;(Mi(C)), para toda C en C, es una
suma para la familia {M;}ie; en Mod(C), donde ], ;(M;(C)) es la suma en Ab
de la coleccion de grupos abelianos {M;(C)}icr. Andlogamente, se define el producto

de C-mdludos [[;c; M;.

(Lema de Yoneda) Para cada C en C, el C-mddulo ( ,C) definido como ( ,C)(X) =
C(X,C), para cada X en C tiene la propiedad de que: para cada C-mddulo M
tenemos un isomorfismo de grupos abelianos

((,C),M)—=M(C); [~ fe(le).
De aqufi,

(i) El funtor P : C — Mod(C), dado por P(C) = ( ,C) es fielmente pleno.

(ii) Para cada familia {Ci}icr de objetos en C, el C-mddulo [],.; P(C;) es un
C-mddulo proyectivo.

(iii) Dado un C-mddulo M, hay una familia {C;}icr de objetos en C tal que existe
un epimorfismo [[,.; P(C;) = M — 0.

(iv) Sea {M;}icr una familia de C-mddulos y C un objeto de C. Del isomorfismo
(( ,O), ier Mi) = [Lie; (Mi(C)) = e ((,C), M;) se sigue lo siguiente: si
f:(,C) = Il,er M es un morfismo de C-mddulos, entonces hay un subcon-

junto finito J de I tal que Im(f) estd contenido en el C-submddulo [];c ; M;
de [T;c; M.

(v) La coleccién de C-submddulos de un C-mddulo M es un conjunto.

icl



Decimos que un C-médulo M es finitamente generado si, dada una familia {M; };cr
de C-médulos y un epimorfismo f : [[,.; M; — M, hay un subconjunto finito J de I, tal
que la restriccién f\uje, m; t ey Mj — M es un epimorfismo.

Proposicién 1.2. (a) Para cada familia finita {C;}icr de objetos en C, el C-mddulo
[Lic:( ,Ci) es finitamente generado.

(b) Un C-mddulo M es finitamente generado si, y sdlo si, hay un epimorfismo

i€l
para alguna familia finita {C;};cr de objetos en C.

(c) Supongamos que M es un C-mddulo finitamente generado. Sea f : M — [[,o; M;
un morfismo de C-mddulos. Entonces, hay un subconjunto finito J de I, tal que
Imf estd contenido en el C-submddulo [];c; M; de [;c; M;. Mds ain, hay un
isomorfismo natural (M, ]],c; M;) — [l;c;(M, M;), el cual consideraremos como
una identificacion, para cada C-mdodulo finitamente generado M.

(d) Supongamos que 0 — My — My — M3 — 0 es una sucesion exacta de C-mddulos,
entonces ocurre lo siguiente:

(i) Si Ms es finitamente generado, entonces Ms es finitamente generado.

(il) Si My y M3 son finitamente generados, entonces My es finitamente generado.
(e) Una suma finita de C-mddulos finitamente generados es finitamente generado.

Demostracion. (a) Sea {M;};c; una familia de C-médulos y supongamos que existe un
epimorfismo p : ]_[jeJ M; — T1;e;( ,Ci). Como [],c;( ,C;) es proyectivo, p se escinde,
i.e, existe un morfismo J],.;( ,C;) 4, ;e Mj, tal que pg = 11, _,( ,c,)- Por la parte (c)
de la Proposicién 1.1, existe una familia finita de indices J' C J tal que Im(q) C [[;c;» M;.
Entonces

(P, )0 = Pa =111, c0)5

se sigue que pl[y_, u, : e Mj = Iics( - Ci) es epimorfismo.

(b) Sea M un C-mdédulo cualquiera. Por la parte (c) de la Proposicién 1.1, hay una
familia de objetos {C}icr y un epimorfismo [ ], ;( ,C;) — M. Si M es finitamente genera-
do, entonces hay un subconjunto finito J de I tal que f‘Hie,I( o ey (,C) = M es
un epimorfismo.

Reciprocamente, supongamos que existe un epimorfismo [[;.;( ,Ci) % M, para
alguna familia finita {C;};c; de objetos en C, y sea {M;};cs una familia de C-médulos y

un epimorfismo HjeJ M; Iy M. Como [T;c;( ,Ci) es un C-mddulo proyectivo, existe un
morfismo A : [[;;( ,Ci) — [1;c; M; tal que hace conmutar el siguiente diagrama:



y lg

|| RNy
jeJ

Por la parte (c¢) de la Proposicién 1.1, existe un subconjunto finito J’ de J tal que Im(h)
estd contenido en [] jea M;, de modo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

h
g
fl]_[ ’ i
H Mj jeJ MJ]W
jeJ’

Como g es un epimorfismo, se sigue que f |LIj€J/ M, €s un epimorfismo y se tiene la
afirmacion.

(c) Como M es finitamente generado, hay un epimorfismo [[( ,C})jes = M, para
una familia finita {C;};c; de objetos en C. Entonces, para cualquier morfismo en C,
f M — [l;c; M;, existe un subconjunto finito I’ de I, tal que la imagen del morfismo
Ip e C ,C;) — Ilier Mi estd contenida en ], ., M;, esto por la parte (c) de la
Proposicién 1.1. Pero Im(f) estd contenido en Im(fp), se sigue que Im(f) estd contenido
en ]_[Z-GI, M;. Consideremos 7; : ]_L-GI M; — M;, la i-ésima proyeccién canoénica. Como
la imagen de f estd contenida en [[,.; M;, para un conjunto finito I’, entonces 7;f :
M — M; es el morfimo cero, excepto quizas para cuando 7 este en I’, por lo que el vector
(mif)ier estd contenido en [, (M, M;). Definimos el morfismo de grupos abelianos ¢ :
(M, I1;c; Mi) = [, (M, M;), como @(f) = (7 f)icr, claramente este es un isomorfismo
natural en M. Las otras afirmaciones son méas o menos evidentes. O

Denotemos con p(C) a la subcategoria plena de Mod(C), cuyos objetos son los C-
modulos proyectivos finitamente generados.

Proposicién 1.3. (a) Un C-mddulo M estd en p(C) si, y sélo si, M es sumando de
una suma finita [[,c;( ,C;) de C-médulos {( ,Cs)}ier-

(b) La categoria p(C) es esqueléticamente pequernia.

(¢) Si{M;}icr es una familia finita de C-mddulos en p(C), entonces ||
p(C).

(d) Si M estd en p(C) ye: M — M es un idempotente en el anillo de endomorfismos
de M, entonces Ker(e) y Im(e) estdn en p(C) y M = Ker(e) [[Im(e).

el M; estd en

(e) El funtor fielmente pleno P : C — p(C), dado por P(C) = ( ,C), para cada C en
C, es una equivalencia de categorias si, y solo si, C satisface:



(i) C es una categoria aditiva;

(ii) Si C estd en C ye: C — C es un idempotente en el anillo de endomorfismos
de C, entonces e tiene un kernel en C.

Demostracion. Solo se probard (a), (d) y (e), las otras afirmaciones son mas o menos evi-
dentes. (a) Supongamos que M estd en p(C), entonces, por ser finitamente generado, existe
un epimorfismo [],.;( ,Ci) = M, con {C;}ics una familia finita de objetos en C. Dicho
epimorfismo se escinde porque M es proyectivo, luego, M es sumando de [],.;( ,C;). Si
M es un sumando de una suma finita [[;.;( ,C;), entonces existe un C-médulo M’ tal
que M [[M" =T],.,( ,Cs), claramente M es finitamente generado, sélo falta ver que es
proyectivo. Sea N — N’ un epimorfismo en Mod(C), y f : M — N’ un morfismo, entonces
1
f puede escribirse como f : M M> MIIM V9 N7, Como MM =T1,c;( ,Cs) es
proyectivo, existe un morfismo & : [];.;( ,C;) — N tal que conmuta el siguiente diagrama:

MM
y Jir

N — N’

es decir, M es proyectivo.

(d) Como e : M — M es idempotente, entonces (1 — e) es idempotente, y e(1 —¢e) =
(1 —e)e = 0. Por lo que existen morfismos, ¢;,p; con i = 1,2, tales que hacen que los
tridngulos del siguiente diagrama conmuten:

Ker(e) Ker(1—e)

pll/—e‘ fhl Pz/er lnl .
M > M M

M

y tenemos que
(1) q1p1 + g2p2 = 1as;
(2) p1g2 = p2q1 =0,y p1q1 = p2g2 = 13

i.e, M = Ker(e) [[Ker(1 — e) = Ker(e) [ [Im(e). Ademds, si M es sumando de una suma
finita de C-médulos {( , C;)}ier, también lo son Ker(e) y Im(e), i.e, Ker(e) y Im(e) estédn
en p(C).

(e) Si P : C — p(C) es una equivalencia de categorfas, entonces, por (¢) y (d), C
satisface las condiciones (i) y (ii). Reciprocamente, supéngase que se cumplen (i) y (ii).
Como P es fielmente pleno, sélo falta ver que es denso. Si M estd en p(C), entonces hay
un C-médulo M’ tal que M [[ M’ =[],.,( ,C;), donde I es una familia finita de indices.
Ahora bien, para cada i € I, tenemos que Endc(C;) = Endyc)( ,Ci), vy e: C; — Cj es
un endomorfismo idempotente si, y sélo si, ( ,e): ( ,C;) = ( ,C;) es un endomorfismo

10



idempotente. Si ( ,e): ( ,C;) = ( ,C;) es un endomorfismo idempotente, entonces e :
C; — C;loes, luego C; 2 Ker(e) [[Im(e) y ( ,C;) = ( ,Ker(e)) [I( ,Im(e)). Repitiendo el
mismo argumento, un nimero finito de veces, puede escribirse [ [, ,( ,C:) = [1;c;.( ,C}),
donde I’ es una familia finita de indices, tal que los tnicos endomorfismo idempotentes
en End( ,CY) son 0y 1, es decir, ( ,C!) no tiene sumandos propios. Por lo que hay un
conjunto finito J de I’, tal que M =[], ,( ,Cj), y asi P([[,., C;) = M, de modo que P
es denso. O

Una categoria V, es llamada una variedad de annuli, o simplemente una variedad,
si es una categoria aditiva esqueléticamente pequena en la cual los idempotentes se
dividen (si e : V — V es un endomorfismo idempotente de un objeto V' en V, entonces
e tiene kernel en V). Sie: V — V es un idempotente en V, entonces los idempotentes e
y 1 — e tienen kernel en V, y V = Ker(e) [ [ Ker(1 — e).

Un generador aditivo de una variedad V es una categoria U junto con un funtor
fielmente pleno G : U — V tal que cada objeto de V es isomorfo a un sumando directo de
una suma finita [],.; G(U;), con U; en U. Claramente p(C) es una variedad y el funtor
P : C — p(C) es un generador aditivo para p(C).

Proposicién 1.4. Sea G : U — V un generador aditivo de la variedad de annuli V.
Entonces, para cada categoria aditiva W en la cual los idempotentes se dividen, tenemos
que

(a) Dado cualquier funtor F :U — W, existe un funtor (unico hasta isomorfismo)
F':V - W tal que F'G=F.

(b) El funtor restriccion (V, W) — (U, W) es una equivalencia de categorias.

Demostracion. (a) Sea V un objeto en V. Puede suponerse, sin perdida de generalidad,
que V. =G(U) o que V es sumando propio de G(U), con U en U.

En el primer caso se define F’ en objetos como F'(V) = F/'(G(U)) = F(U). Si f':
G(U1) — G(Uz) es un morfismo en V, entonces del isomorfismo de grupos abelianos
Homy (Uz, Ur) =2 Homvy (G(Uy), G(Us)), se sigue que existe un tnico morfismo f : Uy —
Ui, tal que G(f) = f’, y se define F'(f') = F'(G(f)) = F(f).

Si V es un sumado propio de G(U), entonces hay un objeto ¥V’ en V, un endomorfismo
idempotente ¢’ : G(U) — G(U) y morfismos p;, ¢;, i = 1,2 con la siguiente sucesién exacta

0-VI4Lou) v so

con V = Ker(e'), V! 2 Im(e') y p1q1 = lv, p2ga = 1y+. Ahora bien, por ser G fielmente
pleno, existe un tinico endomorfismo e : U — U, tal que G(e) = ¢€’. Se sigue que F'(G(e)) =
F(e) es un endomorfismo idempotente en W. Como en W los idempotentes se dividen,
entonces tenemos una sucesion exacta que se escinde

0-wWIL FU) B W -0

con W = Ker(F(e)) y W = Im(F(e)). Asi, definimos F'(V) = W. Supongamos que
f Vi — V5 es un morfismo en V, entonces existen endomorfismos idempotentes e}, €
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End(G(U;)), como antes, y f induce el siguiente diagrama conmutativo con renglones que
se escinden

1 1
0— Vi 3GU)3V — 0

A |

0— %3G 3V —o

y V1 = Ker(el), V2 = Im(e}), con i = 1,2. El morfismo f : G(U;) — G(Us) induce el
siguiente diagrama conmutativo con renglones que se escinden

1 1
0— W 3 FU)S W, — 0

o] ol ol
p

q

0 — Wy + F(Uy) 5 W) — 0

y Wl = KerF'(e}), V> = ImF(e}), con i = 1,2. Resulta natural ahora definir a F’ en
morfismos como F’'(f) = g. No es dificil verificar la tnicidad, por lo cual se omite la
prueba.

(b) Se sigue de (a). O

Como consecuencia de la Proposiciéon 1.4, no resulta dificil verificar el siguiente
Corolario 1.5. Sea C una categoria preaditiva esqueléticamente pequena. Entonces,
(a) C es un generador aditivo para alguna variedad de anuli, por ejemplo P : C — p(C).

(b) Si G1 : C = V1 y Ga : C — Va son generadores aditivos para las variedades
Vi1 y Va, entonces hay un unico funtor F : Vi — Vg, hasta isomorfismo, tal que
FGy = Gy y las categorias V1 y Vo son equivalentes.

(¢) Sea F : C — V un funtor fielmente pleno, donde V es una categoria aditiva en la
cual los idempotentes se dividen. Sea V' la subcategoria plena de V consistente
de todos aquellos objetos de V que son isomorfos a sumandos de sumas finitas
Lic; F(Ci), con C; en C. Entonces V' es una variedad y el funtor F' : C — V'
definido por F'(C) = F(C), para todo C en C es un generador aditivo para V'.

(d) Sean G : C — V un generador aditivo para la variedad V, y W una categoria aditiva
donde los idempotentes se dividen. Un funtor F : V. — W es fielmente pleno si, y
solo si, FG : C — W es fielmente pleno.

Tenemos las siguientes definiciones: sea G : C — V es un funtor fielmente pleno y V
una variedad. La variedad, la cual es la subcategoria plena de V que consiste de todos los
objetos en V que son isomorfos a sumandos de sumas finitas [[,.; G(C;), es llamada la
subvariedad de V generada por C y se denotard con V(C). La variedad V es llamada
generada por C, si V = V(C).

Proposicion 1.6. Sea C una categoria preaditiva esqueléticamente pequenia. Entonces, el
funtor restriccion res : Mod(V(C)) — Mod(C), dado porres : (V(C),Ab) — (C, Ab), es
una equivalencia de categorias.
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Demostracion. Se sigue del hecho de que Ab es una categoria aditiva donde los idempo-
tentes se dividen y de la parte (b) de la Proposicién 1.4. O

Decimos que dos categorias esqueléticamente pequeiias C y C’ son Morita equiva-
lentes, si las variedades V(C) y V(C’) generadas por C y C’ son equivalentes.

Proposiciéon 1.7. Sean C y D categorias preaditivas esqueléticamente pequenias. En-
tonces, las sigui-entes afirmaciones son equivalentes:

(a) C y D son Morita equivalentes.

(b

C°P y D°P son Morita equivalentes.

(¢) Las categorias Mod(C) y Mod(D) son equivalentes.

)
)
)
(d) Las categorias Mod(C°P) y Mod(D°P) son equivalentes.

Demostracion. La demostracién puede verse en [Au2 Prop. 2.6]. O

A cada objeto C' en una categoria C, se le asocia el anillo End(C), el anillo de endo-
morfismos de C, cuyo grupo aditivo es C(C,C) y cuya multiplicacién estd dada por la
composicién de morfismos en C(C, C).

Se define el anillo de C, como el anillo R = End(C)°. Ademds, a cada C' en C
se le asocia el funtor evaluacién en C, ec : Mod(C) — Mod(R¢), donde Mod(R¢)
es la categorfa de los Re-mdédulos izquierdos, dado por ec(M) = M(C), para cada C-
modulo M, donde el grupo abeliano M (C') es considerado como un Rc-médulo mediante
la operacién f*xx = M(f)(z), para cada  en M(C) y f en Rc.

Claramente, el funtor ec : Mod(C) — Mod(R¢) es exacto y preserva sumas y produc-
tos. Si C' es el tnico objeto de C, entonces claramente el funtor ec : Mod(C) — Mod(R¢)
es fielmente pleno y denso, en efecto, primero desea verse que el morfismo inducido de
grupos abelianos

ec . (Ml,Mg) — (Ml(O),MQ(C))
es isomorfismo. Sea n = {n¢ : M1(C) — M2(C)} un morfismo de {C}-mddulos, entonces
si 0 = ec(n) = ne, trivialmente se ve que n = 0. Por lo tanto ec es fiel.

Sea g un morfismo de Rg-médulos y f : C' — C' un morfismo en C, entonces el siguiente
cuadro es conmutativo:

M;(C) % My(C)
M| M|
Mi(C) % Ma(C)

Para verificar que el cuadro de arriba conmuta, sea x € M;(C'), entonces tenemos que
Ms(f)(g9(x)) = f * g(x), pero por otro lado, g(M1(f)(z)) = g(f *x) = f * g(x). De modo
que g = {g: M1(C) — M3(C)} es una transformacién natural, de este modo ec es pleno.

Solo resta ver ec es denso, en efecto, sea N un Rco-mdédulo, se define el C-médulo M
en objetos como M (C) = N. Como N es un Re-médulo, hay un homomorfismo de anillos
¢ : Re — End(N), entonces, para cada f en C(C, C), definimos M (f) = ¢(f), con lo cual
se ve que ec es denso.
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Hemos visto que cuando C = {C'} es una categoria con un solo objeto, ec es fielmente
pleno y denso, i.e, define una equivalencia de categorias.

Decimos que un objeto C' en una variedad V es un generador para V, si V estd genera-
do por la subcategoria plena {C} de V cuyo tnico objeto es C. Una variedad es llamada
un annulus, si estd generada por un solo objeto en V. Obviamente, para cada objeto C
en una variedad V, la subvariedad de V generada por C, es un annulus el cual denotamos
por V(C) y lo llamamos el annulus generado por C' en V.

Ahora bien, si C es un generador para el annulus V, se sigue, de la Proposicién 1.6,
que el funtor res : Mod(V) — Mod({C}) es una equivalencia de categorias y, por lo
discutido anteriormente, ec : Mod({C}) — Mod(R¢) es una equivalencia de categorias.
Asi, tenemos una equivalencia de categorfas ec : Mod(V) — Mod(R¢), la cual induce
una equivalencia p(V) = p(R¢), donde p(R¢) es la categoria de Ro-mdédulos proyectivos
finitamente generados.

Como V es una variedad, por la Proposicién 1.3, tenemos que P : V. — p(V) es

una equivalencia de categorfas. Luego, la composiciéon V i p(V) =% p(Re) nos da la
equivalencia de categorfas V — p(R¢). De este modo, tenemos la siguiente:

Proposicion 1.8. Sea C un generador para el annulus V

(a) El funtor evaluacion ec : Mod(V) — Mod(R¢) es una equivalencia de categorias,
la cual induce una equivalencia p(V) — p(R¢).

(b) Como V es una variedad, P : V. — p(V) es una equivalencia de categorias, y la

composicion VL p(V) =% p(Re), es una equivalencia de categorias.

1.3. Cambio de categorias

Sea C’ una subcategoria de una categoria esqueléticamente pequena C. En esta sec-
cién se hablard brevemente de un adjunto izquierdo del funtor exacto restriccion res :
Mod(C) — Mod(C’). Si el lector desea mayores detalles, puede consultar [Au2].

Sea C una categoria esqueléticamente pequena. Se puede probar la existencia de un
tnico funtor (hasta isomorfismo) ®c : Mod(C°) x Mod(C) — Ab llamado producto
tensorial, donde denotamos con F ®@c G a ®c(F, G) para todo C°P-médulo F' y todo
C-moédulo G, con las siguientes propiedades:

(a) (i) Para cada C-médulo G, el funtor @cG : Mod(C°) — Ab, definido como
(®cG)(F) = F ®c G para todo C°?-médulo F, es exacto derecho.
(ii) Para cada C°P-médulo F, el funtor F®c : Mod(C) — Ab, definido como
(F®c)(G) = F ®c G para todo C-mddulo G, es exacto derecho.

(b) Para cada C°P-médulo F' y cada C-médulo G, los funtores F ®c — y — ®c G
preservan sumas arbitrarias.

(¢) Para cada objeto C en C, tenemos que F ®c ( ,C) = F(C)y (C, Y®c G = G(C),
para todo C°P-médulo F' 'y todo C-médulo G.
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Se define el funtor C®¢ : Mod(C’) — Mod(C) como (Coc M)(C) = (C, )|c®@c' M,
para todo M en Mod(C’) y C en C.
En [Au2 Prop. 3.1] puede verse la demostracién de la siguiente:

Proposicion 1.9. Sea C’ una subcategoria de una categoria esqueléticamente pequena C.
Entonces, el funtor CRc : Mod(C’) — Mod(C) satisface lo siguiente:

(a) C®c¢r es exacto derecho y preserva sumas.

(b) La composicion Mod(C') RN Mod(C) == Mod(C') es la identidad en Mod(C').

(¢) Para cada objeto C' en C', tenemos C @c C'( ,C") = C( ,C").

(d) Para cada C'-mddulo M y cada C-mddulo N, el morfismo C(C ®cr M,N) —
C'(M, N|c/) es un isomorfismo (recuérdese que C @cr M|cr = M).

(e) CRc¢ es un funtor fielmente pleno.
(f) C®cr preserva objetos proyectivos.

Por la parte (d) de la Proposicién 1.9 se tiene que C®¢s : Mod(C’) — Mod(C) es
el adjunto izquierdo del funtor restriccién res : Mod(C) — Mod(C’), de aqui se sigue
que, para cada C-médulo M, hay un tnico morfismo de C-médulos C @¢r (M|c) — M,
cuya restriccién (C ®cr (M|cr))|cr = M|c es la identidad en M|c. A este morfismo de
C-mddulos, determinado de manera tinica: C ®¢r (M|c/) — M, se le llama el morfismo
canénico. El morfismo canénico define un morfismo de funtores (C®cr)res — Iniod(c)-
Es de interes saber para que C-médulos M el morfismo canénico es un isomorfismo.

Proposicion 1.10. Sea C’ una subcategoria de una categoria esqueléticamente pequena
C. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes, para un C-mddulo M.

(a) El morfismo candnico C @c: (M|c/) = M es un isomorfismo.
(b) Hay un C'-mddulo M' tal que los C-mddulos C @c M’ y M son isomorfos.

(¢) Hay una sucesion ezacta [[;c; C( ,C}) = [1;c;,C( ,C}) = M — 0 de C-mddulos
con Cl y C’} en la subcategoria C'.

(d) Para cada C-mddulo N, el morfismo restriccion C(M,N) — C'(M|c/, N|c/) es un
isomorfismo

Demostracion. La demostracién puede verse en [Au2 Prop.3.2] O

Como lo sugiere la parte (c¢) de la Proposicién 1.10, decimos que un C-médulo M
es proyectivamente presentado sobre una subcategoria C’ de C, si el C-morfismo
canénico C ®cr M|cr — M es un isomorfismo.
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1.4. La categoria mod(C)

Sea C una variedad. Andlogo al caso de médulos sobre un anillo, tiene sentido hablar
de C-mddulos finitamente presentados. Decimos que un C-moédulo M es un C-médulo
finitamente presentado, si tiene una presentacién proyectiva P, — Py — M — 0, con P;
un C-modulo proyectivo finitamente generado.

Los C-médulos finitamente presentados tienen propiedades bien conocidas anédlogas a
las que tienen los médulos finitamente presentados sobre un anillo.

Proposicion 1.11. Sea M un C-mddulo donde C es una variedad de annuli. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es un C-mddulo finitamente presentado.

(b) M es un C-mddulo finitamente generado con la siguiente propiedad: si 0 — My —
My — M — 0 es una sucesion exacta de C-mdodulos y Ms es un C-mddulo finita-
mente generado, entonces My es un C-mddulo finitamente generado.

Denotamos con mod(C) a la subcategoria plena de Mod(C) cuyos objetos son todos los
C-moédulos finitamente presentados. Las siguientes propiedades béasicas de los C-médulos
finitamente presentados no se demuestran aqui por ser andlogas al caso de médulos sobre
un anillo.

Proposicion 1.12. Sea C-una variedad de annuli

(a) Cada C-mddulo proyectivo finitamente generado es un C-mddulo finitamente pre-
sentado.

(b) Sea My — My — Ms — 0 una sucesidn exacta de C-mddulos. Si My y My estdin en
mod(C), entonces lo estd Ms.

(c) Sea 0 — My — My — M3 — 0 una sucesion exacta de C-mddulos.

(i) Si My es finitamente generado y My es finitamente presentado, entonces Ms
es finitamente presentado,

(ii) Si My y M3 son finitamente presentados, lo es Ma.

(d) Una suma finita [ [;c; M; de C-mddulos es finitamente presentado si, y sélo, si cada
M; es finitamente presentado.

Sea C una variedad. Se dice que un morfismo Cy ER C: es un pseudokernel, para el
morfismo C; % C, si la sucesién de funtores

C( aOQ)MC( 701)MC( 700)

es exacta (ver [Aul]).
Tenemos la siguiente Proposicién.

Proposicion 1.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para una variedad C
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(a) C tiene pseudokerneles, i.e, todo morfismo en C tiene un pseudokernel.
(b) Todo morfismo en mod(C) tiene un kernel en mod(C).
(¢) mod(C) es abeliana.

Demostracion. (a) implica (b). Afirmamos que todo C-submdédulo finitamente generado
de un C-modulo finitamemte presentado es finitamente presentado. En efecto, sea G un C-
modulo finitamente presentado y F' un C-submédulo de G, el cual es finitamente generado.
Entonces, tenemos un epimorfismo ( ,C) — F y una sucesion exacta ( ,C") LD,
(,C") = G — 0. De este modo tenemos el siguiente diagrama conmutativo con columnas
exactas.

w — (,C")

l o Lon
(,0) 3,0

\L J
0 —— F —
!

S Q<

0

donde W es el producto fibrado de ( ,C) L9, (,0" LA ( ,C"). Del hecho de que

j: F — G es un monomorfismo y de las propiedades del producto fibrado, se sigue que

la sucesiéon W — ( ,C) — F — 0 es exacta. Ahora bién, W es el kernel del morfismo

.CT1C") = ,C Nou M , (), el cual es finitamente generado,
( g

por haber pseudokerneles en C. Se sigue que la imagen Im(W — ( ,C)) es finitamente
generado, por lo cual F' es finitamente presentado.

Sea o : F — G un morfismo en mod(C), entonces Im(F < G) es un C-submédulo
finitamente generado de un C-mdédulo finitamente presentado, el cual es finitamente pre-
sentado. Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

0 —— QF — QIm(a) » Ker(a) — 0

De modo que Ker(«) es finitamente generado, y es un C-submédulo de F, el cual es
finitamente presentado, se sigue que Ker(«) es finitamente presentado.

(b) implica (c). Es suficiente ver que si @ : F' — G es un morfismo entre C-mdédulos
finitamente presentados, entonces Coker(a) es finitamente presentado, pero esto se sigue
de la parte (b) de la proposicién 1.12.
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(c) implica (a). Sea mod(C) abeliana. Entonces, para cualquier morfismo f : C' — C’
en C, el morfismo de C-mdédulos ( , f): ( ,C) — ( ,C") tiene kernel en mod(C); el cual
es finitamente presentado, en particular finitamente generado. Esto es, hay un epimorfismo
(,C") = Ker( ,f). Luego, tenemos un morfismo g : C”” — C en C tal que ( ,g) es la
composicién ( ,C") — Ker( , f) = ( ,C), de modo que la sucesién

(€2 (.0 =5 (L0

es exacta. Por lo tanto C” 2 C' es un pseudokernel de C ENYod O

Argumentos estandar, que se usan para modulos sobre un anillo, sirven para probar
que una composicion af de epimorfismos es esencial si, y solo si, a y 8 son morfismos
esenciales. Un epimorfismo esencial P — M — 0 es llamado cubierta proyectiva de M
si P es un C-médulo proyectivo.

Decimos que una presentacién proyectiva P; — Py LN VN 0 es una presentacion
proyectiva minima de M si, y sélo si, los epimorfismos Py — M y P; — Ima son
cubiertas proyectivas.

Como C es una variedad de annuli, por la Proposién 1.3, el funtor P : C — p(C) induce
una equivalencia de categorias. Asi, los C-mdédulos proyectivos finitamente generados son
de la forma C( ,C), con C en C. Es de interés saber cuando un C-médulo finitamente
presentado tiene una presentaciéon proyectiva minima

Teorema 1.14. Para una variedad de anuli C, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) Todo C-mddulo en mod(C) tiene una presentacion proyectiva minima.

(b) Para cada C en C, todo End(C)°P-mddulo finitamente presentado tiene una pre-
sentacion proyectiva minima.

Demostracion. La demostracién puede verse en [Au2 Teor. 4.12] O

Recuerdese que un anillo R es llamado semiperfecto, si todo R-médulo finitamente
generado tiene una cubierta proyectiva. De este modo, todo médulo finitamente presentado
sobre un anillo semi-perfecto tiene una presentacién proyectiva minima.

Corolario 1.15. Si C es una variedad de annuli, tal que End(C)°P es semiperfecto para
cada C en C, entonces todo C-mddulo en mod(C) tiene una presentacion proyectiva mini-
ma.

1.5. Variedades Krull-Schmidt

En esta seccién hablaremos de variedades Krull-Schmidt y de sus propiedades. Como
resultado principal de esta seccién probamos que, si C es una variedad Krull-Schmidt
dualizante, entonces mod(C) es una variedad Krull-Schmidt dualizante. Para mayores
detalles sobre los conceptos aqui expuestos, el lector pueden consultar [AR2] y [AR3].

Sea R un anillo artiniano conmutativo. Una R-categoria C, es una categoria tal que
cada grupo abeliano C(C7,C3) es un R-mdédulo, y la composicién de homomorfismos de
R-médulos C(C1, 02) X C(CQ, 03) — C(Cl, 03) es R-bilineal.
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Supongamos que C, D y E son R-categorias. Un funtor F': C — D es un R-funtor, si
el funtor inducido F : C(Cy,C3) — D(Dq, D3) es un homomorfismo de R-mdédulos, para
todo C7, Cy en C. Claramente, si F': C - D y G : D — E son R-funtores, entonces
GF : C — E es un R-funtor .

Sean F,G : C — D R-funtores. Dado un morfismo a : F' — G y un elemento r en R,
es facil ver que para todo morfismo f : C7 — (5 el siguiente diagrama conmuta:

F(Cy) 3°G(Cy)
F(HL el

’I"Otcl

F(Ol) - G(C1)

pues la composicién de morfismos en D es R-lineal, i.e, el morfismo ra : F' — G dado por
(ra)o = r(ac) es de nuevo un morfismo de funtores. Si C es esqueléticamente pequena,
entonces la operacién apenas descrita hacen de (F,G) un R-médulo. De de modo que
R — (C,D), la categorfa de todos los R-funtores que van de C en D, es una R-categoria.

Sea C una R-categorfa. El hecho de que C(C, () es un R-mddulo, para cada C' en C,
nos permite definir el morfismo R — C(C,C) por medio de r — rl¢, para cada r en R,
donde 1¢ es el morfismo identidad en C. Es facil observar que este es un homomorfismo
de anillos y tiene la propiedad de que Im(R — Endc(C')) estd contenido en el centro de
Endc(C). Esto significa que Endg(C') es un R-algebra.

Sea C una R-categoria y F' : C — Ab un funtor contravariante. Entonces, como
se vio anteriormente, F(C) es un End(C)°P-médulo para cada C en C y por lo tanto
un R-moédulo, por medio del homomorfismo de anillos estdndar. Luego, a cada funtor
F : C — Ab se le asocia el funtor F’ : C — Mod(R), donde F'(C) es el R-médulo F(C).
No es dificil ver que F’ : C — Mod(R) es un R-funtor, donde Mod(R) es la categoria
de R-modulos; la cual es considerada como una R-categoria del modo usual. Se tiene
un funtor (C,Ab) — R — (C,Mod(R)), dado por F' — F’ para los funtores aditivos F
en (C, Ab). Claramente este es un isomorfismo de categorias. Usaremos este isomorfismo
como una identificacién entre Mod(C) y (C,Mod(R)).

Una R-categoria C es Hom-finita si, C(C1, C2) es un R-mddulo finitamente generado,
para cada par de objetos Cy,Cy en C. Se denota con (C, mod(R)), la subcategoria plena
de (C,Mod(R)) consistente de todos los C-médulos tales que M(C) es un R-médulo
finitamente generado, para todo objeto C' en C. Es fécil ver que (C,mod(R)) es una
categoria abeliana y que el funtor inclusién (C, mod(R)) — (C,Mod(R)) es exacto.

Sea r el radical de Jacobson de R e I la envolvente injectiva de R/r. Los funtores
D : (C,mod(R)) — (C°?, mod(R)), y D : (C°°, mod(R)) — (C,mod(R)) dados por
D(M)(C) = Hompg(M(C),I) para toda C en C y toda C en C°P define una dualidad
entre (C,mod(R)) y (C°, mod(R)). Si C es una R-categoria Hom-finita y F' es un objeto
en mod(C), entonces F(C) es un R-mddulo finitamente generado y por lo tanto mod(C) es
una subcategorfa de (C,mod(R)). Una R-variedad C es una R-categoria aditiva donde
los idempotentes se dividen. Una R-variedad Hom-finita C es dualizante si el funtor
D : (C,mod(R)) — (C°?,mod(R)) induce una dualidad entre las categorfas mod(C) y
mod(CP).

Un tipo de categoria que sera de importancia para este trabajo es el que a continuacién
se define
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Definicion 1.16. Una variedad C es Krull-Schmidt, sitodo objeto de C se descompone
en una suma finita de objetos cuyo anillo de endomorfismos es local.

El objetivo, que se obtiene al final de esta seccién, es ver que: si C es una R-variedad
Krull-Schmidt, Hom-finita con pseudokerneles, entonces la categorfa mod(C) es una R-
variedad Krull-Schmidt. Recordemos unos hechos importantes que ocurren con los médulos
sobre un anillo.

Los siguientes lemas son resultados conocidos, para mayores detalles el lector puede
consultar [S] y [AF].

Lema 1.17. Sea R un anillo y ¢ : P — S un epimorfismo de R-mddulos tal que P es
proyectivo y S es simple. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) El morfismo ¢ es una cubierta proyectiva de S.
(b) P tiene un submddulo mazimal que contiene a todo submddulo propio de P.
(¢) El anillo de endomorfismos de P es local.

Demostracion. (a) implica (b). Como S 2 P/Ker¢, Ker¢ es un submédulo maximal de P.
Sea U C P un submddulo y supongase que U ¢ Ker¢. Entonces U + Ker¢ = P y por lo
tanto U = P, pues ¢ es esencial. Por lo que Ker¢ contiene a todo subobjeto propio de P.

(b) implica (c). Primero observemos que P es un médulo inescindible. Se sigue que todo
endomorfismo de P es invertible, si y sé6lo si, es un epimorfismo. Dadas dos no unidades
o, en Endg(P), tenemos que Im(a + ) C Ima + ImB C radP. Usamos el hecho de
que rad P contiene a todo submédulo propio de P. Por lo que o + 8 no es una unidad y
Endg(P) es local.

(c) implica (a). Consideremos el Endg(P)-submédulo H de Hompg(P, S) que es gene-
rado por ¢. Supongamos que ¢ = ¢a, para alguna « en Endg(P). Si « estd en el radical
de Jacobson J(Endg(P)), entonces H = HJ(Endg(P)), lo cual no es posible por el Lema
de Nakayama. Por lo que a es un isomorfismo, pues Endg(P) es local. Se sigue que ¢ es
una cubierta proyectiva. O

Lema 1.18. Para un anillo R, las siguientes condiciones son equivalentes
(a) La categoria de R-mddulos proyectivos finitamentes generados es Krull-Schmidt.
(b) Todo R-mddulo simple admite una cubierta proyectiva.
(¢) Todo R-mddulo finitamente generado admite una cubierta proyectiva.

Demostracion. (a) implica (b). Sea S un R-mddulo simple. Entonces tenemos un morfismo
no cero ¢ : P — S, para algin R-mdédulo proyectivo inescindible finitamemte generado P.
El morfismo ¢ es una cubierta proyectiva, pues Endg(P) es local, por el Lema 1.17.

(b) implica (a). Sea P un R-médulo proyectivo finitamente generado. Entonces P
admite una descomposicién en un nimero finito de médulos inescindibles. Veamos que
Endg(P) es local si P es inescindible. Escoja un submédulo maximal U C P. Entonces
S = P/U es simple y admite una cubierta proyectiva P’ — S. Por el Lema 1.17 se sigue
que P = P’ pues P es inescindible. En particular, Endz(P) es local.

20



(a) y (b) implican (c). La hipétesis implica que toda suma finita de R-mddulos simples
admite una cubierta proyectiva. Sea X un R-mddulo finitamente generado, y escoja un
epimorfismo ¢ : P — X con P proyectivo finitamente generado. Sea P = EB?:l P; una
descomposicién en moédulos inescindibles. Entonces

P/radP = P P, /radP;
i=1

es una suma finita de R-mddulos simples. Por el Lema 1.17, cada P; tiene un anillo de
endomorfismos local. El epimorfismo ¢ induce un epimorfismo P/radP — X/radX y por lo
tanto X /rad X se descompone en un nimero finito de médulos simples. Existe una cubierta
proyectiva @ — X/radX y se factoriza por el morfismo canénico 7 : X — X/radX via
el morfismo v : Q — X. El morfismo 1 es un epimorfismo esencial pues 7 es esencial, se
sigue que 9 es esencial.

(c) implica (a). Es claro. O

De acuerdo con [AF Teorema 27.6], un anillo R que cumple cualquiera de las condiciones
del Lema 1.18 es semiperfecto. La siguiente proposicién nos garantiza, junto con el Lema
1.18 y el Teorema 1.14, que cuando C es una variedad Krull-Schmidt, los C-mddulos
finitamente presentados tienen cubiertas proyectivas.

Proposicion 1.19. Sea C-una variedad Krull-Schmidt. Entonces, el anillo de endomor-
fismos Endc(C), es semiperfecto para todo objeto C en C.

Demostracion. Sea C un objeto en C y sea C(C) la subvariedad de C generada por C.
Por la Proposicion 1.8, tenemos una equivalencia de categorias

c(C) & p(C(C)) <% p(End?(C))

Sea @ un objeto en p(End(C)°P). Por la equivalencia de arriba, existe un objeto C’ en
C(C) tal que ec(P(C")) = ec(C( ,C")) =C(C,C") =2 Q. Como C’ es un objeto en Cy C
es una categoria Krull-Schmidt tenemos que C’ se descompone como una suma finita de
objetos €’ = [[I"_, C;, tal que Endc(C;) es un anillo local. Entonces Q =[], (C, C}),
y End(( ,Cj)) = Endc(C;) es un anillo local, es decir la categoria p(End(C)?) es Krull-
Schmidt. Por el Lema 1.18, el anillo End& (C) es semiperfecto. O

Proposicion 1.20. Sea C una R-variedad Krull-Schmidt Hom-finita con pseudokerne-
les. Entonces mod(C) es una R-variedad Krull-Schmidt y todo objeto en mod(C) admite
cubierta proyectiva.

Demostracion. Por la Proposicién 1.13, la categorfa mod(C) es abeliana, por lo que es
una variedad de annuli, s6lo falta ver que todo objeto en mod(C) se descompone en una
suma finita de objetos, cuyo anillo de endomorfismos es local.

Como C es una variedad Krull-Schmidt, Endc(C') es un anillo semiperfecto para todo
objeto C en C. Luego, los objetos en mod(C) tienen presentaciones proyectivas minimas;
en particular tienen cubiertas proyectivas. Sea F en mod(C), y ( ,C) = F — 0 una
cubierta proyectiva de F. Entonces F' se descompone en un numero finito de objetos
inescindibles. De otro modo ( ,C) (y por lo tanto C) se descompondria en un ntimero
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inifinito de objetos, lo cual es imposible pues C se descompone en un numero finito de
objetos cuyo anillo de endomorfismos es local. Asi, F' se descompone como F =[], F;
tal que F; es un objeto inescindible en mod(C).

Sea (F) la subvariedad de annuli de mod(C) generada por F'y I' = End& (F'). Por la
Proposicién 1.8 hay una equivalencia de categorias

(F) & p((F)) <5 p(D)

Entonces tenemos que er(P(F)) = Homg(F, F') = [[;c;(F, F;) es una descomposicién de
I' en I'-médulos proyectivos inescindibles (F, F}).

Ahora bien, I' es una R-algebra de artin. En efecto, como F' es finitamente presentado
tenemos una sucesion exacta

(o)D)= Foo. (1.1)
Aplicando ( , F') a la sucesién tenemos la siguiente sucesién exacta
0— (F7F) — (( 700)5F) — (( 701)’F)

Por el Lema de Yoneda, (F, F) es el kernel del morfismo F(f) : F(Cy) — F(C1).
Como C es Hom-finita, tenemos que al evaluar la sucesién (1.1) en Cy, los conjuntos
(Co,Cy) v (Co,C1) son R-médulos finitamente generados, por lo que F(Cp) es un R-
mddulo finitamente generado, esto es, el anillo de endomorfismos I' = (F, F) es un R-
médulo finitamente generado. Concluimos que I' es una &dlgebra de artin.

Por lo tanto (F, F;) es un médulo inescindible sobre un R-dlgebra de artin, por lo cual
su anillo de edomorfismos Endr((F, F;)) = Endc(F;) es local, es decir, se ha probado
que I se descompone en un numero finito de objetos ' = [[,.; F; tales que su anillo de
endomorfismos es local. O

1.6. El radical de una categoria aditiva peque na

En esta seccién hablaremos del radical de una categoria. Los resultados expuestos
aqui son extraidos directamente de [Mit] y [Bal.

Sea C una categoria aditiva. Un ideal izquierdo en C es un subfuntor del funtor C( , C)
para algtin objeto C' en C, y un ideal derecho es un subfuntor de C(C, ). Un ideal bilateral
es un subfuntor es dos variables del funtor C( , ). Si I es un ideal bilateral, puede formarse
la categorfa cociente C/I cuyos objetos son los mismos de C y

(C/N(C,C") = C(C,C)/1(C,C"),

con la composicién inducida por la composicién en C.
Dados dos ideales I; y Iy de C se define el producto, I11s, por: f € I115(Cq,C3) si, y

solo si, f es una suma finita de morfismos de la forma C LN Cy 2 O3, conh e I,(Cy, C9)
y g € I3(Cs,Cs). La interseccién se define como:

I N I(Cy,Cy) = I (Ch, C2) N Ix(Ch, Cy).
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Si I es un ideal bilateral de C'y M es un C-médulo se define un C-submédulo IM de
M por:
IM(C) = Y¢erc,onIm(M(f)),

con C en C.

Sea f : C — C un morfismo en C. Denotenemos el ideal izquierdo generado por
f con (f), donde (f)(C’") C C(C’,C) consta de los morfismos de la forma fg, donde
g€ C(C,C).

Pasemos a la definicién del radical de Jacobson de una categoria. Si C es una categoria
aditiva pequenia e I C C( ,C) es un ideal izquierdo propio (esto es, 1 ¢ I(C)), entonces el
Lema de Zorn nos asegura que I estd contenido en un ideal maximal izquierdo en C( ,C).
Definimos radc( ,C) como la la interseccién de todos los ideales maximales izquierdos en

c( ,0).

Lema 1.21. radc(C’,C) = {a € C(C',C)|1¢ — af tiene una inversa derecha para todo
B € C(C,C"} = {a € C(C',C)|1¢c — af tiene inversa izquierda y derecha para todo
geC(C,C}.

Demostracion. Supongamos que 1¢ — a8 no tiene inversa derecha. Entonces (1¢ —af)x #
1¢ para todo z € C(C,C); y por lo tanto genera un ideal propio izquierdo en C( ,C), el
cual esta contenido en un ideal maximo M C C( ,C). Sia € M(C’) C C(C’,C), entonces
af € M(C) c C(C,C), por lo que 1¢ € M(C), una contradiccién.

Reciprocamente, si a ¢ radc(C’,C), entonces o ¢ M(C") para algiin ideal maximal
M. Por lo que (a) + M = C( ,C), donde () es el ideal izquierdo generado por («). De
aqui que af+m = 1¢ para algin m € M(C), por lo que 1¢ — a8 no tiene inversa derecha.

Ahora supongamos que a € radc(C’,C) y f € C(C,C’), por lo que hemos visto
(1¢ — aB)y = 1¢, para algtin . De aqui que v = 1¢ + a(87) y por lo que se ha visto v
tiene una inversa derecha J; de donde se sigue que 6 = 1c —af, y v0 = y(1c — af) = 1¢,
por lo que 1¢ — af tiene inversa izquierda. O

Lema 1.22. 1¢ — af tiene inversa derecha si, y solo si, 1o — Pa tiene inversa derecha.

Demostracion. Si (1¢ — aff)y = 1¢, entonces

(lor = Ba)(ler + Bya) = 16 + B(le — af)ya — fa
O

De los lemas 1.21 y 1.22, y de sus duales vemos que: si definimos radC(C, ) como la
interseccién de todos los ideales méximales derechos de C(C, ), entonces radc(C’, )(C) =
radg( ,C)(C"). Por lo que si se define radc (C’, C) = rade( ,C)(C"), entonces radc(—, —)
es un ideal bilateral llamado el radical de Jacobson de C. Del Lema 1.21, se sigue que
radc(C, C) es el radical de Jacobson del anillo de endomorfismos End(C'), para cada C' en
C.

Finalizamos esta seccién con la siguiente:

Proposicién 1.23. Sea C una categoria aditiva y sea radg el radical de Jacobson de C.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen
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(a) radc(C,C) es el radical de Jacobson del anillo de endomorfismos End(C), para todo
objeto C en C.

(b) SiC y C' son objetos en C tales que End(C) y End(C”) son anillos locales, entonces
el radical radc(C, C") consta de todos los no-isomorfismos de C' a C'.

(¢) rade(C, ) =radC(C, ) yradc( ,C)=radC( ,C), para todo objeto C' en C.
(d) rade(C’, )(C) =rade( ,C)(C"), para todo par de objetos C' y C’ en C.

1.7. Un par de funtores adjuntos

En esta seccion estudiaremos un par de funtores adjuntos entre categorias de funtores
contravariantes, el cual usaremos frecuentemente en este trabajo.

Sea C una categoria preaditiva esqueléticamente pequena. Consideremos una subca-
tegorfa 7 de Mod(C). Si Mod(T) es la categorfa de funtores contravariantes que van de
T en Ab, podemos definir el siguiente funtor

¢ : Mod(C) — Mod(T), ¢(M) = Homygeac)( , M)|7.

Abusando de la notacién y sin temor a entrar a alguna confusion, hacemos el analogo
al caso de mddulos sobre un anillo, escribiendo simplemente Homg (N, M) en lugar de
Homygoq(c) (NN, M). Con esta aclaracién podemos escribimos simplemente

¢ : Mod(C) — Mod(T), ¢(M)=Homgc( ,M)r.
Nuestro propésito en esta seccién es probar la existencia de un adjunto izquierdo de ¢.

Definicién 1.24. Una categoria C es llamada completa (completa-pequena) si cualquier
funtor F : J — C, con J una categoria (pequena) tiene limite.

Sean J una categoria cualquiera 'y f,g: X — Y un par de morfismos en J. Un objeto
Z de J, cuando exista, es llamado un ecualizador (o diferencia del kernel) de f y g, si
existe un morfismo e : Z — X tal que fe = ge, con la propiedad universal: si e’ : Z/ — X
es un morfismo tal que fe' = ge’, entonces existe un tinico morfismo h : Z' — Z, tal que
eh = ¢’. Observese que, en el caso de que J sea una categoria abeliana, el ecualizador de
dos morfismos paralelos siempre existe, para ver esto basta tomar el kernel de la diferencia

de fyg.
Usaremos el siguiente teorema cuya demostracién puede verse en [Mac V.2 Teor. 1].

Teorema 1.25. Sea C una categoria y J una categoria pequena. St J tiene equalizadores
para cualquier par de morfismos, y todos los productos indexzados por los conjuntos Obj(J)
y Mor(J) existen en C, entonces C tiene un limite para todo funtor F : J — C.

Recuerdese que en la categoria Mod(C) el producto de cualquier familia {F;};c; de
C-mdédulos siempre existe; ademds Mod(C) tiene ecualizadores por ser una categoria
abeliana. Entonces, por el Teorema 1.25, tenemos la siguiente

Proposicion 1.26. Sea C una categoria preaditiva esqueléticamente pequena. Entonces,
la categoria de funtores Mod(C) es completa.
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De acuerdo a la Proposicién 1.26, podemos suponer siempre que todo funtor F : J —
Mod(C), con J una categoria cualquiera, tiene limite.

Proposicion 1.27. El funtor ¢ preserva limites.

Demostracion. Sea J una categoria cualquiera y F : J — Mod(C) un funtor con limite
LimF en Mod(C). Como Mod(7T) también es completa, se sigue que la composicién de
funtores ¢F también tiene limite Lim(¢F) en Mod(T). Queremos ver que Lim(¢F) =
¢(LimF).

Necesitamos ver que, para cualquier objeto T" en Mod(7) tenemos un isomorfismo
Lim(¢pF)(T) = ¢(LimF)(T)

Recordemos que el funtor Home (T, ) : Mod(C) — Ab preserva limites [Mac V.4
Teor. 1], por lo que Home (7, LimF) = LimHomg (7, )F. Pero

¢(LimF)(T) = ( ,LimF)r(T) = (T,LimF) = LimHom(T, )F (1.2)

Ahora bien, por el Lema de Yoneda, el funtor Hom(7', )F : J — Ab es isomorfo a la
composicion de los funtores

J 25 Mod(C) & Mod(7) 22T ) A,
En particular, tenemos el siguiente isomorfismo:

LimHom(T, )F = LimHom(( ,T), )¢F (1.3)
Del mismo modo, Hom(( ,T), ):Mod(7) — Ab también preserva limites, por lo que
Hom(( ,T),Lim(¢F)) = LimHom(( ,T), )¢F (1.4)

Se sigue de (1.3), (1.4), (1.2) y del Lema de Yoneda que

Lim(¢F)(T) = Hom(( ,7T),Lim(¢F)) = LimHom(7, )F = ¢(LimF)(T)

como se queria. O

Recordemos que, en una categoria arbitraria C, un conjunto cogenerador es un
conjunto de objetos @Q tal que, para cualquier par de morfismos paralelos h # h' : a — b
en C, existe un objeto ¢ € Q y un morfismo g : b — ¢q con gh # gh’. Un sélo objeto g es un
cogenerador, si el conjunto con un solo objeto {¢} es un conjunto cogenerador. Nétese
que en el caso de que C sea preaditiva, () es un conjunto cogenerador si para cualquier
morfismo 0 # h : a — b existe un morfismo g : b — ¢ con ¢ € @Q, tal que gh # 0. En el
caso de la categoria de los grupos abelianos Ab es bien sabido que Q/Z, el grupo aditivo
de los numeros racionales modulo los enteros, es un cogenerador inyectivo de Ab. Con
estas definiciones en mente se procederd a demostrar que Mod(C) tiene un conjunto de
cogeneradores.

Consideremos el funtor D : Mod(C) — Mod(C°P), tal que para cualquier funtor F' en
Mod(C) y cualquier objeto C' en C, se define (DF')(C) = Homawn(F(C), Q/Z).
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Proposicién 1.28. La transformacion natural n : F — D?(F), definida en cada objeto
C en C como

ne : F(C) = Homap(Homap(F(C),Q/Z),Q/Z)
no(@)(f) = f(z)
para cada f en Homawn(F(C),Q/Z) y x en F(C), es un monomorfismo en Mod(C).

Demostracion. Sea x en el grupo abeliano F(C) y supongamos que n¢(z) = 0. Entonces,

para cualquier g € Homayp(F(C), Q/Z), se tiene que na(x)(g) = g(x) = 0, lo cual implica

que = debe ser 0. De otro modo existiria un go € Hom(F(C),Q/Z), tal que go(x) # 0,

por ser Q/Z un cogenerador de Ab; pero entonces nc(z)(go) = go(z) = 0. Una contra-

diccién. O
No es muy dificil verificar la siguiente:

Proposicién 1.29. Sean F en Mod(C) y G en Mod(C°P). Entonces, tenemos un iso-
morfismo
® : Home(F, DG) — Homeer (G, DF),

definido, para cada n € Hom(F, DG), como ®(n)c(y)(z) = ne(x)(y), para cada x €
F(C),ye G(C),CeC.

Proposicién 1.30. Para cualquier objeto C en C, el funtor DC(C, ) es un objeto
inyectivo en Mod(C).

Demostracion. Considerese una sucesion exacta en Mod(C): 0 - F - G — H — 0.
Aplicando D y evaluando en C € C, obtenemos la sucesion exacta

0— DH(C)— DG(C) — DF(C) — 0.

Por la Proposicion 1.29 y el Lema de Yoneda, tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo exacto en Ab

0 ——— DH(C) —— DG(C) ——— DF(C) ———— 0

1= {= 1=
0 —— (C(C, ),DH) » (C(C, ),DG) » (C(C, ),DF) —— 0
= b= =

0 — (HvDC(Cv )) > (GaDC(C7 )) - (F7DC(07 ))
es decir, la siguiente sucesién
0 — Hom¢(H,DC(C, )) - Home(G,DC(C, )) - Homc(F,DC(C, )) =0

es exacta, i.e, el funtor Homc( ,DC(C, )): Mod(C) — Ab es exacto y DC(C, ) es
inyectivo. O

Proposicién 1.31. La categoria Mod(C) tiene un conjunto cogenerador pequerno.
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Demostracion. Sea F en Mod(C). Consideremos una sucesién exacta

[Tc@: )& pr—ao
iel

D . .
Luego, tenemos el monomorfismo D?F L2 [Lic; DC(C;, ). Finalmente, por la Proposi-
cién 1.28 tenemos el monomorfismo

F 2 [ pee, )
el

Asi, {DC(C, )}cec es un conjunto cogenerador en Mod(C). En efecto, sea o : G — F'
un morfismo no cero de C-mddulos. Entonces, existe un monomorfismo de C-mddulos
n = (ni)icr :+ F = [l;e; DC(Ci, ) que cumple na # 0 pues a # 0. Por lo que n;a # 0,
para algin morfismo n; : F — D(C;, ). Como C es pequena, {DC(C, )}cec es un
conjunto pequeno. O

Sean C una categorfa cualquieray X — Y = {X; ELN Y }icr una familia de morfismos.
Un producto fibrado de X — Y es un par ({P %5 X;}ier, L), donde L : P — Y
es un morfismo tal que f;p; = L, el cual cumple la siguiente propiedad universal: si
(@ £, Xitier, L) es un par tal que f;q; = L', para cada i € I, entonces existe un
morfismo tnico n : L' — L tal que L'n = L, y p;n = q; para cada i € I.

Proposicién 1.32. En Mod(C) cualquier conjunto de sub-objetos de un C-mddulo F
tiene producto fibrado.

Demostracion. La demostracién se seguird inmediatamente de la siguiente Proposicién.

O

Proposicién 1.33. Sea A una categoria abeliana con productos arbitrarios, para cualquier
familia de objetos. Entonces, cualquier conjunto de subobjetos de un objeto Y en A tiene
un producto fibrado.

Demostracion. Sea {X; KN Y }ier una familia de monomorfismos en A. Las proyecciones
canénicas nos dan una familia de epimorfismos {Y =% Y/X;};c;. Tenemos el morfismo
inducido m = (m;)ier : Y — [[;¢; Y/ Xi. Sea (Kerr, L) el kernel de 7. Entonces 0 = 7L =
(mi)ierL = (miL)ier, es decir m;L = 0 para cada i € I. Entonces, para cada i € I existe
un p; : Kerm — X; tal que J;p; = L.
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/ Ji
00— Kerm L Y N Hie] Y/Xz
Y/Xi
0

El par ({Kerm 2% X;}ier, L) es el producto fibrado de {X; EiN Y}ier. En efecto, sea
@ z, Y}ier, L) tal que J;q; = L', para cada i € I. Ya se vio previamente que m;J; = 0,
para toda i € I, luego 0 = m;J;q; = m; L', se sigue entonces que 0 = (m;L');er = wL'.
Asi, por la propiedad universal del kernel, existe un morfismo tnico 7 : Q — Kerr tal que
Ln = L'. Queremos ver que en el siguiente diagrama los tridngulos conmutan.

(1.6)

Sélo falta probar que p;n = ¢;, pero para cualquier J; tenemos que J;p;n = Ln = L' =
Jiq; y como J; es monomorfismo tenemos que p;n = g;, cCOMo se queria. O

Proposicion 1.34. El funtor ¢ preserva el producto fibrado de cualquier familia de
monomorfismos.

> Ji -
Demostracion. Supongamos que X — Y = {X; =5 Y};er es una familia de monomor-

fismos. Por la proposicién anterior ({Kern 2iy Xi}ier, L) es el producto fibrado de de
X — Y. Como ¢ es exacto y izquierdo preserva limites, el diagrama (1.6) induce el
siguiente diagrama conmutativo y exacto
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(,pi)

L )T
0—— Ker(,m) CH Y ( )HieI(7Y/Xi)

(m3)

( 7Y/Xz)

Siguiendo la misma prueba, que en la demostracién dada en la Proposicién 1.33, puede

verificarse que ({¢(Kerr) ), d(X;)}ier, (L)) es el producto fibrado de de ¢(X) —

(Y). O

Como ya vimos anteriormente, se sigue del hecho de que C es esqueleticamente pequena
que, para cada par de objetos F'y G en Mod(C), los morfismos de F' en G son un conjunto,
més atin, como Ab es aditiva se sigue que Mod(C) es una categoria aditiva, por lo cual
Homypoq(c) (F, G) € Ab, i.e, Homygoq(c)(F, G) estd siempre en el universo de los grupos
abelianos. Con esto concluimos que Mod(C) es hom-pequena en el sentido de [Mac].

Enunciamos el siguiente teorema cuya demostracién puede consultarse en [Mac V.8
Teor. 2.

Teorema 1.35 (Teorema Especial del Funtor Adjunto). Sea A una categoria completa-
pequena, hom pequenia, con un conjunto de cogeneradores ), donde todo conjunto de sub-
objetos de un objeto a en A tiene producto fibrado. Sea X wuna categoria hom pequeria.
Entonces, un funtor G : A — X tiene un adjunto izquierdo si, y sdlo si, preserva limites
pequenos y productos fibrados de familias de monomorfismos.

Teorema 1.36. Sean C una categoria preaditiva esqueléticamente pequeria, y Mod(C) la
categoria de funtores contravariantes aditivos que van de C en Ab. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.
(a) (i) Mod(C) es completa-pequena.
(ii) Mod(C) tiene un conjunto cogenerador pequerio.
(iii) En Mod(C) cualquier conjunto de sub-objetos de un objeto F tiene producto
fibrado.

(b) Sea T wuna subcategoria pequena preaditiva plena de Mod(C). Entonces, el funtor
¢ : Mod(C) — Mod(T) preserva limites pequenos y productos fibrados de familias
de monomorfismos.

(c) El funtor ¢ : Mod(C) — Mod(T) tiene un funtor adjunto izquierdo
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Demostracion. (a) (i) ya se probé en la Proposicién 1.26, (ii) en la Proposicién 1.31, (iii)
se prob6 en la Proposicién 1.32,

(b) se sigue de las Proposiciones 1.34 y 1.27.

(c) se sigue de (a), (b) y del Teorema Especial del Funtor Adjunto. O

Denotaremos con — ® 7 al adjunto izquierdo de ¢. Tenemos, para cualquier par de
objetos T en T y F en Mod(C), el siguiente isomorfismo natural

HOIIlc(( 7T)T®T7 F) %HOIHT(( 7T)T7¢(F))
Por el Lema de Yoneda se sigue que
HOII]T(( vT)Ta ¢(F)) = HOIHT(( aT)Ta ( 7F)T) = HOI’Ilc(T, F)

por lo que debemos tener que (,T)7 ® T = T, para todo objeto T en 7.

La parte (c) de la Proposicién 1.1 nos asegura que en Mod(C) hay suficientes proyec-
tivos, mientras que las Proposiciones 1.3 y 1.4 nos aseguran que hay suficientes inyectivos.
Entonces, para un par de C-mddulos arbitrarios, F' y G, pueden definirse los funtores
derivados derechos de los funtores C(F, )y C( ,G), los cuales se denotardn con Exte(F, )
y Ext&( , G) respectivamente, para cada entero n. Andlogamente, pueden definirse los
funtores derivados izquierdos de los funtores F' ®c — y — ®c G, los cuales se denotardn
con TorS(F, )y TorC( ,G) respectivamente.

Del mismo modo, podemos definir los funtores derivados derechos del funtor ¢, y los
denotaremos como Ext&( ,—)7 : Mod(C) — Mod (7). Dichos funtores se definen como
Ext&( ,—)7(F) = Exta( , F)r, para cada functor F' en Mod(C). Por supuesto, también
podemos definir los funtores derivados izquierdos del funtor —®7 y los denotaremos como
Tor! (,7) : Mod(T) — Mod(C). Més adelante veremos como calcular dichos funtores
derivados y que relaciones hay entre ellos.

Proposicién 1.37. Sea G un funtor finitamente presentado en Mod(C). Entonces, el fun-
tor Exts(G, ) conmuta con sumas arbitrarias. Mds ain, si G tiene una resolucion consis-
tente de C-mddulos proyectivos finitamente generados, entonces los funtores Exta(G, )
conmutan con sumas arbitrarias, para i > 0.

Demostracion. Si G es finitamente presentado tenemos una sucesién exacta
0 — Ker(a) - C( ,C) H G =0 (1.7)

con Ker(a) un funtor finitamente generado y C en C. Sea F = {F}};c; una familia de
objetos en Mod(C). Después de aplicar Home( ,[[;c; F) a (1.7), se sigue la existencia
de un isomorfismo 7, que hace conmutar el siguiente diagrama:

C(,0)[F) 5 Ker(e), [[F) o Bxt'(G]]F)

i€l ieJ i€l
gi %\L W\L
[Icc.o.m) | [[Ke(e), F) _, [[Ext'(G.F)

i€l iel iel

Esto es porque C( ,C) y Ker(a) son funtores finitamente generados y por la Proposicién
1.2. Si 4 > 0, entonces la afirmacién se sigue por induccién. O
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Proposicién 1.38. Supongamos que T es una subcategoria plena de Mod(C) cuyos ob-
jetos son finitamente presentados, entonces el funtor ¢ preserva sumas arbitrarias

Demostracion. Como todo T en T es finitamente presentado, tenemos, por la Proposicién
1.2, el isomorfismo Homc (T, [[;c; Fi) = [l,c; Home (T, F;) para cualquier coleccién de
C-médulos {Fi}icr, ie., ¢([1;c; Fi) = Home( [l Fi)7r = [l;c; Home( , Fi)7 =
Hie] ¢(Fz) O
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Capitulo 2

El Teorema Brenner-Butler

En este capitulo introduciremos las nociones de categoria de inclinacién y veremos
que, con ligeras modificaciones, la prueba de Bongartz [Bo] del Teorema Brenner-Butler
se extiende a variedades de annuli. También veremos que tenemos los correspondientes
teoremas sobre invarianza de los grupos de Groethendieck y las relaciones entre la dimen-
sién global de una categoria y su categoria inclinada. Veremos también que bajo ciertas
condiciones débiles podemos restringir el Teorema Brenner-Butler a las categorias de fun-
tores finitamente presentados. Para variedades dualizantes, tenemos resultados analogos a
los resultados clasicos sobre médulos de inclinacién para algebras de dimensién finita.

2.1. Categorias de inclinacion clasica

El Teorema de Morita establece que para anillos R, S las correspondientes categorias
de médulos Mod(R) y Mod(S) son equivalentes (como categorias abelianas), si existe
un progenerador P para Mod(R), tal que S = Endg(P)°P. Para comparar categorias de
modulos, que son en algiin sentido similares sin ser Morita equivalentes, el concepto de
médulo de inclinacion se vuelve muy importante.

Definicién 2.1. Sea A un dlgebra de dimension finita. Un A-mddulo T es llamado un
modulo de inclinacion  si satisface las siguientes condiciones.

(i) Existe una sucesion exacta corta 0 — Py — Py — T — 0 con Py y Py proyectivos
finitamente generados

(ii) El A-mddulo T no tiene auto extensiones, i.e, Exty (T, T) = 0.

(iii) Ewiste una sucesion exacta 0 — A — Ty — Ty — 0, donde Ty y Ty son sumandos
directos de sumas finitas de copias de T.

Alrededor de 1980, S. Brenner y M. Butler probaron un resultado importante que sirve
para comparar las categorias de mddulos finitamente generados mod(A) y mod(B), donde
B := Ends(T)°? y T es un A-médulo de inclinacién [BB]. En general, dichas categorfas
no son equivalentes, pero inducen equivalencias entre subcategorias de ambas.
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Teorema 2.2 (Brenner-Butler). Sea A un dlgebra de dimensidn finita, T un A-mddulo
de inclinacion y B := End4(T)°P. Entonces, los funtores Homa(T, ) y T®p inducen
equivalencias mutuamente inversas entre la subcategoria

T (AT) := {aM € mod(A)[Exty (T, M) =0}
de mod(A) y la subcategoria
% (Tg) := {N € mod(B)|Torf (N, T) = 0}

de mod(B). Mas ain, los funtores ExtY (T, ) y TorP( ,T) inducen equivalencias mutua-
mente inversas entre las subcategoria

F(4T) = {aM € mod(A)[Hom (T, M) = 0}
de mod(A) y la subcategoria
2 (Tg) :={gN € mod(B)|T @ N =0}
de mod(B).

Posteriormente, Colby y Fuller [CF] obtienen resultados méas generales que extienden
los resultados de Brenner y Butler a las categorias de médulos sobre cualquier anillo R,
generalizando el concepto de médulo de incinacion.

Definicién 2.3. Un mddulo T en Mod(R) es llamado de inclinacidon, si T es finitamente
presentado y satisface las siguientes condiciones:

(i) pdim(T) <1,
(ii) ExtR(T,T) =0,

(iii) hay una sucesion 0 - R — Ty — T1 — 0, donde Ty y T1 son sumandos de sumas
finitas de copias de T'.

Sea R un anillo y Mod(R) la categoria de R-mdédulos izquierdos y supongamos que
T es un médulo de inclinacién en Mod(R). En teoria de inclinacién de médulos sobre un
anillo se estudia la relacién entre las categorias de médulos Mod(R) y Mod(Endg(T)°?)

via el funtor
Hompg(T, ):Mod(R) — Mod(Endg(T)°P).

Siguiendo este enfoque, se desea generalizar la teoria de inclinacién al nivel de categorias
de funtores. Para lograr este proposito, obsérvese que el anillo R puede considerarse como
una categoria {R} con un sélo objeto. Entonces, el estudiar la categoria de R-mddulos
Mod(R) es equivalente a estudiar la categorfa de funtores Mod({R}) a través de la equiva-
lencia de categorias dada por el funtor evaluacién eg : Mod({R}) — Mod(R). Supongamos
que T es un médulo de inclinacién en la categoria Mod(R), entonces existe un objeto T en
Mod({R}), con las mismas propiedades homoldgicas que T, tal que eg(T) = T(R) = T.
Sea T = addT, la subcategorfa de Mod({R}) cuyos objetos son sumandos directos de
sumas finitas de copias de T. Entonces se sigue inmediatamente, a partir de la definicién,
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que las categorfas p(T) y p(T) son equivalentes, por lo que Mod(T) y Mod(T) son cate-
gorias equivalentes. Entonces, tenemos una equivalencia de categorias a través del funtor
evaluacién et : Mod(7) — Mod(Endg(T")°P).

Ahora bien, consideremos el funtor ¢ : Mod({R}) — Mod(T), definido como ¢(M) =
Homygy( , M)7. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Mod({R}) —2—— Mod(T)

Mod(R) %3 Mod(End g (T)°).

En efecto, si M es un {R}-médulo, entonces la equivalencia e : Mod({R}) — Mod(R)
induce el isomorfismo er : Homgy (T, M) = Hompg(T(R), M(R)) y se tiene que

ex(¢(M)) = Hom ) (T, M) = Homp(T(R), M(R)) = Hompn(T, )er(M)

Luego, estudiar la teoria de inclinacién en las categorias de médulos, via el funtor
Homp(T, ) : Mod(R) — Mod(Endg(T)?), es equivalente a estudiar la relacién entre
categorfas de funtores, via el funtor ¢ : Mod({R}) — Mod(T).

Asi, podemos establecer una definicién que nos permita generalizar la teoria de incli-
nacién de R-moédulos sobre un anillo R a C-mdédulos sobre una variedad de annuli C.

Definicién 2.4. Sea C una variedad. Una subcategoria T de Mod(C) es de inclinacidn,
si los objetos de T son finitamente presentados y satisfacen las siguientes condiciones.

(i) pdim7 < 1.
(ii) Para cada par de objetos T, T en T tenemos Extg(T,T") = 0.
(iii) Para cada objeto C' en C, el funtor representable C( ,C) tiene una resolucion
0—-C(,0)=Ty—T1—0
con Ty, T1 en T.

Observemos que la definicién de categoria de inclinacién coincide con la del caso clédsico
en que la categoria de inclinacién consta de un sélo objeto, generalizando el caso de
categorias de médulos sobre un anillo.

2.1.1. La traza

Sea C una variedad de annuli. En esta parte veremos que en la categoria de funtores se
puede definir de manera natural la traza, 77 (M), de 7 en un C-médulo M, para cualquier
subcategoria 7. Veremos las propiedades de la traza cuando T es una subcategoria de
inclinacién de Mod(C), obteniendo algunas generalizaciones que aparecen en el caso cldsico
de médulos sobre un anillo.

Sea G un grupo abeliano. Para cualquier C-médulo M, puede definirse el C-mddulo
G ®z M, en objetos como (G ®z M)(C) = G®z M(C), vy (G®z M)(f) = 1¢ ®z M(f),
para cualquier morfismo f en C. No es dificil verificar el siguiente
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Lema 2.5. Supongamos que ¢ : G1 — Ga es un homomorfismo de grupos abelianos.
Entonces, para todo C-mddulo M tenemos un morfismo de C-mddulos

¢ @z 1y = {9 @z lyey}oec : G1 @z M — Gy @z M.
Mas aun, p ®yz 1y es un epimorfismo, si @ es un epimorfismo.

Sea T un objeto en Ty X = {f;}ier un conjunto de generadores del grupo abeliano
C(T, M). Entonces, existe una Z-base {u;}ic; de Z(X) y un epimorfismo de grupos
abelianos

0 2 = C(T, M), p(u) = fi,Viel

Para cada C en C, tenemos un isomorfismo de grupos abelianos

wC . T(X) (C) — Z(X) Xz T(C)7 ’L/)C(( 7 zGI Zﬂz & tu t S T(C)
i€l

y claramente, tenemos un isomorfismo de C-médulos ¢ = {¢pc'} : TX) — Z(X) @4, T

Sea a; : T — T la i-ésima inclusién canonica de T en el coproducto TX) y
f=>¢fi e C(T,M), con ¢; € Z. Entonces, por la propiedad universal del coproducto,
existe un Unico morfismo y que hace conmutar el siguiente diagrama

ZCLV J/thﬂ (21)

7(X) M

Por otro lado, para cada C en C, definimos un morfismo de grupos abelianos

(T M) . (T,M)(

C(T,M)T(C) = M, e; n®t) =nc(t)
Proposicién 2.6. La coleccion e(T-M) = {e(CT7M)}CeC : C(T,M)®z T — M es un
morfismo de C-mddulos.

Demostracion. Sean € C(T,M) y f:Cy — Cy un morfimos en C. Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

T(Cy)"S* M(Cy)
T(H] M|

ncy

T(Cl) - M(Cl)

Esto es,
Queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:
<T M)
C(T, M) ®T(Cg) 2, M(Cy)
(C(T,M)®T)(f) ], 0 1M

C(T,M)® T(Cl) N M(Ch)

35



Sea (n®tc) un elemento de C(T, M) ® T'(Cs). Entonces, de la ecuacién (2.2) se sigue que

M(f)(eG ™ m@te)) = M(f)(ne,(te)) = ne, (T(f)(te)) (2.3)

y por otro lado,

e, (T M) & T) (N9 te) = eg, @ T(f)(te) = e (T(f)(te).  (24)
La afirmacién se sigue de las ecuaciones (2.3) y (2.4). O

En general, el morfismo e(™"™) : C(T, M) ®z T — M no es natural en T, pero si en M.

(T, M)

Proposicion 2.7. El morfismo de C-mddulos e es natural en M.

Demostracion. Sea T un objeto fijo en 7,y ¢ : M7 — Ms un morfismo de C-médulos.
Entonces ¢ induce el siguiente morfismo de C-mdédulos

C(T,¢) @z 17 : C(T, My) @2 T — C(T, M3) @2 T

definida en cada objeto C' en C como (C(T, ) ®z 17)c(n Q@ tc) = (¢n @ te). Afirmamos
que el siguiente diagrama es conmutativo

(T,My)

C(T, M) @z T°— M,

C(T,w)®lel Sol

(T,Mg)

C(T, M3) @z T° — M.

En efecto, sea (n ® t¢) € C(T, My) ®z T(C), con n es una transformacién natural en
C(T,M;), C en Cy tc € T(C). Entonces se sigue que C(T, p) @z 17(n®tc) = (pnQtc).
De este modo

(pe™MNo(nete) = eoled ™ nate))

= pcne(te))
(pn)e(te), (2.5)

por otro lado
(eTMIC(T, ) @z 17)c(n@tc) = e8P (C(T,9) @z 17)c(n @ te))

el M (on @ te)
= (pn)c(te) (2.6)

nuestra afirmacién se sigue de la igualdad de (2.5) y (2.6) O

Una consecuencia importante esta en el siguiente

Lema 2.8. La composicion de morfismos

(T, M)
T 2 75 @, 7 L2200 (T, M) @7 T S M (2.7)

también hace conmutar el diagrama (2.1), y en conclusion v = eT"M) 0 o @7 17 0 1), por
la unicidad de .
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Demostracion. En efecto, sean C' € Cy t € T(C'), entonces

(™ 0 p @z lpcyoveo Y cila)o)(t) = el ™ (o @z e (We(et)ier)

o (¢ ®z 170y (Z Wi @ ¢it))
i€l
= MO el ®eit)
i€l
= e afiot)
i€l
= Y™ (v
el

= S af)ol)

i€l

= €

como se afirmé.

Ahora resulta natural la siguiente

Definicién 2.9. Sean T y M objetos en Mod(C). Se define la traza de T en M es
(M) = Im(e(T-M)),

Observemos que (77 (M))(C) C Ty (M (C)). En efecto

(re(M)(C)C Y Im(ne) C ey (M(C)).
neC(T,M)

Notese que la igualdad se da cuando la categoria C consta de un solo objeto.
Tenemos, para la coleccién de objetos Obj7 y para un C-mdédulo fijo M, el morfismo
inducido

M = (M) ey [[CT M) © T = M (2.8)

Proposicién 2.10. Sea M un C-mddulo fijo; y para cada objeto T en T consideremos un
sistema de generadores Xt del grupo abeliano C(T, M). Entonces, para todo T' € ObjT
y todo morfismo f : T — M, existen morfismos p y vy, con v un epimorfismo, los cuales
hacen conmutar el siguiente diagrama

T/

p
f
(T, M)
— M

[ 7% <= I[I co.mezT
TeObjT TeObjT
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Demostracion. Sea M un C-mddulo fijo y consideremos un conjunto de generadores Xp
del grupo abeliano C(T, M), con T € objT. Entonces, la composiciéon (2.7) induce la
siguiente composicion:

H T(X1) =, H 7(X7) @, T (¢®zlr)Tc0biT H C(T, M) @, T o(T-M) M
TEObjT TEObjT TEObjT

donde la composicién de los dos morfismos que aparecen del lado izquierdo es un epimor-
fismo.

Ahora bien, sea T’ un objeto de T y Bp : TX7) — HTGObjT TX1) 1a T'-ésima
inclusién canénica.

Sean X7v = {fitier v f = X ;ercifi € C(I",M). Entonces, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

7/(Xp) SRR T’
B f=>icrcifi
[ 7% "= J[ z%9esr _, [ C@.M)ys.T u
TeOb]T TEOb]T TcObjT
O

2.1.2. Teorias de torsion.

En [CF] se demuestra que para un A-médulo de inclinacién T, la subcategoria 7 (T)
de Mod(4), cuyos objetos son imdgenes epimorficas de sumas de copias de T, es una
subcategorfa de torsién. Mas atn, .7(T) = {M € Mod(A)[Ext*(T, M) = 0}. En esta
parte se generaliza este hecho para el caso de la categoria de funtores.

Comenzamos recordando algunos conceptos generales. Sea C una categoria abeliana
pequena con sumas arbitrarias. Para mayores detalles, el lector puede consultar [S].

Definicién 2.11. Una teoria de torsidn en una categoria C consiste en un par (F, F)
de subcategorias de C, que satisfacen los siguientes axiomas:

(i) N7z =0.
(ii) J es cerrada bajo imdgenes epimdrficas.
iii) Z es cerrada bajo sub-objetos.
] ]
iv) Para cada objeto X de C hay una sucesion exacta:
] Y
0-X -X—-X">0
con X' € Obj.7 y X" € Obj.%.

Como consecuencia de la definicién previa, los axiomas (i)-(iii) pueden ser reemplazados
por el axioma de ortogonalidad:

(v) Home(X,Y) =0 para cada X € Obj.7 y Y € Obj.%#.
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Dada una teoria de torsién (7,.%) en C, la subcategoria 7 es llamada subcategoria
de torsién, y la subcategoria % es llamada subcategoria libre de torsion.
Como consecuencia de los axiomas (i)-(iv) de teorfa de torsién tenemos la siguiente:

Proposicién 2.12. Sea (7 ,.%) una teoria de torsion. Entonces, un objeto X estd en T
si, y sdlo si, Home(X,Y) = 0, para todo Y en Obj#. Dualmente, Y estd en F si, y sdlo
si, Home (X, Y) = 0, para todo X en .

Finalmente, para caracterizar las subcategorias de torsion, usaremos el siguiente teo-
rema probado en [ Po Teo. 8.4].

Teorema 2.13. Una subcategoria plena 7 de C es una subcategoria de torsion en C si, y
solo si, T es cerrada bajo imdgenes epimorficas, sumas directas y extensiones. Dualmente,
una subcategoria plena F de C es una subcategoria libre de torsion de C si, y sdlo si, F
es cerrada bajo subobjetos, productos y extensiones.

Sean C una categoria preaditiva y 7 una subcategoria de inclinacién en Mod(C).
Denotamos con 7 (T) a la subcategoria plena de Mod(C) cuyos objetos son imdagenes
epimorficas de sumas con objetos en T .

El propésito en esta seccién es demostrar que 7 (7)) es una subcategoria de torsién de

Mod(C).

Proposicién 2.14. Sea M un objeto en Mod(C). Entonces M estd en T (T) si, y sdlo
si, eTM) es un epimdrfismo.

Demostracion. Sea ObjT = {T;}icr €l conjunto de objetos de T. Consideremos un mor-
fismo n = (7’)jes ¢ [je; Ty — M, donde {T}};e; es una familia de objetos en ObjT.
Por la Proposicién 2.10, se sigue que para cada j € J existe un morfismo ¢’ : T, —

ey (o, M) T, tal que el7 403 =
¢j
7’ (2.9)

H(TmM) ®ZTi ﬂ M
icl
Sea ¢ = (¢7) e Ie; Ty — Hie;(Ti, M) ®z T el morfismo inducido. Luego se tiene
que eT-Mgp = .
De este modo, si 1 es un epimorfismo, i.e, si M estd en .7 (T), entonces e(T-M) e un
epimorfismo. El reciproco se sigue de la Proposicién 2.10. O

Proposicién 2.15. Si M estd en 7 (T), entonces Exte(T, M) = 0 para cualquier T €
ObjT.

Demostracion. Supongamos que M estd en 7 (T ). Entonces hay una sucesioén exacta corta
de la forma
0— Ker(a) = [[T: = M =0 (2.10)
jeJ
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donde {T}};cs es una familia de objetos en ObjT. De la Proposicién 1.37, se sigue que
Exté(T, ) conmuta con sumas arbitrarias, pues T es finitamente presentado. También
se cumple que Ext& (T, T;) = 0, para cada j € J, por la condicién (ii) de categoria de
inclinacién y que Extg(T, Ker(a)) = 0, porque pdimT < 1. Asi, al aplicar Homg(T, ) a
la sucesién (2.10), se sigue de la sucesién larga de homologia la siguiente sucesién exacta

0= Extg(T, [] 1)) = Bxtg (T, M) — Extg(T, Ker(a)) = 0,
jeJ
y la afirmacién se sigue. O

Proposicién 2.16. La categoria T (T) es cerrada bajo extensiones, sumas directas e
imdgenes epimdrficas. Es decir, T (T) es una subcategoria de torsion en Mod(C).

Demostracion. Claramente es cerrada bajo sumas arbitrarias e imagenes epimérficas, sélo
falta ver que es cerrada bajo extensiones. Consideremos la siguiente sucesién exacta

0—M; = My — M;—0 (2.11)

con My, Ms en Obj.7. Luego, tenemos que Extg(T;, My) = Ext&(T;, My) = 0, por la
Proposicién 2.15.

Sea ObjT = {T;}icr. Entonces, después de aplicar C(T;, ), para cada T;, a la sucesién
(2.11) tenemos sucesiénes exactas cortas de grupos abelianos

0 — C(T;, My) — C(T;, My) — C(T;, M3) — Ext&(Ty, My) =0 (2.12)

Después de aplicar ®77;(C) a la sucesién (2.12), para cada C' en C, obtenemos una
sucesion exacta de Z-mdédulos

C(Ti, Ml) Rz TZ(C) — C(Ti, Mg) KRz TZ(C) — C(Ti,Mg) X7z TZ(C) —0
de la cual obtenemos la siguiente sucesion exacta de C-moédulos
[[c@ M) @nT; —» [] C(T:, M) @2 T; — ] C(T3, Ms) @2 T; — 0
iel i€l i€l
De este modo, por la Proposicion 2.7, tenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo
[Tcaw,myen , [[cammyen, [[c@mmyern
il i€l il

(T M1) | (T M) | (T Mg) |

0 M, Mo Ms; 0

Los morfismos e(7-M1) y (T-Ms) son epimorfismos por la Proposicion 2.14. Entonces, se
sigue que e(7-M2) eg un epimorfismo; y por la Proposicion 2.14, se sigue que M estd en

T(T). O

Proposicion 2.17. Sea M un C-mddulo. Entonces, para cada objeto T’ en T tenemos
que Homc(T', M /77 M) = 0. En particular, 77 (M /7r(M)) = 0.
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Demostracion. Observese primero que 77-(M) es el C-submddulo maximal de M contenido
en 7 (T). Consideremos la sucesién exacta

0—=7m7r(M)—> M — M/mr(M)—0 (2.13)

yn:T — M/7tr(M) cualquier transformaciéon natural. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:
0—1m7(M) - W — T ——0

[ . l al (2.14)
0 — mr(M) L M 3 M/7r(M) = 0

con W el producto fibrado de 1 y p. La sucesién exacta superior se escinde, pues 77 (M)
estd en .7 y Extg(T',77(M)) = 0, por la Proposicién 2.15. Asi, existe un morfismo
f:T" — M tal que pf = n. Pero Im(f) C 77(M), lo cual implica que = 0. O

Proposicién 2.18. Sea T una categoria de inclinacion en Mod(C). Entonces:
T(T) ={M € Mod(C) | Extg(T,M) =0, VT € T}

Demostracion. Sea M € Mod(C) tal que Extg(T, M) = 0, para cada T en T. Entonces,
de la sucesién exacta (2.13), se sigue que

0 = Ext&(T, M) — Extg(T, F/rr(M)) — Exte (T, 7(M)) =0 (2.15)

de modo que Ext&(T, M /77 M) = 0.

Para C € C, tenemos una sucesién exacta 0 — C( ,C) — Ty — T1 — 0, con
To,Th € T. La cual, al aplicarle Homg( , M /77 (M)) y usando la Proposicién 2.17, induce
la sucesion exacta:

Home(Ty, M/7r(M)) — Home(( ,C), M/7r(M)) — Ext&(Ty, M /7 (M)) (2.16)

Como Homg (Ty, M/71(M)) = Extg(Ty, M/7r(M)) = 0, se sigue del Lema de Yoneda
que 0 = Homg(( ,C), M/mr(M)) = M(C) /M (C)), i.e, M = (M) estd en (T). La
otra contencion ya se probd en la Proposicion 2.15. O

De la Proposicién 2.16 concluimos que 7 (T) es una subcategoria de torsién y de este
modo tenemos una teorfa de torsién (7 (T),.Z (T)). De acuerdo con la Proposicién 2.20, la
categoria # (T) puede calcularse como .#(7) = {N € Mod(C) | Hom(G,N) =0, VG €
T(T)}

Proposicién 2.19. . = {N € Mod(C)|Hom(T,N) =0,T € T}
Demostracion. Sea M en 7. Entonces hay un epimorfismo HjEJ T; = M, con {Tj}ticy

una familia de objetos en 7. Sea N € Mod(C) tal que Hom(7, N) = 0 VI' € T. Luego,
tenemos el monomorfismo

0 — Homg(M,N) — (J[ 73, N) = [ ] Home(T;,N) =0
jeJ jeJ

Asi, N estd en Z(T). La otra contencién es evidente. O
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Sea T una subcategorfa de inclinacién en Mod(C). Se define Add7 como la sub-
categorfa plena de Mod(C) cuyos objetos son sumandos directos de sumas arbitrarias de
objetos en 7. Sea ¢ : Mod(C) — Mod(7) el funtor definido anteriormente. A continuacién
se demuestra una generalizacién de [Bo Prop. 1.4] en la siguiente:

Proposicién 2.20. (i) Si M; Ly My & My ER My es una sucesion exacta en Mod(C),
tal que M; estd en T, entonces las sucesion

o(f)

#(9)
)

(Mo o(My) (M)

es exacta en Mod(T).
(ii) Para cada M € T(T), hay una sucesion exacta

tn t t
LT s ST BT S M 0

con T en AddT, y tal que Ker(t;) € 7(T) Vi e N .
(iii) Para cada M en T (T), existe un isomorfismo ¢(M) @ T — M en Mod(C).
(iv) Tor] (¢(M),T) = 0.

(v) Tenemos un isomorfismo Exts (M, N) = Exti-(¢(M), ¢(N)), para cada par de obje-
tos M, N en 7 (T).

Demostracion. (i) Como 7 (T) es cerrada bajo imégenes epimorficas, entonces € (h),
Im(g), Im(f) v Coker(f) estdn en .7(T). De las sucesiénes exactas de C-médulos 0 —
Imh - My — Img — 0, 0 - Img - M7 — Imf — 0, 0 — Imf — My — Cokerf — 0, se
obtienen las siguientes sucesiénes exactas de T-mdodulos

0— ( ,Imh)r — ( ,My)7 — ( ,Img)7 — Extg( ,Imh)r =0
0—=( ,Img)yr = ( , M) —( ,Imf)T—>Extlc( ,Img) =0
0— ( ,Imf)r — ( ,My)7 — ( ,Cokerf)r — Extg( ,Imf)r =0

y el resultado se sigue pegando las sucesiones exactas anteriores.
(ii) Por las Proposiciones 2.14 y 2.10, para cada M € .7 (T), hay una sucesién exacta

0= Ker(yy) = [ TW 25 M o, (2.17)
TeObjT

donde vy = e(TM) o ~.

Sean : T — M un morfismo con T en Obj7T . Entonces, por la Proposicién 2.10, existe
un morfismo g : T — HTeObjT TXX1) tal que s o g = 7. Esto es, el morfismo inducido
por Y,

Hom(T",var) : Hom(T', [ 7%7)) - Hom(1", M),
TeOb]T

es un epimorfismo y por lo tanto Ext'(T”,Ker(vyar)) = 0 VI” € T. Finalmente, se sigue
de la Proposicién 2.14 que Ker(ys) estd en 7 (T), y se procede por induccién.
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(iii) Por la parte (ii), existe una sucesién exacta --- — Tt — T9 — M — 0, tal que

T =1] jes: L, con {T}j}ie, una familia de objetos en 7. Después de aplicar ¢, obtenemos

por (i) una sucesién exacta - - — ¢(T1) — ¢(T°) — ¢(M) — 0 en Mod(T).
Como ¢ preserva sumas arbitrarias y ¢(T3) @ T = ( ,T;)7 ® T = T, existe un
isomorfismo 7 : ¢(M) @ T = M que hace conmutar el siguiente diagrama

PTHRT — (TR T — d(M)@T ——— 0
4 |
Moo [TemeT _, yun

Jj€Jo JEJ
gl gl ”l

T! 7O M 0.

R

QT ———— 0

(iv) Es claro, a partir del diagrama anterior, que Tor] (¢(M), T) = 0.
(v) Usando la sucesién construida en (ii) y la relacién Exti (7", N) = 0, para todo
Jj =2 0yn >0, obtenemos, a través de argumentos de cambio de dimensidn, el isomorfismo
Ext} (M, N) =2 Extg(Im ¢y, N) = 0, para j > 1. Las sucesiones exactas
Tt 79 - Imt; — 0 (2.18)
0—=Imt; >79 ' 5Imt;_y =0 (2.19)
inducen el siguiente diagrama conmutativo:

0

Hom(q,N.
HOHl(Tj_l, N) i} i‘lOHl(IHl tj, N) —_— Extl(Im tjfl, N) —0

W Hom(p,N)

Hom(T}, N)

Hom(t;41,N)

Hom(Tj-O-lv N)
Asi, tenemos isomorfismos

Extl, (M, N) = Exts(Im t;_1, N) & H’ (Homg(T., N)). (2.20)

Aplicando ¢ a la sucesién exacta que estd en (ii), obtenemos una resolucién proyectiva
para ¢(M)
HOII]( aT)H( 7M)7-*>( ,Tl H( ,TO)H( ,M)T%O
Por el Lema de Yoneda tenemos Hom(( ,7"),( ,N)) = Hom(T, N), por lo que

Ext/-(¢(M),p(N)) = HI(( ,T.),(N)) = H’(Homg(T., N)). (2.21)

)
(
y nuestra afirmacién se sigue de (2.20) y (2.21). O
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2.2. El Teorema de inclinacion

En esta seccién veremos el Teorema Brenner-Butler para variedades de annuli. La
prueba aqui presentada, la obtenemos sigue la de Bongartz [Bo]. También veremos que
tenemos los correspondientes teoremas sobre invarianza de los grupos de Groethendieck y
las relaciones entre la dimensién global de una categoria y su categoria inclinada.

2.2.1. El Teorema Brenner-Butler

Sean C una categoria preaditiva esqueleticamente pequena y 7 una subcategoria de
Mod(C), cuyos objetos son finitamente presentados. Tenemos un par de funtores adjuntos:

¢ : Mod(C) — Mod(T)
—®7T : Mod(T) — Mod(C).
Los cuales se definieron en el Capitulo 1 de este trabajo. En el inicio de esta subseccién, ve-

remos como calcular dichos funtores, asi como sus funtores derivados derechos e izquierdos
respectivamente, los cuales nos servirdan para demostrar el Teorema Brenner-Butler.

Proposicién 2.21. Para cada C en C y M € Mod(T) existe un isomorfismo:
el cual es natural en C'.
Demostracion. Consideremos una presentacion de M
1.7 L 11, 1) = M=o, (2.22)
i€l jeJ
conT;, Tj en T.
Aplicando ®7 y evaluando en C, obtenemos la siguiente sucesién exacta corta
[[70) L2 [ m0) = ar e T)(E) - 0. (2.23)
il jeJ

Por las propiedades del producto tensorial y el Lema de Yoneda, tenemos los isomor-
fismos:

(C(,0), yor [TC. T =]]cC,0), Yor (,T)=]]c(,0),T) = [[T:(C)
iel iel il il
De este modo, al aplicar el funtor (C( ,C), )7 ®7 — a la presentacién (2.22) de M,

obtenemos, a partir de los isomorfismos anteriores, un unico isomorfismo 7¢, el cual hace
que el siguiente diagrama exacto conmute:

(( 70)7 )®H( 7Tl);(( ’C)v )®H( ’Tj)H(( 70)7 )®TM s 0
iel jeJ l
H Ti(C) (fij)e H T;(C) (M & T)(C) 0

icl jeJ
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Veamos ahora que la coleccién de morfismos n = {n¢}ccc es una transformacién nat-
ural. Sea g : C1 — C2 un morfismo en Mod(C). Entonces, g induce el siguiente diagrama
conmutativo exacto donde todas los cuadrados conmutan, excepto posiblemente el cuadro
donde aparecen ne, v ne,:

((,C2), )@ Ilie,(T) ——((, o), )@ 1L, (1)) ——((,C2), )@T M ——0

/J{u / !Jncg
” (fi)es

/
e T5(C2) —————— (M & T)(C2) ——0
\\ \

\

\ |

! i |

l—[jGI( 7T1)*> Cl I—IJEJ (( 701)7 ‘I}®TM*>0
{ ls |

R

B S

R
E S—
1R
S b

(ftj)Cl

> HjEJ

Sin embargo, puede verificarse facilmente que dicho cuadro conmuta, lo cual prueba la
proposicién. O

Proposicién 2.22. Para cada C en C y M € Mod(T) existe un isomorfismo:

Tor! ((C( ,C), ), M) = Tor! (M, T)(C) (2.24)

para todo entero no megativo n, el cual es natural en C'.

Demostracion. Consideremos una sucesion exacta
0—-QM - (,T)>M—0 (2.25)

donde T es una suma de objetos que estan en 7.
Despues de aplicar T a (2.25), se obtiene la sucesién exacta

0— Tor] (M,T) 5 QM T = ( ,T)@T = M&T —0
Por otro lado, al aplicar (C( ,C), ) ®7 — a (2.25) se obtiene
0—)T01"’1T((( 70)7 )’M) - (( 70)3 )®TQM - (( vC)7 )®T( aT) - (( 70)7 )®TM —0

Por la Proposicién 2.21, existe un morfismo ¢, el cual es un isomorfismo, que hace
conmutar el siguiente diagrama:

OHTOYT((( ,C), ),M)*)(( ’0)7 )®7—QM*>(( ’C)v )®T( aT)

R S

0 —— Tor] (M, T)(C) ———— (M @ T)(C) ———— T(C).
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Afirmamos que la coleccién de morfismos v = {v¢}cec es una transformacién natural.
En efecto, sea g : C7 — C5 un morfismo en C. Luego, obtenemos el siguiente diagrama, en
el cual todos los cuadrados conmutan, excepto posiblemente donde aparecen ve, y vo,:

0 —— TorC((C( ,Cy), ),M)——(C( ,Cs), )®QM —— (C( ,C2), )& ( ,T)

’/lm

0o— Tor?(]é& T)(Cy) —————— QM ¢
L
L

0 —— TorS((C( :1), ), M) —— (C( ,Ch),

’ i
| - ’]

0 ——— Tor] (M, T)(C,) ————— QM @ T(C) ————— T(C)

LR
— 3
S

5

2

Sin embargo, puede verificarse sin problema alguno que dicho cuadro conmuta, lo cual
prueba la proposicion. O

Antes de proseguir, necesitamos hacer una observacién. Sean C7,Cy dos objetos cua-
lesquiera de C, y 7 una subcategoria de inclinacién de Mod(C). Consideremos las dos
sucesiénes exactas 0 — C( ,Cy) 5Ty =Ty -0y 0 — C( ,Cy) L5 T) — T — 0, con
T,y T/ en T, para i = 0,1. Sea f : C; — C3 un morfismo, entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo, en el cual W es el producto cofibrado de g1 y de g2C( , f):

91

0 —— C(,0) Ty Ty 0

92C( .f) (2.26)

0 T} w T 0

Como Extg (T, T)) = 0, la sucesién exacta inferior del diagrama en (2.26) se escinde. Asf,
existen morfismos u, v tales que hacen que el siguiente diagrama sea conmutativo

g1

0—— C(,0) To Ty 0
C( .f) u v (2.27)
0 —— C(,C) —Z5 T ] 0.

Proposicién 2.23. Sea T una subcategoria de inclinacion de Mod(C). Entonces, para
cada C-mddulo M, existe una sucesion exacta

0= ¢(M)®T — M — Tor] (Extg( , M)r,T) — 0.
Ademds, tenemos que Extg( ,M)T @ T = 0.
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Demostracion. Sea C' un objeto en C. Entonces, tenemos una sucesion exacta
0—-C(,C)>Ty—T1—0 (2.28)
la cual induce la siguiente sucesion exacta corta:
0— (Ty, )7 — (To, )7 — (C( ,C), )7 — Extg(Ty, )7 =0. (2.29)

Después de aplicar — @7 Extg( ,M)7 a la sucesién exacta (2.29), obtenemos la
siguiente sucesiéon exacta :

0 — Tor] ((C( ,C),Ext&( , M)) = Extg(Ty, M) — (2.30)
%EXté(ToaM)%(C( 70)? )T®TEXtE( 7M)T_>0

Por otro lado, despues de aplicar Homg( , M) a la sucesién (2.28) obtenemos la
siguiente sucesion exacta corta

0— (Th,M) — (To,M) — (C( ,C),M) — (2.31)
— BExtg(Th, M) — Extg(Ty, M) — Extg(C(,C), M) = 0.

Entonces, para cada C' en C, se sigue que

[

(Exte( ,M)7®T)(C) = Hom(C( ,C), )7 @7 Extg( , M), por Proposicién 2.21,
Ext&(C( ,C), M) =0, por (2.30) y (2.31),

1%

lo cual prueba una parte del teorema.
Ahora bien, por la Proposicién 2.22, sabemos que

Tor] (Ext&( , M)y, T)(C) = Tor] (C( ,C),Extgs( , M)r). (2.32)

Se sigue de (2.32) y el isomorfismo Homg(C( ,C), M) = M(C) junto con (2.30) y (2.31),
que existe un morfismo yo que hace que el siguiente diagrama conmute:

M(C) ——— ExtL(Ty, M) —— Exth(Tp, M) ————— 0
Yo I I

0 — Tor] (Ext( ,M)r,T)(C)» Extg(Th, M) —— Ext&(Th, M)

El Lema de la Serpiente garantiza que ¢ es un epimorfismo.
Despues de aplicar — @7 ¢(M) a la sucesién (2.29) obtenemos la siguiente sucesién
exacta
(M)(T1) = ¢(M)(Tp) — Hom(C( ,C), ) @7 ¢(M) =0 (2.33)

Entonces, por el isomorfismo (¢(M) ®@ T)(C) =2 Hom(C( ,C), ) ®, (M) y las suce-
siones (2.31) y (2.33), existe un morfismo ¢, el cual hace conmutar el siguiente diagrama
exacto:

PM)(Th) ——— ¢(M)(To) —— ((M) @ T)(C) ———— 0

g

0 — (I, M) —— (o, M) —— (C( ,C), M)
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Nuevamente, del Lema de la Serpiente, se sigue que n¢ es un monomorfismo.

Puede verificarse sin ningin problema que v = {vc}cec v 7 = {nc}cec son transfor-
maciones naturales usando el diagrama (2.27). Finalmente, tenemos la siguiente sucesién
exacta de C-modulos:

0= ¢M)®@T L M L Tor] (Exte( , M), T) — 0,
lo que prueba la proposicién. O

Proposicién 2.24. Sea T una subcategoria de inclinacidn de Mod(C). Entonces, para
cada T-mddulo N, existe una sucesion ezxacta

0 — Extg(—, Tor(N, 7)) = N = ¢(N®@T) — 0.
Ademds, tenemos que ¢(Tor] (N,T)) = 0.

Demostracion. Escojemos dos resoluciones proyectivas

LN : oo () S o) &M oy s N0, (2.34)
0—-P —-P—T—0, (2.35)

con T; una suma de objetos de T, para i > 0.

Despues de aplicar — ® T al complejo L. que estd en (2.34), obtenemos el complejo
L.® T, cuyos objetos estan en Add7. De esta manera, obtenemos la siguiente sucesion
exacta de complejos

0= (T,L.®T) = (P, L.®T) = (P,,L.®T) = Extg(T,L.®T) =0 (2.36)

Notése que los complejos L (T) y Homg(T,L. ® T) son isomorfos. Asi, la sucesién
(2.36) se puede poner como

0 — L.(T) = Home(Py, L. ® T) — Home (P, L. ® T) = 0 (2.37)
De (2.37) y de la sucesién larga de homologia tenemos

0= Hy(L(T)) = Hi(Hom(Fy, L. ® T)) = Hi(Hom(Py, L. ® T)) —

Como P; es proyectivo, para ¢ = 0,1, tenemos el isomorfismo
H,(Hom(P;, L. ® T)) = Hom(P;, H (L. ® T)) = Hom(P;, Tor] (N, T)).
Asi, finalmente la sucesién (2.38) puede ser escrita como:

0 — Hom(Py, Tor] (N, T)) — Hom(Py, Tor] (N, T)) —
N(T) —- Hom(Py, N®T) - Hom(P,,N®T) =0 (2.39)

Después de aplicar Home( , Tor(N, 7)) a la resolucién proyectiva de T', obtenemos la
siguiente sucesion exacta:

0 — Hom(T, Tor] (N, T)) — Hom(P,, Tor] (N,T)) —
— Hom(Py, Tor] (N, T)) — Ext&(T, Tor] (N, T)) = 0 (2.40)
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Comparando (2.39) y (2.40) podemos asegurar que Homg (T, Tor] (N, T)) = 0, i.e,
¢(Tor] (N, T))(T) = 0, esto prueba una parte de la proposicién. Ademas (2.39) y (2.40)
aseguran que existe un morfismo nr, que hace que el siguiente diagrama conmute:

Hom(Py, Tor(N,T)) — Hom(P;, Tor(N,T)) -+ Extg(T, Tor(N,T)) — 0
H ! . (2.41)
0 — Hom(Py, Tor(N,T)) » Hom(P;, Tor(N,T)) —— N(T)

El Lema de la Serpiente asegura que 7 es mono.
Despues de aplicar Homg( ,N ® T) a la resolucién proyectiva de T, obtenemos la
siguiente sucesién exacta

0 — Hom(T, Tor] (N, T)) — Hom(P,, Tor] (N,T)) —
— Hom(Py, Tor] (N, T)) — Ext&(T, Tor] (N, T)) — 0 (2.42)
Las sucesiones (2.39) y (2.42) aseguran la existencia de un morfismo ~r, el cual hace
que el siguiente diagrama conmute
NT) —— (P, N®T) — (A, N@T) ———— 0

| | [ (2.43)
0 —— (LN®T) — (P,LN®T) — (PLN®T) — Ext(T,N®T)

Se sigue del Lema de la Serpiente que yr es epimorfismo. Mas atn , tenemos que
Exte( ,N®7T)=0. (2.44)

Sélo resta ver que las familias de morfismos, n = {nr}trer v v = {yr}reT, son
transformaciones naturales. Para esto, considerense T, 7" objetos en 7T, con sus respectivas
resoluciones proyectivas: 0 - P, - Py - T - 0,0 > Pl = P, =T - 0. 81 f: T =T’
es un morfismo en Mod(7), entonces tenemos un diagrama conmutativo

0 P Py T 0
ul vJ fl (2.45)
0 P P T 0

Puede verificarse sin problema alguno que 1 y v son transformaciones naturales, usando
el diagrama (2.45). De modo que hemos probado que tenemos una sucesién exacta

0 — Extg(—, Tor] (N, 7)) 5N 5 ¢(N®@T) =0
lo cual prueba la proposicién. O

Sea T una subcategorfa de inclinacién de Mod(C) y (7 (T), #(T)) el par de torsién
que se vi6 previamente. Consideremos las siguientes subcategorias de Mod(7):

Z(T) = {NeMod(T)| N@T =0},
Y (T) = {NeMod(T) | Tor] (N,T)=0}
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y pongamos F = ¢, G = —® T, F' = Ext'( ,—)7, G' = Tor'( , 7). Ahora resulta claro
el siguiente

Teorema 2.25 (Brenner-Butler). Con la notacion previa, las siguientes afirmaciones se
cumplen:

(i) Los funtores F y G inducen una equivalencia entre F y %' .
(ii) Los funtores F' y G’ inducen una equivalencia entre F y % .
(i) Tenemos que FG' = F'G=0yG'F =GF' =0.
Corolario 2.26. El par de subcategorias (Z°,%) forman un par de torsidn en Mod(T).

Demostracion. Es facil ver que, para un par de objetos X € 2 e Y € %, tenemos que
Homy(X,Y) = 0.
Para todo N € Mod(7) tenemos una sucesién exacta corta:

0 — Extg(—, Tor] (N,T) LN L o(N@T) =0

Por la condicién (iii) del Teorema tenemos que Ext&(—, Tor(N, 7)) € 2y ¢(N@T) €
%, lo cual implica que (27, %) es un par de torsién.
O

Generalizamos el siguiente resultado, el cual ocurre para algebras de dimension finita.
Sea A una K-dlgebra de dimensién finita y mod(A) la categoria de A-mddulos izquierdos
finitamente generados. Supongamos que 27 es un médulo de inclinacién en mod(A) y
B = End (7). El Teorema de inclinacién [Bo] establece que el B-médulo derecho Ts es
un médulo de inclinacién en la categoria de B-mddulos derechos finitamente generados
mod(B), més atin, se cumple que A° es isomoformo a Endg(Tg).

Proposicién 2.27. Supongamos que cada objeto de inclinacion T en T tiene una re-
solucion proyectiva 0 — P1 — Py — T — 0, con Py y Py dos C-mddulos proyectivos
finitamente generados. Entonces

(a) La subcategoria plena de Mod(T°P), cuyos objetos son {(C( ,C), )r}cec es una
categoria de inclinacion en Mod (T °P)

(b) La categoria © = {(C( ,C), )r}lcec es equivalente a CP.
Demostracion. (a)(i) Para cada objeto C en C, tenemos una resolucién
05C(,0)>To LT —0 (2.46)

con T; € T, para ¢ = 0,1. Asi, tenemos la siguiente sucesién exacta en Mod(7°P) por la
sucesion larga de homologia

0= (T1, ) L% (T, )7 = (C(,C), )5 — Ext(Ty, )7 =0 (2.47)

es decir, pdim(C( ,C), )r <1
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(ii) Ya vimos en (2.47) que, para cualquier C' en C, tenemos una resolucién proyectiva
para (C( ,C), )7.Sea C’ en C, entonces, despues de aplicar Hom( ,(C( ,C"), )7) a
(2.47), obtenemos la siguiente sucesién exacta:

0— ((C( 70)’ )Ta (C( ’C/)a )T>_>((T0, )7(0( 70/)’ )T)_>
= ((T1, ),(C(,C"), )7) = Extro((C(,0), )7, (C(,C"), )7) =0  (248)

Por otro lado, por el Lema de Yoneda, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

((T07 )7(0( 70/)7 )T) E— ((Th )7(0( ,C/), )T)

o o

(C(.C").0)

(C(,C"),Tv) (C(,C'), 1) (2.49)

~ o

for

To(C") Ti(C")

Asi, después de evaluar la sucesion (2.46) en C’ y usar (2.47) junto con (2.48), se sigue
que hay isomorfismos de grupos abelianos

((C( ,C)a )Ta (C( aCl)a )T)
EXt%"’P((C( 70)7 )Tv (C( ’C,)’ )7_)

1%

c(c’, o) (2.50)
0 (2.51)

1%

(iii) Sea T un objeto en la categoria T, el cual tiene una resolucién proyectiva
0—-+P =P —T—0 (2.52)

con P; proyectivo finitamente generado, ¢ = 0, 1. Entonces, existe un C-médulo @, tal que
P 11Qi = Il , C( ,Cj), para una coleccién finita {Cj};es, de objetos en C, i =0, 1.
Luego, (P, )7 [1(Qi, )7 = Il;c;,(C( ,Cj), )7. Se sigue de (2.52), que la siguiente

sucesién es exacta:
0= (T, )7 — (Po, )7 — (P1, )7 — Extho, (T, )7 =0

Como (P;, )7 essumando de HjeJ,-(C( ,C;), )T, para una coleccién finita {C;};c .,
para i = 1,0. Entonces, se sigue que (P;, )7 estd en add{(C( ,C), )r}cec.
(b) Podemos definir un funtor

a:C%? -0, aofC)=(C(,C), )r
es cual es evidentemente denso, y por la ecuacién (2.50) es fielmente pleno. O

2.2.2. Los Grupos Ky(C) y Ko(T)

Sea T una subcategoria de inclinacién de Mod(C). Denotemos con |[Mod(C)| a la
coleccién de clases de isomorfia de objetos en Mod(C). Sea A el grupo abeliano libre
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generado por |Mod(C)| y R el subgrupo de A generado por las relaciones M — K — L
tales que 0 - K — M — L — 0 es una sucesién exacta en Mod(C). Entonces, el grupo
de Grothendieck de C es Ko(C) = A/R. Del mismo modo, denotemos con |Mod(7)| a
la coleccién de clases de isomorfia de objetos en Mod (7)) y con B al grupo libre abeliano
generado por |Mod(7)|. Sea S el subgrupo de B generado por las relaciones M — K — L
tales que 0 - K — M — L — 0 es una sucesién exacta en Mod (7). Entonces, el grupo
de Grothendieck de T es Ko(T) = B/S.

El Teorema de Inclinacién Clésico, establece que Ky(C) y Ko(7 ) son ismomorfos cuan-
do C = A es un anillo y 7 = T es un A-médulo de inclinacién. Aqui generalizamos este
resultado, siguiendo la prueba de [CF]. Para ello, seguiremos la notacién del Teorema 2.25.

Proposicién 2.28. Los grupos de Groethendieck Ko(C) y Ko(T) son isomorfos.

Demostracién. Definimos ¢ : A — Ko(T) como ¢p(M) = |F(M)| — |F'(M)|. Afirmamos

que R esta contenido en el nicleo de ¢. En efecto, sea M — K — L un generador de R
corespondiente a la sucesién exacta 0 - K — M — L — 0. Entonces, existe una sucesion
exacta en Mod(7):

0= (,K)r = ( ,M)r—(,L)7—=Extc( ,K)r =
— Extg( , M)7r — Extg( ,L)7 — Exti( ,K)7r =0 (2.53)

se sigue de (2.53) que:
—(IF(E) = [F(K))) = (IF(D)| = [F'(L)]) + (| F(M)] = [F'(M)]) = 0

es decir, ¢3(M — K —L) =0, por lo que R C Ker((ﬁ). Asi, tenemos un tnico morfismo
¢ : Ko(C) = Ko(T), ¢(|M]) = [F(M)| — |[F'(M)].
é
A —— Ko(T)

¢

Ko(C)

Ahora bien, para cada objeto C en C, tenemos una sucesién exacta corta0 — C( ,C) —
T° - T' - 0con T" en T, i = 0,1. La cual induce la siguiente sucesién exacta en
Mod(T°P):

0= (T1, )7 = (To, )7 = (C(,C), )1 = Exte(Ty, )7 =0
se sigue que pdim(C( ,C), )y <1y TorZ((C( ,C), )7,N) =0, paran > 1y cualquier
T-médulo N. Por lo tanto, si 0 - K — N — L — 0 es una sucesién exacta en Mod(7),

tenemos la siguiente sucesién exacta, para cualquier C en C:

0 — Tor] (C( ,C), ),K)— Tor] (C( ,C), ),N)— Tor] (C( ,C), ),L) —
—(C(,0), Y®r K — (C( ,C), )®7r N — (C( ,C), )7L —0
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Luego, por Proposiciones 2.21 y 2.22, se sigue de la sucesién anterior la siguiente
sucesién exacta de T-moédulos

0 — Tor] (K,T) — Tor] (N, T) — Tor] (L,T) —
KT =>N®T —=>L&T —0. (2.54)

Anélogamente, podemos definir ¢ : B — Ko(C), como (N) = |G(N)| — |G'(N)|.
Veamos que S C Ker(y)). En efecto, sea N — K — L un generador de S representado por
la sucesién exacta de T-médulos 0 - K — N — L — 0. Se sigue de (2.54) que

—(IG(E)| - |G(K)]) = (IG(L)] = |G (L)]) + (IG(N) = G"(N)]) =0 (2.55)

o bien (N — K — L) = 0, luego S C Ker(¢). Asi, podemos definir ¢ : Ko(T) — Ko(C),
como ¢(|N|) = [G(N)[ — |G"(N)].

Obsérvese que, por el Teorema Brenner-Butler, se obtiene la igualdad
(M) = P(|F(M)| - [F'(M)])
= Y(FM)]) —(F(M)])
= (IGF(M)| = |G'F(M)]) = (IGF'(M)| - |G'F'(M)])
= |GF(M)| - |G"F'(M))].

Pero la sucesién exacta
0—GF(M)— M — GF(M)—0,

nos dice que [M| = |GF(M)|—|G'F'(M)], i.e, ¥¢ = 1k, (c). Un argumento parecido sirve
para probar que ¢y = 1g (7). Esto termina la demostracion. O

2.2.3. Dimensién global

Sean C una variedad y 7 una subcategoria de inclinacién de Mod(C). Sea 7 (T) la
subca-tegoria de Mod(C), cuyos objetos son imagenes epimérficas de sumas arbitrarias de
objetos en 7. Ya hemos visto anteriormente que .7 (T) = {F € Mod(C) | Ext'(T, F) = 0}.
En esta subseccién se comparan las dimensiones globales de C y T.

Lema 2.29. Sea M un objeto en 7 (T) tal que Exte(M, )z () = 0. Entonces M estd en
AddT.

Demostracion. Sea M un objeto en 7 (7). La Proposicién 2.20 asegura que existe una
sucesion exacta corta
0—>Ker(a)—>HTii>M—>O
icl
con Ker(a) en .7(T), la cual se escinde porque Extg (M, K) =0y M estd en Add7. O

Proposicién 2.30. Si M estd en T (T), entonces pdimHomg( , M)7 < pdimM.
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Demostracion. Por induccién sobre pdimM. Si pdimM = 0, entonces M es proyectivo y
como M esta en .7 (7)) hay un epimorfismo f : [],.; T; — M — 0, con T; en T, el cual se
escinde por ser M proyectivo, i.e, M es sumando de [ [, ; T;. Se sigue que M estd en AddT
y por lo tanto Homg( , M) es sumando de [[( ,T;), i.e, Homg( , M)7 es proyectivo y
pdimHome( , M)y =0.

Supongamos que pdimM = 1. Por la Proposicién 2.20, tenemos una sucesiéon exacta

0—-L—-Ty—M—0 (2.56)
con Tp en AddT y L en 7 (T). La sucesién (2.56) induce la siguiente sucesién exacta
0= (,L)7 = ( To)r = ( ,M)7 = Extg( ,L)7 =0 (2.57)

Como pdM = 1, tenemos que Ext, (M, )y = 0. Asi, (2.56) induce la siguiente
sucesion exacta

0 = Exte(To, )o(r) — Exte(L, )gr) = Extg(M, )z =0

Se sigue que Extg(L, )z = 0y por el Lema 2.29 tenemos que L estd en AddT.
Finalmente tenemos que Homg( , L)1 es proyectivo. De la sucesién (2.57) se sigue que
pdimHome( , M) <1 y la proposicién es vdlida en este caso.

Supongamos que n > 2 y que la afirmacién es valida para objetos de .7 con dimensién
proyectiva menor que n. Sea M en 7 y supongamos que pdimM = n. Entonces de la
sucesion (2.56) se obtiene la siguiente sucesién exacta:

0= Extg(To, ) — Extg(L, ) — Extg™ (M, )=0

Por hipétesis de induccién se tiene que pdimL < n — 1 y pdimHomg( ,L);y < n — 1.
Ahora bien, Homg( ,Tp) es proyectivo. Luego, de la la sucesién (2.57), se sigue que

pdimHomg( , M)y < pdimHomeg( , L)7 + pdimHome( ,7o)7 < (n—1) + 1,
y la prueba estd completa. O
Teorema 2.31. Con las mismas hipdtesis que antes tenemos la desigualdad:
gldim(7) < 1+ gldim(C).
Demostracion. Sea X un objeto en Mod(7T), asi tenemos una sucesién exacta

0-Y —=JJ(.T) > X =0 (2.58)
el

Recordemos que tenemos una equivalencia de categorfas ¢ : J(T) — % . Como
[Lic;( ,Ti) estd en & e & es cerrada bajo sub-objetos, entonces Y estd en #. Co-
mo ¢ es denso, existe un objeto M en Z(T), tal que ¢(M) = Homec( ,M)r 2 Y y
pdimY < pdimM. De la sucesién (2.58) tenemos

pdimX <1+ pdimY <1+ pdimM < 1+ gldim(C)
y gldim(7) < 1+ gldim(C). O
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2.3. La restricciéon de ¢ a la categoria mod(C)

En esta seccién probaremos, bajo condiciones minimas en las categorias C y T, que
el Teorema Brenner-Butler sigue siendo verdadero a nivel de las categorias de funtores
finitamente presentados. En este mismo espiritu, teniendo en mente buscar aplicaciones
en el caso C = mod A, estudiaremos la teoria de inclinacién cuando C es una variedad
dualizante.

2.3.1. El teorema de inclinacién para funtores finitamente presen-
tados
Comencemos probando que el funtor ¢ : Mod(C) — Mod(7T) puede restringirse a

¢ : mod(C) — mod(7T) cuando C y T tienen pseudokerneles, o equivaléntemente, cuando
mod(C) y mod(7) son abelianas (ver Proposicién 1.13).

Proposicién 2.32. Si C y T tienen pseudokerneles, entonces el funtor
¢|mod(C) : mod(C) — Mod(T)
tiene imagen en mod(T).

Demostracién. (a) Para cada C' € C, los T-médulos ( ,C( ,C))r v Extg( ,C( ,0))r
estdn en mod(7). En efecto, para cada C' en C, hay una sucesién exacta

0-C(,C)=To—T1—0 (2.59)

con Ty, 77 en T. De la sucesién (2.59) se sigue, por la sucesién larga de homologia, la
siguiente sucesién es exacta

0= (,C(,ONr—(,To)r—(,Ti)r—
— Extg( ,C(,0)7 — Extg( ,To)r = 0;

y nuestra afirmacion se sigue del hecho de que mod(7") es abeliana.
(b) Sea M en mod(C). Como C tiene pseudokerneles, entonces M tiene una resolucién

om0 Y e o) N ooy Y e e 5 Mo
Sea K; = Im( , f;) para i > 0, y pongamos K_; = M. Afirmamos que Extg( , K;)T es
finitamente presentado para toda i > 0. En efecto, tenemos sucesiones exactas para toda
1> 0:

Se sigue, del hecho de que pdim7 < 1 y la sucesién larga de homologia, que las
siguientes sucesiones son exactas, para toda ¢ > 0:
Jki
(ki)

L, b ),

(,C(,C))7 (L Kio)r 25 Bxth( , Ki)r

Extg(,pi)
—<

— Bxtg( ,C( ,C))r Exte( , K1) — Extg( , Ki)7 =0
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Por la parte (a), Extg( ,C( ,Cy))7 es finitamente presentado, para toda i > 0.
Se sigue que Exté( ,Ki_1)7 es finitamente generado para toda ¢ > 0 y por lo tanto
Im(Extg( ,ki)7) es finitamente generado para toda i > 0. De la sucesion exacta

Extlc( ,Pi)
—_—

0 — Im(Exts( L ki)) — Extg( ,C(,C))r Extg( , Kio1)7r — 0,

obtenemos que Exté( ,K;_1)7 es finitamente presentado para toda i > 0, pues es el
cokernel de un morfismo entre un funtor finitamente generado y un funtor finitamente
presentado. Més atn, se sigue que Im(Exté( ,ki)), para i > 0, es finitamente presentado,
por ser el kernel de un morfismo entre funtores finitamente presentados, y porque mod(7)
abeliana.

(¢) El funtor Im(8;) = Ker(Extg( ,k;)) es finitamente presentado. En efecto, por
la parte (b) los funtores Extg( , K;)7 v Im(Extg( k) son finitamente presentados
para i > 0, y Ker(Extg( ki) es el kernel de un morfismo entre funtores finitamente
presentados.

(d) Finalmente, la sucesion exacta

0— Im(( ,pi)) — ( 7Ki—1)’7’ — Im(@,) —0

implica que ( ,K;_1) es finitamente presentado para cada ¢ > 0, pues Im(( ,p;)) es
finitamente generado, y Im(9;) = Ker(Ext&( , k;)) es finitamente presentado, para i > 0,
por la parte (c).
Hemos demostrado que ¢(M) = ( , K_1)7 es finitamente presentado.
O

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, obtenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.33. Si C y T tienen pseudokerneles, entonces T es contravariantemente
finita en mod(C).

La siguiente proposicion servird para mostrar que podemos restringir los pares de
funtores, (¢, @7) y (Ext&( ,—)7, Tor] (,7T)), a subcategorias de funtores finitamente
presentados.

Proposicién 2.34. Supongamos que C y T tienen pseudokerneles.

(i) Si M € mod(C). Entonces, los funtores ¢(M) y Exts( , M) son finitamente
presentados.

(i) Si N € mod(T). Entonces, los funtores N @ T y Tor] (N,T) son finitamente pre-
sentados.

Demostracion. Como C y T tienen pseudokerneles, entonces las categorfas mod(C) y
mod(7) son abelianas.

(i) Sea M un C-mdédulo finitamente presentado. De la sucesién exacta 0 — QM —
C( ,C) - M — 0, y la sucesién larga de homologia obtenemos las siguiente sucesién
exacta

Extg( , QM) — BExtg( ,C( ,C)) 1 — Extg( , M) — Extg( , QM) =0.
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Se sigue, de la Proposicién 2.32, que Extg( ,QM)7 y Extg( , C( ,C))7 son finitamente
presentados, lo cual implica que Exté( , M)7 es un T-médulo finitamente presentado. La
otra parte de (i) ya se probd en la Proposicién 2.32.

(ii) Sea N un un 7-mdédulo finitamente presentado y consideremos una presentacién
de N: ( ,T1) — ( ,Tp) = N — 0. Luego, aplicando —® T obtenemos una sucesién exacta
Ty — Ty - N®T — 0y como T3, ¢ = 0,1, son finitamente presentados, se sigue que NQT
es finitamente presentado. Consideremos una sucesién exacta 0 - QN — ( ,T) - N — 0.
Entonces, tenemos una sucesién exacta

0— Tor] (N,7) - QN®T — T — N — 0.

Como mod(T) es abeliana, y QN ® T y T son finitamente presentados, se sigue que
Tor] (N, T) es finitamente presentado.
O

Teorema 2.35. Sean C y T con pseudokerneles. Entonces, los siguientes enunciados
ocurren:

(i) Los funtores F, F',G,G’ en el Teorema de Brenner-Butler se restringen a las cate-
gorias de funtores finitamente presentados.

(ii) Dado un funtor M € 7 (T) Nmod(C), existe una resolucion
T BT S T S M0

tal que cada T; estd en addT y T; LN Im(t;) es una T-aprozimacion a derecha.

(iii) Si M es un funtor en mod(C), la traza (M) y M/7r(M) son finitamente presen-
tados.

(iv) Sea To el radical de la teoria de torsion (2 (T), % (T)) de Mod(T). Entonces, para
cada funtor N en mod(T), 72 (N) y N/7a (N) son finitamente presentados.

(v) Para cualquier par de funtores finitamente presentados M y N en I (T), tenemos
un isomorfismo Exte (M, N) = Extr-(¢p(M), ¢(T)).

Demostracion. (i) Ya se probé en la Proposicién 2.35.

(i) Sea M en mod(C) y § : T° — M un morfismo, con 7% € AddT, como en la
proposicién 2.10, el cual tiene imagen Im(d) = 77(M). Como T es contravariantemente
finita en mod(7), existe una T-aproximacién Tj Loy M. Asi, tg se factoriza a través de 0
y 4 se factoriza a través de tg. En consecuencia Im ty = 77(M). En particular si M € 7,
entonces tg es un epimorfismo.

Asi, tenemos una sucesion exacta

0 — Ker(tg) = T LN /N 0,
con Ker(dp) finitamente presentado, pues mod(C) es abeliana. Usando la sucesién larga

de homologia y el hecho de que ty : Ty — M es una T-aproximacion, se sigue que
Extg( ,Ker(tg))r =0, i.e, Ker(dp) estd en 7. El resto de la prueba es por induccion.
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(iii) Como M estd en mod(C), de la parte (i) Ty - M es una T-aproximacién con
S(to) = 77 (M), tenemos que 77 (M) es finitamente generado. De la sucesién exacta

0—=>7m7r(M) > M — M/mr(M) =0

se sigue que M /77 (M) es finitamente presentado. Usando nuevamente el hecho de que
mod(C) es abeliana, se sigue que 77-(M) es finitamente presentado.

(iv) Supongamos que N estd en mod(7). Como los funtores F,F’,G,G’ preservan
funtores finitamente presentados, todos los términos de la siguiente sucesion exacta son
finitamente presentados

0 — Exty-(—, Tor” (N, T)) = N = ¢(N®@T) =0

son finitamente presentados. La afirmacién se sigue de observar que N/74 (N) 2 ¢(N®T)
y T2 (N) = Ext-(—, Tor” (N, T)).
(v) Se procede como en la Proposicién 2.20. O

Denotemos con (.7,.%) y (2, %) las intersecciones de las teorfas de torsién (.7,.%)
v (Z,%) con las categorias mod(C) y mod(7) respectivamente. Tenemos el siguiente:

Teorema 2.36 (Brenner-Butler). Sean T una subcategoria de inclinacion en mod(C).
Supongamos que C y T tienen pseudokerneles. Con la notacion previa se cumple lo si-
guiente:

(i) Los funtores F' y G inducen una equivalencia entre T Y Y .
(ii) Los funtores F' y G' inducen una equivalencia entre F y X .

(iii) Tenemos que FG' = F'G y G'F = GF' = 0.

2.3.2. Teoria de inclinacion en variedades dualizantes

Para tener una analogia completa con la teoria de inclinaciéon para algebras de dimen-
sion finita anadimos mas restricciones en nuestras categorias, como la dualidad. Supon-
dremos en esta subsecciéon que C y T son dualizantes, entonces tienen pseudokerneles, por
lo que tenemos pares de torsién de (7 (T), #(T)) y (Z(T), % (T)) en mod(C) y mod(T)
respectivamente y equivalencias de categorias

T) F(T)
)

I (
X/ Exté( =T
TOYT( ’V ’Y
Z(

T) Z(T)

<

\‘l

Vimos que la categoria 8 = {6c}cec, con 8o = (C( ,C), )7, es una subcategoria de
inclinacién de mod(7°P), entonces tenemos pares de torsién (7 (), .7 (0)) y (Z°(0), Z (9))
en mod(7°P) y mod(6) respectivamente y equivalencias de categorias
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7(0) Z(0)
N vt

Tor{( ,6) ®6

3{(9)/ \@(9)

Por la proposicién 2.27 tenemos una equivalencia de categorias a(C) : C? — 0,
a(C) =0c = (C( ,C), )T, la cual induce una equivalencia de categorias

ax : mod(f) — mod(C?), ax(H)(C)=H(«a(C))=H(lc)=H(C( ,C), )r),
para cada C en C y cada H en mod(6).

Lema 2.37. Sean N en mod(7) y C en C. Entonces, tenemos lo siguiente

(a) Hay un isomorfismo ((C( ,C), )7,DN) = D(N @ T)(C) y el siguiente cuadro es

conmutativo: -
mod(C) o mod(7)

kg

mod(C?) +—— mod(T°P)

(b) Hay un isomorfismo Extr.,((C( ,C), )7, DN) = D(Tor] (N, T))(C) y el siguiente
cuadro es conmutativo:

T, T
mod(C) <T01—() mod(7)

«Extl( ,—)|0

mod(C"pﬁy +———— mod(7T°P)

(¢) Tenemos las siguientes equivalencias de categorias:
(i) D(Z(T)) = Z(0), D(Z(T)) = 7(0).
(i) D(F(T)) =2 (0), D(F(T)) = Z(0).

Demostracion. Recordemos que, para cada C en C, hay una sucesién exacta de T °P-
mébdulos
0— (T, )= (1° )= (C(,C), )+ =0 (2.60)

Después de aplicar ( ,DN) a la sucesiéon (2.60) se sigue, de la sucesién larga de
homologia y lema de Yoneda, que la siguiente sucesiéon es exacta:

0—((,0), )7, DN) = DN(T°) — DN(T') = Ext}..(( ,C), )7,DN) =0 (2.61)
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Después de Aplicar @ N a (2.60) obtenemos, por la sucesién larga de homologia, la
siguiente sucesiéon exacta

0 — Tor] (N, T)(C) = N(T') = N(T°) = (N® T)(C) — 0 (2.62)

Dualizando (2.62) y comparando con (2.61) obtenemos los isomorfismos de (a) y (b).
Veamos que el primer cuadro conmuta, sea N en mod(7 ). Entonces,

ax (¢o(DN))(C) ax((,DN)e)(C)
= (((,C), )1, DN) = D(N @ T)(C)

Las igualdades
a* (BExtho,(,—)s(DN))(C) = ax* (Extt,( ,DN)s)(C)
= Extyo(((,C), ),DN) = D(Tor{ (N @ T)(C)

implican que el segundo cuadro conmuta.
Sélo resta probar (c). Por la parte (a) se sigue que:

T(0) = {N € mod(T°P)|Extio, (0c, N) = 0} = D(Z(T)).
Por otro lado, tenemos equivalencias de categorias por el teorema de Brenner-Butler
oo : F(0) = Z(0)
QT % (T)— 7(T)
entonces, tenemos un cuadro conmutativo

T

T(T) «—— Z(T)

Por la parte (b) se sigue que
Z(0) = {N € mod(T°")|Homyor (0, N) =0} = D(2Z(T))
y tenemos equivalencias de categorias por el teorema de Brenner-Butler
Tor] ( ,T): 2 (T)— Z(T)
Extro,( ,—)o: T(0) = #(0)

entonces, tenemos una cuadro conmutativo
Tor] ( ,T)

F(T) «—— Z(T)
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Recordemos que cuando C es una variedad Krull-Schmidt dualizante, hay sucesiones
que casi se dividen en mod(C) [AR2].

Definicién 2.38 (ASS). Sea C una variedad Krull-Schmidt dualizante. Una teoria de
torsion (7,.%) de mod(C) se divide si para todo M € mod(C) inescindible ocurre que
M estd en T o M estd en F.

Proposicién 2.39 (ASS Prop. 1.7). Sea C una variedad Krull-Schmidt dualizante y
(7, F) un par de torsion en mod(C). Las siguiente condiciones son equivalentes:

(a) La teoria de torsion (T, F) se escinde.

(b) Sea 7 el radical de la teoria de torsion. Entonces, para cada M en mod(C), la
sucesion 0 — 7(M) — M — M/7(M) — 0 se escinde.

(c) Para todo N en .F y todo M en T, Extg(N,M) =0 .
(c) Si M € 7, entonces TtDM € 7.
(d) Si N € .Z, entonces DIYN € #.

Analogo al caso de dlgebras de dimension finita, decimos que una subcategoria 7 de
inclinacién de mod(C) se separa si el par inducido (7 (7T), #(T)) en mod(C) se divide,
y se divide si el par inducido (#(7), 2Z°(T)) en mod(7) se divide.

Lema 2.40. Sea T una subcategoria de inclinacion de mod(C) que se divide.

(a) Sea 0 - M LES TrD(M) — 0 una sucesion que casi se divide con M en T (T).
Entonces 0 = ¢(M) — ¢(E) = ¢(TrD(M)) — 0 es una sucesidn que casi se divide,
cuyos terminos estin en % (T).

(b) Sea 0 — DTr(M) — E — M — 0 una sucesion que casi se divide con M en F(T).
Entonces, 0 — Ext&( ,Dtr(M))7 — Extg( , E)r — Extg( ,M)r — 0 es una
sucesion que casi se divide, cuyos términos estan en Z (T).

Demostracion. Solo se probara (a). Por el lema previo TrD(M) € .7 (T). Entonces, por la
sucesiéon larga de homologia, obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 (, M)y D% () D97 TeD(M)) - Exth( M)y =0 (2.63)
cuyos extremos estén en % (7)), pues ¢ es una equivalencia. Se sigue que el término de en
medio estd en % (T), porque esta categoria es cerrada bajo extensiones.

El morfismo ( ,g)7 es minimo derecho. En efecto, sea 77 : ( ,E)y — ( ,E)7r un
endomorfismo tal que ( ,g9)77=( ,9)7. Peroj € (( ,E)r,( ,E)7) = (E,E), entonces
7=( ,n)r, conn:FE — E.Entonces gn = g, y como g es minimo derecho, se sigue que
71 es isomorfismo.

Sea ¥ : G — ( ,TrD(M)) un morfismo que no es epimorfismo escindible. Entonces
GeZ(T)oGe#(T).SiG e #(T), entonces ¥ € Hom(Z (T),#(T)) =0,1e, =0
y se factoriza por ( ,g)7. De otro modo G = ( ,F)y,con F e I(T)y~y=(,v)7, con
~v: F — TrDM. Entonces, 4 = ( ,v)7 no es epimorfismo que se divide si, y sélo si, v no
es epimorfismo que se divide. Luego, ~ se factoriza por g, lo que implica que 7] se factoriza

por (,9)7T. ]
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Como consecuencia de los teoremas 2.36 y 2.35. Puede demostrarse el siguiente lema
probado en [ASS 5.5]

Lema 2.41. Sea T una subcategoria de inclinacion en mod(C). Si M € F(T) y N €
F(T), entonces, para cualquier j > 1, hay un isomorfismo

Ext (M, N) 2 Ext) (¢(M), Exts( ,N)7)

Usando el hecho de que 0 = {0c = (( ,C), )7}cec es una subcategoria de inclinacién
en mod(7°P), puede probarse el siguiente:

Teorema 2.42. Sea T una subcategoria de inclinacion de mod(C). Entonces:
(a) T se separa si, y sélo si, pdimY para todo Y € % (T).
(b) T se divide si, y sélo si, idimN =1 para todo N € F(T).

Demostracion. (b) Estd probado en [ASS Theo. 5.6] pero, para beneficio del lector, repeti-
mos la prueba aqui.

Primero, la suficiencia. Supongamos que para todo N € #(T), tenemos idimN = 1.
Sea X € Z(T)yY € #(T). Entonces existe M € J(T) y N € F(T) tal que X
Exti( ,N)r vy Y = ¢(M), por el Teorema Brenner-Butler. De este modo, por el lema
anterior tenemos:

Ext-(Y, X) = Exti-(¢(M), Extg(, N)7) = ExtZ(M,N) =0,

Reciprocamente, supongamos que (2 (T), % (T)) se divide y sea N € .Z (7). Tomemos
una resolucién inyectiva de NV

0 1 2
0N e,

Sean L° = Imd' y L' = Imd?. Como 7 (T) = KerExt{ (T, ) es una categorfa cerrada
bajo imagenes epimorficas que contiene los objetos inyectivos y N € F(T), se sigue que
L' € 7(T). Entonces, por el lema anterior, tenemos:

Exts (L', L) = Ext3 (L', N) = Ext3-(¢(L'), Extg(, N)7).

Pero, ¢(L') € #(T), Extg(,N)7 € Z(T) y (Z(T),#(T)) se escinde por hipétesis.

Por la proposicién 2.39, esto implica que Exti-(¢(L'), Exts(, N)7) = 0, demostrando
que la sucesién exacta 0 — L% — I' — L' — 0 se escinde. Por lo que, L es inyectivo y
idimN < 1. Finalmente, N € #(T), implica N no es inyectivo, entonces idimN = 1.

Veamos que (a) se sigue de (b):

Por definicién T se separa si, y sélo, si el par de torsién (7 (T), #(T)) en mod(C) se
divide, i.e, si, y sélo si, (#(0), 2 (0)) = (DF(T),D.T(T)) es una teoria de torsién que se
divide en mod(C°?) = mod(h), si y sélo si, 0 es una categoria de inclinacion que se divide
en mod(7°P), si y sélo si, idimN = 1, para todo N € .Z (0), por (b). Pero Z(0) = D% (T),
y (a) se sigue. O

Corolario 2.43. Si gdimC < 1, entonces toda subcategoria de inclinacién T C mod(C)
se divide.
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Como consecuencia del teorema anterior y del lema 2.37, tenemos el siguiente:
Corolario 2.44. Si C y T son hereditarias, entonces T se divide y separa.

Los tltimos teoremas de esta subseccién tendran concecuencias importantes en el caso
hereditario, que seran considerados en préximo capitulo.
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Capitulo 3
Ejemplos y aplicaciones

En este capitulo se mostrarard que hay ejemplos que surgen de manera natural de
las nociones discutidas en los capitulos previos. En la primera seccion se probard que un
End 4 (M)°P-médulo inclinacién T, donde A es un dlgebra de dimensién finita con generador
finito M, puede ser extendido a una categoria de inclinacién en Mod(mod A).

Posteriormente, en el caso hereditario, consideraremos carcajes () infinitos localmente
finitos y consideraremos el algebra de carcaj K@ como una categoria. Probaremos en
este caso que una seccién sin caminos dirigidos de longitud infinita, en la componente
preproyectiva, produce una categoria de inclinacién. De esta manera, aplicar el funtor de
inclinacién es andlogo a aplicar una sucesion infinita de funtores de Coxeter parciales, para
cambiar la orientacién del carcaj. Después calcularemos las componentes de Auslander-
Reiten de los diagramas de Dynkin infinitos.

Para describir la forma de todas las componentes del carcaj de Auslander-Reiten, es
suficiente calcularlas con una orientacion fija y después aplicar el funtor de inclinacion.
Para los ejemplos que aqui analizamos, escogemos carcajes cuyos vértices son fuentes o
pozos.

Al final se verd, siguiendo los argumentos de [ABPRS], que las componentes regulares
de un carcaj localmente finito son de tipo ZA.

3.1. Extension de modulos de inclinacion

Sea A una K-algebra de dimension finita y mod A la categoria de A-mddulos finita-
mente generados. En esta seccion veremos una alternativa de como encontrar categorias
de inclinacién para Mod(mod A). Més en general, veremos como, bajo ciertas condiciones,
extender un moédulo de inclinacién a una subcategoria de inclinacién de una categoria de
funtores.

Recordemos del capitulo 1, que una K-variedad C es una K-categoria donde los idem-
potentes se dividen. Una K-categoria C es llamada Hom-finita si, los K-mdédulos C(C, C")
son finitamente generados.

Sea C una K-variedad Hom-finita con un generador aditivo finito A, i.e, para
cualquier objeto C' € C hay un epimorfismo de una suma finita de copias de A en C' (por
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ejemplo, si A es una K-algebra de dimension finita, mod A es una K-categoria Hom-finita,
con generador aditivo finito A).

Sea C un objeto de C y denotemos con {C'} a la la subcategoria plena de C cuyo tnico
objeto es C. Para este objeto C, consideremos el anillo Endc(C), el anillo de endomor-
fismos de C. Denotemos a Endc(C)% por Re. Recordemos del capitulo 1 que el funtor
evalucién ec : Mod({C}) — Mod(R¢) induce una equivalencia de categorias. Recordemos
también que add({C}) es una variedad de annuli generada por C' y que las categorias
Mod(add{C?}) y Mod({C}) son equivalentes.

Dados las condiciones sobre C, el anillo R¢ resulta ser una K-algebra de dimension
finita. Entonces, en caso de que exista en Mod(R¢) un médulo de inclinacién, podremos
encontrar un objeto en Mod(add{C}) con las mismas propiedades homoldgicas, al cual
llamaremos objeto de inclinacién. En este caso veremos como podemos extender un objeto
de inclinacién en Mod(R¢) a una subcategoria de inclinacién en Mod(C).

La idea de como hacer esto, se explica brevemente a continuaciéon. Supongamos que C'
es un generador aditivo finito de C y que T es un End¢(C)°P-médulo de inclinacién T
Primero se extiende T a una subcategorfa inclinacién parcial de 7 de Mod(C’), donde C’
es una subcategorfa de C’ que contiene a C. Luego T se extiende a una subcategoria de
inclinacién parcial C ¢ 7 de Mod(C), mediante el funtor C®cs : Mod(C’) — Mod(C).
Finalmente se usa el argumento de Bongartz [Bo 2.1] para extender C ®c/ T a una sub-
categoria de inclinacién completa de Mod(C).

En esta seccién diremos que una subcategoria 7 de Mod(C) es auto ortogonal, si
Ext (T, T') = 0, para cada par de objetos Ty T” de 7.

Lema 3.1. Sea C una categoria aditiva y C' una subcategoria plena de C. Supongamos
que T es una subcategoria plena auto ortogonal de Mod(C'), cuyos objetos son finitamente
presentados. Entonces la categoria CRc: T es una subcategoria auto ortogonal de Mod(C).

Demostracion. Considerese un par de objetos culesquiera 77 y T de T, con sus respectivas
presentaciones finitas:

c'(,C))—=C'(,C))—T1—0
c'(,Cc)—C'( ,C(’)’)—>T2—>O

Dado que 7 es auto ortogonal, se cumple que Extg, (T3, Tz) = 0. Consideremos los
funtores

res : Mod(C) — Mod(C')
C®c : Mod(C') — Mod(C)

Afirmamos que Exté(C ®c T1,C ®c Tz) = 0. En efecto, sea e un elemento de
Exte(C ®c Ti, C @cr Ts),

e:0-CRcT) - F—>C®c 13— 0

Después de aplicar C® ¢ a las presentaciones de T y Ts, por el Lema de la Herradura,
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obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 0
1 1 !

C(.0) ——C(.,C) —— Coc Tt ——— 0
+ 4 l
c(.ci]len »c.c]]ce) F 0
v v 1

C(.,¢f) —— C(,Cf) —— CocTa —— 0

b S 1

0 0 0

Nétese que de esta modo F' tiene una presentacién finita sobre C’, de modo que por
la proposicién 1.10 tenemos el isomorfismo C ®cr res(F) = Idyoq(c) (F) = F.
Después de aplicar res obtenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo:

0 0 0

! u !
C/( 701) E— C/( 70(/)) T1 0

+ + l
cC.o]fen » .o resF 0

v " l
c'(,cf) —— C'(,G) T 0

1 1 |

0 0 0

Notese que la columna de la derecha se escinde, pero después de aplicar C®¢ y usar
el hecho de que C ®c res(F) = F, obtenemos el primer diagrama donde las columnas se
escinden y e se escinde. O

Definicién 3.2. Una subcategoria plena T de Mod(C) es de inclinacion parcial, si sus
objetos satisfacen las siguientes dos condiciones:

(i) Para cada objeto T en T, hay una sucesion exacta 0 — P, — Py — T — 0, con P;
proyectivo finitamente generado.

(ii) Para todo par de objetos T; y T; en T, tenemos Extg(T;, Ty) = 0.

Proposicién 3.3. Sea C una variedad y C' una subvariedad plena de C que contiene un
generador finito de C. Supongamos que T es una subcategoria plena parcial de inclinacion
de Mod(C’), entonces C ®c/ T es una subcategoria parcial de inclinacion de Mod(C).

Demostracion. Ya se probd en el lema 3.1 que C®c/ T es auto ortogonal, si T lo es. Sélo
falta ver que cumple la condicién (ii). Como se vio en la proposicién 1.3 del la condicién
de que C’ es variedad asegura que los C’-médulos proyectivos finitamente generados son
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de la forma C’( ,C’) con C’ en C'. Sea T un objeto en T, entonces existe una sucesién

exacta

f)

0— C'( ,C{)LC( ,Co) =T —0

con Cjy Cf en C'.
Aplicando C®¢: a la sucesion exacta anterior, obtenemos la siguiente sucesion exactas:

) Cc(.,h)

C(,0 C(,C) = C®c T —0.

Como A estd en C', tenemos que C'(A,C}) = C(4,Cf) y C'(A,C)) = C(A,CY), por
consiguiente C ®¢ T'(A) = T(A). La proposicién estard probada si se demuestra que
C( ,f) es monomorfismo. Para ver que C( , f) es mono se necesita ver que C(C, f) es
mono para todo objeto C' en C. Sea C un objeto en C, como A es un generador finito
de C entonces hay un epimorfismo g : A" — C — 0 y por lo tanto monomorfismos
0— C(C,Cl) — C(A,CY), para i =0, 1.

De este modo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0
l oo l )

cc.c)) Y co, ) — coo TC) —— 0
lC(g,cn lC(g,cf;) lceac/T(g)

c(A™,
cur, ey e, o) - oo TAY) —— 0

N |
0 —— cl(an, oy B ¢ — Ty —— 0
Asi, C(C, f) es monomorfismo para todo objeto C' en C. O

Teorema 3.4. Sea C una K-variedad Hom-finita, A un generador aditivo finito de C
y Ry = End(A)°P. Supongamos que Mod(R,) tiene un mddulo de inclinacidn parcial,
entonces Mod(C) tiene una subcategoria de inclinacion.

Demostracion. En efecto, si Mod(R,) tiene un objeto de inclinacién parcial, dada la equiv-
alencia que hay entre Mod(R4) y Mod(add{A}), se sigue que en la categoria Mod(add{A})
hay un objeto de inclinacién parcial. Ponemos C’ = add{A}, C’ es la subvariedad de annuli
de C generada por A que contiene al generador finito de C. Entonces, por la proposicién
3.3 existe un objeto T en Mod(C) que es de inclinacién parcial en Mod(C). Como T es
finitamente presentado, tenemos una sucesion exacta

0—-L—-C(,C)—-T—0 (3.1)

con L finitamente generado.
Sea C un objeto en C. Aplicando Hom( ,C( ,C)) a (3.1), por la sucesién larga de
homologia obtenemos la siguiente sucesion exacta

Hom(C( ,Cy),C( ,C)) — Hom(L,C( ,C)) — Extg(T,C( ,C)) =0
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Como L es finitamente generado, hay un epimorfismo C( ,C7) — L — 0 y luego un
monomorfismo 0 — Hom(L,C( ,C)) - Hom(C( ,C1),C( ,C)) = Hom(Cq,C). Como
C es Hom-finita, entonces Hom(Cy,C) es un K-espacio vectorial de dimensién finita, se
sigue que Hom (L, C( ,C)) y Ext(T,C( ,C)) son K-espacios vectoriales de dimensién
finita.

Ahora procedemos como en [Bo]:

Sea ey, ,eq una K-base de Extg(T, C( ,C)). Representemos cada e; con una suce-
sién exacta corta

05C(,0) L B 2T 50

Consideremos el siguiente diagrama con renglones exactos:

d
0 — (.01 L PE 7d 0

i=1
l‘/ 1
u

g

0 —— C(,C) =+ Be —%— 7d 0
fl 0 a1 0
donde f = ,g = y !l =11,...,1] es el morfismo co-
0 fa 0 9d

diagonal. Denotemos con ec al elemento de Extg (7%, C( ,C)) representado por la suce-

sion exacta
ec:0—>C( ,C)&EcﬁTd—)O

Sea u; : T — T% el homomorfismo inclusién en la i-ésima coordenada. Afirmamos que
e; = Extg(ui, C( ,C))ec, para cada i = 1,...,d. En efecto, consideremos el siguiente
diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 —sc(,0) B 2 0

’
" U;
u; 1J, Ui

0= c(,0n bt [E L 1 ——0

=1
I l 1
u

0 — C(,0) > Eg —— 74 0

donde uj,u;,u; denotan las respectivas inclusiones. Como luj = 1¢( ,¢), obtenemos un
diagrama conmutativo con renglones exactos

0o—sc,0) e S

0— C(,C) % Ec =5 7d ——0

68



y de aqui se sigue nuestra afirmacion.
Aplicando Homg (T, ) a ec obtenemos, por la sucesion larga de homologfa, la siguiente
sucesion exacta:

Home (T, T%) 2 Ext& (T, C( ,C)) — Exti(T, B) — Exts(T,T%) = 0

Como e; = Extg(u;, C( ,C))ec = 6(u;), se sigue que cada elemento de la base de
Ext&(T, C( ,C)) estd en la imagen del morfismo de coneccién 4, el cual es por lo tanto
suprayectivo. Por lo que Ext& (T, E¢) = 0.

Veremos que la subcategoria 7 de Mod(C), con T = {T'[][ Ec}cec, es una categoria
de inclinacién.

De la sucecion exacta ec y del Lema de la Herradura tenemos que F¢ es finitamente
presentado. Ademads, T' es finitamente presentado por ser un objeto de inclinacién parcial
en Mod(C), por lo cual T[] E¢ es finitamente presentado, para cualquier objeto C' en
Mod(C).

(i) pdimT [T Ec < 1. Como T es un objeto inclinacion parcial en Mod(C), sabemos
que pdim7T < 1, se sigue que pdimF¢c < 1 por la sucesién exacta ec, y por lo tanto
pdimT [[ B¢ < 1.

(ii) Para cuaquier par de objetos C'y C’ en C, Ext&(T [ Ec, T 1] Ec) = 0. Aplicando
Homg( ,T) y Home( ,Ec/) a ec obtenemos, por la sucesién larga de homologia, las
siguientes sucesiones exactas:

0 = Extg (T4, T) = Extg(Eo, T) — Extg(C(,C),T) =0, (3.2)
0 = Extg (T, Ecr) — Exts(Ee, Eor) — Exts(C(,C), Ecr) = 0; (3.3)

Es decir, hemos probado que, para cualquier par de objetos C'y C’ de Mod(C), tenemos
Exté(T, Eo) = Exté(EC,T) = EXt%j(EC>EC') =0

Usando el hecho Ext& (T, T) = 0 y las igualdades anteriores, la condicién (i) se cumple.
(iii) Esta condicién se sigue de manera inmediata. O

3.2. El caso hereditario

A lo largo de estd seccién, Q = (Qo, Q1) es un carcaj infinito conexo localmente
finito, i.e, para cada vértice x € @, existe un nimero finito de caminos en @ que inician
o términan en z. Con esta condicién la categoria mod(K Q) se corresponde con la categoria
de KQ@Q-moddulos de longitud finita. Para tratar la teorfa de inclinacién en el estudio de
la categoria de representaciones de dimensién finita rep(K Q) en este caso, recordaremos
algunos hechos, los cuales enlistamos a continuacién:

(a) La categoria de representaciones rep(K Q). Consideremos al carcaj K como
una categoria C, como sigue. A cada vértice i € @y se le asocia un idempotente e;, en
el dlgebra K@, correspondiente al camino trivial que inicia y termina en ¢. Entonces, se
define la categoria C como

(i) Obj(C) = {eiticq,
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(ii) Homc(es,e5) = e; K Qe;
Adems3s, tenemos una equivalencia de categorias
© : mod(C) — rep(KQ), O(F) = (F(ei), F())ico,acq:

De acuerdo con las condiciones impuestas sobre @, el funtor C( ,e;) tiene soporte
SuppC( ,e;) finito. Mds aun, dado que Q°P satisface las mismas condiciones que @,
entonces el funtor C(e;, ) tiene soporte finito en C°P.

Puede verificarse sin ningtin problema que C = K@ es una K-variedad Krull-Schmidt
dualizante. Entonces en mod(C) hay sucesiones que casi se dividen (ver [AR2]).

Recordemos que para calcular el dual transpuesto 7 = DTr en mod(C) consideramos
el siguiente functor:

()" : mod(C) — mod(C°?)

definido como (F)*(C) = (F,C( ,C)). Entonces, dado un objeto M en C no proyectivo

con resolucién proyectiva minima
C( 7CO> - C( ’Cl) — M — 07

se puede calcular el transpuesto Tr(M) de M aplicando ( )* a la sucesién anterior,
obteniendo la siguiente sucesién exacta en mod(C°P)

0— (M)" = C(Ch, )= C(Cy, )= Tr(M)—0

La dualidad D : mod(C) — mod(C°) se define como DM (C) = Homg(M(C), K),
para cada M € mod(C) y C € C.

(b) Carcajes de translacién. Sea A = (Ag,A;) un carcaj conexo y aciclico. El
carcaj de translacién infinito (ZA, 7) se define como sigue. El conjunto de vértices de ZA
es

(ZA)g =7 x Ao = {(n,x)|n € Z,x € A}
y para cada o :  — y en A hay dos flechas

(n,a) : (n,2) = (n,y)
(n,d') : (n+1,9) = (n,z)

en (ZA); y estas son todas las flechas en (ZA);. Se define la translacién 7 sobre ZA por
T(n,z) = (n+ 1, ), para todo vértice (n,x) € (ZA)o.

Para cada (n,x) € (ZA)g se define la biyeccién entre el conjunto de flechas de final
(n,z) y el conjunto de flechas de inicio (n + 1, z) por las férmulas

o(n,a) = (n,d)
o(n,a') = (n+1,a)
Véase la siguiente figura
(n+1,z) (n,z)
n+1l,a n,o
( )J % ) J( )
(n+1,y) (n, @)
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Se denota con (—NA) el subcarcaj pleno del carcaj de translacién (—ZA), cuyos vértices
son el conjunto (—NA)g = {(n,x) € (ZA)p|n < 0}. Las funciones 7 y o pueden restringirse
a (—NA).

La componente preproyectiva IC del carcaj de Auslander-Reiten I'( K@), de K@, puede
ser calculada como en el caso de carcajes finitos. Es facil ver que este es un carcaj de
translacién de la forma (—=NA 1), con A = Q°P y 7 = DTr.

Definicién 3.5 (ASS). Sea (I',7) un carcaj conexo de translacion. Una subgrafica plena
y coneza X de (I',7) es una seccidn si satisface las siguientes condiciones:

(S1) Sixg— x1 — -+ — ¢ es un camino en X de longitud | > 1, entonces xg # 4.
(S2) Para cada x € Ty, existe un tdnico n € Z, tal que 7"x € .

(S3) Sixg— a1 — - — x4 es un camino en ', con xg,x; € Lo, entonces x; € Xy para
toda i tal que 0 < i <'t.

Lema 3.6 (ASS VIII, 1.4). Sea X una seccion en (I',T), entonces lo siguiente ocurre:
(i) Six — y es una flecha en T y x € Xy, entonces y € Xy 0 Ty € L.
(i) Six —y es una flecha en T yy € g, entonces x € g 0 7~y € Xg.

Definicién 3.7 (ARS). Sea I un entero en alguno de los intervalos (—oo,n], [n, o), [m,n]

param <n 6 {1,...,n} mddulo n. Sea --- — x; ELN Tip1 — -+ un camino en el carcaje
de Auslander-Reiten (I',7) con cada indice en I. Este camino es llamado seccional, si
TTit2 & Tj.
El siguiente lema puede probarse siguiendo la demostracién dada en [ARS Teo. 2.4].
fnfl

. . f1 f2 .
Lema 3.8. Sea C una variedad dualizante y x1 — Xo ~> ++ - XTp_1 — Ty, UN CAMINO
seccional en mod(C). Entonces, la composicion fn—1fn—2--- f1 no es cero.

(c) La categoria de malla. Sea A una K-dlgebra de artin y I'(A) el carcaje de
Auslander-Reiten de A. Recordemos que, para veftice x € I'(A)g no proyectivo, ( i.e, que x
no represente a un A-médulo proyectivo inescindible) tenemos una relacién m,, sobre el car-
caje I'(A), llamada la relacién de malla y se define como m, = X(aer(a)|F(a)=a} 0 ().
Noétese que dichas relaciones de malla se definen solamente a partir del hecho de que I'(A)
es un carcaj de translacion.

Sea I un carcaj, entonces de acuerdo con [Rin], se puede definir K(T'), la categoria
de caminos de I', como la K-categoria aditiva cuyos objetos son sumas directas de ob-
jetos inescindibles, a saber, los vértices de I'. Dados dos vértices x y y en I'y, se define
Hom g (ry(,y) como el K-espacio vectorial cuya base es el conjunto de todos los caminos
que van de x en y. La composicién de morfismos es inducida por la composiciéon usual de
caminos:

((E|O[1,...,ar|y)(y|ﬁ1,...,53‘2) = (1"0{17...,ar,ﬁl,...,ﬂs|2)

con f = (x|ai,...,a,|y) un camino de x a y y g=(y|51,...,Ps|2) un camino de y a z. Si T
es un carcaj de translacién, con translacion 7 y semi-translacién o, se define la categoria
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de malla, como la categoria cociente de la categoria de caminos K (I') médulo el ideal
generado por los elementos m,, donde z recorre todos los vértices no proyectivos de T'.

El par (K, S) es llamado categorfa Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas, si K
una categorfa Krull-Schmidt y S es un conjunto de pares (f,g), tales que f es un kernel
de g y g es un cokernel de f.

Si (K, S) es una K-categoria Krull-Schmidt Hom-finita con sucesiones exactas cortas,
puede defirse el carcaj de Auslander-Reiten I'(K, S) de (K,S) [Rin pag. 61], como en el
caso de una categoria de médulos finitamente generados sobre una K-dlgebra de dimensién
finita, el cual resulta ser también un carcaj de translacién.

Sea (K, S) es una K-categoria Krull-Schmidt Hom-finita con sucesiones exactas cortas,
I'(K,S) el carcaj de Auslander-Reiten de (KC,S) y K(I'(K,S)) la categorfa de malla de
I'(K,S). Entonces, (K,S) es llamada estdndard, si las categorfas K y K(I'(K,S)) son
equivalentes.

Recordemos que, por ser K@ una algebra hereditaria, todo morfismo no cero entre
moédulos proyectivos en mod(KQ) es monomorfismo y si f : A — B es un morfismo
irreducible con B proyectivo, entonces A es proyectivo. Entonces, en la componente pre-
proyectiva KC de I'(KQ), los morfismos que casi se dividen dividen minimos derechos en
Z, con Z proyectivo, son monomorfismos.

Lema 3.9 (Rin pag.63). Sea (K,S) una categoria Krull-Schmidt con sucesiones exactas
cortas y con morfismos que casi se dividen minimos derechos. Sea T'(KC,S) un carcaj de
translacion preproyectivo. Supongamos que el morfismo minimo casi se divide derecho en
cualquier modulo inescindible Z, con [Z] un vértice proyectivo, en I'(K,S), es monomor-
fismo en K. Entonces (KC,S) es estdndard.

Sea K una componente preproyectiva del carcaj de Auslander-Reiten I'(K Q). Con-
siderando a K como una K-categoria, podemos identificar a K con K(—NA)/ < m, >,
siendo < my, > el ideal generado por las relaciones de malla m,, con x que recorre todos
los vértices no proyectivos de K y A = Q°P.

Notemos que, dado un objeto € K y un entero positivo n, existe un ntimero finito de
caminos dirigidos en (—N@, 7) que inician en el vértice x y tienen longitud < n.

3.2.1. Categorias de inclinacién en mod(K Q)

Sea @ un carcaj infinito localmente finito y ¥ una seccién sin caminos dirigidos de
longitud infinita en la componente preproyectiva del carcaje de Auslander-Reiten de KQ.
En esta subseccién se probara que X produce una categoria de inclinacién para mod(KQ).

Necesitaremos el siguiente lema que puede ser probado como en [BGP] usando argu-
mentos combinatorios, la demostracién se deja a cargo del lector.

Lema 3.10. Supongamos que @ no es un carcaj de tipo Ao, A ni Do Sea vy un vértice
en Q. Entonces, existe un subcarcaj pleno conexo Q' C Q tal que Q' contiene a vy y Q'
no es un Dynkin.

Teorema 3.11. Sea QQ un carcaj infinito localmente finito y ¥ una seccion de (—NQ, T)
sin caminos dirigidos de longitud infinita. Entonces ocurre lo siguiente:
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(a) Para cualquier vértice X de (—NQ,T), el nimero de caminos dirigidos que inician
en el vértice X y terminan en la seccion es finito y existe un camino no cero de X
a la seccion.

(b) Para cualquier vértice X de (—NQ,7), el nimero de caminos dirigidos que inician
en la seccion y terminan en el vértice X es finito y existe un camino no cero de la
seccion a X.

Demostracion. (a) La demostracién se hace por induccién sobre el menor entero n > 0,
tal que 77" X estd en 2.

En caso de que no exista dicho entero n, entonces X es un sucesor de la seccién y el
nimero de caminos de X a la seccién es cero.

Sin = 0, entonces X estd sobre la seccién y la afirmacién es verdadera, pues el niimero
de caminos dirigidos en la seccién es finito.

Supongamos que n = 1 y consideremos X un elemento en la componente preproyectiva
con sucesion que casi se divide:

n
0 x B [[E Y X >0
i=1
Si todos los F; estén en la seccion, entonces no hay nada que probar.
Sea oy : E; — 771X un morfismo que no estd en la seccién. Entonces el morfismo
o oy : 771X — 771E; estd en la seccién, supongamos que hay un morfismo irreducible
B : E; = Y, diferente de ;. Entonces hay un morfismo irreducible 0 '8 : Y — 771 E;. Sea
n el maximo de las longitudes de los caminos en ¥ que inician en 7! X. Por lo mencionado

en (c¢) de la lista con que se inicio esta seccidn, existe s6lo un nimero finito de caminos

de longitud < m que inician en Y. Supongamos que Y LA Y By Yo B 5”;31 Y, es un

camino que no intersecta a ninguno de los caminos que inician en 7' X y terminan en X.
Entonces para k < n tenemos el siguiente diagrama de morfismos irreducibles:

726'* 72/6 ol
7—71ka01 <¥k 7{71ka2 """ T_1Y ? T_lEl < < T_lX (70(2 E2
07154\ Gflﬁk—ﬁ\ 07151T 07151\ C“T UQ2T (34)
Bk B1 B oa
Yo 4 Yjog o Yi Y Ey X

con 771Y,_1 en ¥, y no existe morfismo irreducible 77'Y,_; — Z con Z en X. Por las
propiedades de seccién, '8y, : Y, = 77 1Yj_1 estd en 2.

Supongamos que, para cualquier X in (—=N@,7), sélo hay solo un nimero finito de
caminos 7~ T1X € Xy, para algin entero no negativo m.

Como antes, consideremos una sucesién que casi se divide que inicia en X y un morfismo
a; : E; = 771X que no esta en la seccién. Entonces, por la hipétesis de induccién, sélo
hay un ntimero finito de caminos que van de 771X a la seccién. Sea n la longitud del
camino més largo. Supongamos que hay un morfismo irreducible 5 : E; — Y, diferente de

n—1

. . B B B B
;. Argumentando como antes, consideremos un camino Y — Y By, B .."5Y, que
no intersecta a ninguno de los caminos que inician en 77 !X y terminan en . Entonces
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obtenemos un diagrama de morfismos irreducibles como en (3.4) y para algtin entero k < n,
771Y,_1 estd in ¥. Entonces 078, : Vi, — 77V, estd en X, 6 771Y), estd en ¥g. En
cualquier caso, se sigue del caso n = 1, que hay solamente un nimero finito de caminos
que van de X a Y. Mas aun, como la composiciéon de morfismos en un camino seccional es
no cero, hay un morfismo no cero que va de X a la seccién.

(b) Se prueba usando argumentos duales o yendo a la categoria opuesta. O

Proposicién 3.12. Sea K una componente preproyectiva en el carcaj de Auslander-Reiten
I'(KQ) y X una seccion de K sin caminos dirigidos de longitud infinita. Sea P un KQ-
mddulo proyectivo inescindible. Entonces, existe una sucesion exacta corta

0P —-T'=>T!=0,
con TV, T € add¥.

Demostracion. (1) Separamos la demostracién en dos casos, suponiendo primero que @
no es de tipo As, AL 6 D Usamos la equivalencia K = K(—NA)/ < mx >, donde mx
denota con conjunto de relaciones de malla. El proyectivo P es identificado con un vértice
vo in Ag. Sea

Vo ={v; € Qo | existe un camino dirigido v; — vo},

sea Vo = {v1,v2...,v,, } €l conjunto de vértices de ¥ que son el final de algin camino que
inicia en algun v; . Como X no tiene caminos dirigidos de longitud infinita, el conjunto
V; = {vo, v1..., Uy } de todos los vértices de ¥ que estan conectados con un camino dirigido
a los vértices de Vg, también es finito y contiene al conjunto V. Sea X" el subcarcaj pleno
de ¥ con conjunto de vértices V;. Denotemos con Vp a la coleccién de todos los caminos
que inician en algun vértice de V) y terminan en X.

Sean {Ty, T} ..., Trn } los objetos de K que corresponden a los vértices V; y denotemos por
‘P la unién de los proyectivos inescindibles que aparecen como sumandos en las resoluciones
proyectivas minimas de cada T;, para 1 < i < m. Los objetos en P se corresponden con
los vértices de un subcarcaj finito Q" de @Q, el cual por el lema 3.10 estd contenido en un
subcarcaj finito, pleno y conexo @’ de ), que no es un Dynkin.

Sea A’ = Q'°P, como A’ no es un diagrama de Dynkin, (—NA’) es un subcarcaj pleno
y conexo de (—NA) y Vp estd completamente contenido en (—NA'). Identificamos la
componente preproyectiva K’ del carcaj de Auslander-Reiten I'(KQ'), con K(—NA")/ <
m'y >, donde m'y es el conjunto de relaciones de malla en K(—NA’). Consideremos el
ideal I de K(—NA) definido como:

fE€I(X,Y) si, y sélo si, f se factoriza a través de 77 'Z, para algiin Z € Ag/A}, i € N.

Por la propiedad universal de las algebras de carcaj, existe un funtor:

F:K(-NA') — _K(=NA)
I+ <mx >

El conjunto de relaciones de malla {mx} se puede separar en tres tipos distintos:

(i) Las relaciones mx,; que también son relaciones de malla en K(—NA'), ie, mx, =
!/
mly .
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(ii) Las relaciones de malla mx, = X{acr(a)|F(a)=x,}20(a) tal que ac(a) se factoriza
por algin objeto en (—NA) ~\ (—=NA').

(iii) Las relaciones mx, que se escriben como mx, = p; + p? donde p} es una suma de
morfismos que se factorizan por algin objeto que estd en (—NA) \ (=NA') y p? es
una suma de morfismos que estan en el borde de (—NA').

Entonces, es claro que el kernel de Fes < m'y >y existe un funtor fiel, pleno y denso:

K(-NA')  K(-NA)

F ; —
<ml > I+ <mx >

Sea Y’ el subcarcaj de ¥ que consiste de todos los vértices que corresponden a las
orbitas, bajo la translacién inversa de Auslander-Reiten de los proyectivos correspondientes
a los vértices de ', como @’ no es un diagrama de Dynkin, ¥’ es una seccién de K'.

(2) De acuerdo con [HR Teo. 7.2], existe una sucesién exacta corta de KQ'-médulos

0P (fi)i HT1 (954)44 HTj%O
i J

con T; y T; que corresponden a vértices en X, y f;, g;; son K-combinaciones lineales de
caminos en K(—NA).
Por la equivalencia en la parte (1), (f;); es un monomorfismo y » . g;ifi =0 en K.
Tenemos la sucesion exacta de K @Q-médulos

0— P L% T L2 T o — 0
7 k

donde C' = Coker(g;i);i, es el cokernel de (g;;);; en Ky C' =[], Cj su descomposicién en
una suma de K@-médulos inescindibles.

Por la propiedad universal del cokernel, existe un morfismo (I;x);x : [[, Cr — [ ;T
tal que el morfismo g;; es igual a ), ljrhy; : Ty — T;. Por la condicién (S3) de la definicién
de seccion, cada Cj esta en Y.

Si Q es de tipo Ao, AL 0 Do, entonces podemos escoger A’ = Q'°P suficientemente
grande de modo que los K @Q’-mdédulos inyectivos del carcaj de Auslander-Reiten de T'(K Q")
aparezcan como sucesores de ¥ y poder aplicar un argumento similar al primer caso. [

Teorema 3.13. Sea Q un carcaj infinito localmente finito, K un campo y KQ el dlgebra
de carcaj considerada como una categoria preaditiva. Sea IC una componente preproyectiva
del carcaj de Auslander-Reiten de KQ y X una seccion de K sin caminos dirigidos de
longitud infinita. Entonces, addXq es una subcategoria de inclinacién de mod(K Q).

Demostracion. (i) Claramente los objetos de ¥ son finitamente presentados y ademds
tienen dimensién proyectiva menor o igual que uno.

(ii) Sean T} y T> objetos en Xy, por la férmula de Auslander-Reiten tenemos que
DEX’C}{Q (T1,T%) es un grupo cociente de Homg g (Ts, 711). Sea ¢ : To — 717 un morfismo
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no cero. Entonces, usando la sucesién de Auslander-Reiten que inicia en 777, obtenemos
un morfismo no cero entre morfismos inescindible

Ty — 7T1 — x — 1T}

Se sigue de la condicién (S3) de seccién que 777 € ¥, una contradiccién.
(iii) Para cada objeto proyectivo P de K, existe una sucesién exacta

0>P—->T'>T >0

con T°, T € addXy, por la proposicién 3.12 O

Corolario 3.14. 5i T = add¥y es una subcategoria de inclinacion de Mod(KQ), entonces
Mod(T) es hereditaria.

Demostracion. Sea P un T-moddulo proyectivo inescindible. Como 7T es una categoria
Krull-Schmidt tenemos que P 2 ( ,T) con T en X.

Por el Teorema Brenner-Butler, la subcategorfa % = {G|Tor-(G,T) = 0} € Mod(7T)
es una subcategoria libre de torsién que contiene a los 7-mddulos proyectivos y es equi-
valente a la subcategorfa de torsién de .7 = {F|Extg(T;, F) = 0,T; € X0} C Mod(C), via
el funtor ¢.

Sea Y un sub-objeto de P no cero, entonces tenemos un monomorfismo « : Y — P.
Como P estd contenido en la subcategoria # C Mod(T), entonces Y € # | pues es cerrada
bajo sub-objetos. Por la equivalencia ¢ : & — %, existe un objeto I inescindible en 7 tal
que ¢(F) = ( ,F)r =2Y. Ademsés. la inclusion YV < P es de la forma ( ,f): ( ,F)r —
(,T),con f:F — T un morfismo no cero. Como Y no es el funtor cero, existe un objeto
T € %y tal que 0 # Y(T') = Hom(T', F). Sea g € Hom(7’, F) un morfismo no cero,
entonces tenemos una cadena de morfismos

% plr

Entonces, F' estd de nuevo en Y, por la propiedad (S3) de seccién y finalmente Y es
proyectivo. O

3.2.2. Las representaciones de los diagramas de Dynkin infinitos

Como ya se mencioné antes, puede adaptarse la teoria de Auslander-Reiten al estu-
dio de las representaciones de carcajes infinitos localmente finitos. Recordemos que, para
cualquier vértice a € @Qq, puede definirse el nuevo carcaj o,Q como sigue: a todas las
flechas que inician o terminan en a se les cambia la orientacién, al resto de las flechas
se les deja igual que antes. En [BGP] Bernstein, Gelfand y Ponomarev introducen fun-
tores de reflexién, cuando @ es finito; ST : rep(KQ) — rep(c,Q) si a es un pozo, y
S, rep(0, KQ) — rep(Q), si a es fuente.

Sea a un pozo en Q y s(a) el simple proyectivo asociado al vértice a. También tenemos
proyectivos inescindibles P(b), asociados a los vértices de Qp, b # a. De acuerdo con
[ARP], T(a) = {s(a)} U {P(b)}s-q resulta ser una subcategoria inclinacién en mod(KQ),
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y como @ es localmente finito, entonces o,@Q) es localmente finito. Tenemos un diagrama
conmutativo

ba ®RT (a)
mod(KQ) — mod(K(0,Q)) — mod(KQ)

~| . ~| =]
1ep(KQ) 5 rep(K (7,Q)) ~ rep(KQ)
Entonces, para estudiar las representaciones de un carcaj infinito conexo aciclico local-
mente finito, basta elegir una orientacion.

Se procedera ahora a estudiar los carcajes de Auslander-Reiten de los diagramas de
Dynkin infinitos A, AX v Do. Primero calcularemos las componentes de Auslander-
Reiten usando una orientacién, para hacer esto, procedemos como sigue: escogemos una
orientacion con fuentes y pozos solamente, entonces cambiamos la orientacién mediante la
subcategoria de inclinacién dada por los objetos que aparecen en una seccién, sin caminos
de longitud infinita, en alguna componente preproyectiva, luego probamos que al hacer
esto ocurre algo similar que en el caso finito dimensional, esto es, se remueve una porcién
de la componente preproyectiva y se pega sobre la componente preinyectiva del carcaj de
Auslander-Reiten de la categoria inclinada, dejando las otras componentes invariantes.

Las representaciones de A,,. Enumerémos los vértices de A, con la siguiente

orientaciéon
1 3 5

N N N
O 2 4 PPN

Sean a y b enteros tales que 0 < a < b. Se define la representacién M? como sigue:
para cada i € (Ao )o
K sia<hb,
(Mg); =
0 en otro caso

Asi, las representaciones de los inyectivos y proyectivos inescindibles es de la siguiente
forma:
(a) Los proyectivos
(i) P(2n) = M3",sin >0, son los simples proyectivos.
(i) P2n+1) = M2 sin > 0.
(b) Los inyectivos
(i) I(0) = M} y I(2n) = MZ"H sin > 1.
(ii) I2n+1) = M;’L’Ll, n > 0, son los simples inyectivos.

Un célculo sencillo nos permite ver que la componente preproyectiva de K (Ao, ) puede
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verse de la siguiente manera:

P(7)
~ ~
P(6) ¢ ME
N A N
P(5) 4o M$
2 ~ A Nt
P(4) M < e ME
~ A N A N
PG3) < o ME <o M
2 ~ A 4 A N
P(2) ¢ M < o ME g - M3
N A ~ A N A N
P(1) < M s M g ME
.l ~ A ~ A N A N
P(0) ¢ ME s My G ME g MB

Asi, M? estd en la componente preproyectiva si, y sélo si, b es par.
Por otro lado, la componente inyectiva puede verse de la forma

1(6)
7N
M G I(5)
SN S
MY < 1(4)
N N
M < MY e 1(3)
SN SN S
M27 < Mg AR 1(2)
N N SN
MZ FITTTRTPRI, M25 Qo Mg Qoo I(l)
SN N SN S
M67 D Mf 4 MS G I(O)

Asf, M} estd en la componente inyectiva si, y sélo, si b es impar. Concluimos que estas
son todas las representacione de A.
Las representaciones de ASS. Enuméremos los vértices de A de la siguiente man-

era:
1 3

—1
NN NS
-2 0 2

-3
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Para cada par de enteros a < b se define la representaciéon N como sigue:

K sia<b,
(Ng)z = { N
0  en otro caso

Asi, las representaciones de los inyectivos y proyectivos inescindibles es de la siguiente
forma:

(a) Los proyectivos
(i) P(2n) = N3", si n € Z, son los simples proyectivos.
(i) P2n+1)= N2 sin ez
(b) Los inyectivos
(i) I(2n) = N2 sin € Z.
(i) I(2n+1) = N3, n € Z, son los simples inyectivos.

Un célculo sencillo nos permite observar que la componente preproyectiva de K(AY)
es de la forma:

>
—
=~
=

Asi, las representaciones que estdn en la componente preproyectiva son de la forma N?,
con a 'y b pares.
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La componente inyectiva es de la forma

- IB)
A
1(2)
A N
PR S I(1)
A N A
N34 ¢ 1(0)
~ A ~
N1g o I(-1)
QY A
1(-2)
N
- I(=3)

Asi, las representaciones que estdn en la componente preinyectiva son de la forma N2, con
a y b impares.

Hay dos componentes regulares. En la primera componente regular estan las repre-
sentaciones N, tales que a es par y b impar:

N3,
SN
N3y o N1,
N SN
N3 < o Ny o N~}
VA VI VAN
N3 g NG e NIy ¢ N2

En la segunda componente regular estdn las representaciones de la forma N? tales que
a es impar y b par:

NS¢,
SN
e NS,
SN SN
N2 oo N2 o N
SN S SN
. NO e N2, o N& ¢ NS
3 1 1 3
A VI VI N N\
N2g ¢ NO s N2 oo N g NS
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Las representaciones de D,. Enumerémos los vértices de D, de la siguiente forma:

1 3 )
N W N N
-1 0 2 4

Consideremos las siguientes representaciones:

(a) Para cada par de enteros m y m, con m > n, definase

K sim<i<n
(Mp)i = ’
0  en otro caso

(b) Para cada entero m > 2, deffnase

m K siie€{0,...,m},
(Nfl)i =
0 en otro caso

(¢) Para cada entero m > 2, definase

0  en otro caso

(N(T)i:{f( siie{-1,...,m}— {0},

(d) Para enteros m, I, k, tales que m > 1 >k > 1, definase

K2 sik<i<l,
(L) =K ie{-1,....m}—{kk+1,....1}

0 en otro caso.

Para calcular la componente preproyectiva de K (D), es suficiente calcular las érbitas
de P(0) y P(—1) bajo 7=t = TrD

{P(0), N3, N*, NS ,N8,,...}, {P(-1),N?,,N§,N® NS ..}

De esta manera, la componente preproyectiva de K(Dy,) es de la forma

M3,
A ¢
MEI < """""""" L§’2
A Y A N
20 IR TR V (P - : L?2 X L§74

S A > A ~N A Y
P(0) » P(1) — N? — L, = N*, — LY, — N§ — Lig

A N A ~ A ~ A .
P(=1) < N2, o N s N8 g N8
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Para calcular la componente preinyectiva de K (D), es suficiente calcular las érbitas
de I(0) y I(—1) bajo T = DTr

{I(0), N, N® |, NJ,N°,,...}, {I(=1),N3,,N5,N",,NJ,...}

De esta manera la componente preproyectiva de K (D) es de la forma

LT J 7 R — 1(3)

N NN

Lis = N>, » LYs — NG — L}, - 1(0) - I(1)

\/\/\/

NG g J S S— I(—1

Finalmente, usamos el hecho de que toda representacion inescindible tiene suporte en
un diagrama de Dynkin finito, cuya representacién ya conocemos (ver [Rin]).

Procediendo como en el caso finito dimensional, vemos que en los tres casos las com-
ponentes preproyectivas son de la forma (—N@, 7) y las componentes preinyectivas son de
la forma (NQ@, 7)

De esta manera hemos demostrado la siguiente:

Proposicién 3.15. Sea Q un diagrama de Dynkin infinito con solamente fuentes y pozos,
I'(Q) el carcaj de Auslander-Reiten de @) entonces:

(a) Si Q = A, Do, entonces T'(Q) tiene dos componentes: la componente preinyectiva
y la componente preproyectiva.

(b) Si Q= AZ tiene 4 componentes: la componentes preproyectiva y preinyectiva y dos
componentes requlares.

Supongamos que @ es un carcaje localmente finito, entonces C = K@ es una variedad
dualizante. Si ¥ es una seccién, sin caminos infinitos, en una componente preproyectiva del
carcaje de Auslander-Reiten I'(Q), entonces T = addYy es una subcategorfa de inclinacién
de mod(KQ) y el functor ¢ : Mod(C) — Mod(T) se restringe a la categoria de funtores
finitamente presentados ¢meq(c) : mod(C) — mod(7"). También hemos probado que 7T es
una variedad hereditaria dualizante, por lo que KQ y T se escinden.

Observemos que escoger una seccién sin caminos infinitos corresponde a un cambio de
orientacion del carcaj Q. Despues observamos que el proceso de inclinacion con los objetos
de una seccién sin caminos infinitos en la componente preproyectiva, se comporta como el
caso de carcajes finitos. Las componentes del carcaj de Auslander-Reiten de la categoria
inclinada son como sigue: cortamos los predecesores de la secciéon en la componente pre-
proyectiva para obtener la componente preproyectiva de la categoria inclinada. Pegamos
lo que cortamos como sucesores de los inyectivos, para obtener la componente preinyectiva
de la categoria inclinada. Las componente regulares se quedan sin cambio alguno.
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Denotemos con P(KQ) a la componente preproyectiva de T'(KQ) y con Q(T) a la
componente preinyectiva de I'(T). Por la férmula de Auslander-Reiten tenemos

T(T) = {X €mod(KQ)|Ext(T,X)=0,T € %}
{X € mod(KQ)Homgg(X,7T) =0,T € Xo}

y también sabemos que
F(T) = {X €mod(KQ)Homgq(T,X)=0,T € o}

Definicién 3.16. El conjunto de predecesores (resp. sucesores) de X denotado como succt
(resp. preX), es el conjunto de objetos inescindibles X tales que existe un T € X y un
enteron >0, con T =7""X (resp. T =71"X).

Lema 3.17. Sea X un objeto inescindible en mod(K Q). Entonces, X estd en T (T) si,
y sdlo si, X no es predecesor de X. Mds atn, .7 (T) = preX.

Demostracion. Supongamos que X estd en 7 (7). Si X es un predecesor de X, entonces,
por el teorema 3.11, existe un camino no cero de X a 73, una contradiccién.

Supongamos ahora que X no es predecesor de Y. Si existe T € ¥y y un morfismo no
cero f : X — 7T, entonces para algiin entero positivo k, 7#T es proyectivo, de aqui se
sigue que X es preproyectivo y tiene que ser un sucesor de .. Entonces existe un T € g
y un morfismo no cero g : Typ — X.

Entonces tenemos morfismos: Tp - X — 71T — E — T, contradiciendo el hecho de
que Ty y T estan en Y.

La ultima afirmacion es consecuencia de que la categoria de inclinacién 7T se separa. [

Tenemos la siguiente:

Proposicion 3.18. Los siguientes enunciados ocurren:
(a) Para cada T € %y, el T-mddulo Ext}(Q( ,7T)T es inyectivo.

(b) Para cualquier entero positivo k, y cualquier objeto T en X, hay un isomorfismo
TkExt}(Q( )7 & Ext}(Q( , TR

(¢) Dado un proyectivo inescindible (—, C), eziste un isomorfismo natural en mod(7°P) :
D(Eth(_7 (= C)7) = T(((_v C), _)T)'

Demostracion. (a) Para cada X € mod(T), y cada entero no negativo T' € T existe un
isomorfismo

(X, Bxtheq( ,7T)7) = DX(T).
En efecto, sea 0 — ( ,71) — ( ,Tp) — X — 0 una resolucién proyectiva de X, y T
en 7 un objeto no proyectivo. Aplicando la férmula de Auslander-Reiten, obtenemos un
isomorfismo 7 : (X, Ext'( ,7T)7) — DX(T), el cual hace conmutar el siguiente diagrama:

0 — (X,Ext'( ,77)) » (( ,Ty),Ext'( ,7T7)) » (( ,T1),Ext'( ,7T))

nl =] =]
0— D(X(T)) —— D(T,Ty) —— D(T,T1)
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(b) Consideremos una sucesién que casi se divide en .#(T):
07T = E—71T—0

La cual induce, por el lema 2.40, la siguiente sucesién exacta en 2 (T):

0— Ext}(Q(—,T2T)7~ — Ext}(Q(—, E)yr — Ext}(Q(—,TT)T —0

de lo cual se sigue que TExt}(Q( T & Ext}(Q( ,72T) . El resto por induccién.
(c) Sea (—,C') un objeto proyectivo inescindible en mod (K@), entonces hay una suce-
sion exacta:
0= (-,C)>T1 —-Ty—0

la cual induce, por la sucesion larga de homologia, las siguientes sucesiones exactas:
0— (_a (—,C)) - (_7T1) - (_7TO) - EXt}(Q(_7 (_70))7_ - 0
0— (Toi) - (Tla 7) - ((*70)7 *)T —0

La segunda sucesién exacta nos da una presentacién proyectiva de ((—, C), —)7, toman-
do la transpuesta y dualizando obtenemos la sucesién exacta:

0— T(((_a 0)7 _)T) - D((_vTO)) - D((_7T1)) —0
Dualizando la primera sucesién obtenemos una sucesién exacta:
0 = D(Extiq(—, (= C))7) = D((=,To)) = D((—,T1)) = 0

lo cual implica:
D(EXt}(Q(_a (_7 C))T) = T(((_v C)a _)T)
O

Los resultados en la proposicién pueden ser interpretados como la construccién de
las componentes del carcaj de Auslander-Reiten de mod(7) a través del pegado de los
sucesores de Y como sucesores de los inyectivos dejando el resto de las componentes sin
cambios, como se ilustra en el siguiente diagrama:

F(T) ™ \ z\ 7(T) P(T)

EXt}(Q( ) *)7;‘

o —
@(T)ﬂﬂ 2 (T) ‘ Extho(, )7 o(T)
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Como corolario obtenemos el teorema principal de la seccién.

Teorema 3.19. Sea Q un diagrama de Dynkin infinito localmente finito y T'(Q) el carcaj
de Auslander-Reiten de (). Entonces:

(a) T(As) y I'(Dwo) tienen sdlo dos componentes: las componentes preproyectiva y
preinyectiva.

(b) T(AL) tiene 4 componentes: la preproyectiva, la preinyectiva y dos componentes
requlares de tipo A .

3.2.3. Las componentes regulares

Recuerdese que, si A una dlgebra de artin hereditaria, a cada A-mdédulo inescindible
no proyectivo C' se le asocia el nimero «(C'), que es el ntimero de sumandos inescindibles
de una descomposicién de B, cuando hay un morfismo casi se divide derecho minimo
f: B — C. En [ABPRS] se demuestra que a(C') < 2, para cada C correspondiente a un
vértice en una componente regular del carcaj de Auslander-Reiten I'(4).

Para ello, primero se prueba que a(C') < 3y el caso a(C) = 3 tiene como consecuencia
la siguiente proposicién, cuya demostracién puede consultarse en [ARS Prop. 4.11].

Proposiciéon 3.20. Supongamos que A es un dlgebra de artin hereditaria. Sea M un
A-mddulo inescindible regular con a(M) =3 y

O%DTer—3>BlﬂBQH33M>MHO

una sucesion casi se divide con B; inescindible, para i = 1,2,3. Entonces, tenemos lo
stgquiente

(a) Para i = 1,2,3, hay sucesiones de monomorfismos irreducibles B;;, — By, , —
-+ = Bi1=B; > M, cona(B;,) =1y a(B;;) =2 para j <t,.

(b) Parai=1,2,3, hay sucesiones de epimorfismos irreducibles M — TrDB; = TrDB,; 4
— TrD)?B; s — -+ — (TtD)! B;;,, con o((TtD)'B; ; < 2 para j < t;, ademds
a((TtD)4 B, +,) = 1.

(¢) Cada modulo inescindible A, donde el vértice correspondiente [A] esta en la compo-
nente conexa de I'(A) determinada por M, es isomorfo a (TrD)* X, para algin s € Z

En la demostracién de o(C) < 3 y la proposicién 3.20 se usan propiedades del radical
de una categoria y argumentos en los que interviene la longitud de los objetos de mod A,
puede verificarse sin ningin problema que dichos argumentos funcionan en el caso mod(C)
con C = K@, donde @ es un carcaj localmente finito. Se desea probar que a(C) < 2, para
cada vértice C' en alguna componente regular del carcaj de Auslander-Reiten I'(KQ).

De acuerdo con las condiciones impuestas sobre @, la categoria satisface las condiciones
del siguiente:
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Lema 3.21. Sea C una K-variedad Krull-Schmidt dualizante y localmente finita. Sea
B = {B;}icr una familia finita de objetos en mod(C). Para cada i € I, consideremos la
sucesidn que casi se divide en mod(C)

0= DTx(B;) L5 B 25 B, — 0

Entonces, hay una subcategoria finita C' C C, tal que la restriccion

|Cc’

0= DTe(B)|C’ 2% B P19 Bjo =0

es una sucesion que casi se divide en mod(C’).

Demostracion. Para cada i € I, consideremos la resoluciéon proyectiva minima de B;
C(,C)—=C(,C) —B;—0 (3.5)
Considerese la subcategoria de C
C’' = {C|C € SuppC( 7C’;) USuppC(Cj, ); iel, j=0,1}

la cual es finita, pues C es localmente finita.
(a) Sean Fy y F» objetos en mod(C) tales que Fy(C) = F»(C) = 0, para cada C € C\C’
v 9 ={9c : F1|C'(C) = F;|C'(C)}cecs un morfismo de C’-mddulos. Entonces, g puede
extenderse a un morfismo de C-médulos f = {folcec : F1 — Fa, tal que f|C' = g :
F|C’' — G|C’, mediante
gc siCeC
fe= . ,
0 siCeC\C

(b) Sea DTrc(B;) el dual transpuesto de B; en mod(C) y DTre/ (B;|C’) el dual
transpuesto de B;|C’ en mod(C’). Se afirma que (DTrc(B;))|C’ = DTre/ (B;|C'). En
efecto, aplicando |C’ a la resolucién proyectiva minima de B; que aparece en (3.5) obte-
nemos la siguiente resolucién proyectiva minima de B;|C’

C'(,CH)—C'(,C)— BjC' =0 (3.6)

Entonces, se puede calcular Tre(B;) aplicando ( )* a la resolucién (3.5) obtenemos la
siguiente sucesion exacta:

0— (B;)* = C(Ci, ) = C(CY, ) = Tre(B;) = 0 (3.7)

del mismo modo, se puede calcular Tre/(B;)|C’ aplicando ( )* a la resolucién (3.6),
obteniendo la siguiente sucesién exacta

0 — (B;|C)* — C'(Ck, ) — C'(CY, ) — Tre(Bi|C') = 0 (3.8)

La afirmacién se sigue de aplicar |C’ a la sucesién (3.7) y comparar con la sucesién (3.8) .
(¢) Si 0 —» DTr(B;) — E; — B; — 0 es una sucesién que casi se divide, entonces
después de aplicar |C’, la parte (b) nos asegura que la siguiente es una sucesién exacta de

C’-médulos

filC’ |C’

0 — DTr(B;|C") E;|C 2= B;|C =0
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Por construccién B;(C) = DTr(B;)(C) = 0, para cada C € C\C', entonces E;|C'(C) = 0,
para cada C € C\C'. Se afirma que ¢;|C’ : E;|C — B;|C’ no es epimorfismo que se
divide. En efecto, si h : B;|C" — E;|C’ es tal que g;|C'h = 1p,|c/, por la parte (a) h
puede extendenderse a h:B; — E;, y como (g;)c = 0 para cada C € C, se sigue que
giﬁ = 1p,, una contradiccién. Un razonamiento parecido muestra que todo no-isomorfismo
h: B;|C" — B;|C’ se factoriza a través de g;. O

Teorema 3.22. Sea Q = (Qo, Q1) un carcaj infinito conexo localmente finito y M un KQ-
mddulo inescindible en alguna componente reqular del carcaj de Auslander-Reiten T'(K Q).
Entonces, a(M) < 2.

Demostracion. Sea C = K(@Q. Dado que ya conocemos la forma de las componentes de
Auslander-Reiten de los diagramas de Dynkin infinitos, podemos suponer que @ no es un
Dynkin.

Supongamos que a(M) = 3. Sea 0 — DTr(M) — H?Zl B; = M — 0 una sucesién
que casi se divide. Entonces, por la proposicién 3.20 podemos considerar las cadenas de
morfismos irreducibles: B, = --- — B;1 = B; = M, i =1,2,3.

(a) Procedemos como en el lema 3.21, definiendo B = {M} U {B, ;} U{TrD(B;,)},
i=1,2,3, 1 <j <t;, para encontrar una subcategoria C’ C C, en la cual las sucesiones
que casi se dividen de los objetos en B, se restringen a sucesiones que casi se dividen en
mod(C’)

0 — DT(B;)|C" = Ei|C' = B;j|C' - 0,1<j <t

0 — B |C'— Ej|C’' - TiDB,;;|C’ = 0,1<j<t
3

0 — DTrM‘C/%HBi|C’_>M|C/_>O’

=1

Anadiendo un numero finito de objetos, si es necesario, podemos identificar C’ con
KQ', donde Q' es un subcarcaj conexo finito de @, que no es un Dynkin. Observemos que
estas sucesiones que casi se dividen serdn sucesiones que casi se dividen para cualquier
algebra de carcaj de un subcarcaj finito Q” de Q que contiene a @Q’, pues este contiene el
soporte de los objetos que aparecen en las sucesiones.

Como a(M) = 3, el médulo M |C’ esta en una componente preinyectiva o preproyectiva.
Podemos suponer que estd en una componente preinyectiva, el otro caso se seguird por
dualidad.
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Como estamos suponiendo que @' no es un Dynkin, la componente preproyectiva es
de la forma (—NA’ 1), con Q' = A’. De aqui, la seccién que consiste de los tres caminos
By, — -+ — Bi1 = B; = M, i =1,2,3, es isomorfa a @', después de un cambio de
orientacién. Pero, para cualquier carcaj mas grande Q”, el dlgebra K Q" tendrd la misma
seccién en su componente preproyectiva como en K@Q’, lo cual implica que @) es un carcaj
finito, lo que contradice nuestra hipotesis. O

La forma del carcaj de Auslander-Reiten de los Dynkin infinitos fue encontrada de
manera independiente por [BSP].
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Parte 11

Categorias de Inclinacion
Generalizada
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Capitulo 4

Categorias derivadas

Este capitulo servird para familiarizar al lector con la notacién y para recordar algunos
conceptos utiles, los cuales serdan necesarios para la comprensién de esta parte, en el pre-
sente trabajo. La mayoria de los resultados aqui expuestos han sido tomados de [V], [GM],
[Miy], [Mil], [We] y [CPS]

De aqui en adelante, a menos que se diga otra cosa, A se usara para denotar siempre
una categoria abeliana.

4.1. Translaciones, conos y cilindros

Denotaremos con Ch(.A) a la categoria de complejos de co-cadena en con objetos en A.
A menos que se diga otra cosa, usaremos siempre complejos de co-cadena y nos referiremos
a ellos simplemente como complejos. Un morfismo de complejos X- — Y- en Ch(A) es
llamado un cuasi-isomorfismo si los morfismos correspondientes H™(X ") — H"(Y"), entre
sus grupos de homologfa, son todos isomorfos. Un complejo X = (X%, d% ) es llamado
acotado, si casi todos los objetos X™ son cero; es acotado por arriba (respectivamente,
por abajo) si existe una cota b (repectivamente, a) tal que X" = 0 para todo n > b
(respectivamente, n < a). La subcategoria plena de Ch(.A) cuyos objetos son los complejos
acotados se denotard con Chb(A). De manera analoga los complejos acotados por arriba
(respectivamente, acotados por abajo) forman una subcategoria plena de Ch(A), que es
denotada por Ch™(A) (respectivamente, por Ch™ (A)).

a. Sea X = (X% d%) un complejo en Ch(A). Para cualquier entero n se define el
complejo trasladado X [n] mediante: X[n]* = X" y dx[n] = (—1)"dx. Para un morfismo
de complejos f: X+ — Y se define f[n] : X:[n] — Y"[n] como un morfismo de complejos
que coincide con f sobre las componentes de X:[n] (las cuales son las componentes de
X"). Es claro que esto permite definir un funtor translacidn T[n] : Ch(A) — Ch(A) por
Tn)(X) = X[n] y T[n](f) = f[n]. Claramente este es un autofuntor de la categoria Ch(.A).
Este funtor define una auto equivalencia entre cualquiera de las categorfas Ch*(A);* =
b,+,—.
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b. Sea f: X- = Y un morfismo de complejos. El cono de f es el complejo C(f):
; _diJrl 0
et =Xy, do = F5 1) (@)
c. Usando la misma notacién, el cilindro de un morfismo f es el complejo Cyl(f):
| a1
Cyl(f)=X o X oY, doyug = 0 —dyt 0 (4.2)
0 A

Lema 4.1. Para cualquier morfismo f : X- — Y, existe un diagrama conmutativo en
Ch(A) con renglones exactos, el cual es funtorial en f:

6=0(f)

0 ym —"— C(f) X1 0
0 v X —L s ) — Clf) ——— 0 (4.3)
B8

X —Y
donde o y B son cuasi-isomorfismos. Mds ain, fa = idy. y a8 es homotdpico a idcoy(y)-

Demostracién. Tomense a T y f como las inclusiones naturales, a d y m como las pro-
yecciones naturales. Sean « y 3 representadas por las matrices

0
ap= |0 7571:[]071 071]7 (44)
1
Es fécil ver que a es un cuasi-isomorfismo (ver por ejemplo [W 1.5.6]). Definase el

morfismo v : Cyl(f) — Cyl(f), por medio de v, = loyi(s) — anfrn. Para cada n considere
el morfismo

0 00
Sp,=10 1 0 (4.5)
0 00
Claramente v,, = Sn+1d7éyl(f) —l—dg;ll(n)Sm y por lo tanto a8 ~ idgy(r)- Evidentemente

Ba = idy. O
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4.2. Categorias trianguladas
a. Sean X' y Y dos complejos en Ch(A). Considerese la coleccién
H(X,Y") = {f € Homgya)(X",Y")|f es homotSpicamente nulo}
Puede verificarse sin ningiin problema que esto nos permite definir un bifuntor
H(—,—) : Ch(A)°? x Ch(A) — Ab,

el cual es un ideal de Homey(a)(—, —)-
La categoria cociente % es llamada la categoria homotdpica de Ay se denotara con
K(A). Nétese que se tiene de manera natural un funtor Ch(A) — K(A).

b. Regresando a la seccidn anterior, se ve que si ambos complejos Xy Y son acotados
por arriba, por abajo o por ambos lados, entonces C(f) y Cyl(f) son ambos acotados de
la misma forma. De este modo tenemos diagramas (4.3) como los del lema 4.1 para cada
una de las categorfas Ch*(A), * = 0,+, —,b. Como el diagrama (4.3 ) del lema 4.1 es
funtorial en f, tenemos diagramas andlagos en la categoria K*(A), * = 0, +, —, b.

Un tridngulo en una categoria de complejos (K*(A), * = (), +, —, b) es un diagrama de
la forma

x Ly &z M xn)

Un triangulo es distinguido, si es isomorfo a la parte media de
x Loy & e S Xy
de algin diagrama de la forma (4.3)

Definicién 4.2 (Verdier). Una categoria aditiva K es llamada categoria triangulada si,
estd equipada con un automorfismo T : K — K (llamado el funtor translacion) y una
familia de tridngulos (f,g,h) (llamados tridngulos exactos en K ), los cuales estin sujetos
a los siguientes cuatro axiomas:

(TR1) Todo morfismo f : X — Y puede ser embebido en un tridngulo exacto (f,g,h). Si
X =Y yZ =0, entonces el tridngulo (idX,0,0) es exacto. Si (f, g, h) es un tridngulo
sobre (X,Y, Z), isomorfo a un tridngulo (f',g',h') exacto sobre (X' Y', Z"), entonces
(f,g,h) es exacto también

X oy .y "y
X Y 7z TX

(TR2) (Rotacidn). Si (f,g,h) es un tridngulo exacto sobre (X,Y,Z), entonces las rota-
ciones (g, h, —=Tf) y (=T~ *h, f,g) son también tridngulos exactos sobre (Y, Z,TX)
y (T71Z,X,Y), respectivamente.
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(TR3) (Morfismos). Dados dos tridngulos exactos

xLy%zhrx (4.6)
x Ly gy (4.7)

con morfismos u : X — X', v:Y — Y’ tales que vf = f'u, entonces existe un
morfismo w' : Z — Z', de modo que (u,v,w) es un morfmismo de tridngulos:

x Loy 4zt rx
u v w Tu
! f ' A g/ ! hl A
X Y Z TX

(TR4) (El azioma del octaedro). Dados objetos X,Y,Z, X' Y', Z' en K, supongamos que
existen tridngulos exactos: (f,j,0) sobre (X,Y,Z"); (g,a,1) sobre (Y, Z,X"); (gf,b,0)
sobre (X, Z,Y"). Entonces, existe un cuarto tridngulo exacto (u,v,T(j)i) sobre
(2", Y', X").

En [We 10.2.4, 10.2.5] se demuestra que K*(A) es una categoria triangulada donde
*=0,+,—,b.Sea I : C — D un funtor entre categorias trianguladas. Se dice que F' es un
d-funtor o un funtor exacto si envia tridngulos en tridngulos, i.e, si X - Y — Z - TX
es un tringulo en C, entonces F X — FY — FZ — TFX es un tridngulo en D.

c. Un funtor H : C — Ab de una categoria triangulada C a la categoria de gru-
pos abelianos Ab es llamado funtor cohomoldgico covariante, si para cualquier tridngulo
(X,Y,Z, f,9,h) la sucesién

H(T"f) H(T"g) H(T'h)

o= H(T'X) H(TY) H(T'Z) H(THX)---

es una sucesién exacta. Dualmente, un funtor H : C — Ab de una categoria triangulada
C a la categoria de grupos abelianos Ab es llamado funtor cohomoldgico contravariante,
si para cualquier tridngulo (X,Y, Z, f, g, h) la sucesién

H(T'f) H(T'g)

o HT X)) 2D, griyy 29, gpigy 2O,

H(T7'X)---

Puede verse (por ejemplo en [Ha 1.2]) que para cualquier objeto X en C los funtores
Home (X, ), Home( ,X) son cohomolégicos. Dichos funtores se usan para probar el
siguiente:

Lema 4.3 (Lema del 5). Supongamos que (u,v,w) es un morfismo entre los tridngulos
(X,Y, Z, f,g.h), (X, Y'.Z' ', g’ ), tal que u y v son isomorfismos, entonces w es un
isomorfismo.

Por otro lado H™ : K*(A) — Ab es un funtor cohomolégico, para cada n € Z. Aqui,
H"™(X") es el n-ésimo grupo de homologia de X- € K*(A) [We 10.1.4].
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4.3. Sistemas multiplicativos y localizaciones

Sea C una categoria cualquiera. Para cualquier morfismo f: X — Y en C, llamamos a
X la fuente de f y a Y el pozo de f.

a. Un sistema multiplicativo en una categoria C es una coleccién de morfismos en C
que satisface los siguientes axiomas:

(S1) idx estd en S para todo objeto X en C. Si s,t estdn en S, entonces su composicién
estd en S (cuando esta tiene sentido).

(S2) (Condicién de Ore) Para todo diagrama X’ LIxSven S, existe un diagrama
X' LY &Y, conten Sy gs=tf. Dualmente, para todo diagrama X’ 5 Y’ << Y,
con t en S, existe un diagrama X’ LX%yen S,con sen Sy gs=tf.

(S3) Si f,g : X = Y son dos morfismos C, entonces las siguientes dos condiciones son
equivalentes

(1) Existe un s en S con sf = sg.

(2) Existe un ¢t en S con ft = gt.

No es dificil ver que la coleccién S de cuasi-isomorfismos es K*(A) es un sistema

multiplicativo. Por ejemplo, veamos la Condicién de Ore. Sea X 'L X 5y angulo en
K*(A). Por (TR1) puede embeberse el morfismo X = Y en un tridngulo exacto

X5y Lubrx

Por (TR2) hay un tridngulo distinguido (¢, p, —T'(s)) sobre (Y,U,T(X). Nuevamente por

(TR1) puede embeberse el morfismo U M) TX' en un tridngulo

vz rx 22Oy

El cuadro conmutativo v
U—TX

T(f)l

T
U (fip X'

induce un morfismo de tridngulos, por (TR3)

3 —T(s
X v—"rx Oy
Ty
T(f) —T(t)
1% U—"5% 1x' —5 TV
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Por la sucesion larga de homologia se ve que en el tridngulo X — U — TX i(s)) TY

—T(s) es cuasi-isomorfismo si, y sélo si, U es aciclico, por lo que en el tridngulo V — U —

—~T(t . . ..
TX 4> TV, T(t) es cuasi-isomorfismo. Finalmente ¢ es cuasi-isomorfismo. Las otras

propiedades se prueban de manera parecida.
b. Dado un sistema multiplicativo S de C, y un objeto Y en Ob(C), se define la categoria
SY como sigue:

(1) ObSY = {s|fuente (s) =Y},
(2) Homgy (s,s") = {f € Home(pozo(s), pozo(s’)|fs = s},

)

Ahora bien, para cualquier objeto X en C consideremos el funtor hx = Home (X, —) :
C — Sets. De esta manera podemos definir un funtor covariante hy o pozo : S¥ — Sets,
donde hyx o pozo(s) = Home (X, pozo(s))

Lema 4.4. Sean X,Y objetos en C. Definase una relacion ~ sobre la coleccion

{(f,s)|s € SY, f € Home(X,pozo(s))}

como sigue (f1,81) ~ (fa2,$2) si, y sdlo si, existen morfismos hy € Homgy (s1,5'), ha €
Homgy (s2,5") de modo que el siguiente sea un diagrama conmutativo:

pozo(s1)
f1 Iy s1
X pozo(s) P Y
fa h2 52
pozo(s2)

Entonces ~ es una relacion de equivalencia y tenemos que

colimgy hy o pozo = {(f,s)|s € S¥, f € Home (X, pozo(s))}/ ~

En general, no se garantiza que siempre exista el colfmite, pues podria ser que S¥ no
sea una una categoria pequena. Pero el colimite existe si hay una subcategoria pequena
S"Y de SY que cumple la siguiente propiedad: para cualquier s € SY, existe un morfismo
f:s — s cons € SY. En este caso decimos que S es localmente pequeria. Con esta
condicién extra sobre S¥ el colimite existe y

colimgy hx o pozo = colimgy hx o pozo
Ahora bien, sean XY, Z tres objetos cualesquiera, tenemos un morfismo bien definido

colimgy hx o pozo X colimgzhy o pozo — colimgzhx o pozo (4.8)
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el cual se define como sigue: para cada par ([(f,s)],[(g,t)]) en el producto tenemos el
dngulo pozo(s) < Y %, por la condicién de Ore existe s’ € S y un morfismo g : pozo(s) —
pozo(s’) de modo que el cuadro en el siguiente diagrama es conmutativo:

X —— pozo(s) —— pozo(s')

Se asocia el par ([(f,s)],[(g,t)]) con la clase de equivalencia [(¢' f, s't)]. En el caso en que
S es un sistema multlphcatlvo pequeno para C puede hablarse de una categoria cociente
sin ningin problema de acuerdo al Teorema Gabriel-Zisman [We 10.3.7].

Definicién 4.5 (Categoria cociente). Se define la categoria cociente S™I1C como sigue:
b(S71C) = Ob(C).
Para X, Y en Ob(C), se define Homg-1(X,Y) = colimgy hx o pozo.

1
2

(1) O
(2)
(3) La composicion se define de acuerdo con (4.8).
(4)

4) La identidad de X estd dada por la clase de equivalencia [(1x,1x)].

Se define el funtor cociente @ : C — S~1C en objetos como Q(X) = X para X en C,
y en morfismos como Q(f) = [(f,1y)] para f en Home(X,Y). Una de las propiedades
importantes de @ es que Q(s) es un isomorfismo para cada s en S, de hecho esta es una
de sus propiedades que la la caracteriza con una propiedad universal, tal como se ve en la
siguiente:

Proposicién 4.6 (Unicidad del Cociente). Sea D una categoria y F : C — D un funtor tal
que F(s) es isomorfismo para todo s en S. Entonces, existe un tinico funtor F : S71C — D

tal que F = FQ.

C
|-
ST —=D
Demostracion. Como todo objeto de S~IC es de la forma QX para X € C, puede definirse

F : S71C — C' como sigue. Sea F(QX) = F(X) para QX € S~'C y F([(f,s)]) =
(Fs)"1F f para [(f,s)] € ST1C. Entonces se tiene F' = FQ y la propiedad requerida. [J
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c. Supongamos que L es una subcategoria de A con la propiedad de que para cualquier
objeto X en A existe un epimorfismo P — X — 0, con P en L.
Sea
. do di do=0
X2 Xo—=X3 —=Xgo—0— -+

un complejo en K~ (A). Entonces, podemos suponer que d; =0y X;_1 = 0, para i < 0.
Pongamos Z; = Ker(d;) v ¢; : Z; — X; la inclusién, como d;d;11 = 0 se sigue, de la
propiedad del kernel, que existe un morfismo p;4+1 : X;41 — Z;, tal que ¢;pi+1 = di41.

Sea 1o : Py — X un epimorfismo, con Py un objeto de £ y X1 ¢~ Wy —% Py, el
producto fibrado de Xy G, Xo <% P,. Sea vy : P, — Wp un epimorfismo, con P; en L.
Como 7p y vo son epimorfismos, tenemos que Coker(wgvg) = Coker(wg) = Coker(dy) [Po
5.2, 5.3]. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

P % Wo “o Py + Coker(wovg) = 0
uQUo |, uo —d T, >~
X, —— X3 b) Xo — Coker(dl) — 0
N8 + 1
0 0 0
Procediendo por induccién se desea construir un complejo P+ = (P d}) € K~ (L),

y un morfismo de complejos 7 : P~ — X tal que, para cada n, tengamos un diagrama
conmutativo

y H'(P") = H(X).

Sea Z! = Ker(d],) y supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

0— 2, » P,
o™l
0— Z, % X,
I

0 0

Un41 Wn 41

Sea X1 b Why1 —*2 Z/ el producto fibrado de X, 11 =% Z, « Z. y
Un+1 Wn+1 Wn+1 Z;L —>Pn

témese un epimorfismo vy41 @ Ppi1 — Wiy, Sea d), : Py
Y Tn+1 = Upn+1Un+1
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Un41 Wn 41

Poy1 > Wy — Z;L — P,
Un41Vn+1 |, Unt1 | 1 ””J,
Xn+1 = Xn+1 L+>1 Zn — Xn

1 1 1

0 0 0

Tenemos que Coker(wy,+1) = Coker(p,+1) [Po 5.2, 5.3]. Entonces

H"(P-) = Coker(wp4+10n+1) = Coker(pp41) = H*(X")

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— Zy —> Poy1 »Im(d, ;) — 0

! l l

0*>Zn+1*>Xn+1$Im(’ )HO

Lo

y también el siguiente diagrama:

1R

' ! !
0 — Im(dny1) » Z, - H*(X")
1 1

0

0

3

0 — Im(dy, ) » Z,, - H"(P) — 0
) —0

Entonces, al pegar los diagramas anteriores, obtenemos

0 — Zpy — Pop1 » H'(P) — 0

se sigue que Z), | — Z,41 es un epimorfismo. De esta manera hemos probado la siguiente:

Proposicion 4.7. Sea L una coleccion de objetos de A tales que, todo objeto X en A es
imagen de un epimorfismo de algin objeto en L. Entonces para todo X- € K~ (A), existe
P e K= (L) y un morfismo f: P-— X tal que [ es un cuasi-isomorfismo

Enunciamos sin demostraciéon el dual de la proposicién 4.7.
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Proposicion 4.8. Sea L una coleccion de objetos de A tales que, todo objeto X en A
es imagen de un monomorfismo de algin objeto en L. Entonces para todo X- € K+ (A),
eriste I' € K*(L) y un morfismo f : X- — I' tal que f es un cuasi-isomorfismo.

d. Para una categoria abeliana dada A, le asociamos la categoria de complejos, médulo
la relacién de homotopia, K (.A), junto con sus categorias plenas K*(A), donde * = 4+, — b
o () y sirve para denotar a los complejos acotados por arriba, por abajo, acotados por ambos
lados o nada, respectivamente. En adicién, denotamos con K *?(A) (respectivamente, con
K~*(A)) la subcategorfa plena de K*(A) (respectivamente, de K~ (A)), cuyos objetos
tienen cohomologia acotada. Estas categorias son trianguladas.

Para cada K*(A), tenemos la correspondiente categoria derivada D*(A), la cual es
también triangulada, y se obtiene a partir de K*(A), a través de la inversién de cuasi-
isomorfismos. En un principio debemos preocuparnos sobre el problema légico que surge,
cuando observamos que la coleccién de cuasi-isomorfismos podria no ser un conjunto. Sin
embargo, en el caso en que A tenga suficientes proyectivos o suficientes inyectivos, el
problema es superado en el caso * = —, +; pues la categoria de complejos de proyectivos
(respectivamente, de inyectivos) K~ (ProjA) (respectivamente, Kt (InjA)) y la categoria
derivada D~ (A) (respectivamente, DT (A)) son equivalentes. En el caso de la categorfa de
complejos acotados, las categorias K ~*(ProjA) y K+*(InjA) son ambas equivalentes a
la categorfa D?(A), para mayores detalles, el lector puede consultar a [V], [GM], [Miy],
[Mil], [We].

Por la parte (c) de esta seccién puede verse que, cuando A tiene suficientes inyec-
tivos, para cualquier complejo X' en DT (A) puede encontrarse un cuasi-isomorfismo
X — I, con I € KT(InjA). Dualmente, cuando A tiene suficientes proyectivos, para
cualquier complejo X+ en D~ (A) puede encontrarse un cuasi-isomorfismo P+ — X, con
P € K~ (ProjA).

4.4. La categoria D(Mod(C))

En este apartado justificaremos la existencia de la categorfa D(Mod(C)). Para esto
seguiremos la linea de argumentos que aparecen en [Miy].
a. La categorfa Ch*(A) es Frobenius. Consideremos la categoria de complejos Ch*(A),

con * = +,—,b,0, y Sch+(a) la coleccién de sucesiones exactas de complejos 0 — X- i>
Y2 Z- — 0 en Ch*(A), tales que

0 xn Lyn &z g

es una sucesién exacta que se escinde, para todo entero positivo n. En [Miy Prop. 6.8] se
prueba que (Ch*(A), Scy+(4)) es una categorfa Frobenius, este hecho es de importancia
para nosotros, como veremos en la siguiente proposicién, probada en [Miy Prop. 5.8], la
cual es valida para cualquier categoria Frobenius.

Proposicién 4.9. En la categoria (Ch*(A), Sci+(a)), la imagen de cualquier elemento

0-X 5Y 5 7 —0de Scn(a) puede ser embebida en un tridngulo X- Ly %
7w — X [1], en K*(A).
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b. Categorias Abn y limites homotopicos.

Definicién 4.10 (Categorias Abn). Se dan algunas condiciones en categorias abelianas:

(ADb3) Decimos que una categoria abeliana A satisface la condicion Ab3 (resp. Ab3*) si A
tiene coproductos (resp. productos) de objetos indexados por conjuntos arbitrarios.

(Ab4) Decimos que una categoria abeliana A satisface la condicion Ab4 (resp. Ab4™) si
A satisface la condicion Ab3 (resp. Ab3*), y el coproducto (resp. producto) de
monomorfismos (resp. epimorfismos) es monomorfismo (resp. epimorfismo).

Si A es Ab3 (resp. Ab3*), no es muy dificil ver que que K (A) tiene coproductos (resp.
productos) arbitrarios de objetos indexados por conjuntos arbitrarios.

Sea {X; f—> Xit+1}ien una sucesién de morfismos en una categoria abeliana A4 que
satisface la condicién Ab3, denotamos con shift : [[, X; — ][, X; al coproducto de los

morfismos de la sucesion. Dualmente, sea {X;41 i@ X;}ien una sucesién de morfismos
en una categoria abeliana abeliana A que satisface la condicién Ab3*, denotamos con
shift : [[, X; — [[; Xi al producto de los morfismos de la sucesién. Necesitaremos del
siguiente lema, cuya prueba puede consultarse en [Miy Lema 11.6].

Lema 4.11. Sea A una categoria abeliana. Lo siguiente ocurre

. L, fi ..
(a) Supongamos que A satisface la condicion Ab3, y sea {X; = X1 }ien una sucesion
de morfismos, si existe un n € N, tal que f; es un monomorfismo que se escinde,
para toda i > n, entonces tenemos una sucesion exacta que se escinde

0 — [T x: =% J] Xi — colim; — 0.
i 1

. ., fi ..
(b) Supongamos que A satisface la condicion Ab3*, y sea {X; 11 = X, }ien una sucesion
de morfismos, si existe un n € N, tal que f; es un epimorfismo que se escinde, para
toda i > n, entonces tenemos una sucesion exacta que se escinde

0 — limX; — [] X T X — 0.

Los siguientes conceptos serdn de interés para nosotros en el caso en que K = K(A).
Definicién 4.12. Sea K una categoria triangulada

(a) Supongamos que coproductos nimerables existen en K. Sea
Xo 25 X1 2 X, 2 e

una sucesion de objetos y morfismos en K. El colimite homotopico de la sucesion,
denotado hcoligXi, estd dado por definicion, por el triangulo

HXi L—shift, HXi — heolim X; — T(H Xi)
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Aqui, el morfismo ][, X; Shift, LI, Xi es el coproducto de jii1 : X; — Xip1. El

morfismo 1 — shift estd dado por la matriz infinita

x, 0 0 0
i 1x, 0 0
1—shift=| 0 —Jj2 Ix, O
0 0 —j3 1x,

(b) Supongamos que productos nimerables existen en K. Sea
B X B X B X

una sucesion de objetos y morfismos en K. El limite homotopico de la sucesion,
denotado hligXi, estd dado por definicion, por el tridngulo

1—shift

hlim X; — HXi LT, H X; — T (hlimX,)

Aqut, el morfismo [, X; Shift, LI, Xi es el producto de pi1 : Xix1 — X;. El morfis-

mo 1 — shift estd dado por la matriz infinita

1

X, —p1 O 0
0 1x, —p2 0

1—shift=| 0 0 lx, —ps
0

0 0 1x,

Estamos listos para la siguiente proposicién:
Proposicién 4.13. Sea A una categoria abeliana.

(a) Supongamos que A satisface la condicion Ab3 y {X; — X; | }ien es una sucesion
de complejos en Ch(A) que satisfacen la siguiente condicion: para cada j € Z, existe
unn € N tal que X! — Xij_s_1 son monomorfismos que se escinden, para toda i > n.
Entonces, tenemos una sucesion exacta en Ch(A):

0— [T x: =5[] X; — colimX; — 0

la cual estd en Scy-(a)- En particular, colimX; = heolimX; en K(A).

(b) Supongamos que A satisface la condicion Ab3* y {X;,, — X;}ien es una sucesion
de complejos en Ch(A) que satisfacen la siguiente condicion: para cada j € 7, existe
un n € N tal que X] — Xi]+1 son epimorfismos que se escinden, para toda i > n.
Entonces, tenemos una sucesion exacta en Ch(A):

101



0 — limx; — []x; =25 HX 0
i
la cual estd en Scy-(a)- En particular, lm X; = hlimX; en K(A).

Demostracion. Solo se prueba (a), la prueba de (b) es dual. Por el Lema 4.11, para
cualquier j tenemos la siguiente sucesién exacta que se escinde en A:

0— []x7 =5 [ x7 — colimX! — 0
Entonces, tenemos la siguiente sucesién exacta en Ch*(A), la cual estd en Scp(a):
0— [Tx; =5[] % = colimX; =0 (4.9)

Por otro lado, por la proposicién, la sucesién (4.9) puede ser embebida en un tridngulo

en K(A), [, X; Loshifty [1; X; — colimX; — (TI, X;)[1]. Ahora bien, si consideramos la

sucesion de complejos inducida en K(A), {X; — X;_,}, podemos calcular el colimite ho-
motopico hcoliQXZt. Asi, por el axioma (TR3) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

en K(A):

HX 1—shift HXl %MX - HX

\

X; _Loshift | HXi . heolimX; (]__[Xg)[l]
Se sigue del Lema del 5, que el morfismo punteado es isomorfismo en K (A).

O

Proposicién 4.14. Sea A una categoria abeliana, y K?®(A) la subcategoria de K(A),
cuyos objetos son los complejos aciclicos.

(i) Si A satisface Ab4 y tiene suficientes proyectivos, entonces todo objeto de K(A) es
cuasi-isomorfo a un complejo P+ de proyectivos con Hom g4 (P ,K?(A) =0

(ii) Si A satisface Ab4* y tiene suficientes inyectivos, entonces todo objeto de K(A) es
cuasi-isomorfo a un complejo I de injectivos con Homye(ay(K?(A),I') =0

Antes de ver la demostracién de la Proposicién (4.14) necesitaremos el siguiente:

Lema 4.15. Para X- en K(A) y P- € K~ (ProjA) (I € KT (InjA)). Si X es aciclico,
entonces tenemos Homp(4)(P, X*) = 0 (Homg(4)(X, 1) =0).
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Demostracion. Sea
d3 d3
X oo X2 5 X5 X0

Primero nétese que cualquier morfismo h,, : P* — X,,, tal que d%hy,, = 0, se factoriza
por d}“. En efecto, como X es aciclico d}“, se factoriza como X"+1 22y Ker(d%) RUN
X", con ¢, monomorfismo y p, epimorfismo. Como d’%h, = 0, existe un morfismo s/, :
P" — Ker(d% ), tal que gns], = h,. Como P, es proyectivo, existe un morfismo s,, : P"* —
X"+ tal que p,s, = s!,. Asi, tenemos pues el siguiente diagrama conmutativo

Xn—l

Sea f = (fn) : P — X-. Ahora bien, d;(lfo = 0, por lo anterior existe so : P° — X! tal
que di so = fo. Si s_1 = 0 se tiene que fy = dso + s_1dp". Procediendo por induccién
supongase que para n > 1 existe un diagrama conmutativo

ayt ax
)(n )(n—l

)(n+1
tal que d% (fn — Sn—1dp) = 0. Entonces tenemos que

B (fr = sndt) = A5 fn = A s

foditt — d s, dE = (fr — d  sp)dBT = (sp_1dp)d5T =0

por lo que existe un morfismo s,, 41 : P*Tt — X"+ tal que el siguiente diagrama conmuta

})n+1

1 —sndnt?
Snt1 frnt1—sndp

n+2 n+1
+2 X 1 x -1
)(n —_— )(n+ —_— ){n
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Demostracion de la Proposicion 4.14 . Solo se prueba (i), la prueba de (ii) es dual.
(a) Para cualquier complejo X en K(A), tenemos una sucesién de monomorfismos de
complejos ji1 : T<; X~ — T<;41X", © > 0, como se muestra en el siguiente diagrama:

T<i X s ———— xi-1 —— Ker(d") 0

Ji

: di— ) )
T<inn X' ey il Ly oy Ker(d!) ——

O O

De acuerdo con el Lema (4.7), para cada ¢ > 0, existe un complejo P; € K~ (proj.A) junto

con un cuasi-isomorfismo s; : P; — 7<;X". Se sigue de la condicién de Ore que, dado el
Ji ER . i qi

angulo 7<; X" EASE T<it1 X PiEE P;, existe un angulo 7<; X" P Q AL P;iq, tal que r;

es un cuasi-isomorfismo y el siguiente cuadro conmuta

qi+1
Q' E—— PiJr]

TiJ 5'L+1J/

. Jim .
ng‘X 4>T§i+1X

pues la coleccién de cuasi-isomorfismos son un sistema multiplicativo de K (A).
qi+1 .. _
Como @ —— P;;1 es cuasi-isomorfismo, puedes suponerse que Q- € K~ (A). En-
tonces, existe un cuasi-isomorfismo s; : P; — @, y de este modo tenemos un cuadro
conmutativo

4 ’
CJip1 =S84+
P —— P,

K2 (3

Si—’l‘isil S»H,lJ/

L Jit .
TSiX 4>T§i+1X

Asi, tenemos un morfismo de triangulos

Pz 1—shift Pz heolim P: T Pz
Il Il oy —— 1]

]__[TgiX' _1—shift | ]__[TgiX' . hcoligv@ix N T]__[@X‘
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Por otro lado, como en morfismo inducido H"(s;) : H"(P;) — H"(7<;X") en A es
isomorfismo, para cada n > 0, tenemos que [[, H"(s;) es isomorfismo, para cada ¢ > 0,
pues A es Ab4. Se sigue de esto que H"([]; s;) es un isomorfismo en A, y finalmente que
[1; si es un cuasi-isomorfismos en K(A). Asi, al aplicar el funtor H* al diagrama (4.10)
se sigue, de la sucesién larga de homologia y del Lema del 3, que el morfismo punteado es
cuasi-isomorfismo.

Ahora bien, P- = hcolimP; es un complejo en K (ProjA) por construccién, de hecho
es el cono del morfismo 1 — shift, i.e, P = C(1 — shift) = ([], P;)[1] LI(LL; 7;)-

(b) Tenemos un cuasi-isomorfismo: heolim7<; X~ — colimr<;X- = X-. En efecto, la
sucesién de morfismos j;11 : 7<; X~ — 7<;41X", i > 0, satisface la condicién (a) del lema
4.13, entonces tenemos un isomofismo hcolimr<; X+ — MT@X' en K(A).

Observemos que colimr<; X = X*. En efecto, sea n € Z. Si n < 0, entonces j;' :
(T<i X )" = (T<ig1 X )" es 1xn : X™ — X" parai > 0; sin > 0, entonces j* : (7<; X" )" —
(T<iz1X )" es 1xn : X™ — X" para i > n. Entonces (coﬂgfgiX')” = M(TSiX')".
En cualquier caso (colimr<;X")" es el colimite del sitema dirigido {ji' : (7<;X")" —
(T<i+1X )"}, el cual es (X*)™; para ver esto puede verificarse sin ningun problema que el
morfismo

G gt gy [Jrwx ) = (x)"
1
es el Cokernel del morfismo
[Te<ix ) =5 [Tr<ix)
K3 K3

Se sigue que colingiX‘ = X, y la afirmacion estd probada.

(c) Se sigue de (a) y (b) que tenemos un cuasi-isomorfismo P~ — X', con P €
K(ProjA). Aplicando Homg4)( ,K?(A)) al triangulo superior del diagrama (4.10),
obtenemos una sucesién exacta

[ Homy () (TP, K?(A)) = Hom () (P, K?(A)) = [ [ Hom () (P, K?(A))

Pero Hom(P;, K?(A)) = Hom(TP;, K?(A)) = 0 por el Lema 4.15 y el resultado se sigue.
O

c. La categoria derivada de una categoria Ab4 (Ab4*) con suficientes proyectivos (in-
yectivos).

Sea A una categoria abeliana y S el sistema multiplicativo de los cuasi-isomorfismos en
K (A). Para cualquier objeto Y en K(A), también podemos definir la categoria Sy como
sigue:

(1) ObSy = {s € S|pozo (s) =Y}
(2) Homg,, (s,s") = {f € Home/(fuente(s'), fuente(s)|sf = s’}

Diremos que S es localmente pequenia a la derecha (resp. a la izquierda), si existe una
subcategorfa pequefia S’Y (resp. S}-) de S (resp. de Sy) con la siguiente propiedad: para
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cualquier s € SY (resp. s € Sy), existe un morfismo f : s — s’ (resp. f : s’ — s) con
s’ € 8’V (resp. con s’ € S}).

Como ya hemos comentado, se garantiza la existencia de la categorfa derivada D(.A)
en el caso en que S sea localmente pequena por la derecha (resp. por la izquierda).

Teorema 4.16. Sea A una categoria abeliana y S la coleccion de cuasi-isomofismos en
K(A). Entonces D(A), existe si ocurre una de las siguientes condiciones

1 a categoria satisjace ta conaicion Y tiene suyicientes proyectivos.
i) La categoria A sati ! dicion Ab4 y ti jent ti
11 a categorua satisjace ta conaicion Y niene sujficientes tyectivos.
ii) La categoriia A sati ! dicion Ab4* y ti entes inyecti

Demostracién. Supongamos que ocurre (i), el otro caso se sigue por dualidad. Probaremos
que S es localmente pequena por la izquierda. Sea s : X — Y un objeto de Sy, por (TR1)
existe un tridngulo

X3Y = Z— X[ (4.11)

en K(A). Tenemos que, por la sucesién larga de homologia el objeto Z es aciclico, i.e, Z es
un objeto de K?(A). Por la proposicién 4.14, existe un cuasi-isomorfismo s’ : P- — Y, con
P- € K(ProjA), para el cual se tiene que Hom (1) (P, K?(A)) = 0. En particular ten-
emos que Homg(4)(P", Z) = 0. Entonces, al aplicar el funtor Homg 4 (P, ) al triangulo
(4.11) se sigue que, por la sucesién larga de homologia, existe un morfismo f : P- — X tal
que sf = ¢'. Claramente la subcategoria Sy = {s' : P- — Y} de Sy es pequena, i.e, S es
localmente pequena a la izquierda. O

d. Las condiciones Ab4 y Ab4* en Mod(C).

Sea C una variedad de annuli. Consideremos {f; : M; — M;;1}ieny una familia
de monomorfismos en Mod(C). Entonces, para cualquier objeto C' € C, tenemos que
{(fi)o : M;(C) = M;11(C)}en es una familia de monomorfismos en la categorfa de gru-
pos abelianos Ab, la cual es una categoria que satisface Ab4 y Ab4* [We],[Miy]. Se sigue
que el coproducto [[, f; : [[, M= [[; M; es monomorfismo, pues (I, fi)c = [1;(fi)c :
LI; M;(C) — [1, M;(C) es monomorfismo en Ab. Analogamente, se ve que el producto de
una sucesioén de epimorfismos {f; : M;y1 — M, }ien en Mod(C) es un epimorfismo. Por
otro lado, ya hemos visto que Mod(C) tiene suficientes proyectivos y suficientes inyectivos.
Entonces, el teorema 4.16 garantiza la existencia de D(Mod(C)).

4.5. Funtores derivados

a. Supongamos que A y B son categorfas abelianas, un functor F : K*(A) — K(B)
es un J-funtor (o funtor exacto) si envia tridngulos en tridngulos. Si D(A) existe, una
subcategoria K*(A) C K(A) es localizante, si satisface las siguientes condiciones: (a) Si S
es un sistema multiplicativo de K(A), entonces S N K*(A) es un sistema multiplicativo
de K*(A), (b) el funtor inclusién (SN K*(A))1K*(A) = ST1K(A) es fielmente pleno.

Definicién 4.17. (a) Supongamos que K*(A) es localizante y G : K*(A) — K(B) es
un §-funtor. El funtor derivado derecho de F es un 0-funtor

R*F : D*(A) — D(B)
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junto con un morfismo funtorial de §-funtores
f : QBF —R" FQ_A

tal que si G : D*(A) — D(B) es un 6-funtor y un morfismo ¢ : QpF — GQ¥,
existe un unico morfismo de funtores n : R*F — G, tal que el siguiente diagrama
conmuta:

QsF — R*FQY,

nQ%
GQu

(b) Supongamos que K*(B) es localizante y G : K*(B) — K(C) es un d-funtor. El
funtor derivado izquierdo de G es un d-funtor L*G : D*(B) — D(C) junto con un
morfismo funtorial de §-funtores £ : L*GQpi — QcG tal que, para cada 0-funtor
H : D*(B) — D(C), y cada transformacion natural ¢ : HQp — QcG existe una
unica transformacion natural n: H — L*G, tal que el siguiente diagrama conmuta:

HQE —— QcG

nQxp ¢

L*GQj

b. Sean A y B dos categorfas aditivas, F' : A — B un funtor aditivo y Ch*(A), Ch*(B)
las categorfas de complejos correspondientes. Definimos para cada complejo X~ en Ch*(.A)
el objeto graduado

F(X')? = F(XP) para cadap € Z

con el diferencial di’,(x,) = F(d%.) : F(X?) — F(XP*!), para cualquier p € Z. Claramente
F(X") es un complejo en Ch*(B). Para cualquier morfismo f : X- — Y en Ch*(A) se puede
definir un morfismo graduado F(f) : F(X') — F(Y") por F(f)? = F(f?). Claramente
F(f) es un morfismo de complejos. Decimos que el funtor inducido Ch*(A) — Ch*(B) por
F es un levantamiento de F a las categorias de complejos Ch*(A) y Ch*(B).
Sean f- : X- - Y y g : X° — Y  dos morfismo homotépicos, con homotopia h,
entonces
F(§7) = F(g?) = di FOP) + F( ) o,
para todo p € Z. Es decir F'(h), define una homotopia entre F(X*) y F(Y"). Entonces F'
induce un morfismo de grupos abelianos Hom g (4)(X",Y") — Homg ) (F'(X), F(Y")).
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De este modo F' induce un funtor K*(A) — K(B), llamamos a este el levantamiento de F
a la categoria homotépica de complejos.

Abusando de la notacion, representamos los levantamientos mencionados anteriormente
simplemente con F', sin que haya peligro de confusién en el contexto en que se este usando.
Claramente F'T = TF, es decir, el levantamiento F' es un funtor graduado. Las nociones
de cono y cilindro se conservan bajo F, y el levantamiendo F* : K*(A) — K(B) es un
d-funtor entre categorias trianguladas.

Una propiedad importante que se conserva bajo el levantamiento es la adjuncién de
funtores, esto es, supongase que A y B son categorias abelianasy que F': A — B, G : B —
A son dos funtores aditivos tales que F' es un funtor adjunto izquierdo de G, entonces el
levantamiento F' : K*(A) — K*(B) es un adjunto izquierdo de G : K*(B) — K*(A) [Mil
51.1.3].

4.6. Clases adaptadas

a. En [Miy 12. 5] se dan condiciones suficientes para la existencia de un funtor derivado
derecho, estas estan dadas en el siguiente

Teorema 4.18 (Existencia). Sea K*(A) una subcategria localizante de K(A) y F :
K*(A) — K(B) un §-funtor. Supongamos que existe una subcategoria triangulada L de
K*(A) tal que

(1) Para cualquier X- € K*(A) existe un cuasi-isomorfismo X~ — I con I € L.

(ii) Si L? denota la coleccién de objetos de L que son aciclicos, F(L?) consta de objetos
aciclicos.

Entonces, eziste el funtor derivado derecho (R*F,§) tal que € : QpF(I') — R*F(I') es
un cuasi-isomorfismo.

Nétese que el cuasi-isomorfismo £ : Qg F(I') — R*F(I") nos permite calcular R*F(X")
en cualquier complejo de D*(.A). En efecto, X puede ser representado por un complejo
I' en £, mediante un cuasi-isomorfismo X — I-. Entonces, tenemos un isomorfismo
R*F(X') — R*F(I"). Pero, el quasi-isomorfismo & : QpF(I') — R*F(I") nos asegura que
R*F(X") es isomorfo a QgF(I') en D(B). Dicho de otra forma R*F(X") es representado
por F(I') en D(B).

Dualmente, si cambiamos (ii) de la hipétesis del teorema 4.18 por la existencia de una
subcategoria triangulada £ de K*(.A), tal que para cada X' € K*(A) existe un cuasi-
isomorfismo P- — X, con P- € L; entonces, se tiene la existencia de un funtor derivado
izquierdo.

Un hecho importante es cuando tenemos un levantamiento de un funtor ¥ : A — B
exacto. En este caso el levantamiento F' : K*(A) — K (B) siempre tiene un funtor derivado
derecho [Mil 5 1.2.2].

b. Estamos interesados de manera particular en este trabajo en los funtores derivados
de levantamientos de funtores entre categorias abelianas. Supongamos que F': A — B es
un funtor entre categorfas abelianas, el cual induce un funtor F : K*(A) — K(A) que
tiene un funtor derivado R*F' : D*(A) — D(B), decimos es este caso que F' : A — B se
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levanta a un funtor (o que tiene un funtor) derivado derecho R*F : D*(A) — D(B). La
misma nocién se tiene la para levantamientos de funtores derivados izquierdos.

Definicién 4.19. Sean A y B dos categorias abelianas y F' : A — B un funtor aditivo. Una
subcategoria plena R de A es adaptada derecha de F' si satisface las siquientes propiedades

(i) El objeto 0 esta en R;
(il) Si M y N estan en R entonces M [ N estd en R;

)
)
(iii) Para cualquier objeto M en A existe R en R y un monomorfismo i : M — R;
(iv)

Andlogamente, si G : B — C es un funtor aditivo entre categorias abelianas y B tiene
una subcategoria £ con las mismas propiedades (i), (ii) y (iv), y sustituimos la propiedad
(iii) de la definicién 4.19 por la siguiente propiedad: para cualquier objeto N en B existe
L en £ y un epimorfismo p : L — N, decimos que L es una subcategoria de B que es
adaptada izquierda para G.

Un caso especial ocurre cuando A tiene suficientes inyectivos, entonces la subcategoria
InjA de A, cuyos objetos son los objetos inyectivos satisface trivialmente las condiciones
(i)-(iii) de la Definicién 4.19 para cualquier funtor aditivo F' : A — B entre categorias
abelianas. La propiedad (iv) la satisface de acuerdo con [Mil 5 3.1.2]. La propiedad (iv)
es una condicién del teorema 4.18 y la propiedad (iii) implica la condicién (i) del teorema
4.18, de acuerdo al dual de la proposicion 4.7.

Si R es un complejo aciclico en K*(R), entonces F(R') es aciclico.

Teorema 4.20. Sea A una categoria abeliana, con suficientes inyectivos, entonces todo
funtor aditivo F : A — B tiene un funtor derivado derecho RT™F : DT (A) — D(B).

Dualmente, si B tiene suficientes proyectivos, entonces cualquier funtor aditivo G : B —
C entre categorias abelianas tiene un funtor derivado izquierdo L~ G : D~ (B) — D(C).

Sean A y B dos categorfa abelianas y F' : A — B un funtor aditivo. Sea R una
subcategoria de A tal que es adaptada derecha para F'. Considere la inclusién natural
i: A— DT (A). Para cada n € Z se definen los funtores aditivos

RE pB) 1 B (4.12)

R"F: A% DT (A)

Una propiedad importante, que se demuestra en [Mil 5 3.2.1], es que R°F = F i, y
solo, F' es exacto izquierdo.

Supongamos que F' : A — B es un funtor exacto izquierdo. Sea R una subcategoria
de A tal que es adaptada derecha para F. Un objeto M en A es llamado F-aciclico si
R"F(M) = 0, para n > 0. La subcategoria plena de A cuyos objetos son F-aciclicos son
de gran importancia, para calcular R*F(X") para cualquier complejo en DT (A).

Proposicién 4.21. Sea Z la subcategoria plena de que consta de todos los objetos F'-
aciclicos en A. Entonces

(i) La subcategoria Z es adaptada derecha para F.

(ii) La subcategoria Z es la subcategoria derecha adaptada mds grande para F.
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(iii) Todos los objetos inyectivos de A estdn en Z.

Sean A y B categorias abelianas y F' : A — B. Sea R una subcategoria de A tal
que es adaptada derecha para F. En estas condiciones el funtor derivado derecho RTF :
DT (A) — D(B) existe. Si el conjunto {n € Z;|R™F # 0} no estd acotado, diremos
que la dimensién cohomoldgica de F' es infinita. De otro modo, decimos que la dimensién
cohomologia derecha de F' es finita. Mdas precisamente, si d es un entero positivo, decimos
que la dimensién cohomologica finita de F' es menor o igual que d, si R*"F =0, con n > d.

La importancia de que un funtor exacto izquierdo F' : A — B tenga dimensién coho-
moldgica finita nos asegura que la subcategoria K*(Z) de K(.A) donde Z es la subcategoria
de A cuyos objetos son F-aciclicos, satisface las condiciones del Teorema de existencia 4.18
[Mil 5 3.4.1, 5 3.4.2], lo cual justifica el siguiente:

Teorema 4.22. Sea F : A — B un funtor exacto izquierdo de dimension cohomoldgica
finita entonces los funtores derivados derechos R*F : D*(A) — D(B) existen para * =
+7 T ba @

De hecho puede verse que R*F = RFp.(4) : D*(A) — D(B) [Har 7, I, seccién 5.3],
[Miy Prop. 12.7].

4.7. Bicomplejos y complejos totales

a. Consideremos el bicomplejo C\. representado en el siguiente diagrama:

> Cpg1 — Cprrg1 — -

v
dPQ

= Cpg1 —— Cpgp ——— -+

junto con los morfismo qu 1 Cpg = Cpriyg, dpy 2 Cpg — Cp g1, que satisfacen dhd" =
dvd’ = dvd" + d"d" = 0.

Se define el complejo total TotI1C,, con objetos (Tot!lC,,), = (ITp1g=n Cp.q) (nétese
que el producto puede formarse tomando los factores de manera ordenada yendo sobre las
diagonales punteadas). Los diferenciales

dn : (TOtHC**)n — (TOtHC**)n+1

se definen como sigue: sea X* € (Totl1C,.), = -+ X Cp_1g41 X Cpg X Cpi1,g-1 X -
y & € Cpo14+1, y € Cp4 dos cordenadas consecutivas en X*; se define d,(X*) €
(Tot! ) pin = -+ X Cp_1.g42 X Cpy1.qg X Cpi1.q X - - -, cuya coordenada es Al ) (@) +
dy ,(y). Puede verificarse sin ningtin problema que d;,+1d,, = 0.
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Sea A = (A, d;f‘) un complejo de cadena y B = (B?,d%) un complejo de co-cadena.

Se define el bicomplejo Hom(A , B) con objetos Hom(A , B*), , = Hom(A4,, B?)

dh
+ ———————— Hom(4,, BY) —"*— Hom(Ap;1,B?) ———— -

v
dlh’]

. —— Hom(A,, B*') —— Hom(Ay 1, B4T!) ——— -

con diferenciales
d, : Hom(Ap, B?) = Hom(Ap41, BY), f s fdi},
b, : Hom(Ap,, BY) — Hom(A,, BT), f — (—1)Pretiqitty

Ahora bién, sean X', Y dos complejos de co-cadena. A partir de X obtenemos un
complejo Z por medio de la sustitucién Z,, = X", dZ? = dy". De este modo definimos el
complejo Hom' (X, Y") como el complejo total Tot!(Z,¥+). Ambos funtores, Hom'(A-, )
y Hom'( ,B), son funtores de categorias trianguladas, de K(A) y K(A)°? a K(Ab)
respectivamente. De hecho,

Hom'( , ): K(A)” x K(A) = K(A)

es un bifuntor.

Supongamos que A tiene suficientes inyectivos (respectivamente, proyectivos), entonces
el funtor derivado derecho (respectivamente, izquierdo) RTHom' (A, ) : DT(A) —
D(Ab) (respectivamente, R"Hom'( ,B') : D~ (A) — D(ADb)) existe para todo com-
plejo A (respectivamente, B-). Se escribe RHom(A-, B-) para el objeto R"Hom (A4, )B:
(respectivamente, R"Hom( , B-)A ) de D(Ab). En [We 10.7.4] se demuestra el siguiente:

Teorema 4.23. Si A tiene suficientes inyectivos, entonces RHom es un bifuntor
RHom : D(A)°? x DT (A) — D(Ab)
Dualmente, si A tiene suficientes proyectivos, entonces RHom es un bifuntor

RHom : D™ (A)°? x D(A) — D(Ab)

4.8. Funtores adjuntos y truncamientos

a. En esta seccion veremos algunas relaciones que hay entre pares de funtores adjuntos.
En [We 10.4.7] se demuestra el siguiente:

Lema 4.24. Si I' es un complejo de inyectivos acotado por abajo, entonces,
HOmD(A)(X,I) = HOIHK(A)(X,I)
para todo X . Dualmente, si P es un complejo de proyectivos acotado por arriba, entonces,

HOI’IID(_A)(P,X) = HOInK(A)(P, I)
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En [Mil 5 1.1.3] se prueba la siguiente

Proposicion 4.25. Sean F': A — B y G : B — A funtores entre categorias abelianas,
tales que G es adjunto izquierdo de de F. Entonces, el funtor K(G) : K(B) — K(A) es

adjunto izquierdo de K(F) : K(A) — K(B)
b. Considerese un complejo X en D*(A):
Xt xomt Dty s ey ety

Entonces, dado el morfismo canénico ps : X° — Coker(ds_1), se sigue de la propiedad
universal del cokernel que existe un tnico morfismo ¢s : Coker(ds_1) — X**! tal que
gsps = ds. Obtenemos un morfismo de complejos X+ — 7>,X"

ds_1 ds

X372 — Xsfl XS Xerl N Xs+2
L

0 -2 Coker(ds—1) & xs — X+l s xs+2

Dado un morfismo de complejos f = (f;) : X* — W en K*(A), para toda s € Z existe
un morfismo f, : Coker(dy ') — Coker(dj, ') de modo que el siguiente es un diagrama

conmutativo

ps

Coker(d5; ")

De este modo tenemos un morfismo de complejos 7>5(f) : 7>s X~ — 7>sW" definido como

0 ifi<s,
TZs(f)i = ?s if i = S,
fioifi>s.
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Para cualquier entero s € Z, se denota con D*=%(A) (respectivamente con, D*<%(A))
a la subcategoria plena de D*(A) cuyos objetos X satisfacen que H"(X") =0, sin < s
(respectivamente, n > s).

De este modo, para cada s € Z tenemos un funtor 7> : D*(A) — D*=%(A), definido en
objetos como T>4(X") = 75X ysi (f,t) : X* = Y es un morfismo en D*(\A) representado
por la fraccién

x Lw Ly,
se define 7>4(f,t) como el morfismo

T>sf T>st
TZSX' —_— TZSW' — TZSY'

Lema 4.26. Sea s un entero. Entonces,
(i) 7<s: D*(A) — D*=%(A) es un adjunto derecho del funtor inclusion
D*=(A) = D*(A),

(i) 755 : D*(A) — D*25(A) es un adjunto izquierdo del funtor inclusion

D*25(A) — D*(A).

Demostracion. Solo se probara (ii), la prueba de (i) es dual. Sea X  en D*(A), Y en
D*2%(A) y considerese un morfismo ¢ = (f,t) en Homp. >: (75X, Y") representado por
la fraccién
X Lw Ly (4.13)
Como Y estd en D*2%(A) y es cuasi-isomorfismo a W, se sigue que HP(W*) = 0,
si p < s. Luego, hay un cuasi-isomorfismo 7 : W+ — 7>,W". De esta forma tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

W.
f
JEANG
TZSX. TZSW. Y-

>~

TESW'

Entonces, se puede suponer que ¢ estd representado por una fraccién (4.13) con WP =

0, para p < s. Completamos la fraccién 7>,X" Low £y como sigue:

d571 dS ds+1
X cee — % Xs—l X3 Xs+1 R
' of ol I
TZSX. - 0 0 Coker(ds,l) &) X5+1 s+1
fl O\L fsi fs+1l
W+ 0 0 Ws WS+1*>"'
tT T tST ts+1T
Y- e — stl 0 YS YS+1 [N
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Se define
Y Homp.>e( 4y (72X, Y") — Homp. (X, Y")
¢ = (fp1)

Claramente v es suprayectiva, por lo que sélo falta ver que es inyectiva. Sea ¢ €
Hom p..>s( ) (1>sX",Y"). Como antes, podemos suponer W? = 0 si p < s. Supongase

que ¥(¢) = 0, entonces, la fraccién (pf,t) es equivalente a X- Sy Ly , 1.e, existen
cuasi-isomorfismos k, [ y un complejo E-, tales que hacen que el siguiente dlagrama sea,

conmutativo
a0

E &y (4.14)

NI

Como k es cuasi-isomorfismo, HP(E") si p < s. Asi, tenemos el cuasi-isomorfismo
canénico E- — 7>,E". Renombrando los complejos en el diagrama (4.14) podemos suponer

que (E")? =0, sip < s. De este modo el morfismo X- TN T>s X i> W5 B oes homotdpico
a cero. Es decir, existen morfismos h? : X7 — E771 tales que h; = 0si j < s, y satisfacen

h8+1d§( = ksfspsa
dY W+ WY = kifipy, sij>s+1
Pero d¥ = gq,ps, con ps un epimorfismo y pj = lx,, si j > s+ 1. Se sigue entonces que

hs—Hq:qX = ksfsa
AP W+ WY = kify, sij>s+1

Esto dice que kf es homotdpico a cero. Asi, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/l\

T>s E %Y

Nl A

y ¢ es cero en Homp-,>: (755X, Y") O

c. Los truncamientos son una herramienta util como lo veremos en lo que sigue. La
subcategoria plena triangulada de K+ (A) (respectivamente, K~ (.A)) consistente de todos
aquellos complejos con homologia acotada es denotada con K*+:*(A) (respectivamente,
K~*(A)). De manera similar, La subcategorfa plena triangulada de D*(A) (respectiva-
mente, D~ (A) consistente de todos aquellos complejos con homologia acotada es denotada
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con DHP(A) (respectivamente, D~*(A)). Note que ambas categorias D?(A) yD~*(A)
son equivalentes a D°(A) [V II, seccién 1].

Sean F': A — B, G : B — A funtores entre categorias abelianas. Supongamos que A
(respectivamente, B) tiene suficientes inyectivos (respectivamente, proyectivos). Entonces
RTF existe (respectivamente, LG existe) y se denota RYF|ps(4) con RTPF (respecti-
vamente, LTG|ps(g) con LT*G).

Una subcategoria especial de D*(A) es la subcategoria D=%2%(A) = D=0<9(A), cuyos
objetos son los complejos X tales que H"(X") = 0, si |n| > 0. Dicha subcategoria es
llamada el corazén de D*(A). De manera natural tenemos el funtor inclusién ¢ : A4 —
D*(A); i considera a cada objeto de A como un complejo concentrado en grado cero.
No es dificil ver que los funtores i y HY : D=%<0(A) = D<0:29(4) — A definen una
equivalencia de categorias y son mutuamente inversas. M&ds adn, puede verificarse que
tenemos isomorfismos de funtores T<oT>0 =& T>07<0 = HY.

Supongamos que ahora que F' : A — B es un funtor aditivo exacto izquierdo y que
A tiene suficientes inyectivos. Entonces RTF existe y bajo estas condiciones es facil ver
que RTF envia D29 A) en D*2%(B) y como concecuencia RT°F envia D»Z%(A) en
D¥»=0(B).

Lema 4.27. Sea F : A — B un funtor aditivo entre categorias abelianas y A con tiene
suficientes inyectivos. Supongamos que G : D(B) — DY(A) es un adjunto izquierdo de
RTYF. Entonces G envia D*<°(B) en D»<0(A).

Demostracion. Sea X' un complejo en D*Z1(A), Y en D»<°(B). Por el mismo razon-
amiento previo RTPF(X") estd en D»Z1(B), i.e, HP(RT*F(X")) = 0, si p < 0. De
este médo debe tenerse que HP(1<oRTPF(X")) = 0, para cualquier entero p. Entonces
T<oRTPF(X") es cero en D°(B). Luego, 0 = Homps () (Y, 7<oRTPF(X")). Usando el
hecho de que Gy RT?F son adjuntos y de la parte (i) del lema 4.26

0= HOme(B) (Y', R+’bF<X'>) = Home(.A)(G(Y.)’X.)
HOme.21(A)(T21é(Y‘)7X.)

I

para cualquier X en D»Z!(A). En particular, si X = Tzlé(Y), se sigue que
1721G(Y) € HOIIlDb,21(A) (721G(Y'),721G(Y')) =0

y por lo tanto que 751 G(Y) = 0. Entonces G(Y) estd en D¥<0(A). O

Se puede decir un poco més a partir del lema 4.27. Sea X un objeto de A, Y en B
y consideremoslos como complejos concentrados en grado cero en D¥2%(A) y D»=0(B)
respectivamente. Entonces RT?F(X) estd en D»Z%(B) y G(Y) en D*»<0(A).

Tenemos cuasi-isomorfismos RTYF(X) & 75oRPPE(X) v 7<0G(Y) 5 G(Y), los
cuales inducen otros cuasi-isomorfismos:

< oRTF(X) =2 1o gmoRTPF(X) (4.15)
T50T<0G(Y) SEUN 750G (Y) (4.16)
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junto con los isomorfismos

HO(G(Y)) = 1o7<0G(Y) (4.17)
F(X) = HRT™F)(X)
=~ 7> RTPF(X) (4.18)
implican que

Hom 4 (H°G(Y), X)

1%

(H(G(Y)), X)
= Homps<o(q)(T> 0G(Y), X) por (4.16) y (4.17)
= Home(A)(G(Y) X) por el Lema 4.26 (ii)

HOI’IlDb >°(.A)

=~ Hompe ) (Y,RTPF(X)) por ser adjuntos

= Homps,<o(p)(Y, 7<oRTPF(X)) por el Lema 4.26 (i)
=~ Homps.<o(p) (Y, H' R F(X))) por (4.15) y (4.18)
= Homps <oz (Y, F'(X)) por (4.18)

>~ Hom (Y, F(X))

1

Homp(Y, F(X))

Es decir H°G compuesto con la inclusién B — D?(B) es adjunto izquierdo de F. Asf,
hemos probado la primera parte del siguiente

Lema 4.28. Sea F': A — B un funtor aditivo exacto izquierdo entre categorias abelianas.
Supongamos que A tiene suficientes inyectivos y B suficientes proyectivos. Supongamos
que el funtor derivado RT*F : DY(A) — D(B) tiene imagen en D®(B) y tiene como
adjunto a un funtor G : D*(A) — DY(B) entre categorias trianguladas. Entonces, F tiene
un adjunto izquierdo G : B — A y el funtor L=°G : D*(B) — D"(A) tiene imagen en
DP(A) y como tal es el adjunto izquierdo de RT°F, ya mecionado.

Demostracion. Por la parte (i) del lema 4.26, 755 : D™ (A) — D™2%(A) = D%25(A)
es adjunto a la inclusién D»2%(A) — D~ (A). Ya se hd discutido previamente que existe
un funtor G : B — A, tal que G es adjunto izquierdo de F'. Como B tiene suficientes
proyectivos, entonces LG existe, més ain, L™°G envia D~*(B) en D~ (A).

Se afirma que el funtor

7o L=0G : D= (B) L0 D= (4) 225 D23 (A) = D23 (A) (4.19)

es adjunto izquierdo de RT*F|D%Z%(A). En efecto, sea X- un complejo en D~*(B) rep-
resentado en K~ (B) por un complejo P de objetos proyectivos. Sea Y en D"Z%(A)
representado en K+ (A) con un complejo Q- de objetos inyectivos. Entonces,

1%

Hom po.>o (4)(75sL7PG(X7),Y") Homp- 4)(L™*G(X"),Y")

= Hompg)(G(P),Q)
= Hompgp) (P, F(Q))

IR

Hom py () (X, RTPF(Y"))
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por los lemas 4.24, 4.25 y la parte (ii) del lema 4.26. La afirmacién estd probada.
Ahora bién, tenemos la cadena de isomorfismos

Hom ps () (Y, RTPF(X")) = Homps 4 (G(Y"), X")
Hom po( 4 (m5sG(Y"), X°),

Il

por parte (ii) del lema 4.26.

Asi, 754G es también adjunto de RTPF|D%»Z3(A), por lo que tenemos un isomorfismo
TZSL_7bG = TZSG. Para cualquier complejo X- en D®(B), existe un entero sy para el
cual 75,G(X") es cuasi-isomorfo a G(X*) para s < sy (Esto es porque G(X*) homologia
acotada por abajo, es decir, HP(G(X')), si p < sg). Obsérvese primero que, se sigue del el
hecho de que X puede considererse en D~ (B), L™*G(X) estd en D~ (A). Afirmamos que
HP(L_vb(X)) = 0, si p < sg. Supongase lo contrario, entonces existe un entero tg < o,
tal que 7>, L7*G(X) tiene to-ésima homologfa distinta de cero. Pero 75, L™*G(X) =
751,G(X) vy T1,G(X) es cuasi-isomorfo a G(X). Entonces H'(G(X)) es no cero, una
contradiccion, L™°G(X) estd en D~*(A). O

4.9. Categorias derivadas acotadas y funtores adjuntos

Ahora veremos condiciones para poder levantar un par adjunto de funtores entre ca-
tegorias abelianas a un par de funtores adjuntos entre sus categorias derivadas acotadas
respectivas.

Teorema 4.29. Sean A y B categorias abelianas, tales que A tiene suficientes inyectivos
y B suficientes proyectivos. Sean F': A — G y G : B — A funtores aditivos tales que :

(i) F es adjunto derecho de G;
(ii) RTF y L™G tienen dimensién cohomologica finita;
Entonces, RTPF : DY(A) — D(B) es adjunto derecho de L=°G : D*(B) — D(A)

Demostracion. (1) Primero veamos que RT°F tiene imagen en D°(B). Supongamos que
la dimensién cohomolégica de F es < ¢ y sea X- € D?(A), entonces existe un complejo
I € K+*(InjA) que consta de inyectivos y un cuasi-isomorfismo X — I-. Sin perdi-
da de generalidad, puede suponerse que I™ = 0, para n < 0. Entonces, R‘*‘va(X') =
RHYPF(I') = F(I') y por lo tanto H*(R™*(X")) = H"(F(I*)). Como I- tiene homologia
acotada, existe un entero p € N tal que H™(I') = 0, para n > p, entonces el complejo

Tspi1l i -+ — Coker(dPtt) — IP+2 — [P35 5 ...

es aciclico. Se sigue de la sucesién exacta 0 — Im(d?) — I? — Coker(dP*™') — 0 la
siguiente sucesién exacta

0 — Im(dP) — IPTH — P2 5 ...

Sea U- en complejo
JPtl 2
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con IP*! concentrado en grado cero. Entonces R™F(Im(d?)) = H™(F(U")). Como F tiene
dimensién cohomologica finita < ¢, se tiene que R™F(Im(d?)) = H™(F(U")) = 0, para
m > q.

Pero H"(F(U")) = H"*P(F(I')) para todo entero n > 0, tenemos entonces que
H™(F(I')) =0, paran > p+q.

Del mismo modo puede suponerse que un complejo Y- € D?(B) puede ser representado
por un complejo P- € K~ *(ProjB) mediante un cuasi-isomorfismo P- — Y y haciendo
un razonamiento analogo se ve que L™*G(Y") = G(P-) tiene homologia acotada.

(2) Sean X € D*(A) y Y € D?(B), representados mediante cuasi-isomorfismos P —
Y-y X-— I con P € K~*(ProjB) y I € K—*(InjA). Entonces, R"*F(X") = F(I")
y L=*G(Y") = G(P)).

Por la proposicion 4.24 tenemos isomofismos

HOIHK(_A)(G(P'), I') = HOIHD(_A)(G(P'), I))
Homg sy (P, F'(I')) = Homp gy (P, F'(I"))
Por la proposicién 4.25 sabemos que Homg () (", G(P*)) = Homg sy (F(I"), P").
Ademids, tenemos isomorfismos
Homp4)(I", G(P)) = Hompe(4)(X, L™*G(Y"))
Homp ) (F(I', P*)) = Homps ) (RTPF(X"),Y")
y el resultado se sigue O
Lema 4.30. Sea
x Ly sz X,

un tridngulo distinguido en alguna categoria triangulada D. Entonces f es un isomorfismo
si, y solo si, Z =2 Z. Sea F : D — & un d-funtor entre categorias trianguladas, entonces
Ff es un isomorfismo si y sélo si F'Z = 0.

Demostracion. Supongamos que f es un isomorfismo. Considerese el triangulo distinguido

XX 500X [1]. Por el axioma (TR2) de categorias trianguladas existe un morfismo
Z — 0 que hace que el siguiente sea un morfismo de triangulos

x 1y 7z X[1]
lx‘/ flJ( : 1x[11{
X X, x 0 X[1]

Finalmente, mostramos uno de los teoremas maés importantes de esta secciéon

Teorema 4.31. Sean D y £ dos categorias trianguladas, y sea FF: D - &, G: € = D
d-funtores. Supongamos que
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(i) F es adjunto derecho de G;
(ii) El funtor adjuncién 0 :idg — F'G es isomorfismo;
(i) FZ =0, sdlo si Z = 0.

Entonces, el funtor adjuncion n : GF — idp es isomorfismo, de modo que F y G son
equivalencias.

Demostracion. Como 6 es un isomorfismo natural, 6F — FGF es isomorfismo natural.
Considerese ahora la transformacién natural Fn : FGF — F. Se sabe que la composicién:

FE por 0 p

es la trasnsformacién identidad idp [Mac|. Luego, F'n es un isomorfismo. Para ver que 7
es un isomorfismo, es suficiente ver que es un isomorfismo en cada objeto. Para ver esto,

basta ver que F' refleja isomorfismos. Sea f : X — Y en D tal que F(f) es isomorfismo.

Existe un tridngulo (*) X Ly % 7 &5 hTX en D, pero F preserva tridngulos. Asi,

tenemos el tridangulo F'.X F—f> Fy 2% pz £ TRX en &, con F'f isomorfismo. Por el
lema 4.30, se sigue que F'Z =0 y por (iii) tenemos Z 2 0. Nuevamente, el lema 4.30 y el
hecho de que Z = 0 implican que f es isomorfismo en el tridngulo (*). O
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Capitulo 5

Un teorema de Happel para
categorias derivadas

En [Ha], Happel obtiene una equivalencia de la categoria derivada D®(mod A) con otras
categorias derivadas similares en el caso especial, en que A es un algebra de dimension
finita de dimension global finita, usando la nocién de médulo de inclinacién, como la que
se introdujo en el capitulo 2.

Mas adelante Cline, Parshall y Scott generalizan los resultados de Happel, para anillos
arbitrarios usando el concepto de médulo de inclinacién generalizado. En este capitulo
introduciremos las nociones de categoria de inclinaciéon generalizada y veremos que, con
ligeras modificaciones, la prueba de Cline, Parshall y Scott del teorema de Happel [CPS] se
extiende a variedades de annuli. También veremos que tenemos un converso de dicho teore-
ma. Posteriormente probamos que, bajo ciertas condiciones débiles, podemos restringir el
Teorema de Happel a las categorias de functores finitamente presentados. Para variedades
dualizantes, tenemos resultados andlogos a los resultados clasicos sobre moédulos de in-
clinacion para algebras de dimension finita. Finalizamos este capitulo mostrando algunas
relaciones entre categorias de inclinacion generalizadas y categorias contravariantemente
finitas.

5.1. Categorias de inclinacion generalizadas

Sea A un anillo y A la categoria de A-mdédulos izquierdos. Para un A-médulo T,
denotamos con add4 = addT a la subcategoria plena de A, cuyos objetos son sumandos
directos de sumas de copias finitas de T'. Un A-mé6dulo T' es llamado, mddulo de inclinacion
generalizado si satisface las siguientes condiciones

(i) El médulo T tiene una resolucién proyectiva finita
O0—=+Pr—- =P =>FB—=T=0

con cada P; un A-médulo proyectivo finitamente generado;
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(ii) Para todo entero positivo n, tenemos Ext; (T, T') = 0.
(iii) Cada A-médulo proyectivo finitamente generado P tiene una resolucién
0P =T ... 5T9 =0

con 7% en addT.

Sea B = End4(T)°? el anillo de endomorfismos de T'y B = Mod(B), la categoria de
B-médulos izquierdos. En [Ha] D. Happel obtiene una equivalencia entre las categorfas
derivadas D°(A) y D¥(B), cuando A es una algebra de dimensién finita con dimensién
global finita, en el caso f = g = 1. Mas adelante, Cline, Parshall y Scott demuestran el
mismo resultado para cualquier anillo A, con f y g enteros no negativos arbitrarios [CPS].

Al igual que en la Parte I de este trabajo, al tratar de generalizar este enfoque, si
consideramos el anillo A y el A-médulo T' como categorias con un solo objeto C = {A}
y T = {T}, entonces podemos ver a las categorias A y B como las categorias de funtores
Mod(C) = (C, Ab) y Mod(T) = (T, Ab).

Asi, podemos definir el concepto de subcategoria de inclinacion de una categoria de
funtores Mod(C), para una variedad de annuli C y recuperar la definicién de médulo de
inclinacién para el caso de anillos.

Definicién 5.1. Sea C una variedad de annuli. Una subcategoria T de Mod(C) es una
categoria de inclinacion generalizada si satisface lo siguiente:

(i) Emiste un entero fijo f, tal que, todo objeto T en T tiene una resolucién proyectiva
O0—=+Pr—---—=P = FP—=T—=0,
con cada P; proyectivo finitamente generado.

(ii) Para cada par de objetos T, T' en T y cualquier entero positivo n, tenemos que
Exte(T,T") = 0.

(ii) Cada funtor representable ( ,C), C' € C, tiene una resolucion
0—(,C) =T = =T 0,

conTL in T.

5.2. El teorema de Happel

Para poder demostrar el Teorema de Happel, necesitamos una condiciéon més fuerte
(iii”) Existe un entero fijo g tal que cada funtor ( ,C), C' € C, tiene una resolucién

0—(,C) =T —-—T,—0,

con T} en T.

Inmediatamente después veremos que la condicién (iii’) es necesaria.

Después discutiremos cuando la condicién (iii) implica la condicién (iii’).

Tenemos el siguiente teorema que es una generalizacion del Teorema de Happel, cuya
demostracién damos siguiendo la linea de argumentos que aparecen en [CPS 2.1].
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Teorema 5.2. Sea C una variedad de annuli y T una subcategoria de Mod(C) que
satisface las condiciones (i), (ii) y (iii’). Consideremos los funtores ¢ : Mod(C) — Mod(T)
y—®T :Mod(T) — Mod(C). Entonces

(a) El funtor RT*¢ : D*(Mod(C)) — D(Mod(T)) tiene imagen en D?(Mod(T)). De
hecho dimR ¢ < f.

(b) De manera andloga, el funtor L= — @T : D~*(Mod(T)) — D(Mod(C)) tiene
imagen en D*(Mod(C)). De hecho, dimL™" — ®@T < g.

(c) Los funtores R**¢ y L™ —~@T inducen una equivalencia de categorias trianguladas,

entre D*(Mod(C)) y D*(Mod(T)).

(d) La subcategoria de Mod(T°P), cuyos objetos son {(( ,C), )r}cec, es una subcate-
goria de inclinacion generalizada, la cual es equivalente a COP.

Demostracion. (a) Sea F' un objeto en Mod(C) y
FoT:05X—o1"=T1"— ...

una resolucién inyectiva de F', entonces hay un cuasi-isomorfismo

F .%F‘)();)..
1 U
I "'éIoﬁflﬁ'”

Puede verse a F' como un complejo concentrado en grado 0 en D**(Mod(C)), repre-
sentado por un complejo de inyectivos I € KT (A) y

R™(¢)(F) = H™(¢(I")) = H"(( , I')7) = Exte( , F)r
Como pdim(7) < f, entonces R"(¢)(F) = Ext&( , F)7 =0, paran > f.
(b) Sea C un objeto en C. Entonces, tenemos una resolucién
0= (,0) 5T 2t ..ot B, 19 4

La sucesion exacta
0 — Ker(d,) — 797! — T9 — 0,

implica que Ext¢(Ker(dy), )7 = 0, por la sucesién larga de homologia y la propiedad
(ii), para cada entero positivo n > 0. Yendo hacia atras usando induccién se ve que
Exte(Ker(d;), )7 = 0, parai = 1,...,9 y cada entero positivo n. Asi, tenemos una
sucesién exacta en Mod(7°P)

0= (T9, )= (T97 )= = (T°% )= (( ,0), )|]T =0 (5.1)

lo cual implica que pdim(( ,C), )7 <g.
Sea G un objeto en Mod(T) y

P—-G:---—P—-P—-G—0
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una resolucién proyectiva de GG, entonces existe hay un cuasi-isomorfismo

P e3> P> Py e
! Lol

Puede verse a G como un complejo concentrado en grado 0 en D~>*(Mod(T)), repre-
sentado por un complejo de proyectivos P- € K~ (Mod(T)). Entonces

L"(GeT)=H"(L (GaT))=H"(P ®T)=Tor (G,T)

Ahora bién, para todo C € C, Tor (G, T)(C) puede ser calculado mediante la resolu-
cién proyectiva de (( ,C), )7 que aparece en (5.1), i.e,

Tor, (G, T)(C) = Tor ((( ,C), )7.G)

Pero pdim(( ,C), )r < g, entonces Tor! (G, T)(C) = 0, para n > g.

(c) idps(s) — RTPYL™PRT es un isomorfismo. (c1) Cualquier suma [, ; T; de objetos
en T es ¢-aciclico. En efecto, se sigue de la parte (a) que, R"¢(T) = Exts( ,T)7r =0,
para todo T en T y n > 0. Como los objetos en 7 son finitamente presentados, entonces
el funtor Ext& (7, ) conmuta con sumas arbitrarias, para cualquier T en 7 y n > 0, como
se ven en la proposicién 1.37. Entonces tenemos que

Extg (T, [[T0) = [ Bxte (T, Ti) = 0
i€l i€l
De modo que R"¢([[;c; T3) = Exta( [ ;e Ti)7 = 0, ie, [1;c; T es ¢-aciclico.

(c2) Sea Y un objeto en D*(Mod(7)) representado por un complejo de proyectivos en
Mod(T)

P —[C.T)=][C.75) -

icl jeJ
Entonces, basta ver que los complejos P. y RT*¢(P. ® T) son isomorfos. Para ver esto,
noétese que tenemos el complejo

iel jeJ

Por la parte (cl), P. ® T es un complejo de objetos ¢-aciclicos. Recordemos que, por
la proposicién 1.38, tenemos un isomorfismo de natural de 7-médulos: ( ,[[,c; Ti) =
[Tic;( . T3), por lo que ¢(P.® T) = P. Finalmente R™¢(P.® T) = ¢(P.® T) = P.

(¢3) Para cualquier objeto C en C, el funtor evaluacion ec : Mod(C) — Ab es un
funtor exacto, de modo que tenemos un funtor entre categorias derivadas

ec : D’(Mod(C)) — D°(Ab)
Se afirma que, para cada objeto C' en C, tenemos el isomorfismo

RHom'(R*?¢(C( ,C)), JR™*¢ = ec
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En efecto, ndtese que de la resolucién de C( ,C)
0-C(,C) =T’ =T — ... 5T9 =0

puede considerarse a C( ,C) como un complejo en D?(A) que es cuasi-isomorfo a un
complejo objetos ¢p-aciclicos

T.:--0=T° =T - ... 5T9 =0

por lo que RT?¢(C( ,C)) = ¢(T.) es un complejo de T-médulos proyectivos.
Si X en D’(A) esta representado por un complejo @ en K+ (A) de objetos ¢-aciclicos,
entonces RT°¢(X") = ¢(Q-). Tenemos la siguiente cadena de isomorfismos

RHom' (R™*¢(C( ,C)), )R*’¢(X") = RHom (R™*¢(C( ,C)), )¢(Q")
= RHom (¢(T"), )o(Q")
= Hom (¢(1"), $(Q"))
>~ Hom (T",Q),

por el lema de Yoneda y porque ¢(7") consta de T-médulos proyectivos.
Consideremos el bi-complejo Hom(T'., Q"):

0O ——— (Tg»Ql) B (Tg_lan) (Tonl)

0 —— (19,Q") —— (T771,Q°) (T°,Q°)
Para cada ¢ fija, el complejo
Hom(T.,Q%) : 0 — Hom(T9,Q%) — --- — Hom(T", Q%) — Hom(T°, Q9)

es exacto, pues Q' es ¢-aciclico y tiene homologia Hom(C( ,C), Q%) = Q4(C) en gra-
do cero y homologia cero en los demas grados. Tenemos una sucesién espectral {E5, }
con qu = Hom(T?,Q?), que converge a la homologia del complejo total Hom (7', Q"),
la cual es la homologia de Hom(C( ,C),Q?) = Q4(C) [We 5.2.12, 5.6.2]. Asi, los com-
plejos Hom (¢(T.),d(Q")) v ec(Q) = Q(C) con cuasi-isomorfos y tenemos el siguiente
isomorfismo en D’(Ab)

RHom"(R™*¢(C( ,C)), )JRT’¢(X) = Hom'(¢(T.),6(Q")) = ec(Q) = ec(X")

Luego, si X* es un complejo en D?(A) tal que RT*¢(X) =2 0 en D*(B), entonces ec(X") =
X-(C) = 0en D?(Ab), para todo C en C. Entonces X es un complejo aciclico en de grupos
abelianos, para todo C' en C, i.e, X' es un complejo aciclico en D’(A).
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(d) () pdim{(( ,C), )7} < g por (5.1).

(ii”) Si C'y C" objetos de C, entonces se puede calcular Ext7.,(( ,C), )7, (( ,C"), )7)
usando la resolucién proyectiva de (( ,C), )7 que aparece en la ecuacién (5.1), i.e,
ExtTor (( ,C), )7,(( ,C"), )7) es el n-ésimo grupo de homologia de

((Tov )’(( 70/)7 )7_)_>((T17 )’(( 70/)7 )7—)_>"'_>((Tga )’(( 70/)7 )T)

Entonces, por el Lema de Yoneda Ext7o,(( ,C), )7, (( ,C"), )T), es el n-ésimo
grupo de homologia del complejo

T°(C") = THC') = - = T9(C') = 0

la cual es una sucesién exacta. Se sigue que Ext7.,(( ,C), )7, (( ,C"), )7)=0,n>0.
(iii’) La condicién (i) implica que la sucesién

0 (T, )« (Po, )¢ (Pf, )0

es exacta con (P;, ) € add{(( ,C), )r},i=0,...,f. El resto de la prueba de (d) es
similar a la prueba para el caso clasico, que se ve en la parte I.
La prueba se sigue de los incisos anteriores junto con los teoremas 4.31 y 4.29. O

Ahora queda por demostrar que la condicién (iii’) del teorema anterior es necesaria,
i.e, se verd que si — ® 7T tiene dimensién cohomologica finita entonces go = g, para una g
fija, a saber ¢ = dimL~" — @7

Seran necesarios algunos resultados preliminares

Lema 5.3. Consideremos el funtor D : Mod(C) — Mod(C°P) definido por DF(C) =
Homgz(F(C),Q/Z), para F en Mod(C) y C en C. Supongamos que E un C-mddulo fini-
tamente presentado. Entonces existe un isomorfismo natural de funtores

D( )®c E ~Hom((E, ),Q/Z)

Demostracion. Sea ( ,C1) — ( ,Co) = E — 0 una presentacién de E. Aplicando
DB ®c — tenemos el siguiente diagrama conmuativo:

DB®c( ,01) — DB®c( ,C) —— DBRQcE ——— 0
I [ l
DB(Cy) — DB(Cy) —— DB®GE —— 5 0
I Il I
HomZ(B(Cl)7Q/Z) > Homz(B(Co),Q/Z) ——— DBRQcF ——— 0

Aplicando ( , B) a la presentacién de E, entonces por el lema de Yoneda tenemos
0 —— (EaB) — (( aCO)aB) ” (( 700)73)
=~ > ~|

0 — (E,B) e B(Co) —_— B(Cl)

el isomorfismo deseado se sigue de aplicar Homz( ,Q/Z).
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Sélo falta ver la naturalidad. Sean : B — B’ un morfismo de C-mddulos y consideremos
sus presentaciones. Entonces, tenemos un diagrama exacto conmutativo en Mod(C°P)

H i )y H — DB — 0
z nid nw Dnl (5.2)
H o)y H /) — DB ———0

tensoreando con E obtenemos
[1EC) , ITEC) 5 pprop — o0

J
7:®c B n;©cEv Dn®cEl (5.3)

HE(CZv) S ]__[E(Cj) s DB®c E — 0

Aplicando ( , DFE) al diagrama (5.2) obtenemos el siguiente diagrama exacto conmu-
tativo:

0 ——— (DB,DE) — (H( ,Cj),DE) IS (H( 7Ci)aDE)

J [
(nyDE)J( (nj,DE)] (n:i,DE) | (5.4)
0o— 8. pE) — C.CH.0E), (]C .0, DE)
J i

Por la Proposicién 1.29 se sigue que Homger (DB, DE) = Homg(E, D?B). Se afirma
que hay un ismorfismo

Homg (E, D*B) = Hom(((E, B), Q/Z),Q/2) (5:5)
En efecto, aplicando ( , D?B) a la presentacién de E, se tiene que
0 — (E,D?B) — D?*(Cy) — D*(C)

pero aplicando ( , B) a la presentacién de E y luego aplicando dos veces ( ,Q/Z) se tiene
la sucesién exacta

y la afirmacién se sigue.
Por otro lado tenemos

(J(ci, ), pE)=T]((Ci, ), DE) = [[(E(C)),Q/2) = HE ),Q/Z)
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Entonces, por (5.5), el diagrama (5.4) puede ponerse como sigue

0 — 5 (B, B),0/2.0/7)) » EC).Q/z) _, (]E(C).Q/2)

J i
((E,n),Q/Z),Q/Z)l (5,Q/Z)4- (:,Q/2)

0 — ((E,B),Q/Z,Q/Z)) + (H(E(C}),Q/Z) _, (e, Q/z)

i

se sigue entonces que el siguiente diagrama exacto es conmutativo:

[Ize) — 112 5 (e, 5).0/2) — o

| 1 <<E,n>,Q/Z>J (5.6)

[Te©) — IEC) 5 (8 B).q/2) — 0

y la naturalidad se sigue de (5.3) y (5.6). O

Lema 5.4. Todo C-mddulo plano finitamente presentado es proyectivo

Demostracion. Sea F plano finitamente presentado y sea A — A’ — 0 una sucesién exacta.
Quiere verse que (F,A) — (E, A’) — 0 es exacta. Pero 0 » DA’ ®c E — DA ®c F es
exacta por ser E plano, por lo que

0 — Homgz((E, A"),Q/Z) — Homy((E, A),Q/Z)

es exacta por el lema 5.3.
Finalmente, como Q/Z es un cogenerador en la categoria de grupos abelianos, se sigue
que (E,A) — (E,A’) — 0 es exacta. O

Teorema 5.5. Sea T wuna subcategoria de inclinacion generalizada de Mod(C). Si el
funtor
—®7T : Mod(T) — Mod(C)

tiene dimension cohomoldgica finita < g. Entonces, para cada objeto C € C, hay una
sucesion exacta
0=(,0)=T° =T ... TP 5T9 50

con Tt e T.
Demostracion. Sea
0—( ’C>_>T0d—1>T1—>--~—>T”—1 dny s

una resoluciéon de ( ,C) con T% en T y con n > g. Entonces, procediendo como en la
demostracién de la parte (b) del teorema 5.2, tenemos una resolucién proyectiva para

(( ,C), )7 en Mod(T°P):

0= (", ) = (19 )= = (T ) 2h (10, ) 5 ((,0), ) =0
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Si —®7T : Mod(7T) — Mod(C) tiene dimensién cohomologica finita < g, entonces
tenemos

L"(-eT)G)(C) = H™L*(GaT))(C)
Tor!, (G, T)(C)
= TOI‘ZT-L((( 70)7 )’G):O

param > g+ 1,y G € Mod(T).
Pero entonces

Tl (. C), ),G) = Tor] (Ker(dy 1, ), G)

para todo G in Mod(T), i.e, Ker((dys—1, )) es plano y tenemos una resolucién
0— (T, )= (T" ', )=+ = Ker(dg_1, ) —0,

es decir, Ker(dg—1, ) también es finitamente presentado. Por el lema 5.4 se sigue que
Ker(dgy—1, ) es proyectivo, por lo que la sucesién

0 — Ker(dg, ) — (T9, ) = Ker(dg—1, ) =0
se escinde, pero entoces tenemos el siguiente diagrama conmuativo:

0 —— Ker(dg, ) — (79, ) - Ker(dg—1, ) — 0

-] H |

0 — (Im(dg41), ) » (79, ) — (Im(dy), ) —— 0

es decir, 0 — Im(dg41) = T9 — Im(dy) — 0 se escinde y Im(d,) € 7. Finalmente, la
resolucién
0—(,0)—=T"— - = T9" 5 Im(d,) =0

satisface las condiciones deseadas. O

5.3. Un reciproco del teorema de Happel

En esta seccion se daremos una demostracion de un converso del Teorema de Happel.
Para motivar y justificar la forma en que enunciamos el teorema observamos lo siguiente:

Sea C una variedad de annuli y 7 una subcategoria de inclincién de Mod(C). De-
notamos con p(C) y p(7T) las subcategorias plenas de proyectivos finitamente generados
de Mod(C) y Mod(T) respectivamente. Las categorfas homotépicas K°(p(C)) y K®(p(T)
se embeben en D*(Mod(C)) y D*(Mod(T)) respectivamente (ver [Har]). Se sigue, de la
demostracién dada anteriormente que los funtores derivados R*%¢ : D’(Mod(C)) —
D®(Mod(T)) inducen una equivalencia a nivel de las categorias de complejos K°(p(C)) y

K*(p(C)).
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Teorema 5.6. Sean C y B wvariedades de annuli. Denotamos con p(C) y p(B) a las
subcategorias plenas de objetos proyectivos finitamente generados de Mod(C) y Mod(T),

respectivamente y sea
F : Mod(C) — Mod(B)

un funtor exacto izquierdo. Supongamos que RT*F : D*(Mod(C)) — D(Mod(B)) envia
D*(Mod(C)) en D*(Mod(B)), induciendo una equivalencia de categorias trianguladas,
asi como una equivalencia entre K°(p(C))) y K°(p(B)). Entonces, B es equivalente a una
subcategoria de inclinacion generalizada T de Mod(C), mediante un funtor

F:B—>T
En particular, existe una equivalencia de categorias trianguladas:
R F : DP(Mod(C)) B22F, DY (Mod(B)) BF, Db (Mod(T))
con F' : Mod(C) — Mod(T) definida por F'(X) = ( ,X)r

Demostracion. Sea G la cuasi-inversa de RT™?F. Por la proposicién 4.28, el funtor F tiene
un adjunto izquierdo G el cual estd dado por la composicién

Mod(B) % D¥(B) % DP(Mod(C)) 225 Mod(C)

para el cual se cumple que L—*G = G.

Para cada objeto B en B, consideremos el functor ( , B) € Mod(B) yseaTp = G( , B),
la imagen del functor representable ( , B) en la Mod(C) bajo G. Sea T la subcategoria
plena de Mod(C) cuyos objetos son son la coleccién {T}peB-

Observemos que como F es exacto izquierdo, ROF = HO(RTF ) 2 F, ademés se tiene

R™FL=*G( ,B) = ( ,B) (5.7)

~

por ser una equivalencia. Como ( , B) es G-aciclico, se sigue que L=°G( ,B) = G( ,B).
Entonces, calculando el 0-grupo de homologia a ambos lados de (5.7) obtenemos:

HYRT'FL'G( ,B)) = H°(( ,B))=( ,B)
Pero HO(RT*FL=*G( ,B)) = (H'R**F)(L—*G( ,B)) = F(G( , B)), es decir,
FG( ,B)=( ,B) (5.8)
Tenemos entonces funtores

¢ : Mod(C) — Mod(T)
—®T : Mod(T)— Mod(C)

Queremos ver que las composiciones de funtores

Mod(7T) =275 Mod(C) £ Mod(B)
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inducen una equivalencia de categorias, para esto, es suficiente ver que inducen una
equivalencia entre las subcategorias de proyectivos finitamente generados p(B) y p(7).
Sea ( , B) € Pg. Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos:
(Fo—@T)o(poG)( ,B) = (Fo—-T)od(G( ,B))
= (Fo—-®T)oo(Th)
= (Fo—-®T)(,Te)r
= F((,Tp)7®T))
= F(Tp)=FG( ,B)=(,B), por (5.8)

Sea ( ,Tp) en Mod(T). Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos:

(poG)o(Fo—T)( ,T5) =

Fo—®T)(FG( ,B)), por (5.8)

I
oo

o

a

gl

S

= ¢(G( ,B)) =¢(Ts)=(.Ts)
Observemos que la equivalencia entre p(B) y p(7) induce una equivalencia entre B y
T dada por funtores
G B—>7—7 G(B):TB
F : T—B, F(Tg) =B,
los cuales hacen conmutar el siguiente diagrama:

B¢ 7T .3

Pg Pr Pg

oG
— p(T)

Fo—Q®T
E—

p(B) p(B)

Asi, tenemos funtores mutuamente inversos que inducen equivalencias

Mod(B) — Mod(T), F(M)(Tg) = M(F(Ts))
B ¢

Mod(T) — Mod(B), G(N)(B) = N(G(B))

Para M € Mod(B) y N € Mod(T). Més atn, F|p(B) =¢oG y Gp(T)=Fo—-aT.
Asi, las siguientes composiciones

F
G

Mod(C) £5 Mod(B) £ Mod(T) (5.9)
Mod(T) % Mod(B) %5 Mod(T) (5.10)

son un par adjunto, los cuales inducen una equivalencia de categorias trianguladas

DP(Mod(C)) B2E, pb(Mod(B)) B22E DY (Mod(T))
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Entonces, para X en Mod(C) y ( ,T5) en Mod(T), tenemos por el isomorfismo de
adjuncién

((,Tp), FF(X)) = (GG( ,TB), X)

pero

GG( ,Tg) = GFo—-T)( ,Th)
(GoF)(( ,Ts®T) = G(F(Tg))
G(FG( ,B))=G( ,B)=Ts

y (( ,Tg),FF(X)) = FF(X)(Tg), por el Lema de Yoneda. Haciendo F' = FF queda
demostrada una parte del teorema.

Sélo falta ver que la subcategoria T de Mod(C) es una categorfa de inclinacién.

(i) Consideramos cada B-médulo ( ,B) como un objeto en K’(p(B)). Dada la
equivalencia inducida entre K®(p(B)) y K°(p(C)) por los funtores RT™°F y L~*G, existe
un objeto P en K’(p(C)) tal que P = L™*G( ,B) = G( ,B) = T, i.e, hay un
cuasi-isomorfismo P — Tg.

Los diferenciales en grados no negativos del complejo

P00 P s Py 5 Py P 5 Py 0

son epimorfismos que se escinden. Entonces, cada Im(d;) es proyectivo, para m > ¢ > 0. Se

sigue de la sucesién exacta 0 — Ker(do) 2 Py — Im(dg) — 0 que Ker(do) es proyectivo.
Por la propiedad universal del kernel, existe un dnico morfismo ¢q : P_1 — Ker(dp) que
hace que el siguiente diagrama sea conmutativo.

TSUP' -~-~>P,13Kerd0~>0*>--~
1 I d_lj\t 1
P o —=> Py — P — P — -
1 e, 4 1
T 0 Tp 0

y la composicién 7<gP- — P — T es un cuasi-isomorfismo. Por esta razén, podemos
substituir P por un complejo en K*(P¢) concentrado en grados < 0. Esta es una resolucién
de T’ de médulos proyectivos

0— P, —--—Kerdy =T — 0

Por la primera parte de la demostracién podemos identificar las categoria 7 con la
categorfa B y suponer que F = ¢ : Mod(C) — Mod(7) induce una equivalencia de
categorias trianguladas

R*%¢ : D*(Mod(C)) — D*(Mod(T))

asf como entre las subcategorias K°(Pc) y K°(Pr). Asi, — ® T : Mod(T) — Mod(C) es
el adjunto de ¢. Se observo ya que

(po—T)( ,T)=(,T).
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(ii) En la demostracién del teorema 5.2 se observé que
R"¢(T) = H"(R*"(T)) = Extg( ,T)r,
para cualquier T' € 7. Ahora bien, por la equivalencia se tiene el isomorfismo
RTPOL™ (- T)( ,T)=( ,T)
y calculando el n-ésimo grupo de homologia a ambos lados tenemos:
H"(RTPFL™ (- T)( ,T)) = H"(( ,T)) =0,

para n > 0.
Pero

H'RT'L™ (- T)( ,T)) = (H"RT )L (—aT)(,T))
= (H'R™¢)(( ,T)@T)) = (H"R"'¢)(T)
= Exte( . T)7
Concluimos que Ext"( ,T)r =0,n >0y cada T € T, i.e, Ext4(T,T") = 0, para cada
par de objetos T, 7" € T.

(iii) Cada funtor ( ,C) € Mod(C) se considera como un complejo en K®(p(C)) con-
centrado en grado cero. Existe un complejo X en K°(p(7)) tal que

(,O) =L (=@ T)(X) = G(X)

en D’(Mod(C)). Nétese que G envia K?(p(T)) en K°(T). Asf tenemos el siguiente cuasi-
isomorfismo

= 0->(,C)>0— -

Lo

d_
O%T_hﬁ"‘ﬁT_lﬁlTOdngg)"'*)TgHO

con cada T € T.
Deffnase H = T°/Im(d_1). Como ( ,C) = Ker(dy)/Im(d_1), entonces tenemos que
H/( ,C)=T"/Ker(dp) = Im(dp). De modo que tenemos una sucesiéon exacta corta

0—(,C)— H —Im(dy) =0 (5.11)

(iii.a) Extg(Im(d®), )7 = 0, para todo entero positivo n. En efecto, considerese la
sucesion exacta

1

0 Im(dg) — T* 12 5 ...p9-1 L= pg g (5.12)

d
Entonces, de la sucesién exacta corta 0 — Im(dy_1) — 7971 =% T9 — 0, la sucesién larga
de homologia y la parte (ii) se tiene que Ext¢(Im(dy—1), )7 = 0. Usando induccién hacia
atras y la sucesién larga de homologia nos permite ver que Extg(Im(d°), )7 = 0.

132



(iii.b) Por la parte (iii.a) sabemos que Extg(Im(d°), )7 = 0. Pero, Ext&(( ,C), )7 =
0, pues ( , C) es proyectivo. Entonces por la sucesién (5.11), tenemos que Ext& (H, )7 =
(ifi.c) Consideremos la otra suesién exacta

d_ -
0T ST T 22271 s g 0

Se sigue de la sucesién exacta corta 0 — Im(d_3) — T-' — H — 0, de el isomor-
fismo Ext&(H, )7 = 0 probado en (iii.b) y de la sucesién larga de homologia, que
Ext&(Im(d—1), )7 = 0. Usando induccién hacia atras y = usando la sucesién larga de
homologia, nos permite ver que Exté(Im(d_p+1), )7 = 0y en particular, debemos tener
Ext&(Im(d_pio, T~ ")7 = 0. De esta manera la sucesién exacta

0T p > T pt1 = Im(d_pi2) =0

se escinde y Im(d_p+1) € T. Yendo hacia adelante y usando la sucesién larga de homologia
tenemos qu e Im(d_1) € 7. Finalmente la sucesién exacta

0—=Im(d,) =T ' H-=0

se escinde pues ya se probé en (iii.b) que Ext&(H, )7 =0y H es sumando de !, por
lo que H € T. Finalmente de (5.11) y (5.12) se obtiene una sucesién exacta

0= (,0)>H—=T' -T?> ... 5T9 -0

O

5.4. El teorema de Happel para variedades dualizantes

En esta seccién analizamos la posibilidad de extender el Teorema de Happel a las
categorias de funtores finitamente presentados.

Observemos que, dada una variedad de annuli C y una subcategoria de inclinacién 7 de
Mod(C), para garantizar que las categorias de funtores finitamente presentados mod(C) y
mod(7) sean abelianas, necesitamos que C y T tengan pseudokerneles. Primero probamos
que esta condicién es sufienciente para restringir los funtores ¢ y — ® 7 a las categorias
de funtores finitamente presentados. Mas atin, probaremos que es equivalente suponer que
T tiene pseudokerneles a suponer que T es contravariantemente finita en mod(C).

Para obtener el andlogo del teorema principal de la secciéon anterior, necesitamos obje-
tos inyectivos en mod(C), para asegurar esta propiedad, supondremos que C es dualizante
y T tiene pseudokerneles. Veremos que estas condiciones son suficientes para obtener una
equivalencia de categorias trianguladas D®(mod(C)) & D®(mod(T)). Finalizamos esta sec-
cién estudiando el caso en que T también es una variedad dualizante y probamos que en
este caso hay una equivalencia de categorfas trianguladas D?(mod(C°P)) = D®(mod(7°P)).

Lema 5.7. Sea C una variedad de annuli con pseudokerneles y T una subcategoria de
inclinacion de mod(C) con pdimT7 = f. Si T tiene pseudokerneles, entonces para i > 0,
los T-mddulos (,(,C))7 yExte(,(,C))r son finitamente presentados.
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Demostracion. Usaremos el hecho de que mod(7') es abeliana. Para cada C en C, hay una
resolucién de ( ,C)

d d _1 d
0—(,0) %101t 5. 5797 579 50
la cual se divide en sucesiones exactas cortas:

0 — Imd,_, — 7971 L5 79 5 0

0 — Imdy_o — 7972 = Imdy_1 — 0

0—(,0)—=T°— Imd; — 0
Por la sucesién larga de homologia, existen sucesiones exactas:

0= (,Imdy_1)7 — (7917 L5 (T9)7 = Exth(,Imdy_1)7 =0 (5.13)
0— (,Imdy_o)7 — (,T972)7 — (,Imd,_1)7 — Exts(,Imdy_2)7 — 0

0_>(7(70))7-_>(vTO)T_>(vadl)T%EXté(v(’C))T_)O

De la sucesién (5.13), se sigue que (,Imd,_;)7 y Extg( ,Imd, ;)7 son finitamente
presentados, lo cual implica que Extzc( ,Imd,_1)7 = 0, para ¢ > 2. Aplicando induccién
se sigue que, para g > i > 0, los funtores Extg( ,Imd;_1)7 y (,(,C))7 son finitamente
presentados. Més atn, tenemos lo siguiente:

para >3, Exth(,Imd, )7 = 0;
para i>4, Exth( JImdg_3)7 =0;

parai>g+1, Bxth(,(,0))7=0.
Estas igualdades junto con los siguientes isomorfismos, para j > 1:
Extl,(,Tmd,_1)7 = ExtS " (, Tmdy_o)7, . .., Exts(,Imd;) 7 = ExtS (,(,0))r

implican
Exte(,Imd; )7 sig>i>0,

EthC( ’( 70))T = {

0 sii>g,
De aqui, se sigue que Exts( , (,C))7 es finitamente presentado, para para toda i > 0. [
Ahora estamos preparados para demostrar la siguiente:

Proposicién 5.8. Supongamos que C es una variedad de annuli con pseudokerneles y T
es una subcategoria de inclinacion de mod(C) con pdimT = f. Si T tiene psudokerneles,
entonces ¢plmod(C) : mod(C) — Mod(T) tiene imagen en mod(T), en consecuencia, T
es contravariantemente finita en mod(C).
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Demostracion. Sea M un C-moédulo finitamente presentado y

(afS) (,02) (7f2) (701) (7f1) (700)—>M—>0

una resolucién proyectiva de M. Ponemos K; = Im( , f;) vy dividamos la resolucién en

sucesiones exactas cortas: 0 — K;y1 - (,(,C)) 25 K; — 0. Como pdim7 = f, se sigue
por la sucesién larga de homologia que, para cada ¢ > 1, existe una sucesion exacta

EXt{—;_l( 2qi) Exté_l( \Di)
—< 5 —< 5

Extl (L (,Co))7

Ext(,q:)
< Exts(,(,C))r

Extl ' (, Kip1)7 Ext (K7 —

EXté( \Di)

— ExtL(, Ki1)r ExtS(, Ki)7 — 0.

Afirmamos que, para cada par de enteros i, j > 1, el funtor Ext%( , K;)7 es finitamente
presentado. Como Exté( ,K;)7 =0, para j > f, solo necesitamos probar la afirmacién
para 1 < j < f. En efecto, por el lema 5.7 sabemos que cada funtor Extg(, (,Ci))7 es
finitamente presentado, entonces tenemos lo siguiente: .

(1) Para 4,j > 1, los funtores Ext%c—( (L K3))7 y Im(Extl(,pi)) son imdgenes epimor-
ficas de funtores finitamente presentados, en particular son finitamente generados.

(2) Por (1), Exté( ,K;11)7 es finitamente generado, se sigue que Im(Exth( ,q:i)) es
finitamente generado. Para i > 1, Ext’(, (, K;))7 es el cokernel de un morfismo entre un
funtor finitamente generado y un funtor finitamente presentado, se sigue que, para i > 0,
cada funtor Exté( , (, K;))7 es finitamente presentado.

(3) Hay una sucesién exacta

0 — Im(Exth(,¢:)) = ExtS(,(,Ci) 7 — ExtS(, Ki)7 — 0.

Por (2), Extfc( ,(, K;))7 es finitamente presentado. Entonces, por la sucesién exacta de
arriba y el hecho de que mod(7") es abeliana, se sigue que Im(Ext/( ,¢;)) es finitamente
presentado.

(4) Cada Extéfl( ,K;)T es una extensién de los funtores finitamente presentados
Im(Exté_l( ,Di)) Y Im(Exté( ,qi)), entonces, para i > 1, el funtor Exté_l( KT es
finitamente presentado. Continuando hacia atras por induccién, obtenemos la afirmacion.

De la sucesién exacta 0 — Ky — (,Cy) = M — 0 y de la sucesién larga de homologia
obtenemos una sucesion exacta

( K17 = (,(,C0))7 — (, M) = Extg(, K1) — Exte(, (,Co))r — -+

Usando el hecho de que (,( ,Co))7, Exta( , K1)7 v Exta(,(,Co))7 son finitamente
presentados, se sigue que ( , M)y es finitamente presentado, en particular finitamente
generado, lo que prueba que T es contravariantemente finito en mod(C). O

El reciproco de la proposicién previa esta contenido en la siguiente:

Proposiciéon 5.9. Sea C una variedad de annuli con pseudokerneles y T una subcategoria
plena de mod(C). Entonces ocurre lo siguiente:

(a) Si T es contravariantemente finita en mod(C), entonces T tiene pseudokerneles.

135



(b) Si T es covariantemente finita en mod(C), entonces T tiene pseudocokerneles.

(¢) Supongamos que T es una subcategoria de inclinacidn de mod(C). Entonces T tiene
pseudokerneles si, y sdlo si, es covariantemente finita en mod(C).

. . g . .y
Demostracion. (a) Sea Ty = Ty un morfismo en 7. Entonces existe una sucesién exacta en

mod(C), 0 — Ker(g) & Ty & Tp. Sea Ty LN Ker(g) una T-aproximacién. De aqui se sigue

hj ) .y p
que, la sucesion ( ,T5) 7 M) (,Tv)7r ﬂ> (,To)7 es una sucesién exacta de 7T-médulos,

y hemos probado que 7 tiene pseudokerneles.
(b) Es dual a (a).
(¢) Se sigue de (a) y la proposicién previa. O

Supongamos que C es una variedad dualizante y que T es una subcategoria de incli-
nacién de mod(C) con pseudokernles. Entonces, mod(C) tiene suficientes objetos proyec-
tivos, proj(C), y suficientes objetos inyectivos, inj(C), mientras mod(7") tiene suficientes
proyectivos, proj(7T). Denotemos con K+*(inj(C)) y K~ *(proj(T)) las correspondi-
entes categorfas homotopicas con homologia acotada. Usando argumentos estdndar (ver
[Miy]), existe una equivalencia de categorias triangualdas: D®(mod(C)) = K+°(inj(C)) y
D®(mod(T)) =2 K—*(proj(T)). El par de funtores adjuntos Blmod(c) Y —®T Imoa(7) tienen
funtores derivados R*?¢ : D’(mod(C)) — D®(mod(T)), L=° — @7 : D’(mod(T)) —
D®(mod(C)), formando un par adjunto. Entonces, toda la linea de argumentos usada para
probar la versién general del teorema de Happel puede ser usada para probar el siguiente:

Teorema 5.10 (Happel). Sea C una variedad dualizante y T una subcategoria de incli-
nacion generalizada de mod(C) que satisface la condicion (iii’) y tiene pseudokerneles.
Entonces:

(a) El par de funtores RT*¢ : D?(mod(C)) — D*(mod(T)) L™*—~&T : D’(mod(T)) —
D®(mod(C)) induce una equivalencia de categorias derivadas.

(b) La subcategoria plena {(( ,C), )1}cec de mod(T°P) es una categoria de inclinacion
que satisface la condicion mds fuerte (iii’), la cual es equivalente a la categoria C°P.

Observemos que en el teorema dado anteriormente se pierde la simetria, para poder re-
cuperarla necesitamos suponer que 7 es una variedad dualizante. En las proximas proposi-
ciones damos condiciones suficientes sobre 7 para que sea una variedad dualizante. Nece-
sitaremos la proposicién 2.6 de [AR2], en la cual se prueba que si C es una variedad
dualizante, entonces mod(C) también es dualizante.

Proposicién 5.11. Sea C una variedad dualizante y T una subcategoria funtorialmente
finita de mod(C). Entonces, T es una variedad dualizante.

Demostracion. para simplificar la notacién, ponemos B = mod(C). Como B es una va-
riedad dualizante, tiene pseudokerneles (ver [AR2 Teo. 2.4]), de aquf se sigue que mod(B)
es abeliana. Sea D : mod(B) — mod(B°?) una dulidad. Entonces, para cada objeto T en
T, el funtor B(,T) es un objeto en mod(B) y DB(,T) un objeto de mod(B°P). Sea

B(By, ) > B(By, ) —» DB(,T) =0

136



una presentacién de DB(,T) en mod(B°P).
(1) Afirmamos que DB(,T) estd en mod(7°P). En efecto, como T es covariantemente
finito, existe Ty en 7 y una sucesion exacta:

By L Ty — Coker(g) — 0,
la cual induce una sucesién exacta corta de 7 °P-mddulos
0— B(COkCI‘(g), )7’ — B(To, )7’ — ]_3)(B07 )7‘ — 0.

De manera similar, usando que 7 es contravariantemente finita, se sigue que existe un
morfismo Coker(g) — T, el cual induce un epimorfismo B(Tj), )7+ — B(Coker(g), )7 — 0.
Esto es: existe una sucesién exacta corta de 7 °P-mdodulos

B(Téa )T*)B(T()a )T*}B(Bm )7—4)0
Intercambiando By y Bi, obtenemos una sucesion exacta corta
B(Tllﬂ )T—>B(Tla )T_>B(Bl7 )T—>O

Como los funtores finitamente presentados son cerrados bajo cokerneles, se sigue que
DB(,T) es finitamente presentado.
(2) Si N es un T-médulo finitamente presentado, existe una sucesion exacta

B( aTl)T — B( 7T0)T — N — 0.
Después de dualizarla, obtenemos una sucesion exacta de 7 °P-mddulos
0— DN — DB(,To)r — DB(,T1) 7.

Como mod(T) es abeliana y DB( ,Ty)7 y DB(,T1)7 son funtores finitamentes presenta-
dos, por (1), se sigue que DN es finitamente presentado.

La prueba de que si N es un 7 °P-mddulo finitamente presentado, implica que DN es
un 7-moédulo finitamente presentado es dual. O

Atn no conocemos la respuesta de la siguiente:

Pregunta: Sea C una variedad dualizante y 7 una subcategoria de inclinacién de
mod(C), supongamos que 7 es una variedad dualizante,  la categoria T es funtorialmente
finita en mod(C)?.

En el dltimo teorema de la seccién vimos que si suponemos que 7 es una variedad
dualizante, entonces es funtorialmente finita y recuperamos la  simetria: existe una
subcategoria de inclinacién de mod(7°P), la cual es equivalente a C°P. M4s precisamente:

Teorema 5.12. Sea C una variedad dualizante, T una subcategoria de inclinacion de
mod(C) que satisface la condicion (iii’). Supongamos que T es una variedad dualizante
y sea 0 la subcategoria plena de mod(T°P) con objetos {(( ,C), )r}. Entonces, 0 es una
subcategoria de inclinacidn de mod(T°P) equivalente a C°P y el funtor ¢y : mod(T°P) —
mod(#) = mod(C®P), induce una equivalencia de categorias trianguladas

R’y : D®(mod(T°P)) — D’ (mod(C°P)).
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Demostracion. Como 6 y C°P son equivalentes, 0 es una variedad dualizante, en particular
tiene pseudokerneles, en concecuencia, tenemos las mismas condiciones que en el Teorema
5.10. 0

Mas adelante, en el proximo capitulo, veremos que para variedades dualizantes C,
cualquier subcategorfa de inclinacién de mod(C) satisface la condicién (iii’).
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Capitulo 6

Teoria de inclinacién y
categorias covariantemente
finitas

En el capitulo previo vimos que, para una variedad dualizante C, hay una definicién de
categoria de inclinacién generalizada, la cual nos permite probar una versién del Teorema
de Happel, para las categorias de funtores finitamente presentados. Entonces, es natural
buscar caracterizaciones de dichas categorias de inclinacion. Esta cuestion fue considerada
en el caso de dlgebras de artin por Auslander y Reiten en [AR1], donde usan resultados
de Auslander y Buchweitz [AB].

Nuestro proposito en esta seccion es extender estos resultados para variedades duali-
zantes. Mas precisamente:

Sea C una variedad Krull-Schmidt dualizante y 7 una subcategoria de inclinacién de
mod(C). Veremos que hay una biyeccién entre subcategoria de inclinacién de mod(C) con
pdim7 < n, tal que T es un generador de 7+, y subcategorias Z de mod(C) que son
covariantemente finitas y resolventes, tales que pdim(+%) < n.

Después veremos que si T es contravariantemente en mod(C), entonces la condicién
(iii’) se cumple.

La prueba de estos resultados, la damos siguiendo las lineas de los articulos [AB] y
[AR1]. Para beneficio del lector bosquejamos en las primeras secciones las definiciones y
resultados de estos articulos que usaremos, y mostramos que modificaciones necesitamos
para que los teoremas mencionados anteriormente se cumplan.

6.1. Aproximaciones y generadores proyectivos
A través de esta seccién C es una variedad de annuli con pseudokerneles. Las defini-
ciones tomadas en lo que sigue de la seccién fueron tomadas libremente del articulo escrito

por Auslander y Buchweitz [AB].
Cuando digamos que &7 es una subcategoria de mod(C) entenderemos que &7 es una
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subcategoria plena de mod(C), cerrada bajo sumas finitas en mod(C), y cerrada bajo
objetos isomorfos, i.e, cualquier objeto en mod(C) que es isomorfo a algin objeto en &7
es de nuevo un objeto en 7.

Diremos que una sucesién de morfismos

"'—)AH_l—)Ai—)AZ‘_l—)"'

en & es exacta, si vista como sucesiéon en mod(C) es exacta.
Supongamos que M es un objeto en mod(C). Se define & — resol.dim izquierda M
como el menor entero no negativo n tal que hay una sucesién exacta

0—-4, -4, 11— =24 —>M—=0

con A; en o7, si tal entero existe. Decimos que & — resol.dim izquierda M < oo si &/ —
resol.dim izquierda M = n para algin enterno no negativo n. La subcategoria plena de
mod(C) que consiste en todos los objetos M tales que &/ — resol.dim izquierda M < oo
se denotard con . Anélogamente, hay una definicién para &/ — resol.dim derecha M.
La subcategoria de mod(C) que consiste en todos los objetos M tales que & — resol.dim
derecha M < oo se denotaré con 7.

Para cada entero no negativo n, se denota con o, ala subcategoria plena de mod(C)
que consiste en todos los objetos M en mod(C), tales que & — resol.dim izquierda M < n
y ponemos 1 = 0. Nétese que 4370 = & y que i C o, para ¢ > 0. Dualmente,
para cada entero no negativo n, se denota con <7, a la subcategoria plena de mod(C)
que consiste de todos los objetos M, tales que o — resol.dim derecha M < n y ponemos
o/ 1 = 0. También se cumple o = & y o, C 4, para i > 0.

Finalmente decimos que una subcategoria & de &7 es un generador para < si, para
cada objeto A en &, existe una sucesién exacta 0 -+ A’ -+ B —- A — 0 en <« con B en
. De manera dual, tenemos el concepto de una subcategoria que es co-generador de <.

A lo largo de esta seccién % es una subcategoria de mod(C), aditivamente cerrada,
cerrada bajo extenciones, y w es una subcategoria de %, la cual es aditivamente cerrada y
es un generador de %. Sélo usaremos % -resoluciones derechas, por lo cual, dado cualquier
objeto M en mod(C), # — resol.dimM servird para denotar la dimensién de resolucién
derecha de M.

En [AB Prop. 2.1] estd probado el dual del siguiente teorema.

Teorema 6.1. Para cada C en & hay sucesiones exactas:

0-C—-YY = X% 0, (6.1)
0—=Ye > Xec—C—0,

conYo y Y en% y XC y Xco en @.
Haciendo una variacién del teorema 6.1 tenemos la siguiente:
Proposicién 6.2. Para cada C' en %, n > 0 hay sucesiones exactas:

0-C =YY= X% =0, (6.2)
0—>Ye > Xeg—>C—0,

con Yo, YC en % y X en @,_1, X en Op.
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Demostracion. La demostracion se hace por inducciéon sobre n = % — resol.dimC'. Si
0 = & — resol.dimC, entonces C' estd en &, y como w es un generador de %, hay una
sucesién exacta 0 Y — W — C — 0 en &, esta sucesién junto con la sucesion exacta
0 — C = C — 0 — 0 satisfacen el caso n = 0.

Supongamos que n > 0y que la proposicién es cierta paran—1. Si n = # —resol.dimC,
entonces tenemos una sucesién exacta 0 — C — Y0 L y1 ... 5 yn 0, con Y en
% . Sea K = Im(dp), entonces % — resol.dimK = n — 1 y por hipotesis de induccién hay
una sucesion exacta

0=-Yy - Xg K —=0 (6.3)

con Xk en w,_1y Yx en . Tenemos el siguiente diagrama exacto de producto fibrado:

como % es cerrada bajo extensiones, tenemos que U esta en %. Por lo cual tenemos una

sucesién exacta
0->C—->U—Xg—0 (6.4)

con U en % y Xk en w,_1. Esto prueba una parte de la Proposicién.
Como U estd en % y w es un generador de ¢ entonces hay una sucesion exacta

0=-Y =W —=U—=0 (6.5)

con Y’ en % y W en w. De la sucesiénes (6.4) y (6.5) tenemos el siguiente diagrama exacto
conmutativo de producto fibrado:

0 0
Lo
Y/:Y/
Lo
00— Z—=>W->Xg —0
oL
0—C —=U—-Xg—0
[
0 0
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Como W estd en wy Xk estd en w,_1, de la sucesién exacta 0 - Z — W — Xg — 0 se
sigue que Z esta en w,, por lo que finalmente tenemos una sucesién exacta

0=-Y -Z—-C—=0

conY' en %y Z en w,. O

Regresemos al teorema 6.1 y la proposicién 6.2 por un momento. Si C' es un objeto de
% , decimos que la sucesién (6.1) es una #-aprozimacion izquierda de C, mientras que si
C es un objeto en %, decimos que la sucesién (6.2) es una %,,-aprozimacion izquierda del
objeto C.

En el resto de esta seccién ponemos C = mod(C).

Sean A y B dos objetos en C. Si existe un entero n, para el cual Exti(A,C) = 0,
para toda i > 0, entonces el menor de tales enteros es llamado la A-dimension inyectiva
de C (que se denota A — inj.dimC), o la C-dimensidn proyectiva de A (que se denota
C — proj.dimA). De otro modo se define A — inj.dimC = oo = C — proj.dimA. Si £
es una subcategoria de C, para cada A en C se define A — inj.dimZ# como el méaximo
(en Z U {o0}) de A — inj.dimB para cada B en %. Dualmente, para cada C en C, se
define C' — proj.dimZ como el maximo de C' — proj.dimB para cada B en #. Claramente
A — inj.dim#B = # — proj.dimA.

Supdngase que &7 y A son subcategorias de C. Entonces se define &/ —proj.dim% como
el maximo de A — proj.dimB, para toda A en & y toda B en A. Se define de manera dual
&/ —inj.dimZ como el maximo A —inj.dimB para toda A en &/ y toda B en %A. Otra vez,
es claro que &7 — inj.dim% = £ — proj.dim.es.

Si para tales subcategorias tenemos que &/ — inj.dim%Z = 0 = & — proj.dim.«/, se dice
entonces que &7 es ortogonal izquierdo a %y P es ortogonal derecho a . Consecuente-
mente, si & consta de todos aquellos objetos A para los cuales A — inj.dim4%, se dice que
o es el complemento ortogonal izquierdo de % en C, denotado &/ =+ . Dualmente, el
complemento ortogonal derecho de .7 en C, denotado como &7, es la subcategoria de que
consta de todos los objetos B en C para los cuales & — inj.dimB = 0.

No resulta dificil ver que los complementos ortogonales son subcategorias de C que
son aditivamente cerradas, exactas, y que en el complemento ortogonal izquierdo +% es
cerrado bajo kerneles de epimorfismo, mientras que el complemento ortogonal derecho .o -
es cerrado bajo cokerneles de monomorfismos. Ademds -2 los contiene a todos los objetos
proyectivos de C, dualmente, &7 los contiene a todos los objetos inyectivos de C.

Regresando a nuestras subcategorias w y % de C decimos que w es un generador
proyectivo para % si % — proj.dimw = 0, i.e, w C+ #.

En [AB Prop.2.1] estd probado el dual de la siguiente

Proposicién 6.3. Dado un objeto C' en %, donde % es una subcategoria exacta aditi-
vamente cerrada de C y w un generador proyectivo de %, las siguientes son equivalentes
para cualquier entero n > 0:

(a) # — resol.dimC = n,
(b) C — proj.dimw = n,

(¢) C — proj.dimw = n,
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(d) Extp™(X,C) =0, para todo X en .

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre n = % — resol.dimC'. Supéngase
primero que n = 0.

(a) implica (b). Sin = 0, entonces C estd en %, y como w C+ % entonces Ext’(w, C) =
0, para i > 0.

(b) implica (c). Se sigue del argumento de cambio de dimensién usual.

(c) implica (d). Es la definicién de C — proj.dimw

(d) implica (a). Como C' estd en % entonces se sigue del teorema 6.1 que hay una
% -aproximacién 0 = C =YY = X - 0, con X¢ en @&y Y% en %, la cual se escinde
por (d). Luego C es sumando de Y¢ y finalmente C' estd en .

Para el paso de induccién solo probaremos (d) implica (a), las otras son més a menos
inmediatas. Supéngamos que n > 0y que es cierta la siguiente afirmacién: si Extg (X, C) =
0 para toda X en w entonces % —resol.dimC' = n—1. Se quiere probar que Extg'*'1 (X,C) =
0 para toda X en @ implica que % — resol.dimC = n. Como C estd en %, por el teorema
6.1 hay una sucesion exacta

0-C—-YY5X%>0 (6.6)

con YC estd en # y X© estd en @. Nétese que X© estd en % , por lo que si se prueba que
Ext?(X, X%) = 0 para todo X en & entonces Z — resol.dimX® = n — 1 por hipétesis de
induccién, y de la sucesién (6.6) tendriamos que

% — resol.dimC = % — resol.dimX + % — resol.dimY® = n

Sélo falta probar la afirmacién: Extg(X, X) = 0 para todo X en @. En efecto, sea X
en w, entonces hay una sucesion exacta

O=-X—-Wy—--—=W, =0

con W; en w. Como w Ct %, un argumento usual de cambio de dimensién muestra que
Exty (X, YY) = 0 para todo i > 0. Por hipétesis tenemos que Extg'H(X, C) = 0. Entonces
de la sucesién (6.6) y de la sucesién larga de homologia tenemos que

s 0= Extd(X, YY) = Ext3(X, XY) - Extp T (X,0) =0
y Ext?(X, X%) = 0 como se querfa. O
Corolario 6.4. % — proj.dimw = 0.

Demostracion. Para todo C en Y se cumple que # — resol.dimC = 0 y por la proposicién
(6.3) se sigue que C — proj.dimw = 0 y finalmente # — proj.dimw = 0. O

Obsérvese que % — proj.dimw = 0 significa que Exté(d),@) = 0, para i > 0. Como
W, C &, para todo n > 0, se sigue que Ext; (@, %) = 0, es decir, tenemos el siguiente:

Corolario 6.5. # — proj.dimw,, = 0, para todo entero n > 0.

Teorema 6.6. Sea 0 — C 2% YC - XC - 0 una Y -aprozimacion de C en ¥ . Entonces
para cada 'Y en % tenemos:
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(a) 0 — Home(X%,Y) — Home(YC,Y) — Hom(C,Y) — 0,
(b) jo induce isomorfismos Exts(YC,Y) = Exti(C,Y), para todo i > 0.

Demostracion. Por el corolario 6.4 tenemos que % — proj.dimw = 0, i.e, Exti(XC, Y)=0,
para toda i > 0, pues X estd en @. O]

Haciendo una pequena variacion del teorema anterior y usando el hecho de que % —
proj.dimw,, = 0, para n > 0, tenemos el siguiente :

Teorema 6.7. Sea 0 — C 2% YC — XC 5 0 una %, -aproximacion de C en .
Entonces para cada Y en % tememos:

(a) 0 — Home (X%, Y) — Home (Y9, Y) — Home(C,Y) — 0,
(b) jo induce isomorfismos Exth(YC,Y) = Exts(C,Y), para todo i > 0.
En la proposicién 6.2 se probé que, para n > 0, todo objeto C en %, tiene una %,-
aproximacién 0 - C — Y¢ — X% — 0, con X¢ en w,_1. La siguiente proposicién

caracteriza a @, como una subcategoria de %, probando que @, =+ # N%,,. La siguiente
es una variacién de [AB Prop.3.6]

Proposicién 6.8. Para un objeto C' en %, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) C estd en oy,
(b) ¥ — proj.dimC = 0, esto es, C estd en ~% N %,.

(c) Sea 0 — C =YY = X — 0 una %,-aprozimacion, es decir, YC estd en % y X©
en On_1. Entonces YC estd en w.

Antes de ver la demostracién de la proposicion 6.8 necesitaremos el siguiente
Lema 6.9. Sea Y en . Si % — proj.dimY = 0, entonces Y estd en w.

Demostracion. Como w es un generador proyectivo de %, tenemos hay una sucesién exacta
0—=Y =W =Y = 0en %, con Wenw. Si # — proj.dimY” = 0, entonces, para toda
i > 0, tenemos que Ext, (Y, %) = 0 y la sucesion se escinde, i.e, Y es sumando de W. [

Demostracion de la Proposicion 6.8. Veremos primero el caso n = 0. Aqui &g = w, y
%, = % . Entonces suponemos que C' estd en &

(a) implica (b). Si C estd en wy = w entonces por definicién de generador proyectivo
wCt ¥, ie, & — proj.dimC = 0.

(b) implica (c). Como C estd en %, entonces # — proj.dimC = 0 implica que C estd en
w, por el lema 6.9. Por lo que si

05C =YY= 0—0
es una %-aproximacion, entonces Y¢ = C estd en w.

(c) implica (d). Es evidente.
Sin > 0.
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(a) implica (b). Si C estd en &y, entonces # — proj.dimC = 0, por el corolario 6.5 .

(b) implica (c). Supongamos que Exts(C, %) = 0 para todo i > 0. Consideremos una
%, -aproximacién de C, 0 — C — Y¢ — X¢ — 0, entonces, por el corolario 6.5 tenemos
que Exts (X, %) = 0. De la sucesién larga de homologia se sigue que Ext} (Y, %) = 0, para
todo i > 0. Por el lema 6.9 tenemos que Y¢ estd en w, entonces para la %,-aproximacion
0—=C =YY= XY= 0 se tiene que C estd en @,.

(c) implica (d). Es evidente.

O

6.2. Categorias covariantemente finitas y categorias de
inclinacién en mod(C)

En esta seccién C es una K-variedad Krull-Schmidt dualizante. Por [AR2 Prop. 2.6]
mod(C) vuelve a ser una K-variedad dualizante. Segin se probé en el capitulo 1, mod(C)
es una K-variedad Krull-Schmidt, i.e, mod(C) es una K-variedad Krull-Schmidt dua-
lizante. Como mod(C) es una categoria Krull-Schmidt, se sigue que cualquier subcategoria
C aditivamente cerrada de mod(C) es Krull-Schmidt, y por consiguiente los objetos en
mod(C) tienen cubiertas proyectivas.

Bajo las condiciones ya mencionandas anteriormente se desea estudiar la relacién entre
subcategorias covariantemente finitas y co-resolventes de mod(C) y las subcategorias de
inclinacién generalizadas de mod(C), generalizando los resultados de M. Auslander y e L.
Reiten. Los resultados aqui expuestos, los obtenemos siguiendo el articulo [AR1].

6.2.1. Subcategorias covariantemente y contravariantemente fini-
tas

Sea 2" una subcategoria en mod(C). Se dice que un morfismo f : X — F en mod(C),

h) o
con X en 27, es una Z -aprozimacion derecha de F, si ( ,X)a (~—u—> ( ,Flawa — 0
es una sucesion exacta de £ -médulos. Dualmente, sea % una subcategoria de mod(C),
un morfismo g: FF — Y, con Y en %, es llamada una % -aproximacion izquierda de F, si

Y, o 9 )w, (F, )ar — 0 es una sucesién exacta de #’-médulos.

Recordemos que un morfismo f: X — Y es un morfismo minimo derecho, si que para
cada morfimo g en End(X), la igualdad fg = f implica que g es un automorfismo. De
manera dual se tiene el concepto de morfimos minimo izquierdo. Asi, una 2 -aproximacion
h: X — F es minima si, h es un morfismo minimo. De manera dual, se tiene el concepto
de % -aproximacién minima izquierda.

Se sigue inmediatamente, a partir de la definicién, que dos 2 -aproximaciones minimas
derechas izquierdas f; : X; — F, i = 1,2 son isomorfas en el sentido de que existe un
isomorfismo h : X7 — Xs tal que fih = fo. De manera dual, dos % -aproximaciones
minimas de F' son isomorfas.

Se usard fr : Xp — F (gr : F — YT ) para denotar una .2 -aproximacién derecha
(izquierda) de F'. Una subcategoria 2~ de mod(C) es contravariantemente (covariante-
mente) finita en mod(C) si todo objeto F' en mod(C) tiene una £ -aproximacién derecha
(% -aproximacién izquierda).

145



Lo primero que se verd es que, si 2 es una subcategorfa de mod(C) aditivamente
cerrada, entonces la existencia de una £ -aproximacién minima derecha f : X — C
implica la existencia de una Z -aproximacién minima derecha.

Proposicién 6.10. Sea f : X — C un morfismo en mod(C). Entonces, existe una
descomposicion X = Xo[[ X1 tal que f|Bo es minimo derecho y f|By =0
Demostracion. Sea F' = Coker(( , X) LD, (,C)), entonces tenemos una sucesién exacta
en mod(mod(C))

P S LN (o) Iy
Como mod(C) es una variedad Krull-Schmidt hay cubiertas proyectivas en mod(mod(C)),
y por lo tanto hay una descomposicién de C' = Cy [ Co, tal que 7o = «|( ,Co) : ( ,Ch) —
F — 0 es una cubierta proyetiva de F. Si Ky = Kermg, entonces hay un epimorfismo
( ,X) — Kermy y por lo tanto, hay una descomposicién de X = Xo[[X; tal que
( ,Xo) — Kermp es una cubierta proyectiva. Por lo cual, no resulta dificil ver que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo exacto, con columnas que se escinden:

(7f1)
(,X1) —— (,04) ——— 0

4 4
(., X1 HXO)( 7f)( ,01]_[00) " F 0
¥ ( fo) + 7o H
( 7X0) ’—>( 700) F 0

Entonces, f puede escribirse como:
_ (i 0 _
=% fo =X [[Xo—= i []Co

tal que ( ,Xo) (‘—fg)% ( ,Cy) ™ F — 0 es una presentacién proyectiva minima de

Fy(,Xy) L), ( ,C1) — 0 es un epimorfismo que se escinde. Se sigue que hay una

descomposicién X7 = X [[ Xy tal que f1 = (h 0) : X1 [[ Xy — C1 y h es un isomorfismo.
Entonces, si ponemos By = Xo [[ X] y B1 = X7, tenemos

_(fo O
y claramente f|B; = f1|B1 =0.

Se afirma que f|Bj es un morfismo minimo derecho. En efecto, sea g un morfismo

g= (Z Z) X [] X1 - X [T X4

tal que (f|Bo)g = f|Bo. Se sigue que
foa  fob\ _ (fo O
he hd)  \0 h
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v foa = fo. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

( 7X0)( 7%fo)( 700)( Lf;))( 7F) WO} 0

(ol I |

CLxof U cof 2% ) 0

Por la propiedades que tienen las presentaciones proyectivas minimas se sigue que ( , a)
es isomorfismo, y como h es iso se sigue que ¢ = 0 y que d = 1x/, de modo que g es una
matriz invertible, lo que muestra que fp es minimal. O

Corolario 6.11. Sea Z  una subcategoria cerrada bajo sumandos y contravariantemente
finita de mod(C). Entonces todo objeto en mod(C) tiene una 2 -aproximacion minima
derecha.

Demostracion. Sea C un objeto en mod(C) y f : X — C una % -aproximacién. Por
la Poposicién 6.10 hay una descomposicion X = X, [[ X1 tal que f|X; es minimo y
f1X1 =0. Como £ es aditivamente cerrada X estd en 2" nuevamente. Sélo falta ver que
f1Xo : Xo — C es una 2 -aproximacién derecha. Sea h : X’ — C un morfismo con X’ en
&, entonces existe un morfismo g : X’ — X tal que fg = h. Poniendo f = (f|Xo f|X1)
tenemos claramente que el siguiente es un diagrama conmutativo

() X
lh
XOHXl 2 e

\(1 O%Xo
Xo

es decir f|Xogo = h, como X es cerrada bajo sumandos X es un objeto de 2" y se sigue
que f|Xo: Xo = C es una £ aproximacién minima derecha. O

No se enuncia el dual del corolario 6.11, el cual se puede demostrar de la misma forma
y se usara con toda libertad.

Lema 6.12 (Wakamatsu). Sea 2" una subcategoria de mod(C) la cual es cerrada bajo
extensiones. Sea C un un objeto en mod(C)

(a) Si0 - Y hox Ly C es exacta con f una Z -aproximacién minima derecha,
entonces Extg(2,Y) =0, i.e, Extg(X',Y) = 0 para todo X' en 2.

(b) Si C % X = Z = 0 es exacta con g una Z -aproximacion minima izquierda,
entonces Extg(Z, Z7) = 0.

Demostracion. Sélo se probard la parte (a) y la otra se seguird por dualidad.
(1) Sea X LN Im(f) 2, C la factorizacién de f por su imagen. Como f es una 2 -

X ,j .
aproximacion, se sigue que Hom(.2", Im ) M Hom(.Z", C) es un isomorfismo de grupos

abelianos y Coker(2°,h) = (27, C).
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(2) El morfismo inducido por h, Extg (2, k) : Extg(2,Y) — BExtg(2,X), es el
morfismo 0. En efecto, sea X' en 2"y ¢ : 0 =Y — W — X’ — 0 un elemento de
Exté(X "Y', entonces tenemos el siguiente diagrama exacto de coproducto fibrado

o
i}

S+ <o
1=

N - o
1=

1l
Q=0Q

1
1~

O
I
S

donde Ext& (X', h) (i) esta representado por la sucesién exacta : 0 — X — Z — X’ — 0.

Basta ver que Extg (X', h)(¢) se escinde. Pero Z estd en 27, pues 2 es cerrada bajo

extensiones, de modo que f’ se factoriza por f, pues f es una 2 -aproximacién de C, i.e,

existe un morfismo ¢’ : Z — X tal que f¢’ = f’. Entonces ¢'g es un elemento en End(X)

vy f(g'g) = (f'g) = f. Como f es minimo, entonces ¢’g es un automorfismo y g se escinde.
(3) Considerese la sucesién exacta

05Y 4 X B Im(f) >0 (6.7)

Por la parte (2) tenemos que ImExtg (.27, h) = 0. Después de aplicar (27, ) a la sucesién
(6.7) y usar la sucesién larga de homologia tenemos

0 — Coker(2',h) — (2, Im(f)) % Ext5(2,Y) = 0

pero por la parte (1) tenemos que Coker(:2", h) = (2", Im(f)), por lo que Extg(27,Y) = 0
como se queria O

Se vera como pueden construir subcategorias convariantemente o contravariantemente
finitas a partir de otras subcategorias covariantes o contravariantemente finitas. Para
comenzar esa discusion, a partir de este momento, 2"y % de mod(C) denotan subcate-
gorias plenas de mod(C) que son cerradas bajo sumandos e isomorfismo. De este modo, si
un objeto F' en mod(C) tiene una %2 -aproximacién derecha (resp. izquierda), entonces F
tiene una aproximaciéon minima derecha (resp. izquierda), por el corolario 6.11.

Proposicién 6.13. Supdngase que 2 es una subcategoria de mod(C) cerrada bajo ex-
tensiones y % la subcategoria de mod(C) consistente de todos los objetos Y tales que

EX‘LE(%,Y) = 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un objeto F en
mod(C).

(a) Extg( , F)|2 es un funtor finitamente generado de 2 a los grupos abelianos.
(b) Hay una sucesion exacta 0 - F %Y — X — 0, con g una aprozimacién minima

izquierda de F' con X en % .
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Demostracion. (b) implica (a). De la sucesién exacta
(2,Y) = (Z,X) = Extg(2,F) = Extg(2,Y) =0

se sigue el epimorfismo ( , X)|2 — Extg( , F)|2 — 0.

(a) implica (b). Nétese que como estamos suponiendo que 2~ es cerrada bajo sumandos,
entonces, es una categoria Krull-Schmidt y los Z"-médulos tienen cubiertas proyectivas.
Como Extg( ,F)|.2 es finitamente generado tiene una cubierta proyectiva (, X) %
Extg( , F)|2 — 0. Sea ¢(1x) la sucesién exacta 0 =+ F 5 Y — X — 0.

El morfismo F % Y es minimo. En efecto, sea h : Y — Y es un morfismo tal que
hg = g, veamos que h es isomorfismo. Existe un morfismo k' : X — X que hace conmutar

el siguiente diagrama con renglones exactos

0o Fidvy x>0

nghw
O—-F>Y->X-—->0

tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

(V2 — (,X)|2 5 ExtL( ,F)|& — 0
()] (B I
( N2 — (,X)|2 5 Bxty( ,F)|2 — 0

De la igualdad ¢( ,h') = ¢ se sigue que ( , k') es isomorfismo, y por lo tanto A’ es iso,
finalmente se sigue del lema del tres que h es isomorfismo.
Si se supone que Y estd en %, entonces se tiene una sucesion exacta

(Y, |% — (F ,)|% — ExtL(X, )% =0

y entonces, % es covariantemente finita, y la prueba estaria completa pues X estd en 2.
Asi que, se procederd a demostrar que la Y en la sucesién exacta 0 - F - Y — X — 0

estd en . Se probard que cualquier sucesién exacta 0 — Y ER U — X' — 0 se escinde.
Dada una sucesién de este tipo, nos induce el siguiente diagrama exacto de coproducto
fibrado

Q

- X =0

+ X' =0

{

e}
1
O H<— <<+ g+—o
+ 1=
O+ ST m<—o
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Como % es cerrado bajo extensiones, se tiene que W esta en 2. Del hecho de que
( ,X)|2 — Extg( ,F)|2 — 0 es exacta implica que hay un diagrama conmutativo:

O—=>F->U->>W-=>0

e, 44
0O—->F=>Y>X—-0

Por lo cual, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 F3y x>0

[ A
0O0—-F->U-=>W=20
[

0-F3y x>0

Como g : F — Y es minimal izquierdo, entonces debe tenerse que la composicion de
morfismos Y L U — Y es isomorfismo, por lo cual f se escinde, y por lo tanto la sucesion

exactaO%YLU%X’%OseescindeyYestzien@. O
Como consecuencia inmediata se tiene el siguiente corolario

Corolario 6.14. Sea 2" una subcategoria de mod(C) cerrada bajo extensiones y sea % la
subcategoria de mod(C) consistente de los objetos Y tales que Exts(2°,Y) = 0. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) El funtor Extg( , F)|2Z es finitamente generado para todo F en mod(C).

(b) La categoria % es covariantemente finita en mod(C) y si0 - F LY — X =0 es
exacta, con g una aprorimacion minima izquierda, entonces X estd en 2 .

Demostracion. Sélo se prueba (a) implica (b). Como en la demostracién de (a) implica
(b), de la demostracién de la proposicién 6.13, si ( ,X')|2" % Extg( ,F) — 0 es
exacta, con X’ en 2, entonces la sucesién exacta o(1x/) : 0 = F L5V — X' -0

’
g . 2z s .
es tal que ' — Y es una % -aproximacién minima y X’ estd en 2. Entonces, como las
aproximaciones minimas izquierdas son isomorfas, debemos tener que Y 2 Y’  y por lo
tanto X = X', como se queria. O

Notese que como se define # en la proposicién 6.13 contiene a todos los inyectivos,
por lo tanto todas las % -aproximaciones izquierdas son monomorfismos, nétese tambien
que % es cerrado bajo extensiones.

Se enuncian sin pruebas los duales de la proposicién 6.13 y de su corolario.

Proposicién 6.15. Supongamos que % es una subcategoria de mod(C) cerrada bajo
extensiones y 2 la subcategoria de mod(C) consistente de todos los objetos X tales
que Exté(X, %) = 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un objeto F' en
mod(C).

(a) Extg(F, )| es un funtor finitamente generado de % a los grupos abelianos.
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(b) Hay una sucesidn exacta 0 =Y — X ENg 2B 0, con f una aproximacion minima
derecha de F con'Y en ¥ .

Corolario 6.16. Sea % una subcategoria de mod(C) cerrada bajo extenciones y sea 2 la
subcategoria de mod(C) consistente de los objetos X tales que Ext&(X, %) = 0. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) El funtor Extg(F, )|% es finitamente generado para todo F en mod(C)

(b) La categoria Z" es contravariantemente finita en mod(C) y si0 - Y — X L Frso
es exacta con [ una aprorimacion minima derecha, entonces Y estd en ¥ .

Tenemos la siguiente consecuencia facil de estos resultados

Proposicién 6.17. Supongamos que J es una subcategoria de mod(C) la cual es cerrada
bajo extenciones, tal que Extg( , F)|T es finitamente generado para todo F en mod(C).
Entonces tenemos lo siguiente:

(a) La subcategoria % = {Y en mod(C)|Extg(.7,Y) = 0} es covariantemente finita en
mod(C), cerrada bajo extensiones, y contiene a todos los C-mddulos inyectivos.

(b) La subcategoria 2 = {X en mod(C)|Extg (X, %) = 0} es contravariantemente fini-
ta cerrada bajo extensiones y contiene a 7, asi como a los todos los C-mddulos
proyectivos.

(¢) Para cada F en mod(C), hay sucesiones ezactas 0 — F L YF  TF 5 0y

0—>Yr — Xp ENg 2N 0 con g una % -aprozimacion minima izquierda y T en 7
y con f una Z -proximacion minima derecha

(d) # = {F en mod(C)[Ext& (2, F) = 0}.

Demostracion. (a) Es consecuencia inmediata del corolario 6.14. Nétese que al tener %
a todos los inyectivos, toda % -aproximacién izquierda es monomorfismo. Ademas % es
aditivamente cerrada, por lo cual para cada objeto F' en mod(C) hay una sucesién exacta

0 FLYFT7F 50

tal que g es una % -aproximacién minima izquierda y T* estd en .7, nuevamente por el
corolario 6.14.

(b) Claramente 2" contiene a .7 y a los proyectivos. Por la parte (a) ¢ es aditivamente
cerrada y cerrada bajo extensiones. Solo basta ver que Extg(F, )|# es finitamente gene-
rado para cualquier objeto F' en mod(C) y el resto de la afirmacién se seguird del corolario
6.16. En efecto, sea P — F' — 0 la cubierta proyectiva de F, entonces hay una sucesién
exacta corta 0 - K — P — F — 0. Ahora bien, por la parte (a) hay una sucesién exacta

0K LYK 1K 590
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tal que ¢ es una % -aproximacién minima izquierda de K y TX estd en 7. Asi, tenemos
el siguiente diagrama exacto de coproducto-fibrado

!
!

o=
l
o

!

o
{
o%i%i%h%o
1
o(—i%k%“@(—o
!
!

como TK estd en .7 C 2 y usando el hecho de que 2 contiene a P y es cerrada bajo
extensiones, tenemos que X estd en 2. Se sigue de la sucesién exacta 0 — Y% — X —
F — 0 y de la sucesion larga de homologia, la siguiente sucesién exacta:

(X, )% — (YE, % — Ext'(F, )|# — Ext’(X, )|# =0,

es decir, Exts(F, )|% es finitamente generado.
(c) En (a) se probd la existencia de la sucesién

0 FLYF 5T7F 50

con g una #%-aproximacién minima izquierda y TF en .7. También se probo en (a) que
% es cerrada bajo extensiones y en la parte (b) se probé que Ext(F, )|# es finitamente
generado. Como £ es cerrada bajo sumandos ademas de contener a todos los proyectivos,
se sigue del corolario 6.16 que existe una sucesién exacta

05 Yr = Xp s F =0

con f una Z -proximaciéon minima derecha y Yz en &

(d) Si Y es un objeto de % entonces claramente Extg (27, Y) = 0, de acuerdo como se
define 2" en (b), entonces Y estd en {F en mod(C)|Ext&(2°, F) = 0}. Supongamos que
F es un objeto en mod(C) y es tal que Extg (2, F) = 0, entonces como .2~ contiene a .7,
tenemos que Extg (7, F) =0, y F estd en % de acuerdo a como se define % en (a). [

Noétese que puede dualizarse la proposiciéon 6.17 y se establece sin demostracién y
se usard cuando sea necesario. Una aplicacién de la proposicién 6.17 y de su dual es la
siguiente:

Proposicién 6.18. Considerense & y % subcategorias de mod(C) que satisfacen X
estd en X siy solo si Exte(X, %) =01y Y estd en % siy solo si Extg(2,Y) = 0. Sea
w=2Z N¥, entonces tenemos lo siguiente:

(a) La categoria % es covariantemente finita en mod(C) si, y solo si, 2" es contrava-
riantemente finita en mod(C).
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(b) Si & es covariantemente finita, entonces para cada F en mod(C) hay sucesiones

exactas:()%F&YF%XF%OyO%YF%XpLF%O, donde g es una % -
aprozimacidn minima izquierda, con X en X y f es una X -aprozimacion minima
derecha, con Yr estd en %'.

(¢) Extg(w,w) = 0.
(d) Supongamos que % es covariantemente finita en mod(C). Entonces,

(i) Para cadaY en %, hay una sucesion exacta 0 =Y - w =Y — 0 en &, con
w en w.

(ii) Para cada X en X, hay una sucesion exacta 0 - X - w — X' = 0 en &,
con w en w.

Demostracion. (a) Para poder usar la proposicién 6.17 para mostrar que, 2 contrava-
riantemente finita en mod(C) implica que & es covariantemente finita, sélo necesita ob-
servarse que, 2  contravariantemente finita en mod(C) implica que Extg( , F)|2 es
finitamente generado, para todo F en mod(C). El resto de (a) se seguird por dualidad.
Supongamos que Z es contravariantemente finita. Nétemos que 2~ es cerrada bajo ex-
tensiones y contiene a todos los proyectivos, por lo cual toda % -aproximacién derecha en
mod(C) es un epimorfismo. Observemos que % contiene a todos los inyectivos y que es

cerrada bajo extensiones. Sea 0 — F' 2y I 1a envolvente inyectiva de F, entonces hay una
sucesion exacta .
0 — F — I — Coker(h) — 0.

Como 2 es cerrada bajo sumandos hay una sucesién exacta
0 — Kerf — X L5 Coker(h) — 0

donde X L& Coker(h) es una % -aproximacién minima derecha y por el Lema de Waka-
matsu Ext& (27, Ker(f)) = 0, i.e., Ker(f) estd en &
Luego, tenemos el siguiente diagrama exacto de producto fibrado:

0 0
4 +
Ker(f) = Ker(f)
v +
0 F Y X 0
I Iy
0 F I — Coker(h) — 0
+ +
0 0

Como % es cerrada bajo extenciones, y el hecho de que I y Ker(f) estdn en %, se
sigue que Y esta en &. Entonces, tenemos un sucesion exacta

0-F—->Y—>X—>0
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conY en% y X en &
Por la sucesién larga de homologia se tiene la siguiente sucesion exacta

( W2 = (,X)|2 = Extg( ,F)|2 = Extg(,Y)|2 =0

es decir, Ext'( , F)|.2 es finitamente generado.

(b) Es consecuencia de la proposicién 6.17.

(c) Es consecuencia de la definicién de w.

(d)(i) Sea Y en #. Como # es covariantemente finito sabemos de (b) que hay una
sucesién exacta 0 - Y — X — Y’ — con X en &', como ¥ cerrada bajo extensiones
entonces X estd en w. (ii) se prueba de amanera andloga a la parte (i). O

Como consecuencia tenemos la siguiente:

Proposicién 6.19. Sea % una subcategoria covariantemente finita de mod(C) cerrada
bajo extensiones que contiene a los inyectivos. Si 2 = {X en mod(C)|Exts(X, %) = 0}.
Entonces % = {F en mod(C)|Extg (2, F) = 0}

Demostracion. Es claro  que % estd contenido en {F en mod(C)|Extg (2, F) = 0}.
Supongase que Ext};(ﬁ&’,F) = 0. Como Y es covariantemente finita, hay una %'-
aproximacién izquierda F 2% Y| la cual es monomorfismo pues % contiene a todos
los inyectivos. Como % es cerrada bajo sumandos tenemos una sucesién exacta

0— F 2 YF - Coker(gr) — 0 (6.8)

con F 25 YF una @ -aproximacién minima izquierda, tal que Coker(gp) estd en 2 por
el Lema de Wakamatsu. Entonces la sucesién (6.8) se escinde y F estd en &%/ O

6.2.2. Subcategorias co-resolventes

Sean 2"y % subcategorfas de mod(C), no resulta dificil verificar que 2~ Ct (2'+) y
que & C (%), pero no necesariamente 2 =1 (2°1), ni # = (+1%)L. En esta parte se
estudian ciertos tipos de subcategorias 2 y %, en las cuales se da la igualdad. Mas aun
se verd que hay una biyeccién entre este tipo de subcategorias.

Sea una subcategorfa C de mod(C), decimos que C es una subcategoria resolvente de
mod(C) si satisface las siguientes tres condiciones: (a) es cerrada bajo extensiones, (b)
es cerrada bajo kerneles de epimorfismos, y (c) contiene a los proyectivos. En la seccién
anterior se vio que dada cualquier subcategoria C de mod(C), el complemento ortogonal
izquierdo 1C es una subcategoria de mod(C) que es resolvente.

Dualmente, dada una subcategoria C de mod(C), decimos que C es una subcategoria
co-resolvente de mod(C) si satisface las siguientes tres condiciones: (a) es cerrada bajo
extensiones, (b) es cerrada bajo cokerneles de monomorfismos, y (c) contiene a los in-
yectivos. En la seccién anterior se vio que dada cualquier subcategoria C de mod(C), el
complemento ortogonal derecho C* es una subcategoria de mod(C) que es co-resolvente.

El proposito de esta seccién es ver que hay una biyeccién entre subcategorias cova-
riantemente finitas y co-resolventes de mod(C) y subcategorias contravariantemente finitas
y resolventes.

154



Lema 6.20. Supongamos que Z una subcategoria resolvente de mod(C). Sea ¥ =
{Y en mod(C)|Exte(2,Y) = 0}. Entonces,

(a) & = X+,

(b) & es una subcategoria coresolvente de mod(C).

Demostracién. (a) Claramente 2+ C %. Sélo necesita probarse que Extg(2,Y) =0
para todo Y en % implica que Ext(27,Y) =0, paratodo Y en % y i > 0. Sea X en 2

y sea - - - 6—2> Py 6—1> P 6—°> Py — X — 0 una resolucién proyectiva minima de X. Como %
es resolvente es cerrada bajo kerneles de epis, por lo que Imd; estd en &, para todo i > 0,
pero entonces Exti(X,Y) = Extg(Imd;, YY) = 0, para i > 2, y la afirmacién se sigue.

(b) Se sigue de (a). O

Enunciamos el dual del lema 6.20.

Lema 6.21. Supongamos que % una subcategoria co-resolvente de mod(C). Sea X =
{X en mod(C)|Exte (X, %) = 0}. Entonces,

(a) 2 =t
(b) Z es una subcategoria resolvente de mod(C).

Combinando los lemas 6.19 y 6.20 y los resultados de la seccién anterior se obtiene los
siguiente:

Proposiciéon 6.22. Sea % wuna subcategoria covariantemente finita y co-resolvente de
mod(C). Entonces, ocurre lo siguiente:

(a) 2 =1 % es una subcategoria contravariantemente finita y resolvente de mod(C).
b) ¥ =2+=2)L
(¢) Para cada F en mod(C), existe una tnica sucesion eracta, hasta isomorfismo,
05 FLYF 5 XF 50, que satisface:
(i) g es una ¥ -aproximacion minima izquierda de F,
(ii) XT estd en 2,
(iil) g induce un isomorfismo Exts(YF,Y) 2 Exts(F,Y), para toda i > 0 y toda Y
en ¥ .
(d) Para cada F en mod(C), ewiste una tdnica sucesion exacta, hasta isomorfismo,

0—Yr— Xp ENy NN que satisface:
(i) f es una 2 -aproximacion minima derecha de F,
(ii) Yr estd en ¥,

iii induce un isomorfismo Ext? X, Xp) = Ext? X, F), para toda i > 0 y toda
C C
X en 2.
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Demostracion. (a) Por el lema 6.21 2 = {X € mod(C)|Extg(X,%) = 0}. Para probar
que 2 es contravariantemente finita, necesitamos usar el dual de la proposicién 6.17, y
para ello sélo basta probar que Extg(F, )|# es finitamente generado, para cualquier F en
mod(C), y para ello sélo es necesario encontrar una sucesién exacta0 - Y —- X — F — 0
conY en % y X en 2. Sea P — F — 0 una cubierta proyectiva de F', entonces tenemos
una sucesion exacta 0 - K — P — F — 0. Como % es covariantemente finita, usando el
Lema de Wakamatsu, sabemos que hay una sucesién exacta

0 KLYE 5 xK 50

tal que g es una %-aproximacién minima y X% esta en 2. Asi tenemos un diagrama
exacto de coproducto fibrado

I
i
!

em)

1
o%i%i(—x%o
N
o<—>;<—><<—*u<—o

="

!

Como 2 es cerrada bajo extenciones y los objetos P y XX estdn en tenemos que
0— YK —» X = F — 0 satisface las condiciones deseadas.

(b) Como % es covariantemente finita, cerrada bajo extensiones y contiene a los inyec-
tivos, sabemos de la proposicién 6.19 que % = {Y en mod(C)|Ext'(2",Y) = 0}. Como
2 es resolvente, sabemos del lema 6.20 que % = 2.

(c) El hecho de que hay una sucesién exacta 0 — F — Y¥ — XF — 0 que satisface
(i) y (ii) ha sido probado en la proposicién 6.17. Que satisface (iii) es consecuencia de que
que & =+ %.

(d) Es dual a (c). O

Dada una categorfa covariantemente finita y coresolvente %, denotamos +% por 2y
se denota %' N 2" por w. Con esta notacién en mente, tenemos el siguinte resultado.

Proposiciéon 6.23. Sea % una subcategoria covarientemente finita y resolvente de
mod(C). Entonces, w =% NZ tiene las siguientes propiedades:

(a) w es auto ortogonal.

ara cada X en ay una sucesion ezacta 0 — X — W — X' — 0 con W en w
b) P da X 2 h 0 ta 0 — X W — X' 0 w
y X' en Z.

(¢) Para cada'Y en % hay una sucesion exacta 0 Y — W —Y =0 con W enw y
Y en%.
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Demostracion. (a) Es inmediata de la definicién de w. (b) y (c) estdn probadas en proposi-
cién 6.18. O

En lugar de empezar la proposicién 6.22 con una subcategoria % covariantemente
finita y coresolvente de mod(C), pudimos iniciar con una subcategoria 2~ que fuera con-
travariantemente finita y resolvente y obtener un resultado dual a la proposicién 6.22. Esto
muestra que hay una biyeccién entre subcategorias covariantemente fininitas resolventes y

subcategorias contravariantemente finitas resolventes en mod(C) dada por % ++ % con
inversa 2"+ 2.

6.2.3. Categorias de inclinacién y covariantemente finitas

En esta parte se verd que hay una relacién entre subcategorfas de inclinacién en mod(C)
y subcategorias covariantemente finitas y co-resolventes de mod(C).

Sea w una subcategoria auto ortogonal de mod(C) se define la categoria %, de w™
cuyos objetos son los F' para los que existe una sucesién exacta:

tales que T; esta en w, y Im(d;) estd en w'. Obsérvese que w es un generador de %, y
como %, C wt, entonces w C+ %, i.e, w es un generador proyectivo de %,.

Por lo mencionado anteriormente, nos conviene que w represente una subcategoria ce-
rrada bajo sumandos. Tenemos una consecuencia importante que nos sera util mas delante

Proposicién 6.24. Sea w una subcategoria auto ortogonal de mod(C). Si w es un gene-
rador de wt, entonces %, = wr

Demostracion. Sélo necesita probarse que w® C %,,. Como w es generador de w', entonces
para cada F en w® hay una sucesién exacta corta 0 — Fj, — Wy — F — 0 en w™, con Wy
en w, de manera recursiva hay una sucesién exacta 0 — F/ — W; — F/_| — 0 en w*, con
W; en w para toda ¢ > 1. Asi, de la existencia de la sucesién --- - W; - Wy — F — 0,

se sigue que F esta en %,. O
En [AR1 Prop.5.1 ] estd probado el dual de la siguiente proposicién:

Proposicion 6.25. Para una categoria auto ortogonal w la categoria %, es cerrada bajo
extensiones, cokerneles de monomorfismos, y sumandos directos.

Es de interés estudiar %, cuando (%), = mod(C), para algin entero n > 0, pues
esto da una conexién entre subcategorias covariantemente finitas que son resolventes de
mod(C) y subcategorias de inclinacién. Para ello serd de suma importancia la siguiente:

Proposicién 6.26. Sea % es una subcategoria de mod(C) tal que es aditivamence cerrada
y cerrada bajo extensiones con generador proyectivo w. Si %, = mod(C), entonces:

(a) & es covariantemente finita en mod(C).

(b) X =+% =w,.
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Demostracion. (a) Supongamos que mod(C) = %, entonces cada F en mod(C) tiene una
% -aproximacién izquierda 0 - F — Y — X =0, con Y  en & y X¥ en &,,_;. Por la
proposicién 6.5, tenemos una sucesién exacta

0= (X, )% - (YE, )% = (F, )% = Extg(XE, )|#Z =0

es decir % es covariantemente finita. § 3
(b) Por la proposicién 6.8 tenemos que @,, =+ % N%,,. Pero si %, = mod(C), entonces
Op =t Z Nmod(C) =+ #. O

Consideremos un entero positivo n > 0, se denota con P"(C) la subcategoria de
mod(C) cuyos objetos tienen dimensién proyectiva menor o igual que n. Andlogamente
Z"(C) denota la subcategoria de mod(C) cuyos objetos tienen dimensién inyectiva menor
o igual que n.

Proposiciéon 6.27. Sea % wuna subcategoria covariantemente finita y co-resolvente de
mod(C), y 2 =+ @v la subcategoria contravariantemente finita y resolvente asociada de
mod(C). Entonces, %, = mod(C) si, y solo si, Z C P"(C).

Demostracion. Supongamos primero que %, :Vmod(C). Sea X en 2, se probaremos que
Exta(X, %) =0, para todo i > n. Sea F en %, entonces hay una sucesion exacta

dn_1
e

0 FoYo eyl .. y» s y" 0.

De la sucesién exacta 0 — Imd,,_; — Y"~! — Y™ — 0y la sucesién larga de homologia
obtenemos la siguiente la sucesion exacta:

0= Ext'(X,Y" ) = Exts(X,Y") = Extd (X, Imd,, 1) — Extd ' (X,Y" 1) =0

para i > 1,y Extic (X,Imd,,—1) = 0, para i > 1. De las misma forma, yendo hacia atras,
se sigue que Exti(X, Imd;) = 0, para ¢ > n. Usando este hecho, y la sucesién larga de
homologfa, tenemos que Ext’(X, F) = 0, para todo i > n.

Reciprocamente, supongamos que 2" C P"™(C). Sea F' en mod(C), se probard que F
estd en %,. Por la proposicién 6.22 2" es una subcategorfa contravariantemente finita y
resolvente de mod(C), y 2+ = (*%)+ = #. Entonces, Ext™™" (2", F) = 0, i > 0. Sea
una resolucién de F'

0 F 1" ... 5" 5 Q™"F -0

donde cada I' es inyectivo. Entonces, Ext(2,Q"F) = Extg (2, F) = 0, para i > 0,

esdecir QO "Festden 27t = (%)L = Z y Festd en %, pues % contiene a los inyectivos
por ser resolvente. O

Tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 6.28. Sea % una subcategoria covariantemente finita y co-resolvente de
mod(C). Pongamos & =+ % yw = % N 2. Entonces, las siguientes afirmaciones
ocurren;:

(a) & =wt si, y solo si, Z Nw* = w.
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(b) Si +% c P™(C), entonces ¥ = w=.

Demostracion. (a) Si % = w™, es claro que 2" Nw' = w. Como w C*+ %, entonces # =
(+#)+ C wt. Entonces, sélo falta ver que w' C %, si 2 Nw' = w. Sea C en w’. Como
% es covariantemente y coresolvente hay una sucesion exacta (¥*) 0 - C - Y — X — 0,
conYen? y X en 2. Como CyY estdn en w' se sigue que X esta en w, i.e, X
estd en wl N 2 = w, entonces la sucesién (*) se escinde, y C estd en %

(b) Si +# < P*(C) se sigue de la proposicién 6.27 que mod(C) = %,. De la proposicién
6.26 se tiene que @, = ¥ N%, =L # de modo que 2 Nwt = &, Nw*. Entonces por la
parte (a) basta verificar que w = &y, Nw'. Claramente w C &, Nw™'. Sea Y en @, Nw™', se
afirma que Y esta en w. Para verificar la afirmacion se procede por induccion sobre n. Si
n = 0 entonces Wy = w y la afirmacién es cierta. Suponemos que es cierta para n —1 > 0.
Sea Y en w, N wl, entonces se tiene una sucesion exacta

05Y 5 Wy Wy = = Wooy 25 W, >0

con W; en w. Como w' es cerrada bajo cokerneles de monomorfismos, entonces Im(d; )

esta en wt. Se sigue que W’ = Im(d;) estd en &, 1 Nw™ y por hipétesis de induccién
W' =1Im(d;) estd en w, asf tenemos una sucesién exacta corta

0=Y —>Wo— W =0

con Y en wh y W/ estd en w. La cual se escinde y Y es sumando de w, como w es cerrada
bajo sumandos se sigue que Y estd en w, como se queria. O

Tenemos la siguiente version de los resultados en [AR1]
Proposicién 6.29. Sea w una subcategoria auto ortogonal de mod(C). Entonces,

(a) Siw es una subcategoria de inclinacion en mod(C) tal que pdimw < n y w es un
generador de w™, entonces (#,), = mod(C).

(b) Si (%), = mod(C), entonces ocurre lo siguiente:

(i) %, es covariantemente finita y co-resolvente.

(ii) La categoria w es una subcategoria de inclinacién de mod(C) con pdimw < n
Yy Wy, contiene a los objetos proyectivos.

Demostracion. (a) Supongamos que w es una categorfa de inclinacién y w es un generador
de w'. Entonces %, = w* por el lema 6.24. Sea F' un objeto en mod(C), se probars que
F esta en (wl),. Como pdimw < n, tenemos que Extn(w, F) = 0, para toda i > n. Sea
0= F = 1° = I' - ...Q™™F — 0 una resolucién inyectiva minima de F, entonces
Exti(w, Q" F) = Extd™(w, F) = 0, para toda i > 0. Entonces, Q™" F esta en w’ y como
w contiene a todos los inyectivos se sigue que F' esta en (wl)n.

(b) (i) Supdngase que (%), = mod(C). Por las proposicién 6.26, sabemos que %, es
covariantemente finita y +%, = ,,. Por la proposicién 6.25, %, es cerrada bajo exten-
siones, cokerneles de monomorfismos y sumandos directos, para ver que es resolvente sélo
necesita verse que %, contiene a los inyectivos. Como (%)n = mod(C), entonces para
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todo inyectivo I hay una sucesién exacta0 — I —Y — Y’ — 0, donde Y esta en %, y Y’
en (%)n,l, la cual obviamente se divide, mostrando que I es un sumando de Y, y como
%, es cerrada bajo sumandos entonces I esta en %,.

(ii) Tenemos que %, es covariantemente finita, co-resolvente y +%,, = &,, por (b)(i). De
la proposicién 6.27 tenemos que pdim(+%,,) = n. Entonces, pdim(w,,) = pdim(+%,) = n,
y como w C Wy, entonces, pdimw < n. Por otro lado, es obvio que cada proyectivo estd en
L, = (@) O

Sea A un 4lgebra de artin, y 7" médulo auto ortogonal en mod A. En [AR1 Teo.5.5]
prueban que las funciones T — T, % — % N1 % inducen una biyeccién entre clases de
médulos de inclinacién y subcategorias covariantemente finitas y co-resolventes de mod A.
Para hacer esto, primero prueban que si T es un médulo de inclinacién en mod A, entonces
% =T+, ie, addT es un generador de 7T+. Como variacién de dicho resultado, aqui se
tiene el siguiente:

Teorema 6.30. w — w™ y % — Z N- % inducen una biyeccion entre clases de equi-
valencia de subcategorias de inclinacion w de mod(C), con pdimw < n, tales que w es
un generador de w y subcategorias % de mod(C) que son covariantemente finitas y co-
resolventes, cuyo complemento ortogonal izquierdo ~% estd contenido en P™(C)

Demostracion. (1) Sea w una subcategoria de inclinacién de mod(C) tal que pdimw < n,
tal que w es un generador proyectivo de w'. Como w es un generador de w™', entonces
%, = wk, por la proposicién 6.24. Por la proposicién 6.29 tenemos que (%,), = mod(C),
lo que a su vez implica que %, = w' es covariantemente finita y co-reolvente, y por
consiguiente tenemos que ~%,, C P"(C), por la proposicién 6.27.

(2) Sea # una subcategoria de mod(C) covariantemente finita y co-resolvente tal que
Ly ¢ PM(C)y w =" # N%. Entonces (%), = mod(C), por la proposicién 6.27.
Ademds, se tiene que % C %,, por la proposicién 6.22, se sigue inmediatamente que
(D)o = (@) = mod(C).

Entonces, por la proposicién 6.29, se sigue que w es una subcategoria de inclinacién
de mod(C), tal que pdimw < n, y %, es una subcategoria covariantemente finita y co-
reolvente de mod(C). Ademas, por la proposicién 6.26, tenemos que %, =+ % = (Q),,y
por lo tanto & = %,. La condicién +% C P"(C) implica que % = w™, por la proposicién
6.28. Entonces, w es un generador de %, = # = w+

Para ver la biyeccién verificamos que la composicidnes

wewh e (whHnt(wh), = (@t (@t o)t

son w y ¥ respectivamente.

Sea w una subcategoria de inclinacién de mod(C) tal que pdimw < n. Se probé en (1)
que %, = w' es una subcategoria covariantemente finita, co-resolvente tal que (%)n =
mod(C). Veamos que %, N+ %, = w. Se tiene +%, = w,,, por la proposicién 6.26, entonces
Y, N+ P, = D, Nwt = w, como se ve en demostracién de la proposicién 6.28.

Sea % una subcategoria de mod(C) covarientemente finita y co-resolvente tal que
L c P"(C) entonces si w =+ Z N, se sigue de la parte (b) de la proposicién 6.28 que
wt=9%. O

Enunciamos el dual del teorema 6.30.
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Teorema 6.31. w— w' y 2 — 2 N2+ inducen una biyeccion entre clases de equiv-
alencia de subcategorias de co-inclinacion w de mod(C), con idimw < n, tales que w es
co-generador de *w 1y subcategorias 2 de mod(C) que son contravariantemente finitas y
co-resolventes, cuyo complemento ortogonal derecho X+ estd contenido en I"(C)

Corolario 6.32. Sea w una subcategoria de inclinacion de mod(C), tal que w es un
generador de wt. Si gdimC < oo, entonces w es una subcategoria de co-inclinacion en
mod(C).

Demostracion. Sabemos que %, es una subcategoria de mod(C) que es covariantemente
finita y co-resolvente. Como gdimC < oo, se tiene que 2~ =1 %, C I™(C) es una
subcategoria contravariantemente finita y resolvente de mod(C), con m = gdimC. Por el
teorema 6.30 se sabe que w = %, N %,. Pero la igualdad %, N+ %, = 2" N 2+ implica
que w es una subcategoria de co-inclinacién de mod(C), por el teorema 6.31. O

6.2.4. Categorias de Inclinacién en mod(C)

En esta seccién usaremos los resultados obtenidos previamente, para probar que una
subcategoria de inclinacién contravariantemente finita 7 de mod(C) satisface la condicién
(iii"). Necesitaremos lo siguiente

Proposicion 6.33. Sea T una subcategoria de inclinacion contravariantemente finita de

mod(C). Entonces, para cada F en T, eriste una sucesion exacta corta

0 F sThprpo

tal que h : T — F es una T -aproximacion minima derecha de F y F' € T+. Esto es: T
es un generador de T+, y en consecuencia, % = T+.

Demostracion. Sea F en T+, ysea ( ,C) — F — 0 su cubierta proyectiva. Ademés, ( ,C)
estd en T, por lo que tenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo de coproducto
fibrado:

0—— (,0) y Ty —2

I8 T 0

0 F w L 0

con Ty en T,y L =Im(g). Como L esté en T, entonces Exti(L, T+) = 0 para i > 0. Asf,

la sucesién 0 — F — W — L — 0 se escinde y tenemos un epimorfiso T o F =5 0. Ahora
bien, como 7 es covariantemente finita en mod(C), podemos escoger una T -aproximacién

h . k -
derecha T — F', entonces existe un morfismo Ty — T, el cual hacer conmutar el siguiente
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diagrama:

se sigue que la T-aproximacion derecha h es epimorfismo. Asi, por el Lema de Wakamatsu,
tenemos una sucesién exacta

O—>Ker(h)—>Ti>F—>O

tal que h es una T-aproximacién miima derecha y Extg (T, Ker(h)) = 0. Entonces, te-
nemos la siguiente sucesién exacta:

0— (,Ker(h))r — (,T)r 5 ( )y —0

Se sigue entonces de la sucesién larga de homologia que Exti (7, Ker(h)) = 0, para toda
i > 0, es decir Ker(h) esta en 7. O

Tenemos el siguiente resultado principal de esta seccién, el cual es consecuencia de la
proposicién 6.33 y la proposicién 6.29.

Teorema 6.34. Sea C una R-variedad Krull-Schmidt dualizante, y T una subcategoria
de inclinacion de mod(C) con pseudokerneles. Entonces T satisface la condicion (iii’).

y como consecuencia el siguiente corolario:

Corolario 6.35 (Happel). Sea C una R-variedad Krull-Schmidt dualizante y T una sub-
categoria de inclinacion generalizada de mod(C) con pseudokerneles. Entonces,

(a) el par de funtores R**¢ : D¥(mod(C)) — D®(mod(T)), L~*—~&T : D’(mod(T)) —
D?(mod(C)) induce una equivalencia de categorias derivadas,

(b) la subcategoria plena 0 = {(( ,C, )1}cec de mod(T°P) es una categoria de incli-
nacidn, que satisface la condicion (4ii’), la cual es equivalente a la categoria C°P.

Para probar el resto de los resultados de esta seccién necesitaremos el siguiente resul-
tado probado en [AR1 Prop.5.9]:

Proposicién 6.36. Sea (F,G) un par de funtores adjuntos tales que F : mod(C) —
mod(7), G : mod(7T) — mod(C). Sea # C mod(C), tal que el isomorfismo natural
GF — I, donde I es la identidad, es un isomorfismo sobre los objetos de % y & C

mod(7T) tal que el isomorfismo natural I — FG es un isomorfismo en los objetos de &,
y supongamos que F(%) C & yG(Z) C ¥

(a) Si Z es contravariantemente finita en mod(T), entonces % es contravariantemente
finita en mod(C).
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(b) Si & es covariantemente finita en mod(C), entonces % es covariantemente en
mod(C)

Supongamos que T una subcategoria de inclinacién de mod(C), con pdim7 < f, que
es contravariantemente finita mod(C). Por la proposicién 6.33 T es un generador de 7+,
entonces por la proposicién 6.29 se tiene que (7) ¢ contiene a los proyectivos de mod(C),
y % = T+ es covariantemente finita y corresolvente. Se sigue del corolario 6.35 que
B={((,C), )rtcec es una subcategoria de inclinacién en mod(7°?). De modo que si
T es funtorialmente finita, tenemos que 7 es dualizante por la proposicién 5.11 y por lo
tanto DB es una subcategoria de co-inclinacién en mod(7).

Proposicién 6.37. Sea T una subcategoria de inclinacion en mod(C), con pdim7T < n.
Si T es funtorialmente finita, entonces

(a) El par de funtores (¢, — @ T) inducen una equivalencia de categorias entre % C
mod(C) y t DB C mod(T)

(b) DB es un generador de DB, y por lo tanto - DB es contravariantemente finita.
(¢) %7 es es funtorialmente finita y co-resolvente

Demostracion. (a) Supongamos que F' estd en %7, entonces tenemos una sucesién exacta

T.5F—>0 : =TS 9T 5F-0 (6.9)

tal que Im(d;) esté en 7+. Entonces, al aplicar ¢ a la sucesién (6.9) obtenemos la siguiente
sucesion exacta

(\T) = o(F) =0 = -0y S0y S () =0 (6.10)

De este modo tenemos una resolucién proyectiva de ¢(F). Sea D(( ,C), ) en DB. Asi
Ext(¢(F), D(( ,C), )) = H'(Homr(( ,T.),D(( ,C), )) = H'(DT.(C))

Como HY(T.), si |i| > 0, se sigue que H'(DT.), si |i| > 0. Entonces, se sigue que
Ext-(¢(F),D(( ,C), )) = 0 para cada C en C y toda ¢ > 0. Por lo tanto ¢(F)
estd en “DBy como ®T es exacto derecho tenemos que F = ¢(F) @ T.

Supongamos que G es un 7-médulo en +DB, entonces Ext’-(G,D(( ,C), )) =0,
para todo ¢ > 0 y toda C en C. Consideremos una resolucién proyectiva para G:

(T)=G—=0 : (T (T a=o (6.11)

Entonces , tenemos isomorfismos
Ext7(G, D(( ,C), )) = H'(Homy(( ,T.),D(( ,C), )) = H'(DT.(C))

se sigue que H(T.) = 0, si |i| > 0. Ponemos K; = Imd;, entonces tenemos sucesiones
exactas 0 — K; 1 — T4 — K; — 0, para i > 0. Afirmamos que K; € T+. En efecto,
como no hay auto extensiones en 7 y pdim7 = f, hay una cadena de isomorfismos:

Ext& (T, Ko) = Exty(T, K1) & Extg (T, Ka) - 2 ExtS (T, K;) =0
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Anélogamente, para j > 1, tenemos
Exth (T, Ko) = Extis (T, Ky) 2 BExti (T, Ko) & -~ = ExtSH (T, Ky 1) = 0

Por lo que Kj esta en 7. Usando induccién, se sigue que K; estd en 7+, para cada i > 1.
Aplicando ®7T a la sucesién (6.11), tenemos la sucesién exacta

T T, S GRT -0
Aplicando Homg (7, ) a las sucesiénes

02 Ky—=Ty—-GT =0
0—- Ky =T, —> Ky—0,

se sigue entonces que, de la sucesién larga de homologia y del hecho de que Ky y K7 estéan
en T+, que

0= ( ,K1)—>(, )= (, 7o)~ ( ,G®T)—=0 (6.12)

es exacta y que Extis(7,G ® T) = 0 para cada i > 0, i.e, G ® T esta en T+. Més atin de
(6.11) y de (6.12) se ve inmediatamente que ¢(GRT) = G
(b) Obsérvese primero que ¢pD(C, )= D(( ,C), ) para cualquier C en C. Sea G en
L DB, entonces existe un objeto F'en T+, tal que G = ¢(F), por la equivencia demostrada
en la parte (a). Sea (C, ) — DF — 0 una cubierta proyectiva de DF', entonces tenemos
una sucesion exacta
0= F L D, )= Coker(f) = 0

Como F y D(C, ) estdn en T+ (D( ,C) es inyectivo), se sigue que Coker(f) esta en
T+, de modo que esta es una sucesién exacta en T+. Sea G’ = ¢(Coker(f)). Se sigue de
la sucesion larga de homologia que

0= ( ,F)r—=(,D(,0)7 — ( ,Coker(f))7 = Exte( ,F)7 =0

o lo que es lo mismo,
0—-G—=D((,0), )G —0

es decir DB es una subcategoria de co-inclinacién de mod(7) tal que DB es un co-
generador de - DBy se sigue que * DB = 2pp es contravariantemente finita por el teorema
6.31

(c) Se sigue de (b) y del teorema 6.36. O

Tenemos la siguiente :
Pregunta En vista de este teorema es natural hacerce la siguiente pregunta: Si %7 es
co-resolvente y funtorialmente finita, entonces es 7 funtorialmente finita?.
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Capitulo 7

El algebra de matrices
triangulares

Sea A un algebra de artin y consideremos la categoria C = mod A, la categoria de A-
moédulos finitamente generados. De acuerdo con [ARS], la categoria de maps(C) es equiva-
lente a la categoria de I'-mddulos finitamente generados, mod I, sobre el dlgebra de artin

. . A O
de matrices triangulares I' = < A A >

En este capitulo probamos que las categorias de inclinacién generalizadas de mod(C)
se corresponden con categorias de inclinacién relativas de maps(C) [AS1] y que algunas
categorfas importantes de mod(C) relacionadas con las categorfas de inclinacién, segin
vimos en el capitulo anterior, como: contravariantemente finita, covariantemente finita,
funtorialmente finita, se corresponden con subcategorias de maps(C), las cuales tienen
propiedades similares.

7.1. Homologia relativa

En esta seccién recordaremos algiinos conceptos de homologia relativa, los cuales fuerén
introducidos por Auslander y Solberg [AS1].

Sea I' una algebra de artin y mod T la categoria de I'-mddulos finitamente generados.
En esta parte se veran algunas propiedades de los subfunctores F' del bifunctor aditivo
Exty( , ):(mod T)°? x mod T' — Ab.

Sea F un subfuntor de Extr( , ). Decimos que una sucesién exacta n: 0 — N —
E — M — 0 en mod T es F-exacta, o que es una sucesién exacta relativa a F', si
n esta en F(M,N). Un médulo es llamado F-proyectivo, o proyectivo relativo a F, si
para cualquier sucesién F-exacta, la sucesién 0 — (P,N) — (P,E) — (P,M) — 0 es
exacta. Andlogamente, un médulo es llamado F-inyectivo, o inyectivo relativo a F', si para
cualquier sucesién F-exacta, la sucesién 0 — (M,I) — (E,I) — (N,I) — 0 es exacta.

Sea F' un subfuntor aditivo de Ext%( , ) con la siguiente propiedad: si para cada
I'-médulo existe una sucesién F-exacta 0 - N — P — M — 0, tal que P es proyectivo
relativo a F', entonces decimos que F' tiene suficientes proyectivos, o que mod I tiene
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sufiencientes proyectivos relativos a F'. Dualmente se dice que F' tiene suficientes inyectivos,
o que mod I tiene sufiencietes inyectivos relativos a F', si para cada ['-mddulo N existe
una sucesion F-exacta 0 - N — I — M — 0, con [ inyectivo relativo a F.

Sea M un T-médulo, y un subfuntor aditivo F' de Ext.( , ). Una resolucién

=P —>P—>M-—=0

es llamada una resoluciéon F-proyectiva si cada P; es proyectivo relativo a F. Dualmente,
una resolucién
0O—-N—-Iy—=>11 — -

es llamada una resoluciéon F-inyectiva si para cada I; es inyectivo relativo a I.

Pueden definirse los funtores derivados derechos de Homp (M, )y Homp( ,N) para
cualesquiera par de I'-médulos M y N cuando F' tiene suficientes proyectivos o suficientes
inyectivos. Similarmente como en el caso estandar, el cdlculo de los functores derivados
derechos de esta manera es independiente de las resoluciones escogidas. Mas aun, si F
tiene suficientes proyectivos e inyectivos, los funtores derivados derechos de Homp (M, )
y Hom( , N) usando F-inyectivos y F-proyectivos coinciden. Se denota con Ext’(M, ) a
los funtores derivados derechos de Homp (M, )y con Exth( ,N) a los funtores derivados
derechos de Hom}-( , N) para todos los T-médulos M y N. De manera similar a la prueba
en donde se demuestra, que EX‘U%(M , ) corresponde a las clases de equivalencia de suce-
sidnes exactas cortas, puede probarse que, si F' tiene suficientes proyectivos o suficientes
inyectivos, entonces Extr.(M,N) = F(M, N).

7.2. El algebra de matrices triangulares y la categoria
maps(modA)

Sea A un algebra de artin y
A 0
el algebra de matrices triangulares sobre A. Es sabido que la categoria mod I' es equiva-
lente a la categoria maps(mod A) y en ocaciones nos referiremos a ella como la categoria

A — maps, la categoria de morfismos en A [Aul].
Recuerdese que la categoria A — maps estd definida de la siguiente manera:

(a) Obj(A —maps) = morph(modA), i.e, consiste de todos los morfismos de A-mddulos.

(b) Homa_maps(g,h) = {(h1, h2)|h1, ha € morph(modA)} tal que el siguiente diagrama
conmuta: f
My ——— My

hll hz‘/ (7.1)
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Un objeto M, ER My en la categoria A — maps suele denotarse con el triple (M, Ms, f),
y €l morfismo (7.1) se representa con el par (hy, hs), asi el diagrama (7.1) se denota con
(hl, hg) : (Ml, MQ, f) — (Nl, NQ, g).

Dado que las categorias mod I' y A-maps son equivalentes, podemos identificarlas y
considerarlas como la misma en lo que sigue.

El diagrama (7.1), induce el siguiente diagrama conmutativo en mod(modA)

(,A) S By — Coker( L fi) — 0

(b - h2) | n|

(,A3) —= ( ,By) — Coker( ,fa) — 0
De esta manera puede definirse un functor
¢ : A — maps — mod(modA)
como ¢(f) = Coker(( , f)) y ¢((h1,he)) = h [Aul].
Proposicién 7.1. Sea A un dlgebra de artin y sea
0 — (N1, Na,g) — (E1, E2,h) — (M1, Mz, f) — 0

una sucesion exacta en A—maps. Denotemos con (Ny, go), (Eo, ho), (Mo, fo) a los kerneles
de los morfismos g, h y f, respectivamente. Supongamos que en el siguiente diagrama
exacto conmutativo las columnas se escinden

0

|

0 — Ny

L

OHE()H

|

0 —s M, %

|

0

le

c+— E+— B =2+—o0
c+— S+ Be— 2o
=
N

s

=

1=

Entonces, existe una sucesion exacta de functores en mod(modA)
0—= @¢(N) = ¢(E) = ¢(M) — 0.

Reciprocamente, dada una sucesion exacta 0 - G — H — F — 0 en mod(modA),

existe un diagrama conmutativo (7.2) con culumnas que se escinden tal que las siguientes
sucestones

(,No)=»( ,N1)=>G—=0
( ,Ey) = ( ,B)—H—=0
( ,My) = ( ,My))—F—=0
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son exactas

Demostracion. Sea un diagrama (7.2), en el cual las columnas se escinden. Por el Lema
de la Serpiente tenemos un diagrama exacto conmutativo en mod(modA):

0 0 0 0
L
00— ( ,No)(%go)( ,Nl)(%g)( yN2) — ¢lg) —— 0

! ! ! l

)
0—— (L E)' (B Y (B) — 6(h) —— 0
)

| | | |

0 — (M) B0 2y D) — s —— 0

O

0 0 0 0

Por otro lado, supongamos que tenemos una sucesion exacta de functor finitamente
presentados

0—-—G—-H—F—=0

0—(,Ng)—( ,Nl)%( ,No) = G =0
0= (M) — (M) () 5 F 0

son las resoluciones proyectivas minimas de G y F'. Por el Lema de la Herradura, se tiene
un diagrama conmutativo

0 0 0 0

l l l |

00— (N NS M) — —— 0

[ A |

h
0— (L E) 3 B)' Y B) — E——0

Lol oL
")(,MQ)*}F%O

L l l |

0 0 0 0

donde Ey = No[[Mo y E1 = Ni[[ M1, E3 = Ny][Ms. Claramente obtenemos un
diagrama (7.2) con culumnas que se escinden y ademas tenemos un diagrama exacto
conmutativo:

00— G —H —F —20
>~ >~ >~

0 — o(g) » ¢(h) » o(f) — 0
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O

A continuacién veremos que el tipo de extensiones descritas en la proposicién 7.1

definen un subfuntor de Exty.( , ).

Lema 7.2. Sea F(M,N) el conjunto de extensiones en A — maps
0= (N1, Na,g) & (Bv, Bz, h) & (My, Ma, f) 0
tal que en el siguiente diagrama exacto conmutativo las columnas se escinden

0 0 0

O‘)N{)&J\GLNQ

Jo J1 J2

Entonces, F( , ) es un subfunctor de Exti( , ).

Demostracion. Sea
0-NLEL M0 (7.3)

un elemento de F(N, M) y
p=(pr.p2): (X1 Xa) = (My L M)

un morfimos en A — maps. Consideremos el producto fibrado:

i q

0 N 1% X 0
I
0 N5 E-2sMm 0
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Tenemos el siguiente diagrama tridimensional:
0 0 0
NN N
OHNO‘(;‘NlLU)‘NQ .
‘ \\‘0 2\‘1 \2
0 0— Wo & Wy % Ws
NN NN
OHN() OHX()‘(;XngQ

NN TN
I

0 — EO Po
po\l fopll fp2
0 — M() - M1 - M2
NN N\
0 0 0

cuyas caras verticales son:

0= N Sw. %x, =0
=l w| |

OHNkJ‘k)Ekp%kMk%O
para k =0,1,2.

Como cada extensién 0 — Ny ELN Ey Lr 0 se escinde, entonces existen morfismos
t, : By — Nj tales que tj; = 1y, . Se sigue entonces que para cada k =0, 1,2

(teon)in = th(Yrin) = teji = 1,

por lo que las columnas del siguiente diagrama conmutativo excacto se escinden,

0 0 0
Lol
0— Nog = Ny 2 N,
ol 4l ]
O%WO%(]ngWQ
QO\L thl qzl
O—)Xog)Xlng
Ll

0 0 0

de este modo 0 — N 5 W & X — 0 esta en F(N,X).
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Dualmente, con argumento similar se puede probar que si p = (p1, p2) : (N1, N2, g) —
(X1, X2, w) es un morfismo en A — maps, al tomar coproducto-fibrado

0= NSESM-0

AT

0> X SW->M—=0

La extensién 0 - X — W — M esta en F(X, M). O

Lema 7.3. El funtor F tiene suficientes proyectivos y suficientes inyectivos. Los proyec-
tivos relativos a F son de la forma:

0= MyM2 M
Los inyectivos relativos a F' son de la forma:
M—0yM2 M

Demostracion. Una sucesién exacta de la forma

0 0 0
1
Og)NogﬁoNlﬁNg
Lol
OHE()%OEl%EQ
loplllMpzl
0—0—M-—>M
A
0 0 0

tal que las columnas se escinden debe escindirse. En efecto, sean s; : M; — E; tales que
pisi = 1, © = 1,2. Tenemos el diagrama conmutativo

1

M =M

sll SQl
E E

pll 2

M

—
[ V)

h
‘>
p
1
M

por lo que la sucesién exacta se escinde.
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De mismo modo se puede ver que la siguiente sucesion exacta en A—maps con columnas
que se escinden, se escinde:

=z
A

.

iy
<—

<

=
o(—i@@&@(—o

oo+ =
1

Lo que prueba que los 0 = M y M 1M A son objetos proyectivos relativos a F'.

Supongamos que M; ER M5 es proyectivo relativo a F'. Se sigue que la siguiente sucesién
exacta se escinde

0 0

! !

0 —— M2

[ 128

My S My ] My
Lol g

M, —L

! !

0 0

Y P
Por lo que M, ER My es sumando de 0 — My y M; — M, los cuales, segin vimos
anteriormente, son proyectivos relativos a F'.
De manera dual, se prueba que los son los objetos inyectivos relativos a F' son los

objetos de la forma M RNV y M — 0.
O
Sea M, ER M5 un objeto en A — maps y My = Ker(f). Entonces, hay una sucesién

exacta 0 — My ELNS Vs 1 ER M> y puede construirse una resolucién proyectiva relativa como
sigue:
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0 My My

£
l (*OlMo)l ((1) 2) l(l—Jt‘Il)
My —— My ® My — My ® M,

1M°l (;]MO fo)l gcf 1Mz)l

MO 0 Ml M2
| l l
0 0 0

Se sigue que QM = M Jo, M es el syzygy relativo, mas atun, no resulta dificil ver que
QM) = Q¢p(M). Ademads tenemos que la dimensién proyectiva relativa de M, rpdimM,,
es < 2.

Proposicién 7.4. Sean M : M, EN My, N : Ny & N, objetos en maps(mod A), tales
que en las sucesiones exactas cortas

0— M() f—0> M1 i> M2
0— N() g—0> M1 i> Mg
los objetos (Mo, My, fo), (M, Ma, f), (No, N1,90) y (N1, Na,g) no tienen sumandos pro-

yectivos relativos ni sumandos inyectivos relativos. Entonces, el functor ¢ : A — maps —
mod(modA) induce un isomorfismo de grupos abelianos

¢ : F(M,N) = Ext}qmod 4)(@(M),d(N))

Demostracion. Dada una extensiéon 0 — ¢(N) — H — ¢(M) — 0, se sigue de la proposi-
cion 7.1, que existe una sucesién 0 - N — F — M — 0 en F(N, M) tal que tenemos un
diagrama conmutativo exacto

00— ¢(N) — H — ¢(M) — 0
=L o=l -

00— ¢(N) — ¢(E) — ¢(M) — 0
por lo que ¢ es suprayectiva.

Sea 0 = N - E — M — 0 un elemento de F(N, M). Supongamos que Ny 2 Ny y
N; £ N, no tienen sumando inyectivos relativos a F', ni sumandos proyectivos relativos
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a F, luego, si 0 — ¢(N) EN H(E) B ¢(M) — 0 es cero en Extl 4, (o(M),d(N)), i.e, se
escinde, entonces existe un morfismo ¢ : ¢(E) — ¢(M) tal que tj = 14(ps). El morfismo
t: ¢(E) = ¢(M) se levanta a un morfismo de complejos

0 — (L E) 3B (B — 6(B) —— 0

()| (0] )| o]

0 —— (N X0 N (N T gV —— 0

-

(
g
-

—~

De modo que tenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo:

—~

0 —— (N S0 ) (N T () —— 0

Cao|  Cao o Can] il

00— ( ,Ey) — h)(,Eg)—)(b(E)*}O

K
(o)
,9)

S, Ny) 5 ¢(N) —— 0

—~

Por hipétesis tenemos que 0 — ( ,No) — ( ,N1) = ( ,No) 5 ¢(N) — 0 es una
resolucién proyectiva minima. Como 7 = tjm = w( ,t2)( ,j2) y 7 : ( ,N2) = ¢(N) es
una cubierta proyectiva, debemos tener que ( ,t2)( ,j2) es isomorfismo, y finalmente to
y jo2 son isomorfismos. Yendo hacia atras debemos tener que t;,j; son isomorfismos, para
1=0,1,2,ie,0 > N - FE — M — 0 se escinde. O

Como gdim(mod A) < 2, resulta de interés el siguiente
Corolario 7.5. F(QM,N) = Ext},oqmoanr) (Q2¢(M), N)
Resulta natural establecer la siguiente definicion:

Definicién 7.6. Una subcategoria de inclinacidn relativa de la categoria maps(mod A) es
una categoria Tmoa A tal que:

(i) SiT:Ty — Ty estd en Toa(c), entonces rpdimT < 2.
(ii) Dados T : Ty — Ty, T' : T — T} en Tmoa A tenemos F(T,T') = F(QT,T') = 0.
(iii) Dado un objeto C en mod A, el morfismo (0,C,0) tiene una resolucion
0—(0,C,0) =T =T = ... 5 T" =0
en maps(mod A), con T® € Timod A-

Se puede establecer un resultado andlogo para categorias de inclinacién T4 A con
dimensién proyectiva < 2.

Teorema 7.7. Las subcategorias de inclinacion cldsica de mod(modA) se corresponden
con subcategorias Tmoda o de maps(mod A) tales que
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(i) Los objetos de T son monomorfismos

(ii) Para cada par de objetos T : Ty — To,T' : T{ — T} en Tmod A, tenemos que
F(T,T") = 0.

(iii) Para cada objeto C' en mod A, el morfismo (0,C,0) existe una sucesion exacta en
maps(mod A), con columnas que se escinden

0 0
Lol
0—C
U
T » T
4
T, » T}
Ll
0 0

Teorema 7.8. Sea C una subcategoria de maps(mod A), entonces ocurre lo siguiente:

(a) Si C es contravariantemente finita, entonces ¢(C) es una subcategoria contrava-
riantemente finita de mod(modA)

(b) Si C es covariantemente finita, entonces ¢(C) es una subcategoria covariantemente
finita de mod(modA)

(c) Si C es functorialmente finita, entonces ¢(C) es una subcategoria funtorialmente
finita de mod(modA)

Demostracion. Supongamos que C C A — maps es contravariantemente finita. Sea F €
mod(modA) y ( , M) LD,

. h
Entonces existe un morfismo Z : Z; — Z5 y un morfismo en A — maps

( ,Ms5) - F — 0 una resolucién proyectiva minima de F'.

7z - 7,

n

MlL)MQ

tal que Z = (Z1, Za, h) es una C-aproximacién derecha de M. El diagrama anterior induce
el siguiente diagrama exacto conmutativo:

(,h)

( aZI> — ( 7Z2) ¢(h) 0
( 141)J ( ’Q2)l J
() =D (M) F 0
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Sea He ¢(C),n:H—Fy(,Xy) Lo, ( ,X3) — H — 0 una resolucién proyectiva

minima de H. Tenemos un levantamiento:
(r)

( 7X1) — ( aX2) ¢(h’) 0

( 751)J/ ( 752)J

(7))

( aM1> — ( vMQ)

El siguiente cuadrado conmutativo:

M]_L}Mg

y X = (X1, X2,r) € C. Existe un morfismo :
X, —— X,
z —1 7,

Tal que en el siguiente diagrama conmutativo:
X, —— X5
t ta

7z - 7,

q1 q2

MlL)MQ

El cual implica que el siguiente es un diagrama exacto conmutativo:

CLx) (L x)

( 7t1)J/ ( 7t2)J

(,h)

( ’Zl) — ( 7Z2)

( 141)J ( ’Q2)l

(.f)

( ﬂMl) — ( 7M2)
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ypd=n O

Teorema 7.9. Sea C C A — maps una categoria que contiene a los objetos de la forma
(M,0,0), (M, M,1x) y supongamos que ¢(C) es contravariantemente finita. Entonces, C
es contravariantemente finita.

Demostracion. Sea M i> M, un morfismo entonces tenemos una sucesiéon exacta 0 —
(,M) LD, ( , M) — ¢(f) — 0, Existe ademds G € ¢(C) tal que:
( ,h)
0=>(,21)—>(,22) >G—=0

es una presentacién proyectiva minima de G,y p : G — F una ¢(C)-aproximacién derecha.
Entonces existe un morfismo (ry,r2) : (Z1, Z2,h) — (M1, Ma, f) tal que

(h)

( 7Z1) > ( ,Zg) G O
( 7T1)J/ ( 77‘2)J pJ
(.f)
( aMl) ? ( aMZ) F 0

es un levantamiento de p.
Sea (X1, X2,g) en C y un morfismo (v, v2) : (X1, X2, 9) — (M1, Ma, f)

X1 L) Xs
Ul‘( UzJV
f

M1*>M2

el cual induce el siguiente diagrama exacto conmutativo en mod(modA):

(.9

( 7X1) ? ( aXQ) H 0
( 7’”1)J/ ( 7”2)J nl
(.f)
( aMl) ? ( 5M2) F 0

Como p : G — F es una ¢(C)-aproximacién derecha, existe un morfismo 6 : H — G
tal que nf = p. Asi, 6 induce un morfismo en A — maps

X1L>X2

tal que (b(tl,tg) =40.
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Se tienen dos levantamientos de p

0 Xo — 2 (.x1) Y (LX) H 0
( vvo)l( ,roto) ( ’Ul)l( ,rit1) ( ,Uz)l( ,rata) PJ
f
0 s My —2 () 0 () F 0

por lo que existen morfismos ( ,A1): ( ,X1) = ( , Mo, ,( ,A):( ,X2) = ( , M) los
cuales satisfacen las siguientes ecuaciones:

v = ritr+ fod + Mg (7.4)
vy = Taoty+ f)o (7.5)
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
X1 J Xo
my ms

ZIHMOHMl v, 22HM1

ni na

M, M

con los morfismos ny = (r1 fo 1ag), ne=(r2 f2)y

[} e (ho0 0
my = 1 , M2 = )\2 , W = 0 0 1M1

A2g
perow : Zy [[Mo[[ My — Zo[[ My estaen C y

ZlL[MOHMl —v 22HM1

|

M, M

es una C-aproximacion derecha de My i> Ms

El cuadro (7.1) induce el siguiente diagrama exacto conmuativo en mod(modA°P)

(M, ) =L (M, ) —— Coker(f, ) ——— 0

(ha, )l (1, )l J{

(No, ) =9 (N, ) —— Coker(g, ) —— 0
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Asi, podemos definir el funtor ¢°? : A — maps — mod(modA°), como ¢°P(f) =
Coker(f, ) y se tiene un teorema dual al teorema previo.

Teorema 7.10. Sea C una categoria en A — maps que contiene a los objetos de forma
(0, M,0) y (M, M,157). Si ¢°P(C) es contravariantemente finita, entonces C es covariante-
mente finita.

Definicién 7.11. La subcategoria C de A — maps, cuyos objetos son (My, Ma, f) con
f epimorfismo serd llamada la subcategoria de epimaps, dualmente la subcategoria C de
A—maps, cuyos objetos son (M1, Ma, ) con f monomorfismo serdn llamada subcategoria
de monomaps.

Tenemos los siguientes ejemplos de subcategorias functorialmente finitas de las cate-
gorfa maps(modA):

Proposicién 7.12. Las subcategorias de epimaps y monomaps de maps(mod A) son fun-
torialmente finitas en maps(mod A).

Demostracion. Sea M; ER M5 un objeto maps(modA). Entonces, tenemos la siguiente
aproximacioén derecha:

/

M Lm(n) — o
f
My — My

Consideremos un epimorfismo X, % X5, — 0 y un morfismo (t1,t2) : (X1, X2,9) —
(My, Ms, f) en maps(modA). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmuativo:

g

X1 Xo 0

ol ]

M, —— My = Coker(f) — 0

Como 7te = 0, el morfismo t2 : Xy — My se factoriza a través de j : Im(f) — Ma, esto es :
existe un morfismo u : Xo — Im(f) tal que ju = t3, y tenemos un diagrama conmutativo:

X1L>X2*>O

S

My L m(y)

|

M, -1

Ahora, sea P 2y My — 0 una cubierta proyectiva de Ms,. Entonces, obtenemos un
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diagrama exacto conmutativo:

M, L> My
G 1w (7.6)
[f pl

Ml@P*)M24)O

Sea X; % Xy — 0 un epimorfismo y

un morfismo en maps(mod A).
Como P es proyectivo, tenemos el siguiente cuadro conmutativo:

P % M,

ul )|

Xl i X2 — 0
Entonces, pegando ambos cuadros:

MlLMg

®] [
maoprP™ M, — o

[s1 #]i S2l

X1L>X24)O

obtenemos un morfismo (s1, $2).
Entonces (7.6) es una aproximacién izquierda. La segunda parte es dual. O

Corolario 7.13. (i) La categoria C© de funtores que se anulan en proyectivos es fun-
torialmente finita.

(ii) La categoria C de funtores con pd < 1 es funtorialmente finita.

La demostracion se sigue inmediatamente de

C9 = ¢(epimaps), C = ¢(monomaps)
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