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INTRODUCCIÓN

Buscar dar una definición inmediata, clara y precisa de lo que es K-teorı́a serı́a pretencioso y por
demás limitante para una teorı́a que ha permeado muchas y variadas ramas de la matemáticas, por
mencionar algunas: topologı́a, geometrı́a algebraica y teorı́a de números. La K-teorı́a algebraica,
rústicamente dicho, asocia a cada anillo R grupos abelianos Ki(R), i ∈ Z, vamos que la K-teorı́a
“luce”, para fijar ideas, como una teorı́a de homologı́a de anillos . Nosotros abarcaremos solamente
los casos i = 0, 1, 2 que son, por ası́ decirlo, los más accesibles computacionalmente. Los casos
de K-teorı́a negativa vienen dados como co-nucleos de ciertas aplicaciones [Bass, Chap XII] y se
definen de manera recursiva, mientras que para i ≥ 3 se requirió el genio de Quillen para definirse y
requiere comenzar en el álgebra, pasar a la topologı́a y grupos de homotopı́a. El resultado medalla
Fields para Quillen y un universo en el cual trabajar para todos los matemáticos.

En el presente trabajo de tesis nos propusimos estudiar los llamados Nil-grupos de Bass de los
anillos de grupo Z[Cp2] y Z[Cp × Cp]. La definición de los Nil-grupos de Bass se da al considerar
un anillo R y buscar calcular la K-teorı́a de su anillo de polinomios R[x] o bien, su anillo de poli-
nomios de Laurent R[x, x−1], como su nombre indica, son el nucleo de un homomorfismo llamado
aumentación obtenido de inducir en K-teorı́a el homomorfismo de anillos x 7→ 0. Los resultados
obtenidos son nuevos.

Esta tesina tiene como antecedente el árticulo de C. Weibel [We] en el cual los cálculos son
desarrollados para el caso p = 2, nosotros generalizamos estos resultados para un número primo
cualquiera. Weibel explota la estructura de modulos sobre el anillo de vectores de Witt y nosotros
simplemente confinamos el trabajo a estudiarlos como grupos abelianos.

Comenzamos por las definiciones clásicas de K0 con módulos proyectivos finitamente gene-
rados, la de K1 como la abelianización de GL el grupo general lineal infinito con entradas en un
anillo y de K2 visto como problemas de extensiones centrales. En el segundo capı́tulo abordamos
propiedades de los grupos previamente definidos, en concreto estudiamos como se comportan estos
grupos respecto de ideales, herramienta que es fundamental para este trabajo. En el tercer capı́tulo
definimos propiamente los Nil-grupos de Bass, algunas propiedades de estos grupos (siendo impre-
cisos y coloquiales podemos decir que si vale para los grupos Ki es altamente probable que valga
para NKi) y abordamos el problema.

v



vi INTRODUCCIÓN

Una cosa por resaltar, durante nuestro análisis del problema fue necesario estudiar un Iceberg
dentro de la K-teorı́a que es el estudio de los anillos de polinomios truncados, basados en el trabajo
de [Stienstra] pudimos atravesar el tema de una manera más o menos accesible. El estudio de estos
anillos requiere un estudio minucioso y delicado, en [Hesselholt] se da una introducción muy pre-
cisa de este tema, mientras que en [Lluis-Puebla] se dan resultados con cálculos más particulares.

Termino esta introducción resaltando un hecho común en las matemáticas; Una definición ma-
temática pocas veces sirve cuando se buscan obtener resultados concretos. Esta tesis no es mas que
otro de los múltiples trabajos que confirman esta afirmación.



Capı́tulo 1

Grupos de K-teorı́a

En este capı́tulo damos las definiciones clásicas de los grupos de K-teorı́a en dimensiones 0, 1 y
2. El enfoque que abordaremos es desde el punto de vista de [Ros94] y se exponen algunos ejemplos
de cálculo de estos grupos de manera explı́cita. Es necesario aclarar que aunque la presentación que
aquı́ damos de K0 posee un enfoque a priori diferente a las de K1 y K2 es posible también definir
K0 es términos matriciales.

1. K0

Fijamos a continuación la notación que será usada a lo largo de este trabajo. Consideremos R
un anillo con unidad. Todo homomorfismo de anillos será asumido como que preserva el uno del
anillo. Trabajaremos en la categorı́a de módulos izquierdos sobre R, por simplicidad la denotaremos
por R-mod.

Estamos interesados en los R-mod proyectivos, es decir, un R-mod P es proyectivo si para cada
par de homomorfismos de R-mod, p : A → B suprayectivo y h : P → B existe g : P → A
homomorfismo de R-mod tal que p ◦ g = h. En un diagrama:

P

h
��

g

��
A

p
// B // 0.

Algunas equivalencias con la definición de R-mod proyectivo son las siguientes.

Proposición 1.1. [Rot09] Para un R-mod P son equivalentes las siguientes:

(a) P es proyectivo.
(b) Cualquier sucesión exacta de R-mod

0→ A→ B→ P→ 0

se escinde.
(c) P es sumando directo de un R-mod libre.

1



2 1. GRUPOS DE K-TEORÍA

Un par de propiedades de los R-mod proyectivos estan contenidos en la siguiente proposición.

Proposición 1.2. [Rot09]Para todo anillo R se satisfacen:

(a) Todo sumando directo un R-mod proyectivo es también proyectivo.
(b) Toda suma directa de R-mod proyectivos es un R-mod proyectivo.

Para poder avanzar en nuestras ambiciones de definir el K0 grupo es necesario restringirnos a
los R-mod proyectivos que además sean finitamente generados, estos nos permiten “operarlos” de
una manera que asemeja a un semigrupo, considerando la siguiente equivalencia.

Proposición 1.3. [Ros94] Un R-mod P es finitamente generado y proyectivo si y solo si es
isomorfo a un sumando directo de Rn.

Denotemos por Proj(R) al conjunto de clases de isomorfismo de R-mod proyectivos finitamente
generados. Algunas observaciones son las siguientes:

(1) Proj(R) es un conjunto: Es consecuencia de la proposición 1.3 y consta de todos los submódu-
los escindibles de Rn, n ∈ N.

(2) Si P � P′ y Q � Q′ entonces P ⊕ Q � P′ ⊕ Q′.
(3) La suma directa es conmutativa y asociativa.
(4) El módulo 0 (llamado el trivial) satisface P ⊕ 0 � P � 0 ⊕ P.

Las observaciones (1)-(4) anteriores resaltan la naturaleza de Proj(R), es decir, es un semigrupo
abeliano bajo la suma directa. Similarmente a la completación de N como grupo bajo la suma o la
completación de Z∗ a grupo bajo la multiplicación procedemos con Proj(R), siguiendo el teorema
de Grothendieck:

Teorema 1.4. ([Ros94], pag.3) Sea S un semigrupo conmutativo. Existe un grupo abeliano
G(S ) y un homomorfismo de semigrupos κ : S → G(S ) tal que para todo grupo H y homomorfismo
de semigrupos k : S 7→ H existe un único θ : G(S ) 7→ H tal que k = θ ◦ κ.

S
κ //

k

!!

G(S )

θ
��

H

Definición 1.5. Sea R un anillo. Definimos K0(R) como el grupo de Grothendieck del semigrupo
Proj(R). Es decir

K0(R) := G(Proj(R))

Ejemplo 1.6. Los siguientes ejemplos son clásicos para mayor detalle consultar [Ros94]
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(1) Si R es un campo, los R-mod proyectivos finitamente generados son los R-espacios vec-
toriales de dimensión finita, en este caso la dimensión del espacio determina las clases de
isomorfismo por lo que Proj(R) se identifica con N y por lo tanto K0(R) � Z.

(2) Si R = R1×R2, entonces tenemos que K0(R) � K0(R1)×K0(R2). Esta propiedad se extiende
a los productos finitos de anillos.

(3) Si R es un dominio de ideales principales sabemos que todo R-mod proyectivo finitamente
generado es isomorfo a Rn para algún n ∈ N, además en un dominio de ideales principales
si Rn � Rm, entonces n = m y por lo tanto K0(R) � Z.

(4) Si R es un anillo local es conocido que todo R-mod proyectivo finitamente generado es libre
de rango único, por lo tanto K0(R) � Z.

2. K1

La definición del funtor K1 esta dada en términos matriciales, por lo cual fijamos un poco de
notación que nos servirá además en las secciones posteriores.

Definición 1.7. Sea R un anillo. Definimos el grupo aditivo de matrices de tamaño n × n con
coeficientes en R como Mn(R) y el grupo multiplicativo de matrices de n × n con coeficientes en R
y determinante una unidad del anillo como GLn(R).

Asociados a las dimensiones de la matriz tenemos el siguiente par de homomorfismos

Mn(R) → Mn+1(R)

A 7→

 A 0
0 0


GLn(R) → GLn+1(R)

A 7→

 A 0
0 1


de manera que tenemos los siguientes sistemas dirigidos

· · · → Mn(R)→ Mn+1(R)→ · · ·

· · · → GLn(R)→ GLn+1(R)→ · · ·

tomando el lı́mite directo de estos sistemas dirigidos tenemos M(R) = lı́mn Mn(R) y GL(R) =

lı́mn GLn(R).



4 1. GRUPOS DE K-TEORÍA

Definición 1.8. Una matriz elemental de n × n es una matriz de la forma

ei j(a) = In + (ai j)

en donde a ∈ R, In es la matriz identidad en GLn(R) y (ai j) es una matriz con ceros en todas las
posiciones salvo en elemento a en posición (i, j). Denotamos el conjunto de matrices elementales
de n × n por En(R).

Las matrices elementales forman un grupo bajo la multiplicación de matrices, analogamente
tenemos los homomorfismos

En(R) → En(R)

A 7→

 A 0
0 1


que genera un sistema dirigido

· · · → En(R)→ En+1(R)→ · · ·

y tomando su lı́mite directo tenemos E(R) = lı́mn En(R).

Proposición 1.9. [Ros94][Lema de Whitehead] Para todo anillo R, el conmutador de GL(R) y
el conmutador de E(R) coincide y son iguales a E(R).

Definición 1.10. Si R es un anillo, definimos K1(R) como

K1(R) :=
GL(R)
E(R)

es decir K1(R) es la abelianización de GL(R).

La operación en K1(R) se puede representar de dos maneras equivalentes según [Ros94], con-
sideremos dos clases [A], [B] ∈ K1(R) el producto lo definimos por

(1) [A][B] = [AB]
(2) [AB] = [A ⊕ B] = [AB ⊕ 1]

Ejemplo 1.11. Consideremos los siguientes:

(1) Si R = R1×R2, entonces GL(R) = GL(R1)×GL(R2) y por lo tanto K1(R) � K1(R1)×K1(R2).
(2) Si R es un campo, entonces K1(R) � R× ya que la aplicación det : GLn(R) → R× es

preservada por el lı́mite directo.
(3) Si R es un anillo con división o un anillo local, entonces la inclusión R× ↪→ GL(R) induce

un homomorfismo suprayectivo R×ab → K1(R) y por lo tanto es un isomorfismo.
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(4) Si R es un dominio euclideano, entonces K1(R) � R×. Casos particulaes K1(Z) � {−1, 1} y
para un campo k, K1(k[x]) = k×.

3. K2

Buscar una definición sencilla para el grupo K2 deja de ser una tarea sencilla y pronto se vuelve
rebuscada, el enfoque que damos aquı́ es a partir del llamado grupo de Steinberg. Es útil, para poder
realizar cálculos, una vez establecida la definición hablar de elementos generadores.

Lema 1.12. [Ros94] Sea R un anillo. El grupo E(R) posee como generadores {ei j(a)} con i , j,
a ∈ R que astisfacen

(1) ei j(a)ei j(b) = ei j(a + b)
(2) ei j(a)ekl(b) = ekl(b)ei j(a), si i , l, j , k
(3) ei j(a)e jk(b)ei j(a)−1e jk(b)−1 = eik(ab), si i, j y k son distintos.

A continuación definimos el grupo de Steinberg.

Definición 1.13. Sea R un anillo y n ≥ 3. El grupo de Steinberg de orden n sobre R, S tn(R), se
define como el grupo con generadores xi j(a) i , j, 1 ≤ i, j ≤ n y a ∈ R y relaciones

(1) xi j(a)xi j(b) = xi j(a + b)
(2) xi j(a)xkl(b) = xkl(b)xi j(a), si i , l, j , k
(3) xi j(a)x jk(b)xi j(a)−1x jk(b)−1 = xik(ab), si i, j y k son distintos.

Por el lema 1.12 y la definición 1.13 del grupo de Steinberg obtenemos un homomorfismo
suprayectivo

ϕn : S tn(R)→ En(R)

La idea de generalizar un sistema dirigido S tn(R) → S tn+1(R) es tentadora y, ya que en general
este encaje no es inyectivo, tomamos como grupo de Steinberg S t(R) al limite inductivo, es de-
cir, los generadores son xi j(a) con 1 ≤ i, j < ∞, a ∈ R de manera que obtenemos el siguiente
homomorfismo

ϕ : S t(R)→ E(R)

Definición 1.14. [Ros94] Sea R un anillo. Definimos K2(R) como

K2(R) := Nuc{ϕ : S t(R)→ E(R)}

Es un grupo abeliano que es el centro de S t(R), es decir, Z(S t(R)) = K2(R).

Ejemplo 1.15. Para K2, los cálculos no son tan directos como se ilustra a continuación:
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(1) Si R = R1 × R2, entonces K2(R) � K2(R1) × K2(R2).
(2) Si R = Z, entonces K2(R) = Z/(2).



Capı́tulo 2

Propiedades de los K-funtores

En este capı́tulo exploramos más acerca de la naturaleza general de los funtores de K-teorı́a,
en particular tomamos el enfoque dado por Milnor y rescatamos la sucesión de Mayer-Vietoris y
las sucesiones asociadas a ideales, apareciendo en esta sección los conceptos de K-grupo relativo
y excisión. Por último dedicamos una sección para ver la naturaleza de K2 en términos de ciertos
sı́mbolos.

1. Sucesión de Mayer-Vietoris.

La sucesión de Mayer-Vietoris es una propiedad bien preservada por los funtores Ki para i = 0, 1
y bajo ciertas condiciones extras por K2. Se vuelven relevantes pues permiten realizar cálculos de
manera explı́cita y directa. Comencemos por considerar un diagrama

R

i2
��

i1 // R1

j1
��

R2
j2 // R′

(1.1)

tal que:

(a) Si r1 ∈ R1 y r2 ∈ R2 satisfacen que j1(r1) = j2(r2) en R′, entonces existe un único r ∈ R tal
que i1(r) = r1 y i2(r) = r2, es decir, R es un pullback.

(b) Al menos j1 o j2 es suprayectiva.

Teorema 2.1. Dado un cuadrado de anillos como (1.1). Entonces existe una sucesión exacta de
longitud seis dada por

K1(R) // K1(R1) ⊕ K1(R2) // K1(R′)
∂ //

K0(R) // K0(R1) ⊕ K0(R2) // K0(R′)

7



8 2. PROPIEDADES DE LOS K-FUNTORES

Demostración. No daremos la demostración rigurosa de este teorema, simplemente mencionaremos
los homomorfismos de grupos para i = 0, 1 y el homomorfismo ∂

Ki(R) → Ki(R1) ⊕ Ki(R2)

x 7→ (p1∗(x), p2∗(x))

Ki(R1) ⊕ Ki(R2) → Ki(R′)

(y, z) 7→ j1∗(y) − j2∗(z)

El homomorfismo ∂ viene dador por

∂ : K1(R′) → K0(R)

x 7→ [M] − [Rn]

en donde [Rn] es la clase del R-mod libre de rango n y [M] es la clase del siguiente módulo. Sea
x ∈ K1(R′) y sea A ∈ GLn(R′) una matriz que lo represente. Sean R′ ⊗ j1 Rn

1 y R′ ⊗ j2 Rn
2 los R′-mod

libres de rango n. Ası́ x determina un isomorfismo entre estos R′-modulos, tomamos M como el
subgrupo de Rn

1 × Rn
2 dado por {(v1, v2)|h j1∗(v1) = h j2∗(v2)}. Para mayor detalle consultar [Mil71].

A continuación consideramos un ejemplo que es relevante para nuestro estudio de los grupos
de K-teorı́a que estamos por determinar.

(1) Sea p un primo, Cp = 〈σ|σp = 1〉 cı́clico de orden p y R = Z[Cp] el correspondiente anillo
de grupo. Sea ξp una raı́z p-ésima de la unidad. Tenemos el siguiente diagrama

Z[Cp]

i2
��

i1 // Z[ξp]

j1
��

Z
j2 // Fp

donde i1(σ) = ξp, i2(σ) = 1, las ji son reducciones modulo p además j1(ξp) = 1. Este
cuadrado satisface las hipótesis para aplicar sucesión de Mayer-Vietoris y tenemos

K1(Z[Cp]) // K1(Z) ⊕ K1(Z[ξp]) // K1(Fp)
∂ //

K0(Z[Cp]) // K0(Z) ⊕ K0(Z[ξp]) // K0(Fp)

Notemos que j2∗ : K0(Z)→ K0(Fp) es un isomorfismo pues ambos son dominios de ideales
principales y su rango esta bien definido. Ahora, K1(Fp) son las unidades de Fp y para cada
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1 ≤ k ≤ p − 1 definimos

u =
ξk

p − 1

ξp − 1
= 1 + ξp + · · · + ξp−1

p

en el anillo Z[ξp] y para η = ξk
p y ηl = ξp tenemos el elemento

v =
ηl − 1
η − 1

de manera que uv = 1 en el anillo Z[ξp]. Luego j1(u) ∈ Fp es la clase residual de k módulo
p y por lo tanto j1∗ es suprayectiva y por lo tanto

i1∗ : K0(Z[Cp])→ K0(Z[ξp])

es un isomorfismo.

Extender nuestra sucesión a los grupos K2 es posible, sin embargo el costo es encarecer las hipóte-
sis iniciales. Milnor en [Mil71] expande la sucesión exacta de seis a nueve términos incluyendo
aquellos referentes a los grupos de K2. Asimismo, se ha demostrado que la sucesión no se puede
expander para los términos K3.

Teorema 2.2. En un diagrama de anillos como (1.1) con todos los homomorfismos suprayecti-
vos la sucesión exacta del teorema 2.1 se expande a la izquierda como

K2(R)→ K2(R1) ⊕ K2(R1)→ K2(R′)→ K1(R)→ · · ·

2. Suseciones asociadas a ideales.

A continuación definiremos los grupos de K-teorı́a relativos a ideales de un anillo. Mantenemos
fija la notación que hemos utilizado.

Definición 2.3. Sea R un anillo e I ⊆ R un ideal. Definimos el anillo doble relativo a I como

D := {(r, r′) ∈ R × R|r ≡ r′(modI)}

y las proyecciones p1 : D→ R p1((r, r′)) = r y p2 : D→ R p2((r, r′)) = r′

Definición 2.4. Sea R un anillo e I un ideal. Los K-grupos relativos de R respecto a I se definen
como

Ki(R, I) := Nuc{p1∗ : Ki(D)→ Ki(R)}
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Lema 2.5. Sea R un ideal. Entonces todo ideal I ⊆ R da origen a una sucesión exacta

K1(R, I) // K1(R) // K1(R/I) //

K0(R, I) // K0(R) // K0(R/I)

Demostración. Basta que consideremos el diagrama

D

p2

��

p1 // R

j1
��

R
j2 // R/I

y aplicar la sucesión de Mayer-Vietoris.

Aclaramos, por el teorema (2.2) para que la sucesión de Mayer-Vietoris se extienda a la iz-
quierda es necesario considerar diagramas en los que todos los homomorfismos sean suprayectivos.
Procedemos a definir los grupos relativos K2 para ideales.

Definición 2.6. Definimos el grupo de Steinberg de R relativo a un ideal I ⊆ R como

S t(R, I) := Nuc{p1 : S t(D)→ S t(R)}

análogamente el grupo general lineal del par (R, I) como

GL(R, I) := Nuc{p1 : GL(D)→ GL(R)}.

En donde p1 denota el homomorfismo inducido en S t(R) y GL(R) por p1 : D→ R.

Lema 2.7. El homomorfismo p2 : S t(R, I)→ S t(R) genera una sucesión exacta

S t(R, I)→ S t(R)→ S t(R/I)→ 0.

Aunque en general es válida la siguiente observación, la consideramos exclusivamente para los
anillos D y R, es la existencia de las sucesiones exactas

0→ K2(D)→ S t(D)→ GL(D)→ K1(D)→ 0,

0→ K2(R)→ S t(R)→ GL(R)→ K1(R)→ 0

al aplicar a cada término de la sucesión exacta el homomorfismo respectivo p1 obtenemos la suce-
sión exacta relativa

0→ K2(R, I)→ S t(R, I)→ GL(R, I)→ K1(R, I)→ 0
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y podemos generar el siguiente diagrama bajo el homomorfismo correspondiente p2

1

��
0 // K2(R, I)

��

// S t(R, I)

��

// GL(R, I)

��

// K1(R, I)

��

// 0

0 // K2(R)

��

// S t(R)

��

// GL(R)

��

// K1(R)

��

// 0

0 // K2(R/I) // S t(R/I)

��

// GL(R/I) // K1(R/I) // 0

1

Teorema 2.8. Sea R un anillo e I ⊆ R un ideal. Entonces tenemos la siguiente sucesión exacta
de longitud nueve.

K2(R, I)→ K2(R)→ K2(R/I)→ K1(R, I)→ · · · → K0(R/I).

3. K2 y los sı́mbolos de Dennis-Stein.

Manteniendo la notación anterior, para un anillo R, a, b, c, d ∈ R e i , j enteros positivos
definimos  a b

c d

(i, j)
como la matriz I + eii(a) + ei j(b) + e ji(c) + e j j(d) en GL(R). La denotaremos simplemente por
A(i j) y satisfacen las reglas del producto A(i j)B(i j) = (AB)(i j) consultar [Mag02]. En S t(R) existen
elementos que bajo la función ϕ poseen como imagen matrices del tipo A(i j). En concreto, para
a, b ∈ R∗ e i , j definimos

(a) wi j(a) = xi j(a)x ji(−a−1)xi j(a)
(b) hi j(a) = wi j(a)wi j(−1)

Definición 2.9. Sea R un anillo. Un sı́mbolo de Steinberg sobre R es un elemento

{a, b}R = {a, b}12 = h12(ab)h12(a)−1h12(b)−1.

En la definición 2.9 de sı́mbolo de Steinberg se considera de manera general (i, j) y están defi-
nidos como {a, b}i j = [hik(a), hi j(b)] el conmutador, pero en [Mag02] se demuestra que solamente
(1, 2) son necesarios y que el conmutador de estos elementos es precisamente la expresión de la
definición.
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Teorema 2.10. Sea R un anillo y a, b, c ∈ R∗ unidades que conmuten. Entonces en K2(R) se
satisfacen las siguientes igualdades:

(a) {a, b}−1 = {b, a}
(b) {ab, c} = {a, c}{b, c}
(c) {a, bc} = {a, b}{a, c}
(d) Si a + b = 1R entonces {a, b} = 1

Ejemplo 2.11. Si F es un campo, entonces K2(F) está generado por los sı́mbolos de Steinberg
[Mag02], por lo tanto, si F es finito entonces K2(F) = 0.

Definición 2.12. [Ste] Sean a, b ∈ R elementos que conmutan y tales que 1+ab ∈ R∗. Definimos
el sı́mbolo de Dennis-Stein de a y b por

〈a, b〉 = x21(
−b

1 + ab
)x12(a)x21(b)x12(

−a
1 + ab

)h12(1 + ab)−1

Proposición 2.13. [Ste] Sean a, b, c ∈ R. Para los sı́mbolos de Dennis-Stein correspondientes
se satisface

(D1) 〈a, b〉〈−b,−a〉 = 1
(D2) 〈a, b〉〈a, c〉 = 〈a, b + c + abc〉
(D3) 〈a, bc〉 = 〈ab, c〉〈ac, b〉

Estos sı́mbolos son empleados por Loday-Walery en [GuLo] para demostrar el siguiente teore-
ma

Teorema 2.14. Sea R un anillo, I, J ideales tales que I ∩ J = (0). Entonces

K2(R, I, J) � S t(R, I, J) � I ⊗Re J

de donde se obtiene el corolario

Corolario 2.15. Sean p un primo,Cp = 〈σ〉 cı́clico de orden p, R = Z[Cp], I = (1 − σ) y
J = (1 + σ + · · · + σp−1). Entonces

K2(R, I, J) �
Z

(p)
un p-grupo. En donde I ⊗Re J está generado por (1 − σ) ⊗ (1 + σ + · · · + σp−1) en K2(R, I, J).

De manera paralela Keune en [Keu] emplea los sı́mbolos de Dennis-Stein para obtener el mis-
mo resultado del teorema 2.14. Tambieén son empleados por Stienstra [Sti] y por Van der Kallen y
Stienstra en [VdKS]. Nosotros necesitamos de estas herramientas para realizar los cálculos como
se vera en el siguiente capı́tulo de esta tesina.



Capı́tulo 3

NKi([Cp2]) y NKi([Cp ×Cp])

1. Teorema Fundamental de la K-Teorı́a Algebraica.

Para un anillo R es normal buscar aplicar toda la maquinaria anterior al anillo de polinomios
en una variable con coeficientes en R, R[x] y también al anillo de polinomios de Laurent sobre el
anillo R, R[x, x−1]. Una directriz viene dada por las sucesiones exactas cortas escindibles

(a) 0→ xR[x]→ R[x]� R→ 0
(b) 0→ (x − 1)R[x, x−1]→ R[x, x−1]� R→ 0

donde es evidente que x 7→ 0 en (a) y x 7→ 1 en (b). Inmediatamente queda claro que la K-Teorı́a
de R[x] y la de R[x, x−1] tiene a la K-teorı́a de R como sumando directo. La estructura total de
la K-Teorı́a de estos anillos esta determinada por el llamado teorema fundamental de la K-teorı́a
algebraica en donde aparecen, como sumandos directos, los llamados grupos Nil de Bass que están
definidos como el núcleo de la aumentación.

Definición 3.1. Sea R un anillo. Los grupos Nil de Bass de R se definen como

NKi(R) := Nuc{ε∗ : Ki(R[x])→ Ki(R)}

con ε : R[x]→ R tal que x 7→ 0

Teorema 3.2. (Teorema fundamental de la K-teorı́a algebraica),[Ros94] Sea R un anillo. Sean
R[x] y R[x, x−1] los anillos de polinomios y polinomios de Laurent respectivamente. Entonces exis-
ten isomorfismos naturales

(a) Ki(R[x]) � Ki(R) ⊕ NKi(R)
(b) Ki(R[x, x−1]) � Ki(R) ⊕ Ki−1(R) ⊕ NKi(R) ⊕ NKi(R)

Proposición 3.3. [Qui] Si R es un anillo regular, entonces NKi(R) = 0 para todo i y de manera
particular

(a) Ki(R[x]) � Ki(R).
(b) Ki(R[x, x−1]) � Ki(R) ⊕ Ki−1(R).

13
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2. NKi([Cp2])

Sea R un anillo y sean I, J ⊆ R ideales tales que I ∩ J = (0). Entonces tenemos el siguiente
diagrama

R
π1 //

π2

��

R/I

g
��

R/J
f
// R/I + J

que es cartesiano con π1, π2, f y g suprayectivas. Por todo el desarrollo que hemos visto de los
funtores de K-teorı́a para ideales tenemos

Ki+1(R/I)
∂ //

g∗
��

Ki(R, I)

εi

��

j
// Ki(R)

π2∗

��

π1∗ // Ki(R/I) //

g∗
��

· · ·

Ki+1(R/I + J)
∂′ // Ki(R/J, I + J/J)

j′
// Ki(R/J)

f∗ // Ki(R/I + J) // · · ·

Asociado a este diagrama tenemos la siguiente proposición

Proposición 3.4. (a) Si en el arreglo εi es un isomorfismo, entonces existe un homomorfismo
∂i : Ki+1(R/I + J)→ Ki(R) tal que la sucesión

Ki+1(R/J) ⊕ Ki+1(R/I)
ϕ

// Ki+1(R/I + J)
∂1 // Ki(R)

ψ
//

Ki(R/J) ⊕ Ki(R/I) // Ki(R/I + J)

es exacta, con ϕ(x, y) = f∗(x) − g∗(y) y ψ(z) = (π2∗(z), π1∗(z))
(b) Si εi es un isomorfismo y εi+1 es suprayectivo, entonces podemos expande la sucesión exacta

anterior añadiendo el término Ki+1(R) a la izquierda, preservando exactitud.
(c) Sean εi suprayectivo y L = Ker(εi). Si π1∗ : Ki+1 → Ki+1(R/I) es suprayectivo, entonces L

se inyecta en Ki(R) y la sucesión

Ki+1(R/J) ⊕ Ki+1(R/I)→ Ki+1(R/I + J)→ Ki(R)/L→

→ Ki(R/J) ⊕ Ki(R/I)→ Ki(R/I + J)

es exacta.

Demostración. Bastará definir ∂i = jε−1
i ∂

′ y el resto es simple caza de elementos.
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Teorema 3.5. Sea R un anillo, sean I y J ideales de R tales que I∩J = (0). Entonces la sucesión

I/I2 ⊗Re J/J2 ψ
// K2(R, I)

ε2// K2(R/J, I + J/J) // 0

es exacta. Donde ψ([a]⊗ [b]) = La imagen de [x12(b, b), x21(0, a)] = 〈(0, a), (−b,−b)〉 ∈ K s
2(R, I) en

K2(R, I).

Teorema 3.6. Sea p un primo, Cp = 〈σ|σp = 1〉 grupo cı́clico de orden p. Sea R = Z[Cp] y los
ideales I = 〈σ − 1〉 y J = 〈1 + σ + · · · + σp−1〉. Entonces I ∩ J = (0), I + J = (p, σ − 1) y ε2 es un
isomorfismo.

Demostración. Tenemos que R → R/I se escinde, por que R/I � Z y aplicamos (c) de la pro-
posición (3.4). Bastará demostrar que la imagen de ψ(I/I2 ⊗Re J/J2) bajo p2∗ (para p2 la segunda
proyección del anillo doble relativo a un ideal ver la definición (2.3)) es trivial. Con [] denotamos
las clases de I, J en I2, J2. Como grupo abeliano I/I2 ⊗R J/J2, está generado por el elemento

[σ − 1] ⊗ [1 + σ + · · · + σp−1]

luego ψ(I/I2⊗Re J/J2) está generado por la imagen de 〈(0, σ−1), (−1− · · · −σp−1,−1− · · · −σp−1)〉
en K2(R, I) de manera que p2∗(ψ(I/I2 ⊗R J/J2)) esta generado por

〈σ − 1,−(1 + σ + · · · + σp−1)〉

por las propiedades de 〈〉 tenemos

1 = 〈σ − 1, 1〉p = 〈σ − 1, 1 + σ + · · · + σp−1〉 =

= 〈σ − 1,−(1 + σ + · · · + σp−1)〉−1

De acuerdo con el teorema (3.6) para R = Z[Cp] y los ideales I, J anteriores

Z[Cp] //

��

Z[ξp]

��
Z // Fp

en donde ξp es una raı́z p-ésima de la unidad. Inmediatamente hacemos notar que NK0(Z[Cp]) =

0 = NK1(Z[Cp]) pues aplicando la sucesión de Mayer Vietoris tenemos

NKi+1(Fp)→ NKi(Z[Cp])→ NKi(Z) ⊕ NKi(Z[ξp])

para i = 0, 1 y los anillos Z, Z[ξp] y Fp son regulares, por el teorema de Quillen de anillos regulares
(3.3) NKi(Z[ξp]) = NKi(Z) = NKi+1(Fp) = 0.
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Recordemos que por definición se tiene para cualquier anillo

NK2(R) =
K2(R[x])

K2(R)

y considerando el siguiente diagrama

Z[Cp][x] //

��

Z[ξp][x]

��
Z[x] // Fp[x]

tenemos que K2(Z[Cp][x], I[x], J[x]) � (Z/(p))[x] que mide la excisión a la exactitud de Mayer-
Vietoris, puesto que todo es suprayectivo K2(Z[Cp][x]) = (Z/(p))[x] como los anillos Z, Z[ξp] y Fp

son regulares, su K-teorı́a no se cambia al adjuntar una variable tenemos K2(Z[Cp], I, J) = Z/(p) y
por lo tanto

NK2(Z[Cp]) = x.Fp[x]

Ahora consideraremos R = Z[Cp2] donde Cp2 = 〈σ|σp2
= 1〉 es el cı́clico de orden p2. En esta

situación tenemos el siguiente diagrama:

Z[Cp2]
π1 //

π2

��

Z[Cp]

f
��

Z[ξp2]
g
// Fp[Cp]

donde ξp2 es una raı́z p2-ésima primitiva, π1(σ) = σ (No ha de existir ambigüedad al considerar σ
como generador en grupos diferentes, π1(σp) = 1), π2(σ) = ξp2 f es el paso al cociente y g(ξp2) =

σ. Será conveniente reemplazar este diagrama por uno equivalente y que sea mas computable.
Considerando el siguiente isomorfismo

Fp →
Fp[ε]
(εp)

σ 7→ 1 − ε

de manera que nuestro diagrama será

Z[Cp2]
π1 //

��
π2

��

Z[Cp]

f
��

Z[ξp2]
g
// Fp[ε]

donde εp = 0. Por la sucesión de Mayer-Vietoris asociada a este cuadrado tenemos las siguientes:

(a) NK2(Z[Cp2])→ NK2(Z[Cp])→ NK2(Fp[ε])→ NK1(Z[Cp2])→ 0
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(a) NK1(Fp[Cp]) � NK0(Z[Cp2])

Afirmación 3.7. NK0(Z[Cp2]) es isomorfo, como grupo abeliano, a una suma directa numerable
de copias de Fp.

Demostración. Tenemos que Fp[Cp] � Fp[ε], εp = 0 por [Sti] tenemos

NK1(Fp[Cp]) � (1 + ε.x.Fp[x])∗ � x.Fp[x] = V

con V el W(Fp)-módulo x.Fp[x] y por lo tanto se sigue el resultado.

Ahora determinaremos NK2(Fp[ε]) para ello notemos que Fp[x, ε] � Fp[ε, x] y tenemos

ν : Fp[x, ε] → Fp[x]

ε 7→ 0

y para ν∗ en K2 tenemos la siguiente suseción exacta

0→ Nuc(ν∗)→ K2(Fp[x, ε])→ K2(Fp[x])→ 0

por colorario 4.4 de [Ste] tenemos

0→
Fp[x]
Fp[xp]

→ Nuc(ν∗)→ ΩFp[x] → 0

además, tenemos un homomorfismo Nuc(ν∗) → NK2(Fp[ε]) de manera que tenemos la sucesión
exacta

0 // x.Fp[x]
xp.Fp[xp]

F // NK2(Fp[ε])
G // ΩFp[x]

// 0(2.1)

donde F(xn) = 〈xnε pr−1, ε〉 (obtenido de la identificación σ 7→ 1 − ε) y G(〈 f ε p2−1, g + g′ε〉) = f dg.
Tenemos el siguiente diagrama

NK2(Z[Cp])

f∗
��

0 // x.Fp[x]
xp.Fp[xp]

// NK2(Fp[ε]) //

∂

��

ΩFp[x]
// 0

NK1(Z[Cp2])

(2.2)

de manera que que NK1(Z[Cp2]) y ΩFp[x] satisfacen la propiedad del conúcleo de f∗. Hemos probado
entonces el siguiente resultado
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Teorema 3.8. Sea p un primo. Para Cp2 = 〈σ|σp2
〉 el grupo cı́clico de orden p2. Entonces

(1) NK0(Z[Cp2]) � x.Fp[X]
(2) NK1(Z[Cp2]) � ΩFp[x]

como grupos abelianos.

Lo que podemos decir acerca de NK2(Z[Cp2]) es que es infinitamente generado, pues en [DanJ]
se demuestra en general que para cualquier cı́clico Cn, NK2(Z[Cn]) , 0 y por lo tanto es infinita-
mente generado.

3. NKi([Cp ×Cp])

Ahora vamos a considerar el anillo de grupo Z[Cp×Cp]. Conservamos la notacion de la sección
previa. Partamos del cuadrado:

Z[Cp] //

��

Z

��
Z[ξp] // Fp

y vamos a tensorizar este cuadrado con ⊕ZZ[Cp] para obtener:

Z[Cp ×Cp] //

��

Z[Cp]

��
S [Cp] // Fp[Cp]

en donde S = Z[ξp]. Reemplazaremos las esquinas inferiores de este cuadrado por unas mas con-
venientes de la siguiente manera. Fp[Cp] � Fp[ε], εp = 0 y considerando la aplicacion suprayectiva

δ : S [Cp] → S [ωp]

σ 7→ ωp

donde ωp es una raı́z p-ésima de la unidad, se satisface que S [ωp] � Z[ξp] y por lo tanto

Z[Cp ×Cp] //

��

Z[Cp]

��
Z[ξp] // Fp[ε]

y por la sucesión de Mayer-Vietoris asociada a este cuadrado tenemos

(a) NK2(Z[Cp ×Cp])→ NK2(Z[Cp])→ NK2(Fp[ε])→ NK1(Z[Cp ×Cp])→ 0
(b) NK1(Fp[ε]) � NK0(Z[Cp ×Cp])
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Afirmación 3.9. NK0(Z[Cp × Cp]) es isomorfo, como grupo abeliano, a una suma directa nu-
merable de copias de Fp.

Demostración. Bastará verse la afirmación 3.7.

Para la sucesión (a) tenemos, análogamente que NK1(Z)[Cp×Cp] es el cokernel de la aplicación
f∗ y por la sucesión 2.1 y el diagrama 2.2 obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.10. Sea p un primo. Entonces

(1) NK0(Z)[Cp ×Cp] � x.Fp[x]
(2) NK1(Z)[Cp ×Cp] � ΩFp[x]

como grupos abelianos.



Capı́tulo 4

Conclusiones

Conlcuido este trabajo, es inmediato comenzar a pensar en casos más generales, esto debido a
que los Nil Grupos de Bass se han trabajado de manera teórica, pocos cálculos explı́citos como el
presente hay en la literatura relacionada.

Tenemos dos rutas para trabajar, la primera aprovechar estos resultados para tratar de generali-
zarlos, es decir, una vez realizados los cálculos explı́citos para Z[Cp2] y resaltando el hecho de que
las herramientas utilizadas en su obtención no dependen exclusivamente del exponente 2, ([Sti],
cor4.4) tratar de generalizar los resultados para Z[Cpr ] donde r > 0 un entero. Tambien hemos
obtenido para Z[Cp × Cp] resultados relevantes, que en principio no dependen crucialmente del
número de factores, entonces estamos tentados a realizar los cálculos para un producto de n copias
del cı́clico Cp, Z[Cp×· · ·×Cp]. En una etapa más ambisiosa y por el teorema de descomposición de
los grupos abelianos finitos, por el análisis que estamos realizando planteamos el siguiente proble-
ma: Sea G un grupo abeliano finito. Determinar NK0(ZG) y NK1(ZG). En el artı́culo [HmL] se dan
más técnicas las cuales hacen pensar que este problema es accesible si son obtenidos los cálculos
previos.

La otra opción para trabajar es explotar la estructura, no mencionada en el presente, de los Nil
Grupos de Bass como módulos sobre el anillo de vectores de Witt.

21



Bibliografı́a

[Bass68] H. Bass. Algebraic K-theory. W.A. Benjamin, 1968.
[Farr] F.T. Farrell. The nonfiniteness of nil. Proceedeings of the American Mathematical Society vol:65 página215–

página216, 1977.
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