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INTRODUCCION

Buscar dar una definicion inmediata, clara y precisa de lo que es K-teoria seria pretencioso y por
demads limitante para una teoria que ha permeado muchas y variadas ramas de la matematicas, por
mencionar algunas: topologia, geometria algebraica y teoria de nimeros. La K-teoria algebraica,
risticamente dicho, asocia a cada anillo R grupos abelianos K;(R), i € Z, vamos que la K-teoria
“luce”, para fijar ideas, como una teoria de homologia de anillos . Nosotros abarcaremos solamente
los casos i = 0, 1,2 que son, por asi decirlo, los mds accesibles computacionalmente. Los casos
de K-teoria negativa vienen dados como co-nucleos de ciertas aplicaciones [Bass, Chap XII] y se
definen de manera recursiva, mientras que para i > 3 se requiri6 el genio de Quillen para definirse y
requiere comenzar en el dlgebra, pasar a la topologia y grupos de homotopia. El resultado medalla

Fields para Quillen y un universo en el cual trabajar para todos los matematicos.

En el presente trabajo de tesis nos propusimos estudiar los llamados Nil-grupos de Bass de los
anillos de grupo Z[C )] y Z[C, X C,]. La definicion de los Nil-grupos de Bass se da al considerar
un anillo R y buscar calcular la K-teoria de su anillo de polinomios R[x] o bien, su anillo de poli-
nomios de Laurent R[x, x_'], como su nombre indica, son el nucleo de un homomorfismo llamado
aumentacion obtenido de inducir en K-teoria el homomorfismo de anillos x — 0. Los resultados

obtenidos son nuevos.

Esta tesina tiene como antecedente el articulo de C. Weibel [We] en el cual los céalculos son
desarrollados para el caso p = 2, nosotros generalizamos estos resultados para un nimero primo
cualquiera. Weibel explota la estructura de modulos sobre el anillo de vectores de Witt y nosotros
simplemente confinamos el trabajo a estudiarlos como grupos abelianos.

Comenzamos por las definiciones cldsicas de K, con médulos proyectivos finitamente gene-
rados, la de K; como la abelianizacién de GL el grupo general lineal infinito con entradas en un
anillo y de K, visto como problemas de extensiones centrales. En el segundo capitulo abordamos
propiedades de los grupos previamente definidos, en concreto estudiamos como se comportan estos
grupos respecto de ideales, herramienta que es fundamental para este trabajo. En el tercer capitulo
definimos propiamente los Nil-grupos de Bass, algunas propiedades de estos grupos (siendo impre-
cisos y coloquiales podemos decir que si vale para los grupos K; es altamente probable que valga

para NK;) y abordamos el problema.



VI INTRODUCCION

Una cosa por resaltar, durante nuestro analisis del problema fue necesario estudiar un Iceberg
dentro de la K-teoria que es el estudio de los anillos de polinomios truncados, basados en el trabajo
de [Stienstra] pudimos atravesar el tema de una manera més o menos accesible. El estudio de estos
anillos requiere un estudio minucioso y delicado, en [Hesselholt] se da una introducciéon muy pre-

cisa de este tema, mientras que en [Lluis-Puebla] se dan resultados con calculos més particulares.

Termino esta introduccidn resaltando un hecho comiin en las matematicas; Una definicién ma-
temadtica pocas veces sirve cuando se buscan obtener resultados concretos. Esta tesis no es mas que

otro de los multiples trabajos que confirman esta afirmacion.



Capitulo 1
Grupos de K-teoria

En este capitulo damos las definiciones clésicas de los grupos de K-teoria en dimensiones 0, 1y
2. El enfoque que abordaremos es desde el punto de vista de [Ros94] y se exponen algunos ejemplos
de calculo de estos grupos de manera explicita. Es necesario aclarar que aunque la presentacién que
aqui damos de K, posee un enfoque a priori diferente a las de K; y K, es posible también definir

K, es términos matriciales.

1. Ko

Fijamos a continuacién la notacidén que serd usada a lo largo de este trabajo. Consideremos R
un anillo con unidad. Todo homomorfismo de anillos serd asumido como que preserva el uno del
anillo. Trabajaremos en la categoria de médulos izquierdos sobre R, por simplicidad la denotaremos
por R-mod.

Estamos interesados en los R-mod proyectivos, es decir, un R-mod P es proyectivo si para cada
par de homomorfismos de R-mod, p : A — B suprayectivoy h : P — Bexiste g : P —> A

homomorfismo de R-mod tal que p o g = h. En un diagrama:

A—B——0.
Algunas equivalencias con la definiciéon de R-mod proyectivo son las siguientes.
Proposicion 1.1. [Rot09] Para un R-mod P son equivalentes las siguientes:

(a) P es proyectivo.

(b) Cualquier sucesion exacta de R-mod
0A->B—->P—>0

se escinde.

(c) P es sumando directo de un R-mod libre.

1



2 1. GRUPOS DE K-TEORIA

Un par de propiedades de los R-mod proyectivos estan contenidos en la siguiente proposicion.
Proposicion 1.2. [Rot09]Para todo anillo R se satisfacen:

(a) Todo sumando directo un R-mod proyectivo es también proyectivo.

(b) Toda suma directa de R-mod proyectivos es un R-mod proyectivo.

Para poder avanzar en nuestras ambiciones de definir el K, grupo es necesario restringirnos a
los R-mod proyectivos que ademds sean finitamente generados, estos nos permiten “operarlos” de

una manera que asemeja a un semigrupo, considerando la siguiente equivalencia.

Proposicion 1.3. [Ros94] Un R-mod P es finitamente generado y proyectivo si y solo si es

isomorfo a un sumando directo de R".

Denotemos por Proj(R) al conjunto de clases de isomorfismo de R-mod proyectivos finitamente
generados. Algunas observaciones son las siguientes:

(1) Proj(R) es un conjunto: Es consecuencia de la proposicion 1.3 y consta de todos los submddu-
los escindibles de R", n € N.

2)SiP=zP yQ=(QentoncesPeQ0=P &(Q'.

(3) La suma directa es conmutativa y asociativa.

(4) El médulo O (Ilamado el trivial) satisface P& 0= P =0 P.

Las observaciones (1)-(4) anteriores resaltan la naturaleza de Proj(R), es decir, es un semigrupo
abeliano bajo la suma directa. Similarmente a la completaciéon de N como grupo bajo la suma o la
completacioén de Z* a grupo bajo la multiplicacién procedemos con Proj(R), siguiendo el teorema
de Grothendieck:

TreoremA 1.4. ([Ros94], pag.3) Sea S un semigrupo conmutativo. Existe un grupo abeliano
G(S) y un homomorfismo de semigrupos k : S — G(S) tal que para todo grupo H y homomorfismo
de semigrupos k : S — H existe un tvinico 6 : G(S) — H tal que k = 6 o k.

S —5 G(S)

k |
16
Y

H

DerNICION 1.5. Sea R un anillo. Definimos Ky(R) como el grupo de Grothendieck del semigrupo
Proj(R). Es decir
Ko(R) := G(Proj(R))

Esempro 1.6. Los siguientes ejemplos son cldsicos para mayor detalle consultar [Ros94]
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(1) Si R es un campo, los R-mod proyectivos finitamente generados son los R-espacios vec-
toriales de dimension finita, en este caso la dimension del espacio determina las clases de
isomorfismo por lo que Proj(R) se identifica con N y por lo tanto Ky(R) = Z.

(2) SiR = R; XR,, entonces tenemos que Ky(R) = Ky(R;) X Ko(R,). Esta propiedad se extiende
a los productos finitos de anillos.

(3) Si R es un dominio de ideales principales sabemos que todo R-mod proyectivo finitamente
generado es isomorfo a R" para algin n € N, ademas en un dominio de ideales principales
si R" = R™, entonces n = m y por lo tanto Ky(R) = Z.

(4) SiR esun anillo local es conocido que todo R-mod proyectivo finitamente generado es libre

de rango unico, por lo tanto Ky(R) = Z.

2. K

La definicion del funtor K; esta dada en términos matriciales, por lo cual fijamos un poco de

notacion que nos servird ademds en las secciones posteriores.

DEeriniciON 1.7. Sea R un anillo. Definimos el grupo aditivo de matrices de tamafio n X n con
coeficientes en R como M, (R) y el grupo multiplicativo de matrices de n X n con coeficientes en R

y determinante una unidad del anillo como GL,(R).

Asociados a las dimensiones de la matriz tenemos el siguiente par de homomorfismos
Mn(R) - Mn+1(R)
A
A 0
0 0
GL,(R) — GLu(R)
A O
A -
0 1
de manera que tenemos los siguientes sistemas dirigidos
oo My(R) = My (R) = -

- = GLy(R) > GLyy(R) = -

tomando el limite directo de estos sistemas dirigidos tenemos M(R) = lim, M,(R) y GL(R) =
lim, GL,(R).
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DEeriniciON 1.8. Una matriz elemental de n X n es una matriz de la forma
eij(a) = I, + (a;j)

en donde a € R, I, es la matriz identidad en GL,(R) y (a;;) es una matriz con ceros en todas las
posiciones salvo en elemento a en posicion (i, j). Denotamos el conjunto de matrices elementales
de n X n por E,(R).

Las matrices elementales forman un grupo bajo la multiplicacion de matrices, analogamente

tenemos los homomorfismos

E,(R) — E,R)
5 1)
A >
0 1

e Ey(R) = Byt (R) — -

que genera un sistema dirigido

y tomando su limite directo tenemos E(R) = lim,, E,,(R).

Proposicion 1.9. [Ros94]/Lema de Whitehead/ Para todo anillo R, el conmutador de GL(R) y

el conmutador de ER) coincide y son iguales a E(R).

DEeriNiciON 1.10. Si R es un anillo, definimos K;(R) como

es decir K (R) es la abelianizacién de GL(R).

La operacion en K;(R) se puede representar de dos maneras equivalentes segin [Ros94], con-
sideremos dos clases [A], [B] € K;(R) el producto lo definimos por

(1) [Al[B] = [AB]
(2) [AB]=[A®B]=[AB& 1]

Esempro 1.11. Consideremos los siguientes:

(1) SiR = R XR;, entonces GL(R) = GL(R;) X GL(R») y por lo tanto K;(R) = K;(R) X K;(R»).

(2) Si R es un campo, entonces Kj(R) = R* ya que la aplicacién det : GL,(R) — R* es
preservada por el limite directo.

(3) Si R es un anillo con division o un anillo local, entonces la inclusiéon R* < GL(R) induce

un homomorfismo suprayectivo R, — K;(R) y por lo tanto es un isomorfismo.
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(4) Si R es un dominio euclideano, entonces K;(R) = R*. Casos particulaes K;(Z) = {—1,1}y
para un campo k, K (k[x]) = k*.

3. K,

Buscar una definicion sencilla para el grupo K, deja de ser una tarea sencilla y pronto se vuelve
rebuscada, el enfoque que damos aqui es a partir del llamado grupo de Steinberg. Es titil, para poder

realizar cdlculos, una vez establecida la definicion hablar de elementos generadores.

Lema 1.12. [Ros94] Sea R un anillo. El grupo E(R) posee como generadores {e;j(a)} coni # j,

a € R que astisfacen

(1) eij(a)e;j(b) = e;j(a + b)
(2) eij(a)en(b) = en(b)eij(a), sii # 1, j#k
(3) eij(@epblej(@) " ep(d)™" = exlab), sii, jyk son distintos.

A continuacién definimos el grupo de Steinberg.

DErNicION 1.13. Sea R un anillo y n > 3. El grupo de Steinberg de orden n sobre R, St,(R), se
define como el grupo con generadores x;j(a) i # j, 1 <i, j <nya € Ry relaciones

(1) xij(a)x;j(b) = x;j(a + b)
(2) xij(@xu(b) = xu(b)xij(a), sii # 1, j+k
(3) xij(@)xj(b)xi(a@) ' x(b)™! = xy(ab), sii, jy k son distintos.

Por el lema 1.12 y la definicién 1.13 del grupo de Steinberg obtenemos un homomorfismo
suprayectivo
@n : Sty(R) = E,(R)
La idea de generalizar un sistema dirigido St,(R) — St,.1(R) es tentadora y, ya que en general
este encaje no es inyectivo, tomamos como grupo de Steinberg S#(R) al limite inductivo, es de-
cir, los generadores son x;j(a) con 1 < i,j < oo, a € R de manera que obtenemos el siguiente

homomorfismo
¢:St(R) — ER)

DEerINICION 1.14. [R0s94] Sea R un anillo. Definimos K,(R) como
K>(R) := Nuc{p : St(R) — E(R)}
Es un grupo abeliano que es el centro de S #(R), es decir, Z(S t(R)) = K>(R).

EsempLo 1.15. Para K, los calculos no son tan directos como se ilustra a continuacion:
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(1) SiR = Ry X R,, entonces K>(R) = K>(R)) X K>(R»).
(2) Si R = Z, entonces K>(R) = Z/(2).



Capitulo 2

Propiedades de los K-funtores

En este capitulo exploramos mds acerca de la naturaleza general de los funtores de K-teoria,
en particular tomamos el enfoque dado por Milnor y rescatamos la sucesion de Mayer-Vietoris y
las sucesiones asociadas a ideales, apareciendo en esta seccion los conceptos de K-grupo relativo
y excision. Por dltimo dedicamos una seccion para ver la naturaleza de K, en términos de ciertos

simbolos.

1. Sucesion de Mayer-Vietoris.

La sucesién de Mayer- Vietoris es una propiedad bien preservada por los funtores K; parai = 0, 1
y bajo ciertas condiciones extras por K;. Se vuelven relevantes pues permiten realizar calculos de

manera explicita y directa. Comencemos por considerar un diagrama

(1.1) R—1o R,
Liz le
R, 2~ R
tal que:

(a) Sir; € Ry y r, € R, satisfacen que j;(r;) = j,(r;) en R’, entonces existe un unico r € R tal
que i1(r) = r y ir(r) = ry, es decir, R es un pullback.

(b) Al menos j; o j, es suprayectiva.

TeEOREMA 2.1. Dado un cuadrado de anillos como (1.1). Entonces existe una sucesion exacta de

longitud seis dada por

K\(R) —= K\(R) ® K\(Ry) —= K|(R) ——~

Ko(R) — Ky(Ry) ® Kop(Ry) — Ko(R')

7



8 2. PROPIEDADES DE LOS K-FUNTORES

DEemosTrACION. No daremos la demostracion rigurosa de este teorema, simplemente mencionaremos

los homomorfismos de grupos parai = 0, 1 y el homomorfismo 9
KiR) — Ki(R)®Ki(Ry)

x = (prdx), pa.(x))

Ki(R) ® Ki(Ry) — Ki(R')
02 = i) = 2.2
El homomorfismo g viene dador por
d:Ki(R) — KoR)
x = [M]-[R"]
en donde [R"] es la clase del R-mod libre de rango n y [M] es la clase del siguiente mddulo. Sea
x € K|(R") y sea A € GL,(R’) una matriz que lo represente. Sean R’ ®;, R y R’ ®;, R} los R’-mod

libres de rango n. Asi x determina un isomorfismo entre estos R’-modulos, tomamos M como el

subgrupo de R} X R} dado por {(vi, v2)|hji1.(vi) = hjz.(v2)}. Para mayor detalle consultar [Mil71].
|

A continuacion consideramos un ejemplo que es relevante para nuestro estudio de los grupos

de K-teoria que estamos por determinar.

(1) Sea p un primo, C, = (olo? = 1) ciclico de orden p y R = Z[C,] el correspondiente anillo

de grupo. Sea &, una raiz p-ésima de la unidad. Tenemos el siguiente diagrama

ZIC,] —~ Z[£,)

L

Zz—">F,

donde ij(0) = &), i»(0) = 1, las j; son reducciones modulo p ademas j;(§,) = 1. Este

cuadrado satisface las hipdtesis para aplicar sucesion de Mayer-Vietoris y tenemos

K\(ZIC,)) —= K\(Z) ® K\(Z[£,]) — K, (F,) —

Ko(ZICp]) —= Ko(Z) & Ko(Z[¢p]) — Ko(F)p)

Notemos que js. : Ko(Z) — Ko(F,) es un isomorfismo pues ambos son dominios de ideales

principales y su rango esta bien definido. Ahora, K;(FF,) son las unidades de F,, y para cada
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1 <k < p -1 definimos

fﬁ_l -1
uzf,,—l =1+&++&)
en el anillo Z[£,] y paranp = &) y f = &, tenemos el elemento
_n-1
=T

de manera que uv = 1 en el anillo Z[£,]. Luego j;(u) € F, es la clase residual de k médulo

p 'y por lo tanto j;, es suprayectiva y por lo tanto
it Ko(Z[Cp)) = Ko(Z[€p])
es un isomorfismo.

Extender nuestra sucesion a los grupos K, es posible, sin embargo el costo es encarecer las hip6te-
sis iniciales. Milnor en [Mil71] expande la sucesion exacta de seis a nueve términos incluyendo
aquellos referentes a los grupos de K,. Asimismo, se ha demostrado que la sucesién no se puede

expander para los términos K.

TeOREMA 2.2. En un diagrama de anillos como (1.1) con todos los homomorfismos suprayecti-

vos la sucesion exacta del teorema 2.1 se expande a la izquierda como

K>(R) = Ky(Ry) ® K>(Ry) = K>(R) = Ki(R) — -+

2. Suseciones asociadas a ideales.

A continuacion definiremos los grupos de K-teoria relativos a ideales de un anillo. Mantenemos

fija la notacion que hemos utilizado.
DErnicION 2.3. Sea R un anillo e I € R un ideal. Definimos el anillo doble relativo a I como
D :={(r,r") € RXR|r = r'(modl)}
y las proyecciones p; : D — R p1((r,r")) =ry p» : D = R p,((r, 1)) =71

DEerINICION 2.4. Sea R un anillo e 7 un ideal. Los K-grupos relativos de R respecto a [ se definen

como

Ki(R,I) := Nuc{pi. : Ki(D) — K;(R)}
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Lema 2.5. Sea R un ideal. Entonces todo ideal I C R da origen a una sucesion exacta

Ki(R,I) — Ki(R) — K\(R/]) —

Ko(R, 1) — Ko(R) — Ko(R/I)
DemosTrACION. Basta que consideremos el diagrama

DR

-

R—2-RJI

y aplicar la sucesion de Mayer-Vietoris. —

Aclaramos, por el teorema (2.2) para que la sucesiéon de Mayer-Vietoris se extienda a la iz-
quierda es necesario considerar diagramas en los que todos los homomorfismos sean suprayectivos.

Procedemos a definir los grupos relativos K, para ideales.

DErNICION 2.6. Definimos el grupo de Steinberg de R relativo a un ideal / € R como
St(R,I) := Nuc{p, : St(D) — St(R)}
andlogamente el grupo general lineal del par (R, I) como
GL(R,I) := Nuc{p, : GL(D) — GL(R)}.
En donde p, denota el homomorfismo inducido en S#(R) y GL(R) por p; : D — R.
Lema 2.7. El homomorfismo p, : St(R,I) — St(R) genera una sucesion exacta
St(R,I) = St(R) = St(R/I) — 0.
Aunque en general es vélida la siguiente observacion, la consideramos exclusivamente para los
anillos D y R, es la existencia de las sucesiones exactas
0—- Ky(D) —> St(D) - GL(D) — Ki(D) — 0,
0 — Ky(R) > St(R) » GL(R) —» K1(R) —» 0

al aplicar a cada término de la sucesion exacta el homomorfismo respectivo p; obtenemos la suce-

sion exacta relativa

0— KR, I) > St(R,I) > GL(R,I) > K|(R,I) > 0
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y podemos generar el siguiente diagrama bajo el homomorfismo correspondiente p,

1

0 —— KhR, ) — St(R,]I) — GL(R,]) —= K|(R,I) —= 0

| |

0 —— K»(R) St(R) GL(R) Ki(R)——0

| |

0 — Ky(R/I) — St(R/I) —= GL(R/I) — K,(R/I) —= 0

1

TeOREMA 2.8. Sea R un anillo e I C R un ideal. Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta

de longitud nueve.

Ky(R,I) = Kx(R) = Kr(R/I) —» Ki(R,]) — -+ = Ko(R/D).
3. K5y los simbolos de Dennis-Stein.

Manteniendo la notacién anterior, para un anillo R, a,b,c,d € R e i # j enteros positivos
definimos N
()]
a b
c d ]
como la matriz I + e¢;(a) + e;j(b) + eji(c) + e;j(d) en GL(R). La denotaremos simplemente por
AW y satisfacen las reglas del producto A“’ B = (AB)“) consultar [Mag02]. En St(R) existen

elementos que bajo la funcién ¢ poseen como imagen matrices del tipo A®’. En concreto, para

a,b € R" e i # jdefinimos
(@) wij(a) = xij(a)xji(_a_l)xij(a)
(b) hij(a) = Wij(a)Wij(—l)
DErNICION 2.9. Sea R un anillo. Un simbolo de Steinberg sobre R es un elemento

{a,blg = {a,b}12 = hia(ab)hiy(a) " hip(b)™".

En la definicién 2.9 de simbolo de Steinberg se considera de manera general (i, j) y estan defi-
nidos como {a, b};; = [hy(a), h;j(b)] el conmutador, pero en [Mag02] se demuestra que solamente
(1,2) son necesarios y que el conmutador de estos elementos es precisamente la expresion de la

definicidn.
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TeOREMA 2.10. Sea R un anillo y a,b,c € R* unidades que conmuten. Entonces en K;(R) se

satisfacen las siguientes igualdades:

(a) {a,b)™" = {b,a)

(b) {ab,c} ={a, c}{b, c}

(¢) {a,bc} = {a, b}{a,c}

(d) Sia+ b = 1f entonces {a,b} = 1

EsempLo 2.11. Si F es un campo, entonces K,(F) estd generado por los simbolos de Steinberg

[Mag02], por lo tanto, si F es finito entonces K,(F) = 0.

DEerINICION 2.12. [Ste] Sean a, b € R elementos que conmutan y tales que 1+ab € R*. Definimos
el simbolo de Dennis-Stein de a y b por

D (@) (B (—2

-1
1 +ab 5 ap) el +ab)

(a,b) = x(

Proposicion 2.13. [Ste] Sean a, b, c € R. Para los simbolos de Dennis-Stein correspondientes

se satisface

(D1) {a,b){-b,—a) =1
(D2) (a,b)a,c) ={a,b+ c + abc)
(D3) (a, bc) = {ab, c)ac, b)

Estos simbolos son empleados por Loday-Walery en [GuLo] para demostrar el siguiente teore-

ma

TeOREMA 2.14. Sea R un anillo, 1, J ideales tales que I N J = (0). Entonces

KR, 1,J)=StR,1,J) =1 ® J

de donde se obtiene el corolario

CoroLari0 2.15. Sean p un primo,C, = (o) ciclico de orden p, R = Z[C,], I = (1 —0)y
J=(1+o0+- - +0P"). Entonces

Z
KR, 1,J) = —
(R LD = s

un p-grupo. En donde I ®g. J estd generado por (1 —o)® (1 + o +---+ 0P en Kr(R, 1, ).

De manera paralela Keune en [Keu] emplea los simbolos de Dennis-Stein para obtener el mis-
mo resultado del teorema 2.14. Tambieén son empleados por Stienstra [Sti] y por Van der Kallen y
Stienstra en [VdAKS]. Nosotros necesitamos de estas herramientas para realizar los cdlculos como

se vera en el siguiente capitulo de esta tesina.



Capitulo 3
NKi([Cp]) y NK([C) X Cpl)

1. Teorema Fundamental de la K-Teoria Algebraica.

Para un anillo R es normal buscar aplicar toda la maquinaria anterior al anillo de polinomios
en una variable con coeficientes en R, R[x] y también al anillo de polinomios de Laurent sobre el

anillo R, R[x, x"']. Una directriz viene dada por las sucesiones exactas cortas escindibles

(@A) 0> xR[x] o R[x] SR—-0
b) 0 = (x— DR[x,x '] > R[x,x']SR—0

donde es evidente que x — O en (a) y x — 1 en (b). Inmediatamente queda claro que la K-Teoria
de R[x] y la de R[x,x"'] tiene a la K-teoria de R como sumando directo. La estructura total de
la K-Teoria de estos anillos esta determinada por el llamado teorema fundamental de la K-teoria
algebraica en donde aparecen, como sumandos directos, los llamados grupos Nil de Bass que estan

definidos como el nticleo de la aumentacion.
DernicION 3.1. Sea R un anillo. Los grupos Nil de Bass de R se definen como
NK;(R) := Nucle. : Ki(R[x]) = Ki(R)}
cone: R[x] > Rtalque x — 0

TeoreMA 3.2. (Teorema fundamental de la K-teoria algebraica),[Ros94] Sea R un anillo. Sean
R[x]y R[x, x '] los anillos de polinomios y polinomios de Laurent respectivamente. Entonces exis-

ten isomorfismos naturales

(@) Ki(R[x]) = Ki(R) ® NKi(R)
(b) Ki(R[x,x™']) = Ki(R) ® K;-1(R) ® NKi(R) ® NKi(R)

ProposicioN 3.3. [Qui] Si R es un anillo regular, entonces NK;(R) = 0 para todo i y de manera

particular

(@) Ki(R[x]) = Ki(R).
(b) Ki(R[x,x™']) = Ki(R) ® Ki-1(R).

13
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2. NK([C,])

Sea R un anillo y sean /,J C R ideales tales que / N J = (0). Entonces tenemos el siguiente

diagrama

!

R R/I

jﬂz |

RIJ—L-RIT+ 7

que es cartesiano con 7y, m,, f y g suprayectivas. Por todo el desarrollo que hemos visto de los

funtores de K-teoria para ideales tenemos

KinR/T) ——— K(R.[) —— K{(R) ——~—~ K(R/I)

l 8+ L € l T4 l 8
, i’ f

Kt RIT+ 1) —"= K(R/JT +J]J) — K(R/J) —> K(R/T + J) — -+

Asociado a este diagrama tenemos la siguiente proposicion

ProposiciON 3.4. (a) Sienelarreglo €; es un isomorfismo, entonces existe un homomorfismo
0; : Kiyiy(R/1+J) = Ki(R) tal que la sucesion

Kin(RID) ® KitRID) — KR/ + 1) — Ki(R) ~——

Ki(R/J) ® Ki(R/I)

K(R/I+J)

es exacta, con ¢(x,y) = f(x) = g.(y) y ¥(2) = (m2.(2), 11.(2))

(b) Si € es unisomorfismoy €1 es suprayectivo, entonces podemos expande la sucesion exacta
anterior anadiendo el término K;,|(R) a la izquierda, preservando exactitud.

(c) Sean €; suprayectivoy L = Ker(€;). Si w1, : Kiy1 — Kip1(R/I) es suprayectivo, entonces L

se inyecta en K;(R) y la sucesion

Ki1(R]J)) @ Ki((R/I) = Kinn(R/T +J) = Ki(R)/L —

— Ki(R/J)® K;(R/I) = K{(R/I +J)

es exacta.

DEMOSTRACION. Bastard definir 9; = je;'0’ y el resto es simple caza de elementos. i
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TEOREMA 3.5. Sea R un anillo, sean 1y J ideales de R tales que INJ = (0). Entonces la sucesion

1P &g I e Ky(R.T) —= Ky(R)J. T + J)J) — 0

es exacta. Donde Y([a] ® [b]) = La imagen de [x\2(b, b), x21(0, a)] = (0, a), (b, —b)) € K;(R,I) en
K>(R, D).

TeorEMA 3.6. Sea p un primo, C, = (olo?” = 1) grupo ciclico de orden p. Sea R = Z[C,] y los
ideales I ={c—1)yJ={1+0+---+0”. Entonces INJ = (0), I +J = (p,oc—1)y € es un

isomorfismo.

DemosTrACION. Tenemos que R — R/I se escinde, por que R/l = Z y aplicamos (c) de la pro-
posicién (3.4). Bastara demostrar que la imagen de y/(I/1? ®g J/J?) bajo p,. (para p, la segunda
proyeccion del anillo doble relativo a un ideal ver la definicion (2.3)) es trivial. Con [] denotamos

las clases de 1, J en I?, J?. Como grupo abeliano I/1?> ®; J/J?, est4 generado por el elemento
[c-11®[1+0+ - +0c]

luego y(1/1I?> ®g. J/J?) estd generado por la imagen de ((0,0— 1), (=1 —-+-— 0?7}, =1 —- .. —gP71))
en K,(R, I) de manera que p,,(W(I/1*> ®¢ J/J?)) esta generado por

(c=1,-(1+0+-+0c"™h)
por las propiedades de () tenemos
l=(oc-1,1YY=(c-1,1+0+--+0" ) =
=(-1,-(l+c+--+c" )"

(-

De acuerdo con el teorema (3.6) para R = Z[C,] y los ideales /, J anteriores

Z[Cpl — Z[&)]

I

Z ——F,

en donde &, es una raiz p-ésima de la unidad. Inmediatamente hacemos notar que NKy(Z[C,]) =

0 = NK,(Z[C}]) pues aplicando la sucesion de Mayer Vietoris tenemos
NKin(Fp) = NKA(Z[C)p]) = NK(Z) & NK(Z[&p])

parai =0, 1y los anillos Z, Z[£,] y F,, son regulares, por el teorema de Quillen de anillos regulares
(3.3) NKi(Z[§,]) = NKi(Z) = NK;.((F),) = 0.
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Recordemos que por definicion se tiene para cualquier anillo

K>(R[x])

NEB) =~ ®

y considerando el siguiente diagrama

Z[Cpllx] — Z[&)p][x]

| |

Z[x] F,[x]

tenemos que K»(Z[C,][x], I[x], J[x]) = (Z/(p))[x] que mide la excision a la exactitud de Mayer-
Vietoris, puesto que todo es suprayectivo K»>(Z[C,][x]) = (Z/(p))[x] como los anillos Z, Z[&,] y F,
son regulares, su K-teoria no se cambia al adjuntar una variable tenemos K>(Z[C,1,1,J) = Z/(p) y

por lo tanto
NK>(Z[Cp)) = x.F,[x]

Ahora consideraremos R = Z[C ] donde C,> = (o’lo"”2 = 1) es el ciclico de orden p?. En esta

situacion tenemos el siguiente diagrama:

Z[C ] —— Z[C,]

L)

Z[é2] —— F,[C,]

donde &> es una raiz p*-ésima primitiva, 7;(0’) = o (No ha de existir ambigiiedad al considerar o
como generador en grupos diferentes, m1(0”) = 1), my(0) = £, f es el paso al cociente y g(£,2) =
o. Serd conveniente reemplazar este diagrama por uno equivalente y que sea mas computable.
Considerando el siguiente isomorfismo
F,le]

(e?)

o - 1-¢

Fy

de manera que nuestro diagrama serd
Z[C ] — Z[C,]
-, )
8
2§ ] — Fyle]

donde &” = 0. Por la sucesion de Mayer-Vietoris asociada a este cuadrado tenemos las siguientes:

(@) NK>(Z[C\2]) = NK>(Z[C)p)) = NKy(Fple]) = NK(Z[C2]) — 0
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(@) NKy(Fp[C)]) = NKo(Z[C 2])
AFIRMACION 3.7. NKo(Z[C 2]) es isomorfo, como grupo abeliano, a una suma directa numerable
de copias de .
DemosTrACION. Tenemos que F,[C,] = F,[&], &’ = 0 por [Sti] tenemos
NK(F,[C,D) = (1 + exFylx])" = xFp[x] =V

con V el W(F,)-médulo x.F,[x] y por lo tanto se sigue el resultado. Ei

Ahora determinaremos NK,(F,[&]) para ello notemos que F,[x, €] = F,[¢, x] y tenemos

v:Fplx,e] — F,lx]

e —» 0
y para v, en K, tenemos la siguiente susecion exacta
0 = Nuc(v,) = Kx(F,lx, €]) = Ky(F,[x]) - 0

por colorario 4.4 de [Ste] tenemos

Bl M) > Qg - 0
F, L] v
ademds, tenemos un homomorfismo Nuc(v.) — NK,(F,[€]) de manera que tenemos la sucesién
exacta
xJF,[x F G
@2.1) 0 v NK>(F,le]) —— Qg (y — 0

donde F(x") = (x"e€” !, €) (obtenido de la identificacién o +— 1 — &) y G((fe”z‘l, g+ g'e)) = fdg.

Tenemos el siguiente diagrama

(2.2) NK>(Z[Cp))
f*
0 e NK>(F,le]) — Qz (g —= 0
Ié]

NK\(Z[C2])

de manera que que NK;(Z[C :]) y Qg satisfacen la propiedad del conticleo de f.. Hemos probado

entonces el siguiente resultado
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TeoreEmA 3.8. Sea p un primo. Para C,» = (olo?’y el grupo ciclico de orden p*. Entonces

(1) NKo(Z[C2]) = x.F,[X]
(2) NKI(Z[C2]) = Q14

como grupos abelianos.

Lo que podemos decir acerca de NK,>(Z[C):]) es que es infinitamente generado, pues en [DanJ]
se demuestra en general que para cualquier ciclico C,, NK>(Z[C,]) # 0y por lo tanto es infinita-

mente generado.

3. NK([C,xC,))

Ahora vamos a considerar el anillo de grupo Z[C, X C,]. Conservamos la notacion de la seccion
previa. Partamos del cuadrado:
Z[C)l —=Z

|

Z[¢p] —=F,

y vamos a tensorizar este cuadrado con ©zZ[C,] para obtener:

Z[C, x Cp] — Z[C,]

| |

S[Cp] F,[C)]

en donde S = Z[£,]. Reemplazaremos las esquinas inferiores de este cuadrado por unas mas con-

venientes de la siguiente manera. F,[C,] = F,[£], &’ = 0y considerando la aplicacion suprayectiva
0:5[C,]1 — Slw,]
o= W,
donde w,, es una raiz p-ésima de la unidad, se satisface que S[w,] = Z[&,] y por lo tanto

Z[C, x Cpl —= Z[C,]

| |

Zlgp)] — F,le]
y por la sucesion de Mayer-Vietoris asociada a este cuadrado tenemos

(a) NKy(Z[C), x Cp]) = NKy(Z[Cp]) = NK»(F,le]) » NK(Z[C, x C,]) = 0
(b) NK\(Fple]) = NKo(Z[C) x C}])
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AFIRMACION 3.9. NKy(Z[C, x C,]) es isomorfo, como grupo abeliano, a una suma directa nu-

merable de copias de F,.

DEmosTRACION. Bastard verse la afirmacion 3.7. -
Para la sucesion (a) tenemos, andlogamente que NK;(Z)[C, X C,] es el cokernel de la aplicacion
f« y por la sucesion 2.1 y el diagrama 2.2 obtenemos el siguiente teorema:

TeoREMA 3.10. Sea p un primo. Entonces

(1) NKo(Z)[Cp % C,] = x.F,[x]
(2) NKi(D)IC), X Cp] = Qg 1y

como grupos abelianos.



Capitulo 4

Conclusiones

Conlcuido este trabajo, es inmediato comenzar a pensar en casos mas generales, esto debido a
que los Nil Grupos de Bass se han trabajado de manera tedrica, pocos calculos explicitos como el

presente hay en la literatura relacionada.

Tenemos dos rutas para trabajar, la primera aprovechar estos resultados para tratar de generali-
zarlos, es decir, una vez realizados los célculos explicitos para Z[C ] y resaltando el hecho de que
las herramientas utilizadas en su obtencién no dependen exclusivamente del exponente 2, ([Sti],
cor4.4) tratar de generalizar los resultados para Z[C,,] donde r > 0 un entero. Tambien hemos
obtenido para Z[C, x C,] resultados relevantes, que en principio no dependen crucialmente del
nimero de factores, entonces estamos tentados a realizar los cédlculos para un producto de n copias
del ciclico C,, Z[C, X - - - X C,]. En una etapa mas ambisiosa y por el teorema de descomposicion de
los grupos abelianos finitos, por el andlisis que estamos realizando planteamos el siguiente proble-
ma: Sea G un grupo abeliano finito. Determinar NKy(ZG) y NK,(ZG). En el articulo [HmL] se dan
mas técnicas las cuales hacen pensar que este problema es accesible si son obtenidos los calculos

previos.

La otra opcion para trabajar es explotar la estructura, no mencionada en el presente, de los Nil

Grupos de Bass como mddulos sobre el anillo de vectores de Witt.
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