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Introduccion

El objetivo de esta tesis es definir el invariante de Bloch de una 3-variedad
hiperbélica completa de volumen finito siguiendo el articulo [10]. Este invari-
ante fue originalmente definido por Walter D. Newmann y Jun Yang en [18].

Sea H? el modelo del semiespacio superior del espacio hiperbdlico. Veremos
que el grupo de isometrias que preservan la orientacién de H? es isomorfo a
PSLy(C). Después definiremos una 3-variedad hiperbélica completa orientable
como el cociente M = H3/T, donde T' es un subgrupo de PSL,(C) discreto
y libre de torsiéon. Ya que I' es discreto y libre de torsiéon, I' actia libre y
propiamente discontinua en H?, entonces la aplicacién cociente p: H® — M
es el cubriente universal de M. Asi tenemos que m (M) = T' y 7m,(M) = 0,
entonces M es un K(I',1), es decir M = BI el espacio clasificante de T'.
Tenemos una representacién canénica 6: I' — PSLy(C), la cual puede ser
levantada a SLy(C), es decir,

SLy(C) .
5.7

I ~—2 PSL,(C)

Tal representacién corresponde a una aplicacién Bs: BI' = M — BSLy(C)
entre espacios clasificantes. En el caso cuando M es compacta, existe un in-
variante bien conocido (M) de M en H3(BSLy(C);Z) dada por la imagen de
la clase fundamental de M bajo el homomorfismo inducido en homologia por
Bs. Extenderemos este invariante a un invariante a(M) cuando M es una 3-
variedad hiperbdlica de volumen finito (no necesariamente compacta) pero en
este caso a(M) tomara valores en H3(B(SLy(C),%);Z), donde B(SLs(C),T)
es el el SLy(C)-espacio de drbitas de E(SLy(C), %) el espacio clasificante para
S Ly(C)-acciones con subgrupos de isotropia en cierta familia T de subgrupos
cerrados de SLy(C).

El pre-grupo de Bloch P(F') de un campo F es el cociente del grupo abeliano
generado por los simbolos formales [z], con z € F U oo por las relaciones
0] = [1] = [oo] =0y

2] = [yl + [y/a] = (1L =27 /A=y )] +[(1 - 2)/(1 —y)]| = 0.
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Newmann y Yang definieron el invariante de bloch G(M) de una 3 variedad
hiperbdlica M completa orientable de volumen finito en el pre-grupo de Bloch
P(F) y mostraron que estd determinado por los parametros de los simplejos
de cualquier triangulacién ideal de grado uno de la variedad M.

Demostraremos que el invariante a(M) coincide con el invariante de Bloch
B(M), para M una 3-variedad completa orientable de volumen finito.

El contenido de esta tesis estd organizado como sigue. En el capitulo 1
veremos los conceptos de cuaternios, acciones de grupos y espacios métricos,
los cuales necesitaremos en los otros capitulos.

En el capitulo 2 daremos la definicién de complejos simpliciales, veremos
espacios triangulables y el espacio clasificante de un grupo.

En el capitulo 3 daremos la generalizacion del haz universal de un grupo.
Dado un grupo G construiremos un espacio clasificante para G-acciones con
subgrupos de isotropia en una familia §. R

En el capitulo 4 veremos las transformaciones de Mobius en C y las exten-
deremos a R3, las cuales dejan invariante el semi-espacio superior H?, teniendo
asi que éstas son transformaciones de Mobius en H2. También veremos que
las isometrias de H? (con la métrica hiperbdlica) que preservan la orientacién
son realmente las transformaciones de Mdbius en H3. Como el grupo de trans-
formaciones de Mobius de C es isomorfo a PSLy(C), entonces el grupo de
isometrfas de H? que presevan la orientacién I, (H?) es isomorfo a PSLy(C).

En el capitulo 5 definiremos las 3-variedades hiperbdlicas completas orien-
tadas y veremos como son estas variedades cuando tienen volumen finito, luego
definiremos el invariante o usando ejemplos especiales de espacios clasificantes
para familias de subgrupos, el cual finalmente sera el mismo que el invariante
de Bloch.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo veremos algunos conceptos béasicos que usaremos mas ade-
lante. Comenzaremos con cuaternios y algunas de sus propiedades, luego vere-
mos grupos libres, productos libres y acciones de grupos, los cuales necesitare-
mos en el capitulo 2 de complejos simpliciales, también definiremos isometrias
y algunos resultados de subgrupos de isometrias en espacios métricos y fi-
nalizaremos el capitulo dando una introduccion a categorias y funtores.

1.1. Cuaternios
Daremos una introduccién a los cuaternios, dando algunas de sus propie-
dades basicas, lo cual usaremos en el capitulo 4, para definir el modelo del

espacio superior H? en el espacio hiperbdlico.

Definicién 1.1.1. Un cuaternio es una matriz compleja de 2 x 2 de la forma

qz(_zw ;}) (1.1)

El conjunto de cuaternios es denotado por H.

La suma y multiplicaciéon de quaternios es como para matrices, entonces
tenemos

(i) H es un grupo abeliano con respecto a la suma;

(ii) Los cuaternios diferentes de cero forman un grupo no abeliano con res-
pecto a la multiplicacion;

(iii) H es un espacio vectorial 4-dimensional con base
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10 . 1 0
(or) =00
. 0 1 0 1
i=(50) = (T0)
Como la multiplicacién de matrices es distributiva, la multiplicaciéon de cuater-

nios esta determinada por los productos de los cuatro elementos 1,i,j y k. En
efecto, los elementos generan un grupo multiplicativo de orden 8 y

Los cuaternios contienen una copia de C via la inclusién
x+iy — xl +iy

de C en H la cual claramente preserva la suma y multiplicacion.
Regresando a (1.1), si escribimos = + iy = z y u + iv = w entonces

q= (1 +yi) + (uj + vk)
= (21 + yi) + (ul + vi)j. (1.2)

En vista de esto, es conveniente cambiar nuestra notaciéon y reescribir la ecuacion
(1.2) en la forma

q=z+wy,
donde tales expresiones pueden ser multiplicadas por la regla
(21 + w1j>(22 + ’UJQ]) = (2122 — w1WQ) + (le2 + wﬁg)j.

En particular, si z,w € C, entonces

Jjz=7]

(2 +wj)(z — wj) = |2 + Jwl”.

Asi tenemos que

(z+wj) ™ = (Z —wj)/ (2" + [w]).
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1.2. Acciones de Grupos

Dado un grupo (G, -), se dice que una topologia sobre G es compatible con
la estructura de grupo si las dos aplicaciones

GxG— a4

(91, 92) — g1 - 92
G — 3G

g9
son continuas, donde G x G tiene la topologia producto.

Definicién 1.2.1. Un grupo dotado de una topologia compatible con su es-
tructura de grupo se llama grupo topolédgico.

Ejemplos 1.2.2. 1) Un grupo G con la topologia discreta es un grupo topolégi-
co.
2) (R, +) con la topologia usual es un grupo topolégico.

Definicién 1.2.3. Una accion de un grupo topologico G en un espacio topo-
logico X es una aplicacién continua

p:Gx X — X
(g.2) —g-x

que satisface

a) p(e,x) =e-x = x para toda x € X, donde e es el elemento identidad en

G;

b) Para todo g,h € G,y z € X se tiene p(gh,x) = p(g, u(h,z)), es decir,
(gh) -z =g (h-2).

Observemos que para cada elemento g de GG, la aplicacion

fg: X — X

T g-x

es continua, porque es la restriccion {g} x X — X de u. Su inversa estd dada
por pi;' = pg-1, ya que si x € X, tenemos
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Como (¢g7')™' = g, tenemos que pgypu,—1(x) = x, para toda z € X y por lo
tanto pi4 es biyectiva.

Por lo tanto G actiia como grupo de homeomorfismos de X, es decir, cada
elemento del grupo induce un homeomorfismo de X. Entonces tenemos que

¢: G — Homeo(X)
g Hy (1.3)

es un homomorfismo de grupos, ya que

§(gh) = pgn = pgin = £(g)&(h).

Definicién 1.2.4. Una accion de un grupo GG en un espacio topologico X es
efectiva si ker & = {e} y es trivial si ker £ = G.

Ejemplos 1.2.5. 1) (Z,+) actia en R mediante traslaciones: Si x € Ry
n € 74 sea
p(n,x) =z +n.

Claramente p es continua y cumple (a) y (b) ya que, u(0,z) =x y
p(n+m,z) =0+ m+ 3 = p(n, p(m, 7).
Como &(n) = Id € Homeo(RR) sélo si n = 0, entonces la accién es efectiva.

2) El grupo Zs = {0, 1,2}, actia sobre los complejos como

ik, 2) = whz,
donde k € Z3, z € C y w es una raiz cubica de la unidad. Como pu es
continua y, para k,j € Zs y z € C tenemos

(0, 2) = w'z = z,

k

p(k + 4, 2) = w2 = whw'z = p(k, p(j, z)),

tenemos que u es una accién. Ademads ker & = {0}, entonces la accién es
efectiva.

Sea GG un grupo topoldgico que actia en el espacio topoldgico X. Six € X
definimos la drbita de x por

Gr={g-z|geG}

Observemos que para h € G tenemos que Gh -z = Gz. ya que gh € GG
para toda ¢ € G y Gh -z C Gx. Por otro lado, h=! € G; por la primera parte
tenemos que Gh™'h-x = Gz C Gh - x.
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Entonces, si dos orbitas Gx y Gy se intersectan, tenemos que son iguales.
Supongamos que Gz N Gy # (), es decir, existen g1, go tales que g1 - & = go - y;
entonces

gl T =e-y=y,
lo cual implica que para h = g, '¢1, Gy = Gh -z, pero Gh - x = Gz, por lo
tanto Gx = Gy.

Definimos una relacion en X mediante x ~ y si y sélo si existe g € G tal
que x = g -y, es decir x y y estan en la misma érbita.

Proposicion 1.2.6. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1) x ~ x. Si e € G es el elemento identidad de G, entonces
r=e-zx.

2) Six ~ y, existe g € G tal que x = g - y; como G es grupo, g tiene inverso
g ' € G, entonces g-'z =y y por tanto y ~ x.

3)Siz~yyyn~ z existen gy hen G talesque x = g-yy y = h- z, entonces
x=g(h-z)=(gh)-(z), por tanto = ~ z. O

Las clases de equivalencia con esta relacién son las orbitas de la accién. El

espacio cociente correspondiente es llamado el espacio de orbitas y se denota
por X/G.

Definicién 1.2.7. Definimos
Go={9€Glg z=u}
al subgrupo de isotropia de x.
Denotemos por Isog(X) el conjunto de grupos de isotropia de X.

Proposiciéon 1.2.8. Sea X un espacio topologico y G un grupo. Entonces si
xr € X, tenemos
¢G,g ! = Ggx  para todo g € G.

Demostracion. Sea h € G, es decir h - x = x. Entonces,
(ghg™")g -z = ghgg™" -
=gh-x
=g-x.
Esto es, ghg™' € G,....
Por otra parte, sea k € G,.,. Queremos probar que existe h € G, tal que
k = ghg™'. Sea h = g 'kg, entonces k = ghg~ 'y
h-w=(g""kg) x
=g '(k(g- )
=g (g )
=(g7'g) =
=1z
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Luego, h € G,. m
De la proposicion 1.2.8 tenemos el siguiente:

Corolario 1.2.9. Sea G un grupo que actia en un espacio X. Si H en Isog(X),
entonces gHg™ ! € Tsoq(X) para todo g € G.

Definicién 1.2.10. Decimos que una accién pu, de un grupo G en un espacio
X es transitiva, o que el grupo G actia transitivamente sobre X, si dados
x,y € X, existe un elemento g € G tal que u(g,z) = y.

Definicién 1.2.11. Decimos que una accion i de un grupo G sobre un espacio
topolégico X es libre si tenemos (g, z) = z siy sélo si g = e.

De ahora en adelante denotaremos la acciéon de un elemento g € Genx € X
simplemente como gz.

Sea GG un grupo que actiia en un espacio topologico X, y sean A, B C X.
Definimos G 4, g como

Gap={9€G|gANB#0},
donde gA = {gx | x € A}. Cuando A = B, escribiremos G 4.

Definicién 1.2.12. Sea X un espacio topoldgico y G un grupo discreto. Una
accién de G en X se dice que es propia y discontinua si y sélamente si para
cada par de puntos z,y € X, existen vecindades U de z y V de y, tal que Gy v
es un conjunto finito.

Ejemplo 1.2.13. La accién p de Z en R mediante traslaciones dada por
pu(n,z) = x + n es una accién propia y discontinua, ya que dados x,y € R,
para las vecindades U = (z — 1,2+ 1) y V = (y — 1,y + 1), tenemos que Gy
es finito. Notemos que solo es necesario que las vecindades sean acotadas.

Proposicion 1.2.14. Sea X un espacio topologico y G un grupo discreto que
actiua discontinuamente en X. Entonces, cada subgrupo de isotropia es finito.

Demostracion. Sea x =y en X y A = B vecindad de z en la definiciéon 1.2.12,
entonces

Ga={g9€G|gANA#D}
es finito, y como G, C G4, entonces G, es finito. O
Proposiciéon 1.2.15. Sea G un grupo discreto el cual actia en un espacio

Hausdorff X. Si la accion es libre, propia y discontinua, entonces para cada
punto x € X existe una vecindad U tal que gU NU = O para todo g € G\ {e}.
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Demostracion. Sitomamos z = y en la definicién 1.2.12, existen vecindades U
y V de z tales que gU NV = (), excepto para un ntimero finito de elementos,
digamos gy = e, g1, 9o, ..., gr € G. Ya que la acciéon es libre, x # gx, para todo
g € G — {e}, en particular para g;, (i = 1,..., k). Como X es Hausdorff, para
cada g; existen vecindades disjuntas W; de x y W/ de gz. Sea

U=0UnVnWw,n(gr"W))n---nWyn (g, ' Wy).

Mostraremos que U’ tiene las propiedades requeridas.

Primero consideremos g = ¢; para algtina 1 < ¢ < k. Six € U’ C g7'W/,
entonces g;x € W/, el cual es ajeno a W; y por lo tanto de U’. Entonces,
tenemos que gU' NU’" = 0.

Por otro lado, si ¢ € G — {e} y no es alguno de los g;, entonces para cualquier
x € U C U, se tiene que gx € gU, como gU’ C gU y gUNV = (), tenemos que
gU’ es ajeno a V y por lo tanto también a U’. ]

1.3. Espacios métricos

Ahora veamos algunos conceptos basicos en espacios métricos y subgrupos
de isometrias.

Dado un espacio métrico X con distancia d, denotaremos por B(z,r) a la
bola abierta centrada en x € X y radio r > 0.

Denotaremos por A° el interior de un subespacio A y por A a su cerradura.

Definicién 1.3.1. Decimos que un espacio métrico (X, d) es finitamente com-
pacto si 'y sélo si todas sus bolas cerradas son compactas, es decir,

B(a,r)={x € X | d(a,x) <71}
es compacta para cada a € X y r > 0.

Definicién 1.3.2. Sean (X,d;) y (Y, dy) espacios métricos y ¢: X — Y una
aplicacién. Decimos que ¢ es una isometria si y sélo si,

da(¢(a), (b)) = di(a,b)
para toda a y b en X.

Dos espacios métricos X y Y son isométricos si existe una isometria biyec-
tiva entre ellos.

Denotaremos por (X)) al conjunto de isometrias del espacio X en si mismo.
Notemos que /(X)) es un grupo con respecto a la composicién de funciones,
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llamado el grupo de isometrias de X. Si f, g y h estan en I(X), entonces, la
composicion fg también es una isometria: Sean z y y en X,

[fo(z) — fa(y)| = |f(g9(x)) — fg())]
= |g(z) — g(y)|
= |z —yl,

el elemento neutro es la identidad, la inversa existe y también la asociatividad
se cumple por ser un subgrupo del espacio de funciones continuas.
Los siguientes teoremas caracterizan una isometria de R".

Teorema 1.3.3. Sea ¢: R" — R" una funcion. Entonces, las siguientes son
equivalentes:

(1) La funcion ¢ es una isometria.
(2) La funcion ¢ preserva distancias.

(3) La funcion ¢ es de la forma ¢(x) = a + Ax, donde A es una matriz
ortogonal y a = ¢(0).

Demostracion. Por definicién, (1) implica (2). Supongamos que ¢ preserva
distancias. Entonces, A = ¢ — ¢(0) también preserva distancias y A(0) = 0.
Por tanto A preserva la norma Euclideana, ya que

|Az| = |A(z) = A(0)] = [z — 0] = [z].
Consecuentemente A es ortogonal, ya que
2Ax - Ay = |Az]* + |Ay|* — |Ax — Ay|?
= |z + [yl — |z —y* =22 y.

Entonces, existe una matriz ortogonal A de n x n tal que ¢(z) = ¢(0) + Az, y
asf (2) implica (3). Si ¢ es de la forma dada en (3), entonces ¢ es la composicién
de una transformacién ortogonal seguida de una traslacion, y asi ¢ es una
isometria. Entonces, (3) implica (1). O

Definicién 1.3.4. Decimos que una funcion f: X — Y entre espacios métricos
es una isometria local si y sélo si para cada punto x de X, existe un r > 0 tal
que f manda la bola B(z,r) isométricamente en B(f(x),r).

Definicién 1.3.5. Decimos que una funcion ¢: X — Y entre espacios métricos
es una simelitud si es biyectiva y existe un nimero real k£ > 0 tal que

dy (¢(z), 9(y)) = kdx(z,y), Va,y € X.
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El siguiente teorema sigue del teorema 1.3.3.

Teorema 1.3.6. Sea ¢: R" — R™ una funcion. Entonces, las siguientes son
equivalentes:

(1) La funcidn ¢ es una similitud.

(2) La funcion ¢ es de la forma ¢(x) = a + kAx, donde A es una matriz
ortogonal, k es una constante positiva, y a = ¢(0).

1.3.1. Subgrupos de Isometrias

Algunos resultados de acciones de grupos en espacios métricos son los si-
guientes.

Definicién 1.3.7. Sea G un grupo actuando en un espacio métrico X y sea
p: X — X/G la aplicacién cociente. La funcién distancia en el espacio de
érbitas X/G

dg: X/G x X/G — R

esta definida por la formula
dg(Gz, Gy) = dist(Gzx, Gy),

donde dist denota la distancia entre conjuntos. Si dg es la métrica en X/G,
entonces dg es llamada la metrica del espacio de drbitas en X/G.

Teorema 1.3.8. Sea G un grupo de isometrias de un espacio métrico X.
Entonces dg es una métrica en X/G si y sdlo si cada G-orbita es un subcon-
Jgunto cerrado de X.

1

Demostracion. Sean x,y € X y sean g y h en G. Como ¢~ es una isometria

de X, tenemos que
d(g-z.h-y)=d(z,g"'hy).

Por lo tanto

dist(Gzx, Gy) = dist(z, Gy).

Supongamos que dg es una métrica y que G # Gy. Entonces
dist(z, Gy) = dg(Gz, Gy) > 0.

Sea r = dist(z, Gy). Entonces, B(x,r) C X —Gy. Entonces, X — Gy es abierto
y por lo tanto, Gy es cerrado. Entonces, cada orbita es un subconjunto cerrado
de X.

Por otra parte, supongamos que cada G-6rbita es un subconjunto cerrado de
X.Siz,y € X, por definicién de dg, tenemos que es simétrica y dg(Gz, Gy) = 0
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si y sélo si Gz = GYy.
Si Gz # Gy, entonces

d(x, gy) + d(y, hz) = d(z, gy) + d(gy, ghz)
> d(z, ghz)
> dist(x, Gz).
Por lo tanto,
dist(z, Gz) < dist(z, Gy) + dist(y, Gz).

Entonces, dg satisface la desigualdad del triangulo. Por lo tanto, dg es una
métrica. [

Teorema 1.3.9 ([11, Thm. 5.3.5]). Sea X wun espacio métrico finitamente
compacto. Entonces, un grupo I' de isometrias de X es discreto st y solo si
actia discontinuamente en X.

Proposicion 1.3.10. Sea G un grupo de isometrias de un espacio métrico X
tal que actiua libre y discontinuamente en X. Entonces, la aplicacion cociente

p: X — X/G
es una isometria local.

Demostracion. Sea x € X arbitrario y r > 0. Entonces tenemos que
p(B(z,7)) C B(p(x),7)).
Supongamos que y € X y dg(Gx,Gy) < r; entonces,
dist(z, Gy) <,

asi que existe g € G tal que d(z,g - y) < r. Ademds tenemos que p(g - y) =
Gy. Por lo que p(B(z,7)) € B(p(z),r), por lo tanto p(B(z,r)) = B(p(z),r).
Entonces p es una aplicaciéon abierta.

Veamos ahora que es una isometria local. Como G actia libremente en X, la
aplicacion x +— g - x es una biyecciéon de G sobre Gz. Por el teorema 1.3.9 el
conjunto Gx — {z} es discreto, entonces por la proposicién 1.2.15 Gz — {x} es

cerrado. Asi que
dist(z, Gx — {z}) > 0.

Sea )
s=3 dist(z, Gz — {z})

y sean y, z € B(x, s/2) cualesquiera. Entonces d(y, z) < s. Sea g # e en G.

d(z,g-x) <d(z,y) +d(y,g-2)+d(g-z9-z).
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Asi tenemos

dy,g-z) 2 d(z,g-z)—d(z,y) —d(z,x)
>2s—5/2—5/2=s.

Por lo tanto
da(p(y),p(z)) = dist(Gy, Gz) = d(y, 2).

Entonces, p es una isometria local. O

Definicién 1.3.11. Un subconjunto R de un espacio métrico X es una region
fundamental para un grupo I' de isometrias de X si y sélo si

(1) el conjunto R es abierto en X;

(2) los miembros de {gR | g € I'} son mutuamente ajenos; y
(3) X =U{gR|geT}.

Ejemplo 1.3.12. Observemos que la regién R puede ser disconexa.
Sea X =Ry R=(0,1/2)U(1/2,1), con I el grupo de isometrias que consiste
de traslaciones por enteros. Entonces R es una regiéon fundamental para T'.

Definicién 1.3.13. Un subconjunto D de un espacio métrico X es un dominio
fundamental para un grupo I' de isometrias de X si y solo si D es una region
fundamental conexa para I.

Definicion 1.3.14. Una region fundamental R para un grupo I' de isometrias
de un espacio métrico X es localmente finita siy sélo si {gR | g € T'} es una
familia de subconjuntos localmente finita.

Teorema 1.3.15. Si un grupo I' de isometrias de un espacio métrico X tiene
una region fundamental, entonces I' es un subgrupo discreto de 1(X).

Demostracion. Sea x un punto de una regiéon fundamental R para el grupo de
isometrias I' de X. Entonces, la aplicacion evaluacién

&1 — I,

definido por £(g) = gz, es continua. Entonces, el punto x es abierto en 'z, ya
que RN Tz = {z}. Ademas, el grupo de isotropia I, es trivial, porque x € R
y {R} N {gR} = 0 para toda g € ' — {e}, por ser R una regién fundamental.
Por consiguiente e = £~ 1(x) es abierto en I'. Por lo tanto, T" es discreto. O

En el resto de la seccién, sea X =S",R" 6 'H".

Definicién 1.3.16. Un poliedro fundamental convexo para un grupo discreto I'
de isometrias de X es un poliedro convexo P en X cuyo interior es un dominio
fundamental localmente finito para I'.
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Definicién 1.3.17. Decimos que un poliedro fundamental convexo P para I’

es exacto si y sélo si para cada cara S de P existe un elemento g € I" tal que
S=PnNgP.

Definicién 1.3.18. Una teselacion de X es una coleccién P de poliedros
convexos de dimensién 3 en X tal que

(1) los interiores de los poliedros en P son mutuamente ajenos;
(2) la unién de los poliedros en P es X; y
(3) la coleccién P es localmente finita.

Definicién 1.3.19. Decimos que una teselacion P en X es ezacta si 'y sélo si
cada cara S de un poliedro P en P es una cara de exactamente dos poliedros

PyQenpP.

Teorema 1.3.20. Sea P un poliedro convexo 3-dimensional en X y sea I' un
grupo de isometrias de X. Entonces, I' es discreto y P es un poliedro funda-
mental convexo (exacto) para T' si y solo si

P={gP|geT}
es una teselacion (exacta) de X .

Demostracion. Supongamos que I es discreto y P es un poliedro fundamental
convexo para I'. Entonces, el interior de P, P° es un dominio fundamental
localmente finito para I'. Luego, tenemos que

(1) los miembros de {gP° | g € I'} son mutuamente disjuntos;
(2) X=UfgPgeT}y
(3) la coleccién P es localmente finita.

Entonces, P es una teselacion de X.

Ahora asumimos que P es exacto. Sea S una cara de P. Entonces, existe un
tinico elemento g # e en I tal que S = P N ¢gP, entonces g~1S es una cara
de P, asi tenemos que S es una cara de gP. Por lo tanto, S es una cara de
exactamente dos poliedros Py gP de P. Como P es I'-equivariante lo mismo
es verdad para cualquier cara de cualquier poliedro en P. Entonces, P es una
teselaciéon exacta.

Por otro lado, supongamos que P es una teselacién de X. Entonces,

(1) los miembros de {gP° | g € I'} son mutuamente ajenos;

(2) X=U{gP|geThy



1.4. CATEGORIAS Y FUNTORES 13

(3) la coleccién P es localmente finita.

Entonces, P° es un dominio fundamental localmente finito. Por lo tanto, I' es
discreto por el teorema 1.3.15 y P es un poliedro fundamental convexo para el
grupo I'.

Ahora asumimos que P es exacta. Entonces, para cada cara S de P, existe
g € T tal que S es una cara de gP. Por consiguiente S C P N gP. Como
PnNngP C OP y S es un subconjunto maximal convexo de 0P, tenemos que
S = PNgP. Entonces P es exacto. m

1.4. Categorias y Funtores

En esta seccion introduciremos las definiciones de categoria y funtor, y
veremos algunos ejemplos de éstos.

Definicién 1.4.1. Una categoria C consiste de una clase de objetos Obj(C)
y para cada pareja ordenada de objetos A y B un conjunto de morfismos
Hom¢(A, B) con dominio Ay codominio B. Si f € Hom¢(A, B), escribimos
f: A — B. Para cada terna de objetos A, B, C' existe una funcién

Hom¢ (A, B) x Hom¢(B, C) — Home (A, C)

que asocia a cada pareja de morfismos f: A — By g: B — C, su composicion
gf: A — C. Se satisfacen los siguientes axiomas:

(a) Asociatividad. Si f: A— B, g: B— Cy h:C — D, entonces h(gf) =
(hg)f.

(b) Identidad. Para todo objeto B, existe un morfismo 1z: B — B tal que
si f: A— B, 1gf = f,ysig: B— C entonces glg = g.

Ejemplos 1.4.2. i. La categoria Set donde los objetos Obj(Set) son los
conjuntos y los morfismos Homse (A, B) son las funciones entre conjuntos.

ii) La categoria Top, de espacios topoldgicos con las aplicaciones continuas
entre ellos.

iii) La categoria Gr, donde la clase de objetos Obj(Gr) son los grupos y
Homg, (G, H) los homomorfismos de grupos.

iv) La categoria Ab, donde los objetos son los grupos abelianos con morfismos
Homa, (G, H) los homomorfismos de grupos.

v) La categoria de espacios topolégicos y las clases de homotopia de aplica-
ciones continuas, denotada como Topy.
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vi) La categoria Top,, que consiste de los espacios topolégicos punteados con
las aplicaciones continuas punteadas.

vii) La categoria Poset, que consiste de todos los conjuntos con orden parcial
(P, <) y las funciones mondtonas.

Definicién 1.4.3. Decimos que una categoria C es pequena si los objetos de
C forman un conjunto.

Ejemplos 1.4.4. i. La categoria 0, sin objetos y por tanto sin morfismos.
ii. La categoria 1 con un sélo objeto y el tinico morfismo la identidad.

ili. Sea X espacio topolégico y sea C la categoria donde Obj(C) = X y los
morfismos Home(x, y) son las clases de homotopia de caminos v: I — X

con ¥(0) =z, v(1) = .

Sean C y C' categorias, decimos que C’ es una subcategoria de C, si Obj(C’)
es una subclase de Obj(C), y Home/ (A, B) C Hom¢(A, B). Las composiciones
en C’ son las restricciones de las composiciones en C. Los morfismos identidad
en C' son los mismos que en C.

Definicién 1.4.5. SiC’ es una subcategoria de C y Home/ (A, B) = Hom¢(A, B),
decimos que C’ es una subcategoria plena.

Ejemplo 1.4.6. La categoria Ab es subcategoria plena de Gr, ya que to-
do grupo abeliano estd en la categoria Gr de grupos y ademads tenemos que
Homa,(G, H) = Homg, (G, H).

Definicién 1.4.7. Sea f: A — B un morfismo en una categoria C. Decimos
que f es un isomorfismo si existe un morfismo h € Home(B, A) tal que hf = 14
y fh = 1p. En éste caso decimos que A y B son isomorfos y se escribe A & B.

Definicién 1.4.8. Dadas dos categorias C y D, un funtor covariante (con-
travariante) T: C — D asocia a cada objeto de A en C un objeto T'(A) en D
y a cada morfismo f: A — B de C un morfismo f, = T(f): T(A) — T(B)
(f*=T(f): T(B) — T(A)) de tal manera que

(a) T(14) = 1r(a),

(b) T(gf) =T(9)T(f), (T(gf)=T(f)T(9))

Ejemplos 1.4.9. i) T: Top — Set el funtor olvido, donde a cada espacio
topoldgico X lo envia bajo T al conjunto X (sin la topologia.)

ii) Set — Top, donde a cada conjunto A le asocia el mismo conjunto A con
la topologia discreta.
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iii). T': Set — Gr, donde al conjunto X lo manda al grupo de permutaciones
de X.

iv) Ab — Gr, la inclusién.
v) T: Gr — Ab, donde T(G) = G/[G, G| es la abelianizacién del grupo.
vi) Top — Gr donde X +— m(X).

)

Otro funtor es el que asocia a X su n-ésimo grupo de homologia H,,(X),
es un funtor 7': Top — Ab.

vii

Proposicion 1.4.10. Sea T un funtor de la categoria C a la categoria D. Si
A, B € Obj(C) tales que A= B, entonces T(A) = T(B).

Demostracion. Asumamos que T' es covariante (el argumento es similar si T
es contravariante). Sea f: A — B un isomorfismo y sea f~': B — A su
inversa. Como f~'f =1y ff™' = 14, tenemos que T(f")T(f) = 1py ¥
T(HT(f) = 1o, O

Es posible comparar funtores.

Definicién 1.4.11. Sean T7,715: C — D funtores, ambos covariantes o am-
bos contravariantes. Una transformacion natural @ entre Ty y T, en simbolos
@: Ty — Ty, asocia a cada objeto A de C un morfismo ¢(A): T1(A) — Tr(A)
de D, de tal manera que para todo morfismo f : A — B en C el diagrama
apropiado conmuta. Cuando es covariante tenemos

Ti(f
7(4) 2L 7y (B

»(A) »(B)

7,(4) 2L 1y (B)

y cuando es contravariante

Si @: T} — T; es una transformacién natural tal que ¢(A) es un isomorfis-
mo en D para cada objeto A en C, entonces ¢ es llamada equivalencia natural.
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Capitulo 2
Complejos Simpliciales

En este capitulo veremos la definicion de complejos simpliciales, asi como
toda una teoria en torno a éstos, en la que se incluye la definicion de aplica-
ciones simpliciales, espacios triangulables y espacios de érbitas.

2.1. Complejos Simpliciales

Sea E™ el espacio euclideano de dimension n visto como espacio afin y sean
Vg, V1, ..., U € E™. El hiperplano de dimensiéon k generado por ellos consiste
de todas las combinaciones lineales de la forma Agvg + - - 4+ A\yvg, con \; € R
(i=0,1,... k) y StN=1

Decimos que los puntos vy, ..., v, estan en posicion general si cualquier
subconjunto de ellos genera un hiperplano de dimension estrictamente menor.
Esto es equivalente a pedir que los vectores v; — vy, v9 — vp, ..., Up — Uy Sean
linealmente independientes.

Definicién 2.1.1. Dados k£ + 1 puntos en posicién general vy, ..., v, en E”,
llamamos al conjunto convexo mas pequeno que los contiene (envolvente con-
vexa) un simplejo de dimension k 6 k-simplejo; denotaremos a este simplejo
como (vg...vg).

Los puntos vy, ..., v son los vértices del simplejo. Es facil ver que un punto
x estd en el simplejo si se puede escribir como una combinacién lineal

T = ANUg + -+ + A\pUg

con SN =1y N>0,i=0,1,..k

Denotaremos por A, al n-simplejo estandar en E™ con vértices eq, €1, ..., €y,
donde ¢ es el origen y ¢; = (0, ..., 1, ...,0) € E" es tal que la coordenada i-ésima
es uno y las demas cero.

Ejemplo 2.1.2. En la siguiente figura tenemos el 1-simplejo A y el 2-simplejo
B.

17
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Si Ay B son simplejos y los vértices de A son un subconjunto de los vértices
de B, decimos que A es una cara de B y escribimos A < B.

Definicién 2.1.3. Una coleccion finita de simplejos de algin espacio eu-
clideano E" es llamado un complejo simplicial si cada vez que un simplejo
estd en la coleccion, también sus caras estan y si dos simplejos de la coleccion
se intersectan, la interseccién es una cara en comun.

La dimension de un complejo simplicial K es el maximo de las dimensiones
de los simplejos de K.

Ejemplo 2.1.4. En la siguiente figura se muestran dos complejos simpliciales.

™ g
.
[x}

En la izquierda es la unién de 1-simplejos y el 2-simplejo (bed), entonces es un
complejo simplicial de dimensién 2. En la derecha es un complejo simplicial
que es la unién de 1-simplejos, los cuales se intersectan en los vértices que son
0-simplejos. La dimension de este complejo simplicial es 1.

Definicién 2.1.5. Un subcomplejo es una subcoleccion de simplejos de un
complejo simplicial K, el cual es a su vez un complejo simplicial.

La unién de todos los simplejos de un complejo simplicial es un subconjunto
de un espacio euclideano y lo podemos ver como un espacio topoldgico dandole
la topologia de subespacio. Un complejo simplicial K visto de esta manera es
llamado un poliedro o decimos que es la realizacion geométrica de K y se
denota por |K].
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Definicién 2.1.6. Una triangulacion de un espacio topoldgico X consiste de
un complejo simplicial Ky un homeomorfismo

h:|K|— X.

Sea K un complejo simplicial en E", construiremos un complejo simplicial
CK c E"" llamado el cono de K como sigue: Sea v = (0, ...,0,1) € E""1. Si A
es un k-simplejo en E™ con vértices vy, ..., v, entonces, los puntos vy, ..., v, v,
estan en posicién general. Por lo tanto determinan un k + 1-simplejo en E"*!;
este simplejo es llamado el join de A con v. El cono CK de K consiste de los
simplejos de K, el join de estos simplejos con v y el O-simplejo v.

Claramente, estos simplejos se intersectan en caras comunes y forman un
complejo simplicial. Como subconjunto de E"*1, el poliedro |CK| de CK con-
siste de todos los segmentos de recta que unen a v con los puntos de |K]|.
Recordemos que dado un espacio topologico X el cono de X, esta dado por
CX = (X x1I)/(X x{1}). Entonces, |CK| = C|K].

Definicién 2.1.7. Sea A un simplejo en E™ con vértices vy, ..., vx. Definimos
el interior de A como los puntos x € A que se pueden escribir de la forma
T = AUy + *++ + ApUg, con ZS)‘i: 1yX>0,:=0,..k.

Notemos que esta nocién coincide con la definicién topolégica de interior
cuando k = n pero no en otro caso.

Definicién 2.1.8. Sea K un complejo simplicial y sea v un vértice de K. La
estrella abierta de v en K es la unién de los interiores de los simplejos de K
que tienen a v como uno de sus vértices. Esta es un subconjunto abierto de
| K| la denotaremos por star(v, K).

Ejemplo 2.1.9. En la siguiente figura se muestra a la izquierda el complejo
K y ala derecha la estrella abierta de v en K star(v, K).

K

Definicién 2.1.10. Sea K un complejo simplicial. Dado un punto x € |K], el
punto x esta contenido en el interior de un tnico simplejo de K. Llamaremos
a dicho simplejo el portador de x.

Proposicion 2.1.11. Los vértices vg, vy, ...,vx de un complejo simplicial K
forman un simplejo A de K si y solo si la interseccion de las estrellas abiertas
de A es no vacia.
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Demostracion. Si v, vq,...v son los vértices del simplejo A de K, entonces,
todo el interior de A estd en star(v;, K) para 0 < i < k. Por otro lado, supong-
amos que r € ﬂg star(v;, K) y sea A el portador de x. Por definicién de estrella
abierta, cada v; debe ser un vértice de A, y por lo tanto vg, vy, ..., v, forman
alguna cara de A. O

Definicién 2.1.12. Sean K y L dos complejos simpliciales, no necesariamente
en el mismo espacio euclideano. Decimos que K y L son isomorfos si existe
una biyeccién ¢ del conjunto de vértices de K al conjunto de vértices de L, tal
que vy, ..., vy, forman los vértices de un simplejo en K siy sélo si ¢(vy), ..., ¢(vg)
forman los vértices de un simplejo en L.

Definicién 2.1.13. Sean K y L complejos simpliciales. Si una aplicacién
st |K| — [L]

manda simplejos de K linealmente en simplejos de L, es llamada aplicacion
simplicial.

Mas precisamente, si A es un simplejo de K requerimos que s(A) sea un sim-
plejo de L. La condicion de linealidad significa que si vy, ..., vy son los vértices
de Ay x € A estd dado por x = Agvg+ -+ Mg con \; > 0y ZIS)\Z- =1, en-
tonces, s(zx) al ser expresado en términos de los vértices de s(A), estd dado por
s(x) = Xos(vg) + - - -+ Mgs(vg). Es importante que s(A) puede ser de dimensién
menor que A, pues no se pide que s sea inyectiva. En este caso tenemos que
s(vg), ..., s(vg) no son todos distintos.

Es claro que una funcién simplicial es continua, pues funciones lineales so-
bre simplejos son continuas y usando el lema del Pegado, concluimos que es
continua. Debido a la linealidad sobre cada simplejo de K, una aplicacién sim-
plicial esta totalmente determinada una vez que sabemos cémo actia en los
vértices de K. De hecho, si una funcién s de los vértices de K a los vértices
de L es tal que si los vértices vy, ...,vr de K generan un simplejo de K, en-
tonces, s(vg), ..., s(vx) generan un simplejo de L, entonces, s puede extenderse
linealmente a una aplicacion simplicial

| K| — |L].

En particular, un isomorfismo de K a L, se extiende de esta manera para dar
un homeomorfismo de |K| en |L|.

Lema 2.1.14. Sea K un complejo simplicial en E"

(a) |K| es un subconjunto cerrado y acotado en E™, por lo tanto |K| es com-
pacto.

(b) Cada punto de |K| estd en el interior de exactamente un simplejo de K.



2.2. COMPLEJOS ABSTRACTOS 21

(c) Si tomamos los simplejos de K separadamente y le damos a la union la
topologia cociente, entonces, obtenemos exactamente |K|.

(d) Si|K| es un espacio conexo, entonces es arcoconero.

Demostracion. (a) Cada simplejo de K es cerrado y acotado. Como K es finito
tenemos que |K| también es cerrado y acotado.

(b) Supongamos que A y B son simplejos de K tal que sus interiores se trasla-
pan. Como K es un complejo, A y B necesariamente se juntan en una cara
comun. Pero la tnica cara de un simplejo que contiene puntos interiores es el
mismo simplejo entero. Por lo tanto, A = B.

(c) Notemos que simplejos de K son subconjuntos cerrados de |K| como son
cerrados en E™. Asi, si C' es un subconjunto de | K|, y si C'N A es cerrado en A
para cada simplejo A de K, entonces, C'N A debe ser cerrado en | K|. Por tanto,
la unién finita C' = (J{C' N A|A € K} es cerrado en |K|. Asi, los subconjuntos
cerrados de | K| son precisamente aquellos que intersectan cada simplejo de K
en un conjunto cerrado, entonces, K tiene la topologia cociente.

(d) Supongamos que | K| es conexo. Dado z € |K]|, sea L el subcomplejo de K
que consiste de todos los simplejos de K que no contienen a x, y sea ¢ la distan-
cia de z a |L|. Entonces, si 0 < € el conjunto B(z,d) N |K| es arco-conexo, ya
que cualquier punto en este conjunto se puede unir a x por una linea en algin
simplejo de K. Esto significa que |K| es un espacio localmente arco-conexo, y
| K| es conexo, por tanto |K| es arco-conexo. O

2.2. Complejos Abstractos

Definicién 2.2.1. Un complejo simplicial abstracto finito es un conjunto V'
de objetos, llamados vértices, ai, ..., as, y un conjunto A de subconjuntos st de
vértices, llamados simplejos, donde p+1 es el niimero de vértices en el simplejo
s?: los simplejos de A satisfacen la condicién de que cualquier subconjunto de
un simplejo de A es también un simplejo de A. La dimensién de s es p y la
dimension de A es el maximo de las dimensiones de sus simplejos.

Definicién 2.2.2. Se llama isomorfismo entre dos complejos abstractos A;
y As a una biyeccion ¢: V) — V5 entre los vértices de Ay y A, tal que si
(ap...ax) es un simplejo de A; entonces, (¢(ag)...o(ax)) es un simplejo de A,
y reciprocamente.

Definicién 2.2.3. Una realizacion de un complejo simplicial abstracto A es

un complejo simplicial K cuyo correspondiente complejo abstracto es isomorfo
a A.

Proposicién 2.2.4 (de Realizacién). Todo complejo simplicial abstracto tiene
una realizacion.
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Demostracion. Sean aq, ..., a, los vértices del complejo simplicial abstracto K.
Sean by, ..., by los vértices de un (a — 1)-simplejo s, en E*~! con complejo sim-
plicial abstracto A cuyos vértices son 31, ...,Ba. Entonces, cualquier biyeccion
de los elementos de K a los elementos de A realiza a K como un subcomplejo

de A. O

Observacién 2.2.5. Observemos que todas las realizaciones geométricas de
un mismo complejo abstracto son simplicialmente isomorfas.

Definicién 2.2.6. Un complejo simplicial abstracto infinito K definido sobre
una coleccion infinita de objetos, llamados vértices, es un conjunto infinito de
subcolecciones finitas de n + 1 vértices, s}, llamados simplejos, que satisface la
condicién de que si s € K, entonces, cualquier subcolecciéon de s} pertenece
al complejo simplicial K.

Ahora veremos que cualquier complejo simplicial infinito K se puede rea-
lizar en algin espacio euclideano. Construiremos un espacio topoldgico a partir
del complejo K.

Sea {a;}icr la coleccién de vértices de K; es conveniente asumir que I es
un conjunto totalmente ordenado y para exhibir las subcolecciones de los {a;}
de acuerdo al orden de sus superindices.

Definicién 2.2.7. Definimos la realizacién geométrica | K| de K de la siguiente
manera. Los puntos de | K| son colecciones de niimeros reales no negativos {\; },
un numero por cada i € I, sujetas a:

(i) Las A’s diferentes de cero tienen como elementos subindices de I a aque-
llos que son los superindices de los vértices de un simplejo de K;

(i) SN = 1.

Notemos que (ii) tiene sentido en vista de (i) y el hecho de que los simplejos
de K son subcolecciones finitas de vértices.

Ejemplo 2.2.8. La accion de los enteros en la linea real por adicién es sim-
plicial, basta triangular la linea real como un complejo 1-dimensional intro-
duciendo un vértice en cada entero.

2.3. Triangulaciones Inducidas en Espacios de
Orbitas

Definicién 2.3.1. Sea GG un grupo discreto y K un complejo simplicial. Una
accion de G sobre el poliedro |K| se dice simplicial si para todo g € G, el
homeomorfismo v, : |K| — |K| dado por v,(z) = gz, es simplicial.
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Sea X un espacio triangulable con triangulacién K y G un grupo que actia
sobre X simplicialmente.

Por medio de la proyeccion p: X — X/G podemos definir un complejo
abstracto K /G como sigue:

i) Los vértices de K/G son las érbitas (proyecciones) de los vértices de K.

ii) Las orbitas 0y, ..., 0y generan un simplejo de K/G si y sélo si existen
vértices vy, ...., v € K, con p(v;) = v; para 0 < i < k, que generan un
simplejo de K.

Hay una aplicacién natural

Supongamos que x € X tiene portador (vovy...v;), es decir, x esté en el interior
del k-simplejo (vov1...vx), entonces z se representa como

)\01)0 + -+ )\kvk
con0< )\, <1y Zg A; = 1; entonces, bajo p;, z va a dar al punto

Aop1(vo) + -+ + Aep1 ()

de |K/G|. Ademads, para cualquier g € G, x € X, tenemos p;(g(z)) = p1(x),
de modo que p; induce una aplicacion

v X/G — |K/G|

para el cual, dado T € X/G y cualquier punto x € p~'(Z), ¥(Z) = p1(z).

La aplicacion 1 es sobre y como la aplicacion p es abierta, serd continua si
y sélo si p; es continua. Sin embargo, p; fue construido como una aplicacién
simplicial de K en K/G asegurando su continuidad.

Si ¢ fuera un homeomorfismo podriamos considerar los espacios X/G,
|K/G| y las aplicaciones p, p;, como esencialmente el mismo. En este caso la
accion de G en X induce a través de la triangulaciéon K de X, una triangulacion
K/G de X/G.

Notemos que en general 1) no es necesariamente 1-1.

Las siguientes dos condiciones demostraran ser necesarias por separado y
juntas son suficiente para que ¥ sea un homeomorfismo.

CONDICION 1: Dado cualquier 1-simplejo (v;v;) de K, para cualquier g € G,
tenemos que g(v;) # v;.

Necesidad. Supongamos que existe g € G tal que g(v;) = v;, entonces,
p(v;) = p(v;). Consideremos algin punto z = Av; + (1 —A)v;, donde 0 < A < 1,
entonces,

pi(z) = Ap(vi) + (1 = N)p(v;) = p(vi) = pr(vy).
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Sin embargo, como ¢ es una transformacién simplicial, no podemos tener a v;
como vértice y = no ser vértice, en la misma érbita. Asi, p(z) # p(v;) y ¥ no
puede ser 1 — 1.0J

CONDICION 2: Si dos simplejos (vg....v0xb) ¥ (vg...vx¢) de K son tales que b
y ¢ estan en la misma Orbita, entonces, existe un elemento g € GG tal que

Necesidad. Supongamos que 1 es un homeomorfismo y ¢(b) = ¢. Consi-
deremos los puntos

k k
$:Z)\z‘vi+ﬂb7 y:Z/\iUz‘"'MCa
i=0 1=0

donde 0 < \j,u <1y Zlg Ai + 1 = 1. Entonces,

pi(r) = XAip(v;) + pp(b) = XXip(vi) + pp(c) = p1(y).

Pero 1) es 1-1, por tanto debemos tener que p(z) = p(y), entonces, existe
g € G con g(x) =y, es decir,

9(x) = BXig(vi) + pg(b) = XAivi + pc.

Como asumimos que 1 es un homeomorfismo, se cumple la condiciéon 1, y
entonces, §(v;) # v; para i # j y g(b) # v; para 0 < ¢ < k. Por tanto debemos
tener que g(v;) =v; 0<1i <k y por tanto g(b) = c.

Teorema 2.3.2. Si las Condiciones 1 y 2 se satisfacen, entonces v es un
homeomorfismo.

Demostracion. (a) 1 es 1-1.
Consideremos dos puntos =,y € X, digamos

$:)\0U0+"‘+>\k1}k,

Y = UolUg + - -+ + pyuyg,

Supongamos que p;(x) = p1(y), entonces,

D () = wpluy).
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La Condicién 1 asegura que p(v;) # p(v;) v p(u;) # p(u;) siempre que i # j,
por ello [ = k, y podemos reordenar, si es necesario, tal que u; = \;, p(v;) =
p(u;) para 0 < ¢ < k. En vista de esto, existen elementos g; € G tal que
9i(v;) = u; para 0 < ¢ < k. Si go(v;) = u; para 0 < i < k, nada hay que
probar, porque go(x) = y. De otra manera, existe un primer entero r; tal que
go(vr) # upy; sea go(vy,) = w,,. Como g, (v,) = u,,, entonces, v, , U, y
w,, estdn en la misma G-érbita; entonces, existe g € G tal que g(w,,) = u,,.
Aplicando la Condicién 2 a los simplejos (vg...vp, —10y, ), (Vo... 0 —1W;, ), tenemos
la existencia de un elemento g,, € G el cual satisface

g (i) =v; (0<i<r; —1)

gm (le) = Upy-

Por tanto, g,,go(v;) = u; para 0 <@ <ry — 1,1 < g,

Si ahora 7y — 1 = k la prueba estd completa, de otra forma repetimos el
mismo argumento, el cual termina a lo mas después de k pasos y aplicando
la Condicién 2 sucesivamente en cada paso proveemos un elemento g € GG tal
que g(v;) = u; para 0 < i < k, es decir, g(x) = y, teniendo p(z) = p(y) como
requerimos.

(b) ¥ es una aplicacién abierta.

Ya tenemos que ¥ es sobre, continua y 1-1, siendo p;: |K| — |K/G| una
aplicacion simplicial que preserva dimension. Por tanto, la restriccién de p; a
cualquier simplejo, de hecho a la cerradura de cualquier simplejo de K es un
homeomorfismo. Esto significa que 1! restringida a la cerradura de cualquier
simplejo de K/G es continua, y por tanto ¢~! es continua. O]

2.4. Objetos Simpliciales

Veamos ahora la generalizacion de un complejo simplicial. Primero definire-
mos un conjunto simplicial para después generalizarlo como un funtor llamado
objeto simplicial. Y daremos algunos ejemplos, uno de ellos es el espacio clasi-
ficante de un grupo.

Definicién 2.4.1. Sea A la subcategoria plena de Poset con
Obj(A) = {[n] | n € N},

donde [n] denota el conjunto parcialmente ordenado {0, 1,...,n} con el orden
usual en N. Los morfismos en A son las funciones monétonas f: [m] — [n],
con n,m € N.

Definicién 2.4.2. Un conjunto simplicial es una familia de conjuntos

K = {Kn}n€N7
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y funciones K(f): K,, — K,,, una por cada funcién monétona no decreciente
f:Im] — [n], con [n] = {0,1,...,n}, tal que las siguientes condiciones se
cumplen: K(Id) = Id,y si f: [m] — [n], g: [n] — [l], entonces,

K(go f) = K(f) o K(g)-

Los elementos de K, se llaman n-simplejos. Para cada funcién no decreciente
f: [m] — [n], definimos la f-ésima cara Ay como la aplicacién lineal

At Ay — A,

donde A, es el simplejo estandar y Ay manda el vértice e; € A, en el vértice
er@) € Ay, i=0,1,...,m.

Observemos que un conjunto simplicial es un funtor contravariante K de
la categoria A a la categoria Set,

A

Set

[m] — K[m] = K,,

Notemos que K: A’ — Set es equivalente.

Definicién 2.4.3. La Realizacion Geométrica de un conjunto simplicial
K: A% — Set

es el espacio topolégico cuyo conjunto subyacente esta dado por

o0

| | (A0 x K.)/R,

n=0

donde K,, = K([n]) y R es la relacién de equivalencia mas débil que identifica
a los puntos (s,z) € A, x K, y (t,y) € Ay, X Ky, como y = K(t)z, s = Af(t),
para alguna funcién no decreciente f: [m] — [n].

Escribimos esta condicién como (¢,y) — (s,x). La topologia de K es la més
debil para la cual el cociente por R es continua.

Podemos generalizar la definicién de conjunto simplicial a cualquier cate-
goria.
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Definicién 2.4.4. Sea C una categoria. Un objeto simplicial en la categoria C
es un funtor contravariante

S:A—C.
Es conveniente usar dos familias especiales de morfismos de A

d:[n—1—[n] 0<i<n

sh:n+1—[n] 0<j<n

donde d!, es la tnica funcién estrictamente creciente que no toma el valor i,
llamada ¢-ésima cara y s, es la inica funcién no decreciente que toma el valor
j dos veces, llamada i-ésima degeneracion. Es decir,

d (m) = {m’ "

m+1, 1 <m<n-—1

Sj(m)_ m, mg]
" -1, j<m<n+1

Proposicién 2.4.5. Los morfismos d' y s’ satisfacen las siguientes condi-
ciones:

(a) & d =d di7', i<
di_s97L i<y
) n—1"n—2 J
(b) s3,_1d;, = § Idp,—y 1=J,1=j7+1
st P> g41
(¢) Spsthir = Susiiy, 1< J.
Demostracion. (a) Sea ¢ < j, entonces,

& d(m) =m =d, d(m), sim <i,
& o dm)=d (m+1)=m+1=d  d(m),sii<m<j—1
& d(m)=m+2= L ad N (m), sim > j— 1

(b)Si i < j, tenemos
Si—1d;(m) =m = d;_lsi:é(m), sim <1
s di(m)=m+1=d _,s4(m), sii<m<j

st di(m)=m=d,_sI_L(m), sim>j
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Si ¢ = j, entonces,

Sii=j+1
s, i (m) =5 (m)=m param <j+1
s/ Y (m) =5 (m+1)=m param>j+1.

por tanto, s),_;d, = Idj, y parai=j 6i=j+ 1.
Sii > j+ 1, tenemos que

Por otro lado
d;:113£—2(m) =d
dyy i 5h_o(m) = d
), o(m) = dy Y (m — 1) =

Joogio gi=1 ; ;
Entonces, tenemos que s,,_,d!, = d; _s; _, parai > j + 1.

(c) Sii<j,
sisl (m)=s(m)=m, m<i
sisl (m)=s(m)=m—1, i<m<j
sis! (m)=s(m—1)=m-2, j<m<n+2

Y por otra parte,

i Jt1
Snsn—l—l(

sisttii(m)=si(m)=m—1, i<m<j
(2

sisttiim)=si(m—1)=m—2, j<m<n+2.

i i gt
Por lo tanto, s;,s,, 1 = 5,5,
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Lema 2.4.6. Cualquier morfismo f: [m] — [n] puede ser escrito de manera
unica en la forma

— Ji1 Ji2 gl J1 Jt—1 _jt
f - dn dn—l T dn—l+18m—t C Sm—25m—1 (21)

conn>1>.>43>20, 0<j<..<fpp<mym-—t+Il=n.

Demostracion. Sean iy, ...,1;, los elementos de [n] que no estan en f([m]), en
orden inverso. Sean ji, ...J; los elementos de [m] con f(j) = j—1, en orden. En-
tonces, (2.1) se cumple y muestra a f como la composicién de un epimorfismo
mondétono no decreciente con un monomorfismo monoétono creciente. O

Este lema nos da una definicién alternativa de un objeto simplicial.

Teorema 2.4.7. Un objeto simplicial S en una categoria C, es una familia
{S,} de objetos de C junto con una familia de morfismos de C,

di: Sp — Sp1 Y S5t Sn = Snt1
que satisfacen las siguientes identidades:
(Z) dzd] = dj—ldi 1< j,

ijldi 1 <]
dez'—l 1> ] +1
(’LZZ) 8iS; = Sj+15i, 1< j
Demostracion. Como S es un funtor contravariante, los morfismos

d;=S(d,) y s;=>5(s})

satisfacen (i)-(iii) que son las duales de (a)-(c). Reciprocamente dadas d; y s,
escribimos cualquier morfismo f: [m] — [n] en la forma tnica (2.1) dada por
el lema 2.4.6 y definamos

S(f) == Sjt'-'sjldil”-dil: Sn — Sm

Las identidades (i)-(iii) bastan para conmutar cualesquiera dos d; é s; y por lo
tanto para la factorizacion de una composicion fg a partir de la factorizacién
de f y lade g. Por tanto se tiene que S(fg) = S(g9)S(f). Esto hacea S: A — C

contravariante. O
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Definicién 2.4.8. Si S y S’ son objetos simpliciales en una categoria C, una
aplicacion simplicial F': S — S’ es una transformacion natural entre funtores
contravariantes S,S’: A — C. En otras palabras, una aplicacién simplicial
F: S — 5" es una familia de morfismos F,,: S,, — S;, de C tales que

FnS(f) = S'(f)Fn

para cada morfismo f: [m] — [n], es decir, el siguiente diagrama conmuta

3, S(f) S

L

S'(f)

Sp—= 5,
O equivalentemente, F'd; = d.F, F's; = s.F para toda 1.

Los objetos simpliciales en C forman una categoria A°C con morfismos
las aplicaciones simpliciales. Para el caso Set, es decir conjuntos simpliciales,
tenemos que si F': K — K’ es una aplicacién simplicial, entonces, F' induce
una aplicacién continua entre las realizaciones geométricas |F|: |K| — |K'|.
Sea F: L, An x K, — |, A, x K, definida como F(s,x) = (s, Fy(z)). Es
claro que F manda puntos equivalentes en puntos equivalentes, por lo tanto
induce la aplicacién |F'| (realizando el cociente.)

Observemos que |Id| = Idg|, ya que fc/l(s,x) = (s,1d(z)) y al hacer el
cociente, tenemos que |/d| = Id|x|. Ademads si tenemos aplicaciones simpliciales
F:S— S5 yG: K— S, entonces |[FoG|: |K|— |5, donde

HI UAnXKn—)UAnXS;’H

estd definida como H(s,z) = (s, Hy(x)) = (s, F,,G, (7)), asi tenemos que
|FoG|=I|F|o|G]|.

Por lo tanto la realizacién geométrica de un conjunto simplicial nos da un
funtor | |: A°Set — Top.

Ejemplo 2.4.9. Sea Y espacio topoldgico y U = {Us}aca una cubierta de Y.
La categoria nervio de la cubierta U, denotada por N (U) es aquella donde los
objetos son subconjuntos finitos de A, tal que J € N(U) si y solo si Nje,U; # 0
y el vacio ) € N(U). Sea

X, ={(ag, ..o, n) | Ugy N+ -NU,, #0} C NU).
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Para cada f: [m] — [n], tenemos x(f)(0, ..., ) = (Qp(0)s s Xfny)-
Entonces, tenemos el objeto simplicial

CN: AP —N(U)

[m] Xom
if x(f)T
[n] Xo

Ejemplo 2.4.10. Sea Y un espacio topolégico. Un n-simplejo singular de Y
es una funcién continua ¢: A, — Y. Sea

X, ={p: A, =Y | ¢ esun n-simplejo singular}.

Para f: [m| — [n], definimos x(f)(¢) = @ o Ay, con As: A, — A,,.
Entonces, tenemos un objeto simplicial

S5 A% —— Set

[m] —— X,
Ejemplo 2.4.11. FEl espacio clasificante de un grupo. Sea G un grupo y sea
NG: A — Set

el conjunto simplicial dado por NG([0]) = {e}, donde e es el elemento identidad
de Gy

n

donde G; = G para toda i = 1, ..., n. Denotaremos a los elementos de G como

911921 - - - |gn].
Las degeneraciones y caras estan dadas por

NG(sD) gl 1gn) = lo1] - - - g;lel g1l - - - gn]

' [g2] -~ [gn] sit=10
NG(d)[g1] -+ 1gn] = < [91] - - - |giGis1| - lgn] 0<i<mn
lg1] - - - [gn—1] sii=n.
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La realizacién geométrica del conjunto simplicial NG lo llamaremos el es-
pacio clasificante del grupo G y lo denotaremos por BG.

Otra forma de ver el espacio clasificante de un grupo es la siguiente.

Sea G un grupo. Definimos el siguiente conjunto simplicial dado por el
funtor

NG: A% — Set

que asocia a cada objeto [n] € A% el conjunto [[;_, G;, donde G; = G para
todo i = 0,1, ...,n, es decir, le asocia el cojunto de (n + 1)-adas (go, ..., g,) de
elementos del grupo G.

Los morfismos caras d’, y degeneraciones s/ estan dadas como

NG(AE) (o, s Gn) = (G0s oos Gis -er G
NG(‘S?]@)(Q(]? ceey gn)) = (907 3 G955 G55 - gn)a

donde g; significa que esa coordenada no aparece.

Definicién 2.4.12. La realizaciéon geométrica de este conjunto simplicial es
conocido como el haz universal del grupo G y lo denotaremos por EG.

El complejo EG es contraible por la homotopia h; que desliza cada punto
x € (go, .-, gn) & lo largo del segmento de linea en (e, go, ..., g,) de = al vértice
(e), donde e es el elemento identidad de G. Esta esta bien definida en EG ya
que cuando restringimos a una cara (go, ..., gi, ---, gn) tenemos la deformacién
lineal a (e) en (e, go, ..., Gi, ---, gn ) .La siguiente figura ilustra la homotopia.

4

4,

9

El grupo G actia por la izquierda en EG como sigue: un elemento g de
G, manda el n-simplejo (go, ..., gn) linealmente en el n-simplejo (ggo, -, ggn)-
Observemos que sélo la identidad e manda cualquier simplejo en si mismo, por
lo cual la accién es libre. Ademas G actia en EG mandando un n-simplejo
en otro n-simplejo diferente cuando g # e, entonces, la acciéon es propiamente
discontinua.
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Proposicién 2.4.13. Sea G un grupo. El espacio de drbitas EG/G es el es-
pacio clasificante de G.

Demostracion. Sea A = [go, g1, ..., g la clase en EG/G del n-simplejo
(90,91, ---, gn ). Entonces,

(90, 915 -+ Gn] = 90 (90, 91, > gu] = [€,90 91, -+ 9o "G
Entonces, tenemos la correspondencia
¢: EG/G — BG
[907 g1, .-, gn] = [gt;lgl‘ e |g7:}1.gn]

la cual manda manda la i-ésima cara (degeneracion) de un elemento A en
BG en la i-ésima cara de su imagen ¢(A). Por lo tanto EG/G es el espacio
clasificante BG. O

Definicién 2.4.14. Un espacio X que tiene un solo grupo de homotopia no
trivial 7,(X) &~ G es llamado un espacio Eilenberg-MacLane K(G,n).

Proposicién 2.4.15. El espacio clasificante BG de un grupo G es un K(G,1).

Demostracion. Como G actia en EG de manera libre y propiamente discon-
tinua, por la proposicion 1.2.15 tenemos que la aplicacién cociente

7. FG — BG = EG/G

es una aplicacién cubriente y como E'G es contraible, entonces 7 es el cubriente
universal del espacio de érbitas BG. Luego por [2, Prop. 1.40] tenemos que
m(BG) = G y para n > 2, m,(BG) = 7,(EG) = 0, por lo tanto BG es un
K(G,1). O

2.5. Complejos de Cadenas

Ahora veremos complejos de cadenas y la definiciéon de homologia. Tam-
bién veremos algunos ejemplos, tales como homologia simplicial y homologia
singular.

Definicién 2.5.1. Un complejo de cadenas Cy = {C,,, Oy, }nez €s una sucesion
de grupos abelianos libres decreciente

a'rH*l 871 8’”*1

Oy s O

tal que la composicién 9,0,.1 = 0 para n € Z.

Lema 2.5.2. Si 0,0,41 = 0, entonces, Im(0,,.1) C ker 0,.
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Demostracion. Como 0,(0,11(cny1)) = 0, entonces,

Im(@n+1) = an+1 (Cn+1) g kel" an

Definicién 2.5.3. Definimos el n-ésimo grupo de homologia de C, como
H,(C,) =kerd,/Im d,41,
y la homologia de C, la definimos como H,.(C,) = {H,(C\)}.

Los complejos de cadenas forman una categoria CC donde los objetos son
complejos de cadenas C, = {C,,0,} ez y los morfismos son colecciones de
homomorfismos ¢ = (¢,): Cx — D, que hace conmutar los cuadros

On+1 On On—1
e On+1 Cn n—1

i@rﬂrl lsﬁn i‘l’nl

ceeDps1 —> D, —= Dy —> -

Proposicién 2.5.4. FEl siguiente
H,.:CC — Ab
es un funtor, donde Ab denota la categoria de grupos abelianos.

Sea F: A’ — Set un conjunto simplicial. Siempre podemos definir un
grupo abeliano libre simplicial, es decir, un funtor

G: A’ — AbL
[n] — G([n]) = (F([n]))

donde (X) es el grupo abeliano libre generado por X y G estd definido como
la composicion

Teorema 2.5.5. C,.(F) = {(F([n])), On}n=01,.. con 0, =Y 1 o(—=1)'G(d,) es

un complejo de cadenas.
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Demostracion. Falta demostrar que 0,0,,.1 = 0.

n+1
8nan+1 = 871 <Z(_1)ZG(d;+l)>
=0
n+1

=D )
_ Z(_l)i ' (—1YG(d) o G(d',,.,)

RIS

=0 7=0
n+1

S D) I
=0 j<u
n+1

3N )G, )

=0 75>
n+1

=Y S G

=0 j<@
n+1

DI WEIT

=0 j>1i
= O,
observese que aplicamos que d?, ,,d!, = didi . O

Ejemplo 2.5.6. Sea F': A — Set un conjunto simplicial, entonces, H,(C.(F))
es la homologia simplicial.

Ejemplo 2.5.7. Sea G un grupo, entonces, H,(G) = H,(BG) = H,(C.(NG))
es la homologia de grupos.



Capitulo 3

Espacios Clasificantes para
Familias

En este capitulo comenzaremos viendo G-espacios, y después construiremos
el espacio clasificante para familias de subgrupos de isotropia de un grupo G,
que es la generalizacién del haz universal de G. Veremos que un espacio de
este tipo es un objeto final en la categoria de G-espacios §-numerables, con
morfismos las clases de G-homotopias.

3.1. (G-espacios

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio y G un grupo. Decimos que X es un
G-espacio si G actia en X.

Definicién 3.1.2. Sean X y Y G-espacios, f: X — Y es una G-aplicacion o
aplicacion G-equivariante si f(gx) = gf(z).

Observemos que los G-espacios con las G-aplicaciones forman una categoria
a la cual denotaremos por G-Top.

Proposicion 3.1.3. Si X es G-espacio yY es K-espacio, entonces, X XY es
un G X K-espacio.

Demostracion. Sea

o (GXK)x(XxY)—=XxY
((9,k), (z,y)) — (g2, ky)

la cual es continua y cumple con lo requerido. O

Definicién 3.1.4. Sean X, Y G-espacios y fo, f1: X — Y G-aplicaciones.
Decimos que fo y fi son G-homotdpicas (fo ~q f1), si existe una aplicacién

37
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F: X x[0,1] — Y (llamada G-homotopia) tal que F(z,s) es G-aplicacién
para toda s € [0, 1], F(z,0) = fo(z), F(x,1) = fi(x) y la accién de G en [0, 1]
es trivial. Denotaremos por [X, Y] al conjunto de clases de G-homotopia de
G-aplicaciones de X a Y.

3.2. Familias de Subgrupos

Ahora sélo consideraremos grupos compactos Hausdorff actuando en espa-
cios Hausdorff.

El tipo de orbita de un G-espacio X es el conjunto de clases de isomorfismos
de espacios homogéneos {G/H } los cuales son isomorfos a érbitas.

El tipo de isotropia de X es el conjunto de clases de conjugacion de los
grupos de isotropia en Isog(X) vistos en la definicién 1.2.7.

Sea G un grupo y sea sub(G) el conjunto de todos los subgrupos de G.

Definicién 3.2.1. Una familia de isotropia (o familia) para el grupo G es un
subconjunto § C sub(G) de subgrupos cerrados de G, el cual es cerrado bajo
conjugacion e intersecciones finitas.

Sea {H;}ie; un conjunto de subgrupos de G, denotamos por §(H;) a la
familia que consiste de todos los subgrupos de los grupos H; y todos sus con-
jugados por elementos de G.

Definicién 3.2.2. Un espacio clasificante para G-acciones con subgrupos de
isotropia en §, o un espacio X de tipo E(G,F), es un G-espacio con las sigui-
entes propiedades:

i) Para cada H € §,
X? ={zxeX|hx=uwx VYheH}
es contraible.
ii) Para cada H € sub(G) — §, X =0.

Sea G un grupo, si tenemos la familia § = {e}, entonces el espacio E(G, {1})
es el haz universal EG del grupo G (visto en la seccién 2.4). Ya que si H = {e},
tenemos que EGH” = {x € EG | ex = 2} = EG el cual es contraible, y para
H € sub(G) — §, entonces, EGY = {z € EG | hx = x,Yh € H} = (), porque
la acciéon de G en EG es libre.

Asi tenemos que la definicién anterior generaliza al haz universal de un
grupo.

Vamos a definir ahora el join de una familia de espacios topoldgicos, el cual
usaremos para la construccién del espacio clasificante F (G, §).



3.2. FAMILIAS DE SUBGRUPOS 39

Definicién 3.2.3. Sea {X,|j € J}) una familia de espacios topoldgicos. El
join X = x;c;X;, se define como el siguiente espacio: los elementos de X estdn
representados por J-uplas

(tizjlie ), t;€l01], zeX;, Y =1
jed
con solamente un numero finito de ¢; distintos de cero.
Los elementos (t;z;) y (u;y;) definen el mismo elemento de X si y sélo si:
i) Para toda j en J, t; = u;
ii) Para toda j en J: t; # 0 implica z; = y;.
Consideremos las aplicaciones coordenadas

Ty X —[0,1]

pj: tj—l(o, 1] — X;

(tiz) — x;

La topologia en X es la més gruesa que hace continuas a T y p;. Esta topologia
estd caracterizada por las siguientes propiedades: Una aplicacién f: YV — X
es continua si y s6lo si las composiciones

T;f: Y — [0,1],
pif fITH0,1] — X,

son continuas. Y si los X; son G-espacios, entonces, (g, (t;z;)) — (t;9x;) define
una G-accion continua en el join.

Los conjuntos V; = Tj_l(O, 1], 7 € J forman una cubierta abierta de X y
las funciones T; son una particion de la unidad puntualmente finita, es decir,
para cada z € X el conjunto {j € J|Tj(x) # 0} es finito y 3., Tj(z) = 1.

Ejemplos 3.2.4. 1) Si X es el join de tres puntos distintos 1, T, T3 de R?
tenemos una correspondencia entre X y el 2-simplejo (x1 25 x3), ya que
cada punto y en el 2-simplejo podemos verlo como y = t1x1 +toxs + 1313,
con tz ZOyt1+t2—|—t3: 1.

2) Del join de X = [0,1] con un punto y, tenemos una correspondencia de
X con las lineas que unen a y con los puntos de X, es decir, con un
triangulo.
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3) Si Xy =[a,b] y Xo = [c,d], entonces Y = X; x X3 podemos verlo como
las todas las lineas que unen un cada punto de X; con los de Xo.

Definicién 3.2.5. Un G-espacio X es §-numerable si se cumple lo siguiente:
existe una cubierta abierta U = {U; | j € J} de X por G-subespacios con las
siguientes propiedades:

(i) Para cada j € J, existe una G-aplicacién

ijUj—>G/G]’ GjES.

ii) Existe una particién de la unidad localmente finita (¢;|j € J) subordinada
j
a U por G-funciones t;: X — [0, 1].

Note que no pedimos que los subgrupos de isotropia de un G-espacio §-
numerable pertenezcan a §.

Proposicién 3.2.6. Sea f: X — Y una G-aplicacion entre G-espacios. Si 'Y
es §-numerable, entonces, X también es §-numerable.

Demostracion. Sea U = {U; | j € J} una cubierta numerable de Y con G-
aplicaciones f;: U; — G/H;, con H; € §y j € J. Y sea {t;} la particién de la
unidad localmente finita subordinada a U.

Si W; = f~1(U;), entonces, {W; | j € J} es una cubierta numerable de X.
Las G-aplicaciones dadas por la composicién f; = f;f|w,: W; — G/H;. Y sea
{s;} la particion de la unidad localmente finita, con s; = t; f. O

Veamos ahora algunos resultados de particiones de la unidad, las cuales
necesitaremos mas adelante. Comenzaremos con el siguiente lema tomado de
[5] en Ap. A2, prop. 2.8.

Lema 3.2.7. Si 7w = {m;|j € J} es una particion de la unidad (no necesa-
riamente puntualmente finita), entonces existe una particion localmente finita
p={p;li € J} tal que p;~*(0,1] C 7;71(0,1] para todo j € J. Si las funciones
m; son G-invariantes, entonces, las p; pueden ser elegidas como G-invariantes.

Sea GG un grupo de Lie compacto o con la topologia discreta y § una familia
para el grupo G. Mostraremos que la categoria homotdpica de G-espacios §-
numerables tiene un objeto terminal, el cual es un espacio clasificante E(G,§)
para la familia §.

Denotaremos por T(G,F) la categoria de G-espacios F-numerables con
morfismos las G-aplicaciones. Y sea T(G,F)h la categoria de G-espacios -
numerables con morfismos las clases de G-homotopia de las G-aplicaciones.

Teorema 3.2.8. Sea § una familia para un grupo G compacto de Lie o con
la topologia discreta. Existe un G-espacio §-numerable J3z(G) tal que cada
G-espacio §-numerable X admite salvo G-homotopia una unica G-aplicacion
X — J3(G), es decir, Jz(G) es un objeto terminal en la categoria T(G,F)h.
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La prueba de este teorema esta en los lemas 3.2.9, 3.2.12 y la proposicién
3.2.13 que veremos mas adelante.

Vamos a construir el espacio Jz(G). Sea T cualquier G-espacio tal que § es
precisamente la familia de subgrupos de G los cuales fijan al menos un punto
de T. Sea

Je(G)=TxTx Tk, (3.1)
el join de una cantidad numerable de copias de Y. Con funciones coordenadas
ti: J5(G)—[0,1], vy p;:V; =T,

para j = 1,2,..., con V; = ;71(0,1], entonces, V; = (t;x;), con z; € Ty
la coordenada t;z; distinta de cero. Por construccién de Jz(G), tenemos que
{V; 17 =1,2,..} es una cubierta abierta de Jz(G).

Tenemos que para todo subgrupo H en §, H fija al menos un elemento de Y.
Sea H; € §, uno de los subgrupos que deja fijo a z; € T. Como la coordenada
tjx; de (t;v;) € V; es distinto de cero, podemos definir

[+ Vi — G/H;
como f;((tigx;)) = gH;.

Por definicién de join, {¢;} es una particién de la unidad puntualmente
finita, entonces, por el lema 3.2.7, existe una particion de la unidad localmente
finita {s;} tal que sj_l((), 1] C t;l(O, 1] =V, para j = 1,2, ...,. Entonces, tene-
mos que la particién {s;} es subordinada a la cubierta {V; | j = 1,2...}.

Asi tenemos el siguiente:

Lema 3.2.9. J3(G) es un G-espacio §-numerable.

Corolario 3.2.10. Sea § = {H, | j € J} una familia como en el teorema 3.2.8,
y sea X = ]_[]EJ G/H; la union disjunta de espacios homogéneos, entonces,

J3(G) =X« X *« X x---.

Demostracion. Ya que X es un G-espacio que cumple que para todo H € §,
H fija al menos un punto de X, por la construccién anterior de Jz(G) tenemos
el resultado. O

Veamos ahora un resultado de particiones de la unidad, que necesitaremos
para la demostracién del siguiente lema.

Sea {U, | b € B} una cubierta abierta de Z con particién de la unidad
subordinada {t; | b € B}. Para cada subconjunto finito S C B, sea

US)={z€Z|ieS,jeB-5=t(z) >tj2)}
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Sean S y T subgrupos finitos de B. Observemos que si la cardinalidad de S es
igual alade Ty U(S)NU(T) # ), entonces S = T. Sea

U= ] US).

|S|=n
donde |S| denota la cardinalidad de S.
Lema 3.2.11. Los U,, n =1,2,3, ..., son una cubierta numerable de Z.

Demostracion. Sobre U(S) tomamos la funcién

qs(z) = max(0, min ti(z) — puid ti(2))

y definimos ¢,,: U, — [0,00) por ¢,|u(s) = ¢s. Entonces,

an

YT

es una numeracién de {U,}. O

Un,

Lema 3.2.12. Sea Z un G-espacio §-numerable. Entonces, Z admite una G-
aplicacion Z — Jz(G).

Demostracion. Usando el lema 3.2.11, encontramos una cubierta {U,} con
numeracion v,,.

Como Z es §-numerable, para cada U; existe una G-aplicacién sobre G/H;,
con H; € §, entonces, existe una G-aplicacién ¢;: U; — X = [[, G/H; dada
por la inclusién.

Tenemos que la G-aplicacion requerida esta dada por

z = (01(2)Y1(2), v2(2)2(2), ).

Si ¥, (2) no estéd definida, entonces, v,(2)1,(2) serd interpretada como 0 - x,
para toda z € X. O

La prueba del teorema 3.2.8 serda completada con la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.13. Sea Y un G-espacio y E =Y xY x--- el join de una
cantidad numerable de copias de Y. Entonces, cualesquiera dos G-aplicaciones
Z — E son homotdpicas.

Demostracion. Dadas dos G-aplicaciones f,g: Z — FE, nos fijamos en las co-
ordenadas

(t1(z) fr(@), t2(2) f2(2), )y (ua(2)gi (), uz(7)g2(2), ...)
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de f(z) y g(x). Demostraremos que f y g son homotépicas a aplicaciones con
coordenadas

(tl(x)fl(x)7Oth(x)fQ(x)a()?"') (32)
(0, ur(2)g1(x), 0, us(x)g2(), -..)

donde 0 denota cualquier elemento de la forma 0-y. Si éste es el caso, entonces,
dos aplicaciones de esta forma son homotdpicas por una homotopia

(1= D)t () fu (@), tus (2)g1 (), (1 — 0)ta() o), tus(2)ga(a), ..).

Comenzando con la forma de (3.2), se construye la homotopia en un nimero
infinito de pasos. El primer paso es

(t1(2) fu(@), tta(@) fo(2), (1 = )t2() fo(@), tta(@) f3(2), (1 — t)ts(@) f3(2), )

la cual remueve el primer 0 en (3.2). Ahora iterando este procedimiento, obte-
nemos una homotopia continua (porque en cada lugar s6lo un nimero finito de
homotopias son efectivas) que nos lleva a f. Y algo similar se hace para g. [

Teorema 3.2.14. (Caracterizacion Homotdpica de Jz(G)). Sea G un grupo
compacto de Lie y § una familia para el grupo G.

(1) Para cualquier familia § existe un espacio Jz(G) cuyos grupos de isotropia
pertenecen a §.

(11) El espacio J3(G) es un espacio de tipo E(G,F).

Demostracién. (i) Para el modelo J3(G) = X*X*X -+, con X = [[ - G/H,
los grupos de isotropia de este espacio son intersecciones finitas de los grupos
de isotropia que aparecen en X y por tanto pertenecen a §.

(ii) Tenemos una biyeccién

)1 [G/H x J(G), J5(G))e — [J5(G)™, J5(G)™],

donde H € F, [X,Y]q denota el espacio de clases de G-homotopia de G-
aplicaciones de X a Y y Jz(G)¥ es considerado un G-espacio con G accién
trivial.

Dada f: G/H x J3(G) — J3(G), definimos ¢ como

U(f)(gH,x) = gf(1H, x) = gt(z).

Si h € H, entonces ht(x) = hf(1H,z) = f(hH,hx) = f(1H,z) = t(z), ya que
H C G actia trivialmente en J3(G). Por lo tanto, t: J3(G)? — Jz(G)™.

Si k: J3(G)Y — J3(G)H, definimos la inversa de ¢, como ¢(k)(z) = f,
donde f(gH,x) = gk(z).
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Veamos que es la inversa: con las mismas funciones f y k,

oY (f)(gH, x) = ¢(gt(z)) = f(9H, ),
Yo(k)(z) = ¢(1H, x) = k(x).

Sea G/H x Jz(G) — G/H la inclusién, como G/H es un G-espacio §-
numerable y G/H x Jz(G)" es un G-espacio, por la proposicién 3.2.6, ten-
emos que G/H x Jz(G)" es un G-espacio §-numerable. Entonces, [G/H x
J5(G) | J3(G)] consiste de un solo elemento. Por lo tanto [J3(G), Jz(G)]
tiene solo un elemento, es decir Jz(G)™ es contraible. O

Por el teorema anterior, podemos denotar a Jz(G) como E(G,F).

Proposicion 3.2.15. 5i §1 C §o son dos familias de subgrupos de isotropia
de un grupo G. Entonces, existe una G-aplicacion

E(G, 1) — E(G,5)
unica salvo G-homotopia.

Demostracion. Observemos que E(G, 1) es un G-espacio §o numerable, ya
que §1 C §2. Entonces, por el teorema 3.2.8 existe una G-aplicacién

E<G781) - E(GJ%Q)
Unica salvo G-homotopia. O]

Sea H un subgrupo de (G, entonces, restringiendo la accién del grupo G a
H induce un funtor

resg: G-Top — H-Top
a
X —resp X
llamado restriccion. Si f: X — Y es una G-aplicacién, entonces, obtenemos

una H-aplicacion f: X — Y, simplemente restringiendo la acciéon de G a H.
Hay otro funtor llamado induccion dado por

indg: H-Top — G-Top
X —ind§X =G xy X

Vamos a describir este funtor. Sea X un H-espacio, entonces, el espacio G' x X
tiene una H-accién dada por

h- (g,l’) = (gh_l,hl’>.
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El espacio de érbitas es denotado por Gx g X = ind%(X), en el cual la G-accién
esta dada por

9 -lg, 7] = [g'g, 7].

Veamos que estd bien definida. Sea [g1, z1] = [g2, x2], es decir, existe h € H tal
que (g1,71) = (goh™1, hay), entonces, si g € G tenemos

g (g1.21) =g+ (go2h™", hay)
= (gth_17 h’IQ)

Y g - (92, 72) = (992, 72). Como [992,952] = [992h71,h$2]a entonces,

g-lg1,21] = g (g2, 22].

Sea f: X — Y es una H-aplicacion, definimos la G-aplicacion

indGf: Gxg X - GxyY
l9.2] = [g, f(2)].

La cual esta bien definida, ya que si [g1, 1] = [g2, 22|, entonces, tenemos que
(g1,71) = (g2h™', hay) para alguna h € H. Asi que

indf f(g1, 1) = indf f(g2h ™", haz)
= (92h™", f(hx2))
= (goh~ T a que f es una H-aplicacion
(92h™" hf(x2)) ya que f H-aplicacion,

entonces [g1, f(z1)] = [g2, f(x2)].
Denotaremos por Tops(X,Y) al conjunto de G-aplicaciones de X a Y.

Proposicion 3.2.16. Sean X H-espacio y Y G-espacio, con H C G.
Existe una biyeccion canonica

Tops(G xg X,Y) = Topy (X, res$Y).
Demostracion. Sea
C: Topa(G x5 X,Y) — Topy (X, res&Y)

definida por
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Veamos esta bien definida. Sea h € H,

Fle,h-z]=F

Sea
v: Topu (X, res§Y) — Topa(G x iz X,Y)

para la H-aplicacién f: X — Y, definimos su imagen bajo 7 como
V(g x] =g f(z).

Falta probar que son inversas:

()

Y(C(F)g, z] = g C(f)(x)
=g- Fle, ]
= Flg, z].

O

Tenemos que [X,Y]g = mo(Tope(X,Y)), el cual definimos en 3.1.4. En-
tonces, de la proposicion anterior tenemos el siguiente

Corolario 3.2.17. [G xg X,Y]g = [X, res$Y]y.
Si § es una familia de subgrupos de G, sea
§/H={LNH|L €T}
la familia inducida de subgrupos de H. Con estas notaciones tenemos:

Proposicién 3.2.18. rest E(G,J) = E(H,§/H).
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Demostracion. Por el corolario 3.2.17
[V, resC E(G,3)u 2 [G xu Y, E(G,3)]a-

Si Y es un H-espacio §/H-numerable entonces, G Xy Y es un G-espacio §-
numerable. Entonces, el conjunto de homotopias H-equivariantes

[V, resS E(G,3)]u 2 [G xy Y, E(G,3)]a

contiene un sélo elemento, lo cual significa que res% F (G, §) es un objeto ter-
minal. Por lo tanto, res% E(G,§) es un H-espacio §/H-numerable. O

Entonces, tenemos que res% F(G, ) es un objeto terminal en la categorfa
T(H,§/H)h.



Capitulo 4

El Grupo de Isometrias de H*

En este capitulo definiremos las transformaciones de Mobius en C y vere-
mos que el grupo de estas transformaciones es isomorfo a PSLs(C). Después
definiremos el modelo del semi-espacio superior del espacio hiperbdlico H? y
daremos la extensién de las transformaciones de Mobius en C a H3. Y vere-
mos que las isometrias de H? que preservan la orientacién son las transforma-
ciones de Mobius de H? definidas de esta forma, teniendo asi que el grupo de
isometrfas de H? que preservan la orientacién es isomorfo a PSLy(C).

4.1. Transformaciones de Mobius

Definicién 4.1.1. Definimos las transformaciones de Mobius de C = CU{oo}
sobre si mismo como las transformaciones de la forma

az+b

o) = (4.1)

con a,b,c,d € Cy ad—be+#0.

Proposicion 4.1.2. Toda transformacion de Mobius se puede escribir como
la composicion de las transformaciones elementales

i) Ty: C—C definida como Ty(z) = z + b, llamada traslacion;
ii) Lo: C — C definida como Ly(2) = az;

i) H: C — C definida como T(z) = 1/z, llamada inversion.
Demostracion. Sea g una transformacion de Mobius de la forma

az+b

9(z) =T ad—be £0,

49
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CcOo1mo

entonces, g se puede escribir como la composicién
g(z) = Ta/c Lt HTd/c(Z)a
con t = —(ad — bc)/c?. O

Corolario 4.1.3. Las transformaciones de Mdbius son homeomorfismos de C
y son transformaciones que preservan la orientacion.

Demostracion. Como las transformaciones elementales T;,, L, v H de la proposi-
cién anterior son homeomorfismos de C y preservan la orientacion, tenemos el
resultado. O]

Proposicién 4.1.4. Las transformaciones de Mobius de C forman un grupo
bajo composicion.
Demostracion. Sean
az+b az+U
z) = h(z) =
9(2) oz +d y h(z) e+ d

con a,a’,b,b,c,c,d,d € C, ad —bc # 0y a'd — b # 0. Entonces, la com-
posicion hg también es una transformacion de Mobius, ya que

(da+Vc)z+ (a'b+Vd)

(da+dc)z+ (cb+dd)

hg(z) =

con
(da+be)(db+dd)— (db+Vd)(da+dc)=(d'd — V) ad —bc) # 0.

La transformacién identidad tiene a = d # 0y b= ¢ =0, y la inversa de g es
la transformacién

dz—1b
_1 _
g (z) = CZ—CL7

con ad — (—b)(—c) # 0. O

Definicioén 4.1.5. Denotaremos al grupo de transformaciones de Mobius de
C, como M(C).

~

Ahora vamos a identificar M (C) con las matrices de 2 x 2 con determinante
distinto de cero, es decir con G'Ly(C) el grupo general lineal.
Consideremos la funcién

~

0: GLy(C) — M(C))
M +— g(2)
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donde

a b az+b
M = = )
(C d) yo9) cz+d

Sean

fad g az U
o (50) 5 gt

Tenemos que

[ ad +bc db+Vd
NM = ( ac 4+ cd b + dd’ )

Y si hacemos la composicién hg(z) tenemos

a/

() +V
SR
(
(

c

_d'(az +b) +b'(cz +d)
~ d(az +b) +d(cz+d)
_ (ad +Vc)z+ad'b+bd
~ (ac +cd')z + b +dd'

Entonces, tenemos §(NM) = hg = 0(N)§(M), de manera que 6 es un
homomorfismo de grupos, de hecho es un epimorfismo porque 6 es sobre.
Sea K = ker(#), entonces,

K = {M € GL(C) | (M) = Id}
={M | A e C\{0}},

donde Id es la funcién identidad e I es la matriz identidad en GLy(C). En-
tonces, dos matrices M, N € GLy(C) determinan la misma transformacién en
M (@) siy s6lo si M = AN para alguna A # 0. Aplicando el primer teorema
de isomorfismo a 6, obtenemos

M(C) = GLy(C)/K = PGLy(C),

PGLy(C) es llamado el grupo proyectivo lineal.
Como det(NM) = det(N)det(M) para M, N € GLy(C), la funcién

det : GLy(C) — C* = C\ {0},

es un homomorfismo de grupos, con kérnel el grupo especial lineal SLs(C) que
consiste de las matrices M € GLo(C) tal que det(M) = 1. Como det es sobre,
por el primer teorema de isomorfismo de Noether tenemos

GL,y(C)/SLy(C) = C*.
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Si N € GLy(C) entonces, podemos escribir N = AM, donde A\? = det(N) y
M € SLy(C). Como §(N) = 0(M), esto demuestra que toda transformacion

~

g € M(C) es de la forma

_az—i—b
x4 d

9(2)

ad —be = 1. (4.2)

~

equivalentemente, # manda SLy(C) sobre M (C). Entonces, PG Ls(C) coincide
con el grupo proyectivo especial lineal PSLy(C) = SLy(C)/{x1}, la imagen de
SLy(C) en el grupo cociente GLy(C)/K, y asi hemos probado el siguiente

Teorema 4.1.6. El grupo M(((Af) de transformaciones de Mobius de C es iso-
morfo a PSLy(C).

~

Proposicién 4.1.7. Sea g € M(C), si 3 es una circunferencia, entonces g(3)
es una circunferencia.

Demostracion. Por la proposicion 4.1.2 tenemos que g es composicion de trans-
formaciones elementales, entonces basta probarlo para ellas. Si g(z) es una
traslacion 6 g(z) = az, con a € C — {0}, es claro que g(X) es una circunferen-
cia.

Supongamos ahora que g es la inversion. Como ¥ es una cirunferencia, todo
z € 3 con z = x + 1y, satisface la ecuacién

ao(z? + y*) + a1z + agy + a3 = 0, (ag, ax, az, a3 € C), (4.3)
dividiendo la ecuacién (4.3) por 22+y? tenemos que g(z) = 1 = ;‘;;ZZ”Q = ZTo+1Yo
(con mg = z/(2* + y?) y yo = —y/(2® + y?)) satisface la ecuacién

ao + a1z — azyo + as(xg + yg) = 0,
por lo tanto ¢g(X) es una circunferencia. O

4.1.1. La razdn cruzada

Definicién 4.1.8. Si (21, 22, 23, z4) es una 4-upla de puntos distintos en C, la
razon cruzada esta definida como

(23 — 22) (22 — 21)
(24 — 22)(23 — 21)’

[21 029 0 23 1 24) =



4.1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS 23

Tomando el limite de cuando z; = co (i = 1, ..,4), entonces tenemos

(1) Joo:z:2: 2] = EZ:Z%
(2)  [s1:00:z:z = EZ:Z%
(8) [s1:zmio0:z] = ((Z;Z))
(4) [z:z:z:00] = EZ:Z%

Teorema 4.1.9. Si zq, 25, 23 son tres puntos distintos de C, entonces, existe

~

una unica transformacion g € M(C) tal que

g(z1) =0, g(z) =00 y g(z3) =1

Demostracion. Sea g(z) = [z1 : 22 : 23 : z]. En cada caso, g € M(((Aj), y g envia
z1, Z2, z3 a 0, 00, 1 respectivamente.

Ademads g es tunica, si M(C) también envia z, 29, 23 a 0,00, 1 respectiva-
mente, entonces fg~! fija a 0,00, 1 entonces, si

1 az+b

19 ez +d

sustiyuyendo 0, 1, co tenemos las ecuaciones

fo0) = 2 - (4.0
fo (1) =20 = g
fg~H(00) = 00 (4

de (4.4) concluimos que b = 0y d # 0, de (4.6) ¢ = 0 y entonces, de (4.5
tenemos que a = d # 0. Por tanto, fg~! es la identidad y asi f = g. m

Corolario 4.1.10. Sean zy, 29, 23 tres puntos distintos en C y sean wy, wsy, ws
cualesquiera otros tres puntos de C. Entonces, existe una unica transformacion
de Mébius en M(C) que manda z1, z9, 23 a wy, wa, w3 respectivamente.

~

Demostracion. Por el teorema 4.1.9, existen gy, gy € M(C) tales que
g1(z1) = g2(w1) =0, gi(22) = g2(w2) =00y gi(23) = go(w3) = 1.

Entonces, g = g5 'g1 € M(C) envia z; a w; para j = 1,2,3. Por unicidad de g,
V g2, también ¢ es 1nico. ]
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Corolario 4.1.11. Si g € M(@) y g fija tres puntos distintos de C, entonces
g es la identidad.

Demostracion. Sig € M(/(\C)) fija 21, 22 v 23, entonces, ambas ¢ y la identidad
Id envian z; en si mismo (j = 1,2,3), luego por unicidad tenemos que g =

Id. O]
Teorema 4.1.12. Sean (2o, 21, 22,23) Y (wo, w1, wq, w3) dos 4-uplas de ele-
mentos distintos de C. Entonces, existe alguna g € M(C) con g(z;) = w;,
(1 =0,1,2,3), si y solo si [z0: 21 : 29 23] = [wp : wy : wy : ws).

Demostracién. Supongamos que existe g € M(C) tal que g(z;) = w; para
Jj = 0,1,2,3. Entonces, f(z) = [wp : wy : wy : 2] es el unico elemento de
M (@) que envia wy, w1, wq a 0, 0o, 1 respectivamente (ver demostracién del
teorema 4.1.9). Entonces, fg es un elemento de M(@) que envia 2g, 21,22 a
0,00, 1 respectivamente, es decir fg(z) = [20 : 21 : 22 : 2], entonces,

(20 0 21522 1 23] = fg(z3) = fws) = [wo : wy : wo : ws.

A la inversa, si [zo @ 21 @ 22 ¢ 23] = [wo : wy : wy @ wg] = A, entonces, exis-
ten f,h € M(C) tal que mandan las 4-uplas 2, 21, 20, 23 Y W, Wy, Wa, W3 &
0,00, 1, A\. Tomamos g = f~'h, el cual cumple f~'h(z;) = wj, (i = 0,1,2,3).

O]

Corolario 4.1.13. Sea (2, 21, 22, 23) una 4-upla de elementos distintos de C
y (0,00,1,2) otra 4-upla con z € C distinto de 0,00 y 1. Entonces, existe
g € M(C) tal que g(z) = 0, g(z1) = 00, g(z2) = 1 y g(z3) = 2 si y sdlo si
z=1z0:21:29: 23]

Demostracion. Por el teorema 4.1.12, tenemos que existe g € M(@) tal que
9(20) =0, g(21) = 00, g(22) =1, g(23) = 2, sl y sélo si

[20:21 120123 =[0:00:1:2],
pero [0 : 00 : 1, z] = 2, entonces tenemos el resultado. O

Teorema 4.1.14. El grupo M ((E) permuta czrcunferenczas en C transitiva-
mente, es decir, si ¢y Y co Son circunferencias en C entonces, existe g € M(C)
tal que g(c1) = co.

Demostracion. Sean 21, zo, 23 puntos en ci y s, 24, %5 puntos en cy, entonces,
por el corolario 4.1.10, existe ¢ € M(C) que manda 21, zo v 23 en z4, 25 y
zg respectivamente, pero por la proposicion 4.1.7, g manda circunferencias en
circunferencias, entonces g(c;) = co. O
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4.2. El modelo del semiespacio superior H® del
espacio hiperbdlico

Identificamos R? con un subespacio de los cuaternios como sigue: a cada
elemento (z,y,t) de R? lo identificamos con el cuaternio z + tj, donde 2z =
x+iyeC teR.

Definicién 4.2.1. Definimos el semiespacio superior H? como
HP={z+tj|2z€C, t>0}.

Definicién 4.2.2. La distancia entre dos puntos w; y w, de H? esta definida
por
|wi — wol?

tity

donde w; = 2 +t1j v wy = 25 + tj son puntos de H3. Llamaremos a H> con
esta métrica el modelo del semi-espacio superior del espacio Hiperbolico.

coshp(wy,ws) =1+

Las siguientes proposiciones describen las geodesicas o planos en H?, tales
proposiciones se siguen de [11, Thm. 4.6.3].

Proposicion 4.2.3. Las geodésicas o h-lineas con respecto a la métrica hiperboli-
ca son medios circulos o lineas en H? las cuales son ortogonales a la frontera
de H3, es decir al plano complejo C.

Proposicién 4.2.4. Los planos hiperbdlicos en H? son semi-esferas con centro
en C o planos ortogonales al plano complejo.

y
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4.2.1. Transformaciones de Mobius de H3

~

Sea ¢ una transformacién de Mobius en M (C) dada por

_az—i—b
ez +d

g(z) ad — be =1,

entonces, podemos extender a g a una transformacién de Mdobius de R3 como
g9(z +tj) = (a(z + tj) + 0)(c(z + tj) +d) 7",

donde el producto es el producto de cuaternios.

Observemos que si la restringimos a C, tenemos la transformacion de Mobius
original. R

Ademés esta transformacién de Mobius g de R? deja invariante el espacio
superior H?, ya que

g(z+tj) = [a(z + tj) + b][c(z + tj) + d] "
[(az + b) + atj]lcz + d + ctj] "
[(az 4+ b) + atj]lez + d + cti)]  (cz + d) — ctj] H(cz + d) — ctj]
[(az 4 b) + atj][Jcz + d|* + |c[*t*] " [(cz + d) — ctj]
[(az + b) + atj][(cz + d) — ctj]
lcz + d|? + |c|*t?
_ (az+b)(cz + d) + act* + (ad — be)tj
lcz + d|? + |c]?t?
_ (az+b)(cz+d) +act® +tj
lcz + d|? + |c|*t?

Si denotamos por [g(z+tj)]s al coeficiente del término que lleva la j en g(z+tj),
entonces, sit > 0,tenemos que [g(z+tj)|3 > 0, por lo tanto las transformaciones
de Mébius de R? dejan invariante al semi-espacio superior H?®.

Definicién 4.2.5. Denotaremos como M(H?) al subgrupo de transforma-
ciones de Mobius de H? definidas de esta manera.

Observemos que en este caso, si g es transformacion elemental inversion, es-
ta debe ser con signo negativo para que deje invariante el semi-espacio superior
H?3, la cual es llamada anti-inversién, ya que

g(z+tj) = —(z+tj)""
= —(z+t) Nz —tj) (z - t))
= —[lzP+ )z - tj)
—E 4ty

= 4.7
|2|% + t2 (4.7)
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deja invariante H3.

Si tenemos g(z + tj) = a(z + tj), con a € C — {0}, entonces,

a2z 4+ ty)
gz +1tj) = =
a'?(z 4 tj)(a=1/?)
a-1/2q-1/2
a'?a=12z + tja=1/?)
a—172]2

a'?a=12z  a'?tja1/?

jal ™! ol

’a|a1/2a1/2
|l

= az + |altj (4.8)

2+ |alta' a2

Teorema 4.2.6. Sea g una transformacion de Mdbius en M(H?), entonces la
restriccion de g a H? es una isometria de H3.

Demostracion. Como g es la composicion de transformaciones elementales,
basta probarlo para estas.

Supongamos que g(z +tj) = z+tj +a, con a € C. Sean wy = z; + ;5 y
Wy = 29 + 197 en H3, entonces,

lg(w1) — g(wa) | |21 +t1j +a— 2 —taj — al?
lg(w1)]slg(wa)]s tits
_ lwy — ws|?
tity

entonces g es una isometria de H3>.

Si g(z 4+ tj) = a(z + tj), por (4.8) tenemos que g(z + tj) = az + |a|ty,



58 CAPITULO 4. EL GRUPO DE ISOMETRIAS DE H?

entonces,

lg(w1) — g(wa) > |azi + |alt1j — (az + |altag)]?
[9(w1)]3[g(w2)]3 (laft1)(lalts)
_ (az1 — az) + (|altij — |altzj)]?
B |a|2t 1ty
ez —azn? | lal(tiy = t2))]
ity |la|2t,t,
_aPla = 2 e[ty — tag]
 alPtity |a|2t 1ty
2wl g — gl
ity tits
(21 — 22) + (t1] — t2])]?
B tito
. |w1 - w2|2
B tity

asi tenemos que g es una isometria.

Ahora supongamos que g es la anti-inversién, entonces, por (4.7) tenemos

. W —ZA4t)
gz +tj) = —(z+1tj)"" = FEz

Para w; y wy en ‘H? definidos como antes tenemos

lg(wy) — g(w2)|2

[9(w1)]3[g(w2)]3

—zZit+thj _ —Z2+t2j 2

|21 [2+t2 |z2|2+t2
= t1 to

(=12 +8) (=2l +8)

(1222 H3) (=Z1+t1J) — (|20 P+2) (= Fa+Hag) |
(=1 P+ (22 P+ D)
ti1to
(=1 P+2) (122 P+ E2)
(22> + 3) (=21 + t17) — (|21 ]2 + £3)(=Fa + ta)) |
tita(|z1]2 + 1) (|22|? + 13)
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|(22 4 t2) (F2 — t2) (=21 + 11j) — (21 + 1) (F1 — 1) (=2 + tag)|?
tita(|z1]? + t7)(|22]? + 13)

| E2 = tag) (=21 + 1) [(22 + tag) — (21 + 1)
a tita(|21]? + 12)([22f* + 83)
G2 = ) (=21 + )P (22 + tag) — (21 + tag)
- tita([21]? +17)(|22] + 13)

(22 + taj) — (21 +t1g)

t1to
_ |wy — ws?
t1ta

]

Proposicién 4.2.7. Sea g una transformacién de Mébius de H3. Si ¥ es una
esfera, entonces g(X) es también una esfera.

Demostracion. Ya que g es la composicion de transformaciones elementales en
R3 y estas transformaciones mandan esferas en esferas, tenemos el resultado.

]

Corolario 4.2.8. Las transformaciones de Madbius mandan h-lineas en h-
lineas.

Definicién 4.2.9. Denotaremos por I, (H?) al grupo de isometrias de H> que
preservan la orientacion.

Hemos visto que las transformaciones de Mébius de H? preservan la ori-
entacién y son isometrias de H?, vamos a probar que de hecho, las transfor-
maciones de Mobius de H? son las tnicas isometrias de H> que preservan la
orientacion. Para ello, veamos primero algunos resultados.

Observemos que si ¥ es una isometria de H? y se tienen los puntos a, by
c distintos los cuales estan en una h-linea en ese orden, entonces sus imagenes
bajo v satisfacen

p(¥(a), (b)) + p(¥(b),¥(c)) = p(¥(a), p(¥(c)))

y por tanto deben ser colineales, con ¢ (b) entre ¢ (a) y ¥ (b). Esto implica que
v manda h-lineas orientadas en h-lineas orientadas.

Proposicién 4.2.10. Sea v una isometria de H3. Si M y L son dos lineas en
H3 que se intersectan ortogonalmente, entonces, (L) y (M) son dos lineas
que se intersectan ortogonalmente.

Demostracion. Supongamos que L y M se intersectan ortogonalmente en a.
Para b # a en M, la distancia de b a los puntos de L alcanzan su minimo en
a, entonces, la distancia de ¥ (b) a los puntos de ¥ (L) alcanzan su minimo en
Y(a). Consecuentemente, ¥(M) debe intersectar a ¢(L) ortogonalmente. [
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Teorema 4.2.11. Toda isometria de H® que preserva la orientacion es la
restriccion de una transformacién de Mobius de H3.

Demostracion. Sean Ly, Ly v Ls lineas orientadas en H? mutuamente ortogo-
nales con punto de interseccién o. Si 1) es una isometria de H?, entonces, (L),
Y (Ls) y ¥(L3) son mutuamente ortogonales. Luego, existe f € M(H?) tal que
F(Ly) = (L), F(La) = (Ls) y F(Ls) = t(Ls).

Entonces, f !4 deja fijas puntualmente a Ly, Ly y Ls. Esto tiene que probar
que f~19 es la identidad.

Observemos que toda linea que une un punto de L; y un punto de Lo
(ambos diferentes de 0), es fija puntualmente bajo f~!¢, ya que f~11 es una
isometria y deja fijos a los puntos de L; v Ls. Entonces, cualquier linea que
pasa por o es fija puntualmente por f~'v. El mismo argumento se aplica para
una linea arbitararia L # L3 que pasa por o con L; y Lo reemplazados por
L3 y la interseccion del plano generado por L3 y L con el plano generado por
L, v Lo, respectivamente, teniendo asi que f~'¢ es la identidad en el espacio
entero H3. O]

De los teoremas 4.2.6 y 4.2.11, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.12. El grupo 1. (H?) es isomorfo al grupo de transformaciones
de Mdobius que preservan la orientacion M(H?).

Entonces, del teorema 4.1.6 se sigue directamente el siguiente

Teorema 4.2.13. El grupo I, (H3) de isometrias que preservan la orientacion
de H? es isomorfo a PSLy(C).

Las transformaciones de Mobius son clasificadas por sus puntos fijos de la
siguente manera.

Definicién 4.2.14. Sea ¢ una transformacién de Mobius de ‘H3. La transfor-
macién se dice que es

(1) Eliptica si ¢ fija un punto de H3.
(2) Parabdlica si ¢ no fija puntos en H? y fija un tinico punto de C.
(3) Hiperbdlica si ¢ no fija puntos en H? y fija dos puntos en C.

Ejemplo 4.2.15. La traslacién g(z+tj) = z+tj+a, con a € C—{0}, tiene un
solo punto fijo, el cual es el punto al infinito, entonces es una transformacion
parabdlica.

Ejemplo 4.2.16. Sea g(z+tj) = a(z +tj), con a € C—{0,1}. Esta transfor-
macion tiene como unicos puntos fijos a 0 y 0o, entonces es de tipo hiperbdlica.
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Lema 4.2.17. Sea ¢ una transformacién de Mobius de H?, y sea Fy el conjunto

de puntos fijos de ¢ en H3 = H> U C. Si Y es una transformacion de Mobius
de H3, entonces,

Fygp—1 = P(Fy).

Demostracion. Sea © € Fyyp-1, es decir, Yo~ (z) = x, entonces tenemos
o~ Hz) = Y1), asi que v~ (x) € Fy, es decir & € (Fy). Por otro lado, si
y € Y(Fy), tenemos que ¥~ (y) € Fy, entonces, ¢pvv~'(y) = ¢~ (y), de donde
obtenemos que ¢¢1p ! (y) = y. Por lo tanto, y € Fyyy-1. O

Entonces tenemos que ser eliptica, parabdlica, o hiperbdlica depende soélo
de la clase de conjugacién de ¢ en M(H?).

Proposicién 4.2.18. Una transformacion de Mébius ¢ de H? es eliptica,
parabdlica o hiperbdlica si y sélo si pphp~! es eliptica, parabdlica o hiperbdlica
respectivamente, con 1 una transformacion de Mébius de H3.

Corolario 4.2.19. Toda transformaciin de Mdbius parabdlica es de orden in-
finito.

Demostracion. Observemos que toda transformacién parabdlica es conjugada
a una traslacion, la cual es una transformacion parabdlica que fija co. Sea ¢
una transformacién parabdlica, entonces ¢ = T, con o € M(H?) y T una
traslaciéon. Si ¢ fuera de orden finito, digamos n, tenemos que

Id = (uTy )"
=Ty,

entonces 7™ = 1)~ 1Id+ = Id, lo cual no es posible, por que las traslaciones
son de orden infinito. O

Teorema 4.2.20. Una transformacion de Mobius ¢ de H> es hiperbdlica si y
sélo si ¢ es conjugada en M(H?) a la extension a H? de una similitud v de

C de la forma ip(z) = kAx, donde k > 1 y A es una transformacidn ortogonal
de C.

Demostracion. Supongamos que ¢ es hiperbdlica. Por conjugacién podemos
asumir que uno de los puntos fijos es co. Sea a € C otro punto fijo y sea 7 la
traslacién de R?® por —a. Entonces, 7¢7~! fija a 0 y oo. Esto implica que hay
un escalar £ > 0 y una transformacién ortogonal A de C tal que

ro7 Y (z) = kAz.

Donde A es la extensién de A a R%. Como A fija j vy 7¢77! no tiene puntos
fijos en H?, debemos tener k # 1.
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Sea o(z) = x/|z|>. Entonces,
or¢r o (z) = kT Az

Entonces, podemos asumir que k > 1.

Por otra parte, supongamos que ¢ es conjugada en M(H?) a la extensién de
Poincaré de una similitud ¢ de C de la forma ¢ (z) = kAz, donde k > 1y A
es una transformacion ortogonal de C. Entonces, la extensién de Poincaré {/;
es hiperbdlica, ya que 0 y oo son sus unicos puntos fijos. Por lo tanto ¢ es
hiperbdlica. O

Corolario 4.2.21. Toda transformacion de Mobius hiperbdlica es de orden
mnfinito.

Demostracidén. Sea ¢ una transformaciéon de Mobius hiperbdlica. Por el teore-
ma 4.2.20, existe 7 € M(H?) tal que 7¢7! = 9, donde ¢(z) = kAz es una
similitud de C con k£ > 1 y A es una transformacion ortogonal de C. Si ¢ fuera
de orden finito, digamos 7, entonces, 7¢"7 ! = Id, por lo que

¢r = (7‘¢r7‘_1)’@ == Id(c,
lo cual no es posible, porque v es una similitud con k£ > 1. O
Definicién 4.2.22. Sea ¢ una isometria de H3, y sea ¢ € M(H?) la transfor-

macién tal que p|ys = ¢, decimos que ¢ es eliptica, parabdlica o hiperbdlica si
p es eliptica, parabdlica o hiperbélica, respectivamente.

Definicién 4.2.23. Una isometria ¢ de R" es eliptica si y sélo si ¢ fija un
punto de R"™; de otra forma ¢ es parabdlica.

Ya que tenemos por el teorema 4.2.11 que toda transformacién de Mobius
de H3 se restringe a una isometria de H?, tenemos el siguiente corolario direc-
tamente de la proposicion 4.2.18.

Corolario 4.2.24. Una isometria ¢ de H? es eliptica, parabélica o hiperbélica
si y sélo si Y=t es eliptica, parabdlica o hiperbdlica respectivamente, para
cualquier 1 isometria de H3.
Definicién 4.2.25. Un subgrupo G de M (H?) es elemental siy sélo si G tiene
una érbita finita en 7 = M3 UC.

Dividimos los subgrupos elementales de M (H?) en tres tipos. Sea G' un
subgrupo elemental de M (H?).

(1) El grupo G es llamado de tipo eliptico si y s6lo si G tiene una drbita
finita en H3.

(2) El grupo G se dice que es de tipo parabdlico si y sélo si G fija un punto
de OH? = C y no tiene otras érbitas finitas en H

(3) Decimos que G es de tipo hiperbélico siy sélo si G no es de tipo parabdlico
ni de tipo eliptico.



Capitulo 5

El Invariante de Bloch

En este capitulo definiremos las 3-variedades hiperbdlicas completas y orien-
tadas en el semiespacio superior H3. En la seccién 5.2 veremos algunos ejemplos
del espacio clasificante para familias de subgrupos que vimos en el capitulo 3.
Después definiremos el invariante a(M) y el invariante de Bloch de una 3-
variedad hiperbdlica completa M orientada no compacta de volumen finito.
Finalizaremos el capitulo demostrando que el invariante a(M) es el invariante
de Bloch.

5.1. 3-Variedades Hiperbdlicas

Vimos en la proposicién 4.2.13 que PSLy(C) es isomorfo a I, (H?) el grupo
de isometrias de H? que preservan la orientacién. Entonces, tenemos una accién
de PSLy(C) en H3, la accién esta dada por

@w: PSLy(C) x H® — H?
(g, w) = g(w) = (aw + b)(cw +d) ™,

donde

a b
g—(c d)’ ad — be = 1. (5.1)

Proposicién 5.1.1. El grupo de isotropia del punto (0,1) € H? es PSU(2).

Demostracion. Recordemos que una matriz A € PSU(2) si y s6lo si el A es
una matriz con determinate 1 y AA* = I, donde A* denota la transpuesta de
la conjugada de A.

63
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Sea g € PSLy(C), dado como en (5.1), entonces, tenemos que

©(9,4) = (aj +b)(cj +d)~"
= (aj + b)[(cj + d)(d — ¢j)] "' (d = ¢j)
= (aj +b)(d = ¢j)(|e|* + |a]*) !
_ac+ adj — bcj + bd
|cf? + |d|?

entonces, ¢(g,j) = j si y sélo si se cumplen

ad — bc
-1 2
ac +bd = 0. (5.3)

Como ad — be = 1, la ecuacién (5.2) se cumple si y solo si |c[* + [d|* = 1.
Usando que ad — bc = 1 y ac = —bd, tenemos

ab(ad — bc) = ab
bd|al* — cal|b|* = ab

bd(|a|* + |b]*) = ab
d(la* +[b0]*) =@
|d|*(laf® + [b]*) = @d
y hacendo lo mismo, pero sustituyendo bd = —a¢ tenemos que

le*(laf* + [0]") = ~te,
entonces,
(Ie* +1dI*)(la]* + [b]*) = ad — be = 1,
como |c|*+]|d|* = 1, debemos tener que |al?*+|b|?> = 1, y por tanto, si p(g,7) = j

entonces g € PSU(2).
Por otro lado, sea A € PSU(2) dada por

A:(CCL Z), con ad—bc=1y AA* =1

. (laP+1p> ac+bd N (1 0
AA—( @+de |eP+la? )" \o 1)

por lo que A cumple con (5.2) y (5.3), por lo tanto ¢(A, j) = j. O

entonces,
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Entonces, tenemos la correspondencia

PSLy(C) — H?
g+—9(0,1)

la cual es sobre por ser ¢ transitiva, entonces tenemos un difeomorfismo
PSLy(C)/PSU(2) = H?,
y por el tercer teorema de isomorfismo de Noether,
PSLy(C)/PSU(2) = (SLy(C)/{£1d})/(SU(2)/{xld}) = SLy(C)/SU(2),

por lo tanto

PSLy(C)/PSU(2) = SLy(C)/SU(2) = H>.

Teorema 5.1.2. Un grupo discreto I' de isometrias de H® actia libremente
en H? si y solo si es libre de torsion.

Demostracion. Supongamos que I' es un grupo libre de torsién. Como H? es
finitamente compacto, del teorema 1.3.9 tenemos que I actia discontinuamente
en H3. Entonces, por la proposicién 1.2.14, el grupo de isotropia I', de z es
finito para cada z € H®. Como T es libre de torsién, entonces, I', = {e} para
cada x € H?, entonces, I' acttia libremente en H2. Por otro lado, supongamos
que I' actiia libremente en H3, es decir, para cualquier g € T, tal que g # e,
tenemos g(x) # x, entonces no tiene un punto fijo en H3. Entonces, todo
elemento distinto de la identidad en I' es o parabdlico o hiperbdlico. Luego por
los corolarios 4.2.19 y 4.2.21 ninguin elemento de I tiene orden finito. Entonces
I' es libre de torsion. O

Sea I" un subgrupo de PSLy(C), discreto y libre de torsién. Entonces, por
el teorema 5.1.2, I" actiia libremente en H? y también actiia discontinuamente
en H? por el teorema 1.3.9. Luego de la proposicién 1.2.15, tenemos que la
aplicacion cociente

p: H? = T\H? = M,

es una aplicacién cubriente, y como m1(H?) = 0 es el cubriente universal.
Como H? es una variedad Riemanniana, entonces M también lo es con la

métrica inducida de H? por p. Como H? es un espacio métrico completo, M es

una variedad completa [11, Thm. 8.5.7]. Asi tenemos la siguiente definicién.

Definicién 5.1.3. Una 3-variedad hiperbolica completa y orientada es el co-
ciente del 3-espacio hiperbdlico H? por un grupo discreto, libre de torsién T
de isometrias de H? que preservan la orientacion.
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Por [2, Prop. 1.40] tenemos que I es isomorfo al grupo de transformaciones
cubrientes y

L2 (M)/p.(m(H?) =m(M) v m,(M)=m,(H*) =0 paran > 1,
entonces M es un K(T', 1).

Teorema 5.1.4. Sean T y 1" dos subgrupos de PSLy(C), discretos libres de tor-
sion. Entonces, My = T\'H? y My = I"\'H? son isométricos por una isometria
que preserva la orientacion si y solo si I' y I son conjugados en PSLy(C) el
grupo de isometrias de H® que preservan la orientacion.

Demostracién. Sea ¢ € PSLy(C) tal que IV = ¢I'¢~1. Luego para cada g € I’
y w € H3, tenemos

dg(w) = (¢go~")p(w).

Como I' y I” actian libremente en H3, entonces, ¢g(w) estd en la misma I"-
érbita que ¢(w). Entonces, ¢ induce un homeomorfismo

¢ My — M,

definido por ¢(I'w) = I"¢(w). Sea pr la métrica inducida de H> en el espacio
['\'H? de manera dual sea prs. Entonces, si w,w, € H?, tenemos

pr(G(Twy), ¢(Twy)) /(Tp(wi) T (w2))
(™' T p(wr), ™' T'(w))
H(oTwy, ¢TM'wy)

(Twq, Tws).

pr
pr
Pr
pr

Entonces, ¢ es una isometria y preserva la orientacién por definicién.

Por otra parte, supongamos que ©: M; — Ms es una isometria que preserva
la orientacién. Como p;: H® — M, y pa: H® — M, son cubrientes y H3 es
simplemente conexo, 1 se levanta a un homeomorfismo 1 que hace que el
siguiente diagrama conmute

HBLHB

2 w |

M1 4>M2.

Como pq, p2 v ¥ son isometrias locales por el teorema 1.3.10 y preservan la
orientaciéon ya que I' y I'" son subgrupos de isometrias que preservan la ori-
entacion, entonces ¢ también es una isometria local que preserva la orientacion.
Sean z,y € H? distintos. Como H? es completo, existe un arco de geodesica
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a: [0,1] — H3 que une z con y, ver [11, Thm. 8.5.7]. Ya que ¥ es una isometria
local, tenemos que B

(Yol = ol =1 =p(z,y).
Entonces,

p((x),¥(y)) < plx,y).

Tambien tenemos que

p(p~(x), v () < p(x,y).

Luego, tenemos

pla,y) = p(~ " (x), v (y))

< p(¢(x), ¥ (y)).

Por tanto, p(&(:v), &(y)) = p(z,y), es decir, Jes una isometria, la cual preserva
la orientacién.
Sea g un elemento arbitrario de I'. Entonces tenemos

pobg ™t = Yprgt !
= it
= pothp
= D2

Entonces, &g@‘l es una transformacién cubriente de p,. Por lo cual tenemos
que gt estd en I”, entonces, YI'y~! C I". Haciendo lo mismo, para ¢’ € I,
tenemos que YI"~! C T'. Por lo tanto ¥y ~! = I'". Asi concluimos que I' y T
son conjugados en PSLy(C). O

Sea ' un subgrupo discreto y libre de torsién de PSLy(C) y M = '\ H3,
por el teorema 5.1.4 a esta 3-variedad hiperbdlica podemos asociarle una re-
presentacion §: m (M) =I' — PSLy(C) la cual es candnica salvo equivalencia.

Como H? = PSLy(C)/PSU(2), tenemos que cualquier 3-variedad hiper-
bolica completa y orientada M esta dada por el doble cociente

M =T\PSLy(C)/PSU(2),

con I' = 71 (M) un subgrupo discreto libre de torsion.
Tenemos la siguiente proposicién de [7].

Proposicion 5.1.5. Sea M una 3-variedad hiperbdlica. La representacion
candnica w1 (M) en PSLy(C) puede ser levantada a una representacion en
SLy(C), es decir,

SLy(C)

5.7
s
e

I~ PSLy(C)
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Entonces, cualquier 3-variedad hiperbdlica completa, orientada puede ser
vista como

M =T\SLy(C)/SU(2)

donde podemos identificar a I' con un subgrupo de SLs(C) usando la repre-
sentacién I' — SLy(C).

Sea I' un subgrupo discreto y libre de torsién de M (H?) tal que el co queda
fijo por un elemento parabdlico de I'. Entonces, el grupo de isotropia 'y, es un
grupo elemental de tipo parabdlico, es decir, fija a oo y no tiene otras orbitas
finitas en 7. Por lo tanto ' corresponde bajo la extensién a R? a un subgrupo
discreto de I(C) el grupo de isometrias de C sin puntos fijos. Entonces, I'y,
consiste de las traslaciones que estan en I', las cuales se corresponden con las

matrices de la forma
+1 A
( 0 41 ) , AeC,

entonces el rango de 'y, es 2 y es de indice finito (ver [4]). Ademés H deja
invariante el plano complejo C. Por el teorema [11, Thm. 7.4.2], tenemos que
C/T'» es compacto. Sea r > 0 y sea N, la r-vecindad del plano complejo C en
R? tal que N, es invariante bajo I's.. Sea

U -H —N,.

Entonces, U, es un subconjunto abierto I'-invariante de ﬁ3. El conjunto U, es
llamado region cuspide para I' basado en oo si y soélo si para toda g € I' — ',
tenemos

U.NgU, =0.

Definicién 5.1.6. Un punto cispide de un subgrupo discreto I' de P.SLy(C)
es un punto fijo ¢ € C de un elemento parabdlico de I tal que existe una region
cuspide U para I' basado en c.

Definicién 5.1.7. Sea I' un subgrupo discreto elemental, libre de torsién de
PSLy(C) de tipo parabdlico y sea U una regién cuspide en ‘H? para I'. Una
3-variedad hiperbdlica isométrica a U/I" es llamada una cispide 3-dimensional.

Lema 5.1.8. Sea I' un subgrupo discreto de PSLy(C) y sea C el conjunto
de puntos cuspide de I'. Entonces, para cada punto ¢ en C, existe una region
ciispide U(c) basado en ¢ para T tal que las regiones {U(c) : ¢ € C} son
mutuamente disjuntos y gU(c) = U(g(c)) para cada g en T" y c en C.

Para la demostracion ver 11, Lem. 7 de sec. 12.6].
Desde ahora, M denotara una 3-variedad hiperbodlica orientable completa
no compacta de volumen finito.
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Teorema 5.1.9. Sea M una 3-variedad hiperbolica completa orientable no
compacta de volumen finito. Entonces, existe My C M 3-variedad compacta
con frontera, tal que M — My es la union disjunta de un numero finito de
ctispides. Cada cuspide de M es difeomorfa a T? x (0,00), donde T?* denota el
2-toro.

Para la demostracién ver [11, Prop. 12.6.6, Thm. 10.2.1].
En la siguiente figura se muestra una variedad de este tipo.

Observacion 5.1.10. Sea M una 3-variedad hiperbdlica completa orientada
de volumen finito con d cuspides. Tomamos un punto base xg en M y un punto
r; en una seccién del toro T? del extremo correspondiente a la i-ésima cuspide
(1=1,...,d). Sea ¢;(t) (0 <t <1) el camino en M con ¢;(0) = x¢y ¢;(1) = z;.
Consideremos el homomorfismo

(gi)g: T (T2, ;) — w1 (M, xp)

inducido por ¢; y pongamos I'; = (q;)3(m1(T?, x;)). Los subgrupos I'; son llama-
dos subgrupos toricos periféricos de I'. La imagen de I'; bajo la representacion
0: ' = SLy(C) dada por la inclusién es un grupo abeliano libre de rango 2
de SLy(C). Los subgrupos I'; consisten sélo de elementos parabdlicos, es decir,
sin puntos fijos de H3 y un tnico punto fijo en la frontera C de H2. Todos
los elementos en I'; tienen como punto fijo el correspondiente punto cuspide
(ver [19] seccién 4.5 ). Como la accién en SLy(C) en C es transitiva y por
el corolario 4.2.24 los conjugados de isometrias parabdlicas son parabdlicas,
podemos asumir que el punto fijo es el punto al infinito 0o el cual denotaremos
por sus coordenadas homogéneas oo = [1,0] y como los elementos parabdlicos
que tienen como punto fijo a co son las traslaciones, tenemos que los subgrupos
I['; son conjugados al grupo de matrices de la forma

+1 A
(1 2). sec
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Observacion 5.1.11. Vamos a usar dos formas de compactificar a la variedad

M. Sea M, la compactificacién de M por un punto y sea M la compactificacion

que consiste en agregarle a M los puntos cispide. Entonces M, = M /C.
Luego, por el teorema 5.1.9 tenemos que M es homotopicamente equivalente

a My, entonces
M, = My/OM,.

Tenemos que (M,C) es una pareja con collar, luego de la sucesién exacta
de parejas tenemos

0 = H3(C; Z) — Hy(M; Z) — Hy(M,C; Z) — Ha(C; Z) = 0,
entonces,
Hg(]\//TS Z) = H3(]\7:CSZ) = H3(M\/C§Z) = H3(M;Z) = H3(My, OMy; Z).

Luego por [9, VI.9] tenemos que H3(My, OMy; Z) = 7, de donde concluimos
que H3(]\/Z; 7)=7.

Denotaremos por [H | al generador y lo llamaremos la clase fundamental
de M en Hg(]\/Z; 7).

5.2. Espacios Clasificantes para Familias de Sub-
grupos de Isotropia

En esta seccion veremos algunos ejemplos de espacios clasificantes para
familias de subgrupos de isotropia, que vimos en el capitulo 3 y llegaremos
a ciertos resultados para estos ejemplos y los que usaremos para construir
el invariante o(M), para una 3-variedad hiperbdlica completa orientada de
volumen finito.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos SLs(C) como un subgrupo discreto. En la sec-
cién 2.4 vimos que la accion de SLy(C) en el haz universal ESLy(C) es li-
bre y que ESLy(C) es contraible, entonces, tenemos que ESLy(C) es de tipo
E(SLy(C), {1}).

Ejemplo 5.2.2. Ahora consideremos la esfera S? como los niimeros complejos
extendidos C. Por el corolario 4.1.10 tenemos que SLy(C) actia triple transi-
tivamente en S?. Sea T el subgrupo de isotropia de oo, entonces,

T:{(g a?1>:a,b€C,a7é0}.

ya que si g € SLy(C) es tal que

9(z) =

az+b

d—bc=1.
cz+d’ a4 ¢
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Entonces,
g(00) = o0
siy sélo sia# 0y c=0, pero se tiene que cumplir que ad — bc = 1, entonces
ad = 1, de donde tenemos el resultado.
Asi que tenemos un difeomorfismo dado por

SLy(C)/T — S?
9T +— g(o0).

Sea J(S?) = S? % S? % --- | el join de una cantidad numerable de copias de
S?. Entonces, J(S?) es de tipo F(SLy(C),F(T)), por construccién del espacio
clasificante para familias (ver la proposicién ?7?), donde F(7') es la familia que
contiene a los subgrupos de 1"y sus conjugados por elementos en SLy(C).

Ejemplo 5.2.3. Sea I' un subgrupo discreto libre de torsién de SLy(C). La
accién de I' en H? es libre y como H? es contraible, entonces H? es un espacio
de tipo F(T',{1}) = ET, entonces, M = T'\'H? es un ET /T = BI.

Sea M = T'\'H? una 3-variedad hiperbdlica completa orientable no com-
pacta de volumen finito, sea

p:HE—= M

el cubriente universal de M y C el conjunto de puntos cuspide, es decir, las
preimagenes de cuspides de M en ﬁﬁj = @, o equivalentemente, puntos fijos
de elementos parabolicos de I' y sea Y = H3 U C. Tenemos que la accién de I’
en Y ya no es libre. Los puntos ciispide tienen como subgrupos de isotropia los
subgrupos téricos periféricos I'y,...,T'q de I' o sus conjugados. Entonces, por
construccién de E (T, §), tenemos que Y es del tipo E(I', F(T'y, ..., Tq)).

Corolario 5.2.4.
(i) Existe una SLs(C)-aplicacion
[: ESLy(C) — J(S?)
unica salvo S Ly(C)-homotopia.
(ii) Emiste una I-aplicacion h: H? — Y dnica salvo I'-homotopia.

Demostracion. (i) y (ii) se siguen directamente de la proposicién 3.2.15, (i) se
obtiene usando que {1} C F(T) y que ESL,(C) = E(SLy(C),{1}) y J(S?)
es de tipo E(SLy(C),§(T)). Para (ii), se usa que {1} C F(I'y,...,I'y) y como
se tiene que H? es de tipo E(T,{1}) y J(S?) es de tipo E(T',T(Ty,...,Ty,)),
tenemos el resultado. O

Y de la proposicion 3.2.18, tenemos

Corolario 5.2.5.
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(1) resp ESLy(C) es I'-homotdpico a E(I',{1}) =

(2) Eziste una I'-aplicacion

Y — resp.J (S?)

unica salvo I'-homotopia.

Demostracion. (1) sigue directamente de la proposicién 3.2.18. Y también por
la proposicién 3.2.18 tenemos que resp(J(S?)) es un E(T, §(T)/T'). Luego, por
el ejemplo 5.2.3, Y es un E,F(y,..,Iy)) donde I'y,...,T'; son los subgru-
pos téricos periféricos. Tenemos que §(I'y,...,Iy) C F(T)/T, entonces, por la
proposicion 3.2.15 tenemos (2). O

Siguiendo esto, tenemos una versiéon simplicial de la aplicacién
l: ESLy(C) — J(S%)
del corolario 5.2.4, la cual usaremos en las siguientes secciones.

Ejemplo 5.2.6. Consideremos ESLy(C) como la realizacion geométrica del
complejo simplicial donde un n-simplejo es una (n + 1)-upla (go, .., g,) con
gi € SLy(C). Y el join infinito J(S?) es la realizacién geométrica del conjunto
simplicial cuyos n-simplejos son las (n + 1)-uplas (ao, ..., a,) de elementos de
S2 = C, (ver la definicién 2.4.12).

Por consiguiente la aplicacién [: ESLy(C) — J(S?) es la realizacién geométrica
de la SLy(C)-aplicacién simplicial

(90y s Gn) — (go - 00, ..oy G + OO). (5.4)

Eligiendo un punto base diferente en lugar de oo por el corolario 5.2.4 obtene-
mos una S L (C)-aplicacién homotédpica.

5.3. El invariante o(M) de M

Para simplificar la notacion, si G es un grupo y X es un G-espacio, deno-
taremos el espacio de érbitas G\ X por Xg. También para el resto del capitulo,
sea T = §(T'), con T como en el ejemplo 5.2.2 y

B(SLs(C).T) = E(SLo(C). Dsiae).

Sea M una 3-variedad hiperbdlica completa orientable de volumen finito,
entonces tenemos s que M = T'\'H? para algtin subgrupo discreto libre de torsion
de SLZ((C) Sea Y = H3 U C, con C el conjunto de puntos cuspide y sea M=
F\Y Si M es compacta, C =0y M= M, si M no es compacta, tenemos que
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M es la compactificacion punta de M, lo cual es el resultado de agregar las
ctspides de M. = Por (2) del corolario 5.2.5 existe una I-aplicacién

M — J(S?)r = E(SLy(C),%)r
la cual es tnica salvo I'-homotopia. También tenemos que
ESLy(C)spac) = B(SLa(C)).

Combinando esto con el corolario 5.2.4 obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

ESLy(C) l E(SL,y(C), %) (5.5)

donde ¢ y k son las aplicaciones inducidas por h y [ respectivamente, del
corolario 5.2.4 en los conjuntos de I' y SLy(C) 6rbitas, respectivamente.
Tenemos que f = Bs: BI' = M — BSLy(C) es la aplicacién entre espa-
cios clasificantes los cuales en grupos fundamentales induce la representacion
candnica

de M, y 1 estd dada por la composicion
Wi M — E(SLy(C),%)r — B(SLy(C),%). (5.6)

Las aplicaciones ¢ y p se tienen por el corolario 5.2.5, dadas al restringir la
accion a I'. Y de las aplicaciones denotadas con flechas punteadas, las dos al
frente son cocientes por I' y las dos de atras son los cocientes por SLy(C).

La aplicacion ¢ induce un homomorfismo

. Hy(M;Z) — Hs(B(SLy(C),%)). (5.7)

Si [J\/f | denota la clase fundamental de M en H3<]/\4\ :Z), (ver la observacién
5.1.11). Denotamos por a(M) la clase canénica en H3(B(SL2(C),%);Z) dada
por

a(M) = . ([M)). (5.8)
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5.4. El invariante de Bloch

Ahora definiremos el invariante de Bloch de una 3-variedad hiperbdlica
completa orientable no compacta de volumen finito el cual tiene una trian-
gulacion ideal.

Definicién 5.4.1. El pre-grupo de Bloch P(F') de un campo F es el cociente
del grupo abeliano generado por los simbolos formales [z], con z € F U {0}
por las siguientes relaciones

[0] = [1] = [o0] = 0

2] = [yl + [y/a] = (1 =27 /L=y )] +[1 - 2)/(1 —y)] = 0.

Sea ﬁg = H3UC la compactificacion estandar del 3-espacio hiperbdlico
H3. Nos referiremos a los elementos de la frontera C de H® como puntos al
infinito.

Un tetraedro ideal (o simplejo ideal) en H? es un tetraedro con vértices en C.
Sea A(ag, ay, as, az) un tetraedro con vértices ag, ay, as, az. El grupo PSLy(C)
acttia en C por las transformaciones de Mobius y la accion es triplemente
transitiva (corolario 4.1.10). Por lo tanto, existe un elemento g € PSLy(C) tal
que

g-ao=0, g-ag=o00, g-az=1, g-az=z,

por el teorema 4.1.9, z = [ag : a1 : az : ag] es la razén cruzada de los vértices.
Por tanto las clases de congruencia de tetraedros ideales son parametrizadas
por z € C\ {0, 1}. Extendemos la definicién de razén cruzada a

l[ag:ay 1 az:a3) =0
siempre que a; = a; para alguna i # j.

Definicién 5.4.2. Sea M una 3-variedad completa orientable no compacta de
volumen finito. Una triangulacion ideal para M es una triangulacién donde
todos sus tetraedros /A\; son tetraedros ideales.

Observacién 5.4.3. En [6] Epstein y Penner demuestran que este tipo de
variedades pueden ser descompuestas en poliedros ideales convexos, pero se

desconoce si esta descomposicion puede ser subdividida en una triangulacion
ideal.

Por esta razon, a partir de ahora vamos a suponer que cuando M es una
3-variedad hiperbdlica completa orientable no compacta, esta tiene una trian-
gulacion ideal.
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Definicién 5.4.4. Sea M una 3-variedad hiperbdlica y sean Ay, ..., A\, los
tetraedros ideales de una triangulacion ideal en M. Sea z; € C el parametro
de A, para cada i. Estos parametros definen un elemento

n

B(M) = [z]

=1

en el pre-grupo de Bloch. El elemento (M) es llamado el invariante de Bloch
de M.

Observacion 5.4.5. Neumann y Yang definieron el invariante de Bloch usando
triangulaciones ideales de grado uno, de esta manera esta definido para toda
3-variedad hiperbdlica de volumen finito, incluso las compactas, ver [18, Sec. 2]
para los detalles.

Si se tiene una cantidad finita de 3-simplejos geométricos y los pegamos
identificando las caras en pares, entonces, obtenemos un complejo (celular)
N, el cual es una variedad excepto posiblemente en los puntos aislados. Si
el complemento de esos puntos aislados es orientado llamaremos a N un 3-
ciclo geométrico. En este caso el complemento N — N(© de los vértices es una
variedad orientada.

Definicién 5.4.6. Supongamos que M = H3\TI' es una variedad hiperbdlica.
Una triangulacion ideal de grado uno de M consiste de un 3-ciclo geométrico
N junto con una aplicacién f: N — N© — M que satisface

i) fes de grado uno casi en todo M:;

ii) para cada 3-simplejo S de N, existe una aplicacién fg de S a un simplejo
ideal en H?, biyectiva de vértices, tal que f|g_go: S — S© — M es la
composicién p o fs|g_gw, donde p: H?> — M es la proyeccion.

5.5. Elinvariante a(M) es el invariante de Bloch

En esta seccién demostraremos que la clase caracteristica a(M) de una 3-
variedad completa orientable de volumen finito M es igual a su invariante de
Bloch 5(M), en particular, esto da una nueva prueba de que el invariante de
Bloch es independiente de la triangulacion ideal, o desde un punto de vista
diferente, podemos calcular a(M) usando una triangulacién ideal de M.

Para el resto del capitulo vamos a considerar J(S?)gr,(c) como el modelo

para B(SLs(C),%).
Lema 5.5.1. /3, Lem. 2.2/

Hy(B(SLa(C), 9):2) = Hy(J(8)s1a(0):2) = P(C).
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Demostracion. Sea G = SLy(C). Recordemos que
H3<J(S2)G) = ker 83/111184

Sea (), el grupo abeliano libre generado por las clases de los n-simplejos
(ag, ..., an)q de J(S?*)¢ v sea (ag,ai, as, a3)g € Cs, observemos que

53(%, ay, A2, as)G = (Cbl, a2, CL3)G - (CL07 a2, Cl3)G + (CLO, aq, as)G - (CLO; aq, az)G
= (0, 00, 1)@ — (0, 00, 1)(; + (0, o0, 1)(; — (0, 00, 1)G = 0,

por lo tanto ker 05 = Cj.

Notemos que toda SLy(C)-6rbita de un n-simplejo en C,, podemos ver-
lo como (0,00,1, a4, ...,a,_2)g, entonces, por el corolario 4.1.13 tenemos que
(ag, a1, as,a3)g = (0,00,1,2)g, con z = [ag : a1 : as : ag), la razén cruzada del
3-simplejo (ag, a1, as, az). Denotaremos por [z] = (0, 00, 1, 2)g. Entonces,

84(07 oo, 17xay)G = (OO7 171’,y)G - (07 17I',y)G + (07 OO,{E,y>G - (O’ 0, 17y)G

+(0,00,1,I')G
1—x 1—x_1)
= 0700?17 - 0700717— + 0700717ny
( 1—y)c ( l—y=' )¢ ( [

—(0,00,1,9)g + (0,00, 1, )¢
=[(1—2)/(1=y)] = [ —27") /A=y ]+ [y/2] — [y] + [2].

Por lo tanto tenemos un isomorfismo

Hg(J(Sz)SLQ((C);Z) — P(C)

(ag, a1, az, as)sryc) — lao = ar = as : as), (5.9)
donde [ag : ay : ag : as] es la razén cruzada del simplejo (ag, ai, as, ag). O
Por el lema 5.5.1 tenemos que a(M) € P(C).

Observacion 5.5.2. Sea M una 3-variedad hiperbdlica no compacta completa
orientable de volumen finito. Sea p: H* — I'\H® = M el cubriente universal
de M. Entonces, M levanta a un poliedro ideal, fundamental, exacto y convexo
P deT [11, Thm. 11.2.1]. Una triangulacién ideal de M da una decomposicién
de P en un numero finito de tetraedros ideales. Luego, por el teorema 1.3.20,
P ={gP | g € T'} es una teselacién exacta de H3, esta descomposicién de P
da una triangulacién ideal de H3.

Teorema 5.5.3. Sea M una 3-variedad completa orientable de volumen finito.
Entonces a(M) = ((M).
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Demostracion. Por la observaciéon 5.5.2 tenemos que una triangulacion ideal
de M da una triangulacion ideal de H3. Como en el ejemplo 5.2.3, sea C el
conjunto de puntos ctispide y sea Y = H3UC, el cual es el resultado de afiadir los
vértices del tetraedro ideal de la triangulacion ideal de H3. Entonces, podemos
considerar a Y como un complejo simplicial con vértices dados por los puntos
cuspide.

__ Para probar el teorema, usaremos la version simplicial de la I'-aplicacion
Y — J(S?) dada en (2) del corolario 5.2.5. Consideremos J(S*) como la rea-
lizacién geométrica de un complejo simplicial que vimos en el ejemplo 5.2.6.
Considerando a Y como la realizacién geométrica de su triangulacion ideal y
como sus vértices son los puntos cuspide C C C, tenemos que la I-aplicacién
Y — J(S?) esta dada por la realizacién geométrica de la I'-aplicacién simplicial
equivariante

Y — J(SY
((10,(1/1, CLQ,CLg) = (0’07&17(127@3)-

La composicién (5.6) induce en 3-cadenas la aplicacién

C3(M) — Ca(J(SH)s1a(0))

(ag, a1, as, a3)r — (ag, ar, as, as)sr.c) = (0,00,1, 2)s1,(0),

donde (ag, a1, az, ag)r (respectivamente (ao, a1, a2, a3)sr,(c)) denota la I'-6rbita
(respectivamente SLy(C)-érbita) del 3-simplejo (ag, a1, a2,a3) y z es la razon
cruzada [ag : ay : ay : ag).

Sean A; = A(al,a, ab, a}), i = 1,...,n, los tetraedros ideales de una trian-
gulacién de M y z; = [a)) : @} : d) : a}] € C es el pardmetro de A; para cada
i, ahora es claro que salvo el homomorfismo (5.7) la clase fundamental []\/I\ | es
enviado al invariante de Bloch (M)

Hy(M)—  Hy(JS)r) — P(C)
[M] = Z(aé? ai? aév aé)p = Z(aév ailv aéa aé)SL2(C) - Z[Zl]

i=1 i=1 i=1

Para el caso cuando M es compacta, siguiendo [[18], Chap.2] elegimos una
triangulacién ideal de grado uno de M dada por un 3-ciclo geométrico Y y una
aplicacion f: Y —Y© — M con |Y| = M. Como en [[18], Chap.2], formamos
pull-back cubriente
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y completamos para obtener un complejo simplicial Y con una I-accién (que
es libre exepto tal vez en los vértices). Por el corolario 5.2.5 existe una I'-
aplicaciéon Y — J(S?) y podemos sustituir H3 por ESLy(C). Tomando los
cocientes por SLy(C) y I' obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

(Y —Y©)

|’

BSLsy(C) —*~ B(SLy(C),%)

M

donde F\EA/ =Y = M. El resto de la prueba es como para el caso no compacto
con este Y. O

Por el teorema 5.5.3, podemos calcular o(M) mediante triangulaciones ide-
ales.

Ejemplo 5.5.4. Sea M =S? — K, donde K es el nudo 8. M tiene una trian-
gulacion ideal dada por los tetraedros

A1 = (0,00, w,—1)
Ny = (0,00, w + 1,w),

= +1iY
Sean ¢(z) = Z y ¥(2) = ;=7 Entonces,
(b(O) = 07 (b(OO) = 00, (ﬁ(?ﬂ) = 17 (b(_l) = _wil = z1, y
=0, ¥(00) = 00, P(w +1) =1,
w w w! 1

w(w):w—i—l T wtlw! 1+wl

Luego, l+wtl=14+w=1— i‘/Tg, de donde obtenemos

2
1 3
1+w ™)'= 5+ z% = —w?,
entonces z; = 2o = w + 1.
Por lo tanto

B(M) = 2[w + 1].
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