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Introduccion

Las algebras de conglomeradoﬂ fueron introducidas por S. Fomin y A.
Zelevinsky en [4]. A grosso modo, las &lgebras de conglomerados son anillos
conmutativos definidos de manera constructiva en término de generadores y
relaciones que se obtienen de manera constructiva. Cada algebra de conglo-
merados estd equipada con un conjunto distinguido de generadores (variables
de conglomerado) agrupados en conjuntos traslapados (conglomerados) de la
misma cardinalidad finita (el rango del algebra de conglomerados en cuestién).
Ademsds, un algebra de conglomerados esta equipada con un patron de inter-
cambio. El patron de intercambio es el corazén combinatorio del algebra de
conglomerados, es el algoritmo que utilizamos para propagar informacién a lo
largo de ésta. Entre los ejemplos mas conocidos de algebras de conglomerados
se encuentran los anillos de coordenadas de Grassmannianos y variedades de
Schubert [12].

La teorfa de algebras de conglomerados ha encontrado diversas aplicaciones
en otras areas de las matemadticas. Es utilizada en el estudio de las bases
semicandnicas duales del dual del algebra envolvente universal de la parte
positiva de un élgebra de Lie simple de dimensién finita, cf. [7]. También se
utiliza, como ya mencionamos, en el estudio de los anillos de coordenadas de
diversas variedades algebraicas y en el estudio de grupos algebraicos y sus
subgrupos de Borel, cf. [3].

A un 4lgebra de conglomerados A se le asocia una grafica E(A) a la que
se le llama grdfica de intercambio. Esta grafica codifica la propagacion de los

IEn inglés, estas algebras son llamadas cluster algebras, nombre que se suele traducir al
espafiol como dlgebras de conglomerado. Esta traduccién no describe de manera precisa la
estructura de las dlgebras de conglomerados, pues la propiedad de éstas que resulta de interés
es la estructura combinatoria inducida por las mutaciones, en el que estéan involucrados todos
los conglomerados, cf. Definicién
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conglomerados a lo largo del algebra. En particular, permite saber cuando
A es de tipo finito o tiene crecimiento exponencial segiin si E(A) es finita o
tiene crecimiento exponencial como grafica, por ejemplo. Nuestro objetivo es
demostrar que toda algebra de conglomerados de tipo tubular tiene crecimien-
to exponencial, hecho conocido sélo en el caso en que el algebra es de tipo
Dfll’l). En ese caso, el resultado se puede obtener en a partir del crecimiento
exponencial del mapping class group de una esfera con cuatro ponchaduras;
va las variables de conglomerados del algebra de conglomerados de tipo Dfll’l)
pueden ser parametrizadas utilizando arcos decorados sobre dicha superficie,
cf. [2} 5.11].

Esta tesis muestra como se puede utilizar la teoria de representaciones de
dlgebras para obtener resultados combinatorios sobre dlgebras de conglomera-
do.

En el Capitulo [1] se presentan los conceptos basicos para comprender el
resultado de este trabajo. En la Seccidn [1] se presenta la definicién de algebra

de conglomerados. En la Seccién [2| se definien las mutaciones de las ternas de

Farey y se construye el algebra de conglomerados de tipo Dfll’l)

bésico de dlgebra de conglomerados de tipo tubular.

, el ejemplo

W. Geigle y H. Lenzing introdujeron en [6] una clase de curvas no con-
mutativas a las que llamaron rectas proyectivas con pesos con el objetivo de
dar un tratamiento geométrico a la teoria de representaciones de las llamadas
dlgebras candnicas. En el Capitulo [2] se presentan las definiciones y conceptos
basicos relativos a a la teoria de dichas curvas, en particular, en la Seccién
se construye la categoria coh(X) de gavillas coherentes asociada a una recta
proyectiva con pesos X. En la Seccion [2] se construye la categoria de conglome-
rados asociada a una recta proyectiva con pesos, que es el modelo categdrico
que nos permite utilizar tecnicas homoldgicas y de teoria de representaciones
para demostrar el Teorema En esta seccion también se describe brevemente
la relacién entre la categoria de conglomerados y las dlgebras de conglomera-
dos en el caso tubular. Para concluir el capitulo, en la Seccién [3] se bosqueja
la teoria de mutaciones de Hiibner, el andlogo categorico de la mutacién de
conglomerados en la categoria coh(X), donde X es una recta proyectiva con
pesos de tipo tubular.

En el Capitulo [3| presentamos el resultado de este trabajo, a saber, que
toda dlgebra de conglomerados de tipo tubular tiene crecimiento exponencial.
Para ello, demostramos que el crecimiento de la grafica de intercambio de un
algebra de conglomerados de tipo tubular estd acotado inferiormente por el



crecimiento de la grafica de intercambio de las ternas de Farey, el arbol 3-
regular, cf. Teorema y Proposicion Este trabajo es el resultado de un
proyecto de investigacién que se realizé de manera conjunta con los profesores
M. Barot y Ch. Geifl durante el semestre 2010-1.



Capitulo 1

Algebras de conglomerados

En este capitulo se presentan las definiciones y construcciones bésicas que
se necesitan para comprender el resultado fundamental de esta tesis, cf. Teo-
rema En la Seccidn [2] se construye el dlgebra de conglomerados asociada
a las ternas de Farey, que es la columna vertebral de la demostracién del Teo-
rema También definimos el algebra de conglomerados de tipo Dfll’l), que
es el ejemplo basico de algebra de conglomerados de tipo tubular. El lector
interesado en la motivacién de la definicién de las dlgebras de conglomerado

puede consultar [4] o la excelente exposicién de [3].

1. Definiciones y conceptos basicos

Las édlgebras de conglomerados pertenecen a una clase particular de anillos
conmutativos con unidad. A grosso modo, un algebra de conglomerados es una
subdlgebra de QP(x1, ..., 2;), el campo de funciones racionales en las variables
T1,...,x; con coeficientes en el anillo de grupo de un semicampo P, que posee
una rica estructura combinatoria. Esta estructura se puede codificar con una
matriz antisimétrica y ciertas transformaciones a las que llamamos mutaciones.

Definicién 1.1 (Mutacién de matrices). Sea B € Z!*! una matriz signo anti-
simétrica. Para cada k € {1,...,l} definimos una funcién B — pui(B) = B’



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



2 CAPITULO 1. ALGEBRAS DE CONGLOMERADOS

por
7B¢j SIZ:]{IOJ:]C,
B = Bir|Brs - Binl B
J BijJr‘ zk| kJ;F 1k| kj|

Si B’ = pk(B) decimos que B’ se obtiene de B por mutacidn en direccion k.

en otro caso.

Observacién 1.2. La mutacién de matrices es involutiva, i.e. uy(uk(B)) = B.

Definicién 1.3. Un semicampo es un cuadruple (P,®,-,1) donde P es un
conjunto y @,- son operaciones binarias tales que (P,®) es un semigrupo
conmutativo, (P,-,1) es un grupo abeliano, y tal que estas operaciones son
compatibles en el siguiente sentido:

a(b® ¢) = ab & ac para todo a,b,c € P.

Observacién 1.4. Cuando no exista riesgo de confusién, identificaremos al
semicampo (P, ®, -, 1) con el conjunto P.

Sea P un semicampo y sea QP el anillo de grupo de P con coeficientes en
Q. Elegimos como campo ambiente F a un representante de la clase de iso-
morfismo de QP(x1,...,2;), el campo de funciones racionales en las variables
x1,...,2; con coeficientes en QP. La siguiente definicién es, en cierto sentido,
el ingrediente combinatorio del dlgebra de conglomerado.

Definicién 1.5. Una semilla etiquetada en F es un triple (B,x,y) donde:

(i) B € Z"! es una matriz signo anti-simétrica a la que llamamos matriz de
intercambio,

(ii) x = (x1,...,2;) es un l-tuplo de elementos de F linealmente indepen-
dientes sobre QP tales que F = QP(xq,...,2;) a los que llamamos
variables de conglomerado,

(iii) y = (y1,...,¥) es un I-tuplo de elementos de P a los que llamamos
coeficientes.

El conjunto x es el conglomerado de la semilla (B, x,y).

Sea o € S; una permutacién. Sea (o(B),o(x),,0(y)) la semilla dada por

o(B) = (Bo(i)o()), 0(X) = (To1)s- - To@) ¥ 0(¥) = Yo(1)s- - Yo(r))- De-
cimos que dos semillas (B,x,y) v (B’,x,y’) son equivalentes si existe una
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permutacién o € S; tal que (B, x",y") = (¢(B),0(x),0(y)). Es claro que ésta
es una relacion de equivalencia. Dos semillas etiquetadas equivalentes son es-
cencialmente iguales,por lo que restringiremos nuestra atencién a las clases de
equivalencia inducidas por esta relacién.

Definicion 1.6. Una semilla es una clase de equivalencia de semillas etique-
tadas.

La mutacién de matrices, cf. Definicion [1.1] se extiende a una mutacién en
las semillas. Esta mutaciéon nos permite construir el conjunto de generadores
del dlgebra de conglomerado determinada por una semilla.

Definicién 1.7 (Mutacién de semillas). Sea (B,x,y) una semilla. Para ca-
da k € {1,...,l} definimos una funcién (B,x,y) — ux(B,x,y) dada por

pi(B,x,y) = (k(B), e (x), pi(y)) donde x = pi(x) ey — pi(y) estén
definidas como sigue:

Si g (x) = (x4,...,x]), entonces
T sij #k,
o B; —B;
(yr @ 1)Proay, '
St uk(y) = (y1,---,y;), entonces
Ui sij =k,
(yk ) 1)Bkj' Sl i'é .

Donde [z]4+ = max{x,0}. Si (B',x",y’") = ux(B,x,y) decimos que (B’,x',y’)
se obtiene de (B,x,y) por mutacidn en direccion k.

Observaciéon 1.8. De manera analoga a la mutacién de matrices, la mutacion
de semillas es involutiva.

Sea (B,x,y) una semilla en F. Llamos al conjunto
X={xecpp .. .pg,(x):ki,....k-€{1,...,1}, r >0}
el conjunto de variables de conglomerado. Al conjunto
{her o iy (X) 2k, ke €{1,...,1}, 720}

lo llamamos el conjunto de conglomerados.
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Definicién 1.9 (Algebra de conglomerados). La QP-subdlgebra de F genera-
da por X es el dlgebra de conglomerados determinada por la semilla (B, x,y)
y la denotamos por A(B) = A(B,x,y). Si B € Z'*! decimos que A es un
algebra de conglomerados de rango .

La definicion de algebra de conglomerados se simplifica considerablemente
si elegimos un semicampo adecuado e y = (1,...,1). Esta eleccién no resulta
en una pérdida considerable de informacién, cf. Observacién [1.11

Definicién 1.10 (Semicampo tropicaﬂ). Sea (P, -, 1) un grupo abeliano libre
de rango finito con un conjunto de generadores {p; : ¢ € I}. Definimos la
operaciéon binaria @ como

[Let o I]ot = [T

i€l icl icl

El semicampo tropical sobre I es el semicampo (P, ®,-,1) y lo denotamos por
Trop(p; : i € I).

Decimos que un algebra de conglomerados A(B,x,y) es de tipo geométri-
co si P es un semicampo tropical. Decimos que A(B,x,y) tiene coeficientes

principales si P = Trop(y1,---,y1) ey = (Y1,---,Y1)-

Observacién 1.11. Dada un dlgebra de conglomerados A = A(B,x,y) es
posible calcular las variables de conglomerado de A a partir de las variables
de conglomerado del dlgebra de conglomerados con coeficientes principales con
matriz de intercambio B, cf. [, Theorem 3.7].

Nota 1.12. De ahora en adelante, todas las algebras de conglomerados que
consideramos tienen coeficientes triviales, i.e. y = (1,...,1).

Podemos codificar la relacién bajo mutacién entre los distintos conglome-
rados utilizando una grafica. El objetivo de esta tesis es analizar el crecimiento
de esta grafica.

Definicién 1.13. Sea A un &algebra de conglomerado. La grdfica de inter-
cambio, E(A), es la gréfica cuyos vértices estdn dados por el conjunto de
conglomerados y hay una arista x x' siexiste k € {1,...,1} tal que

pr(x) =x'.

LE] adjetivo tropical se utiliza en honor al matemético brasilefio Imre Simon, pionero de
la geometria tropical, teoria en la que aparecié originalmente este semicampo.



1.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS 5

Observacién 1.14. La grafica F(A) es k-regular.

Definicién 1.15. Sean G una gréfica, V(G) su conjunto de vértices y T, un
arbol r-regular (con r > 3). Definimos N (G, v, k) cémo el nimero de vértices
de G que estan a distancia k > 1 de v € Gg. Decimos que G tiene crecimiento
exponencial si

para cualquier polinomio p € Z[k].

Proposiciéon 1.16. Sean r > 3 y T, un drbol r-reqular. Entonces T, tiene
crecimiento exponencial.

Demostracion. Una sencilla induccién muestra que
N(T,,8(T),k) = r(r — 1)F~1 = 3elk-Dleslr=1),
para cada T € Gy y cada k > 1. O

Decimos que el algebra de conglomerados A es de tipo finito si A tiene un
ndmero finito de variables de conglomerado, i.e. si la grafica de intercambio
E(A) es finita. Decimos que A tiene crecimiento exponencial sila grafica E(A)
tiene crecimiento exponencial.

1.1. El algebra de conglomerados asociada a un carcaj

Dada una matriz antisimétrica B € Z!*! le asociamos un carcaj @p con
[ vértices y con b;; flechas de ¢ a j para cada 4,5 € {1,...,1} si b;; > 0.
Reciprocamente, dado un carcaj ) sin lazos ni 2-ciclos. Asociamos a @) una
matriz antisimétrica B(Q) = (B;;) dada por

B;j = # de flechas de ¢ a j — # de flechas de j a 1.

Esta definicién nos permite construir facilmente ejemplos de dlgebras de con-
glomerados motivados por ejemplos conocidos de algebras de caminos.

Definicion 1.17. El dlgebra de conglomerados asociada a @ es el dlgebra de
conglomerados (con coeficientes principales) A(Bg), cf. Definicién

Existe una nocién de mutacién para carcajes (sin lazos ni 2-ciclos) que
resulta compatible con la mutacién de matrices, cf. Observacién [1.20]
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Definicién 1.18 (Mutacién de carcajes). Sea @ un carcaj sin lazos ni 2-ciclos.
Sea k € {1,...,l} donde [ es el nimero de vértices de Q. Definimos un nuevo

carcaj u(Q) por:

(i) ux(Q) tiene los mismos vértices que Q.
(ii) Las flechas que inciden en k cambian de direccién.

(iii) Sia,b >0, ¢ € Z y el siguiente carcaj esta contenido en @

| ~——— 4
J ab—c ¢
L1 .- . .
Donde j i =7 i . A un carcaj como los anteriores los lla-
mamos ganchos que pasan por k.

(iv) Las demds flechas no cambian.

Si @ = pk(Q), entonces decimos que Q' se obtiene de @ por mutacidn en
direccion k.

Observacion 1.19. De nuevo, la mutacién de carcajes es involutiva.

Observacion 1.20. La definicién de mutacién de carcajes resulta compatible
con la mutacién de matrices, i.e. ux(QB) = Qu, (B)-

2. Crecimiento exponencial

2.1. Mutaciones de ternas de Farey

M. Barot y Ch. Geifl mostraron, cf. [I], que existe una interesante rela-
cién entre las variables de conglomerado del algebra de conglomerados de tipo
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Dfll’l), cf. Definicién y las fracciones de Farey, ciertas parejas de fraccio-
nes que fueron estudiadas en el siglo XIX en el contexto de la teoria de los
nimeros. Aqui definimos las mutaciones de las ternas de Farey. Resulta que
la grafica de intercambio inducida por estas mutaciones es el arbol 3-regular.
Esta grafica tiene un papel protagénico en la demostracién del Teorema [3.1]
Sea Qs = QU {0} el conjunto de los nimeros racionales extendidos.
Entonces Q, es un conjunto totalmente ordenado con el orden natural (i.e.
g < oo para todo ¢ € Q). Ademds, para cada ¢ € Q existen dos tnicos

d(q),r(q) € Z tales que
_ d(g)

0
con r(q) > 0y med(d(q),r(¢q)) = 1. Ademds, definimos d(oc0) =1y r(c0) = 0.

Definicién 1.21. Sean q,¢ € Q. Definimos la suma de Farey de q y ¢’ por

, d(q)+d(q)
PO ) )

Andlogamente definimos la resta de Farey de q y ¢’ por

,_ dlg) —d(d)
1T =)

Definicién 1.22. Sean q,q" € Q. Definimos
/
det < f(Q) d(q') )‘

Si A(gq,¢') =1 decimos que q y ¢’ son vecinos de Farey. Por ejemplo, {%, %, %}
es una terna de Farey.

Alg,q") = |d(q)r(q") — d(¢')r(q)| =

Observacién 1.23. Si g y ¢’ son vecinos de Farey entonces

med(d(q) +d(q'),7(q) +7(¢")) = med(d(q) — d(¢'),7(q) —r(¢')) = 1.

Es claro que ambas operaciones son conmutativas. Decimos que un conjunto
{q1,92,q3} € Q2 es una terna de Farey si se tiene que A(g;,q;) = 1 para
cada par i,j € {1,2,3} con i # j. Es facil ver que dada una terna de Farey
{q1,92,q3} se tiene que ¢s = ¢ @ ¢ donde ¢, < gs < ¢¢. Por simplicidad,
siempre etiquetaremos los elementos de una terna de Farey de manera que
41 < q2 < gs.
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Definicién 1.24 (Mutaciones de ternas de Farey). Sea {q1,¢2,¢3} una ter-
na de Farey. Para cada k € {1,2,3} definimos una funcién {q1,q2,q3} —

pr({q1, g2, q3}) como sigue:

pi{a1, q2,q3}) = {q2 ® g3, 92, 43},
pa({q1, 92, q3}) = {a1,q1 © g3, 43},
n3({q1, 92, q3}) = {q1, 92, 1 © gz}

Si{q1, a5, a5} = pi({q1, g2, g3} decimos que {g1, ¢3, g3} se obtiene de {q1, g2, g3}
por mutacion en direccion k.

Observacién 1.25. Un célculo sencillo demuestra que ux({q1,q2,q3}) es de
nuevo una terna de Farey. Como antes, las mutaciones de ternas de Farey son
involuciones.

Definicién 1.26. Sea (g1, ¢2,g3) una terna de Farey. Definimos la complejidad
de la terna como

c(q1,42,93) = |d(gs)| +7(gs)
donde g, < g5 < g.-
Observacion 1.27. Utilizando la complejidad, se puede demostrar que la
grafica de intercambio de las ternas de Farey es un érbol 3-regular, cf. [I,

Section 4]. En particular, el algebra de conglomerados determinada por las
ternas de Farey tiene crecimiento exponencial.

2.2. El algebra de conglomerados de tipo Dil’l)

En esta seccién presentamos el dlgebra de conglomerados de tipo Dil’l), el
ejemplo bésico de un algebra de conglomerados de tipo tubular, cf. Teorema

Definicién 1.28. Consideremos el carcaj @@ de la siguiente figura:

/\

X
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El algebra de conglomerados de tipo Dil’l) es el algebra de conglomerados

A(Bg).

Observacion 1.29. La clase de equivalencia bajo mutacion de @ solo tiene
cuatro elementos, el carcaj @ y los siguientes carcajes:

XX XX XX

Figura 1.1: Clase de mutacién de Q.

El lector puede comprobar este hecho utilizando, por ejemplo, el “Mutation
Applet” de B. Keller, cf. [9].

Observacién 1.30. La grifica inducida por el carcaj (a) de la Figura es

el diagrama asociado al sistema de raices eliptico de tipo Dfll’l), cf. [1 Section
1].

Definimos ji_1 = pap1, fio = Hsps Y fico = pepts. Al identificar estas
mutaciones con las mutaciones de las ternas de Farey, es posible demostrar que
el crecimiento de la grafica de intercambio del dlgebra de conglomerados de tipo
Dfll’l) estd acotado inferiormente por el crecimiento de la gréafica intercambio
de las ternas de Farey. Por lo tanto, el algebra de conglomerados de tipo Dfll’l)
tiene crecimiento exponencial, cf. [I, Section 4].



Capitulo 2

Rectas proyectivas con
pesos

Para demostrar el Teorema [3.1| asociamos a un dlgebra de conglomerados
de tipo tubular, cf. Teorema [2.45] una categoria Cx a la que llamamos cate-
goria de conglomerados, y estudiamos el crecimiento con ella. Esta categoria
estd relacionada con la categoria derivada acotada de la categoria coh(X) de
gavillas coherentes sobre una recta proyectiva con pesos, cf. Definicién |2.5
En este capitulo presentamos las definiciones y resultados (sin demostracién)
acerca de las rectas proyectivas con pesos y la teoria de mutaciones de Hiibner,
el andlogo a las mutaciones de conglomerados en coh(X). Estas mutaciones nos
permiten controlar ciertos invariantes discretos relacionados con el grupo de
Grothendieck de coh(X). Para un tratamiento detallado de la teoria de rec-
tas proyectivas con pesos en el contexto de la teoria de representaciones de
dlgebras, referimos al lector a [6]. Un tratamiento completo de la teoria de
mutaciones de Hiibner, se puede encontrar en [§].

11
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1. Gavillas coherentes sobre rectas proyectivas
con pesos

1.1. Definiciones basicas

Sea k un campo algebraicamente cerrado. Decimos que A\, N € k2 son
equivalentes si existe a € k \ {0} tal que a\ = ). La recta proyectiva sobre k,
que denotamos P}, es el conjunto de clases de equivalencia de k?\ {0} inducidas
por esta relaciéon de equivalencia.

Definicién 2.1. Sea A = (A1,..., ;) un t-tuplo de puntos de P} distintos
dos a dos y sea p = (p1,...,pt) un t-tuplo de enteros no negativos tales que
p; > 2 para cada i € {1,...,t}. Llamamos al triple X = (P}, \, p) una recta
proyectiva con pesos.

Notacién 2.2. Sea py : P; — Z7 la funcién dada por

i sipu €N,
I Di M
1 en otro caso.

Notacién 2.3. Definimos p := mem(p1, ..., pt)-

Sea L(p) el grupo aditivo de rango 1 con la siguiente presentacién por
generadores y relaciones:

L(p) := (%1,..., % : p1&y = -+ = pyTy 1= C)

Observacién 2.4. Sea § € L(p). Entonces § se puede escribir de forma nor-
mal de manera inica como .
né+ > i
i=1

donde n,m1,...,m: € Zy —p; < n; < p; para cada ¢ € {1,...,t}. Decimos que
0<ysiysélosinmn,...,n = 0.

Sea \; = [X, : \/] € P} para cada i € {1,...,t}. Definmos S(p,\) como el
algebra conmutativa L(p)-graduada

S(p,A) = k[u,v, 21, ... ze] /(@ — Nu— N/v:1<i <),

donde la graduacion estd dada por degx; = ;.
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Definicién 2.5. La categorfa coh(X), de gavillas coherentes sobre X es la cate-
goria cociente de la categoria de S(p, A\)-mddulos (a derecha) L(p)-graduados
finitamente generados por la subcategoria de Serre de mdédulos de longitud
finita.

Observacién 2.6. Se sabe que coh(X) es una categoria abeliana y hereditaria
tal que los espacios Hom y Ext son de dimensién finita, cf. [0, 1.8].

Observacién 2.7. Podemos “desplazar” la graduacién por cualquier Z € L(p)
al definir E(Z)y := Ez4y. Esto permite definir médulos desplazados E(Z) para
cada E € coh(X) y cada & € L(p).

Observacién 2.8. El S(p, \)-médulo libre induce una gavilla de estructura
O € coh(X).

La categoria coh(X) es el primer paso en la categorificacién de las dlgebras
de conglomerados de tipo tubular. Esta categoria tiene una rica estructura:
por ejemplo, satisface la siguiente versién de la dualidad de Serre:

Teorema 2.9 (Dualidad de Serre). [6, 2.2] Sean E,F € coh(X) y & :=
2221(5— Z;) — 2¢. Entonces

DEXtioh(X) (Ea F) = Homcoh(X) (F7E(L3))
A & se le conoce como el elemento dualizante.

Observacién 2.10. Una consecuencia de la dualidad de Serre es que coh(X)
tiene sucesiones de Auslander-Reiten, cf. [6], 2.3], donde la traslacién de Auslander-
Reiten esta dada por 7(E) := E(&J).

Sea cohy(X) la subcategoria plena de coh(X) cuyos objetos son las gavillas
de longitud finita. La existencia de sucesiones de Auslander-Reiten permite
utilizar los métodos clasicos de la teoria de representaciones para estudiar la
estructura de cohp(X), como se puede observar en la siguiente proposicién:

Proposicion 2.11. [1, Proposition 2.1] La categoria cohg(X) es una categoria
abeliana, exacta y uniserial, la cual es estable bajo la traslacion de Auslander-
Reiten. Ademds, las componentes del carcaj de Auslander-Reiten de cohy(X)
forma una familia de tubos Hom y Ext-ortogonales dos a dos (’7;)#61% con

vk 7, = pa(p), of. [11).
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Observacién 2.12. Una categoria es uniserial si las clases de isomorfismo de
subobjetos de un objeto indescomponible dado forman un conjunto linealmente
parcialmente ordenado. La tdltima afirmacion significa que, para cada gavilla
E € cohy(X), existe un tinico u € P} tal que E € T, y para cada E € T,, se
tiene que 7AW (E) = E.

1.2. Raices de Schur

En esta seccién traducimos cierta informacién de la categoria coh(X) en
términos de elementos del grupo de Grothendieck, cf. Definicién llama-
dos raices de Schur. Esta traducciéon nos permite contar con invariantes dis-
cretos asociados a ciertas gavillas que son de fundamental importancia en la
demostracién del Teorema [3.11

Sea F' el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo de
objetos de coh(X), vy sea

R = ([A] +[C] — [B] : existe una sucesién exacta 0 - A - B — C — 0).

Definicién 2.13. El grupo Ky(X) := F/R es el grupo de Grothendieck de
coh(X).

Proposicién 2.14. [1, 2.2]
(i) La forma homolégica
(E, F) = dim Homx (E, F) — dim Hom/,, %) (E, F)
induce una forma bilineal entera en Ko (X).

(i) La traslacion de Auslander-Reiten induce una transformacion lineal T en

Ky(X) tal que [E(&)] = 7[E] para cada E € coh(X).

(i1i) (te,7f) = (e,f) = —(f,7e) para todo e,f € Ko(X). En particular, si
Te = e entonces (e,e) = 0.

Observacién 2.15. Existe un elemento h,, € Ky(X) tal que h = [S,] para
todo p € Pk con py(p) = 1, cf. [1} 2.2].

Los siguientes invariantes nos permiten distinguir entre las clases de iso-
morfismo de gavillas inclinantes, cf. Definicién [2.26] cierta clase de gavillas
que corresponden a los conglomerados y que tienen una importancia central
en nuestro estudio del crecimiento de las algebras de conglomerados de tipo
tubular.
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Definicién 2.16. Sea E € coh(X). Definimos el rango de E como
tk E := ([E],ho).

Observacién 2.17. Se tiene que tk O(Z) = 1, cf. Observacio’n yrkS =0
para toda gavilla simple S € cohg(X), cf. [T 2.2].

Definicién 2.18. Sea hj := Zi;é [O(k)]. Definimos el grado de una gavilla
E € coh(X) como

deg 2 := (o, [E]) — (1k E) (ho, O).
Definicién 2.19. Sea e € Ky(X). Entonces,

0<esiysélosi tke>00 (thke=0y dege > 0).
Decimos que e € K((X) es positivo si 0 < e.

Observacién 2.20. Dado que el rango y el grado son funcionales lineales en
K (X), la definicién anterior hace de Ky(X) un grupo ordenado.

Observacién 2.21. Para cada E € coh(X) se tiene que 0 < [E].

La siguiente clase de elementos distinguidos del grupo de Grothendieck
nos permite relacionar los invariantes anteriores con las gavillas rigidas, cf.
Definicién 2:23] que serdn el andlogo de las variables de conglomerado en el
caso tubular.

Definicién 2.22. Sean X una recta proyectiva con pesos y e € Ky(X). Deci-
mos que e es una raiz positiva si existe una gavilla inescindible E € coh(X)
tal que [E] = e. Una rafz positiva e es una raiz de Schur si E se puede elegir
tal que Homx (E, E) ~ k, decimos que es real si (e,e) = 1 y que es isotrépica

si (e,e) = 0.

Definicién 2.23. Sea E € coh(X). Decimos que E es una gavilla rigida si
EXtcoh(X (E E) {0}

Proposicién 2.24. [I0, Proposition 4.4.1] La funcién E — [E] induce una
biyeccion entre las clases de isomorfismo de gavillas rigidas inescindibles y las
raices reales positivas de Schur.
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Definicién 2.25. Para cada e € Ky(X) positivo, definimos la pendiente de e

como q
ege
1 = -
slope(e) o €Q

Si E € coh(X), definimos slope E := slope[E].

La siguiente clase de gavillas corresponde de cierta manera a los conlgome-
rados, y seran de utilidad en la demostracion del Teorema 3.1

Definicién 2.26. Sea FE € coh(X) una gavilla rigida. Decimos que E es una
gavilla inclinante si es maximal entre las gavillas rigidas en el siguiente sen-
tido: Para cualquier gavilla rigida F' € coh(X), tal que E @& F es rigida, se
tiene que F' € add F; i.e F' es una suma directa finita de sumandos directos
indescomponibles de E.

Observacién 2.27. El nimero de sumandos inescindibles (no isomorfos dos
a dos) de cualquier gavilla inclinante coincide con el rango del grupo de Grot-
hendieck, rk(Ko(X)) =2 + Zzzl(pi — 1), cf. Definicién

2. La categoria de conglomerados

La categoria de conglomerados es el modelo que nos permite estudiar el
crecimiento de un algebra de conglomerados mediante un enfoque categérico.
Ademss, trabajar en la categoria de conglomerados nos permite utilizar la
teoria geométrica de las gavillas coherentes sobre X y las raices de Schur para
estudiar el crecimiento de las dlgebras de conglomerado de tipo tubular.

2.1. Construccion

La construccién de la categoria de conglomerados es bastante técnica. Pri-
mero, recordamos algunas definiciones de algebra homoldgica.

Definicién 2.28. Un complejo de cadenas de coh(X) es una sucesién
=B, > E, > E, 41—

de morfismos en coh(X) tal que d,,d,—1 = 0 para cada n € Z, o de manera
equivalente, tal que imd,,_1 C kerd,, para cada n € Z. Definimos

H,(FE,) :=kerd,/imd,_;.

A este médulo se le llama el n-ésimo grupo de homologia de E,.
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Definicién 2.29. Sean E, y F, dos complejos de cadenas de coh(X). Un
morfismo de cadenas es un conjunto de morfismos f = {f, : E, — F,} tal
que

fn+1df = dfffn para todo n € Z.

Esto es, tal que el siguiente diagrama conmuta:

dE
E, E,
fwl lfn#»l
Fn i Fn+1

para cada n € Z.

Observacién 2.30. Esta condicién implica que f induce un morfismo
fo it Hy(Ee) — Hy(F)
entre los grupos de homologia para cada n € Z.

Notacioén 2.31. Denotamos por ch(coh(X)) a la categoria cuyos objetos son
los complejos de cadenas de coh(X) con morfismos dados por los morfismos de
cadenas.

Definiciéon 2.32. Un morfismo de cadenas es un quasi-isomorfismo si los
morfismos inducidos en los grupos de homologia son todos isomorfismos.

Definiciéon 2.33. Un morfimo de cadenas f : E, — Fy es homotopico a 0 si
existe una familia de morfismos {h,, : E,, — F,,_1} tal que

fn=dEl by + hpy1d? para todo n € Z.
La situacién anterior se ilustra en el siguiente diagrama:

E
dy 1 i
e n,1*>En*>En+1*>--~

hop— n R

e — n_ldT>Fn7>Fn+14>~~
n—1
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Observacién 2.34. El conjunto de morfismos homotépicos a 0, Null(E,, Fs),
es un subgrupo de Homp,(con(x)) (Fe, Fe).

La categoria homotépica K (coh(X)), y la categoria derivada acotada D?(coh (X)),
son las categorfas intermedias entre coh(X) y la categorfa de conglomerados.

Definicién 2.35. La categoria homotdpica de coh(X), a la que denotamos
K(coh(X)), es la categoria cuyos objetos son los complejos de cadenas de
coh(X), y cuyos morfismos estdn dados por

Homch(coh(X)) (Eh FO)
Null(E., Fa)

HomK(coh(X)) (E07 F.) =

Definicién 2.36. La categoria derivada acotada de coh(X), que denotamos
D’(coh(X)), es la categoria cuyos objetos son los complejos de cadenas de
coh(X) tales que E, = 0sin << 0y H,(E,) = {0} si n >> 0y cuyos con-
juntos de morfismos estdn dados por los morfismos en K(coh(X)) localizados
respecto a los quasi-isomorfismos.

Definicién 2.37. Para cada m € Z, definimos un funtor

[m)] : D°(coh(X)) — D°(coh(X))
por [m]Ey i= Ep_pm, d?"F = (=1)md®__ vy [m|fn := fn_m para cada n € Z.
Es claro que [m] es un automorfismo de D?(coh(X)) con inverso [—m)].

Con todo esto, podemos definir la categoria de conglomerados asociada a
coh(X). La relacién entre estas categorias se explica en la Observacién y
el Teorema [2.45

Definicién 2.38. La categoria de conglomerados de coh(X), que denotamos
Cx, es la categorfa cuyos objetos son los objetos de D¥(coh(X)), y cuyos mor-
fismos estan dados por

HOI’IlCX (E'7 F') = @ Home(coh(X))((T_l [1])1Eh F.)a
1€Z

donde 771 es el inverso de la traslacién de Auslander-Reiten.

Observacion 2.39. La composicién de funtores canénicos

coh(X) < D’(coh(X)) — Cx
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nos permite pensar a coh(X) como una subcategoria no plena de Cx que tiene
las mismas clases de isomorfismo de objetos indescomponibles y las mismas
clases de objetos rigidos, cf. [2, Proposition 2.3]. De aqui se sigue que hay una
correspondencia biyectiva entre las gavillas inclinantes de coh(X), cf. Definicién
y los objetos inclinantes de conglomerados de Cx, i.e. los objetos rigidos
maximales de Cx.

2.2. El caso tubular

Sea X una recta proyectiva con pesos. Definimos el género virtual de X

como ,
1 p
=14+ (t—-2)p— — 1.
ety (2o 2 2)
Si gx < 1 se sabe que la categoria coh(X) es derivadamente equivalente a la
categoria de médulos sobre un élgebra hereditaria mansa A, i.e. D’(coh(X)) ~
Db(médA); y si gx > 1 se sabe que el problema de clasificacién de los inescin-
dibles en coh(X) es salvaje. Un cdlculo elemental muestra que gx = 1 si y sélo
si
p €{(6,3,2), (4,4,2), (3,3,3), (2,2,2,2)}.

En este caso, decimos que X es de tipo tubular.
La siguiente proposicién muestra, que en el caso tubular, el célculo de los
invariantes deg y slope se simplifica.

Proposicién 2.40. [, 2.4] Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo
tubular y p = mem(py, ..., pt). Entonces, pid = 0 y (hg, [O]) = 0.

Observacién 2.41. En este caso, el grado se simplifica a dege = (hg, e).

Recordamos que para cada ¢ € Q. existen dos tnicos ntmeros enteros
primos relativos, d(q), r(q), tales que ¢ = % con d(q) € Z y r(q) = 0. Para

cada ¢ € Q, definimos
h, :==r(¢)hy + d(¢)hs.
Observamos que slope(hy) = ¢, cf. Definicién y Observacién m

Proposicion 2.42. [1, Proposition 2.9] Sea X una recta proyectiva con pesos
de tipo tubular. Entonces, las raices positivas isotrdpicas de Schur de Ko(X)
son de la forma hy con ¢ € Q.
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Definiciéon 2.43. Las &lgebras de conglomerados asociadas a los carcajes
A(3,3,3), A(4,4,2) y A(6,3,2) (en los que interpretamos las relaciones co-
mo flechas en la direccién contraria) que se ilustran en la figura anterior son
llamadas de tipo Eél’l), Egl’l) v Eél’l) respectivamente, cf. Teorema
En lo que sigue, cuando nos referimos a un algebra de conglomerados de tipo
tubular (que no sea de tipo Dil’l)) pensaremos en las algebras definidas por
estos carcajes.

/N /7N 4N

NS R e

9
(a) A(3,3,3) (b) A(4,4,2) (c) A(6,3,2)

Figura 2.1: Carcajes asociados a las dlgebras candnicas.

Observacion 2.44. Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo tubular,
y sea Tean € coh(X) la gavilla

Tean = @ O(g)

0<g<e

Entonces, el carcaj con relaciones de Endeon(x)(Tean) es el carcaj de la Figura
con los pesos correspondientes, cf [0, Proposition 2.8, Lemma 4.2]. Ademés
rk(O(9)) = 1y deg(O(aZ;)) = ai para todo a € Z, cf. Observacién m y
[6, Proposition 2.8, Lemma 4.2]. Por lo tanto, las pendientes de T¢., son las
siguientes en cada caso:

1’1’1’1’1’1’171
1 2 1 2 2 4
A(474a2) 977777§a7775§7777 )
1"1°'1"1"1°"1°1°1
0123452436
A(67372) (1717171717171717171)
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El siguiente teorema explica la utilidad de la categoria de conglomerados de
una recta proyectiva con pesos en el estudio de las algebras de conglomerados
de tipo tubular.

Teorema 2.45. [1, Theorem 1.1] Cada dlgebra de conglomerados A de tipo
Dfll’l), Eél’l), ES’U ) Eél’l) puede ser categorificada por Cx, donde X es
una recta proyectiva con pesos p = (2,2,2,2), (3,3,3), (4,4,2) y (6,3,2)
respectivamente. Mas precisamente, existe una biyeccion entre el conjunto de
(clases de isomorfismo de) objetos rigidos inescindibles de Cx y las variables
de conglomerado de A, y una biyeccion entre las (clases de isomorfismo de)
objetos de tilteo de conglomerados de Cx y los conglomerados de A.

3. Mutaciones de Hubner

En esta seccién introducimos la mutacién de gavillas inclinantes, cf. Defi-
nicién 2.50] Esta mutacién es compatible con las mutaciones introducidas en
el Capitulo [1}, cf. Observacién 2 Para un tratamiento completo de la teoria
de mutaciones de Hiibner, referlmos al lector a [8]. A lo largo de esta seccidn,
X es una recta proyectiva con pesos de tipo tubular.

Definicién 2.46. Un morfismo i € Homonx)(E, F) es irreducible si no es
un isomorfismo; y si para cada par de morfismos f € Homeonex)(E, H) y
g € Homeon(x)(H, F') tales que gf = h, se tiene que f es una seccién o bien
que g es una retraccién.

Definicién 2.47. Sean E, F' € coh(X). Definimos irreonx)(E, F') como el es-
pacio vectorial de morfismos irreducibles.

Proposicién 2.48. [8, Proposition 2.6, Proposition 2.8] Sean T € coh(X)
una gavilla inclinante y Ty, un summando indescomponible de T'. Entonces
(i) El morfismo
g = Uﬁ/gh_ﬂg @Th%Tk
B:h—k
es un monomorfismo 6 un epimorfismo.

(i) El morfismo
p= (pa)a:kﬁj Ty — @ T}

ak—j

es un monomorfismo 6 un epimorfismo.
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Aqui, {og : (B : h — k)} es una base de irteon(x)(Th, Tk) y {pa @ (@ : k —
J)} es una base de irreon(x) (T, Tj). Ademds, o es un monomorfismo (resp.
epimorfismo), si y solo si, p es un monomorfismo (resp. epimorfismo).

Definicién 2.49. [8, Definicién 2.9] Sean T' € coh(X) una gavilla inclinante,
T un sumando indescomponible de T'y ¢ y p los morfismos de la Proposicién
Si o es un epimorfismo, decimos que T} es un pozo de Hiibner. Si p es un
monomorfismo, decimos que T} es una fuente de Hibner.

Las gavillas inclinantes en coh(X) corresponden, de cierta manera, a los
conglomerados. Existe una nocién de mutaciones, debida a T. Hiibner, cf. [§],
para estas gavillas que resulta ser compatible con las mutaciones definidas por
S. Fomin y A. Zelevinsky en [4].

Definicién 2.50 (Mutacién de gavillas inclinantes). [8] Definition 2.9] Sean
T € coh(X) una gavilla inclinante, T, un sumando indescomponible de T'y o y
p los morfismos de la Proposicién [2.48] Definimos una nueva gavilla inclinante
(T como sigue:

(i) Si Ty es un pozo de Hiibner, definimos T} := ker(o) y
m(T) =Ty & PT;.
itk
(ii) Si Tk es un fuente de Hiibner, definimos T} := coker(p) y
w(T) =Ty & PT;.
7k

SiT" = ug(T), decimos que T’ se obtiene de T por mutacion en direccion

k.

Observacién 2.51. Cada fuente (resp. pozo), en el sentido de la teoria de
graficas, es una fuente de Hiibner (pozo de Hiibner).

Observacién 2.52. Sean T € coh(X) una gavilla inclinante y T} un sumando
indescomponible de T. Si T} es un pozo de Hiibner (resp. fuente de Hiibner)
entonces T es una fuente de Hiibner (resp. pozo de Hiibner).

Las siguientes férmulas nos permiten calcular el rango y el grado, y por lo
tanto la pendiente, después de mutar una gavilla inclinante.
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Férmulas 2.53. Sean T € coh(X) una gavilla inclinante y T} un sumando
indescomponible de T'.

(i) Si T}y es un pozo de Hiibner, entonces

rk(Ty) = —rk(Tx) + > tk(Th),
B:h—k

deg(Ty) = — deg(Tx) + Z deg(Ty).
B:h—k

(ii) Si T} es una fuente de Hiibner, entonces

rk(T) = —tk(T) + Y 1k(Ty),

ak—j

deg(Ty) = — deg(Ty) + Z deg(T,

ak—j

Observacién 2.54. Dada una gavilla inclinante T' € coh(X) y T} un sumando
indescomponible de T', puede suceder que rk(T}) < 0. Esto significa que T} €
DY(coh(X)), pero no es una gavilla coherente, cf. Observacién Atn asi,
en vista de la Observacién podemos identificar a T} con alguna gavilla
inclinante en coh(X).

La siguientes proposiciones incluyen criterios para distinguir entre pozos y
fuentes de Hiibner.

Proposicion 2.55. [8, Proposition 3.2, Bemerkung 3.3] Sean T € coh(X) una
gavilla inclinante y Ty, un sumando indescomponible de T'. Entonces, T}, es una
fuente de Hibner siy sdlo sirtk(Sy) > 0 6 rk(Sk) = 0 y deg(Sk) > 0, donde Sy
es el Endgonx)-mddulo simple correspondiente al médulo Endgonx) (T')-maodulo
proyectivo T.

Proposicion 2.56. [8, Theorem 4.6] Sean T € coh(X) una gavilla inclinante
y T, un sumando indescomponible de T'. Entonces

2rk(T) = > vk(Th) + > rk(Th) = > tk(Ty) = > rk(T}),

h—k k—j he-k keoj

2deg(Ty) = Y _ deg(Ty) + > _ deg(Ty) — Y _ deg(Ty) — Y _ deg(T})
hek kg

h—k k—j
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Proposicién 2.57. [8, Korollar 3.5] Sean T € coh(X) una gavilla inclinante
y Ty un sumando indescomponible de T. Si T}, es sucesor (resp. predecesor)
de un pozo de Hibner (resp. fuente de Hibner), entonces T} es un pozo de
Hiibner (resp. fuente de Hiibner). Ademds, en el carcaj de Endconx)(T') solo
hay relaciones de fuentes de Hibner hacia pozos de Hiibner.

Sean T' € coh(X) una gavilla inclinante. La siguiente proposicién describe
como cambia el dlgebra Endgpx)(T") después de una mutacién.

Definicién 2.58. [8, Korollar 4.16] Sean T € coh(X) una gavilla inclinan-
te y T un sumando indescomponible de T'. Definimos la mutacién de A :=
Endeon(x)(T') a través de Q 4, el carcaj con relaciones asociado a A. Para sim-
plificar la descripcion de la mutacién, llamaremos flechas positivas a las flechas
v flechas negativas a las relaciones.

(F) Si Ty es una fuente de Hiibner, entonces py actiia en A como se describe
a continuacién:

(i

1k (Qa) tiene los mismos vértices que Q4.

(ii) Las flechas positivas que salen de k cambian de direccién.

)
)
(iii) Cada flecha positiva j — k cambia por una flecha negativa j — k.
)
)

(iv) Cada flecha negativa k — [ cambia por una flecha positiva k — .

(v) Sia,b> 0y el siguiente carcaj estd contenido en @ 4

entonces, en ug(Q4), el carcaj anterior cambia por el siguiente car-

caj:
k .
/ \7
. .
J ab—c b
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(vi) Sia,b> 0y el siguiente carcaj esta contenido en @ 4

entonces, en ug(Q ), el carcaj anterior cambia por el siguiente car-
caj:

| ~——————
J ab—c b

(vii) Las demds flechas no cambian.

(P) Si Ty es un pozo de Hiibner, entonces g actia en A de manera dual:

(i

(ii*

x(A) tiene los mismos vértices que Q4.
Las flechas positivas que entran a k cambian de direccién.

*

(iv

) 1
)

(iii*) Cada flecha positiva j < k cambia por una flecha negativa j + k.
) Cada flecha negativa k < I cambia por una flecha positiva k «+ .
)

(v*) Sia,b> 0y el siguiente carcaj estd contenido en @ 4

7N

c )

entonces, en ug(A), el carcaj anterior cambia por el siguiente carcaj:
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(vi*) Sia,b> 0y el siguiente carcaj estd contenido en py(A)

c 9

entonces, en @) g, el carcaj anterior cambia por el siguiente carcaj:

ab—c

(vii) Las demds flechas no cambian.

La siguiente proposicién muestra que la mutacion definida en la Definicién
[2.58 es compatible con la mutacién de gavillas de la Definicién 2.50

Proposicién 2.59. [8, Korollar 4.16] Sean T € coh(X) una gavilla inclinante
y Ty un sumando indescomponible de T. Si B := Endconx)(ux(T)), entonces

Qp = up(Qa)-

Observacion 2.60. Si cambiamos cada flecha negativa por una flecha po-
sitiva en direccion contraria, entonces la mutacién inducida por la mutacion
de gavillas es exactamente la mutacién de carcajes de la Definicion Lo
sorprendente es que las mutaciones de Hiibner preceden a las mutaciones de
algebras del contexto de las dlgebras conglomerados por cinco afios, cf. [§ y
[4]. La ventaja de las mutaciones de Hiibner, con respecto a la mutacién de
carcajes, es que toma en cuenta las relaciones, que es indispensable en nuestra
situacion, cf. Teorema [3.I] En particular, preserva informacién sobre el dlge-
bra Endeon(x) (7)) que se pierde con la mutacién de carcajes; sin embargo, la
definicién de las mutaciones de Hiibner requiere saber si un vértice dado es un
pozo o una fuente de Hiibner. Como veremos en la demostracién del Teore-
ma esta informacion es dificil de mantener a lo largo de una sucesion de
mutaciones.



Capitulo 3

El teorema de crecimiento
exponencial

En este capitulo demostramos el Teorema el resultado del proyecto
de investigacién realizado con los profesores M. Barot y Ch. Geil durante el
semestre 2010-1.

1. Esquema de la demostracion

Recordamos que un dlgebra conglomerados de tipo tubular es aquella que
puede ser categorificada por una recta proyectiva con pesos de tipo tubular,
cf. Teorema

Teorema 3.1. Sea A un dlgebra de conglomerados de tipo tubular de tipo
Dfll’l), Eél’l), Eél’l) 0 Eél’l). Entonces A tiene crecimiento exponencial.

Del Teorema sabemos que existe una biyeccién entre las variables de
conglomerados de un algebra de conglomerados de tipo tubular y los objetos
inclinantes de conglomerados de Cx. Ademads, en vista de la observacién
sabemos que los objetos rigidos (resp. indescomponibles) de Cx estédn en co-
rrespondencia con los objetos rigidos (resp. indescomponibles) de coh(X). Esto
nos permite identificar la grafica de intercambio F(A) con la gréfica de inter-
cambio de las gavillas inclinantes de coh(X) a la que denotamos F(X). Asi,
basta demostrar el crecimiento exponencial de F(X) para obtener el resultado.

27
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Para ello, procederemos de manera analoga a lo hecho para Dfll’l), mostra-
remos que el crecimiento de E(X) estd acotado inferiormente por el crecimiento
de la grafica de intercambio de las ternas de Farey, el arbol 3-regular, cf. Pro-
posicién En la Seccién 2] realizamos explicitamente los célculos necesarios
para demostrar el Teorema En la Seccién [3] sélo indicamos los pasos esen-
ciales, pues los resultados se obtienen utilizando los mismos argumentos. A lo
largo de la demostracién, conviene tener en mente la Observacién [2.54

2. El caso p = (3,3,3)

Lema 3.2. Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo (3,3,3) y T €
coh(X) una gavilla inclinante. Sea A := Endeonx)(T) y supongamos que Q4
es isomorfo a uno de los carcajes de la Fz'gum Definimos q, := slope(T,)
para cada vértice v € (Qa)o. Entonces qf, = qy;, 1, = qi; parai,j € {1,2,3}
Y gey = qe,- Ademds, S(T) = {q,qy,qc} es una terna de Farey.

(a) (b) (c)

Figura 3.1: Algebras de endomorfismos de gavillas inclinantes.

Demostracion. Sélo probamos el caso en que el carcaj con relaciones de Endgonx) (T')
es el carcaj de la Figura a), pues los argumentos necesarios son muy si-
milares en los otros caso. Utilizando la Proposicién [2.56] para calcular rk(7,)
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para cada vértice, se obtienen las siguientes identidades

21k(T,,) =rk(Te,),

21k(Ty,) =1k(T,) + vk(T3,) + 1k(T3,, ),

2vk(Ty,) = — 1k(T.,) + rk(Ty,) + 1k(T}, ),
3

21k(T, :Z tk(Ty,) — rk(T3,)) + rk(T, ).
i=1

Combinandolas, se obtienen las siguientes igualdades:

tk(T,,) =21k(T,),
rk(Ty, ) =rk(Ty,) = rk(T7,),
I‘k(Tfl ) = rk(sz) = rk(Tfs)'

(Las mismas identidades se verifican para deg(7,)). Por la Proposicién [2.56]
se tiene entonces que

21K(,,) = 3rk(T},) — 3rk(T},) +1k(T,, ).
Sustituyendo las identidades anteriores obtenemos que
tk(Ty,) = rk(T3,) + rk(T, ).
Esto significa que S(T") es una terna de Farey. O

Lema 3.3. Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo (3,3,3) y T € coh(X)
una gavilla inclinante tal que Endoncx) (1) es isomorfa al dlgebra asociada a
uno de los carcajes de la Figura[3.1l Entonces existen tres sucesiones finitas
de mutaciones pyg, pic, e tales que S(pe(T)) es la mutacion correspondiente
de S(T') como terna de Farey ordenada, cf. Definicion[1.24, para e € {f,c,t}.

Observacién 3.4. Ya que la gréafica de intercambio de las ternas de Farey
es un arbol 3-regular, dada una pareja de vecinos de Farey p,q € Q. existen
exactamente dos nimeros racionales extendidos r, 7’ € Qu tales que {p,q,7} y
{p, ¢, '} son ternas de Farey. Por lo tanto, en vista del Lerna basta probar
dos cosas: Si w es una palabra en fif, ., (¢, entonces el carcaj con relaciones
de Endeon(x)(w(T)) es alguno de los carcajes de la Figura Y finalmente,
dado que S(u:(T)) debe ser una terna de Farey, basta probar que #S(T) N
S(pe(T)) = 2 para e € {f,c,t} (pues la otra pendiente debe de corresponder
a la mutacién de la terna de Farey S(T') en la direccién correspondiente).
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Demostracion. Sean p = (3,3,3) y T € coh(X) una gavilla inclinante tal que
el carcaj con relaciones de A := Endgonx)(T) es alguno de los carcajes de
la Figura Observamos que no se puede determinar si los vértices por los
que pasa un gancho de flechas positivas es un pozo o una fuente de Hiibner
(se pueden construir ejemplos para cada caso); pero dada la dualidad de la
mutacion respecto a pozos y fuentes de Hiibner basta analizar sélo un caso.
Aqui suponemos que el carcaj con relaciones de A es el carcaj de la Figura
m(a) y tal que los vértices por los que pasa un gancho de flechas positivas
son pozos de Hiibner. El otro caso es dual.

Definimos las mutaciones fif, tic, 1z como sigue:

Hf - =Hfslbfa sy s
,LLC ::Mti+2M02/’LC1/’[’ti+1:ufi/“Ltri,U/(/‘z7
Mt t=[htg oty Mty -

Donde podemos elegir cualquier ¢ € {1,2,3}. Notamos que las mutaciones
estan definidas segin la posiciéon de los vértices en el carcaj inducido por A
(interpretando las relaciones como flechas en la direccién contraria). Dado
que las mutaciones jif y p; son simétricas basta analizar una de ellas, por lo
que nosotros sélo analizaremos la accién de py y . en T. Definimos qp :=
slope(TY,), g1 := slope(T,,) ¥ goo := slope(T},) para i € {1,2,3} y observamos
que S(T) = (g0, q1, o) €s un terna de Farey ordenada.

Comenzamos con la accién de py en T'. Dado que las tres mutaciones que
componen a py conmutan entre si, podemos calcular S(us(7")) después de
aplicar todas las mutaciones. Los tres sumandos T, con ¢ € {1,2, 3} son pozos
de Hiibner. Entonces, en vista de la Férmula (i), se tiene que

rk(Ty,) = — vk(T},) + vk(Tt,) + k(7))
=2r(q1) — r(qo)
=r(q1) — 7(goo)-

Por lo tanto S(ur(T)) = p2S(T). Utilizando la Definicién se puede veri-
ficar que el carcaj con relaciones de Endeonx) (5 (7)) es el siguiente:
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ﬁ/ ‘\

Ahora analizamos la accién de pu. en T (tomaremos ¢ = 1). Las mutacio-
nes que componen a ji. no conmutan entre si, por lo que debemos analizar el
cambio de las pendientes (y el carcaj de A) paso a paso. Observamos que, en
vista de la Observacién basta probar que el carcaj de Endconx)(te(T)) es
alguno de los carcajes de la Figura pues slope(Ty, ) y slope(T}, ) no cambian
durante la mutacién (como veremos mas adelante, la dltima mutacién en di-
reccién fa sélo cambia la direccién de una flecha). Para simplificar la notacién,
si w es una palabra en fiy, fc, pi¢, definimos w(A) := Endeonx) (w(T)).

Como una relacién termina en T,,, éste es un pozo de Hiibner, cf. Propo-
sicién Segtin la Definicién el carcaj con relaciones de p,(A) es el

siguiente:

Una relacién comienza en T3, , por lo tanto es una fuente de Hiibner, cf. Pro-

posicién Segtin la Definicién [2.58] el carcaj con relaciones de it pic, (A)
es el siguiente:
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Como una relacion termina en T, , éste es un pozo de Hiibner, cf. Proposicion

Segun la Definicién el carcaj con relaciones de fif, [z, fic, (A) es el
siguiente:

Ademés, segtn la Férmula i), se tiene que
tk(T},) = —1k(Ty, ) + vk(T7). (3.1)
Una relacién comienza en T}, , por lo tanto es una fuente de Hiibner, cf. Proposi-

cién Segun la Definicién el carcaj con relaciones de fiy, fif, fe, fe, (A)
es el siguiente:

/tz\
f3 C2

a /tl

f2
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No podemos utilizar la Proposicién[2.57 para determinar si T}, es un pozo o una
fuente de Hiibner, por lo que es necesario calcular el rango del fu, p s, e, e, (A)-
médulo derecho S, cf. Proposicion 2.55] Para ello, utilizamos una resolucién
proyectiva de S,:

0—=T; =T, — S, = 0.

Dado que el rango es aditivo en sucesiones exactas (estd definido en el grupo
de Grothendieck), se tiene que

rk(Se,) = rk(T},) — rk(T7}, ).
Al sustituir (3.1) en la igualdad anterior, se tiene que rk(S.,) = rk(Ty,) > 0,
cf. Observacién [2.211

Esto muestra que 77, es una fuente de Hiibner, cf. Proposicién Segun
la Definicién el carcaj con relaciones de fic, fis, [Lf, [t [te, (A) s el siguiente:

~

Como una relacién termina en T, , éste es un pozo de Hiibner, cf. Proposicién
Segun la Definiciéon el carcaj con relaciones de fic, fit, [Lf, [t fley (A)

es el siguiente:
/lZ\
f3 [ C2

S

Como Ty, es una fuente (en el sentido de la teoria de graficas), éste es una
fuente de Hiibner, cf. Proposicién Segun la Definicién el carcaj con
relaciones de fuy, fhe, fhis ofy oty Phey (A) es el siguiente:

f2
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Esto muestra que S(uc(T)) = us(S(T)).

O

La siguiente proposicién muestra que, en efecto, existe una gavilla la cual

verifica las hipétesis del Lema |3.3

Lema 3.5. Sea X una recta proyectiva con pesos de tipo tubular. Entonces
coh(X) admite una gavilla inclinante T tal que el carcaj con relaciones de
Endeonx)(T') es alguno de los carcajes de la Figum y tal que las pendien-
tes de sus sumandos indescomponibles forman una terna de Farey, a la que

denotamos S(T).

Demostracion. Sea X una recta proyectiva con pesos de tipo (3,3,3). Sea T :=

tes1472642(Tean), cf. Observacién Se sigue de la Definicién que el
2.1[(a)

carcaj con relaciones de Endconx)(T) es el siguiente, cf. Figura

El lector puede verificar éste hecho utilizando el “Mutation Applet”, cf. [9].

En este caso
1 1 1
slope(Ty,) = T slope(Ty,) = T slope(Tt,) = T

2 2
slope(Ty,) = T slope(T}y,) = T slope(Ty,) = T

[\
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1 1
1 T.,)=—, -,
slope(Ty,) 5 5
Lo anterior se puede comprobar utilizando los métodos empleados en la demos-
tracién del Lema y la Observacién Definimos g := slope(TY,), ¢1 :=
slope(Ty,), ¥ goo := slope(T3,). Por lo tanto, S(T') = (o, ¢1,Gc0) €S una terna
de Farey ordenada. O

slope(T,,) =

Definicién 3.6. Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo tubular y T €
coh(X) la gavilla inclinante del Lema Sea w = [i, - - fle, una palabra en
Jify He, pie- Decimos que w es admisible (respecto a Ty) si S(pe,,, -+~ pe, (T0)) #
S(pe; , -+ pe, (To)) para cada i € {2,...,r — 1}. Denotamos por W = Wy, al
conjunto de palabras admisibles respecto a Tj.

Sea G la grafica con vértices {w(Tp) : w € W}, cf. Definicién y con
aristas T ——— T si existe ¢ € {f,¢c,t} tal que T" = p.(T). Se sigue del
Lema que G es isomorfa a la grafica de intercambio de las ternas de Farey,
el 4rbol 3-regular. Finalmente, cémo la longitud las mutaciones fif, fic, fiz €S
fija (en términos de las mutaciones que las componen), se tiene que

o NG Tok) | N(Ts, S(Tp).k)
k—o0 p(k) k—o0 p(k)

para cualquier polinomio p € Z[k], cf. Proposicién [1.16] Esto concluye la prue-

ba en el caso p = (3,3,3), cf.

3. Los casos p=(4,4,2) y p= (6,3,2)

En estos casos s6lo indicamos las mutaciones piy, fe y pi, cf. Lema y
la gavilla inclinante correspndiente al Lema Los argumentos para concluir
la prueba son los mismos que los utilizados en el caso p = (3,3, 3).

Lema 3.7. Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo (4,4,2) yT € coh(X)
una gavilla inclinante tal que Endeonx) (1) es isomorfa al dlgebra asociada al
carcaj de la Figura|3.2 Entonces existen tres sucesiones finitas de mutaciones
Wiy tes p tales que S(pe(T)) es la mutacidn correspondiente de S(T') como
terna de Farey ordenada, cf. Deﬁm’cién para € € {f,c,t}.
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Figura 3.2: Algebras de endomorfismos de gavillas inclinantes.

Demostracion. Definimos las mutaciones p¢, fic, ftz por

Jif =y fhtg [ fs Ffy Fits [ fs Fits Fes Fota F fs
He 3=ty ffs feg ey o s Fofa Hta B fa Hes
[t S=[Ly Heg Fts Foty Fea Fota Hea Fof Fes Pt -

En este caso, si T' € coh(X) es una gavilla inclinante tal que el carcaj con
relaciones de Endcon(x)(T) e el carcaj de la Figura v w es una palabra en
Hfs ey ts entonces Endcoh(X) (w(T)) = Endcoh(X) (T . O

Lema 3.8. Sea p = (4,4,2). Entonces, coh(X) admite una gavilla inclinante
T tal que el carcaj con relaciones de Endconx)(T) es alguno de los carcajes
de la Figura y tal que las pendientes de sus sumandos indescomponibles
forman una terna de Farey, a la que denotamos S(T).

Demostracion. Consideremos T := ugo5276518348(Tean), cf. Observacién m
Segun la Definicién el carcaj con relaciones de Endcop(x)(7') es el carcaj

de la Figura cf. Figura[2.1b). En éste caso

2 4 2
slope(Ty,) = T slope(T}y,) = 2 slope(Ty,) = T

3 6 3
slope(T¢,) = T slope(T,,) = 2 slope(T¢,) = T

1 2 1
slope(T3,) = 0’ slope(T3,) = o’ slope(T3,) = T

Definimos g := slope(Ty,), ¢1 := slope(T,), ¥ goo = slope(T3,). Por lo tanto

i

S(T) = (90,1, Go0) €s una terna de Farey ordenada. O
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Lema 3.9. Sean X una recta proyectiva con pesos de tipo (6,3,2) y T € coh(X)
una gavilla inclinante tal que Endonx) (1) es isomorfa al dlgebra asociada a
uno de los carcajes de la Figura 3.5 Entonces existen tres sucesiones finitas
de mutaciones py, pic, e tales que S(pe(T)) es la mutacion correspondiente
de S(T') como terna de Farey ordenada, cf. Definicion[1.24, para e € {f,c,t}.

f2 . . f2 f f2 fi

o Y

Cl<—cy c4—> €3 Cl<—cy o4 —> €3 Cl<—c2 ‘ cy—> €3

b N
(a) (b) (c

Figura 3.3: Algebras de endomorfismos de gavillas inclinantes.

Demostracion. Definimos las mutaciones fif, fic, ftz por

Hf = fslbfa by
Me i=eg ey P fs ey Pto e ey e Pty ey Hes s
Mt =g Pty oty -

Esto concluye la prueba. O

Lema 3.10. Sea p = (6, 3,2). Entonces, coh(X) admite una gavilla inclinante
T tal que el carcaj con relaciones de Endconx)(T) es alguno de los carcajes
de la Figura y tal que las pendientes de sus sumandos indescomponibles
forman una terna de Farey, a la que denotamos S(T).

Demostracion. Sea T := pgs6214241.10-576 (Tean ), Cf. Observacién El carcaj
con relaciones de Endgonx) (T) es el carcaj de la Figura a), cf. Figura c)
y Definicién [2.58

En este caso

2 2 4
slope(Ty,) = T slope(T},) = T slope(T}y,) = 2

6
slope(Te,) = =

3
slope(T,,) = — 5

3 6
slope(Te,) = T slope(T,,) = = 1’

2’
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—_

1 2
slope(T:,) = =, slope(T3,) = 0’ slope(T3,) = it

o

Definimos gy := slope(TY,), ¢1 := slope(Ty,), ¥ ¢oo := slope(T3,). Por lo tanto,
S(T) = (g0, ¢q1,Go0) €s una terna de Farey ordenada. O
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