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Introduccion

Desde hace muchos anos la modelacion del comportamiento humano ha sig-
nificado un desafio para la ciencia, de igual manera la interrogante sobre la
manera de relacionarse y las posibles modificaciones del comportamiento que
los individuos presentan por la interaccién entre ellos no se ha quedado atrés.

Como una posible respuesta a esta bisqueda surgio la rama de las matemati-
cas conocida como Teoria de Juegos. Esta rama, que al principio se desarrolld
como una herramienta para modelar cierto tipo de comportamientos por parte
de los individuos en contextos de reparticién de recursos y elecciones econémi-
cas, ahora es utilizadas en un sin namero de areas sociales y de ciencias exactas,
ya que por su metodologia es posible modelar fenoménos en los que la ganancia
o resultado que pueda obtener un agente es afectado de manera directa por las
decisiones de todos los demés involucrados en el problema.

Como una herramienta de gran utilidad dentro de la economia este trabajo
esta enfocado a los modelos de economias de intercambio puro con una perspec-
tiva de teoria de juegos, describiendo los equilibrios econémicos de los modelos
como equilibrios de Nash de su respectivo juego.

Nuestro objetivo es mostrar una nueva manera de abordar el problema de la
fundamentacién del equilibrio Cournot-Walras en una economia de intercambio
puro. El nombre de este equilibrio proviene del hecho de que, en una economia
de intercambio puro, cierto sector de los consumidores se comporta de manera
estratégica o “a la Cournot” mientras que la parte restante de los consumidores
se comporta de manera competitiva o “a la Walras”.

Diferentes versiones de este problema han sido abordadas por distintos au-
tores; por ejemplo, uno de los primeros planteamientos fue desarrollado en 1972
por Gabszewicz y Vial [8], ellos propusieron un modelo de una economia de
propiedad privada en donde existia un nimero reducido de empresa mientras
que el namero de consumidores era mucho mayor, de esta manera definieron el
equilibrio de un juego no cooperativo en donde las empresas se comportaban de
manera estratégica mientras los consumidores mostraban un comportamiento
competitivo. Acunando con esto el término del equilibrio Cournot-Walras.

No fue sino hasta 1991 que Codognato y Gabszewicz [6] iniciaron la linea de
investigacion del equilibrio Cournot-Walras en economias de intercambio puro,
su propuesta consistia en el desarrollo de un juego con un conjunto de pocos con-
sumidores, denominados oligopolistas, comportandose de manera estratégica y
otro conjunto con un nimero muy grande de “pequenos”’ consumidores compor-

\%



VI Introduccion

tandose competitivamente. Este planteamiento logré resolver ciertos problemas
que el modelo de Gabszewicz y Vial enfrentaron, pero, atn asi, el problema de
la falta de explicacién para el comportamiento de los consumidores dependiendo
del sector al que permanecieran no lograba ser resuelto.

Por otro lado en 1980 Okuno, Postlewaite y Roberts [10] propusieron una
fundamentacién para el comportamiento de los consumidores considerando un
equilibrio al que nosotros durante el trabajo nos referiremos como equilibrio del
modelo generalizado de Shapley o equilibrio Cournot-Nash. Este modelo desar-
rollado dentro de una economia de intercambio puro incluia como herramienta
el uso de conjuntos atomicos y no atémicos de consumidores para explicar la
diferenciacion de comportamientos que se observaba en el equilibrio Cournot-
Walras, proponiendo un comportamiento estratégico para todos los consumi-
dores. La linea de investigacion a la que este trabajo pertenece fue iniciada en
1977 por el trabajo de Shapley y Shubik [11].

De manera general, el trabajo de Shapley y Shubik planteaba un juego de
una etapa en una economia de intercambio puro en donde los consumidores se
comportaban de manera estratégica al intercambiar entre ellos sus dotaciones
iniciales, obteniendo un pago igual a la utilidad obtenida por sus canastas de
bienes finales.

Con estos dos modelos en mente, en 1995 Codognato [5] comparé el con-
junto de equilibrios del modelo generalizado de Shapley propuesto por Okuno,
Postlewaite y Roberts con el modelo de Codognato y Gabszewicz, mostran-
do que los conjuntos de equilibrios de estos dos modelos no necesariamente
coincidian. Esta disimilitud podria tener sus bases en dos hechos. El primero
consiste en que el equilibrio Cournot-Walras, como se vera en el trabajo, posee
una naturaleza intrinseca de dos etapas, mientras que el modelo generalizado de
Shapley se desarrolla tinicamente en una. Y en segundo lugar la diferenciacion
de comportamientos por parte de los consumidores en el modelo de Codognato y
Gabszewicz contrapuesto al comportamiento competitivo uniforme que se tiene
en el modelo generalizado de Shapley.

Siguiendo esta linea de pensamiento en este trabajo mostraremos la version
generalizada del modelo de Shapley y la compararemos con una nueva version
del modelo de Shapley a la Cournot-Walras propuesta en 2008 por Busseto,
Codognato y Ghosal [4] concluyendo, de manera semejante a como lo hizo en
1995 Codognato, que el conjunto de equilibrios de estos dos modelos no nece-
sarimente coinciden.

Partiendo de esto suponemos que la no equivalencia se da por la diferencia
de etapas en que se desarrolla cada uno de los modelos como se coment6 arriba.
Con el fin de resolver este problema planteamos una redefinicién del modelo
generalizado de Shapley como un juego de dos etapas en donde los grandes con-
sumidores toman sus decisiones en la primera etapa y los pequenos lo hacen
en la segunda. Con esta redefiniciéon y resolviendo algunos otros detalles resul-
tantes afirmamos que el conjunto de equilibrios de nuestro modelo de Shapley a
la Cournot-Walras coincide con el conjunto de equilibrios de la redefinicién del
modelo generalizado de Shapley de dos etapas.

Para su clara comprension y desarrollo de manera ordenada de los temas, el
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trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera. En la primera parte
mostramos la teoria concerniente a los consumidores y la empresas, continuan-
do con el desarrollo de dos diferentes modelos de economias Walrasianas: la de
intercambio puro y la de propiedad privada. En la segunda parte damos un
pequeno recorrido por los conceptos basicos de los juegos rectangulares y exten-
sivos, se incluye también el desarrollo de dos importante modelos: El modelo del
duopolio de Cournot y el modelo de Stackelberg. En la tercera parte, con el fin
de integrar todas las ideas mencionadas, presentamos el modelo propuesto por
Shapley y Shubik en 1977; a partir de él derivamos dos diferentes replanteamien-
tos y describimos sus conjuntos de equilibrios. En el capitulo 4 comparamos dos
de los modelos desarrollados con el fin de plantear y probar nuestro teorema final
de equivalencia entre sus conjuntos de equilibrios. Finalmente en los apéndices
1 y 2 se encontraran algunas definiciones y proposiciones matematicas de nivel
intermedio usadas a lo largo de este trabajo y las demostraciones de todas las
proposiciones, lemas y el corolario enunciados durante los capitulos del trabajo,
respectivamente.



Capitulo 1

Equilibrio Walrasiano

En esta primera seccién estudiaremos los conceptos basicos de la teoria del
equilibrio general, es decir, definimos los elementos y agentes que intervienen en
un mercado y que son la base de los modelos que desarrollaremos mas adelante.

1.1. Espacio de bienes

La economia de mercado que describiremos consta en primer lugar de un
espacio de bienes, los cuales se quieren intercambiar, comprar o vender segin
sea el caso; por otra parte es necesario que haya demandantes de dichos bienes,
los cuales denominaremos consumidores, y como es de imaginarse nuestros ul-
timos agentes son los encargados de la produccién y oferta de los bienes, estas
son las empresas. Con los primeros dos elementos descritos es posible construir
una economia de intercambio puro, a este tipo de economia se limita esencial-
mente este trabajo. Por otro lado, si agregamos a las empresas obtendremos
una economia con produccién, con fines ilustrativos tinicamente analizaremos
de manera superficial esta tltima.

Definicién 1.1. El espacio de bienes X' es un subconjunto de la region positiva
de un espacio Euclideo l-dimensional R', donde | nos representa el nimero de
bienes que estamos considerando en nuestro andlisis, es decir X' C ]RZ_F.

Definicién 1.2. Una asignacion es un vector x € X' donde la entrada x; del
vector x nos indica la cantidad correspondiente del bien i, para t =1, ..., [.

Estos vectores seran usados en el estudio de cada uno de los agentes del
mercado, pero en cada caso con un enfoque diferente; para el consumidor los
llamaremos canastas de bienes y representarédn en algunos casos las demandas
de cada uno de los bienes por el consumidor. Para el caso de la empresa nos
podran representar la oferta o produccion de cada uno de los bienes, asi como
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un vector que represente la demanda de bienes necesaria para cierta producciéon
o los planes de producccién de la empresa.

Una vez dicho esto sobre el espacio de bienes podemos pasar al anélisis de los
consumidores, a los que para su simplificacion estudiaremos individualmente.

1.2. El consumidor

1.2.1. Relaciones de preferencia

No es muy dificil imaginar el papel y comportamiento que desempenan los
consumidores dentro de una economia, ya que dicho rol lo hemos jugado varias
veces a lo largo de nuestra vida, a continuacion fijaremos los axiomas base y
seguiremos la idea intuitiva que poseemos de dicho comportamiento.

Supongamos que los gustos del consumidor estan resumidos por una relacién
binaria llamada relacién de preferencia y que es denotada por >=. Donde el
operando > se lee como “al menos tan bueno como”, es decir, dadas dos canastas
de bienes x, y € X! la expresion 2 > y se lee como z es al menos tan bueno
como y. De lo anterior definimos las siguientes relaciones.

= Si el consumidor prefiere débilmente la canasta = a la canasta y, z > y, y
al mismo tiempo prefiere débilmente la canasta y a la canasta y, y = =,
decimos que es indiferente entre ambas canastas, y lo denotamos como
€T~y

= Si el consumidor prefiere débilmente la canasta x a la canasta y, x = y,
y al mismo tiempo no prefiere estrictamente la canasta x a la canasta y,
-z = y, decimos que prefiere estrictamente la canasta x a la canasta y y
lo denotamos por x > y.

Al definir estas relaciones de preferencia creamos un sistema, el cual, con el
fin de hacerlo consistente debera cumplir los siguientes axiomas. Decimos que
Va,y, z € XL

Axioma 1 (Axioma de completitud). Siempre es posible comparar dos
canastas cualesquiera, esto es, dadas x y y se cumple que * > y oy = = 0
ambas cosas, en cuyo caso, se dice que el consumidor es indiferente entre las
canastas.

Axioma 2 (Axioma de transitividad). Si se cumple que x = y yy = z
entonces afirmamos que T = z.

Axioma 3 (Axioma de continuidad). Dada una canasta x si definimos al
conjunto “al menos tan bueno como x” como A(x) = {y |y = a2} y al conjun-
to “no mejor que x” como B(x) = {y | x = y} tenemos que A(z) y B(z) son
cerrados.
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Estos axiomas derivados de la relacion =son llamados a veces axiomas de la
teoria del consumidor, nos describen un comportamiento “racional” del consum-
idor el cual es uno de los supuestos méas fuertes en la microeconomia.!

Dentro de las preferencias nos ocuparemos tinicamente del tipo denomindao
regulares o monétonas, en las cuales siempre supondremos que mas es mejor,
es decir, estaremos hablando estrictamente de bienes, sin llegar al punto de
saciedad. Concretamente si tenemos dos canastas z, y € X' donde ¥ contiene al
menos la misma cantidad de todos los bienes contenidos en la canasta x y méas
de al menos uno de ellos, entonces y > x.

Puede un consumidor ser indiferente entre varias canastas de bienes? jPor
supuesto que si! de hecho asi es como delimitaremos las regiones de indiferen-
cia. Decimos que la clase de indiferencia de la canasta z € X' es el conjunto
resultante de A(z) N B(x).

Hasta el momento sabemos como comparar pares de canastas, pero que
pasaria si quisieramos hacer una ordenacion de todas ellas en la que facilmente
pudieramos saber cual canasta es preferida dado cualquier conjunto de canastas.
El economista francés Gerard Debreu demostrd que los axiomas de completitud,
transitividad y continuidad, antes mencionados, son suficientes para representar
el ordenamiento de las preferencias por una funcién de utilidad.

Definicion 1.3. Una funcion u : X' — R es una funcién de utilidad que
representa a la relacion de preferencia = siVr,y € X!,z =y < u(x) > u(y).

Usaremos el siguiente resultado para verificar que una funcién de utilidad «
representa a la relacion de preferencia completa>.

Proposicion 1.1. Sea una relacion de preferencia = completa sobre el conjun-
to X y una funcion u : X — R. Entonces los siguientes dos enunciados son
equivalentes.

a) u representa a =

b) Para todo =, y € X

Si x >y, entonces u(zx) > u(y)
Si x ~ vy, entonces u(z) = u(y)

La funcién de utilidad nos facilitara el estudio del consumidor, ya que a partir
de ella podremos obtener las clases de indiferencia y mucho mejor, podremos
ordenar las preferencias. No hay que olvidar que esta funcion simplemente nos

I Recientes investigaciones de campo muestran que muchas veces es violado este supuesto,
lo cual hace que gran parte de la teoria microeconomia clasica resulte ineficaz.
2Ver demostracion en el apéndice 2.
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da una ordenacién de las preferencias no una cuantificaciéon de tales, es decir, si
tenemos una canasta que nos da una utilidad de 7 y otra que nos da 20000 lo
unico que podemos afirmar es que la segunda canasta es estrictamente preferida
a la primera, pero ;jqué tan preferida es una a otra? con la funcion de utilidad
es un dato que no podemos obtener y que para nuestra fortuna no nos sera
de interés. De la misma manera, algunas veces nos referiremos a la utilidad del
consumidor como su bienestar en el sentido en que suponemos que el consumidor
se encuentra mejor al adquirir una canasta que le reporte una mayor utilidad.
Finalmente agregaremos otros dos axiomas a nuestra relaciéon de preferencia
para garantizar que la solucién al problema del consumidor se encuentre sobre
la recta presupuestaria y asegurar cuasi-concavidad en la funciéon de utilidad.

Axioma 4 (Axioma de no saciabilidad). Dada cualquier canasta de bienes
r € X! y cualquier ¢ > 0 existe una canasta y € X' tal que ||y —z|| < e yy > .

Axioma 5 (Axioma de convexidad). Si z,y € X' son tales que x > y
entonces para 0 < X\ < 1 tenemos que A\y + (1 — Nz = y.

1.2.2. El presupuesto y el problema del consumidor

Denotaremos con p € IRl_|r al vector de precios de nuestra economia, en donde
la entrada p; del vector nos representa el precio del ¢-ésimo bien, con i =1, ..., 1.
El modelo del equilibrio general utiliza los precios como dados, es decir, los
agentes no pueden influir en ellos de ninguna manera y simplemente se com-
portan como tomadores de precios, a este comportamiento generalmente se le
denomina competitivo. Por el momento haremos uso de este supuesto.

Cuando hemos hablado del consumidor tnicamente nos hemos enfocado a
sus preferencias sin tomar en cuenta qué tipo de restricciones puede poseer
para la adquisiciéon de ciertas canastas de bienes, y que, como todos bien sabe-
mos, la gran mayoria de las veces resulta ser el presupuesto. Dados el vector
de precios p y el presupuesto w(t), existen una infinidad de canastas de bi-
enes asequibles al consumidor ¢ , la regién que incluye a todas estas canas-
tas es conocida como el conjunto presupuestario A;, de manera matemaética
AL ={x(t) € X' | p-z(t) <w(t)}. Con fines practicos nuestro presupuesto ini-
cial nos serd dado de dos posibles maneras. La primera de la forma w € R} nos
representard una cantidad monetaria lista para pagar por la canasta de nuestra
preferencia y la segunda w € R’} hace referencia a una dotacién inicial, la cual
no es mas que una asignacion que nos indica la cantidad inicial de cada uno de
los bienes con la que contamos para realizar operaciones en el mercado y que
puede ser vendida o intercambiada parcial o totalmente.?

3Notese que en este caso w puede puede ser un vector de n entradas y no necesariamente
de [ como se vera en el modelo de Shapley y Shubik. Especificamente n =1l on =141, en
el primer caso, la dotacién tinicamente se encuentra integrada de los bienes del mercado y en
el segundo caso damos la opcion de que la dotacion contenga los [ bienes del mercado y la
mercancia [ + 1 con el papel operativo de “efectivo”.
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Integrando todo lo anterior tenemos que, dado un vector de precios p el
problema que atane al consumidor con presupuesto inicial w consiste en alcanzar
el mayor nivel de utilidad posible sujeto a su restriccién presupuestaria, es decir,

)

saa.prx<w

donde en w en el caso de ser una dotacién inicial se interpreta como el dinero que
obtendria el consumidor si vendiera la totalidad de su dotacién en el mercado a
los precios p, es decir p - w.

Para aplicar los conceptos definidos hasta el momento veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Sea una economia con unicamente dos bienes x1 y T2, un vector

de precios p = (p1, p2), un consumidor cuya relacion de preferencia es represen-
.. - 1— .

tada por la funcion de utilidad u(x1, 2) = x{x5~ % y un presupuesto monetario

inicial w.
Entonces el problema del consumidor se expresa como

) 1—a
méx x{w,
x>0

s.a. p1x1 + p2xe < w
que es un problema de programacién no lineal, el cual facilmente podemos re-

solver definiendo el lagrangiano £ y aplicando las condiciones de primer orden
de Kuhn-Tucker*como se muestra a continuacién

L = 2825 — Np1z1 + pato — w)
g—fl =0 = arf 2y = Ap1 =0
g—xiz() = (1-a)(@fz3%) —Ap2=0
%20 = —p1x1 —pax2t+w=0

resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos la funcién de demanda de cada
uno de los bienes

aw
$1(p17p27w) = —
p1
1—a)w
z2(p1,p2,w) = d-ajw
D2

Como se observa, las funciones de demanda del consumidor son funciones
que dependen de los precios y la dotacién inicial; en nuestro caso, dejando fija

4En este trabajo supondremos que las soluciones al problema del consumidor son interiores,
es decir, que no tendremos soluciones de esquina. En caso de ser necesario podemos determinar
la naturaleza de las soluciones haciendo uso de las condiciones de segundo orden y el Hessiano
orlado.
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la dotacioén inicial, si el precio de uno de los bienes aumenta la demanda por el
mismo disminuye. En cambio la demanda del bien 1 no se ve afectada con un
aumento o disminucién del precio del bien 2 y viceversa.

1.3. Economia de intercambio puro

Como lo mencionamos en un principio, una economia de intercambio puro
es aquella en donde los agentes son los consumidores y, como su nombre bien lo
indica, simplemente se intercambian los bienes, es decir, suponemos que no hay
oportunidad de produccién y sélo se cuenta con las dotaciones iniciales de cada
uno de los consumidores para llevar a cabo las tnicas dos actividades de esta
economia: el comercio y el consumo. Algunos de los modelos que desarrollare-
mos mas adelante se llevaran a cabo dentro de este contexto. A continuaciéon
analizamos el modelo Walrasiano y un ejemplo.

Sea una economia de intercambio puro con [ diferentes bienes, un conjunto de
consumidores T' = {1, ..., m} cada uno con una relacion de preferencias racional
> representada por una funcién de utilidad céncava, continua y estrictamente
creciente u; : R}, — R. y una dotaci6n inicial w(t) € R}, para todo t € 7. Un
vector de demanda z(t) € IRl_|r consiste en el vector cuyas entradas representan
la demanda final del bien i por parte del consumidor ¢, coni =1, .., lyteT.

Inicialmente todos los consumidores se reunen en un mercado central, ahi
venden sus dotaciones iniciales y compran bienes de consumo. Si el consumidor
t vendiera completamente su dotacion w(t) obtendria un ingreso igual a p-w(t).
De la misma manera el gasto total que ejerce el consumidor ¢ al demandar z(t)
es igual a p - z(t). Con lo anterior el problema del consumidor ¢ es

A t
ndx ug(x(t))

(1.1)

sa. p-x(t) <p-w(t)

para todo t € T.

Diremos que un mercado se vacia o se limpia cuando la oferta iguala a la
demanda. Generalmente el instrumento mediante el cual se hace esto posible es
el vector de precios, es decir, necesitamos determinar los precios a los cuales no
exista exceso de oferta ni de demanda de los bienes. Dichos precios los encon-
tramos al resolver el sistema de ecuaciones que resulta de plantear los problemas
de maximizacién respectivos para cada uno de los consumidores e igualar la de-
manda total de los bienes con la oferta total de los mismos.

Definicion 1.4. Dada una economia de intercambio puro determinada por un
conjunto de consumidores T = {1, ..., m} con una funcion de utilidad u; que
representa a una relacion de preferencia = y una dotacion inicial w(t) para todo
t € T. Decimos que una asignacion z* € R™xR!, donde x* = (x*(1), ..., z*(m))
ya*(t) € IRl_|r ; y un vector de precios p* € IRl_|r constituyen un equilibrio compet-
110 Si

i) Para toda t € T, x*(t) es solucion del problema de mazimizacion de

la ecuacion (1.1).
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i) El mercado se limpia, es decir, ), i (t) = Y _,cp wi(t) para todo
i=1, .., 1.

El ejemplo méas simple de este tipo de economia corresponde a un onter-
cambio de dos bienes entre dos consumidores cada uno con dotaciones iniciales.
Formalmente tenemos, sea una economia de intercambio puro con dos bienes
I =1, 2, un conjunto de dos consumidores T' = {1, 2} con una relaciéon de pref-
erencias racional >; representada por una funcién de utilidad wu; : Rﬁ_ — R,y
una dotacion inicial w(t) € Rﬁ_ para t = 1, 2. Definimos al vector de consumo
z(t) € R% del consumidor ¢ como z(t) = (21(t), z2(t)), es decir, la demanda
del bien 4 por parte de consumidor ¢ es z;(¢). La dotacion inicial del bien 1
y 2 serén expresadas como wi(t) y wa(t) respectivamente, de tal manera que
w(t) = (wi(t), we(t)) para t = 1, 2 donde suponemos que w;(t) > 0. A par-
tir de esto tenemos que la existencia o dotaciéon total en el mercado del bien
l es de w; = wy(1) + w;(2). Denominaremos una asignacion x € R* al vec-
tor cuyas entradas son los vectores de consumo de ambos consumidores, o sea,
x = (z(1), 2(2)) = ((z1(1), 22(1)), (z1(2), 22(2))). Afirmamos que una asig-
naciéon es viable o factible si la cantidad total utilizada de cada uno de los
bienes es menor o igual a la cantidad total disponible de ese mismo bien, es
decir

21(1) + 21(2) < w; para l =1, 2. (1.2)

Por ejemplo una asignaciéon viable es la que corresponde a las dotaciones
iniciales de cada uno de los consumidores z = ((w1 (1), w2(1)), (w1(2), w2(2))),
particularmente esta asignacion ademads de ser factible es una asignacion sin
desperdicio ya que agota los recursos disponibles en la economia alcanzando la
igualdad en la ecuacion (1.2).°

Con todo esto, analizemos un ejemplo numeérico.

Ejemplo 1.2. Sea una economia con dos consumidores T =1, 2 con una fun-
cion de utilidad wy(z1(t), z2(t)) = (21(t))* (22(t))' ™ parat € T y una dotacion
inicial w(l) = (1, 2) y w(2) = (2, 1).

Mencionamos que en estos caso el presupuesto se calcularia como p - w por
lo tanto el presupuesto para el consumidor 1 es igual a p; + 2ps y para el
consumidor 2 es 2p; + ps2, ademés w; = 3 y we = 3. Entonces por el ejemplo
(1.1) tenemos que los vectores de demanda que optimizan la utilidad de cada
uno de los consumidores respectivamente son

(04(]91 +2p2) (1—a)(p1 + 2;02))

x - )
P D2

vy — (a(2p1 +p2) (1—-0a)2p +P2)>
P ’ D2

5Si la desigualdad no se cumple diremos que existe un exceso de demanda por el bien £
y en caso de que la desiguald se cumpla de manera estricta tendremos un exceso de oferta,
dichos casos no seran de gran relevancia en nuestro estudio.
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ahora igualando la demanda total de cada uno de los bienes a la existencia total
en el mercado, obtenemos el sistema

a(p1 + 2p2) " a(2p1 + p2)
b1 P1
(1 —a)(p1 + 2p2) n (1 —a)(2p1 + p2)
P2 p2

= 3

que da como solucién la relacion de precios g—; = 12 buscada. Esta relacion hace
que la demanda sea igual a la oferta, evitando asi exceso o falta de cualquiera
de los bienes.

Con el fin de asegurar la existencia del equilibrio competitivo en las economias
de intercambio demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea una economia de intercambio puro con un espacio de bi-
enes X! C Rﬂr con X' compacto y convexo, y un conjunto de consumidores
T = {1, ..., m} cada uno con una funcion de utilidad v : X' — R continua, es-
trictamente creciente y estrictamente cuasi-concava que representa a la relacion
de preferencia completa = y una dotacion inicial w(t) > 0, para todo t € T.
Entonces existen una asignacion z* € R™ x Rl y un vector de precios p* € IRl_|r
que constituyen un equilibrio competitivo.

Demostracion. Formulemos primero el conjunto de ecuaciones tales que su solu-
cion constituyan un equilibrio competitivo. Sea Z(t, p) la solucién del problema
de optimizacion

méax u(x(t
mix un(a(t) s
sa. p-z(t) <p-w(t)

para todo t € T. Y Z(t, p) la solucién del problema de optimizacion

A t
s ue(z(t))

sa.p-x(t) <p-w(t) (1.4)

2(t) <23 w(t)

teT

para todo t € T. Observemos que la tnica diferencia entre el problema de
optimizacion de la ecuacion (1.3) y el de la ecuacion (1.4) consiste en la re-
striccion de la funcién de demanda. Esta restriccion la agregamos con el fin
de evitar la ideterminacion existente en la ecuacion (1.3) cuando p; = 0 para
algin j = 1, ..., [. Sea el conjunto presupuestario del consumidor ¢ , A; =
{a(t)e X" | p-a(t) <p-w(t)} para todo t € T; notemos que dado un vector
de precios p € IRl_|r cualquier multiplo escalar de este no produce cambio alguno



1.3. ECONOMIA DE INTERCAMBIO PURO 9

en nuestro conjunto presupuestario, es decir, Al = Aﬁ\p con A\ € R, lo que equiv-
ale a afirmar que tnicamente los precios relativos son los que nos interesan. Por
lo tanto normalizaremos los precios de la siguiente manera, sea p € N'~! donde
N-l={peR, | Y, pj =1}

Dado que u; es continua y estrictamente cuasi-concava y la restriccion de
la funcién de demanda x(t) < 2}, ., w(t) es continua en p, y entonces por el
teorema del méximo de Berge” tenemos que la funcion #(t, p) que resuleve el
problema de optimizacion de la ecuacion (1.4) es una funcién continua en p.

Sean la funcién de exceso de demanda y la funciéon de exceso de demanda
truncada Z, : Rﬂr — Rﬂr tal que

2(p) = Z(t,p)— Y w(t)

teT teT

y la funcién de exceso de demanda truncadaZ : R}, — R tal que

2p) =) &(t,p)— Y w(t)

teT teT

Por otro lado como la funcién wu; es estrictamente creciente para todo t € T
aseguramos que la solucion Z (¢, p) se debe encontrar en la frontera del conjunto
presupuestario.

Con lo anterior podemos establecer la igualdad conocida como ley de Walras

p-2(p) =0

para todo p € N'=!. Por lo tanto nuestro problema de existencia del equilibrio
se reduce a encontrar un precio p € N'=1 tal que Z(p) = 0.

Para esto haremos uso del teorema de punto fijo de Brower, pero dado que
el teorema hace referencia a puntos fijos de funciones continuas y no a ceros
construiremos una funcién f : N'=' — N!=1 tal que si f(p*) = p* entonces
Z(p7) = 0.

Intuitivamente la construccién de f se basa en tres puntos principales.

i) Dado un vector de precios p € N'~!, si el mercado no se encuentra en
equilibrio necesitamos incrementar el precio de aquellos bienes que se encuentren
con exceso de demanda.

ii) El tamafio del dicho incremento debe ser escogido de acuerdo al exceso
de demanda del bien, es decir, entre mayor sea el exceso de demanda, mayor el
incremento en su precio.

iii) Los nuevos precios determinados deben seguir en N1

Con lo anterior, sea la funcién que buscamos

£i(p) = pj +mix{Z;(p), 0}
J - 1 . ~
1+ >, max{Zzx(p), 0}
SEsta no es la Gnica manera posible de normalizar los precios, pero es la que usaremos en

este trabajo.
"Vease apéndice 1
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para todo j = 1, ..., . Dado que f es una funcién continua de N'=! — N1
y el conjunto N'~! es compacto, convexo y contenido en R/, , entonces por el
teorema del punto fijo de Brower tenemos que existe un punto p* € N'~! tal

que f(p*) = p*, es decir,
p; +max{%;(p*), 0} o
L+ Yy mix{Z(p"), 0}

para todo j =1, ..., [. Lo que equivale a

l
méx{z;(p*), 0} = p; Y _ max{%;(p"), 0}
k=1
multiplicando le expresién por Z;(p*) y sumando sobre todas las j 's obtenemos
l l l

> 50" méx{Z;(p%), 0} = > piz(p") Y méx{z;(p*), 0}

j=1 j=1 k=1
donde el lado derecho por la ley de Walras es igual a 0 quedando

Zj(p™) max{z;(p"), 0} = 0

Jj=1

lo que equivale a

de donde se concluye que
zZj(p*) <0 (1.5)

para todo j =1, ..., [.

A partir de la desigualdad (1.5) analizaremos el comportamiento de p* y
Z(p*)-

Para p*, supongamos que p; = 0, entonces como la funcién u,; es estricta-
mente creciente tenemos que

it p*) =2 w;(t)
teT
para todo t € T'. De aqui que
4t p*) = 2m—1)> w;(t) >0
teT

contradiccion! Por lo tanto p* = 0.
Por otro lado para Z(p*) tenemos que por la ley de Walras p* - Z(p*) = 0, es

decir
p;5 () == piz(")
vy
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para todo j =1, ..., I. De donde se tiene directamente que Z;(p*) = 0 para todo
j=1, .1
Finalmente notemos que si

Z Z(t, p) < Z w(t) < 22 w(t)

teT teT teT

entonces la restriccion de la funcion de demanda se cumple igualmente para las
ecuaciones (1.3) y (1.4), es decir, Z(p*) = Z(p*), pero esto solo se cumple cuando
Z(p*) < 0. Por lo tanto z(p*) =0 O

El teorema anterior nos asegura la existencia del equilibrio Walrasiano en
una economia de intecambio puro con un conjunto de consumidores finito. Pero,
més adelante los conjuntos de consumidores serdn modelados con un continuo,
haciendo insuficiente la demostracion anterior. Con el fin de generalizar el teo-
rema anterior y asegurar la existencia del equilibrio Walrasiano en estos caso
introducimos el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sea una economia de intercambio puro con un espacio de bienes
Xt C ]Rl+ con X' compacto y convexo y un conjunto de consumidores T C
R4 con una funcion de utilidad v : X — R continua, estrictamente creciente
y estrictamente cuasi-concava que representa a la relacion de preferencia =
completa y una dotacion inicial w(t) > 0, para todo t € T. Entonces existen
una asignacion * € R™ x R! y un vector de precios p* € ]Rﬂr que constituyen
un equilibrio competitivo.

Demostracidn. Vedse Aumann [2]. O

Para concluir el tema de economias de intercambio puro presentamos a con-
tinuacién la version bésica de la caja de Edgeworth.

1.3.1. La caja de Edgeworth

Una herramienta comunmente utilizada para representar graficamente los
diversos resultados que se obtienen durante el proceso de intercambio, dentro
de una economia de intercambio puro con tnicamente dos bienes [ = 1, 2 y dos
consumidores T' = {1, 2} cada uno con una relacién de preferencias >; y una
dotacion inicial w(t) € Rﬁ_ parat =1, 2, es la caja de Edgeworth.

El planteamiento que esta herramienta utiliza, ademéas de ser un enfoque
diferente al Walrasiano, posee una modelaciéon mas cercana a utilizada en la
teoria de juegos, como se verd en el capitulo 2 y en el modelo de Shapley y
Shubik desarrollado en el capitulo 3.

Primeramente recordemos que la asignacién correspondiente a la dotacion
inicial de los consumidores = ((wy (1), w2(1)), (w1(2), w2(2))) constituye una
asignacién viable y sin desperdicio. Pasemos esta informacion a la caja; ini-
ciemos graficando las preferencias y dotacion del consumidor 1 en los ejes x e y
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Bien2 A
IWZ(Z) 4—W1-W1(1)—b:l

1
1
:
‘\Dotacién i
1
Ll
1

inicial

T 71 (1)

gt Bien 1

Figura 1.1: Dotacién inicial en la caja de Edgeworth

cuyo origen O; es el punto (0, 0) con la orientacion habitual, para el caso de las
preferencias y dotacion inicial del consumidor 2, dado el grafico original, hare-
mos una rotacion de 180° en torno a Oy, seguida de una traslacion del origen al
punto Oz = (w1, W2), una vez hecho esto superponemos las clases de indiferen-
cia de nuestros dos consumidores obteniendo asi la caja de Edgeworth de esta
economia, en donde en el eje vertical se miden las cantidades concernientes al
bien 1 y en el eje horizontal las del bien 2.

Como se observa el la figura (1.1) en la caja de Edgeworth las dotaciones
iniciales de los consumidores quedan representadas por un solo punto, ya que la
base tiene una de longitud w; y altura de ws, de tal manera que al graficar las
dotaciones iniciales tenemos que el punto (ws (1), wa(1)) medido desde el origen
O; coincide con el punto (wi(2), w2(2)) = (w1 — w1 (1), w2 — w2(1)) medido
desde O2 (y con la perspectiva del consumidor 2); al igual que esta asignacion
cualquier otro punto dentro de la caja nos representard asignaciones viables y
sin desperdicio.

Observemos en la figura (1.2) que dado un conjunto de indiferencia del con-
sumidor 1 todas aquellos conjuntos que se encuentran més hacia arriba y a la
derecha le reportan una mayor utilidad, de la misma manera para el consum-
idor 2, bajo las mismas suposiciones y perspectiva, los mejores conjuntos son
las que estan més hacia abajo y a la izquierda, es asi como queda determinada
el area en donde se encuentran las asignaciones que mejoran el bienestar de
ambos consumidores y es en esta area donde aseguramos que se llevard a cabo
el intercambio.®

Siguiendo este razonamiento, tenemos que, cualquier punto de tangencia
entre los conjuntos de indiferencia dentro del drea determinada por los conjuntos
de indiferencia correspondientes a las dotaciones iniciales de los consumidores
representa una solucién para el intercambio, de no ser asi podriamos mejorar el
bienestar de alguno de los consumidores sin afectar el del otro; en ese sentido
las asignaciones determinadas por los puntos de tangencia de los conjuntos de
indiferencia constituyen un 6ptimo de Pareto, ya que no se puede mejorar el
bienestar de alguno de los agentes sin afectar al otro.

En lo que concierne a los conceptos basicos del consumidor y economias de

8Para este ejemplo supondremos que los conjuntos de indiferencia son curvas suaves.
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Areade mejor utilidad
Bien 2 A para ambos consumidores

Mayor utilidad pata
el consumidor 2

W2 :
1
1
1
1
I
M ayor utilidad | »
O - parael
consumidor 1 !

Bien 1

Figura 1.2: Curvas de indiferencia y bienestar en la caja de Edgeworth

Bien2 A
&
Punto de tangencia
/ de las curvas de
indiferenicia

W2 .
[}
[}
]
1
1

! -

01 2l

Bien 1

Figura 1.3: No es posible mejorar la utilidad de un consumidor sin afectar al
otro.

intercambio puro hasta este punto estan cubiertos, ahora bien podemos pasar
al analisis de otro importante agente econémico.

1.4. La empresa

En lo que concierne a este trabajo nos abocaremos de manera casi exclu-
siva a los modelos de intercambio puro o sin producién, pero como dos de los
modelos que usamos como ejemplos en la seccién de teoria de juegos incluyen
a la produccién y ademas la propuesta final que nosotros hacemos puede ser
extendida a economias de propiedad privada, presentamos a continuaciéon las
bases tedricas de las empresas como agentes de la economia.

1.4.1. Tecnologia de la empresa

Como ya lo habiamos mencionado, otro de los agentes economicos necesarios
para la interaccion dentro de un mercado son las empresas. En este apartado
nos enfocaremos al estudio del comportamiento y teoria de dichas entidades.
Dado que ya hemos estudiado la teoria del consumidor esta tarea nos resultara
mucho més sencilla, primeramente porque ambos comportamientos poseen car-
acteristicas semejantes y en segundo lugar porque el resultado de un proceso de
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produccién es observable a diferencia del proceso de elecciéon que simplemente
nos arrojaba una utilidad, la cual dificilmente resulta tangible.

Para entrar al tema que nos ocupa empezaremos definiendo a las empresas,
las cuales son entidades de produccién con fines de lucro, esto es, su principal
objetivo es la generacién de utilidades a través de la produccién de bienes o
servicios.

Para poder llevar a cabo su producciéon cada una de las empresas necesita
de diferentes insumos, los cuales denominaremos factores de producciéon y de-
notaremos con el vector v € V C Rﬂr. donde V es el conjunto de factores de
produccién disponibles en la economia.”

Asi como en el estudio del consumidor podiamos tener una herramienta que
nos ayudaba a ordenar las preferencias indicandonos la utilidad obtenida al
consumir una cesta en particular, en el caso de la empresa tenemos la funcién
de produccion f : V — Ry tal que f(v) mide la cantidad maxima bienes que
se pueden producir con la cantidad de factores v = (v1,...,v;). Este supuesto
nos indica que la empresa conoce exactamente el proceso de produccién y en
que manera y proporcién influyen cada uno de los factores, ademés damos por
hecho que dicha relaciéon se mantiene. Por simplicidad supondremos que cada
empresa produce Gnicamente un bien al que denotaremos por y € R, es decir,

y=f(v).

Definicién 1.5. Dado un vector de factores de produccion v € ]Ri seaY € ]Rﬂr,
Y = (Y1, ... Y, ... Y)) el vector cuya i-ésima entrada Y; = y = f(v) y para
toda k # i la entrada Y), = 0. Decimos que el vector r € R! tal que r =Y — v
constituye un plan de produccion para la empresa que elabora el bien i-ésimo y
que posee una funcion de produccidn y = f(v).

Una vez que tenemos la funcién de producciéon de la empresa podemos hablar
de los retornos a escala, al hacerlo simplemente nos referimos al cambio que sufre
la produccién de la empresa al aumentar en cierta proporcién los insumos, dado
un vector de factores de producciéon v € V y un escalar A € Ry con A > 1
decimos que la funcion de produccion f (v) posee:

= Retornos crecientes a escala si A\f (v) < f (A\v) o
= Retornos constantes a escala si Af (v) = f (\v) o
= Retornos decrecientes a escala si Af (v) > f (Av).

Para ver la importancia que tienen los retornos a escala dentro de la teoria de
la empresa pasemos al planteamiento del problema.

9Con esto no estamos suponiendo que la empresa necesite de todos y cada uno de los bienes
disponibles en la economia para su proceso de produccion, varias de las entradas del vector v
pueden ser iguales a cero.
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1.4.2. Los costos y el problema de la empresa

Al realizar operaciones dentro de una empresa se puede incurrir en dos tipos
de costos, los fijos y los variables. Los primeros se refieren a aquellos costos
que se generan haya o no producciéon, por ejemplo los muebles e inmuebles de
la empresa, publicidad, etc. En cambio los costos variables son aquellos que se
crean directa y inicamente junto con la produccién, es decir, el costo total de los
factores de produccion. Para nuestra comodidad supondremos que sélo existen
costos variables.1?

Sean p € Rﬁr, el vector de precios de la economia, donde p se toma como
dado, afirmamos que el costo total de producir la cantidad y de bienes es igual
a p- vy el ingreso total por la venta de y es igual ap- Y.

Con base en todo lo anterior podemos plantear el problema de la empresa, el
cual por simple deduccién sabemos que es el de maximizar sus beneficios, para
esto definiremos la funciéon de ganancia

m(v)=p-Y—p-v=p-r

que nos indica que la ganancia final de la empresa es igual a la entrada total de
la venta de la produccion y = f (v) a los precios p menos los costos variables
p-v que genera dicha produccién. Pero ;qué pasaria si nuestra empresa tuviera
retornos crecientes a escala? Haciendo un andlisis de la funciéon de ganancia
alcanzamos a observar que dado un vector de insumos inicial v que nos produce
una cantidad y de bienes, tenemos la oportunidad de aumentar la ganancia de la
empresa si consideramos el vector de insumos v’ > v y una vez elegido el vector
v’ encontraremos otro vector v” tal que w(v”) > w(v') y asi sucesivamente.
Por lo tanto en caso de tener retornos crecientes a escala no existe una cota
superior que nos delimite el conjunto de ganancia de la empresa. Para evitar
este tipo de inconvenientes y poder determinar la oferta optima de la empresa
supondremos que la funcion f (v) es cuasi-concava y doblemente diferenciable,
el primer supuesto nos dice implicitamente que la funciéon f (v) posee retornos
decrecientes o constantes a escala, nunca crecientes. Una vez aclarado este punto
regresamos al problema de la empresa , el cual se expresa como

mix p- (Y —v) (1.6)
v>0
Obervese que a diferencia del problema del consumidor la empresa no posee
restricciones de ningan tipo, es decir, es libre producir la cantidad que esta
desee, pero sabemos que lo hara sé6lo hasta el punto en que dicha produccion le
reporte una ganancia, es mas, por el tipo de problema que esta entidad enfrenta,
aseguramos que escogera el plan de produccién que le genere la mayor ganancia.
Para resolver el problema de optimizacion de la ecuacion (1.6) procederemos
de manera similar al problema del consumidor, esto es, obtendremos primero las
condiciones de primer orden derivando la funcién de ganancia respecto a cada
uno de los insumos. Tenemos que si v* es un 6ptimo entonces

10Este desprecio de los costos fijos se puede justificar al suponer que el costo marginal de
la empresa se encuentra por encima del costo variable medio.
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L)
! 6vj J
paraj =1, ..., [ y donde p; representa el precio del bien que produce la empresa.

Al resolver el sistema de ecuaciones resultante obtenemos las demandas
derivadas v (p) y con esto podemos calcular la funcién de oferta y de ganan-
cia

y = [ (v(p)
m(v) pif (v(p)) —p-v(p))

Como se observa la funcién de oferta de la empresa es una funcién que
depende de los precios y nos indica la cantidad del bien que la empresa debe
producir para maximizar su ganancia.

Ahora examinemos un ejemplo en donde apliquemos los conocimientos acerca
de la empresa adquiridos hasta ahora.

Ejemplo 1.3. Sea una economia con tres bienes diferentes, un vector de precios
p = (p1, p2, p3) y una empresa dedicada a la produccion del tercer bien con una
funcién de produccion tipo Cobb-Douglas ' f (v) = v‘f‘vg. Observemos que si
a+ B > 1 tendriamos retornos crecientes a escala, a4+ 3 = 1 nos indica retornos
constantes y para o+ < 1 retornos decrecientes. Por simplicidad supondremos
esto ltimo.

Entonces tenemos que el plan de produccion de la empresaes r = (—vy, —va, v‘f‘vg)
y la funcién de ganancia es 7(vy, ve, v3) = pgv?vg — p1v1 — pavs = p -1, con lo
cual el problema de la empresa se expresa como

. a, B
mag)( —P1V1 — P2V2 + P37 Uy

v>

derivando las condiciones de primer orden obtenemos el sistema

psnf vy = py
-1
pafufvy 1 = po

que al resolver nos da las demandas derivadas

1-pgs\ TP
u(p) = (M)

v%_ﬂvg

B pgﬂl—aaa ﬁ
Uz(p) = W
1%2
vs(p) = 0

I Este tipo de funcion lleva su nombre en honor al matematico Charles Cobb y al economista,
Paul Douglas.
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sustituyendo esta informaciéon en las funciones de oferta y ganancia respectiva-
mente, tenemos

1

1—a—p
o facpf
Y Ps oD
U1 Vg

(o(p) = (1—a—p) (—5

Con este ejemplo finalizamos el estudio basico sobre la teorfa de la empresa
para asi dar paso a el estudio del equilibrio general en economias de propiedad
privada.

1.5. Economia de propiedad privada

Una vez estudiados el comportamiento de los consumidores y los productores
por separado haremos un anélisis de la interaccién entre ellos dentro de un
mercado competitivo de propiedad privada.

Primeramente pensemos en qué pasaria si dentro de una economia los con-
sumidores fueran al mismo tiempo los duenos de las empresas, mejor aun,
supongamos que cada empresa es propiedad de un gran nimero de consumidores,
es decir, los consumidores poseen la totalidad de la acciones de la empresa. Sea
una economia con [ diferente bienes, T' = {1, ..., m} el conjunto de consumidores
y K = {1, ..., n} el conjunto de empresas, de tal manera que el consumidor ¢
posee una proporcién 6(t, k) > 0 de la empresa j donde ), . 0(t, k) = 1
para toda k = 1, ..., n. 2. Entonces, dado un vector de precios p € R, y el
plan de producciéon r(k) de la empresa k el problema de maximizaciéon para el
consumidor ¢ con presupuesto inicial w(t) es

| t
J{ifg{o“t(x( )

s.a. p-xz(t) < +w(t) + Z 0t k) (p-r(k))

keK

(1.7)

para todo t € T, y donde el producto (0(¢t, k)) (p - r(k)) es la parte proporcional
de los beneficios que le corresponden al consumidor ¢ como accionista de la
empresa k.

Analizando un poco mas el supuesto de que los consumidores son al mismo
tiempo propietarios de las empresas, tenemos que, un aumento en las ganan-
cias de la misma produce un incremento en el bienestar global del consumidor-
propietario al expandir su conjunto presupuestario. Aseguramos entonces que
este supuesto respeta la naturaleza intrinseca de cada uno de los agentes, por un
lado sigue siendo deseable maximizar las ganancias como empresa y por el otro

12No necesariamente todos los consumidores poseen parte de todas la empresas, se puede
tener 0’s iguales a cero.
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maximizar la utilidad como consumidor, y aun mas, logra una sincronia perfecta
entre los dos agentes al centrar sus objetivos en la maximizacion de la utilidad
de la empresa, resultado que deriva en un aumento del bienestar general.

Este tipo de economia, en donde los agentes son consumidores-propietarios,
se denomina de propiedad privada. Este tltimo concepto nos hace pasar de
manera natural a la definicion del equilibrio Walrasiano dentro de este contexto.

Definicion 1.6. Dada una economia de propiedad privada con un espacio de bi-
enes X C Rﬁ_, un conjunto de consumidores T = {1, ..., m} con una funcion de
wtilidad u; que representa a una relacion de preferencia =, una dotacion inicial
w(t) y un vector de participaciones 0(t) € R} tal que 0(t) = (0(t, 1), ..., 8(t, n))
para todo t € T; y un conjunto de empresas K = {1, ..., n} con una funcion
de produccion yr = fr(v) para toda k € K, donde ), . 0(t, k) = 1 para k =
1, ..., n. Decimos que una asignacion (z*, y*) donde z* € R™ x R!, y* € R! g
tales que z* = (27 (1), ..., z%(m)) yy* = (y*(1) = fi(v" (1)), ..., y*(1) = f1(v"(n)))
y un vector de precios p* = (p3, ..., p}’) constituyen un equilibrio Walrasiano si

i) Para toda k € K, y*(k) € Rﬂ_ mazimiza las funcion de ganancia
m(v), es decir, si vies una solucidn dptima del problema de mazi-
mizacion de la ecuacion (1.6) entonces y* (k) = fi(v}).

ii) Para toda t € T, x(t) es solucion del problema de mazimizacion de
la ecuacion (1.7).

i) El mercado se limpia, es decir, Y ,cp ©*(t) = > ,cr w(t)+D e Vi

Mostraremos a continuacién el teorema de existencia del equilibrio Walrasiano
o competitivo para economias de propiedad privada, pero, dado que no sera
primordial en nuestro trabajo, tnicamente daremos una idea general de la de-
mostracion.

Teorema 1.3. Sea una economia de propiedad privada con un espacio de bi-
enes X! C ]Rﬂr, con X' compacto y convexo, un conjunto de consumidores
T ={1, ..., m} con una funcion de utilidad v : X — R continua, estrictamente
creciente y estrictamente cuasi-concava que representa a la relacion de prefer-
encia =y completa, una dotacion inicial w(t) > 0 y un vector de participaciones
0(t) € RY tal que 6(t) = (0(t, 1), ..., O(t, n)) para todo t € T; y un conjunto
de empresas K = {1, ..., n} con una funcidn de produccion y, = fr(v) cuasi-
concava y doblemente diferenciable y conjunto de planes de produccion Yy, € ]Rl+
compacto y convezxo para toda k € K, donde ), . 0(t, k) =1 para k =1, ..., n.
Entonces existe una asignacion (z*, y*) donde 2* € R™xR!, y* € R! y un vector
de precios p* € Rﬂ_ que constituyen un equilibrio competitivo.
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Demostracion. Sea la funcion de exceso de demanda 2 : R, | — R’ tal que

2p) =) wt) =Y wt) =Y
teT teT keK
donde
x(t, p) = x(t, p, 55)

con

5 =p-w(t)+ Y 0(t, k)p- Yi(p)

keEK
Claramente una asignacion (z*, y*) donde z* € R™ x R!, y* € R! y un vector
de precios p* € Rﬂr tales que z(p*) = 0 constituyen un equilibrio competitivo.
Definamos la funcién continua

oy Pt méx{Z;(p), 0}
fi(p) i 22:1 max{Zzy(p), 0}

para todo 7 =1, ..., [ y procedamos de manera semejante a la demostracion de
la existencia del equilibrio competitivo en economias de intercambio puro [

En los modelos de intercambio puro que plantearemos con el fin de funda-
mental la teoria del equilibrio competitivo, ciertos agentes muestran un com-
portamiento competitivo, como el que se estudié en este capitulo, mientras que,
algunos otros se comportan de manera estratégica. Para modelar dicho compor-
tamiento presentamos a continuacion la herramienta fundamental del compor-
tamiento estratégico: La teoria de juegos.



Capitulo 2

Teoria de juegos

Como se caba de mencionar la herramienta fundamental con la que comun-
mente se modela el comportamiento competitivo es la teoria de juegos, en esta
secciéon estudiaremos los conceptos basicos referentes a los juegos rectangulares
y extensivos necesarios para los modelos presentados en los capitulos 3 y 4.

2.1. Juegos rectangulares y equilibrio de Nash

Para adentrarnos en el tema de los juegos rectangulares abordaremos un
juego bastante conocido en la teoria de juegos, el dilema del prisionero [12].
Imaginemos que dos ladrones llevan a cabo un robo a mano armada y en el
momento en que se encuentran huyendo son aprehendidos por las autoridades.
Dado que nadie se quiere ver involucrado en problema legales, no existen declara-
ciones en su contra, por lo cual la policia no puede sentenciarlos directamente.
Pero poseen otro recurso, las declaraciones de los presuntos culpables. De es-
ta manera en la comisaria se les informa que serén interrogados por separado
esperando obtener alguna prueba suficiente para deshechar o continuar el caso.

Los presos saben que si ellos se delataran entre si, ambos obtendrian una
pena de 5 anos en la carcel por el delito cometido. Por otro lado si alguno de
ellos, en el afan de desligarse del caso, culpara a su companero y este a su vez
optara por guardar silencio, el delatador seria puesto de manera inmediata en
libertad y su companero condenado a 7 anos de carcel por los delitos de robo
a mano armada y obstruccion de la justicia . Finalmente si los dos decidieran
guardar silencio, la policia a falta de pruebas, tinicamente los podria condenar
a 2 anos de carcel por portaciéon de armas. Condensemos toda esta informacion
en la siguiente matriz

Preso 2
Confiesa No confiesa
Preso 1 Confiesa (-5, -5) (0, -7)
No Confiesa | (-7, 0) (-2, -2)

21
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Esta matriz es conocida como la matriz de pago del juego, en este caso el
dilema del prisionero. En ella se representan los pagos para todas la posibles
combinaciones de estrategias dentro de un juego bipersonal con conjuntos de
estratégias finitas.

Para el dilema del prisionero tenemos que nuestros dos jugadores son los
ladrones, denotados en la tabla como Preso 1 y Preso 2 donde cada uno de ellos
posee dos posibles estratégias o decisiones {Confiesa, No confiesa}. El vector
(¢1, ¢2) de la entrada (i, j) de la matriz nos indica que dado que el jugador
1 escogi6 la estrategia i y el jugador 2 la estratégia j el jugador 1 obtiene un
pago ¢1 y el jugador 2 un pago de ¢5. En la matriz de pagos del dilema del
prisionero la entradas de los vectores (¢1, ¢2) son negativas por que los pagos
recibidos hacen referencia a un tiempo de castigo o pérdida, implicitamente
esto representa el supuesto de que los ladrones se encuentran mejor entre menos
tiempo pasen en la carcel.

Como se mostrard a continuaciéon con los elementos estudiados hasta este
momento basta para definir un juego de manera estratégica.

Definicién 2.1. La representacion en forma estratégica de un juego G con
n jugadores consiste en la coleccion {N, {D’};en, {¢;}jen} donde N es el
conjunto de jugadores, DI es el conjunto de estrategias puras del jugador j y oy
es la funcion de pago del jugador j, tal que ¢; : DI - R

Definicidén 2.2. Decimos que el vector d € Hj DI tal que d = (dl, vy d”) con
d? € DY para todo 7 € N es un perfil estratégico.

Regresando al dilema de los prisioneros veamos en qué acaba el caso. Antes
del interrogatorio los ladrones discuten las posibles condenas que se les infor-
moé podrian pagar, a partir de esto concluyen que el menor tiempo posible a
pasar entre ambos en la carcel es de 4 anos, como claramente se observa en la
matriz de pago. Con este fin y en un acto de buena fe acuerdan no confesar
durante el interrogatorio. Con esta combinacion de estrategias cada uno pasaria
tnicamente 2 anos en la carcel, pero, ;qué sucederia si alguno de ellos violara
el acuerdo?

Con el acuerdo en mente el primer prisionero pasa al interrogatorio, ahi
se da cuenta de que si su companero, tal como acordaron, no va a confesar,
a €l le conviene faltar a su palabra y quedar inmediatamente en libertad. Por
otro lado piensa que si a su compainero se le ocurriera el mismo razonamiento, su
decision estaria Gnicamente entre pasar 5 o 7 anos preso, por lo que concluye que
de cualquier manera seguir el acuerdo no le conviene. Estas ideas nos inducen
directamente a la siguiente definiciéon.

Definicién 2.3. Dado un perfil estratégico d € Hj D7, decimos que d? € DI es
una mejor respuesta para el jugador j al vector de estrategias dado si

j(d | d7) > ¢1(d)
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para toda d’ € D’. Donde d | ) significa que ell jugador j cambia su estrategia
d? por d7 mientras los demds contintian con la estrategia d' para i # j.

En el caso de los ladrones tenemos que para el jugador ¢ €{Preso 1, Preso 2}
siempre es una mejor estrategia Confesar que No confesar, es decir, para cada
estrategia que juegue el prisionero j, la pérdida del prisionero ¢ ser4 menor si
habla que si calla.

Definicién 2.4. En el juego en forma estratégica de n jugadores, G = {N, {D?}en, {¢;}jen}
decimos que el vector de estrategias (Jl, e ,cZ”), donde &’ € {D}J para todo

J € N, constituye un equilibrio de Nash si para cada jugador i, d" es la mejor

respuesta del jugador i, o al menos una de ellas, a las estrategias de los otros

n — 1 jugadores , es decir

o (db, . AT A AT L dY) > pi(dY, L A AT L d

para toda d° € D'. Donde el vector (cZ| d") nos representa al perfil estratégico d
en donde todas las entradas j con j # i son iguales a d’ y la entrada i-ésima es
igual a d°.

Claramente el estado del juego en donde los dos presos deciden confesar es
un equilibrio de Nash, por lo cual ninguno querra cambiar su estrategia, ya que,
estan obteniendo el mejor pago que pueden asegurar independientemente de la
estrategia que elija el otro preso. Después de este pequeno andlisis facilmente
alcanzamos a vislumbrar lo que pasara con cada uno de los presos al momento
que se les pida su declaraciéon: Se acusaran mutuamente.

Si al principio del problema nos hubieran dicho que casi seguramente los dos
presos se culparian, quiz& nos hubiera sorprendido, dado que parece mas légico
optar por pasar 2 anos en la carcel que 5, a este problema con la paraddjica
eleccién por parte de los jugadores se le conoce como El dilema del prisionero.
Es importante notar que la ambicién de los jugadores es la que hace que el pago
recibido al final por todos, sea menor al que podrian obtener si existiera una
verdadera cooperacion entre los involucrados.

2.1.1. Modelo del duopolio de Cournot

En 1838 el matematico francés Antoine Augustin Cournot publicd su obra
Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses en la
cual desarroll6 el modelo que a partir de entonces se conoce como el duopolio
de Cournot; grosso modo este modelo esboza la manera en que interactiian dos
empresas cuando éstas son las tinicas que producen un bien, es decir, cuando
dichas empresas mantienen un duopolio en el mercado. La importancia de este
modelo en el &mbito econémico radicé en el énfasis que se le di6 a la interde-
pendencia de las decisiones de las empresas, relacién que la economia clasica no
tomaba en cuenta. De la misma manera, mas de un siglo después el modelo fue
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retomado para su estudio en el area de la teoria de juegos, en donde se mostro
que el equilibrio que Cournot habia determinado en su planteamiento no eran
més que un equilibrio de Nash de un caso particular de un juego no cooperativo.
A continuacion desarrollamos el modelo.

Plantearemos el modelo de manera general para cualquier oligopolio. Supong-
amos que en el mercado Gnicamente n empresas producen cierto bien,' el cual
posee caracteristicas idénticas y cuyo costo de produccién de cada unidad es ¢
sin importar la empresa que se encargue de su manufactura ni la cantidad de
articulos producidos. Asimismo la demanda por parte de los consumidores para
dicho bien es d, con d — ¢ > 0. Cada empresa i es libre de decidir producir la
cantidad ¢; con i =1, ..., n por lo tanto afirmamos que las ¢; "s son independi-
entes. Hasta este momento las hipétesis aqui planteadas no nos han mostrado
la relacion de interdependencia de las empresas y sus desiciones que habiamos
mencionado en la introduccién; para modelar este hecho Cournot propuso que
el precio del producto en el mercado estuviera determinado por la funcién

plg)=d=> g (2.1)
=1

la cual claramente refleja esa dependencia de la que hemos hablado. Por un lado
cada empresa elegira libremente su produccién, pero, al mismo tiempo, tratara
de encontrar un punto 6ptimo, tomando en cuenta la produccién de las otras
empresas, donde la elaboracién y venta de los articulos le sea lo méas redituable
posible. Analizando méas de cerca la ecuaciéon podemos reducir el intervalo de
oscilacion de la produccion de las empresas, observemos que p(g) = 0 si y solo
sid= 3" q; con lo cual podemos inferir que ninguna empresa bajo ninguna
circustancia querrd tener una produccién mayor a d. Es decir, directamente
no hay obstaculo alguno para que una empresa abarrote el mercado con sus
productos, no obstante si suponemos que la empresa acttia de manera racional,
es esta misma actitud la que le impedira llevar a cabo dicha estrategia.

Igualmente, es importante percatarnos de la forma en que la funcion (2.1)
refleja los cambios de precio del producto respecto a las variaciones que se pre-
sentan en la oferta y la demanda. Por ejemplo, para una oferta fija, conforme
la demanda aumenta, el precio del bien se eleva, contrario a lo que sucede si
se presenta una disminucién en la demanda del producto; en el caso de una
demanda fija, mientras la oferta del bien aumenta, el precio disminuye propor-
cionalmente a esta, opuesto a lo que sucederia si las empresas redujeran sus
niveles de produccion.

Por lo descrito anteriormente podemos decir que el precio que la funciéon
determina es un precio de equilibrio, ya que iguala la oferta con la demanda.
Finalmente nos da una interpretacion plausible para d, la demanda que existiria
del bien si su precio fuera cero.

Para terminar el planteamiento de este problema supondremos que las ganan-
cias de las empresas son simplemente el beneficio neto, lo que equivale a la difer-
encia entre el importe por los articulos vendidos menos el costo de produccion

LCon n € N y suficientemente pequeno para crear un oligopolio
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de los mismos?, denominaremos a ésta la funcién de pago

mi(q) = aip(q) — qic
coni=1, .. n3
Bajo este contexto Cournot modeld el comportamiento que seguian las pro-
ducciones de las empresas, considerando siempre que cada una perseguia obtener
el mayor beneficio posible. Nosotros analizaremos el problema desde una per-
spectiva de teoria de juegos, sin alterar con esto el resultado.
Recolectemos primero los elementos necesarios para el juego. En el juego del
oligopolio de n empresas el conjunto de jugadores es N = {ey, ..., ey}, con un
conjunto de estrategias 4 ¢; € [0, d] y las funciones de pago de las empresas son

mi(q) = ai [d—c—ij‘] (2.2)

parai =1, ..., n. Con lo anterior queda determinado nuestro juego.
De aqui que el problema de la empresa ¢, suponiendo que las otras empresas
han decidido producir g;, sea

max qi[d—c—qu]
j=1

q;>0

donde aseguramos que se alcanza el maximo cuando %m = 0 ya que a‘r’—;m =
—2 y la funcién es continua sobre ¢; para i =1, ..., n. '

Al realizar este procedimiento encontramos la mejor respuesta para la em-
presa i dado que las otras empresas decidieros producir ¢; para j # . Al hacerlo
para todas las empresas, obtenemos un sistema de ecuaciones, del cual asegu-
ramos que su solucién es el equilibrio de Nash de juego de Cournot.

Analicemos primero el modelo para un monopolio, es decir, para n = 1.
Dadas una demanda d, un costo marginal igual a ¢, con d — ¢ > 0 y una pro-
duccién ¢, el precio del producto del bien queda determinado por la funcién
p(q) =d — q1 y la funcion de pago de la empresa es

() =@ [d— g1 — ¢ (2.3)

con lo anterior, al igual que en el problema de la empresa, el objetivo de e; es
maximizar sus ganancias es decir

Iq?g’é qld—q —

2Volvemos a hacer uso del supuesto de costos fijos iguales a cero.

3Esta funcion es la que en el estudio de la empresa denominamos funcién de ganancia,
pero como ahora estamos abordando el problema desde la teoria de juegos en esta seccion la
llamaremos funcién de pago.

4Donde suponemos que el producto es infinitamente divisible
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al resolver tenemos

d
g™ 0
—2q1+d—c = 0
. _ d—c
G = D)

Por lo tanto cuando una empresa posee el monopolio del mercado la cantidad

de produccién que maximiza su ganancia es % obteniendo

m () = T () - =(59)

y vendiendo el producto a un precio

. d+c
plap) = 5

denominaremos a dgc cantidad de produccién de monopolio (g,,) y al pago
obtenido ganancia de monopolio (7).

Analizemos ahora el modelo para un duopolio, es decir, para n = 2. Dadas
dos empresas dentro de la economia con una demanda d, un costo marginal
igual a ¢, con d — ¢ > 0, el precio del producto del bien queda determinado por
la funcién p(q) = d — ¢1 — g2 y la funcion de pago de la empresa es

mi(q) = ¢i[d — q1 — g2 — ¢|

para i =1, 2.

Como hemos mencionado, cada empresa elige libremente sus cantidades de
produccién, con base en esto la entidad contraria busca la mejor respuesta a
esta decision; desarrollemos este proceso para la empresa 1. Maximizar m; dado
que ez ha decidido producir una cantidad fija de articulos ¢3, se reduce a

lefllg?g(h [d—aq — ¢ — ]

0
— =0
8(117T1
d—2¢ —q¢5—c = 0
* d—q*—C
G = s

aplicando el mismo procedimiento tenemos que la mejor respuesta de la empresa
2 a la decisiéon de produccion gj por parte de la empresa 1 es

* d_qf_c
9y = - 9
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con lo cual obtenemos el sistema de ecuaciones

d—q,—c

* — 2

qQ = 2
__d—qi—c

"
9y = )

que resolviendo nos queda

Por lo tanto la estrategia ¢; = por parte de la empresa 1 como respuesta

d—c
3
a la decisién de producciéon ¢y = % elegida por la empresa 2, maximiza las
ganancias de la primera. Analogamente para la empresa 2 la cantidad g = %
maximiza sus ganancias ante la estrategia q; = % de la empresa 1. Es decir,

el perfil estratégico (¢}, ¢3) = (45<, 45<) constituye un equilibrio de Nash para
el duopolio de Cournot.
Sustituyendo las estrategias mencionadas para cada una de las empresas en

las respectivas funciones de pago, obtenemos

. . d—c 2 d—c\’
mlai ) = malai, ) = 5 0= 2a-a -] = (45F)
y el precio final del producto
v . d+2c
pldi, ¢3) = 3

Supongamos que partimos de un monopolio en el mercado, en donde la

2
S __ d—c : : d—c :
produccién 6ptima es g, = “5° obteniendo una ganancia de ( 5 ) . Si por

alguna razon ajena a nuestro conocimiento, la empresa se debiera dividir en dos,
formandose dos empresas independientes administradas por un mismo dueno y
donde las dos debieran producir las mismas cantidades. Bajo estas suposiciones
es légico pensar que el empresario calcularia la produccién que maximiza las
ganancias de su emporio y sencillamente asignaria la mitad de esta a cada una
de las empresas, es decir la cantidad de monopolio entre dos.

d—c

Es decir, el empresario propone el perfil de estrategias ( 5, % ) para sus

empresas, obteniendo asi cada una de las empresas una ganancia

d—c d—c\ _ d—c d—c _(d—c)2
T\ T )T e )T TR

Recordando que en el desarrollo del duopolio Cournot las ganancias obtenidas
por cada una de las empresas era (%)2 , podemos hacer una comparacién en-
tre dicho resultado y el mostrado previamente, en el cual la ganancia es (dgc)Q;
claramente % < @2 pero jcudl es el factor que hace que las ganancias
dependan del enfoque del problema? Por un lado en el modelo del duopolio de

Cournot partiamos del supuesto que las empresas eran independientes y que
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cada una individualmente buscaria maximizar su beneficio y en el segundo caso
las dos empresas coordinadamente fijaban y acordaban la produccion de cada
una de ellas. jSorpresa! el dilema del prisionero no resulto ser tan ajeno a la
realidad.

Analizemos ahora el mismo problema para n = 3 donde, al igual que en el
planteamiento de Cournot las empresas actuaran de manera individualista para
maximizar sus ganancias. Bajo las mismas hipétesis de una demanda d y un
costo marginal igual a ¢, con d — ¢ > 0 y con nuestras respectivas funciones de
precio y de pago

pl@) = d—q—q—gs
Tilq) = @ld—q —q—qs— ]

para¢ =1, 2, 3. Para determinar el equilibrio de Nash de este juego procedemos
como lo hemos venido haciendo hasta ahora. Sean g3, g3 las estrategias de las
empresas es y eg respectivamente. Entonces la empresa 1 enfrenta el problema

g?ﬂdd—qr—@—ﬁE—ﬂ

donde resolviendo tenemos

8iql7r1 = 0
d=2pn—q¢—qg—c = 0
¢ = d—cj;3—ﬁ
de manera similar obtenemos para las empresa 2 y 3
* *
g - memdiod
i = d—cj;?—@

con lo cual llegamos al sistema de ecuaciones

* _ d—C—(IS_’IS
G = 2

x _ d—c—qi—q;
a2 = 2

d—c—qi —q3

* J— 1 2
4 = 2

que al resolver simultaAneamente obtenemos
d—c
4

Sustituyendo esta cantidad en las respectivas funciones de pago nos da la
ganancia para cada una de las empresas

e v oo _[(d—c d=—c d=c\ _d-c 3 _[(d—c
U (qla QZv q3) =T ( 4 3 4 5 4 ) = 4 |:d 4(d C) C:| = < 4

G =¢=q0G=
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parai =1, 2, 3, 4. Y el precio final del producto

d+ 3c
4

(a1, 6, ¢3) =

Una vez mas llegamos a que las empresas obtienen una ganancia menor a
la que podrian obtener al dividirse la cantidad de produccién del monopolio g,
equitativamente entre las tres, es decir, si las empresas acordaran producir cada

una ’%’" sus utilidades serian de

7ri(q_m gm q_m):m(d—c d—c d—c)zd—c[d_%(d_c)_c}:(d—c)2

37373 6 6 6

donde claramente podemos observar que

2 2
(@-®  (@d-0)
12 16
la primera vez que observamos este fenémeno nos asombro, en esta ocasion era
un final de facil vaticinio.

Finalmente la siguiente proposicién nos ofrece la solucién al problema de
maximizacién bajo el contexo de Cournot para n empresas.

Proposiciéon 2.1. Sean n empresas en un mercado como el descrito arriba,

donde la empresa i produce q; articulos, coni =1, ..., n. Entonces la cantidad g;
que mazximiza la ganancia de la empresa i dadas las estrategias de las otras n—1
2
empresas es q; = eri obteniendo una ganancia m; = (Z_i) parat=1,...n
. * d
y un precio final del producto p(q*) = %

Cabe observar que si el naumero de empresas n es muy grande, la cantidad
que optimiza sus ganancias tiende a cero, el precio unitario del producto tiende
al costo unitario y las ganancias se reducen exponencialmente. De la misma
manera, dado un mercado saturado de oferta, la decision de produccién de una
sola empresa afecta de manera minima, casi nula, el precio del bien. Con todo lo
anterior podemos concluir dado un mercado Cournotiano con n empresas, si n
es suficientemente grande el mercado se torna competitivo, es decir, los precios
se toman como dados ya que las empresas no tienen injerencia sobre ellos y las
ganancias de las empresas tienden a cero.

2.1.2. Teorema de existencia del equilibrio de Nash en es-
trategias puras

Para asegurar la existencia del equilibrio de Nash en estrategias puras de los
modelos subsecuentes demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea un juego G en forma estrategica {N, {D;}jen, {¢;}jen},
donde el conjunto de estrategias es un subconjunto de un espacio euclideo D; €
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R™, con D; no vacio, compacto y convezo, y la funcion ¢; continua en d y
cuasi-concava en d; parae todo j € N, d € D y d; € D;. Entonces eziste un
equilibrio de Nash en estrategias puras.

Demostracion. Dado un perfil de estrategias d = (czl, ..y d") definimos la cor-
respondencia de mejor respuesta del jugador j como

p1(d) = {d’ € D’ | méxg;(d | ')}

para todo d € DJ. Por el teorema del maximo de Berge tenemos que esta
correspondencia es compacta y semicontinua superiormente. Por otro lado como
¢; es una funcién cuasi-céncava entonces la correpondencia de mejor respuesta
©; es convexa. Sea la correpondencia ¢ : D — D el producto cartesiano de las
correspondencias cp{ para todo j € N, de aqui que @2 es también compacta y
semicontinua superiormente. Tenemos que un punto fijo de la correspondencia
@2 es un perfil estratégico d tal que wo(d) = d donde d/ € ¢J(d) para todo
j € N, entonces cualquier punto fijo de la correspondencia ¢, constituye un
equilibrio de Nash para este juego.

Para aplicar el teorema de punto fijo de Kakutani basta ver que

i) D es compacto, convexo y no vacio.

ii) p2(d) es convexo.

iii) 2 (d) es no vacio.

iv) 2 es semicontinua superiormente.

Por definicién tenemos que los espacios de entrategias D7 s son no vacios,
compactos y convexos , entonces D = D! x --- x D™ es también un conjunto no
vacio, compacto y convexo.

Como la funcién de pago ¢; es cuasi-concava para todo j € IV, entonces

gp{ (cZ) es convexa para todo j € N, lo que implica que @9 (cZ) también lo sea.

De igual manera, dado que ¢; es una funcién continua, entonces <p{ es un
problema de optimizacion de una funcién continua en un espacio compacto. Por
lo tanto ¢; alcanza su maximo y ¢} (d) es no vacio al igual que @2 (d).

Finalmente sabiamos que el producto de correspondencias semicontinuas su-
periormente es semicontinua superiormente, entonces, dado que ¢} es semicon-
tinua superiormente para todo j € N, @2 los es.

Por lo tanto, por el teorema de punto fijo de Kakutani existe un punto fijo

de D que constituye un equilibrio de Nash. O

Los ejemplos mostrados arriba poseen en comun la caracteristica de ser jue-
gos que se desarrollan en una sola etapa, es decir, las decisiones de los jugadores
son simultaneas®. En el siguiente apartado extenderemos la nocién que teniamos
a juegos de varias etapas o extensivos, para nuestros fines nos bastara con dos
etapas.

5En nuestro contexto simultaneidad no se refiere a que todas las decisiones necesariamente
sean tomadas en el mismo instante. Basta con que los jugadores no conozcan entre si las
decisiones tomadas por los otros jugadores sino hasta que todos hayan decidido y sea momento
de calcular los pagos finales.
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2.2. Juegos extensivos sin partidas infinitas ni ju-
gadas de azar

Como lo comentamos en un principio la historia de la teoria de juegos esta
intimamente relacionada con ciertos problemas de economia. Los contextos en
que se desarrollan algunos problemas econémicos en donde se desea aplicar la
teoria de juegos incluyen estructuras dindmicas, los modelos de teoria de juegos
que se utilizan para este tipo de situaciones se denominan juegos en forma
extensiva. Como veremos a continuacién la forma extensiva de un juego nos
indica de manera explicita el orden en que los jugadores juegan y la informacion
que poseen los jugadores en el momento de su decisién.

Para abordar el tema describiremos algunas de las caracteristicas que usare-
mos en nuestros modelos extensivos.

Primeramente si en cualquier etapa k del juego todos los jugadores conocen
las decisiones tomadas en todas las etapas previas 0, 1,...,k — 1 del juego en-
tonces diremos que existe informacion perfecta. Por otro lado si la funcion de
pago de cada jugador es conocida por todos los demés jugadores diremos que
existe informacién completa.

Respecto a las decisiones que se toman en la etapa k del juego, es necesario
que sean simultaneas, es decir, si a un jugador le toca decidir en la etapa k del
juego, entonces él escoge su accién sin conocer las decisiones que estan siendo
tomadas en ese mismo momento por todos los otros jugadores que estan jugando
en esa etapa.b

En general el conjunto estratégico del jugador ¢ en la etapa 1 depende de
lo que haya sucedido previamente, por lo tanto denotaremos como A;(h') al
conjunto de posibles estrategias en la etapa dos dada la historia del juego h';
este razonamiento se puede seguir para cualquier historia h* obteniendo que los
conjuntos estratégicos consistentes con la historia h* en la etapa k — 1 quedan
determinados por A;(h*) para todo t € T.

2.2.1. [Equilibrio de Nash y equilibrio perfecto en subjue-
gos

Con la notacién desarrollada y siguiendo bajo el mismo contexto pasamos a
las siguientes definiciones.

Definicién 2.5. Una estrategia pura para el jugador t consiste en el plan de
contingencia que le indica la estrategia a jugar en la etapa k del juego, para cada
posible historia h* .

6Notemos que esta tltima afirmaciéon no excluye la opcién de que los jugadores jueguen
alternadamente, supongamos un juego con un conjunto de jugadores T'= T’ U T", en donde
el subconjunto T’ de los jugadores toman sus decisiones en una etapa k mientras los de T"
anicamente observan lo que sucede, y los del subconjunto 7" toman sus decisiones en la etapa
k + 1 mientras los del T’ observan lo que pasa, en este caso podremos decir que todos los
jugadores T juegan en la etapa k, en donde la estrategia de los jugadores en T" es la accion
“no hacer nada”, igualmente para la etapa k£ + 1 podemos decir que todos los jugadores juegan
si aseguramos que la estrategias de los jugadores del conjunto T es la acci6n “no hacer nada”.
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Es decir, sea H* el conjunto de todas las posibles historias en la etapa k del

juego y
Ay(H*) = Upre e Ay (B*)

entonces una estrategia pura para el jugador ¢ es una secuencia de funciones
{sF}E . donde sf(h*) € A.(h*) para toda h*. A partir de esto se tiene de
manera directa que las acciones en la etapa 0 son a’ = s(h°) y para la etapa 1
a' = s1(a®) que seran, por el momento, las tinicas de nuestro interés.

Definicidon 2.6. Un equilibrio de Nash en estrategias puras consiste en un perfil
estratégico s tal que ningun jugador t € T pueda obtener un mejor pago con la
estrategia 5t para toda 5¢ € St, es decir

ur(s) > w(s | §Y)

Antes de continuar con los siguientes ejemplos definiremos un equilibrio per-
fecto en subjuegos, para esto comentaremos ciertos detalles.

Recordando la definicion de un juego en forma normal, llevaremos un juego
extensivo a su forma normal. Dado que en la etapa k del juego todos los ju-
gadores conocen la historia h* de decisiones tomadas hasta antes de la etapa k,
podemos ver el juego extensivo como un juego normal G (h*). Notemos que si las
acciones desde el estado k hasta el estado K estan determinadas por a* hasta
a® entonces la historia final A5+ queda como A5+ = (h* ¥ oF*1 ... af)
a partir de esto podemos definir a la funcién de pago del juego G(h*) como
uy(h®+1) para todo t € T. Finalmente los conjuntos estratégicos de los ju-
gadores, como ya lo mencionamos, quedan definidos como una funcién de h* es
decir A;(h*).

Como es de imaginarse, dado un perfil de estrategias s del juego completo, se
induce un perfil estratégico s[h*] del juego G(hk), en donde para cada jugador
t € T el perfil estratégico s;[h*] es simplemente la restriccion de s; a todas las
historias consistentes con h*.

)

Definicion 2.7. Un perfil estratégico s de un juego de varias etapas com in-
cformacion completa es un equilibrio perfecto en subjuegos si para cada h* la
restriccion s[h*] del juego G(h*) es un equilibrio de Nash de G(h*).

Esta intrincada definicion se ve reducida al algoritmo de induccién hacia
atras cuando estamos en un juego con partidas finitas e informacién completa.

2.2.2. Induccion hacia atras

Para determinar el equilibrio perfecto en subjuegos de un juego extensivo
con partidas finitas e informacion pefecta generalmente se utiliza el algoritmo
denominado induccién hacia atras, el cual determina por separado los planes de
contingencia de cada uno de los jugadores en cada etapa del juego y los anida
de manera retrospectiva para determinar el equilibrio. Analicemos un juego de
dos etapas con informaciéon completa y perfecta para explicar el algoritmo.

Sea un juego que temporalmente se desarrolla de la siguiente manera
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i) El jugador 1 toma su decisiéon de acciéon a;.
ii) El jugador 2 observa a; y toma su decision as.
iii) Se calcula el pago de los jugadores como u;(a1, az) para i =1, 2.

Para aplicar el algoritmo partiremos de la dltima etapa del juego, es decir, la
etapa donde le toca decidir al jugador 2 su estrategia a jugar. Dado que estamos
en un juego con informaciéon perfecta entonces sabemos que la historia en la
etapa 1 del juego es h' = a; de donde el jugador 2 sabe que el jugador 1 jugd
ay a partir de esto simplemente le queda resolver el problema de maximizacion

agleafz us(ai, az)

Supongamos que dicho problema tiene una solucién tnica, la cual denom-
inaremos mejor respuesta del jugador 2 a la accién a; por parte del jugador 1
y denotaremos por rs(a;) para todo a; € A;. Con esta informacion en mente
retrocedemos una etapa del juego para llegar a la etapa en donde le toca decidir
al jugador 1 su estrategia. Dado que es un juego con informaciéon completa, el
jugador 1 conoce la funciéon de ganancia del jugador 2 con lo cual facilmente
puede obtener su funcién de mejor respuesta 72(a1) para cualquier estrategia
a1 que el jugador 1 decida jugar. Entonces el problema del primer jugador se
reduce a

arlnefijcl ui (a1, r2(ar))

Supongamos que este problema también posee una solucién tnica aj.

Por lo tanto el perfil estratégico (aj, r2(aj)) es el resultado de la induccién
hacia atras y constituye un equilibrio de Nash de este juego ya que los dos
jugadores estan jugando con su mejor respuesta, es decir, ninguno puede obtener
un mejor pago con alguna otra estrategia.

Apliquemos a continuacioén la induccion hacia atras para resolver un modelo
muy conocido dentro de la economia.

2.2.3. Modelo de Stakelberg

En 1984 el economista aleman Heinrich Freiherr von Stackelberg propuso un
modelo dindmico para un duopolio, en donde una de las empresas era la lider y
la otra la seguidora. Bajo los supuestos del duopolio de Cournot y este ultimo
de liderazgo tenemos un juego que temporalmente se desarrolla de la siguiente
manera.

i) La empresa lider toma su decisién de producciéon ¢; > 0.

ii) La empresa seguidora observa la decision de la lider y escoge producir
q2 > 0.
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iii) Se determinan los precios como en el caso de Cournot y se calculan
las ganancias de las empresas como

2

mi(qn, ) = qld—c— ) qi

=1

Calculemos uno de los equilibrios de este juego con el algoritmo de induccién
hacia atras. Primeramente sea la reaccion de la empresa 2 a una decisiéon de pro-
duccién arbitraria g; de la empresa 1. Es decir, el conjunto de mejores respuestas
de la empresa 2 a g; es

ra(q1) = {g2 € Q2 | méx g2[d — c — q1 — 2]
3220

de donde
d—c—q

2

Observemos que en el duopolio de Cournot obteniamos la misma expresion
para g5, pero, notemos que en este caso la expresion es realmente la reacciéon de
la empresa 2 ante una decision de la empresa 1, mientras que en el duopolio de
Cournot la expresion era simplemente la mejor respuesta de la empresa 2 a una
cantidad hipotética que era determinada simultdneamente por la empresa 2.

Regresando a la solucién del problema, cuando a la empresa 1 le corresponde
tomar su decisién sabe que la respuesta de la empresa 2 a una decisién ¢; que
ella tome es 79(q1), por lo tanto en la primera etapa del juego la empresa 1 se
enfrenta al problema

r2(q1) =

mé?ém (q1, r2(q1))

Q>
es decir
) dec—an —
max g1 [d—c—aq1—72(q1)]
que al resolver nos da
. d—c
4 = D)
lo que implica
. d—c
q2 - 4
de aqui tenemos que
d—c
mle) = —3
d—c
m(d) = 5

Observemos que bajo este esquema las ganancias de la empresa 1 son mejores
que cuando tiene que suponer la cantidad de produccién de la empresa 2, en
este caso conoce exactamente la cantidad de producciéon de la empresa 2 para
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cada g1 que ella decida. En cambio la empresa 2 recibe una ganancia menor que
en el duopolio de Cournot.

Vedmos como se aplica la induccién hacia atras cuando tenemos jugadas
simultaneas en cada etapa del juego. Analicemos un juego de dos etapas con
informacion completa e imperfecta.

Sea un juego de dos etapas con un conjunto de 4 jugadores estructurado
temporalmente de la siguiente manera.

i) Los jugadores 1 y 2 escogen simultaneamente sus acciones a; € A;
y as € As.
ii) Los jugadores 3 y 4 observan el perfil (a;, a2) y escogen simulténea-

mente ag € Az y aq € Ay.
iii) Se calculan las gancias como u;(a1, as, as, a4) parai =1, 2, 3, 4.

Para determinar el equilibrio de Nash de este juego seguiremos un razonamiento
semejante al del juego con informacion completa y perfecta, solo que en este caso
tendremos que resolver el subjuego que se obtiene en cada etapa.
Primeramente nos situamos en la tltima etapa del juego y tenemos h' =
(a1, a2) de donde los jugadore 2 y 3 plantean sus problemas de maximizacion

max ug(a1, ag, as, as)
a3€A3

(2.4)
méx ug(ay, ag, as, ag)
as€A,

Supongamos que para todo perfil (a1, az) € (A1, As) existe un equilibrio
de Nash (a}(ai1, a2), aj(a1, az)) que resuelve los problemas de maximizacion
(2.4). Entonces en la primera etapa del juego los jugadores 1 y 2 prevén que el
comportamiento de los jugadores 3 y 4 en la segunda etapa del juego vendra
dado por (a}(a1, az), aj(a1, az2)). Por lo tanto, después de este razonamiento,
el juego queda reducido temporalmente a

i) Los jugadores 1 y 2 escogen simultaneamente sus acciones a; € A;
y as € As.

ii) Se calculan las gancias como u;(a1, az, aj(a1, az2), aj(a1, az)) para
i1=1,2,3,4.

Es decir, tenemos que resolver el juego que se presenta en la etapa 1 de este
juego para los problemas de maximizacion

méx ui (a1, az, aj(a1, az), aj(ai, az))
a1 €A

méx ug(a1, az, aj(a1, az), ay(ai, az)) (2:5)
az€A2
Supongamos que en la primera etapa existe un equilibrio de Nash (a3, a3) que
es solucion a los problemas de maximizacion (2.5). Por lo tanto el conjunto de
estrategias (af, al, a}(af, a3), ai(ay, ab) es el resultado de la induccion hacia
atras, es decir, el equilibrio perfecto en subjuegos de este juego.
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Capitulo 3

Modelos de intercambio puro

Como lo comentamos en la introduccion de este trabajo la fundamentacion
del equilibrio Cournot-Walras en economias con y sin producciéon ha sido un
problema desde hace ya algtn tiempo. Con el fin de proponer una posible solu-
cién para este problema en economias de intercambio puro, a continuacién de-
sarrollamos tres modelos, uno con un conjunto de consumidores homogéneo, y
los dos siguientes con un conjunto de consumidores compuesto de pequenos y
grandes consumidores. A partir de los mismos en el siguiente capitulo se con-
struird un redefiniciéon de uno de ellos para ofrecer una posible explicacién a
la fundamentacién del equilibrio Cournot-walras en economias de intercambio
puro.

3.1. Modelo con un conjunto uniforme de con-
sumidores

A continuacion presentamos el modelo desarrollado en 1977 por Shapley
y Shubik, y con el cual, como se mencioné al principio, se abrié la linea de
investigacion de la fundamentacion del equilibrio Cournot-Walras a través de
un enfoque de teoria de juegos, al considerar un comportamiento estratégico
para todos los consumidores.

3.1.1. Modelo de Shapley y Shubik

En 1977 los economistas estadounidenses Lloyd Shapley y Martin Shubik
presentaron la modelaciéon del equilibrio no cooperativo de una economia de
intercambio puro en donde los precios dependian tnica y naturalmente de las
decisiones de compra y venta de los consumidores, de esta manera, hacian a un
lado el supuesto clésico del modelo del equilibrio general en donde los individuos
debian mirar los precios como dados.

La pieza clave del enfoque propuesto por ellos radicé en el uso de una precisa
y Gnica mercancia como mercancia universal de intercambio o dinero, la cual

37
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podia o no poseer un valor intrinseco. El modelo fue abordado como un juego
estratégico no cooperativo en donde las estrategias eran cantidades, siguiendo
asi la esencia de Nash y Cournot. Otra de sus caracteristicas fue que todas
las reglas del juego, incluyendo el mecanismo de formacion de precios, eran
independientes del comportamiento o contexto del equilibrio, suposiciones que,
en cambio, tomaban sentido a través de las soluciones del juego.

El modelo propuesto por ellos consiste, como ya se menciond, en un mer-
cado de intercambio puro en donde cada consumidor posee inicialmente una
dotacién de bienes, incluyendo el bien “efectivo”, a partir de esto cada uno de
ellos decide que cantidad de cada uno de sus bienes diferentes del dinero quiere
llevar al mercado con el propésito de ser vendidos, de la misma forma reparten
su presupuesto monetario, asignando a cada mercado de bienes la cantidad que
estan dispuestos a gastar en el consumo de dicho bien, sin saber el precio que
este tendrd; a partir de lo anterior se determinan los precios que hacen que la
oferta sea igual a la demanda, es decir, se utiliza un modelo clasico del equilibrio
general para la formacion de los precios.

Como las estratégias de los consumidores se ven reducidas exclusivamente a
las cantidades ofrecidas de bienes y “efectivo”, se dice que este modelo es una
generalizacion del enfoque original de Cournot. Asimismo, recordando el grafico
de la caja de Edgeworth, este modelo se denomina a veces la generalizacion de
la caja de Edgeworth por describir una economia en donde los consumidores
intercambian sus bienes para mejorar su bienestar. Pero a diferencia de este
iltimo nuestro modelo si incluye precios y a la mercancia dinero.

Formalmente, sea un juego estratégico con un conjunto 7" constituido por m
consumidores intercambiando entre ellos [ 4 1 bienes, en donde el [ + 1 — ésimo
bien desempena un papel operativo especial, ademés de su posible utilidad como
bien de consumo.! Para todo ¢t € T existe una dotacion inicial fija w(t) € lel,
tal que w(t) = (wi(t), wa(t), ..., wit1(t)), donde w41 () representa la cantidad
del bien efectivo que poseee el consumidor ¢ y un conjunto de preferencias repre-
sentadas por funciones de utilidad céncavas, continuas y estrictamente crecientes
Uy lel — R. Los consumidores pueden entonces entrar a cada uno de los mer-
cados como vendedor, comprador, ambos o ninguno. Sean los vectores ¢, b® €
RY y st € Ry, x RY tales que ¢' = (qi, ..., ), b' = (b}, ..., b)) y s* = (¢', b").
Donde la entrada q§ representa la cantidad del bien j que el consumidor ¢ envia al
mercado, a concesién, para ser vendida, y la entrada bz-, j =1, ..., [, representa la
cantidad del bien efectivo que el comerciante ¢ desea gastar en la compra del bien
jparaj =1, ...,lyt € T. Definimos el conjunto de estrategias de jugador ¢ S* =
{st ERL X RY [ gt Swj(t), j=1, s Ly Yoo, b8 < wisa(t), j = 1, ooy z} para
todot € T. Sea S = S!x---xS™ decimos que el vector de estrategias s € S es un
perfil estratégico; de igual manera sea S~ = S! x ... x ST x Gl x ... x g™
definimos al perfil estratégico s;l € S; como el perfil que incluye todas las
estrategias de los jugadores, excepto la del i-ésimo jugador. Finalmente deno-

!De aqui en adelante nos referiremos a la mercancia ! + 1 simplemente como efectivo, sin
preocuparnos por el valor intrinseco que este pueda tener ni por distintos papeles que lleva a
cabo dentro de la economia; inicamente nos concentraremos en su rol como medio de pago.
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taremos por ¢; = Y_,.pq; y analogamente bj = 3 er bs. Una vez definido
lo anterior pasaremos ahora a la descripcién del mecanismo de formacién de
precios en nuestro modelo.

Observemos que en el j-ésimo mercado, es decir, el mercado donde se comer-
cia inicamente el bien j, con j =1, ..., [, la cantidad total de mercancia recibida
a concesion para ser vendida es igual a ¢;, de la misma manera la cantidad total
de efectivo recibido para la compra del mismo bien es Ej; por lo tanto, en el afan
de lograr que el mercado se limpie definimos

L {Ej/%‘ siq; #0
p; = .
0 sig; =0

j=1,...,0. A partir de esto obtenemos las asignaciones finales del consumidor ¢

:Et(S) _ ’LUj(t) — q;f + b;((j]/BJ) si @' 75 0
J ’LUj(t) — q;f si bj =0

j=1,...,0. Y para el bien [ + 1-ésimo tenemos

i (5) = wipy — Zb +qupg

para todo t € T.
La asignacién anterior constituye una asignacién viable y sin desperdicio,
facilmente se muestra esto al sumar la asignacion sobre todos los agentes y ver

que

> ah=>

teT teT
para j = 1,...,[. Finalmente calculamos el pago recibido por cada consumidor,
definimos a la funcién de pago de nuestro juego como ¢'(s*) = u'(z'(s)). Con
el desarrollo anterior queda totalmente caracterizado el juego m-personal en
forma estratégica de una economia de intercambio puro, al cual en lo sucesivo
nos referiremos como el modelo de Shapley original.

Como ya se habfa mencionado usaremos la notacién § | s* para referirnos al

perfil estratégico obtenido al reemplazar con st € S* a &' en s.

Definicion 3.1. Decimos que el perfil estratégico § constituye un equilibrio de
Nash si

uy(2(3)) > ue(2(3 | s)),

para todo t € T y toda st € S*.

Hagamos ahora una pausa para comentar algunas caracteristicas inherentes
a este juego que hasta el momento no se han senalado. Imaginemos un escenario
en donde el jugador ¢, para algin t € T, desea comprar el bien j, para algin
j =1,..,1, y por lo mismo ofrece una cantidad bt > 0 mientras, al mismo
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tiempo, se registra en el mercado g; = 0, veamos que implicaciones trae para el
jugador este contexto. Primeramente la asignacién final del bien j se ve reducida

a
t,:
J

es decir, el consumidor recibe una cantidad igual a 0 de la mercancia j, nada
diferente de lo que nos podriamos esperar. Pero, por otro lado su efectivo final
queda determinado por

t t
x U}j qj

l l
$f+1(st) = wf+1 - Zb§ + ZQ§pj
j=1 j=1

es decir, a pesar de que no pudo comprar ninguna cantidad del bien j, jel efectivo
destinado a dicha transaccion le fue restado! Un fen6meno semejante se observa
al tener Ej =0y q§ > 0, en este caso la asignacion final del bien j comprende la
respectiva disminucion del mismo, ja pesar de que el producto no fue vendido a
nadie! En el caso de la asignacién final del efectivo no se obtiene nada fuera de
lo esperado.

Con este pequeno andlisis encontramos un equilibrio de Nash trivial para
este juego, es decir, la estrategia nula en la que todos los consumidores deciden
no entrar a ninguno de los mercados, ni como compradores, ni como vendedores,
constituye claramente un equilibrio de Nash. Sin embargo nuestro objetivo ahora
consiste en demostrar la existencia de un equilibrio de Nash diferente del trivial
para el juego. Con este fin demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea un juego como el descrito arriba. Entonces un equilibrio de
Nash distinto del trivial existe para este juego.

Demostracion. Dado el perfil estrategico s € S definimos
i) La cantidad total de oferta en el j-ésimo mercado

Qi(s) = _d;
teT
y la cantidad de oferta en el j-ésimo mercado sin tomar en cuenta la oferta del
consumidor 4 A A
Q)= =X
teT to£i

paraj=1, ..., L.
ii) La cantidad total de dinero ofrecido por el bien j

By(s) = >_ Y
teT
y la cantidad total de dinero ofrecido por el bien j sin tomar en cuenta la oferta

del consumidor A ,

teT t£i
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paraj=1, ... [.
iii) El conjunto de todas las asignaciones finales posibles, de los primeros [
bienes, para la estrategia (¢, b*) del consumidor 4

e )

Di(@<s—i>,B<s-i>>={veR [vi = i)~ a4 Sy

iv) El conjunto de todas las asignaciones finales posibles, de todos los I + 1
bienes, para la estrategia (¢, b*) del consumidor 4

H7(Q(S_7)v B(s_i)) =4vE RlJ:rl | Vi+1 = wl+1 + Z Q_’_—UJ) y ('U1, ey vl) € Dz(Q(S_7), B(s_i))
i+ w; (i

_Uj

v) El conjunto de las asignaciones finales posibles que maximizan la utilidad
del consumidor 4

HY (Q(s™%), B(s™Y)) = {f; € H(Q(s™%), B(s™)) | us(v) = 1)6H’i(Qg1*é;§ B(S’i))ui(v)}

A partir de lo anterior, sea la correspondencia ¢} : s7% — lel tal que
Pi(s™) = H'(Q(s™"), B(s™"))
donde es directo que @1 es continua. Sea la correspondencia
ph(s™") = H'(Q(s™"), B(s™"))

y dado que la funcion u; es continua en Rl_:'l entonces por el teorema del maximo
de Berge (% es semicontinua superiormente.

Mostraremos a continuacion que ﬁ ¢ contiene un solo punto. Supongamos
que existen v, v e H , sea v’ 2v + v entonces como u; es coOncava tenemos

1 1
ui(v") > §Ui(v)+§ui(0')

= u;(v)
pero dado que v'*! es una funcién estrictamente creciente, entonces existe vy > 0
tal que v +~e!t! € H*, ademas, dado que u;es estrictamente creciente tenemos

que
u; (V" + et > u;(v)

contradiccion! Por lo tanto H* contiene un solo punto.

Denotemos por “Proy” a la proyecciéon geométrica tal que siv = (v, ..., vi41)
entonces Proy;(v) = v;.
Sea

Si(s™") = ¥i(Proy, H(Q(s™"), B(s™")), Q(s™"), B(s™"))
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con

Si(s™) = Si(s7") x - x Si(s7)

Observemos que 9% (x;(t), Qj(s™"), Bj(s™")) es el conjunto de estrategias
que le otorgan una cantidad z;(¢) del bien j al consumidor ¢, dado que la oferta
y pujas totales por parte de los otros conusumidores en el j-ésimo mercado
son Q;(s7%) y B;(s™") respectivamente. Claramente este conjunto es convexo y
continuo en sus variables.

Sea la correspondencia @3 tal que

557 = 8(s7)

entonces, dado que o} es semicontinua superiormente y ¢ es continua tenemos
que 3 es también semicontinua superiormente.
Definamos ahora la correspondencia ¢4 : S* — S* tal que

Ph(s™) =i(s)NH’

por la definicién de H* es claro que ¢} (s~*) es diferente del vacio. Finalmente
sea la correspondencia ¢ : S — S tal que

p(s) = @a(s7h) x - x Q' (s7™)

se sigue directo que ¢ satisface las condiciones del teorema de punto fijo de
Kakutani, por lo tanto existe § € S tal que § € p(5). Este es claramente un
equilibrio de Nash del juego O

3.2. Modelos con grandes y pequenos consumi-
dores

Cuando la descisiéon de un agente dentro de una economia afecta de manera
directa y observable los precios decimos que posee poder de mercado. Un ejemplo
de este es el modelo de Cournot con n’s suficientementes pequenas. Por otro
lado cuando los agentes tinicamente actiian como tomadores de precios, es decir,
sus decisiones no afectan de manera alguna el nivel de precios en la economia,
decimos que no poseen poder de mercado.

Si observamos los mercados que se desarrollan dia a dia a nuestro alrededor,
los modelos en donde todos los agentes tienen poder de mercado o bien todos
son tomadores de precios no poseen la complejidad que se observa en la realidad,
en donde, dentro de un mismo mercado interactian agentes con y sin poder de
mercado.?

Con el fin de evitar este problema, en esta seccién presentamos dos modelos
los cuales se basan en el modelo de Shapley y Shubik, integran elementos de la
teoria de juegos a su planteamiento y poseen un conjunto de consumidores con
pequenos y grandes consumidores.

2Al mencionar esto obviamente no nos estamos refiriendo a ninguno de los monopolios
existentes en el pais.
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3.2.1. Descripcién del espacio de consumidores

Para el desarrollo de nuestros modelos a continuacién planteamos las bases
necesarias sobre el conjunto de consumidores, sus dotaciones y preferencias.

Denominaremos como grandes consumidores a aquellos que poseen poder de
mercado y pequenos consumidores a aquellos que no. Para modelar el hecho de
que las decisiones de los primeros pesen mas que las de los segundos utilizaremos
instrumentos de teoria de la medida.

Consideremos una economia de intercambio puro en donde el conjunto de
los comerciantes T" est& constituido de la siguiente manera 7" = Ty U T} donde
T, = [0, 1] nos representa al conjunto no atémico de comerciantes, es decir, un
continuo de pequeios comerciantes y 73 = {2, ..., m + 1} el conjunto de los
grandes comerciantes 0 atomos.

Sabemos que dado a, b € Ty la coleccion de conjuntos So = {[a, b) | a, b €
To, a < b} es un semianillo; y la coleccion de todos los subconjuntos de Ty, S1 =
P(T1) es un algebra. Denotaremos por y a la medida de Lebesgue restringida
a Sy y por u1 ala medida de conteo restringida a Sy.

Proposicion 3.1. Dados T el conjunto de consumidores, S ={E C T | E =
AUBcnA e SoyB € S1i}ypu: S — [0,0) la funcion tal que p(E) =
wo(E NTy) + ui(ENTy) para cada E € S. El triplete (T, S, 1) representa un
espacio de medida.

Sea p* la extension de p. Dado que p*(T') = 14+ m < oo entonces el espacio
de medida (7', S, p) es finito también, de ahi que digamos que todo subconjunto
E € T es p-medible si y solo si g*(E)+p*(E)+p1 (E€) = p*(T'). Con lo anterior
podemos completar el espacio de medida definido.

Proposicion 3.2. Sea 7 la coleccion de todos los subconjuntos p-medibles de
T, entonces el triplete (T, T, u*) es un espacio de medida completa y p* es la
Unica extension de y en T .

Consideremos ahora el espacio de medida determinado por el triplete (Tp, So, to)-
Sean pf la extension de la medida 19 y 7o la coleccién de todos los suconjuntos
po-medibles de T . Por el mismo argumento usado en la proposicién anterior
tenemos que (Tp, So, pg) es un espacio de medida completa y ademas puf es la
tnica extension de pg en 7y.

Proposicion 3.3. Sea Ty, = {ENTy | E € T} la restriccion de T en Ty.
Entonces el triplete (To, Tr,, p*) es un espacio de medida con Tr, =Ty y p* =
ug cuando la medida se restringe a I, .

De manera analoga aseguramos que el espacio de medida determinado por
el triplete (T4, Si1, p1) es un espacio de medida completa, con uf la extension
de la medida w1 y 51 la coleccién de todos los suconjuntos pi-medibles de 77 .
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Proposicion 3.4. Sea T, = {ENTy | E € T} la restriccion de T en Ti.
Entonces el triplete (Ty, Tr,, p*) es un espacio de medida con Tr, =T, y p* =
wy cuando la medida se restringe a T, .

A partir de ahora por simplicidad las extensiones p*, pf y pi las denotare-
mos Unicamente por u, o y i1 respectivamente. De esta manera el espacio de
consumidores queda denotado por es espacio de medida completa (T, 7, p).

Por las proposiciones (3.3) y (3.4) se tiene de manera directa que el espacio
de medida (Tp, 77, i) es no atémico y, en cambio, el espacio (11, T7,, pu*) es
puramente atémico.

En nuestra economia tendremos [ diferentes bienes de tal manera que las
canastas de bienes quedan representadas por puntos en Rl_k. Y existe una dotacion
inicial w(t) Vt € T tal que satisface el siguiente supuesto.

Supuesto 1. w(t) >0Vt € T, fTo w(t)dp

Definimos a una asignacién como una funcién integrable x : T"— ]Rﬂ_. Como
lo comentamos en un principio, una asignacion x tal que [ x(t)du = [, w(t)du
es una asignacion viable y sin desperdicio, a partir de este momento al mencionar
la palabra “asignacion” nos referiremos tinicamente a las de este tipo. Por otro
lado, las preferencias de cada uno de los consumidores ¢ € T' son descritas por
una funcién de utilidad w; : ]Rﬁr — R que satisface los siguientes supuestos.

Supuesto 2. u; : ]Rﬁ_ — R es continua, estrictamente mondtona y estricta-
mente cuasi-concava ¥Vt € T,

Supuesto 3. u: T x R}, — R dada por u (t, ) = u,(x) es medible.

Para cada vector de precios p € Rﬂrdeﬁnimos las correspondenciasA, y I'p,
teniendo A, : T — P(R!) tal que

Ap(t) ={z eR |pz <puw(t)}
y T, =T — PR tal que
Tp(t) = {z € Ry | Vy € Ay (1), wi(z) > wi(y)}

Basandonos en estas correspondencias redefinimos al equilibrio Walrasiano con
un vector de precios p* y una asignacion x*, es decir, con el par (p*, z*) tal que

2 (t) € Ap- () N Ty (2)

para todo ¢t € T. Este resultado se sigue intuitivamente del andlisis de los con-
juntos Ap« y I'p«, esto es, por un lado tenemos, basado el vector de precios p*, el
conjunto presupuestario Ap« y por el otro I'p- nos representa a todas las canas-
tas de bienes débilmente preferidas a las canastas asequibles a el consumidor
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t a los precios p*. De tal manera que una asignaciéon x* que pertenezca a los
dos conjuntos, es decir, a la interseccién de los mismos, es una asignacién que
maximiza la utilidad del consumidor a los precios p*.

Durante el desarrollo de los siguientes modelos automéaticamente ignoraremos
los conjuntos nulos, es decir, todos aquellos conjuntos cuya medida de Lebesgue
es 0; de la misma manera el término “integrable” se tomara tnicamente en el
sentido de Lebesgue. Dada una funcién g definida en T, denotaremos como °g
y 1g a las restricciones de g sobre T, y T} respectivamente; analogamente para
cualquier tipo de correspondencia G definida en T, escribiremos °G y 'G para
las restricciones de G en Ty y T respectivamente.

Proposiciéon 3.5. Bajo los supuestos 1, 2y 8, Vp € Rl_H_ la funcion °x(t, p)
es integrable.

Con la teoria y notacion desarrollada pasamos ahora al planteamiento de los
modelos.

3.2.2. Modelo generalizado de Shapley de una etapa

Decimos que un mercado es completo si cada uno de los bienes puede fungir
el papel de dinero, es decir, puede ser intercambiado por cualquier otro bien. El
modelo de Shapley que analizamos en la primera parte de este capitulo se desar-
rollaba en un mercado no completo, ya que el tinico bien que podia ser intercam-
biado por cualquier otro era el [ + 1-ésimo bien, al que denominamos “efectivo”.
Para el modelo siguiente tomaremos una versiéon modificada del mostrado en
la seccién (3.1.1) en la cual, el mercado se vuelve completo dandonos la opcion
de eliminar el [ 4+ 1-ésimo bien. De tal manera que ahora las decisiones de los
consumidores estaran representadas por una matriz b de la forma

b1 -+ by
b = . .. :
bn -+ by
en donde la entrada b;; nos representard la cantidad del bien ¢ que se ofrece a
cambio del bien j, con i, j =1, ..., [.

Por otro lado la generalizacion que aqui planteamos incluye la integracién
de un conjunto de pequenos y grandes consumidores, como el descrito arriba, al
modelo. Pasemos entonces al planteamiento.

Primeramente consideraremos las decisiones estratégicas de los consumi-

dores. Sea b € R! x R! una matriz como la descrita. Definimos a lconjunto
estratégico del consumidor ¢ con la correspondencia B : T — P(R") tal que

l
B(t) = {b ERY |byj>0,4,j=1,..,1y D by <wit),i=1, .., l}
i=1

para todo t € T'. Una selecciéon estratégica es una funcién integrable b : T —
R! x R! para todo t € T'y b(t) € B(t). Dada la seleccién estratégica b, definimos
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la matriz agregada b = ([, by;(t)du). Bajo este contexto definimos nuestro
mecanismo de formacion de precios de la siguiente manera.

Definicion 3.2. Dada una seleccion estratégica b decimos que el vector de
precios p € RIJrJr iguala el precio de la oferta con el de la demanda si

! l
Zpif)ij =7 <Z bjz') (3.1)

para j =1,...1.

Proposicion 3.6. Dada la matriz agregada b. El vector de precios que hace
que el precio de la oferta sea igual al de la demanda eziste y es tunico, salvo
multiplos escalares, si y solo si b es una matriz irreducible.

Basandonos en la proposiciéon (3.6) expresemos como p(b) a la funcién que
asocia con cada seleccion estratégica b al tinico vector de precios p, salvo multi-
plos escalares de este, que hace que el precio de la oferta sea igual al de la
demanda, es decir, al vector p tal que b es irreducible. Consideremos ahora,
dada la seleccién estratégica b y el vector unico, salvo miltiplos escalares, de
precios p , al reparto

(1, (1), p(b)) = w;(6) = P bjat) + b (1) 7 (32)

paratodat € T, j = 1,...,1. Es facil ver que la reparticion mencionada constituye
una asignacion. Dada una seleccion estratégica b las dotaciones finales de los
comerciantes son

) {xj (t, b(t), p(b)) si pes tnico y limpia el mercado
Zj =

w;(t) en otro caso

paratodot €Ty j=1,..,L
Con esta reformulaciéon del modelo de Shapley para economias de intercam-
bio mixtas podemos definir el concepto del equilibrio Cournot-Nash.

Definicion 3.3. Decimos que una seleccion estratégica b tal que b es irreducible
constituye un equilibrio Cournot-Nash si

up(x(t, b(t), p(b))) = wi(a(t, b(t), p(b | b(t)))),

para todo t € T y toda b(t) € B(t).
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A partir de la modificacion del conjunto de consumidores del modelo de
Shapley original a un conjunto de grandes y pequenos consumidores emergen
nuevas caracteristicas del modelo, analicémoslas.

Primeramente aseguramos que bajo las suposiciones anteriores la parte no
atomica de consumidores no poseen la cualidad de influir en los precios finales.
Dado esto es directo afirmar que los pequenos consumidores se comporta de
manera competitiva, es decir, como tomadores de precios, de tal manera que sus
demandas finales corresponden a demandas Walrasianas. Para la demostraciéon
de la proposicién enunciaremos el siguiente lema.

Lema 3.1. Dados p > 0 y w(t) > 0 para todo t € T. La asignacion A%l =
{z(t)e X" |p-a(t) =p-w(t)} para todo t € T si y sdlo si

S Pl (1)

) (8) = N () ==

(3.3)

con M >0y 23‘:1 M=1paraj=1, .. 1.

Proposiciéon 3.7. Dado un perfil estratégico b tal que la matriz b es irreducible,
para cada t € Ty tenemos

i) p(b) = p(b | b(t)) para todo b(t) € B(t)
i) x(t, b(t), p(b | b(t))) € Xpw)(t) para todo b(t) € argmax{us(x(t, b(t), p(b |
b(t)))) | b(t) € B(t)}

Por otro lado, el siguiente ejemplo nos mostrara que dado un perfil estratégi-
co b tal que constituye un equilibrio del modelo generalizado de Shapley, entonces
las asignaciones finales no necesariamente constituyen un equilibrio Walrasiano
paratodot e T.

Ejemplo 3.1. Sea una economia de intercambio puro con |l = 2, Ty = [0, 1],
Ty = {2, 3} donde

» Para Ty = [0, 3], w(t) = (1, 0) y uy(z) = Inzy +Inay

» Para Ty = [1, 1], w(t) = (0,1) y we(z) =21 +Inzy y

» Para Ty = {2, 3}, w(t) = (1,0) y ur(z) = Inzy + Inxs

Calculemos primero el equilibrio Walrasiano de esta economia

= Para Ty = [0, 1]
Problema del consumidor: max,>olnz, +Inxs s.a. p1z1 + poze < py

= las demandas Walrasianas son x; = % y Xo = 2%2
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» Para Ty = [3, 1]
Problema del consumidor: max,>o 21 + Inxs s.a. p121 + p2z2 < po

= las demandas Walrasianas son z; = p2 —lyxz= pl

» Para Th = {2, 3}
Problema del consumidor: méx,>oInz; +1Inxs s.a. p1z1 4+ p2x2 < p1

= las demandas Walrasianas son x; = % y Xo = 2%2

Para equilibrar el mercado la oferta debe ser igual a la demanda, en este caso,

para el bien 1
71 ! 1
/ —dp + @du—k/ —du
0o 2 1P 7, 2

J

2p;

wl(t)du+/T wy (t)du

5 3
2 4
y para el bien 2

%
/ wg(t)du—i—/ wo(t)duy = / du+/ n —du + —du
3 Th 0o 2p2 1

P
4po

=
[\
3
Ny

1
2

por lo tanto p* = 2, 2}(2) = 21(3) = 1, 23(2) = 23(3) = &, «i(t) = 4,
x5 (t) = % parat € [0, %] y xi(t) = g, x5 (t) = % parat € [%, 1].
Calculemos ahora el equilibrio del modelo generalizado de Shapley. Dada la

selecciéon estratégica b, sea la matriz agregada
b= bi1 bia
ba1  baz

con b;; = fT bi; (t)dp. Entonces buscamos al unico, salvo multiplos escalares,
vector de precios que dada b satisface (3.1). Para j = 1 tenemos

! !
ZPiBn = N <Z Bu)
i=1 i=1

entonces 5
P 21
p b = — = =
(b) P2 bro
a partir de esto obtenemos la asignacion y problema de cada consumidor
» Para Ty = [0, 1]
T (t) =1- blg(t) y .132(75) = blg(t)g—;

Problema del consumidor: maxy, ,+)>o In (1 — bi2(t)) +In (blg(t)z—;)
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» Para Ty = [3, 1]
z1(t) =ba(t)E2 y 2a(t) =1 = bau(t)

Problema del consumidor: maxy,,, (+)>0 bgl(t)z—? +1In(1—ba(t))
» Para 77 = {2, 3}
I (t) =1- blg(t) y xg(t) S blg(t)g—;
Problema del consumidor: maxy, ,+)>o In (1 — b12(t)) +In (blg(t)z—;)

Concluyendo que el anico equilibrio del modelo generalizado de Shapley simétri-

co es el perfil estratégico bia(2) = ba(3) = 1+1‘§ﬁ, bia(t) = % para todo

teTo =10, 3] a1 (t) = 151122‘\//1_% generando las asignaciones finales % (2) =
#1(3) = 153, 5,(2) = 35(3) = BT 3,(t) = 4, #a(t) = i para

todo ¢t € [0, 3] y 21(t) = %, To(t) = ﬁﬁ para todo ¢ € [3, 1]. Por lo
tanto el equilibrio del modelo generalizado de Shapley no corresponde al equilib-

rio Walrasiano para todo ¢ € T'. Es decir, por la proposicion (3.7) sabiamos que

la parte no atéomica de los comenrciantes se comportaba de manera competitiva

y por el ejemplo anterior tenemos que los equilibrio Walrasianos y del modelo
generalizado de Shapley no necesariamente coinciden, concluyendo asi que los
grandes consumidores no muestran un comportamiento competitivo.

Finalmente para asegurar la existencia del equilibrio Cournot-Nash mostraremos

el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea una economia de intercambio puro con un conjunto de con-
sumidores como el descrito al principio. Entonces existe el equilibrio Cournot-
Nash.

Demostracion. Denotemos por L;(u, R! x RY) al conjunto de funciones inte-
grables con imagen en R' x R' y por Li(u, B(+)) al conjunto de selecciones
estratégicas.

Lema 3.2. El conjunto Li(u, B(+)) es compacto, convexo y no vacio.

A partir de esto definimos a las correspondencias ay : L1 (i, B(+)) — B(t) tal
que a;(b) = argmax{u; (x(£, b(t),p(b | b(2)))) [ b(t) € B(t)} y ez La(p, B()) -
Li(u, B(+)) tal que a(b) = {b € L1 (s, B(*)) | b(t) € a(b) para casi todo ¢t € T.

Lema 3.3. La correspondencia o es semicontinua superiormente y tal que para
todo b € Li(u, B(+)) el conjunto a(b) es convexo y no vacio.

Con los dos lemas anteriores y aplicando el teorema de punto fijo de Kakutani
a la correspondencia a se obtiene de manera directa que el equilibrio Cournot-
Nash existe O
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3.2.3. Modelo Cournot-Walras

Dejando a un lado la generalizacién del modelo de Shapley pasemos ahora
al planteamiento de otro modelo de intercambio con pequenos y grandes con-
sumidores.

En este modelo suponemos desde el principio que los consumidores poseen
un comportamiento diferente dependiendo si son grandes o pequenos.

A los pequenos consumidores les asignaremos un comportamiento competi-
tivo a través de la funcion de demanda °x(-, p) : Ty — Rﬁ_ tal que

Ox(ta p) = Ap(t) NTp(¢)

para todo t € Tj.
Pasemos ahora al comportamiento de los grandes consumidores. Sea e €
R! x R! una matriz de la forma

€11 - €n

€ €l

Definimos 223.1 conjunto entratégico del consumidor ¢ con la correspondencia
E:T; — P(R") tal que

l
B(t)=qeeR e 20,0, =1,.,1; Y ey <wi(t),i=1,..,1
j=1

para todo ¢t € T7. Una seleccion estratégica es un funcién integrable e : T3 —
R! x R! para todo t € T} y e(t) € E(t). Donde para cada t € Ty la entrada
e;;(t) con 4,5 = 1, ..., [ representa la cantidad del bien ¢ que el comerciante ¢
ofrece a cambio del bien j. Sea F el conjunto de todas las selecciones estratégicas
o perfil estratégico. Denotaremos ahora como m(e) a la correspondencia que
asocia para todo e € E al vector de precios tal que

l l
[ ot mdn s e = [ wdn+ 3 [ entan a
To i=1 pj To i=1 /711

paraj =1, .., [
Supuesto 4. Para cada e € E, (e) # 0 y w(e) C R, |

Definimos como una seleccion de precio a la funcién p(e) que relaciona con
cadae € E aun vector de precios p € 7(e) y tal que p(e’) = p(e”) si le e (t)du =
Jr, € ()dp.

Para cada seleccion estratégica e € E denotaremos a las dotaciones finales
del sector atémico como una funcién 'z (-, e(t), p(e)) : Tt — R, tal que

l l
Lt e(t), p(e)) = wi(t) — S eis(6) + 3 ess(8) pfie) (3.5)
i=1 i=1 J

pjile)
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paraj=1, ... [.

Dada una seleccion estratégica e € E, tomando en cuenta la estructura del
espacio de medida de los comerciantes, el supuesto 4 y la ecuacion (3.4) es
directo mostrar que la funciéon

) Y2(t, p(e) parate Ty
€T =
lz(t, p(e) parateTy

es una asignacion.
Con base en lo descrito anteriormente nos es posible definir al equilibrio
Cournot-Walras de la siguiente manera.

Definicion 3.4. Dados una seleccion estratégica € y una asignacion T tales que

0
x(t, p(e ara t € 1
J?(t) _ . ( ap( ) p 0
x(t, ple) parateTy
Decimos que el par (€, &) describe el equilibrio Cournot- Walras de una economia
de intercambio puro con respecto a la seleccidn de precios p(e) si

ur('a(t, &(t), p(€)) = we('a(t, e(t), p(e | e(t))))

para toda t € Ty y para toda e(t) € E(t). 3

El modelo descrito arriba puede ser visto como una redefinicién a la Cournot-
Walras del juego no cooperativo de un mercado de intercambio puro propuesto
originalmente por Shapley y el cual ya estudiamos en la al inicio de este capitulo.

No6temos que en este modelo los pequenos consumidores se comportan de
manera competitiva al obtener sus demandas Walrasianas, mientras los grandes
consumidores se comportan de manera estratégica maximizando su utilidad re-
specto a los precios, los cuales se ven afectados directamente sus decisiones.
Este razonamiento nos hace intuir que pasaria en el caso de tener un continuo
de grandes consumidores. Concretamente supongamos que el conjunto de con-
sumidores T' = Ty UT} es denotado por el espacio de medida completa (T, 7, p)
donde Ty = [0, 1] y T3 = [2, 3], T es la coleccion de todos los subconjuntos
p-medibles de Ty p es la medida de Lebesgue. Mostremos que en este contexto
el conjunto de equilibrios Cournot-Walras coincide con el conjunto de equilibrios
Walrasianos.

Proposicion 3.8. Dada una economia de intercambio puro con un conjunto de
consumidores como el que se acaba de mencionar. Tenemos que

i) Dados un perfil estratégico y una asignacion final (&, T) tales que
constituyan un equilibrio Cournot-Walras respecto a la seleccion de
precios p(€*) , entonces existe un vector p tal que el par (p, T) con-
stituye un equilibrio Walrasiano.

3Donde e | e(t) es la seleccion estratégica obtenida al reemplazar e(t) en e con e(t) € E(t).
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ii) Dados un vector de precios y una asignacion final (p*, £*) tales que
constituyan un equilibrio Walrasiano, entonces existe una perfil es-
tratégico &* tal que el par (€%, *) constituye un equilibrio Cournot-
Walras respecto a la seleccion de precios p(&*).

Desprendidendo el siguiente corolario de la proposicién anterior, aseguramos
la existencia del equilibrio Cournot-Walras para economias de intercambio puro
con un continuo de consumidores.

Corolario 3.1. El equilibrio Cournot-Walras eziste.

Observemos que la equivalencia entre el equilibrio Cournt-Walras y el Wal-
rasiano Unicamente se da cuando los grandes consumidores pierden su poder
de mercado al convertirse en un conjunto no atémico. Para el caso en que los
grandes consumidores son modelados por un conjunto atémico la equivalencia se
pierde y ellos recuperan su poder de mercado, tal como se muestra en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 3.2. Sea una economia de intercambio puro conl = 2, Ty = [0, 1],
Ty = {2, 3} donde

» Para Ty = [0, 3], w(t) = (1, 0) y ue(z) = Inzy + Inxy
» Para To = [, 1], w(t) = (0,1) yw(z) =lnzy +Inzy y

» Para Ty = {2, 3}, w(t) = (1, 0) y ue(z) =lnz + Inxe

Calculemos primero el equilibrio Walrasiano de esta economia

» Para Ty = [0, 3]
Problema del consumidor: max,>olnzy +Inzs s.a. p1z1 + poze < p1
= las demandas Walrasianas son z; = % y To = 2‘”712
» Para Ty = [3, 1]
Problema del consumidor: méx;>¢Inz; +Inzg s.a. p1z1 + paze < p2
1

= las demandas Walrasianas son z; = 21% y x2 =3

» Para Th ={2, 3}
Problema del consumidor: méx,>oInz; +1Inxs s.a. p1z1 + p2x2 < p1

= las demandas Walrasianas son x; = % y 2o = 2%2
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33

Para equilibrar el mercado la oferta debe ser igual a la demanda, en este caso,

para el bien 1

1
e | ! 1
/ —du—i—/ p—zd;H— —dp
0o 2 1 2p T 2
S.p2
4 4Ap
3 1q
/ p—ldu—i—/ —du—i—/ p—ldu
0 2p2 1 2 T, 2p2
L
4 dps
Loas(2) = 03(3) = &, 10 = 4,
x3(t) = 15 parat € [3, 1].

/ wl(t)d,u—i—/ wy(t)dy =
T, Th
5 _
2
y para el bien 2
/ wg(t)du+/ wo(t)dp =
o Tl
1 —_—
5 =
por lo tanto p* = %, z}(2) = z(3) =
w3(t) = 35 para t € [0, 5] y 25 (t) = 3,

Calculemos ahora el equilibrio Cournot-Walras. Buscamos los vectores de
precios tales que dado un perfil estratégico e satisfaga (3.4). Para j = 1 tenemos

7

l
p
/T Cei(t, p)p+ Y eﬂ(t)du};
0 =1

D2

1
4 4Ap

y para j = 2

1
O2o(t, p)dp + €; td,u&
], caatt. > caltdny

1 m p1 p1

— < - 2 il 3 il

5 + 13 +€12( )pg +€12( )pz
entonces

D1

P2 L+ de2(2) + dera(3)

a partir de esto obtenemos las asignaciones finales de los grandes consumidores

'21(2, (2), p(e))
'22(2, €(2), ple))
t21(3, e(2), p(e))
t2a(3, e(2), p(e))

1—e12(2)

e12(2)
1+ 4e12(2) + 4e12(3)
1-— 812(3)

612(3)

1+ 4612(2) + 4612(3)
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y su problema de maximizacién

max In(1—ey3(2)) +1In ( e12(2) )

e12(2)>0 1+ 4812(2) + 4812(3)
, e12(3)
In(1— 3 |
o (1 —en(3) +1n (1 Fdern(2) + 4e12(3))

de donde tenemos que el tnico equilibrio Cournot-Walras simétrico es €12(2) =€12(3) =

entonces 71(2) = @1(3) = UB, 5(2) = 2(3) = 2L 51(1) = 4,

Fa(t) = 1o para todo t € [0, ] y #1(t) = H2/3, 3y(t) = 1 para to-
do t € [3, 1]. Por lo tanto en este caso existe un equilibrio Walrasiano que no
corresponde a ningun equilibrio Cournot-Walras.

La pregunta ahora es si los tltimos dos modelos desarrollado, a parte de
pertenecer a la linea de investigacién de Shapley y Shubik para economias de
intercambio puro, guardan algin otro tipo de relacién, para responder a esta y
otras preguntas en el siguiente capitulo haremos una comparacion de los modelos



Capitulo 4

Relacion entre los equilibrios
Cournot-Walras y Cournot

-Nash

De primera vista podria parecer que los modelos generalizados de Shapley
y la redefinicién al estilo Courno-Walras acabados de estudiar solo mantienen
caracteristicas pertenecientes a su planteamiento, como el hecho llevarse a cabo
los dos dentro de una economia de propiedad privada o la manera en que el con-
junto de consumidores esta constituido, pero haciendo un andlisis mas detallado
de estos dos modelos podemos obtener mucha més informaciéon de lo que uno
originalmente esperaria.

4.1. Comparaciéon de los modelos

Recordemos que en la version generalizada del modelo de Shapley todos
los consumidores se comportan de manera estratégica, pero dado que las deci-
siones de los pequefios consumidores no tienen influencia sobre los precios de-
mostramos que su comportamiento se tornaba competitivo, mientras los grandes
consumidores se seguian comportando estratégicamente. Por otro lado, en nues-
tra version a la Cournot-Walras del modelo de Shapley supusimos que los pe-
quenos consumidores mostraban un comportamiento competitivo, mientras que
los grandes se comportaban de manera estratégica. Por lo tanto parece razon-
able pensar que el conjunto de las asignaciones correspondientes al equilibrio de
la versién generalizada del modelo de Shapley coincide con el conjunto de las
asignaciones del equilibrio Cournot-Walras. Vedmos con un ejemplo si esto es
cierto.

Ejemplo 4.1. Sea una economia de intercambio puro con |l = 2, Ty = [0, 1],
Ty = {2, 3} donde

» Para Ty = [0, 3], w(t) = (1, 0) y ue(z) = Inzy +Inay

35
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» Para Tp = [, 1], w(t) = (0, 1) y ue(z) =1 +Inaz y
» Para Ty = {2, 3}, w(t) = (1, 0) y ue(z) =lnz + Inxe

Calculemos primero el equilibrio Cournot-Walras de esta economia. Sean los
problemas de los consumidores del sector no atémico
» Para Ty = [0, 3]
mé,XmZO Inz; + Inzs s.a. przy + poxs < py
= las demandas Walrasianas son z; = % y To = 2‘”—1
P2
» Para Ty = [3, 1]
mMéx,>0 1 + Inxs s.a. pr1zy + paza < p2
=las demandas Walrasianas son z1 = f)—f —lyazy= f)—;
Ahora buscamos los vectores de precios tales que dado un perfil estratégico e
satisfacen la ecuacion (3.4). Para j = 1 tenemos

i

1 !
/ Oy (t, p)du + Zeil(t)dup—l = / wy (t)dp + Z/ e1;(t)dp
To p To =1 YT

i=1

[t

P2 1
2 =z 2 3
4+4p1 5 +e12(2) + e12(3)

y para j = 2

! i
/ Oza(t, p)dp+ > e (t)du%
T D

I
S
S
[V
=

Q
=
+

ng
—

=

QL
=

i=1 i=17T
P1 P1 P1 P1 1
— 4+ — +ep2)—+en@d)— = =
4dpy  2po 12 )p2 12( )pz 2
entonces
D1 2
m(e) = — =

N P2 3 + 4eqo (2) + 4eqo (3)
a partir de esto obtenemos las asignaciones finales de los grandes consumidores
Y21(2,e(2), ple)) = 1—e2(2)
(2), pfe)) 2o12(2)
3+ 4612(2) + 4612(3)
1‘7:1( ) 6(2), p(e)) = 1- 612(3)
(2), p(e))

2612 (3)
3+ 4de12(2) + 4e12(3)
y planteamos su problema de maximizacién

, 2612(2)
In(1 - ea(2)) +1
o (I (1= e12(2)) 4+ In (3 Y dea(2) + de12(3)

, 2612(3)
In(1 - e1(3)) +1
ot (I (1= e12(3)) +In (3 ¥ do1a(2) + dora(3)
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de donde tenemos que el tnico equilibrio Cournot-Walras simétrico es €12(2) =€12(3) = ’1%2\/?
generando las asignaciones finales #1(2) = #1(3) = %ﬁ, Z2(2) = 22(3) =
ﬁ%: I1(t) = 3, T2(t) = ﬁ para todo ¢t € [0, 1] y @1(t) = %,

To(t) = ﬁ para todo t € [$, 1].

Y por el ejemplo (3.1) sabemos que el tnico equilibrio del modelo general-
izado de Shapley simétrico para esta economia es el perfil estratégico bi2(2) =
b12(3) = L8 5(t) = L paratodo t € Ty = [0, 4], bo (t) = 32 generan-

12 1142v13
do las asignaciones finales 2;(2) = & (3) = LY 39(2) = #5(3) = 2;#\/\}_%,
#1(t) = 5, #2(t) = g para todo ¢ € [0, 3] y @1(t) = H23, Go(t) =

ﬁ para todo t € [%, 1]

Por lo tanto la equivalencia entre los conceptos del equilibrio del modelo
generalizado de Shapley y el equilibrio Cournot-Walras dentro de este contexto
no se da, es decir, existe una asignacion del equilibrio del modelo generalizado de
Shapley que no corresponde a ninguna asignacién del equilibrio Cournot-Walras.

Para explicarnos esta diferencia observemos primeramente que en el modelo
generalizado de Shapley, las asignaciones finales de todos los consumidores es
una funcion z(¢, b(t), p(b)) que depende de sus preferencias, dotacion inicial
y las decisiones conjuntas de todos los consumidores, haciendo que el mode-
lo se desarrolle en una sola etapa. Por otro lado en el equilibrio del modelo
Cournot-Walras las asignaciones finales de los grandes consumidores es una
funcion 'z (t, e(t), p(e)) que depende de sus preferencias, dotacion inicial y deci-
siones e de ese sector, mientras que, las asignaciones finales de los pequenos con-
sumidores es una funcién °z(t, p(e)) que depende de sus preferencias, dotacién
inicial y decisiones e de los grandes consumidores, a partir de esto podemos
decir que el modelo Cournot-Walras posee intrinsecamente una naturaleza de
dos etapas.

Con el fin de evitar esta disimilitud presentamos una reformulacion del mode-
lo generalizado de Shapley como un juego de dos etapas, en donde, en la primera
etapa los grandes consumidores toman sus decisiones y en la segunda etapa, jus-
to después de haber observado las decisiones de los grandes consumidores, los
pequenos consumidores actuan.

Esta reformulacién es la razén de ser de este trabajo, ya que, a partir de ella
enunciaremos el teorema cuya demostracion es el objetivo final de esta tesis.
El teorema afirma que el conjunto de las asignaciones del equlibrio Cournot-
Walras coincide con un conjunto especifico de las asignaciones de equilibrio
perfecto de un subjuego derivado de la reformulaciéon de dos etapas mencionada,
denominando a estas dltimas como asignaciones de un equilibrio perfecto en
subjuegos de pseudo-Markov.
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4.2. Modelo generalizado de Shapley de dos eta-
pas

Siendo asi, tenemos que el juego se desarrolla en las etapas 0 y 1. Analizemos
las acciones de los consumidores. Sea la matriz a € R! x R! tal que

(235 B S ¥

apip ap

Sean las correspondencias de acciones A* en la etapa k del juego, para k = 0, 1,
definidas en T' y tales que A°(¢) es la accion “no hacer nada”, para todo t € Tp,

y
l

A'(t)=SaeR xR [a; >0,4,j=1,...,1y Y ay <wi(t),i=1,..,]1
j=1

paratodot €T} y

l

Alt)=SaeR xR [ai; >0, 4,5 =1,...,0y Y ay <w(t),i=1,..1
j=1

para todo t € Ty, y Al(t) es la accién “no hacer nada”, para todo t € T7.

Una seleccién de accién en la etapa 0 es una funcion a’ definida en T, tal
que a’(t) € A%(t), para todo t € T , y donde 'a® es integrable; igualmente
una seleccién de accién en la etapa 1 es una funcién a' definida en T, tal que
al(t) € Al(t), para todo t € T, y donde al es integrable.

Paracadat € Ty yt €Ty, 'ad;(t) i, j =1,...1y "a'(t) i, j = 1, ..., respecti-
vamente, representan la cantidad del bien i que el consumidor ¢ ofrece a cambio
del bien j. Sean S° y S los perfiles estratégicos de la etapa 0 y 1 respectiva-
mente y H® y H' el conjunto de historias de las etapas 0 y 1 respectivamente,
donde H =0y H' = 8%y H2 = S x S!, donde H? es el conjunto de todas
las historias finales.

Dada una historia final h? = (a°, a!), definimos a la matriz agregada a =

(ig) = (i, "k, (Ot + [y "% (6)dp).

Definicién 4.1. Dada la historia final h?> = (a°, al), decimos que el vector de
precios p € RﬂrJr iguala el precio de la oferta con el de la demanda si

l l
> play =p (Z aﬂ) (4.1)
i=1

i=1

para j =1,...,1.
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Por la proposiciéon (3.6) afirmamos que existe un Gnico vector de precios p,
salvo multiplos escalares de este, que satisface (4.1) si y solo si a es una matriz
irreducible. Denotemos por p(h?) a la funcion que asocia con cada historia final
h? = (a% al) tal que a es irreducible, al tinico vector de precios p, salvo miltiplos
escalares, que hace que el precio de la oferta sea igual al precio de la demanda.

Consideremos ahora, dada una historia final h? = (a°, al) y el vector tnico,
salvo multiplos escalares, de precios p, al reparto

! p'(h?)
w;(t) — a t) + Yal (t ara t € T;
Xj(t, hQ(t), p(hQ)) _ j( ) Z; 1 ( ) Zz 1 ( ) pI EE;; 1% 0
Wi (t) - Zz 1 a (t) + Zz 1 a (t) i 7 (h2) para te Tl
para j = 1,...,1. Es facil ver que la reparticion mencionada constituye una
asignacion.

Finalmente, dada una historia final h? = (a®, a') la dotaci6n final del com-

erciante t puede ser vista como

LS (t, h2(t), p(h?))  si p es tnico y limpia el mercado
! W en otro caso

paratodateT,j=1,.., L
Para el planteamiento extensivo del juego definimos ahora al perfil estratégi-
co s como la secuencian de funciones {s°, s'}, donde s° est4 definida en 7' x H°
y es tal que s°(¢, h%) € A°(¢) para toda t € T, y s°(-, h?) € S9; s! esta definida
en T x H' y es tal que, dada h! € H!, s'(t, h') € Al(¢), para toda t € T,
st(-, ht) e St
Paracadat € T, denotemos por s(t, -) a la secuencia de funciones {s°(¢, -), s*(¢, -)},
donde s°(t, -) : HO — A°(t) y si(t, -) : H! — Al(t). Sea

8 | S(tv ) = {SO | So(tv ')7 st | Sl(tv )}
1

el perfil estratégico obtenido al reemplazar s°(t, -) en s y s!(¢, ) en s!, re-
spectivamente, con las funciones s°(¢, -) y s'(¢, -) . Dado un pefil estratégico s,
denotaremos por s y Os! a las funciones definidas, respectivamente, en 7} y
To, v tales que 's%(t) =t a%(t) = s9(t, ho), para todo t € Ty, y %s'(t) =0 al(t) =
st(t, hl), para todo t € Ty, con ht =s%(-, h ) Ademés, dado un perﬁl estratégi—
co s, definimos a la matriz agregada s = (8;;) fT si;(t)dp + le o (t)dp).

Definicién 4.2. Dado un perfil estratégico s tal que la matriz S es irreducible,
denotamos por p(s) a la funcion que nos asocia con cada s al inico vector de
precios, salvo ecalares, que hace que el precio de la oferta sea igual al precio de
la demanda, es decir, que satisface

Zp 8ij =p’ <Z 531) (4.2)

para j =1,...,1.
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Consideremos ahora, dados un pefil estratégico s y el vector dnico, salvo
multiplos escalares, de precios p, que satisface (4.2 al reparto

wj(t) = Ym0 (t) + iy sl (8) B
w;(t) — Yoty 1% () + iy s <t>

para j =1,....,01. Y, como es de esperarse, las dotaciones del consumidor ¢ dado
el perfil estratégico s quedan como

parat € 1Ty

"S'@

Xj(ta S(t)a p(S)) = {

) parat €T}

I

o - x;(t, s(t), p(s)) sip es unico y limpia el mercado
’ W en otro caso

paratodate T, j=1,.., 1

Consideremos ahora el subjuego obtenido en la etapa 1 del juego menciona-
do arriba. Dada la historia h! € H! y el perfil de estratégico s, la seleccion
estratégica s[h'] es una funcion definida en T y tal que, para cada h! € H!,
s[hl(t)] = sl(t, hl), para todo t € T. Por otro lado dada la historia h! € H?
y el perﬁl estratégico s, definimos a la matriz agregada s[h'] = (5;;[h']) =
(J7, %si ()0 ]dp + [, 1h1 (t)dp).

Entonces nuevamente tenemos.

Definicién 4.3. Dada la historia h' € H' y el perfil estratégico s tal que la
matriz S[h!] es irreducible, denotamos por p(s|hl]) a la funcion que nos asocia
con cada s al Wnico vector de precios, salvo ecalares, que hace que el precio de
la oferta sea igual al precio de la demanda, es decir, que satisface

1 1
> piihi) = <Z(§ij[hl])> (4.3)
i=1 =1

para j =1,...,1.

Obteniendo, dados h' € H' y el vector tnico, salvo multiplos escalares, tal
que s es irreducible, las dotaciones finales

wi(t) = Yl s[ (0] + 3 15[ L) 2l para e Ty
x;(t, s[hl(t)], p(s[h'])) = = = p; (s[h])
s sBE@L PEID = S gy ”()pgﬁ;]]; para t € Ty

para j = 1,...,0. Y, finalmente, las dotaciones finales del consumidor ¢ quedan
como

x;(t, s[h'(t)], p(s[h']))  si pes tnico y limpia el mercado
X; =
! W en otro caso

paratodateT,j=1,.., 1

Con la notacién especificada hasta este punto podemos pasar a definir el
concepto del equilibrio perfecto de un subjuego para el juego de dos etapas
descrito arriba.
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Definicién 4.4. Un perfil estratégico $ tal que la matriz $[h'] es irreducible para
cada h' € H' es un equilibrio de subjuego perfecto si para todo t € T,

Ut(X(t, é(t)v p(é))) > ut(X(t7 S(t7 ')7 p(é | S(t7 )))7

para todas las posibles funciones de secuencias de funciones s(t, -), y, para cada
h' € H?,

ue(x(t, 8[0' (1), p(S[L']))) = we(x(t, s()[L'], pB[L'] | s(t)[0']))),
para todo t € T y para todo s(t) | ht € Al(t).

En este punto de nuestra construcciéon tendremos que lidiar con el siguiente
problema. En el modelo Cournot-Walras, todas las diferentes estrategias del
sector atémico que agrega una misma oferta nos genera los mismos precios. Por
otro lado, en el equilibrio perfecto del subjuego de dos etapas del modelo de
Shapley, nada nos asegura que el sector no atémico reaccione de manera seme-
jante ante las diferentes historias que conducen a una misma oferta agregada,
generando asi los mismo precios, a pesar de que las ofertas del sector atémico
afecta a los pagos s6lo en el agregado. Con el fin de evitar este comportamiento
tan poco razonable, haremos uso del concepto de teoria de juegos denominado
equilibrio perfecto en subjuegos; esta herramienta en nuestro caso se caracteriza
por el hecho de que, en la segunda etapa del juego, los pequenos comerciantes
utilizan cierto tipo de estrategias invariantes con respecto a las diferentes ofertas
de los grandes comerciantes que conducen a las mismas cantidades ofertadas.

Para este proposito denotaremos por H*(-) a la particiéon de H! tal que,
para cada hY € H',

Hl*(hll) — {hll/ c Hl | hl"(t)d,u :/ hll(t)d,u}
T T
Para nuestro problema H'* es una particién del conjunto de las historias de
la etapa 1 suficiente, aunque seguramente no seria una particion lo suficiente-
mente fina para definir un equilibrio perfecto de Markov. Por esta razon de-
nominaremos a nuestro equilibrio como equilibrio perfecto de pseudo-Markov.
Formalmente tenemos lo siguiente.

Definicion 4.5. Decimos que un equilibrio perfecto de un subjuego S consti-
tuye un equilibrio perfecto de pseudo-Markov si, para todo t € T, §'(t, hl') =
si(t, h'") siempre que h'" € H*(h').

4.3. Equilibrio Cournot-Walras como un equilib-
rio perfecto en subjuegos
Finalmente para la demostracién de nuestro teorema de equivalencia agre-

garemos un ultimo supuesto acerca de las dotaciones y preferencias de los pe-
quenos consumidores. Denotaremos por L al conjunto de bienes {1, ..., [} y por
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R’ ;o C RY al conjunto de vectores en R} cuya j-ésima componente es estric-
tamente positiva. Para cada i € L, consideraremos al al conjunto 7; = {t € Ty |
w;(t) > 0}. Claramente, por el supuesto 1, u(7;) > 0. Diremos que los bienes
i, j € L mantienen una relaciéon C' si existe un subconjunto medible TJ( C 1;,
con u(T}) > 0, tal que, para todo t € T, {z € R, | u(z) = w(y)} C R o
para todo y € RﬂrJr.

Definicién 4.6. Decimos que el espacio de bienes L es neto si {(i, j) : iCj} £ 0
y para cualquier par de vértices diferentes, i y j, de la grifica dirigida Dy, (L, C),
existe una arista que los une.

Supuesto 5. El conjunto de bienes L es neto.

Con todo lo anterior nos encontramos listos para enunciar nuestro teorema
de equivalencia.

Teorema 4.1. Dada una economia de intercambio que satisface los supuestos
1, 2, 3, 4 y 5, entonces

i) Si el par (&, X) es un equilibrio Cournot-Walras respecto a la se-
leccion de precios p(e) constituye un equilibrio Cournot-Walras, en-
tonces existe un equilibrio perfecto de pseudo-Markov s tal que x(t, p(e)) =
x(t, 8(t), p(8)) para todo t € T.

ii) Si S es un equilibrio perfecto de pseudo-Markov, entonces existen
un perfil estratégico & y una seleccion de precio p(e) tal que el par
(8, %), donde %(t) = x(t, §(t), p(8)) =° x(t, p(e)) para todo t € T,
y x(t) = x(t, 8(t), p(8)) ="' x(¢, &(t), p(e)) para todo t € T, es un
equilibrio Cournot-Walras con respecto a la seleccion de precio p(e).

Demostracion. i) Sea (€, X) un equilibrio Cournot-Walras con respecto a la se-
leccién de precios p(e). Denotemos por p(h') a la funcién obtenida al reemplazar,
en la seleccion de precio p(e), a cada perfil estratégico e con la historia h! tal
que hl(t) = e(t) para todo t € T.

Consideremos ahora la historia h!. Como h! € H!, entonces, dado que
p(h!) > 0 por hipétesis y el supuesto 2 tenemos que

p(h")’x(t, p(h')) = p(b")w(t)
para todo t € Tp. Por el lema (3.1) sabemos que para todo t € Ty existe M (t) > 0

con 22:1 N (t) =1 para j =1, ..., [ tal que

S () (1)

OXJ (ta p(hl)) = >‘j (t) pj (hl)
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Definimos ahora a la funcién X : Ty — Rﬂr tal que

N (t) = N(t)

parat € Ty y j = 1,...,l. Denotemos por §[h!] a la funcién definida en T tal
que 3(t)[h!] € ()paratodotETy

%" =wi(ON (@), 4, j,=1, ..., 1

para todo ¢ € Tp. Es claro que la funcién S[hl] es integrable

Mostremos ahora que la matriz 8[h'] = (5;[h']) = ([, s};[h']du+ [, 'hizdp)
es irreducible.

Sean i, j dos bienes que mantienen la relacién C. Sea ¢t € T. Por hipotesis
p(h!) > 0, de aqui que p(h!) - w(t) > 0. Con esto y el supuesto 2 tenemos que
9%(t, p(h')) > 0 y dado que los bienes i y j mantienen la relacion C, entonces
%, (t, p(h1)) > 0.

Consideremos ahora a la matriz 5" [h'] = (5/;[h']) con

(5] = {fT; wi®N @)dp 51 iC;

0 en otro caso

Si iCj entonces 5/;[h'] > 0 dado que w;(t) >0y )\j(t) > (0 para todo t € T.
Entonces dado que §;;[h'] > §f;[h'] para i, j = 1, ..., | tenemos que la matriz
§[h'] es irreducible. Con lo anterlor el supuesto 5 y el argumento usado en la
parte (ii) de la demostracion de la proposicion (3.7) tenemos que la matriz 5¥[h!]
es irreducible.
Por lo anterior tenemos que las asignaciones finales de los pequenos consum-
idores quedan determinadas por

l l
1 . 1 Pi(hl)
(t p(h ; ;SU (t)[h ]pj(hl

~

paratodot € Ty y j = 1, ..., . Por otro lado, como la funcién p(h') satisface la
ecuacion (3.4) tenemos

o sl S [ sonia 3 i -

_ /T w; (t)dp + Z/T L, (t)dp

para j = 1,...,[. Esto implica que

l
sz )5i; [0'] = p; (") <Z§ji[h1]>
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para j = 1,...,1. Y por la ecuacion (4.1) tenemos que
p(h') = p(3[h'])
De lo anterior se tiene de manera directa que

Oz;(t, p(h')) para t € Ty
Yz;(t, b (t), p(h') parateT)

;(t, 8(t)[h'], pBh']) = {

Ahora tnicamente nos resta mostrar que ningin jugador ¢t € T en la etapa
1 del juego obtiene ventaja al desviarse de de §(¢)[h'].

Dado que los grandes consumidores por definicion en la segunda etapa juegan
con la accién “no hacer nada”, basta mostrar lo anterior para los pequenos
consumidores. Sea t € Ty y una accién s(t)[h!] € A(¢) tal que

ug((t, s(t)[h'], pBh'] | s(O)hM)) > w(x(t, 8(6)[h'], p(s[h'])))
Por la definicion (4.1) tenemos que
p(h'] [ s(t)[h'] = p(S[h]
Por lo tanto la ultima desigualdad implica que

ug(x(t, s(t)[0'], p(h"))) > us(Cx(t, p(h*)))

Como
p(hh)z(t, s(t)[h'], p(h') = p(h*)w(t)
entonces
Ca(t, p(h')) & Apqun(t) N Ty
contadiccion!

Sean h' una historia del juego tal que h'(t) = &(t) para todo ¢ € 77 y § un
perfil estratégico tal que §°(¢,h°%)] = h'(¢) y §'(¢,h') = §(¢)[h!] para todo t € T
y h! € H!. Entonces p(¢) = p(3) y

Oxj (tvp(é)) parat € To
Yo;(t,8(t),p(e)) parateTy

;(t, 5(t), p(8)) = {
paraj=1,...,1[.
Por otro lado dado que p(h') es una seleccién de precio, entonces p(hl’) =
p(h'") para cualquier h'” € H' (h"). Esto implica que para todo t € T

Sl(t, hl/) _ Sl(t,hlﬁ)
para cualquier h'” € H' (h').

Finalmente nos falta mostrar que en la primera etapa ningin jugador oob-
tiene ventaja al desviarse de S.
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Para los pequenos consumidores tenemos que
p(3 | s(t,-)) = p(M'] | s(t,h")[0"]

por lo tanto, de la discusién anterior tenemos que ningtn ¢t € Tj obtiene ventaja
al desviarse de s.

Para los grandes consumidores, supongamos que existe un consumidor ¢t € T}
con su secuencia de funciones s(t, ) tales que

u(x(t,8 | s(t,-),p(8 | s(t,-)))) > ue(x(t,5(t), p(5))) (4.4)

Sean h' | A(t) la historia obtenida al remplazar h'(t) en h' con h(t) =
s9(t,h0) y & | e(t) la seleccion estratégica obtenida al remplazar &(t) en & con
e(t) = s°(t,h0).

Como p(é | e(t)) = p(s[h'] | h(t)) = p( | s(t,-)), entonces la desigualdad
(4.4) implica

w(ta(te(t),p@ | e(t))) = ulz(t,s(t, ), pB|s(t,)))) >
>ut(x(t,§(t),p(§))) = ut(lx(taé(t)vp(é)))

contradiccion!
ii) Sea Sun equilibrio perfecto en subjuegos, consideremos la historia h! € H?.
Para los pequenos consumidores tenemos que

p(8[h']a(t,5[0'], p(s[h'])) = p(8[h'])w(t)
Mostremos ahora que para todo t € Ty
a(t, 30 (1)), p(3[0'])) =° (t, p(3[0']))

Supongamos que existe un consumidor t € Ty tal que la igualdad no se
cumple. Por el supuesto 2 tenemos que existe una canasta

2 e {e e R, | pBh')e = (3w ()}

tal que

uy(2) > uy(x(t, 3[" (1)), p(3[h']))
Entonces por el lema (3.1) sabemos que existe M) > 0, para j = 1,...,l, con
22‘:1 M =11y tal que

S pi (31w (t)
p; (3[11])

paraj =1,...,1. Sea s;;(t) = w;(t)\ parai,j=1,...,1. Conestoy la definicién
(4.1) tenemos que

o\
z; =\

(M) = pEh'] | s#)h'])
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para j =1,...,1[, se sigue de aqui que

zj = j(t,s(t), p(3[h'] | s(t)[0']))

para j = 1,...,[. Pero esto implica que
ug((t, 5(t), p(M'] | s(t)[0']))) = ue(2) > we((t, 80 (2)], p(8[h']))
contradiccion!

Como la funcién x(-,h'(-), p(§[h'])) es una asignaciéon tenemos que

1 !
0 Al 1 pi(8[h']) _/ ) 1
AO x] (t’p(s[h ]))du + ; Al h?,_] (t)deJ (é[hl]) T w] (t)d/l + ; hji(t)dﬂ“
(4.5)

Sea ahora p(e) la funcién que asocia con cada e el vector de precios p(s[h']),
donde h'! es tal que h'(t) = e(t) para todo t € Tj.

Como la seleccion estratégica § constituye un equilibrio perfecto en subjue-
gos con la particion determinada por H' , sabemos que p(A[hl’] = p(A[hl”] si
S, BV () dp = [, bV (t)dp, entonces p(e’) = p(e”) si [, € (t)du = [;, € (t)dpu.
Remplazando en la ecuacién (4.5) la historia h' con la seleccién estrateglca e tal
que e(t) = h'(t) para todo ¢ € T} y la funcién de precios p(§[h']) con la funcion
de precios p(e) nos queda

/ St ple du+2/ eij(t :/Towj(t)dujLieﬁ(t)du

de donde se tiene de manera directa que la funciéon p(e) satisface la ecuacion
(3.4). Por lo tanto la funcion p(e) es una seleccion de precio.
Siguiendo el mismo argumento tenemos que para toda historia h! € H*

Ox(t, p(8) para t € Tj
La(t,é(t),p(é)) parateTy

donde & es la seleccion estratégica tal que é(t) = hl(t) para todo t € T;.

Con lo cual Gnicamente nos resta mostrar que ningtn consumidor ¢t € T}
obtiene ventaja al desviarse de la seleccidon estratégica é. Supongamos que existe
un consumidor ¢t € T} y una seleccion estratégica e(t) € E(¢) tales que

ur('a(t e(t), p(e | e(t)))) > ue('a(t, &(t), p(€))) (4.6)

Sean h' | h(t) la historia obtenida la remplazar h'(¢) en h! con h( )=e(t)y
§ | s(t) el perfil estratégico obtenido al remplazar §°(¢,-) en §° con s°(t) = h(t).
Como p(3 | s(t)) = p(8[h'] | h(t) = p(é | e(t)), entonces la desigualdad (4.6)

implica que

T(t) = x(t,5(t), p(8)) = {

ur(Pa(t,s(t),p(3 | 5(t)))) = ue("a(
> ue(Ma(t, &(1), p(e))) = ue("a(t, 3

contradiccion! O



Apéndice A
Bases matematicas

En este apéndice se enuncian varios de los conceptos matemaéticos utilizados
a lo largo del trabajo.

Teoria de la medida

Con el fin de desarrollar las bases mateméticas necesarias para la construc-
cion del espacio de consumidores del capitulo 3 a continuacién mostramos algu-
nas definiciones.

Definiciéon A.1. Espacios métricos Sea una familia no vacia de subconjutos
del conjunto . Decimos que es un dlgebra de conjuntos si es cerrada bajo com-
plementos y uniones finitas. Esto es dados entonces Una -dlgebra es un dlgebra
que también es cerrada bajo uniones contables. Es decir, si entonces

Definiciéon A.2. Espacios métricos Sea una familia no vacia de subconjutos
del conjunto . Decimos que es un dlgebra de conjuntos si es cerrada bajo com-
plementos y uniones finitas. Esto es dados entonces Una -dlgebra es un dlgebra
que también es cerrada bajo uniones contables. Es decir, si entonces

Definicién A.3. Dado un espacio de medida (X, 3, p), decimos que un conjun-
to medible A constituye un dtomo si p*(A) > 0 y para todo B C A, p*(B) =0
o w*(A\ B) = 0. Por otro lado, si el espacio (X, ¥, ) no contiene dtomos dec-
1mos que es un espacio no atomico. Finalmente si existe un conjunto contable
A tal que para cada a € A el conjunto de un solo elemento {a} es medible con
p*(a) > 0y p*(X \ A) = 0 decimos que el espacio de medida es puramente
atomico.

67
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Matrices no negativas

Recordemos que una matriz A de dimensiones m X n es una matriz cuadrada
sim =n.

Por otro lado si las entradas a;; > 0O parai=1,...,my j = 1,...n entonces
estamos hablando de una matriz no negativa. Una vez revisados estos conceptos
podemos pasar a nuestra siguiente definicion.

Definicion A.4. Decimos que una matriz cuadrada no negativa A es irreducible
si para cada par i, j, con i # j, existe k € Z4+ denominado k = k(i, j) tal que
afj > 0, donde afj representa la ij-ésima entrada de la k-ésima potencia AF de

Correspondencias

Definiciones

Definicién A.5. Sean (R", d,) y (R™, d,,) dos espacios métricos euclideanos,
decimos que ¢ : R™ — R™ es una correspondencia si para cada © € R™, ¢ le
asocia un conjunto p(x) C R™.

Al igual que cuando estudiamos la continuidad de una funcién, para el caso
de las correspondencias tenemos lo siguiente.

Definiciéon A.6. Decimos que la correspondencia ¢ : R™ — R™ es

= Semicontinua superiormente en xg € R™ si y sdlo si para cada vecindad,
V de p(xo) existe una vecindad N de o tal que

p(x) CV
para todo x € N.

= Semicontinua inferiormente en o € R™ si y sdlo si, para cada subconjunto
abierto de V' de R™ tal que ¢(x0) NV # 0 existe una vecindad N de x
tal que
px)NV #0

para todo x € N.

= Continua en xog € R™ si y solo si es a la vez semicontinua superior e
inferiormente en xg.

Diremos que la correspondecia ¢ es semicontinua superiomente sobre un con-
junto A € R™ si y sblo si es semicontinua superiormente en cada punto x € A. De
manera similar usaremos la terminologia para correspondencias semicontinuas
inferiormente y continuas.
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Definicion A.7. Si tenemos m correspondencias @; : S — T; definimos el pro-
ducto de correspondencias @ como la correspondencia cuyo rango es el producto
de los T; de la siguiente manera

para todo x € S.

Aplicaciones

Una de las tantas aplicaciones de las correspondencias es, como veremos a
continuacién, para un problema de optimizacion.
Sea una funcion f: R™ — Ry A C R", sabemos que

v € argmix,ef (@) & f(z") = mix f(2)

es decir, z* es el valor que optimiza la funcién f sobre el conjunto A. Entonces
la aplicaciéon que lleva A C R™ en argmédx,ca f(2) es una correspondencia.
Para el producto de correspondencias presentamos la siguiente proposicién.

Proposiciéon A.1. Sean m correspondencias p; : S — T; parai =1, ..., m. En-
tonces si para algin x* € S se cumple que @;(z*) es semicontinua superiormente
y con valores compactos para todo i, entonces la correspondencia del producto
o(x) = [Ii~, pi(z) es semicontinua superiormente y con valores compactos en

.

En varios de los teoremas de existencia haremos uso del siguiente teorema

Teorema A.1 (Teorema del maximo de Berge). Sean los conjuntos S C R™
yT CR™ | la funcion g: S xT — R tal que g(z) = sup{f(z, y) | y € p(zx)}
y la correspondencia pn : R™ — R™ tal que p(x) = {y € o(z) | f(z, y) = g(z)}
donde f: SxT —R. Six* €S yse cumple

i) o(z*) es compacto

ii) f es una funcion continua en (z*, y) para toda y € (z*)
ii1) @ es una correspondencia continua en x*

entonces

a) w(x*) es compacto y no vacio

b) g es una funcion continua en r* y

c) [ es una correspondencia superiormente semicontinua.

Basicamente lo que este teorema nos dice es que bajo ciertas condiciones de
continuidad de un problema de optimizacién la solucién al problema conserva
la. continuidad.
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Teoremas de punto fijo

Para las demostraciones de existencia de los equilibrios de los diferentes
modelos que plantearemos seré necesario usar algin teorema de punto fijo, ya sea
para funciones o para correspondencias. Enunciemos entonces dichos teoremas.

Teorema de Brower

Teorema A.2 (Teorema de Brower). Sea X C R"™ un conjunto compacto,
convexo y no vacio y f : X — X una funcidn continua. Entonces existe un
punto x* € X tal que f(z*) = x*.

Teorema de Kakutani

La generalizacion del teorema de punto fijo de Brower es el teorema de punto
fijo de Kakutani para correspondencias.

Teorema A.3 (Teorema de Kakutani). Sea K € R™ un conjunto compacto,
convezo y no vacio y ¢ : K — K una correspondencia semicontinua superior-
mente, compacta, convexa y no vacia. Entonces existe un punto x* € K tal que

p(z7) =~



Apéndice B
Demostraciones

Demostracion de la proposicion 1.1. a)=b) Sean z,y € X. Six =y
por definicion tenemos que se cumple x = y y —y = x. Aplicando
la definiciéon de funciéon de utilidad a estas expresiones nos queda
que u(z) > u(y) y —u(y) > u(z). Por lo tanto u(z) > u(y). Con un
razonamiento igual legamos a que si x ~ y entonces u(x) = u(y).

b)=-a) Sean z, y € X. Por demostrar que

x =y < u(r) > u(y)

=) Si z = y por definicion = y o x ~ y, aplicando la
funcion de utilidad tenemos que u(z) > u(y) o u(x) =
u(y). Por lo tanto u(z) > u(y).

<) Por completitud tenemos que x = y o y = z. Supong-
amos que no se cumple z > y. Entonces y >~ x lo que
por b) implica u(y) > u(x) contradiccion! Por lo tanto
T y.

O

Demostracion de la proposicion 2.1. Sabemos que el problema de la i-
ésima empresa es
n

méx g;[d —c— ) q]

P >
i i=1

71
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para i =1, ..., n. Planteando las condiciones de primer orden tenemos
0
“r = 0
0q; ’
d-2,-Yg-c = 0
J#i
2q; + Z gg = d-—c
JF#i
o d—> j#i 45 — €
q = - 5
Con base en esto formamos el sistema de ecuaciones
2 1 1 1 d—c
1 2 1 1 d—c
1 1 2 1| d-—
1 1 1 2| d-—

que para resolver multiplicamos el dltimo rengléon por n y le restamos los n — 1
renglones primeros obteniendo

2 1 1 1 d—c
1 2 1 1| d—c
11 2 1| d—c
d—c
0 0 0 1 o
el dltimo renglén de esta matriz nos indica que la estrategia 6ptima de la n-
ésima empresa es ¢, = g;i ; a partir de esto, dado que el problema es simétrico
aseguramos que
., d—c
q; =
n+1
para ¢ =1, ..., n. Finalmente la ganancia de la empresa ¢ es igual a
d—c " d—c d—c d—c d—c\?
mile) = o |1 g e n+1[ ”<n+1) C] (n+1>

O

Demostracion de la proposicion 3.1. Dado que la coleccion Sy es un semi-
anillo y la coleccién S; un algebra, se sigue de manera directa que S es un
semianillo. Por otro lado tenemos

1(0) = po(@) + 11 (0) =0
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Sea {E,} una sucesion disjunta de S con U2, E,,. Entonces

(UnZiEn) N To) + pn (U2 Bn) NT)

w(UnZ1En) = o
= (E mTo))‘Hll( ~1 (B, NT1))

(
po (Uns

|
)

I
Mz

po(En NTo) + 1 Z(En NTi)

n=1

3
I
-

I
]38

(/LQ(E mT())—FMl E ﬁTl Z

3
Il
—

Por lo tanto p es una medida en S. O

Demostracion de la proposicion 3.2. Se sigue de manera directa del teo-
rema 10.23 de Aliprantis y Border [1]. O

Demostracion de la proposicion 3.3. Veamos que para todo subconjunto
E C Ty, p*(E) = p(E) de la siguiente manera

p(B) = mf{Zu )1 {Ea} C 8y B CUZ, By}

= inf{z po(En NTo) + > m(EnNT) | {E} C Sy EC U, Ey}

n=1 n=1

mf{) " po(En N Ty) | {En} C S, {E,NTy =0y EC U2, (E,NTp)}

n=1

= (E)

Notemos que dado que Tj es u-medible, entoces la coleccion 77, es una coleccién
de subconjuntos de Ty p-medibles. Sea E C Tj, entonces

p*(T) p(E) +pt (E) = p*(E) + p* (BN Tp) UTy) <
1 (B) + u* (B N Tp) + 1 (1)

IAIA

Por otro lado, dado que E es pg-medible tenemos

W (E) + i (BN To) + i (T) = () + (B N T) + ™ (Th) =
= p(T0) + 1 (1) = p(To) + W' (1) = u*(T)

Esto nos idica que p*(E) + p*(E°) = p*(T) por lo cual afirmamos que E es un
conjunto pu-medible, de donde 7y C 7r,. Sea ahora E C 77, dado que E es un
conjunto p-medible

e (B) + p(E%) = p(T)
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ademads

p(E) + p" (BN To) + p(Th) = p*(To) + p"(Th)
Ya que p§(E)+ui(E°NTy) = pi(To), sabemos que el conjunto E es po-medible,
entonces 71, C 7y. Por lo tanto 77, = 7p. O

Demostracion de la proposicion 3.4. Siguiendo el mismo razonamiento de
la primera parte de la demostraciéon anterior es posible demostrar que

p(E) = pi(E) = m(E)
Por otro lado, dado que S C 7 entonces
S1=SNTy CTNT; :TTl

y ademas
TTl g P(Tl) = Sl

Por lo tanto S; = Tr, . O

Demostracion de la proposicion 3.5. Sea p € ]Rﬂ__,r, por Aumann [2] sabe-
mos que las correspondencias A, y °T, son Borel medibles, por lo tanto la
funcién

Ox(ta p) = OAp(t) n OPp(t)

lo es también. Ademaés la funcién %x(¢, p) estd acotada superiormente dado que

S P (1)

Ox(t, p) < o
parai=1, .., 1 yt& Ty Por lo tanto la funcion °x(t, p) es integrable. O
Demostracion de la proposicion 3.6. Veése Sahi y Yao Lema 1 O
Demostracion del lema 3.1. =) Para cada z(t) € A' tenemos

Sy iy e P (1)
2 (t) = X (t)T

con 0 < M(t) <1 paraj=1, .., 1. Dado que z(t) € A% entonces
l . . l . l . . l
S opad ) =Y M) | Y _pul(t) | = pjw;(t)
j=1 j=1 j=1 =1

esto implica de manera directa que 22:1 N =1.
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<) Sea 27 (t) que satisface la ecuacién (3.3) para j = 1, ..., [. Entonces

l ! ! l
ijxj(t):ZAj(t) ijuﬂ'(t) =ijwj<t>

es decir 27(t) € A% para j =1, ..., .

Demostracion de la proposicion 3.7. i) Se sigue de manera directa de la
definiciéon de matriz irreducible dada al principio y la proposicion (3.6).
ii) Por la definicién del equilibrio Cournot-Nash sabemos que la matriz

agregada b es irreducible, de ahi que p > 0. Por otro lado, sean p = p(f)) y
Z(t) = x(t, b(t), p) tenemos que p - #(t) = p - w(t) para todo ¢ € Tp.
Supongamos que existe un consumidor para el cual #(t) ¢ {z(t) | max, ) ue(2(1))},
es decir, existe
i(t) e {a(t) [p-z=p- w(t)}
tal que
ur(2(t)) > ue(2(2))

Y 1 I+1
por el lema (3.1) tenemos que existe M € }RJ:Z} con 2;1 M =1 tal que

41
~ <. i1 Djw;(t
i :)\]ZJ 1AJ J()
pj
para j = 1, ..., 1 + 1. Supongamos que Bij = U}i(t)j\j(t) con i,j =1, .1
Entonces sustituyendo en la ecuacién (3.2) y aplicando (i) tenemos

l l A, l ~ . A4
(1) = wj(t) = D wig (N + Zwmﬁg—; = Zwmwg—;
pero entonces _
we(a(t, b(t), p((1))) > ur (1))

contradiccion! Ya que por definicion del equilibrio Cournot-Nash teniamos que

up(x(t, b(t), p(b))) > wi(a(t, b(t), p(b\ b(t))))

Demostracion del lema 3.2. Sea \;; > O parai=1, ..., [ con 22:1 Aij = 1.
Dado que w es una s asignacién, entonces la funcién b : T' — Rﬂ_ X Rﬂ_ tal que
bi;(t) = Aijw;(t) parad, j =1, ..., [y todot € T pertenece a L(p, B(-)). Como
el conjunto L (1, R' xRY ) es un espacio vectorial, y B(t) es un conjunto convexo
para todo ¢ € T, entonces el conjunto L;i(u, B(+)) es convexo. La compacidad
de Ly (p, B(+)) se prueba siguiendo el razonamiento usado en Khan [9]. O
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Demostracion del lema 3.3. Vease el Lema 2 de Busetto, Codognato & Ghos-
al [3] O

Demostracion de la proposicion 3.8. i) Sea el par (&, X) un equilibrio Cournot-
Walras respecto a la seleccion de precio p(e). De manera directa se tiene que
px(t) = pw(t), donde p = p(€) para todo ¢ € Ty. Mostremos ahora que X(t) €
A;(t) NT(t) para todo t € T7. Supongamos que que existe un ¢ € Ty para el
cual X(t) ¢ Ap(t) NTs(t). Por el supuesto 2 sabemos que existe una canasta

z € {z e RY | pz = pw(t)} tal que u(2) > uy(X(t)), entonces por el lema 3.1
existe A >0, para j =1, ..., [ con 2321 M =1 tal que

l ~
Y 21 bjw;(t)
J p*'J

para j = 1, ..., [. Por la ecuaciéon 3.4 sabemos que p(€) = p(€ | e(t)). Sea
eij(t) = w;(t)N con i, j =1, ...,l para todo t € T}, sustituyendo en la ecuacién
3.5 tenemos que

l

l ~
xi(t, e(t), p(@ | e(t)) = w;(t) — ij(t))\i + Zwi(t)Aj%

i=1 i=1 J

para j =1, ..., l. Pero entonces

ur("x(t, e(t), p(E | e(t)))) = ue(z) > ue(x) = we("x(t, &(t), p(e)))

lo cual contradice que el par (€, X) constituye un equilibrio Cournot-Walras. ii)
Sea (p*, *) un equilibrio Walrasiano. Dado que u; es continua y estrictamente
creciente entonces que p* > 0y p* - z*(¢t) = p* - w(t) para todo t € T. Por el

lema 3.1 tenemos que para todo t € T existe \*7(t) > 0 con 22:1 A(t) =1
para j =1, ..., [ tal que

. i

r*I (t) = A* (ﬂw

para j =1, ..., [. Sean las funciones A* : T} — le tal que
AT (t) = XM (t)

para j =1, ...,lytelee*:Tl—HRi tal que

e (t) = wi(t)A* (t)

)
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para i, j = 1, ..., [. Claramente la funcién e* es integrable. Usando la ecuacién
(4.1) tenemos que

w9 (1) = wl (1) = DD eht) + D et)

p*d

paraj=1, ...l yteT.Dado que z* es una asignacién tenemos que

l l *1
x*jtdu—i—/ wjtdu—g / e*itdu—i—g / el (t)dp— ——/wjtdu
/TO ®) T ®) oI ! (¥ =T J( ) p*I T (¥

para j = 1, ..., [. Esto implica que
i

l N l
2 (t)dp + ) /eftdu —/wﬂtdu+§ /e*itdu
/TO " i—17T 0 p* To “ i—1 /T 50

para j = 1, ..., [. Y entonces por el supuesto 4 existe una selecciéon de precio
p(e) tal que p* = p(e*) , entonces

v (1) = O2(t, p(e*)) para t € T
La(t, e*(t), p(e*)) parate T

Finalmente so6lo nos falta demostrar que ningtn consumidor ¢ € 73 obtiene
ventaja al desviarse de e*. Supongamos que si, entonces existen un consumidor
t € T y una estrategia e(t) € E(t) tal que

un("x(t, e(t), ple” [ e(t))) > ui("x(t, e*(t), p(e”)))

Por la ecuacion (3.4) tenemos que

Ademas
prix(t, e(t), p(e” | e(t)) = p*w(t)

Pero entonces el par (p*, x*) no es un equilibrio Walrasiano, contradiccion! O

Demostracion del corolario 38.1. Por Aumann [2] sabemos que existe un
equilibrio Walrasiano para economias de intercambio puro con un conjunto con-
tinuo de consumidores, y aplicando (ii) de la proposicion (3.8) tenemos que el
equilibrio Cournot-Walras existe |
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