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IntroducciónDesde hace muchos años la modelación del comportamiento humano ha sig-ni�cado un desafío para la ciencia, de igual manera la interrogante sobre lamanera de relacionarse y las posibles modi�caciones del comportamiento quelos individuos presentan por la interacción entre ellos no se ha quedado atrás.Como una posible respuesta a esta búsqueda surgió la rama de las matemáti-cas conocida como Teoría de Juegos. Esta rama, que al principio se desarrollócomo una herramienta para modelar cierto tipo de comportamientos por partede los individuos en contextos de repartición de recursos y elecciones económi-cas, ahora es utilizadas en un sin número de áreas sociales y de ciencias exactas,ya que por su metodología es posible modelar fenoménos en los que la gananciao resultado que pueda obtener un agente es afectado de manera directa por lasdecisiones de todos los demás involucrados en el problema.Como una herramienta de gran utilidad dentro de la economía este trabajoesta enfocado a los modelos de economías de intercambio puro con una perspec-tiva de teoría de juegos, describiendo los equilibrios económicos de los modeloscomo equilibrios de Nash de su respectivo juego.Nuestro objetivo es mostrar una nueva manera de abordar el problema de lafundamentación del equilibrio Cournot-Walras en una economía de intercambiopuro. El nombre de este equilibrio proviene del hecho de que, en una economíade intercambio puro, cierto sector de los consumidores se comporta de maneraestratégica o �a la Cournot� mientras que la parte restante de los consumidoresse comporta de manera competitiva o �a la Walras�.Diferentes versiones de este problema han sido abordadas por distintos au-tores; por ejemplo, uno de los primeros planteamientos fue desarrollado en 1972por Gabszewicz y Vial [8], ellos propusieron un modelo de una economía depropiedad privada en donde existía un número reducido de empresa mientrasque el número de consumidores era mucho mayor, de esta manera de�nieron elequilibrio de un juego no cooperativo en donde las empresas se comportaban demanera estratégica mientras los consumidores mostraban un comportamientocompetitivo. Acuñando con esto el término del equilibrio Cournot-Walras.No fue sino hasta 1991 que Codognato y Gabszewicz [6] iniciaron la linea deinvestigación del equilibrio Cournot-Walras en economías de intercambio puro,su propuesta consistía en el desarrollo de un juego con un conjunto de pocos con-sumidores, denominados oligopolistas, comportandose de manera estratégica yotro conjunto con un número muy grande de �pequeños� consumidores compor-v



vi Introduccióntandose competitivamente. Este planteamiento logró resolver ciertos problemasque el modelo de Gabszewicz y Vial enfrentaron, pero, aún así, el problema dela falta de explicación para el comportamiento de los consumidores dependiendodel sector al que permanecieran no lograba ser resuelto.Por otro lado en 1980 Okuno, Postlewaite y Roberts [10] propusieron unafundamentación para el comportamiento de los consumidores considerando unequilibrio al que nosotros durante el trabajo nos referiremos como equilibrio delmodelo generalizado de Shapley o equilibrio Cournot-Nash. Este modelo desar-rollado dentro de una economía de intercambio puro incluía como herramientael uso de conjuntos atómicos y no atómicos de consumidores para explicar ladiferenciación de comportamientos que se observaba en el equilibrio Cournot-Walras, proponiendo un comportamiento estratégico para todos los consumi-dores. La linea de investigación a la que este trabajo pertenece fue iniciada en1977 por el trabajo de Shapley y Shubik [11].De manera general, el trabajo de Shapley y Shubik planteaba un juego deuna etapa en una economía de intercambio puro en donde los consumidores secomportaban de manera estratégica al intercambiar entre ellos sus dotacionesiniciales, obteniendo un pago igual a la utilidad obtenida por sus canastas debienes �nales.Con estos dos modelos en mente, en 1995 Codognato [5] comparó el con-junto de equilibrios del modelo generalizado de Shapley propuesto por Okuno,Postlewaite y Roberts con el modelo de Codognato y Gabszewicz, mostran-do que los conjuntos de equilibrios de estos dos modelos no necesariamentecoincidían. Esta disimilitud podría tener sus bases en dos hechos. El primeroconsiste en que el equilibrio Cournot-Walras, como se verá en el trabajo, poseeuna naturaleza intrínseca de dos etapas, mientras que el modelo generalizado deShapley se desarrolla únicamente en una. Y en segundo lugar la diferenciaciónde comportamientos por parte de los consumidores en el modelo de Codognato yGabszewicz contrapuesto al comportamiento competitivo uniforme que se tieneen el modelo generalizado de Shapley.Siguiendo esta linea de pensamiento en este trabajo mostraremos la versióngeneralizada del modelo de Shapley y la compararemos con una nueva versióndel modelo de Shapley a la Cournot-Walras propuesta en 2008 por Busseto,Codognato y Ghosal [4] concluyendo, de manera semejante a como lo hizo en1995 Codognato, que el conjunto de equilibrios de estos dos modelos no nece-sarimente coinciden.Partiendo de esto suponemos que la no equivalencia se da por la diferenciade etapas en que se desarrolla cada uno de los modelos como se comentó arriba.Con el �n de resolver este problema planteamos una rede�nición del modelogeneralizado de Shapley como un juego de dos etapas en donde los grandes con-sumidores toman sus decisiones en la primera etapa y los pequeños lo hacenen la segunda. Con esta rede�nición y resolviendo algunos otros detalles resul-tantes a�rmamos que el conjunto de equilibrios de nuestro modelo de Shapley ala Cournot-Walras coincide con el conjunto de equilibrios de la rede�nición delmodelo generalizado de Shapley de dos etapas.Para su clara comprensión y desarrollo de manera ordenada de los temas, el



viitrabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera. En la primera partemostramos la teoría concerniente a los consumidores y la empresas, continuan-do con el desarrollo de dos diferentes modelos de economías Walrasianas: la deintercambio puro y la de propiedad privada. En la segunda parte damos unpequeño recorrido por los conceptos básicos de los juegos rectangulares y exten-sivos, se incluye también el desarrollo de dos importante modelos: El modelo delduopolio de Cournot y el modelo de Stackelberg. En la tercera parte, con el �nde integrar todas las ideas mencionadas, presentamos el modelo propuesto porShapley y Shubik en 1977; a partir de él derivamos dos diferentes replanteamien-tos y describimos sus conjuntos de equilibrios. En el capítulo 4 comparamos dosde los modelos desarrollados con el �n de plantear y probar nuestro teorema �nalde equivalencia entre sus conjuntos de equilibrios. Finalmente en los apéndices1 y 2 se encontrarán algunas de�niciones y proposiciones matemáticas de nivelintermedio usadas a lo largo de este trabajo y las demostraciones de todas lasproposiciones, lemas y el corolario enunciados durante los capítulos del trabajo,respectivamente.



Capítulo 1Equilibrio WalrasianoEn esta primera sección estudiaremos los conceptos básicos de la teoría delequilibrio general, es decir, de�nimos los elementos y agentes que intervienen enun mercado y que son la base de los modelos que desarrollaremos más adelante.1.1. Espacio de bienesLa economía de mercado que describiremos consta en primer lugar de unespacio de bienes, los cuales se quieren intercambiar, comprar o vender segúnsea el caso; por otra parte es necesario que haya demandantes de dichos bienes,los cuales denominaremos consumidores, y como es de imaginarse nuestros úl-timos agentes son los encargados de la producción y oferta de los bienes, estasson las empresas. Con los primeros dos elementos descritos es posible construiruna economía de intercambio puro, a este tipo de economía se limita esencial-mente este trabajo. Por otro lado, si agregamos a las empresas obtendremosuna economía con producción, con �nes ilustrativos únicamente analizaremosde manera super�cial esta última.De�nición 1.1. El espacio de bienes X l es un subconjunto de la región positivade un espacio Euclídeo l-dimensional R
l, donde l nos representa el número debienes que estamos considerando en nuestro análisis, es decir X l ⊆ R

l
+.De�nición 1.2. Una asignación es un vector x ∈ X l donde la entrada xi delvector x nos indica la cantidad correspondiente del bien i, para i = 1, ..., l.Estos vectores serán usados en el estudio de cada uno de los agentes delmercado, pero en cada caso con un enfoque diferente; para el consumidor losllamaremos canastas de bienes y representarán en algunos casos las demandasde cada uno de los bienes por el consumidor. Para el caso de la empresa nospodrán representar la oferta o producción de cada uno de los bienes, así como1



2 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOun vector que represente la demanda de bienes necesaria para cierta produccióno los planes de produccción de la empresa.Una vez dicho esto sobre el espacio de bienes podemos pasar al análisis de losconsumidores, a los que para su simpli�cación estudiaremos individualmente.1.2. El consumidor1.2.1. Relaciones de preferenciaNo es muy difícil imaginar el papel y comportamiento que desempeñan losconsumidores dentro de una economía, ya que dicho rol lo hemos jugado variasveces a lo largo de nuestra vida, a continuación �jaremos los axiomas base yseguiremos la idea intuitiva que poseemos de dicho comportamiento.Supongamos que los gustos del consumidor están resumidos por una relaciónbinaria llamada relación de preferencia y que es denotada por �. Donde eloperando � se lee como �al menos tan bueno como�, es decir, dadas dos canastasde bienes x, y ∈ X l la expresión x � y se lee como x es al menos tan buenocomo y. De lo anterior de�nimos las siguientes relaciones.Si el consumidor pre�ere débilmente la canasta x a la canasta y, x � y, yal mismo tiempo pre�ere débilmente la canasta y a la canasta y, y � x,decimos que es indiferente entre ambas canastas, y lo denotamos como
x ∼ y.Si el consumidor pre�ere débilmente la canasta x a la canasta y, x � y,y al mismo tiempo no pre�ere estrictamente la canasta x a la canasta y,
¬x � y, decimos que pre�ere estrictamente la canasta x a la canasta y ylo denotamos por x � y.Al de�nir estas relaciones de preferencia creamos un sistema, el cual, con el�n de hacerlo consistente deberá cumplir los siguientes axiomas. Decimos que

∀x, y, z ∈ X l.Axioma 1 (Axioma de completitud). Siempre es posible comparar doscanastas cualesquiera, esto es, dadas x y y se cumple que x � y o y � x oambas cosas, en cuyo caso, se dice que el consumidor es indiferente entre lascanastas.Axioma 2 (Axioma de transitividad). Si se cumple que x � y y y � zentonces a�rmamos que x � z.Axioma 3 (Axioma de continuidad). Dada una canasta x si de�nimos alconjunto �al menos tan bueno como x� como A(x) = {y | y � x} y al conjun-to �no mejor que x� como B(x) = {y | x � y} tenemos que A(x) y B(x) soncerrados.



1.2. EL CONSUMIDOR 3Estos axiomas derivados de la relación �son llamados a veces axiomas de lateoría del consumidor, nos describen un comportamiento �racional� del consum-idor el cual es uno de los supuestos más fuertes en la microeconomía.1Dentro de las preferencias nos ocuparemos únicamente del tipo denomindaoregulares o monótonas, en las cuales siempre supondremos que más es mejor,es decir, estaremos hablando estrictamente de bienes, sin llegar al punto desaciedad. Concretamente si tenemos dos canastas x, y ∈ X l donde y contiene almenos la misma cantidad de todos los bienes contenidos en la canasta x y másde al menos uno de ellos, entonces y � x.¾Puede un consumidor ser indiferente entre varias canastas de bienes? ½Porsupuesto que sí! de hecho así es como delimitaremos las regiones de indiferen-cia. Decimos que la clase de indiferencia de la canasta x ∈ X l es el conjuntoresultante de A(x) ∩B(x).Hasta el momento sabemos como comparar pares de canastas, pero quepasaría si quisieramos hacer una ordenación de todas ellas en la que fácilmentepudieramos saber cuál canasta es preferida dado cualquier conjunto de canastas.El economista francés Gerard Debreu demostró que los axiomas de completitud,transitividad y continuidad, antes mencionados, son su�cientes para representarel ordenamiento de las preferencias por una función de utilidad.De�nición 1.3. Una función u : X l → R es una función de utilidad querepresenta a la relación de preferencia � si ∀x, y ∈ X l, x � y ⇐⇒ u(x) ≥ u(y).Usaremos el siguiente resultado para veri�car que una función de utilidad urepresenta a la relación de preferencia completa�.Proposición 1.1. Sea una relación de preferencia � completa sobre el conjun-to X y una función u : X → R. Entonces los siguientes dos enunciados sonequivalentes.a) u representa a �b) Para todo x, y ∈ X
{Si x � y, entonces u(x) > u(y)Si x ∼ y, entonces u(x) = u(y)2 La función de utilidad nos facilitará el estudio del consumidor, ya que a partirde ella podremos obtener las clases de indiferencia y mucho mejor, podremosordenar las preferencias. No hay que olvidar que esta función simplemente nos1Recientes investigaciones de campo muestran que muchas veces es violado este supuesto,lo cual hace que gran parte de la teoría microeconomía clásica resulte ine�caz.2Ver demostración en el apéndice 2.



4 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOda una ordenación de las preferencias no una cuanti�cación de tales, es decir, sitenemos una canasta que nos da una utilidad de 7 y otra que nos da 20000 loúnico que podemos a�rmar es que la segunda canasta es estrictamente preferidaa la primera, pero ¾qué tan preferida es una a otra? con la función de utilidades un dato que no podemos obtener y que para nuestra fortuna no nos seráde interés. De la misma manera, algunas veces nos referiremos a la utilidad delconsumidor como su bienestar en el sentido en que suponemos que el consumidorse encuentra mejor al adquirir una canasta que le reporte una mayor utilidad.Finalmente agregaremos otros dos axiomas a nuestra relación de preferenciapara garantizar que la solución al problema del consumidor se encuentre sobrela recta presupuestaria y asegurar cuasi-cóncavidad en la función de utilidad.Axioma 4 (Axioma de no saciabilidad). Dada cualquier canasta de bienes
x ∈ X l y cualquier ε > 0 existe una canasta y ∈ X l tal que ‖y−x‖ ≤ ε y y � x.Axioma 5 (Axioma de convexidad). Si x, y ∈ X l son tales que x � yentonces para 0 ≤ λ ≤ 1 tenemos que λy + (1 − λ)x � y.1.2.2. El presupuesto y el problema del consumidorDenotaremos con p ∈ R

l
+ al vector de precios de nuestra economía, en dondela entrada pi del vector nos representa el precio del i-ésimo bien, con i = 1, ..., l.El modelo del equilibrio general utiliza los precios como dados, es decir, losagentes no pueden in�uir en ellos de ninguna manera y simplemente se com-portan como tomadores de precios, a este comportamiento generalmente se ledenomina competitivo. Por el momento haremos uso de este supuesto.Cuando hemos hablado del consumidor únicamente nos hemos enfocado asus preferencias sin tomar en cuenta qué tipo de restricciones puede poseerpara la adquisición de ciertas canastas de bienes, y que, como todos bien sabe-mos, la gran mayoría de las veces resulta ser el presupuesto. Dados el vectorde precios p y el presupuesto w(t), existen una in�nidad de canastas de bi-enes asequibles al consumidor t , la región que incluye a todas estas canas-tas es conocida como el conjunto presupuestario ∆t

p, de manera matemática
∆t

p =
{

x(t) ∈ X l | p · x(t) ≤ w(t)
}. Con �nes prácticos nuestro presupuesto ini-cial nos será dado de dos posibles maneras. La primera de la forma w ∈ R+ nosrepresentará una cantidad monetaria lista para pagar por la canasta de nuestrapreferencia y la segunda w ∈ R

n
+ hace referencia a una dotación inicial, la cualno es más que una asignación que nos indica la cantidad inicial de cada uno delos bienes con la que contamos para realizar operaciones en el mercado y quepuede ser vendida o intercambiada parcial o totalmente.33Nótese que en este caso w puede puede ser un vector de n entradas y no necesariamentede l como se verá en el modelo de Shapley y Shubik. Especí�camente n = l o n = l + 1, enel primer caso, la dotación únicamente se encuentra integrada de los bienes del mercado y enel segundo caso damos la opción de que la dotación contenga los l bienes del mercado y lamercancía l + 1 con el papel operativo de �efectivo�.



1.2. EL CONSUMIDOR 5Integrando todo lo anterior tenemos que, dado un vector de precios p elproblema que atañe al consumidor con presupuesto inicial w consiste en alcanzarel mayor nivel de utilidad posible sujeto a su restricción presupuestaria, es decir,
máx
x≥0

u(x)s.a. p · x ≤ wdonde en w en el caso de ser una dotación inicial se interpreta como el dinero queobtendría el consumidor si vendiera la totalidad de su dotación en el mercado alos precios p, es decir p · w.Para aplicar los conceptos de�nidos hasta el momento veamos un ejemplo.Ejemplo 1.1. Sea una economía con únicamente dos bienes x1 y x2, un vectorde precios p = (p1, p2), un consumidor cuya relación de preferencia es represen-tada por la función de utilidad u(x1, x2) = xα
1 x

1−α
2 y un presupuesto monetarioinicial w.Entonces el problema del consumidor se expresa como

máx
x≥0

xα
1 x

1−α
2s.a. p1x1 + p2x2 ≤ wque es un problema de programación no lineal, el cual fácilmente podemos re-solver de�niendo el lagrangiano L y aplicando las condiciones de primer ordende Kuhn-Tucker4como se muestra a continuación

L = xα
1 x

1−α
2 − λ(p1x1 + p2x2 − w)

∂L

∂x1
= 0 ⇒ αxα−1

1 x1−α
2 − λp1 = 0

∂L

∂x2
= 0 ⇒ (1 − α)(xα

1 x
−α
2 ) − λp2 = 0

∂L

∂λ
= 0 ⇒ −p1x1 − p2x2 + w = 0resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos la función de demanda de cadauno de los bienes

x1(p1, p2, w) =
αw

p1

x2(p1, p2, w) =
(1 − α)w

p2Como se observa, las funciones de demanda del consumidor son funcionesque dependen de los precios y la dotación inicial; en nuestro caso, dejando �ja4En este trabajo supondremos que las soluciones al problema del consumidor son interiores,es decir, que no tendremos soluciones de esquina. En caso de ser necesario podemos determinarla naturaleza de las soluciones haciendo uso de las condiciones de segundo orden y el Hessianoorlado.



6 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOla dotación inicial, si el precio de uno de los bienes aumenta la demanda por elmismo disminuye. En cambio la demanda del bien 1 no se ve afectada con unaumento o disminución del precio del bien 2 y viceversa.1.3. Economía de intercambio puroComo lo mencionamos en un principio, una economía de intercambio puroes aquella en donde los agentes son los consumidores y, como su nombre bien loindica, simplemente se intercambian los bienes, es decir, suponemos que no hayoportunidad de producción y sólo se cuenta con las dotaciones iniciales de cadauno de los consumidores para llevar a cabo las únicas dos actividades de estaeconomía: el comercio y el consumo. Algunos de los modelos que desarrollare-mos más adelante se llevarán a cabo dentro de este contexto. A continuaciónanalizamos el modelo Walrasiano y un ejemplo.Sea una economía de intercambio puro con l diferentes bienes, un conjunto deconsumidores T = {1, ..., m} cada uno con una relación de preferencias racional
�t representada por una función de utilidad cóncava, continua y estrictamentecreciente ut : R

l
+ → R. y una dotación inicial w(t) ∈ R

l
+ para todo t ∈ T . Unvector de demanda x(t) ∈ R

l
+ consiste en el vector cuyas entradas representanla demanda �nal del bien i por parte del consumidor t, con i = 1, ..., l y t ∈ T .Inicialmente todos los consumidores se reunen en un mercado central, ahivenden sus dotaciones iniciales y compran bienes de consumo. Si el consumidor

t vendiera completamente su dotación w(t) obtendría un ingreso igual a p ·w(t).De la misma manera el gasto total que ejerce el consumidor t al demandar x(t)es igual a p · x(t). Con lo anterior el problema del consumidor t es
máx

x(t)≥0
ut(x(t))s.a. p · x(t) ≤ p · w(t)

(1.1)para todo t ∈ T .Diremos que un mercado se vacía o se limpia cuando la oferta iguala a lademanda. Generalmente el instrumento mediante el cual se hace esto posible esel vector de precios, es decir, necesitamos determinar los precios a los cuales noexista exceso de oferta ni de demanda de los bienes. Dichos precios los encon-tramos al resolver el sistema de ecuaciones que resulta de plantear los problemasde maximización respectivos para cada uno de los consumidores e igualar la de-manda total de los bienes con la oferta total de los mismos.De�nición 1.4. Dada una economía de intercambio puro determinada por unconjunto de consumidores T = {1, ..., m} con una función de utilidad ut querepresenta a una relación de preferencia �t y una dotación inicial w(t) para todo
t ∈ T . Decimos que una asignación x∗ ∈ R

m×R
l, donde x∗ = (x∗(1), ..., x∗(m))y x∗(t) ∈ R

l
+; y un vector de precios p∗ ∈ R

l
+ constituyen un equilibrio compet-itivo sii) Para toda t ∈ T , x∗(t) es solución del problema de maximización dela ecuación (1.1).



1.3. ECONOMÍA DE INTERCAMBIO PURO 7ii) El mercado se limpia, es decir, ∑t∈T x∗i (t) =
∑

t∈T wi(t) para todo
i = 1, ..., l.El ejemplo más simple de este tipo de economía corresponde a un onter-cambio de dos bienes entre dos consumidores cada uno con dotaciones iniciales.Formalmente tenemos, sea una economía de intercambio puro con dos bienes

l = 1, 2, un conjunto de dos consumidores T = {1, 2} con una relación de pref-erencias racional �t representada por una función de utilidad ut : R
2
+ → R, yuna dotación inicial w(t) ∈ R

2
+ para t = 1, 2. De�nimos al vector de consumo

x(t) ∈ R
2
+ del consumidor t como x(t) = (x1(t), x2(t)), es decir, la demandadel bien i por parte de consumidor t es xi(t). La dotación inicial del bien 1y 2 serán expresadas como w1(t) y w2(t) respectivamente, de tal manera que

w(t) = (w1(t), w2(t)) para t = 1, 2 donde suponemos que wl(t) ≥ 0. A par-tir de esto tenemos que la existencia o dotación total en el mercado del bien
l es de w̄l = wl(1) + wl(2). Denominaremos una asignación x ∈ R

4 al vec-tor cuyas entradas son los vectores de consumo de ambos consumidores, o sea,
x = (x(1), x(2)) = ((x1(1), x2(1)), (x1(2), x2(2))). A�rmamos que una asig-nación es viable o factible si la cantidad total utilizada de cada uno de losbienes es menor o igual a la cantidad total disponible de ese mismo bien, esdecir

xl(1) + xl(2) ≤ w̄l para l = 1, 2. (1.2)Por ejemplo una asignación viable es la que corresponde a las dotacionesiniciales de cada uno de los consumidores x = ((w1(1), w2(1)), (w1(2), w2(2))),particularmente esta asignación además de ser factible es una asignación sindesperdicio ya que agota los recursos disponibles en la economía alcanzando laigualdad en la ecuación (1.2).5Con todo esto, analizemos un ejemplo numérico.Ejemplo 1.2. Sea una economía con dos consumidores T = 1, 2 con una fun-ción de utilidad ut(x1(t), x2(t)) = (x1(t))
α

(x2(t))
1−α para t ∈ T y una dotacióninicial w(1) = (1, 2) y w(2) = (2, 1).Mencionamos que en estos caso el presupuesto se calcularía como p · w porlo tanto el presupuesto para el consumidor 1 es igual a p1 + 2p2 y para elconsumidor 2 es 2p1 + p2, además w̄1 = 3 y w̄2 = 3. Entonces por el ejemplo(1.1) tenemos que los vectores de demanda que optimizan la utilidad de cadauno de los consumidores respectivamente son

x1 =

(

α(p1 + 2p2)

p1
,

(1 − α)(p1 + 2p2)

p2

)

x2 =

(

α(2p1 + p2)

p1
,

(1 − α)(2p1 + p2)

p2

)5Si la desigualdad no se cumple diremos que existe un exceso de demanda por el bien `y en caso de que la desiguald se cumpla de manera estricta tendremos un exceso de oferta,dichos casos no serán de gran relevancia en nuestro estudio.



8 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOahora igualando la demanda total de cada uno de los bienes a la existencia totalen el mercado, obtenemos el sistema
α(p1 + 2p2)

p1
+
α(2p1 + p2)

p1
= 3

(1 − α)(p1 + 2p2)

p2
+

(1 − α)(2p1 + p2)

p2
= 3que da como solución la relación de precios p1

p2
= α

1−α
buscada. Esta relación haceque la demanda sea igual a la oferta, evitando así exceso o falta de cualquierade los bienes.Con el �n de asegurar la existencia del equilibrio competitivo en las economíasde intercambio demostraremos el siguiente teorema.Teorema 1.1. Sea una economía de intercambio puro con un espacio de bi-enes X l ⊆ R

l
+ con X l compacto y convexo, y un conjunto de consumidores

T = {1, ..., m} cada uno con una función de utilidad u : X l → R continua, es-trictamente creciente y estrictamente cuasi-cóncava que representa a la relaciónde preferencia completa �t y una dotación inicial w(t) � 0, para todo t ∈ T .Entonces existen una asignación x∗ ∈ R
m × R

l y un vector de precios p∗ ∈ R
l
+que constituyen un equilibrio competitivo.Demostración. Formulemos primero el conjunto de ecuaciones tales que su solu-ción constituyan un equilibrio competitivo. Sea x̄(t, p) la solución del problemade optimización

máx
x(t)≥0

ut(x(t))s.a. p · x(t) ≤ p · w(t)
(1.3)para todo t ∈ T . Y x̃(t, p) la solución del problema de optimización

máx
x(t)≥0

ut(x(t))s.a. p · x(t) ≤ p · w(t)

x(t) ≤ 2
∑

t∈T

w(t)

(1.4)para todo t ∈ T . Observemos que la única diferencia entre el problema deoptimización de la ecuación (1.3) y el de la ecuación (1.4) consiste en la re-stricción de la función de demanda. Esta restricción la agregamos con el �nde evitar la ideterminación existente en la ecuación (1.3) cuando pj = 0 paraalgún j = 1, ..., l. Sea el conjunto presupuestario del consumidor t , ∆t
p =

{

x(t) ∈ X l | p · x(t) ≤ p · w(t)
} para todo t ∈ T ; notemos que dado un vectorde precios p ∈ R

l
+ cualquier múltiplo escalar de este no produce cambio alguno



1.3. ECONOMÍA DE INTERCAMBIO PURO 9en nuestro conjunto presupuestario, es decir, ∆t
p = ∆t

λp con λ ∈ R, lo que equiv-ale a a�rmar que únicamente los precios relativos son los que nos interesan. Porlo tanto normalizaremos los precios de la siguiente manera, sea p ∈ N l−1 donde
N l−1 = {p ∈ R

l
+ |
∑l

j=1 pj = 1}.6Dado que ut es continua y estrictamente cuasi-cóncava y la restricción dela función de demanda x(t) ≤ 2
∑

t∈T w(t) es continua en p, y entonces por elteorema del máximo de Berge7 tenemos que la función x̃(t, p) que resuleve elproblema de optimización de la ecuación (1.4) es una función continua en p.Sean la función de exceso de demanda y la función de exceso de demandatruncada z̄, : R
l
+ → R

l
+ tal que

z̄(p) =
∑

t∈T

x̄(t, p) −
∑

t∈T

w(t)y la función de exceso de demanda truncadaz̃ : R
l
+ → R

l
+ tal que

z̃(p) =
∑

t∈T

x̃(t, p) −
∑

t∈T

w(t)Por otro lado como la función ut es estrictamente creciente para todo t ∈ Taseguramos que la solución x̃(t, p) se debe encontrar en la frontera del conjuntopresupuestario.Con lo anterior podemos establecer la igualdad conocida como ley de Walras
p · z̃(p) = 0para todo p ∈ N l−1. Por lo tanto nuestro problema de existencia del equilibriose reduce a encontrar un precio p ∈ N l−1 tal que z̃(p) = 0.Para esto haremos uso del teorema de punto �jo de Brower, pero dado queel teorema hace referencia a puntos �jos de funciones continuas y no a cerosconstruiremos una función f : N l−1 → N l−1 tal que si f(p∗) = p∗ entonces

z̃(p∗) = 0.Intuitivamente la construcción de f se basa en tres puntos principales.i) Dado un vector de precios p ∈ N l−1, si el mercado no se encuentra enequilibrio necesitamos incrementar el precio de aquellos bienes que se encuentrencon exceso de demanda.ii) El tamaño del dicho incremento debe ser escogido de acuerdo al excesode demanda del bien, es decir, entre mayor sea el exceso de demanda, mayor elincremento en su precio.iii) Los nuevos precios determinados deben seguir en N l−1.Con lo anterior, sea la función que buscamos
fj(p) =

pj + máx{z̃j(p), 0}

1 +
∑l

k=1 máx{z̃k(p), 0}6Esta no es la única manera posible de normalizar los precios, pero es la que usaremos eneste trabajo.7Veáse apéndice 1



10 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOpara todo j = 1, ..., l. Dado que f es una función continua de N l−1 → N l−1y el conjunto N l−1 es compacto, convexo y contenido en R
l
+, entonces por elteorema del punto �jo de Brower tenemos que existe un punto p∗ ∈ N l−1 talque f(p∗) = p∗, es decir,

p∗j + máx{z̃j(p
∗), 0}

1 +
∑l

k=1 máx{z̃k(p∗), 0}
= p∗jpara todo j = 1, ..., l. Lo que equivale a

máx{z̃j(p
∗), 0} = p∗j

l
∑

k=1

máx{z̃j(p
∗), 0}multiplicando le expresión por z̃j(p

∗) y sumando sobre todas las j´s obtenemos
l
∑

j=1

z̃j(p
∗)máx{z̃j(p

∗), 0} =
l
∑

j=1

p∗j z̃j(p
∗)

l
∑

k=1

máx{z̃j(p
∗), 0}donde el lado derecho por la ley de Walras es igual a 0 quedando

l
∑

j=1

z̃j(p
∗)máx{z̃j(p

∗), 0} = 0lo que equivale a
∑

z̃j(p∗)>0

(z̃j(p
∗))

2
= 0de donde se concluye que

z̃j(p
∗) ≤ 0 (1.5)para todo j = 1, ..., l.A partir de la desigualdad (1.5) analizaremos el comportamiento de p∗ y

z̃(p∗).Para p∗, supongamos que p∗j = 0, entonces como la función ut es estricta-mente creciente tenemos que
x̃j(t, p

∗) = 2
∑

t∈T

wj(t)para todo t ∈ T . De aquí que
z̃j(t, p

∗) = (2m− 1)
∑

t∈T

wj(t) > 0contradicción! Por lo tanto p∗ = 0.Por otro lado para z̃(p∗) tenemos que por la ley de Walras p∗ · z̃(p∗) = 0, esdecir
p∗j z̃j(p

∗) = −
∑

k 6=j

p∗kz̃k(p∗)



1.3. ECONOMÍA DE INTERCAMBIO PURO 11para todo j = 1, ..., l. De donde se tiene directamente que z̃j(p
∗) = 0 para todo

j = 1, ..., l.Finalmente notemos que si
∑

t∈T

x̄(t, p) <
∑

t∈T

w(t) < 2
∑

t∈T

w(t)entonces la restricción de la función de demanda se cumple igualmente para lasecuaciones (1.3) y (1.4), es decir, z̃(p∗) = z̄(p∗), pero esto sólo se cumple cuando
z̃(p∗) ≤ 0. Por lo tanto z̄(p∗) = 0El teorema anterior nos asegura la existencia del equilibrio Walrasiano enuna economía de intecambio puro con un conjunto de consumidores �nito. Pero,más adelante los conjuntos de consumidores serán modelados con un continuo,haciendo insu�ciente la demostración anterior. Con el �n de generalizar el teo-rema anterior y asegurar la existencia del equilibrio Walrasiano en estos casointroducimos el siguiente teorema.Teorema 1.2. Sea una economía de intercambio puro con un espacio de bienes
X l ⊆ R

l
+ con X l compacto y convexo y un conjunto de consumidores T ⊂

R+ con una función de utilidad u : X → R continua, estrictamente crecientey estrictamente cuasi-cóncava que representa a la relación de preferencia �tcompleta y una dotación inicial w(t) � 0, para todo t ∈ T . Entonces existenuna asignación x∗ ∈ R
m × R

l y un vector de precios p∗ ∈ R
l
+ que constituyenun equilibrio competitivo.Demostración. Veáse Aumann [2].Para concluir el tema de economías de intercambio puro presentamos a con-tinuación la versión básica de la caja de Edgeworth.1.3.1. La caja de EdgeworthUna herramienta comunmente utilizada para representar grá�camente losdiversos resultados que se obtienen durante el proceso de intercambio, dentrode una economía de intercambio puro con únicamente dos bienes l = 1, 2 y dosconsumidores T = {1, 2} cada uno con una relación de preferencias �t y unadotación inicial w(t) ∈ R

2
+ para t = 1, 2, es la caja de Edgeworth.El planteamiento que esta herramienta utiliza, además de ser un enfoquediferente al Walrasiano, posee una modelación más cercana a utilizada en lateoría de juegos, como se verá en el capítulo 2 y en el modelo de Shapley yShubik desarrollado en el capítulo 3.Primeramente recordemos que la asignación correspondiente a la dotacióninicial de los consumidores x = ((w1(1), w2(1)), (w1(2), w2(2))) constituye unaasignación viable y sin desperdicio. Pasemos esta información a la caja; ini-ciemos gra�cando las preferencias y dotación del consumidor 1 en los ejes x e y
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Figura 1.1: Dotación inicial en la caja de Edgeworthcuyo origen O1 es el punto (0, 0) con la orientación habitual, para el caso de laspreferencias y dotacion inicial del consumidor 2, dado el grá�co original, hare-mos una rotacion de 180° en torno a O1, seguida de una traslacion del origen alpunto O2 = (w̄1, w̄2), una vez hecho esto superponemos las clases de indiferen-cia de nuestros dos consumidores obteniendo asi la caja de Edgeworth de estaeconomía, en donde en el eje vertical se miden las cantidades concernientes albien 1 y en el eje horizontal las del bien 2.Como se observa el la �gura (1.1) en la caja de Edgeworth las dotacionesiniciales de los consumidores quedan representadas por un solo punto, ya que labase tiene una de longitud w̄1 y altura de w̄2, de tal manera que al gra�car lasdotaciones iniciales tenemos que el punto (w1(1), w2(1)) medido desde el origen

O1 coincide con el punto (w1(2), w2(2)) = (w̄1 − w1(1), w̄2 − w2(1)) medidodesde O2 (y con la perspectiva del consumidor 2); al igual que esta asignacióncualquier otro punto dentro de la caja nos representará asignaciones viables ysin desperdicio.Observemos en la �gura (1.2) que dado un conjunto de indiferencia del con-sumidor 1 todas aquellos conjuntos que se encuentran más hacia arriba y a laderecha le reportan una mayor utilidad, de la misma manera para el consum-idor 2, bajo las mismas suposiciones y perspectiva, los mejores conjuntos sonlas que están más hacia abajo y a la izquierda, es así como queda determinadael área en donde se encuentran las asignaciones que mejoran el bienestar deambos consumidores y es en esta área donde aseguramos que se llevará a caboel intercambio.8Siguiendo este razonamiento, tenemos que, cualquier punto de tangenciaentre los conjuntos de indiferencia dentro del área determinada por los conjuntosde indiferencia correspondientes a las dotaciones iniciales de los consumidoresrepresenta una solución para el intercambio, de no ser así podríamos mejorar elbienestar de alguno de los consumidores sin afectar el del otro; en ese sentidolas asignaciones determinadas por los puntos de tangencia de los conjuntos deindiferencia constituyen un óptimo de Pareto, ya que no se puede mejorar elbienestar de alguno de los agentes sin afectar al otro.En lo que concierne a los conceptos básicos del consumidor y economías de8Para este ejemplo supondremos que los conjuntos de indiferencia son curvas suaves.
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Figura 1.2: Curvas de indiferencia y bienestar en la caja de Edgeworth

Figura 1.3: No es posible mejorar la utilidad de un consumidor sin afectar alotro.intercambio puro hasta este punto estan cubiertos, ahora bien podemos pasaral análisis de otro importante agente económico.1.4. La empresaEn lo que concierne a este trabajo nos abocaremos de manera casi exclu-siva a los modelos de intercambio puro o sin produción, pero como dos de losmodelos que usamos como ejemplos en la sección de teoría de juegos incluyena la producción y además la propuesta �nal que nosotros hacemos puede serextendida a economías de propiedad privada, presentamos a continuación lasbases teóricas de las empresas como agentes de la economía.1.4.1. Tecnología de la empresaComo ya lo habíamos mencionado, otro de los agentes ecónomicos necesariospara la interacción dentro de un mercado son las empresas. En este apartadonos enfocaremos al estudio del comportamiento y teoría de dichas entidades.Dado que ya hemos estudiado la teoría del consumidor esta tarea nos resultarámucho más sencilla, primeramente porque ambos comportamientos poseen car-acterísticas semejantes y en segundo lugar porque el resultado de un proceso de



14 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOproducción es observable a diferencia del proceso de elección que simplementenos arrojaba una utilidad, la cual difícilmente resulta tangible.Para entrar al tema que nos ocupa empezaremos de�niendo a las empresas,las cuales son entidades de producción con �nes de lucro, esto es, su principalobjetivo es la generación de utilidades a través de la producción de bienes oservicios.Para poder llevar a cabo su producción cada una de las empresas necesitade diferentes insumos, los cuales denominaremos factores de producción y de-notaremos con el vector v ∈ V ⊆ R
l
+. donde V es el conjunto de factores deproducción disponibles en la economía.9Así como en el estudio del consumidor podíamos tener una herramienta quenos ayudaba a ordenar las preferencias indicandonos la utilidad obtenida alconsumir una cesta en particular, en el caso de la empresa tenemos la funciónde producción f : V → R+ tal que f (v) mide la cantidad máxima bienes quese pueden producir con la cantidad de factores v = (v1, . . . , vl). Este supuestonos indica que la empresa conoce exactamente el proceso de producción y enque manera y proporción in�uyen cada uno de los factores, además damos porhecho que dicha relación se mantiene. Por simplicidad supondremos que cadaempresa produce únicamente un bien al que denotaremos por y ∈ R+, es decir,

y = f (v).De�nición 1.5. Dado un vector de factores de producción v ∈ R
l
+ sea Y ∈ R

l
+,

Y = (Y1, ..., Yi, ..., Yl) el vector cuya i-ésima entrada Yi = y = f(v) y paratoda k 6= i la entrada Yk = 0. Decimos que el vector r ∈ R
l tal que r = Y − vconstituye un plan de producción para la empresa que elabora el bien i-ésimo yque posee una función de producción y = f(v).Una vez que tenemos la función de producción de la empresa podemos hablarde los retornos a escala, al hacerlo simplemente nos referimos al cambio que sufrela producción de la empresa al aumentar en cierta proporción los insumos, dadoun vector de factores de producción v ∈ V y un escalar λ ∈ R+ con λ > 1decimos que la función de producción f (v) posee:Retornos crecientes a escala si λf (v) < f (λv) oRetornos constantes a escala si λf (v) = f (λv) oRetornos decrecientes a escala si λf (v) > f (λv).Para ver la importancia que tienen los retornos a escala dentro de la teoría dela empresa pasemos al planteamiento del problema.9Con esto no estamos suponiendo que la empresa necesite de todos y cada uno de los bienesdisponibles en la economía para su proceso de producción, varias de las entradas del vector vpueden ser iguales a cero.



1.4. LA EMPRESA 151.4.2. Los costos y el problema de la empresaAl realizar operaciones dentro de una empresa se puede incurrir en dos tiposde costos, los �jos y los variables. Los primeros se re�eren a aquellos costosque se generan haya o no producción, por ejemplo los muebles e inmuebles dela empresa, publicidad, etc. En cambio los costos variables son aquellos que secrean directa y únicamente junto con la producción, es decir, el costo total de losfactores de producción. Para nuestra comodidad supondremos que sólo existencostos variables.10Sean p ∈ R
l
+, el vector de precios de la economía, donde p se toma comodado, a�rmamos que el costo total de producir la cantidad y de bienes es iguala p · v y el ingreso total por la venta de y es igual a p · Y .Con base en todo lo anterior podemos plantear el problema de la empresa, elcual por simple deducción sabemos que es el de maximizar sus bene�cios, paraesto de�niremos la función de ganancia

π(v) = p · Y − p · v = p · rque nos indica que la ganancia �nal de la empresa es igual a la entrada total dela venta de la producción y = f (v) a los precios p menos los costos variables
p · v que genera dicha producción. Pero ¾qué pasaría si nuestra empresa tuvieraretornos crecientes a escala? Haciendo un análisis de la función de gananciaalcanzamos a observar que dado un vector de insumos inicial v que nos produceuna cantidad y de bienes, tenemos la oportunidad de aumentar la ganancia de laempresa si consideramos el vector de insumos v′ > v y una vez elegido el vector
v′ encontraremos otro vector v′′ tal que π(v′′) > π(v′) y así sucesivamente.Por lo tanto en caso de tener retornos crecientes a escala no existe una cotasuperior que nos delimite el conjunto de ganancia de la empresa. Para evitareste tipo de inconvenientes y poder determinar la oferta óptima de la empresasupondremos que la función f (v) es cuasi-cóncava y doblemente diferenciable,el primer supuesto nos dice implicitamente que la función f (v) posee retornosdecrecientes o constantes a escala, nunca crecientes. Una vez aclarado este puntoregresamos al problema de la empresa , el cual se expresa como

máx
v≥0

p · (Y − v) (1.6)Obervese que a diferencia del problema del consumidor la empresa no poseerestricciones de ningún tipo, es decir, es libre producir la cantidad que estadesee, pero sabemos que lo hará sólo hasta el punto en que dicha producción lereporte una ganancia, es más, por el tipo de problema que esta entidad enfrenta,aseguramos que escogerá el plan de producción que le genere la mayor ganancia.Para resolver el problema de optimización de la ecuación (1.6) procederemosde manera similar al problema del consumidor, esto es, obtendremos primero lascondiciones de primer orden derivando la función de ganancia respecto a cadauno de los insumos. Tenemos que si v∗ es un óptimo entonces10Este desprecio de los costos �jos se puede justi�car al suponer que el costo marginal dela empresa se encuentra por encima del costo variable medio.
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pi

∂f (v)

∂vj

= sjpara j = 1, ..., l y donde pi representa el precio del bien que produce la empresa.Al resolver el sistema de ecuaciones resultante obtenemos las demandasderivadas v (p) y con esto podemos calcular la función de oferta y de ganan-cia
y = f (v(p))

π(v) = pif (v(p)) − p · v(p))Como se observa la función de oferta de la empresa es una función quedepende de los precios y nos indica la cantidad del bien que la empresa debeproducir para maximizar su ganancia.Ahora examinemos un ejemplo en donde apliquemos los conocimientos acercade la empresa adquiridos hasta ahora.Ejemplo 1.3. Sea una economía con tres bienes diferentes, un vector de precios
p = (p1, p2, p3) y una empresa dedicada a la producción del tercer bien con unafunción de producción tipo Cobb-Douglas 11 f (v) = vα

1 v
β
2 . Observemos que si

α+β > 1 tendriamos retornos crecientes a escala, α+β = 1 nos indica retornosconstantes y para α+β < 1 retornos decrecientes. Por simplicidad supondremosesto último.Entonces tenemos que el plan de producción de la empresa es r = (−v1, −v2, vα
1 v

β
2 )y la función de ganancia es π(v1, v2, v3) = p3v

α
1 v

β
2 − p1v1 − p2v2 = p · r, con locual el problema de la empresa se expresa como

máx
v≥0

−p1v1 − p2v2 + p3v
α
1 v

β
2derivando las condiciones de primer orden obtenemos el sistema

p3αv
α−1
1 vβ

2 = p1

p3βv
α
1 v

β−1
2 = p2que al resolver nos da las demandas derivadas

v1(p) =

(

p3α
1−βββ

v1−β
1 vβ

2

)
1

1−α−β

v2(p) =

(

p3β
1−ααα

vα
1 v

1−α
2

)
1

1−α−β

v3(p) = 011Este tipo de función lleva su nombre en honor al matemático Charles Cobb y al economistaPaul Douglas.



1.5. ECONOMÍA DE PROPIEDAD PRIVADA 17sustituyendo esta información en las funciones de oferta y ganancia respectiva-mente, tenemos
y = p

α+β
1−α−β

3

(

ααββ

vα
1 v

β
2

)
1

1−α−β

π(v(p)) = (1 − α− β)

(

p3α
αββ

vα
1 v

β
2

)
1

1−α−βCon este ejemplo �nalizamos el estudio básico sobre la teoría de la empresapara asi dar paso a el estudio del equilibrio general en economías de propiedadprivada.1.5. Economía de propiedad privadaUna vez estudiados el comportamiento de los consumidores y los productorespor separado haremos un análisis de la interacción entre ellos dentro de unmercado competitivo de propiedad privada.Primeramente pensemos en qué pasaría si dentro de una economía los con-sumidores fueran al mismo tiempo los dueños de las empresas, mejor aún,supongamos que cada empresa es propiedad de un gran número de consumidores,es decir, los consumidores poseen la totalidad de la acciones de la empresa. Seauna economía con l diferente bienes, T = {1, ..., m} el conjunto de consumidoresy K = {1, ..., n} el conjunto de empresas, de tal manera que el consumidor tposee una proporción θ(t, k) ≥ 0 de la empresa j donde ∑t∈T θ(t, k) = 1para toda k = 1, ..., n. 12. Entonces, dado un vector de precios p ∈ R
l
+ y elplan de producción r(k) de la empresa k el problema de maximización para elconsumidor t con presupuesto inicial w(t) es

máx
x(t)≥0

ut(x(t))s.a. p · x(t) ≤ +w(t) +
∑

k∈K

(θ(t, k)) (p · r(k))
(1.7)para todo t ∈ T , y donde el producto (θ(t, k)) (p · r(k)) es la parte proporcionalde los bene�cios que le corresponden al consumidor t como accionista de laempresa k.Analizando un poco más el supuesto de que los consumidores son al mismotiempo propietarios de las empresas, tenemos que, un aumento en las ganan-cias de la misma produce un incremento en el bienestar global del consumidor-propietario al expandir su conjunto presupuestario. Aseguramos entonces queeste supuesto respeta la naturaleza intrinseca de cada uno de los agentes, por unlado sigue siendo deseable maximizar las ganancias como empresa y por el otro12No necesariamente todos los consumidores poseen parte de todas la empresas, se puedetener θ´s iguales a cero.



18 CAPÍTULO 1. EQUILIBRIO WALRASIANOmaximizar la utilidad como consumidor, y aun más, logra una sincronia perfectaentre los dos agentes al centrar sus objetivos en la maximización de la utilidadde la empresa, resultado que deriva en un aumento del bienestar general.Este tipo de economía, en donde los agentes son consumidores-propietarios,se denomina de propiedad privada. Este último concepto nos hace pasar demanera natural a la de�nición del equilibrio Walrasiano dentro de este contexto.De�nición 1.6. Dada una economía de propiedad privada con un espacio de bi-enes X ⊂ R
l
+, un conjunto de consumidores T = {1, ..., m} con una función deutilidad ut que representa a una relación de preferencia �t, una dotación inicial

w(t) y un vector de participaciones θ(t) ∈ R
n
+ tal que θ(t) = (θ(t, 1), ..., θ(t, n))para todo t ∈ T ; y un conjunto de empresas K = {1, ..., n} con una funciónde producción yk = fk(v) para toda k ∈ K, donde ∑t∈T θ(t, k) = 1 para k =

1, ..., n. Decimos que una asignación (x∗, y∗) donde x∗ ∈ R
m × R

l, y∗ ∈ R
l ytales que x∗ = (x∗(1), ..., x∗(m)) y y∗ = (y∗(1) = f1(v

∗(1)), ..., y∗(1) = f1(v
∗(n)))y un vector de precios p∗ = (p∗1, ..., p

∗
l ) constituyen un equilibrio Walrasiano sii) Para toda k ∈ K, y∗(k) ∈ R

l
+ maximiza las función de ganancia

π(v), es decir, si v∗kes una solución óptima del problema de maxi-mización de la ecuación (1.6) entonces y∗(k) = fk(v∗k).ii) Para toda t ∈ T , x(t) es solución del problema de maximización dela ecuación (1.7).iii) El mercado se limpia, es decir,∑t∈T x∗(t) =
∑

t∈T w(t)+
∑

k∈K Y ∗
k .Mostraremos a continuación el teorema de existencia del equilibrio Walrasianoo competitivo para economías de propiedad privada, pero, dado que no seráprimordial en nuestro trabajo, únicamente daremos una idea general de la de-mostración.Teorema 1.3. Sea una economía de propiedad privada con un espacio de bi-enes X l ⊆ R

l
+, con X l compacto y convexo, un conjunto de consumidores

T = {1, ..., m} con una función de utilidad u : X → R continua, estrictamentecreciente y estrictamente cuasi-cóncava que representa a la relación de prefer-encia �t completa, una dotación inicial w(t) > 0 y un vector de participaciones
θ(t) ∈ R

n
+ tal que θ(t) = (θ(t, 1), ..., θ(t, n)) para todo t ∈ T ; y un conjuntode empresas K = {1, ..., n} con una función de producción yk = fk(v) cuasi-cóncava y doblemente diferenciable y conjunto de planes de producción Yk ∈ R

l
+compacto y convexo para toda k ∈ K, donde∑t∈T θ(t, k) = 1 para k = 1, ..., n.Entonces existe una asignación (x∗, y∗) donde x∗ ∈ R

m×R
l, y∗ ∈ R

l y un vectorde precios p∗ ∈ R
l
+ que constituyen un equilibrio competitivo.



1.5. ECONOMÍA DE PROPIEDAD PRIVADA 19Demostración. Sea la funcion de exceso de demanda z : R
l
++ → R

l tal que
z(p) =

∑

t∈T

x(t) −
∑

t∈T

w(t) −
∑

k∈K

ykdonde
x(t, p) = x(t, p, δt

p)con
δt
p = p · w(t) +

∑

k∈K

θ(t, k)p · Yk(p)Claramente una asignación (x∗, y∗) donde x∗ ∈ R
m × R

l, y∗ ∈ R
l y un vectorde precios p∗ ∈ R

l
+ tales que z(p∗) = 0 constituyen un equilibrio competitivo.De�namos la función continua

fj(p) =
pj + máx{z̃j(p), 0}

1 +
∑l

k=1 máx{z̃k(p), 0}para todo j = 1, ..., l y procedamos de manera semejante a la demostración dela existencia del equilibrio competitivo en economías de intercambio puroEn los modelos de intercambio puro que plantearemos con el �n de funda-mental la teoría del equilibrio competitivo, ciertos agentes muestran un com-portamiento competitivo, como el que se estudió en este capítulo, mientras que,algunos otros se comportan de manera estratégica. Para modelar dicho compor-tamiento presentamos a continuación la herramienta fundamental del compor-tamiento estratégico: La teoría de juegos.



Capítulo 2Teoría de juegosComo se caba de mencionar la herramienta fundamental con la que comun-mente se modela el comportamiento competitivo es la teoría de juegos, en estasección estudiaremos los conceptos básicos referentes a los juegos rectangularesy extensivos necesarios para los modelos presentados en los capítulos 3 y 4.2.1. Juegos rectangulares y equilibrio de NashPara adentrarnos en el tema de los juegos rectangulares abordaremos unjuego bastante conocido en la teoría de juegos, el dilema del prisionero [12].Imaginemos que dos ladrones llevan a cabo un robo a mano armada y en elmomento en que se encuentran huyendo son aprehendidos por las autoridades.Dado que nadie se quiere ver involucrado en problema legales, no existen declara-ciones en su contra, por lo cual la policía no puede sentenciarlos directamente.Pero poseen otro recurso, las declaraciones de los presuntos culpables. De es-ta manera en la comisaría se les informa que serán interrogados por separadoesperando obtener alguna prueba su�ciente para deshechar o continuar el caso.Los presos saben que si ellos se delataran entre si, ambos obtendrían unapena de 5 años en la cárcel por el delito cometido. Por otro lado si alguno deellos, en el afán de desligarse del caso, culpara a su compañero y este a su vezoptara por guardar silencio, el delatador sería puesto de manera inmediata enlibertad y su compañero condenado a 7 años de cárcel por los delitos de roboa mano armada y obstrucción de la justicia . Finalmente si los dos decidieranguardar silencio, la policia a falta de pruebas, únicamente los podría condenara 2 años de cárcel por portación de armas. Condensemos toda esta informaciónen la siguiente matriz Preso 2Con�esa No con�esaPreso 1 Con�esa (-5, -5) (0, -7)No Con�esa (-7, 0) (-2, -2)21



22 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE JUEGOSEsta matriz es conocida como la matriz de pago del juego, en este caso eldilema del prisionero. En ella se representan los pagos para todas la posiblescombinaciones de estrategías dentro de un juego bipersonal con conjuntos deestratégias �nitas.Para el dilema del prisionero tenemos que nuestros dos jugadores son losladrones, denotados en la tabla como Preso 1 y Preso 2 donde cada uno de ellosposee dos posibles estratégias o decisiones {Con�esa, No con�esa}. El vector
(φ1, φ2) de la entrada (i, j) de la matriz nos indica que dado que el jugador
1 escogió la estrategia i y el jugador 2 la estratégia j el jugador 1 obtiene unpago φ1 y el jugador 2 un pago de φ2. En la matriz de pagos del dilema delprisionero la entradas de los vectores (φ1, φ2) son negativas por que los pagosrecibidos hacen referencia a un tiempo de castigo o pérdida, implicitamenteesto representa el supuesto de que los ladrones se encuentran mejor entre menostiempo pasen en la cárcel.Como se mostrará a continuación con los elementos estudiados hasta estemomento basta para de�nir un juego de manera estratégica.De�nición 2.1. La representación en forma estratégica de un juego G con
n jugadores consiste en la colección {N, {Dj}j∈N , {φj}j∈N} donde N es elconjunto de jugadores, Dj es el conjunto de estrategias puras del jugador j y φjes la función de pago del jugador j, tal que φj : Dj → RDe�nición 2.2. Decimos que el vector d ∈

∏

j D
j tal que d =

(

d1, ..., dn
) con

dj ∈ Dj para todo j ∈ N es un per�l estratégico.Regresando al dilema de los prisioneros veamos en qué acaba el caso. Antesdel interrogatorio los ladrones discuten las posibles condenas que se les infor-mó podrían pagar, a partir de esto concluyen que el menor tiempo posible apasar entre ambos en la cárcel es de 4 años, como claramente se observa en lamatriz de pago. Con este �n y en un acto de buena fe acuerdan no confesardurante el interrogatorio. Con esta combinación de estrategias cada uno pasaríaúnicamente 2 años en la carcel, pero, ¾qué sucedería si alguno de ellos violarael acuerdo?Con el acuerdo en mente el primer prisionero pasa al interrogatorio, ahíse da cuenta de que si su compañero, tal como acordaron, no va a confesar,a él le conviene faltar a su palabra y quedar inmediatamente en libertad. Porotro lado piensa que si a su compañero se le ocurriera el mismo razonamiento, sudecisión estaría únicamente entre pasar 5 o 7 años preso, por lo que concluye quede cualquier manera seguir el acuerdo no le conviene. Estas ideas nos inducendirectamente a la siguiente de�nición.De�nición 2.3. Dado un per�l estratégico d ∈
∏

j D
j , decimos que d̄j ∈ Dj esuna mejor respuesta para el jugador j al vector de estrategias dado si

φj(d | d̄j) ≥ φ1(d)



2.1. JUEGOS RECTANGULARES Y EQUILIBRIO DE NASH 23para toda dj ∈ Dj . Donde d | d̄j signi�ca que ell jugador j cambia su estrategia
dj por d̄j mientras los demás continúan con la estrategia di para i 6= j.En el caso de los ladrones tenemos que para el jugador i ∈{Preso 1, Preso 2}siempre es una mejor estrategia Confesar que No confesar, es decir, para cadaestrategia que juegue el prisionero j, la pérdida del prisionero i será menor sihabla que si calla.De�nición 2.4. En el juego en forma estratégica de n jugadores, G = {N, {Dj}j∈N , {φj}j∈N}decimos que el vector de estrategias (d̃1, . . . , d̃n), donde d̃j ∈ {D}j para todo
j ∈ N , constituye un equilibrio de Nash si para cada jugador i, d̃i es la mejorrespuesta del jugador i, o al menos una de ellas, a las estrategias de los otros
n− 1 jugadores , es decir

φi(d̃
1, ..., d̃i−1, d̃i, d̃i+1, ..., d̃n) ≥ φi(d̃

1, ..., d̃i−1, di, d̃i+1, ..., d̃n)para toda di ∈ Di. Donde el vector (d̃ | di) nos representa al per�l estratégico d̃en donde todas las entradas j con j 6= i son iguales a d̃j y la entrada i-ésima esigual a di.Claramente el estado del juego en donde los dos presos deciden confesar esun equilibrio de Nash, por lo cual ninguno querrá cambiar su estrategia, ya que,están obteniendo el mejor pago que pueden asegurar independientemente de laestrategia que elija el otro preso. Después de este pequeño análisis fácilmentealcanzamos a vislumbrar lo que pasará con cada uno de los presos al momentoque se les pida su declaración: Se acusarán mutuamente.Si al principio del problema nos hubieran dicho que casi seguramente los dospresos se culparían, quizá nos hubiera sorprendido, dado que parece mas lógicooptar por pasar 2 años en la cárcel que 5, a este problema con la paradójicaelección por parte de los jugadores se le conoce como El dilema del prisionero.Es importante notar que la ambición de los jugadores es la que hace que el pagorecibido al �nal por todos, sea menor al que podrían obtener si existiera unaverdadera cooperación entre los involucrados.2.1.1. Modelo del duopolio de CournotEn 1838 el matemático francés Antoine Augustin Cournot publicó su obraRecherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses en lacual desarrolló el modelo que a partir de entonces se conoce como el duopoliode Cournot; grosso modo este modelo esboza la manera en que interactúan dosempresas cuando éstas son las únicas que producen un bien, es decir, cuandodichas empresas mantienen un duopolio en el mercado. La importancia de estemodelo en el ámbito económico radicó en el énfasis que se le dió a la interde-pendencia de las decisiones de las empresas, relación que la economía clásica notomaba en cuenta. De la misma manera, más de un siglo después el modelo fue



24 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE JUEGOSretomado para su estudio en el área de la teoría de juegos, en donde se mostróque el equilibrio que Cournot había determinado en su planteamiento no eranmás que un equilibrio de Nash de un caso particular de un juego no cooperativo.A continuación desarrollamos el modelo.Plantearemos el modelo de manera general para cualquier oligopolio. Supong-amos que en el mercado únicamente n empresas producen cierto bien,1 el cualposee características idénticas y cuyo costo de producción de cada unidad es csin importar la empresa que se encargue de su manufactura ni la cantidad deartículos producidos. Asimismo la demanda por parte de los consumidores paradicho bien es d, con d − c > 0. Cada empresa i es libre de decidir producir lacantidad qi con i = 1, ..., n por lo tanto a�rmamos que las qi´s son independi-entes. Hasta este momento las hipótesis aquí planteadas no nos han mostradola relación de interdependencia de las empresas y sus desiciones que habíamosmencionado en la introducción; para modelar este hecho Cournot propuso queel precio del producto en el mercado estuviera determinado por la función
p(q) = d−

n
∑

j=1

qj (2.1)la cual claramente re�eja esa dependencia de la que hemos hablado. Por un ladocada empresa elegirá libremente su producción, pero, al mismo tiempo, trataráde encontrar un punto óptimo, tomando en cuenta la producción de las otrasempresas, donde la elaboración y venta de los artículos le sea lo más redituableposible. Analizando más de cerca la ecuación podemos reducir el intervalo deoscilación de la producción de las empresas, observemos que p(q) = 0 si y sólosi d =
∑n

i=1 qj con lo cual podemos inferir que ninguna empresa bajo ningunacircustancia querrá tener una producción mayor a d. Es decir, directamenteno hay obstáculo alguno para que una empresa abarrote el mercado con susproductos, no obstante si suponemos que la empresa actúa de manera racional,es esta misma actitud la que le impedirá llevar a cabo dicha estrategia.Igualmente, es importante percatarnos de la forma en que la función (2.1)re�eja los cambios de precio del producto respecto a las variaciones que se pre-sentan en la oferta y la demanda. Por ejemplo, para una oferta �ja, conformela demanda aumenta, el precio del bien se eleva, contrario a lo que sucede sise presenta una disminución en la demanda del producto; en el caso de unademanda �ja, mientras la oferta del bien aumenta, el precio disminuye propor-cionalmente a esta, opuesto a lo que sucedería si las empresas redujeran susniveles de producción.Por lo descrito anteriormente podemos decir que el precio que la funcióndetermina es un precio de equilibrio, ya que iguala la oferta con la demanda.Finalmente nos da una interpretación plausible para d, la demanda que existiríadel bien si su precio fuera cero.Para terminar el planteamiento de este problema supondremos que las ganan-cias de las empresas son simplemente el bene�cio neto, lo que equivale a la difer-encia entre el importe por los artículos vendidos menos el costo de producción1Con n ∈ N y su�cientemente pequeño para crear un oligopolio



2.1. JUEGOS RECTANGULARES Y EQUILIBRIO DE NASH 25de los mismos2, denominaremos a ésta la función de pago
πi(q) = qip(q) − qiccon i = 1, ..., n.3Bajo este contexto Cournot modeló el comportamiento que seguían las pro-ducciones de las empresas, considerando siempre que cada una perseguía obtenerel mayor bene�cio posible. Nosotros analizaremos el problema desde una per-spectiva de teoría de juegos, sin alterar con esto el resultado.Recolectemos primero los elementos necesarios para el juego. En el juego deloligopolio de n empresas el conjunto de jugadores es N = {e1, ..., en}, con unconjunto de estrategias 4 qi ∈ [0, d] y las funciones de pago de las empresas son

πi(q) = qi
[

d− c−
n
∑

j=1

qj
] (2.2)para i = 1, ..., n. Con lo anterior queda determinado nuestro juego.De aquí que el problema de la empresa i, suponiendo que las otras empresashan decidido producir qj , sea

máx
qi>0

qi
[

d− c−
n
∑

j=1

qj
]donde aseguramos que se alcanza el máximo cuando ∂

∂qi
πi = 0 ya que ∂2

∂q2
i

πi =

−2 y la función es continua sobre qi para i = 1, ..., n.Al realizar este procedimiento encontramos la mejor respuesta para la em-presa i dado que las otras empresas decidieros producir qj para j 6= i. Al hacerlopara todas las empresas, obtenemos un sistema de ecuaciones, del cual asegu-ramos que su solución es el equilibrio de Nash de juego de Cournot.Analicemos primero el modelo para un monopolio, es decir, para n = 1.Dadas una demanda d, un costo marginal igual a c, con d − c > 0 y una pro-ducción q1, el precio del producto del bien queda determinado por la función
p(q) = d− q1 y la función de pago de la empresa es

π1(q1) = q1
[

d− q1 − c
] (2.3)con lo anterior, al igual que en el problema de la empresa, el objetivo de e1 esmaximizar sus ganancias es decir

máx
q1≥0

q1
[

d− q1 − c
]2Volvemos a hacer uso del supuesto de costos �jos iguales a cero.3Esta función es la que en el estudio de la empresa denominamos función de ganancia,pero como ahora estamos abordando el problema desde la teoría de juegos en esta sección lallamaremos función de pago.4Donde suponemos que el producto es in�nitamente divisible



26 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE JUEGOSal resolver tenemos
d

d q1
π1 = 0

−2q1 + d− c = 0

q∗1 =
d− c

2Por lo tanto cuando una empresa posee el monopolio del mercado la cantidadde producción que maximiza su ganancia es d−c
2 obteniendo

π1

(d− c

2

)

=
d− c

2

[

d−
(d− c

2

)

− c
]

=
(d− c

2

)2y vendiendo el producto a un precio
p(q∗1) =

d+ c

2denominaremos a d−c
2 cantidad de producción de monopolio (qm) y al pagoobtenido ganancia de monopolio (πm).Analizemos ahora el modelo para un duopolio, es decir, para n = 2. Dadasdos empresas dentro de la economía con una demanda d, un costo marginaligual a c, con d− c > 0, el precio del producto del bien queda determinado porla función p(q) = d− q1 − q2 y la función de pago de la empresa es

πi(q) = qi
[

d− q1 − q2 − c
]para i = 1, 2.Como hemos mencionado, cada empresa elige libremente sus cantidades deproducción, con base en esto la entidad contraria busca la mejor respuesta aesta decisión; desarrollemos este proceso para la empresa 1. Maximizar π1 dadoque e2 ha decidido producir una cantidad �ja de artículos q∗2 , se reduce a

máx
q1≥0

q1
[

d− q1 − q∗2 − c
]

∂

∂q1
π1 = 0

d− 2q1 − q∗2 − c = 0

q∗1 =
d− q∗2 − c

2aplicando el mismo procedimiento tenemos que la mejor respuesta de la empresa2 a la decisión de producción q∗1 por parte de la empresa 1 es
q∗2 =

d− q∗1 − c

2



2.1. JUEGOS RECTANGULARES Y EQUILIBRIO DE NASH 27con lo cual obtenemos el sistema de ecuaciones
{

q∗1 =
d−q∗

2−c

2

q∗2 =
d−q∗

1−c

2que resolviendo nos queda
q∗1 = q∗2 =

d− c

3Por lo tanto la estrategía q1 = d−c
3 por parte de la empresa 1 como respuestaa la decisión de producción q2 = d−c
3 elegida por la empresa 2, maximiza lasganancías de la primera. Análogamente para la empresa 2 la cantidad q2 = d−c

3maximiza sus ganancías ante la estrategía q1 = d−c
3 de la empresa 1. Es decir,el per�l estratégico (q∗1 , q

∗
2) =

(

d−c
3 , d−c

3

) constituye un equilibrio de Nash parael duopolio de Cournot.Sustituyendo las estrategías mencionadas para cada una de las empresas enlas respectivas funciones de pago, obtenemos
π1(q

∗
1 , q

∗
2) = π2(q

∗
1 , q

∗
2) =

d− c

3

[

d−
2

3
(d− c) − c

]

=

(

d− c

3

)2y el precio �nal del producto
p(q∗1 , q

∗
2) =

d+ 2c

3Supongamos que partimos de un monopolio en el mercado, en donde laproducción óptima es qm = d−c
2 obteniendo una ganancía de ( d−c

2

)2. Si poralguna razón ajena a nuestro conocimiento, la empresa se debiera dividir en dos,formandose dos empresas independientes administradas por un mismo dueño ydonde las dos debieran producir las mismas cantidades. Bajo estas suposicioneses lógico pensar que el empresario calcularía la producción que maximiza lasganancias de su emporio y sencillamente asignaría la mitad de esta a cada unade las empresas, es decir la cantidad de monopolio entre dos.Es decir, el empresario propone el per�l de estrategias ( d−c
4 , d−c

4

) para susempresas, obteniendo así cada una de las empresas una ganancía
π1

(

d− c

4
,
d− c

4

)

= π2

(

d− c

4
,
d− c

4

)

=
(d− c)

8

2Recordando que en el desarrollo del duopolio Cournot las ganancias obtenidaspor cada una de las empresas era (d−c
3

)2 , podemos hacer una comparación en-tre dicho resultado y el mostrado previamente, en el cual la ganancia es (d−c)
8

2;claramente (d−c)2

9 < (d−c)
8

2 pero ¾cuál es el factor que hace que las gananciasdependan del enfoque del problema? Por un lado en el modelo del duopolio deCournot partiamos del supuesto que las empresas eran independientes y que



28 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE JUEGOScada una individualmente buscaria maximizar su bene�cio y en el segundo casolas dos empresas coordinadamente �jaban y acordaban la produccion de cadauna de ellas. ½Sorpresa! el dilema del prisionero no resulto ser tan ajeno a larealidad.Analizemos ahora el mismo problema para n = 3 donde, al igual que en elplanteamiento de Cournot las empresas actuarán de manera individualista paramaximizar sus ganancias. Bajo las mismas hipótesis de una demanda d y uncosto marginal igual a c, con d− c > 0 y con nuestras respectivas funciones deprecio y de pago
p(q) = d− q1 − q2 − q3

πi(q) = qi
[

d− q1 − q2 − q3 − c
]para i = 1, 2, 3. Para determinar el equilibrio de Nash de este juego procedemoscomo lo hemos venido haciendo hasta ahora. Sean q∗2 , q∗3 las estrategias de lasempresas e2 y e3 respectivamente. Entonces la empresa 1 enfrenta el problema

máx
q1≥0

qi
[

d− q1 − q∗2 − q∗3 − c
]donde resolviendo tenemos

∂

∂q1
π1 = 0

d− 2q1 − q∗2 − q∗3 − c = 0

q∗1 =
d− c− q∗2 − q∗3

2de manera similar obtenemos para las empresa 2 y 3
q∗2 =

d− c− q∗1 − q∗3
2

q∗3 =
d− c− q∗1 − q∗2

2con lo cual llegamos al sistema de ecuaciones










q∗1 =
d−c−q∗

2−q∗

3

2

q∗2 =
d−c−q∗

1−q∗

3

2

q∗3 =
d−c−q∗

1−q∗

2

2que al resolver simultáneamente obtenemos
q∗1 = q∗2 = q∗3 =

d− c

4Sustituyendo esta cantidad en las respectivas funciones de pago nos da laganancia para cada una de las empresas
πi (q∗1 , q

∗
2 , q

∗
3) = πi

(

d− c

4
,
d− c

4
,
d− c

4

)

=
d− c

4

[

d−
3

4
(d− c) − c

]

=

(

d− c

4

)2



2.1. JUEGOS RECTANGULARES Y EQUILIBRIO DE NASH 29para i = 1, 2, 3, 4. Y el precio �nal del producto
p(q∗1 , q

∗
2 , q

∗
3) =

d+ 3c

4Una vez más llegamos a que las empresas obtienen una ganancia menor ala que podrían obtener al dividirse la cantidad de producción del monopolio qmequitativamente entre las tres, es decir, si las empresas acordaran producir cadauna qm

3 sus utilidades serían de
πi

(qm
3
,
qm
3
,
qm
3

)

= πi

(

d− c

6
,
d− c

6
,
d− c

6

)

=
d− c

6

[

d−
1

2
(d− c) − c

]

=
(d− c)

12

2donde claramente podemos observar que
(d− c)

12

2

>
(d− c)

16

2la primera vez que observamos este fenómeno nos asombró, en esta ocasión eraun �nal de fácil vaticinio.Finalmente la siguiente proposición nos ofrece la solución al problema demaximización bajo el contexo de Cournot para n empresas.Proposición 2.1. Sean n empresas en un mercado como el descrito arriba,donde la empresa i produce qi artículos, con i = 1, ..., n. Entonces la cantidad qique maximiza la ganancia de la empresa i dadas las estrategias de las otras n−1empresas es qi = d−c
n+1 obteniendo una ganancia πi =

(

d−c
n+1

)2 para i = 1, ..., ny un precio �nal del producto p(q∗) = d+nc
n+1 .Cabe observar que si el número de empresas n es muy grande, la cantidadque optimiza sus ganancias tiende a cero, el precio unitario del producto tiendeal costo unitario y las ganancias se reducen exponencialmente. De la mismamanera, dado un mercado saturado de oferta, la decisión de producción de unasola empresa afecta de manera mínima, casi nula, el precio del bien. Con todo loanterior podemos concluir dado un mercado Cournotiano con n empresas, si nes su�cientemente grande el mercado se torna competitivo, es decir, los preciosse toman como dados ya que las empresas no tienen injerencia sobre ellos y lasganancias de las empresas tienden a cero.2.1.2. Teorema de existencia del equilibrio de Nash en es-trategias purasPara asegurar la existencia del equilibrio de Nash en estrategias puras de losmodelos subsecuentes demostraremos el siguiente teorema.Teorema 2.1. Sea un juego G en forma estrategica {N, {Dj}j∈N , {φj}j∈N},donde el conjunto de estrategias es un subconjunto de un espacio euclideo Dj ∈
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m, con Dj no vacío, compacto y convexo, y la función φj continua en d ycuasi-cóncava en dj para todo j ∈ N , d ∈ D y dj ∈ Dj . Entonces existe unequilibrio de Nash en estrategias puras.Demostración. Dado un per�l de estrategias d̃ = (d̃1, ..., d̃n) de�nimos la cor-respondencia de mejor respuesta del jugador j como
ϕj

1(d̃) = {dj ∈ Dj | máxφj(d̃ | dj)}para todo dj ∈ Dj . Por el teorema del máximo de Berge tenemos que estacorrespondencia es compacta y semicontinua superiormente. Por otro lado como
φj es una función cuasi-cóncava entonces la correpondencia de mejor respuesta
ϕj es convexa. Sea la correpondencia ϕ2 : D � D el producto cartesiano de lascorrespondencias ϕj

1 para todo j ∈ N , de aquí que ϕ2 es también compacta ysemicontinua superiormente. Tenemos que un punto �jo de la correspondencia
ϕ2 es un per�l estratégico d̃ tal que ϕ2(d̃) = d̃ donde d̃j ∈ ϕj

1(d̃) para todo
j ∈ N , entonces cualquier punto �jo de la correspondencia ϕ2 constituye unequilibrio de Nash para este juego.Para aplicar el teorema de punto �jo de Kakutani basta ver quei) D es compacto, convexo y no vacío.ii) ϕ2(d̃) es convexo.iii) ϕ2(d̃) es no vacío.iv) ϕ2 es semicontinua superiormente.Por de�nición tenemos que los espacios de entrategias Dj´s son no vacios,compactos y convexos , entonces D = D1 × · · ·×Dn es también un conjunto novacío, compacto y convexo.Como la función de pago φj es cuasi-cóncava para todo j ∈ N , entonces
ϕj

1(d̃) es convexa para todo j ∈ N , lo que implica que ϕ2(d̃) también lo sea.De igual manera, dado que φj es una función continua, entonces ϕj
1 es unproblema de optimización de una función continua en un espacio compacto. Porlo tanto φj alcanza su máximo y ϕj

1(d̃) es no vacío al igual que ϕ2(d̃).Finalmente sabíamos que el producto de correspondencias semicontinuas su-periormente es semicontinua superiormente, entonces, dado que ϕj
1 es semicon-tinua superiormente para todo j ∈ N , ϕ2 los es.Por lo tanto, por el teorema de punto �jo de Kakutani existe un punto �jo

d̃ ∈ D que constituye un equilibrio de Nash�Los ejemplos mostrados arriba poseen en común la característica de ser jue-gos que se desarrollan en una sola etapa, es decir, las decisiones de los jugadoresson simultáneas5. En el siguiente apartado extenderemos la noción que teníamosa juegos de varias etapas o extensivos, para nuestros �nes nos bastará con dosetapas.5En nuestro contexto simultaneidad no se re�ere a que todas las decisiones necesariamentesean tomadas en el mismo instante. Basta con que los jugadores no conozcan entre si lasdecisiones tomadas por los otros jugadores sino hasta que todos hayan decidido y sea momentode calcular los pagos �nales.



2.2. JUEGOS EXTENSIVOS SIN PARTIDAS INFINITAS NI JUGADAS DE AZAR 312.2. Juegos extensivos sin partidas in�nitas ni ju-gadas de azarComo lo comentamos en un principio la historia de la teoría de juegos estáintimamente relacionada con ciertos problemas de economía. Los contextos enque se desarrollan algunos problemas económicos en donde se desea aplicar lateoría de juegos incluyen estructuras dinámicas, los modelos de teoria de juegosque se utilizan para este tipo de situaciones se denominan juegos en formaextensiva. Como veremos a continuación la forma extensiva de un juego nosindica de manera explicita el orden en que los jugadores juegan y la informaciónque poseen los jugadores en el momento de su decisión.Para abordar el tema describiremos algunas de las características que usare-mos en nuestros modelos extensivos.Primeramente si en cualquier etapa k del juego todos los jugadores conocenlas decisiones tomadas en todas las etapas previas 0, 1, . . . , k − 1 del juego en-tonces diremos que existe información perfecta. Por otro lado si la función depago de cada jugador es conocida por todos los demás jugadores diremos queexiste información completa.Respecto a las decisiones que se toman en la etapa k del juego, es necesarioque sean simultáneas, es decir, si a un jugador le toca decidir en la etapa k deljuego, entonces él escoge su acción sin conocer las decisiones que están siendotomadas en ese mismo momento por todos los otros jugadores que están jugandoen esa etapa.6En general el conjunto estratégico del jugador t en la etapa 1 depende delo que haya sucedido previamente, por lo tanto denotaremos como At(h
1) alconjunto de posibles estrategias en la etapa dos dada la historia del juego h1;este razonamiento se puede seguir para cualquier historia hk obteniendo que losconjuntos estratégicos consistentes con la historia hk en la etapa k − 1 quedandeterminados por At(h

k) para todo t ∈ T .2.2.1. Equilibrio de Nash y equilibrio perfecto en subjue-gosCon la notación desarrollada y siguiendo bajo el mismo contexto pasamos alas siguientes de�niciones.De�nición 2.5. Una estrategia pura para el jugador t consiste en el plan decontingencia que le indica la estrategia a jugar en la etapa k del juego, para cadaposible historia hk .6Notemos que esta última a�rmación no excluye la opción de que los jugadores jueguenalternadamente, supongamos un juego con un conjunto de jugadores T = T ′ ∪ T ′′, en dondeel subconjunto T ′ de los jugadores toman sus decisiones en una etapa k mientras los de T ′′únicamente observan lo que sucede, y los del subconjunto T ′′ toman sus decisiones en la etapa
k + 1 mientras los del T

′ observan lo que pasa, en este caso podremos decir que todos losjugadores T juegan en la etapa k, en donde la estrategia de los jugadores en T
′′ es la acción�no hacer nada�, igualmente para la etapa k +1 podemos decir que todos los jugadores juegansi aseguramos que la estrategias de los jugadores del conjunto T ′ es la acción �no hacer nada�.



32 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE JUEGOSEs decir, sea Hk el conjunto de todas las posibles historias en la etapa k deljuego y
At(H

k) = ∪hk∈HkAt(h
k)entonces una estrategia pura para el jugador t es una secuencia de funciones

{sk
t }

K
k=0, donde sk

t (hk) ∈ At(h
k) para toda hk. A partir de esto se tiene demanera directa que las acciones en la etapa 0 son a0 = s0(h0) y para la etapa 1

a1 = s1(a0) que serán, por el momento, las únicas de nuestro interés.De�nición 2.6. Un equilibrio de Nash en estrategias puras consiste en un per�lestratégico s tal que ningún jugador t ∈ T pueda obtener un mejor pago con laestrategia s̃t para toda s̃t ∈ St, es decir
ut(s) ≥ ut(s | s̃

t)Antes de continuar con los siguientes ejemplos de�niremos un equilibrio per-fecto en subjuegos, para esto comentaremos ciertos detalles.Recordando la de�nición de un juego en forma normal, llevaremos un juegoextensivo a su forma normal. Dado que en la etapa k del juego todos los ju-gadores conocen la historia hk de decisiones tomadas hasta antes de la etapa k,podemos ver el juego extensivo como un juego normal G(hk). Notemos que si lasacciones desde el estado k hasta el estado K están determinadas por ak hasta
aK entonces la historia �nal hK+1 queda como hK+1 = (hk, ak, ak+1, . . . , aK),a partir de esto podemos de�nir a la función de pago del juego G(hk) como
ut(h

K+1) para todo t ∈ T . Finalmente los conjuntos estratégicos de los ju-gadores, como ya lo mencionamos, quedan de�nidos como una función de hk esdecir At(h
k).Como es de imaginarse, dado un per�l de estrategias s del juego completo, seinduce un per�l estratégico s[hk] del juego G(hk), en donde para cada jugador

t ∈ T el per�l estratégico st[h
k] es simplemente la restricción de st a todas lashistorias consistentes con hk.De�nición 2.7. Un per�l estratégico s de un juego de varias etapas con in-cformación completa es un equilibrio perfecto en subjuegos si para cada hk larestricción s[hk] del juego G(hk) es un equilibrio de Nash de G(hk).Esta intrincada de�nición se ve reducida al algoritmo de inducción haciaatrás cuando estamos en un juego con partidas �nitas e información completa.2.2.2. Inducción hacia atrásPara determinar el equilibrio perfecto en subjuegos de un juego extensivocon partidas �nitas e información pefecta generalmente se utiliza el algoritmodenominado inducción hacia atrás, el cual determina por separado los planes decontingencia de cada uno de los jugadores en cada etapa del juego y los anidade manera retrospectiva para determinar el equilibrio. Analicemos un juego dedos etapas con información completa y perfecta para explicar el algoritmo.Sea un juego que temporalmente se desarrolla de la siguiente manera



2.2. JUEGOS EXTENSIVOS SIN PARTIDAS INFINITAS NI JUGADAS DE AZAR 33i) El jugador 1 toma su decisión de acción a1.ii) El jugador 2 observa a1 y toma su decisión a2.iii) Se calcula el pago de los jugadores como ui(a1, a2) para i = 1, 2.Para aplicar el algoritmo partiremos de la última etapa del juego, es decir, laetapa donde le toca decidir al jugador 2 su estrategia a jugar. Dado que estamosen un juego con información perfecta entonces sabemos que la historia en laetapa 1 del juego es h1 = a1 de donde el jugador 2 sabe que el jugador 1 jugó
a1 a partir de esto simplemente le queda resolver el problema de maximización

máx
a2∈A2

u2(a1, a2)Supongamos que dicho problema tiene una solución única, la cual denom-inaremos mejor respuesta del jugador 2 a la acción a1 por parte del jugador 1y denotaremos por r2(a1) para todo a1 ∈ A1. Con esta información en menteretrocedemos una etapa del juego para llegar a la etapa en donde le toca decidiral jugador 1 su estrategia. Dado que es un juego con información completa, eljugador 1 conoce la función de ganancía del jugador 2 con lo cual facílmentepuede obtener su función de mejor respuesta r2(a1) para cualquier estrategia
a1 que el jugador 1 decida jugar. Entonces el problema del primer jugador sereduce a

máx
a1∈A1

u1(a1, r2(a1))Supongamos que este problema también posee una solución única a∗1.Por lo tanto el per�l estratégico (a∗1, r2(a
∗
1)) es el resultado de la inducciónhacia atrás y constituye un equilibrio de Nash de este juego ya que los dosjugadores están jugando con su mejor respuesta, es decir, ninguno puede obtenerun mejor pago con alguna otra estrategia.Apliquemos a continuación la inducción hacia atrás para resolver un modelomuy conocido dentro de la economía.2.2.3. Modelo de StakelbergEn 1984 el economista alemán Heinrich Freiherr von Stackelberg propuso unmodelo dinámico para un duopolio, en donde una de las empresas era la lider yla otra la seguidora. Bajo los supuestos del duopolio de Cournot y este últimode liderazgo tenemos un juego que temporalmente se desarrolla de la siguientemanera.i) La empresa líder toma su decisión de producción q1 ≥ 0.ii) La empresa seguidora observa la decisión de la líder y escoge producir

q2 ≥ 0.



34 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE JUEGOSiii) Se determinan los precios como en el caso de Cournot y se calculanlas ganancias de las empresas como
πi(q1, q2) = qi

[

d− c−
2
∑

i=1

qi
]Calculemos uno de los equilibrios de este juego con el algoritmo de inducciónhacia atrás. Primeramente sea la reacción de la empresa 2 a una decisión de pro-ducción arbitraria q1 de la empresa 1. Es decir, el conjunto de mejores respuestasde la empresa 2 a q1 es

r2(q1) = {q2 ∈ Q2 | máx
q2≥0

q2
[

d− c− q1 − q2
]de donde

r2(q1) =
d− c− q1

2Observemos que en el duopolio de Cournot obteníamos la misma expresiónpara q∗2 , pero, notemos que en este caso la expresión es realmente la reacción dela empresa 2 ante una decisión de la empresa 1, mientras que en el duopolio deCournot la expresión era simplemente la mejor respuesta de la empresa 2 a unacantidad hipotética que era determinada simultáneamente por la empresa 2.Regresando a la solución del problema, cuando a la empresa 1 le correspondetomar su decisión sabe que la respuesta de la empresa 2 a una decisión q1 queella tome es r2(q1), por lo tanto en la primera etapa del juego la empresa 1 seenfrenta al problema
máx
q1≥0

π1 (q1, r2(q1))es decir
máx
q1≥0

q1 [d− c− q1 − r2(q1)]que al resolver nos da
q∗1 =

d− c

2lo que implica
q∗2 =

d− c

4de aqui tenemos que
π1(q) =

d− c

8

π2(q) =
d− c

16Observemos que bajo este esquema las ganancias de la empresa 1 son mejoresque cuando tiene que suponer la cantidad de producción de la empresa 2, eneste caso conoce exactamente la cantidad de producción de la empresa 2 para



2.2. JUEGOS EXTENSIVOS SIN PARTIDAS INFINITAS NI JUGADAS DE AZAR 35cada q1 que ella decida. En cambio la empresa 2 recibe una ganancia menor queen el duopolio de Cournot.Veámos como se aplica la inducción hacia atrás cuando tenemos jugadassimultáneas en cada etapa del juego. Analicemos un juego de dos etapas coninformación completa e imperfecta.Sea un juego de dos etapas con un conjunto de 4 jugadores estructuradotemporalmente de la siguiente manera.i) Los jugadores 1 y 2 escogen simultáneamente sus acciones a1 ∈ A1y a2 ∈ A2.ii) Los jugadores 3 y 4 observan el per�l (a1, a2) y escogen simultánea-mente a3 ∈ A3 y a4 ∈ A4.iii) Se calculan las gancias como ui(a1, a2, a3, a4) para i = 1, 2, 3, 4.Para determinar el equilibrio de Nash de este juego seguiremos un razonamientosemejante al del juego con información completa y perfecta, solo que en este casotendremos que resolver el subjuego que se obtiene en cada etapa.Primeramente nos situamos en la última etapa del juego y tenemos h1 =
(a1, a2) de donde los jugadore 2 y 3 plantean sus problemas de maximización

máx
a3∈A3

u3(a1, a2, a3, a4)

máx
a4∈A4

u4(a1, a2, a3, a4)
(2.4)Supongamos que para todo per�l (a1, a2) ∈ (A1, A2) existe un equilibriode Nash (a∗3(a1, a2), a

∗
4(a1, a2)) que resuelve los problemas de maximización(2.4). Entonces en la primera etapa del juego los jugadores 1 y 2 prevén que elcomportamiento de los jugadores 3 y 4 en la segunda etapa del juego vendrádado por (a∗3(a1, a2), a
∗
4(a1, a2)). Por lo tanto, después de este razonamiento,el juego queda reducido temporalmente ai) Los jugadores 1 y 2 escogen simultáneamente sus acciones a1 ∈ A1y a2 ∈ A2.ii) Se calculan las gancias como ui(a1, a2, a

∗
3(a1, a2), a

∗
4(a1, a2)) para

i = 1, 2, 3, 4.Es decir, tenemos que resolver el juego que se presenta en la etapa 1 de estejuego para los problemas de maximización
máx

a1∈A1

u1(a1, a2, a
∗
3(a1, a2), a

∗
4(a1, a2))

máx
a2∈A2

u2(a1, a2, a
∗
3(a1, a2), a

∗
4(a1, a2))

(2.5)Supongamos que en la primera etapa existe un equilibrio de Nash (a∗1, a
∗
2) quees solución a los problemas de maximización (2.5). Por lo tanto el conjunto deestrategias (a∗1, a

∗
2, a

∗
3(a

∗
1, a

∗
2), a

∗
4(a

∗
1, a

∗
2) es el resultado de la inducción haciaatrás, es decir, el equilibrio perfecto en subjuegos de este juego.
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Capítulo 3Modelos de intercambio puroComo lo comentamos en la introducción de este trabajo la fundamentacióndel equilibrio Cournot-Walras en economías con y sin producción ha sido unproblema desde hace ya algún tiempo. Con el �n de proponer una posible solu-ción para este problema en economías de intercambio puro, a continuación de-sarrollamos tres modelos, uno con un conjunto de consumidores homogéneo, ylos dos siguientes con un conjunto de consumidores compuesto de pequeños ygrandes consumidores. A partir de los mismos en el siguiente capítulo se con-struirá un rede�nición de uno de ellos para ofrecer una posible explicación ala fundamentación del equilibrio Cournot-walras en economías de intercambiopuro.3.1. Modelo con un conjunto uniforme de con-sumidoresA continuación presentamos el modelo desarrollado en 1977 por Shapleyy Shubik, y con el cual, como se mencionó al principio, se abrió la linea deinvestigación de la fundamentación del equilibrio Cournot-Walras a través deun enfoque de teoría de juegos, al considerar un comportamiento estratégicopara todos los consumidores.3.1.1. Modelo de Shapley y ShubikEn 1977 los economistas estadounidenses Lloyd Shapley y Martin Shubikpresentaron la modelación del equilibrio no cooperativo de una economía deintercambio puro en donde los precios dependían única y naturalmente de lasdecisiones de compra y venta de los consumidores, de esta manera, hacían a unlado el supuesto clásico del modelo del equilibrio general en donde los individuosdebían mirar los precios como dados.La pieza clave del enfoque propuesto por ellos radicó en el uso de una precisay única mercancía como mercancía universal de intercambio o dinero, la cual37



38 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROpodía o no poseer un valor intrínseco. El modelo fue abordado como un juegoestratégico no cooperativo en donde las estrategias eran cantidades, siguiendoasí la esencia de Nash y Cournot. Otra de sus características fue que todaslas reglas del juego, incluyendo el mecanismo de formación de precios, eranindependientes del comportamiento o contexto del equilibrio, suposiciones que,en cambio, tomaban sentido a través de las soluciones del juego.El modelo propuesto por ellos consiste, como ya se mencionó, en un mer-cado de intercambio puro en donde cada consumidor posee inicialmente unadotación de bienes, incluyendo el bien �efectivo�, a partir de esto cada uno deellos decide que cantidad de cada uno de sus bienes diferentes del dinero quierellevar al mercado con el propósito de ser vendidos, de la misma forma repartensu presupuesto monetario, asignando a cada mercado de bienes la cantidad queestán dispuestos a gastar en el consumo de dicho bien, sin saber el precio queeste tendrá; a partir de lo anterior se determinan los precios que hacen que laoferta sea igual a la demanda, es decir, se utiliza un modelo clásico del equilibriogeneral para la formación de los precios.Como las estratégias de los consumidores se ven reducidas exclusivamente alas cantidades ofrecidas de bienes y �efectivo�, se dice que este modelo es unageneralización del enfoque original de Cournot. Asimismo, recordando el grá�code la caja de Edgeworth, este modelo se denomina a veces la generalización dela caja de Edgeworth por describir una economía en donde los consumidoresintercambian sus bienes para mejorar su bienestar. Pero a diferencia de esteúltimo nuestro modelo sí incluye precios y a la mercancía dinero.Formalmente, sea un juego estratégico con un conjunto T constituido por mconsumidores intercambiando entre ellos l+ 1 bienes, en donde el l+ 1− ésimobien desempeña un papel operativo especial, además de su posible utilidad comobien de consumo.1 Para todo t ∈ T existe una dotación inicial �ja w(t) ∈ R
l+1
+ ,tal que w(t) = (w1(t), w2(t), ..., wl+1(t)), donde wl+1(t) representa la cantidaddel bien efectivo que poseee el consumidor t y un conjunto de preferencias repre-sentadas por funciones de utilidad cóncavas, continuas y estrictamente crecientes

ut : R
l+1
+ → R. Los consumidores pueden entonces entrar a cada uno de los mer-cados como vendedor, comprador, ambos o ninguno. Sean los vectores qt, bt ∈

R
l
+ y st ∈ R

l
+ × R

l
+ tales que qt = (qt

1, ..., q
t
l ), bt = (bt1, ..., b

t
l) y st = (qt, bt).Donde la entrada qt

j representa la cantidad del bien j que el consumidor t envía almercado, a concesión, para ser vendida, y la entrada btj, j = 1, ..., l, representa lacantidad del bien efectivo que el comerciante t desea gastar en la compra del bien
j para j = 1, ..., l y t ∈ T . De�nimos el conjunto de estrategias de jugador t St =
{

st ∈ R
l
+ × R

l
+ | qt

j ≤ wj(t), j = 1, ..., l y ∑l

j=1 b
t
j ≤ wl+1(t), j = 1, ..., l

} paratodo t ∈ T . Sea S = S1×· · ·×Sm decimos que el vector de estrategias s ∈ S es unper�l estratégico; de igual manera sea S−i = S1 × · · · × Si−1 × Si+1 × · · · × Smde�nimos al per�l estratégico s−i
j ∈ Sj como el per�l que incluye todas lasestrategias de los jugadores, excepto la del i-ésimo jugador. Finalmente deno-1De aquí en adelante nos referiremos a la mercancía l + 1 simplemente como efectivo, sinpreocuparnos por el valor intrínseco que este pueda tener ni por distintos papeles que lleva acabo dentro de la economía; únicamente nos concentraremos en su rol como medio de pago.



3.1. MODELO CON UN CONJUNTO UNIFORME DE CONSUMIDORES39taremos por q̄j =
∑

t∈T q
t
j y análogamente b̄j =

∑

t∈T b
t
j . Una vez de�nidolo anterior pasaremos ahora a la descripción del mecanismo de formación deprecios en nuestro modelo.Observemos que en el j-ésimo mercado, es decir, el mercado donde se comer-cia únicamente el bien j, con j = 1, ..., l, la cantidad total de mercancía recibidaa concesión para ser vendida es igual a q̄j , de la misma manera la cantidad totalde efectivo recibido para la compra del mismo bien es b̄j ; por lo tanto, en el afánde lograr que el mercado se limpie de�nimos

pj =

{

b̄j/q̄j si q̄j 6= 0

0 si q̄j = 0

j = 1, ..., l. A partir de esto obtenemos las asignaciones �nales del consumidor t
xt

j(s) =

{

wj(t) − qt
j + btj(q̄j/b̄j) si b̄j 6= 0

wj(t) − qt
j si b̄j = 0

j = 1, ..., l. Y para el bien l + 1-ésimo tenemos
xt

l+1(s
t) = wt

l+1 −
l
∑

j=1

btj +

l
∑

j=1

qt
jpjpara todo t ∈ T .La asignación anterior constituye una asignación viable y sin desperdicio,fácilmente se muestra esto al sumar la asignación sobre todos los agentes y verque

∑

t∈T

xt
j =

∑

t∈T

wt
jpara j = 1, ..., l. Finalmente calculamos el pago recibido por cada consumidor,de�nimos a la función de pago de nuestro juego como ϕt(st) = ut(xt(s)). Conel desarrollo anterior queda totalmente caracterizado el juego m-personal enforma estratégica de una economía de intercambio puro, al cual en lo sucesivonos referiremos como el modelo de Shapley original.Como ya se había mencionado usaremos la notación ŝ | st para referirnos alper�l estratégico obtenido al reemplazar con st ∈ St a ŝt en s.De�nición 3.1. Decimos que el per�l estratégico ŝ constituye un equilibrio deNash si

ut(x(ŝ)) ≥ ut(x(ŝ | s
t)),para todo t ∈ T y toda st ∈ St.Hagamos ahora una pausa para comentar algunas características inherentesa este juego que hasta el momento no se han señalado. Imaginemos un escenarioen donde el jugador t, para algún t ∈ T , desea comprar el bien j, para algún

j = 1, ..., l, y por lo mismo ofrece una cantidad btj > 0 mientras, al mismo



40 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROtiempo, se registra en el mercado q̄j = 0, veamos que implicaciones trae para eljugador este contexto. Primeramente la asignación �nal del bien j se ve reducidaa
xt

j = wt
j − qt

jes decir, el consumidor recibe una cantidad igual a 0 de la mercancía j, nadadiferente de lo que nos podríamos esperar. Pero, por otro lado su efectivo �nalqueda determinado por
xt

l+1(s
t) = wt

l+1 −
l
∑

j=1

btj +

l
∑

j=1

qt
jpjes decir, a pesar de que no pudo comprar ninguna cantidad del bien j, ½el efectivodestinado a dicha transacción le fue restado! Un fenómeno semejante se observaal tener b̄j = 0 y qt

j > 0, en este caso la asignación �nal del bien j comprende larespectiva disminución del mismo, ½a pesar de que el producto no fue vendido anadie! En el caso de la asignación �nal del efectivo no se obtiene nada fuera delo esperado.Con este pequeño análisis encontramos un equilibrio de Nash trivial paraeste juego, es decir, la estrategía nula en la que todos los consumidores decidenno entrar a ninguno de los mercados, ni como compradores, ni como vendedores,constituye claramente un equilibrio de Nash. Sin embargo nuestro objetivo ahoraconsiste en demostrar la existencia de un equilibrio de Nash diferente del trivialpara el juego. Con este �n demostraremos el siguiente teorema.Teorema 3.1. Sea un juego como el descrito arriba. Entonces un equilibrio deNash distinto del trivial existe para este juego.Demostración. Dado el per�l estrategico s ∈ S de�nimosi) La cantidad total de oferta en el j-ésimo mercado
Qj(s) =

∑

t∈T

qt
jy la cantidad de oferta en el j-ésimo mercado sin tomar en cuenta la oferta delconsumidor i

Qj(s
−i) =

∑

t∈T

qt
j − qi

j =
∑

t6=i

qt
jpara j = 1, ..., l.ii) La cantidad total de dinero ofrecido por el bien j

Bj(s) =
∑

t∈T

btjy la cantidad total de dinero ofrecido por el bien j sin tomar en cuenta la ofertadel consumidor i
Bj(s

−i) =
∑

t∈T

btj − bij =
∑

t6=i

btj



3.1. MODELO CON UN CONJUNTO UNIFORME DE CONSUMIDORES41para j = 1, ..., l.iii) El conjunto de todas las asignaciones �nales posibles, de los primeros lbienes, para la estrategia (qi, bi) del consumidor i
Di(Q(s−i), B(s−i)) =

{

v ∈ R
l
+ | vj = wj(i) − qi

j +
bij
(

Qj(s
−i) + qi

j

)

(

Bj(s−i) + bij
) , j = 1, . . . , l

}iv) El conjunto de todas las asignaciones �nales posibles, de todos los l + 1bienes, para la estrategia (qi, bi) del consumidor i
Hi(Q(s−i), B(s−i)) =







v ∈ R
l+1
+ | vl+1 = wl+1(i) +

l
∑

j=1

Bj (wj(i) − vj)

Qj + wj(i) − vj

y (v1, ..., vl) ∈ Di(Q(s−i), B(s−i))





v) El conjunto de las asignaciones �nales posibles que maximizan la utilidaddel consumidor i
H̄i(Q(s−i), B(s−i)) =

{

ṽ ∈ Hi(Q(s−i), B(s−i)) | ui(ṽ) = máx
v∈Hi(Q(s−i), B(s−i))

ui(v)

}A partir de lo anterior, sea la correspondencia ϕi
1 : s−i

� R
l+1
+ tal que

ϕi
1(s

−i) = Hi(Q(s−i), B(s−i))donde es directo que ϕ1 es continua. Sea la correspondencia
ϕi

2(s
−i) = H̄i(Q(s−i), B(s−i))y dado que la función ui es continua en R

l+1
+ entonces por el teorema del máximode Berge ϕi

2 es semicontinua superiormente.Mostraremos a continuación que H̄i contiene un solo punto. Supongamosque existen v, v′ ∈ H̄i, sea v′′ = 1
2v+ 1

2v
′ entonces como ui es cóncava tenemos

ui(v
′′) ≥

1

2
ui(v) +

1

2
ui(v

′)

= ui(v)pero dado que vl+1 es una función estrictamente creciente, entonces existe γ > 0tal que v′′+γel+1 ∈ H̄i, además, dado que uies estrictamente creciente tenemosque
ui(v

′′ + γel+1) > ui(v)contradicción! Por lo tanto H̄i contiene un solo punto.Denotemos por �Proy� a la proyección geométrica tal que si v = (v1, ..., vl+1)entonces Proyj(v) = vj .Sea
S̃j(s

−i) = ψi
j(ProyjH̄

i(Q(s−i), B(s−i)), Q(s−i), B(s−i))
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S̃i(s−i) = S̃i

1(s
−i) × · · · × S̃i

l (s
−i)Observemos que ψi

j(xj(t), Qj(s
−i), Bj(s

−i)) es el conjunto de estrategiasque le otorgan una cantidad xj(i) del bien j al consumidor i, dado que la ofertay pujas totales por parte de los otros conusumidores en el j-ésimo mercadoson Qj(s
−i) y Bj(s

−i) respectivamente. Claramente este conjunto es convexo ycontinuo en sus variables.Sea la correspondencia ϕ3 tal que
ϕi

3(s
−i) = S̃i(s−i)entonces, dado que ϕi

2 es semicontinua superiormente y ψ es continua tenemosque ϕ3 es también semicontinua superiormente.De�namos ahora la correspondencia ϕ4 : S̃i
� Si tal que

ϕi
4(s

−i) = ϕi
3(s

−i) ∩Hipor la de�nición de Hi es claro que ϕi
4(s

−i) es diferente del vacío. Finalmentesea la correspondencia ϕ : S � S tal que
ϕ(s) = ϕ1

4(s
−1) × · · · × ϕm

4 (s−m)se sigue directo que ϕ satisface las condiciones del teorema de punto �jo deKakutani, por lo tanto existe ŝ ∈ S tal que ŝ ∈ ϕ(ŝ). Este es claramente unequilibrio de Nash del juego3.2. Modelos con grandes y pequeños consumi-doresCuando la descisión de un agente dentro de una economía afecta de maneradirecta y observable los precios decimos que posee poder de mercado. Un ejemplode este es el modelo de Cournot con n´s su�cientementes pequeñas. Por otrolado cuando los agentes únicamente actúan como tomadores de precios, es decir,sus decisiones no afectan de manera alguna el nivel de precios en la economía,decimos que no poseen poder de mercado.Si observamos los mercados que se desarrollan día a día a nuestro alrededor,los modelos en donde todos los agentes tienen poder de mercado o bien todosson tomadores de precios no poseen la complejidad que se observa en la realidad,en donde, dentro de un mismo mercado interactúan agentes con y sin poder demercado.2Con el �n de evitar este problema, en esta sección presentamos dos modeloslos cuales se basan en el modelo de Shapley y Shubik, integran elementos de lateoría de juegos a su planteamiento y poseen un conjunto de consumidores conpequeños y grandes consumidores.2Al mencionar esto obviamente no nos estamos re�riendo a ninguno de los monopoliosexistentes en el país.



3.2. MODELOS CON GRANDES Y PEQUEÑOS CONSUMIDORES 433.2.1. Descripción del espacio de consumidoresPara el desarrollo de nuestros modelos a continuación planteamos las basesnecesarias sobre el conjunto de consumidores, sus dotaciones y preferencias.Denominaremos como grandes consumidores a aquellos que poseen poder demercado y pequeños consumidores a aquellos que no. Para modelar el hecho deque las decisiones de los primeros pesen más que las de los segundos utilizaremosinstrumentos de teoría de la medida.Consideremos una economía de intercambio puro en donde el conjunto delos comerciantes T está constituido de la siguiente manera T = T0 ∪ T1 donde
To = [0, 1] nos representa al conjunto no atómico de comerciantes, es decir, uncontinuo de pequeños comerciantes y T1 = { 2, ..., m+ 1} el conjunto de losgrandes comerciantes o átomos.Sabemos que dado a, b ∈ T0 la colección de conjuntos S0 = {[a, b) | a, b ∈
T0, a ≤ b} es un semianillo; y la colección de todos los subconjuntos de T1, S1 =
P(T1) es un álgebra. Denotaremos por µ0 a la medida de Lebesgue restringidaa S0 y por µ1 a la medida de conteo restringida a S1.Proposición 3.1. Dados T el conjunto de consumidores, S = {E ⊂ T | E =
A ∪ B con A ∈ S0 y B ∈ S1} y µ : S → [0, ∞) la función tal que µ(E) =
µ0(E ∩ T0) + µ1(E ∩ T1) para cada E ∈ S. El triplete (T, S, µ) representa unespacio de medida.Sea µ∗ la extensión de µ. Dado que µ∗(T ) = 1 +m <∞ entonces el espaciode medida (T, S, µ) es �nito también, de ahí que digamos que todo subconjunto
E ∈ T es µ-medible si y sólo si µ∗(E)+µ∗(E)+µ1(E

c) = µ∗(T ). Con lo anteriorpodemos completar el espacio de medida de�nido.Proposición 3.2. Sea T la colección de todos los subconjuntos µ-medibles de
T , entonces el triplete (T, T , µ∗) es un espacio de medida completa y µ∗ es laúnica extensión de µ en T .Consideremos ahora el espacio de medida determinado por el triplete (T0, S0, µ0).Sean µ∗

0 la extensión de la medida µ0 y T0 la colección de todos los suconjuntos
µ0-medibles de T0 . Por el mismo argumento usado en la proposición anteriortenemos que (T0, S0, µ

∗
0) es un espacio de medida completa y además µ∗

0 es laúnica extensión de µ0 en T0.Proposición 3.3. Sea TT0
= {E ∩ T0 | E ∈ T } la restricción de T en T0.Entonces el triplete (T0, TT0
, µ∗) es un espacio de medida con TT0

= T0 y µ∗ =
µ∗

0 cuando la medida se restringe a TT0
.De manera análoga aseguramos que el espacio de medida determinado porel triplete (T1, S1, µ1) es un espacio de medida completa, con µ∗

1 la extensiónde la medida µ1 y S1 la colección de todos los suconjuntos µ1-medibles de T1 .



44 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROProposición 3.4. Sea TT1
= {E ∩ T1 | E ∈ T } la restricción de T en T1.Entonces el triplete (T1, TT1
, µ∗) es un espacio de medida con TT1

= T1 y µ∗ =
µ∗

1 cuando la medida se restringe a TT1
.A partir de ahora por simplicidad las extensiones µ∗, µ∗

0 y µ∗
1 las denotare-mos únicamente por µ, µ0 y µ1 respectivamente. De esta manera el espacio deconsumidores queda denotado por es espacio de medida completa (T, T , µ).Por las proposiciones (3.3) y (3.4) se tiene de manera directa que el espaciode medida (T0, TT0

, µ) es no atómico y, en cambio, el espacio (T1, TT1
, µ∗) espuramente atómico.En nuestra economía tendremos l diferentes bienes de tal manera que lascanastas de bienes quedan representadas por puntos en R

l
+. Y existe una dotacióninicial w(t) ∀ t ∈ T tal que satisface el siguiente supuesto.Supuesto 1. w(t) > 0 ∀t ∈ T,

∫

T0
w(t)dµDe�nimos a una asignación como una función integrable x : T → R

l
+. Comolo comentamos en un principio, una asignación x tal que ∫

T
x(t)dµ =

∫

T
w(t)dµes una asignación viable y sin desperdicio, a partir de este momento al mencionarla palabra �asignación� nos referiremos únicamente a las de este tipo. Por otrolado, las preferencias de cada uno de los consumidores t ∈ T son descritas poruna función de utilidad ut : R

l
+ → R que satisface los siguientes supuestos.Supuesto 2. ut : R

l
+ → R es continua, estrictamente monótona y estricta-mente cuasi-cóncava ∀t ∈ T .Supuesto 3. u : T × R

l
+ → R dada por u (t, x) = ut(x) es medible.Para cada vector de precios p ∈ R

l
+de�nimos las correspondencias∆p y Γp,teniendo ∆p : T � P(Rl) tal que

∆p(t) =
{

x ∈ R
l
+ | p x ≤ pw(t)

}y Γp = T � P(Rl) tal que
Γp(t) =

{

x ∈ R
l
+ | ∀y ∈ ∆p(t), ut(x) ≥ ut(y)

}Basandonos en estas correspondencias rede�nimos al equilibrio Walrasiano conun vector de precios p∗ y una asignación x∗, es decir, con el par (p∗, x∗) tal que
x∗(t) ∈ ∆p∗(t) ∩ Γp∗(t)para todo t ∈ T . Este resultado se sigue intuitivamente del análisis de los con-juntos ∆p∗ y Γp∗ , esto es, por un lado tenemos, basado el vector de precios p∗, elconjunto presupuestario ∆p∗ y por el otro Γp∗ nos representa a todas las canas-tas de bienes débilmente preferidas a las canastas asequibles a el consumidor
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t a los precios p∗. De tal manera que una asignación x∗ que pertenezca a losdos conjuntos, es decir, a la intersección de los mismos, es una asignación quemaximiza la utilidad del consumidor a los precios p∗.Durante el desarrollo de los siguientes modelos automáticamente ignoraremoslos conjuntos nulos, es decir, todos aquellos conjuntos cuya medida de Lebesguees 0; de la misma manera el término �integrable� se tomara únicamente en elsentido de Lebesgue. Dada una función g de�nida en T , denotaremos como 0gy 1g a las restricciones de g sobre To y T1 respectivamente; análogamente paracualquier tipo de correspondencia G de�nida en T , escribiremos 0G y 1G paralas restricciones de G en T0 y T1 respectivamente.Proposición 3.5. Bajo los supuestos 1, 2 y 3, ∀ p ∈ R

l
++ la función 0x(t, p)es integrable.Con la teoría y notación desarrollada pasamos ahora al planteamiento de losmodelos.3.2.2. Modelo generalizado de Shapley de una etapaDecimos que un mercado es completo si cada uno de los bienes puede fungirel papel de dinero, es decir, puede ser intercambiado por cualquier otro bien. Elmodelo de Shapley que analizamos en la primera parte de este capítulo se desar-rollaba en un mercado no completo, ya que el único bien que podia ser intercam-biado por cualquier otro era el l+ 1-ésimo bien, al que denominamos �efectivo�.Para el modelo siguiente tomaremos una versión modi�cada del mostrado enla sección (3.1.1) en la cual, el mercado se vuelve completo dándonos la opciónde eliminar el l + 1-ésimo bien. De tal manera que ahora las decisiones de losconsumidores estarán representadas por una matriz b de la forma

b =







b11 · · · b1l... . . . ...
bl1 · · · bll





en donde la entrada bij nos representará la cantidad del bien i que se ofrece acambio del bien j, con i, j = 1, ..., l.Por otro lado la generalización que aquí planteamos incluye la integraciónde un conjunto de pequeños y grandes consumidores, como el descrito arriba, almodelo. Pasemos entonces al planteamiento.Primeramente consideraremos las decisiones estratégicas de los consumi-dores. Sea b ∈ R
l × R

l una matriz como la descrita. De�nimos a lconjuntoestratégico del consumidor t con la correspondencia B : T � P(Rl2) tal que
B(t) =

{

b ∈ R
l2 | bij ≥ 0, i, j = 1, ..., l y l

∑

i=1

bij ≤ wi(t), i = 1, ..., l

}para todo t ∈ T . Una selección estratégica es una función integrable b : T →
R

l×R
l para todo t ∈ T y b(t) ∈ B(t). Dada la selección estratégica b, de�nimos



46 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROla matriz agregada b̄ = (
∫

T
bij(t)dµ). Bajo este contexto de�nimos nuestromecanismo de formación de precios de la siguiente manera.De�nición 3.2. Dada una selección estratégica b decimos que el vector deprecios p ∈ R

l
++ iguala el precio de la oferta con el de la demanda si

l
∑

i=1

pib̄ij = pj

(

l
∑

i=1

b̄ji

) (3.1)para j = 1, ..., l.Proposición 3.6. Dada la matriz agregada b̄. El vector de precios que haceque el precio de la oferta sea igual al de la demanda existe y es único, salvomúltiplos escalares, si y sólo si b̄ es una matriz irreducible.Basandonos en la proposición (3.6) expresemos como p(b) a la función queasocia con cada selección estratégica b al único vector de precios p, salvo múlti-plos escalares de este, que hace que el precio de la oferta sea igual al de lademanda, es decir, al vector p tal que b̄ es irreducible. Consideremos ahora,dada la selección estratégica b y el vector único, salvo múltiplos escalares, deprecios p , al reparto
xj(t, b(t), p(b)) = wj(t) −

l
∑

i=1

bji(t) +

l
∑

i=1

bij(t)
pi(b)

pj(b)
(3.2)para toda t ∈ T, j = 1, ..., l. Es fácil ver que la repartición mencionada constituyeuna asignación. Dada una selección estratégica b las dotaciones �nales de loscomerciantes son

xj(t) =

{

xj(t, b(t), p(b)) si pes único y limpia el mercado
wj(t) en otro casopara todo t ∈ T y j = 1, ..., l.Con esta reformulación del modelo de Shapley para economías de intercam-bio mixtas podemos de�nir el concepto del equilibrio Cournot-Nash.De�nición 3.3. Decimos que una selección estratégica b̂ tal que ¯̂

b es irreducibleconstituye un equilibrio Cournot-Nash si
ut(x(t, b̂(t), p(b̂))) ≥ ut(x(t, b(t), p(b̂ | b(t)))),para todo t ∈ T y toda b(t) ∈ B(t).



3.2. MODELOS CON GRANDES Y PEQUEÑOS CONSUMIDORES 47A partir de la modi�cación del conjunto de consumidores del modelo deShapley original a un conjunto de grandes y pequeños consumidores emergennuevas características del modelo, analicémoslas.Primeramente aseguramos que bajo las suposiciones anteriores la parte noatómica de consumidores no poseen la cualidad de in�uir en los precios �nales.Dado esto es directo a�rmar que los pequeños consumidores se comporta demanera competitiva, es decir, como tomadores de precios, de tal manera que susdemandas �nales corresponden a demandas Walrasianas. Para la demostraciónde la proposición enunciaremos el siguiente lema.Lema 3.1. Dados p � 0 y w(t) > 0 para todo t ∈ T . La asignación ∆∗t
p =

{

x(t) ∈ X l | p · x(t) = p · w(t)
} para todo t ∈ T si y sólo si

xj(t) = λj(t)

∑l+1
j=1 p

jwj(t)

pj
(3.3)con λj ≥ 0 y ∑l

j=1 λ
j = 1 para j = 1, ..., l.Proposición 3.7. Dado un per�l estratégico b tal que la matriz b̄ es irreducible,para cada t ∈ T0 tenemosi) p(b) = p(b | b(t)) para todo b(t) ∈ B(t)ii) x(t, b(t), p(b | b(t))) ∈ Xp(b)(t) para todo b(t) ∈ argmáx{ut(x(t, b(t), p(b |

b(t)))) | b(t) ∈ B(t)}Por otro lado, el siguiente ejemplo nos mostrará que dado un per�l estratégi-co b̂ tal que constituye un equilibrio del modelo generalizado de Shapley, entonceslas asignaciones �nales no necesariamente constituyen un equilibrio Walrasianopara todo t ∈ T .Ejemplo 3.1. Sea una economía de intercambio puro con l = 2, T0 = [0, 1],
T1 = {2, 3} dondePara T0 = [0, 1

2 ], w(t) = (1, 0) y ut(x) = lnx1 + lnx2Para T0 = [12 , 1], w(t) = (0, 1) y ut(x) = x1 + lnx2 yPara T1 = {2, 3}, w(t) = (1, 0) y ut(x) = lnx1 + lnx2Calculemos primero el equilibrio Walrasiano de esta economíaPara T0 = [0, 1
2 ]Problema del consumidor: máxx≥0 lnx1 + ln x2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p1

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = 1
2 y x2 = p1

2p2



48 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROPara T0 = [12 , 1]Problema del consumidor: máxx≥0 x1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p2

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = p2

p1
− 1 y x2 = p1

p2Para T1 = {2, 3}Problema del consumidor: máxx≥0 lnx1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p1

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = 1
2 y x2 = p1

2p2Para equilibrar el mercado la oferta debe ser igual a la demanda, en este caso,para el bien 1
∫

To

w1(t)dµ+

∫

T1

w1(t)dµ =

∫ 1
2

0

1

2
dµ+

∫ 1

1
2

p2

p1
dµ+

∫

T1

1

2
dµ

5

2
=

3

4
+

p2

2p1y para el bien 2
∫

To

w2(t)dµ+

∫

T1

w2(t)dµ =

∫ 1
2

0

p1

2p2
dµ+

∫ 1

1
2

p1

p2
dµ+

∫

T1

p1

2p2
dµ

1

2
=

7p1

4p2por lo tanto p∗ = 2
7 , x∗1(2) = x∗1(3) = 1

2 , x∗2(2) = x∗2(3) = 2
14 , x∗1(t) = 1

2 ,
x∗2(t) = 2

14 para t ∈ [0, 1
2 ] y x∗1(t) = 5

2 , x∗2(t) = 2
7 para t ∈ [12 , 1].Calculemos ahora el equilibrio del modelo generalizado de Shapley. Dada laselección estratégica b, sea la matriz agregada

b̄ =

(

b̄11 b̄12

b̄21 b̄22

)con b̄ij =
∫

T
bij(t)dµ. Entonces buscamos al único, salvo múltiplos escalares,vector de precios que dada b satisface (3.1). Para j = 1 tenemos

l
∑

i=1

pib̄i1 = p1

(

l
∑

i=1

b̄1i

)entonces
p(b) =

p1

p2
=

b̄21

b̄12a partir de esto obtenemos la asignación y problema de cada consumidorPara T0 = [0, 1
2 ]

x1(t) = 1 − b12(t) y x2(t) = b12(t)
p1

p2Problema del consumidor: máxb12(t)≥0 ln (1 − b12(t)) + ln
(

b12(t)
p1

p2

)



3.2. MODELOS CON GRANDES Y PEQUEÑOS CONSUMIDORES 49Para T0 = [12 , 1]

x1(t) = b21(t)
p2

p1
y x2(t) = 1 − b21(t)Problema del consumidor: máxb21(t)≥0 b21(t)

p2

p1
+ ln (1 − b21(t))Para T1 = {2, 3}

x1(t) = 1 − b12(t) y x2(t) = b12(t)
p1

p2Problema del consumidor: máxb12(t)≥0 ln (1 − b12(t)) + ln
(

b12(t)
p1

p2

)Concluyendo que el único equilibrio del modelo generalizado de Shapley simétri-co es el per�l estratégico b̂12(2) = b̂12(3) = 1+
√

13
12 , b̂12(t) = 1

2 para todo
t ∈ T0 = [0, 1

2 ], b̂21(t) = 5+2
√

13
11+2

√
13

generando las asignaciones �nales x̂1(2) =

x̂1(3) = 11+
√

13
12 , x̂2(2) = x̂2(3) = 1+

√
13

22+4
√

37
, x̂1(t) = 1

2 , x̂2(t) = 3
11+2

√
13

paratodo t ∈ [0, 1
2 ] y x̂1(t) = 5+2

√
13

6 , x̂2(t) = 6
11+2

√
13

para todo t ∈ [12 , 1]. Por lotanto el equilibrio del modelo generalizado de Shapley no corresponde al equilib-rio Walrasiano para todo t ∈ T . Es decir, por la proposición (3.7) sabíamos quela parte no atómica de los comenrciantes se comportaba de manera competitivay por el ejemplo anterior tenemos que los equilibrio Walrasianos y del modelogeneralizado de Shapley no necesariamente coinciden, concluyendo así que losgrandes consumidores no muestran un comportamiento competitivo.Finalmente para asegurar la existencia del equilibrio Cournot-Nash mostraremosel siguiente teorema.Teorema 3.2. Sea una economía de intercambio puro con un conjunto de con-sumidores como el descrito al principio. Entonces existe el equilibrio Cournot-Nash.Demostración. Denotemos por L1(µ, R
l × R

l) al conjunto de funciones inte-grables con imagen en R
l × R

l y por L1(µ, B(·)) al conjunto de seleccionesestratégicas.Lema 3.2. El conjunto L1(µ, B(·)) es compacto, convexo y no vacío.A partir de esto de�nimos a las correspondencias αt : L1(µ, B(·)) � B(t) talque αt(b) = arg máx{ut(x(t, b(t), p(b | b(t)))) | b(t) ∈ B(t)} y α : L1(µ, B(·)) �

L1(µ, B(·)) tal que α(b) = {b ∈ L1(µ, B(·)) | b(t) ∈ αt(b) para casi todo t ∈ T .Lema 3.3. La correspondencia α es semicontinua superiormente y tal que paratodo b ∈ L1(µ, B(·)) el conjunto α(b) es convexo y no vacío.Con los dos lemas anteriores y aplicando el teorema de punto �jo de Kakutania la correspondencia α se obtiene de manera directa que el equilibrio Cournot-Nash existe



50 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PURO3.2.3. Modelo Cournot-WalrasDejando a un lado la generalización del modelo de Shapley pasemos ahoraal planteamiento de otro modelo de intercambio con pequeños y grandes con-sumidores.En este modelo suponemos desde el principio que los consumidores poseenun comportamiento diferente dependiendo si son grandes o pequeños.A los pequeños consumidores les asignaremos un comportamiento competi-tivo a través de la función de demanda ox(·, p) : T0 → R
l
+ tal que

0x(t, p) = ∆p(t) ∩ Γp(t)para todo t ∈ T0.Pasemos ahora al comportamiento de los grandes consumidores. Sea e ∈
R

l × R
l una matriz de la forma

e =







e11 · · · e1l... . . . ...
el1 · · · ell





De�nimos al conjunto entratégico del consumidor t con la correspondencia
E : T1 � P(Rl2) tal que

E(t) =







e ∈ R
l2 | eij ≥ 0, i, j = 1, ..., l;

l
∑

j=1

eij ≤ wi(t), i = 1, ..., l





para todo t ∈ T1. Una selección estratégica es un función integrable e : T1 →
R

l × R
l para todo t ∈ T1 y e(t) ∈ E(t). Donde para cada t ∈ T1 la entrada

eij(t) con i, j = 1, ..., l representa la cantidad del bien i que el comerciante tofrece a cambio del bien j. Sea E el conjunto de todas las selecciones estratégicaso per�l estratégico. Denotaremos ahora como π(e) a la correspondencia queasocia para todo e ∈ E al vector de precios tal que
∫

T0

0xj(t, p)dµ+

l
∑

i=1

eij(t)dµ
pi

pj

=

∫

T0

wj(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

eji(t)dµ (3.4)para j = 1, ..., l.Supuesto 4. Para cada e ∈ E, π(e) 6= ∅ y π(e) ⊂ R
l
++De�nimos como una selección de precio a la función p(e) que relaciona concada e ∈ E a un vector de precios p ∈ π(e) y tal que p(e′) = p(e′′) si ∫

T1
e′(t)dµ =

∫

T1
e′′(t)dµ.Para cada selección estratégica e ∈ E denotaremos a las dotaciones �nalesdel sector atómico como una función 1x(·, e(t), p(e)) : T1 → R

l
+ tal que

1xj(t, e(t), p(e)) = wj(t) −
l
∑

i=1

eij(t) +

l
∑

i=1

eij(t)
pi(e)

pj(e)
(3.5)



3.2. MODELOS CON GRANDES Y PEQUEÑOS CONSUMIDORES 51para j = 1, ..., l.Dada una selección estratégica e ∈ E, tomando en cuenta la estructura delespacio de medida de los comerciantes, el supuesto 4 y la ecuación (3.4) esdirecto mostrar que la función
x(t) =

{

0x(t, p(e) para t ∈ T0

1x(t, p(e) para t ∈ T1es una asignación.Con base en lo descrito anteriormente nos es posible de�nir al equilibrioCournot-Walras de la siguiente manera.De�nición 3.4. Dados una selección estratégica ẽ y una asignación x̃ tales que
x(t) =

{

0x(t, p(e) para t ∈ T0

1x(t, p(e) para t ∈ T1Decimos que el par (ẽ, x̃) describe el equilibrio Cournot-Walras de una economíade intercambio puro con respecto a la selección de precios p(e) si
ut(

1x(t, ẽ(t), p(ẽ))) ≥ ut(
1x(t, e(t), p(ẽ | e(t))))para toda t ∈ T1 y para toda e(t) ∈ E(t). 3El modelo descrito arriba puede ser visto como una rede�nición a la Cournot-Walras del juego no cooperativo de un mercado de intercambio puro propuestooriginalmente por Shapley y el cual ya estudiamos en la al inicio de este capítulo.Nótemos que en este modelo los pequeños consumidores se comportan demanera competitiva al obtener sus demandas Walrasianas, mientras los grandesconsumidores se comportan de manera estratégica maximizando su utilidad re-specto a los precios, los cuales se ven afectados directamente sus decisiones.Este razonamiento nos hace intuir que pasaría en el caso de tener un continuode grandes consumidores. Concretamente supongamos que el conjunto de con-sumidores T = T0∪T1 es denotado por el espacio de medida completa (T, T , µ)donde T0 = [0, 1] y T1 = [2, 3], T es la colección de todos los subconjuntos

µ-medibles de T y µ es la medida de Lebesgue. Mostremos que en este contextoel conjunto de equilibrios Cournot-Walras coincide con el conjunto de equilibriosWalrasianos.Proposición 3.8. Dada una economía de intercambio puro con un conjunto deconsumidores como el que se acaba de mencionar. Tenemos quei) Dados un per�l estratégico y una asignación �nal (ẽ, x̃) tales queconstituyan un equilibrio Cournot-Walras respecto a la selección deprecios p(ẽ∗) , entonces existe un vector p̃ tal que el par (p̃, x̃) con-stituye un equilibrio Walrasiano.3Donde e | e(t) es la selección estratégica obtenida al reemplazar e(t) en e con e(t) ∈ E(t).



52 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROii) Dados un vector de precios y una asignación �nal (p∗, x̃∗) tales queconstituyan un equilibrio Walrasiano, entonces existe una per�l es-tratégico ẽ∗ tal que el par (ẽ∗, x̃∗) constituye un equilibrio Cournot-Walras respecto a la selección de precios p(ẽ∗).Desprendidendo el siguiente corolario de la proposición anterior, aseguramosla existencia del equilibrio Cournot-Walras para economías de intercambio purocon un continuo de consumidores.Corolario 3.1. El equilibrio Cournot-Walras existe.Observemos que la equivalencia entre el equilibrio Cournt-Walras y el Wal-rasiano únicamente se da cuando los grandes consumidores pierden su poderde mercado al convertirse en un conjunto no atómico. Para el caso en que losgrandes consumidores son modelados por un conjunto atómico la equivalencia sepierde y ellos recuperan su poder de mercado, tal como se muestra en el ejemplosiguiente.Ejemplo 3.2. Sea una economía de intercambio puro con l = 2, T0 = [0, 1],
T1 = {2, 3} dondePara T0 = [0, 1

2 ], w(t) = (1, 0) y ut(x) = lnx1 + lnx2Para T0 = [12 , 1], w(t) = (0, 1) y ut(x) = lnx1 + lnx2 yPara T1 = {2, 3}, w(t) = (1, 0) y ut(x) = lnx1 + lnx2Calculemos primero el equilibrio Walrasiano de esta economíaPara T0 = [0, 1
2 ]Problema del consumidor: máxx≥0 lnx1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p1

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = 1
2 y x2 = p1

2p2Para T0 = [12 , 1]Problema del consumidor: máxx≥0 lnx1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p2

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = p2

2p1
y x2 = 1

2Para T1 = {2, 3}Problema del consumidor: máxx≥0 lnx1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p1

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = 1
2 y x2 = p1

2p2



3.2. MODELOS CON GRANDES Y PEQUEÑOS CONSUMIDORES 53Para equilibrar el mercado la oferta debe ser igual a la demanda, en este caso,para el bien 1
∫

To

w1(t)dµ+

∫

T1

w1(t)dµ =

∫ 1
2

0

1

2
dµ+

∫ 1

1
2

p2

2p1
dµ+

∫

T1

1

2
dµ

5

2
=

5

4
+

p2

4p1y para el bien 2
∫

To

w2(t)dµ +

∫

T1

w2(t)dµ =

∫ 1
2

0

p1

2p2
dµ+

∫ 1

1
2

1

2
dµ+

∫

T1

p1

2p2
dµ

1

2
=

1

4
+

5p1

4p2por lo tanto p∗ = 1
5 , x∗1(2) = x∗1(3) = 1

2 , x∗2(2) = x∗2(3) = 1
10 , x∗1(t) = 1

2 ,
x∗2(t) = 1

10 para t ∈ [0, 1
2 ] y x∗1(t) = 1

2 , x∗2(t) = 1
10 para t ∈ [12 , 1].Calculemos ahora el equilibrio Cournot-Walras. Buscamos los vectores deprecios tales que dado un per�l estratégico e satisfaga (3.4). Para j = 1 tenemos

∫

T0

0x1(t, p)dµ+

l
∑

i=1

ei1(t)dµ
pi

pj
=

∫

T0

w1(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

e1i(t)dµ

1

4
+

p2

4p1
=

1

2
+ e12(2) + e12(3)y para j = 2

∫

T0

0x2(t, p)dµ+

l
∑

i=1

ei2(t)dµ
pi

p2
=

∫

T0

w2(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

e2i(t)dµ

1

2
+

p1

4p2
+ e12(2)

p1

p2
+ e12(3)

p1

p2
=

1

2entonces
p1

p2
=

1

1 + 4e12(2) + 4e12(3)a partir de esto obtenemos las asignaciones �nales de los grandes consumidores
1x1(2, e(2), p(e)) = 1 − e12(2)

1x2(2, e(2), p(e)) =
e12(2)

1 + 4e12(2) + 4e12(3)
1x1(3, e(2), p(e)) = 1 − e12(3)

1x2(3, e(2), p(e)) =
e12(3)

1 + 4e12(2) + 4e12(3)



54 CAPÍTULO 3. MODELOS DE INTERCAMBIO PUROy su problema de maximización
máx

e12(2)≥0
ln (1 − e12(2)) + ln

(

e12(2)

1 + 4e12(2) + 4e12(3)

)

máx
e12(3)≥0

ln (1 − e12(3)) + ln

(

e12(3)

1 + 4e12(2) + 4e12(3)

)de donde tenemos que el único equilibrio Cournot-Walras simétrico es ẽ12(2) =ẽ12(3) = 1+
√

13
12 ,entonces x̃1(2) = x̃1(3) = 11−

√
13

12 , x̃2(2) = x̃2(3) = 1+
√

13
20+8

√
13
, x̃1(t) = 1

2 ,
x̃2(t) = 3

10+4
√

13
para todo t ∈ [0, 1

2 ] y x̃1(t) = 5+2
√

13
6 , x̃2(t) = 1

2 para to-do t ∈ [12 , 1]. Por lo tanto en este caso existe un equilibrio Walrasiano que nocorresponde a ningún equilibrio Cournot-Walras.La pregunta ahora es si los últimos dos modelos desarrollado, a parte depertenecer a la linea de investigación de Shapley y Shubik para economías deintercambio puro, guardan algún otro tipo de relación, para responder a esta yotras preguntas en el siguiente capítulo haremos una comparación de los modelos



Capítulo 4Relación entre los equilibriosCournot-Walras y Cournot-NashDe primera vista podría parecer que los modelos generalizados de Shapleyy la rede�nición al estilo Courno-Walras acabados de estudiar solo mantienencaracterísticas pertenecientes a su planteamiento, como el hecho llevarse a cabolos dos dentro de una economía de propiedad privada o la manera en que el con-junto de consumidores esta constituido, pero haciendo un análisis más detalladode estos dos modelos podemos obtener mucha más información de lo que unooriginalmente esperaría.4.1. Comparación de los modelosRecordemos que en la versión generalizada del modelo de Shapley todoslos consumidores se comportan de manera estratégica, pero dado que las deci-siones de los pequeños consumidores no tienen in�uencia sobre los precios de-mostramos que su comportamiento se tornaba competitivo, mientras los grandesconsumidores se seguian comportando estratégicamente. Por otro lado, en nues-tra versión a la Cournot-Walras del modelo de Shapley supusimos que los pe-queños consumidores mostraban un comportamiento competitivo, mientras quelos grandes se comportaban de manera estratégica. Por lo tanto parece razon-able pensar que el conjunto de las asignaciones correspondientes al equilibrio dela versión generalizada del modelo de Shapley coincide con el conjunto de lasasignaciones del equilibrio Cournot-Walras. Veámos con un ejemplo si esto escierto.Ejemplo 4.1. Sea una economía de intercambio puro con l = 2, T0 = [0, 1],
T1 = {2, 3} dondePara T0 = [0, 1

2 ], w(t) = (1, 0) y ut(x) = lnx1 + lnx255



56CAPÍTULO 4. RELACIÓN ENTRE LOS EQUILIBRIOS COURNOT-WALRAS Y COURNOT -NASHPara T0 = [12 , 1], w(t) = (0, 1) y ut(x) = x1 + lnx2 yPara T1 = {2, 3}, w(t) = (1, 0) y ut(x) = lnx1 + lnx2Calculemos primero el equilibrio Cournot-Walras de esta economía. Sean losproblemas de los consumidores del sector no atómicoPara T0 = [0, 1
2 ]

máxx≥0 lnx1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p1

⇒ las demandas Walrasianas son x1 = 1
2 y x2 = p1

2p2Para T0 = [12 , 1]

máxx≥0 x1 + lnx2 s.a. p1x1 + p2x2 ≤ p2

⇒las demandas Walrasianas son x1 = p2

p1
− 1 y x2 = p1

p2Ahora buscamos los vectores de precios tales que dado un per�l estratégico esatisfacen la ecuación (3.4). Para j = 1 tenemos
∫

T0

0x1(t, p)dµ+

l
∑

i=1

ei1(t)dµ
pi

p1
=

∫

T0

w1(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

e1i(t)dµ

1

4
+

p2

4p1
=

1

2
+ e12(2) + e12(3)y para j = 2

∫

T0

0x2(t, p)dµ+

l
∑

i=1

ei2(t)dµ
pi

p2
=

∫

T0

w2(t)dµ +

l
∑

i=1

∫

T1

e2i(t)dµ

p1

4p2
+

p1

2p2
+ e12(2)

p1

p2
+ e12(3)

p1

p2
=

1

2entonces
π(e) =

p1

p2
=

2

3 + 4e12(2) + 4e12(3)a partir de esto obtenemos las asignaciones �nales de los grandes consumidores
1x1(2, e(2), p(e)) = 1 − e12(2)

1x2(2, e(2), p(e)) =
2e12(2)

3 + 4e12(2) + 4e12(3)
1x1(3, e(2), p(e)) = 1 − e12(3)

1x2(3, e(2), p(e)) =
2e12(3)

3 + 4e12(2) + 4e12(3)y planteamos su problema de maximización
máx

e12(2)≥0
ln (1 − e12(2)) + ln

(

2e12(2)

3 + 4e12(2) + 4e12(3)

)

máx
e12(3)≥0

ln (1 − e12(3)) + ln

(

2e12(3)

3 + 4e12(2) + 4e12(3)

)



4.1. COMPARACIÓN DE LOS MODELOS 57de donde tenemos que el único equilibrio Cournot-Walras simétrico es ẽ12(2) =ẽ12(3) = −1+
√

37
12generando las asignaciones �nales x̃1(2) = x̃1(3) = 13−

√
37

12 , x̃2(2) = x̃2(3) =
−1+

√
37

14+4
√

37
, x̃1(t) = 1

2 , x̃2(t) = 3
7+2

√
37

para todo t ∈ [0, 1
2 ] y x̃1(t) = 1+2

√
37

6 ,
x̃2(t) = 6

7+2
√

37
para todo t ∈ [12 , 1].Y por el ejemplo (3.1) sabemos que el único equilibrio del modelo general-izado de Shapley simétrico para esta economía es el per�l estratégico b̂12(2) =

b̂12(3) = 1+
√

13
12 , b̂12(t) = 1

2 para todo t ∈ T0 = [0, 1
2 ], b̂21(t) = 5+2

√
13

11+2
√

13
generan-do las asignaciones �nales x̂1(2) = x̂1(3) = 11+

√
13

12 , x̂2(2) = x̂2(3) = 1+
√

13
22+4

√
37
,

x̂1(t) = 1
2 , x̂2(t) = 3

11+2
√

13
para todo t ∈ [0, 1

2 ] y x̂1(t) = 5+2
√

13
6 , x̂2(t) =

6
11+2

√
13

para todo t ∈ [12 , 1].Por lo tanto la equivalencia entre los conceptos del equilibrio del modelogeneralizado de Shapley y el equilibrio Cournot-Walras dentro de este contextono se da, es decir, existe una asignación del equilibrio del modelo generalizado deShapley que no corresponde a ninguna asignación del equilibrio Cournot-Walras.Para explicarnos esta diferencia observemos primeramente que en el modelogeneralizado de Shapley, las asignaciones �nales de todos los consumidores esuna función x(t, b(t), p(b)) que depende de sus preferencias, dotación inicialy las decisiones conjuntas de todos los consumidores, haciendo que el mode-lo se desarrolle en una sola etapa. Por otro lado en el equilibrio del modeloCournot-Walras las asignaciones �nales de los grandes consumidores es unafunción 1x(t, e(t), p(e)) que depende de sus preferencias, dotación inicial y deci-siones e de ese sector, mientras que, las asignaciones �nales de los pequeños con-sumidores es una función 0x(t, p(e)) que depende de sus preferencias, dotacióninicial y decisiones e de los grandes consumidores, a partir de esto podemosdecir que el modelo Cournot-Walras posee intrinsecamente una naturaleza dedos etapas.Con el �n de evitar esta disimilitud presentamos una reformulación del mode-lo generalizado de Shapley como un juego de dos etapas, en donde, en la primeraetapa los grandes consumidores toman sus decisiones y en la segunda etapa, jus-to después de haber observado las decisiones de los grandes consumidores, lospequeños consumidores actuan.Esta reformulación es la razón de ser de este trabajo, ya que, a partir de ellaenunciaremos el teorema cuya demostración es el objetivo �nal de esta tesis.El teorema a�rma que el conjunto de las asignaciones del equlibrio Cournot-Walras coincide con un conjunto especí�co de las asignaciones de equilibrioperfecto de un subjuego derivado de la reformulación de dos etapas mencionada,denominando a estas últimas como asignaciones de un equilibrio perfecto ensubjuegos de pseudo-Markov.



58CAPÍTULO 4. RELACIÓN ENTRE LOS EQUILIBRIOS COURNOT-WALRAS Y COURNOT -NASH4.2. Modelo generalizado de Shapley de dos eta-pasSiendo así, tenemos que el juego se desarrolla en las etapas 0 y 1. Analizemoslas acciones de los consumidores. Sea la matriz a ∈ R
l × R

l tal que
a =







a11 · · · a1l... . . .
al1 · · · all





Sean las correspondencias de acciones Ak en la etapa k del juego, para k = 0, 1,de�nidas en T y tales que A0(t) es la acción �no hacer nada�, para todo t ∈ T0,y
A0(t) =







a ∈ R
l × R

l | aij ≥ 0, i, j = 1, ..., l y l
∑

j=1

aij ≤ wi(t), i = 1, ..., l





para todo t ∈ T1 y
A1(t) =







a ∈ R
l × R

l | aij ≥ 0, i, j = 1, ..., l y l
∑

j=1

aij ≤ wi(t), i = 1, ..., l





para todo t ∈ T0, y A1(t) es la acción �no hacer nada�, para todo t ∈ T1.Una selección de acción en la etapa 0 es una función a0 de�nida en T , talque a0(t) ∈ A0(t), para todo t ∈ T , y donde 1a0 es integrable; igualmenteuna selección de acción en la etapa 1 es una función a1 de�nida en T , tal que
a1(t) ∈ A1(t), para todo t ∈ T , y donde 0a1 es integrable.Para cada t ∈ T1 y t ∈ T0 , 1a0

ij(t) i, j = 1, ... l y 0a1(t) i, j = 1, ... l, respecti-vamente, representan la cantidad del bien i que el consumidor t ofrece a cambiodel bien j. Sean S0 y S1 los per�les estratégicos de la etapa 0 y 1 respectiva-mente y H0 y H1 el conjunto de historias de las etapas 0 y 1 respectivamente,donde H0 = ∅ y H1 = S0 y H2 = S0 × S1, donde H2 es el conjunto de todaslas historias �nales.Dada una historia �nal h2 = (a0, a1), de�nimos a la matriz agregada ā =
(āij) = (

∫

T0

0a1
ij(t)dµ +

∫

T1

1a0
ij(t)dµ).De�nición 4.1. Dada la historia �nal h2 = (a0, a1), decimos que el vector deprecios p ∈ R

l
++ iguala el precio de la oferta con el de la demanda si

l
∑

i=1

piāij = pj

(

l
∑

i=1

āji

) (4.1)para j = 1, ..., l.



4.2. MODELO GENERALIZADO DE SHAPLEY DE DOS ETAPAS 59Por la proposición (3.6) a�rmamos que existe un único vector de precios p,salvo múltiplos escalares de este, que satisface (4.1) si y sólo si ā es una matrizirreducible. Denotemos por p(h2) a la función que asocia con cada historia �nal
h2 = (a0, a1) tal que ā es irreducible, al único vector de precios p, salvo múltiplosescalares, que hace que el precio de la oferta sea igual al precio de la demanda.Consideremos ahora, dada una historia �nal h2 = (a0, a1) y el vector único,salvo múltiplos escalares, de precios p, al reparto

xj(t, h2(t), p(h2)) =

{

wj(t) −
∑l

i=1
0a1

ji(t) +
∑l

i=1
0a1

ij(t)
pi(h2)
pj(h2) para t ∈ T0

wj(t) −
∑l

i=1
1a0

ji(t) +
∑l

i=1
1a0

ij(t)
pi(h2)
pj(h2) para t ∈ T1para j = 1, ..., l. Es fácil ver que la repartición mencionada constituye unaasignación.Finalmente, dada una historia �nal h2 = (a0, a1) la dotación �nal del com-erciante t puede ser vista como

xj =

{

xj(t, h2(t), p(h2)) si p es único y limpia el mercado
wj en otro casopara toda t ∈ T , j = 1, ..., l.Para el planteamiento extensivo del juego de�nimos ahora al per�l estratégi-co s como la secuencian de funciones {s0, s1}, donde s0 está de�nida en T ×H0y es tal que s0(t, h0) ∈ A0(t) para toda t ∈ T , y s0(·, h0) ∈ S0; s1 está de�nidaen T × H1 y es tal que, dada h1 ∈ H1, s1(t, h1) ∈ A1(t), para toda t ∈ T ,

s1(·, h1) ∈ S1.Para cada t ∈ T , denotemos por s(t, ·) a la secuencia de funciones {s0(t, ·), s1(t, ·)},donde s0(t, ·) : H0 → A0(t) y s1(t, ·) : H1 → A1(t). Sea
s | s(t, ·) = {s0 | s0(t, ·), s1 | s1(t, ·)}el per�l estratégico obtenido al reemplazar s0(t, ·) en s0 y s1(t, ·) en s1, re-spectivamente, con las funciones s0(t, ·) y s1(t, ·) . Dado un pe�l estratégico s,denotaremos por 1s0 y 0s1 a las funciones de�nidas, respectivamente, en T1 y

T0, y tales que 1s0(t) =1 a0(t) = s0(t, h0), para todo t ∈ T1, y 0s1(t) =0 a1(t) =
s1(t, h1), para todo t ∈ T0, con h1 = s0(·, h0). Además, dado un per�l estratégi-co s, de�nimos a la matriz agregada s̄ = (s̄ij) = (

∫

T0

0s1ij(t)dµ+
∫

T1

1s0ij(t)dµ).De�nición 4.2. Dado un per�l estratégico s tal que la matriz S̄ es irreducible,denotamos por p(s) a la función que nos asocia con cada s al único vector deprecios, salvo ecalares, que hace que el precio de la oferta sea igual al precio dela demanda, es decir, que satisface
l
∑

i=1

pis̄ij = pj

(

l
∑

i=1

s̄ji

) (4.2)para j = 1, ..., l.



60CAPÍTULO 4. RELACIÓN ENTRE LOS EQUILIBRIOS COURNOT-WALRAS Y COURNOT -NASHConsideremos ahora, dados un pe�l estratégico s y el vector único, salvomúltiplos escalares, de precios p, que satisface (4.2 al reparto
xj(t, s(t), p(s)) =

{

wj(t) −
∑l

i=1
0s1ji(t) +

∑l

i=1
0s1ij(t)

pi(s)
pj(s)

para t ∈ T0

wj(t) −
∑l

i=1
1s0ji(t) +

∑l

i=1
1s0ij(t)

pi(s)
pj(s)

para t ∈ T1para j = 1, ..., l. Y, como es de esperarse, las dotaciones del consumidor t dadoel per�l estratégico s quedan como
xj =

{

xj(t, s(t), p(s)) si p es único y limpia el mercado
wj en otro casopara toda t ∈ T , j = 1, ..., l.Consideremos ahora el subjuego obtenido en la etapa 1 del juego menciona-do arriba. Dada la historia h1 ∈ H1 y el per�l de estratégico s, la selecciónestratégica s[h1] es una función de�nida en T y tal que, para cada h1 ∈ H1,

s[h1(t)] = s1(t, h1), para todo t ∈ T . Por otro lado dada la historia h1 ∈ H1y el per�l estratégico s, de�nimos a la matriz agregada s[h1] = (sij [h
1]) =

(
∫

T0

0sij(t)[h
1]dµ+

∫

T1

1h1
ij(t)dµ).Entonces, nuevamente tenemos.De�nición 4.3. Dada la historia h1 ∈ H1 y el per�l estratégico s tal que lamatriz S̄[h1] es irreducible, denotamos por p(s[h1]) a la función que nos asociacon cada s al único vector de precios, salvo ecalares, que hace que el precio dela oferta sea igual al precio de la demanda, es decir, que satisface

l
∑

i=1

pi(s̄ij [h
1
ij ]) = pj

(

l
∑

i=1

(s̄ij [h
1])

) (4.3)para j = 1, ..., l.Obteniendo, dados h1 ∈ H1 y el vector único, salvo multiplos escalares, talque s̄ es irreducible, las dotaciones �nales
xj(t, s[h1(t)], p(s[h1])) =







wj(t) −
∑l

i=1
0s[h1

ji(t)] +
∑l

i=1
0s[h1

ij(t)]
pi(s[h

1])

pj(s[h
1])

para t ∈ T0

wj(t) −
∑l

i=1
1h1

ji(t) +
∑l

i=1
1h1

ij(t)
pi(s[h

1])

pj(s[h1])
para t ∈ T1para j = 1, ..., l. Y, �nalmente, las dotaciones �nales del consumidor t quedancomo

xj =

{

xj(t, s[h1(t)], p(s[h1])) si pes único y limpia el mercado
wj en otro casopara toda t ∈ T , j = 1, ..., l.Con la notación especi�cada hasta este punto podemos pasar a de�nir elconcepto del equilibrio perfecto de un subjuego para el juego de dos etapasdescrito arriba.



4.3. EQUILIBRIO COURNOT-WALRAS COMOUN EQUILIBRIO PERFECTO EN SUBJUEGOS61De�nición 4.4. Un per�l estratégico ŝ tal que la matriz ŝ[h1] es irreducible paracada h1 ∈ H1 es un equilibrio de subjuego perfecto si para todo t ∈ T ,
ut(x(t, ŝ(t), p(ŝ))) ≥ ut(x(t, s(t, ·), p(ŝ | s(t, ·))),para todas las posibles funciones de secuencias de funciones s(t, ·), y, para cada

h1 ∈ H1,
ut(x(t, ŝ[h1(t)], p(ŝ[h1]))) ≥ ut(x(t, s(t)[h1], p(ŝ[h1] | s(t)[h1]))),para todo t ∈ T y para todo s(t) | h1 ∈ A1(t).En este punto de nuestra construcción tendremos que lidiar con el siguienteproblema. En el modelo Cournot-Walras, todas las diferentes estrategias delsector atómico que agrega una misma oferta nos genera los mismos precios. Porotro lado, en el equilibrio perfecto del subjuego de dos etapas del modelo deShapley, nada nos asegura que el sector no atómico reaccione de manera seme-jante ante las diferentes historias que conducen a una misma oferta agregada,generando asi los mismo precios, a pesar de que las ofertas del sector atómicoafecta a los pagos sólo en el agregado. Con el �n de evitar este comportamientotan poco razonable, haremos uso del concepto de teoria de juegos denominadoequilibrio perfecto en subjuegos; esta herramienta en nuestro caso se caracterizapor el hecho de que, en la segunda etapa del juego, los pequeños comerciantesutilizan cierto tipo de estrategias invariantes con respecto a las diferentes ofertasde los grandes comerciantes que conducen a las mismas cantidades ofertadas.Para este propósito denotaremos por H1∗(·) a la partición de H1 tal que,para cada h1′ ∈ H1,

H1∗(h1′) = {h1′′ ∈ H1 |

∫

T1

h1′′(t)dµ =

∫

T1

h1′(t)dµ}Para nuestro problema H1∗ es una partición del conjunto de las historias dela etapa 1 su�ciente, aunque seguramente no seria una partición lo su�ciente-mente �na para de�nir un equilibrio perfecto de Markov. Por esta razón de-nominaremos a nuestro equilibrio como equilibrio perfecto de pseudo-Markov.Formalmente tenemos lo siguiente.De�nición 4.5. Decimos que un equilibrio perfecto de un subjuego ŝ consti-tuye un equilibrio perfecto de pseudo-Markov si, para todo t ∈ T , ŝ1(t, h1′

) =
ŝ1(t, h1′′

) siempre que h1′′

∈ H1∗(h1′

).4.3. Equilibrio Cournot-Walras como un equilib-rio perfecto en subjuegosFinalmente para la demostración de nuestro teorema de equivalencia agre-garemos un último supuesto acerca de las dotaciones y preferencias de los pe-queños consumidores. Denotaremos por L al conjunto de bienes {1, ..., l} y por
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R

l
+j>0 ⊂ R

l
+ al conjunto de vectores en R

l
+ cuya j-ésima componente es estric-tamente positiva. Para cada i ∈ L, consideraremos al al conjunto Ti = {t ∈ T0 |

wi(t) > 0}. Claramente, por el supuesto 1, µ(Ti) > 0. Diremos que los bienes
i, j ∈ L mantienen una relación C si existe un subconjunto medible T ′

j ⊂ Ti,con µ(T ′
i ) > 0, tal que, para todo t ∈ T ′

i , {x ∈ R
l
+ | ut(x) = ut(y)} ⊂ R

l
+j>0para todo y ∈ R

l
++.De�nición 4.6. Decimos que el espacio de bienes L es neto si {〈i, j〉 : iCj} 6= ∅y para cualquier par de vértices diferentes, i y j, de la grá�ca dirigida DL(L, C),existe una arista que los une.Supuesto 5. El conjunto de bienes L es neto.Con todo lo anterior nos encontramos listos para enunciar nuestro teoremade equivalencia.Teorema 4.1. Dada una economía de intercambio que satisface los supuestos1, 2, 3, 4 y 5, entoncesi) Si el par (ẽ, x̃) es un equilibrio Cournot-Walras respecto a la se-lección de precios p(e) constituye un equilibrio Cournot-Walras, en-tonces existe un equilibrio perfecto de pseudo-Markov s̃ tal que x(t, p(e)) =

x(t, s̃(t), p(s̃)) para todo t ∈ T .ii) Si s̃ es un equilibrio perfecto de pseudo-Markov, entonces existenun per�l estratégico ê y una selección de precio p(e) tal que el par
(ê, x̂), donde x̂(t) = x(t, ŝ(t), p(ŝ)) =0 x(t, p(ê)) para todo t ∈ T0y x̂(t) = x(t, ŝ(t), p(ŝ)) =1 x(t, ê(t), p(ê)) para todo t ∈ T1, es unequilibrio Cournot-Walras con respecto a la selección de precio p(e).Demostración. i) Sea (ẽ, x̃) un equilibrio Cournot-Walras con respecto a la se-lección de precios p(e). Denotemos por p(h1) a la función obtenida al reemplazar,en la selección de precio p(e), a cada per�l estratégico e con la historia h1 talque h1(t) = e(t) para todo t ∈ T1.Consideremos ahora la historia h1. Como h1 ∈ H1, entonces, dado que

p(h1) � 0 por hipótesis y el supuesto 2 tenemos que
p(h1)0x(t, p(h1)) = p(h1)w(t)para todo t ∈ T0. Por el lema (3.1) sabemos que para todo t ∈ T0 existe λj(t) > 0con ∑l

j=1 λ
j(t) = 1 para j = 1, ..., l tal que

0xj(t, p(h
1)) = λj(t)

∑l

j=1 p
j(h1)wj(t)

pj(h1)



4.3. EQUILIBRIO COURNOT-WALRAS COMOUN EQUILIBRIO PERFECTO EN SUBJUEGOS63De�nimos ahora a la función λ : T0 → R
l
+ tal que

λj(t) = λj(t)para t ∈ T0 y j = 1, . . . , l. Denotemos por s̃[h1] a la función de�nida en T talque s̃(t)[h1] ∈ A1(t) para todo t ∈ T y
0s̃ij [h

1] = wi(t)λ
j(t), i, j,= 1, ..., lpara todo t ∈ T0. Es claro que la función 0s̃[h1] es integrable.Mostremos ahora que la matriz ¯̃s[h1] = (¯̃sij [h

1]) = (
∫

T0

0s1ij [h
1]dµ+

∫

T0

1h1
ijdµ)es irreducible.Sean i, j dos bienes que mantienen la relación C. Sea t ∈ T ′

i . Por hipótesis
p(h1) � 0, de aquí que p(h1) · w(t) > 0. Con esto y el supuesto 2 tenemos que
0x(t, p(h1)) > 0 y dado que los bienes i y j mantienen la relación C, entonces
0xj(t, p(h

1)) > 0.Consideremos ahora a la matriz s̄L[h1] = (s̄L
ij [h

1]) con
(s̄L

ij [h
1]) =

{

∫

T ′

i

wi(t)λ
j(t)dµ si iCj

0 en otro casoSi iCj entonces s̄L
ij [h

1] > 0 dado que wi(t) > 0 y λj(t) > 0 para todo t ∈ T ′
i .Entonces dado que ¯̃sij [h

1] > s̄L
ij [h

1] para i, j = 1, ..., l tenemos que la matriz
¯̃s[h1] es irreducible. Con lo anterior, el supuesto 5 y el argumento usado en laparte (ii) de la demostración de la proposición (3.7) tenemos que la matriz s̄L[h1]es irreducible.Por lo anterior tenemos que las asignaciones �nales de los pequeños consum-idores quedan determinadas por

0xj(t, p(h
1)) = wj(t) −

l
∑

i=1

s̃ji(t)[h
1] +

l
∑

i=1

s̃ij(t)[h
1]
pi(h

1)

pj(h1)para todo t ∈ T0 y j = 1, ..., l. Por otro lado, como la función p(h1) satisface laecuación (3.4) tenemos
∫

T0

wj(t)dµ−
l
∑

i=1

s̃ji(t)[h
1]dµ+

l
∑

i=1

∫

T0

s̃ij(t)[h
1]dµ

pi(h
1)

pj(h1)
+

l
∑

i=1

∫

T1

h1
ij(t)dµ

pi(h
1)

pj(h1)
=

=

∫

T0

wj(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

h1
ji(t)dµpara j = 1, . . . , l. Esto implica que

l
∑

i=1

pi(h
1)¯̃sij [h

1] = pj(h
1)

(

l
∑

i=1

¯̃sji[h
1]

)



64CAPÍTULO 4. RELACIÓN ENTRE LOS EQUILIBRIOS COURNOT-WALRAS Y COURNOT -NASHpara j = 1, . . . , l. Y por la ecuación (4.1) tenemos que
p(h1) = p(s̃[h1])De lo anterior se tiene de manera directa que

xj(t, s̃(t)[h1], p(s̃[h1])) =

{

0xj(t, p(h
1)) para t ∈ T0

1xj(t, h1(t), p(h1) para t ∈ T1Ahora únicamente nos resta mostrar que ningún jugador t ∈ T en la etapa1 del juego obtiene ventaja al desviarse de de s̃(t)[h1].Dado que los grandes consumidores por de�nición en la segunda etapa juegancon la acción �no hacer nada�, basta mostrar lo anterior para los pequeñosconsumidores. Sea t ∈ T0 y una acción s(t)[h1] ∈ A1(t) tal que
ut(x(t, s(t)[h

1], p(s̃[h1] | s(t)[h1]))) > ut(x(t, s̃(t)[h1], p(s[h1])))Por la de�nición (4.1) tenemos que
p(s̃[h1] | s(t)[h1] = p(s̃[h1]Por lo tanto la última desigualdad implica que

ut(x(t, s(t)[h
1], p(h1))) > ut(

0x(t, p(h1)))Como
p(h1)x(t, s(t)[h1], p(h1) = p(h1)w(t)entonces

0x(t, p(h1)) /∈ ∆p(h1)(t) ∩ Γp(h1)contadicción!Sean h̃1 una historia del juego tal que h̃1(t) = ẽ(t) para todo t ∈ T1 y s̃ unper�l estratégico tal que s̃0(t, h0)] = h̃1(t) y s̃1(t, h1) = s̃(t)[h1] para todo t ∈ Ty h1 ∈ H1. Entonces p(ẽ) = p(s̃) y
xj(t, s̃(t), p(s̃)) =

{

0xj(t, p(ẽ)) para t ∈ T0

1xj(t, ẽ(t), p(ẽ)) para t ∈ T1para j = 1, . . . , l.Por otro lado dado que p(h1) es una selección de precio, entonces p(h1′) =
p(h1′′) para cualquier h1′′ ∈ H1?

(h1′). Esto implica que para todo t ∈ T

s1(t, h1′) = s1(t, h1′′)para cualquier h1′′ ∈ H1?

(h1′).Finalmente nos falta mostrar que en la primera etapa ningún jugador oob-tiene ventaja al desviarse de s̃.



4.3. EQUILIBRIO COURNOT-WALRAS COMOUN EQUILIBRIO PERFECTO EN SUBJUEGOS65Para los pequeños consumidores tenemos que
p(s̃ | s(t, ·)) = p(s̃[h̃1] | s(t, h̃1)[h1]por lo tanto, de la discusión anterior tenemos que ningún t ∈ T0 obtiene ventajaal desviarse de s̃.Para los grandes consumidores, supongamos que existe un consumidor t ∈ T1con su secuencia de funciones s(t, ·) tales que

ut(x(t, s̃ | s(t, ·), p(s̃ | s(t, ·)))) > ut(x(t, s̃(t), p(s̃))) (4.4)Sean h1 | h(t) la historia obtenida al remplazar h̃1(t) en h̃1 con h(t) =
s0(t, h0) y ẽ | e(t) la selección estratégica obtenida al remplazar ẽ(t) en ẽ con
e(t) = s0(t, h0).Como p(ẽ | e(t)) = p(s̃[h1] | h(t)) = p(s̃ | s(t, ·)), entonces la desigualdad(4.4) implica

ut(
1x(t, e(t), p(ẽ | e(t)))) = ut(x(t, s(t, ·), p(s̃ | s(t, ·)))) >

> ut(x(t, s̃(t), p(s̃))) = ut(
1x(t, ẽ(t), p(ẽ)))contradicción!ii) Sea ŝun equilibrio perfecto en subjuegos, consideremos la historia h1 ∈ H1.Para los pequeños consumidores tenemos que

p(ŝ[h1]x(t, s̃[h1], p(ŝ[h1])) = p(ŝ[h1])w(t)Mostremos ahora que para todo t ∈ T0

x(t, ŝ[h1(t)], p(ŝ[h1])) =0 x(t, p(ŝ[h1]))Supongamos que existe un consumidor t ∈ T0 tal que la igualdad no secumple. Por el supuesto 2 tenemos que existe una canasta
z ∈ {x ∈ R

l
+ | p(ŝ[h1]x = p(ŝ[h1]w(t)}tal que

uy(z) > ut(x(t, ŝ[h
1(t)], p(ŝ[h1]))Entonces por el lema (3.1) sabemos que existe λj ≥ 0, para j = 1, . . . , l, con

∑l
j=1 λ

j = 1 y tal que
zj = λj

∑l
j=1 pj(ŝ[h

1])wj(t)

pj(ŝ[h1])para j = 1, . . . , l. Sea sij(t) = wi(t)λ
j para i, j = 1, . . . , l. Con esto y la de�nición(4.1) tenemos que

p(ŝ[h1]) = p(ŝ[h1] | s(t)[h1])



66CAPÍTULO 4. RELACIÓN ENTRE LOS EQUILIBRIOS COURNOT-WALRAS Y COURNOT -NASHpara j = 1, . . . , l, se sigue de aquí que
zj = xj(t, s(t), p(ŝ[h

1] | s(t)[h1]))para j = 1, . . . , l. Pero esto implica que
ut(x(t, s(t), p(ŝ[h

1] | s(t)[h1]))) = ut(z) > ut(x(t, ŝ[h
1(t)], p(ŝ[h1]))contradicción!Como la función x(·, h1(·), p(ŝ[h1])) es una asignación tenemos que

∫

T0

0xj(t, p(ŝ[h
1]))dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

h1
ij(t)dµ

pi(ŝ[h
1])

pj(ŝ[h1])
=

∫

T0

wj(t)dµ+

l
∑

i=1

h1
ji(t)dµ(4.5)Sea ahora p(e) la función que asocia con cada e el vector de precios p(ŝ[h1]),donde h1 es tal que h1(t) = e(t) para todo t ∈ T1.Como la selección estratégica ŝ constituye un equilibrio perfecto en subjue-gos con la partición determinada por H1? , sabemos que p(ŝ[h1′] = p(ŝ[h1′′] si

∫

T1
h1′(t)dµ =

∫

T1
h1′′(t)dµ, entonces p(e′) = p(e′′) si ∫

T1
e′(t)dµ =

∫

T1
e′′(t)dµ.Remplazando en la ecuación (4.5) la historia h1 con la selección estratégica e talque e(t) = h1(t) para todo t ∈ T1 y la función de precios p(ŝ[h1]) con la funciónde precios p(e) nos queda

∫

T0

0xj(t, p(e)))dµ +

l
∑

i=1

∫

T1

eij(t)dµ
pi(e)

pj(e)
=

∫

T0

wj(t)dµ +

l
∑

i=1

eji(t)dµde donde se tiene de manera directa que la función p(e) satisface la ecuación(3.4). Por lo tanto la función p(e) es una selección de precio.Siguiendo el mismo argumento tenemos que para toda historia h1 ∈ H1

x̂(t) = x(t, ŝ(t), p(ŝ)) =

{

0x(t, p(ê) para t ∈ T0

1x(t, ê(t), p(ê)) para t ∈ T1donde ê es la selección estratégica tal que ê(t) = h1(t) para todo t ∈ T1.Con lo cual únicamente nos resta mostrar que ningún consumidor t ∈ T1obtiene ventaja al desviarse de la selección estratégica ê. Supongamos que existeun consumidor t ∈ T1 y una selección estratégica e(t) ∈ E(t) tales que
ut(

1x(t, e(t), p(ê | e(t)))) > ut(
1x(t, ê(t), p(ê))) (4.6)Sean h1 | h(t) la historia obtenida la remplazar ĥ1(t) en ĥ1 con h(t) = e(t) y

ŝ | s(t) el per�l estratégico obtenido al remplazar ŝ0(t, ·) en ŝ0 con s0(t) = h(t).Como p(ŝ | s(t)) = p(ŝ[h1] | h(t) = p(ê | e(t)), entonces la desigualdad (4.6)implica que
ut(

1x(t, s(t), p(ŝ | s(t)))) = ut(
1x(t, e(t), p(ê | e(t)))) >

> ut(
1x(t, ê(t), p(ê))) = ut(

1x(t, ŝ(t), p(ŝ)))contradicción!



Apéndice ABases matemáticasEn este apéndice se enuncian varios de los conceptos matemáticos utilizadosa lo largo del trabajo.Teoría de la medidaCon el �n de desarrollar las bases matemáticas necesarias para la construc-ción del espacio de consumidores del capítulo 3 a continuación mostramos algu-nas de�niciones.De�nición A.1. Espacios métricos Sea una familia no vacía de subconjutosdel conjunto . Decimos que es un álgebra de conjuntos si es cerrada bajo com-plementos y uniones �nitas. Esto es dados entonces Una -álgebra es un álgebraque también es cerrada bajo uniones contables. Es decir, si entoncesDe�nición A.2. Espacios métricos Sea una familia no vacía de subconjutosdel conjunto . Decimos que es un álgebra de conjuntos si es cerrada bajo com-plementos y uniones �nitas. Esto es dados entonces Una -álgebra es un álgebraque también es cerrada bajo uniones contables. Es decir, si entoncesDe�nición A.3. Dado un espacio de medida (X, Σ, µ), decimos que un conjun-to medible A constituye un átomo si µ∗(A) > 0 y para todo B ⊂ A, µ∗(B) = 0o µ∗(A \B) = 0. Por otro lado, si el espacio (X, Σ, µ) no contiene átomos dec-imos que es un espacio no atómico. Finalmente si existe un conjunto contable
A tal que para cada a ∈ A el conjunto de un solo elemento {a} es medible con
µ∗(a) > 0 y µ∗(X \ A) = 0 decimos que el espacio de medida es puramenteatómico. 67



68 APÉNDICE A. BASES MATEMÁTICASMatrices no negativasRecordemos que una matriz A de dimensiones m×n es una matriz cuadradasi m = n.Por otro lado si las entradas aij ≥ 0 para i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . n entoncesestamos hablando de una matriz no negativa. Una vez revisados estos conceptospodemos pasar a nuestra siguiente de�nición.De�nición A.4. Decimos que una matriz cuadrada no negativa A es irreduciblesi para cada par i, j, con i 6= j, existe k ∈ Z++ denominado k = k(i, j) tal que
ak

ij > 0, donde ak
ij representa la ij-ésima entrada de la k-ésima potencia Ak de

A.CorrespondenciasDe�nicionesDe�nición A.5. Sean (Rn, dn) y (Rm, dm) dos espacios métricos euclideanos,decimos que ϕ : R
n

� R
m es una correspondencia si para cada x ∈ R

n, ϕ leasocia un conjunto ϕ(x) ⊆ R
n.Al igual que cuando estudiamos la continuidad de una función, para el casode las correspondencias tenemos lo siguiente.De�nición A.6. Decimos que la correspondencia ϕ : R

n
� R

m esSemicontinua superiormente en x0 ∈ R
n si y sólo si para cada vecindad,

V de ϕ(x0) existe una vecindad N de x0 tal que
ϕ(x) ⊆ Vpara todo x ∈ N .Semicontinua inferiormente en x0 ∈ R

n si y sólo si, para cada subconjuntoabierto de V de R
m tal que ϕ(x0) ∩ V 6= ∅ existe una vecindad N de x0tal que

ϕ(x) ∩ V 6= ∅para todo x ∈ N .Continua en x0 ∈ R
n si y sólo si es a la vez semicontinua superior einferiormente en x0.Diremos que la correspondecia ϕ es semicontinua superiomente sobre un con-junto A ∈ R

n si y sólo si es semicontinua superiormente en cada punto x ∈ A. Demanera similar usaremos la terminología para correspondencias semicontinuasinferiormente y continuas.



69De�nición A.7. Si tenemos m correspondencias ϕi : S � Ti de�nimos el pro-ducto de correspondencias ϕ como la correspondencia cuyo rango es el productode los Ti de la siguiente manera
ϕ(x) =

m
∏

i=1

ϕi(x)para todo x ∈ S.AplicacionesUna de las tantas aplicaciones de las correspondencias es, como veremos acontinuación, para un problema de optimización.Sea una función f : R
n → R y A ⊂ R

n, sabemos que
x∗ ∈ argmáxx∈Af(x) ⇔ f(x∗) = máx

x∈A
f(x)es decir, x∗ es el valor que optimiza la función f sobre el conjunto A. Entoncesla aplicación que lleva A ⊂ R

n en arg máxx∈A f(x) es una correspondencia.Para el producto de correspondencias presentamos la siguiente proposición.Proposición A.1. Sean m correspondencias ϕi : S � Ti para i = 1, ..., m. En-tonces si para algún x∗ ∈ S se cumple que ϕi(x
∗) es semicontinua superiormentey con valores compactos para todo i, entonces la correspondencia del producto

ϕ(x) =
∏m

i=1 ϕi(x) es semicontinua superiormente y con valores compactos en
x∗.En varios de los teoremas de existencia haremos uso del siguiente teoremaTeorema A.1 (Teorema del máximo de Berge). Sean los conjuntos S ⊂ R

ny T ⊂ R
m , la función g : S × T → R tal que g(x) = sup{f(x, y) | y ∈ ϕ(x)}y la correspondencia µ : R

n
� R

m tal que µ(x) = {y ∈ ϕ(x) | f(x, y) = g(x)}donde f : S × T → R. Si x∗ ∈ S y se cumplei) ϕ(x∗) es compactoii) f es una función continua en (x∗, y) para toda y ∈ ϕ(x∗)iii) ϕ es una correspondencia continua en x∗entoncesa) µ(x∗) es compacto y no vacíob) g es una función continua en x∗ yc) µ es una correspondencia superiormente semicontinua.Básicamente lo que este teorema nos dice es que bajo ciertas condiciones decontinuidad de un problema de optimización la solución al problema conservala continuidad.



70 APÉNDICE A. BASES MATEMÁTICASTeoremas de punto �joPara las demostraciones de existencia de los equilibrios de los diferentesmodelos que plantearemos será necesario usar algún teorema de punto �jo, ya seapara funciones o para correspondencias. Enunciemos entonces dichos teoremas.Teorema de BrowerTeorema A.2 (Teorema de Brower). Sea X ⊂ R
n un conjunto compacto,convexo y no vacío y f : X → X una función continua. Entonces existe unpunto x∗ ∈ X tal que f(x∗) = x∗.Teorema de KakutaniLa generalización del teorema de punto �jo de Brower es el teorema de punto�jo de Kakutani para correspondencias.Teorema A.3 (Teorema de Kakutani). Sea K ∈ R
n un conjunto compacto,convexo y no vacío y ϕ : K � K una correspondencia semicontinua superior-mente, compacta, convexa y no vacía. Entonces existe un punto x∗ ∈ K tal que

ϕ(x∗) = x∗.



Apéndice BDemostracionesDemostración de la proposición 1.1. a)⇒b) Sean x, y ∈ X . Si x � ypor de�nición tenemos que se cumple x � y y ¬y � x. Aplicandola de�nición de función de utilidad a estas expresiones nos quedaque u(x) ≥ u(y) y ¬u(y) ≥ u(x). Por lo tanto u(x) > u(y). Con unrazonamiento igual legamos a que si x ∼ y entonces u(x) = u(y).b)⇒a) Sean x, y ∈ X . Por demostrar que
x � y ⇔ u(x) ≥ u(y)

⇒) Si x � y por de�nición x � y o x ∼ y, aplicando lafunción de utilidad tenemos que u(x) > u(y) o u(x) =
u(y). Por lo tanto u(x) ≥ u(y).

⇐) Por completitud tenemos que x � y o y � x. Supong-amos que no se cumple x � y. Entonces y � x lo quepor b) implica u(y) > u(x) contradicción! Por lo tanto
x � y.

Demostración de la proposición 2.1. Sabemos que el problema de la i-ésima empresa es
máx
qi>0

qi
[

d− c−
n
∑

i=1

qi
]71



72 APÉNDICE B. DEMOSTRACIONESpara i = 1, ..., n. Planteando las condiciones de primer orden tenemos
∂

∂qi
πi = 0

d− 2qi −
∑

j 6=i

qj − c = 0

2qi +
∑

j 6=i

qj = d− c

qi =
d−

∑

j 6=i qj − c

2Con base en esto formamos el sistema de ecuaciones














2 1 1 1
1 2 1 1. . .
1 1 2 1
1 1 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d− c
d− c...
d− c
d− c













que para resolver multiplicamos el último renglón por n y le restamos los n− 1renglones primeros obteniendo














2 1 1 1
1 2 1 1. . .
1 1 2 1
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d− c
d− c...
d− c
d−c
n+1













el último renglón de esta matriz nos indica que la estrategia óptima de la n-ésima empresa es q∗n = d−c
n+1 ; a partir de esto, dado que el problema es simétricoaseguramos que

q∗i =
d− c

n+ 1para i = 1, ..., n. Finalmente la ganancia de la empresa i es igual a
πi(qi) =

d− c

n+ 1



d−
n
∑

j=1

d− c

n+ 1
− c



 =
d− c

n+ 1

[

d− n

(

d− c

n+ 1

)

− c

]

=

(

d− c

n+ 1

)2

Demostración de la proposición 3.1. Dado que la colección S0 es un semi-anillo y la colección S1 un álgebra, se sigue de manera directa que S es unsemianillo. Por otro lado tenemos
µ(∅) = µ0(∅) + µ1(∅) = 0



73Sea {En} una sucesión disjunta de S con ∪∞
n=1En. Entonces

µ(∪∞
n=1En) = µ0 ((∪∞

n=1En) ∩ T0) + µ1 ((∪∞
n=1En) ∩ T1)

= µ0 (∪∞
n=1(En ∩ T0)) + µ1 (∪∞

n=1(En ∩ T1))

=

∞
∑

n=1

µ0(En ∩ T0) + µ1

∞
∑

n=1

(En ∩ T1)

=

∞
∑

n=1

(µ0(En ∩ T0) + µ1(En ∩ T1)) =

∞
∑

n=1

µ(En)Por lo tanto µ es una medida en S.Demostración de la proposición 3.2. Se sigue de manera directa del teo-rema 10.23 de Aliprantis y Border [1].Demostración de la proposición 3.3. Veámos que para todo subconjunto
E ⊂ T0, µ∗(E) = µ∗

0(E) de la siguiente manera
µ∗(E) = ı́nf{

∞
∑

n=1

µ(En) | {En} ⊂ S y E ⊆ ∪∞
n=1En}

= ı́nf{
∞
∑

n=1

µ0(En ∩ T0) +

∞
∑

n=1

µ1(En ∩ T1) | {En} ⊂ S y E ⊆ ∪∞
n=1En}

= ı́nf{
∞
∑

n=1

µ0(En ∩ T0) | {En} ⊂ S, {En ∩ T1 = ∅ y E ⊆ ∪∞
n=1(En ∩ T0)}

= µ∗
0(E)Notemos que dado que T0 es µ-medible, entoces la colección TT0

es una colecciónde subconjuntos de T0 µ-medibles. Sea E ⊂ T0, entonces
µ∗(T ) ≤ µ∗(E) + µ∗(Ec) = µ∗(E) + µ∗ ((Ec ∩ T0) ∪ T1) ≤

≤ µ∗(E) + µ∗(Ec ∩ T0) + µ∗(T1)Por otro lado, dado que E es µ0-medible tenemos
µ∗(E) + µ∗(Ec ∩ T0) + µ∗(T1) = µ∗

0(E) + µ∗
0(E

c ∩ T0) + µ∗(T1) =

= µ∗
0(T0) + µ∗(T1) = µ∗(T0) + µ∗(T1) = µ∗(T )Esto nos idica que µ∗(E) + µ∗(Ec) = µ∗(T ) por lo cual a�rmamos que E es unconjunto µ-medible, de donde T0 ⊆ TT0

. Sea ahora E ⊆ TT0
, dado que E es unconjunto µ-medible

µ∗(E) + µ∗(Ec) = µ∗(T )



74 APÉNDICE B. DEMOSTRACIONESademás
µ∗(E) + µ∗(Ec ∩ T0) + µ∗(T1) = µ∗(T0) + µ∗(T1)Ya que µ∗

0(E)+µ∗
0(E

c∩T0) = µ∗
0(T0), sabemos que el conjunto E es µ0-medible,entonces TT0

⊆ T0. Por lo tanto TT0
= T0.Demostración de la proposición 3.4. Siguiendo el mismo razonamiento dela primera parte de la demostración anterior es posible demostrar que

µ∗(E) = µ∗
1(E) = µ1(E)Por otro lado, dado que S ⊆ T entonces

S1 = S ∩ T1 ⊆ T ∩ T1 = TT1y además
TT1

⊆ P(T1) = S1Por lo tanto S1 = TT1
.Demostración de la proposición 3.5. Sea p ∈ R

l
++, por Aumann [2] sabe-mos que las correspondencias 0∆p y 0Γp son Borel medibles, por lo tanto lafunción

0x(t, p) = 0∆p(t) ∩
0Γp(t)lo es también. Además la función 0x(t, p) está acotada superiormente dado que

0x(t, p) ≤

∑l
j=1 p

jwj(t)

pipara i = 1, ..., l y t ∈ T0. Por lo tanto la función 0x(t, p) es integrable.Demostración de la proposición 3.6. Veáse Sahi y Yao Lema 1Demostración del lema 3.1. ⇒) Para cada x(t) ∈ ∆∗t
p tenemos

xj(t) = λj(t)

∑l+1
j=1 p

jwj(t)

pjcon 0 ≤ λj(t) ≤ 1 para j = 1, ..., l. Dado que x(t) ∈ ∆∗t
p entonces

l
∑

j=1

pjxj(t) =

l
∑

j=1

λj(t)





l
∑

j=1

pjwj(t)



 =

l
∑

j=1

pjwj(t)esto implica de manera directa que ∑l
j=1 λ

j = 1.



75
⇐) Sea xj(t) que satisface la ecuación (3.3) para j = 1, ..., l. Entonces

l
∑

j=1

pjxj(t) =

l
∑

j=1

λj(t)





l
∑

j=1

pjwj(t)



 =

l
∑

j=1

pjwj(t)es decir xj(t) ∈ ∆∗t
p para j = 1, ..., l.Demostración de la proposición 3.7. i) Se sigue de manera directa de lade�nición de matriz irreducible dada al principio y la proposición (3.6).ii) Por la de�nición del equilibrio Cournot-Nash sabemos que la matrizagregada ˆ̄b es irreducible, de ahi que p � 0. Por otro lado, sean p̂ = p(b̂) y

x̂(t) = x(t, b̂(t), p̂) tenemos que p̂ · x̂(t) = p̂ · w(t) para todo t ∈ T0.Supongamos que existe un consumidor para el cual x̂(t) /∈ {x(t) | máxx(t) ut(x(t))},es decir, existe
x̃(t) ∈ {x(t) | p̂ · x = p̂ · w(t)}tal que

ut(x̃(t)) > ut(x̂(t))por el lema (3.1) tenemos que existe λ̃j ∈ R
l+1
++ con ∑l+1

j=1 λ
j = 1 tal que

x̃j = λ̃j

∑l+1
j=1 p̂jwj(t)

p̂jpara j = 1, ..., l + 1. Supongamos que b̃ij = wi(t)λ̃
j(t) con i, j = 1, ..., l.Entonces sustituyendo en la ecuación (3.2) y aplicando (i) tenemos

x̃j(t) = wj(t) −
l
∑

i=1

wjj(t)λ̃
i +

l
∑

i=1

wi(t)λ̃j
p̂i

p̂j

=

l
∑

i=1

wi(t)λ̃
j p̂i

p̂jpero entonces
ut(x(t, b̃(t), p̂((b))) > ut(x̂(t))contradicción! Ya que por de�nición del equilibrio Cournot-Nash teniamos que

ut(x(t, b̂(t), p(b̂))) ≥ ut(x(t, b(t), p(b̂ \ b(t))))Demostración del lema 3.2. Sea λij > 0 para i = 1, ..., l con∑l
i=1 λij = 1.Dado que w es una s asignación, entonces la función b : T → R

l
+ × R

l
+ tal que

bij(t) = λijwi(t) para i, j = 1, ..., l y todo t ∈ T pertenece a L1(µ, B(·)). Comoel conjunto L1(µ, R
l×R

l
+) es un espacio vectorial, y B(t) es un conjunto convexopara todo t ∈ T , entonces el conjunto L1(µ, B(·)) es convexo. La compacidadde L1(µ, B(·)) se prueba siguiendo el razonamiento usado en Khan [9].



76 APÉNDICE B. DEMOSTRACIONESDemostración del lema 3.3. Veáse el Lema 2 de Busetto, Codognato & Ghos-al [3]Demostración de la proposición 3.8. i) Sea el par (ẽ, x̃) un equilibrio Cournot-Walras respecto a la selección de precio p(e). De manera directa se tiene que
p̃x̃(t) = p̃w(t), donde p̃ = p(ẽ) para todo t ∈ T1. Mostremos ahora que x̃(t) ∈
∆p̃(t) ∩ Γp̃(t) para todo t ∈ T1. Supongamos que que existe un t ∈ T1 para elcual x̃(t) /∈ ∆p̃(t) ∩ Γp̃(t). Por el supuesto 2 sabemos que existe una canasta
z ∈ {x ∈ R

l
+ | p̃x = p̃w(t)} tal que ut(z) > ut(x̃(t)), entonces por el lema 3.1existe λj ≥ 0, para j = 1, ..., l con ∑l

j=1 λ
j = 1 tal que

zj = λj

∑l

j=1 p̃jwj(t)

p̃jpara j = 1, ..., l. Por la ecuación 3.4 sabemos que p(ẽ) = p(ẽ | e(t)). Sea
eij(t) = wi(t)λ

j con i, j = 1, ..., l para todo t ∈ T1, sustituyendo en la ecuación3.5 tenemos que
1xj(t, e(t), p(ẽ | e(t)) = wj(t) −

l
∑

i=1

wj(t)λ
i +

l
∑

i=1

wi(t)λ
j p̃i

p̃jpara j = 1, ..., l. Pero entonces
ut(

1x(t, e(t), p(ẽ | e(t)))) = ut(z) > ut(x) = ut(
1x(t, ẽ(t), p(ẽ)))lo cual contradice que el par (ẽ, x̃) constituye un equilibrio Cournot-Walras. ii)Sea (p∗, x∗) un equilibrio Walrasiano. Dado que ut es continua y estrictamentecreciente entonces que p∗ � 0 y p∗ · x∗(t) = p∗ · w(t) para todo t ∈ T . Por ellema 3.1 tenemos que para todo t ∈ T existe λ∗j(t) > 0 con ∑l

j=1 λ
∗j(t) = 1para j = 1, ..., l tal que

x∗j(t) = λ∗j(t)

∑l
j=1 p

∗jwj(t)

p∗jpara j = 1, ..., l. Sean las funciones Λ∗ : T1 → R
l2

+ tal que
Λ∗j(t) = λ∗j(t)para j = 1, ..., l y t ∈ T1 y e∗ : T1 → R

l2

+ tal que
e∗ij(t) = wi(t)Λ∗j(t)



77para i, j = 1, ..., l. Claramente la función e∗ es integrable. Usando la ecuación(4.1) tenemos que
x∗j(t) = wj(t) −

l
∑

i=1

e∗ji(t) +
l
∑

i=1

e∗ij(t)
p∗i

p∗jpara j = 1, ..., l y t ∈ T . Dado que x∗ es una asignación tenemos que
∫

T0

x∗j(t)dµ+

∫

T1

wj(t)dµ−
l
∑

i=1

∫

T1

e∗ji(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

e∗ij(t)dµ
p∗i

p∗j
=

∫

T

wj(t)dµpara j = 1, ..., l. Esto implica que
∫

T0

x∗j(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

e∗ij(t)dµ
p∗i

p∗j
=

∫

T0

wj(t)dµ+

l
∑

i=1

∫

T1

e∗ji(t)dµpara j = 1, ..., l. Y entonces por el supuesto 4 existe una selección de precio
p(e) tal que p∗ = p(e∗) , entonces

x∗(t) =

{

0x(t, p(e∗)) para t ∈ T0

1x(t, e∗(t), p(e∗)) para t ∈ T1Finalmente sólo nos falta demostrar que ningún consumidor t ∈ T1 obtieneventaja al desviarse de e∗. Supongamos que sí, entonces existen un consumidor
t ∈ T1 y una estrategia e(t) ∈ E(t) tal que

ut(
1x(t, e(t), p(e∗ | e(t)))) > ut(

1x(t, e∗(t), p(e∗)))Por la ecuación (3.4) tenemos que
p(e∗ | e(t)) = p(e∗) = p∗Además

p∗1x(t, e(t), p(e∗ | e(t)) = p∗w(t)Pero entonces el par (p∗, x∗) no es un equilibrio Walrasiano, contradicción!Demostración del corolario 3.1. Por Aumann [2] sabemos que existe unequilibrio Walrasiano para economías de intercambio puro con un conjunto con-tinuo de consumidores, y aplicando (ii) de la proposición (3.8) tenemos que elequilibrio Cournot-Walras existe
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