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Dinamica de atomos frios

interactuando con radiacion electromagnética de una cavidad
Tesis de Licenciatura

Resumen
Erick Rafael Romero Sdnchez
Facultad de Ciencias - IFUNAM
Universidad Nacional Auténoma de México

En este trabajo se plantea la descripcién de la dindmica de un dtomo de 3" Rb con dos
posibles estados |g) v |e), desplazandose a lo largo del eje z, con una baja energia cinética,
interactuando con un modo de campo electromagnético que esta contenido en una cavidad
limitada a una region de longitud L.

La existencia del campo electromagnético produce un desdoblamiento de los eigenvalores
del hamiltoniano, generando diferentes efectos en cada uno de los subestados, por lo que
serd necesario hacer uso de la base de los estados vestidos para lograr realizar la descripcion.
Posteriormente, realizando una aproximacion adiabéatica se propone una solucién a la funcion
de onda con un perfil gaussiano.

La funcién de onda propuesta, consta de un grosor o(t), posicién del centro de la campana
20(t) y de tres fases complejas a(t), 5(t) y (), un total de cinco funciones dependientes del
tiempo.

Por medio del Teorema de Ehrenfest y del Teorema del Virial Cudntico se busca un
sistema de ecuacuiones diferenciales temporales que se resolverdan de manera numérica y de
esta manera se describird la evolucién temporal del sistema.a evolucion temporal del sistema.

Finalmente se presentan los resultados obtenidos para cada una de las funciones, ademas
de la energia cinética K4 (t) y la dindmica que presenta el paquete gaussiano al ser evaluado
a cada tiempo t con dichas funciones y diferentes potenciales de la cavidad. Se comparan
los resultados obtenidos entre cada uno de los potenciales involucrados y se presenta una
dependencia de los pardmetros temporales en funcién de la velocidad inicial.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La luz es un fenémeno que nos rodea de forma permanente al igual que la materia. La
comprension cotidiana y macroscopica de éstos, se puede lograr parcialmente gracias a la
observacion realizada en la vida diaria. Sin embargo, el estudio profundo de los fenémenos
es abordado por la FElectrodindmica Cldsica y la Electrodinamica Cudntica (CED y QED
respectivamente, por sus siglas en inglés). La electrodindmica es una teoria poderosa que se
forjo tras el trabajo de muchos cientificos a lo largo de varios anos y desemboco en las ecua-
ciones de Maxwell en 1861 con importantes consecuencias. Algunas de ellas son la descripcién
de la luz como un fenémeno electromagnético, desarrollada por Maxwell, la emisién de ondas
electromagnéticas producidas por la oscilacién de un dipolo eléctrico, desarrollada por Hertz,
y por ultimo, pero no menos importante, la unificacion de las fuerzas eléctrica y magnética
durante el siglo XIX. Fue tan trascendente el desarrollo de la teoria electromagnética que se
creia que la Fisica se habia terminado y que, salvo algunos pequenos problemas, la Fisica se
habia descrito por completo.

Sin embargo, la electrodinamica clasica no es una teoria completa y a inicios del siglo
XX se hizo patente: se observaron fenémenos que no podian describirse de forma clasica. Los
entonces recientes descubrimientos en el area de Fisica Atémica dieron evidencia de que las
teorias clasicas no eran suficientes para describir lo observado. Aunque la gran mayoria de la
comunidad cientifica se rehusaba a aceptar los nuevos conceptos que emergian de los resul-
tados experimentales, poco a poco fue haciéndose evidente que existian huecos en las teorias
clasicas. Fue durante los inicios del siglo XX cuando aparece en forma paulatina la Mecanica
Cuéntica (QM, por sus siglas en inglés), que se desarrollé por un gran nimero de personas
quienes entraban en la escena cientifica con asombrosos avances, tanto experimentales como
tedricos. La lista de genios que dejaron huella es muy grande; en ella se encuentran Planck,
Einstein, Bohr, Born, Shrédinger, Heisenberg, Pauli, Stern, Gerlach..., éstos son sélo algunos
de los cientificos que de alguna forma y en mayor o menor magnitud, aportaron algo a la
naciente teorfa, la cual ha dado paso a varios estudios histéricos que rodean su desarrollo. *

1Se puede consultar el Apéndice A de [31] o el Capitulo 13 de [34], donde en cada una se encuentra una
breve historia de la Mecdnica Cudntica.



1.2 Fisica Atémica, Molecular y ()ptica

La Mecénica Cuantica es un tema de interés para los historiadores de la ciencia por
varias razones, el contexto historico, geografico, politico y social en el cual se desarrolld y las
implicaciones filosoficas que ha traido consigo. Es un hecho innegable que el entorno social
actual es en gran medida consecuencia del desarrollo de la ciencia y en especifico de la Fisica
del siglo XX. El éxito que la Mecénica Cuantica ha obtenido y la revolucién tecnoldgica de
la que ha sido un sélido pilar, hacen de sus avances cronolégicos un tema muy interesante
para los historiadores de la ciencia, cientificos e incluso para el publico en general [32, 33].

En un inicio, el formalismo de la QM se utilizé principalmente para estudiar el compor-
tamiento de particulas materiales ante campos electromagnéticos dados. Hacia falta entonces
una descripcion unificada de la radiacion electromagnética con la dinamica de las fuentes
que generan esa radiacion, todo ello en el contexto de la QM. No fue sino hasta inicios de la
década de los 40 cuando se concluy6 la formulacion de la Electrodindmica Cudntica (QED)
con notables cientificos detrds de ella, entre ellos Richard Feynman, quien llamé a la QED
La joya de la Fisica, gracias a que la teoria tiene una gran precisién en las predicciones de
resultados experimentales. 2

Gracias a las personas que con incansable entusiasmo aportaron poco o mucho a la
mecanica cuantica, la comprension de la estructura de la materia fue cada vez mas amplia,
ésto permitio la realizacién de experimentos cada vez més sofisticados.

La materia que conocemos esta formada por atomos y éstos absorben, emiten y dispersan
la luz, la cual es una parte fundamental en nuestra comprension de los alrededores. Por medio
de ella y de la interaccién que sufre con la materia recibimos mucha de la informacién que
se filtra a través de nuestros sentidos.

Conceptualmente, los fotones son las particulas intermediarias de la interaccién electro-
magnética. Los fotones conforman la luz en la parte mas fundamental. Cuando los dtomos
y la radiacién se estudian en una forma detallada en el contexto cudntico, observamos que
presentan comportamientos que la intuiciéon en algunos casos no podria concebir. Una vez
inmerso en este régimen, la descripcién de la luz como onda y del un atomo como particula
comienza a no ser del todo correcta, pues las propiedades de ambos se mezclan, adquiriendo
un caracter dual onda-particula.

1.2. Fisica Atémica, Molecular y ()ptica

Las interacciones del tipo atomo-atomo o atomo-radiacion deben ser tratadas de forma
cuantica, o al menos de manera semiclasica, donde por semiclasica entendemos que las veloci-
dades medias de los atomos son suficientemente grandes como para describirla de la siguiente
manera v = dz/dt, en lugar de v = (p)/m, en el régimen semiclésico los efectos cudnticos no
son del todo observables.

Cuando el estudio de las interacciones atomo-atomo y atomo-radiacion se realiza de man-
era cuantica, se tiene como consecuencia que algunas de las ramas de la fisica que anterior-
mente estaban separadas, hayan tenido que unirse debido a que en ellas se involiicran sistemas

2Richard Feynman desarrollé un sistema de diagramas que representan interacciones entre particulas cono-
cido actualmente como Diagramas de Feynman. Ademaés, contribuyé al planteamiento de la renormalizacién

de la QED.

2



1.3 Desarrollo de la CQED

de diferentes areas. En escalas de sélo unos pocos atomos, se han agrupado la Fisica Atomi-
ca, Fisica Molecular y Optz'ca en una sola rama conocida actualmente como AMO physics
(Atomic, Molecular, and Optical physics), las caracteristicas y energfas involucradas en cada
una de las disciplinas son muy semejantes y ésto las hace dificilmente independientes.

El desarrollo de esta area se ha incrementado en los ultimos anos, obteniéndose resul-
tados importantes tanto en investigacién basica como en aplicaciones tecnoldgicas. Atomos
y moléculas ultrafrias, dispositivos de precisién metrolégica, condensados de Bose-Einstein,
gases degenerados de Fermi, relojes atémicos y manipulacion de nanoestructuras son sélo al-
gunas de los resultados obtenidos por varios grupos de investigacién que enfocan sus esfuerzos
en AMO physics, aunque ain estd pendiente el desarrollo de la tan anhelada computadora
cuantica.

Dia a dia se innova en relacién a sistemas de interaccién entre materia y radiacion. Por
ahora nos enfocaremos en sistemas en los cuales se logran aislar los dtomos y la radiacion que
se confina a una cavidad. Los sistemas en los cuales se describe la interaccion entre la materia
y la radiacién confinada en una cavidad han sido llamados Cavity Quantum Electrodynamics
(CQED, Electrodindmica Cuantica en Cavidades) y han sido ampliamente estudiados por
varios grupos a lo largo del mundo.

1.3. Desarrollo de la CQED

Los inicios de la CQED se remontan a las ideas de Purcell en 1947, cuando publicé un
articulo donde se expone que las propiedades radiativas de un atomo no son totalmente
propias. En lugar de eso, se propone que dichas propiedades pueden ser cambiadas, controlan-
do las condiciones de frontera de los campos electromagnéticos con espejos o cavidades. Los
experimentos en el area de CQED inicialmente eran realizados para medir modificaciones
en las tasas de emisién producidas por variaciones en los patrones espaciales de cavidades,
posteriormente los experimentos han sido orientados al control del campo electromagnético
y de las propiedades radiativas del atomo.

La CQED es una teoria que describe la interaccién entre particulas cargadas y campos
electromagnéticos en presencia de objetos macroscépicos como espejos (metélicos o dieléctri-
cos), cavidades o guias de onda. En ésta teorfa, la radiacién contenida en la cavidad estd cuan-
tizada y las cargas (generalmente electrones que estén ligados a 4tomos o moléculas) son de-
scritas de acuerdo con la mecanica cuantica no relativista. Los objetos macroscopicos, ya sean
metalicos o dieléctricos, son tomados en cuenta en la interacciéon debido a que la radiacion
debe cumplir las condiciones de frontera en las superficies que impone el material.

Algunas de las caracteristicas mas destacadas de la teorfa de QED han sido las referentes
al vacio y a sus propiedades. En el proceso de cuantizacion del campo electromagnético, el
concepto de vacio es redefinido, en QED el vacio NO significa el estado carente de campos, es
el estado con minima energia y es mayor que cero. En ese estado, las fluctuaciones del campo
son fuente de efectos observables. Esas fluctuaciones dependen de las condiciones de frontera.
En presencia de objetos macroscépicos como espejos, estas fluctuaciones dependen de la
posicién, especificamente de la configuracién de dichos espejos. Mas atn, la homogeneidad e
isotropia del espacio-tiempo se modifican por la presencia de los espejos, y en consecuencia,

3
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la energia, momento y momento angular no son necesariamente iguales a su valor en ausencia
de fronteras. Los cambios de energia por la presencia de fronteras dan paso a la aparicion de
las llamadas fuerzas Casimir entre cuerpos macroscdpicos neutros.

En anos recientes, el desarrollo experimental en la CQED ha crecido de manera impresio-
nante. Algunos de los grupos que son pioneros en estos experimentos, y actualmente los mas
destacados son los grupos del Laboratoire Kastler Brossel de [° Ecole Normale Supérieure,
del Max-Planck-Institute fir Quantenoptik y el Norman Bridge Laboratory of Physics de
Claltech.

En la actualidad, el desarrollo experimental toma gran importancia debido a las repercu-
siones tecnoldgicas que trae consigo, mientras que el desarrollo teérico permite comprender
la forma en que funcionan los dispositivos y abre paso a nuevas propuestas experimentales.
Es de esta manera que en conjunto teoria y experimentos revelan las formas en las que la
materia y la radiacion interactuan.

1.4. Objetivos y Lineamientos

Es importante describir el interés del desarrollo de este trabajo, la manera en que se
realizara y los objetivos que se desean cumplir.
Comenzamos con los objetivos de este trabajo:

1. Proponer un modelo que describa la dinamica de un atomo de dos niveles al interactuar
con el campo electromagnético contenido en una cavidad, mientras éste se desplaza a
muy bajas velocidades y cruza dicha cavidad

2. Obtener un sistema de ecuaciones diferenciales dependientes Uinicamente del tiempo
que describan la evolucion temporal del sistema

3. Comprobar la validéz del modelo al interpretar los resultados que se obtengan y com-
pararlo en la medida de lo posible con los modelos y resultados existentes

4. Proponer estudios posteriores que complementen el trabajo realizado en esta tesis

Para lograr el cumplimiento de manera exitosa de los objetivos, sera necesario plantear
un lineamiento que oriente mis esfuerzos a la realizacién cabal de los objetivos mencionados;

1. Realizar una revisién bibliografica con la intenciéon de familiarizarse con el lenguaje,
conceptos, fendmenos y herramientas experimentales de la CQED

2. Plantear cuanticamente la dinamica de un atomo al interactuar con el campo electro-
magnético cuantizado de una cavidad

3. Proponer una funcién con perfil gaussiano y pardmetros temporales como solucién
aproximada a la ecuacién de Schrodinger

4. Hallar una relacién entre las funciones paramétricas temporales
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5. Evaluar la funciéon de onda con los parametros obtenidos y compararla con resultados
conocidos, buscando nuevas relaciones y corrigiendo en los casos en que el modelo no
pueda describir los casos ya conocidos y aceptandolo como valido cuando el modelo
describa casos ya muy estudiados

6. Graficar los resultados obtenidos y tomar como ciertos los resultados obtenidos a partir
del modelo que sea capaz de describir los sistemas ya estudiados, considerando que
nuestra propuesta es una aproximacion

Las razones por las cuales he decidido realizar este trabajo son muy diversas, pero la mas
importante es el interés en temas de la fisica actual relacionados con la fisica atémica, la
6ptica y la mecéanica cudntica, por lo cual recurri (en mi opinién personal, aunque se que
muchas personas la comparten) a una de las mejores investigadoras en fisica de estas areas en
el pais, la Dra. Rocio Jauregui, quien amablemente me orient6 y abrié un abanico de temas
sumamente interesantes.
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Capitulo 2

Interaccién Atomo - Campo
Electromagnético

En este capitulo se hard una revision de las ecuaciones de Maxwell, las cuales gobiernan
el electromagnetismo clasico [10]. Posteriormente, se realizard un desarrollo tedrico que nos
encaminard a la cuantizaciéon del campo electromagnético [25, 26]. Una vez obtenida una
expresion cuantica para el campo electromagnético, ésta se aplicara en el sistema de nuestro
interés, un sistema con una cavidad donde se daran los primeros pasos en el terreno de
electrodindmica cuantica en cavidades [65].

Se describira el Hamiltoniano para un atomo como particula libre y ademas se describira la
forma en la que ocurre la interaccién entre el atomo y la radiacién. La obtencién de una
expresion para cada subsistema y su interaccién es el objetivo de la seccién 2.4, en la cual
se describe la naturaleza de dicha interaccion en términos del potencial vectorial A y el
momento cinético p — gA [49].

Una vez obtenidas las expresiones anteriores, se describira la dindmica de un sistema
de un atomo con dos estados internos accesibles y los efectos que sufre al interactuar con
radiacién electromagnética con frecuencia cercana a la frecuencia de transicién del atomo.
Dentro de las aproximaciones necesarias se encuentran la aprorimacion dipolar y la llamada
aprozimacion de onda rotante (RWA Rotating Wave Aproximation)[60]. En cada uno de los
casos se ha comenzado por describir un caso de una forma generalizada y después se simplifica
paulatinamente, poniendo énfasis en las caracteristicas del sistema que se estudiara.

El acoplamiento entre una particula cargada de masa m y un campo externo descrito
como A recae en el concepto de minimo acoplamiento. Donde remplazamos el momento
canénico p por el momento cinético p — ¢A y agregamos un potencial V(r) = qé(r,t). La
justificacion de esta aseveracién fue realizada por H. Weyl en 1928, conectando de forma
elegante la invarianza de la electrodinamica bajo transformaciones de norma con la mecénica
cuantica.



2.1 Campo Electromagnético

2.1. Campo Electromagnético

Comenzaremos planteando las ecuaciones para un campo electromagnético clasico, que
son conocidas como ecuaciones de Maxwell. Después, utilizaremos dichas expresiones y los
operadores de creacién y aniquilacion para obtener una expresion cuantica para el mismo
campo y finalmente la expresién para un campo cuantico confinado en una cavidad con
paredes reflejantes.

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell

El campo eléctrico E(r,t) y el campo magnético (densidad de flujo magnético) B(r,t),
generados por una distribucién de carga p(r,t) y una densidad de corriente J(7,t), estan
gobernadas por las ecuaciones de Maxwell, las cuales (en SI) son

0B
VXE——W,
(2.1)
V-B=0,
1 0F

V xB= IU()J + EE,
estos campos se acoplan a los electrones atomicos, a través de los llamados potenciales escalar
y vectorial.

Los campos E(r,t) y B(r,t) estan representados bajo una transformacién de norma en
términos de un potencial escalar ¢(r,t) y un potencial vectorial A(r,t), por medio de las
siguientes ecuaciones diferenciales

0A(r,t)
ot - (2.2)
B(r,t) =V x A(r,t),
A(r,t) y ¢(r,t) estan relacionados debido a que satisfacen la condicién de Lorentz

19¢
. i 2.3
VA4 55=0 (2.3)

E(r,t)=—-Vo(r,t) —

por lo cual se satisfacen las ecuaciones de Maxwell, y las ecuaciones inhomogéneas pueden
ser escritas como

1 9% 1
2 -2 F _
(2.4)
1 9’°A
V2A — g o2 = —/LOJ<T,t).
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Los campos eléctrico y magnético permanecen invariantes si los potenciales A y ¢ son
sujetos a una transformacion de norma de la siguiente forma

A(r,t) - A" = A(r,t) + Vx(r,t),

(2.5)
o(r,t) = ¢ (r,t) = o(r,1) — W

y utilizando la condicién de Lorentz, obtenemos que la transformacién x(r,t) satisface la
ecuacion de onda

1 9*x(r,t)
2 otz
Los potenciales también satisfacen la ecuacién de onda, por lo que podemos proponer una
solucién de forma general para cada uno de los potenciales

Vix(r,t) = (2.6)

A(r,t) = AL(r, t)eTt,
(2.7)
o(r,t) = ¢i(r, t)eT™!

y obtener una expresion para los campos E y B en términos del potencial vectorial A de la
siguiente manera

E. (r,w)=+iwAL(rt),
(2.8)
Bi(r,w) = Ai(’f‘,t).

Estas relaciones se utilizaran en la seccion 2.1.2 en las expresiones referentes a la cuanti-
zacion del campo; por ahora utilizaremos la expresién clasica para el Hamiltoniano del campo
electromagnético

1 1
Hp. = _/ eo|E*| + —|B?|dV, (2.9)
2 )y 1o

que de entre las soluciones a las ecuaciones de Maxwell en el vacio, se pueden escribir los
campos clasicos para un sélo modo como

E,(=1) = (22) " g(t)senic),
(2.10)

By (1) = (452) (22)" 1) cos (),

donde ¢(t) y p(t) son la coordenada y momento candnico respectivamente y guardan la
siguiente relacién canénica ¢(t) = p(t) para una particula de masa unitaria y k = |k| = 27/
el nimero de onda.
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2.1.2. Cuantizacién del Campo Electromagnético

La cuantizaciéon del campo electromagnético se puede realizar de una manera ya muy
conocida, aunque de la ecuacion 2.9 se obtiene de manera natural considerando operadores
de creacién y aniquilacion. La cuantizacion del campo electromagnético que se calcula es
realizada de forma general para un campo con numero de modos arbitrario y después se
simplifica en el sistema enfocandonos en el que se desea estudiar.

A través del uso de las variables candnicas conjugadas p; y ¢; como operadores, para cada
modo j, se obedecen las siguientes reglas de conmutacion

[P, ¢5] = ihéy;. (2.11)

El andlogo clasico del Hamiltoniano del campo electromagnético libre es

1

Hp = 5 Z [pJQ +w]2q]2-] : (2.12)
j

Definimos los operadores de creacién y aniquilacién, andlogos a los del oscilador arménico

w;q + 1p; w;q — 1p;
= 4 pg’ a} _ Wiq Dy (2.13)
2hw; 2hw;
que por construccion obedecen la siguiente regla de conmutacion
[al,aﬂ = 5. (2.14)

Con esta informacién ahora escribimos el Hamiltoniano del campo en términos de estos
operadores

1
J

Es necesaria una observacién en este punto, debido a que aun cuando el espacio carezca
de modos, la energia del espacio es diferente de cero.

El operador de creaciéon tiene asociada una dependencia temporal, que esta descrita de la
siguiente manera

d

Eaj h[HF, aj], (216)

que por las reglas de conmutacion, sélo sobreviven los términos correspondientes al mismo
modo

' 1
5= % {hw <a}aj + 5) ,aj} (2.17)

y nos queda
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d
5= —iwa, (2.18)
la cual tiene como solucién
a;(t) = a;(0)e™™", (2.19)

que analogamente tiene la siguiente solucion para el complejo conjugado

al(t) = al(0)e™". (2.20)

Con el desarrollo tedrico presentado hasta el momento, podemos escribir los campos F,
B y A en términos de los operadores de creacién y aniquilacion. Utilizando las expresiones
(2.12) y (2.8) obtenemos

h (i S
A0 = e g [ase ) afenEr)].
j J

j
Fieo- o .
E(r,t)= iZéﬂ / ﬁ [aje’<k'r_“’ft) - a;e_z(k'r_wjt)] : (2.21)
J

. IAC X €; hew; i(Kr—w; —i(K-r—w,
B(r,t) = ZZ . 24/ 260‘]/ [aje (Er—wst) _ a;e (¥ Jt)} :
J

donde €; es el vector que indica la polarizacién del campo del modo j, y k el vector de onda
unitario.

Algunas veces parece ser conveniente separar el campo electrico E(r,t) en las partes
positivas y negativas de la frecuencia

E(r,t) = ED(r t) + E7)(r,t), (2.22)
donde E™)(r,t) contiene la suma de los operadores de aniquilacién a; oscila de esta forma

e~ it mientras que E(’)('r, t) contiene la suma de los operadores de creacién a; oscilando
con esta forma e“i' y de donde se obtiene la obvia relacién

EW(r 1) = (E<—>(r, zf))T . (2.23)

Ahora que A, E y B pueden expresarse en términos de los operadores de aniquilacion y
creacion, se hace indispensable describir algunas de sus propiedades.

El producto de operadores a'a tiene una caracteristica particular y es conocido como el
operador de nimero, en ocasiones escrito como 7. Indicamos ahora el significado de |n;) con
un valor de la energia de &,;, donde el total de la energia del sistema es

11
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Hpln;) = thj <a}a3 ) In;) Zé’m In;) . (2.24)
J

La justificacién del nombre que reciben los operadores de creacion y aniquilacién se hace
evidente en el siguiente conjunto de propiedades, que se cumplen para cualquier modo arbi-
trario 7, a partir de este punto nos referiremos a dicho modo y por lo tanto ya no seré necesario
escribir el subindice j.

al|n) = vn+ 1jn + 1),
aln) = /njn—1), al0) =0, (2.25)
ataln) = nln),

donde |0) es el estado base o estado vacio (cero fotones) a partir del cual podemos obtener

cualquier estado |n) tras la aplicacién sucesiva del operador de creacion a n veces, y que
esta descrita por la ecuacién

(ah)"

Vn!

Los operadores Hp y n son hermitianos, los estados de diferente niimero producidos por
el operador n son ortogonales (n|m) = d,,, y una propiedad adicional es

In) = 0). (2.26)

(n—1laln) = (o — 1jn— 1) = V&,
(n+1laln) =vn+1n+1n+1) =/n+1.

Todo lo anterior ocurre para cada modo j del campo electromagnético.

(2.27)

Retomando el calculo del Hamiltoniano para el campo electromagnético de la ecuacién
(2.24), observamos que existe un término que diverge a infinito, +hw; = 00, lo cual tiene
que ver con que la energia del estado base de un oscilador no es cero: la serie diverge debido a
que la radiacién electromagnética tiene un ntimero infinito de osciladores. En nuestro sistema
de interés, los unicos términos que son relevantes son los que se relacionan con un sélo modo
del campo electromagnético. Enfocandonos en esto, la serie no diverge porque se suma sobre
todos los modos, y en nuestro planteamiento se utiliza sélo uno.

Por lo anterior, el Hamiltoniano del campo electromagnético cuantizado Hp, se describe
como

1
Hp = hw (a*a + 5) , (2.28)

en términos de los operadores de creacion y aniquilacion.

12
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2.1.3. Cuantizacién del Campo Electromagnético en una Cavidad
Unidimensional

Nos acercamos cada vez mas a la descripcién del sistema de nuestro interés y para ello
es necesario describir la forma del comportamiento de un campo dentro de una cavidad con
paredes totalmente reflejantes!.

A partir de ahora, consideraremos el sistema confinado a una regiéon unidimensional. El
sistema puede considerarse como un sistema descrito por la CQED, favorecido por la presencia
de objetos macroscépicos y por las condiciones a la frontera.

Nuestro sistema consta de una cavidad unidimensional con paredes totalmente reflejantes
que contiene radiacion electromagnética; la presencia de las paredes impone condiciones a la
frontera en la radiacion.

Si la direccién de propagacion de la onda electromagnética estd dada por €s, el campo
eléctrico E(r,t) se escribe en una dimensiéon como éFE(z,t), donde é es el vector de polar-
izacién (que es necesariamente perpendicular a €3) y el campo magnético asociado esta dado
por B(z,t) = é3 X E(z,t).

La cavidad esta al vacio y tiene 2 espejos colocados en los extremos de la misma como
se muestra en la figura 2.12. Se dice que el sistema estd en 1D, aun cuando el plantemiento
indica que es un arreglo tridimensional, porque z es la direccién que nos interesa, los fotones
con modos que se propagan a lo largo del eje z son los importantes para la descripcion. Las
condiciones a la frontera que imponen las paredes totalmente reflejantes son las siguientes

E(0,t) = E(L,t) =0, (2.29)

donde naturalmente puede observarse que las eigensoluciones para este sistema puede ser de
la forma sen(mnz/L), para m = 1,2, .

Figura 2.1: Arreglo tridimensional de una cavidad unidimensional de longitud L que contiene
algunos modos del campo electromagnético

1El caso es idealizado, experimentalmente la presencia de paredes reflejantes evitaria el paso de los 4tomos.
Sin embargo en este trabajo se hace referencia a potenciales que funcionan de manera teérica (Potencial Mesa)
y potenciales que son factibles de manera experimental (Potencial Gaussiano) en el capitulo 7.

2Figura 2.1 tomada de [26]
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Los campos cuantizados en una sola dimension y confinados a una cavidad de longitud L
quedan expresados como

E(z,t) = Z \/ QEOJL [aje_wjt + a}e“jt} sen(mmz/L),
J

B(z,t) = -2 Z \/ 2602 [aje_wjt - a}e’wﬂ't} cos (mmz/L).
J

Se ha utilizado la expresiéon para una sola dimensiéon y a continuacién se utilizara la
expresiéon para un sélo modo de campo, debido a que las expresiones se simplifican y la
esencia de las expresiones es mas facil de observar.

A partir de ahora, nos referiremos al campo electromagnético E(z,t) y consideraremos que
la diferencia entre las magnitudes de la interaccién dipolar eléctrica y la dipolar magnética
es muy grande, debido a que los dipolos magnéticos presentes en el dtomo son facilmente
apantallables y la magnitud del dipolo magnético total es muy pequena.

El sistema idealizado y simplificado consta de un solo modo de radiacion; se puede en-
tender como un haz monocromaético y contenido en una cavidad. El campo electromagnético
dentro de la cavidad es

(2.30)

E(z,t) = /52 [ae™™" + ale™'] sen(mmz/L), (2.31)

donde w es la frecuencia del haz y w = mme/L, con longitud de onda A = 2L/m para algin
m =1,2,3, ..., de esta manera la radiaciéon estd confinada a una dimension.

2.2. Hamiltoniano del Atomo en un Campo Electro-
magnético

Considérese el atomo de hidrogeno (utilizamos este a&tomo por ser el mas simple y porque
con €l se puede describir la fisica que nos interesa del sistema) con un protén de masa m,
en posicién 7, y un electrén de masa m, en posicién r., que estan ligados por un potencial
coulombiano V,.(|r. — r,|). Ademds

q2

V.(|re — = 2.32
(e = 73l) = ~ o= (232)
el Hamiltoniano del atomo queda determinado por

Hy=H.+ H,+ V.(|re — 7)), (2.33)

donde H, es el Hamiltoniano del electrén y H, el del protén, las cuales quedan definidos
como sigue

H, =

2 2
D, q q 2
- — = A(r.,t)-p, + A (r.,t 2.34
2m. M. (re,t) - e 2m. (re,t) ( )
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2 2
P LAy, 1) py+ ——A2(rt). (2.35)

H =
2m, m, 2m,,

p

A continuacion se definen dos coordenadas, r centro de masa, 7, posicién relativa y la masa
del 4tomo m = m, + m,

Me m
r=—r,+—2r, 2.36
e, + 2, (2.36)
mientras que
Tep = Te — Tp, (237)
con los cuales podemos expresar las posiciones del electrén
m
r.=r+ —2r, 2.38
“r., (2.35)
y del protén como
Me
Ty =T = Tep, (2.39)

ambos en términos de la posicion del centro de masa y la posiciéon relativa.
Introducimos el siguiente término p, el momento total del &tomo, asociado con el momento
de la masa total m

D =D+ Py, (2.40)
y el momento asociado a la masa reducida m,,

my, Me

=—p,— — 241
Py =P~ Dy (2.41)
donde m, se define como
e — MMy (2.42)
me + My,
Expresamos el momento del electron como
Me
p.=—p+Dp, (2.43)
m
y el momento del protén como
mp
=—p-— 2.44
Py =P~ Py (2.44)

ambos en terminos de p y p,. Ahora buscamos que la energia cinética del dtomo se puede
expresar de forma equivalente como sigue

2 2 2 2
Pe B P P (2.45)

2me  2m,  2m  2m,
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el cual es justo el momento del centro de masa y el momento del movimiento relativo, lo que
nos permitira simplificar las expresiones para el Hamiltoniano del dtomo.

Una vez determinadas las coordenadas relativas, el Hamiltoniano puede describirse en
términos de dichas coordenadas como sigue

2 2
p p 1 q my q me
Hy = — T — — —A(fr —re,t> —A(r——re,t> :
AL om + 2m,  Ameg|rey|? {me + m 7 * my m P P
_4 [A <’r + %rep,t> —A (7’ — %rep,tﬂ D
m m m

2 2
+- L Q2 <r + %rep,t> + -1 52 (r - %rep,t) ,
2me m 2m,, m
(2.46)

en donde se pueden identificar los términos que corresponden al &tomo H,4 y los que corre-
sponden a la interaccion H;,;.

2.3. Hamiltoniano Atémico

De la ecuacién (2.46) identificamos los términos que corresponden al Hamiltoniano del
atomo,

2 2
D i

Hy = —
A 2m * 2m,

2

p
= — +H,, 2.47
2m + ( )

+ Vellrepl),

que esta distribuido en dos partes; la parte cinética del dtomo y la parte interna H,.
En el caso en que se tuviera un sistema de mas electrones, el Hamiltoniano deberia tomar
en cuenta la interaccion entre estos y el niucleo, asi como la interaccion electron-electron.

Atomos de dos niveles

En la naturaleza no existe un sistema atémico con solo dos niveles, pero debido a las reglas
de seleccién y a la existencia de frecuencias caracteristicas, en condiciones experimentales
adecuadas podemos utilizar esta descripcién considerandola muy cercana a la realidad.

Definimos el estado base |g) y el estado excitado |e) como los eigenestados de interés del
Hamiltoniano interno del atomo H, y aproximamos

Ho & hwele)(e| + huwylg)(gl, (2.48)

y nombramos wy = w. — w, como la diferencia de energfa de los niveles |e) y |g), también
conocida como frecuencia de resonancia.
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2.4 Hamiltoniano de la Interaccion

2.4. Hamiltoniano de la Interaccion

En la seccién 2.1 se obtuvo el Hamiltoniano para el campo electromagnético y en la 2.3 se
escribe el Hamiltoniano para un atomo libre, entre ellos existe una interaccién que es debida
en gran medida al término dipolar que corresponde a la disposicion electrénica en el atomo y
el acoplamiento que sufre con el campo electromagnético. De acuerdo con la ecuacion (2.46)
los términos correspondientes a la interaccién en el sistema de referencia del centro de masa
y las coordenadas relativas estan dados por

Hiyy = — {miA (r + %rep, t) + miA <'r — %rep, t)} - P,
e p
—% [A <r + %rep, t) —A (r — %rep,tﬂ P (2.49)

2 2
+-L A2 ('r + %rep, t) + L4 ('r - %rep, t) :
2m, m 2m,, m

En la ecuaciéon anterior se observa que es necesario conocer la dependencia espacial del
potencial vectorial A alrededor de un punto 7, para lo cual consideramos A (r + er,,t),
donde er., puede ser er., = —(m./m)r., 0 er., = (m,/m)r,. Al expandir el potencial
vectorial A (r + er.p,t) en series de Taylor, se obtiene

A(r+ery) ~A(r)+[ery, - VIA(T) +.. . (2.50)

Utilizamos el hecho de que m./m, < 1y r., es del tamanio del 4tomo, para comparar
el término de la correccién [ere, - V] en cada término de la ecuacién (2.49) y observar que
resulta ser muy pequeno respecto a A (r)

| [e7ep - V]|

Am < 1, (2.51)

de tal manera que el electréon y proton sienten ecencialmente el mismo potencial

A(r,t) = A(r,t) = A(ry, t), (2.52)

por lo que el Hamiltoniano de la interaccion queda como
How = —L A(r,8) - p, + L A2(r,1) (2.53)

m, 2m,

Considerando el Hamiltoniano atémico, el total se puede escribir como

2
p 1 2

Hy = — —qA(r,t Hp. 2.54

7=t g [P = g A O+ Hr (2.54)

Al considerar la relacién entre el potencial A y el campo E, se pueden expresar los
términos de interaccion en funcién del campo eléctrico.
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2.4 Hamiltoniano de la Interaccion

2.4.1. Aproximacion Dipolar

Si la longitud de onda asociada a la transicion atomica \g = 27¢/wy esté en la regién del
visible, al compararla con los valores tipicos de los valores medios de la distancia electréon-
nicleo (r,), resulta (r.,) < A¢. Esto permite considerar vélida la llamada aproximacién
dipolar, en la que el operador relevante en una transicion es el operador dipolar:

d = qre,. (2.55)

Ante la presencia de un campo electromagnético externo, existira un acoplamiento entre el
dipolo y el campo eléctrico, que proviene del acoplamiento de la carga y el potencial vectorial
A. Expresamos el término de la interaccion dipolar como

Hmt =—d- E(’I‘,t) = —(qTep - E(Tvt)> (256)

donde H,,; representa el Hamiltoniano referente a la interaccion entre atomo y campo. Nétese
que el campo eléctrico esta evaluado en la posicion del centro de masa del nicleo. La aproxi-
macién dipolar estd basada en el hecho de que la longitud de onda del campo electromagnético
es mucho mas grande que el tamano del propio atomo y que en consecuencia el campo eléctrico
no cambia de manera sustancial entre la posicién del nicleo y la del electron:

E(r,t) = E(r.,t) =~ E(r,,t). (2.57)

Si trabajasemos con un sistema de varios electrones, el modelo de particula independiente
permite describir al estado interno del atomo como el producto antisimetrizado de estados
atribuibles a cada uno de los electrones. Por ejemplo, si trabajasemos con atomos alcalinos
neutros con Z electrones, podriamos asumir que los Z — 1 electrones localizados en las capas
cerradas forman un carozo de carga efectiva +e que interactiia con el electrén de valencia.
Las transiciones atémicas mas frecuentes en condiciones convencionales involicran el cambio
de estado de un sélo electron en el modelo de particula independiente, que en el caso de los
atomos alcalinos resulta ser el electrén de valencia.

Bajo las consideraciones anteriores, el Hamiltoniano de interaccion toma la siguiente forma

Hip = —(4Tep - E(T’, t) =—d- E(Ta t)7 (258)

siendo éste el responsable de muchos de los fenémenos referentes a la interaccién entre la
materia y radiacion.
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Capitulo 3

Electrodinamica Cuantica en

Cavidades

La electrodinamica cuantica describe la forma en que interactian las partes mas funda-
mentales de la materia y los campos electromagnéticos cuanticos. En el campo de la fisica
atémica, la QED puede usarse como herramienta para describir desde la dinamica de una
pequena cantidad de fotones de una cierta frecuencia que interactiian con algunos atomos,
hasta la generalizacién de la interacciéon de campos clasicos con gases moleculares.

En la actualidad, en el area de QED en cavidades existen dos tipos de realizaciones ex-
perimentales, microondas y épticas. Aunque ambas comparten propiedades fisicas generales,
presentan diferentes caracteristicas especificas [42].

En la region de las microondas, atomos altamente excitados, llamados dtomos Rydberg
[66], interactiian con cavidades superconductoras que permiten modos con longitud de onda
milimétricas. La disipacion en estos procesos es extremadamente baja.

Mientras que en las cavidades épticas, los estados de excitacion atomica son mas bajos. Los
atomos interactian con cavidades que tienen tamanos inferiores a milimetros y se encuentran
a temperatura ambiente. Esta interaccién es mucho mas rapida y en general los efectos de
disipacion son importantes.

El sistema que se quiere estudiar presenta ciertos fenémenos éptico-cudnticos interesantes,
dicho sistema consta de un atomo con dos niveles que interactiia con un campo electro-
magnético cuantizado en una cavidad con alta calidad ) = wyT;., donde T, es el tiempo de
relajacion. Los atomos que generalmente se utilizan de manera experimental, son atomos al-
calinos, pues éstos estan conformados por un carozo compacto, formado de capas electronicas
internas completas y un tnico electrén en una érbita poco ligada. Para algunos experimentos
y modelos, algunos dtomos alcalinos se acercan a la descripcion de atomo de dos niveles. De
acuerdo a nuestros objetivos, nuestro sistema puede ser modelado considerando los atomos
de rubidio y cesio como atomos de dos niveles.

Los atomos considerados dentro de nuestro sistema pueden encontrarse en cualquiera de
los dos estados |g) o |e) y se desplazan a bajas velocidades a lo largo del eje z hasta encontrarse
con una cavidad de longitud L que contiene un solo modo de campo electromagnético con
frecuencia w.

El modo de la cavidad y la frecuencia de transicion del atomo no necesariamente estan en

19



3.1 Cavidades

resonancia, pero son suficientemente cercanos como para que el campo sea capaz de inducir
una transicién atémica del estado |g) al estado |e), el campo pierde un fotén en el proceso y
el dtomo lo gana en forma de energia. El sistema resonante que se describe recibe el nombre
de microwave amplification via z-motion-induced emission of radiation (mazer).

El efecto del desentonamiento se ha estudiado en [28] donde se muestra un interés centrado
en los efectos en presencia de una cavidad con potencial mesa.

3.1. Cavidades

En general las cavidades reales constan de espejos que funcionan como resonadores y
estan finamente pulidos con el objetivo de incrementar el valor de () de la cavidad. Por otra
parte, necesitan ser enfriadas a temperaturas de unas cuantas décimas de Kelvin para reducir
la intervencion de radiacién térmica.

Experimentalmente, la configuracién més utilizada es Fabry-Perot. Por ejemplo, los grupos
de Kimble, Rempe y Haroche utilizan esta geometria en la mayoria de sus experimentos,
mientras que el grupo de Walther utiliza una cavidad cilindrica cerrada.

Figura 3.1: Cavidad experimental real construida por el grupo de Haroche, con valor de
Q =4.2x10" y finesa de 4,6 x 10° [42].
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3.2 Atomos de Rydberg

Régimen de baja ()

En este régimen los fotones emitidos por los dtomos son rapidamente disipados y de
manera irreversible por las paredes de la cavidad. Purcell predijo que las tasas de emision
atémicas se modificarian al cambiar la geometria en la cual esta contenido el &tomo. Sistemas
con baja () se utilizan actualmente para estudiar las propiedades atomicas modificando las
tasas de emision en microcavidades de estado sélido.

Régimen de alta @)

En estos sistemas, la interaccion entre el atomo y la radiacién se da de manera coherente
y permite la observacién de evoluciéon reversible de la interacciéon atomo-campo.

3.2. Atomos de Rydberg

Los atomos de Rydberg son atomos altamente excitados, lo que significa que tienen un
nimero cuantico principal grande. Los posibles niveles de energia del atomo son facilmente
descritos por la férmula de Rydberg y debido a ello reciben este nombre.

En 1983, se realizaron experimentos utilizando atomos de Rydberg circulares y cavi-
dades superconductoras de microondas [66]. Estos componentes son ideales para producir
un acoplamiento intenso atomo-campo y asi minimizar las causas de relajacion, las cuales
tienden a destruir la coherencia en el sistema.

Para los atomos de Rydberg con n = 50, las dimensiones lineales de un atomo con este
grado de excitacion es comparable con la longitud de onda de la luz en la region del visible.
Dichos dtomos combinan un alto nimero cuéntico principal n con un ntimero cuantico orbital
y magnético maximo de ¢ = |m| = n — 1. Dicho de una manera cldsica, la orbita del electrén
alrededor del nicleo forma un circulo que, aunado a la posibilidad de tener niimero maximo
angular y magnético, tiene como solucién a la funciéon de onda, un toro muy delgado alrededor
de la 6rbita del modelo de Bohr.

El electrén estd confinado a lo largo un circulo de radio rp. = agn® que rodea al niicleo
atomico, con ag el Radio de Bohr. El tiempo de vida media de esos niveles es relativamente
largo: de alrededor de 30ms para un atomo con n = 50.

El elemento de matriz dipolar es d = agn?/2 = 1250a, para la transicion wy /27 =50.099GHz
entre los estados n = 50 y n = 51, que funcionan como los estados g y e, respectivamente.

El acoplamiento entre un atomo de Rydberg y el campo funciona de tal manera que
el sistema ideal de dos niveles acoplado a un sélo modo de radiacién son una muy buena
aproximacion.

3.3. Sistema Atomo-Cavidad

La interacciéon entre los atomos de Rydberg circulares y las cavidades miliméticas super-
conductoras con alta () muestra la manera en que ocurre el acoplamiento entre materia y
radiacion.
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3.4 Dispositivos Experimentales

Figura 3.2: Atomo de Rydberg con n = 50, en aq

Los atomos de Rydberg pueden ser preparados de manera eficaz desde niveles de Rydberg
con momento angular bajo por medio de transiciones de multifotones de radiofrecuencia. Los
niveles circulares pueden ser detectados eficaz y selectivamente por campos de ionizacion.

El grupo de Haroche utiliza cavidades basadas en resonadores de Fabry-Perot fabricados
con dos espejos semiesféricos colocados uno frente a otro separados por 2.7cm. Este grupo
es lider en la fabricacion de dichos dispositivos, ya que en la fabricacién de las cavidades
consiguen valores de @, del orden de 10'° a 102 [42].

Algo importante de remarcar es que en estos experimentos, los modos del campo tienen
tiempos de vida media mas largos que el tiempo de interaccién entre éstos.

Las paredes de la cavidad son enfriadas hasta alcanzar una temperatura de 0.6K para
eliminar los efectos térmicos sobre el sistema y para optimizar la reflectividad intrinseca de
los espejos superconductores.

El volumen efectivo V' de la cavidad es pequeiio, alrededor de V =0.7cm?, el campo

producido por un sélo fotén es Ey = /fuw/2¢,V .

3.4. Dispositivos Experimentales

Los dispositivos experimentales en general constan de atomos de rubidio o cesio, que salen
a través de un orificio provenientes de un horno O (Ver figura 3.3); después, el a&tomo toma
un estado inicial en B por medio de un conjunto de laseres que funcionan como selectores de
velocidad en V permitiendo al paso a dtomos con velocidades cercanas a la velocidad deseada.

Después del proceso anterior, el atomo entra en la cavidad y el tiempo de interaccién
es determinado por la velocidad atémica. Los dtomos con velocidad atin muy diferente a la
velocidad deseada nunca son excitados y cruzan la cavidad sin afectar el campo.
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3.4 Dispositivos Experimentales

Figura 3.3: Diagrama de una cavidad experimental del grupo de Haroche que utiliza atomos
de 8" Rb. La cavidad consta de un horno O emisor de dtomos, un selector de velocidad V' y
una caja B donde se prepara el estado deseado. Los atomos que tienen las caracteristicas
deseadas pasan a la cavidad C, el campo de la cavidad es excitado ya sea por los atomos
o por una fuente clésica de radiaciéon S acoplado a C por medio de una guia de onda; los
atomos son contados por dos detectores de ionizacién de campo D, y Dy, que son sensibles a
los dtomos en estados |e) y |g).

La geometria de las cavidades determinara los modos permitidos, por lo que la fabricacién
de una cavidad estara directamente relacionada con el atomo que se desee utilizar. En los
casos que se estudiaran, el acoplamiento entre el dtomo y el campo g, es de una escala de
tiempo aproximada al tiempo de relajacién de la cavidad k! y I'"! es el tiempo de relajacién
del atomo. Debido a que se desean estudiar atomos frios, la relacién entre estos parametros
es

En la tabla 3.1 se presentan algunos parametros generalmente utilizados por cuatro grupos
de investigacién: dos en la regién de cavidades dpticas (Kimble y Rempe) y dos en la regién
de las microondas (Walther y Haroche), con 7 el tiempo de permanencia promedio del 4tomo
en la cavidad.

Ademas de los valores de las frecuencias, es necesario conocer algunos de los parametros
de las cavidades que se utilizan de manera experimental, los cuales deben ser considerados
por ser los que limitan nuestro modelo bajo una restriccion experimental, algunos de estos
parametros se muestran en la tabla 3.1.

Parte de la descripcién de este trabajo estara enfocado a la interaccion de atomos frios,
lo cual se revisa en la siguiente seccion.
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3.5 Atomos Frios

Grupo wo/2m | gy/2m K/2m r'/2n T
Kimble et al. | 352THz | 120MHz | 40MHz | 2.6MHz | 0.05 pus
Rempe et al. | 385THz | 16 MHz | 1.4MHz | 3.0MHz | 3.0 us
Walther et al. | 21GHz | 7 kHz 0.4Hz 500 Hz | 80 us
Haroche et al. | 51GHz | 48 kHz | 400Hz | 5Hz 30 us

Tabla 3.1: Valores experimentales para diversas frecuencias de diferentes grupos de inves-
tigacién. Las cantidades son: wy la frecuencia de transicién atémica, g, la frecuencia del
acoplamiento entre campo y atomo, I' la frecuencia relacionada con el tiempo de relajacion
del atomo, k la frecuencia asociada al tiempo de relajacion de la cavidad y 7 el tiempo tipico
de interaccién entre la cavidad y el 4tomo.

Grupo L Q Atomo
Kimble et al. | 40um | 5.0x10* | Cesio
Rempe et al. | 116pum | 4.3x10° | Rubidio
Walther et al. | 2.5em Rubidio
Haroche et al. | 6mm | 3x10% | Rubidio

Tabla 3.2: Parametros experimentales para cavidades utilizadas por diferentes grupos de
investigacién [62, 14]

3.5. Atomos Frios

El concepto de atomos frios se refiere a dtomos neutros con energia cinética muy baja,
formando un gas con unos cuantos atomos y una temperatura 7'~ mK. La temperatura de
un gas se interpreta como la energia cinética promedio de los atomos que lo conforman.

Para disminuir la temperatura de un gas, es necesario reducir la energia cinética de
los atomos en cada uno de sus grados de libertad, ya que de acuerdo con el teorema de
equiparticion de la energia, cada uno de ellos contribuye con %kBT.

Para reducir la energia cinética de los atomos, es necesario manipularlos; sin embargo,
mecanicamente es muy complicado a escalas atomicas, por lo que se debe dar paso a una ma-
nipulacion mucho més refinada y precisa. La manipulacion electromagnética puede ayudar a
reducir la energia cinética de los atomos, tanto que en las tltimas décadas se han desarrollado
técnicas dedicadas a enfriamiento de atomos con ldser.

El control de las velocidades y el enfriamiento, tuvieron un gran éxito a los largo de la
década de los 80, con el desarrollo de técnicas de enfriamiento por medio de laser, sugerencias
realizadas de manera independiente por Theodor Hénsch y Arthur Schawlow para atomos
neutros, y por David Wineland y Hans Dehmelt para iones.

Wineland y Wayne Itano presentaron el principio de enfriamiento por laser y su potencial
aplicacion en algunos campos de la fisica, tales como: espectroscopia de alta resolucién, relojes
atémicos, fisica de superficies y algunos efectos colectivos cudnticos.
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3.5 Atomos Frios

La investigacion y el desarrollo de técnicas de enfriamiento desencadenaron trabajos suma-
mente destacados y con la entrega de varios premios Nobel en esta area.

La realizacién y comprensién del trabajo relacionado con mecanismos de enfriamiento
para gases de atomos neutros fue galardonado con el premio Nobel de Fisica en 19971,

A lo largo de los anos siguientes, comenzé una carrera incesante por desarrollar nuevas
técnicas, que impusieran nuevos récords por alcanzar las temperaturas mas bajas. Lo anterior
dio como resultado, la aplicaciéon de los desarrollos que ya habian sido efectuados como una
herramienta en la investigacién basica. El condensado de Bose-Einstein y los gases degener-
ados de Fermi son sélo algunas consecuencias de la aplicacion de las novedosas técnicas de
enfriamiento.

3.5.1. Enfriamiento Doppler

Uno de los fenémenos que se puede observar durante la interaccion atomo-laser es la
transiciéon electrénica, que puede ocurrir si la frecuencia de transicién del atomo wg es sufi-
cientemente cercana a la frecuencia w del ldaser. Existe una probabilidad de que la radiacion
del laser induzca una transicion electrénica en el atomo. La probabilidad de transicion de-
pendiente de las frecuencias es de la siguiente forma

|d - Ey|,, sz’n2(%)
h 02

P12 = (32)

con d = wy — w.

Tiene la forma de una funcién sinc(x) con un maximo central simétrico y un minimo
proximo al maximo en cada lado. La diferencia de energia entre los dos minimos es I'.

El dtomo necesita absorber un fotén para pasar del estado |g) al estado |e); al hacerlo,
dicho &tomo modifica su momento en una cantidad —AKk.

Una vez que el &tomo se encuentra en el estado excitado, decaerd eventualmente del estado
le) al estado |g) liberando un fotén en el proceso. Si la transicién es espontédnea, la direccién
de emision del fotén es completamente aleatoria. Si es inducida por el laser, se emitird en
la misma direccion que lleva el fotén incidente. La diferencia entre la direccion de absorcion
y la direccién de emision produce una modificacion en el momento del dtomo. La variacion
constante del momento produce un efecto similar a una fuerza de friccion.

Si se hace incidir un fotén con frecuencia w diferente pero suficientemente cercana a
wg sobre un atomo moviéndose con velocidad v, por efecto Doppler, el atomo observa una
frecuencia w’

W = w (1 + %) , (3.3)

para la cual § = wy — w'.

'En 1997, H. D. Phillips, Cohen-Tannoudji y Paul Chu compartieron el Premio Nobel de Fisica por sus
trabajos relacionados con el desarrollo de técnicas de enfriamiento con ldser [19, 20, 21].
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3.5 Atomos Frios

Existen 2 posibles casos, § < 0y d > 0, descartando por ahora el caso resonante § = 0.

» Si§ > 0y el 4tomo se mueve en direccién opuesta a k del laser, la frecuencia que
observa es mas cercana a wy, por lo que la probabilidad de inducir una transiciéon en
el dtomo crece. Eventualmente, el &tomo emitira el fotén de nuevo pero con frecuencia
wo > w, habiendo perdido energia y reduciendo su momento.

» Sid < 0y el dtomo se mueve en direccién opuesta a k, la probabilidad de absorcién
disminuye, pero es diferente de cero. Si este evento ocurre, el &tomo absorbe un fotén
con frecuencia w > wp. Asimismo, emitird nuevamente un fotén en un tiempo aleatorio,
pero con frecuencia wy, habiendo ganado energia en el proceso.

En general este proceso no se desarrolla con un sélo atomo, en realidad ocurre en un gas de
atomos que se mueven en todas direcciones. Si se desea enfriar mas de 1 atomo, es necesario
cubrir las posibilidades de movimiento de todos los atomos. Para cubrir cada posibilidad de
movimiento, se utilizan dispositivos a base de laseres dispuestos en cada uno de los grados
de libertad traslacionales de los dtomos. Para 1D se utilizan 2 laseres, para 2D se utilizan 4
y para 3D se utilizan 6, cubriendo asi cada eje dependiendo de las dimensiones.

Segun el signo de 9§, podemos observar diferentes efectos. Si 6 < 0, la técnica Doppler
funciona para calentar atomos, pero si d > 0, ésta funciona para enfriarlos. La probabilidad
aumenta en un caso y disminuye en otro, de aqui que Cohen-Tannoudji haya indicado que el
proceso Doppler es mas eficiente para enfriar que para calentar.

El enfriamiento Doppler tiene un limite natural ain cuando es sumamente eficaz, el cual
es determinado por el propio fenémeno. Por medio de este proceso no se pueden alcanzar
temperaturas por debajo de

h
keTp = 3T (3.4)

Para que el enfriamiento Doppler pueda llevarse a cabo, los atomos deben estar suficien-
temente frios, con una temperatura correspondiente a energias promedio de los atomos en el

rango de

r
v k’ ( )

con k = [k| = 27/ ntimero de onda del léser, A la longitud de onda del ldser y v la velocidad
del centro de masa del atomo. En el gas de atomos que han estado bajo este proceso, se
observa una disminucién en la energia cinética producida por una difusiéon del momento que
Ashkin y Gordon detallan como D [23]. A consecuencia de este efecto, el gas manifiesta una
disminucién de la temperatura. Las velocidades de los atomos bajan en magnitud y entonces
alcanzan el 6rden de

kv >T. (3.6)
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3.5 Atomos Frios

Actualmente, el enfriamiento Doppler es realizado de manera experimental por varios
grupos de investigacion, debido a que el procedimiento se ha hecho mas accesible y sus
aplicaciones en la investigacion bésica son més necesarias para desarrollos de punta.

Los atomos provenientes de O en la figura 3.3 salen con una velocidad v = 503m/s [24],
al llegar a B se desaceleran por medio de un corrimento Doppler. Este proceso es suma-
mente eficaz, ya que puede disminuir la velocidad de los atomos en muy poco tiempo, la
desaceleracion maxima del haz de atomos tiene la siguiente expresion

hk 1
mar — 5 o) 3.7
¢ 2m 271 (3.7)
en este caso el de la cavidad y 7 = 1/T’
/UT’EC

mar T 3.8
a o (3.8)

. h Wo 1

- moc2r

= 3,678167 x 10%m/s>.

Las velocidades térmicas de los atomos incidentes es de cientos de metros por segundo;
el tiempo necesario para frenarlos es de unos milisegundos, y las velocidades resultantes son
aproximadamente las velocidades Doppler,

r
UDop = E, (39)

para el caso de los experimentos del grupo de Haroche y en resonancia resulta ser vp,, ~0.3m/s.

Las temperaturas alcanzadas por el limite Doppler no son lo suficientemente bajas como
para que el tratamiento del desplazamiento de los atomos sea considerado completamente
cuantico. Existe un método de enfriamiento que puede bajar la temperatura del gas atémico
aun por debajo del limite Doppler: el enfriamiento Sisyphus.

3.5.2. Enfriamiento Sisyphus

El mecanismo de enfriamiento Sisyphus redice la energia cinética de los atomos atacando
otro grado de libertad, el momento angular. La radiacién también puede transmitir momento
angular por medio de polarizaciéon, o mas especificamente por gradientes de polarizacion.

Algunos dtomos (en particular los alcalinos) tienen una estructura Zeeman en el estado
base, dicha estructura permite la existencia de 2 subniveles que resultan en un desdoblamiento
al interactuar con radiacién electromagnética como se muestra a continuacién

’9—1/2>
l9) = { 1g12) (3.10)
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3.5 Atomos Frios

y del estado |e)

€_1/2
) — ers) (3.11)
|€3/2)

Que las transiciones de la ecuacién (3.10) sean mds o menos probables, depende de la
polarizacion en el punto donde se encuentran los atomos.

Figura 3.4: a) Diagrama de la configuracién de los dos laseres contrapropagantes, lineal y
perpendicularmente polarizados. b) Diagrama del desdoblamiento de los niveles energéticos
del dtomo, con las poblaciones relativas de la poblacién de los &tomos en cada subnivel (|g_1/2)
en color anaranjado y |g11/2) en color verde) representado por el tamaiio de los circulos en
color.

Los dtomos que recorren la onda estacionaria y se encuentran en el estado |g), se dis-
tribuyen en poblaciones iguales de los estados |g_1/2) ¥ |g4+1/2) en los puntos donde la
polarizacién del ldser es lineal (establecemos el origen de nuestro sistema de referencia en
uno de ellos z = 0), en ese punto, las transiciones mas probables son [g_1/2) — |e_1/2) ¥
|9+1/2) — |eq1/2). Al acercarse a la region con polarizacién circular o~ (2 = A/8) los ato-
mos en el estado |gi1/2) perciben una subida de potencial y la poblacién de dicho estado
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3.5 Atomos Frios

P(|g41/2)) se reduce debido a que el ldser induce una transicién en los dtomos de la siguiente
forma |g.1/2) — |e—1/2) que al decaer, lo hacen emitiendo un fotén,? la transicién més favore-
cida es |e_1/2) — |g-1/2) v la poblacién P(|g_1/2)) aumenta hasta ser maxima en z = \/8.

Los atomos en el estado [g_1/2) que se encuentran en la regién de polarizacién circular
o~ nuevamente estan en el minimo de la onda estacionaria y contintian el recorrido subi-
endo nuevamente el potencial, al acercarse a la regiéon con polarizacion lineal (z = \/4)
P(lg41/2)) = P(|g-1/2)). Conforme se acercan los dtomos a la region con polarizaciéon o™, se
favorece la transicién |g_i/2) — |e11/2), que de nuevo, al decaer, la mayorfa de los dtomos
sufren la siguiente transicion |eiq/2) — |g41/2) por lo que P(|g11/2)) aumenta, alcanzando el
maximo en z = 3\/8.

Este proceso se repite varias ocasiones y a lo largo de la onda estacionaria los atomos
recorren en promedio mas subidas de potencial que bajadas. Este efecto es conocido como
Efecto Sisyphus y es la base de la técnica de enfriamiento del mismo nombre. Por medio del
cual, la energia cinética se reduce y se logran alcanzar temperaturas por debajo del limite
Doppler.

En 1988, el grupo de Phillips reporté que habia conseguido temperaturas por debajo del
limite Doppler, una temperatura cercana a la de recoil o retroceso,

(hk)*

kgTpr = ——
BLR 2M7

(3.12)

que corresponde a velocidades de algunas decenas de micrémetros por segundo para el atomo
de rubidio. Las energias involucradas en nuestro estudio seran de algunos miles de veces la
energia de retroceso.

2La poporcién de dtomos que emiten un fotén con cada polarizacién estd dado por los coeficientes de
Clebsch-Gordan [12]
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Capitulo 4

Modelo de Jaynes-Cummings

El Modelo de Jaynes-Cummings (JC) es un modelo fundamental que ha sido amplia-
mente utilizado en el campo de la 6ptica cuantica y es la herramienta bésica al estudiar un
sistema atémico con dos niveles [27]. Planteado en 1963, el modelo de JC se sigue utilizando
al dia de hoy para describir multiples fenémenos asociados a sistemas basados en esta estruc-
tura tedrica. En un inicio, el modelo de JC fue estudiado con la intencién de comparar las
teorias semi-clasicas y las completamente cuanticas referentes a la interaccién entre atomos
y radiacion electromagnética.

El modelo de JC se obtiene a partir del Modelo de Rabi, ambos relacionados por medio
de la Aprozimacion de Onda Rotante (RWA). Parte de la importancia del modelo de JC
proviene de ser el primero planteado en una forma totalmente cudntica para un sistema de
dos niveles y un campo electromagnético cuantico y monocromatico.

Actualmente, en sistemas como cavidades de microondas o en ciertos casos cavidades
Opticas, se puede reducir la densidad de modos del campo electromagnético en el espacio
libre y dentro de la cavidad, incliso hasta lograr un sélo modo.

En este sistema simplificado, los estados del atomo estan separados por una energia de
hwp. Se asume que los dos estados en los que puede estar el &tomo son ortogonales y pueden
ser utilizados como una base.

4.1. Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

El Hamiltoniano para el sistema queda descrito en términos de los Hamiltonianos indi-
viduales de los elementos participantes que son: un atomo con dos niveles H4, un modo de
radiacién en la cavidad Hr y la interaccion entre ellos Hj,;.

Hjc = Hy+ Hypy + Hp. (4.1)

Es conocido como Hamiltoniano de Jaynes Cummings.
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4.1 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Como ya se establecieron en el capitulo 2 cada uno esta definido como

2
P 1
HA = —2m —+ 571&)00'3,
Hy = —d - E(r, 1), (4.2)

Hp = hw (dfa+3),

con p = —ih(0/0z) el operador de momento del centro de masa del atomo a lo largo del eje
z, m la masa atomica, wy la frecuencia de transicién atémica, w la frecuencia del modo de la
cavidad y 6 = wy — w el desentonamiento entre ellas.

Ademas de definir el operador de inversién o3 como sigue

sl = latal = [ o %) | (4.3

es conveniente introducir los operadores ¢ y of, que se definen a continuacién como los
operadores de transicion atémica de una forma similar a las matrices de Pauli

ot =1l = 5 o]

(4.4)
o=lael= | 7).
y que cumplen con las siguientes propiedades algebraicas
[0, JT} = 03,
[o3,0] = 20, (4.5)

[03, UT] = 201,

Con esta informacion escribiremos al operador de momento dipolar eléctrico en términos
de los operadores o(t), of(t) vy o3(t).

Tomando en cuenta que los eigenestados de la funciéon de onda tienen propiedades de
paridad bien definidas, los elementos que estan en la diagonal son los tinicos iguales a cero

(e|dle) = 0
(4.6)
(g9ld|g) = 0.

Las propiedades radiativas se dan entre estados con paridad opuesta de acuerdo con la
regla de Laporte,! de esta manera, el momento dipolar eléctrico queda como

1Posteriormente Wigner mostré que la regla de Laporte es una consecuencia de la regla de seleccién de
paridad
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4.1 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

d = {e|d|g)le)(g] + (gld|e) g)(el, (4.7)

y en términos de los operadores de transicion atémica queda descrito como

d = (e|d|g)o’ + (g|d|e)o. (4.8)

Para describir la interaccion dipolar, es necesario describir la manera en que se relacionan
los operadores que la conforman

Hipe = dy/ ZZULU(Z) (aT + O') (aT + a) ) (4.9)

El H;,; que se encuentra en la representacion de Schrodinger, lo trasladamos a la repre-
sentacion de interacciéon como Hj(t), para lo cual es necesario describir la evolucién de los
operadores involucrados.

En el caso de evolucién libre, los operadores a v a' se escriben de la siguiente manera

a(t) = Up(t)aUL(t) = a(0) exp(—iwt),  af(t) = Up(t)a’UL(t) = a’(0) exp(iwt),  (4.10)

donde Up(t) = e tlrt y Ul(t) = ex!r!. Mientras que en el caso de evolucién atémica libre

o(t) = U,cUl = 0(0) exp(—iwpt), o'(t) = U,c'Ul = o' (0) exp(iwpt), (4.11)

donde, de manera analoga U, (t) = e~ #Het y Ul(t) = entlat,

El término de interaccion correspondiente es

Hyt) = dy/ QE:L (o) + o(0)) (a' (1) + a(t)) u(z). (4.12)

Los términos o'a v oa' oscilan con una frecuencia § = wy — w, mientras que los términos
oa y olal oscilan con una frecuencia w + wy. Considerando que se trata de un caso cercano a
la resonancia w ~ wy y w+wp > |9|. En promedio, los términos que oscilan muy rapidamente
pueden ser ignorados; esta aproximacion es conocida como Aprorimacion de Onda Rotante
(RWA)? y en ella la interaccién se escribe de la siguiente manera

h . .
Hig(t) = dy/ d (oTae® + oale ") u(z). (4.13)
2€0L

Volviendo a la representacién de Schrodinger podemos escribir entonces el Hamiltoniano
de JC bajo las consideraciones anteriores en la forma

2La RWA es en la mayoria de los casos una buena aproximacién aunque existen casos para los cuales no es
la mejor. Por ejemplo, para un 4tomo inmerso en un campo externo la RWA ignora el llamado desplazamiento
de Bloch-Siegert.
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4.2 Estados Vestidos

2 1 1
Hyo = 5+ Shwos + (“T“ " 5) + higgu(2)(al o + ao), (4.14)
m

donde g, = d - \/w/2heyL es la frecuencia de Rabi normalizada. En la literatura se conoce a
este Hamiltoniano como de Jaynes-Cummings [27]. Bajo la RWA el nimero de excitaciones
N = a'a+ 1/2 + (1/2)o3 permanece constante en el sistema y por lo tanto la dindmica se
separa en dos subsistemas para cada valor de excitaciéon N 3.

El Hamiltoniano libre Hy = hw (03 /2+ala+1/ 2) nos permite plantear al sistema de
Jaynes Cummings H ;¢ en el esquema de interaccion, que coincide con un sistema que oscila
a una frecuencia w:

2
1
H = 2p—m + 571(503 + higou(2)(a'o + ao™). (4.15)

Este Hamiltoniano contiene toda la fisica necesaria para describir al sistema y es el mismo
Hamiltoniano H ;- observado desde la perspectiva de interaccion.

4.2. FEstados Vestidos

La ecuacién (4.16) representa el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings desde el esquema de
interaccién y es a través de los eigenestados estacionarios, conocidos como FEstados Vestidos
(DS, Dressed States) que el modelo puede ser resuelto.

Este Hamiltoniano es

2

=2 4 1?1503 + hgyu(z)(a'o + aol), (4.16)

2m = 2

donde analizamos el término correspondiente a la interaccién del atomo con el modo de la
cavidad, dependiente de la posicion, el cual nos indica la existencia de posibles transiciones
atémicas que involucran la absorcién o emisién de un fotén si es una absorcién (emision) el
atomo pasa del estado |g) — |e) (le) — |g) ) v el campo electromagnético pasa de [n) — [n—1)
(In) — |n+1) ). Modificamos la notacién de modo que podamos escribir el estado del sistema

de forma mas simple. Las transiciones anteriores pueden ocurrir solo de la siguiente manera
le,n) «— |g,n+1), (4.17)

ya que las transiciones |e,n — 1) <+— |g,n), no son permitidas, pues no conservan energia
[49].4
Definimos los estados
|¢1n> = |67n>7
(4.18)

|1/}2n> = ’g7n + 1>

3Un desarrollo y justificacién mas detallados pueden ser revisados en [1] pagina 3.
4Ver pagina 407
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4.2 Estados Vestidos

los cuales son conocidos como los estados “desnudos” y son eigenestados del sistema sélo en
ausencia de la interacciéon atomo-radiacién electromagnética. Se encuentran inmersos en un
subespacio de 2 x 2, debido a que la radiacién acopla solo estos estados para cada n. Dicho
de otra manera, g,(a'o + ac'a) acopla los estados |1)1,,) y [t2,) para cada n, pero no acopla
los estados |g,n) v |e,n — 1) (los operadores ac y a'o lo harfan, pero se omitieron con la
aproximacién RWA).

Introducimos la base ortonormal

ITH(0)) = cosO|11,) + sen O|iha,),
(4.19)

I, 11(0)) = —sen@|yr,) + cos O|1a,),

la cual coincide con los estados (4.18) cuando 6 = 0.

De manera simple, sustituimos el Hamiltoniano total del sistema H separado en la parte
cinética del atomo y el resto como un potencial, ademés de que los estados son ortogonales y
podemos utilizarlos como base para obtener los elementos de la matriz H, H i(f) = (Vin|H|Yjn),
como

n ho
H{I) = DR
(4.20)
n ho
H2(2) = _77
en ambos casos
H{y = hG(2) = HY, (4.21)

donde G(z) = v/n+ 1gyu(z). En un subespacio de 2 x 2 se obtiene la representacién de la
matriz H,

2 (n)
=Y 4| Hn hG((,j) , (4.22)
2m hG(z) Hs,
identificamos
(n)
vz = | M G (4.23)
hG(z)  Hy

como la parte potencial.

Es muy importante resaltar que el Hamiltoniano de JC no mezcla subespacios con difer-
ente valor de n y mas adelante no habréd necesidad de escribirla en la notacién. Los estados
IT£(6)) pueden elegirse de diferentes formas como veremos en el capitulo siguiente. En la
nomenclatura usual, si 6 se escoge de tal manera que diagonalize al potencial efectivo V'(z),
se llamaran a los estados [I'£(0(z))) estados vestidos (DS).
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Un estado expresado en términos de la base ortonormal (4.19) se ve de la siguiente manera

[T (2,1)) = (2, T (0(2)) [ Ta(t)) | (4.24)
para el cual, utilizaremos la siguiente expresién para el estado general
MER) ]
U, (z,t)) = " , 4.25
o) = | V) (425)

mientras que el mismo estado, representado en el espacio del momento p, se obtiene a partir
de una transformada de Fourier, obteniéndose de la siguiente forma

1
\V2mh

y el estado general en la representacion del momento p, queda como

o (p, 1) = / T (e (4.26)

(et = | S0 ). 4.27)

Considerando el caso en el que no existe acoplamiento entre el &tomo y el campo electro-
magnético, el término de interaccion se hace cero y tenemos una matriz diagonal, todas con
las siguientes propiedades de densidad de probabilidad

P(z,t) = [¢r (2, OF + [¢r (2, ), (4.28)
mientras que en el espacio del momento

P(p,t) =65 (p.)]* + |65 (0, )], (4.29)
y en ambos casos debe cumplirse

/_ " Plp,t)dp = / T Ptz =1 (4.30)

o0 —00

lo que muestra la equivalencia de los planteamientos.
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Capitulo 5
Aproximacion Adiabatica

La esencia de la aproximacion adiabatica proviene del llamado Teorema Adiabdtico, que
fue resultado de los estudios de Erhenfest en procesos cuanticos adiabaticos.

Partiendo de un sistema en el cual el Hamiltoniano inicial H; cambia gradualmente hasta
llegar a un Hamiltoniano final Hy, el teorema adiabdtico indica que si la particula que ini-
cialmente se encontraba en el eigenestado n del Hamiltoniano H', sera llevada al eigenestado
n final del Hamiltoniano H} [11, 13],

La aproximacion adiabatica utilizada en este trabajo estd basada en algunos articulos
publicados por Jonas Larson en afios recientes [4, 5, 6].

Larson plantea un Hamiltoniano diagonal en la base de los estados vestidos obteniendo
un término adiabdtico y una correccién al operador de momento [6].

En este trabajo, se utilizara tinicamente el término adiabéatico del Hamiltoniano y se
consideraran los limites en los cuales dicha aproximacién es vélida.

5.1. Aproximaciéon Adiabatica Aplicada Sobre el Hamil-
toniano de JC

El sistema de nuestro interés estd descrito por el estado [1), que al interactuar con ra-
diacion electromagnética sufre un desdoblamiento de los eigenvalores del Hamiltoniano, el
estado pasa de |¢(z,t)) — |V(z,1)).

La ecuacion de Schrodinger (5.1) se escribe de manera matricial como sigue

2
ii[¢j}=p—[¢j]+{g+ G][¢i} (5.1)
dt | ¥ 2m | ¥ G e_ 1)
Por simplicidad, se ha modificado la notacién y se han renombrado los términos H f’f) =c4
y Hég) = ¢_ ademads se considerard implicito a partir de este punto que G = G(z).
Una vez aplicado el Hamiltoniano H, nos interesara expresarlo en la base de los estados
vestidos de tal forma que en esa base, la parte potencial V(z) sea un término diagonal.
Para diagonalizar la expresién del potencial, se realiza un cambio de base a la de los

estados vestidos, por lo que es necesario introducir una transformacién unitaria
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5.1 Aproximacién Adiabatica Aplicada Sobre el Hamiltoniano de JC

cosf(z) senf(z)

U= —senf(z) cosf(z)

(5.2)

Una vez determinada la transformacion unitaria, se aplica sobre el Hamiltoniano y se
obtiene H = UHUT, que de manera explicita se escribe como

H=UKU'+UVU' (5.3)

donde K = p?/2m y al cambiar de base se obtiene UKU' = K + H.,,, con

2
df(z) . [ db(z) d?0(z)
B2 (W) 2i ( dz >p+ dz?

Hcorr = - (54)

2m . (do(z) 420(2) (=) \ 2 7

—2 (d_) P (T)

y calculando la derivada, obtenemos

do 0 dG
() _ ) (5.5)
dz 0(2)? dz
El cambio de base para la parte potencial V' (z) deberd cumplir con algunas caracteristicas;
la principal es que los términos fuera de la diagonal sean cero

A, 0
T _ +
UvyU —W—{ oA } (5.6)

donde llamaremos a A los términos de la diagonal. El Hamiltoniano transformado se sepa-
rard en una parte adiabatica y una correccién; explicitamente lo obtenemos como

H = Huyy+ Heopy. (5.7)

Obtenemos la expresion completa para la matriz transformada W que esta definida como

% cos 20 + hG sen 26 hG cos 20 — % sen 20
W = ) (5.8)
h(G cos 260 — % sen 260 —% cos 20 — hG sen 26

Habiendo obtenido de manera explicita cada término de la matriz, imponemos la condicién
necesaria para diagonalizar la matriz, que es

g sen 26 — G cos 20 = 0. (5.9)
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5.2 Adiabaticidad

A partir de la expresion anterior se obtiene la dependencia de 6(z)

2G
tan20(z) = ;2) , (5.10)
y calculamos la expresion para
2G o
sen20(z) = Q((ZZ))’ cos26(z) = ) (5.11)
donde Q(z) = 1/4G(2)? 4 62 es la frecuencia de Rabi generalizada.
Escribimos el potencial adiabatico en términos de z y no de 6, y obtenemos
bQ(z) 0
W = . (5.12)
0 —20(z)
De esta manera, el Hamiltoniano adiabatico estd determinado por
Hy— 2y [ B 0 (5.13)
ad — 2m O A_ 9 .
donde
hQ(z)
A, —
+ ) )
(5.14)
A = _hQ(z)
2

Calcular la magnitud del término de correccién nos muestra que tan factible es realizar
la aproximacion adiabatica.

5.2. Adiabaticidad

Se observa que el estado de la funcién de onda esta descrito por las variables +, z, t,
n y #. Un estado completo del sistema esta denotado como Wfﬁe(z,t», tiene la siguiente
dependencia temporal

d .
ih [Wa(z,0)) = H Wz, 1) (5.15)

que al descomponerlo, obtenemos

m% 0,0 (2,1)) = (Hag + Heory) [U0(2, 1)) . (5.16)
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5.2 Adiabaticidad

y al realizar la aproximacién adiabatica

@'h% W, (2,t) = Hoq | Vn(z, 1)), (5.17)

obtenemos las ecuaciones que debera cumplir la funcién de onda. Desglosamos el sistema y
en forma matricial la ecuaciéon de Schrodinger se lee como sigue

dlgr] P [1 0] [¢f A, 0 V[ut
Zﬂ[w;}w%[oﬁ{%]ﬂ{& AHW}’ (5.18)
obteniendo
d 2 KO
ih— [a(z,1)) = B—m + Q(Z)] U, (2, 1)) - (5.19)

Una vez explicada la manera en que se obtiene la aproximacién adiabatica, es necesario
describir las condiciones bajo las cuales dicha aproximacién es valida.

La aproximacién adiabatica funciona cuando el término H,, domina la evolucién frente a
H.,... Esto ocurre cuando la diferencia entre los eigenvalores adiabaticos es mucho més grande
que el término fuera de la diagonal. De esta manera, llamamos a la siguiente expresion la
condicion de adiabaticidad

[(A4)i — (A )i > ﬁ ’<22 <%> p>i - <%>z

que nos permitird determinar cuando la aproximacion adiabéatica es suficientemente vélida.
En los casos especificos que se manejaran en este trabajo, se cumple debido a que el término
Q(z) > 9, que es la proporcién que se obtiene al realizar los célculos.

La condicion de adiabaticidad debe satisfacerse para que nuestra aproximacién sea con-
siderada como valida. Se determinara si las energias del atomo que nos interesan cumplen
dicha condicién.

Existen varios rangos de energias para los cuales se pueden utilizar diferentes descrip-
ciones. El régimen en el cual esta inmersa la interaccion esta determinado por la comparacion
entre la energia cinética p*/2m en relacién con la energfa del potencial fiv/n + 1g,, existiendo
tres casos generales:

, (5.20)

= Régimen de Rabi: p?/2m > hyv/n + 1g,
» Régimen intermedio:  p?/2m =~ hv/n + 1g,
» Régimen mazer: p?/2m < hv/n + 1g,

Nuestro estudio deberd cumplir con los parametros del régimen mazer, pues es el rango
en el que los efectos cuanticos son notorios.
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Capitulo 6

Ecuacion de Schrodinger Propuesta
Bajo la Aproximacion Adiabatica

En el capitulo anterior se estableci6 el ket |W,(z,t)) como el estado general del dtomo
durante la interaccion con el campo electromagnético de una cavidad, sin proponer una
expresién explicita para la funciéon de onda. En este capitulo se propone una funcién de
onda que toma el papel de solucion aproximada a la ecuacién de Schrodinger bajo el régimen
adiabatico.

La propuesta de solucién a la ecuacién de Schrodinger debe describir la dindmica del
paquete de onda de un atomo que cruzara una cavidad que contiene un modo de radiacion.
Sin embargo, la evolucion temporal de la funcién de onda no se determinard a partir del op-
erador de evolucion temporal T, sino que se propondrd un paquete gaussiano con parametros
temporales que se determinaran numéricamente mas adelante.

La evolucion temporal de cada una de las funciones se determinara a través de teoremas
fundamentales como el de Erhenfest y el del Virial Cuantico, que contemplan la dependencia
temporal de cada uno de los valores esperados de los operadores involucrados.

Las propuestas hechas en este capitulo son especificamente enfocadas para resolver el
modelo que describe al sistema planteado a inicios de la tesis, pero sin duda pueden aplicarse
a diferentes sistemas con caracteristicas semejantes.

6.1. Solucién a la Ecuacion de Schrodinger Propuesta
con Perfil Gaussiano

La funcién de onda que se propone como soluciéon aproximada a la ecuaciéon de Schrodinger
presenta un perfil gaussiano con fase compleja y consta de 5 funciones dependientes del tiempo
que toman el papel de parametros. Cada una de estas funciones necesita de una dependencia
temporal explicita y serd determinada de manera numérica, la propuesta debe considerar la
condicién de normalizacion.

La funcién de onda propuesta como solucién a la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo contiene cinco funciones temporales a(t), S+ (t), v+ (), 0+(t) v z0+(t), la composicién
de dichas funciones provee una funciéon con perfil gaussiano, dicha funcion es
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6.1 Solucién a la Ecuacion de Schrodinger Propuesta con Perfil Gaussiano

0, (2, 1)) = ! ei(ai(t)+ﬁi(t)z+7i(t)22)6—[(3—Z0i(t))/(40ﬁ:(t))]2, (6.1)

v/ 8moy(t)?

la dependencia explicita de cada una de las funciones serd determinada de manera numérica
en el capitulo 8.

Considerando la ecuacion de Schrodinger, aplicamos el Hamiltoniano adiabatico a la fun-
cién de onda propuesta

0
i [Wa(2,8)) & Hoa [0 (2.8)) (6.2)

que de manera explicita se escribe como

2 2
zh% 0, (2, 1)) = {—h—a— 4 )

2m 022 2

} |V, (z,1)), (6.3)

se puede observar que existe la necesidad de calcular la derivada temporal de |¥), la cual
explicitamente es

% o —2z 2 . -
5 1Wa(z 1) = [ 20 (g — 1) 4 sur) (5250)] 19l

(6.4)
i [ (6(t) + Balt)z +42(0)22) | 12a(2,1),
mientras que el calculo de la derivada parcial con respecto a z es
0 . —
- [ Wa(z,)) = [ (Be(t) + 294(t)2) - Wﬂ (2,1, (6.5)

por ultimo, el calculo de la segunda derivada con respecto a z queda como

82

() = lmw - g (10204212009 - s ) | () (60)

habiendo calculado cada uno de los términos, las ecuaciones (6.4) y (6.6) se sustituyen en
(6.3) para obtener la dependencia temporal de H,q4

in [0 (Smt™ — ) +20e(0) () + i (600) + B2 +32(0)22) | 10(2, )

i [mi() s + ( (Ba(t) + 294 (t)2) — ﬁ) ] (2, 0)) + 2 1w (2, 1))
(6.7)
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6.2 Evolucién Temporal de las Funciones o (t), 5+(t), 7<(t), 0+(t) ¥y 20+(t)

La ecuacién de Schrodinger nos proveera de toda la informacién necesaria para describir
el sistema completo, una vez que se haya determinado la dependencia temporal de cada
parametro.

La correccion introducida a causa de la aproximacién adiabatica proviene de la trans-
formacion de la energia cinética debido a la diagonalizacion del operador dependiente de la
posicion.

6.2. Evolucion Temporal de las Funciones a(t), 8+(t),
V(1) 0£(t) y Zox(t)

Las funciones paramétricas dependientes del tiempo involucradas en la funcién de onda
estan relacionadas entre si. Se planteard un sistema de ecuaciones diferenciales para deter-
minar la manera en que se relacionan.

Sera de gran utilidad calcular los valores esperados de algunos operadores, debido a que
se elimina la dependencia espacial y podremos enfocarnos sélo en la dependencia temporal,
que por ahora es en la que esta centrado nuestro interés.

6.2.1. Valores Esperados

Nos interesa conocer de manera explicita la forma en que se comportan las funciones
dependientes del tiempo que se involucran en la descripcion del estado del sistema, para lo
cual se calcula el valor esperado de algunos operadores que sean combinacion de z y de p, en
las cuales, por simplicidad introducimos la siguiente notacion

/ T WGwdz = (U|g] ) = (G) (6.8)

o0

los valores esperados proveeran informacion a cada tiempo t.
El primer valor esperado que se calcula es el del operador de posicion z, que de antemano
conociamos

(2) = 204 (). (6.9)

ya que asi se propuso inicialmente.
Un segundo operador es z? el valor esperado es

(2%) = 22, (t) + 407 (t) (6.10)

el operador de momento cuyo valor esperado es

(p) = hB(t) + 2hyL(t) 20+ (t), (6.11)
y por ultimo,
2

" 1602.(1) + 1% (1693 ()03 (8) + [Ba(t) + 29=(8) 20+ (1)]7) - (6.12)

)
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6.2 Evolucién Temporal de las Funciones o (t), 5+(t), v+(t), 0+(t) ¥y zo+(t)

Una vez determinados los valores esperados del algunos operadores, se aplicara el teorema de
Ehrenfest (Apéndice B) para obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales que describira la
dinamica de la funcién de onda.

6.2.2. Ecuacién Diferencial de la Funcién zy. (¢)

En esta seccién se determina la dependencia temporal de la funcién zo4(t) se obtendrd una
ecuacion diferencial que la relacione con el resto de las variables. La btisqueda de la ecuacion
diferencial se obtiene a partir de la expresién dada por el teorema de Ehrenfest

d{z) i 0z
—— =~ = ([Heg, 2]) + ( =— ). 6.13
)~ e+ (5 (6.13)

El término de correccién es muy pequeno, por lo tanto, puede ser omitido. Establecemos
esta igualdad siempre tomando en cuenta que se trata de una aproximacion

d{z) 1 0z

— = —(|H, — ). 14

& )+ (5) (6.14)
Para el lado izquierdo utilizamos el valor que previamente se calculé (z) = zo.(t), y

para el lado derecho, se observa que z es una variable independiente del tiempo, por lo que

%> = 0, resultando la ecuacion

dZOi(t) 1
— 2 [H,y 7)), 6.15
2 = 2 {[Hua, 2] (6.15)
que facilmente se puede expresar como sigue

dzoc?;(t) _ % < {% N W(Z%Z] > (6.16)

El operador z conmuta con cualquier funcién de z, entonces [W(z), z] = 0, por lo ahora sélo
hace falta calcular [p?, z|, que de acuerdo con las reglas de conmutacién candnica

[p2, z] = —2ihp, resultando de esta ecuacién
dzo+(t D
Odt< ) B <m> (6.17)

Observamos que existe una relacién entre la posicién zo+(t) y el momento calculado en la
ecuacion (6.11), obteniéndose la primera ecuacién diferencial

fou (1) = - Ba(t) + 2 ()02 ), (6.13)

a partir de los cual podemos interpretar la funcién del nimero de onda como

ki(t) = Be(t) + 272 (1) 204 (1), (6.19)

que describird la velocidad del paquete de onda, con la relacién v = hk.(t)/m.
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6.2 Evolucién Temporal de las Funciones o (t), 5+(t), 7<(t), 0+(t) ¥y 20+(t)

6.2.3. Dependencia Temporal de (z?)

Como parte del sistema de ecuaciones en construccién, buscamos la obtencién de una
ecuacién para o4 (t). Calculamos de una forma alternativa el siguiente término bajo la aprox-
imacion adiabatica,

dt :%<[ ad> Z ]>+<8;t> (6.20)

debido a que estda dentro de la aproximacion adiabética, utilizaremos igualdades a partir
de este punto. Se puede observar que el operador z? es independiente del tiempo y por la
ecuacién (6.10) se obtiene la siguiente

B e ([P e ), (6:21)

dt dt h\|[2m

para la cual, es necesario calcular el término correspondiente al conmutador, al desarrollarlo

se obtiene
2 )Y = L, (6.22)
(am))

donde {p, z} = pz+ zp, es el anticonmutador de p y z, y utilizandolo en la expresién anterior
obtenemos

dO'j:(t)Q dZO ()2
T <{p7z}> e (6.23)

el calculo del anticonmutador nos da la siguiente expresién
({p, 2}) = 2hzox () B (t) + 4l (t) (405 (1) + 202(1)) , (6.24)

y al sustituir los componentes de la ecuacién (6.23) resulta

s (J;t(t)) = e ((82(0) + s (t) (402(0) + D) — 2208 (1) dzodﬂ;@, (6.25)

finalmente, al utilizar la ecuacién (6.18) se obtiene la segunda ecuacién del sistema que se
esta construyendo,

(1) = (103 1), (6.26)
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6.2 Evolucién Temporal de las Funciones o (t), 5+(t), v+(t), 0+(t) ¥y zo+(t)

6.2.4. Dependencia Temporal de (p)

De acuerdo con el teorema de Ehrenfest, la dependencia temporal del operador de mo-
mento esta dada por

W L s + (3, (6.27

debido a que el operador p # p(t) y a las reglas de conmutacién canédnicas, la ecuacién
anterior se simplifica de la siguiente manera

%@) — <dVI;_Z(z)> ' (6.28)

Una vez establecida la relacion anterior, el potencial puede ser escrito en forma matricial
como se muestra a continuacion

(£0() 0
Sy =3 , (6.29)
0 (LQ(2))

dz

de aqui se obtiene la tercera ecuacion diferencial para el sistema que estamos construyendo,

- (B (t)7(t) + 292 (1) 20+(1)) - (6.30)

avg2<2>> 21

BB () + 2 (1) 20 () = — <

El momento del atomo es unico, pero debido a que nuestro estado es una combinacién
lineal de estados, sera conveniente definirlo para cada uno de ellos de la siguiente manera

(px) = £ (p) = hk+(t), (6.31)
ya que nos ayudara a referirnos especificamente al estado que se esté tratando.

6.2.5. Dependencia Temporal de (zp)

En esta ocasién se utiliza un caso que resulta ser particular del Teorema de Ehrenfest, el
llamado Teorema del Virial Cudntico (TVC) (Apéndice B).

El TVC establece que
d /0 oW (2)
a(zp) = <E> — <z 5 (6.32)
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6.3 Sistema de Ecuaciones Diferenciales

para poder utilizarlo, es necesario calcular el siguiente término

(o) = 5 4 B (0) 200 (1) + 2Pa ) (B 1) + 402.1) (633)

ahora, derivando y sustituyendo (6.12) y utilizando las ecuaciones que se han establecido
previamente, se obtiene

BB (t)z0x (t) + Fiw(t) (230(1) + 40 () = —242 (1) (23.(t) + 403 (1)) — <Za‘g—z(z)>

2 2
o 16mrffi(t) o %ﬁi(t)’Vi(t)ZOi(t)-
(6.34)
Esta es la cuarta ecuacién diferencial.

6.2.6. Dependencia Temporal del Hamiltoniano

Para obtener la ultima ecuacién diferencial, es necesario calcular el valor esperado de la
energia, dicho de otra manera, se calcula (H,4)

i <%> (H) (6.35)

donde se utilizan (6.18) y (6.20) para obtener la quinta ecuacién del sistema de ecuaciones

G (8) + P ()70 (1) + 32(8) (403(8) + 20:(1) = —ggmmzy — mBer2(D202(t) + (W (2))

— 212 (1) (402 (1) + 2. (1))
(6.36)

6.3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Una vez determinado el conjunto de cinco ecuaciones con cinco incégnitas, podemos
plantear el sistema de ecuaciones diferenciales, que resulté de planteamientos verdaderos
para cada tiempo t . Este planteamiento genera un camino alterno al seguido por el operador
de evolucién, pero de acuerdo con la formulacién son equivalentes.

47



6.3 Sistema de Ecuaciones Diferenciales

El sistema de ecuaciones obtenido es el siguiente
oL (t) = ye(t)ai(t),

Gox(t) = 7 Be(t) + Ty () 20x(2),

(6.37)

: _ h 20 2 20+ (t) / 0Q(2) 1 00(z)
Y (t) = Smi6ol(t) wma(t) £ 160;3:(15) < oz > T 6200 <Z oz >>

- z 28, (1) o0z z o0z
Be(t) = _#%((tt)) — 2Bs(t)r=(t) F 5 <1 - 4%@)) < 5 )> + sgjz_i((?) <Z 5 )>7

. 22, (t) 2 234 (1) o0z
G () = 2B (e ()znalt) — 22280 — ot (e) & 280 (14 ) (200

1 0] 0(z)
+3 (1 - 43::{(15)) <Z 92 /-

Principio de Incertidumbre de Heisenberg

El sistema planteado debe cumplir con el Principio de Incertidumbre de Heisenberg. Es
necesario determinar cuales son los parametros que debe cumplir nuestro sistema de ecua-
ciones para posteriormente corroborar si el planteamiento es fisicamente correcto

2

h
(Ap)? (A2)? > (6.38)
Previamente calculamos la variacion de la posicion, obteniendo
(Az)? = 402 (1), (6.39)
mientras que la variaciéon del momento es

2

(Ap)* = - 60T 167°72 (1)o7 (1) (6.40)
La relacién resultante es
h? h?
— 4+ 64122 () ok (t) > —, 6.41
4 =TE 4
y debido a que % (t) > 0y v+(t) € R entonces
R(t)>0 Vi, (6.42)

y por lo tanto el planteamiento cumple con el principio de incertidumbre.
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Capitulo 7
Modo del Campo en la Cavidad

El sistema que se desea estudiar consta de un atomo y radiacién electromagnética en una
cavidad. A diferencia del caso libre, la cavidad limita los modos del campo; la interaccién
con los estados internos del atomo selecciona un subconjunto de estos modos como los mas
relevantes para describir al sistema. Los modos del campo pueden representarse por funciones
que describen al potencial electromagnético dentro de la cavidad.

La solucién propuesta a la ecuacion de Schrodinger que describe la evolucion del centro
de masa atéomico depende de la funciéon del modo del campo en la cavidad, del nimero de
fotones, de la intensidad de acoplamiento entre la radiacion electromagnética y el atomo, y
del desentonamiento entre la frecuencia de transicion del atomo y la frecuencia del modo de
la cavidad.

7.1. Potenciales

La funciéon del modo de la radiacion electromagnética puede variar de acuerdo con la
longitud de la cavidad, el material y el tipo de arreglo. Tedricamente se puede proponer
cualquier tipo de potencial, aunque experimentalmente la radiacion sélo presenta ciertos tipos
de modos en una cavidad. Para nuestro estudio se propondran los siguientes potenciales:

= Potencial mesa. Matematicamente esta descrito por la funciéon unitaria de Heaviside,
cuyas propiedades estan descritas en el apéndice A.1. Se utiliza el caso simétrico de
dicha funcién

u(z) =H(z) —H(z — L). (7.1)

Este potencial presenta caracteristicas interesantes en las fronteras, dependiendo del
estado interno del sistema.

= Potencial Gaussiano. Este potencial esta presente en todo el espacio, pero a distancias
donde z — +oo la intensidad es muy baja. Incluso experimentalmente se podria definir
una frontera donde la resolucién de los instrumentos de medicion fuera incapaz de
medir la intensidad del campo. El caso con potencial gaussiano es un caso que puede
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7.1 Potenciales

manejarse bien numéricamente debido a la continuidad de la funcién y de su derivada.
La expresién matematica para el potencial gaussiano es

u(z) = e~ /),

Este caso no es muy lejano a un caso experimental real, sobre todo en el grupo de
Rempe, donde los arreglos de las cavidades facilitan esta configuracion.

Para poder hacer una comparacién entre los resultados que se obtengan para cada uno
de los potenciales, es necesario visualizar las funciones que representa cada uno y procurar
que el volumen efectivo de cada modo sea equivalente. Nuestro problema esta restringido al
movimiento del atomo a lo largo de una sola direccién por lo que podemos calcular el ”area”
efectiva del modo. A continuacion se muestran los dos potenciales con iguales areas bajo la
curva. El area efectiva del potencial mesa es

A, =g /00 u(z)dz = gy L (7.2)

—00
mientras que para el potencial gaussiano el area efectiva es

o0

A= (1) [ ul:)dz =gl (73

—0oQ
Los potenciales se muestran en la figura 7.1 y se utilizara esta diferencia entre dichos po-

tenciales, ya que el el volumen efectivo del modo es el pardmetro que determina la intensidad
de la interaccion.

Potenciales
u(2) [Gol
2’ //R\\
17 ‘7 7//7 - 7\\7 - 1
AU Z [ m]
0 "20 40 60 80 100 120
_1, ‘i ;\\i _ i//i _ J
—2L \\_//

Figura 7.1: Graficas de los potenciales a comparar. Las alturas radican en la diferencia de
regiones efectivas de interaccién, en esta grafica se muestran dos potenciales con igual area
bajo la curva .

El caso de potencial nulo se estudiard para compararlo con resultados analiticos es u(z) =
0, que nos lleva al caso ya conocido como particula libre.
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7.1 Potenciales

De acuerdo al sistema de ecuaciones diferenciales obtenido en el capitulo anterior, es nece-
sario calcular el valor esperado del potencial presente en la cavidad; si Q(2) = /4G(2)? + 0% =

V4(n + 1)gdu(z)? + 62, entonces el valor esperado queda como

/ @/}i (z, )" )@Di(z t)dz (7.4)

La expresion para la integral anterior dependera de la forma del potencial, se ha hecho
hasta el momento un tratamiento teérico general. Un término que aparece con regularidad es

el término /(n + 1)g2, por lo que es conveniente definirlo como g, = /(n + 1)g, adicional-

mente necesitamos calcular la derivada

dQ)(z) 482u(z) du(z)

dz VAgu(z)2 + 62 dz

que se utilizara posteriormente en las ecuaciones obtenidas en capitulos anteriores, junto con
un término adicional que se involucra en las ecuaciones

(7.5)

JAU2) _ AEfeu(z)  du(z) (7.6)

dz VAagiu(2)2 4 62 dz

Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

El sistema de ecuaciones que sera resuelto particularmente para cada potencial se presenta
nuevamente a continuacién, se presenté con anterioridad en la seccién 6.3

Zoa(t) = LBy (t) + 2yp(t)z04 (1),
(7.7)

: _ h 2h, 2 zo£(t) / 0Q(z) 1 90(2)
1) = gaserm — w1 E 52 < R > T 6oz <Z R > )

: 2 23, (1) 0 (z 2 o0z
Bult) =~ - RO 7 5 (1+ ) (52) + 255 (+%52).

, 22, (1) 2 23, (1) o0z
G (t) = 2 Ba ()72 (8)200 (1) — 2550 — ol + 3(0(2) + 250 (14350 (52)

254 (1) 0Q(2)
j:4 (1 o 4?(1&)) <Z 0z >
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7.2 Potencial Nulo

7.2. Potencial Nulo

Comenzaremos planteando el sistema en el caso mas simple: el potencial nulo u(z) = 0.
La simplificacién del sistema completo a causa de este caso particular, da como resultado el
caso de particula libre, por lo que nuestra propuesta debe reproducir los resultados analiticos
que ya se han determinado en varios textos para una particula libre cuyo estado inicial es un
paquete de onda gaussiano.

La posibilidad de simplificar el modelo nos permite comparar los resultados numéricos
que resulten de este planteamiento con las soluciones analiticas ya conocidas, de manera que
los resultados obtenidos hasta el momento puedan aceptarse o descartarse si cumplen o no
con la descripcion del sistema simple.

Debido a que para una particula libre no hay presencia de potencial externo, no existe
acoplamiento de las ecuaciones. Se dice que los eigenvalores de los estados * colapsan a un
mismo valor, obteniendo estados simplemente 1 por lo que ambas ecuaciones se reducen a
una sola.

7.2.1. Sistema de ecuaciones para el potencial nulo

De acuerdo con el sistema de ecuaciones planteado, desarrollamos el caso particular del
potencial nulo u(z) = 0, la simplificacién en la mayoria de los casos

52(1) = (1) (1),

0 o
) = 8ml16ot(t) m! (®); (7.8)
Bi0) = = o ) — BB
3h 22(t) h

() = B0 )20(8) = st = T,

que sera resuelto y se compararé la dependencia temporal obtenida numéricamente con la
dependencia temporal obtenida analiticamente.
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7.3 Potencial Mesa

7.3. Potencial Mesa

El potencial de la funcién mesa estéd descrito en la ecuacion (7.1). Calcularemos los valores
esperados necesarios para posteriormente utilizarlos en los sistemas de ecuaciones (7.7). El
primer valor esperado que debemos calcular con este potencial es €(z), que de acuerdo a la
definicién

/ VE(2, 1) Q) E (2, 1) dz+/ YE(2, )" (z)zpf(z,t)dz—i-/:o VE(2, ) Q2T (2, t)dz
(7.9)

para el primer y dltimo término se tiene que u(z) = 0, por lo que €2(z) = 0 nos quedan las
siguientes integrales

—0o0

0
(2 / 20+(t)
5/ (& +® /) dz =90 27TO':|:( )erfc Tai(t) s

(7.10)
() L — 24 (%)
404 (t — 2 e
5/ i) dz = 04/ 2moq (t)erfc (2 20 )

En estas ecuaciones erfc representa al complemento de la funcion de error, cuyas propiedades
basicas se mencionan en el apéndice A.2 junto con las propiedades de la propia funcién de
error erf.

Es importante recordar la expresién para el acoplamiento G(z) = gyu(z), donde g, =
vn+ 1g,, v para este caso dentro de la cavidad u(z) = 1, por lo que el valor G(z) = g,
y a partir de este resultado, obtenemos Q(z) = /483 + 62. De esta manera, se simplifican
algunos términos y la integral que se necesma calcular queda como

2./20% () 2/20% ()
(7.11)

Una vez obtenidos estos valores, podemos agruparlos y obtener el valor medio de la funcion
Q(2) sobre todo el espacio, cuya expresion de acuerdo con la definicién queda como

L z—zy(t))2
/ Q(z)e_2< i) dz = o4 (t)\/2m (485 + 02)
0

z—z4 () 2

(Q(2)) = 2(T0) g (7.12)

1 o
—/ Qz)e
V8mad(t) J-oo

La funcién ((z)) consta de términos semejantes en la expresién dentro y fuera de la
cavidad y al factorizar, la expresion resultante es
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7.3 Potencial Mesa

~ L—=zp 20
(Qz2)) =0+3 <\/4g(2) + 62 — 5) {erf (Té@)) + erf (2\/%)1 (7.13)

que es el valor esperado en todo el espacio.
Una de las expresiones necesarias para plantear el sistema de ecuaciones diferenciales es

el siguiente

que esta involucrada con el momento de la particula.
La funcién mesa, la cual se expresa como u(z) = H(z) — H(z — L), tiene como derivada la
llamada funcién §(z) de Dirac en un par de puntos y queda expresada como sigue

du(z)
dz

=0(z) —0(z— L), (7.15)
de la cual también es necesario calcular el valor medio, el cual tiene la siguiente expresion

<%(;)> =455 ((2=)"") (0(2) = b(= = L))) (7.16)

Utilizando la definicién para el cdlculo del valor medio de la funcién 6(x)
| s@stys = f0) .17

obtenemos la siguiente ecuacion

<dSZl(ZZ>> = 455 /_Z Wi (2, t)* \/Z% (6(2) = 6(z — L)) (2, t)dz. (7.18)

En ambos casos u(0) = 1/2 = u(L), de acuerdo con las propiedades de la funcién de Heaviside
descritas en el apéndice A.1; de esta forma obtenemos como resultado para cada una de las
siguientes integrales los siguientes términos

= 1 1 72(:«&@))2
(2, 0)" uz) S(2)E(z, t)dz = e \Aox®)
[0t S e e =
- L—zg4 (t))?
|ty e - s = — L (52
—00 4g(2)’u

€
2v/g; + 0% /8L (1)

(7.19)
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7.3 Potencial Mesa

Una vez realizados los calculos para estas integrales sustituimos la expresién explicita en

la ecuacién (7.18) para obtener el término completo de <%9>, que es

<dQ(z)> 2 & (62(22122)2 - ez(iiiﬁﬁ”)Q) _ (7.20)

dz |~ \ 3ot Vi + 0°

/ . ’ . . Y dQ
El ultimo término necesario en el calculo de valores esperados es z%, para el cual,

, . d , . . .
sera necesario calcular el valor <z%>, que esta determinado de la siguiente manera

<zd?l(j>> = 452 <z;‘2((z)) (5(2) — 6(z — L))> , (7.21)

para el cual habrd que hacer uso de la definicién del valor esperado de la funcién 6(z) que
estd en la ecuacién (7.17) y al aplicarlo a z(d€2(z)/dz) se obtiene que

<zg(é>)(5(z)> ~ 0. (7.22)

Mientras para el otro punto con singularidad con que cuenta el potencial, el valor esperado
estard dado por

ZU<Z) 5 _ L 1 672<L;;iit(t)>2.
< Q(Z)é( L)> 2/82 + 02 /3102 (1) ®7 (7.23)

por lo tanto, el valor calculado para todo el espacio estd dado por la siguiente expresion

~9 —z )\ 2
<zd9<z>> &L 1 () (7.24)
dz V85 + 62 /8o (t)

De esta manera, se han calculado los valores esperados necesarios para concretar de man-
era explicita el sistema de ecuaciones diferenciales que determinara el comportamiento tem-
poral de cada uno de los parametros en el caso del potencial mesa.

7.3.1. Sistema de ecuaciones para el potencial mesa

En la seccién anterior se realizaron los cédlculos de valores esperados necesarios para con-
cluir la expresién de cada una de las ecuaciones diferenciales del sistema que se presenta para
el caso de potencial mesa. En esta seccién los valores esperados se sustituirdan en (7.7) y de
manera explicita se determinara el sistema de ecuaciones diferenciales que deberd resolverse
numeéricamente para este caso.
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7.3 Potencial Mesa

El sistema de ecuaciones diferenciales completo para las funciones que determinan ¥ (z, t)
frente al potencial u(z) = H(z) —H(z — L) es

Zox(t) = ZB4(t) + 2y () zox(t),

: . h_ ha2 1 &
r)/j:(t) - 8m160—4i(t) m’y:t(t) Sai(t)\/sﬂ,o_i(t) \/gg+52

[204 (1) e+ 4 (L — 204(t)) e B+0)] |
(7.25)

v N hozon)  2h L £
ﬁ:t(t) = 2m Ui(t) m :I:(t)’yzl:(t) + \/87T03:(t) \/§8+52

22, (t)—z0+(t)L _B 22, (t) —A
[l ) oo o1 )]

. _ h 3h 25+ (t) L s 1 g3
ai(t) - Eﬁi@)ﬁc(t)zot(t) - %160;%[(15) T 16moZ(t) + 2 + 2, /8r02 (1) \/530%2 ni(t)

1 =2 2 L—z0+(¢) zo+(t)
= (\/4g0 +9 5) [erf(\/m) —|—erf< 201(0)} .

Donde las funciones AL (t) y Bi(t) estan definidas como

2
2o+ (t
Au(t) =2 (329)
(7.26)
B _ L—z0:(0))”
20 =2 (52)

y la funcién n.(t) es

_ Zgi(t) 5 o~ AL(?) 5 _ Zgi(t)<20i(t)+L) o~ B(t)
1) = [ (14 S ) s 0704 (st - £ 25 .

Este sistema de ecuaciones diferenciales, sera resuelto de manera numérica en el siguiente
capitulo.
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7.4 Potencial Gaussiano

7.4. Potencial Gaussiano

Un caso con propiedades muy particulares es el caso del potencial Gaussiano (se presenta
un trabajo muy detallado de éste en [45]). Se utilizard este método aplicado a dicho potencial,
utilizando el caso en resonancia y se observard que de manera sustancial cumple con las
caracteristicas fisicas de la evolucion del sistema.

Una particularidad del potencial gaussiano es que no es nulo en ningiin punto del espacio,
aunque si puede ser suficientemente pequeno como para que ningin dispositivo lo pueda
medir. Es por esto que definimos la longitud de la cavidad L relacionada con la varianza wq
como L = 4wy.

De nuevo los pardmetros a calcular son ((z)), (dQ(2)/dz) vy (2(d2(z)/dz)), que para el
caso de resonancia se escriben como sigue

_(z2=L/2\?
Q(z) = 2gpe (52 (7.28)
mientras que el valor esperado queda como
252 00 (zmz0x®\?  (2-L/2)2
(z)) = %Q(t) ) (52 4, (7.29)
7TU:|: —00
obteniéndose
,%*Lﬂ”ﬁ)
2~ 4 w%«k&:ri(t)
(Q(z)) = “200° (7.30)

w2 + 871 (t)

El siguiente término necesario es la derivada del potencial, la cual queda como

df(z) = 280 (LQ_ 22) e_(z_TLo/Q> dz; (7.31)
dz w;

para la expresion del valor esperado, necesitamos calcular el siguiente término

4o 25 %) (= 70+(®) 2 _(2=L/2)?
< (Z)> e — (L —22)e 2 ) o (559) (7.32)

dz /| wi\/8roi(t) )

finalmente, el valor esperado nos da como resultado

(=224 (1)?
dz (wf + 802 (1) | |
El dltimo término necesario, del cual se calculara el valor esperado es
0 ; 2y _(8)°
z (2) _ % (Lz = 22 )ei w5 dz. (7.34)

2
dz w;§
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7.4 Potencial Gaussiano

La expresion que se necesita calcula para obtener el valor esperado, es la siguiente integral

~ 00 _ zfzi(t)2_z7/ 2
<ZdQ(Z)> 280 (Lz — 22%)e 2( o) ) e ( o 2) dz, (7.35)

d= /|~ wi/8moi(t) Joo

que finalmente es la expresién buscada

_ (E—2z04 (1)?
<zdg<z>> __ 2Bowo(—640L ()+up(Laox () =22, (1) +4o] () (L2205 -2L20+ (1)) “a(ugrscdw)  (7.36)

dz /= (w2+802 (1)

7.4.1. Sistema de ecuaciones para el potencial gaussiano

Sustituimos las ecuaciones (7.30), (7.33) y (7.36) en (7.7), y obtenemos el sistema de
ecuaciones completo para el dtomo con estado 1+ que interactia con un potencial u(z) =
e~ (/%) como sigue

0%() = = (t)od (1),

2+ (t) = g B (t) + Bye(t) 202 (1),

(7.37)

() = L 9h 9 () + gowo (3L20+ () —423, (t)+1603 (t)— L2+2uw3) =it

T 8mlbol(t)  m /E 2(w2+8052 () 5/2) ’

. B ozo4(t 9% gowo ( L2204+ (t)—220+ (H)wi—2L22, (t)—8Lo3 (t) _c
Pe(t) = g ;f::((t)) — S Be()y=(t) £ = ( rEEOcen =), =0,

' 254 (1)
Ga(t) = BB (07 (D202(0) — B850 — ity

gowo (2wi+16wdo? (t)+Lwdzox (t)+4L203 (£)-0,5L222, (1) —wf22, () + L2, (H)—4Lz0x (t)o2 (1)) o—Cx (0

+ (w3 1802 (1) /D

Donde

(L — 220+ (t))?
4 (w§ +80k(t))
El sistema de ecuaciones diferenciales se resolvera de manera numérica para 2 casos en es-
pecifico, L = 4um y L = 116um, el primero para compararlo con los resultados obtenidos en
[45] y el segundo utilizando la longitud de la cavidad experimental del grupo de Rempe.

Cult) = (7.38)
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Capitulo 8

Resultados Numéricos

En este capitulo se presentan los resultados que se obtienen para la descripcion de la
dindamica de un atomo cruzando una cavidad, resolviendo de forma numérica las ecuaciones
que se dedujeron en el capitulo 6 en tres casos especificos, cada uno con variaciones en las
condiciones en las que se puede encontrar el sistema.

Los resultados que se presentan son referentes a:

= Potencial Nulo. Se obtiene como simplificacién de nuestro sistema, que ademas se uti-
lizara para comparar los resultados que se obtienen de manera numérica con resultados
ya conocidos para la particula libre.

= Potencial Mesa. Se obtiene de un caso simple pero dificilmente apegado a un caso fisico
real. Se utiliza este potencial debido a que provee informacién valiosa referente a la
interaccién del dtomo con los estados |e) v |g) v la radiacién, mostrando la dindmica
de la funcién de onda en la base de los estados vestidos.

= Potencial Gaussiano. Es un caso mas realista: la intensidad del potencial tiene el maxi-
mo en el centro de la cavidad y se desvanece conforme nos alejamos de la cavidad.

De manera gradual, se buscara variar algunos parametros fisicos; sin embargo, algunos
otros permaneceran constantes, como el desentonamiento, que aun cuando hemos calculado
las ecuaciones involucrandolo, el objetivo de este trabajo no estd centrado en conocer la
variacién de la dinamica dependiente de este parametro, por lo que los casos aqui expuestos
se hardn siempre en casos resonantes. Bajo estos criterios se procurara que el modelo no
salga de los limites impuestos por la realidad experimental.

Es necesario, por razones de simplicidad en los célculos numéricos, parametrizar los valores
y las variables involucrados en el sistema, por lo que las unidades naturales de tiempo seran
g, = [(n+ 1)gy)?]""? = 10 x 107, incluso en el caso en que no existe potencial, por
lo que no hay acoplamiento. Utilizamos esta escala de tiempo, pues es util al comparar los
resultados; por otro lado, para la escala de longitud, la unidad que se utilizard serd 1pm. *

IEn algunos casos debido al tamafio de las gréaficas y a la dificultad que pueda representar leer los datos,
se utilizardn multiplos de la forma 10" de estas unidades, con n = 1,2, 3... .
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8.1 Método Numérico

Un término que toma gran importancia es g,, debido a que es la referencia respecto a la
cual observamos el régimen en el cual se encuentra nuestro sistema

B hv/n + 1g,
m )

8o (8.1)

cuyo valor numérico es g, =(8.74m/s)? en unidades SI. A partir de este valor, se consider-
ard el régimen en el cual se encuentra la interaccién, como se observé en las condiciones de
adiabaticidad del capitulo 5.2. El régimen mazer, que es el de nuestro interés, corresponde a
velocidades del centro de masa atémico v <8.74m/s.

Los resultados numéricos que se obtengan serdn basados en los parametros del grupo de
Rempe [62] que se muestran en la tabla 3.1.

8.1. Meétodo Numeérico

El método numérico es una parte muy importante en el desarrollo de este trabajo, pues
necesitamos un método numérico poderoso y preciso.
Se utilizaran dos maneras de resolver los sistemas de ecuaciones:

= Un método numérico bastante conocido y estudiado, Runge Kutta 4, un método it-
erativo para la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. El
algoritmo para la aproximacién de soluciones se escribié en lenguaje de programacion
C' y se interpreté con compiladores que se obtienen de forma libre para el sistema
operativo Linuz.

= Software especializado Mathematica, a través del cual se obtuvieron graficas mas estéticas
debido a que es un software visualmente mas amistoso que lleva consigo un gran poderio
numeérico.

Los métodos anteriores se utilizaron de manera intercalada e indistinta. Resultan ser una
gran herramienta al usarse de manera simultanea, complementando uno al otro.

Los célculos numéricos necesitan valores de los coeficientes de las variables involucradas
en los sistemas. En la tabla 8.1 se muestran algunas de las constantes que aparecen de manera
frecuente en las ecuaciones. Aun cuando se parametrizaran los valores para poder realizar el
calculo numérico, es importante tener en cuenta el valor en el SI de cada constante.

8.2. Potencial Nulo

El caso mas simple que se estudiara es aquel en el cual el atomo es una particula libre
que se desplaza a lo largo del eje z, sin observar potencial alguno con el cual interactie.

Las ecuaciones del capitulo 6 se simplifican y se observa que al no haber interaccién
con un potencial, no existe desdoblamiento de los eigenvalores, por lo que las ecuaciones
correspondientes a los estados + se colapsan a una sola ecuacion.

Para comprobar que las ecuaciones resuelven de forma satisfactoria el sistema, se com-
parara la solucion numérica con alguna solucién analitica que sea conocida.
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8.2 Potencial Nulo

Constante Valor Numérico
m | Masa del 4tomo de Rubidio 1.443160x10"*Kg
m | Masa del atomo de Cesio 2.2006946296 x 10~*° K g
h | Constante de Planck Reducida | 1.054571628x1073%Js
L} Para rubidio 7.307378447x10""m? /s
| Para cesio 4778419983 %10~ Tm? /s
kp | Constante de Boltzmann 1.3806504x 10" J/ K

Tabla 8.1: Tabla de valores numéricos para algunas constantes que aparecen de manera
frecuente en las ecuaciones.

Sistema de ecuaciones para el potencial nulo

El sistema de ecuaciones resultante en el caso en que W(z) = 0 es el siguiente
o2(t) = A(t)o> (1),
(t) = 5B + Hv(t)(b),

) = goer — 7 (1), (8.2)

B(E) = —gie 20— 23(5)(1),

. ZZQt
a(t) = LA ()2 (t) — 2 — ol

el cual se resolvera para algunas condiciones iniciales, procurando que se encuentre dentro
del régimen mazer que es el de nuestro interés. Los resultados se compararan en su caso con
la solucién analitica.

8.2.1. Resultados numéricos para las funciones o*(t), zo(t), a(t), 8(t)
y (t) en el caso de W(z) =0

Soluciones analiticas

En este caso conocemos soluciones analiticas para dos de las funciones involucradas, o (t)
v 20(t), que se encuentran en [43] %. A diferencia del resultado de Merzbacher

2Ejercicio 15.9, ecuacién (15.51), de la pagina 351
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8.2 Potencial Nulo

(A2)? = (A2)2 (1 + ﬁ%) , (8.3)

el nuestro esta separado en partes reales e imaginarias, las segundas estan distribuidas en
las funciones que representan las fases, «(t), 5(t) y v(f), mientras que la parte real esté rep-
resentada por 0%(t) y z(t), de tal manera que la funcién 402(t) = [(Az),|*> de [43]. Con la
intencion de describir y comparar los resultados numéricos y analiticos, observamos

h? 12

(Az),[* R
— 4m? 1602(0)’

e a?(t) = o*(0) +

(8.4)

20(t) = pot + 20(0),

donde po/m = (h/m)k(0) = (h/m)B(0) + (2h/m)¥(0)2¢(0), que puede simplificarse debido a
que nuestra funcién de onda con un perfil gaussiano muestra que (0) = 0 y como deseamos
ajustar el marco de referencia de tal manera que zo(0) = 0, entonces po/m = k(0)/m =
(h/m)5(0).

En la solucién analitica, la evolucién temporal de o (t)? sélo depende de las condiciones
iniciales de la misma variable. En este caso se encuentra inmersa en un sistema dinamico y
dependera también de las condiciones iniciales de las demas variables.

El primer caso que se resolvera de manera numérica es el ya mencionado caso de la
particula libre.

Particula libre

En la tabla 8.2 se muestra un conjunto de condiciones iniciales bajo las cuales se resuelve
de manera numérica el caso de la particula libre.

Condicién |  Valor
Inicial Numérico
20(0) 0.00um
a%(0) 0.4pm?
a(0) 0.00
£(0) 0.08um ™1
v(0) 0.00pum =2

Tabla 8.2: Tabla de condiciones iniciales para la particula libre.

El valor 5(0) =0.08um ™! corresponde a una velocidad de v; =5.84cm/s. Estas condiciones
iniciales corresponden a una temperatura de un gas atéomico de 7' =1.09mK . La velocidad
v; es una velocidad tipica de atomos frios, por lo que la descripcién estd dentro del régimen
mazer.
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8.3 Potencial Mesa

Aun cuando no hay potencial en este caso, se utilizan escalas referentes a la frecuencia de
acoplamiento g 1= 10 x 107%. Esta escala se utiliza para homogeneizar con los resultados
presentados posteriormente.

Al resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene para el caso de la particula
libre, resultan las gréficas 8.1 y 8.2.

Los resultados numéricos obtenidos para las funciones zo(t) y o(t) muestran que el caso
de particula libre es claramente aceptable. Este caso no presenta nada nuevo, simplemente
corrobora la validez del modelo al llevarlo al caso simple y ya conocido.

2o(t) [ m] o?(t) [u ]
g 200} -
5 -
4 150}
3 100
'..-' 50 e
1 . ad ....‘.o
'T T S, [gal] -0‘9'.\.'. ““““““““““““ t [gal]
2000 4000 6000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 8.1: Graficas comparativas de los resultados analiticos (linea verde) y numéricos (pun-
tos rojos) obtenidos para el caso de potencial nulo y con una velocidad inicial v; =5.84cm/s
para el 4tomo de 3" Rb

En la solucion de Merzbacher se puede observar la relacion que existe con la fase del
término 22, el cual es de la forma 7, ~ t/(at* — bt? — 1), que coincide con la estructura de la
fase obtenida de manera numérica. Es la primera muestra de que el modelo planteado tiene
una extrapolacion acertada. La funcién de onda sufre ensanchamiento, tal y como es descrito
por la teoria y para lo cual se tiene una solucién analitica. Se resolvieron mas casos para
la particula libre; sin embargo, no se muestran debido a que no se presenta nada nuevo. Es
suficiente un sélo caso.

8.3. Potencial Mesa

El segundo caso que se estudia en este trabajo es la interacciéon con el conocido Potencial
Mesa. Este tipo de interaccion se ha discutido anteriormente [28, 29], aunque no de la manera
abordada aqui. El interés en el estudio de este potencial en CQED radica en la simplicidad
del potencial y en que nos ayuda a comprender en un primer acercamiento, la interaccion
con potenciales con u(z) # 0.

La aportacion de esta tesis estd orientada a la descripcion cualitativa y cuantitativa de
cada uno de los pardametros involucrados en la evolucion de la funcién de onda, de manera que
la visualizacion de las variables temporales sea comprensible de manera simple al introducir
esa dependencia en la funcién de onda.
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8.3 Potencial Mesa

a(t) BO [ m]
S Y NS S S | [g(—)l] 0.08
2000 4000 6000 8000 10000
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Figura 8.2: Graficas de las soluciones numéricas de las funciones correspondientes a la fase
en la ecuacién de onda a(t), B(t) y v(t) para el d&tomo de 8" Rb frente a un potencial nulo,
con una velocidad inicial v; =5.84cm/s, ademads de la energia cinética K (t) normalizada con
Ky del mismo caso libre. K es la energia correspondiente a una temperatura 7' =1.09mK.

Como se ha mencionado con anterioridad, sélo se estudiaran los casos en resonancia. El
estudio de sistemas no resonantes se propone para estudios posteriores.

8.3.1. Potencial mesa con L = 116pym

En el caso resonante, los sistemas de ecuaciones (7.25) se simplifican; ademads, se con-

siderard que la escala natural de tiempo para este sistema es g, = /(n + 1)g(2)71, lo cual
tomaremos como unidad, y el término correspondiente al nimero n de fotones no se obser-
vara posteriormente.

Las condiciones iniciales juegan un papel muy importante en los resultados numéricos
obtenidos, pues modifican la dindmica del sistema. Algunas de ellas son las mismas en todos
los casos.

Para este caso se utiliza una cavidad de longitud L = 116um, de acuerdo con los paramet-
ros reportados por el grupo de Rempe et al. [62], mostrados en la tabla 3.1, la cavidad
esta ubicada en 0.0um < z < 116um.

En la tabla 8.3 se puede observar un conjunto de condiciones iniciales bajo las cuales se
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8.3 Potencial Mesa

resolvieron los sistemas de ecuaciones 7.25. Observese que la condicién v4(0) = 0 determina
que el paquete es inicialmente de minima incertidumbre.

Condicién | Valor
Inicial Numérico
20+(0) -10pm
02(0) 0.4pm?

Oé:t<0) 0.0
B+(0) 0.08um ™!
12(0) | 0.0pm2

Tabla 8.3: Tabla de condiciones iniciales para el caso de con el potencial mesa con § = 0. La
cavidad esta ubicada en 0.0um < z < 116um

El valor dado para la condicién $4(0) =0.08um ™! y las condiciones de la tabla 8.3 cor-
responde a una velocidad inicial de v; =5.84cm/s y una energia cinética Ky =1.09mK, que
claramente estd inmersa en el régimen mazer. La dependencia temporal de los parametros
obtenidos se observa en las graficas comparativas 8.3, donde se muestra el caso con potencial
nulo (verde) y los resultados obtenidos para las funciones de cada subestado.

Zo+(t) [ m] loglo2 (0]

600 ¢ ol
500

400+ 6r
300+ al
200

100} 2

a0 a0 o0 a0 om0 zzood ® /200l o0 eoo0 10000 12008 %

Figura 8.3: Solucién numérica de las funciones zo (t) (izquierda) y log(c2(¢)) (derecha), am-
bas comparadas con el caso de potencial nulo (color verde) con las mismas condiciones ini-
ciales. Las funciones zo (t) y log(c? (¢)) se muestran en color azul, mientras que las funciones
20— (t) y log(c2 (t)) se muestran en color rojo. Ocurre un desdoblamiento en las funciones de-
bido a la interaccion con el potencial mesa de una cavidad localizada en 0.0pum < z < 116um.

En las graficas 8.3 se observan ciertos comportamientos interesantes: la parte correspon-
diente al estado ¢ _ gana velocidad al entrar en la regién de interaccién con la cavidad; al
llegar al limite derecho de la cavidad la abandona con una velocidad mayor. Mientras que la
parte correspondiente al estado 1, se acerca a la regién de interaccion, el potencial repulsivo
le impide transmitirse dentro de la cavidad incluso antes de que el centro de masa llegue
a la cavidad. Otro resultado interesante es que la funcién ¢_ al ganar velocidad, también
sufre un ensanchamiento del paquete gaussiano mas dréastico que antes de llegar a la region
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8.3 Potencial Mesa

de interacciéon y aun mas al abandonar la regién de la cavidad, mientras la funciéon ¢, se
ensancha como en el caso libre hasta llegar a la cavidad. Ahi sufre una contraccién durante
el periodo de interaccion y una vez reflejado vuelve a expandirse.

Las fases ay(t) y S+ (t) se muestran en la figura 8.4; puede observarse que dichas funciones
presentan un desdoblamiento suavey que presentan un comportamiento asintético.

a.(t) Be(®) [pm]
100F 12¢
10}
ol
~100¢ 6
—200¢ at
~300¢ 20
_ b N Vi e 2 S S =i O 1
400 2000/ 4000 BOOG—8000 10000 12000 [90°]

Figura 8.4: Las funciones «a(t) y f(t) (en color verde), correspondientes al caso de potencial
nulo, son comparadas en cada caso con las funciones a4 (t) y S+(t) (en color rojo las funciones
— y en color azul las funciones +), que presentan un desdoblamiento debido a la presencia
del potencial. Las soluciones numéricas se obtuvieron a partir de las condiciones iniciales de
la tabla 8.3, que interactiian con el potencial mesa de una cavidad localizada en 0,0um <
z < 116pum.

En la evolucién temporal de las funciones v4(¢), se observa un desdoblamiento dréstico
cuando el paquete gaussiano llega a la region de interaccion con el potencial. Posteriormente
presenta un comportamiento asintético que podemos entender debido a que estas funciones
forman parte de la descripcién temporal del momento p.

Un término adicional es el de la energia cinética que ha tenido que ser graficado en escala
logaritmica, pues el paquete ¥_ gana mucha mas energia de lo que gana o pierde el paquete
¥, . La ganancia de 1_ es alrededor de 2000K, mientras que la profundidad del potencial es
g, ~ 1 x 10°Ky. Aun cuando 2000K, > g,, éste no es un término despreciable. La interaccién
del paquete 1_ con la cavidad produce una disminucién subita de la energia cinética, pero
posterior a la interaccién el paquete queda escencialmente con la misma energia cinética.

Evoluciéon temporal de la funcién de onda

Graficar la evolucién temporal resulta ttil para comprender la interaccién entre el atomo
con dos posibles estados y el potencial. Debido a esto, se evalia la parte imaginaria de la
funcién de onda con los resultados numéricos obtenidos a partir de la solucion del sistema de
ecuaciones. 3

3El potencial que se muestra en las graficas 8.6 y 8.7 se ha establecido inicamente de manera, grafica con
un valor de 0.1, con el dnico objetivo de mostrar de manera grafica la localizaciéon de dicho potencial. Los
resultados numéricos utilizan el valor de g, como la intensidad del potencial.
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Figura 8.5: Solucién numérica de la funcién 4 (t) y de la energia cinética K, (t)/Ky, donde
Ky es la energia cinética del caso libre que corresponde a una temperatura 7' =1.09mK.
La energia cinética normalizada al caso libre K (t)/Kj es graficada en escala logaritmica y
se muestra la comparacién entre K (t) (azul) y K_(t)(rojo). Las soluciones numéricas son
obtenidas a partir de las condiciones iniciales de la tabla 8.3, interactuando con el potencial
mesa de una cavidad localizada en 0,0um < z < 116um.

Se evaltian las funciones Im[yf (2, t)], Re[¢i(z,t)] y p(2) en diferentes tiempos, algunos de
ellos se observan en las graficas 8.6, donde se observa que al ingresar a la cavidad, el paquete
1_ gana energia cinética. Podemos observar que se expande y el nimero de oscilaciones de
Im[yi(2,t)] aumenta dentro de la cavidad.
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mesa de la cavidad. En color rojo Im[i; (z,t)], mientras que en color azul I'm[iy (z,t)]de un
atomo de 8" Rb con velocidad inicial v; =5.84cm /s, que interactiia con el potencial mesa de la
cavidad situada en 0.0um < z < 116um. En la grafica se muestra el potencial 0.1g, aunque
el valor real es g, lo cual se hace simplemente para poder observar el potencial a lo largo de
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Figura 8.7: Evolucién temporal de la funcién p(z) de un dtomo de 8 Rb con velocidad inicial
v; = 5,84cm/s, que interactia con el potencial mesa de la cavidad situada en 0.0um < z <
116pum. En la grafica se muestra el potencial 0,1g, aunque el valor real es g, lo cual se hace

simplemente para poder observar el potencial a lo largo de toda la cavidad.
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8.3.2. Dependencia de la velocidad para el caso con potencial mesa

Se ha realizado la descripcién de la dindmica de un dtomo de 3 Rb que interactd con el
campo electromagnético de una cavidad con potencial mesa. Ahora nos interesa observar la
dependencia de los pardmetros temporales a(t), 5+(t), v+(t), 0£(t) v 20+(t) en funcién de
la velocidad inicial del 4tomo, por lo tanto de la energia cinética.

Se resolvié el sistema con diferentes condiciones iniciales de 5(0) y se planteron los resul-
tados de las funciones obtenidas en las graficas 8.9 y 8.10. Las velocidades iniciales fueron
v; =5.84cm/s, v; =10.95cm/s, v; =25.55cm/s y v;=43.8cm/s, todas con las mismas condi-
ciones iniciales restantes.

Condicién |  Valor
Inicial Numérico
20+(0) -10pum
a2 (0) 0.4pm?
a4 (0) 0.0
7£(0) 0.0pm >

Tabla 8.4: Condiciones iniciales iguales para todos los casos en que se modifica la velocidad
inicial para los sistemas de la cavidad con potencial mesa ubicada en 0.0um < z < 116um.

En los resultados de la energia cinética observamos que en ambos casos la dependencia de
la velocidad no es monoténica y el comportamiento es asintético. La funciéon Ky presenta dos
altibajos subitos durante el tiempo de interaccion, pero al alcanzar el tiempo de relajacion
alcanza una energia de saturacion.

K, (1)/Ko K_(t)/Ko
1.0+ — 2500+
08! \ / / 2000
0.6] 15001
0.4F \ 1000+
0.2+ 500F
~—1 - ~—1
L L L L L t [go ] —TT— L L L t [go ]
2000 4000 6000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 8.8: Graficas de la energfa cinética normalizada K4(t)/Ky, donde K, corresponde a
la energia cinética del caso donde el potencial es nulo. En el lado izquierdo se muestra la la
energia cinética normalizada para el paquete ¢, mientras que del lado derecho la energia
cinética normalizada del paquete v _. Se muestran varias graficas correspondientes a diferentes
velocidades iniciales, v; =5.84cm/s (color rosa), v; =10.95cm/s (color azul), v;=25.55cm/s
(color verde) y v;=43.8cm/s (color amarillo). La cavidad se encuentra localizada en 0.0pum <
z < 116pm.

70



8.3 Potencial Mesa

Velocidad Temperatura
Inicial
v; =5.84cm/s 1.09mK

v; =10.95cm/s 1.15mK
v; =25.55cm/s 1.42mK
v; =43.8cm/s 2.09mK

Tabla 8.5: Diferentes velocidades iniciales y correspondientes temperaturas para un atomo
de 8 Rb, con el resto de las condiciones iniciales idénticas que se muestran en la tabla 8.4. El
sistema se compone ademas de una cavidad que se localiza en 0.0um < z < 116um.

En las graficas 8.9 se observa que los paquetes 1), penetran mas en la cavidad mientras
son mas veloces inicialmente. Sin embargo, todos son reflejados pues la energia cinética no
es suficiente para transmitirse dentro de la cavidad. Se observa también que estos paquetes
sufren dos contracciones durante el tiempo de interaccién y posteriormente se expanden.
Los paquetes ¢)_ ganan energia durante su cruce por la cavidad y salen con una velocidad
mayor a la inicial. El ensanchamiento de estos paquetes es monotoénico y el ensanchamiento
o_(t) x p(0).

Las fases de la funcion de onda tienen comportamientos similares para potenciales simi-
lares, ademas de ser monotonicas.
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Figura 8.9: Se muestran los resultados numéricos para las funciones zo(t) y o4 (t) con difer-
entes valores para la condicién inicial 54(0), del lado izquierdo las funciones referentes al
estado v, mientras que las funciones del lado derecho corresponden al estado ¢)_. Se mues-
tran varias gréficas que corresponden a diferentes velocidades iniciales, v; =5.84cm/s (color
rosa), v; =10.95cm/s (color azul), v; =25.55cm/s (color verde) y v; =43.8cm/s (color amar-
illo). La cavidad se encuentra localizada en 0.0um < z < 116um.
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Figura 8.10: Se muestran los resultados numéricos para las funciones a=(t), f£(t) y v+ (t) con
diferentes valores para la condicién inicial 54 (0), del lado izquierdo las funciones referentes
al estado ¢, , mientras que las funciones del lado derecho corresponden al estado ¥_. Se
muestran varias graficas que corresponden a diferentes velocidades iniciales, v; =5.84cm/s
(color rosa), v; =10.95cm/s (color azul), v; =25.55cm/s (color verde) y v; =43.8cm/s (color
amarillo). La cavidad se encuentra localizada en 0.0pum < z < 116um.
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8.4.

Potencial Gaussiano

El tercer caso que se estudia es el potencial gaussiano, con funcién u(z) = e~ ((==%/ 2)2/ wg),
del cual obtuvimos resultados numéricos para describir la dindamica del &tomo cruzando una
cavidad. Definimos la longitud de la cavidad en el caso del potencial gaussino como L = 4wy.
El potencial no es nulo en ninguna parte del espacio, pero en esta region es donde ocurre
la mayor parte de la interaccion, por eso es necesario hacer esta aclaracion y multiplicar el
término g, por un factor de equivalencia entre este potencial y el potencial mesa. En las
ecuaciones obtenidas para el potencial gaussiano, multiplicamos g, — (4/y/7)g,, como se
explicé con anterioridad.

Se realizara un estudio para dos posibles valores de L, L = 4um y L = 116um, el primer
caso se utiliza para comparar los resultados con los que se observan en la dindmica descrita
en [45], mientras que el segundo se utiliza de acuerdo a la longitud de la cavidad utilizada
por el grupo de Rempe et.al. con la intencién de vincular la parte tedrica con los reportes
experimentales.

8.4.1. Potencial gaussiano con L = 4um

Comenzamos con la cavidad de L = 4um con forma gaussiana. Observamos el compor-
tamiento de las funciones 24 (t) y 01 (¢) cuando se hace incidir un 4tomo con velocidad inicial
de v; =5.84cm/s.

Condicién | Valor

Inicial Numérico
20+(0) -10pum
a2(0) 0.4pm?
a+(0) 0.0
B+(0) 0.08um ™!
7+(0) ] 0.0um™?

Tabla 8.6: Tabla de condiciones iniciales para
con L = 4pum y con v; =5.84cm/s

el primer caso de con el potencial gaussiano

En la grafica 8.16 observamos que el paquete i_ se transmite y se ensancha, mientras
que el paquete 1, se refleja y la incertidumbre del momento oscila durante el tiempo de
interaccién, para posteriormente expandirse.

Las fases 5+ (t) y 7+ (¢) tienen comportamientos diferentes durante la regién de interaccion,
pero una vez alcanzado el tiempo de relajacién, los comportamientos de ambas funciones son
similares al del caso libre.
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Figura 8.11: Solucién numérica de las funciones zo+(t) y log(o2(¢)). Las funciones corre-
spondientes al estado ¢, (azul) y al estado 1_ (rojo) son comparadas con las funciones
correspondientes al potencial nulo con las mismas caracteristicas. Estas soluciones numéricas
son obtenidas a partir de las condiciones iniciales de la tabla 8.6, que interactuan con el
potencial gaussiano de una cavidad localizada en Opm < z < 4um.
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Figura 8.12: Solucién numérica de las funciones a(t), f+(t) v 7+(t), ademds de la energia
cinética normalizada K, (t)/Ky. Se muestran las funciones correspondientes al estado 14
(color azul). Estas soluciones numéricas son obtenidas a partir de las condiciones iniciales
de la tabla 8.6, que interactuan con el potencial gaussiano de una cavidad localizada en
Opm < z < 4dpm.
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Figura 8.14: Evolucién temporal de la funcién p(z) del 4tomo que interactia con el potencial
gaussiano de la cavidad que estd situada en Oum < z < 4um.
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8.4.2. Potencial gaussiano con L = 116um

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos para la dinamica en el caso con
una cavidad de L = 116um. Se utilizaran las mismas condiciones iniciales que en los casos
anteriores y posteriormente se compararan las funciones involucradas.

Condicion | Valor

Inicial Numérico
20+(0) -10pum
a2(0) 0.4pm?
a4 (0) 0.0
$+(0) 0.08um ™t
7+(0) ] 0.0um™?

Tabla 8.7: Tabla de condiciones iniciales para el segundo caso de con el potencial gaussiano
con L = 116pum y con v; =5.84cm/s

La velocidad inicial correspondiente a la condicién inicial 3(0) =0.08um™" es v; =5.84cm/s,
mientras que v+ (0) = 0 nos garantiza que el paquete es inicialmente de minima incertidum-

bre.

Zou(®) [ ] a2 [P
300}
8000 -
200¢ 6000 -
100} 4000
0L 2000}
\ L t[goY L : . t15;"]
5000 10000 15000 20000 25000 ° 5000 10000 15000 20000 25000 °

Figura 8.15: Solucién numérica de las funciones zo. (t) y 02 (¢). Las funciones correspondientes
al estado ¢, (azul) y al estado 1)_ (rojo) son comparadas con las funciones correspondientes
al potencial nulo (verde) con las mismas condiciones iniciales. Estas soluciones numéricas son
obtenidas con los valores iniciales de la tabla 8.6 para el sistema atémico que interactia con
el potencial gaussiano de una cavidad localizada en Oum < z < 116um.

Se puede observar que el paquete ¥ _ se transmite dentro de la cavidad, ganando velocidad
y sufriendo una expansién mayormente creciente que la del caso libre.

Las fases de la funcién de onda muestran un desdoblamiento en cada uno de los casos,
pero las funciones no sufren cambios subitos. La energia cinética del paquete 1_ presenta
una ganancia durante el periodo de interaccién mucho mayor a la ganancia del paquete ¥,
pero ambas presentan un posterior comportamiento asintético correspondiente a un valor de
saturacion.

78



8.4 Potencial Gaussiano

@.(t) B [u ]
| | | Lt [g*ll
5000 10000 15000 20000 25000 °

_20% 15
—40 \ 1.0
—60} O.SF

I 1 gL

I I I t
-80f 10000 15000 200 00 9]

720 [um?] K+ (/Ko
35f
30
25
20
15
10+
5

0.08

0.06

0.04

0.02

— ~=1
I N T t [go ]
10000 15000 20000 25000

5000 10000 15000 20000 25000 %]

5000
Figura 8.16: Solucién numérica de las funciones a(t), 5+(t) v v+(t), ademds de la energia
cinética normalizada K. (t)/Ky. Las funciones correspondientes al estado v, (azul) y al
estado 1_ (rojo) son comparadas con las funciones correspondientes al potencial nulo (verde)
con las mismas condiciones iniciales. Estas soluciones numéricas son obtenidas con los valores

iniciales de la tabla 8.6 para el sistema atémico que interactiia con el potencial gaussiano de
una cavidad localizada en Oum < z < 116um.
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Figura 8.18: Evolucién temporal de la funcién p(z) del 4tomo que interactia con el potencial

gaussiano de la cavidad que tiene como funcién u(z) = exp((z — L/2)?/w?). La cavidad
estd situada en Opum < z < 116um.
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8.4 Potencial Gaussiano

8.4.3. Variacion de la velocidad para el caso con potencial gaus-
siano

Se ha estudiado la dinamica para dos diferentes longitudes de la cavidad con un poten-
cial gaussiano. Ahora se muestra la manera en que se modifica la dindmica y las funciones
paramétricas variando las velocidades iniciales.

De manera similar al caso del potencial mesa, se modifica la velocidad manteniendo
el resto de las condiciones iniciales intactas para todos los casos. Las condiciones iniciales
constantes se muestran en la tabla 8.8 y todos los casos comienzan con un paquete de minima
incertidumbre.

Condicién | Valor
Inicial Numérico
20+(0) -10pum
a2(0) 0.4pm?
a4 (0) 0.0
74+(0) 0.0um >

Tabla 8.8: Tabla de condiciones iniciales con las cuales se estudia la dependencia de la
velocidad para caso con potencial gaussiano de la cavidad con L = 116um, ubicada en
Opm< z < 116 pm.

En las graficas 8.19 se observa que los paquetes ¢, pierde energia mientras se acerca
al potencial alcanzando un minimo y gana energia cinética posteriormente. Después de ese
periodo de interaccién tiene un comportamiento asintético y una relaciéon K, /Ky o« 1/v;.
Para el paquete 1/_ se observa una ganancia gradual y semejante en cada uno de los casos,
presentando un maximo, y después K _ alcanza un valor de saturacién. En este caso podemos
observar que el comportamiento no es monotoénico.

Velocidad Temperatura
Inicial
v; =5.84cm/s 1.09mK

v; =10.95cm/s 1.15mK
v; =25.55cm /s 1.42mK
v; =43.8cm/s 2.09mK

Tabla 8.9: Diferentes velocidades iniciales y temperaturas correspondientes para un atomo
de 8 Rb, con el resto de las condiciones iniciales idénticas que se muestran en la tabla 8.8. El
sistema se compone ademas de una cavidad que se localiza en 0.0um < z < 116um.

En esta parte donde se describen los parametros temporales dependientes de la velocidad,
se observa que los paquetes ¢, presentan una reflexion al arribar a la region de interaccion,
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8.4 Potencial Gaussiano

K+ (1)/Ko K_(t)/Ko
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Figura 8.19: Graficas de la energfa cinética normalizada K4 (t)/ Ky, donde K, corresponde a la
energia cinética del caso donde el potencial es nulo. En el lado izquierdo se muestra la energia
cinética normalizada para el paquete ¢, en el lado derecho la energia cinética normalizada
del paquete 1_. Se muestran varias graficas correspondientes a diferentes velocidades ini-
ciales, v; =5.84cm/s (color rosa), v; =10.95cm/s (color azul), v; =25.55cm/s (color verde) y
v; =43.8cm/s (color amarillo). La cavidad se encuentra localizada en 0.0um < z < 116um.

penetrando mas el paquete mas energético. Al suceder esto se observa que sufre una contrac-
cién y una posterior expansion.

Cabe mencionar la posible utilidad para controlar la dispersién de paquete 1, ya que
para tiempos largos la dispersion en los paquetes més energéticos no ha crecido tanto como
en los menos energéticos. Para los paquetes ¢ observamos una inminénte transmision y
cruce de la cavidad, el ensanchamiento corresponde a una dependencia proporcional con la
ganancia de energia.

Todas las fases presentan desdoblamientos que obedecen a la interaccion con el potencial.
Los desdoblamientos més drésticos ocurren con los paquetes mas energéticos.
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8.4 Potencial Gaussiano
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Figura 8.20: Se muestran los resultados numéricos para las funciones zoi(t) y o+(t) con
diferentes valores para la condicién inicial 54(0). Del lado izquierdo las funciones referentes
al estado 1 ; del lado derecho corresponden al estado i)_. Se muestran varias graficas que
corresponden a diferentes velocidades iniciales, v; =5.84cm/s (color rosa), v; =10.95cm/s
(color azul), v; =25.55cm/s (color verde) y v; =43.8cm/s (color amarillo). La cavidad se
encuentra localizada en 0.0um < z < 116um.
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8.4 Potencial Gaussiano
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Figura 8.21: Se muestran los resultados numéricos para las funciones a+(t), 5£(t) y v+ () con
diferentes valores para la condicién inicial 54(0), del lado izquierdo las funciones referentes
al estado 1, ; del lado derecho corresponden al estado i)_. Se muestran varias graficas que
corresponden a diferentes velocidades iniciales, v; =5.84cm/s (color rosa), v; =10.95cm/s
(color azul), v; =25.55cm/s (color verde) y v; =43.8cm/s (color amarillo). La cavidad se

encuentra localizada en 0.0um < z < 116um.
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8.5 Comparacién Entre los Distintos Potenciales

8.5. Comparacion Entre los Distintos Potenciales

Los potenciales a comparar son el potencial gaussiano y el potencial mesa, ambos con
L = 116pm. La dinamica se ve modificada debido a la estructura de cada potencial, mientras
que el volumen efectivo se ha mantenido igual en ambos casos multiplicando la intensidad
de acoplamiento en el caso del potencial gaussiano por un factor 4/,/m. De esta manera,
tenemos el mismo volumen del modo en cada caso.

Condicién | Valor
Inicial Numérico
20+(0) -10pum
a2 (0) 0.4pm?
a4 (0) 0.0
B+(0) 0.08um ™1
72(0) | 0.0um™?

Tabla 8.10: Tabla de condiciones iniciales con las cuales se estudia la comparacién de la
dindmica para los potenciales mesa y gaussiano en una cavidad ubicada en L = 116um, en
Opm< z < 116pm.

De acuerdo con las gréaficas 8.22, se observa que la geometria de los potenciales tiene un
efecto considerable en la transmisién o reflexion de los paquetes. El potencial mesa actia
sobre el paquete 1, de manera méas brusca que el potencial gaussiano, mientras que el para
el paquete 1_ el potencial gaussiano produce un aumento de velocidad mayor que el que
genera el potencial mesa.

De acuerdo con la interaccion producida por diferentes potenciales, se observa que la
ganancia de energia depende de la geometria del potencial. Al alcanzar el tiempo de relajacion,
el paquete ¥, duplica la energia inicial al interactuar con el potencial gaussiano y permanece
casi sin cambios cuando interactia con el potencial mesa. La ganancia del paquete ¥_ es
mucho mayor para el potencial mesa que para el potencial gaussiano. La discontinuidad del
potencial mesa genera un efecto de amplificacién de la ganacia.
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Figura 8.22: Diferencia en la dependencia temporal de las funciones zo+(t) y 04 (t), de acuerdo
al potencial presente en la cavidad, gaussiano (azul) y mesa (amarillo), se comparan con el
potencial nulo (verde), todos tienen las mismas condiciones iniciales de la tabla 8.10, en
ambos casos la cavidad que esta situada en Oum < z < 116um.
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Figura 8.23: Diferencia en la dependencia temporal de las funciones o (t) y S+ (t). De acuerdo
con el potencial presente en la cavidad, gaussiano (azul) y mesa (amarillo) se comparan con
el potencial nulo (verde). Todos tienen las mismas condiciones iniciales de la tabla 8.10. En
ambos casos la cavidad que esta situada en Oum < z < 116um.
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Figura 8.24: Diferencia en la dependencia temporal de las funciones v+ (t) y la energia cinética
normalizada K (t)/Ky. De acuerdo con potencial presente en la cavidad, gaussiano (azul) y
mesa (amarillo), ambas normalizadas a la energia cinética que presenta el caso de potencial
nulo, todos tienen las mismas condiciones iniciales de la tabla 8.10, en ambos casos la cavidad
estd situada en Opum < z < 116um.
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Conclusiones

Los objetivos de este trabajo han sido alcanzados de manera satisfactoria ya que se
logré estudiar, en una primera aproximacién, la estructura tedrica de la dindmica de un
atomo a muy bajas velocidades interactuando con la radiacién electromagnética contenida
en una cavidad. Esto se realizé en el contexto de la aproximacion adiabatica.

El planteamiento presentado en esta tesis asume la estabilidad estructural de un paquete
gaussiano, lo que genera una descripcion simple cuya vélidez requiere una comparacién con
resultados mas precisos. Cabe resaltar que la descripcién numérica detallada de la evolucion
de un paquete gaussiano es muy costosa computacionalmente hablando [45], mientras que la
sencillez de nuestro planteamiento requiere un bajo costo numérico.

Las ecuaciones diferenciales obtenidas para los parametros que especifican la evolucion
temporal del paquete gaussiano se obtuvieron a partir de calculos provenientes de los valores
esperados de algunos operadores. Este camino resulto ser ttil y eficaz para obtener la depen-
dencia temporal que nos interesaba, pues eliminaba la dependencia espacial que se recupera
una vez determinada la primera.

A continuacién presentaremos una breve comparacién entre nuestra aproximacion y la
descripcion exacta. En la figura 8.25 se muestran los resultados exactos para el caso de
desentonamiento cero y una cavidad como la descrita en la seccon 8.4.1. Podemos destacar
que el comportamiento promedio de la parte transmitida ¢_ es similar en ambos casos, y
de manera general nuestro modelo obedece la dinamica establecida por el caso exacto. Los
tiempos de interaccién con la cavidad son similares, considerando las diferencias entre cada
uno de los casos especificos, como la posicion inicial, la velocidad inicial y la dispersion en la
posicién. Por otro lado, en la parte reflejada correspondiente a 1, no se observa ese grado
de similitud. El caso exacto presenta un rompimiento drastico de la estructura gaussiana que
en nuestro modelo es imposible reproducir ya que por la hipdtesis inicial, nuestro paquete
gaussiano permanece gaussiano. Sin embargo, los valores promedio de ambas descripciones
son semejantes.

Los resultados obtenidos muestran el cardcter cuantico de la interaccién. Al aumentar la
energia cinética, los efectos cuanticos resultado del Hamiltoniano de JC sobre el sistema son
menos observables, el desdoblamiento de las funciones + es menos evidente y los estados ¥
y ¢_ alcanzan de nuevo las obtenidas de manera semi-clasica o para la particula libre.

En los casos presentados, el paquete ¢_ gana energia al cruzar la regién de interaccion, de
modo que al abandonar la cavidad la energia cinética alcanza un valor asintético temporal-
mente. Podemos ver que la discontinuidad del potencial mesa produce un efecto amplificador
en la ganancia de energia cinética sobre el paquete transmitido ¢)_, en comparacién con el
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8.5 Comparacién Entre los Distintos Potenciales

caso gaussiano. Hasta el momento no es posible entender con claridad este incremento de en-
ergia cinética, que es, sin embargo, funcién no monoténica del tiempo de permanencia dentro
de la cavidad. Seria también importante estudiar esta ganancia en términos de la profundidad
del pozo. En nuestro caso las ganancias del orden de 103K, reportados en la seccién ?? son
un orden de magnitud menores a la profundidad del pozo de potencial. También observamos
que la anchura de los paquetes transmitidos y reflejados pudiera ser manipulada controlando
la velocidad inicial de los paquetes, ademas de la geometria del potencial.

Dentro de las limitantes del modelo planteado en este trabajo, se establece la imposibilidad
de la transmisién parcial de ¢, y la reflexién parcial de 1_, como existe en [45], que tiene
detras un desarrollo numérico sofisticado. La posibilidad de obtener ciertos coeficientes de
transmisién T, y de reflexién R, para cada estado se puede subsanar sin modificar el perfil
gaussiano, simplemente proponiendo que el paquete tenga la posibilidad de desplazarse en 2
paquetes para cada estado +. De manera explicita, se sugiere que la propuesta de solucion a
la ecuacién de Schrodinger sea de la siguiente manera

2—Zoy (1)
6_( Zo4 (¢

z—z 2 2
Uy (2,1) = 1 o CTEe) ioa 04802472 022) 1 i) (e O Wz tns(0)22)

4/ 2703 (t) 44/27%3 ()

La posibilidad de separarse en dos paquetes gaussianos por estado permite la existencia
de los coeficientes Ry y T4. La funcién de onda propuesta debera cumplir las siguientes
condiciones iniciales

Z4 (O) = Zi (O)

03(0) = 24(0)

Este planteamiento elimina la limitante presentada y permite la existencia de los coefi-
cientes Ty y R4. También surge la posibilidad de ampliar la funciéon de prueba para incluir
efectos no adiabéticos.

En lo personal, una de las principales virtudes de este trabajo es que el uso de parametros
experimentales utilizados por el grupo de Rempe nos permite vincular la parte tedrica y
la parte experimental de la CQED. Otro de los puntos resaltables de este estudio es la
versatilidad de aplicarlo a cavidades con cualquier potencial, ademas de observar que este
modelo funciona mejor para cavidades largas, donde 7'y y R_ toman menos importancia.
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(a) t =0 (b) t = 518 (c) t = 2738
(d)t=0 (e) t = 518 (f) t = 2738
(g)t=0 (h) t = 160 (i) t = 580
G)t=0 (k) t = 160 (1) t = 580
(m)t=0 (n) t =130 (1) t = 630
(0)t=0 (p) t =130 (q) t = 630

Figura 8.25: Evolucién de Im [¢;0(z,t)] (negro) e I'm [¢_¢(z,t)] para casos en el mazer.
Los primeros dos renglones corresponden a una velocidad inicial vy =3.9cm/s; los renglones
tercero y cuarto corresponden a una velocidad inicial vy = 27cm/s, mientras que los ultimos
dos renglones a una dindmica con vy = 43cm/s, el potencial en u(z) (azul). [45] 93
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Trabajos posteriores

Como extension de este trabajo realizado se propone:

Utilizar la doble gaussiana como solucién a la funcién de onda, lo cual permitiria la
posibilidad de la transmision parcial de ¢, y la reflexién parcial de 1_.

Realizar el calculo de los coeficientes T y R..

Explorar la dependencia de la evolucién temporal en funcién del desentonamiento,
trabajando mas alla de la aproximacion adiabatica.

Analizar correlaciones cudnticas como entrelazamiento.
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Apéndice A

Funciones Especiales

A.1. Funcion Unitaria de Heaviside

La funcién unitaria de Heaviside en algunos casos es denotada como H(z), 6(z) o u(z),
pero debido a la notacién que se ha utilizado a lo largo de este trabajo, se denotara como
H(z). La funcién de Heaviside debe su nombre al matematico inglés Oliver Heaviside y existe
una discusién acerca de la definicion especifica en el punto de discontinuidad.

La funcién de Heaviside genera una discusion en H(0). Utilizaremos la definicién acordada
en varios textos con H(0) = 1/2

1 siz>0
Hiz)=< 1 siz=0 (A.1)
0 siz<O
Hix) Hix)
0 1
0.8l 0.8
0.6 ). 6
®
0. 4| 0.4
0.2 0,2
1 -0.5 = 0.5 e -1 -0.5 0.5 1"

Figura A.1: Funcién de Heaviside
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A.1 Funcién Unitaria de Heaviside

La funcion de Heaviside puede ser aproximada por diferentes caminos; uno muy conve-
niente es el siguiente:

H(—z) = 1 lim arctan <E> (A.2)

T e—0t xT

con las graficas que se muestran en la figura A.2

Figura A.2: Aproximacién a la funcién de H(—z) por medio de lim,_,o+ arctan (<)

La funcién de Heaviside cumple con el siguiente conjunto de propiedades:
H(—z) = 1 —H(z),
d =0
H(x — a) = 3z — ), (A3)

H(z) — / Sy,

el cual fue de gran utilidad en el trabajo que se ha realizado.
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A.2 Funcion Error

A.2. Funcion Error

La funcién error es una funcion especial que ha demostrado tener una gran importancia
en el drea de la Estadistica y la Probabilidad [53], aunque sus alcances recientes se involu-
cran con importantes desarrollos tanto en matematicas como en fisica. Es asi como a la
funcién error erf(x) actualmente se le puede encontrar relacionada tanto con funciones de
Kummer, asi como con transformadas de Hankel, las cuales son una importante herramienta
computacional en el campo de la éptica, actstica y geofisica [55].

20

10F

05F

00

[ — erf(X)
~05F
L - erfe(x)

Figura A.3: Funcién error erf(x)

La funcién error se define como

erf(z) = % /0 et (A.4)

De acuerdo con el hecho de que la integral en todo el espacio de una funcién gaussiana
normalizada es 1, la funcién error complementaria se define como

erfe(z) = 1 — erf(z). (A.5)

Algunas de las propiedades de simetria que cumple erf(x) para un nimero complejo x son

erf(—z) = —erf(x),

erf(z) = erf(x), (A.6)

erfi(z) = —ierf(ix).
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A.2 Funcion Error

Ademés la funcién erf(z) puede en casos convenientes ser aproximada de la siguiente forma

4 2
erf(x 2l \/1 - eXp -2 —— /7 +az ), (A.7)

1+ ax?

con a = % ~ (,140012. A este conjunto de funciones le aunamos otra funcién muy

relacionada que definimos como la funcién Faddeeva

F(z) = e erfe(—iz). (A.8)

La funcién error aparece en repetidas ocasiones a lo largo de este trabajo, por lo que es
conveniente conocerla. En la resoluciéon numérica de las ecuaciones diferenciales que se pre-
senten posteriormente se utiliza un compilador de programacién de lenguaje C' que contiene
a erf(z) por lo que no serd necesario aproximar de forma alterna dicha funcién.
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Apéndice B
Teorema de Ehrenfest

El Teorema de Ehrenfest fue desarrollado por P. Ehrenfest en 1927 utilizando el for-
malismo de la mecanica cuantica ondulatoria. Debido a que se escribe en términos de los
valores esperados, no importa si utilizamos la formulacién de Schrodinger o la formulacion
de Heisenberg, pues los valores esperados son equivalentes en ambas formulaciones.

El teorema de Ehrenfest establece que el valor esperado de un operador explicitamente
dependiente del tiempo debe ser también dependiente del tiempo, por lo tanto, para un

operador A(t)
1A _ <aa_‘f A(t)] ¢> + <ag—§t)> + <¢ A(®) %—% - (B-1)

En esta parte utilizamos el hecho de que nuestros operadores para los diferentes H; son
Hermitianos y obtenemos que

HAW) _ <aA<t>
dt ot

)+ 55 V1AW + 5 1A 1), (B.2)

de donde se obtiene

d(A(t)) _ <5A(t)
dt ot

)+ 3 GIHADL) — 3 6 1AOH] ), (B.3)

Por lo tanto, de la definicién de conmutador resulta

d(A(t))
dt

i DA(L)
— 5 QA + (250, (B.4)

ecuacion que sera de gran importancia para los calculos efectuados en la tesis.
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Teorema del Virial Cuantico

El Teorema del Virial Cuantico establece que para cualquier sistema cuantico con un
Hamiltoniano de la siguiente forma [54]

2

H= 2p—m +W(2) (B.5)

Ly = (2 (20 5o

El teorema del virial cudntico es un caso particular del teorema de Ehrenfest, por lo cual
calculamos la dependencia temporal a partir de éste

se cumple que

d

§<zp> = —ih([zp, H]), (B.7)

sustituyendo el Hamiltoniano
d 2
) =—in( o 24w ). (B3
separando los términos

2

S =—in( | |}~ e a1, (B9)

y por medio del algebra de conmutadores obtenemos

%(zw = <%2> — <26Vg’£z)> : (B.10)
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