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UNA DESCRIPCION DE LAS EXTENSIONES ABELIANAS DE UN CAMPO
CUADRATICO IMAGINARIO

ADRIAN ZENTENO GUTIERREZ

RESUMEN. Esta trabajo tiene como objetivo describir de manera detallada la teoria de
multiplicacién compleja para curvas elipticas asi como brindar un panorama global de
las distintas generalizaciones de ésta teoria. Dicha teorfa nos proporciona una descrip-
cién completa de las extensiones abelianas de los campos cuadraticos imaginarios de
la misma manera que las extensiones ciclotémicas describen las extensiones abelianas

de Q.
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1. INTRODUCCION

El teorema de Kronecker-Weber, anunciado por Leopold Kronecker (1853) y demos-
trado por Heinrich Martin Weber (1886), describe las extensiones abelianas de Q. De
manera mas precisa, dice que toda extension abeliana de Q estd contenida en una ex-
tension generada por raices de la unidad (extensiones ciclotémicas). Desde el punto
de vista del andlisis complejo, podemos construir las raices de la unidad como valores
especiales de la funcién exponencial.

El "Jugendtraum" de Kronecker ("suefio de juventud" de Kronecker), conocido tam-
bién como el problema doce de Hilbert, sugiere que las extensiones abelianas de un
campo numérico arbitrario deben estar contenidas en ciertas extensiones generadas
por valores especiales de funciones analiticas.

Date: 25 de Abril de 2011.



2 ADRIAN ZENTENO GUTIERREZ

El primer caso después de Q, es respondido por la teoria de multiplicacién com-
pleja la cual proporciona una descripcién completa de las extensiones abelianas de un
campo cuadratico imaginario.

Estudiando funciones elipticas, Abel noto, que ciertas integrales elipticas tenian pro-
piedades algebraicas inusuales. Estas integrales se convertian en multiplos complejos
de ellas mismas bajo ciertos cambios de variable. Este fenémeno fue conocido como
"multiplicacién compleja". Kronecker observo que los valores de estas integrales gene-
raban extensiones abelianas de campos cuadraticos imaginarios. Motivado por el caso
de extensiones ciclotémicas para @, conjeturo que todas las extensiones de un campo
cuadrético imaginario podian ser obtenidas de este modo. Asi fue como dio inicio la
teoria de multiplicacién compleja.

Kronecker y Weber demostraron sus resultados estudiando la expansion de Fourier
de ciertas funciones modulares. Siguiendo esta linea, Hasse logra dar demostraciones
completas de los principales resultados de la teoria de multiplicacién compleja. Para
un estudio detallado de la teoria de multiplicacién compleja desde el punto de vista de
funciones modulares véase [3] y [18].

Tiempo después la teoria de multiplicacién compleja llego a ser vista desde una
nueva perspectiva motivada por la geometria algebraica. La teoria de superficies de
Riemann desarrollada en el siglo XIX, proporciona una correspondencia natural entre
latices del plano complejo y curvas algebraicas de genero 1, conocidas como curvas
elipticas. Luego, es posible investigar la teoria de multiplicacién compleja estudiando
las propiedades de las curvas elipticas en lugar de estudiar latices. Uno de los beneficios
de este punto de vista es que las curvas elipticas pueden ser definidas sobre cualquier
campo.

Deuring fue quien inicio esta nueva linea de investigacién. Usando el proceso de
reduccién reconstruyo y extendi6 los resultados de Kronecker, Weber y Hasse y presento
pruebas mds simples y elegantes. Tomando ventaja de la elegancia y simplicidad de la
formulacién algebraica presentaremos una demostracién completa de los resultados
principales de multiplicacién compleja siguiendo la linea de [16] y [22].

Agradecimientos: Agradezco al profesor Timothy Gendron por todas sus observa-
ciones, consejos y paciencia en la direccién de este trabajo. Asi mismo, agradezco a la
Facultad de ciencias de la UNAM por la licencia con goce de sueldo durante el periodo
2011-2.

2. TEORIA DE CAMPOS DE CLASE

En esta secciéon daremos un breve resumen de los conceptos de teoria de campos de
clase que serdn utilizados en el resto de este trabajo. Un estudio detallado sobre ésta
teoria puede encontrarse en [5], [13] y [27].

Sea L/K una extension finita y separable de campos numéricos y Oy, Ok sus anillos
de enteros. Dado un ideal primo p # 0 de Ok, este se descompone en Or de manera
Unica como

4y p=pOL =P P,

con e; enteros positivos los cuales son llamados indices de ramificacién. Diremos que
los ideales *B3; dividen ap y lo denotaremos como 3;|p.
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Un ideal primo B; en la descomposicién 1 es no ramificado si e; = 1y k(B;)/k(p) !
es separable, en otro caso se dice que *J3; se ramifica. Luego, se dice que p es no ramifi-
cado si*J3; es no ramificado para toda 3; que divide a p. Si L/K es separable se puede
demostrar que s6lo hay un nimero finito de ideales primos en Og que se ramifican en
Oy ([13] p. 49).

Por otro lado, al grado de la extensién de campos f; = [k(B;) : k(p)] lo llamaremos
grado de inercia de 3; sobre p. Si [L: K] = n se tiene la siguiente identidad fundamental

r
2) Y eifi=n.

i=1
Se dice que un ideal primo p € Og no se escinde sobre L si r = 1 en la descomposicién 1
de lo contrario diremos que p € Ok se escinde en L. En particular, si r = n diremos que p
se escinde completamente en L.

Sea L/K una extensién de Galois de un campo numérico y Gal(L/K) su grupo de Ga-
lois. Si*P|p entonces o*P|p para todo o € Gal(L/K). Alos ideales o° los llamaremos ide-
ales primos conjugados a 3. Es posible demostrar que Gal(L/K) actdia transitivamente
en el conjunto de ideales primos de Oy, que dividen a p ([13] p. 54).

Si*B es un ideal primo de Oy el subgrupo

Gy ={o € Gal(L/K) : 0P =P},

es llamado el subgrupo de descomposicion de 3 sobre K. En el caso Galois los indices
de ramificacion ej,---, e, en la descomposicién 1 son independientes de i. Es decir,

e1 =...=e; = e. Luego, laidentidad 2 se convierteen n=efr.
El ntcleo Iy < Gz del homomorfismo
Gy — Gal(k(B)/ k),

es llamado el grupo de inercia de °§ sobre K. Al campo fijo Ty de Iy lo llamaremos el
campo de descomposicién de 3 sobre K. Luego, tenemos la siguiente sucesion exacta

1 — Ip — Gy — Gal(k(P)/k(p) — 1,
de donde se sigue que |Iz| = [L: Tys] = e, pues |G, | = ef ([13] p. 57).
Supongamos que p es no ramificado, entonces Iz = {1}y Gz = Gal(k(B)/ k(p)). Ademds,
existe uno y sélo un automorfismo oy € Gal(L/K) tal que
opx=x7mod R,

para toda x € Oy, donde g = Ng(p) = [k(P) : k(p)]. Este es llamado el automorfismo de
Frobeniusy se tiene que Gy es un grupo ciclico generado por ogy.

Si‘P1 y P2 son dos primos que dividen a p, o5, y o3, son conjugados. Luego, si L/ K
es una extension abeliana podemos definir oz, = o3, = 0 como

opx=x9mod P,

para todo B3 que divide a p.

Sea ¢ un ideal de Ok divisible por todos los ideales primos que se ramifican en Ly sea
I(c) el grupo de ideales fraccionarios de K primos relativos con ¢. Definimos el mapeo
de Artin

(wL/K):1(c) — G(L/K),
como el homomorfismo de grupos definido localmente en los ideales primos por (p, L/ K) =
op. Luego tenemos una version débil de la ley de reciprocidad de Artin.

Yk(P1) = 0L/ y kp) = Ok /Ip
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Teorema 1 (Ley de reciprocidad de Artin). (I5] Cap. X) Sea L/ K una extension abeliana
finita de campos numeéricos. Entonces existe un ideal ¢ c Ok, divisible precisamente por
los ideales primos de K que se ramifican en L, tal que

(o, L/IK)=1

para todo
aeP()={(a):ae K" ya=1(mod c)}.

Si la ley de reciprocidad de Artin se cumple para ¢; y ¢2 se cumple para ¢; +¢2. En
consecuencia existe un ideal maximal c¢;,/x para el cual se cumple ésta ley. A ¢k lo
llamaremos el conductor de L/ K.

Definicién 1. Sea ¢ un ideal de Ok. El campo de clase de rayos de K (médulo ¢) es una
extension abeliana finita K./ K con la propiedad de que para toda extensién abeliana
finita L/ K, cp/x|c implica que L c K. Ademds, definimos el grupo de clase de rayos Cl(c)
como el cociente

Cl(c) = I(c)/P(c).

Intuitivamente podemos pensar al campo de clase de rayos como el campo "mds
grande" para un conductor dado.

Teorema 2 (Teoria de Campos de Clase). ([13] Cap. VI, § 7) Sea L/K una extension
abeliana finita de un campo numeérico y sea ¢ un ideal entero de K.

i) El mapeo de Artin
(LIK): I(cx) — Gal(L/K),

es un homomorfismo suprayectivo.

ii) El nucleo del mapeo de Artin es (NI%I L)P(cr/x) donde Iy, es el grupo de ideales
fraccionarios de L distintos de cero.

iii) Existe un unico campo de clase de rayos K. de K (médulo ¢) y el conductor de
K /K divide ac.

iv) El campo de clase de rayos es caracterizado por la propiedad de ser una extension
abeliana de K donde los ideales primos de K que se escinden completamente en
K. son exactamente los ideales primos de P(c).

Definicién 2. Definimos el campo de clase de Hilbert H de K, como el campo de clase
de rayos de K médulo ¢ = (1).

El campo de clase de Hilbert de K es la extensién abeliana maximal en la cual todos
los ideales primos de O son no ramificados.

Notemos que I((1)) coincide con el conjunto de todos los ideales fraccionarios no
cero de Ky P((1)) coincide con el conjunto de ideales principales de K. Luego, el mapeo
de Artin induce el siguiente isomorfismo

(-, HIK) : €% (0x) = Gal(H/K).

Donde €% (0k) = Cl(Ok) es el campo de clase de ideales de Og. Finalmente nece-
sitaremos el siguiente teorema, el cual es una versién generalizada del teorema de Dirich-
let para primos en progresiones aritméticas el cual afirma que dados a, b € Z tales que
(a, b) = 1 existe una infinidad de primos congruentes con a médulo b.

Teorema 3 (Dirichlet). ((12] p. 345) Sea K un campo numérico y ¢ un ideal entero de K.
Entonces cada clase de ideales en I(c)/ P(c) contiene un niimero infinito de primos con
grado de inercia igual a 1.
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3. CURVAS ELIPTICAS

En esta seccién haremos un repaso breve y sin demostraciones de la teoria basica de
curvas elipticas sobre un campo K. Para un estudio mas detallado sobre curvas elipticas
véase (2], [3], [14] y [21].

Definicién 3. Una curva eliptica es una pareja (E, O), donde E es una curva proyec-
tiva de genero 1y O es un punto de E.> Diremos que la curva E es definida sobre K, y
escribiremos E/K, si E es definida sobre K como curvay el punto O € E(K).

Usando el teorema de Riemann-Roch se puede demostrar que toda curva eliptica
E/K, es isomorfa a una curva dada por la ecuacion de Weierstrass (en su forma afin)

3) E:y2+alxy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6,

donde a; € K. Reciprocamente, toda curva suave dada por una ecuaciéon de Weierstrass
es una curva eliptica con O = [0,1,0]. Si la caracteristica de K es distinta de 2 y 3 la
ecuacion de Weierstrass puede ser simplificada a la forma

E:y2 = x>+ Ax+B.
Bajo el supuesto de suavidad de E tenemos que el discriminante
A=-16(4A°+27B%) #0.
Luego, podemos definir el j-invariante asociado a E como

. 64 A3 64 A3
j(E)=-1728 =1728 )
A 4A3 +27B?

Teorema 4. (121] p. 50) Sea E y E' curvas elipticas definidas sobre un campo algebraica-
mente cerrado K. Entonces E es K-isomorfa a E' siy sélo si j(E) = j(E'). Ademds, dado
jo € K, existe una curva eliptica definida sobre K (jo) con j-invariante igual a j.

Una de las propiedades més importantes de una curva eliptica es su estructura de
grupo abeliano con O como elemento identidad. Esta estructura puede ser inducida
de dos maneras. Una es dando una biyeccién entre E y la parte del grupo de divisores
de grado cero de E (Pic’(E)). La otra es geometricamente utilizando su ecuacién de
Weierstrass y la ley de cuerda tangente.

Si el discriminate de E es cero la curva eliptica tiene exactamente un punto singular.
Para este tipo de curvas tenemos dos posibilidades. Si el punto singular tiene dos dis-
tintas direcciones tangentes diremos que E tiene un nodo y si sélo tiene una direccién
tangente diremos que E tiene una ciispide. El conjunto E,; de puntos no singulares de
E, tiene estructura de grupo y es isomorfo a K* si E tiene un nodo y a K™ si tiene una
cuspide.

Un morfismo no constante ¢ : E; — E» entre curvas elipticas que satisface que ¢(0O) =
O es llamado isogenea. Se puede probar que las isogeneas son los tinicos morfismos
entre curvas elipticas que preservan la estructura de grupo.

El conjunto de isogeneas de E; en E; forman un grupo bajo la adicién el cual deno-
taremos por Hom(E7, E»). Més aun el conjunto End(E) =Hom(E, E) tiene estructura de
anillo donde el producto es inducido por la composicién de isogeneas.

Para cada curva eliptica E y m € Z tenemos la isogenea multiplicaciéon por m

[m]:E—E,

25 partir de ahora escribiremos E en lugar de (E, O).
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definida como P — P +...+ P (m-veces). Luego, estas isogeneas inducen una inyecciéon
[]:Z — End(E).

Cuando este mapeo no es un isomorfismo diremos que E tiene multiplicacién compleja
por End(E). De manera més precisa tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5. Dada E/K una curva eliptica se tiene que End(E) es isomorfo a
iz
ii) un orden en un campo cuadrdtico imaginario o
iii) un orden maximal en un dlgebra cuaterniénica.

De hecho, ésta ultima sélo ocurre si char(K) > 0.

El nicleo de [m] consiste de los puntos cuyo orden divide a m. Este subgrupo lo

denotaremos por
E[m]l=ker[m]={PeE:[m]P=0}.
El subgrupo de torsién de E es el conjunto
Etors={P€E:[m|P=0Oparaalginm=1}= | E[m].
m=1

De manera mds general, si E es una curva eliptica con multiplicacién compleja por
End(E) = Ok (K un campo cuadrético imaginario), podemos definir el endomorfimo
[a]: E— E, a € Ok, donde [«] es el endomorfismo asociado a « € Ok via el isomorfismo
del teorema 5. Luego, para todo ideal entero a de Og definimos el grupo de puntos de
a-torsién de E como el conjunto

Ela]={P€E:[a]P=0paratodo a € a}.

Notemos que si a = (m), m € Z, es un ideal principal se tiene que E [a] = E [m]. En par-
ticular, cuando E tiene multiplicacién compleja se puede probar que E[a] es un Ok/a-
modulo libre de rango 1 ([22] p. 102).

Consideremos el caso particular de las curvas elipticas E definidas sobre un campo
local K,,. Con ecuacién de Weierstrass como en (3). Remplazando (x, y) por (u2x,u3 ),
u € K, podemos encontrar una ecuacion de Weierstrass con todos sus coeficientes en
O,. Entonces, el discriminante A satisface v(A) = 0 para v la valuacion discreta de K,
luego podemos elegir una ecuacién de Weierstrass tal que el valor de v(A) sea minimo.
A dicha ecuacioén la llamaremos ecuacién minima de Weierstrass de E.

Consideremos el mapeo natural de O, — k, dado por ¢t — 7, donde k, = O, /70, es
el campo de residuos. Aplicando este mapeo a una curva eliptica E definida en K, con
ecuacién minimal de Weierstrass obtenemos una curva E/k,, posiblemente singular,
llamada la reduccién de E médulo .

Sea E/K, una curva eliptica y m un entero positivo primo relativo con char(k,).
Definimos el mapeo de reduccion

4) E(Ky) [m] — E(ky),
donde E(K,) [m] es el conjunto de puntos de orden m en E(K,).

Teorema 6. Sea E/K, una curva eliptica. Si la curva reducida E/k, es no singular, el
mapeo de reduccién (4) es inyectivo.

Si K = C, existe una relacion entre el conjunto de curvas elipticas E/C y el conjunto
de latices A c C.

Teorema 7 (Uniformizacién). ([21] pp. 161-162)
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i) Sea E/C una curva eliptica. Entonces existe una latiz A c C, tinica salvo homote-
cias, y un isomorfismo analitico

¢:C/A— E(O),
de grupos de Lie complejos dado por z — [5”(z, M), (z,\), 1], donde
1 1 1
pem=be ¥ (1)
z weAzf{O} (z-w)?

es la funcién & de Weierstrass y %' es su derivada.
ii) Sea A una latiz de C. Entonces el mapeo

¢:E(C)— C/A,
es un isomorfismo de grupos de Lie complejos dado por P — fg dy/x(mod A).
Luego, dada una latiz A < C podemos definir la curva eliptica Ep = C/A.

Lema 1. Sean E\ una curva eliptica con multiplicacién compleja por End(Ep) = Ox (K
un campo cuadrdtico imaginario) y (w,,w») generadores de A. Entonces existe una latiz
N homotetica a A tal que A' c K.
Demostracién. Definimos A' =Z® 17, T = w1/w>, 1a cual es homotetica a A. Sea

R={aeC:aN c A} ZEnd(E,).
Paratoda a € Rexiste a,b,c,d € Z,talesque a =a+1byta =c+71d. Eligiendoa € R—Z
tenemos que b # 0y 7 satisface la siguiente ecuacion cuadratica

b’ +(a-d)tr-c=0,

de donde se sigue que 7 es algebraico. Luego A’ c K. (]

4. CLASES DE ISOMORFISMOS DE CURVAS ELIPTICAS

Sea K un campo cuadritico imaginario y sea a un ideal fraccionario. Fijando un
encaje 7 : K — C tenemos que la imagen de a es una latiz en C pues a es un Z-médulo
de rango 2 que no estd contenido en R. Entonces podemos definir la curva eliptica E,
cuyo anillo de endomorfismos es

End(Ey) 2 {aeC:.:aacal={a€eK:aaca} = Og.

Luego, cada ideal fraccionario de K, distinto de cero, induce una curva eliptica con mul-
tiplicacién compleja sobre Ok. Por otro lado, sea

{ curvas elipticas E/C con End(E) = R}
ELZL(R) =

isomorfismos sobre C
3 {latices A con End(E,) = R}

homotecias
Notemos que latices homoteticas inducen curvas elipticas isomorfas. Por ejemplo, a y
ca, ¢ € C, son la misma curva eliptica en £ £ % (R). En particular, el mapeo

€L (0x) — ELZL(0k)

a— Ej,
estd bien definido. En general, si A es cualquier latizcon Ey € § £ % (Ok) y a es cualquier
ideal fraccionario de K podemos definir

aA={a M +...+a, A, :a;€a, 1; € A}.
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Teorema 8. Sea A una latiz con Ep € 6 £ £ (0k) y sean a y b ideales fraccionarios, dis-
tintos de cero, de K.

i) aA esunalatizenC.
ll) End(EaA) = OK.
iti) Eqp = Epp siysélosia=ben€.L(0k).
iv) La accion
a* Ep=E;-1,,
de € £ (0k) en 8L £ (0k) es simplemente transitiva. En particular
€ ZL(0x)|=16LZL(0xK)I.

Demostracion. (i)Como End(E,) = Ok se tiene que Oxg A = A. Por teoria de ntimeros
elemental podemos elegir d € Z tal que da < Ok ([13] p. 21). Entonces aA < %A lo que
implica que aA es un subgrupo discreto de C. Similarmente, escogiendo un entero d # 0
tal que dOk < a ([13] p. 12) tenemos que d A < aA lo que implica que aA tiene rango = 2
en C. Por lo que aA es una latiz.

(ii) Para todo «a € C y todo ideal fraccionario a # 0 tenemos que aaA < aA siy sélo si
a'aaA ca laAsiysélosiaA c A. Luego,

End(Eqp) ={aeC:aaAcaA}={aeC:aA c A} =End(E,) = Og.
(iii) Notemos que Eqp = Epp siy sOlo si existe ¢ € C tal que aA = cbA siy sélo si
A =ca lbA.
De manera similar Eqp = Ej 5 siy sélo si
A=c'ab A

Por lo tanto, si Eqp = Epa, ca by ¢ 'ab™! envian a A en si misma, lo que implica que
ambos estdn contenidos en Ok luego son iguales a Ok pues Og = (ca~'b)(c"'ab™!) c
(ca™'b)n (c"tab™!). Entonces a = cb. Luego, ce Ky a=b.

(iv) Observemos que

dx(bxEp)=a*Ey-1) = Eq15-15) = E(qp-1p = @b) x Ey,
estd bien definido por (iii). Lo cual muestra que a * Ep = E -1, efectivamente define
una accién del grupo de clase de ideales de Ox en & £ £ (Ok).

Sean Ej,, Ep, € 8£ £ (0k). Para mostrar la transitividad tenemos que encontrar un
ideal fraccionario a tal que a * E5, = Ep,. Escojamos A1 uno de los generadores de A
y consideremos la latiz a; = %IAI la cual estd en K por el lema 1y es finitamente gen-
erada como Og-mddulo. Por lo tanto, a; es un ideal fraccionario de K. Andlogamente,
eligiendo un generador 1, de A,, obtenemos el ideal fraccionario ay = ,1—12/\2 c K. Luego

&
M

Si consideramos el ideal fraccionario a = a; lq;, tenemos que

U.zCl_IAl = /12&2 = As.
1

as Epp = Eq-1p, :E%Az = Ep,.
2

Por ultimo la accién es simplemente transitiva por (ii).
O

Corolario 1. Sea K un campo cuadrdtico imaginario

i) Existe sélo un niimero finito de clases de isomorfismo de curvas elipticas E/C con
multiplicacién compleja por Ok
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ii) Sea E/C una curva eliptica con multiplicacion compleja por Ok. Entonces j(E) €
Q.

iii) i

{curvas elipticas E/Q con End(E) = Ok}

ELL(Ox) = - =
isomorfismos sobre Q

Demostracion. La parte (i) se sigue directamente de la finitud del grupo de clase de
ideales € £ (Ox) ([13] p. 36).

(ii) Sean E/C una curva eliptica, o €Aut(C), E? la curva eliptica obtenida al hacer
actuar o en los coeficientes de la ecuacién de Weierstrass de E'y j(E) una combinacién
racional de esos coeficientes. Luego, es claro que j(E?) = j(E)°.

Por la misma razén dado un endomorfismo ¢ : E — E este induce un endomor-
fismo ¢? : E° — E° donde ¢’ significa aplicar ¢ a todos los coeficiente de las funciones
racionales que determinan a ¢. Luego se sigue que el siguiente diagrama

¢

E % E
l !
Lo

conmuta y por lo tanto End(E?) =End(E).

Como End(E?) = O el teorema 8 implica que E? es una de s6lo un nimero finito de
clases de curvas elipticas C-isomorfas. Como las clases de curvas elipticas son determi-
nadas por sus j-invariantes, se sigue que j(E)? s6lo toma un ntimero finito de valores
al hacer correr o sobre todos los automorfismos de C luego se tiene que [Q(j(E)) : Q] es
finita por teoria de campos ([29] p. 486) y por lo tanto j(E) es un nimero algebraico.

(iii) Para todo subcampo F de C denotemos por &£ % r(Ok) al conjunto

{ curvas elipticas E/F con End(E) = R}
isomorfismos sobre F '

Si fijamos un encaje @ c C, este induce un mapeo natural
€:8LLy0k) — ELLc(Ok).

Sea E/C el representante de un elemento en & 2 %¢(Ox). Por (ii), j(E) € Q luego, por
el teorema 4 existe una curva eliptica E'/Q(j(E)) con j(E') = j(E) lo cual implica que E
es isomorfa a E’ sobre C. Entonces €(E’) = E por lo que € es suprayectiva.

Sea E1/Q y E,/Q representantes de dos elementos en EL L 5(0k) y supongamos
que €(E;) = €(E»). Por el teorema 4 j(E,) = j(E») luego, E; y E» son isomorfas sobre Q.
Luego, E; y E, representan el mismo elemento de 822@(01() lo cual muestra que € es

inyectiva y por lo tanto biyectiva.
O

Nota 1. De hecho se puede demostrar que j(E) es entero algebraico véase [17] y [22].

De ahora en adelante denotaremos por & £ % (Ok) al conjunto de clases de curvas
elipticas Q-isomorfas. Notemos que existe una accién natural de Gal(K/K) en & £ % (Ox)
definida por la propiedad de que o €Gal(K/K) enviala clase de E enla clase E°. Por otro
lado el teorema 8 dice que la accién del grupo de clase € £ (0Ok) en & £ £ (0k) es sim-
plemente transitiva. Luego existe un tnico a € €. £(0Ok), que depende de o, tal que
a=* E = E°. En otras palabras existe un mapeo bien definido

(5) F:Gal(K/K) — €% (0x)
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caracterizado por la propiedad de que
E° =F(0)*E

para todo o €Gal(K/K). De hecho, se puede demostrar que F es un homomorfismo de
grupos y ademads es independiente de la eleccién de E € £ £ £ (0k)([22] p. 112).

Nota 2. Observemos que la definicién de F es esencialmente analitica, pues F(o) de-
pende de como cambia la latiz de una curva eliptica cuando la latiz es multiplicada por
un ideal. Luego si denotamos por j(A) al j-invariante de la curva eliptica E5 sabemos
que j(A) es una funcién analitica de A. Entonces, el mapeo F es caracterizado por la
férmula
J7 = j(F@) ' A).

Luego, F convierte la accion algebraica de o en la accién analitica de multiplicar por
F(o)™l.

5. CAMPO DE CLASE DE HILBERT

El objetivo de esta seccién es mostrar que el campo de clase de Hilbert de un campo
cuadrético imaginario K es generado por el j-invariante de la curva eliptica E tal que
End(E) = Og. Para ésto necesitaremos el siguiente lema técnico, cuya demostraciéon
puede ser consultada en [22].

Lema 2. Existe un conjunto finito de primos S € Z tal que si p ¢ S es un primo que se
escinde en K, digamos como pOx = py’, entonces

F(op) = p e €L (0x).

Teorema 9 (Weber-Fueter). Sea E un representante de una clase en 8§ £ £ (Ox)

i) K(j(E)) esel campo de clase de Hilbert H de K.
i) [QG(E):Q]=[K(j(E):K]= hg, donde hi es el niimero de clase de K.
iii) Sea Ep,---,Ey un conjunto completo de representantes de § £ £ (0Ok). Entonces
j(E1),---, j(ER) es un conjunto completo de Gal(K/K) -conjugados de j(E).
iv) Para todo ideal primo p de K

JE)? = j(p=E).
De manera mds general, para cada ideal fraccionario a, distinto de cero, de K
JESHT = j@xE).

Demostracion. (i) Sea L/K la extension finita correspondiente al homomorfismo (5),
donde L es el campo fijado por el nticleo de F. Entonces

Gal(K/L) kerF

= {oeGal(K/K):F(o)=1}

= {oeGal(K/K):F(o)*E = E}

= {o€eGal(K/K):E° = E}

= {oeGalK/K): j(E°) = j(E)}

= Gal(K/K(j(E))).
Por lo tanto L = K(j(E))([6] p. 262). Ademads, de teoria bésica de Galois F induce un
isomorfismo F: (L/K) — €% (0x), por lo tanto L/K es una extension abeliana.

Ahora, demostraremos que L = H. Sea ¢,k el conductor de L/ K, y consideremos la

composicién del mapeo de Artin con F,

Iy "2 calwx) £ ¢.20p).
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Veamos que esta composicion es justo la proyeccién natural de (¢ k) en € £(Ok). En
otras palabras queremos ver que

(6) F((a,L/K)) = a,

para toda a € I(cz/x). Sea a € I(cz/x) y sea S un conjunto finito de primos como los
descritos en el lema 2. Del teorema de Dirichlet (teorema 3) existe un primo con grado
deinerciaiguala 1, p € I(cz/x), en la misma P(cz/x)-clase de ideales que a y no divide a
ningin primo de S. Ya que a = p existe un a € K* que satisface

a=1(modcyx) vy a=(a)p,
de donde se sigue que
F((a,LIK)) = F(((@)p, LI K)) = F((p, L/ K)).

Dado que ng ¢ S del lema 2 tenemos que

F((p,LIK)=p =a.

Notemos que de (6) se tiene que F(((a), LIK)) =1 para todo ideal principal () € I(cz/x),
y no s6lo para los que son congruentes con 1 médulo ¢;,x. Por otro lado sabemos que
el mapeo F :Gal(L/K) — €% (0k) es un isomorfismo, lo cual implica que ((@),L/K) =1
para toda () € I(cr/x). Pero el conductor ¢ de L/K es el ideal entero més grande con la
propiedad de que a = 1(mod ¢) entonces ((a), L/K) = 1. Luego, se sigue que ¢,k = (1).

Finalmente, del teorema 1 sabemos que todos los primos ramificados dividen al con-
ductor, luego L/K es no ramificada. Por lo tanto L estd contenido en el campo de clase
de Hilbert H de K.

Por otro lado, como F :Gal(L/K) — € £ (Ok) es isomorfismo

(7 [L:K]=|Gal(L/K)| = €<% (0x)| =|Gal(H/K)| = [H: K].

Esto combinado con la inclusién L ¢ H muestra que K(j(E)) = L= H.
(ii) La segunda igualdad se sigue de (7). Por otro lado, de la prueba del corolario 1(i7)
y del teorema 8(iv) tenemos que si End(E) = Ok,

[QU(E) : Q] < h.

Usando que [K(j(E)): K] = hx y que [K: Q] = 2 tenemos que [Q(j(E)) : Q] = hk.
(iii) Del teorema 8 sabemos que € .£(0k) actta transitivamente en el conjunto de
Jj-invariantes

Z={jE), -, j(Ep)},

pues el conjunto & £ Z(0k) puede ser identificado con los j-invariantes de sus ele-
mentos. El mapeo F : Gal(K/K) — €% (0x) es definido por identificar la accién de
Gal(K/K) en _¢ con la accion de € £ (Ok) en #. Luego, Gal(K/K) también actda tran-
sitivamente en _¢. Por lo tanto _¢ es un conjunto completo de Gal(K/K)-conjugados de
J(E).

Por ultimo observemos que (i v) se sigue de (6) para todo ideal en I(cy/x), pues como
cz/x = (1) entonces, I(cr k) es el conjunto de todos los ideales fraccionarios de K distin-
tos de 0. (]
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6. EXTENSIONES ABELIANAS DE Q

Antes de continuar con la descripcién de las extensiones abelianas de un campo
cuadréatico imaginario K recordemos de manera breve e intuitiva el caso andlogo de
extensiones ciclotémicas para @ [5], [13]. En este caso remplazamos la curva eliptica
E(C) por el grupo multiplicativo G,,(C) = C*. Sea

PN : Gm(q:*) - Gm((]:*),

dada por z — zV. Definimos uy = kergy, el grupo de N-puntos de torsién de G,
que corresponde al grupo de N-raices de la unidad. Como es bien sabido la extensi6n
Q(un)/Q es una extension abeliana que sélo se ramifica en los primos que dividen a N.
Sean p un primo que no divide a N, { un generador de uy, o, €Gal(Q({)/Q) el elemento
de Frobenius asociado a p y ‘B un primo en Q({) tal que *3|p. Por la definicién de oy
tenemos que

77 =P (mod ).

Pero 1,(,¢%,---,{V~! son distintos médulo I3 pues por hipétesis I3 no divide a N lo cual
implica que XV~! —1 es separable en caracteristica p. Usando ésto se puede probar que
la congruencia es una igualdad

¢ =qP,
y luego concluir que o, = 1 siy solo si p =1 (mod N). Por lo tanto Q({) = Q(un) es el
campo de clase de rayos de Q de conductor N.
Sea L/Q una extension abeliana y N el conductor de L. Por la definicién del campo

de clase de rayos y la teoria de campos de clase (teorema 2(iii)), L est4d contenido en el
campo de clase de rayos de conductor N. Luego, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 10 (Kronecker-Weber). Toda extension abeliana de Q estd contenida en una
extension ciclotomica. i.e. dada una extensién abeliana finita L/Q, existe una raiz de la
unidad { tal que L < Q(().

Nota 3. Notemos que el campo de clase de rayos de @ de conductor N es generado por
los valores de la funcién analitica

eZﬂiz — Z

n=0 n!

@2riz)"

’

evaluada en los puntos de orden N del grupo circular R/Z. i.e. el campo de clase de
rayos de @ es generado por elementos de la forma e2mialN con g N € Z. Ademds, la
accion del elemento de Frobenius o, en los valores e?"@/N eg dada explicitamente por
la féormula

2nial Nyo 2rniap/ N
(e )7P = e“MHAPI,

para todo p que no divide a N. Luego, la accion de Galois de o, es trasformada en la
accién de multiplicar en el grupo circular.

7. EXTENSIONES ABELIANAS DE K

El objetivo principal de esta seccién es demostrar que los puntos de torsién de una
curva eliptica con multiplicacién compleja por Ox pueden ser usados para generar las
extensiones abelianas de K, como los puntos de orden finito del grupo circular nos
sirvieron para generar las extensiones abelianas de Q.
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Definicién 4. Sea E/H una curva eliptica donde H es el campo de clase de Hilbert de
K. Definimos la funcion de Weber para E/ H como el mapeo

h:E — E/Aut(E),

Si consideramos la ecuacién de Weierstrass de E, y* = x3 + Ax+ B, con A,B € H se
tiene que la funcién de Weber para E/ H estd dada por el mapeo

X si AB#0,
h(P)=h(x,y) =4 x> siB=0,
x> siA=0.

En esencia, salvo para los caso excepcionales en que j = 0 o j = 1728 la funcién de
Weber es justo la coordenada x de la curva. Ahora usaremos los valores de la funcién
de Weber en los puntos de torsién para generar las extensiones abelianas de K. Antes
de proceder a demostrar este hecho enunciaremos un lema técnico cuya demostracién
puede ser consultada en ([22] p. 133).

Lema 3. Sean K un campo cuadrdtico imaginario, H el campo de clase de Hilbert de
K y E/H una curva eliptica con multiplicacion compleja por Ok. Para todos salvo un
numero finito de primos p de K con grado de inercia igual a 1 que satisfacen

(p, HIK) =1,

existe un tiniconw = 1y € Ok tal quep = mOk y el siguiente diagrama

)

E E

l |
¢

E - E
conmuta, donde ¢ es la p-ésima potencia de Frobenius y E es la reduccién de E médulo
p. Luego, la condicion (p, H/ K) = 1, es equivalente a que p sea principal.

Teorema 11. Sean K un campo cuadrdtico imaginario, E una curva eliptica con multi-
plicacién compleja por Ox y h: E — P! la funcién de Weber de E/ H descrita como antes.
Sea ¢ un ideal entero de Ok, entonces el campo

K(j(E), h(E[c]),
es el campo de clase de rayos de K médulo c.

Demostracion. Sea L= K(j(E), h(E[c])), por el teorema de Weber-Fueter (teorema 9), L
contiene al campo de clase de Hilbert. Con el fin de probar que L es el campo de clase
de rayos de K médulo ¢, por el teorema 2(iv) y el teorema 1, necesitamos probar que
(p,L/K) =1 siy sélo sip € P(c) para todos salvo un nimero finito de primos con grado
de inerciaigualalen K.

Primeramente, supongamos que p es un primo de grado 1 de K tal que p € P(c). Esto
significa que p = pOx para algin p € Ok tal que ¢ = 1( mod ¢). En particular, p es prin-
cipal y por lo tanto (p, H/K) = 1. Luego podemos aplicar el lema 3, después de excluir
un ntmero finito de primos p, para obtener un 7 € Ok tal que p = 70k y el siguiente
diagrama
= E
l

e

e «—
o
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conmuta. Como 70k = p = uOk existe una unidad ¢ € Oy, tal que 7 = {u. Notemos que
[£] €Aut(E) luego, [p] y [n] difieren por un automorfismo de E.

Sabemos que (p, L/K) fijaa H = K(j(E)), luego con el fin de probar que fija a a todo
L, tenemos que mostrar que fijaa h(E [c]). Sea T € E [¢] cualquier punto de ¢-torsién. De
la conmutatividad del diagrama tenemos que

TR = ¢(T) = [ T.
Por otro lado, excluyendo los primos p que dividen a |E [¢]| y aplicando el teorema 6
tenemos que TWL/ = 7] T.
Ahora, usando que (p, H/K) = 1y h estd definido sobre H tenemos que
R(T) PR = p(r®EO) = h((7) T) = h(€] 0 [1] T).
Como h es invariante bajo Aut(E) y [{] eAutE tenemos que
h((§1o [u] T) = h([p] T) = h(D).

La ultima igualdad se sigue del hecho de que T € E[¢] y u =1 (mod ¢). Esto prueba que
sip € P(c) entonces (p, L/K) =1.

Con el fin de probar el regreso, consideremos un primo p con grado de inercia igual
a 1 que satisface la igualdad (p, L/ K) = 1. Entonces

(0, H/IK) = (p, LIK)|g = 1.

Excluyendo un niimero finito de primos podemos aplicar el lema 3 para dar un 7z € Og
tal que p = 7Ok y el diagrama

E % E
l |
E 2 E

conmuta. Ademds, podemos elegir algtin o €Gal(K/K) cuya restriccién a K®? es (p, K*/K).
En particular, ol = (p, L/K) =1, luego olg =1 pues H c L. Sea T € E[c] un punto de
¢-torsién. Usando la conmutatividad del diagrama y que o se reduce a la p-ésima po-
tencia de Frobenius tenemos que

h(7T) = h((A] T) = h@(T)) = h(T?) = h(T°).
Como o|lg =1=0]lr, h(T) € Ly h estd definida sobre H se tiene que
(T = h(T)? = h(T) = k(D).
Ahora, observemos que la reduccién de & médulo B es el mapeo
h: E— E/Aut(E) = E/Aut(E).

De la anterior reduccién y de laigualdad i ([7] T) = h(T) se sigue que existe [¢] €Aut(E)
tal que [7]T = [€] T. Por otra parte excluyendo un nimero finito de primos y usando el
teorema 6 tenemos que [7—¢] T = O.

A priori, el elemento particular ¢ para el cual [ —¢] T = O podria depender de T.
Pero como E[¢] es un Og/c-médulo libre de rango 1, existe tinico ¢ € OI*< tal que [ —¢]
anula a todo E [¢], lo cual implica que 7 = ¢ (mod ¢). Luego,

é_ln =1 (mod ¢),

implica que p = 70 = (E~'7)Ok pues ¢ es unidad. Esto prueba que p € P(c), lo cual
concluye la demostracion.
a



UNA DESCRIPCION DE LAS EXTENSIONES ABELIANAS DE UN CAMPO CUADRATICO IMAGINARIO 15

Corolario 2. Con la notacién del teorema anterior
K = K(j(E), h(Eors)).

Demostracién. Sea L/K una extensién abeliana finita y sea cy/x el conductor de L/K.
Por la teoria de campos de clase (teorema 2), L estd contenido en el campo de clase de
rayos de K médulo ¢y, k. Por el teorema 11

Lc K(j(E), h(E[cLik])).

Tomando el compositum sobre todos los conductores dados L  (j(E), h(E;ors)), yluego
la unién sobre todas las L’s tenemos que Kb < K(j(E), h(Etors)). Pero el teorema 11 dice
que K(j(E), h(E;ors)) es un compositum de extensiones abelianas, luego es abeliana y
por lo tanto igual a K. O

En particular, si j(E) # 0,1728 y si tomamos una ecuacién para E con coeficientes en
el campo de clase de Hilbert de K, la extension abeliana maximal de K es generada por
las coordenadas x de los puntos de torsién.

8. ALGUNAS GENERALIZACIONES

Como vimos en la seccién 6, para el campo de los nimeros racionales, el teorema de
Kronecker-Weber nos proporciona una descripcién explicita de todas las extensiones
abelianas de @ con ayuda de la accién del grupo de Galois en las raices de la unidad, la
cual puede ser vista como ciertos valores de la funcién exponencial.

Vimos también (seccién 7) que existe una teoria andloga paralos campos cuadraticos
imaginarios K cuyas extensiones son construidas con ayuda de la accién de Gal(K/K)
en los puntos de orden finito de una curva eliptica con multiplicacién compleja.

8.1. Variedades abelinas. Algunos progresos han sido hechos en la solucion del proble-
ma doce de Hilbert para los llamados CM-campos (campos con multiplicacién com-
pleja). Se dice que un campo F es totalmente real si es generado por las raices de un
polinomio, el cual se factoriza como producto de factores lineales sobre R. Un CM-
campo es una extension cuadratica totalmente imaginaria K = F(v/—a) de un campo
totalmente real F donde a € F es totalmente positivo, es decir es positivo en cada en-
caje real de F. Esta teoria de multiplicacién compleja multidimensional se basa en el
estudio de variedades abelianas con multiplicacién compleja por elementos de K (ver
(41, [171, [18], [19], [20D).

Para un campo cuadrético real K una descripcién de ciertas extensiones abelianas de
este, es dada por la teorfa de "multiplicaciéon real de Shimura" (ver [18]). Sin embargo,
en estos caso la situaciéon es menos satisfactoria que el en caso de @ o de un campo
cuadrético imaginario K, pues estas construcciones no generan todas las extensiones
abelianas del campo base.

Una situacion completamente diferente ocurre para el caso de campos de funciones
cuando K es una extension finita y separable de [F;(X). Aqui, existe una descripcion
completa de todas las extensiones abelianas de K en términos de los médulos elipti-
cos de Drinfeld y de las funciones elipticas en caracteristica positiva asociadas a éstos
modulos [1].

La idea de describir las extensiones de K via la accién de Gal(K/K) en ciertos grupos
y otros objetos algebraicos ha sido muy fructifera. Muchos ejemplos de construcciones
de extensiones abelianas y no abelianas de un campo K son basadas en ésta idea. Una
completa clasificacion de estas extensiones en términos de representaciones de Galois
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y ciertos objetos de Andlisis y Geometria Algebraica (formas automorfas y motivos) son
una importante meta a largo plazo del famoso Programa de Langlands [9].

8.2. Conjeturas de Stark. Un enfoque completamente distinto es el propuesto por H.M.
Stark en [23], [24], [25], [26]. En dichos articulos, Stark desarrolla una serie de conjeturas
que relacionan los valores de funciones L de Artin en s =0y s = 1 con ciertas cantidades
algebraicas asociadas a extensiones de campos numéricos. El uso de éstas conjeturas
proporciona generadores explicitos de campos de clase de rayos y por lo tanto resuelve
el problema doce de Hilbert. A continuacién presentamos un esbozo de ésta teoria la
cual es desarrollada a detalle en [15] y [28].

Consideremos L/K una extensién abeliana de un campo numérico y S un conjunto
finito de lugares de K que contiene a los lugares infinitos y los lugares finitos que se
ramifican en L/K. Para cada elemento o €Gal(L/K) definimos la funcién zeta parcial
{s(s,0) por la serie de Dirichlet

{s(s,0) = ) Na~%,
(0,9)=1,(a,L/K)=0
para s € C tal que Res > 1, donde a corre sobre todos los ideales enteros de K que no son
divisibles por los ideales primos contenidos en S y tales que el simbolo de Artin coincide
cono.

A un caracter y sobre Gal(L/K) podemos asociarle la funcién L de Artin dada por el

producto de Euler
Ls(s, 1) = [[ (1= x(op)Np~) 7",
peS
para s € C tal que Res > 1, donde p corre sobre todos los ideales primos de K que no
estdn contenidos en S. Estas funciones se pueden extender meromorficamente a todo
el plano complejo y se tiene las siguientes relaciones entre ellas

1
{s(s,0)=—— 3 Ls(s,0x(0), Lssx)= Y. {s(so)xlo),
[L:K] & oeGal(L/K)

donde G denota el grupo de caracteres de Gal(L/K).

Sea y un caracter de Gal(L/K). Si y =1 el caracter trivial, definimos r(1) =S| -1, en
otro caso, r(y) es el nimero de lugares v € S tales que el grupo de descomposicién G,
de v en L/K esta contenido en el nicleo de y, i.e. los lugares tales que ylg, = 1. Una
demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11] o [28].

Proposicién 1. El orden (grado) de anulacién de la funcién L de Artin Ls(s, x), en s =0,
esigualar(y).

Supongamos que existe un lugar infinito v el cual se escinde completamente en L/ K
y fijemos w un lugar de L que divide a v. Supongamos también, que |S| = 2. De la
proposicion 1 tenemos que para todo y Ls(0, ) = 0, luego las funciones zeta parciales
(s son todos cero en s =0.

Definicién 5. Sea L/K una extensién abeliana de un campo numérico y S un conjunto
finito de lugares de K que contiene a los lugares infinitos y los lugares finitos que se
ramifican en L/K. Diremos que € € K* es una S — unidad si es unidad en todos los
primos p ¢ S, p{ ooy es positiva para todos los lugares infinitos reales.

Conjetura 1 (Stark). Sea m el niimero de raices de la unidad contenidas en L. Entonces
existe una S-unidade = e¢(L/K, S, w) € L tal que para toda o €Gal(L/K)

loglo(e)l, = -m{(0,0),
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o0 equivalentemente

1
L0, x) = - Y x@)loglo@©)lw,
oeGal(L/K)
para todo caracter y de Gal(L/K). Ademds, L( /€)/ K es una extension abeliana y si|S| =
3, € es una unidad.

Sea K un campo totalmente real distinto de @, v un lugar fijo de K e identificaremos
K con su imagen v(K) en R. Sea e(L/K, S, w) la unidad € que aparece en la conjetura
anterior. Notemos que estamos haciendo un abuso de notacién puese(L/K, S, w) puede
no ser Unica, sin embargo, bajo el supuesto de que w es un lugar real podemos hacer
a ésta unidad tinica suponiendo que w(e(L/K, S, w)) > 0. Ademds, cuando S es elegido
minimal®, podemos simplificar e(L/K, S, w) como e(L/K, w).

De ahora en adelante supondremos que la conjetura 1 es verdadera para todas las
extensiones abelianas finitas N/K en las cuales v se escinde completamente y cualquier
eleccion del lugar w de N divide a v.

Sea KStark ¢] subcampo de C generado sobre K por todas las unidades e(N/K, w),
donde N/K corre sobre todas las extensiones abelianas finitas de K en las cuales v se
escinde completamente y w corre sobre todos los lugares infinitos de N que dividen a
v. Para todo ideal primo p de K definimos el entero r, como rp, =2 sip no dividea 2y
rp = np +2 en otro caso, donde ny, = [Kp : Q2]. Luego, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2. Sean L/ K una extensién abeliana finita de un campo totalmente real, v
un lugar infinito de K y T un conjunto finito de ideales primos de K tales que para cada
primo p en T, el 2-rango del grupo de descomposicion Gy dep en L/ K es estrictamente
menor que ry. Entonces existe una extension cuadrdtica N/ L tal que

i) La extension N/K es abeliana,
ii) Todos los lugares infinitos en K, salvo v, se vuelven complejos en N y
iii) Los ideales primos de L que dividen a los de T no se escinden en N/L.

Bosquejo de la demostracion. Sean p un ideal primo en T y fijemos un ideal primo J3
en L que divide a p y s, denota el 2-rango del grupo de descomposicion de p en L/ K. Por
teoria de Galois tenemos que el nimero de extensiones cuadraticas de K, contenidas
en Ly es 2% — 1. Por otro lado de la teorfa de Kummer tenemos que el niimero de ex-
tensiones cuadréticas de K, es 2™ —1. Como Sp < rp, existe al menos una extension
cuadrdtica Ey /Ky, tal que Ej, no estd contenida en Lgy. Luego, existe un entero p-adico
xp en K, tal que Ep = Ky (,/%p). En particular, x, no es un cuadrado en Ly. Para cada
ideal primo p € T, escojamos un entero p-adico x; y definimos

mp = 'V‘B(xp) +V§I§(2) + ]-r

donde vsz denota la valuacién asociada a 3. Note que m, no depende de la eleccién
de 3 pues x;, es un elemento de K. Por el teorema de aproximacion, existe un entero
algebraico x en K tal que, v(x) > 0, v/ (x) < 0 para todo lugar infinito v’ de K distinto de v
y x = xp(mod p”™) para todo ideal primo p € T. Ahora, veremos que N = L(y/x) satisface
las propiedades (i) — (iii). Primero, es claro que N/K es abeliana ya que es el composi-
tum de dos extensiones abelianas, a saber L/K y K(1/x)/K, por lo que la propiedad (i)
se cumple. Como v/v/(x) es un nimero complejo para v' # v mientras que v/v(x) es real

35i S es minimal, S es el conjunto de todos los lugares infinitos de K con los lugares finitos ramificados en
L/K.
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de tiene que v es el Unico lugar infinito de K que sigue siendo real en N/K de donde
tenemos que (ii) es satisfecha.

Finalmente, sea p un ideal primo en T y supongamos que p se escinde en N/Ly
sean P y ‘P ideales primos de L y N, respectivamente, tales que dividen a p y BI%3.
Entonces, los campos locales Ng; y Ly son el mismo, luego x es un cuadrado en L.
Ahora, considerando el polinomio X2 - Xp € L [X] el cual tiene una raiz simple v/x
médulo B, Por el lema de Hensel, este polinomio tiene una raiz en L. Pero ésto es
una contradiccion, pues Xy no es un cuadrado en Ly por lo tanto, p no puede escindirse
en N/L. Luego, se cumple (iii). ®

El siguiente teorema es una consecuencia de la conjetura 1 y su demostraciéon puede
consultarse en [25].

Teorema 12 (Stark). SeaT el grupo cociente
Gal(N/K)/{1,7},

tal queT es el grupo de Galois de L/ K. Supongamos que para todo caractery de Gal(N/K)
no inducido por un caracter de T se tiene que L'(0,v) # 0. Entonces, N = Q) y L =
Qe +e).

Una consecuencia de los teoremas anteriores es el siguiente resultado sobre exten-
siones abelianas reales de un campo numérico K.

Teorema13. La extension abeliana maximal real de K estd contenida en KS'"* . Equiva-
lentemente, para toda extension abeliana finita real existen unidades de Stark e,,--- ,€;
tales que Lc K(ey,-+- ,€r).

Bosquejo de la demostracion. Supongamos que L/K es una extension ciclica. Quere-
mos construir una extensién cuadratica N/L que satisface las condiciones (i) — (iii) de
la proposicion 2 y tal que pocas derivadas de las funciones L asociadas a estas exten-
siones se anulen en s = 0, pues de lo contrario, la conjetura 1 no seria ttil. De la defini-
cién de r(y) tenemos, que una manera de evitar ésto, es asegurarse de que ningtin ideal
primo en S se escinda en N/L.

Eligiendo S minimal, los ideales primos en S son exactamente los ideales primos que
se ramifican en N/K. Sea p uno de tales ideales primos. Si p no se ramifica en L/K, p
se tiene que ramificar en N/L y por lo tanto no se escinde. Si p es ramificado en L/K,
queremos asegurarnos que p no se va a escindir en N/L, por lo que consideramos a p en
T donde T es elegido como el conjunto de ideales primos de K que son ramificados en
L/K. Para cada ideal primo p en T, el 2-rango del grupo de descomposicién en L/K es
1, luego podemos aplicar la proposicién 2 y obtener una extensién cuadrdtica N/L que
satisface las condiciones (i) — (iii).

Fijemos un lugar infinito w en N que divide a v. Sea € = ¢(IN/K, w), 7 el Ginico au-
tomorfimos no trivial de la extensién cuadrédtica N/L y p un ideal primo en S. Como p
no se escinde en N/L, Gy contiene a 7. En particular, si y es un caracter de Gal(IN/K)
tal que y(7) # 1 se tiene que r(y) = 1 y por la proposicién 1, L’S(O, x) # 0. Finalmente,
aplicando el teorema 12 tenemos lo deseado.

Si L/K no es ciclico podemos descomponer a L/K como el compositum de exten-
siones ciclicas L;/K,---, L,/ K y aplicar a cada una de ellas la construccién anterior para
obtener extensiones cuadraticas N;/L; y lugares infinitos w; tales que €; = e(N;/K, w;)
satisfacen que L; = K(e; + el.‘l). Luego hemos concluido la prueba, pues L es generado
sobre K por elementos de la formae; + ei’l. |
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De hecho, hemos probado que
L=Q(e1+e7', e +e;h).

8.3. Toros no conmutativos. El uso de los métodos de geometria no conmutativa para
construir una teoria andloga a la de multiplicacién compleja para campos cuadréticos
reales, fue propuesto inicialmente por Yu.I. Manin en [7] y [8]. Esta linea de investi-
gacién es conocida como "el programa de multiplicacién real".

Laidea de Manin es remplazar las curvas elipticas por toros no conmutativos y la no-
ci6én de isogenea por equivalencias de Morita. Manin observo, que asi como las curvas
elipticas con multiplicacién compleja son las tinicas curvas elipticas con endomorfis-
mos adicionales no triviales %, los toros no conmutativos T para los cuales el médulo 0
es un punto de multiplicacién real en R, en un campo cuadratico real K c R, tienen au-
toequivalencias de Morita no triviales, las cuales juegan el papel de los endomorfismos
adicionales en las curvas elipticas con multiplicacién compleja.

Uno de los principales problemas de extender la teoria de multiplicacién compleja
a la geometria no conmutativa, es que una curva eliptica junto a su modelo analitico
como cociente tiene un modelo algebraico como curva definida por ecuaciones polino-
miales, mientras que su andlogo no conmutativo sélo tiene un buen modelo analitico
pero no tiene un modelo algebraico completamente satisfactorio. Dicho modelo alge-
braico ayudaria a encontrar el andlogo a los puntos de torsién de una curva eliptica en
un toro no conmutativo.

Sin embargo, existe una aproximacion al problema de clasificacién de las exten-
siones de un campo cuadrético real trabajando directamente con el modelo analitico
de toros no conmutativos. Esta aproximacién consiste en reformular las conjeturas de
Stark en términos de geometria no conmutativa. Dicha aproximacién es presentada
también por Manin en [8].

Una aproximacién complementaria a ésta teoria es la de construir el andlogo al es-
pacio moduli de curvas elipticas, es decir, un espacio no conmutativo que parame-
trize a los toros no conmutativos salvo equivalencias de Morita. Esta teoria es referida
a veces como la teoria de la "frontera invisible" de las curvas modulares, ya que ésta
parametriza aquellas degeneraciones de la estructura de curvas elipticas que ya no son
expresables por el modelo algebraico-geométrico pero que contintian existiendo en los
toros no conmutativos. Nuevamente, el principal problema de ésta aproximacion es
encontrar el dlgebra apropiada. Una descripcién mds detallada de ésta teoria y sus re-
cientes avances puede consultarse en [10].
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