ASIAD W

INAL ALTONOMA 7 W
]
“\

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

”&)ﬁ DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS

Simetria Permutacional Ss:
Sabor y Ceros de Textura

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
DOCTOR EN CIENCIAS (FiSICA)
P R E S E N T A
FELIX FRANCISCO GONZALEZ CANALES

DIRECTOR DE TESIS:
DR. ALFONSO MONDRAGON BALLESTEROS

COMITE TUTORAL: i
DRA. ENRIQUETA HERNANDEZ SALDANA
DRA. MYRIAM MONDRAGON CEBALLOS

p f México, D.F. 2011

posgrado en ciencias fisicas
Uunam




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Dedicatoria

Dedico esta tesis a mis padres, Margarita Canales Salaices y Claudio Gonzalez
Martinez. A mis hermanos, ya que de una u otra forma coadyuvaron a que finalizara
esta etapa de mi vida.

A C. Daniella Ayala Garcia, por todo el amor, apoyo y comprension brindados
durante la parte final del doctorado.






Agradecimientos

Agradezco a mi asesor el Dr. Alfonso Mondragén Ballesteros por haberme propuesto este
excelente tema de tesis de doctorado.

A mi comité tutor del doctorado formado por la Dra. Enriqueta Herndndez Saldana, Dra.
Myriam Mondragén Ceballos y el Dr. Alfonso Mondragén Ballesteros, por los consejos, reco-
mendaciones y discusiones, los cuales me ayudaron a terminar y enriquecer el trabajo de tesis.

Agradezco a los sinodales que revisaron esta tesis por sus atinados comentarios y correccio-
nes:

Dr. Abdel Pérez Lorenzana (CINVESTAV)
Dr. Alexis Armando Aguilar Arévalo (ICN)
Dr. Alfonso Mondragén Ballesteros (IF)
Dr. Genaro Toledo Sanchez (IF)

Dr. Jens Erler (IF)

Dra. Myriam Mondragén Ceballos (IF)
Dr. Peter Otto Hess Bechstedt (ICN)

A mi gran amigo Federico Cazarez Bush, por todo la ayuda que me a brindado, tanto en el
ambito personal como académico.

A Olga Félix Beltran, por todas las valiosas discusiones sobre la fisica del sabor y en especial
por la cuidadosa revision que hizo al manuscrito de esta tesis.



A Juan Barranco por todo el apoyo y colaboracion que me ha brindado desde su estancia
en el instituto de fisica.

A Ezequiel Rodriguez Jauregui por la ayuda que me brindo en la escritura de esta tesis.

A todos mis amigos de la UNAM, en especial a Lorena Caballero, Benjamin Morales, Octavio
Castanos, Saul Tapia, Sirio Orozco, Ricardo Mendez y Carlos Vera, por todo el apoyo que
siempre me han dado.

A todos mis amigos fuera del ambito académico, en especial a Dalila Rivas, Erick Perez,
Ronell Bologna, Patricia Alvarado, Erick Pasaye, Luis Carlos Gonzalez y Patricia Oliver.

Al Posgrado en Ciencias Fisicas y muy en especial a Yanalté Herrero por su amistad y toda
su paciencia durante mis estudios.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT) por el apoyo econémico que
recibi para la realizacién de mis estudios de Doctorado con la beca ref:170539 y por el apoyo
econémico que recibi para la escritura de la Tesis a través de los proyectos; CONACyT 82291,
CONACyT 42026-F y CONACyT 51554-F.

A la Direccién General de Asuntos del Personal Académico de la UNAM (DGAPA-UNAM)
por el apoyo para la realizacién de esta tesis a través del proyecto No. PAPIIT-IN115207, No.
PAPIIT-IN112709 y No. PAPIIT-IN116202.

Al Instituto de Fisica de la UNAM y en especial al Departamento de Fisica Tedrica y a la
Biblioteca Juan de Oryazabal que me brindaran sus instalaciones y servicios para llevar a cabo
este trabajo de tesis.

Agradezco a las secretarias de Fisica Tedrica: Maria Luisa Araujo, Lizete Ramirez y Martha
Tinoco toda la ayuda que me dieron siempre que la necesité.



Resumen

Las medidas experimentales de los angulos de mezcla del sabor de los quarks y neutrinos
satisfacen las relaciones empiricas, 69, —l—@i2 ~ Ty 0L —|—9i3 ~ 7, las cuales son llamadas relaciones
de Complementariedad de Quarks y Leptones (QLC por sus siglas en inglés). Estas relaciones
sugieren la existencia de una correlaciéon entre las matrices de mezcla CKM y PMNS. Por
consiguiente, en este trabajo de tesis analizamos la posibilidad de que dicha correlacién tenga
su origen en la similitud de las jerarquias de masas de los quarks y los leptones cargados, y
en el mecanismo del subibaja tipo I, el cual da el valor pequeno a las masas de los neutrinos
izquierdos de Majorana.

Propusimos al grupo de simetria permutacional S3 como una simetria del sabor, lo que
conduce a un tratamiento unificado de las masas y mezclas de los quarks y leptones. En este
contexto, todas las matrices de masa de los fermiones en la teoria tienen la misma forma
genérica, con dos ceros de textura. Asi, en dicho tratamiento derivamos expresiones tedricas
exactas para los elementos de las matrices de mezcla, las relaciones QLC y las masas efectivas
de los neutrinos de Majorana, como funciones de las razones de las masas fermidnicas.

A partir de éstas obtuvimos predicciones precisas de los valores de las mezclas del sabor,
todas en buen acuerdo con los valores experimentales mas recientes. Ademds, dimos una ex-
plicacién para las relaciones QLC y obtuvimos una estimacién del orden de magnitud de las
masas efectivas de los neutrinos de Majorana. Este tltimo resultado es de gran importancia
para los experimentos del decaimiento doble beta sin neutrinos.

Adicionalmente, con ayuda de los seis elementos de la representacién real de S3 como ma-
trices de transformacion de las clases de similitud, realizamos una clasificaciéon en términos de
clases de equivalencia de las matrices de masa con ceros de textura. Esta clasificacion reduce
el nimero de matrices no sigulares, de treinta y tres a solamente once conjuntos de matrices o
clases de equivalencia.



Abstract

The experimental measures of flavor mixing angles of quarks and neutrinos satisfy the empiric
relations , 69 + 912 ~ 7 and 07 + 923 ~ 7 , which are called Quark-Lepton Complementarity
relations (QLC). These relations suggest the existence of a correlation between the CKM and
PMNS mixing matrices. Therefore, in this thesis work we analyze the possibility that such
correlation is originated by the similarity between the mass hierarchy of quarks and charged
leptons, and the seesaw mechanism type I, which gives the left Majorana neutrinos mass its
small value.

We proposed the symmetry group S5 as a flavor symmetry, which in turn leads to a unified
treatment of masses and mixings of quarks and leptons. Within this context, all mass matrices
of fermions in the theory have the same generic form with two texture zeros. This way, in this
treatment we derived exact theoretical expressions for the elements of the mixing matrices, the
QLC relations and the effective masses of Majorana neutrinos, as functions of the reasons of
the fermionic masses.

From these expressions we obtained precise predictions of the flavor mixing values , all in
good agreement with with the most recent experimental values. We also gave an explanation of
the QLC relations and obtained an estimation of the order of magnitude of Majorana neutrinos
effective masses. This last result is of great importance for the experiments of neutrinoless
double beta decay.

In addition, using the six elements of the real representation of S3 as transformation matrices
of similitude classes, we made a classification in terms of equivalence classes of mass matrices
with texture zeros. This classification reduces the number of non-singular matrices, from thirty-
three to only eleven sets of matrices, or equivalence classes.



Indice general

Introduccién

1. Modelo Estandar

1.1. Contenido de Materia . . . . . . . . . . . . ...
1.2. La Lagrangiana del Modelo Estandar . . . . . . . .. ... ... ... ......
1.3. Rompimiento Espontaneo de la Simetria . . . . . . ... ... ... ... ....
1.3.1. Mecanismo de Higgs . . . . . . . . . .. ...
1.3.2. Masas de los Bosones de Norma . . . . . . .. ... ... ... .. ...,
1.3.3. Masas de los Fermiones y Violacion de CP . . . . . . .. ... .. .. ..
1.4. Lagrangiana de Interaccién . . . . . . . . . . . ...
1.4.1. Lagrangiana del Potencial de Higgs . . . . . . . ... ... .. ... ...
1.4.2. Lagrangiana: Cinética de los Campos Escalares y Lpg . . . . . . . . ..
1.4.3. Lagrangiano de Yukawa y Matriz de Mezclas . . . . . . . .. ... .. ..
1.4.4. Lagrangiana Fermiénica . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
1.4.5. Lagrangiana Cinética de los Campos de Norma . . . . . . .. .. .. ..
1.5. Lagrangiana de Faddeev-Popov . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.6. Matriz de Mezclas CKM . . . . . . . . . . . .
1.6.1. Tridngulos Unitarios . . . . . . . . . . .. ..
1.6.2. Invariante de Jarlskog . . . . . . .. ..o
1.6.3. Parametrizacion de la Matriz CKM . . . .. . ... ... ... .....
1.6.4. Estado Actual de las Mezclas de los Quarks . . . . . ... ... ... ..

. Mas All4a del Modelo Estandar

2.1. Neutrinos Masivos . . . . . . . . . . .
2.1.1. Masas de Dirac para los Neutrinos . . . . . .. ... ... ... .....
2.1.2. Masas de Majorana para los Neutrinos . . . . .. ... ... ... ....

2.2. Mecanismo del Subibaja . . . . . ... oo
2.2.1. Mecanismo del Subibaja Tipol . . . . . . ... ... ... ... .. ...

2.3. Matriz de Mezclas PMNS . . . . . . . . .
2.3.1. Parametrizacién de la Matriz PMNS . . . . . . . ... ... . ... ...



INDICE GENERAL

2.3.2. Triangulos Unitarios Leptonicos . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 58

2.4. Oscilacién de Neutrinos . . . . . . . . . . . . . 60
2.4.1. Oscilaciones en el Vacio . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 61

2.4.2. Estado Actual de las Mezclas de los Leptones . . . . . . ... ... ... 65

2.5. Neutrinos de Dirac o de Majorana . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 67

. Problemas del Sabor en Fisica de Particulas 71
3.1. Rompecabezas del Sabor . . . . . . . . . ... ... 71
3.2. Complementariedad de Quarks y Leptones . . . . . . ... ... ... ... ... 73

. Simetria del Sabor para Tres Familias de Fermiones 77
4.1. Lagrangiana de Yukawa . . . . . . . . . .. Lo Lo 78
4.2. El Grupo de Permutaciones S3 . . . . . . . .. ... 79
4.2.1. Clases Conjugadas . . . . . . . . . . .. 80

4.2.2. Operadores de Clase para S3 . . . . . . . . . . .. . ... .. .. ..... 80

4.2.3. Representaciones del grupo Ss . . . . . . . ... L. 81

4.2.4. Proyectores . . . . . .. 84

4.3. Simetria S3 y Matricesde Masa . . . . . . . .. .. Lo L oo 88
4.3.1. Representacién Tensorial de S3 y Matrices de Masas . . . . . . . .. . .. 91

. Simetria S; y Ceros de Textura 99
5.1. Masas a partir del rompimiento de S3;, X S3g . . . . . . . . ... 101
5.1.1. Matriz de Masas con Dos Ceros de Textura. . . . . . . . ... ... ... 103

5.2. Clasificacién de Ceros de Textura . . . . . . . . . . . ... ... ... .. .... 106
5.3. Mecanismo del subibaja y fases de los Neutrinos Izquierdos . . . . . . . ... .. 111
5.4. Reparametrizacion de las Matrices de Masas . . . . . . . . . . .. .. ... ... 116
5.5. Diagonalizacion de las Matrices de Masas . . . . . . . . . . . . ... ... .... 119

. Matrices de Mezcla 123
6.1. Matrices de Mezcla como Funciones de las Masas . . . . . . ... .. ... ... 124
6.2. Ajustes X2 . ... 128
6.2.1. El Ajuste x? para la Matriz de Mezclas de los Quarks . . . . . . ... .. 129

6.2.2. El Ajuste x? para la Matriz de Mezclas Lepténica . . . . . . . ... ... 131

6.3. Angulos de Mezcla . . . . . . . . 134
6.4. Complementariedad de Quark y Leptones . . . . . . . . . ... ... ... .... 136
6.5. Masas Efectivas de Majorana . . . . . . . . .. ... 0oL 139

. Conclusiones 143
7.1. Resumen de Resultados . . . . . . . . . . . . . ... ... 144

. Matrices de masas de 3 x 3 149

A.1. Matriz Simétrica Singular y No Singular . . . . . . .. .. ... ... ... ... 154



INDICE GENERAL

B. Factorizacién de Fases
B.1. Reparametrizacion de las Matrices de Masas

C. Articulos Publicados



v

INDICE GENERAL



Introduccion

La teoria que actualmente mejor describe la fisica de las particulas fundamentales y sus
interacciones es el Modelo Estandar de las particulas elementales, el cual tiene en cuenta que
existen dos tipos de particulas basicas: las que se consideran bloques de la materia y las porta-
dores de las interacciones. Las primeras son fermiones de espin 1/2 y se clasifican como leptones
y quarks. Las segundas son bosones de espin uno, los cuales son los intermediarios de las inter-
acciones entre las particulas.

El Modelo Estandar agrupa dos modelos importantes; La Cromodindmica Cuéntica (QCD
por sus siglas en inglés) y el modelo de Glashow, Weinberg y Salam para las interacciones elec-
trodébiles (Modelo Estdndar Electrodébil). Este tltimo hasta la fecha ha sido muy exitoso por
sus aciertos con respecto a los resultados experimentales y por su gran alcance predictivo. Sin
embargo, el Modelo Estandar presenta varias limitaciones, entre las mas importantes para este
trabajo de tesis esta el hecho que el modelo se formulé para neutrinos sin masa. No obstante,
la evidencia experimental proporcionada por la colaboracién Super-Kamiokande [1], la cual se
confirmé en otros experimentos de oscilaciones de neutrinos [2, 3, 4, 5], impuso cotas no nu-
las para las masa de los neutrinos. Esta propiedad de los neutrinos tiene como consecuencia
inmediata que la matriz de mezclas del sabor para los leptones no sea trivial. Otras propieda-
des del Modelo Estandar que dejan insatisfechos a la mayoria de los fisicos son: se introducen
campos de Higgs para romper la simetria de norma electrodébil y con ello generar las masas
de los fermiones. La simetria de norma y el campo de Higgs garantizan que el modelo sea
renormalizable; sin embargo, el bosén de Higgs no ha sido observado atn. Ligado al problema
de las masas, se tiene el llamado acertijo de la jerarquia en el espectro de masas; éste surge
porque experimentalmente fermiones del mismo tipo, pero de diferente familia, tienen una gran
diferencia en el valor numérico de sus masas; esta discrepancia tan grande hace que en primera
aproximacion se pueda tomar como nula la masa de las dos primeras familias. Otro problema
que no esta resuelto en el modelo, es el llamado rompecabezas del sabor, el cual surge al no poder
explicar la replicacion de los fermiones, es decir, en el contexto del Modelo Estandar no hay
una razon tedrica que explique el por qué hay tres familias o sabores en el espectro observado
de particulas. Por otro lado, de los experimentos se conoce que las interacciones débiles violan
CP, este problema tampoco esta explicado en forma completa en el Modelo Estandar.

\Y%



VI INTRODUCCION

Los resultados de los experimentos de oscilaciones de neutrinos han demostrado que estas
particulas deben tener masa y que se mezclan de manera andloga (aunque significativamen-
te diferente) a como lo hacen los quarks. Este descubrimiento tiene importantes repercusiones
tedricas, ya que es la primera evidencia experimental incontrovertible de que el Modelo Estandar
necesita extenderse. En términos generales, se puede afirmar que acomodar las masas y mezclas
de los neutrinos no es un gran problema. Mas bien, el problema es modificar la teoria minima-
mente, para poder explicar los rasgos caracteristicos de las masas y mezclas de los neutrinos
de manera coherente y consistente con el resto de la fisica de particulas y sin aumentar, sino
mas bien reduciendo el niimero de parametros libres. Como ya se menciond, en el sector de los
quarks el problema de las masas y mezclas aun no esta resuelto, a pesar de la gran cantidad
de datos experimentales medidos con muy buena precisiéon. Por lo cual podria ocurrir que el
problema de las masas esté desacoplado del problema de las mezclas, esto es, que quizas se
pudiera modificar la teoria para explicar bien las mezclas sin poder dar todavia una explicacién
correcta y completa de las masas. El problema de las masas podria ser mas fundamental que el
problema de las mezclas en el siguiente sentido: los angulos de mezcla podrian encontrar una
explicacion expresandolos como funciones de las razones de las masas fermionicas. Tal es el caso
del angulo de Cabibbo que se puede expresar como una funcién de las masas de los quarks,
sinf, = \/mg/msg, vy tal es también el caso de los dngulos de mezcla lepténicos, los cuales se
pueden expresar como funciones de las masas de los leptones. Sin embargo, la analogia entre
las mezclas de los leptones y los quarks, aqui senalada, no es completa ya que hay importantes
diferencias entre ambos sectores.

Entonces, si tan sélo se trata de acomodar las masas y mezclas de los neutrinos en la teoria,
se podrian agregar singletes a los multipletes del grupo de norma del Modelo Estandar para re-
presentar a los neutrinos derechos vg, tal como se hace con los singletes de los quarks derechos
en el mismo modelo, y pedir que el niimero lepténico total L se conserve. Por consiguiente,
habria en la teoria una analogia completa entre el sector de los quarks y el sector leptonico,
donde se tendrian mezclas del sabor lepténico y los neutrinos serian particulas de Dirac. Sin
embargo, a la luz de los datos experimentales, una analogia tan simple y directa, paraddjica-
mente, lleva a una explicacién rebuscada y artificial de las masas de los neutrinos, la razén es
la siguiente: cada uno de los tipos de quarks (quarks tipo-u y tipo-d) tiene un espectro de masa
con una jerarquia muy acusada y por ello la matriz de mezclas de los quarks C'K' M no difiere
en mucho de la matriz unidad. Mientras que en el sector leptéonico se observa una jerarquia
acusada en las masas de los leptones cargados, pero los datos experimentales muestran que las
masas de los neutrinos son al menos seis ordenes de magnitud més pequena que la masa del
electron, y su espectro de masas no tiene una jerarquia tan acusada. Por lo tanto, la relacion
entre las masas de los leptones cargados y los neutrinos es muy diferente de la relacién entre
las masas de los quarks tipo-up y -down, y los experimentos han mostrado que la matriz de
mezclas leptonica PM N S esta muy alejada de la unidad. En consecuencia surgen las siguientes
preguntas: ;como modificar la teoria para dar a los neutrinos unas masas tan pequenas de ma-
nera simple y natural? jcomo reproducir y explicar las caracteristicas especiales de las masas y
mezclas de los neutrinos? jcomo evitar la proliferacion de parametros libres en la teoria, y de
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ser posible reducir el nimero de éstos? jcomo asegurarnos de que el excelente acuerdo entre el
Modelo Estandar y el experimento no se pierda en el intento?. La buisqueda de la respuesta a
estas preguntas y otras semejantes, es el tema de este trabajo de tesis.

En el Modelo Estandar antes de que los fermiones adquieran masa via el mecanismo de
Higgs, los fermiones de una misma carga (fermiones anédlogos) estédn igualmente acoplados a los
campos de norma. En consecuencia, la invariancia respecto del intercambio de fermiones de la
misma familia es una simetria natural exacta del Modelo Estandar sin masas. En el caso de
tres familias, el modelo se puede extender imponiendo una simetria horizontal del sabor Ss.
Ahora, como el bosén de Higgs en el contexto del Modelo Estandar es representado por un
dobletes de SU(2), esté se puede asignar a una representacion irreducible de singlete del grupo
de sabor S3. Ademas, en la representacion de singlete de S3 se acomoda a las particulas de la
tercera generacion, ya que son las mas pesadas. Asi, después del rompimiento espontaneo de
la simetria de norma, inicamente las particulas de la tercera generacion adquieren masa. Por
consiguiente, las matrices de masa de los fermiones son diagonales en la base adaptada a la
simetria y en la base de las masas. Por lo tanto, las matrices de mezcla CKM y PM NS son
equivalentes a la matriz unidad. En otras palabras, todos los angulos de mezcla son nulos y
no hay relacién funcional entre estos y las masas de los fermiones. Lo anterior no puede ser
posible, porque de acuerdo con los datos experimentales actuales todos los angulos de mezcla
del sabor son distintos de cero. Entonces para reproducir la fenomenologia observada, se tienen
dos opciones: romper explicitamente la simetria del sabor [6] o extender el sector de Higgs [7],
de tal forma que los bosones de Higgs extras se acoplen a todos los fermiones en el modelo.

En este trabajo de tesis se demuestra que al realizar una extencion del Modelo Estandar,
imponiendo una simetria permutacional del sabor Ss;, x S3z y con su rompimiento explicito
secuencial de S3;, X S3r a Sor, X Sar, se obtiene un tratamiento unificado de las matrices de
masa de los quarks y leptones, en el cual los neutrinos izquierdos adquieren el valor pequeno de
su masa a través del mecanismo del subibaja tipo I. El patrén de rompimiento de la simetria de
sabor es caracterizado por el pardmetro Z;1/2 = (%J con i = u,d,l,vp, el cual mide la mezcla
de las representaciones irreducibles de singlete y 2(ioblete de S3;, X S3r. En este escenario,
todas las matrices de masa de los fermiones de Dirac tienen la misma forma genérica con dos
ceros de textura clase I (hermitiana), y una jerarquia normal en el espectro de masa. Por
consiguiente, la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana también tiene dos
ceros de textura clase I (simétrica). Estas matrices de masa son parametrizadas con sélo dos
parametros libres ¢; v d;, ya que los valores numéricos para las masas fermionicas se toman de
los datos experimentales.

Una vez que se determinaron las matrices de masa de los fermiones del Modelo Estandar
extendido, se deducen expresiones tedricas exactas para los elementos de las matrices de mezclas
CKM y PMNS. La matriz de mezclas de los quarks C KM se parametrizo en términos de
cuatro razones de masa de los quarks, una fase de violacién de CP (¢ = ¢, — ¢q) y dos
parametros, J,, y d4, asociados con el patrén de rompimiento de la simetria del sabor:

th

VCKM ('fﬁu, 7%67 ﬁjld? ,ﬁ:LS? ¢7 5uu 6d) .
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Mientras que la matriz de mezclas leptonica PM NS se parametrizé en términos de cuatro
razones de masa de los leptones, dos fases de violacién de CP (& = — ¢y Po =20 — ¢y) ¥
dos parametros 9, y d; asociados con el patréon de rompimiento de la simetria del sabor:

th ~ ~ ~ ~
U (ml/pml/zameamu'@bq>2a51/75l)'

PMNS
Usando la igualdad de las magnitudes de los elementos correspondientes en las matrices;
th PDG th PDG . . ;. ,
Vs Y Vs Upiins Y Upiyysr S€ derivaron expresiones tedricas para los dngulos de mezcla
como funciones de las razones de masa de los quarks o leptones. Una consecuencia de la realcién
funcional entre angulos de mezcla y masas fermionicas es que la jerarquia de masas de los quarks
induce una jerarquia de mezcla en la matriz C' K M, pero no sucede los mismo para los leptones.

Para las relaciones de complementariedad de quarks y leptones (QLC): 6, +07, ~ 47.5°41.5°
y Oy + 04 = (44.67fg:§)0. Se obtienen expresiones teoricas exactas, con la finalidad de tratar de
entender si son relaciones numéricas accidental o relaciones de una simetria mas fundamental
entre los sectores de los quarks y leptones. Finalmente para las masas efectivas de Majorana
(my) (I = e, u, ), también se derivan expresiones teéricas.

Al realizar los ajustes de x? de la expresiones tedricas a los datos exprerimentales de las
mezclas del sabor disponible actualmete, se obtiene un buen acuerdo entre ambos. Al sustituir
el valor numérico de las masas leptonicas el cuadrado de las magnitudes de las masas efectivas
de Majorana, tiene valores numéricos que son consistentes con un dngulo de mezcla 6!, pequefio.

En los tltimos diez anos importantes avances teéricos se han hecho en la compresién de los
mecanismo para la generacién de las masas de los fermiones y las mezclas del sabor. En forma
fenomenoldgica, algunos progresos sorprendentes han sido realizados con la ayuda de los ceros
de textura y las simetrias de sabor, a partir de estos dos ingredientes se han especificado rela-
ciones cualitativas entre los angulos de mezcla y las razones de masa de quarks o leptones con
un minimo de parametros libres. De hecho, se puede senalar que diferentes matrices de masa
con ceros de textura pueden tener exactamente el mismo contenido fisico. Por lo tanto surge la
pregunta, ;hay alguna relacién entre estas matrices? En este trabajo de tesis se encontré una
respuesta a esta pregunta a través de las clases de similitud. Dichas clases permitieron realizar
una clasificacion de las matrices de masa con ceros de textura.

La tesis esta estructurada como sigue: En el capitulo 1, se describe al Modelo Estandar, con
especial énfasis en las masas y mezclas de los quarks. En capitulo 2, se introducen los términos
de masa de los neutrinos y la matriz de mezclas leptéonica PM N S. Se describen las oscilaciones
de neutrinos en el vacio. En el capitulo 3, se mencionan varias interrogantes que involucran al
sabor de los fermiones. En el capitulo 4, se describe al grupo de simetria permutacional S3.
En el capitulo 5, se usa la simetria S3 y su rompimiento explicito para obtener un tratamiento
unificado de las masas y mezclas de los quarks y leptones. Ademads, se hace una clasificacion
de las matrices de masas con ceros textura. En el capitulo 6, se deducen las matrices de mezcla
del sabor, la relaciones QLC y la masas efectivas de Majorana en términos de las razones de
masas de los fermiones, y se realiza el ajuste de x? en cada sector. En el capitulo 7, se dan las
conclusiones y un resumen de los resultados obtenidos.



Capitulo

Modelo Estandar

El Modelo Estandar de las particulas elementales, o simplemente Modelo Estdndar (ME),
proporciona el marco tedrico para hacer un tratamiento unificado las interacciones electro-
magnéticas, débiles y fuertes. Este modelo es en si una teoria del campo basada en el grupo de
simetria de norma [8, 9, 10]:

GME = SU(3)C X SU(Q)L X U(l)y, (11)

el cual es el producto directo de los grupos de simetria SU(3). de las interacciones fuertes y
SU(2);, x U(1)y de las interacciones electrodébiles. El grupo de simetria de las interacciones
electromagnéticas, U(1)em, es subgrupo de SU(2)r, x U(1)y. Es en este sentido que las interac-
ciones débiles y electromagnéticas estan parcialmente unificadas.

Algunas de las caracteristicas importantes de las interacciones electromagnéticas y débiles
son: las interacciones electromagnéticas tienen un alcance de interaccion infinito, mientras que
las interacciones débiles son de corto alcance (~ 1072 fm); esto se debe a que los bosones por-
tadores de la fuerza o interaccién débil tienen masas del orden de 80 GeV.

En este capitulo se presenta un panorama general sobre el Modelo Estandar, haciendo
especial énfasis en las masas y mezclas de los quarks, asi como en las distinta parametrizaciones
existentes para la matriz de mezclas CK' M y la violaciéon de CP.

1.1. Contenido de Materia

El Modelo Estandar se puede dividir en tres sectores: el bosonico de norma, el fermiénico
y el escalar o de Higgs. El primer sector estd compuesto por los ocho gluones g, que son los
bosones de norma del grupo de color SU(3)q, los cuatro bosones de norma W=, Z y 7y que son
las particulas portadoras de las interacciones electrodébiles SU(2);, x U(1)y. Las principales
propiedades fisicas de estos bosones de norma son: los gluones g, no tienen masa, son eléctrica-
mente neutros, pero tienen carga de color. Como consecuencia de esto los gluones no solamente
interactian con los quarks sino también consigo mismos, es decir, son autointeractuantes.
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I’/V: B ) G: g

AVAVAVAVAVAVAY.
W, B, G, ¢

Figura 1.1: Diagramas de tridngulo que pueden dar lugar a anomalias. W, B y G son los bosones de
norma asociados a los grupos de norma SU(2), U(1) y SU(3), respectivamente; g es el graviton.

Los bosones W* y Z son particulas masivas y también interactian entre si. El bosén Z es
eléctricamente neutro, mientras que los bosones W¥ tienen carga eléctrica de Qem = =1,
respectivamente. Finalmente, el fotén 7y es eléctricamente neutro, sin masa y no es autointe-
ractuante.

En el sector fermionico se toma en cuenta que todos los fermiones del Modelo Estandar se
acomodan en representaciones irreducibles del grupo de simetria de norma G,,,, de la ec. (1.1).
Hay tres generaciones (sabores o familias) de fermiones materiales, las cuales tienen propiedades
idénticas excepto por su masa. De hecho, al considerar tres familias o sabores de fermiones se
estd introduciendo este dato fenomenoldgico en la teoria, ya que en el contexto del Modelo
Estandar no hay forma de predecir el niimero de generaciones de fermiones. Sin embargo, se
pueden usar argumentos tedricos y experimentales para fijar dicho nimero. Por ejemplo, para
que se cancelen las anomalias, figura 1.1, los fermiones izquierdos deben estar en dobletes de
SU(2)y, y se necesitan tres familias de fermiones. Ademads, de las mediciones més recientes del
ancho de decaimiento del bosén Z, se pudo determinar que el ntiimero de neutrinos activos
ligeros, con masa menor a 45 GeV, es N, = 2.984 + 0.008 [11]. En el Modelo Estandar los
neutrinos tienen masas iguales a cero, por esa razon no tienen una componente de quiralidad
derecha. Sin embargo, hace mas de una década, se sabe que las masas de los neutrinos son
pequenas pero no nulas [11].

Las generaciones de fermiones se denotan por 1;, ¢ = 1,2, 3, donde 7 es el indice de familia
o sabor. Las familias se numeran en orden jerarquico de acuerdo a la magnitud de su masa.
Entonces la primera familia esta formada por los fermiones més ligeros:

(=) > ()

El Modelo Estandar para una familia es una teoria completamente autocontenida y autocon-
sistente. Sin embargo, en la naturaleza se observan dos familias mas. Las otras dos familias,
mas pesadas, son:



1.1. CONTENIDO DE MATERIA 3

() v ()
() @)

Estas tienen propiedades semejantes a las de la primera, y se agregan al modelo sin explicar el
origen de este efecto de réplica. Asi, se obtiene que el Modelo Estandar para tres familias sigue
siendo una teoria autocontenida y autoconsistente.

= segunda familia

s tercer familia

Cada una de las tres generaciones de fermiones materiales se compone de cinco representa-
ciones diferentes del grupo de norma, con los siguientes niimeros cudnticos [8, 9, 10]:

(1,2,—%), (3,2,%), (1,1,-1), (31%) (3,1,—%). (1.5)

Los términos dentro de los paréntesis indican las propiedades de transformacién bajo la accién
de los grupos SU(3)¢, SU(2), y U(1)y respectivamente. En esta notacién la carga eléctrica
esta dada por

Qem =T13+Y, (1.6)

donde Y es la hipercarga y T3 es la proyeccion tres del isoespin.

Los campos fermiénicos ¢ se pueden describir por sus componentes de quiralidad derecha
Yg e izquierda v ;

77Z)L,R:P)L,R¢: (1j:ﬁ)/5)¢7 &L?RzizPL,Rziz(liﬂys). (]_7)

2 2

Los fermiones derechos e izquierdos, en el contexto del Modelo Estandar, tienen distintas pro-
piedades de transformacion bajo la accién del grupo de norma G, ,,. Por ejemplo, bajo la accién
del grupo SU(2)y, los campos derechos e izquierdos se transforman, respectivamente, como
dobletes y singletes del mismo. Los dobletes de SU(2)y, se representan como:

QLi:(Z) : lLi:(];) ; (1.8)
Li Li

Ugi, dri YV g (1-9)

Los subindices R y L denotan los eigenestados de quiralidad derecha e izquierda respectiva-
mente, e i es el indice de familia o sabor. En esta notacién la asignaciéon de niimeros cuanticos
en la ec. (1.5) toma la forma:

) Qéz (37 2)+

y los singletes como

Léi(1’2)7% % > l{%(l,l)il, uf%z (3a1)+§ ) dIRi (371)7% ) (1'10)
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Numero cuantico | up | ur, | dp | dr. | v |l | 1
Y 2/3 1 1/6 | -1/3 | 1/6 | -1/2 | -1 | -1/2
Trs 0 [1/2] o |-1/2]1/2] 0 [-1/2
Qem 2/312/3|-1/3|-1/3| 0 | -1| -1

Cuadro 1.1: Nidmeros cudnticos asociados a las proyecciones izquierda y derechas de las tres genera-
ciones de fermiones materiales del Modelo Estindar.

Familia LL (1,2)_% QL (3,2)+ lR (1,1)_1 UR (3,1)_1_% dR (3,1)_

U
€ER UR CZR
(3),
c
s), KR CR SR
t
TR tr br
),

Cuadro 1.2: Contenido de materia del Modelo Estindar.

1
3

donde el superindice I indica los eigenestados en la representacién de interaccién (sabor); los
términos dentro de los paréntesis indican las propiedades de transformacion para cada fermién
bajo la accién del los grupos SU(3)¢c y SU(2)1,, respectivamente. Finalmente, el subindice del
lado derecho del paréntesis denota la hipercarga del fermién correspondiente. Las interacciones
del grupo de norma del Modelo Estandar no distinguen entre las diferentes generaciones o fa-
milias; la magnitud de la interacciéon de norma depende de los niimeros cuanticos, pero no del
indice de sabor. Los valores de los niimeros cuénticos de los fermiones en el Modelo Estandar
se resumen en el Cuadro 1.1.

El contenido de materia en el modelo que se muestra en el Cuadro 1.2, constituye, con los
correspondientes campos de norma, la lista completa de los campos requeridos para describir
las interacciones observadas en las particulas elementales. De hecho, estas asignaciones de carga
han sido probadas al mejor nivel de confianza! para los fermiones ligeros [12].

A partir del Cuadro 1.2 se puede observar que los neutrinos son fermiones que no tienen
interacciones fuertes ni electromagnéticas (ver ec. (1.6)). En otras palabras, los neutrinos son
singletes del grupo SU(3)c X U(1)em. Ademads, los llamados neutrinos activos son aquellos
que tienen interacciones débiles, por lo tanto residen en los dobletes lepténicos. Los llamados

1C. L. por sus siglas en inglés
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neutrinos estériles son aquellos neutrinos que no tienen interacciones electrodébiles ni fuerte,
sino solamente interacciones gravitacionales. Sus cargas o numeros cuanticos con respecto al
grupo de norma del Modelo Estandar G, son:

lr(1,1),. (1.11)
Es otras palabras, los neutrinos estériles son singletes del grupo de norma del Modelo Estandar.

El sector escalar se incluye en el Modelo Estandar a partir del hecho que los bosones del
grupo de norma electrodébil son particulas masivas, lo cual indica que el grupo SU(2)y, x U(1)y
no es una simetria del vacio. Los términos de masa de los bosones de norma y los femiones,

Mngfwﬁ y =L =mpp =m (rior+ Vi), (1.12)

al ser incluidos de manera directa en el Modelo Estandar, rompen la invariancia de norma
del grupo electrodébil y en consecuencia la renormalizabilidad de la teoria. La solucién a este
problema consiste en incluir un campo escalar ¢, conocido como campo de Higgs, con los
siguientes nimeros cuanticos del grupo G g:

¢ (1,2): . (1.13)

I

Dicho campo es un singlete de SU(3)¢, doblete de SU(2)y,, y se acopla a todos los fermiones
del modelo. Ademés, es el responsable de generar la masas de los bosones electrodébiles, W+ y
Z, asi como la de todos los fermiones (excepto los neutrinos, ya que en el contexto del Modelo
Estandar son particulas sin masa).

El sector escalar, o sector de Higgs, induce un rompimiento espontaneo de la simetria de
norma, es decir,

SU@3)e x SUQ2)p x U(L)y — SU(3)e X U(L)em. (1.14)

Este rompimiento espontaneo de la simetria electrodébil se realiza a través del llamado mecanis-
mo de Higgs, el cual genera las masas de los bosones de norma electrodébiles y de los fermiones,
en acuerdo con los valores experimentales. Pero en consecuencia hay una nueva particula, el
bosén de Higgs, el cual es la tnica pieza del Modelo Estandar cuya existencia falta por con-
firmar experimentalmente. Mas aun, la bisqueda del boson de Higgs sigue siendo una de las
principales tareas de los actuales experimentos de colisionadores de altas energias, por ejemplo
el LHC [13]. Por otra parte, uno de los problemas abiertos en el Modelo Estandar es el de
conocer la representacion del boson de Higgs que habra de manifestarse en los experimentos.
Esto se debe a que el mecanismo de Higgs no es unico, y existen muchas representaciones del
bosén de Higgs que describen correctamente la dinamica del rompimiento espontaneo de la
simetria electrodébil. Sin embargo, la versién minima, incluida en el Modelo Estandar, consta

de un doblete escalar complejo
+
¢ = ( 20 ) ; (1.15)
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donde ¢ vy ¢" son campos escalares complejos, cargado y neutro respectivamente. Como se
mencioné anteriormente, este campo ¢ es un singlete SU(3)¢, doblete de SU(2)y, y tiene hiper-
carga +1/2.

Por otro lado, una caracteristica importante del Modelo Estandar es que el grupo de simetria
de norma G\, ver ec. (1.1), y el contenido de materia del Cuadro 1.2, presentan una simetria
global accidental [8, 9, 10]:

GER =U(1)g x U(N)p, x U(1)g, x U(1)p,, (1.16)

e

donde U(1)p es la simetria del nimero bariénico y U(1)r, 1, 1, son las tres simetrias del sabor
lepténico, con el nimero lepténico total dado por L = L, + L, + L.. Esta simetria es llamada
accidental porque no fue impuesta, es una consecuencia del grupo de simetria de norma GG
de las representaciones de los estados fisicos.

ME y

1.2. Lalagrangiana del Modelo Estandar

La Lagrangiana completa del Modelo Estandar, denotada por Lyg, es la Lagrangiana renor-
malizable més general consistente con el grupo de simetria de norma SU(3)c x SU(2), x U(1)y
y con el contenido de materia de las ecuaciones (1.10) y (1.13). Dicha Lagrangiana Lyg se
construye como la siguiente suma:

Lyvg = Lin + L+ Ly + Ly + Lrg + Lep, (1.17)
donde cada término representa:

= Ly, energia cinética de los campos de norma.

= Ly, energia cinética de los fermiones.

Ly, energia cinética y potencial del campo de Higgs.

L, términos de los acoplamientos de Yukawa.

Lrq, Lagrangiana que fija la norma.
s Lpp, Lagrangiana de Faddeev-Popov.

Con el fin de mantener la invariancia de norma de los términos cinéticos, bajo la acciéon del
grupo de simetria de norma Gyg, la derivada covariante debe tener la forma [8, 9, 10]:

D! = 0" +ig,GH L, + igW}'T, + ig' B'Y. (1.18)

Aqui, las G* son los ocho campos de gluones, W} son los tres bosones intermediarios de las
interacciones débiles y B* es el bosén de la hipercarga. Las matrices L, son los generadores
del grupo de SU(3)¢ de las interacciones fuertes, las cuales se pueden representar a través de
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las matrices de Gell-Mann (%)\a) en el caso de tripletes; los T} son los generadores del grupo
SU(2);, de las interacciones débiles y se representan a través de las matrices de Pauli (%Tb)

para dobletes; finalmente, Y es la carga del grupo U(1)y.

Entonces, con ayuda de la derivada covariante, ec. (1.18), se puede construir la Lagrangiana
de los campos del Modelo Estandar:

EME = l_LZ"}/“D#lL + éRw"D”eR + QLZ"}/“D”QL + ﬂRZ"}/“D#UR + CZRZ"}/“D“CZR

+(D10)! Duop — u2¢l6 — A (¢19)°
N ) (1.19)
_Yi?QLid)de - YQ?QLMURJ' — Y;ﬁ-lLid)eRj

— W W — 2B, B" — 1G,G* + Ly + Lrp.

Los términos en el lado derecho del Lagrangiana Ly, ec. (1.19), corresponden a: primer reglén,
es la Lagrangiana cinética de los fermiones, donde las v* son las matrices de Dirac y D* es la
derivada covariante. El segundo renglén, término de la energia cinética y potencial del campo
de Higgs, donde pu? y A son pardmetros reales. El tercer renglén, Lagrangiana de los acoples
de Yukawa, donde los coeficientes Y;; denotan a las matrices de acoplamientos de Yukawa y
¢ = iT¢*. Finalmente, el cuarto renglén, energfa cinética de los campos de norma y las La-
grangianas Lrg y Faddeev-Popov?.

Los tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los campos de norma, son los
siguientes:

We, = 0,Wg —0,Wi+ gel*WiWp,
B, = 9,B% - 8,B°, (1.20)

Gy, = 0,G% — 0,G% + g, fI*GLGE.

En estas expresiones, las Wj, son los tensores de norma antisimétricos construidos a partir
de los campos de norma W (X) correspondientes a los tres generadores de SU(2); €% es la
constante de estructura del grupo SU(2) y coincide con el tensor de Levi-Civita; B, son los
tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los campos de norma B,,(X) asociados
a U(1); G, son los tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los ocho campos
GZ(X ) de los gluones, correspondientes a los ocho generadores de SU(3); f“* son las constantes
de estructura del grupo SU(3).

Adicionalmente se pueden hacer los siguientes comentarios, que seran de utilidad durante
el desarrollo de esta tesis:

1. La Lyg tiene 18 parametros libres que se tienen que determinar experimentalmente.

2La forma explicita de las Lagrangianas Lrq y Faddeev-Popov serd mostrada més adelante.
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2. La Lagrangiana para el campo escalar ¢ debe tener términos hasta de orden ¢* para que
la teoria sea renormalizable.

3. El signo relativo de las constantes de acoplamientos del potencial de Higgs 1 y A esta de-
terminado por el rompimiento espontaneo de la simetria de norma.

4. Las constantes de Yukawa corresponden a matrices de 3 x 3 y estan relacionadas con las
masas y mezclas de los fermiones.

5. El término de masa fermiénico rompe la simetria de norma, es decir, dicho término no es
invariante.

Antes de revisar cuidadosamente cada término de la Lagrangiana (1.17), en la siguiente
seccion se tratara el rompimiento espontaneo de la simetria de norma en forma detallada, esto
con el fin de entender mejor el mecanismo de Higgs.

1.3. Rompimiento Espontaneo de la Simetria

En el sector electrodébil del Modelo Estandar se tiene que los bosones intermediarios de
las fuerzas son particulas masivas, lo cual tiene como consecuencia inmediata que el estado de
vacio no sea invariante bajo el grupo de norma electrodébil SU(2)r, x U(1)y. En otras palabras,
el hecho que los bosones W* y Z adquieran masa induce un rompimiento de la simetria de
norma electrodébil, y asi la teoria deja de ser renormalizable. Este problema se soluciona al
introducir el sector de Higgs en el Modelo Estandar. La Lagrangiana correspondiente al sector
de Higgs induce un rompimiento espontaneo de la simetria de norma electrodébil.

El fenémeno de rompimiento espontaneo de la simetria, en teoria cuantica de campos, se ve
a partir del potencial de Higgs, el cual se define como [9]:

272

V(g) = 1u?dlo + A (¢10)" = A {M + g—d + cte. (1.21)

donde ¢; es un conjunto de campos reales, que se transforman de acuerdo a alguna representa-
cién del grupo de simetria de norma G con n generadores, esto es

di(x) = ¢5(x) + i (2)T50,(x), a=1,2,...,n. (1.22)

En el potencial V(¢) es necesario pedir A > 0 para que el potencial sea acotado por abajo,
por consiguiente el potencial tiene un estado fundamental convencionalmente llamado estado
de vacio. Para encontrar el estado de vacio es necesario minimizar el potencial V(¢), pero la
posicién del minimo depende del signo del pardmetro u?, asi que se tienen dos casos: en el
primero se supone i > 0, entonces el vacio corresponde obviamente a ¢; = 0. Por lo tanto, el
potencial V(¢) sigue siendo invariante bajo el grupo de simetria de G, es decir, en este caso
no se rompio la simetria de norma G, sin embargo, el valor extremal no es un minimo sino
una maximo local. Por ejemplo, cuando el grupo G coincide con el grupo de norma del Modelo
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Estdndar Electrodébil, el estado de vacio tiene la simetria SU(2);, x U(1)y, Figura 1.2 (a),
y en consecuencia no hay rompimiento de la simetria de norma electrodébil. Pero esto no es
fisicamente viable, ya que tener bosones masivos indica que SU(2)z, x U(1)y no es una simetria
del vacio. En el segundo caso, u? < 0, el estado de vacio se determina al minimizar el potencial
V(¢), y se tiene el minimos no trivial.

El minimo de V(¢) para el caso no trivial es

ov OV e
SV (p) =2 [gfﬂd) + ] o' (66) + 2\ [gfﬂqb + ] (5¢T) o= (1.24)
De esta ecuacion se obtiene que el valor de expectacion del campo ¢ en el vacio es
2
(0]¢'p[0) = (¢T¢)o = —g—A (1.25)

A partir de la expresién anterior se observa que el estado de vacio es degenerado porque hay
muchas formas de satisfacerla, (ver Figura 1.2 (b)). Sin embargo, la teoria cudntica de campos
exige que el estado base sea tinico. Entonces, al escoger uno de estos estados como el estado de
vacio, se induce un rompimiento de la simetria. Este mecanismo se conoce en la literatura como
rompimiento espontaneo de la simetria de norma. La simetria remanente, o no rota, depende
de la eleccion del estado de vacio.

Al derivar la ecuacién (1.24) con respecto al campo ¢ y evaluar en el estado de vacio, se
obtiene:
0?V
t O,
90101451610
Para que se satisfaga la expresion anterior se consideran dos casos:

L Ti{¢s)0 # 0.
En este caso se dice que el generador T es un generador roto y M2 corresponde a la
matriz de masas del potencial, la cual debe tener un eigenvalor igual a cero. El enunciado
anterior se conoce como Teorema de Goldstone, dicho teorema establece que por cada
generador roto existe un bosén de masa cero conocido como boséon de Goldstone.

2. T(¢5)o
J\NTJ
En este caso se dice que el generador 7% es un generador intacto o no-roto. El elemento
del grupo asociado a T* deja invariante al estado de vacio, es decir:

e“T(d)o = (D)o (1.27)

En otras palabras, el conjunto de generadores intactos o no-rotos forma un subgrupo de
simetria que deja invariante al estado de vacio, en consecuencia el grupo de simetria inicial
se rompe al subgrupo de simetria que deja invariante al estado de vacio.

0{di)o = My T35(¢)0 = 0. (1.26)
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| 4 ’Vacio Falso

Verdadero

(a) (b)

Figura 1.2: El potencial de Higgs con: (a) u? > 0, vacio tnico y (b) u? < 0, vacios falso y verdadero.

1.3.1. Mecanismo de Higgs

En el caso del Modelo Estandar Electrodébil, el estado de vacio se escoge de tal forma que
la simetria remanente coincida con el grupo de norma de la electrodindmica, U(1)e,. Por lo
tanto, el generador intacto o no-roto corresponde a la carga eléctrica Qep,.

Para el mecanismo de Higgs, el campo ¢ es asignado a un doblete de SU(2),, de la forma:

o L [ 1+ g2
’ (ebo i\ st ity ) (1.28)
donde ¢;, (i = 1,...,4), son campos escalares reales. Asi, el potencial de Higgs dado en la
ec. (1.21) es invariante bajo la transformacién de norma

o

¢(x) = ¢'(x) = "7 ¢(x), (1.29)

donde T esta formado por las matrices de Pauli y @ es una funcién espacio-temporal. El minimo
del potencial de Higgs, V(¢) para u? < 0, es:

2 2
(016'6]0) = (¢'6)o = ~55 = - (1.30)

En funcién de los campos reales el término ¢'¢ tiene la forma:

U2

1
olo =5 (BT + 63 +65+01) = 7 (1.31)
Como se puede observar existe un ntumero infinito de estados posibles de vacio, los cuales

corresponden al numero infinito de valores para los campos reales que satisfacen la relacién
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dada en la ec. (1.30). Cualquiera de estos estados de vacio posee la simetria de norma U (1),
pero no a la simetria de norma electrodébil. Al elegir una direccién particular en el espacio de
isoespin, se induce el rompimiento espontaneo de la simetria de norma, segin el esquema

SU2)1 x U(1)y — U(1)em. (1.32)

En forma gréfica, el esquema del rompimiento espontaneo de la simetria de norma, se ilustra
en la figura 1.2 (b).

Al elegir la direccién en el espacio de isoespin, ¢3 = v, ¢1 = ¢ = ¢4 = 0, el valor de
expectacién en el vacio de ¢ toma la forma:

(9o = = ( ! ) : (1.33)

Cuando un generador del grupo de norma electrodébil (7, Y") actia sobre el estado de vacio,
este se rompe, es decir,

T%¢)o#0,  Y{(¢)o #0. (1.34)

En cambio cuando el generador de U(1)em (Qem = 113 + Y') actiia sobre el estado de vacio, éste

no se rompe,
1 0
Q()o = EQ ( ; ) = 0. (1.35)

Una consecuencia del rompimiento espontaneo de la simetria de norma electrodébil es que los
tres campos de norma electrodébil, W* y Z adquieren masa y, en consecuencia, estos campos
de norma adquieren grados de libertad longitudinales. Por consiguiente, los tres bosones de
Goldstone presentes en la teoria antes del rompimiento espontédneo de la simetria, reaparecen
en la teorfa como grados de libertad longitudinales de los bosones W* y Z.

1.3.2. Masas de los Bosones de Norma

Los términos de masa para los bosones de norma electrodébil se generan a través del me-
canismo de Higgs y del término cinético del campo escalar ¢. Al considera que el valor de
expectacién en el vacio de ¢ tiene la forma dada en la ec. (1.33), la accién de la derivada
covariante sobre (¢)o adquiere la forma:

_ v  gV2W
Dtdto =50 (_ w2, (130)

La notacién se define como
Wi — (WLU + W2H)
. ~ £ =7
V2

Asi, el término de masa para los bosones de norma es

(1.37)

1
Linasa = MiyWiW ™ 4 S M 2,2/ + 04, A, (1.38)
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Bosén de Norma | Masa (GeV)
v 0
W+ 80.399 + 0.023
Z 91.1876 + 0.0021

Cuadro 1.3: Masas de los bosones de norma electrodébil.

donde g0 v
My = = M, = —F—— 1.
W 2 Z 2 cos Oy’ (1.39)
y
Z,, = cos by Wy, —sinty B,
(1.40)

AH = sin ewwgu -+ cos ewBu

El angulo 0y, es llamado angulo de Weinberg, el cual se relaciona con las constantes de acopla-
miento del grupo de norma electrodébil a través de

/

tan by = 2. (1.41)
g

En resumen, debido al rompimiento espontaneo de la simetria de norma electrodébil, los
bosones de norma W¥ y Z adquieren masa, mientras que el bosén de norma asociado a A,,, el
fotéon, queda sin masa. En el Cuadro 1.3 se muestran los valores més recientes para las masas
de los bosones de norma electrodébil [11].

1.3.3. Masas de los Fermiones y Violacion de CP

Ahora se revisa la parte de la Lagrangiana del Modelo Estandar Electrodébil correspon-
diente a los acoples de Yukawa, conocida como Lagrangiana de Yukawa. A esta Lagrangiana la
forman los términos que acoplan el campo de Higgs con los campos de los quarks y los leptones.
En la representacién de interaccion, las interacciones de norma son diagonales y universales en
el sentido de que son descritas por una constante de acoplamiento de norma por cada factor
en Gye: gs, gy ¢ Por definicién, los eigenestados de interaccién no tienen acoplamientos de
norma entre fermiones de diferentes generaciones y las mezclas entre los fermiones de distinto
sabor no estdn permitidas; sin embargo, el acoplamiento del campo de Higgs a fermiones no
se sigue del principio de invariancia de norma, en consecuencia las interacciones de Yukawa
no son diagonales en esta representacion. Por lo tanto, en la representacion de interaccion los
acoplamientos de Yukawa involucran fermiones de diferentes generaciones, consecuentemente,
los eigenestados de interaccion se mezclan y no tienen masas definidas.

En el caso de tres o mas familias, la Lagrangiana de Yukawa puede dar lugar a la violacién
de CP. Mas atun, toda la violacion de CP del Modelo Estandar Electrodébil se origina en este
sector. Una explicacién de por qué la violacién de CP se relaciona con los acoplamientos de
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Yukawa complejos, Y;;, se puede ver de la hermiticidad de la Lagrangiana, ya que los diferentes
términos para tres familias de fermiones se pueden asociar en pares de la forma?:

YiibLidry + Yo', (1.42)
La accion del operador de CP intercambia los operadores

Vridr; < Vrid YL, (1.43)

pero deja los coeficientes Y;; y Y7 invariantes. Esto significa que CP es una simetria del sector
de Yukawa del Modelo Estandar, si y slo si, Yj; = Y7 con i # j. Entonces se viola CP en el
Modelo Esténdar, si y sélo si [14, 15]:

YI£Y: vy Sm{det [Yly® yuy ]} £o. (1.44)

Es claro que esta explicacion es correcta si se separa el mecanismo de violacion de CP del
mecanismo de Higgs del rompimiento espontaneo de la simetria de norma. Las interacciones de

Yukawa son las fuentes de las masas de los fermiones y la tinica fuente de violacion de CP del
Modelo Estandar Electrodébil.

Ahora, cuando la simetria de norma G ;g se rompe espontaneamente, las interacciones de
Yukawa dan origen a los términos de masa de los fermiones. Tomando en cuenta que el valor
de expectacion en el vacio del campo de Higgs tiene la forma dada en la ec. (1.33), se obtiene
que la Lagrangiana de Yukawa adquiere la forma:

—Lyq = YIQL0dh, + YiQLduk, + Yiliider; + h.c.
. (1.45)
= ul Myub + df Mydh + el Miel,,

donde My (f = u,d, ) son las matrices de masas de los quarks y los leptones cargados. Mientras
que

u e
u=| c |, d=1 s |, e=| p |. (1.46)
t b T

Las matrices de masa obtenidas de los acoples de Yukawa, después del rompimiento de la
simetria de norma, se definen como:

(1.47)

Las YJ son las matrices de los acoplamientos de Yukawa, las cuales para el Modelo Estandar
son matrices complejas de 3 x 3.

3En esta expresion el indice i o j repetido no implica suma.
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H Familia ‘ Quark ‘ Masa H
1 u 1.7-3.3 MeV
d 4.1-5.8 MeV
5 c 1.277500 GeV
S 101737 MeV
3 t 17204+ 0.9+ 1.3 GeV
b 497058 GeV

Cuadro 1.4: Las masas de los u-, d- y s-quark son estimadas de la llamadas “current-quark masses”
en un esquema de sustraccion independiente de la masa, tales como MS a una escala =~ 2 GeV. Las
masas de los c- y b-quark son las masa corredizas en el esquema MS. Estos pueden ser diferentes de
las masas constitutivas de los quarks pesados obtenidos en los modelos de potencial [11].

El Modelo Estandar Electrodébil no predice los valores de las masas fermidnicas, sino que
se ajusta a las mediciones experimentales de las mismas. Los valores mas recientes de las masas
de los leptones cargados son [11]:

me = 0.510908910 + 0.000000013 MeV,
m,, = 105.658367 4= 0.000004 MeV, (1.48)
m, = 1776.82 £ 0.16 MeV.

En el cuadro 1.4 se muestran los valores més recientes para las masas de los quarks [11].

Por otra parte, el hecho que las matrices de Yukawa sean complejas, tiene como consecuencia
la violaciéon de CP en el Modelo Estandar Electrodébil. En otras palabras, la matrices M, y
M, no conmutan y la parte imaginaria de su conmutador no es nula:

(%M#ijy%ﬂMHM@MWH#O (1.49)

Para matrices de masa complejas, en el caso de matrices de masa hermitianas, CP se viola en
el Modelo Estandar Electrodébil, si y sélo si [14, 15]

S {det [My, M,]} # 0. (1.50)

Por el momento tinicamente se considera la parte de la Lagrangiana de Yukawa correspondiente
al sector de los quarks, el sector lepténico se revisara mas adelante. Ademads, como se permiten
las mezclas entre los quarks de diferente generacion, las matrices de masa de los mismos no
son diagonales en la base de interacciones, por consiguiente los eigenestados de interaccion
no tiene masas bien definidas, es decir, en la representacion de interaccion los fermiones, en
general, no son eigenestados de masa. Por lo tanto, es necesario diagonalizar las matrices para
encontrar los eigenestados de masa, suponiendo que los quarks transforman de la representacién
de interaccion a la representacion de las masas, a través de la siguiente transformacion:

dip) = ijr(R)dL(R)? Ul ) = Uz(R)“L(R)v (1.51)
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donde d y u se refieren a los eigenestados de masa. En la literatura es comin referirse a los
campos en la representacién de masas como campos fisicos, ya que en esta representaciéon los
campos tienen una masa bien definida. Al remplazar los campos transformados (1.51) en el
Lagrangiano (1.45) se obtiene:

_['masa = aLMgmguR + d_LMCCllianga (152)
donde las M99 son matrices de masa diagonales dadas por:
M = U, MUY, M =V MV, (1.53)

Como, en general, las matrices de masas de los quarks son matrices complejas de 3 x 3 no
Hermitianas, para encontrar a las matrices de transformacion Upry y Vi(r) que las diagonalizan,
se usan las formas bilineales M MT y MTM, obteniendo:

. 2
%Mwwzwm@mmw:@ﬁﬂ, (1.54)

far ot ty/t i _ [ yydiag)’

En conclusién, si se conoce la matriz de mezcla de los quarks se pueden conocer las matrices
de transformacion Upry v Vi(r)-

1.4. Lagrangiana de Interaccion

Anteriormente se vio como después del rompimiento espontaneo de la simetria los bosones
de norma y los fermiones adquieren masa, pero al aplicar el mecanismo de Higgs no sélo se
obtienen los términos de masa, sino también los términos de interaccién de los campos. Esto se

puede ilustrar como:

EY + EH ﬂ) 'Cmasa + Elma

. . , . Int .
donde L,,.s, €s la Lagrangiana que contiene los términos de masa y £ es la Lagrangiana de
los términos de interaccién de los campos.

Como las excitaciones del campo se miden a partir del estado de minima energia, es necesario
hacer un desarrollo a partir del estado de vacio, asi el campo de Higgs se redefine como:

+
¢=(ﬁ) (1.55)
V2

Si se reemplaza el doblete anterior en el potencial de Higgs se observa directamente que el
campo h adquiere una masas igual a —u?/2 y los otros campos no tienen masa.
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1 h
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I

Figura 1.3: Forma tipica para el diagrama de Feynman de renacuajo.

1.4.1. Lagrangiana del Potencial de Higgs

A continuacion se muestra brevemente como los llamados diagramas de renacuajo contribu-
yen a un cambio en el valor de expectacién en el vacio del campo escalar ¢. Asi, el potencial de
Higgs definido en ec. (1.21), en términos del doblete de Higgs dado en la ec. (1.55) se escribe
como [16]:

2,,2)2
V(0) = A |70 + LD 4 gt (2 ) 4 h2e2 4 20 (607 + 224 (156)
+(0T)? + 6T (26~ ¢" + h2 + ) + 20Thv]
donde

v
0 = — + —. 1.57
2 o (1.57)
Debido a que no se han tomado en cuenta las correcciones radiativas (aproximacién a nivel
arbol) y con v? = 77“2, automaticamente se obtiene 67 = 0. Como se puede observar de la

expresién en (1.56), el término cuadratico en h, término de masa, cambia de signo debido al
rompimiento espontaneo de la simetria de norma. En otras palabras, antes del rompimiento
de la simetria se considera v = 0 y el término de masa es proporcional a —u?, y después del
rompimiento el término es proporcional a —Mv? = p?; ademds, después del rompimiento de la
simetria 7" = 0, por lo tanto los campos ¢ y 1 quedan sin masa.

Si se consideran las correcciones radiativas del término lineal en el campo h, también conoci-
das como renacuajo, ver la figura 1.3, este término se modifica en la forma —2\ (6T + 6T}4.0) hv,
donde 67},., es la contribucién proveniente del lazo. Una forma de eliminar los diagramas de
renacuajo y que los bosones de Goldstone no adquieran masa, es re-definir a v como

2

v? = —“7 26T im0 (1.58)
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tal que 6T + 6T},., = 0. En este caso, el potencial de Higgs se puede escribir como:

(A +n)

V(g)=A|(¢0") + + oot (B2 4+ )| — Zh (207 ¢t + B2+ 1?), (1.59)

donde v contiene todas las contribuciones de renacuajo y estos diagramas pueden ser eliminados
de la teoria.

1.4.2. Lagrangiana: Cinética de los Campos Escalares y £

Aqui se determinan los términos de interaccién de los campos escalares, para esto se escribe
la derivada covariante en términos de los eigenestados de masa:

D, =8, —ieQA, — LW - LW, - % T3 — 2Q) Z,, (1.60)

V2o ot V2

donde
e=gsinfy, c=cosby, y z=sin0y. (1.61)

Tomando la derivada covariante del doblete de Higgs, ec. (1.55), se obtiene:

™ . * i 3 —7) 6"
Dud) = < 8;1}74!:-2'8#77 > - Z€A“ ( ¢O ) - ?ng‘ < ( (hJFU}FZn)
V2 2v2

) N (h+v+in) 0
19 g
—w; v —w,; ( o+ )

La Lagrangiana de interaccién correspondiente toma la forma:

Loy = ieAr (0,67 — ¢70,07) + 2 (5 — 2) 2" (97 06" — 67007

(1.62)

FLWE (h0,0F = 67 ,h) + §WE (00" — 6*Om) + L5 2, 20N
AW G 4 £ 70 (hOn — n0h) + BEWWE B+ A, ARG

& Lvr g Witg~ + 9 (1 2) A, Z0¢t ¢ + Z_j (1 - x)Q A A (1.63)
& 2,20 (W 1P) + E AW R AW ¢y — L7, gt

T 7 W gty + SWEWE (B2 4 n?) + SWIWE ¢t é™ + he.

FiMy 0, "W — iMy 0,6~ Wit + M,0,mZ".

En la figura 1.4 se muestran los autoacoplamientos del bosén de Higgs y los acoplamientos de
este con los bosones de norma.
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Figura 1.4: (a) Autoacoplamientos del boson de Higgs. (b) Acoplamientos del Higgs con los bosones
de norma.

El 1ltimo término es cuadratico en los campos, norma-boséon de Goldstone, y por lo tan-
to deberia contribuir al propagador del campo de norma danando la renormalizabilidad de la
teoria. Para teorias de norma con rompimiento espontaneo de la simetria, bosones masivos, 't
Hooft y Veltman propusieron fijar la norma de tal forma que el término mencionado anterior-
mente se cancele. Por consiguiente la teoria de norma es renormalizable. En el caso del Modelo
Estandar Electrodébil, el término de la Lagrangiana que fija la norma tiene la forma:

—Lap = —3 (0"A,) — $(02,)* — $M2n? — M3, ¢t~ — "W, o, W™~

1
2

(1.64)
FiMy 0,6 Wi — iMy 0,6~ Wt + M,0,mZ",

donde el ultimo término de la expresion (1.64) cancela el dltimo término de la Lagrangiana en
la ec. (1.63).

1.4.3. Lagrangiano de Yukawa y Matriz de Mezclas

En el caso de la Lagrangiana de interaccién entre los quarks y los campos escalares, cam-
biando las matrices de Yukawa Y*? por las matrices de masas de los quarks M ay, Lyq toma
la forma:

Ly = u Myl + df Madly + 2 [ Mydlys* — df Myuho™ + df Madg 522
(1.65)

+ul Mk, (h\;%”)] + h.c. .

Los primeros dos términos del lado derecho de la ecuacion anterior corresponden a los términos
de masa de los quarks, ver la ec. (1.45), el resto corresponden a las interacciones de los campos.
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Al escribir la Lagrangiana de la ec. (1.65) en la base de las masas, dejando fuera a los términos
de masa de los quarks, se obtiene:

Int

Lyo = Z5— [(apMadl — upMid}) ¢* + hec]
(1.66)

+ [Ji M ddﬁ (h:;%'n) + J{{ Mg di (h&%‘n) + ﬂi M ul (h—z‘n) MT Tul (h+m)}

g
V2Myw R\2 V2

Ahora, si se transforman los campos de los quarks de la base de interaccién a la base fisica
. . Int .
usando las transformaciones dadas en la ec. (1.51), la Lagrangiana Ly se re-escribe como:

Int

£76 = e | (UL VM VaVildy — apURULME ULV ) 6 + hec.

+d ViV M9V Vidg h+“7 + dgVeViMEesty vid, B “7

+a U U M&oa U Ul p =

f + URURUT MdzagTU UT h+l’7)i| ’

V2

Finalmente, se obtiene:

Int _ dia ia
EYQ \/ig@‘, _u <Md gPR - M;Li gPL) CKJde)+ + h. C}
+orr _cZMjmgd + aMgmgu} N (1.67)

— s |dM O s5d — ﬂMSm‘q%u] 75

donde se definié la matriz

Veers = ULV, (1.68)
La matriz V,,,, se conoce como la matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa, la cual produce
la mezcla entre los quarks y permite que haya cambio de sabor en las corrientes cargadas,

figura 1.5. Ademads, como se puede observar de la Lagrangiana anterior, las corrientes neutras
(ver figura 1.6) con intercambio de h y 1 no cambian el sabor de los quarks.

En la formulacion del Modelo Estandar la matriz de mezclas de los leptones, analoga a la
matriz de mezclas de los quarks Vg, es la matriz unidad, dado que se formulé para neutrinos
no masivos; sin embargo, la evidencia experimental proporcionada por la colaboracién de Super-
Kamiokande [1], la cual se confirmo posteriormente en otros experimentos de oscilaciones de
neutrinos [2, 3, 4, 5], impuso cotas no nulas para las masa de los neutrinos. Esta propiedad de
los neutrinos tiene como consecuencia que la matriz de mezclas para los leptones no sea trivial.

1.4.4. Lagrangiana Fermionica

En el limite de fermiones no masivos, la Lagrangiana de las interacciones débiles tiene una
estructura quiral. En este limite sélo los quarks (antiquarks) y los leptones izquierdos (antilep-
tones derechos) se acoplan a los bosones W, portadores de la interaccion débil. Al romperse la
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Figura 1.5: Vértices de interaccion de corrientes cargadas, para quarks y leptones.

f=u,d ¢ f=u,d ¢ v

Figura 1.6: Vértices de interaccion de corrientes neutras, para quarks y leptones.

simetria de norma se generan términos de masa y en consecuencia se rompe la simetria quiral,
esto hace que se mezclen las componentes de quiralidad izquierda y derecha de los fermiones.

Por consiguiente, hay violacion de paridad P y conjugacion de carga C en las interacciones
débiles.

La Lagrangiana fermionica para los quarks esta dada por

Int

EfenQ = Qii”y"DuQi + ﬂéi'y"Duué + Jgi”y"Dud%. (1.69)

Después de escribir la Lagrangiana en términos de los eigenestados de masa, ésta toma la forma:

Int

Efer,Q = ﬂi’}/ua“u + Jl’yuaud + geﬂvﬂAuu — %@Jr}//‘A”d
T 2 (3P — gx) ut {2, (—5 P+ ) d (1.70)

+%Q_LL’7”W+VCKMdL -+ %JL’Y’LW—VCT,KMUL.

Los ultimos dos términos de la Lagrangiana E}Z_,Q corresponden a las corrientes cargadas que
cambian el sabor de los quarks, figura 1.5. La unitariedad de las matrices que transforman a
los campos de los quarks evita que en las corrientes neutras haya cambio de sabor, figura 1.6,
esto se conoce como el mecanismo de GIM (Glashow, Iliopoulos y Maiani) [8, 9, 10].
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Z 4t
W 7
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Figura 1.7: Vértices de autointeraccion de los bosones de norma.

1.4.5. Lagrangiana Cinética de los Campos de Norma

La Lagrangiana cinética de los campos de norma proporciona los términos de los cuales
se obtienen los vértices de autointeraccién de los bosones de norma. Al elevar al cuadrado el
tensor de curvatura W, aparece un factor de la forma (8W)2, correspondiente a la Lagrangiana
cinética y determina la ecuacién de movimiento del campo. Los otros dos términos de la forma
OWWW vy WWWW corresponden a la Lagrangiana de interaccion de los campos. Dado que el
campo electromagnético tiene una simetria abeliana, el foton no tiene autointeracciones, como
si ocurre con los campos de norma no-abeliana. Para calcular la Lagrangiana de interaccion de
los campos de norma, se debe tomar en cuenta el término

1 1
— WV = B B, (L.71)

las definiciones (1.40) y

We, = 0,Wg —0,Wi+ gel*W Wk,
(1.72)
B2, = 8,B¢ — d,B¢.

Después se hacer las transformaciones de los campos de norma, se obtiene el término cinético
de los campos de norma A, Z,, Wf y los términos de interaccion de tres y cuatro campos, ver
figura 1.7:
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Int

Lot = igs [0,A, (WHWY™ — WEWYT) + A, (W O"W»= — W, PV

A, (W9, W¥ — Wrtd,W¥=)] + ige [0, Z, (WHWY= — WhW¥)

+Z, (W QW= — Wr=,W¥H) + Z, (Wr=8, Wt — Wrtg, W) (1.73)
—C [WEWHWiWY™ — WEWeE W, W] — PWEW, (PZRZY + cs A2

+esAVZF + SPAFAY) — GPWIWHR (P ZY Z, + 2csAY 7, + 57 AV A) .

1.5. Lagrangiana de Faddeev-Popov

Finalmente, para poder compensar las contribuciones no fisicas de los campos de norma
en Lgr es necesario introducir el campo de fantasmas de Faddeev-Popov. La Lagrangiana de
Faddeev-Popov, Lrp, estda dada por:

7a6F ¢ b ~a a
Lpp=C WC = C%prsF*, (1.74)
donde F'® es la funcién que fija la norma del campo a y BRS se refiere a la transformacién
de Becchi, Route y Stora, la cual consiste en cambiar el parametro 6 de la transformacién
de norma por el respectivo campo fantasma; ademés dprsC® = 0. Se puede demostrar que
la Lagrangiana completa es invariante bajo esta transformaciéon, y como consecuencia de ello
aparecen las identidades de Slavnov-Taylor, las cuales corresponden a las identidades de Ward

para el caso de una teoria de norma abeliana [16].

En el caso del Modelo Estandar, para determinar la Lagrangiana de Faddeev-Popov, Lgp,
los campos fantasmas y los parametros de la transformacion de norma se trasforman de manera
similar a los campos de norma. Asi, los campos de norma bajo la accién de una transformacién

del tipo BRS son:
SprsW, = g (W2C3 — W2C?) + 8,C,
5BRSW3 =4g (WiCl - Wl}CB) + 8“02,
(1.75)
5BRSW3 =g (WJCQ - Wi(]l) + 8“03,
5BRSB,u = @LC/,

donde los O son los fantasmas de los respectivos le y C’ es el campos fantasma asociado a
B,,. Al suponer que los fantasmas rotan exactamente igual que los campos de norma se tiene:

W = xigWi (cCz + sC,) T ig (¢Z, + ad,) CF + 0,CF,
62, =ige (W, CT = WFC™) + 0,0y, (1.76)

6A, = —igs (W, CT =W, C7) +8,0,.
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El término que fija la norma tiene una dependencia de los campos escalares, por lo tanto, se
necesita la variacién de BRS' de estos campos dada como

0p = igé . f,
esto es,
+
St cZ, + sC, % ot
=14 . (1.77)
Sh+id - htv+i
72 L C—ﬁ —cZ,, — sC, Tn

La Lagrangiana de Faddeev-Popov en funcién de los eigenestados de masa es:

Lrp=CT5Fy++ C 6Fy- +Cz0F; + C.0F,, (1.78)
donde
Fye = "WE F iMy o™,
Fy=0"Z, — My, (1.79)
E, =0"A,.

En una forma mas explicita, la Lagrangiana Lpp se escribe como:
Lrp=Ct(O-MZ)Ct+C (O-ME)C~ +Cz (00— M2)Cy +C,OC,

+igCrom [Wh(cZ,+ sCy) — (cZy + sA,) CT| — gMw C* [(cZ, + sC,) ¢+
(1.80)
+1CF (h+in)| + h.c. +igeCro" W, Ct =W FC™| +igsC 0" [W, C*

—WrC™] —igMzCyz (cZ, + sCy) .

Hasta aqui se revisaron las componentes de la Lagrangiana del Modelo Estandar. A conti-
nuaciéon nos enfocamos en las matrices de mezcla, de particular interés para el desarrollo del
tema de investigacion de esta tesis.

1.6. Matriz de Mezclas C K M

En esta seccion se revisan las propiedades de la matriz de mezclas de Cabbibo-Kobayashi-
Maskawa, Vogar, la cual produce la mezcla entre los quarks y permite el cambio de sabor en las
corrientes cargadas, como se muestra en la figura 1.8. Antes de entrar de lleno en la discusion
de las propiedades de la CK M, es conveniente mencionar como obtener el niimero minimo
de parametros independientes necesarios para construir una matriz de mezclas. Para esto se
considera el caso general de una corriente cargada en la cual n a-quarks son transformados en
n k-quarks [10]. En dicha corriente cargada, la matriz de mezclas de las n familias de quarks se
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E

Figura 1.8: Transiciones que cambian el sabor a través de los acoplamientos de corrientes cargadas

>

™ 7

~ N

d

VA

con los bosones W+

denota por U y es una matriz unitaria de n x n. El niimero de pardmetros reales en U es 2n?.
La condicién de unitariedad UUT = UTU =1, la cual es equivalente al sistema de ecuaciones

Z UijUpy, = jk y Z UijU]:j = Ok, (1.81)
i J

reduce el nimero de pardmetros reales de 2n? a tan solo n?. De hecho, se tienen n condiciones del
tipo > |Us|* = 1 sobre la diagonal, asf como in (n — 1) condiciones del tipo 3" Re {U;; Uz} =
0y in(n — 1) condiciones del tipo Y7 Im {U;;U;.} = 0 fuera de ella.

A los n? pardmetros reales restantes se les sustraen 2n — 1 fases no fisicas, las cuales pueden
ser extraidas de la matriz de mezclas U por medio de la redefinicion, o “rotacion”, de las fases
de los n a-quarks y los (n — 1) k-quarks. Esta redefinicién de los campos de los quarks se lleva
a cabo a través de una transformacién de refasamiento de los campos de los quarks [14, 15],

¢ — g = eNig;, (1.82)

donde las magnitudes de los elementos de la matriz de mezclas |U;;| son invariantes; sin embargo,
las fases de los elementos de la matriz de mezclas cambian de acuerdo a

a—quark . k—quark

U; — UZ.’j — e ¥ U, e . (1.83)

El nimero total de fases no fisicas es 2n — 1, y no 2n, ya que uno de los elementos de U no
puede ser rotado. A continuacion se ilustra que este elemento “no-rotado”, denotado por X, es
la interseccién del renglén y la columna que se tomé como “eje de rotacion”:

* * X x x
U= - ¢ et ] (1.84)

*

Por lo tanto, el nimero minimo de parametros independientes, o fisicos, necesarios para cons-
truir la matriz unitaria U es igual a:

n*—02n—1)=(n—-1)>=~ (1.85)
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Ahora, de estos (n—1)? pardmetros independientes, se pueden tomar %n (n — 1) pardmetros
para definir los dngulos de una matriz ortogonal de n x n [9, 15]; esta ultima cantidad de
parametros se deduce facilmente de ver cuantos angulos hay en un espacio euclidiano de n-
dimensiones. La cantidad de angulos resulta ser las combinaciones de los n ejes tomados de 2
en 2, es decir,

1
ngs = Cy = 3n (n—1). (1.86)
Asi, el nimero final de fases fisicas en una matriz unitaria U de n X n es:

n¢/s:n2—(2n—1)—%n(n—1):%(n—l)(n—2). (1.87)

A continuacion se muestran tres ejemplos sencillos donde se encuentran los nimeros de fases y
angulos necesarios para construir la matriz de mezclas U:

Dimension de U | Nimero de fases ng, | Nimero de angulos ng,
2 X2 0 1
3x3 1 3
4 x4 3 6

Para el caso de tres familias de quarks, la matriz de mezclas U es la matriz Vog )y, la cual
es una matriz unitaria con elementos complejos, por lo tanto cumple la condicion:

VormVigenr = VegnVoru =1, (1.88)

y puede ser parametrizada con tres angulos de mezcla y una fase. Esta ultima es asociada con
la violaciéon de CP en el Modelo Estandar Electrodébil.

La definicién de la matriz de mezclas no es tnica:

= Al definir la matriz de mezclas tenemos la libertad de permutar las familias de los quarks
de acuerdo con la magnitud de sus masas en orden creciente,

Vud Vus Vub
Veknvr = Vea Ves Vo |- (1.89)
Vie Vie Vi

s Es costumbre utilizar la definicion de la matriz de mezclas de los quarks que acopla
campos de quarks tipo d con diferentes sabores en la representaciéon de las masas (d, s, b)

mediante
dI Vud Vus Vub d
st =1 Via Ves Vi 5 | (1.90)
b Via Vie Vi b

si se intercambian los quarks tipo-up por los quarks tipo-down y viceversa, la matriz
de mezclas conecta los estados (uI el t! ) y los correspondientes eigenestados de masa
(u,c,t). Esta propiedad es la libertad que se tiene para elegir los quarks up o down para
definir la matriz de mezcla.
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= [a matriz de masas diagonal Mgégi’ es invariante, bajo una transformacion de refasamiento
de los campos de los quarks [14, 15],
4 — q. =Xy, (1.91)

Las magnitudes de los elementos de la matriz de mezclas |Vj;| son invariantes; sin embargo,
las fases de los elementos de la matriz de mezclas cambian como

1.6.1. Triangulos Unitarios

La unitariedad de la matriz de mezclas de los quarks, Vogas, evita que en las corrientes
neutras exista cambio de sabor, mecanismo GIM. Ademas, permite dar un descripcién grafica
del fenémeno de la mezcla del sabor. Entonces, a partir del sistema de ecuaciones (1.81) con
n = 3, se obtienen nueve condiciones de unitariedad; tres estdn compuestas por niimeros reales
y tienen la forma:

Vial? + [Vial” + [Visl? = Vi + [Vas|* + [Var[ =1, con k= 1,2,3. (1.93)
Las condiciones de ortogonalidad restantes, j # k, con j,k=1,2,3

) VisVik + Vi Var + Vi Var, = 0,
(1.94)
ii) levk*l + VjQVk*2 + ‘/}'3Vk*3 =0,

son seis numeros complejos, los cuales pueden localizarse facilmente en la matriz unitaria, tal
como se muestra enseguida [15]:

LN 1= m O W O (W W
Hl mom O], mEOm |, O mm |,
m m O m O u O |m m
ALELE) LE NI 0O O O
i) mmm| |(O00OO]|, m m om |,
0O 0O O m H H F\'m m m
(d) (e) (f)

donde las flechas indican el orden, horizontal o vertical, en el cual se multiplican dos de los
elementos de la matriz, con el segundo elemento tomado complejo conjugado en cada producto,
asi se obtienen las siguientes condiciones:

(@) VeV + Var Vi + Vai Vas = 0, (d) Var Viy + Vo Vi + VasVi = 0,
(0) VirVig + Var Vo + Vai Vg = 0, (e) Vaa Vi + Va Vi + Vi Vi = 0, (1.96)

(c) ViaVis + Voo Vs + Vao Vs = 0, (f) ViV + Vo Vi + VasVis = 0.
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AU Vo,V

Figura 1.9: Tridngulo unitario en el plano complejo y sus dngulos internos escritos en términos de
sus lados

Estas seis condiciones de ortogonalidad sobre los elementos de la matriz de mezclas son cono-
cidas como triangulos unitarios, ya que cada una se puede representar graficamente a través de
un triangulo en el plano complejo, tal como se ilustra en la figura 1.9. De los seis triangulos
unitarios que se pueden construir, las condiciones de unitariedad permiten eliminar a tres de
ellos. Por consiguiente, sélo tres triangulos son independientes entre si y se pueden obtener a
partir de la relacion:

‘/13‘/12““/23 22"“/3]‘/32:07 ]ak:17273a ]#k (197)

Si se conocen los tres lados de cada tridngulo unitario definido en la ec. (1.97), se pueden
conocer los angulos internos correspondientes, los cuales se definen, en general, como

Vasz’Z} { ‘/3]"/32} { Vi, fk}
=argq ———— ,, =argy ———— ¢, =argd ———— 5. 1.98
03} g{ VBJV:;@ 05 g Vlef}c ¢3 g V2gV27€ ( )

La asignacion de estos se muestran en la figura 1.9. Asi, cada una de las condiciones de unita-
riedad se puede expresar como una relacién de la forma ¢ + ¢5 + ¢3 = . Si alguno de estos
angulos fuera cero, el correspondiente triangulo unitario se colapsaria a una linea en el plano
complejo.

Al tomar la definicién de la matriz de mezclas C K M dada en la ec. (1.89), los tres tridngulos
unitarios independientes que se obtienen de la ec. (1.97) son los siguientes:

s El tridngulo formado por la condiciéon de ortogonalidad entre las columnas uno y dos,
ec. (1.96 a), tiene la expresién

VudVys + VedVie + ViaVis =0 (1.99)

esta asociado a la fisica del mesén K. Por ejemplo, los decaimientos semileptonicos
K* — 75t~ [17].
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s El tridngulo formado por la condicion de ortogonalidad entre las columnas dos y tres,
ec. (1.96 c), tiene la expresién

VausVip + Ves Vi + ViV, = 0. (1.100)

= Kl tridngulo formado por la condiciéon de ortogonalidad entre las columnas uno y tres
ec. (1.96b), tiene la expresién

VudVey + VeaVy + ViaVig, = 0 (1.101)

estd asociado con las propiedades fisicas del meson B. Por ejemplo, la cadena de decai-
miento B¥ — DK* D — K%r 7~ [18].

Por otra parte, los dngulos internos del tridangulo unitario asociado al mesén B se pueden
medir directamente de varios de sus modos de decaimiento que violan CP. Los dngulos internos
son invariantes bajo una redefiniciéon de las fases de los quarks, asi que son observables que
tienen la propiedad de ser invariantes de fase. Estos dangulos internos se expresan en términos
de las entradas de la matriz CK'M como [11]:

azarg{—%}, ﬂzarg{—%}, vzarg{—%}. (1.102)
ud Vb tb ca’ ch

Es de utilidad reescalar el triangulo unitario asociado al mesén B, al dividir la ec. (1.101)
por V.4V se obtiene [11]:

VgV e Vs o —~ .
= prin= PP, L =1-ptin=1/(1-p*+7%”?,  (1.103)
VeV, VeaV,

donde resulta el tridngulo unitario con un lado de longitud 1 (ver figura 1.10) y los otros dos,
R; v R,, dados por

Vid {Z,
VeaVy,

ViaVyy
VeaViy,

=/ + P (1.104)

RtE‘

=1 =p) +7 Ruz‘

Los angulos internos del tridngulo unitario o y « siguen expresandose como en la expresiéon
ec.(1.102), pero el angulo [ en términos de los nuevos pardmetros queda de la forma:

2(1-p)7

sin (203) = m

(1.105)

Si cualquiera de los angulos internos se anula, no hay violacion de CP en Modelo Estandar
y el tridngulo unitario correspondiente se colapsa a una linea. Asi, otra medida de la violacion
de CP en la naturaleza se obtiene para un valor diferente de cero de estos dngulos y del area
de los triangulos unitarios.
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<ﬁ7,’7>

(0,0) (1,0)

Figura 1.10: Tridngulo unitario reescalado.

1.6.2. Invariante de Jarlskog

El invariante de Jarlskog tiene que ser diferente de cero para que exista la violacion de CP
en el Modelo Estandar. Ademas esta relacionado con el area de los tridangulos unitarios como se
verd a enseguida. A cada tridngulo unitario obtenido de las condiciones de ortogonalidad dadas
en la ec. (1.97) se le asocia una medida del drea, denotada por J;;; la propiedad méas importante
es que todos los tridngulos de la matriz de mezclas de los quarks tienen la misma &area,

7] = | Ji;| = 2A. (1.106)

El area del tridangulo unitario se puede determinar a través del producto vectorial de dos cua-
lesquiera de sus lados (ver figura 1.9); asi, el area esta dada por:

/6\1 /6\2 /6\3
2A = |(Vi; Vi) x (Vo3 Vap)| = |det | Re{Vi;Vii} SmA{ViVi} 0O
Re (VoV} SmA{Vy Vi) 0 (1.107)

= [Re {Vi; Vi) SmA{Vo; V5i b — Sm{Va; Vi, } Re { Vo, V53 3 -

Al observar el resultado del producto vectorial se concluye que 2A no es mas que la parte
imaginaria del producto (V3;V}3,) (Va;Va.), por consiguiente de la ec. (1.106) se tiene que

| J] =24 = SmA{Vy; Vi Va; Vi } - (1.108)

En cada tridngulo unitario hay tres productos vectoriales similares al producto de la ec. (1.106);
[(VigVi) % (VagVal 1(Vi Vi) x (Vg Vil y |(Vay Vi) x (Vi Vi), los cuales dan como resultado
la misma drea. La afirmacién anterior se muestra a continuacién: se multiplica a la ec. (1.97)
por el complejo conjugado del primer sumando, y al tomar la parte imaginaria se obtiene:

Sm Vi VarVipVas b = S { ViV Vi Vi ) - (1.109)

Procediendo en forma andloga, multiplicando a ec. (1.97) por el complejo conjugado del segundo
y después por el complejo conjugado del tercer sumando, se obtiene:

Sm { Vo Vie Vi Vi b = S { Vo Vi Vi Vi, } (1.110)
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S { Vi VieVar Vi b = Sm { Vi Vo, Vi Vi } (1.111)

respectivamente. Entonces, de las ecs. (1.109)-(1.111) se concluye que:

[ {ViVaViabi | = [Sm Vi,V Vil = [om {VauVis Vi Vi

, (1.112)

con j # k. Por lo tanto, los seis tridngulos unitarios tienen la misma &area, como se habia anti-
cipado.

En general, el darea de los triangulos unitarios se puede expresar como

3 3
T caprtinn =24 apeim = Sm{VaVaVi Vi } (1.113)

V5l V5l

donde J es conocido como el invariante de Jarlskog. Ademas, se puede deducir que J distin-
to de cero es una condicion suficiente y necesaria para que ocurra la violacion de CP en el
Modelo Estandar con tres generaciones de quarks. En otras palabras, el invariante de Jarlskog
mide la violacién de CP y su signo depende de la direccién de los vectores complejos que for-
man los triangulos unitarios. Una caracteristica importante de los triangulos unitarios es que
pueden ser rotados en el plano complejo si se multiplican por un factor de fase, el cual deja
invariante su forma, esto tiene como consecuencia que la matriz unitaria es independiente de
la parametrizacion.

1.6.3. Parametrizacion de la Matriz C K M

La matriz de mezcla del sabor de 3 x 3, V,,.,,, puede ser expresada en términos de cuatro
parametros independientes, los cuales son usualmente tomados como tres angulos de rotacion
y una fase asociada a la violacion de CP. En la literatura hay diversas parametrizaciones de
la matriz de mezclas de los quarks que difieren de la forma original propuesta por Kobayashi
y Maskawa [19]. Adoptar una parametrizacion especifica por supuesto es, de alguna manera,
algo arbitrario, ya que desde un punto de vista matematico las diferentes parametrizaciones son
equivalentes. Sin embargo, es muy probable que la fisica subyacente responsable de la mezcla
de sabor y la violacién de CP, sea mas transparente en una parametrizacion particular que en
las otras. Por esta razoén, las parametrizaciones angulo-fase propuestas por Kobayashi y Mas-
kawa [19], L-L Chau y W-Y Keung [20] y Fritzsch y Xing [21], as{ como la parametrizacion de
Wolfenstein son las mas usadas en la literatura.

La parametrizacién de Kobayashi y Maskawa involucra los tres angulos; 0,, 0,, 6, y la fase
9. La expresién de la matriz de mezcla es como sigue [19]

¢ =56 —515;
KM i6 is
Vo = s¢ cce,— 82836‘6 €68, + 320366 : (1.114)
(2 (2
8,8, € 8,0, +¢,8,€" ¢ c,8, — cyc.e
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en la que ¢, = cosb; y s, = sin6; para i = 1,2, 3. En el limite 0, = 0, = 0, esta expresion se
reduce a la mezcla usual de Cabibbo, con 6, identificado como el dngulo de Cabibbo hasta un
signo [22].

La parametrizacion estandar del PDG, propuesta originalmente por L-L. Chau y W-Y Keung,

utiliza los angulos 6,,, 6,,, 0., y una fase J,,, asi [20]
—id
PDG C12Cy3 s S12C13 s Siz€
— (1 (2
\4 - 512G T 012823813% 1 C12Co3 — 812523513€ ’163 S93C13 ) (1115)
2 2
812823 7 C1pCy38,36° 1 12853 T 81203536718 Ca3C13

en donde ¢,; = cosf,; y s, = sinf,.. Los subindices i, j = 1,2, 3 representan cada una de las
tres generaciones de quarks. En esta matriz los angulos 0,,, 0,, v 0,, se encuentran ubicados en
el primer cuadrante, mientras que la fase ¢,, puede estar en cualquier cuadrante, pero debe ser
diferente de cero para asegurar la violacion de CP. La ventaja de esta parametrizacion es que
las generaciones 7,7 = 1,2, 3 son introducidas, de tal forma, que la mezcla entre dos generacio-
nes se cancela si el correspondiente angulo de mezcla 6,; es igual a cero. En particular, para
0,, = 0,, = 0, la tercera generacion se desacopla y la situacion se reduce a la matriz de Cabibbo
para dos generaciones. La fase d,, esta en el rango de 0 < 4,, < 27, con valores diferentes de
cero generalmente rompiendo la invariancia CP para las interacciones débiles.

La parametrizacién propuesta por Fritzsch y Xing esta inspirada por la estructura jerarquica
del espectro de masas de los quarks, y es particularmente 1til en el contexto de modelos para
masas y mezclas de los fermiones. En esta parametrizacién se utilizan los dngulos 6, 0,, 0 y
una fase ¢, y la matriz de mezcla es [21]

5,8,¢+ cucde_z"l5 5,C,C — cusde_f‘i’ s,S
V= | ¢s,c—s,ce7 cc,cts,85,67 s | (1.116)

—5,5 —c,s c

En esta parametrizacion, los tres dngulos ,, 6, y 6 tienen un significado fisico preciso. El angulo
 describe la mezcla entre la segunda y la tercera familia, el &ngulo 6, describe la mezcla u — ¢,
el angulo 6, describe la mezcla d — s; la fase ¢ puede tomar valores de 0 — 27, y es la fase
asociada con la violacion de CP.

Para dar una clasificaciéon de todas las posibles parametrizaciones angulo-fase linealmente
independientes (tres dngulos y una fase) [23]. Se parte del supuesto que la matriz CKM es real
y ortogonal, entonces se puede escribirse como un producto de tres matrices Ris, Ro3 v R31, las
cuales son simples rotaciones en los planos (1,2), (2,3) y (3, 1), respectivamente, esto se ilustra
en la figura 1.11. Explicitamente, estas matrices estan dadas como sigue:

R12 (612) R23 (923) R31 (913)
Cp S 0 1 0 0 ¢, 0 s,
512 Cyo 0 0 Cos3 Sa3 0 1 0 (1 ! 17)
0 0 1 0 —s c s.. 0 ¢

23 23
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Figura 1.11: Relacidn entre la base de eigenestados de sabor y la base de eigenestados de masa, en
términos de los tres dngulos de rotacion 0,,, 0,, y 0,,. Haciendo caso omiso de las fases, estos son
solo los dangulos de Fuler representando la rotacion de una base ortogonal a otra.

donde s, =sind, ., c,. = cosb, ..
J (%] (%] ij

Después de introducir la fase de violacion de CP, ¢, de los doce productos posibles sélo nueve
son estructuralmente diferentes, ya que los otros tres estan correlacionados entre si y conducen
esencialmente a la misma forma. Por ejemplo, para construir la parametrizacién estandar de
la ec. (1.115) incluyendo la fase asociada a la violacién de CP, las matrices de rotacién de la
ec. (1.117) se reescriben para expresar V' como V' o = Ry3(6,,) Rs1 (0,,,¢) Riz (6,,), forma
explicita se tiene

. 1 0 0 Chy 0 s,e Cy S5, 0
\'% =1 0 ¢y S, 0 1 0 -5, ¢, 0 ]. (1.118)
0 —s5, €y —5,6% 0 ¢, 0 0 1

En general, las formas especificas de las nueve posibles parametrizaciones angulo-fase, se
enumeran en la columna de la izquierda de la tabla 1.5 como P, — Py. Las parametrizaciones
P, — P5 generalmente corresponden a: P, a la parametrizacion estandar, P, a la parametrizacion
de Fritzsch-Xing y P a la parametrizacion de Kobayashi-Maskawa.

Una parametrizacion derivada de la parametrizacién estandar es la de Wolfenstein, la cual es
una aproximacién que pone énfasis en la jerarquia de las magnitudes de los dngulos de mezcla,
S, >> S,, >> S, [24]; en estd parametrizacion se define A = s,,, por consiguiente A es el seno
del angulo de Cabibbo y se escriben los elementos restantes como potencias de A, omitiendo los



1.6. MATRIZ DE MEZCLAS CKM 33

X -
Parametrizacion Angulos de Mezclas
Py
Pr: V" = Ro3 (6y3) Ri31 (015, ¢) Rz (6,5)
—ig
Ci2Cq5 " 812613 " S15€ sinf,, = [Vas], sinf,, = \/%
— — G — G —lVis
812Ca3 C12823813¢¢ Ci2Ca3 8125823513€ ” S23C13 sin@.. — |Vas]|
_ (2 _ _ (2 23 2
S12523 C12C33515€ Ci2823 512C23515€ Ca3Ci3 1=|Vis]
Pa -1
Py: V ® =Ri2(0,)Ra3(0,¢)R15 (0,)
—i¢ _ —i¢
s,8,c+c,ce”'? s.ce—c, 5,67 58 cos = [Vas|, sing, = L1l
c,s,c—s,c,e”® coccts,s,e”? cs Vsl V1=[Vas|
‘ sinf, = L3
—5,8 —c,$ c Y V1= Vasl?
P -1
P3: V'° = R23(0,) Ra3 (01,¢) Rys (6;)
c —S,C —S,8 ; [Vai |
1 163 193 cosf, = |Vq1], sinf, = —L—=
_ 2 i Vi-|vi1|?
5,6, C,CyCq Sy 83647 €G3 5, + Szczse‘(z) sin@. — [Vis]
i i 3=
5,8, €, 8,¢,+¢C,8,€ C,Cy S, — CyCl€ Vi=|vil?
Py -1
Py: V" = Ro3(0,) R12 (0, ¢) R5y (6,)
Cﬂcu i 89 _Cﬁsu i sinf = |V12|, Sineu = 71“/‘13‘ ‘2
i i _
—8,c,C, +5,5,€ B CoC, S,¢,8, +s,¢c,€ ’ o — Vs | 12
—1 _ _ —1 d 2
8,8,¢, +¢,8,€ CoS, 5,58,8, +c,c.e Vi-|Viz|
Py, —1
Ps: V" =Rs (0,) Re3 (0,,¢) Ri5 (6)
—5,5.5 4+c,c e’ —c 55 —s.ce s : : |Vis|
0°d°u 0Cu 0°d°u 0y d°u sinf, = |Va3|, sinf, = L3
d ’ v 11— Vas |2
S4Cq ” CoCy ” Sa sin@ = — Vel
_ _ —1 _ —1 = 3
8,8,C, —C,5,€ c,5,¢, +8,5,€ c,c, V1—|Vag|
Pg -1
Ps: V' ° =Riz2(0)R31(0,,9) Ry (0,)
—i¢ _ —i¢
CoCy CySa8, T 8,C4€ b CoCaS, S¢54€ i sinf, = |V31|, sinf, = 7“/‘32‘ B
_ _ —1i _ _ —i V1= Va1
S¢C, 85,5, T Cyc, € S6CaSy CoCq€ €inf — | Va1
_ - ./ 2
Su, Sdcu Cdcu 1—|Vay|
P -1
Pr: V' =R31(0,) Ri2(0,¢) R5y (0,)
—i¢ _ —i¢
C,C,Cyu+S5,5,€ S,C, c,c, s, +s,c.e cos = |Vao|, sinf, = —-2sl _
—S,C, C, 8,8, Wasl V1=|Vag|
o —id —i¢ sinf, = ——2-—
—Cy5,C, T ¢, 8,6 —545, Ce8,8, T C.Cch€ 1-|Vaz|
Pg
Pg: V' ° =Ri12(8)Ra3(0,,$)Rs1(8,)
_ —id —i¢
595845, t¢,C.€ ) 89Cy  8554C, T C4S,€ ” sinf, = |Va2|, sinf = ‘V‘m‘ B
_ _ —i _ —1i V/1—|Vay
CySyS. S4C, € CyCy CyS,4C, 5,5,€ ing — |Va1]
—c,s, -5, c,C, Y V1= Vael?
Pg
Py: V" =Ra1(0,) P2 (0, ¢) Rz (0,)
—i¢ —i¢
c,C s,c,c, — 58,5 € s,s,c, +c,8,€ 0 — : _ _ |val
0Cu 0CaCu d%u 094 d°u sinf = |Va1], sinf, = ==L —
_ ) V1=[Va1]?
Sy CyCy " CoS4 ” sinf, — —1Veal
—1 —1 d
—c,8, —8,C,5, — S,C.€ —5,5,58, +c,c.e Vi-[Vey 2

Cuadro 1.5: Clasificacion de las diferentes parametrizaciones dngulo-fase para la matriz de
mezcla de sabor y los angulos de mezcla de los quarks, en funcion de las magnitudes de los
elementos de la matriz.
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términos de orden superior a A?, con lo que se obtiene

- -5 A AN (p—in)
v = Y - AN2 +0 (M), (1.119)
AN (1 —p—in) AN 1

La relacion entre los parametros de Wolfenstein y la parametrizacion estandar esta dada por
las relaciones

sinf, =\, sinf,, = AN}, sinf,e s = AN (p —in). (1.120)
Esta transformacién determina los términos de la expansion en A. Asi se obtiene que
sin 6 sin
p=——2—>"cosd,,, n=-——"=""—sind,,. (1.121)

sinf,, sin6,, sinf,, sin0,,

Aunque la parametrizacion de Wolfenstein es aproximada es mas transparente que la para-
metrizacion estandar ya que ofrece, junto con el tridngulo unitario, una representacién geométri-
ca de la estructura de la matriz de mezclas de los quarks, la cual es facil de interpretar. Sin
embargo, si se requiere un nivel de precision mucho mayor que los errores experimentales, se
deben incluir los términos de orden mayor en .

Hasta aqui se revisaron las parametrizaciones de la matriz de mezclas C'K M mas usadas
en la literatura. A continuacion se mostrara que en las parametrizaciones angulo-fase existen
relaciones muy simples entre los dngulos y los observables fisicos.

Angulos de Mezclas

Las cantidades medibles de la matriz de mezclas del sabor V' que son invariantes bajo el
refasamiento de los campos de los quarks (ver ec. (1.91) ) son las magnitudes de sus elementos, es
decir, las cantidades |V;;|. En el caso de tres familias, V' puede ser parametrizada en términos
de tres angulos de mezclas y una fase asociada a la violacién de CP. Asi, al determinar la
magnitud de cada uno de los elementos de la matriz de mezclas, se pueden expresar los angulos
de mezcla en funcién de las observables fisicas |V;|. En particular, si la matriz V' estd escrita
en la parametrizacion estandar P, = v =ytre
de la matriz de mezclas son:

ec. (1.115), las magnitudes de los elementos

2 2
PDG PDG PDG PDG
_ 2 2 _ 2 2 2

‘/11 o 612013’ “/12 12 137 “/13 8137 “/23 8230137
VPDG 2 9 9 VPDG 2 9 9 9 5

33 Cy3Ci3 21 = 5,05 + 012 23513 + 812C93C198935,3 COS 043,
el = 252 —2 5, (1.122)

22 - 612023 + 812 8533515 T 4C12Cy35155935 15 COS .
VPDG 2 - 2 2 2 9 5

31 - 812 823 + C12Co3513 — 4512 12Ca3 515 COS 013,
VPDG 2 - 9 5

32 - Cl2 823 + 812 23513 + C12823512C93513 COSOy5.
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Por lo tanto, los angulos de mezcla 6,3, 623 y 615 estan relacionados con las magnitudes obser-
. PDG , .
vables de la matriz V' =, a través de las ecuaciones:

PDG

Vis

sinf,, = , sinf,, = , sinfy = . (1.123)

Para las ocho parametrizaciones angulo-fase restantes, P, — Py, en la columna de la derecha
del cuadro 1.5 se escriben los angulos de mezcla en funcién de las magnitudes de los elementos
de la matriz de mezclas.

Equivalencia de Fases entre parametrizaciones

Ahora se encontraran las relaciones funcionales de equivalencia entre distintas parame-
trizaciones de la matriz de mezclas de los quarks. Desde el punto de vista matematico, dos
parametrizaciones diferentes de la matriz unitaria de mezclas de los quarks de 3 x 3, las cuales
contienen cuatro parametros independientes convenientemente definidos, son equivalentes si las
magnitudes de las entradas correspondientes son iguales. Asi en lo subsiguiente, se demostrara
que haciendo un refasamiento convenientemente elegido para los campos de los quarks, la ma-
triz de mezclas V" puede cambiar a una forma nueva que se denota como V" tal que todos
sus elementos de matriz sean numéricamente iguales a las entradas correspondientes de la pa-
rametrizacion fenomenoldgica con la que se desea establecer esta equivalencia.

En la base donde las matrices de masas son diagonales, las corrientes cargadas de los quarks
toman la forma

g Tu t
JE = ﬁwLﬂHVijhng- (1.124)

Una redefinicion de las fases de los campos

Yf — = ey, (1.125)
deja invariante la corriente cargada J# y las magnitudes | V;gh , pero cambia los argumentos
de la matriz de mezclas Vlgh Entonces, bajo la accién de la transformacion de la ec. (1.125),
las corrientes cargadas de los quarks toman la forma [6]:

g - ~th
donde B ‘ o
Ve = e NV e (1.127)
Las fases x{ y X;-l pueden ser determinadas a requerir que las correspondientes entradas de V"
y V™ (k=1,---,9) sean iguales, esto es:
th w .
v ol =(ar=x1)) _ Vik] vt (1.128)
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., th Py, th Py, .
En esta expresion w;; y w;; son los argumentos de V;; y V;;", respectivamente. Como las
magnitudes son iguales, los argumentos de las entradas en ambas parametrizaciones estan re-
lacionados por el conjunto de nueve ecuaciones siguiente:

wy —w,f =X -4, 4, j=1,2,3 (1.129)
Este sistema de ecuaciones relaciona las diferencias de fases no observables de los campos de
los quarks con las diferencias de los argumentos de las correspondientes entradas en szh y V;j’“
El sistema de ecuaciones de la ec. (1.129) esta sobre determinado. En el lado izquierdo hay
nueve diferencias de fases no observables formadas a partir de seis fases desconocidas de los
campos. Dado que sélo las diferencias de fases pueden ser medidas experimentalmente, las fases
mismas se definen inicamente hasta una constante aditiva, la cual se puede fijar definiendo un
valor de una de las fases desconocidas. Entonces, en las ecs. (1.129) hay nueve ecuaciones para
determinar cinco incégnitas. Esto se puede hacer si se satisface un conjunto de cuatro ecuaciones
de consistencia. Las condiciones de consistencia son relaciones no triviales que expresan los ar-
Py, Py, , . , . . th th

gumentos no nulos w;;" de V,;* en términos unicamente de los argumentos conocidos w,; de V;; .

= arctan

. . , . P PDG .

En la parametrizacién estandar de la matriz de mezclas, P, = V' = V', hay cinco
elementos complejos, por lo tanto, en dicha parametrizacién hay cinco argumentos wf;DG que
no son nulos y tienen la forma:

PDG PDG
W3 = arg {V13 } = —0y
PDG PDG Ci080q 814 SINJ
w = argq V. = arctan 12-23 15 13 }
21 & { 21 } { S19893FC 9593815 cosdy5 |7
PDG PDG — 58,5809 814 SINO
w = arg< V. = arctan 12-23 13 13 } 1.130
= & { 2 } {512523’512523513 cosdyg |7 ( )
PDG PDG —Ci5Coa Sy SING
w = argq V- = arctan L2281 T 13 }
31 & { 31 } { $19893—C1gCo3813 COSOy5 [ 7

PDG S16Coq S SING
1223713 13
Wsg arg {V32 }

C12893+515Co3 815 COSdy4

PDG . . L. , PDG PDG

El argumento w53 se pudo identificar facilmente, pero los demdas argumentos, wy, , wyy
PDG DG . ., , . .
Ws; Y Wiy , Necesitan una ecuacién mas para poder ser relacionados con nuestra parametri-
zacién tedrica. La ec. (1.127) permite relacionar la parametrizacion estandar con la parametri-

zacion tedrica, por medio de la relacion
V"= v (1.131)

donde x, v xq son matrices diagonales de fases. Entonces, el determinante de la matriz de
mezclas V"' es: . ;
t PD

det [V ] = det [XLV Xd] : (1.132)
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como el determinante de la matriz de mezclas V' es igual a uno, se tiene
det [XLVPDGXCI} = det [XLXd] — 2 () (1.133)
Por otro lado, sin pérdida de generalidad, la matriz de mezclas tedrica puede ser escrita como:
v" =u,ul = orp, (05p)" = ol P90, (1.134)
donde P~ = diag {1,€¢",¢"}. El determinante de V" es
det [v] = det [0T PO=D0,] | (1.135)
y como el determinante de las matrices ortogonales es uno, se obtiene:

det V"] = det [P ] = 20, (1.136)

El determinante de la matriz V" debe ser igual a uno, por lo tanto, el mejor valor posible para
la fase es ¢ = ¢ = 3

det [V”‘] = 20" = o7, (1.137)
Entonces, de la ec.(1.132) se obtiene:

3 3

D =xf)=20" o > (f—xi)=nx (1.138)

i=1 i=1
Esta relacion de fases garantiza la igualdad de los determinantes de las matrices V" y 1%

La suma de las fases no observables de los campos que aparecen en el lado izquierdo de la
ec. (1.138) se puede calcular a partir de la relacién

3

3
> (=) = (wi —w ) (1.139)

=1 =1

PDG PDG

pero como w;; = w3 = 0, la anterior expresion se reduce a:
3
PDG
g —x¥) E Wi — wy, . (1.140)
i=1

Ahora, al eliminar las fases no observables de los campos en las ecs. (1.138) y (1.140), se obtiene,

3

3
20 = wy —wy 0wy =Y wy — 20" (1.141)
=1

i=1
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.z PDG , . .
Esta relacién demuestra que el argumento wy,  estd determinado de forma tnica (mod 27) en
, . . th
términos de los argumentos de las entradas de la matriz V.

En forma similar se puede derivar un conjunto de condiciones de consistencia para las
soluciones de (1.129), en el caso de P, = V= VPDG, por eliminacion de las fases de los quarks.
Delaec. (1.129), las diferencias de fases del mismo tipo de quark, por ejemplo (X;l — X;l,), pueden
ser calculadas en al menos tres formas diferentes. Esta redundancia implica la existencia de
relaciones no triviales entre los argumentos de las entradas de las dos parametrizaciones. Por
ejemplo, de (1.129), la diferencia (Xg — Xg) — (Xg — Xg) da como resultado

th th PDG
(X5 = X35) = wyy — wap +wyy (1.142)
y de la diferencia (le — Xg) - (le — Xg) se obtiene
th th

(Xg - Xg) = W3 — Wyo + 513‘ (1'143)

Si la diferencia de fases (x4 — x3) se elimina de las ecuaciones (1.142) y (1.143) se tiene que

th th th th PDG

Wyg = Wiy + 0,5 = Wyz — Woy + Wy (1.144)

Al usar el mismo procedimiento de eliminacién para todas las posible combinaciones de las
diferencias (X? — X;-l) — (X? — X;-l,) se deriva un conjunto de nueve ecuaciones, de las cuales
solo cuatro son linealmente independientes. Entonces, el conjunto de consistencia de cuatro
ecuaciones no triviales (una de estas es la ec. (1.144)) que expresan a los cinco argumentos no

PDG PDG , . th th .
nulos w;; ~ de V;; ', en términos de los argumentos w;; de V;; , adquiere la forma:

PDG PDG . th th th th
—Wyp Wy = Wy — Wiy — Wy — Wy,
PDG PDG th th th th
W3p  — W3y = —Wyp Wiyt W3y — Wa, (1.145)
PDG PDG _ th th th th
—Wyy T+ W3z = —Wgy t+ Wo3 + W3y — Wa3.
Pero en virtud de que en la parametrizacion estandar sélo hay cinco argumentos no nulos, es
d . PDG . 5 PDG PDG PDG PDG t ., d . 1
ecir, wy;3 = —0,,, Wy , Woy , Wy Y Wge , S€ Necesita una ecuacion adicional para re-

lacionar los argumentos de las entradas de las dos parametrizaciones. Esta se obtiene de las
DG th

. . . P
relaciones de fase entre los determinantes de las matrices V;; " y V,; .

Con ayuda de la ec. (1.141) se resuelven las ecuaciones (1.144) y (1.145) para todos los otros
argumentos no nulos de VZ;D ;

ot th th th th "
015 = Wy + Wyg — Wiz + Wy + Waz — 2¢

PDG th th th *

Wy = Wiy + Wy + Wyz — 2¢
(1.146)

PDG th th th %

W3y = Wy + Woz + W3y — 2¢

th th th "
Wy = Wy + Woy + w3y — 20
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DG PDG , .
de V.77 estan determi-

(3

P

De esta manera, se ha demostrado que los argumentos no nulos w;;
;. th th

nados de forma tnica (mod 27) por los argumentos w,; de V;; .

Regresando ahora a la cuestion de las fases de los campos de lo quarks y la transformacion
de fases de V! a VPP sustituyendo las ecuaciones (1.141)-(1.146) en las relaciones dadas ne
la ec. (1.129) se obtienen las diferencias de fases de los campos de los quarks explicitamente en
términos de los argumentos conocidos wf; de VZ;h Las fases de los campos de los quarks estan
determinadas también sélo hasta una constante aditiva comin. Como las fases de los campos de
los quarks no son observables, se puede fijar una de ellas, sin pérdida de generalidad, y resolver
para las otras. Asi, al tomar ¢ = 0, se obtiene

d __ _th

Xl - 07 qu - wll’
d__ th th w __  th th .

X2 - wll h_ w127h N XQ — w33 h_ w12 j‘ 2¢ 5 (1147)
d __ t t * u t t %

X5 = —Wyg — Wiy — W3 + 20", X5 = —Wyg — Wyy + 20"

Entonces, las matrices de fases x, y xq que se requieren para determinar la matriz de transfor-
., S th
macién de fases V' son:

[ th  thR\ ./ th th  th  _ .
va = diag {1’ el(wn_wm) : el(_w% —wyp —W3z+2¢ )} (1.148)
y
. h h " . h h *
Yo = diag {eiwi};’ el(w:§3*wiz+2¢ )761(*w;3*w§2+2¢ )} ' (1149)

Con la ayuda de las matrices diagonales de fases anteriores, se puede verificar facilmente que
th VPDG

V' Zj

1

i Vihyg = VPDG, se satisface como una identidad, siempre y cuando

En resumen, ahora ya se ha establecido el marco tedrico para las mezclas de los quarks, por
consiguiente, en la siguiente seccién se daran los valores numéricos experimentales mas recientes
para las mezclas de los quarks.

1.6.4. Estado Actual de las Mezclas de los Quarks

En los experimentos Belle (KEK, Japén) [25] y Babar (SLAC, USA) [26], conocido también
como fabrica de mesones B, se determinan los lados y angulos internos del tridngulo unitario.
Asi se puede comprueba, o no, que efectivamente se forma un tridngulo y con ello poder ga-
rantizar que el mecanismo propuesto por Cabibbo-Kobayasi-Maskawa es el responsable de la
violacion de CP en el Modelo Estandar.

Los resultados mas recientes para los dngulos internos del triangulo unitario reportados en
el PDG son [11]:

a=(80.013)°, B=(2146£0.71)°, ~= (77.073)°. (1.150)
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En los ultimos anos, una amplia investigacién se ha hecho para la determinacion precisa de
los valores de los elementos de la matriz de mezclas de los quarks Veogar, se pueden determinar
mas precisamente por una ajuste global, donde se usan todas las mediciones disponibles y se
imponen las constricciones del Modelo Estéandar (es decir, tres familias y que la matriz C KM
es unitaria). El ajuste también usa las predicciones tedricas para los elementos de la matriz
hadronica, las cuales en algunas ocasiones tienen un grado significativo de incertidumbre. Los
resultados del ajuste global para los pardmetros de Wolfenstein son [11]:

A = 0.2253 £ 0.0007, A= 0.80870022

(1.151)
p=0.1321002 7 =0.341 £0.013 .

Para las magnitudes de los nueve elementos de la matriz de mezclas Vg s

0.97428 4 0.00015 0.2253 4+ 0.0007  0.0034775-00015
Vernl=| 0.2252+0.0007  0.973457000015  0.0410%0:0063 (1.152)

0.008627+- 90020 0.040370:00010.999152F0-960030

y para el invariante de Jarlskog

J = (2.97017) x 107°. (1.153)

Entonces, para los dngulos de mezclas, en la parametrizacion estandar, se obtienen los siguientes
valores numéricos:

sinf,, = 0.2253 & 0.0007 , sind,, = 0.0410 £ 0.0011, sind,, = 0.00347 30015 . (1.154)
y de aqui se obtiene:
0, =13.02°£0.04°, 0, = (2.347995)°, 0, =0.20°£0.01°. (1.155)

En el cuadro 1.6 se muestran los valores de los angulos de mezclas de los quarks para cada
una de las nueve parametrizaciones angulo-fase linealmente independientes.

Hasta aqui se han revisado algunos aspectos importantes de Modelo Estandar, haciendo
especial énfasis en las masas y mezclas de los quarks. En el contexto del Modelo Estandar, casi
todas las pruebas experimentales de las fuerzas descritas en el modelo estan de acuerdo con
sus predicciones. Sin embargo el modelo no explica el porque: hay tres familias de fermiones, el
origen y jerarquia en el espectro de las masas y las mezclas del sabor de los quarks. Més ain en
el marco tedrico del Modelo Estandar, los neutrinos son particulas sin masa por eso la matriz
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Parametrizacion | Angulos de Mezclas

Py e sin,, = 0.2253 % 0.0007 , sin0,, = 0.041040.0011 , sinf,, = 0.0034770-9001.
0,, = 13.02° £0.04°, 0, = (2.34700%)" , 6,, = 0.20° £0.01°.

Py Y — cosf = 0.999}15?8;88882@ , sinf, = 0.008428t8;882‘{ , sin6, = 0.20936 +0.010 .
0= (2365008)° . 0, = (484°08)" 0, = (120755 .

Py YT = cosf, = 0.97428 £ 0.00015 , sin6, = 0.003825t8;88}§ , sin @, 4:00.01540t8;8885 :
0, =13.02°+£0.04°, 0, =(2.197905) , 0, = (0.887003) .

Py sin @ = 0.2253 4 0.0007 , sinf, = 0.0035673:9997 | sin 98 = 0.04136:6507 -
6 =13.02°+£0.04°, 6, =0.20+0.01, 6,=(2377003) -

PV sin = 0.22538 4 0.0007 , sin#, = 0.0034715-0502 | sin @), :00.0410tg;885; .
0 =13.02°+£0.04°, 6, =0.20£001, 6,= (2351009 .

e sin @ = 0.2252 + 0.0007 , sin 6, = 0.0086215-00030 , sin 90(103 9.0403i8;885$ :
0 =13.01°£0.04°, 6, =0.49+0.01, 6, = (2.31700%)".

R cosf = 0.9734510 00015 sin@, = 0. (1)7321?8;8822 , sinf, = 9.3%7goetg;gggg :
6 =13.23°+0.04°, 6, =(10.14793) , 0, = (10.3213:3))

PV sin @ = 0.22548 4 0.0007 , sin 6, = 0.0086370 005 , sin6, :00.0403t8;88}); :
0 =13.03°+£0.04°, 6, =049+0.01, 6, =(2.317903) .

Py sin @ = 0.2252 4 0.0007 , sinf, = 0.0088579:990% | sin 98 = 0.04208*5:5507 -
6 =13.01°+£0.04°, 6, =0.514+0.01, 6,=(241775]) .

Cuadro 1.6: Valores de los dngulos de mezcla del sabor de los quarks en cada una de las diferentes
parametrizaciones dngulo-fase para la matriz de mezcla CKM .
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de mezclas lepténica, andloga a la matriz de mezclas de los quarks, es la matriz unidad, pero
la evidencia experimental proporcionada por los experimentos de oscilaciones de neutrinos, ha
impuesto cotas no nulas para las masas de los neutrinos. Esta propiedad de los neutrinos tiene
como consecuencia que la matriz de mezclas para los leptones no sea trivial. Por consiguiente,
en el préximo capitulo se vera como se puede extender el Modelo Estandar para incluir las
masas y mezclas de los neutrinos.



Capitulo

Mas Alla del Modelo Estandar

Es bien conocido que la masa de una particula elemental representa su energia inercial cuan-
do existe en reposo. Por lo tanto, una particula sin masa no tiene manera de existir en reposo,
sino que siempre debe moverse a la velocidad de la luz. Un fermién masivo (ya sean leptones o
quarks) debe existir en ambos estados de quiralidad, izquierda y derecha, ya que los operadores
del campo responsables de la masa no nula de un fermion, tienen que ser productos bilineales
de los campos espinoriales que voltean la quiralidad del fermién.

El Modelo Estandar de las interacciones electrodébiles contiene tres neutrinos que son
particulas con quiralidad puramente izquierda y sin masa. Tener tres neutrinos no masivos
es equivalente a la conservacién del ntimero lepténico. Esta conservacion de nimero lepténico
es una simetria accidental en lugar de una simetria fundamental del modelo estandar. Por eso
muchos fisicos crefan firmemente que los neutrinos deben ser particulas masivas, incluso mucho
antes de acumular pruebas experimentales incontrovertibles de que los neutrinos oscilan de un
sabor a otro y por consiguiente deben ser particulas masivas. Una buena razdén para esta creen-
cia es que en algunas teorfas de gran unificacién, tales como la teoria SO(10), es mas natural
que los neutrinos sean masivos que sin masa [27].

En este capitulo se dan las bases tedricas para introducir los términos de masa de los
neutrinos. Primero se construyen por separado los términos de masa de Dirac y de Majorana.
Después se construye el término de masa hibrido donde se incluyen ambos tipos de masa, Dirac
y Majorana, obtenido asi el mecanismo de subibaja y la matriz de mezclas lepténica PMNS.
Finalmente, se describen en forma detallada las oscilaciones de neutrinos en el vacio para dos
y tres sabores, dando el estado actual de los experimentos de oscilaciones.

2.1. Neutrinos Masivos

Para escribir el término de masa de los tres neutrinos conocidos, se requiere ir mas alla del
Modelo Estandar, es decir, se necesita hacer una extensiéon del mismo. La extensiéon minima
del Modelo Estandar se hace mediante la introduccion de tres neutrinos derechos, los cuales
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Figura 2.1: Espectro fermiénico en el Modelo Estindar.

son singletes bajo el grupo de simetria de norma SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y, pero se acoplan a
la materia sélo a través de su masa. Estos acoplamientos tienen que ser del tipo Yukawa para
poder preservar la simetria de norma, de tal forma que las masas son proporcionales al valor de
expectaciéon en el vacio del bosén de Higgs, exactamente igual que para el resto de los fermiones:
Y,lp¢v, + h.c. [27]. Entonces, en este marco se tienen en total seis campos de neutrinos de la
forma:

Ve, Ver
v, =1 v |, ve=1| vup |, (2.1)
Ve, Vrp

donde solamente los campos izquierdos toman parte en la interaccion electrodébiles. Hay dos
consecuencias importantes para proceder de esta manera. En primer lugar, hay un nuevo pro-
blema de jerarquia de masa: jpor qué los neutrinos son mucho mas ligeros que el resto de los
leptones? incluso los de la misma familia, figura 2.1. En segundo lugar, el niimero de leptonico
(L) cuenta el nimero de leptones menos el de antileptones, y se sigue conservando como una
simetria global exacta.

El hecho que los neutrinos sean particulas eléctricamente neutras les da ciertas propiedades
que no comparten con otros fermiones del Modelo Estandar. La ausencia de cargas aditivas
permite escribir dos tipos de términos de masa, invariantes de Lorentz: las masas de Dirac
y las de Majorana. Estos dos tipos de términos de masa se describen a continuacién, pero
antes es necesario definir el operador de particula-antiparticula, el cual transforma a un campo
fermiénico de acuerdo a la siguiente regla [28]:

Cip =00,  C =i (2.2)

donde 75 7 son las matrices de Dirac. Asi, a partir de las propiedades de conmutacion de las
matrices v, es facil ver que actuando sobre un campo quiral, C' le invierte su quiralidad como:

Citpy = () = W)y ¥a— @)= (), (23)
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es decir, la antiparticula de un fermién izquierdo es un fermién derecho.

El operador de particula-antiparticula, (6), no debe ser confundido con el operador de

conjugacién de carga, (C'), el cual, por definicién, cambia todos los niimeros cudnticos de car-
ga de un campo (carga eléctrica, niimero bariénico, nimero lepténico, etc.), pero deja los
otros numeros cudnticos intactos (ej. quiralidad). En particular, la conjugacién de carga de
un neutrino izquierdo a un antineutrino izquierdo no existe, esto es una consecuencia de la
no invariancia de C' en las interacciones débiles. Por otro lado, el operador de conjugacién de
particula-antiparticula convierte a un neutrino izquierdo en un antineutrino derecho, el cual
existe y es la antiparticula del neutrino izquierdo.

Ahora ya se tienen las bases para discutir los términos de masa de Dirac y de Majorana.
Entonces, para un fermién masivo el término de masa en la Lagrangiana tiene la forma general:

—Lon = mpp =) Yy, +m 1, (24)

Asi, el término de masa acopla la componente izquierda y derecha del campo fermionico, por
lo tanto, un campo fermiénico masivo debe tener ambas componentes de quiralidad:

77Z) - 77Z)L + ¢R' (25)

De la expresién anterior se puede concluir que existen esencialmente dos formas de relacionar
la componente derecha e izquierda de los campos. En el primer caso, la componente derecha
de un campo fermionico masivo es completamente independiente de la componente izquierda;
campo de Dirac. Para el otro caso, la componente derecha del campo es el C-conjugado de la
componente izquierda;

Ve = (¥,)" = (¥)g (2.6)
o bien, generalizando

¢:¢L+n(¢C)R:¢L+7](¢L)C7 (27)

donde se incluyé el factor de fase n = e, con una fase arbitraria ¢. Este caso corresponde a
tener un campo de Majorana. A partir de la ec. (2.7), inmediatamente se sigue que el campo
C-conjugado coincide con el mismo campo, multiplicado por un factor de fase, esto es:

Y =" (2.8)

Esto significa que las particulas descritas por campos de Majorana deben ser neutras, ya que
la particulas coinciden con sus antiparticulas.

Para construir un campo masivo de Dirac son necesarios dos campos independientes de
Weyl, ¥, y v, junto con sus C-conjugados, (¢,)° =% y (¢,)° = ¥¢. Esto da como resultado
cuatro grados de libertad. En contraste con lo anterior, para un campo masivo de Majorana se
tienen s6lo dos grados de libertad, ¥y, y (¥r)° = ¥%.
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~

El operador de conjugacion particula-antiparticula, C', y el operador de conjugacion de
carga, C', coinciden para fermiones masivos. En el caso de fermiones de Dirac se tiene:

C: p=o, +¢, — () + () = W) + (), (2.9)
C: =1, +v, = =1, +1, = @), + 1), (2.10)

donde la tilde significa conjugaciéon de carga.

Para neutrinos de Majorana, ambos operadores, C y C, dejan el campo sin cambios por-
que este no tienen ninguna carga (sin embargo, puede haber alguna diferencia en los factores
de fase [29]). Pero hay que recodar, como ya se menciond, que los operadores C y C' no son
equivalentes cuando actiian sobre campos quirales.

Al considerar n especies (sabores) de fermiones, el término de masa de Majorana puede ser
escrito como:

Lo = LM, + 0 M ()] = 4 [0TCMy, +,CMTY, | o
2.11

— L[WTOMY, + h.el],

donde ¥ = (¢,... ,¢n)T es un vector en el espacio del sabor y M es una matriz compleja
de n x n. Con ayuda de la ec. (2.7) y las propiedades de anticonmuntacién de los campos
fermionicos, es facil mostrar que la matriz M es simétrica, es decir, se cumple que

Cineméticamente hablando, las masas de Dirac y de Majorana son indistinguibles una de la
otra, ya que ambas conducen a la misma relacién entre energia, momento y masa de la particu-
la. Ambos tipos de masas satisfacen la relacion E = v/ P? + m?. Sin embargo, a partir de la
Lagrangiana (2.11) se obtiene una diferencia importante entre los términos de masa de Dirac
y de Majorana. Los términos de masa de Dirac ¢7) son invariante con respecto de las transfor-
maciones U(1):

Y-, T - Pei, (2.13)
es decir, se conservan las cargas correspondientes (carga eléctrica, niimero lepténico y bariénico,
etc.), mientras que los términos de masa de Majorana rompen todas las cargas que contenga el
campo v en dos unidades. Esto, en particular, significa que sélo las particulas con carga eléctri-
ca nula pueden tener términos de masa de Majorana, ya que la carga eléctrica se conserva en
forma exacta.

A continuacién veremos las Lagrangianas de masa para neutrinos de Dirac y Majorana.

2.1.1. Masas de Dirac para los Neutrinos

Un neutrino de Dirac es descrito por un espinor de Dirac de la forma v = v, + vg, con vy, la
componente izquierda y vg la componente derecha. El término masa para el neutrino de Dirac,
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en la base de sabor, proviene de las interacciones de Yukawa dadas como [30]
—LDirac = DiYngNN/j; + h.c., (2.14)

donde ¢ = io%¢*, con ¢ el doblete de Higgs del Modelo Estdndar, y [, denota el doblete
lepténico izquierdo. Después del rompimiento espontaneo de la simetria de norma, se obtiene

—Lhipae = VLM, v + hec., (2.15)

Dirac

donde M, =Y, (¢) con (¢) ~ 174 GeV es el valor de expectacién en el vacio del bosén de
Higgs . Suponiendo que los neutrinos transforman de la representacién de interaccién (sabor)
a la representacién de las masas, a través de la siguiente transformacion:

vi =Viyg, vh =Ulvg, (2.16)

donde los v! se refieren a los eigenestados de masa, la Lagrangiana de la ec. (2.15) toma la
forma:

~Lpirac = 1, VM, Ulv, + hec.. (2.17)

La matriz de masas puede ser diagonalizada por la transformacién biunitaria
VM, U= Ml (2.18)
D D

donde Mflijag = diag {m1, mg, m3} con m; las masas de los neutrinos (para i = 1,2,3). Asi, la
Lagrangiana dada en la ec. (2.17) toma la forma:

_['Dirac = ELMS;agVR + h.c.. (219)
El espinor de Dirac da como resultado que

V1
v=v,+v,=| v |, (2.20)
V3

que satisface automaticamente Prv = v, y Prv = v,,, y describe los eigenestados de masa de
los tres neutrinos de Dirac. Entonces, el término de masa de Dirac de los neutrinos es

3
—Lpirac = ﬂMS;agV = E m;iViV; , (2.21)
i=1
y el término cinético de los neutrinos de Dirac se lee como

3
Liy = i, 7,0V, + 07,0 v, = 07,0 =i Yy 370" vy, (222)
k=1

donde se han usado VIV = VVI =1y U'U = UUT =1.
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Por otra parte, la corriente cargada de interaccion débil de los tres neutrinos activos en
términos de los eigenestados de masa v, sin perdida de generalidad, en la base donde los
eigenestados de sabor y masa de los tres leptones cargados son idénticos se expresa como sigue:

Loo = i(e pwt), YV v W, +hec.. (2.23)
V2 5
3/ L
La matriz unitaria de 3 x 3, V, que une a los eigenestado de masa de los neutrinos (v, vs, v3)
con los eigenestados de sabor (e p 7), mide el fenémeno de la mezcla de los neutrinos.

2.1.2. Masas de Majorana para los Neutrinos

El campo de los neutrinos izquierdos vy, y su contraparte ()¢, en principio, pueden formar
un término de masa, ya que (vr) es en realidad derecho. Pero este término de masa de Majorana
es prohibido por la simetria de norma SU(2);, x U(1)y del Modelo Estédndar, que contiene
solamente un doblete SU(2);, de Higgs y preserva la conservacién del nimero lepténico [30].
Después se mostrara que al introducir un triplete de Higgs en el Modelo Estandar, se puede
acomodar un término de masa con invariancia de norma. Aqui se dejan de lado los detalles
de los modelos con tripletes de Higgs y se centrard la atencion en el término de masa de los
neutrinos de Majorana en si mismo, dado como

1 c
_[’Majorana = §D£MI/L (Vi) + h.c. . (224)

El factor % en Liajorana Permite obtener la ecuacién de Dirac de los neutrinos masivos de
Majorana. La matriz de masas M,, debe ser simétrica, el término de masa es un escalar de
Lorentz. Al suponer que los neutrinos transforman de la representacién de interaccién (sabor)

a la representacion de las masas a través de la siguiente transformacion:
v =Viyg, (1/]{)6 = Cvyp, (2.25)

entonces el término de masa de Majorana toma la forma:

1
— Lifajorana = §I?LVM,,LVT () + hec.. (2.26)

La matriz simétrica M,,, puede ser diagonalizada por una matriz unitaria a través de la trans-
formacion

VM, VT = My (2.27)

vy ?

’

donde Mg = diag {my, my ,ms}, con m; la masa de los neutrinos (para i = 1,2,3). Asi,
Lajorana toma la forma

1 .
_‘CMajorana = ileMszag (VL)C + h.c. s (228)
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y el campo de Majorana es

41
v =vu+ (VL)C = Vo , (2.29)
V3

el cual satisface la condicién de Majorana (v)° = v, describe los eigenestados de masa de los
tres neutrinos de Majorana. Asi, se tiene que

3

1 1

~Latsjorana = 5ZMy" v+ hoe. =53 miivi, (2.30)
=1

y el término cinético de los neutrinos de Majorana se lee como

. .3
ﬁk,z/L = il?i”yu@l‘yi = il?L”yual‘yL = %Dﬂyu@#y - %Z Dk'}/uaul/k- (2'31)
k=1

La corriente cargada de interacciones débiles de los tres neutrinos ahora puede ser escrita
en términos de sus eigenestados de masa vL = Vv, Se elige la base donde los eigenestados de
sabor y masa de los leptones cargados son idénticos. Vemos que la expresion de la Lo ¢, para
los neutrinos de Majorana es la misma que la dada para los neutrinos de Dirac, mientras que
la matriz unitaria V' de 3 x 3 es la matriz de mezclas de los neutrinos de Majorana, la cual
contiene dos fases més que la matriz de mezclas de los neutrinos de Dirac.

Hasta la fecha no se a podido determinar sin los neutrinos son particulas de Dirac o Majora-
na, por eso la Lagrangiana de masa mas general para los neutrinos es aquella que incluya tanto
términos de Dirac como de Majorana. A continuacién se construye el término de masa hibrido,
a partir del cual se obtiene el mecanismo del subibaja, el cual genera las masas pequenas para
los neutrinos.

2.2. Mecanismo del Subibaja

El campo de neutrinos derecho v, y su contraparte (v,)° también pueden formar un término
de masa de Majorana. Por lo tanto, es posible escribir la siguientes Lagrangiana de masa hibrida
para neutrino en términos de los campos vy, vg, (v,) v (v;)°, que es el término de masa méas
general del neutrino, para n sabores de neutrinos izquierdos y derechos. En dicho término no
s6lo se incluye la masa del neutrino de Dirac, M,,,, y la masa del neutrino de Majorana de los
neutrinos derechos, M, ,, sino también la masa de Majorana para los neutrinos izquierdos M,, .
Este término de masa hibrido del neutrino, puede ser escrito como:

1 - 1 .
_['m = ényM”LVL + VLMI/DVR + §V£CM1/RVR + h.c. ) (232)
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donde M,y M,, son matrices simétricas complejas de n x n, mientras que M, = es una matriz
compleja de n X n'. El término de masa dado en la ec. (2.32) puede ser escrito en la forma

1
—L, = §nfCMnL, (2.33)
donde n, = (v, (v,)*)" = (v, IJE)T es el vector de 2n campos izquierdos y M es una matriz
de 2n x 2n, la cual tiene la siguiente forma:
M, M,
L D
M = . (2.34)
MT M,
D R

En el caso limite de no tener masas de Majorana para los neutrinos (MVL = MZ,R = 0) se
recobra el caso de tener solamente masas de Dirac, y por consiguiente, la matriz de masas (2.34)

toma la forma
0 MZ,D

M = . (2.35)
Mg}; 0

Esta matriz corresponde a la conservacion del nimero leptonico, L, + L, , el cual puede ser
identificado con el numero lepténico total L. En otras palabras, requerir M, = M, =0 es
equivalente a imponer sobre el modelo una simetria global U(1), dicha simetria tiene como
consecuencia inmediata la conservacion del ntimero lepténico total L. Sin embargo, anadir
al Modelo Estandar un término de masa puramente de Dirac es tedricamente desfavorecido,
porque al introducir los neutrinos derechos, vg, en el Modelo Estdndar (masas de Majorana
igual a cero) se puede generar una masa de Dirac al neutrino, a través de un acoplamiento con
el campo de Higgs de la forma:

/\VD <¢>77LVR = MZ/DDLVR (236)

donde (¢) ~ 174 GeV es el valor de expectacion en el vacio del campo de Higgs y Y, esel
acoplamiento de Yukawa del neutrino. Entonces, para una masa fisica del neutrino de Dirac
M, = 0.2 eV, el acoplamiento de Yukawa toma el valor \, ~ 107", Asf surge la siguiente
pregunta, ;porqué los acoplamientos de Yukawa de los neutrinos son mucho mas pequenos que
los acoplamientos de los leptones cargados? Esta cuestiéon no puede encontrar respuesta natural
en extensiones minimas invariantes del Modelo Estandar. Por otro lado, una posibilidad para
tener masas de Dirac pequenas viene de la idea de dimensiones extras, motivada por los intentos
tedricos de extender el Modelo Estdndar al incluir la gravedad [30].

Al observar la matriz de masas de la ec. (2.34) se puede concluir que, en general, dicha
matriz es simétrica compleja, por lo que se diagonaliza a través de la transformacion:

UT MU = diag {\1, A2}, (2.37)

Las matrices de masas de los neutrinos de Dirac y derechos de Majorana se introducen a través de sus
complejos conjugados para mayor simplicidad de la notaciéon. Lo anterior se hace con ayuda de las relaciones

(V:CM*I/R)T = (V“)f CM (v°), y v,Mv, = (Vc)f CMv, =vICMT (v°), .
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donde U es una matriz unitaria de 2n x 2n y A; 2 son matrices de n x n, correspondientes a los
eigenvalores de la matriz M. Con ayuda de la matriz dada en la ec. (2.37) se busca diagonalizar
por bloques a la matriz M, esto con el fin de desacoplar los grados de libertad de los neutrinos
ligeros y los pesados.

Los eigenvalores de la matriz (2.34) son:

1 1 2
Alg = 5 (M, +M, )T §MVR\/<H — MV:MZ,L> +4M; 1M, MM (2.38)

La matriz unitaria U que diagonaliza a la matriz compleja M se construye como:

U={(1),12)). (2.39)
En forma explicita, U esta dada como
N7 N (- ) ()
U= , (2.40)
NyMG (M= My,)) Ny
donde
N2 =T+ (N -M, ) (M;;)T MY (A - M) (2.41)
y
N2 =T+ M (A M) (- M,,) <M,,‘Dl)T. (2.42)

El término de masa hibrido del neutrino, ec. (2.32), proporciona los ingredientes necesarios
de un mecanismo dinamico para interpretar por qué los tres neutrinos conocidos tienen masas
distintas de cero, pero pequena. El punto clave es que las escalas de masa de M, , M, 'y M,
puede tener una jerarquia muy pronunciada. Primero, M, =~ (¢) = 174 GeV, es naturalmente
caracterizados por la escala de rompimiento de la simetria electrodébil. En segundo lugar,
M, < (¢) satisface el criterio de naturalidad de 't Hooft, ya que este término de masa de
Majorana viola la conservacion del nimero lepténico. En tercer lugar, M, > (¢) es natural
de esperarse ya que los neutrinos derecho son singletes de SU(2)y, y asi sus términos de masas
no estan sujetos a la escala de rompimiento de la simetria electrodébil. La jerarquia

M, >> M, >> M, (2.43)
R D L

permiten hacer aproximaciones confiables en la obtencién de la matriz de masas efectiva para
los tres neutrinos activos (ve, v, ;). Este caso limite en la literatura es conocido como el Me-
canismo del subibaja, el cual proporciona una explicaciéon simple y atractiva para la masa
pequena de los neutrinos. El mecanismo del subibaja relaciona el valor pequeno de la masa de
los neutrinos activos con la existencia de una escala de masa muy grande. Aunque el mecanismo
del subibaja es més natural en el contexto de teorias de gran unificacion GUT’s o modelos de
simetrias izquierda-derecha, este opera muy bien en la extensiéon minima del Modelo Estandar
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Figura 2.2: Mecanismo del subibaja de la generacion de MVL'

donde se introducen los neutrinos derechos (neutrinos estériles) v,. Los neutrinos derechos son
singletes electrodébiles, por consiguiente su masa no esta protegida por la simetria electrodébil.
Asi, se puede esperar que M, sea muy grande.

Ahora, cada uno de los eigenvalores de la ec. (2.38), toman la forma:

—~

M, =M\ ~M, —M, M *M" (2.44)
L L D R D
~ “1AgT
Ao & My, + M, MM ~ M, (2.45)
y la matriz unitaria U es
— My Myt M, MY My My
D R R D D R
U= : (2.46)
—M;'MT I—SMPME My M
R D R D D R

Finalmente, la transformacién de la ec. (2.37) se reescribe como:
U MU ~ diag { M, , M,, }. (2.47)

La diagonalizacion de la matriz de masas efectiva M,,L da como resultado n neutrinos de Majo-
rana ligeros, los cuales son predominantemente compuestos de los usuales neutrinos v, (activos)
y de la mezcla pequena de los neutrinos derechos y los neutrinos de Dirac; al diagonalizar la
matriz M, se producen n neutrinos de Majorana pesados, los cuales son compuestos princi-
palmente de los neutrinos derechos v,. La generaciéon de la masa efectiva de los neutrinos de
Majorana ligeros es diagramaticamente ilustrada en la figura 2.2.

En resumen, el resultado de la ec. (2.44) es conocido como mecanismo del subibaja tipo
(I+11) que es la matriz de masas efectiva de los neutrinos activos. La escala pequenia masa de

—~

M, se atribuye a la escala pequena de la masa de M,y la escala de masas grandes de la M, .
Hay dos limites muy interesante:
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= Si M,, estd ausente de la ec. (2.44), uno se queda con el mecanismo del subibaja canénico
0 tipo-I: M, ~ —M, MM .

= Si M,, estd presente en la ec. (2.44), uno se queda con el mecanismo del subibaja tipo-II:
M, ~M, —M, M;'MT
L L D R D

Como en la extension del Modelo Estandar que se trabaja en esta tesis no se extiende el
sector de Higgs, es decir, se considera que el bosén de Higgs esta representado por un doblete de
SU(2)r. El mecanismo del subibaja tipo II no se puede implementar, ya que dicho mecanismo
requiere que el bosén de Higgs sea representado por tripletes. Por consiguiente, aqui solamente
se describira en forma detallada al mecanismo del subibaja tipo I.

2.2.1. Mecanismo del Subibaja Tipo |

El mecanismo de Higgs, al menos en su forma mas simple, prohibe las masas de Majorana
. . . o . .
del tipo v; M, v,, donde se involucran al neutrino izquierdo v, y su C-conjugado vy, pero

permite los términos de masa donde sélo se involucren los neutrinos derechos y su C-conjugado
v, [31]. De hecho, al igual que M,, debe ser cero en el Modelo Estandar, M, = puede ser arbitra-
riamente grande. La razon es esencialmente que los neutrinos izquierdos v, toman parte en las
interacciones débiles con los bosones de norma W* y Z. v si fueran muy pesados perturbarfa
la teoria. Pero como los neutrinos derechos v, son singletes del grupo de simetria electrodébil,
estos no toman parte en las interacciones débiles, por consiguiente la masa M, puede ser ar-
bitrariamente grande.

Entonces, en virtud de lo anterior, se considera que M, = 0y en la aproximacion M, >>
M, _, la matriz de masas efectiva para los neutrinos activos toma la forma del mecanismo de
subibaja tipo-I:

AT —1 g7
M, =M, MZ,R MVD‘ (2.48)

A partir de la ec. (2.48) podemos observar que la matriz de masas efectiva de los neutri-
nos izquierdos MVL’ es naturalmente suprimida por la escala pesada de la matriz de ma-
sas de los neutrinos derechos, M, ; esto se muestra en forma pictérica en la figura 2.3. Un
ejemplo muy familiar, con el cual podemos ilustrar lo anteriormente expuesto, es si tomamos
M, = M, =380 GeV,y de las oscilaciones de los neutrinos solares se considera que los valores

mas probables para la masa de los neutrinos izquierdos son del orden MVL x 1073 eV, se obtiene
que, al invertir el mecanismo del subibaja, la masa de los neutrinos derechos de Majorana es del
orden de la escala de Gran Unificacion, M,,R x Mayr o< 1019 GeV. Las masas de los neutrinos
atmosféricos requieren una masa para los neutrinos derechos por debajo de la escala GUT [30].

El hecho que los neutrinos sean particulas masivas tiene como consecuencia que la matriz
de mezclas del sabor para los leptones no sea trivial. Por esta razén en la siguiente seccién se
realiza una revisién detallada de la matriz de mezclas leptonica.
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Figura 2.3: Mecanismo del subibaja tipo I [32].

2.3. Matriz de Mezclas PM N S

Si los neutrinos tienen masas no degeneradas, en general es imposible encontrar una base
de estados en la que coincidan los eigenestados de sabor y de masa, tanto para leptones car-
gados como para los neutrinos. En otras palabras, es muy natural esperar que se manifieste
el fenomeno de la mezcla del sabor entre los tres leptones cargados y los tres neutrinos, en
completa analogia al fenémeno de la mezcla de sabor de los quarks. Si existen fases comple-
jas inamovibles en las interacciones de Yukawa, es de esperarse que aparezca la violacién de CP.

Independientemente del origen dinamico de la masa pequena de los neutrinos, se puede
hablar de la mezcla de sabor leptonico, teniendo en cuenta a los términos de masa de los leptones
cargados y los neutrinos de Majorana a bajas energfas, a través de la Lagrangiana [33]:

g
£IIJepton - _ﬁ

El fenémeno de la mezcla de sabor leptonico surge de un desajuste entre las diagonalizaciones
de M; y M, enuna base arbitraria. Cuando las matrices de masas de los neutrino y los leptones
cargados se diagonalizan a través de las transformaciones:

_ 1-_ —
AW, — iy,ngyL vi — LMy (2.49)

M, =U:Mdesyi M, = VM "™U], (2.50)
L L

donde Mz(/ijiag = dla’g {mzzu Myy, mzz3}; ]\4ldiag = dlag {mea My, mT} con my, y m; (Z = 17 273 Yy
Jj = e, i, 7) la masa de los neutrinos izquierdos de Majorana y la masa de los leptones cargados,
respectivamente. Ademés, V, U; y U, son matrices unitarias de 3 x 3.
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Si se supone que los leptones cargados y los neutrinos izquierdos de Majorana pasan de
la representacién de interaccion a la representacion de las masas, a través de las siguientes
transformaciones:

I _ I _ I _
I, =Ul,, L, =Vily, v, =Uv,, (2.51)

entonces, al sustituir las ecuaciones (2.50) y (2.51) en la Lagrangiana Lyepton S€ Obtiene:

7 L i 7 iay
Lrepton = —%ZLV"UPMNSVLI/V# — VM, — T, M, (2.52)
donde de definié la matriz unitaria
UPMNS = UlTUl,. (253)

La matriz Upyns es la matriz de mezclas lepténica en las interacciones débiles. Aunque, a
menudo en la fenomenologia de neutrinos se elige la base donde M; = diag {m., m,, m,} con
U =1y Upyns = U,, hay que tener en cuenta que tanto el sector de los leptones cargados como
el de neutrinos pueden, en general, contribuir a la mezcla de sabores de los leptones. En otras
palabras, U; y U, por separado no son totalmente fisicas, y solo su producto Uppns = UlT U, es
una descripcion fisica de la mezcla del sabor lepténico y la violacién de CP a bajas energias.

Al igual que la matriz CK M, la matriz de mezclas lepténica PM NS puede ser parametri-
zada en términos de dngulos de rotacion y fases asociadas a la violacién de CP. Sin embargo, el
nimero de fases no factorizables presentes en la matriz PM NS depende de si los neutrinos son
de Dirac o Majorana. A continuacién se hace una revisién detallada de las parametrizaciones
angulo-fase para la matriz PMNS.

2.3.1. Parametrizacion de la Matriz PM/ N S

La mezcla de sabor entre n familias de leptones distintas puede ser descrita por una matriz
unitaria U de n X n, cuyo ntimero de parametros independientes se basa en la naturaleza de

. . . , . —-1)
los neutrinos. Si los neutrinos son particulas de Dirac, se puede hacer uso de % angulos de

., (n—l)(n—Q) , . .

rotacién y ~——5—— fases para parametrizar U, al igual que a los quarks. En el caso que los neu-

trinos sean particulas de Majorana, no hay campos derechos del neutrino independientes. Por

lo tanto el niimero de redefiniciones de los campos es el niimero de parametros de los elementos

en U(n) x U(n) (que son n? —1 reales y n® —n imaginarios). Sin embargo, una parametrizacién
. n(n—l) 7 s 7 n(n—l)

completa de U necesita —5— dngulos de rotaciéon y —5— fases.

La mezcla de sabor entre los leptones cargados y los neutrinos de Dirac es completamente
analoga a la de los quarks, para los que una serie de parametrizaciones diferentes se han pro-
puesto y se clasifican en la literatura (ademés ver la seccién 1.6.3). Aqui se da una clasificaciéon
de todas las parametrizaciones posible para la mezcla del sabor entre los leptones cargados y
los neutrinos de Majorana con n = 3. Independientemente de la libertad de reasignaciones de

fases, se encuentra que hay nueve parametrizaciones estructuralmente diferentes para la matriz
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de mezcla leptonica U de 3 x 3.

La matriz de mezcla leptonica U de 3 x 3, que a menudo se llama matriz de Pontecorvo-Maki-
Nakagawa-Sakata (PMN.S), se puede expresar como el producto de tres matrices unitarias Oy,
Oy y Os, las cuales corresponden a rotaciones simples en los planos complejos (1,2), (2,3) y
(3,1), respectivamente. Explicitamente las expresiones son las siguientes

O; O O3
c el s e e 0 0 c, el 0 seis (2.54)
—s5,eP1 ¢ 0 0 el 5,07 0 e'3 0 ,
0 0 e 0 —s,efP2 cyeio —s,e 0 cpeTion

donde s. = sinf; y ¢, = cos6; (para i = 1,2,3). Obviamente se tiene O,0! = 010, =1y
que las matrices de rotaciéon no conmutan entre si. Asi, se encuentran doce formas diferentes
de organizar el producto de Oy, Oy v Oz, que pueden cubrir la totalidad del espacio 3 x 3
y proporcionar una descripciéon completa de la matriz U. Explicitamente, seis de las doce
combinaciones diferentes de O; pertenecen al tipo:

U = O; (6,04, 85, 7) @ O; (0, ), By, v;) @ O (Ok, e, Bres Vi) (2.55)

con i # 7, donde la matriz de rotacién compleja O; ocurre dos veces los otros seis pertenecen
al tipo:
U = O; (0, i, Bi, vi) ® O; (05, 5, B, 75) @ O (O, ok, Bre, Vi) (2.56)

con i # j # k, en el que las rotaciones tienen lugar en tres planos complejos diferentes. Los
productos 0;0;0; y O;0,0; (para i # k) en la ec. (2.56) se correlacionan entre si, si se quitan
los parametros de la fase correspondientes. Por lo tanto, sélo nueve de las doce parametrizacio-
nes, tres de la ec. (2.55) y seis ec. (2.56), son estructuralmente diferentes.

En cada parametrizacion de U, aparentemente existen nueve parametros de fase. Algunos de
ellos o sus combinaciones pueden ser absorbidos por la redefinicién de las fases pertinentes de
los campos de los leptones cargados y los neutrinos. Si los neutrinos son particulas de Dirac, U
contiene sélo una unica fase inamovible 9, asociada con la violacion de CP. Sin embargo, si los
neutrinos son particulas de Majorana no hay libertad para ordenar las fases relativas de los tres
campos de neutrinos de Majorana. Por lo tanto U, en general, contiene tres fases inamovibles
en el caso Majorana (0 y dos fases de Majorana). Ambos efectos de violacién de CP y T en las
oscilaciones de neutrinos dependen solamente de la fase de tipo Dirac d.

Parametrizaciones diferentes de U son matematicamente equivalentes, por lo que la adop-
cién de cualquiera de ellas no se refiere directamente al punto de significado fisico. No obstante,
es muy probable que una parametrizacion particular, sea mas 1til y transparente que las otras
en el estudio de la fenomenologia de neutrinos y (o) el estudio de la dindmica subyacente res-
ponsable de la generacion de masa de los leptones y la violacién de CP. Dos parametrizaciones
particulares de la matriz Upy s se describen a continuacién.
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La primera es la llamada parametrizacion estandar de la matriz PM NS adoptada por el
PDG, la cual puede ser factorizada como el producto de cuatro matrices

U= U23U13U12D =VD (257)
con
c, 8, 0 C3 0 s, 1 0 0
Ugg = —S15 Cypp 0 s U13 = 0 ‘ 1 0 s Ulg = 0 Cys So3 s (2.58)
0 0 1 —s5,€0 0 ¢, 0 —s, cCy

donde ¢, = cosb,, s, = sinf, y D = diag {1,e"",e~2}. Sin pérdida de generalidad, los
tres angulos de mezcla (0,,,60,,,0,,) se pueden arreglar para estar en el primer cuadrante. Las
tres fases de violacién de CP (4, 1, 52) pueden tomar valores arbitrarios entre 0 y 27r. Un méri-
to notable de esta parametrizacion es que sus tres angulos de mezcla son aproximadamente
equivalentes a los dngulos de mezcla de los experimentos de oscilacién de neutrinos solar (6,,),

atmosférica (0,,) y reactor CHOOZ (6,,) [11].

Otra parametrizacién 1til es la de Fritzsch-Xing (FX), propuesta originalmente para la
mezcla de los quarks y mas tarde para la mezcla de leptones:

U=U0UU,D=VD (2.59)
con
¢ s 0 e 0 0 c, s, 0
U=1| —-s ¢ 0], U= 0 c s |, U= -s, ¢, 0], (2.60)
0 01 0 —-s ¢ 0 1
donde ¢, = cosf, ,, s,, = sinf,,, c = cosf, s = sinf y D es una matriz diagonal de fases

que contiene dos fases de violacién de CP no triviales. Aunque la forma de U en la ec. (2.59)
es aparentemente diferente de la dada en la ec. (2.57), sus correspondientes dngulos de mezcla
de sabor (0,,60,,0) y (0,,,0,,,0,,) tienen un significado muy similar en la interpretacién de los
datos experimentales sobre las oscilaciones de neutrinos. En el limite 6, = 0,, = 0, facilmente se
llega a 0, =0, y 8 =0,,. Como una consecuencia natural de 6, muy pequeno los tres angulos
de mezcla de la parametrizacién de FX también pueden estar relacionados con los experimen-
tos de oscilacién de neutrinos solares (6,), atmosféricos (0) y reactor CHOOZ (6, sin6), en la
aproximacién de orden dominante [23].

v

Las formas especificas de las nueve posibles parametrizaciones angulo-fase para la matriz V'
que se surgen en las ecuaciones (2.57) y (2.59) se enumeran en la columna de la izquierda de la
tabla 1.5 como P; — Ps.

En completa analogia con los quarks, en el sector lepténico se las condiciones de unitariedad
de la matriz de mezclas PM NS se pueden representar como tridangulos en el plano complejo,
tal como se muestra a continuacién.
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UnsUzs UpU s
1 2 2 9
: UnnU?
Un U3 Viellzy UrUZs 6 e
(Ae¢) (A1)
UnUp; UrsUry
4 5 5 1
UrUz ™3 UrsUcs Vel 7 UusUpn
(Ap) (Ag)
Uel ;1 UelUQ
7 8 8 4
Ues ;3 9 UeaU 5 UHIU;2 3 UnUZ
(Ar) (A3)

Figura 2.4:  Tridngulos unitarios de la matriz PMNS en el plano complejo. Cada tridngulo es
nombrado por el indice que no se manifiesta en sus tres lados.

2.3.2. Triangulos Unitarios Lepténicos

En el escenario de tres neutrinos, en la base donde los eigenestados de sabor estan relacio-
nados con los eigenestados de masa a través de

Ve Uel Ue2 Ue3 V1
v, = Uul UMQ U”3 1)) s (261)
Vr UTl U7'2 UT3 V3

la unitariedad de la U

runs representa dos conjuntos de condiciones de normalizacién y ortogo-
nalidad:

> (Uails) =bap. > (UaiUzy) = 65, (2.62)

7 (0%
donde los subindices griegos y latinos corren sobre (e, u, 7) v (1,2,3), respectivamente. En el
plano complejo de las seis relaciones de ortogonalidad dadas en la ec. (2.62) se definen seis
tridangulos (Ac, Ay, A7) y (Ar, Ay, Ag), los llamados tridngulos unitarios, se muestran en la
figura 2.4. Estos seis triangulos tienen dieciocho lados diferentes y nueve diferentes angulos
internos (o externos). Pero la unitariedad de U requiere que los seis tridngulos tengan la misma
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4rea igual a <, donde J es el invariante de Jarlskog de la violacién de CP definido a través de
m (UaiU,@g ng 26057 Z&Uk (2.63)

Si CP o T fueran una simetria exacta, se espera J = 0 y los tridngulos unitarios colapsarian
a una linea en el plano complejo. Hay que notar que la forma y el area de los triangulos
unitarios son irrelevantes para la naturaleza de los neutrinos, es decir, ellos son los mismos para
los neutrinos de Dirac y Majorana, ya que U5 U, + U;Uue = —USU,3 o equivalentemente

}UelU;h + UEQU;2 2= }UegUZ:S}Q es facil de obtener

2Re (UelUu2 2U, ) |Ue3| |Uu3| ‘Uel‘Q |Uu1|2 - ‘Ue2‘2 ‘U;L?‘Q (2.64)

Combinando UaU,oULUs = Re (UaU,nULUr ) +iJ con ec. (2.64) obtiene el siguiente resul-
tado:

2
= ‘Uel‘Q ‘U;L?‘Q |Ue2‘2 |Uu1|2 - i (|Ue3‘2 |Uu3|2 - ‘Uel‘Q ‘UMI‘Q - ‘Ue2|2 ‘U;L?‘Q)
2.65
= a1Vl WUl 103al? = & (1 Ul U + Ul U 20
2 2 2 2
~ Ual? = el = 1Ueal = 103l

Como una generalizacién simple de ec. (2.65), J? puede ser expresada en términos de los
modulos de cualesquiera cuatro elementos de U:

2 2 2 2 2 2 2 2
= |Uail” |Usj|” U " [Ugal” = § (1 + \IZJM\ Uss 1™ + Uaj|” Uil (2.66)
2 2 2 2 :
~ Uil = |Ugsl”™ = Uag” = |Usil") ",
en la cual o # 3 corre sobre (e, u,7) y i # j (1,2,3). La implicacién de este resultado es muy
obvia: la informaciéon sobre la violacién de CP lepténica, en principio, puede ser extraida de la
medida de los médulos de los elementos de la matriz de mezclas.

En el caso de tres mezclas de neutrinos de Majorana, hay tres invariantes de refasamiento
asociados a la violaciéon de CP [33]. El invariante de refasamiento relacionado con la fase de
Dirac, es el invariante de Jarlskog 7, en completa analogia con J en el sector de los quarks. Los
otros dos invariantes de refasamiento son asociados con las dos fases de Majorana en la matriz
PMNS, los cuales se pueden elegir como [34, 35, 36]:

S =SmA{UaUL}, S:=Sm{ULU%L}. (2.67)

Los invariantes asociados con las fases de Majorana no estan determinados en forma tnica. En
lugar de S§; también se pudo haber elegido S| = Sm{U,1U%} o S = Qm {UMU;Q}, mientra
que en lugar de S, se podria haber utilizado 8y = Sm{U,Urs} 0 8§ = Sm {U,»U;s }. Las fases
de Majorana 31 y (B2, 0 1y (B2 — 1), pueden ser expresadas en términos de los invariantes de



60 CAPITULO 2. MAS ALLA DEL MODELO ESTANDAR

refasamiento, de esta forma se introduce en [34], por ejemplo via cos fy = 1— 5 155 il Teniendo
en cuenta que la violacién de CP debido a la fase 35 requiere que ambos S; = Sm {U. U5} # 0
y Rm{U,U%} # 0. Andlogamente, Sy = Sm {UUfy} # 0 podria implicar la violacién de la

simetria de CP sélo si se cumple Re {UUk;} # 0.

Como una consecuencia de la unitariedad de U, se pueden derivar dos relaciones interesantes
de las condiciones dadas en la ec. (2.62):

Ap = ‘UeQ‘Q - |Uu1|2 = |Uu3|2 — \UT2\2 = |U71|2 — ‘Ue3‘27
(2.68)
Ag = U = Us)? = Unl® = Ul = |Uns|* = |Ua |

Las asimetrias fuera de la diagonal A; y Ag caracterizan la estructura geométrica de U sobre
sus ejes Uet — Upp — Urg y Ues — Upo — Ury, respectivamente. Por ejemplo, Ap = ¢y Ag = —¢
fija el patrén de mezcla tri-bimaxima en la matriz U. Si tiene lugar A, =0 (0 Ag = 0), la
matriz U debe ser simétrica sobre los ejes Uey — U,o — Uz y Ueg — Uye — Ur1. Geométricamente

esto corresponde a la congruencia entre dos tridangulos unitarios, es decir,

AL:():AegAla AugAQa AT’EA:S;
(2.69)
ARZOIAegAg, AMgAQ, ATgAL

De hecho, la contraparte de Ay en el sector de los quarks es solamente de O(107°), lo cual
implica que la matriz C K M es casi simétrica sobre su eje Vg — V. — V},. Una matriz de mezcla
del sabor exactamente simétrica podria insinuar una simetria del sabor subyacente, de la que
se podria lograr algiin entendimiento mas profundo de la textura de las masas de los fermiones.

Hasta aqui se han establecido las bases tedricas para estudiar las masas y mezclas de los
neutrinos. Por lo tanto, ahora se esta en la posicién de poder discutir las oscilaciones de los
neutrinos en donde se involucran tanto las masas de los neutrinos y como los elementos de la
matriz de mezclas lepténica.

2.4. Oscilacion de Neutrinos

En los ultimos anos, ha sido ampliamente demostrado que los neutrinos oscilan de un sabor a
otro. Este fendmeno se produce cuando las bases de interaccion y de masas no coinciden, lo cual
significa que las particulas que se propagan no son las mismas que las que se crean o se detecta.
Esto ha demostrado ser el caso de los neutrinos, creados a través de las corrientes cargadas de
las interacciones débiles como uno de los eigenestados débiles, v,, v, y v, diferentes, en general,
de los eigenestados de masa vy, 15 ¥ 3, ya que la matriz de masa en la base de sabor no es
diagonal. Esto, como més adelante se mostrara, conduce inevitablemente a las oscilaciones de
los neutrinos.

El primero en abordar la cuestion de la oscilacién de neutrinos en el sistema se Pontecorvo
en 1957 [37]. Inspirado en las oscilaciones bien conocida K° « K° Pontecorvo propuesto
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inicialmente oscilaciones de neutrinos-antineutrino. La realizacién precisa de la idea en términos
de las masas y las mezclas fue presentada por Maki, Nakagawa y Sakata en 1962 [38] y maés
tarde desarrollado por Pontecorvo en 1967 [39].

2.4.1. Oscilaciones en el Vacio

El problema que se quiere discutir es la probabilidad de observar, después de cierto tiempo,
un eigenestado de sabor diferente al que tenia el neutrino cuando se cred. Mientras que la base
natural para estudiar las interacciones de los neutrinos es la del sabor, su evolucién en el vacio
es mucho mas simple en la base de los eigenestados de masa. Siempre se puede definir una
transformacién unitaria, que una las dos bases de los neutrinos y expresar los eigenestados de
sabor v, (o = e, ui, 7) como una combinacion lineal de los eigenestados de masa v; (i = 1,2, 3),

va) = Ugilvi), (2.70)

donde se esta sumando sobre los indices repetidos hasta el nimero de especies de neutrinos. La
relacién para los antineutrinos es exactamente la misma, pero tomando el complejo conjugado
de los elementos de la matriz de mezcla U, es decir, |,) = U;|#;). Por lo tanto, sélo para una
U compleja (incluyendo una fase de la violaciéon CP) se podria observar una diferencia en la
evolucion de los neutrinos y antineutrinos en el vacio.

Al usar la ec. (2.70), el estado inicial del neutrino al tiempo ¢ = 0 puede se escrito como
|v(0)) = |va) = UZ;|vi), después de un tiempo t el eigenestado de masa adquiere una fase dada

por
v(t)) = Ugie™ " [vi). (2.71)

Si ahora se proyecta este estado sobre un eigenestado del sabor, se obtiene la amplitud de
probabilidad de encontrar el neutrino inicial en ese estado en particular, esto es:

A(va = vg) = (vplv(t)) = Ugie™ " (vplvs)

(2.72)
= U, Usie P! (v;|vy) = Ugie PP U,

Y, por ultimo, del cuadrado de esta amplitud se obtiene lo que se esta buscando, la probabilidad
de encontrar |vg) al tiempo t de cuando se crea |v,) al tiempo ¢ = 0, lo cual se expresa como

P vy —vg) =|A(vy — l/ﬁ)|2 = }Ugie_iEitUo*n- & (2.73)
Desarrollando la ultima expresion se obtiene:
P (va — v3) Z |Usil* |UL17 + 2Re | Y " UgiUg, Uy Unge ™ P20t (2.74)
i#£]

donde se ha escrito explicitamente la suma. En todos los casos de interés, los neutrinos son
relativistas, por lo que se puede aproximar

m? m?
Ei:\/p2+m§%p+2];%p+2£7, (2.75)
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y reescribiendo a la ec. (2.74) como
A
P (v — vg) = S (U U1+ 2Re | 3 UsiUzu U Uge 28 (2.76)
i i#j
se tiene la probabilidad en términos de la diferencia de los cuadrados de las masas de los
neutrinos, A, = m; —m3.
Ahora se discutiran las oscilaciones para dos y tres sabores de los neutrinos.

Caso de dos Sabores

Echando un vistazo méas de cerca a la ec. (2.76) en el escenario de dos sabores, es decir, si
sélo se considerara por el momento a v, y v, la matriz de mezcla que conecta la base del sabor
y la de interaccién toma la forma sencilla

U— < cosby sinfy )’ (2.77)

—sinfy cosby

donde 6y es el angulo de mezcla. Haciendo uso de la ecuaciones (2.76) y (2.77) se obtiene la
probabilidad de oscilacién en dos sabores

A 2
P (v. — v,) = P (v, — v.) = sin® 20, sin® ( 42 L) : (2.78)

donde Am? = m3 —m? y L =~ t (para neutrinos relativistas) es la distancia entre la fuente y el

detector. La unitariedad asegura que las probabilidades de supervivencia sean P (v, — 1) =
P(v,—v,) =1—P(ve. = 1,), ya que U es real en el escenario de dos sabores, las mismas
expresiones son obtenidas para la supervivencia del antineutrino y para las probabilidades de
oscilacion. Otra forma conveniente de expresar a la probabilidad de transicion es dada por

L
P (v, — v,) = sin® 26, sin® (1.27Am25) , (2.79)
donde L estd en metros y E en MeV (o L en km E en GeV).

Hay varias caracteristicas notables en estas expresiones. La primera es el comportamien-
to oscilatorio en L/F, explicar por qué se llaman oscilaciones de neutrinos. En la ec. (2.78)
se pueden distinguir dos factores: una amplitud constante, sin®26,, y un término oscilatorio,

. 2 ., . 7
sin? <%L>. Enfocando la atencion en la amplitud, se nota que un angulo de mezcla no cero

es requerido para obtener las oscilaciones. Por otro lado, el maximo en la amplitud corresponde
a un angulo de mezcla de 6y = 45°, mezcla maxima. Ahora, poniendo atencién en el término
oscilante se observa que no se producira la transicion de sabor si los neutrinos no tienen masa.

En resumen, las oscilaciones requieren la masa de los neutrinos sea distinta de cero, para
que la mezcla de los mismos tenga lugar.
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Por otra parte, el factor AZL—ZEQL debe ser del orden de la unidad si se desea observar el patron
oscilatorio. Se puede definir explicitamente la duracién de la oscilacion,

inE E(MeV
"E o 9.248m LOIY)

ad ~ 2.248km—2(GeV)
Am

LOSC - N9/ 2N DUREYR T N
Am?2(eV?) Am?2(eV?)

(2.80)

la cual serd de ayuda en este argumento. Para L < Ly no se producen el oscilaciones, sin
embargo, la fase en la ec. (2.78) es muy pequena, dando lugar a que no haya efectos visibles.
Por otro lado, para una fase muy grande, L > L., la probabilidad de transicién experimenta
oscilaciones muy rapidas, traducido en el detector en la probabilidad promedio de la distancia,
como

1
Pve—v,) =Py, —v.) = 3 sin® 26,. (2.81)

Es notable cémo la probabilidad de oscilacion, a través de la diferencia de los cuadrados
de las masas Am?, depende de la masa del neutrino. La consecuencia lamentable es que por
medio de los experimentos de oscilacion, no sera posible acceder a la informacién sobre la masa
absoluta individual de los neutrinos.

Caso de tres sabores

El ntiimero de especies activas de neutrinos puede ser determinado a través del ancho invisible
de decaimiento del Z [11]. LEP midié experimentalmente esta cantidad obteniendo N,, = 2.984+
0.008, y demostrd la existencia de sélo tres sabores de neutrinos activos, v., v, y v,. La forma
unitaria mas simple de la matriz de mezclas de los leptones, para el caso de los neutrinos
de Dirac, estd dada en términos de tres angulos de mezclas y una fase de violacién de CP.
El caso de los neutrinos de Majorana es un poco méas complicado, ya que se le agregan dos
fases extras a la matriz de mezclas, aunque no afectaran a las oscilaciones de los neutrinos. La
matriz de mezclas leptonica resultante U, conocida como matriz PM NS, Dado que las fases
de Majorana no tienen ningun efecto sobre las oscilaciones de los neutrinos, se puede omitir el
factor D, resultando en la siguiente expresién para la ec. (2.57):

i

C15Ci3 s S12C43 s S13€
_ _ _ i . i
U= S12Ca3 012823813% Ci5Cy3 812523513€ s S23C13 . (2'82)
7 7
812823 T C13C935,3€ TCi9853 T 512638136 Cy3Cy3

Remplazando esta matriz en la ec. (2.76), obteniendo las correspondientes férmulas para las
oscilaciones de tres sabores de neutrinos. Contrario al caso de dos sabores, aqui las férmulas de
los neutrinos y los antineutrinos no coinciden, a menos que 6 = 0 o 7. A pesar de que no hay
expresiones simples en este caso, hay varias aproximaciones, en términos de los dos sabores,
que se aplican a efectos practicos, véase por ejemplo el caso tratado en la ref. [28].

En el escenario de tres neutrinos existen dos diferencias de masas al cuadrado indepen-
dientes, Am2, y Am2,, que determinardn la evolucién de los neutrinos, mientras que Am3,
facilmente puede ser expresada en términos de las otras dos.
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Estado actual de las oscilaciones de neutrinos de tres sabores

Cuatro de los seis parametros de las oscilaciones de neutrinos estan bastante bien determi-
nados por los datos de las oscilaciones, los asi llamados parametros de neutrinos atmosféricos
(|AmZ,], 6,,) y solares (|JAm3,|, 6,,), mientras que 6,,, ¢ y el signo de Am3, permanecen des-
conocidos [40, 41, 42, 43, 44, 45].

El estado de los parametros de neutrinos atmosféricos se determina por la combinacion
de diferentes andlisis. Por un lado, por supuesto, tenemos las mediciones atmosféricas de los
neutrinos de Super-Kamiokande [46], las cuales dan los limites mds riguroso sobre el dngulo
de mezcla 6,,. Por otro lado, la determinacién de |AmZ | es dominado por los experimentos
de aceleradores MINOS [47] y K2K [48]. El mejor ajuste con un error de 1o da los siguientes
valores [41]:

sin?@,, = 0.507007. |Am3, | = 2.4070 17 x 10 %e V2. (2.83)
A pesar de tener una muy buena medida de |Am3,|, no es posible determinar la jerarquia del
espectro de las masas de los neutrinos, es decir el signo de Am3,, con los datos actuales.

La determinacién de los parametros de neutrinos solares proviene de la combinaciéon del
experimento de neutrinos de los reactores KamLAND [5] y de los experimentos de neutrinos
solares SNO [4], Super-Kamiokande [49], Borexino [50] y Gallex/GNO [51]. Al igual que antes,
la determinacion de cada parametro estd dominado por un tipo de experimento. En conse-
cuencia, 0,, es sobre todo limitada por experimentos solares (principalmente SNO), mientras
que Am3, estd determinado bdsicamente por KamLAND. Sin embargo, KamLAND también
estd empezando a ayudar en el limite inferior de 6,,. Los parametros resultantes de este andlisis
son (a lo) [41]:

sin?6,, = 0.30415032, Am2, = 7651523 x 10~ °eV?. (2.84)
En cuanto al angulo de mezcla 6, en este momento s6lo tenemos limites superiores procedentes
de los resultados del experimento del reactor CHOOZ [52] con algun efecto también de los datos

solares y de KamLAND, especialmente para valores bajos de Am?,. Los limites siguientes se
obtienen para 90 % C. L. (3 o) [41]:

0.060 (0.089)  (solar + KamLand)
sin?d,, < { 0.027 (0.058) (CHOOZ + atm + K2K + MINOS) (2.85)
0.035 (0.056) Datos globales)

Los resultado maés recientes fueron obtenidos por los experimentos T2K [53] y MINOS [54]
los cuales reportaron un valor grande para el angulo #;3. Con el 90 % de C.L. las observaciones
de T2K son consistentes con:

0.03(0.04) < sin® 26,3 < (0.28)0.34 (2.86)
para dcp = 0 y una jerarquia normal (invertida). El grupo MINOS reporta

0.01(0.026) < sin®26:3 < (0.088)0.150 (2.87)
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Figura 2.5: Posibles jerarquias en el espectro de masa de los neutrinos, obtenidas a partir de los
experimentos de oscilaciones.

para dcp = 0 y una jerarquia normal (invertida).
Por 1ltimo, en los experimentos de oscilacién de neutrinos todavia no se ha obtenido algin
limite para el valor de la fase de violacién de CP.

De los experimentos solares se sabe que Am3,, también conocido como la diferencia de
masas al cuadrado solar (Am2), es positivo, mientras que el signo de Am3, o Am2, . es
aun desconocido. Este signo determina lo que se llama la jerarquia de masa de los neutrinos,

2 . 2 . ’ 2 . 2 . ’ . .
Am3, = |Amj3,| corresponde a la jerarquia normal y Am3, = —|Am3,| a la jerarquia invertida.
La figura 2.5 muestra las dos configuraciones posibles para la jerarquia del espectro de masas

de los neutrinos.
Un resumen de los pardametros de los neutrinos conocidos actualmente se da en el cuadro 2.1

2.4.2. Estado Actual de las Mezclas de los Leptones

Como un resultado del andlisis global combinado, incluidos todos los efectos de la oscilacion
dominante y subdominante, la diferencia de los cuadrados de las masas de los neutrinos y los
angulos de mezcla en la matriz de mezcla lepténica, U, s, se determinaron a un nivel de
confianza de 1o (30) [44]:

Am3, = 7677037 (F0.0]) x 1075 eV?,
. +0.43 —3 72 Myy > My > My,
2.37%0.15 (Tgis) x 107% eV, ( Jerarquia Invertida ) (2.88)

2 _
Amz, =

40.47 _3 2 m,,3 > m,,2 > m,,l.
+2.46 £ 0.15 (1933) x 1073 eV?, ( Jerarquia Normal )
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Parametro Ajuste £1o 20 3o

Am, [107%eV?] | 7.65%0% | 7.25-8.11 | 7.05-8.34

Am?, [107%eV?] | 2407577 | 2.18-2.64 | 2.07-2.75

sin? 6, 0.30470:9%22 | 0.27-0.35 | 0.25-0.37
sin? 6, 0.50700F | 0.39-0.63 | 0.36-0.67
sin? 6, 0.017901% | <0.040 | <0.056

Cuadro 2.1: Los mejores valores del ajuste con intervalos de error de 1o, 20 y 3 o (1 d.o.f.)
para los pardmetros de oscilacion de tres sabores de neutrinos de los datos globales, incluye
experimentos solares, atmosféricos, reactores (KamLAND y CHOOZ) y aceleradores (K2K y
MINOS).

0! =34.5°+1.4° (jjg)",

0, =42.3° 500 (TH3)°)
(2.89)
0., = 0.0°%5 (£63")

5., €[0°, 360°].

Los intervalos en la ec. (2.88) no son independientes, sino que estan correlacionados de
manera que no se pueden usar directamente para determinar la matriz de mezcla lepténica en
un nivel de confianza dado. Como se describe en la Ref. [44], la matriz de mezcla leptdnica
puede ser extraida de la siguiente forma consistente: a partir de la x3,p,, que es una funcién
de los seis pardmetros, se puede definir la funcién de masas marginadas x?:

cr

X12nix,global (0127 ‘9237 ‘9137 6013) = (A 1211111 5 ) X;lobal (Am%h Am%& ‘9127 ‘9237 0137 56’1—") : (290)
may,2My3

Se estudia la variacién de x2. global COMO una funcién de cada una de las combinaciones de
i —
la mezcla en U de la siguiente manera. Para una magnitud dada U;; de la entrada U (4, j) se
2 - , . 2 . .,
define x (Uij) como el valor minimo de X, goba €OR la condicion

|U(i’j)(6127623a9 4 )‘:UZJ (2'91)

137’ ¥ CP

El rango permitido de la magnitud de la entrada ij, a un nivel de confianza dado, se define

como la verificacion de los valores U,

X2 (UZJ) - Xglobal,min S AXQ (CL7 1 dOf) (292)
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Con este procedimiento se obtienen los siguientes valores de la magnitud de los elementos de
la matriz completa, a 90 % C.L.:

0.80 — 0.84 0.53 — 0.60 0.00 — 0.17
\Uprinslooe = | 029 — 0.52 0.51 — 0.69 0.61 — 0.76 |, (2.93)
0.26 — 0.50 0.46 — 0.66 0.64 — 0.79

y al nivel de 30

0.77 — 0.86 0.50 — 0.63 0.00 — 0.22
=1 022—-056 044 —0.73 057 —0.80 | . (2.94)
0.21 — 0.55 0.40 — 0.71 0.59 — 0.82

Uy

MNS |3a'

Por construccién, estos limites se obtuvieron bajo el supuesto de que U,,,,, es unitaria. En
otras palabras, los rangos en las diferentes entradas de la matriz son correlacionados debido al
hecho de que, en general, el resultado de un experimento dado restringe una combinacién de
varias entradas de la matriz, asi como a las limitaciones impuestas por unitariedad. Como una
consecuencia de la eleccién de un valor especifico para un elemento, se restringe atin mas el ran-
go de los demas. Efectos en la determinacion de la matriz de mezclas lepténica por violaciones

de la unitariedad se han considerado en la Ref. [55].

En el cuadro 2.2 se muestran los valores de los angulos de mezclas de los leptones para cada
una de las nueve parametrizaciones angulo-fase, linealmente independientes.

2.5. Neutrinos de Dirac o de Majorana

Las oscilaciones de neutrinos no proporcionan informaciéon ya sea sobre la escala de masa
absoluta o si los neutrinos son particulas de Dirac o Majorana [56]. Asi, uno de los problemas
mas fundamentales de la fisica de neutrinos es la cuestién de la naturaleza de los neutrinos
masivos. Una forma directa para revelar la naturaleza de los neutrinos masivos es investigar los
procesos en los que el niimero total de leptones no se conserva [57].

La mejor esperanza de observar un proceso poco frecuente de este tipo parece ser la bisqueda
del decaimiento doble beta sin neutrinos (23 0v), el diagrama de la derecha en la figura 2.6. El
trasfondo de este proceso es la desintegracién doble beta estandar representada a la izquierda
de la figura 2.6, la cual se ha observado que tendra lugar con un tiempo de vida de Tygo, >
101 — 100 afios. Si la fuente de violacién del niimero lepténico es la masa de Majorana del
neutrino, el inverso del tiempo de vida de este proceso estd dado por:

2

3
Tl =G MO S mu 299
fase j=1

MatrizNuclear

|(mee)|?
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Parametrizaciéon ‘ Angulos de Mezclas ‘

p_ph sind,, = 0.567 4 0.039 , sin®,, = 0.687 & 0.080 , sin®,, = 0.085 = 0.085 .
L= ¥, = (3457T+£231)°, 0, =(43.77+6.14)° , O, = (4.88+£4.88)° .
P U™ cos®) = 0.715 + 0.075 , sin®, = 0.122 4 0.135 , sind), = 0.544 & 0.231 .
2 ¥ = (44.36 £6.15)° , 9, = (T.07£7.76)° , ¥, = (34.16 +13.16)° .
P U cos®, = 0.8240.02, sin®, = 0.664 + 0.243 | sin®, = 0.148 + 0.156 .
3 ¥, = (34.91+£2.0)°, 0, =(43.17+15.64)° , 0, = (8.60+8.90)° .
P, U™ sind = 0.565 + 0.035 , sin®, = 0.103 £ 0.106 , sin®¥, = 0.679 & 0.141 .
4 ¥ =(34.404£243)° , 9, =(5.92+6.0°, 0, = (43.0249.36)° .
P U™ sind = 0.556 + 0.212 , sin®, = 0.117 £ 0.128 , sin®, = 0.685 £ 0.075 .
5 ¥ =(34.02411.53)° | ¥, = (6.78 £7.42)° , o, = (43.23 +5.89)° .
P Ut sind = 0.438 + 0.148 , sin®, = 0.38 + 0.12 ,sin®, = 0.605 + 0.140 .
6 0 =(2628+7.01)°, 0, =(2233+£7.43)°, o, =(38.07+7.88)° .
U cos® = 0.60 4 0.09, sind, = 0.70 £ 0.18 , sin®, = 0.856 & 0.166 .
v ¥ = (53.134£6.44)° | 9, = (44.744+6.89)° , 9, = (59.40 +9.88)° .
P U sing = 0.682 + 0.98 , sin®, = 0.459 4+ 0.182 , sind, = 0.56 £ 0.10 .
8- ¥ = (4328 £6.06)° , 0, = (27.99+9.99)° , 9 = (34.5+6.91)° .
Py U™ sin¥ = 0.405 £ 0.115 , sin¥, = 0.416 £ 0.154 , sinv¥, = 0.749 £ 124 .
9 0 =(23894+72)°, 9, =(24.86+7.43)° , ¥, = (48.78 +7.37)° .

Cuadro 2.2: Valores de los angulos de mezcla en cada una de las diferentes parametrizacio-
nes dngulo-fase de la matriz de mezcla del sabor leptonico. Aqui se cambio el dngulo 6 por ¥
para evitar confusion cuando se construyan las relaciones de complementariedad de quarks y
leptones.



2.5. NEUTRINOS DE DIRAC O DE MAJORANA 69
dL ur, dL ur,
W er W
€r
ver Ver,
Ver } Ver
€L
W €L W
dr, ur, dr, uy,
26 2v 2 3 0v

Figura 2.6: Decaimiento Doble Beta: Normal (izquierda) y sin neutrinos (derecha)

Experimento Ntcleos [(Mee)| (90 %CL)
Heidelberg-Moscow I | Ge <0.34—-1.1eV
Heidelberg-Moscow II | 6Ge 0.2 —-0.6 eV
CUORICINO 123 e <02-1.1eV
NEMO-3 100Mo < 0.6 —2eV

Cuadro 2.3: Limites actuales de varios experimentos del decaimiento doble beta sin neutrinos.

donde |{(m..)| es la entrada (1,1) en la matriz de masas en la base del sabor. A pesar de la
supresién en la masa del neutrino (sobre la energia de este proceso), el modo sin neutrinos,
tiene un factor de fase mas grande que el modo con dos neutrinos, y como resultado se espera
que el tiempo de vida sea del orden de

-1 my 9p—1
Tog o0 ~ <f) 1077559, (2.96)
que podria ser observable para las masas de neutrinos en el rango de eV. Varios experimentos
han establecido estrictos limites superiores de |[(mee)|, como se muestra en el Cuadro 2.3.

Otros procesos que se pueden usar para tratar de encontrar la naturaleza de los neutrinos
son los decaimientos semilepténicos del hyperon, AL = 2 [57]. Hasta ahora, se ha prestado
poca atencién a estos decaimientos porque la bisqueda en la desintegraciéon doble beta sin neu-
trinos es mucho mas sensible a los efectos de los neutrinos de Majorana. En estos decaimientos
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semilepténicos del hyperon, las masa efectiva de los neutrinos de Majorana esta definida como:

3
(mu) =Y m, U, l=ep,T, (2.97)
j=1

donde m,,; son las masas de los neutrinos de Majorana y Uy; son los elementos de la matriz de
mezclas lepténica PMNS.

De la ec. (2.97) se obtiene que el cuadrado de las magnitudes de las masa efectivas de los
neutrinos de Majorana son:

3 3
|<m”>|2 = Zm?]] |Ulj|4 + QZmij,jk ‘Ulj‘Q ‘Ulk‘Q Cos 2 (wlj — wlk.) s (298)
j=1 j<k
donde Sl
wy; = arg {U;;} = arctan { ;QIUU } : (2.99)
lj

este término contiene ambas fases de violacién de CP, la de Dirac y la de Majorana.

En resumen, hasta aqui se tiene una extensiéon minima del Modelo Estandar, en la cual se
agregaron las masas y mezclas de los neutrinos al modelo. En el marco tedrico de esta exten-
sion se pueden explicar practicamente todos los experimentos terrestres de bajas energias. Sin
embargo, hay muchas razones para sospechar que se tiene que hacer una extension mas grande
del Modelo Estandar. Una lista parcial incluye el problema de la jerarquia, el problema de la
violacion de CP fuerte, bariogénesis, la unificacién de los acoplamientos de norma, el rompe-
cabezas del sabor y la gravedad. La cuestion del rompecabezas del sabor es la que se estudia
en este trabajo de tesis, por ello en el siguiente capitulo se mencionan varias interrogantes que
involucran al sabor de las particulas elementales.



Capitulo

Problemas del Sabor en Fisica de Particulas

En el mundo subatémico, las componentes fundamentales de la materia tienen doce sabores:
seis quarks y seis leptones (y sus antiparticulas). El Modelo Estandar de las interacciones
electrodébiles contiene trece parametros libres en los sectores de los quarks y los leptones: tres
masas de los leptones cargados, seis masas de los quarks, tres angulos de mezcla del sabor de
los quarks y una fase de violacién de CP. Si los tres neutrinos conocidos son particulas de
Majorana, se tienen que introducir nueve parametros libres para describir sus propiedades de
sabor: tres masas de los neutrinos, tres angulos de la mezcla del sabor lepténico y tres fases
que violan CP. Asi, una teoria efectiva de las interacciones electrodébil a bajas energias en
total, consta de veintidés parametros del sabor que sélo pueden determinarse a partir de los
experimentos. Entonces es muy natural que emerjan las siguientes preguntas:

» ;Por qué el ntmero de grados de libertad es tan grande en el sector de sabor?
» ; Cudl es la fisica fundamental detras de estos parametros?

Estas preguntas, aun sin respuesta, son los llamados rompecabezas que constituyen la pro-
blematica del sabor en la fisica de particulas.

En este capitulo se mencionan varias relaciones empiricas entre las masas y/o mezclas de
los quarks y leptones. En particular se realiza un anélisis detallado de las llamadas relaciones
de complementariedad de quarks y leptones.

3.1. Rompecabezas del Sabor

Los datos experimentales actuales sobre las oscilaciones de neutrinos sélo pueden garantizar
que m,, < m,,. Se desconoce si m,, es mayor que m,, (jerarquia normal) o mas pequena
que m,, (jeraquia invertida). La posibilidad m,, ~ m,, ~ m,, (cerca de la degeneracién) no
puede ser excluida en la actualidad. En cambio, las tres familias de fermiones cargados tienen

71
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jerarquias de masa muy pronunciadas:

Me My, Me )\4
my me my ’

(3.1)

m
My o Md , Ms )\2
mr ms my )

donde A\ = sinf,. ~ 0.22 con 6, el angulo de Cabibbo de la mezcla del sabor de los quarks. En la
parametrizacion estandar de la matriz de mezclas CK M, los tres dngulos de mezclas exhiben
una jerarquia muy pronunciada:

01 ~ A, 01 ~ A2 L~ (3.2)

Estos dos tipos de jerarquias pueden estar intrinsecamente relacionados entre si, porque los
angulos de mezcla miden realmente una falta de coincidencia entre los eigenestados de masa y
de sabor de los quarks tipo up y down. Por ejemplo, las relaciones

B B

son compatible con las ecuaciones (3.1) y (3.2), y pueden ser derivadas de un patrén especifico
de las matrices de masas de los quarks tlpo up y down con cinco ceros de textura. Por otro
lado, parece bastante dificil encontrar una manera simple de vincular los dos angulos de mezcla
del sabor leptonico

! T ! T
012 ~ 6 y 023 ~ Z (34)
con los valores pequenos de las razones de masas
Me M (3.5)
my, m,

Pero, como se muestra explicitamente més adelante, el valor numérico grande! de 012 y 023
se puede atribuir a la jerarquia muy débil de las tres masas de los neutrinos, mientras que
la pequeiiez? de 913 se atribuye a la jerarquia de masas muy pronunciada en el sector de los
leptones cargados [58, 59, 60]. Por supuesto, hay muchas posibilidades de construir modelos
para entender el patron de mezclas del sabor observado en los leptones, pero hasta el momento
ninguno de ellos ha sido justificado experimental y teéricamente.

Entre una serie de rompecabezas del sabor que actualmente existen, los siguientes tres son
particularmente interesantes:

= Las masas de los tres leptones cargados satisfacen la igualdad
me +my, + m; 2
(v/me + /My + \/mT)Q 3

en un grado de precisién sorprendentemente bueno, la barra de error es sélo de O (107°).
Esta igualdad es conocida como relacién de Koide [61, 62, 63].

(3.6)

Valores mayores a treinta grados.
2Valores numéricos menores a 12 grados.



3.2. COMPLEMENTARIEDAD DE QUARKS Y LEPTONES 73

= Hay dos relaciones de Complementariedad de Quarks y Leptones en las mezclas del sabor

1T I
9(112+912N_ 933+623N

: (3.7)

s
Z?
las cuales son compatibles con los datos experimentales actuales [58, 59, 60].

» Dos tridngulos unitarios de la matriz C' K M, definidos por las condiciones de ortogonalidad

VuaVigp + VeaVey + ViaVyy = 0

VisVip + Vis Vs + ViaVig = 0,

son triangulos casi rectangulos, es decir, el angulos interno en comun de estos dos triangu-
los cumple que

VudV*b) 7r

a=arg| — el I 3.8
(-¥) 3 )
basados en los actuales datos experimentales sobre las mezclas y la violacion de CP de

los quarks.

Estas relaciones numéricas especiales pueden ser accidentales, es decir, pueden ser sélo una
coincidencia numérica. Pero también una o dos de ellas podrian ser resultado de una cierta
simetria del sabor (subyacente). En particular las relaciones de mayor interés para esta tesis
son las relaciones de Complementariedad de Quarks y Leptones, las cuales se revisan a detalle
en la siguiente seccion.

3.2. Complementariedad de Quarks y Leptones

Las relaciones empiricas de las ecuaciones (3.6)-(3.8) pueden ser usadas como guia en la
busqueda de una simetria del sabor més fundamental. En particular, las relaciones de mayor
interés en el desarrollo de este trabajo tesis son las corresponden a las relaciones de Comple-
mentariedad de Quarks y Leptones dadas en la ec. (3.7), ya que son las que estan directamente
vinculadas con las oscilaciones de neutrinos y la violacién de CP en ambos sectores.

El dngulo de mezcla solar 6}, y el correspondiente dngulo de mezcla del sabor en el sector
de los quarks, el dngulo de Cabibbo 6],, satisfacen la interesante e intrigante relacién numérica
(aun 90 % C. L.) [64, 65]

0Ly + 0%, ~ 47.5° £ 1.5°. (3.9)

Esta ecuacion relaciona los angulos de mezclas 1-2 en los sectores de los quarks y los leptones, a
esta se le conoce comunmente como relacién de Complementariedad de Quark y Lepton (QLC,
por sus siglas en inglés) y, si no es una relacién accidental, podria implicar una simetria de
quarks y leptones.



74 CAPITULO 3. PROBLEMAS DEL SABOR EN FISICA DE PARTICULAS

Una segunda relacién QLC entre el dngulo de mezcla atmosférica de los leptones y el angulo
2-3 de los quarks, que también se cumple [59], estd dada como

0Ly + 04y = (44.67751)°. (3.10)

Sin embargo, esta no es tan interesante como la QLC de la ec. (3.9), ya que 64, tiene un valor
numérico sobre los 2°, y la correspondiente relaciéon QLC podria satisfacerse, dentro de los
errores, incluso si el angulo 04, se toma como cero, siempre y cuando 0, esté cerca del valor
méximo de 7/4.

Una tercera relacion QLC posible, que no se realiza del todo o al menos no se realiza de la
misma manera ya que es menor que 10° [59], se expresa como:

05+ 07, < 8.1° (3.11)

Las ecuaciones (3.9)-(3.11) son conocidas como relaciones de Complementariedad de Quarks
y Leptones extendidas. Las relaciones QLC extendidas podrian implicar una simetria de quarks
y leptones [66] o una unificacién de leptones y quarks [67]. Una exploraciéon numérica sisteméati-
ca de todas las matrices de masas con ceros de texturas y con conservaciéon de CP compatibles

con las relaciones de QLC y la informacion experimental sobre mezclas de neutrinos se da en
la Ref. [68].

Pero hay que actuar con cautela en el tema de hacer una vinculacion inmediata, o trivial,
entre las relaciones QLC extendidas y alguna simetria fundamental entre los quarks y leptones,
tal como lo senala Cecilia Jarlskog [69]; Las relaciones QLC son variantes de la parametrizacién
y los modelos especificos estan muy lejos de ser lo suficientemente constrenidos para ser de
utilidad en la conexion de los dngulos de mezclas de los leptones y los quarks.

Adoptar una parametrizacién especifica para la matrices de mezclas de los leptones y los
quarks es, de alguna manera, algo arbitrario. Ya que desde un punto de vista matemaético
las diferentes parametrizaciones son equivalentes. Sin embargo, es muy probable que la fisica
subyacente, responsable de la mezcla del sabor y la violacién de CP, se haga mas transparente
en una parametrizacion particular que en las otras. Entonces, ahora se analiza la dependencia
de la parametrizacién de las relaciones QLC extendidas, calculando los dngulos de mezcla de
los quarks y los leptones en cada una de las nueve parametrizacion angulo-fase mostradas en
el cuadro 1.5. Para esto se considera que los valores numéricos de las magnitudes de los nueve
elementos de la matriz de mezclas CKM y PMNS estan dados en las ecuaciones (1.152)
y (2.93) (0 ec. (2.94)), respectivamente. Entonces los resultados numéricos de los dngulos de
mezcla de los quarks y los leptones, asi como sus relaciones QLC, para cada una de las nueve
parametrizaciones angulo-fase, se enlistan en el cuadro 3.1. Es evidente de la tabla que las
relaciones QLC extendidas aproximadamente se cumplen en las parametrizaciones Pi, P,, Ps,
Py, y Ps, pero sufren una gran desviacién en las otras cuatro parametrizaciones. Por lo tanto,
las relaciones QLC extendidas son, en efecto, dependientes de la parametrizacion.
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Parametrizacion ‘ Relaciones QLC

p 0, +0,, = (47.59+£2.35)°, 0, +9,, = (46.11752)",
! 0, +9,, = (5.08+4.89)°.
Py 0+9=(46.727520)° 0, +9, = (11.91758])°,
0, +9, = (46.2371553)°.
P 0, +9, = (47.93+2.04)°, 0, +9, = (45712 70)°,
: 0,40, = (043755)°
P 0+09=(47.424247)°, 6, +9, = (612+6.01)°,
4 ) o
0,+9, = (45.3979%) .
P 0+ = (47.04 4+ 11.57)°, 0, +9, = (6.98 4+ 7.43)°,
5 ) o
0,+9, = (45.581233) .
P 0+ 9 = (39.29 +7.05)°, 0, +19, = (22.82 £ 7.44)°
6 0, +9, = (40.387793)° .
P 0+9=(6636+6.48)°, 6, +0, = (54.83tT1)°
0, +9, = (69.725153%)°.
P 0+ 19 = (56.25+6.10)°, 0, +9, = (28.48 £ 10)°,
8 6, +9, = (36.8175:57)°.
P 04+09=(36.9+£724)°, 0, +0, = (25.34+ 7.44)°
" 0, +19, = (5119774
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Cuadro 3.1: Relaciones de Complementariedad de Quarks y Leptones en las nueve parametriza-
ctones angulo-fase. Los dngulos denotados por 6 y ¥ son los angulos en el sector de los quarks

y leptones, respectivamente.
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El haber mostrado que las relaciones QLC extendidas son dependientes de la parametriza-
cién, da como resultado una disyuntiva, en la cual se puede actuar de forma muy estricta y se
dejan de lado estas relaciones empiricas como simples coincidencias numéricas. O se actiia en
forma mas flexible, tomando a esta relaciones QLC como guia en la biisqueda de una simetria
del sabor, sin perder de vista que dichas relaciones no serian en si cantidades fundamentales del
modelo. Esto ultimo tiene sustento en que es muy probable que la fisica subyacente responsable
de la mezcla del sabor y la violacién de CP, se hace mas transparente en una parametrizacion
particular que en las otras.

Una forma de constrenir el rompecabezas del sabor, es decir, reducir el nimero de parame-
tros libres, predecir relaciones entre masas y angulos de mezclas, es anadir al Modelo Estandar
una simetria “horizontal” o de sabor. En particular la simetria del sabor que se uso para reali-
zar esta tesis es la simetria permutacional de tres objetos S3, la cual se describe en el siguiente
capitulo.



Capitulo

Simetria del Sabor para Tres Familias de
Fermiones

En el Modelo Estandar con tres familias, fermiones analogos en diferentes generaciones estan
igualmente acoplados a los bosones de norma electrodébil. Como fermiones analogos se entiende
au,c tyd, s, ben el sector de los quarks, mientras que e, p, 7y v, v,, v, en el sector de los
leptones. Por consiguiente, antes del rompimiento espontdneo de la simetria de norma y de que
adquieran masa los fermiones, el contenido fisico del modelo no cambia si se intercambian los
nombres de las familias. Esto significa que, antes del rompimiento espontaneo de la simetria de
norma, la Lagrangiana del Modelo Estandar es simétrica respecto del grupo de permutaciones
del sabor. En el caso de tres familias, este es el grupo S3 de permutaciones de tres objetos que
en este contexto son los nombres del sabor de los fermiones en diferentes generaciones de cada
sector.

Este trabajo se enfocara en tratar de entender la naturaleza de las relaciones de complemta-
riedad de quarks y leptones (QLC), y en la bisqueda de valores posibles para las masas efectiva
de los neutrinos de Majorana. Por lo tanto, se realiza un tratamiento unificado de los quarks y
los leptones, donde se supone que las matrices de masas de los leptones cargados y los quarks
tienen tienen la misma forma genérica con dos ceros de textura a partir de una simetria de sabor
S3 universal y de su rompimiento explicito secuencial. A continuacién se presenta el grupo de
simetria S3.

En este capitulo se hace una descripcién del grupo de simetria Ss, se determinan las matrices
de masa para todos los fermiones, sin extender el sector de Higgs, obtenido que todas las
matrices de masa se describen por medio de la matriz democratica, lo cual indica que los
angulos de mezcla del sabor deben ser nulos.

7
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4.1. Lagrangiana de Yukawa

En esta seccion antes de describir al grupo de simetria S3, se reescribe la Lagrangiana de
Yukawa en una forma mas compacta y practica. La Lagrangiana de Yukawa de para tres familias
de quarks y leptones se escribe de la siguiente manera

3 3
=1 ] 1

+ Z Z {ZLZY” = + 1Y ¢%zm} ,

i=1 j=1

donde @); y L; denotan los dobletes de isoespin débil de los quarks y los leptones, respectiva-
mente; ¢ es el campo de Higgs.

Los dobletes de isoespin débil se expresan de la siguiente manera:
o= (i ) = (46 ) o= () = ().
an=(10) = (i ) o= () = (). o2
ain= (36 )= (6 ) o= (7)) = (U8

Conviene reordenar los términos de la ec. (4.1) y escribir la Lagrangiana Ly en funcién de los
espinores 17 y !, cuyas componentes se definen en el espacio de familias como:

u(z) Uy () ve() ()
i) = | elx) | = v(@) |, (@) = | vu(x) | = | w@) |,
t(x) g () v () 5 (7)
d(x) Ui(z) e(r) Vi (@)
Piaz) = | s(@) | = ¢s(@) |, ¢'(@)=| w@) | = ¥(2)
b(x) U5(x) 7(x) Ui (@)
Esto equivale a introducir un espacio Fuclidiano real de tres dimensiones L3. Una base

ortogonal de este espacio esta formada por los vectores:

’171 - O y ’172 - ]. 5 ’173 - 0 . (44)
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4.2. El Grupo de Permutaciones S;

El grupo S5 tiene seis elementos: la identidad y las permutaciones de los indices 1, 2 y 3.
La representacion matricial del grupo S3 en el espacio L3 esta constituida por las matrices que
intercambian los indices de sabor.

El grupo S5 se define como el grupo de permutaciones de tres objetos. Este es un grupo no
abeliano y estd formado por tres permutaciones pares y tres impares de tres objetos, las cuales
se pueden etiquetar de la siguiente forma (f1, f2, f3). Los elementos del grupos son

53 = {e7 A17 A27 A37 A47 A5}7 (45)

donde e es el elemento identidad y las A; (con ¢ = 1,...,5) etiquetan las permutaciones de la
siguiente manera:

123 123 123
e:(1 23)’ A1:<2 3)’A2:<32 1)’ (46
(1 23Y o _(123y , _(123 )
PT\132) M\ \231) P31 ‘

2
La notacion usada se refiere al intercambio de los subindices de fi, fo y f3. Por ejemplo, A;
actua de la siguiente forma:

N — DN

Ji— fo, fo— f1, [3— fs (4‘7)

En general, para el grupo de permutaciones S,, el producto entre dos de sus elementos es
simplemente su aplicacién sucesiva y este producto no es conmutativo. Asi, por ejemplo al
multiplicar A, con As se obtiene que:

123 123 123
A2A5_<321)(312)‘(132)‘A3’ (48)

que en términos de fi, fo v f3 es

h—fs—=fi, fo—=fi—fs fa—fa—fo (4-9)

Los productos entre los elementos restantes del grupo S; se realizan de manera analoga al
ejemplo anterior. Asi, la tabla de multiplicacién del grupo esta dada en el Cuadro 4.1.
Ahora, en general, si

A:(.1 2 ?7’) eSn:>A‘1:(Zl 2 Zf) €S, (4.10)

11 12 ... 1n 1 2
donde A~ es el elemento inverso. Por lo tanto, se cumple la condicién
ATA=AA"=e (4.11)

Como ejemplo particular en el caso de S5, el inverso de A; es

L (213
Al_(123). (4.19)
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Elementos | e | A; | Ay | As | Ay | As
e e Al A2 Ag A4 A5
Al Al e A5 A4 A3 AQ
AQ AQ A4 e A5 Al A3
As As | As | Ay | e | As | A
Ay Ay | Ay | As | A1 | A5 | e
As As | As | A1 | Ay | e | Ay

Cuadro 4.1: Tabla de multiplicacién del grupo Ss.

4.2.1. Clases Conjugadas

Una clase conjugada para un grupo GG de orden g, se define como
(a) = {a,b/u"bu=a, u € G} (4.13)

El elemento identidad e por si mismo forma una clase conjugada, las clases restantes se deter-
minan con ayuda de la tabla de multiplicaciéon del grupo (ver Cuadro 4.1). Asi, para la clase
conjugada cuyo representante es A; y a la cual se denota como ki, se tiene:

AT A AL = ATTTA = Ay
A2_1A3A2 - A2_1A4 - A1 5 (414)
AT A A = AT A = A, .
Denotando con ks, a la clase conjugada con representante A4, para esta tenemos,
A5_1A4A5 = A5_1e = A4,
A1_1A5A1 - Al_lAg == A4.
Por lo tanto, el grupo S5 tiene tres clases conjugadas que se denotan como e, ky y ks, y tienen
la forma:

(4.15)

e = {e}, kl = {Ab AQ, Ag}, k‘g = {A4, A5} . (416)

Las clases conjugadas del grupo son de utilidad para construir los llamados operadores de clase
y a su vez construir los proyectores del grupo.

4.2.2. Operadores de Clase para S

La suma de los elementos de un grupo GG correspondientes a una misma clase conjugada se
llama operador de clase. Al suponer que la i-ésima clase tiene g; elementos, {Ry, Rs,..., Ry},
el operador de clase C; se define como

gi
Ci=) Ry i=12...N, (4.17)
=1
donde N es el nimero de clases conjugadas del grupo.

Para el grupo de permutaciones S3 los operadores de clase son

Cl = e, CQ == A1 + A2 + Ag, Cg = A4 + A5 . (418)
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4.2.3. Representaciones del grupo S3

En esta seccién se construye un par de representaciones matriciales del grupo S3, tomando
como punto de partida al espacio vectorial tridimensional generado por los vectores base dados
en la ec. (4.4). Entonces, de la forma de actuar del elemento unidad e sobre los vectores bases
de la ec. (4.4), se puede representar dicho elemento en forma matricial como:

10
D)= 0 1

0
0 (4.19)
0 01

Ahora, aplicando As a los vectores de la base, se obtiene:
A5171 = 173, A5172 = 171 y A5173 = 172. (420)
Entonces la representacion matricial de A5 estd dada como

0 01
D(As)=( 1 0 0 (4.21)
010
Al proceder en forma analoga para los elementos restantes de S3 se obtiene su representacion
matricial. Asi, se encuentra que la representacion matricial real del grupo S5 es:

100 010
D) =[010], Papy = D(A) =10 0 |,
001 00 1

(@)
(@]
—
—_
o
o

Puzy > D(A2) = 0 1 0 |, Pop < D(A3) =100 1 |, (422
1 00 01
010 0 01
P(lg)P(lg) — D (A4) == 001 s P(lg)P(Qg) — D (A5) == 10
1 00 010

Ahora se construye una representacion del grupo S3 aprovechando el hecho que el grupo S3
es isomorfo al grupo de simetria de un triangulo equildtero, ver la figura 4.1. Los elementos A;,
(1 =1,2,3) estdn asociados con reflexiones sobre los ejes indicados y los elementos Ay y As, con
rotaciones de %” y %”, respectivamente, alrededor del eje z. Entonces, considerando nuevamente
el espacio vectorial tridimensional generado por los vectores base dados en la expresion (4.4).
Asi, al aplicarle Aj (rotacin por 27/3 alrededor de z) a los vectores de la base, se obtiene:

A5171 = COS 2%171 — sin 2%172 = —%171 + @172,
- . o o — 3 1 -
Aséy =sin 0 + cos Zth = —%vl — 30, (4.23)

—

A5173 = V3.



82 CAPITULO 4. SIMETRIA DEL SABOR PARA TRES FAMILIAS DE FERMIONES

Figura 4.1: Simetrias de un tridngulo equilatero, donde los elementos A;, (i = 1,2,3) estdn
asociados con reflexiones sobre los ejes indicados y los elementos Ay y As, con rotaciones de
27/3 y 4w /3, respectivamente.

Asi, la representacién matricial del elemento As es,

NJI»—‘M|S
w

D (45) =

=l

0
0. (4.24)
1

Al proceder de forma similar con los otros elementos de S5, se obtiene la siguiente representacion
matricial:

100 L 8 g
D) =1 010, D(A) =| - -1 o |,
0 01 0 0 -1
~1.0 0 1 ¥
D(A) = 0 1 0 |, D(A) =2 -1 o |, (4.25)
0 0 -1 0 0 -1
_1 3 1 VB
2 2 2 2
D(A) =| - -1 o |. D) =| £ -1 o0
0 0 1 0 0 1

Las matrices de esta representacién son unitarias. En consecuencia, la representacion que se
acaba de construir es una representacién unitaria.
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Ele.

Rep. E Ay Ay As Ay As
DW 1 1 1 1 1 1
D®) 1 -1 —1 -1 1 1

D® L0 32 (oY (5 % -5 2\ (- %
o1) | s i o 1) s )l s )48
2 2 2 2 2 2 2 2

Cuadro 4.2: Representaciones irreducibles de los elementos de Ss. D y D@ corresponden a
representaciones unidimensionales, mientras que D®) es una representacion bidimensional.

El nimero de representaciones irreducibles no equivalentes de un grupo G de orden g es
igual al nimero de clases conjugadas del grupo. Para el grupo S3 el niimero de clases conjugadas
es 3, por lo tanto el niimero de representaciones irreducibles es 3.

Por otro lado, la dimension de las representaciones irreducibles de un grupo se determina a

través de la relacién
3

an =g, (4.26)
v=1
donde v es el indice del nimero de representacion irreducible, n, es la dimensién de la repre-
sentacion irreducible y g es el numero de elementos en el grupo. Para el grupo S5 se obtiene

3
Znﬂ =n2+nyl+n32=6. (4.27)

v=1

Por simple inspeccién los valores para los cuales se cumple la ecuacion anterior son
ny = nNg = 1 ng = 2. (428)

Entonces, las representaciones irreducibles S3 tienen dimensiones 1 y 2, respectivamente; esto
es, el grupo S3 se puede descomponer en dos singletes y un doblete.

Las matrices de la representacién de la ec. (4.25) tienen una estructura en bloques, por lo
tanto, se pueden descomponer en dos matrices de dimensiones 2 x 2 y 1 x 1. Ademas, se sabe
que existe una representacién irreducible trivial para cada grupo, llamada la representacion
identidad, la cual se caracteriza por DM (R;) = 1 para todo R; € G. En el Cuadro 4.2 se
resume lo anteriormente mencionado.

La tabla de caracteres correspondiente al grupo Ss, obtenida a partir del Cuadro 4.2, esta da-
da en el Cuadro 4.3.
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Clases 3 9

Rep. E| k| K
DM 1] 1] 1

D@ 1] -1]1

D®) 210 | -1

Cuadro 4.3: Tabla de caracteres de Sz, donde k! (i = 1, 2) corresponde a la clase i-ésima del
grupo y el superindice [ indica el nimero de elementos de la clase.

La representacién matricial de la ec. (4.25) en términos de sus componentes irreducibles,
queda expresada como la suma directa de un solo singlete y un doblete, esto es,

D=D® ¢ DO, (4.29)
Se puede obtener una representacién de S3 mediante el producto directo de sus representaciones

irreducibles, en particular se construye el producto directo de cada elemento de S3 consigo
mismo en la representacion D®, esto es:

E 0 ) 1h, —¥34,
erxe = , ATRA = 2 2 7
( 0 E e < Y
—Ay 0 14, LA,
As® A :( ), As @ A3 = 2 2 , (4.30)
2 2 0 A, 3 3 ( @Ag —%Ag
1 V3 1 V3
_14, B4, Yy
4 4 < _§A4 —%A4 > 5 5 < §A5 —%AS
entonces se obtiene
D® e D® =DV ¢ DO ¢ DO, (4.31)

que es la suma directa de un par de singletes y un doblete.

4.2.4. Proyectores

Las funciones adaptadas a la simetria S3, funciones invariantes bajo la acciéon del grupo, se
pueden obtener a partir de los proyectores del grupo. Para construir los proyectores se usan los
operadores de clase de la ec. (4.18) y la definicién de los proyectores siguiente:

P = % S X, (4.32)
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donde los Y son los caracteres de la representacién y los C; son los operadores de clase.
Entonces, la forma del operador de proyeccién sobre el singlete simétrico esta dada por:

p 1 e Aat g (At Ay — A — Ay B (A — Ay — Ay + As)
S0 —B (A~ Ay + Ay —As) et A — (A + Az + A+ As) )
1001 (4.33)
{0000
210000
1001

De manera analoga, para el operador de proyeccion sobre el singlete antisimétrico P;, se tiene

p 1 etA—lAi+ Ant Ay) V(A — Az + Ay — A3)
A0l B A - AgE As) e Ag+ LA+ Ay — Ay — As)
00 0 0 (4.34)
1|01 =10
210 -1 1 0
0 0 0 0
Finalmente, para el operador P que proyecta sobre el doblete, por definicién se tiene:
1 00 -1
1 0 11 0
P2:H4><4—P15—P1A:§ 0 1 1 0 (435)
-1 0 0 1

El proyector P, se puede descomponer en dos términos, cada uno de los cuales es un tensor
de rango 1, esto es,

py=PY 4+ PP (4.36)
donde,
1 00 -1 1
m_1f o o0 0 | _ 1 o0 |1 B
Py = 0o 00 0 |~ o > (100 -1), (4.37)
-1 00 1 ~1
y
0000 0
@ Lt|lo11o0]| 1 ]1]1
PP=51011 0 AR \@(01 10). (4.38)
0000 0

Los eigenvalores de los proyectores elementales permitiran construir las matrices U que dia-
gonalizan por bloques al producto D(R) x D(R).
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Con ayuda de los proyectores, el producto directo X ® Y se descompone en una suma
directa de singletes y dobletes. Entonces, aplicando a dicho producto directo cada uno de los
proyectores obtenidos anteriormente, se obtiene:

1 001 11 T1Y1 + ToYo
P (X®Y)= 51000 0 o1 =5 0 , (4.39)
1 0 0 1 ToY2 T1Y1 + T2Y2
0 0 0 0 T 0
110 1 =10 1Y 1 T1Y2 — TalY1
P.(XQY)=—- = — 4.40
L(X®Y) 210 -1 1 0 T2l 2| —my2 +x2y1 | ( )
0 0 0 LYo 0
1 00 -1 T1Y1 T1Y1 — T2Y2
1 0 1 1 0 T1Y2 1 T1Y2 + T2l
P(X®Y)=— =Z . 4.41
2(X®Y) 2 0O 11 0 Tol1 2 T1Y2 + Ty ( )
-1 0 0 1 oo —T1Y1 + T2Yo
Escrito de otra forma, se tiene:
1 0
PLX2Y) = —=(aig1 42— | O |, P (X®Y) = TR N B
= —(z T — , = —(T1y2 — — , (4
1g \/5 191 2Y2 \/5 0 1a \/5 1Y2 2Y1 5 1
1 0
1 0
1 1 0 1 1 1
P(XQY)=— — — + — + — 4.43
2( ) \/5(3312/1 5022/2)\/5 0 \/5(50192 9322/1)\/5 1 (4.43)
-1 0

Los coeficientes de los eigenvectores son las funciones adaptadas a la simetria. Si (xy, z5)
y (y1,y2) son las componentes de dos dobletes de S3, el producto directo (z1,x2) @ (y1,y2)
contiene las siguientes componentes:

= Un singlete simétrico:

1
NG (z1y1 + T2y2) , (4.44)
que es invariante bajo la accién del grupo Ss.

= Un singlete antisimétrico:

%(xl?h - 95291) ) (4.45)

que no es invariante bajo la accién del grupo Ss.
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= Un doblete cuyas componentes son:

1 1
(% (z1y1 — T2y2) % (z1y2 + 952?;1)) . (4.46)

La matriz U, que lleva a X ® Y a una forma diagonal por bloques, se forma con los ei-
genvectores de los proyectores con eigenvalor 1. Asi, si se quiere que 1g aparezca en la esquina
superior derecha, se coloca a | 1g > como primera columna y si se coloca a | 14 > como segunda
columna, entonces 14 queda en el segundo bloque diagonal, etc. Para este caso, U tiene la forma

1 0 0 1
1 10 1 1 0

U=7lo 010 | (4.47)
1 0 0 -1

Al aplicar esta matriz a un elemento del grupo. Por ejemplo, al elemento A ® Ay que se forma
por el producto directo de A, con A, en la representacién bidimensional D®) y se denota como
A§2®2>. Entonces se tiene

1 0 0 0

~ 0 -1 0 0
Ag2®2) _ uflAg@Q)u — 0 0 1 3 . (448)

Yy

00 =% =3

El bloque en la esquina inferior derecha es la matriz A; en la representacién D) original, con
lo cual se identifica a (x1,z2) del doblete original.

Ahora, regresando a la representacién matricial real, en la ec. (4.22), y al construir los
operadores de proyeccion, se obtienen los siguientes resultados:

1 11
1 1
PIS:—(e+A1+A2+A3+A4+A5):— 1 11 (449)
6 3
1 11
Asi, se puede escribir P de la forma:
P = 1 1(111) (4.50)
S 2 B VG | |
Por otro lado, el operador de proyeccion P se obtiene de la diferencia
2 -1 -1
P =33 —Py=5| -1 2 -1
-1 -1 2
(4.51)
1 1
1 1 1 1
=5 1] H(1L -10)+5%| 1 | 5(11 -2)
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En este caso, la matriz S unitaria que diagonaliza por bloques se construye en forma andloga
al caso anterior. Esto es, S7'A;S = A;, donde A; es la matriz diagonal por bloques de los
elementos de la representacion. Asi, S tiene la forma

V2 B 3

2 [§] 3

_ NG
S=| -2 ¥ » (4.52)

0 =26 V3

6 3

La matriz A; es también llamada matriz jerarquica, porque tiene ordenadas las masas de menor
a mayor.

Una vez sentadas las bases matematicas del grupo de permutaciones Sz, se puede usar en
la Lagrangiana de Yukawa para obtener las matrices de masa, tal como se muestra enseguida.

4.3. Simetria S5 y Matrices de Masa

En la representacién matricial real de 3 x 3, dada en las expresiones de la ec. (4.22), las
matrices son ortogonales, es decir, el transpuesto de cada elemento del grupo es su inverso. En
la representaciéon matricial real de S3, el subgrupo formado por los elementos e, Ay y Ay tie-
nen determinante uno y son matrices de rotacion; los elementos restantes tienen determinante
menos uno y no son matices de rotaciones.

El espacio L3 tiene dos subespacios bajo la accién de S3 que corresponden a las dos represen-
taciones irreducibles de S3: un singlete simétrico y un doblete de simetria mixta. El conjunto
de los vectores de L3 invariantes bajo la accién del grupo Sz es el subespacio invariante V.
Este subespacio es unidimensional, sus elementos son los vectores proporcionales al vector |v)g
definido como:

Ws=— |1 |. (4.53)

El vector |v)g es un singlete de Ss, es el singlete simétrico.

El espacio L3 tiene tres dimensiones, por consiguiente, el subespacio V5 ortogonal a V; tiene
dos dimensiones. También V5 es un subespacio invariante bajo la acciéon de S3. Se debe elegir
una base apropiada para el subespacio vectorial V5. Tomando al conjunto de vectores |v)oa ¥
|v)as ortogonales entre si, ortogonales a |v)g y normalizados a la unidad, se tienen:

1 L 1 !

|U>2A = ﬁ —01 y "U>25 = % _12 (4.54)

Los vectores |v)g, |v)24 ¥ |v)2s forman una base completa para Ls.
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Los vectores de V5 son combinaciones lineales de |v)a4 v |v)a2s. Los vectores |v)oa v |v)as
son antisimétricos y simétricos bajo las permutaciones de los dos primeros indices del sabor.

El acoplamiento de Yukawa en la notacién de familias, ec. (4.3), es

3 3
Ly =) > (01 Y ovly + 0 Vi o vl)

i=1 j—l
+ZZ PLY e + 0L YEul) + hee. (4.55)
=1 j5=1

Antes del rompimiento de la simetria de norma, los quarks y leptones no tienen masa y la
teoria es quiral. Por lo tanto, los espinores izquierdos y derechos se transforman independien-
temente, esto es:

| Ul (@) e
() =i (@) =g | do(x) |, Yp(e) =y (@) =g | ¥(2) |, (4.56)
V5 (2) 77Z)£l’>L(x)
e igualmente para los espinores derechos
) B Yig(z) B MR(QC)
() — U (@) =8 | ¥ip(a) |, vk(@) = dR(@@) =8| ¥agplz) |, (4.57)
Usp(x) Uip(2)

con ¢ = u,dyl =wy,l; donde g € S3;, actia sobre los espinores izquierdos, y g € S3r actua
sobre los espinores derechos.

Asi pues, el grupo de la simetria permutacional del sabor de la forma bilineal en la ec. (4.1)
es Sz, X S3g, cuyos elementos son las parejas (g, g), con g € S3; v g € S3i.

Las corrientes cargadas bajo la accién del grupo de sabor S3; x S3gr se transforman de la
siguiente forma:

JIE — T =iy + hee (4.58)
J = I =y a0 + hee (4.59)
sustituyendo las expresiones para ¢’ ¢%/ 7" y )’ se obtiene:
T = gy gt + hec., (4.60)
n+ l
T = gt v + hee (4.61)

De esta expresion, queda claro que las corrientes cargadas Jj quedaran invariantes bajo las
transformaciones del grupo de simetria de sabor, si y sélo si, g, y g4, asi como g,, y g1, son
la misma matriz. Esto es, la condicion de invariancia de las corrientes cargadas bajo la accién



90 CAPITULO 4. SIMETRIA DEL SABOR PARA TRES FAMILIAS DE FERMIONES

del grupo de simetria de las familias implica que los campos de los quarks tipo-u y tipo-d se
transformen con el mismo grupo y con el mismo elemento del grupo. De forma andloga para el
sector leptonico, la invariancia de las corrientes cargadas implica que los neutrinos y los lepto-
nes cargados se transformen con el mismo grupo y con el mismo elemento del grupo. A esto se
debe que no hayamos puesto un indice u, d, v o [ en los elementos del grupo que aparecen en
las expresiones de las ecuaciones (4.56) y (4.57).

Cuando la simetria de norma se rompe espontaneamente, los fermiones adquieren masa y la
teoria deja de ser quiral. Por lo tanto, los campos de los quarks tipo-u y tipo-d se transforman
de la siguiente forma:

_ _ Ui () Vig(x)
Vi(x) =¥ (2) =g | i () | +g| Yialz) |. (4.62)
Uy (x) Usp()
De igual forma los campos de los leptones cargados y los neutrinos se transforman como:
_ . U1 () Uig(z)
Pi(z) =y (@) =g | vo(z) | +g| dialz) |- (4.63)

¢§3L (z) ¢éR( )

Las componentes de quiralidad izquierda y derecha del mismo campo se transforman con el
mismo elemento del grupo. El grupo de la simetria del sabor de las formas bilineales en las
ecuaciones (4.60) y (4.61) es el grupo S;fiag cuyos elementos son las parejas (g, g') g € Ssr,
g’ € S3p v g = g'. Claramente, S;hag C S5z X Ssp.

S

Bajo la accién del grupo de simetria de familias S3;, x S3g, el término de masa proveniente
del acoplamiento de Yukawa se transforma de la siguiente forma:

Ly — L5 =¥ My % +F Mgt + 7 M, i’ + b Myt + hec. (4.64)
sustituyendo las expresiones para 1?’, 47, !’ y 1!’ se obtiene:
v = 0ig" My gy + kg’ Magyf +¢f'g" My, gy + Upg’ Migiy +he..  (4.65)

.. . ., di .
Por consiguiente, bajo la accién del grupo de sabor S5, las matrices de masas M, y M; se
transforman de acuerdo con la siguiente regla:

Mz::gTMuga Mé:gTMdga
(4.66)
M, =g"M,g, M =g"Mg.

Si se pide que el sector de Yukawa sea invariante bajo la accion del grupo de familia Sgiag se
debe cumplir que
Mé = M, y M| = M;, (4.67)
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el sector de Yukawa del Modelo Estandar tiene la simetria de familia si la matriz de masas
conmuta con todos los elementos del grupo S3, esto es

[Mu,Sa g] = 07 [Mu,5'7 g] = 07
(4.68)
[MVz,Sv g] = 07 [Ml,Sa g] - 07

donde las matrices M, s y M;s son las matrices de masas de los quarks y leptones que tienen
la simetria de familias.

4.3.1. Representacion Tensorial de S; y Matrices de Masas

Ahora se hace uso de la representacion tensorial de S para obtener las matrices de masa y
mezcla en ambos sectores. Con |v)g y su dual (v|g se puede formar un tensor Tg de rango 1
invariante bajo la accién de Sz por la izquierda y la derecha, ecuaciones (4.49) y (4.50),

1 1 11
Ts = |U>5’<U|5’ = g 1 11 . (469)
1 11
El tensor Ty que se define por la ec. (4.51),
1 2 -1 -1
To=g| -1 2 -1, (4.70)
-1 -1 2

conmuta con las matrices de la representaciéon matricial real del grupo Ss, ec. (4.22), y por
- . . i - di
consiguiente es invariante bajo la accién de S3"*%.

Los tensores Ts y T son los proyectores anteriormente obtenidos y satisfacen las relaciones
Ts = TL, Tg? = T, Ty = Th, Ty? =Ty, TgTy = T, Tg = 0. (4.71)

El tensor Ty proyecta sobre el espacio invariante V5. Los tensores Ts y T descomponen la
unidad como Tg + T = L. El producto de |v)24 y su dual (v|o4 forman un tensor Taa que se
representa por la matriz

1 1 -1
Toa = |0)24(V|24 = 5 -1 1 (4.72)
0 0

o O O

De la misma manera, el producto de |v)ag y su dual (v|ys forman un tensor Tag que se representa
por la matriz
1 1 1 -2
Tas = [v)as(vls =5 | 1 1 -2 . (4.73)
-2 -2 4
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Se verifica que To = Tag + Taa, donde Tag v T2 son los proyectores ortogonales.

Se ha supuesto que el campo de Higgs no tiene indice de sabor y que es un singlete bajo el
grupo de simetria de las familias. Si el campo de Higgs tiene el siguiente valor de expectaciéon
en el vacio (0|¢|0) = v, al romper la simetria de norma se obtienen las matrices de masa
hermitianas M9 y M' de 3 x 3:

(v
= o vh v ) (4.74)
}/31>'< )/32>k }/33

donde k = u, d, v, [. Cada uno de los elementos de la matriz de masas se puede escribir como:

MF — % y;l;,ewfj 1,7 =1,2,3 coni#j (4.75)
y
M’“:%YZ’; i,7=1,2,3 coni=j. (4.76)

En estas expresiones, gf)fj es la fase del elemento Mi’; de la matriz de masas. Con ayuda de la
identidad Tg+T2 = I, la matriz M * se puede descomponer en la suma de un término invariante
bajo la accién de S§*¢ y otro que no lo es,

MF = (Ts+ Ta) M* (Ts + T>)
(4.77)
= TsM*Ts + ToM*" Ty + (TsM*Ty + T2 M*Ts) .

Los dos primeros términos en el lado derecho de esta ecuacion corresponden a una de las dos
representaciones irreducibles 1g y 2 de S5. El primer término del lado derecho (TSM kTS) es
invariante respecto de la accién de S3;, x S3r. En forma explicita, se tiene que este término es

MY =TsM*Tg
(4.78)
= 505 AV + Y + Y35 + 2| Y| cos o, + 2| V15| cos of; + 2| Y35| cos @55} Ts.

El segundo término en el lado derecho de la ec. (4.77) nos da las proyecciones de la matriz de
masas en el doblete de S3, este término se escribe de la siguiente forma:

ToM* Ty = ToaM*Ton + TagM*Tas + (ToaM*Tas + TasM*T2a) . (4.79)

Los primeros dos términos en el lado derecho de esta ecuacién, bajo la accion del grupo de
permutaciones de los primeros dos indices de familia, S;, se transforman como un singlete
antisimétrico y un singlete simétrico con componentes 2A y 25, estos son los elementos del
doblete de Ss.

El término antisimétrico es el siguiente:

1
Toa M Typ = 3 {V1] + Y3y — 2 |V5| cos ¢y } Taa. (4.80)
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Para el término simétrico es el siguiente:

TosM*Tas = £ {Y} + Y + 4V + 2|V cos o,

(4.81)
—4 || cos ¢hy — 4 |Vfy| cos ¢y} Tas.
El tercer término del lado derecho de la ec. (4.79) mezcla las componentes del doblete,
ToaM*Tas + Tas M Tan = {Vf; — Y — 2|V cos offy + 2[ V| cos ¢l } T
(4.82)
=2 {|v5] sin ¢l — |V sin o1, — [V sin oy} T~
Los tensores que ocurren en el lado derecho de la ec. (4.82) son los siguientes:
1 10 -1
T+ = — 0 —1 1 = |U>25<U‘2A + ‘U>2A<U|25 (483)
V3 -1 1 0
1 0 —u
T = 7 i 0 —i | =i(Jv)as(v|ea — |[v)24(v]|2s) - (4.84)
S\ =i i 0

Los términos proporcionales a los tensores T y T~ mezclan las componentes del doblete de
Ss. El tercer término de la ec. (4.77),

MY = TgM*Ty + Ty M*Ts, (4.85)
no es invariante bajo la accién de S8,
M4 # A] (TsM" T2 + ToM*Ts) A, (4.86)

El término no-simétrico M% mezcla las representaciones irreducibles de singlete y de doblete
de S5. Este término se puede escribir como

M} = (TsM*Taa + T2aM"Ts) + (TsM*Tas + TasM*Tg) . (4.87)
El primer término en el lado derecho de la ec. (4.87) se escribe de la manera siguiente:

(TsM*Tya + Toa M*Ts) =

2 0 1
= 5 {Vi — Y55 + |Y§| cos @y — Vi cosgiy} | 0 -2 -1 L)
1 -1 0 4.88
0 —2i —i

+1{2|Vf| sin ot + |V sin ¢fy — | Y3 sin ¢y } 2i 0 i
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El segundo término de la ec. (4.87) es el siguiente:

(TsM*Tas + TasM*Tg) = & {Vfi + Y — 2V + 2|V cos oh,

2 2 1
— Y| cos ¢hy — [Yii|cosobs} [ 2 2 -1
-1 -1 4 (4.89)
00 —2
+%{‘1ﬁ]§‘sin¢’f3+ }E@‘singﬁ%} 00 —i |,
i 1 0

los términos proporcionales a estos tensores mezclan las representaciones irreducibles de singlete
y doblete de S3. El tensor Tz rompe la simetria permutacional S3 y mezcla la componente
simétrica 2g del doblete de S3 con el singlete de S3

2 2 -1

1
2 2 —1 = ‘U>S<U|25 + |U>25<U‘S. (490)

T, — ——
W2\ 4 4 4y

Este tensor se puede escribir como la suma de dos términos
0
1

2
0 -
o] 3V2

T, = ——
Z ol

11
11 (4.91)
0 0

— o o
— o o
o~ K~

El tensor Tz es de gran utilidad para caracterizar el patrén de rompimiento de la simetria S3.

. . ., di , . .

En consecuencia, bajo la accién del grupo S35, el término de masa proveniente de los

acoplamientos de Yukawa, en el caso de tres familias de fermiones, se puede descomponer en la
suma de tres términos:

Ly = Lys [TsM"Ts] + Ly [ToM*Ta] + Ly [(TsM* Ty + ToM*Ts)] . (4.92)
El término Ly g es invariante bajo el intercambio del indice de familias,
Y — Y = A, (4.93)
pero los términos Lyo v Ly 4 no lo son.

La condicién de invariancia de Ly respecto de S3;, X S3p se satisface si se anulan los coefi-
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cientes de las ecuaciones (4.80), (4.81), (4.82), (4.88) y (4.89)
)/1"14—}/2’; } 2}005¢k2—0

Kﬁ+}/2%+4)§]§+2’}q]3’005¢ } 3}‘305%3_4’ 3’COS¢13—0
Y — Y35 — 2[V[ cos ¢l + 2 ¥35] cos ¢y = 0
|V sin oy — [Vi5] sin ¢y — | Y35 sin ¢hy = 0
(4.94)
Vi = VE + |V cos oy — V| cos ¢y = 0,
2 })/1]%} sin ¢y + ‘)/1]?3‘ sin ¢ — }}/2%} sin ¢5; = 0,
Y1+Y2]3_2}3]§+2’Y1%’COS¢ } 3}C05¢23 } 3}COS¢13—O

}Yf%}singb ‘ 3}5111@523—0

Estas condiciones se satisfacen si Y} = Yk para todos los valores de ¢, j (i,7 = 1,2,3) y si
las fases toman los valores ¢%, = 0, 7, y ¢13 = ¢k, = 0. Se sigue de aqui que las matrices de
masas para los fermiones, que resultan de la condicién de invariancia de Ly bajo la accion del
grupo de la simetria permutacional del sabor S3;, X S3g, tienen en la representaciéon de norma,
la forma siguiente:

v 1 1 11
ME=—23vi-| 1 11 (4.95)
V2UTB 1
con eigenvalores dados por
v
Ma2=0 y A3= EB)@’;, (4.96)
y con los siguientes eigenvectores
1 1 1
1 1 1
’U>S = — 1 y "U>2A = —= —1 s ’1))25 = —= 1 . (497)

Vi a5 VA

La matriz M¥% conmuta con todos los elementos del grupo Ss.

Las matrices U*, con k = u, d, [, v, que transforman los campos de los fermiones de la
representacion adaptada a la simetria 6 representacién jerarquica son:

» Para los quarks

u' =5 (W —uy), d = 75 (Wi = i),
¢ = L (g — 20, s = 25 (U +v§ — 2¢9) (4.98)
:T(¢1+¢2+¢3) :%(w1+w2+¢3)



96 CAPITULO 4. SIMETRIA DEL SABOR PARA TRES FAMILIAS DE FERMIONES

» Para los leptones

v, = 75 (' —3"), ¢ =25 (U1 —¥),
v, = o5 (U1 + 05 —2¢"), W= Js (Wi + b —2¢h) (4.99)
V= sl ), = (e ).

De este modo, se asigna el fermion pesado al singlete y los dos fermiones méas ligeros a cada
una de las componentes del doblete. Asi, cada campo de los quarks y leptones queda en una
representacion irreducible de S3.

La Lagrangiana en la representacion jerarquica o adaptada a la simetria tiene la siguiente
forma:

/000 /000
£y =253vgen [ 00 0 |+ 53vEet [0 0 0 |
001 001
(4.100)
000 /000
Z3Yg | 000 0 |94 Z3YL | 0 0 0 |yl
00 1 00 1

La matriz de masas es diagonal en la representacion adaptada a la simetria y, por consiguiente,
esta es también la representacion en la base de masas. Cada campo de los quarks y los leptones
queda asignado a una representacion irreducible de Ss.

Las matrices U, (k = u, d, v, ) que diagonalizan a las matrices de masas de los quarks y
leptones, satisfacen las siguientes condiciones:

vi=uv, U =0 (4.101)
La matriz de mezclas de los quarks Vg para tres familias
Very = UtU, (4.102)

es la matriz unidad y no mezcla a los campos de los quarks,

Vern = (4.103)

o O =
o = O
_ o O

En forma similar, para la matriz de mezclas de los leptones Upy/ns para tres familias

Upnins = UlU, (4.104)
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es la matriz unidad y no mezcla a los campos de los leptones

UPMNS =

o O =
o = O

0
0 (4.105)
1

Esto es, la invariancia de Ly g respecto de la simetria permutacional Sgiag implica que los dngu-
los de mezclas sean nulos y que no haya relacién funcional con las masas de los fermiones,
esto no puede ser porque de acuerdo con los datos experimentales actuales todos los angulos
de mezcla del sabor en el Modelo Estandar son distintos de cero. Para obtener un valor no
nulo de los angulos de mezcla y encontrar una relacion funcional entre angulos de mezcla y
masas de fermiones, es necesario romper la simetria permutacional S3. Para romper la simetria
permutacional S3, basta con sumar a la matriz de masas de los fermiones otros tensores con
propiedades de transformacién definidas bajo la accién del grupo Ss. Tal como se verd en el
siguiente capitulo.
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Capitulo

Simetria S5 y Ceros de Textura

En fisica de particulas, un enfoque fenomenoldgico y tedricamente significativo para reducir
el nimero de parametros en el Modelo Estandar es la imposicion de ceros de textura o de
simetrias del sabor [23, 70]. Ademads, algunos ceros de textura se puede obtener a partir de
una simetria del sabor. Una simetria permutacional del sabor ha sido propuesta por muchos
autores con el objetivo de poner constricciones en las matriz de masas de los fermiones y en
los pardametros de mezcla [71, 72, 73, 74]. Algunos modelos de simetria del sabor recientes se
examinan en [75, 76, 77, 78, 79], ver también las referencias en ellos. Se han propuesto varios
esquemas del rompimiento de la simetria basados en el grupo no abeliano S3, X S3g, el cual
se rompe de acuerdo a la siguiente cadena: S5, X Ssg D Sar, X Sor D S38. El grupo Sy trata
tres objetos simétricamente en tanto que la naturaleza de las matrices de Yukawa es una con-
secuencia de las representaciones irreducibles 1 & 2 de S3, que tratan a las tres generaciones
de manera diferente. Distintas estimaciones para el rompimiento de la simetria permutacional
dan origen a diferentes matrices de masas hermitianas M* de la misma forma genérica de dos
ceros de textura, las cuales en una base adaptada a la simetria, difieren en el valor numérico

k
(M*)
), - ) . o
el de una simetria del sabor S3 y su rompimiento explicito secuencial, que justifican tomar la
misma forma genérica para las matrices de masas de los fermiones de Dirac, convencionalmente

llamada matriz con dos ceros de textura [80, 81, 58|.

, 1
de la razén 72 =

. En particular, el caso que es de especial interés para este trabajo es

En este capitulo, se usa la simetria permutacional S3 y su rompimiento explicito, como una
simetria del sabor, en un tratamiento unificado de las masas y mezclas de los quarks y los lep-
tones. Ademas, con la ayuda de la representacion matricial real del grupo S3, como base para
las matrices de transformacién de las clases de similitud, se hace una clasificacién del conjunto
de matrices de masas con ceros textura.

Algunas de las razones para proponer la validez de una matriz con dos ceros de textura
como una forma universal de las matrices de masas de todos los fermiones de Dirac en la teoria
son las siguientes:

= La idea de una simetria del sabor S35 y su rompimiento explicito se han realizado exito-

99
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samente en el sector de los quarks como una matriz de masas con dos ceros de textura,
con esto se interpreta la jerarquia de masas muy pronunciada de los quarks tipo up y
down [71, 72, 73, 74, 80, 81]. Ademéds, los valores numéricos de la matriz de mezclas de
los quarks determinados en este marco, se encuentran en buen acuerdo con los datos
experimentales [80, 81].

= Los dngulos de mezcla de los quarks y la fase de violacién de CP, que aparece en la matriz

de mezclas V. ,,, se calcularon como funciones explicitas y exactas de las cuatro razones

de masas de los quark (m,/m¢, me/ms, mg/my, ms/my), un parametro de rompimiento de
k

) , ) 1 M . .

la simetria definido como Z3 = ( Mk)23 , y una fase de violacién de CP ¢, , = ¢, — ¢q.
22

Asumiendo que Z, = Z; = Z, un ajuste de x? de la expresién tedrica para VC“;(M a

los valores de V'F = determinados experimentalmente, da como resultado Z 172 — (%)1/2

y ¢, , = 90° en buen acuerdo con los datos experimentales [80, 81]. Este acuerdo ha
mejorado conforme a la precision de los datos experimentales ha mejorado y, ahora, es
muy buena [11].

= Dado que el espectro de masas de los leptones cargados exhibe una jerarquia similar a una
de los quarks, seria natural considerar la misma simetria S3 y su rompimiento explicito
para justificar el uso de la forma genérica con dos ceros de textura, para describir la
matriz de masas de los leptones cargados.

= En cuanto a los neutrinos de Dirac, no tenemos informacion directa acerca de los valores
absolutos o relativos de las masas de los neutrinos de Dirac, pero la matriz de masas
con dos ceros de textura se puede obtener de una teorfa de gran unificaciéon SO(10), la
cual describe bien los datos de las masas y mezclas de los neutrinos [82, 83, 84]. Por
otra parte, de argumentos de supersimetria, seria razonable suponer que los neutrinos de
Dirac tienen una jerarquia de masas similar a la de los quarks up. Por lo tanto, seria muy
natural describir a la matriz de masas de los neutrinos de Dirac a través de una matriz
con dos ceros de textura.

Por otra parte, en los tltimos diez anos, importantes avances teéricos se han hecho en la
comprension de los mecanismos para la generacion de la masa de los fermiones y la mezcla
del sabor. Fenomenolégicamente, algunos progresos notables se han realizado con la ayuda de
los ceros de textura y de las simetrias del sabor, al especificar relaciones cuantitativa entre los
angulos de mezcla del sabor y las razones de masas de los quarks o leptones [80, 81, 58, 70, 7, 85],
con un minimo de parametros libres. De hecho, cabe senialar que diferentes matrices de masa
con ceros de textura situados en diferentes posiciones pueden tener exactamente el mismo con-
tenido fisico. Por lo tanto, surge la pregunta, ;hay alguna relacién entre estas matrices? Aqui se
da una respuesta a esta cuestion, a través de las clases de similitud, propuesta recientemente
hecha por Branco [86].

En este trabajo, los ceros de textura en una matriz se cuentan de la siguiente manera: dos
ceros de textura fuera de la diagonal cuentan como un cero, mientras que uno sobre la diagonal
cuenta como un cero [23]. Pero en la literatura se dice que una matriz de masas tiene el doble
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de ceros de textura que el ntimero obtenido con la regla anterior. Esto es asi, porque en la
literatura normalmente se hace un tratamiento en paralelo de las matrices de masas, es decir,
las matrices de masas de ambos sectores de los quarks (quarks tipo-u y -d) o leptones (leptones
cargados y neutrinos izquierdos) contienen la misma cantidad de ceros de textura. Por lo cual,
el nimero total de ceros de textura en una matriz de masas es la suma de los ceros de textura
procedentes de las dos matrices de masas en el sector de los quarks (quarks tipo-u y -d) o
lepténico (leptones cargados y neutrinos izquierdos). Por lo tanto, para evitar la confusién en
la nomenclatura de las matrices se adopta la siguiente convencion:

1. Se contard el numero de ceros de textura en una matriz con la regla anteriormente enun-
ciada. Asi, cuando se haga referencia a una matriz de masas, se hara con el nimero exacto
de ceros que esta contenga.

2. Cuando se trabaje con la matriz de mezclas de los quarks V. ,, o los leptones U,,, s, se
tendra que especificar el ntimero total de ceros de textura presentes en ambas matrices
de masas del sector de los quarks o leptonico. Por ejemplo, en un tratamiento paralelo
donde las matrices de masas los quarks tipo-u y -d son descritas por una matriz con dos
ceros de textura, la matriz de mezclas de los quarks V,,,, estd en un marco teérico con
cuatro cero de textura.

5.1. Masas a partir del rompimiento de S5; x Ssz

Las matrices de masa realistas de los quarks y leptones surgen de la simetria permutacional
del sabor S35, x S3g v su rompimiento espontaneo o explicito. El grupo S3 trata tres objetos
de manera simétrica, en tanto que la naturaleza jerarquica de las matrices de masas es una
consecuencia de la estructura de la representaciones irreducible 1 & 2 de S3, las cuales tratan a
la generaciones de manera diferente. Bajo la accion de la simetria exacta Sz, X S3g, el espectro
de masas para los sectores de los quarks y leptones (leptones cargados y neutrinos de Dirac),
consiste de una particula masiva en una representacion de singlete y un par de particulas de
masa nula en una representacion irreducible de doblete. En la base débil, la matriz de masas
con la simetria exacta Sz, X S3g es [87]:

111
M CLAUSY S I (5.1)
111

w

donde m,, . denota la masa de la tercera familia, ya sea de los quarks o leptones. Para generar

masa para la segunda familia, se tiene que romper la simetria permutacional S3;, X S3p a
Sor, X Sap. Esto se puede hacer sumando a ¢, <M;qw> a, v 1, (M' )ZR un término de la

31,W

forma ¢, (M;q,w) 4, v 1, <M2/z,w> l,,, respectivamente. Dichos términos son invariantes bajo la

accion de Sy, X Sog pero rompen la simetria S3;, X S3r. La forma mas general de una matriz

M.  que es invariante bajo las permutaciones de los primeros dos renglones o dos columnas



102 CAPITULO 5. SIMETRIA S; Y CEROS DE TEXTURA

es:
O/ a/ ﬁ/
MQIkW = Mgy w o o p . (5.2)
g8 v )
Sin pérdida de generalidad, se puede descomponer esta matriz en la suma de un término in-
variante bajo S3;, X S3p mas una matriz de traza nula M,,  , invariante bajo Sar, X Sag, esto
es:
1 11
M, =552 +7)| 1 11
1 11
w
Oé/—’}/ Oé/—’}/ 36/_20/_,7/ (53)
+ o —v o —v 30" — 2/ — v
3'—2d/ —y 30 -2 =y —(2d=7) J
El primero término en el lado derecho de la ec. (5.3) se suma al término M  :
m 1 11
M:;k,w = 3§’W (1 - Ak‘) 1 1 1 ) (54)

W

donde Ay sustituye al factor — (2a/ + 7). El segundo término en el lado derecho de la ec. (5.3)
da la forma mds general de la matriz de traza nula M, ,,, que rompe S3;, X S3g a Sar, X Sag,
y da masa a la segunda familia, se expresa como

m a a f
M?k,W - ?W a a f ) (5.5)
gL —2a ),
donde a = (o —7) y 8= (30" —2a' — 7).
Es evidente de la expresién (5.5) que M,, ,, es una combinacién lineal de dos matrices
numéricamente independientes,
m
M, = =22 (VBa My +28M5 ) (5.6)
donde
1 11 0 1 (001
A S _
00 =2/, 110/,

Esta propiedad se utilizara mas adelante para caracterizar el patron de rompimiento de la si-
metria.

Ahora hay que romper la simetria Sy;, X Sor. Para dar masa a la primera familia, se agrega
otro término M,, a la matriz de masas. Suponiendo que M,, se transforma como el término de
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simetria mixta del subgrupo Ss;, X Sagr del grupo S3; X S3gr, que mezcla las representaciones
irreducibles en el doblete So;, X Sor. Asi, colocando a la primera familia en una representacién
compleja, permitira tener una fase que viola CP en la matrices de mezclas. Entonces, en la base
débil, M,, estd dada por

m Al ZAQ —Al - ZA2
M, = % —iA, —Ay A +iA (5.8)
—A; +1Ay Al —iA, 0

w

Para finalizar, se suman las tres matrices dadas en las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.8).

5.1.1. Matriz de Masas con Dos Ceros de Textura

La asignacién de los fermiones del Modelo Estandar a las representaciones irreducibles de
Ssr, X S3r se hace mas explicita al hacer un cambio de base, de la base débil a la base jerdarquica
o adaptada a la simetria. En esta base, los campos de los quarks son:

qlq,H ([L’) - % (qlq,W (.T) - q2q,W ('T)) )

q2q,H (‘I) = % (qlq,W(x) + q2q,w (ZL‘) - 2q?,q,w(x) ) ) (59)

Goorr (1) = 5 (@ (2) + @y (2) + g 00 (7)) -

Mientras que para los campos lepténicos son:
lll,H ([B) = % (lu,w(x) - lm,w (ZB)) )

b (7)) = 75 (Quw (@) + Gow () = 265, (2) ) (5.10)

l3l,H (%) - % (qu,w (ZL‘) + 9w (ZL‘) + 3w (%) ) .

Aqui, el subindice H denota a la base jerarquica. En esta base jerarquica, los fermiones de la
tercera familia estdn asignados a la representacion irreducible invariante de singlete, q,, , () v
l,, ;(z), para los quarks y leptones, respectivamente. Las otras dos familias estan asignadas a
las dos componentes de las representaciones irreducibles de doblete, q,, , () ¥ q,, (), para los
quarks, asi como [,, , (z) y I, ,, () para los leptones. La matriz de masas M, ,, en la base adap-
tada a la simetria estd relacionada a la matriz de masas en la base débil por la transformacion
unitaria

M,,=UM, U (5.11)
donde

Sl
>

o

|

N

V2
V2 |. (5.12)
\/5
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En esta base, M, toma la forma

0 | Agle?® 0 0 0 0
Mk’H = M3 \Ak]e_“i’i 0 0 + 0 —A+ 0 Ch
0 0o 0/, 0 G Lp—0 /)y,
0 0 0
+1 00 0
00 1-4Ax /),
La expresion anterior se puede reescribir como
0 Ay 0
0 Cy Dy

H

donde Ay = |A|e'®*, By = —Ap+06, y Dy = 1 — 0. Ademads, la matriz M, ,, se puede reescribir
factorizando la fase como o
Mk,H = P]j Mk,H Pk7 (514)

donde Py es una matriz diagonal de fases de la forma,

1 0 0
P.=10 €% 0 (5.15)
0 0 e
y M, ,, es una matriz simétrica real
o 0 JAx O
M, =mes | [A] Br Cp |. (5.16)
0 Cr Dy

Ahora, de la jerarquia tan marcada en las masas de los fermiones de Dirac, myz >> myy >
my1, Se espera que el término 1 — 0 esté muy cerca de la unidad. El parametro d; es una
funcién del parametro de rompimiento de la simetria Z,,\/? 80, 81, 58]. En otras palabras, cada
posible patrén de simetria rota es ahora caracterizado por Z;'/2, el cual se define como la razén
Z1? = % Esta razon mide la mezcla de las representaciones irreducibles de singlete y
doblete de Ss.

El Patron del Rompimiento de la Simetria

En la base adaptada a la simetria, M, , es una representacion tensorial irreducible del
singlete de S3;, X S3g,

000
My, =m, (1-A) [ 00 0 (5.17)
00 1

H
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En esta misma base, el término M,, ,, que rompe S3;, X S3p a Sor, X Sar estd dado por

0 0 0
My, =my (c+a(27)) [0 1 27 ) (5.18)
0 z” -1/,

El patron de rompimiento de la simetria estd caracterizado por el pardmetro Z,i/ 2, el cual
mide la mezcla de las representaciones irreducibles de singlete y doblete de S3;, x S3r. La
descomposicion de M,, - en una combinacién lineal de dos matrices numéricas, dada en las
ecuaciones (5.6) y (5.7), toma la forma

3
M,y = my, (—Ap + 6k) {3\/§NA1€ M7, + §N5k MQSH} (5.19)
donde las matrices M, ;‘H y M ,fH tienen la forma:
1 0 0 0 5 0 0 O
MA =— |0 1 =8 y M5 =210 1 S| | (5.20)
2,H 3\/§ 0 _\/g 5 2,H 3 0 N M|
H V8 "

. ’ 1 .
que son de la misma forma que M,, , con parametros de mezcla —V8y 75 Tespectivamente.

Los coeficientes N v Ngi estan dados por

1
Nap = (% — Z;/Q) y  Ngp = <\/§+ Z;/Q) . (5.21)

Es evidente de las ecuaciones (5.18)-(5.21) que existe una descomposicién correspondiente del
parametro de mezcla Z,i/ 2,

Z)* = Naw Z3* + N 23, (5.22)

con
1= Ny, + Ngp, (5.23)
donde Zi/ = _Besel parametro de mezcla en la matriz M 2AH, y Zé/ 2 = ﬁ es el parametro

o . 1/2 1/2 :
de mezcla en M? . En esta forma, una combinacion lineal tnica de Z A/ y Z S/ es asociada al

, . : , . 1/2
patrén de rompimiento de la simetria caracterizado por Zk/ )

Hay que notar que los términos que rompe la simetria en la Lagrangiana de Yukawa,
q, (ng) q, para los quarks y [, (M,,)l,, para los leptones, dependen sélo de dos campos cada
uno. De acuerdo a las ecuaciones (5.19) y (5.20), los términos g, (ng,H) q,, para los quarks y

[, (MQZ’ H) [, para los leptones, se separan en la suma de un término proporcional a M fH que

cambia de signo bajo el intercambio de esos dos campos, més otro término proporcional a M QSH

que es invariante bajo el mismo intercambio. Entonces, la descomposicién de M, , dada en la

ec. (5.22) es equivalente a la descomposicién de los términos g, (ng,H) q, v 1, (MQZ’H) [, en
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una parte simétrica y antisimétrica bajo el intercambio de esos dos campos. Asi, la caracteriza-
cion de My, y Z,i/ ? como una combinacién lineal de M3y My, Zix/ 2 vy 4 é/ 2, respectivamente,
es equivalente a una clasificacion del patrén de rompimiento de la simetria definido por M, ,
en términos de las representaciones irreducibles del grupo Sy de las permutaciones de los dos

campos'.

5.2. Clasificacion de Ceros de Textura

El hecho que diferentes matrices de masa con ceros de textura situados en diferentes posi-
ciones pueden tener exactamente el mismo contenido fisico, hace que surja la pregunta, shay
alguna relacion entre estas matrices? En esta seccion se da una respuesta a esta pregunta, a
través de una clasificacion de las matrices de masas con ceros de textura.

Esta clasificacion de las matrices con ceros de textura, se hace a través de las clases de
similitud. Las clases de similitud se definen como sigue:
Dadas dos matrices M y M’ se dice que M es semejante a M’ si existe una matriz invertible

T para la cual
M =TMT' o M =T'MT. (5.24)

Las clases de equivalencia asociadas a semejanza se llaman clases similitud. Otra forma de
ver las clases de similitud es que las matrices que satisfacen la transformacién de semejanza,
ec. (5.24), tienen los mismos invariantes: determinante, traza y x. Es decir,

Te{M} =Tr{M'}, det{M}=det{M'} v x =x, (5.25)

donde el invariante y se define como:

X = % (Tr {M?} — Tr {M}?). (5.26)

Por lo tanto, todas las matrices que componen a una clase de similitud tienen los mismos
eigenvalores, ya que todos tienen el mismo polinomio caracteristico, dado por

N —Tr {M} N} — x\; — det {M} = 0. (5.27)

La forma mas general de la matriz de masas de 3 x 3, simétrica y Hermitiana, es:

g a e g a e
M=1a b ¢ y M= a b ¢ |, (5.28)
e ¢ d er ¢ d

donde sélo seis de los nueve elementos de estas matrices son independientes uno del otro. Por lo
tanto, en cierto sentido, la transformacién de semejanza de la ec. (5.24) realiza la permutacién

!Para méas detalles sobre los patrones de rompimiento de la simetria ver las secciones 5.6 y 5.7 de la tesis de
doctorado de Ezequiel Rodriguez [87]
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de los seis elementos independientes en las nueve entradas de las matrices. Pero si quiere pre-
servar los invariantes de la ecuaciones (5.25) y (5.26), los elementos de la diagonal sélo pueden
intercambiarse las posiciones sobre la diagonal, mientras que los elementos fuera de la diagonal
solo pueden intercambiar posiciones fuera de la diagonal. En consecuencia, se puede concluir
que todas estas operaciones se reducen a las permutaciones de tres objetos. Asi, resulta muy
natural proponer como matrices de transformacién 1" a los seis elementos de la representacion
matricial real de 3 x 3 del grupo de permutaciones Ss, las cuales son:

100 010 00 1
Te)=[010 ]|, TA)=|100 |, TUA)=|0 10|,
00 1 00 1 100
(5.29)
100 010 00 1
TA)=|001 ]|, TA)=[00 1|, TMUA)=]10
010 100 010

Entonces, aplicando las transformaciones dadas en la ec. (5.24) y tomando las matrices de la
ec. (5.29) como matrices de transformacion, se obtiene la clasificacion de las matrices de masas
con ceros de textura. Dicha clasificaciéon se muestra en los Cuadros 5.1-5.4. En estos cuadros,
la “¥7 and “x” denotan a un elemento no nulo de la matriz sobre la diagonal y fuera de ella,
respectivamente.

Invariantes
Clase Texturas Simétrica Hermitiana
0 x 0 * 0 0 0 0 x Tr=d Tr=d
I x 0 0 0 0 x 0 = 0 det = —a?d det = —|al?d
0 0 = 0 x 0 x 0 0 X = a? X = |al?

Cuadro 5.1: Matriz con cuatro ceros de textura.

Las matrices de masas hermitianas, en general, se pueden diagonalizar a través de la siguiente
transformacion de similitud:

UMU' = Mdie, (5.30)

donde M2 es una matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores de la matriz M y U es
una matriz unitaria, la cual se construye con los eigenvectores complejos de M. Los eigenvalores
de una matriz hermitiana son reales, por lo cual inmediatamente pueden ser asociados con las
masas de las particulas involucradas.

Por otro lado, las matrices de masas simétricas complejas tienen eigenvalores complejos,
los cuales no pueden ser asociados directamente con las masas de las particulas involucradas.
Asi que se tiene que encontrar la manera de hacer una vinculacion entre los eigenvalores de
la matriz y las masas de las particulas. Una forma muy usada para relacionar los eigenvalores
de una matriz de no hermitiana con las masas de las particulas es a través del teorema de
descomposicién en valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés). Dicho teorema sentencia



108 CAPITULO 5. SIMETRIA S; Y CEROS DE TEXTURA
Clase Texturas Invariantes
* Simétrica Hermitiana
* 0 0 0 0 x * x 0
0 0 x 0 %« O x 0 0 Tr=d+g Tr=d+g
0 x = x 0 % 0 0 x 5 9
I det = —cg det = —|c|*g
* 0 0 0 x 0 * 0 x — 2 od — e — gd
0 x X x * 0 0 « 0 X=e¢=9 X=le g
0 x 0 0 0 =« x 0 0
0 x 0 0 x X * x 0
I det = —a?%d det = —la|*d
0 0 x 0 x x * 0 X a2 — Jaf? + |cf?
0 = X x % 0 0 0 x X= X=
x x 0 x 0 0 x x 0
. 0 0 Tr=9g+b+d Tr=9g+b+d
det = gbd det = gbd
111 0 ~ O
00 * X =—gb—gd X =-gb—gd
—bd —bd
Tr=0 Tr=0 .
0 x X det = a*c*e
det = 2ace N
v x 0 x — a4 e +ace
x x 0 X 102 x = |al® + |ef?
+cf?
Cuadro 5.2: Matriz con tres ceros de textura.
que [88, 89]:

Toda matriz A € C"*™ admite una descomposicion en valores singulares. Ademds, los valo-
res singulares estdan determinados de forma unica y, si A es cuadrada y sus valores singulares
son todos distintos, entonces los vectores singulares estan también determinados de forma inica

salvo producto por un numero complejo de modulo 1.

En forma explicita, el teorema SVD es:

A=UxVT

donde U € C™™ y V € C™" son unitarias y X es diagonal. Ademds,

Y —

diag{oy, ..

Om—an

[ diag{oy,.

- O}

ssm>n

O} Omxn,m} sin>m

Sean m, n entero positivos y A € C"™™. Una
) D y
descomposicion en valores singulares (completa) de A es una factorizacion

(5.31)

(5.32)

En cualquier caso, oy > ... > o,, P =min{m,n} son nimeros reales no negativos ordenados
de mayor a menor y se llaman valores singulares de A. Ademds, a los vectores uq, . ..

yUm Y
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Invariantes
Clase Texturas Simétrica Hermitiana
0 x O 0 0 x * 0 X
X kX 0 x x 0 0 x Tr=0b+d Tr=0+d
I 0 x x X X ok X X ok det = —a%d det = —|a|?d
* X X * x 0 * X X X =a?+c? X = lal? + |c|?
x 0 0 X x X x * 0 —bd —bd
x 0 % 0 x O x 0 0
Tr=b+d Tr=0+d
0 x x * x 0 * 0 x det = —a%d det = —|al*d
II x *x 0 x 0 x 0 * x —e2b —lel?b
x 0 % 0 x % x x 0 X = a® + é? x = |al® + |e|?
—bd —bd
Tr=d Tr =d
0 x x 0 x x * XX 9 det = a*c*e
11 x 0 x X kX x 0 x det :22ace2_ a’d +ace* — |a|*d
X=a"+c — 1.2 2
X X ok x x 0 x x 0 o2 X = lal* +|¢]
+lel?
x* 0.0 x 0 x * x0 gét_:g—Jrglc)2++dgbd dT;t_:gjgf)cF i gbd
v 0 % X 0 = O x *x 0 X =c2— gb X = |c]2 — gb
0 x = x 0 % 0 0 «x —gd—bd —gd — bd
Cuadro 5.3: Matriz con dos ceros de textura.
V1, ..., Um que forma las columnas de U y V' se les llama vectores singulares de A por la iz-

quierda 1y por la derecha, respectivamente.

Por otro lado, de las propiedades de los valores singulares de una matriz se tiene que: Los
valores singulares de A € C™™ distintos de cero son las raices cuadradas positivas de los valo-
res propios distintos de cero de ATA y también de los de AAT. Ademds estdn determinados de
forma unica.

Ahora, para diagonalizar a la matriz de masas de los neutrinos izquierdos de Majorana, la
cual, en general, es simétrica compleja, se necesita construir las formas bilineales

M, M)y MM, (5.33)
L L L L
las cuales pueden ser diagonalizadas a través de las siguientes transformaciones:

ULM} M, U, = diag [m3?2, m32, m;? ],

(5.34)
UIM,, M} U, = diag [m}?, m;2, m;?],

v v3

donde las my, , con j = 1,2, 3, son los valores singulares de la matriz M, . Asi, con ayuda de
la simetrfa de la matriz M, y las transformaciones de la ec. (5.34), la matriz de masas de los
neutrinos izquierdos de Majorana puede ser diagonalizada por la transformacion:

USM, Uy = diag [m;,, mi,, m}, |, (5.35)

v2) V3
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Invariantes
Clase Texturas Simétrica Hermitiana
Tr=b+d Tr=b+d
0 x x * X X * X X det = 2ace — a’d det = —|a|?d — ble|?
I X x X x 0 x X *x X —be? +ace* + a*cte
X Xk X X ok x x 0 X = a? + c? x = |al® + |c|® + |e|?
+e? —bd —bd
Tr=b+d+g Tr=b+d+g
* 0 x * X X * x 0 det = gbd det = gbd
I 0 % X X x 0 X x X —c%g —e%b —lc?g — |e|?b
X X % x 0 = 0 x * x=e2+c%—gb x = le|* + |c|* — gb
—gd—bd —gd—bd

Cuadro 5.4: Matriz con un cero textura.

donde U, = U, es una matriz unitaria. Entonces, los valores singulares de la matriz M, pueden
ser asociados directamente con las masa de los neutrinos ligeros.

A continuacion se ve como se modifica la clasificacién de la matrices con ceros de textura;
mostrada en los Cuadros 5.1-5.4, al calcular las formas bilineales hermitianas, ec. (5.33). Por
ejemplo, si se consideran las matrices con cuatro ceros de textura, Cuadro 5.1, y se calculan la
formas bilineales M MT y MTM se obtiene:

Il

X
o

0
X
0

(an)
o

S O %
X © O
O X O©
~
A/
o o F
X oo o o X
o X o *x oo
\—/
—+ —
Il Il
A/ ///
o o F o O F
O X O O X O
> O O * O O
\—/ \—/
— —
o o F o x o
o o
X O O X
ex o * oo
SN— N——
-+ —
S O % o X o
o O
X O O X
ex o * oo
SN—— ~
Il I
S O * o o *
O X O o * O
*r oo * © o
SN——— ~

/-~
X © O
O X O
O O X
~
/-
X © O
O X O
O O X
\—/
.
I
/-
O O x
O X O
* O O
\—/
/-
X © O
O X O
O O X
\—/
.
/-
X © O
O X O
O O X
\—/
Il
//
O O X
O X O
*> O O
~

En las expresiones anteriores, la “x” y “x” denotan a un elemento no nulo de la matriz sobre la
diagonal y fuera de ella, respectivamente. Ademas, se puede notar que las formas bilineales de

las tres matrices con cuatro ceros de textura clase uno, son matrices con tres ceros de textura
clase III.

En forma andloga se pueden determinar las forma bilineales, MMT vy MTM, para todas
las clases de equivalencia de la clasificaciéon. Obteniendo, como en el ejemplo anterior, que las
formas bilineales de todas las matrices que componen una clase de similitud, pertenecen a la
misma clase, ya sea la original o cualquier otra. Lo anterior se ilustra en la figura 5.1, donde la
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4 Ceros de Textura| '3 Ceros de Textura Clase HI‘

_— ‘2 Ceros de Textura Clase I\/‘

‘Cl“LSC I— ‘ 1 Ceros de Textura Clase H‘

‘3 Ceros de Textura

Clase Il |—— ‘3 Ceros de Textura Clase HI‘
_— ‘0 Ceros de Textura

Clase Il |— ‘0 Ceros de T‘extura‘

‘0 Ceros de Textura

‘2 Ceros de T‘extura‘

Clase [l |—— ‘0 Ceros de Textura

Clase | |—— ‘0 Ceros de T‘extura‘

’2 Ceros de Textura Clase I\/‘

‘2 Ceros de T‘extura‘

[Clase 11 |———> [0 Ceros de Textura“

Figura 5.1: En esta figura se ilustra en que clase de equivalencia de la clasificacion estan las formas
bilineales hermitianas MM?' y MTM de cada una de las matrices en una clase de equivalencia. La
flecha indica la operacion de calcular las forma bilineales MMt y MTM.

flecha indica la operacién de calcular las forma bilineales MM y MTM.

5.3. Mecanismo del subibaja y fases de los Neutrinos Izquierdos

Anadir al Modelo Estandar un término de masa puramente de Dirac es tedricamente des-
favorecido, porque al introducir los neutrinos derechos, vg, en el Modelo Estandar (masas de
Majorana igual a cero) se puede generar una masa de Dirac al neutrino a través de un acopla-
miento al campo de Higgs de la forma:

Ao (D)VLvR = M, VLvg, (5.36)

donde (@) ~ 174 GeV es el valor de expectacién en el vacio del campo de Higgs, y Y, esel
acoplamiento de Yukawa del neutrino de Dirac. Entonces, para una masa fisica del neutrino
de Dirac M, = 0.2 eV, el acoplamiento de Yukawa toma el valor A, ~ 107"*. Asi surge
la siguiente pregunta ;por qué los acoplamientos de Yukawa de los neutrinos son mucho més
pequenos que los acoplamientos de los leptones cargados? Esta pregunta no puede encontrar
respuesta natural en extensiones minimas invariantes del Modelo Estandar.
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En la extension del Modelo Estandar donde se propone al grupo S3 como simetria del
sabor y su rompimiento explicito secuencial produce la misma forma genérica, con dos ceros
de textura clase I, para las matrices de masas de los fermiones de Dirac. No puede reproducir
correctamente los datos experimentales de las mezclas y masas en el sector leptonico, si los
neutrinos izquierdos son considerados como particulas puramente de Dirac [87]. Por lo tanto,
en este trabajo se considera que los neutrinos izquierdos son particulas de Majorana y adquieren
su masa pequena a través del mecanismo del subibaja tipo I,

M,, = M,, M, M} (5.37)

vVp?

donde M,, y M,, denotan a las matrices de masas de los neutrinos de Dirac y derechos de
Majorana, respectivamente. La simetria de la matriz de masas de los neutrinos izquierdos,
M, = M;;’; , v el mecanismo de subibaja tipo I fijan la forma de la matriz de masas de los
neutrinos derechos de Majorana, M, ,, la cual tiene que ser no singular y obviamente simétrica.
Restricciones adicionales sobre M, provienen de pedir que M,, también tenga dos ceros de
textura clase I, como se muestra a continuacion. Con este propodsito en mente, el mecanismo de
subibaja tipo I, ec. (5.37), puede ser escrito en una forma mas explicita como:

1
M,

S =—— M, adj (M, )M~ .
v = At (M) padj (M) (5.38)

vp?

donde det(M,,,) y adj (M,,,) son el determinante y la matriz adjunta de M,,, respectivamente.

Ahora, si se considera la forma més general de una matriz simétrica compleja de 3 x 3

Guvp, Qv €y,
My, =1\ a, b, c, (5.39)

R
v, Cu, dyR

para representar a la matriz de masas de los neutrinos derechos, se puede reescribir la ec. (5.38)
en una forma més explicita si se expresan det(M,,,) y adj (M,,) en términos de los cofactores
de los elementos de la matriz M, ,. Entonces,

det(MuR) = gv, X11 — ay X12 + €, Xi3 (5.40)

P A, A1
L det (MZ/R) £ 9 (5 )
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donde
Gy, = XA},
A, = —Xp|A, P+ X»nA, B, —XxnA, C,,
B, = X11A§i + X22B,3D + X3303D —2X124) B, +2X134; C, —2X»B, C, ,

(5.42)
EZ/L = X22AVD CZID - X23AVDD

Z/D Y
Cu, = X137, Dy, = X123, Cupy + X2By, oy = Xag (B Dy, +C2 ) + XagCy Dy,

D,, = X»C} —2X23C,, Dy + X33D;, .

YL
En estas expresiones, las X, (m,n = 1,2,3) son los cofactores que corresponden a los ele-
mentos de la matriz adj (M,,,) 2.

A partir de las ecuaciones (5.41) y (5.42), cuando la condicién Xoy = Xa3 = 0 se satisface,
la matriz de masas de los neutrinos izquierdos de Majorana tendran la misma forma universal
con dos ceros de textura clase I. Estas condiciones son equivalentes a

_ .2 _
Gopv, =€) 5 Gu,Cuy = Gy €y (5.43)
Asi, se obtiene la relacion
a, €y
£ =_£ 5.44
0~ d (5.44)
R R

Para det(M,,,) no nulo, estas condiciones (5.43) se satisfacen, si
Gy, =0 vy e, =0 (5.45)

La matriz de masas para los neutrinos derechos de Majorana, ec. (5.39), bajo las condiciones
(5.45) adquiere la forma

0 ay, 0
My,=1| a, b, c, |, (5.46)
0 Cu,, dVR

la cual es una matriz simétrica con dos ceros de textura clase I. Ademas, se puede decir que
la matriz de masas con dos ceros de textura clase I es invariante bajo la acciéon del mecanismo
del subibaja tipo I [90, 70, 23, 59]. En otras palabras, en un tratamiento unificado (algunas
ocasiones llamado tratamiento paralelo) en donde las matrices de masas de los neutrinos de
Dirac y Majorana son representados por la misma forma genérica de una matriz con dos ceros
de textura clase I, el mecanismo de subibaja da como resultado una matriz con dos ceros de

2Los cofactores de los elementos de la matriz M,,,, son definidos como X,,,,, = (—1)"T™ det (H,,,), donde
H,,,, se obtiene por borrar el renglén n y la columna m de la matriz M,,,.
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textura clase I para los neutrinos izquierdos de Majorana. Lo previamente mencionado se ilus-
tra a continuacién:

-1 T

0 x 0 0 x 0 0 x 0 0 x 0
X K X X * X X * X = X * X
0 X % 0 X % 0 X % 0 X %

La invariancia con respecto al mecanismo del subibaja tipo I, no es exclusiva de la matriz con
dos ceros de textura clase I, sino que en cualquier tratamiento unificado en donde las matrices
de masas de los neutrinos de Dirac y derechos de Majorana sean representadas con la misma
forma genérica de una matriz con ceros de textura, el mecanismo del subibaja dejara invariante
a dicha matriz con ceros de textura.

También se puede notar que, si se pone by, =0 y/o ¢, =0,la expresion resultante para
M, todavia tiene dos ceros de textura. Por lo tanto, M, también puede tener dos ceros de
textura cuando M,  tiene cuatro, tres o dos ceros de textura (los tltimos dos casos también
son conocidos como texturas de Fritzsch).

Ahora, sin pérdida de generalidad, se supone que las fases en las entradas de la matriz M, ,
pueden ser factorizadas como

M, = RM, R, (5.47)
R R
donde
0 ay, 0
M, =1 a,. |bo| |c| (5.48)
R R R R
0 e, | do,

y R = diag [e*i‘z’C, e, 1] con ¢, = arg {cZ,R}. Entonces, el mecanismo del subibaja tipo I toma
la forma:
_ . _
M, = P{M, P,R'M, R'P,M, P!, (5.49)
asi la matriz de masas de los neutrinos izquierdos tiene la siguiente forma con dos cero de
textura:

0 ay, 0
M, =1 a b, ¢ : (5.50)
L L L L
0 ¢ d,
L L
donde
_aw, 12
Z/L_ ay )

R

c e L N lav | ; cvplevpl
b, = dD + R -~ RVR VD 612(¢c*¢>uD)_’_2 D (bVDe—szuD _ % R ez(¢c*¢uD)>’
YR

a |a,,R\

L VR vp YR
(5.51)
v du v ) v dl/ ) —
c, = Cg D 4 lavy | (Cu e~ ivp levpldvy el(¢>c ¢uD)) ,
L YR |auR| D dl/R
d2

— D
dy, = 72
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Los elementos a, y d, sonreales, mientras que b, y ¢, son complejos. Hay que tener en cuen-
ta que los factores de fase que aparecen en las ecuaciones (5.49) y (5.51) estan completamente
determinados por el mecanismo de subibaja tipo I y de la elecciéon de un anzats generalizado de
Fritzsch con dos ceros de textura para las matrices de masas de todos los fermiones de Dirac y
una matriz de masas simétrica compleja para los neutrinos derechos de Majorana. Ademas, de
las ecuaciones (5.51) se puede concluir que la mayor parte de la informacién sobre el ntimero
de ceros de textura presentes en la matriz M, se encuentra en los elementos (2,2) y (2,3) de
la matriz M,,L.

En el andlisis previo se obtuvo que la matriz M, tiene dos fases no ignorables, las cuales
son:

¢ = arg {b,,L} y ¢y = arg {c,,L} : (5.52)

Ahora, sin pérdida de generalidad, se puede elegir que ¢ = 2¢o = 2¢ y, en consecuencia, la
siguiente relacion se cumple:

28m ¢, Re Cu,

tan d)l = (553)

(?Re CVL)2 — (%m C,,L)Z'

En este caso el andlisis se simplifica, ya que las fases no ignorables en M, se pueden factorizar
como:

MVL - QMVLQa (554)

donde @) es una matriz diagonal de fases

e 0 0
Q=] 0 €¥ 0 (5.55)
0 0 1

y M, es una matriz simétrica real expresada como

0 ay, 0
]\7[,,L: ay, \bZ,L| \c,,L| ) (5.56)

0 J|e,| d

v

Entonces, la matriz M, puede ser diagonalizada por una matriz unitaria a través de la trans-
formacion

USM, Uy = diag[my,, my,, my,], (5.57)

donde m,,, (con j = 1,2,3) son los eigenvalores de la matriz M, ,y la matriz unitaria es
U, =Q0,, (5.58)

donde O, es la matriz ortogonal real que diagonaliza a la matriz simétrica real MZ’L‘
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5.4. Reparametrizacion de las Matrices de Masas

En esta secciéon se discute la reparametrizacion de la matriz de masas con dos ceros de
textura en términos de sus eigenvalores. Para las matrices de masas de los fermiones de Dirac
y neutrinos izquierdos de Majorana, ecuaciones (5.16) y (5.56), se pueden representar por la
matriz:

B 0 a; 0
Mi = a; bz C; s 1= u, d, l, v,, (559)
0 C; dz

los elementos de la matriz M; son definidos reales positivos.

Ahora se discutira la reparametrizacién de la matriz simétrica real M; en términos de sus
eigenvalores, para esto se tiene en cuenta que la matriz de la ec. (5.59) puede ser diagonalizada
por una matriz ortogonal real O, a través de la transformacion de similitud

@TMZ@ = dlag{ my, Mo, M3 } s (560)

donde m; con j = 1,2, 3 son los eigenvalores de M;. Asi, se obtienen los siguientes invariantes
de la matriz M;:

Tr {MZ} = b; +d; = my1 + My + mys,

det {]\Zfl} = —a?di = Mi1M21My;3, (5.61)

_ Tf{M?};Tf{f‘%}2

_ 2, 2 _
Xi = a; +c; — bid; = —mjym;s — mjymgz — miam;s.

Inmediatamente se obtiene, de las ecuaciones (5.61) que:

a? _ _milmi2mi37 (5.62)
d;

bi = m;; + mye + mys — d;, (5.63)

C? _ (di - mil) (di - mi2) (77%3 - di)‘ (5.64)

di

En la expresion ec. (5.62) hay una inconsistencia de signo entre ambos lados de la igualdad, lo
cual no es posible ya que a;, d; y los eigenvalores de M; son cantidades real, y el signo negativo
del lado derecho de esta ecuacion provoca que a; sea una cantidad puramente imaginaria.
Dicha inconsistencia de signo puede encontrar solucién si se considera negativo a uno de los
eigenvalores, es decir, m; = —|m;| con j = 1,2,3. Cambiar el signo de uno de los eigenvalores
es equivalente a realizar una rotacion en el espacio de las eigenvalores. En otras palabras, para
campos fermionicos el signo de la masa es irrelevante, ya que se puede cambiar el signo por
medio de una transformacién quiral:

U, -0 =2y, W, U =By (5.65)
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Esta transformacién cambia el signo del eigenvalor m;, pero deja invariante al resto de la La-
grangiana.

A partir de la ec. (5.62) se puede concluir que el hecho de elegir a uno de los eigenvalores
como negativo, tiene una repercusion directa en el intervalo de valores permitidos para el
pardmetro d;. En otras palabras, como todos los elementos de la matriz (5.59) deben ser reales
y dependiendo que eigenvalor se elija como negativo, el parametro d debe satisfacer una de las
siguientes condiciones:

1. Para una jerarquia normal de los eigenvalores (m;z > m;s > my):

mgg > d; > myp, para my; = —|m|,
m;3 > dZ > my1, para mye = —|mi2\, (566)
Mo > dZ > my1, para 1my;z = —|m23\

2. Para una jerarquia invertida de los eigenvalores (mgo > mgo > my3)?,

Mgy > d; > my3,  para m; = —|mg,
m;1 > dZ > Mmy3, para my;e = —|mi2\, (567)
Mo > d; > myy, para  mg = —|mys.

En este trabajo consideramos que cuando los eigenvalores de la matriz simétrica real M;
cumplan con una jerarquia normal, se define m;s = —|m;s|, mientras que si cumplan con una
jerarquia invertida, se define m;; = —|m;1|. Ademads, los elementos de la matriz M; se normalizan
con respecto del eigenvalor méas grande, es decir, m;3 para una jerarquia normal y m;, para una
jerarquia invertida. Asi se obtiene que las expresiones de las ecuaciones (5.62)-(5.64) toman la
forma:

1. Para una jerarquia normal de los eigenvalores (m;z > m;s > my):

M m;
A; = 11)2 2 (5.68)
B;=1+my —my — D;, (5.69)
C7 = ! ;Dz (Di —mi) (Di + M), (5.70)
donde A; = 2 By = 2o ()= 2 D, = 4y = My gy = [22) Como D; = 14,
el rango de valores para el parametro d; es:
0<d<1—my. (5.71)

3Este caso s6lo es valido para los eigenvalores de la matriz de masas de lo neutrinos izquierdos
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Con base en lo anterior, la matriz de masas con dos ceros de textura, ec. (5.59), repara-
metrizada en términos de sus eigenvalores y del parametro ¢; tiene la formas:

M1 Mo
0 \/ 1S, 0

- M Mmoo - _
MZ' = — = 1“—6;2 mip — Mya + 52- ﬁfﬂ 2 . (5‘72)
0 ﬁfﬂf& 1—9;
donde
f“ - (1_mi1 _52')’ fi2 = (1+m12 —51) (573)

2. Para una jerarquia invertida de los eigenvalores (mgo > m;; > my3):

A= m%mi?’, (5.74)
co 1=Dign N (=
donde f/l\l = §Z = b O - 152 = ncf—i M1 = 2Ly g = ‘:Z—g' Aqui también se

mig mia? Y mio’ 2’ mi2

~

puede definir ﬁz =1 —d;, asi, el intervalo de valores para el parametro SZ es:

~

Con base en lo anterior, la matriz de masas con dos ceros de textura, ec. (5.59), repara-
metrizada en términos de sus eigenvalores y del parametro ¢; tiene la forma:

Mi1Mis
0 T 0

W Ve
Mi = Mio - 11—&-3 i3 _Amil +0i (1_gi)fi1fi3 . (5.78)
0 ui—igi)fﬂfi:a 1 —9;

fa= <1+7/7\%1 —gz> , fa= (1 _mi3_8\i> : (5.79)

o

donde

Los parametros pequenos 9; también son funciones de las razones de masas de los fermiones
y del parametro de rompimiento de la simetria del sabor ZZ-1 2 Rl parametro de rompimiento de
la simetria del sabor Zl-l/ 2, el cual mide la mezcla de las representaciones irreducibles de singlete
y doblete de S3, se define como la razén

71 = M)y (5.80)
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()2 . , - e e
la razén Z;’” se relaciona con los pardmetros §; por la siguiente ecuacién cibica:

0 — 7 (24 Tig — Mg + (142 (g — 1)) Zi) 67+
o (5.81)
—i—ﬁ (Zi (Mag — M) (2 + Mg — M) + (14 maz) (1 — m41)) 6 — % = 0.

Asi, el pardmetro pequeno §; se obtiene como una solucién o raiz de la ecuacién cubica (5.81),
que se anula cuando Z; se anula. El ultimo término en el lado izquierdo de la ec. (5.81) es igual
al producto de las tres raices de ec. (5.81). Por lo tanto, la raiz que se anula cuando Z; se anula
puede ser escrita como:
5 Zi (i — 77%1)2
Y Zi+1 Wi(2)
donde W; (Z) es el producto de las dos raices de la ec. (5.81), que no se anulan cuando Z; se
anula. La forma explicita de W; (Z) es:

1 1
3 3
pl +2q7 + 2q,/p} +qz} — |pil + [p?+2q? —2qm/p§’+q?]

(Z)
<z+ pﬂrqz] +[qz’— p?+qi2]3>(Zi(Q(ﬁm—ﬁM)Jrl)Jr(ﬁ%z—ﬁm)+2) (583)

(5.82)

C»JI»—l

+% (Z’L mz2 mzl) + 1) + (77742 - mzl) + 2>2
co
pi = — 3555 (Zi (2 (Miz — M) + 1) + fig — i + 2)°
(5.84)
+ﬁ [Zi (Mg — M) (Maz — mar + 2) (1 + mya) (1 — ma )],
G = —5 (21-41-1)3 (Zi (2 (Maz — ) + 1) + i — i1 + 2)°
+5 e [Zi (Min — Ma) (Miz — Wi +2) (14 Miz) (1= )] X (5.85)

X (Z; (2 (Mug — mp) + 1) + Mg — My + 2).

5.5. Diagonalizacion de las Matrices de Masas

La matriz de masas con dos ceros de textura, ec. (5.59), puede ser diagonalizada por medio
de la transformacion de similitud:

@ZT Mz @z = dlag{ my;1, Myo, My3 }, 1= u, d, l, v, , (586)

donde los m; (con j = 1,2,3) son los eigenvalores de la matriz M y O; es una matriz ortogonal
real. Las columnas de la matriz Q; son los eigenvectores de M, es decir,

Qi =[| Mir), | Min), | Mi3) |- (5.87)
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120
Los eigenvectores de la matriz M tienen la forma
1 a; C;
‘ Mj = F m; ¢ s (588)
J (mj—bi)mj—cﬂ
(5.89)

bi) mj — ai}Q

Nf: (a?+mj) e+ [(
(5.90)

En forma explicita, la matriz ortogonal real es

donde N, es la constante de normalizacién
2

1. Para una jerarquia normal de los eigenvalores (m;3 > mys > myq)
: )

mi1),

o= (| M), = | M), | M)
|:ﬂ~%2fi1i| 2 _ [ﬁlilfn] 2 [ﬁ%nfﬁiz&] 2
Dil DiQ Di3
0, = |:ﬁ'lil(1_5i)fi1:| 2 [ﬁ%iQ(l—CSi)fiQ} 2 [(1—51)51'] 2 (5.91)
'D“ 'D7;2 DiB ’
__[ﬁﬂfﬁ&}i __[ﬁmﬂq&}i [fuﬁz}
Dil Diz DzB
donde
le =1- mzl 52, fig =1 + 7712-2 — (5 (592)
Dil - ( 52)(m 1 + mz?)( (593)
Dy = (1 = 6;)(mi1 + my2) (1 4+ mya), (5.94)
Diz = (1 — ;)1 — My ) (1 + M) (5.95)
0
(5.96)

Ahora, es facil verificar que se cumple
—Mi, 1} OF = % Mg — Mg + 0 \/uf—lgi)fnfiz
0 \/ﬁfﬂfﬂ L—9;

Oldlag {mil,
2. Para una jerarquia invertida de los eigenvalores (m;o > m; > my3)
O; = (= | M), | M), | M) ). (5.97)
a1 1
[ﬁu@m&]Q [mgﬁ{
Dig DiS 1
ﬁ%:a(l;gi)]?is] 2 (598)

~ 1
_ [ﬁ%gfil] 2
Di1

ﬁ'lzl(lA_gz)le:| 2
Di1 i2
1 PN 1

|:fi1fi3:| 2

. i1 fizds | 2
Di1

5] |
Dis

| Pusdifia | 2
Dis

0. | |
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donde: R L R
fao=14+mag —6, fis=1—mg— 0 (5.99)

Dit = (1= 6) (M + i3) (1 + 7ar), (5.100)

Dip = (1= 0:)(1+ ) (1 — fiig), (5.101)

Dis = (1 — 0;) (g1 + fiiz) (1 — Miz). (5.102)

Ahora, es facil verificar que se cumple

mi1m;
0 11&3 0
0F diag{ —Mmy1, 1, My }OZT = % Mi1 — Mz + 0 (15%_)]61'1]61'2 . (5-103)
S5 T T _35
0 mlefﬂ 1 52

Al ordenar a la matriz diagonal de los eigenvalores
diag { —mi1, 1, M3 } (5.104)

en forma jerarquica, donde se coloca al elemento mas grande en la entrada (3,3) y al
méas pequeno en la entrada (1,1). Para esto se tiene que hacer alguna de las siguientes
transformaciones de similitud:

T(A5)_1diag{ —ﬁlil, 1, 7/7\123 }T(A5) = dlag{ 7/7\12‘3, —ﬁlil, 1 } (5105)
0
T(Ag)diag { —mar, 1, s } T(Ag)™! = diag { iz, —mar, 1}, (5.106)
donde las matrices T" estan dadas en las ecuaciones (5.29) y tiene la forma:
010 0 01
T(Ay) =10 0 1 y T(As)=1 1 0 0 |. (5.107)
100 010

Después de aplicar alguna de la transformaciones de las ecuaciones (5.105) y (5.106), la
matriz de la ec. (5.103) toma la forma:

1—0; 0 i1fi
i i3 )f1f2
O; diag { is, —a, 1}(0]) = 0 0 mudi | (5.108)

mil 7727.'3

1—3, i1 i2 + 0;

o 7 7
mlefﬁ

donde el superindice J indica que la matriz diagonal de los eigenvalores se ordend en
forma jerdrquica, y la matriz ortogonal O7 se construye a partir de alguna de las siguientes
transformaciones de similitud:

T(A5) 'O T(4s) = 07 o T(Ag)O:T(As) ' = O. (5.109)
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En forma explicita, Of es:

1 1

1 PO o o 1 L
_ [77%351 i1:| 2 _ |:ﬁ'li1Afi35i:| 2 il i3:| 2

Dis : Di1 . Diz )
O/ — AiAlJ?is 2 _ m@ﬁl 2 i1migd; | 2 (5.110)
! Dis ) Di1 Di2 ) ’
iz (1—8;) fis | 2 i1 (1—6:) fi1 | 2 (1-8,)5; | 2
ﬁig ﬁil ﬁiQ

donde
5.111

5.112
5.113
5.114

o~ o~ o~ o~
~— N~ N~

En conclusion: en este capitulo, se derivaron las matrices de masas para los fermiones de
Dirac del Modelo Estandar extendido (quarks y leptones) a partir de una simetria permutacio-
nal del sabor S3 y su rompimiento explicito secuencial. Asi, se obtuvo un tratamiento unificado
de las matrices de masa de los quarks y leptones, en el cual los neutrinos izquierdos adquieren
masa a través del mecanismo del subibaja tipo I. Las matrices de masa de los fermiones de
Dirac tienen la misma forma genérica con dos ceros de textura clase I y una jerarquia normal en
los eigenvalores. Por consiguiente, la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana
también tiene dos ceros de textura clase I. Ademas, con ayuda del grupo de simetria Ss, se
realizé una clasificacion en clases de equivalencia de las matrices de masa con ceros de textura.
En esta clasificacion se usaron las transformaciones de similitud, tomando a las seis matrices
que componen a la representacion real de S3 como matrices de transformacién. Con esta clasi-
ficacion se redujo el nimero de matrices de masas de 3 x 3 con ceros de textura, de treinta y
dos a solamente un once conjuntos de matrices. Cada uno de estos conjuntos de matrices tienen
exactamente el mismo contenido fisico.

Ahora, ya que se determinaron las matrices de masa de los fermiones del Modelo Estandar
extendido se pueden deducir las matrices de mezcla del sabor en términos de las razones de
masas de los fermiones, tal como se hace en el siguiente capitulo.



Capitulo

Matrices de Mezcla

En este capitulo se determinan las matrices de mezcla del sabor V.., v U,,,xs €D términos
de las razones de masas de los fermiones. Ademds se realiza un ajuste x? de las expresiones
tedricas exactas para las nueve magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas |(U" )] a
los valores experimentales |(U"");;| reportados en la literatura.

Las matrices de mezcla del sabor de los quarks y leptones, V., ,, v U,,, s, surgen de la
falta de correspondencia entre la diagonalizacién de las matrices de masa de los quarks tipo-u
y -d [12] y la diagonalizacién de las matrices de masa de leptones cargados y los neutrinos

izquierdos [33], respectivamente,
VCK]\/[ = UuU:i[? UPMNS = UZTUV‘ (61)

Por lo tanto, con el fin de obtener las matrices unitarias que aparecen en la ec. (6.1) y con ello
poder hacer predicciones sobre los valores numéricos de los angulos de mezcla del sabor y las
fases de violaciéon CP, se debe especificar la forma las matrices de masas.

Como ya se mencion6 anteriormente, en el sector de los quarks la unitariedad de la matriz
conduce a las relaciones, dadas en la ec. (1.96)

SViVi =0 vy Y ViV =0, (i, k=1,2,3).
i J

v

CKM

Las combinaciones que se anulan pueden se representadas como triangulos en un plano complejo.
El drea de todos los triangulos es igual a la mitad del invariante de Jarlskog .J; [91, 92], el cual
es un invariante de refasamientos que mide la violaciéon de CP. El término tridngulo unitario es
usualmente reservado para el tridngulo obtenido de la relacion:

VidVip + VeaVig, + ViaVyy, = 0. (6.2)
En este caso, el invariante de Jarlskog es

Jg = Sm [Vus Ve Vi Vel (6.3)

123
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y los angulos internos del triangulo unitario son:

_ ViaVi, — VedV3 — VudViy
a = arg <_VudV}b , [f=arg T ), =g (- ) (6.4)

Para el sector lepténico, cuando los neutrinos izquierdos son particulas de Majorana, la
matriz de mezclas se define como [93]

U

PMNS

= UlU K (6.5)
donde K es la matriz diagonal de las fases de Majorana de violacion de CP,
K = diag [1,e", €], (6.6)

U, es la matriz unitaria que diagonaliza a la matriz de masa de los leptones cargados y U, es
la matriz unitaria que diagonaliza a la matriz de masa de los neutrinos izquierdos.

Ademés, en el caso de la mezcla de tres neutrinos hay tres invariantes de refasamiento [33],
asociados con las tres fases de violacién de CP presentes en la matriz U,,, . El invariante de
refasamiento relacionado con la fase de Dirac, andlogo a el invariante de Jarlskog en el sector

de los quarks, viene dado por:
Jl = 3Om [U;klU:gUeBUul] . (67)

El invariante de refasamiento J; controla la magnitud de los efectos de la violacion CP en las
oscilaciones de neutrinos y es una cantidad observable directamente. Los otros dos invariantes
de refasamiento asociados con las dos fases de Majorana en la matriz U, se pueden elegir
como:

Sy = SmUaUL],  So = Sm[UnUs]. (6.8)

Estos invariantes de refasamiento no estan definidos de forma tnica, pero los que se muestran
en las ecuaciones (6.7) y (6.8) son relevantes para la definicién de la masas efectiva de los
neutrinos de Majorana, m.., en el decaimiento doble beta sin neutrinos.

6.1. Matrices de Mezcla como Funciones de las Masas

Las matrices unitarias U, 4 presentes en la definicién de la matriz V, ec. (6.1), pueden

CKM?
ser escritas en forma polar como:

Uu,d = Og,dpu,d' (69)

En esta expresion, P, es la matriz diagonal de fases que aparece en la matriz de masas con
cuatro ceros de textura dada en la ec. (5.14). Entonces, de la ec. (6.1), la matriz de mezclas de
los quarks toma la forma:

v =0, P90, (6.10)

CKM
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donde

P~ — diag 1,6, "] (6.11)

con ¢ = @, — @a, y Oyq son las matrices ortogonales reales de la ec. (5.91) que diagonalizan las
matrices simétricas real M, 4, respectivamente.

Un analisis similar muestra que la matriz de mezclas leptonica U

puMNss COL Ul/,l = Pu,loy,la
puede ser escrita en la forma:

th v—l
U, ..=0/P"Y0,K, (6.12)
donde
P = diag [1, ", 2] (6.13)

es la matriz diagonal de fases, con ®; = 2¢p — ¢; y &3 = ¢ — ¢;. Las matrices ortogonales reales
O, estan definidas en la ec. (5.91).

Ahora, sustituyendo las expresiones de las ecuaciones (5.91), (6.11) y (6.13) en la matrices

. . . . . th th
unitarias ecuaciones (610) y (6.12), permite expresar a las matrices de mezFla Voo YUpins
como funciones explicitas de las masas de los quarks y leptones, respectivamente. Para los

. th . . . s .
elementos de la matriz de mezclas V=~ se obtienen las mismas expresiones tedricas dadas por

Mondragén y Rodriguez-Jauregui [81]:

th th th

v, V. V
CKM chb Vth Vc})h ) (6' )

Vie Vs Vi
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Vi =/ Begelal [ Bema (\ST=5,) (1= 00) funfan + V0T €,

V;Z _ ﬁmcg?i%;jﬂ + \/,Dﬁ}ﬁg”; <\/(1 — (Su) (1 - (Sd) fulfdQ + vV 5u5dfu2fd1> ei¢a

Vi =g e (VO =00 0= 00 0ufur — VouTalale) ¢,

Vi = R B (¢<1—6u><1—6d> Falu + VE&ifulz) ¢

V= \/W%;fd? + 4 /D”Z;’;; < (1 —da) fuzfaz + /0 5dfu1fd1> e’ (6.15)

Vi = =Bt v\ [ome (V=80 (1= 0 0afa — VouTaTalm) e

‘/tilh = muﬁD@iTDsj?fdl \/Du3Dd1 < 1 - 6“) (1 - 511) fdl Y 6dfu1fu2fd2> e“f’

‘/ttsh - muﬁgiTde;fd2 \/DuBDdQ < 1 6“) (1 - 6(1) fdQ -V 6dfu1fu2fd1) €l¢>

th [ MuMemgmsdudy Ju1 fuz fa1 faz udq(1—6u)(1—3q)
th - DusDas + ( Du3Das + Du3Dgs

Aqui, las m’s son

_ My N m
My(d) = —ud) Me(s) = ) (6.16)
Me(p) M(p)

las f’s y D’s estan definidas en las ecuaciones (5.73) y (5.93), respectivamente. Y toman la
forma:

fu@n = (1 = Mu@ — du@) »

fu@z = (L4 Mesy — Ouay)

Dugayr = (1 = du(ay) (Mugay + Me(s)) (1 = Muay), (6.17)
Du@z = (1 = du@) (Mu(a) + Me(s)) (1 + Me(s)),

Du(d)g = (1 — 5u(d))(]- — ﬁlu(d))(l + T%C(s)).

. ;. th . . .
Ahora, para los elementos de la matriz de mezclas lepténica U, . se obtiene las siguientes
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expresiones teoricas:

Uel U;g e’ " U:Z; 6Zﬂ2
th .
Upins = | Uit Upne®® Upet® (6.18)

UL Ulye U”;,eﬂ

T

U:{ = m“g”l%fillfyl + g;?;jﬁ <\/(1 —0)(1 = 0,) frnfine™® + 615Vf12f1/26i¢2> ;

Uih _ mumulfllfVQ meml/2
€2 Di1Du2 DDz

VO =00 =0 fufuae™ +V/ad, fafue®?)

th e T O . .
Ue3 - m#mpiln;’i fll \/Dl1Du3 < 1 N 5l 5V)f1162¢1 B (5ef12f1,1fy2€Zq>2> ’

(6.19)
th ﬁ'leﬁlu v v 7
U =~ # gggui V(I =8)1 = 6,) fofir€® + Vb, fir fuze ¢2> ;
th memu f fl/ ﬁ’L ﬁll/ 1 )
U = DZQIDZ -+ DraDos <\/(1 —0)(1 = 6y) fiafur€™™ 4+ /010, fiu fire %) )
h ey Ty Ou f i i
Uys = = Daba T \/DZQD 3 <\/5v(1 — ) (1 = 0,) fre™® = Vofufor fuae %) ;
h R i i S F T i
U7t'1 = Dulg,D,Q,ll : + \/Dlngul <\/6l(1 - 61)(1 - 6V)fl/16 P 6Vfllfl2fu26 (PQ) ’
~e~ ~l/ 6 v ﬁ'lu 7 7
%D;m +\/ Do, <\/5z(1 —0)(1 = 0,) fra€™ — /0, firfrafine ¢2> ;
th [ MeMuMy, Muy 010y 816, (1=6,)(1=6,) oi® [ fii fiofui fo oi®
UT3 B HD13117V3 : - \/ l nglpus Tt HDI;Dis : .
En estas expresiones las m’s son
~ my ~ my
() = —2L, iy = —202 (6.20)
Mg () My (r)

las f’s and D’s estén definidas en las ecuaciones (5.73) y (5.93), respectivamente. Y toman la

forma: B
for = (1= M) — )

Fuwz = (1+ My — uy)
Dy = (1= 6u0)) (M (&) + M) (1 — My (o)), (6.21)
Du@yz = (1 = 6u)) (M e) + M) ) (1 + My 1)),

Dz = (1 = 0u@) (1 = My e)) (1 + My ())-
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A continuacién se realizan los ajustes de y? para amabas matrices de mezclas.

6.2. Ajustes

En esta seccién se realiza un ajuste y? de las expresiones tedricas exactas para las nue-
. . th .
ve magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas |(U );;| a los valores experimentales
|(U™);;] reportados en la literatura. La x* en general se define como:

X2 _ (’Uth’ . |Uexp‘)TV71 (’Uth’ . |Uexp’) (6.22)

donde U™ es la matriz de mezclas tedrica, U es la matriz de mezclas experimental y V es
la matriz de covarianza. En la diagonal de la matriz V' estédn las varianzas de los datos experi-
mentales y fuera de ella estan las covariancias.

Uno de los objetivos que se persigue en este trabajo de tesis, es establecer un algoritmo
de anadlisis de las matrices de masa y mezcla de los quarks y leptones. Por consiguiente, en
los ajustes de x? que mds adelante se muestran se considera que la matriz de covarianza es
diagonal, es decir, en dichos ajustes se considera que los valores numéricos de las magnitudes
de los elementos de las matrices de mezcla experimentales, |(U*?);;|, no estan correlacionados.
Por lo tanto, la x? toma la forma:

3.3 (U™l = 0™l
X = ZZ ( ~ ) . (6.23)

)

Para obtener el valor numérico de la y? total minima que mejor ajusta los datos experimentales,
se realiza un barrido del correspondiente espacio de parametros libres. Ahora, para obtener el
valor x2 .. por grado de libertad, se usa la relacién:
2 Xomi
, = =M 6.24
Xmm, d.o.f. Nd.o.f ( )
donde ng, ¢ es el numero de grados de libertad en el ajuste. Los grados de libertad que se tienen
en un ajuste de y2, son el nimero de observables menos el ntimero de pardmetros libres que se
estan ajustando, es decir,

Nd.o.f = k(observables) - l(parémetros libres) - (625)

Las regiones de parametros se presentan en graficas bidimensionales. Cada una de las cuales
contiene la regién permitida para un par de los parametros libre, a su vez, cada uno de los
puntos en la misma se obtiene ponderando la x? para el par de pardmetros que se estd grafi-
cando. La forma de ponderar a la y? para dos pardametros libres en particular es la siguiente:
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se fijan los valores de los dos parametros mientras se dejan variar libremente al resto, entonces
se busca a la x* minima. Una vez que se encontré la X%’Lin, pon S€ almacenan todos los valores
de los pardmetros libres con los cuales x? alcanza su valor minimo ponderado. Es decir, cada
punto en una grafica se obtiene al encontrar la x? minima maginalizada con respecto de los
parametros que no estdn en presentes en la grafica.

A continuacién se presentan los ajustes de x? para las matrices de mezcla de los quarks y
leptones.

6.2.1. El Ajuste  para la Matriz de Mezclas de los Quarks

Se hace un ajuste x? de las expresiones tedricas exactas para las magnitudes de las entradas
de la matriz de mezclas |(V:;(M)Z-j] a los valores experimentales dados por Nakamura [11]. En
este ajuste, se calculan las magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas ec. (6.15) con

los siguientes valores numéricos de las razones masa de los quarks [11]:

M, = 2.5469 x 107°, . = 3.9918 x 1073,
(6.26)
g = 15261 x 1073, in, = 3.2319 x 1072,

Los valores numéricos de las razones de masa se quedaron fijos en los valores indicados en la
ec. (6.26). Mientras que ¢, d, v 64 quedaron como pardmetros libres que deben ajustarse. Por
lo tanto, la x? queda en funcién de tres parametros libres,

X (¢, 0u,64) , (6.27)

pero en este ajuste se tienen seis grados de libertad (d.o.f., por sus siglas en inglés), esto es, las
nueve magnitudes observables de las entradas en la matriz V,,,.,, menos tres pardmetros libres
que se dejan variar.

Una vez que los mejores valores de los parametros d,, d; v ¢ se determinan, se calculan
los tres angulos internos del tridngulo unitario de la ec. (6.4) y el invariante de Jarlskog de la
ec. (6.3).

Los mejores valores resultantes de los parametros 6, y d4, a un 90 % C.L., son:
6, = (5.1473%) x 107°, 44 = (9.475%) x 107* (6.28)

y la fase de violacién de CP es
¢ = (89.867037)". (6.29)

En las figuras 6.1-6.3 se muestran las regiones de parametros permitidas, cada grafica se genero
ponderando la 2.
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Los mejores valores para las magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas CK M
estdn dados en la siguiente expresion, a un 90 % C.L.:

0.974228 4 0.00009  0.2253270:00035 0.0033250:000056

= 0.225187399036 097335+ 0.00009  0.0412675500% (6.30)
0.00858T0-000%5 0.0405013:990620.999143 + 0.000026

th ’
CKM | g0 0

y los dngulos internos del tridngulo unitario

o = (9231 5" = (204179%)° 4" = (67.2553%3)°. (6.31)

El invariante de Jarlskog toma el valor

th —
J, =(2.8+0.01) x 107°. (6.32)
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Todos estos resultados estdn en buen acuerdo con los valores experimentales dados en la
ec. (1.152). El valor minimo de x? obtenido en este ajuste es 0.98 y el valor resultante de
X2, por grado de libertad es anm, dof. = 0.32, lo cual sugiere que el ajuste es razonable.
Ahora vayamos a los leptones.

6.2.2. El Ajuste y para la Matriz de Mezclas Leptonica

En el caso de la matriz de mezclas leptdnica, se hace el ajuste x? de las expresiones tedricas
exactas para las magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas |(U:\4N .)ij|, dados en la
ec. (6.19), a los valores extraidos del experimento por Gonzalez-Garcia [44], ver la ec. (2.93).
Como Gonzalez-Garcia tinicamente da un intervalo de valores, en este ajuste de 2, el valor
central de cada magnitud [(U.” )| se determino tomando el promedio aritmético de su

X PMNS )
intervalo de valores

€rp max €rp min
o .. + U ..
i et = a4 ™ (6.33)
Mientras que su desviacion estandar se determino como:
ewp (U )il ™ = Uy s ™
i (’(UPMNS)U‘) — PMNS 5 PMNS . (6.34)

El célculo de 2 se realizé utilizando los siguientes valores para las masas de los leptones
cargados [11]:

me = 0.510998910 MeV, m,, = 105.658367 MeV, m, = 1776.82 MeV. (6.35)

Tomamos para las masas de los neutrinos izquierdos de Majorana una jerarquia normal. Esto
permite escribir las razones de masas de los neutrinos izquierdos en términos de las diferencias
de los cuadrados de las masas, y la masa del neutrino m,, en la siguiente forma:

iy, — \/1 _ (b —dndy) (6.36)

1 — Amgl

2
mi., ’

my, =

Las diferencias de los cuadrados de las masas del neutrino se obtuvieron de los datos experi-
mentales de las oscilaciones de neutrinos y estdn dados en Gonzalez-Garcia [44], mientras que
la masa m,, se deja como pardmetro libre del ajuste y?. Ademaés, los pardmetros ¢;, 6, ®1 y
®, también se dejaron como parametros libres. Por lo tanto, se tienen cinco parametros libres,

X2 (ml/3761751/7q)17q)2) s (637)
es decir, en este ajuste x? se tienen cuatro grados de libertad.
De los mejores valores obtenidos para m,,, y de los valores experimentales de Am?, y Am3,,

se obtienen los siguientes mejores valores para las masas de los neutrinos, a un 90 % C.L. :

my, = (3.227957) x 1073eV,  m,, = (9.107073) x 107%eV, m,, = (4.92%03}) x 10~2eV.
(6.38)
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Los mejores valores resultantes de los pardmetros d; y ¢, son, a un 90 % C.L.:

& =(3+£298)x1072,  §,=0.510"09) (6.39)

y el mejor valor de las fases de violacién de CP son

by = 270° £ 10°. y d, = 180° £ 10°. (6.40)

En las figuras 6.4-6.13 se muestran las regiones de parametros permitidas, cada grafica se
genero ponderando la 2.
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a cuando X% es minima. cuando X2 es minima.

Los mejores valores para las magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas PM NS
estdan dados en la siguiente expresién, a un 90 % C.L.:
0.820470:0% 0.561670:012  0.118175:017
= | 0.37487002% 0.628070015 0.6819+0.025 | . (6.41)

’ th
90 % 0.434510028 0.538870:022 (721679924

PMNS

El valor del invariante de refasamiento relacionado con la fase de Dirac es

J"=(12-24)x 102 (6.42)
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En ausencia de informacién experimental sobre las fases de Majorana (3, y (s, los dos
invariantes de refasamiento S; y Ss, ec. (6.8), asociados con las fases de Majorana en la matriz
U, ~s 1O pueden se determinados de los valores experimentales. Por lo tanto, para hacer una
estimacion numérica de las fases de Majorana, se maximizan los invariantes de refasamiento S;
y S, asi se obtiene un valor numérico para las fases de Majorana [3; y 32. Entonces, los valores
méximos de los invariantes de refasamiento, ec. (6.8), son:

ST = 4.9 x 1072, S5 = 3.4 x 1072, (6.43)

con 3 = —1.4° y 3, = 77°. En este andlisis numérico, el valor minimo de la x? correspondiente
al mejor valor es x7,;, = 0.59, y el valor resultante de x;,;, por grado de libertad es X2, 4.0 =
0.147. Todos los resultados numéricos del ajuste estdn en muy buen acuerdo con los valores de

las magnitudes de las entradas en la matriz U,,,,,, dada por Gonzalez-Garcia [44].

6.3. Angulos de Mezcla

En la parametrizacién estandar del PDG, las entradas en las matrices de mezcla de los
quarks y leptones estan parametrizadas en términos de los angulos de mezcla y las fases. Asi,
los angulos de mezcla estan relacionados con las magnitudes de las entradas de la matriz de

mezclas de los quarks (leptones) V., (U, vs) @ través de las relaciones:
sin? ) = WosWeall 2 a0 _ W@ 2900 |17 (17,02 (6.44)

1=V (Ues)|*? 1|V (Ues)|

Entonces, las expresiones tedricas para los angulos de mezclas de los quarks, como funciones de
las razones de masa de los quarks, se obtienen facilmente cuando las expresiones tedricas para
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las magnitudes de las entradas en la matriz de mezclas CKM, dadas en las ecs. (6.15), son
sustituidos por |V;;| en el lado derecho de las expresiones dadas en la ec. (6.44). En esta forma,
manteniendo sélo los términos de orden dominante, se tiene:

(6.45)

2
sin? 04~ (Vou = Via)” (6.46)

B (VL — V)

(%)

Ahora, los valores numéricos de los angulos de mezclas de los quarks pueden ser calculados
de (6.15) y los valores numéricos de los parametros 0, y dq4, ec. (6.28), y la fase de violacién
de CP (¢) obtenidos del ajuste x? de ‘Vé?{ M} a los valores experimentales de }Vg}fﬁ[} De esta
manera se obtiene. a un 90 % C.L.:

sin? 0, ~

(6.47)

07, =13.02°+0.02°, 0% = (2.3673%)°, 6% =0.19° +0.03°, (6.48)

en muy buen acuerdo con los tltimos andlisis de los datos experimentales [11], dados en la
ec. (1.155).

Los valores numéricos de los angulos de mezcla de los leptones son calculados de manera
similar. Las expresiones tedricas para los angulos de mezcla como funcién de las razones de
masa de los leptones cargados y lo neutrinos, son obtenidas de las ecuaciones (6.44) cuando las
expresiones para las magnitudes de los elementos de la matriz PM NS, dadas en las ecuacio-
nes (6.19), son substituidas por |U;;| en el lado derecho de las ecuaciones (6.44), manteniendo
s6lo los términos de orden dominante, se obtiene:

fl,g{ 21 ++m‘° (1 —5y)+2\/g—zﬁﬁ;—; (1 —5l,)cos<I>1}

(1+m,,2)(1—5y)< Za) (14 2
¢ Oy + 0cfro — V0,01, ) S )
in? g1l n O 0efv2 = VOO fua cOS (@, = @) (6.50)
(14 2<) (1 + i)
0, {n"; 4 Ty g 2 Ty o6 }
sin® 0y ~ Um0 r (170) (6.51)

<1 + %) (14 my,)

De (6.21) se tiene que f,» = 1+ m,, —J,. Las expresiones anteriores estan escritas en términos
de las razones de masa de los leptones. Cuando los valores conocidos de las masas leptonicas,
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ec. (6.38), los valores de los pardmetros delta ec. (6.39) y los valores de las fases de violacion de
CP obtenidos del ajuste x?, son insertados en las ecs. (6.49)-(6.51), se obtienen los siguientes
valores numéricos para los dngulos de mezcla, a un 90 % C.L.:

o = (3043%05)°. oy = (13.60°55)° . ol = (6.5070%)". (652

los cuales estdn en muy buen acuerdo con los ultimos datos experimentales [44, 45], dados en
la ec. (2.89).

Una vez obtenidas las expresiones tedricas para los angulos de mezclas del sabor de los
quarks y los leptones, se pueden determinar las expresiones tedricas para las relaciones de
complementariedad de quarks y leptones, tal como se hace en la siguiente seccion.

6.4. Complementariedad de Quark y Leptones

Las relaciones entre los angulos de mezclas y las magnitudes de las entradas de las matrices
de mezcla dadas en las ecs. (6.44) permiten escribir las siguientes identidades:

tan (‘%2 + 0112) =14 Alg, (653)
tan (0% +0h;) = 1+ Ags, (6.54)
y
tan (6%, 1+ 01.) — VsV 1= Ues P+ |Ues |/ 1= Vi | -
an ( 13 13) \/1*\Vub|2\/17|U€3‘27|U63‘‘VUb| ( )
donde
_ Vaus|(Ue1|+|Ue2])—=|Vual(|Ue1 | —|Ue2|)
AIQ - |UelHVud‘7‘U52||Vu5‘ (6‘56)
y

Veo|(Ur3|4+|Uus ) = Vis|(|Ur3]|=|Ups|)
Agy = e . uel), .
23 U sTTVis |01V (6.57)

Los valores numéricos de Ajy y Ags obtenidos de la determinacién experimental de |V, | v
|U,ns| son mucho més pequefios que uno,

Aqjg, Aoy < 1,

por este motivo, la identidades ecs. (6.53)-(6.55) son algunas ocasiones llamadas relaciones de
Complementariedad de Quarks y Leptones (QLC, por sus siglas en inglés).

La substitucién de las magnitudes de los elementos de las matrices de mezcla CKM y
PMNS, ecuaciones (6.15) y (6.19), permite expresar los términos pequenos Ajs y Agz como
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funciones de las razones de masa de los quarks y leptones. Entonces, las ecs. (6.53)-(6.55) toman
la siguiente forma:

tan (68 + 017 ) = 14 Ay (22,20 B, B (6.58)

Me Mg My, My

\/W*Cl [\/m \/ fu2<1+ Ze :1( 6))]
(T, ) (1-,) —ﬁ—fjm—c( +\/Zij Ze2 (- m)) ’

(1= [ %fz& <1 + \/me T (1 - )) + /(1 +m,) (1 - M] : (6.60)

Aqui, en lugar de escribir una larga pero no muy ilustrativa expresion exacta, se da una expre-
., . th s . . , s

sién aproximada para Aj,, cuyo valor numérico es diferente del calculo numérico exacto en un
12 %.

Al & (6.59)

con

En la derivacién de la ec. (6.59) a partir de ec. (6.56) se usaron las siguientes aproximaciones:

Vth

us

a2 T~ 0.23152, (6.61)
’Vud mS mC

que difiere del valor exacto en menos de 1%, y

iy Ui, =0y [ 4 [ e Ty (1-46,) } ~ 0.688, (6.62)

1—|—m,,2 1— m,,l —5;/ mp mul

que difiere del valor exacto en menos de 1 %.

La identidad ec. (6.58) que define A}, (le, ”m”, :ZZ L ;’Z‘) frecuentemente se escribe en térmi-

nos del angulo aj}; que mide la desviacién de la suma <912 + 912) del valor 7. Entonces, la
ec. (6.58) también se puede escribir como

th

tan <9f;h + 9{;) = tan (% + etl};) =1+A,. (6.63)

De estas expresion, se obtiene

h A},
€,, = arctan - 0
24+ A,

th .z
que da a €, como funcién de las razones de masa de los quarks y leptones.

th

N[N

(6.64)

E:12
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Del mismo modo, de la ec. (6.54) se tiene

tan (933 95;) —1+A, ( v @7 M, ’ @) 7 (6.65)
m

donde
. ([(1+%E)(1+ﬁw2)6V55fu2]%+\/m> (\/1+%7(\/Ef\/$)2+(\/ﬁf\/@)> (6.66)
JANS-S .
» [(1429) (140 ) 60— fue] 10— (VB B2) (VB3 FoTom
Ademas
W )| (1B ) | - m)
tan (9;13 +9l13) ~
s (R (067
6.67

WEWWF)W B (VD)
mu \/— \/* (lmflg:? mu) .

Asi, después de substituir los valores numéricos de las razones de masa de los quarks y leptones
en las ecs. (6.59)-(6.67), se obtiene:

A, =01, Ay =323x10"2

(6.68)
tan (013 n el”) —6.53 x 102,
Por lo tanto,
th th
0%, + 0., =4.7°. (6.69)
0l + 6Ly = 46°, (6.70)
th t °
0%, + 0Ly =7°. (6.71)

Por consiguiente, las expresiones de las ecuaciones. (6.58) y (6.59) se obtienen de una expre-

.y " th th .y .
sion analitica exacta para tan <9§2 + 6! ) como una funcién de las magnitudes de las entradas

en las matrices de mezcla V Ly U Parys? €9 (6. 53) y (6.56). En las ecs. (6.15) y (6.19), los
elementos de las matrices de mezcla VC oy and UPMN . estan dadas como funciones explicitas

exacta analiticas de las razones de masa de los quarks y leptones. Ademas estas expresiones
son validas para cualquier valor posible de las razones de masa de los quarks y leptones. De
la ec. (6.59) se hace evidente que el valor numérico pequeno de Ai’; se debe a la cancelacién
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parcial de dos términos de casi la misma magnitud, pero de signo opuesto, que aparece en el
numerador del lado derecho de la expresion de la ec. (6.59), esto es,

%%[¢22ﬁ2@+- 2j?%1— )>+VKL+ﬁWH1—5ﬁ}:02&' (6.72)

VO ) For =22 fn (14 /B2 (1—6,) ) =022, (6.73)

La igualdad numérica aproximada de estas dos expresiones tiene su origen en el efecto combi-
nado de la jerarquia muy pronunciada en el espectro de masas de los leptones cargados y los
quarks tipo-u y -d, la cual produce razones de masa pequenas y muy pequenas, y el mecanismo
del subibaja tipo I que genera masas muy pequenas para los neutrino, pero las razones de masa
de los neutrinos son relativamente grandes.

En resumen, se puede concluir que la asi llamada relaciéon de complementariedad de quarks
y leptones dada en ec. (6.58) es més que una coincidencia numérica, ésta es el resultado del
efecto combinado de dos factores:

1. La jerarquia pronunciada en el espectro de masas de los fermiones de Dirac produce
razones de masa pequenas o muy pequenas para los leptones cargados, quarks tipo-u y
-d. La jerarquia de masa de los quarks se refleja en una jerarquia similar de los angulos
de mezcla pequenos o muy pequenos.

2. El mecanismo del subibaja tipo I que da la masa muy pequena a los neutrinos izquierdos
de Majorana, con valores de las razones de masa de los neutrinos relativamente gran-
des m,, /m,,, y permite valores grandes para los dngulos de mezclas 6%, y 6, (ver las
ecs. (6.49)-(6.51)) .

Los dos factores que se acaban de mencionar contribuyen al numerador de A% con dos términos
de casi igual magnitud pero signo opuesto. Por lo tanto, el valor numérico pequeio de Al
ocurren por la cancelacién parcial de estos dos términos.

6.5. Masas Efectivas de Majorana

El cuadrado de las magnitudes de las masas efectivas de Majorana, ec. (2.97), son

[(mu) [ =320 m2 U+ 23570 mu,mu, Uil Uikl cos 2 (wyy — wik) (6.74)
donde
wy; = arg {U);} = arctan { ;QIU: } , (6.75)

este término contiene ambas fases de violacién de CP, la de Dirac y la de Majorana.
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La expresion tedrica para el cuadrado de la magnitud de la masa efectiva de Majorana del
neutrino del electron, escrita en términos de las razones de masa de los leptones es:

2 1 - e M
‘<mee>| ~ (1_’_%)2(1_’_%”1)2 {mzl <1 4\/7”# 777,,,; ))

Mg
mg fg ﬁll/ my ~e mu ~e
T ey (22422 (1= 6,) + 62 (1-4,))

v v 61/ my v v
2y (1 + m—> ( TR =/ ~j) €08 2(Wer — We3) (6.76)

My Muyy fu2 ﬁlul . % m& . o
+2'(1+mu2)(1fay) <ﬁzy2 +2 ( ﬁ%) oy iy (1 51,)) 08 2(We1 — We2)

M( ~>< \/memul B ) B
+2(1+mu2)2(1fay)2 1+ 5 21, My + Ty Tty (1 —16,)) cos2(wea — we3)

donde weo =~ 1y

my,

Wey = arctan ¢ — (6.77)
(1-46,) + m”l Ze

\/g—zéefﬂ (1=0,) + /8 (/T T, < My, 1T, — \/7) tan 3, (6.78)
_\/%5efu2(1 —5y)tanﬂ2+\/_y<\/m \/7)

En forma similar, la expresién tedrica para el cuadrado de la magnitud de la masa efectiva
de Majorana del neutrino del muon es:

m”l me
N ey

We3 /A arctan

2 ~ 2
2 ~ 1 mVS My
()|~ (1+%}j)2(1+22)2(1+mu ) {(Hﬁwg) <1 + ﬁ%) (0 +20cf2)

Mo (1-6, -4/ 22 (1-5,) + 6222 )

(1+ﬁlu2>(17(5 ) my m my, Myy

2y, [ ( L(1=8,) +2y/2a e (1 —5,) (1 _ Iy )) €08 2(Wp1 — W)
v (2 v

m

2y, (14 m) (200/ 52 22 (1= 0,) + 52 (1= 6,) (8 + 8ufin) ) 005 2wy — ws)

+2(my~2% <1+mu1><(1_5)(6 Y 6. un) — 20, My e (1_5)>0052(wu2—wu3)}

1477 ) (1=6,) My My
(6.79)
donde
gul 565ufy2
w1 ~ arctan = i — : (6.80)
VE(—b)+ /B 01-0)
Wy A arctan{ Juo tan by + 6661’} (6.81)
- \% fz/2 Y (Se(su tan ﬂl ‘
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tan By — /o2 }
1+\/ﬂtanﬂ2 ’

De estas expresiones y de los valores numéricos de las masas de los neutrinos dadas en la
ec. (6.38), se obtienen las siguientes expresiones para las masas efectivas de los neutrinos de
Majorana con las fases (3; y 52 como parametros libres:

Wy3 R arctan{ (6.82)

[(mee)|” & {9.41 + 8.29 cos(1° — 206;) + 4.3 cos(1° — 2wes) 4 4.31 cos 2(B1 — wes)} x 1076 eV?

(6.83)
donde 0-15 D0
A5t —
We3 = arctan . ' (6‘84)
0.15+ 0.013 tan 35
En forma similar,
[(mp)|* = {4.8 4 0.17 cos 2(44° — wy2) + 1.8 cos 2wy — wyg)} x 1074 eV o
donde 0.65 o018
.65 tan 3; + 0.
. 6.86
wyo ~ arctan {0.65 — 0.13 tan 5, } 7 ( )
, By —0.13
tan oy — 0.
o | 6.87
w3 A arc an{l +0,13tanﬂ2} o

Para hacer una estimacién numérica de las masas efectivas de los neutrinos de Majorana,
|(Mee)| v [{myu)|, se usan los siguientes valores para las fases de Majorana fy = —1.4° y
Bs = 77° obtenidos por maximizar los invariantes de refasamiento S; y Ss, ec. (6.43). Entonces,
los valores numéricos de las masas efectivas de los neutrinos de Majorana son:

[(Mee)] = 4.6 x 1072 eV, |(my,,)| ~ 2.1 x 1072 eV, (6.88)

Estos valores numéricos son consistentes con un dangulo de mezcla 6!, pequefio. Ademas, el valor
numérico de |(me.)|, obtenido en este esquema tedrico, estd al menos dos ordenes de magnitud
por abajo de los valores experimentales actualmente (ver Cuadro 2.3). Por consiguiente, en
los experimentos terrestres, en curso y futuros, del proceso de desintegracion doble beta sin
neutrinos, resultara muy complicado poder medir con precision la masa efectiva de los neutrinos
de Majorana, ya que el valor de dicha masa podria ser del orden de magnitud de las barras de
error de la matriz nuclear | M%),

En conclusion: a partir de un tratamiento unificado de la matrices de masa de los quarks y
leptones, en cual la matrices tienen la misma forma genérica con dos ceros de textura clase I.

En este capitulo, se dedujeron expresiones tedricas exactas para los elementos de las matrices
de mezclas CKM y PMNS, ecs (6.15) y (6.19). La matriz de mezclas CKM (PMNS) se
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parametrizé en términos de cuatro razones de masa de los quarks (leptones) y una (dos) fase
de violacién de CP. De tal forma que al realizar el ajuste de x? para cada matriz de mezcla, se
obtuvo un buen acuerdo con todos los datos experimentales disponibles. Ademas, se derivaron
expresiones tedricas para los angulos de mezcla de ambos sectores, las relaciones de complemen-
tariedad de quarks y leptones y las masas efectivas de Majorana para el neutrino del electrén
y el neutrino del muon. De dichas expresiones tedricas se obtuvieron valores numéricos con-
sistentes con todos los datos experimentales disponibles. De hecho, un resultado importantes
derivado en este capitulo, fue establecer una relacién directa entre las jerarquias de los espec-
tros de masa de las particulas y los angulos de mezclas, es decir, para una jerarquia de masa
pronunciada se obtienen angulos de mezcla pequenos y viceversa.



Capitulo

Conclusiones

En el Modelo Estandar de la particulas elementales antes de que los fermiones adquieran
masa via el mecanismo de Higgs, los fermiones de una misma carga (fermiones analogos) estén
igualmente acoplados a los campos de norma. En consecuencia, la invariancia respecto del
intercambio de fermiones de la misma familia es un simetria natural exacta del Modelo Estandar
sin masas. En este trabajo de tesis se demostro que al extender el Modelo Estandar imponiendo
una simetria permutacional del sabor S3 y su rompimiento explicito secuencial, se obtiene un
tratamiento unificado de las matrices de masa de los quarks y leptones, en el cual los neutrinos
izquierdos adquieren masa a través del mecanismo del subibaja tipo I. En este escenario, las
matrices de masa de los fermiones de Dirac tienen la misma forma genérica (hermitiana) con
dos ceros de textura clase I, y una jerarquia normal en el espectro de masa. Por consiguiente,
la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana también tiene dos ceros de textura
clase I, pero es una matriz simétrica compleja. De este modo, una vez que se determinaron las
matrices de masa de los fermiones del Modelo Estandar extendido, se dedujeron expresiones
tedricas exactas para los elementos de las matrices de mezclas CKM y PMNS. La matriz de
mezclas CK M se parametrizé en términos de cuatro razones de masa de los quarks, una fase
de violacién de CP y dos parametros §, y &4 asociados con el patron de rompimiento de la
simetria del sabor:

v

CKM (mua T?LC, md> 7715, ¢> 5ua 5d) .
Mientras que la matriz de mezclas leptéonica PM NS se parametrizé en términos de cuatro
razones de masa de los leptones, dos fases de violacion de CP y dos parametros ¢, y 9; asociados
con el patron de rompimiento de la simetria del sabor:

U

PMNS (ml/1>m1/2> Me, m/u cbl; q>2a 61/’ 61) .

Ademas, con ayuda del grupo de simetria S3, se realizé una clasificacién en clases de equi-
valencia de las matrices de masa con ceros de textura. En esta clasificacion se usaron las trans-
formaciones de similitud, tomando a las seis matrices que componen a la representacion real de
S3 como matrices de transformacion. Con esta clasificaciéon se redujo el nimero de matrices de
masas de 3 X 3 con ceros de textura, de treinta y dos a solamente once conjuntos de matrices.
Cada uno de estos conjuntos de matrices tienen exactamente el mismo contenido fisico, en el
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sentido que todas las matrices tiene los mismos eigenvalores.

De las expresiones tedricas de los elementos de las matrices de mezclas CKM y PMNS, se
obtuvieron valores numéricos consistentes, a un 90 % C.L., con todos los datos experimentales
disponibles. De hecho, un resultado importantes derivado en este trabajo de tesis, fue establecer
una relacién directa entre las jerarquias de los espectros de masa de los fermiones y los dngulos
de mezclas, es decir, para una jerarquia de masa pronunciada se obtienen angulos de mezcla
pequenos y viceversa.

Otro resultado importante de este trabajo de tesis es haber estimado el valor numérico de
las masas efectivas de los neutrinos de Majorana, |[(mee)| y [(m,,)|, los cuales son consistentes
con un angulo de mezcla 6, pequefio. Ademds, el valor numérico de |(m..)|, obtenido en este
esquema teorico, estd al menos dos ordenes de magnitud por abajo de los valores experimen-
tales actualmente (ver Cuadro 2.3). Por consiguiente, en los experimentos terrestres, en curso
y futuros, del proceso de desintegracion doble beta sin neutrinos, resultara muy complicado
poder medir con precision la masa efectiva de los neutrinos de Majorana, ya que el valor de
dicha masa podria ser del orden de magnitud de las barras de error de la matriz nuclear |M 0”]2.

Un aspecto importante que no se estudio en este trabajo, es la evolucion con la energia
de los elementos de las matrices de masas y mezclas del sector de los quarks y leptones, y
con esto poder verificar si las relaciones QLC son exactas en algtin nivel de energia. También
falto estudiar si todas las posibles combinaciones de las matrices de masas en una clase de
equivalencia, efectivamente reproducen la misma fenomenologia del sabor.

7.1. Resumen de Resultados

En el capitulo cinco, se derivaron la matrices de masa M* (k = u, d, [, vp) para los fermiones
de Dirac, las cuales tienen dos ceros de textura clase I, dada por

0 A, O
Mk = M3 Az Bk Ok s
0 Cp Dy
donde Ay = |Agle'®*, B, = —/\p + 6, y Dr = 1 — ;. Las matrices de masa se construyen

sumando tres términos de masa M, , M, y M,, correspondientes a estados de menor simetria
en un esquema para el rompimiento explicito de la simetria permutacional del sabor. El patron
de rompimiento explicito de la simetria de sabor Ss3;, X Ssr a Ssr, X Ssg se caracteriza por el
pardmetro Z;,'/? = %, el cual mide la mezcla de las representaciones irreducibles de singlete
y doblete de S3;, x S3r. Este patréon de rompimiento se etiqueté en términos de las represen-
taciones simétrica Zé/ > = 1/4/8 y antisimétrica Zi‘/ > = —/8 de una grupo auxiliar S (2) de

permutaciones de dos campos en el término de Yukawa.
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Ademas, como los neutrinos izquierdos de Majorana adquieren masa a través del mecanismo
del subibaja tipo I, y dentro del marco teérico de un tratamiento unificado, donde los fermiones
de Dirac y los neutrinos derechos de Majorana tienen la misma forma genérica con dos ceros de
textura clase I. Se demostro en forma explicita que la matriz de masa de los neutrinos izquierdos
de Majorana también tiene dos ceros de textura clase I, de la forma

0 ay, 0
M, =| &, b, ¢,
0 Cu, dyL

También, se demostré que a pesar de representar a los neutrinos derechos con una matriz con
tres o cuatro ceros de textura, la matriz de masa de los neutrinos izquierdos atin tiene dos ceros
de textura clase I.

En el capitulo seis, se obtuvieron expresiones exactas para la matriz de mezclas de los quarks

VC;M y los leptones U’ puns Ast, se dedujeron tehxpresiones tedricas exactas para las magnitudes
de las entradas de la matriz de los quarks [(V_ . )i;| y los leptones \(UPMN . )ijl- A partir de las

cuales se hizo un ajuste x? de la expresiones tedricas exactas para las magnitudes de las entradas
de las matrices de mezcla a los valores experimentales, obteniendo los siguientes resultados:

» Ajuste x? para la matriz de mezclas de los quarks. Con las razones de masa de los quarks;
My = 2.5469 x 1075, m, = 3.9918 x 1073, my = 1.5261 x 1073 y m, = 3.2319 x 1072. Se
determinaron los siguientes mejores valores para los parametros con un 90 % C.L.: 6, =
(5.14738) x 1073 y 65 = (9.475:5) x 107, y la fase de violacién de CP es ¢ = (89.867531)".
Los mejores valores para las magmtudes de las entradas de la matriz de mezclas CK M

estan dados en la siguiente expresion:
0.974228 4 0.00009  0.2253279:90035 0.00332575:000056

= 0.22518*0000a0  0.9733540.00009  0.041267 00063
907% 0.008580-00025 0.040507999%62 (999143 -+ 0.000026

th

CKM

y los dngulos internos del triangulo unitario o = (92.3t}14)° 8" = (20.41+5%)°
"= (67.25%535)°. El invariante de Jarlskog toma el valor J;h = (2.84+0.01) x 107°.

Todos estos resultados estan en buen acuerdo con los valores experimentales dados en
PDG.

» Ajuste x? para la matriz de mezclas lepténica. los siguientes valores para las masas de los
leptones cargados m. = 0.510998910 MeV, m,, = 105.658367 MeV y m, = 1776.82 MeV.
Tomamos para las masas de los neutrinos izquierdos de Majorana una jerarquia normal,
obteniendo asi

~ (A”LBQ A“7'51) ~ Am?2
— 1 — 1 32
My, \/ m2 ) My, mz.

Las diferencias de los cuadrados de las masas del neutrino se obtuvieron de los datos
experimentales de las oscilaciones de neutrinos, mientras que la masa m,, se deja como
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parametro libre. Asi, de los mejores valores obtenidos para m,, y de los valores experi-
mentales de Am?, y Am3,, se obtuvieron los siguientes mejores valores para las masas de
los neutrinos con un 90 % C.L.:

= (3.22%0%7) x 1073eV, m,, = (9.17073) x 107%eV, m,, = (4.71 — 5.14) x 10~%eV.

Los mejores valores resultantes para los parametros son, con un 90 % C.L.: §, = 0.51075%),

8 = (0.02 — 6) x 1072, y las fases de violacién de CP ®; = 270° £ 10° y ®5 = 180° £ 10°.
Los mejores valores para las magnitudes de las entradas de la matriz de mezclas PM NS
estan dados en la siguiente expresion:

0.820400%  0.561615017  0.118110917
= | 0.3748%05%% 0.628070010 0.6819 4 0.025

’ th
90% 0.434573920 0.538870922  (.721670:022

PMNS

El valor del invariante de refasamiento relacionado con la fase de Dirac es J;h = (1.2 —-24)x
1072. Los valores méximos de los invariantes de refasamiento son: ST = —4.9 x 1072 y
Simaz — 3.4 x 1072, Todos los resultados numéricos del ajuste estdn en muy buen acuerdo

con los valores de las magnitudes de las entradas en la matriz U,,,,, dada por Gonzalez-
Garcia.

Usando la igualdad de las magnitudes de los elementos correspondientes en las matrices V' "

PDG CKM
y V... se derivaron expresiones tedricas para los dngulos de mezcla como funciones de las

razones de masa de los quarks m,, m., mg, ms, y los parametros que rompen la simetria de
sabor, 0, v d4, v la fase ¢. Dichas expresiones tienen la forma:

%+% —2,/%—22—?00s¢
B 0E)
Ty 2
(V& —VT)’ 2 (3, - V/5)
(1+2) (1+2)
A partir de las expresiones anteriores se obtuvo «9?? = 13.02° £ 0.02°, Qg;h = (2.36f8j8§)0

«9?? = 0.19° £ 0.03°. En muy buen acuerdo con los ultimos analisis de los datos experimentales

. th
sin? 0%, ~

.9 qth ~
sin® 0y, ~

in2 09" ~
sin” 0], ~

En forma similar, para el sector leptonico se obtuvo

" fuz{m” —l——l—me 1—9 +2\/m”1 e d,) cos b, }
Sin20l12 ~ _ P
(1 ) (1= ,) (1+22) (1+g—;)

sin? 6" ~ 0y + e fro — V/0,0c fracos (O, — D,)
(14 22) (14 n,)
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(1-6v) my (1-60)
(14 2¢) (1 + )

donde f,» = 1+ m,, — 6,. Asi, se obtienen los siguientes valores numéricos para los angulos de
mezcla: 0, = (34.43795)°, 0L, = (43.601395)° v 015 = (6.8070:3%)°, los cuales estdn en muy
buen acuerdo con los tiltimos datos experimentales.

De hecho, un resultado importantes derivado de la expresiones y valores de los angulos de mez-
cla en ambos sectores, fue establecer una relacion directa entre las jerarquias de los espectros
de masa de las particulas y los angulos de mezclas, es decir, para una jerarquia de masa pro-
nunciada se obtienen angulos de mezcla pequenos y viceversa.

5,4 Mo 4 Tealvy o [ e Ty (g
elth my
sin ~

Para las relaciones de complementariedad de quarks y leptones (QLC), se obtuvieron ex-
presiones tedricas con la estructura funcional:

tan ((9‘1’2 + Q”h) — 14+ A}, (@ T T, T’—)

)
Me Mg My, My

tan (0 + 057 =1+ A (52, 24, B )

Después de substituir los valores numéricos de las razones de masa de los quarks y leptones en
las QLC se obtiene: Ay, = 0.1, Ay = 3.23 x 1072 y tan (0{{’ +elf§) = 6.53 x 102. Por lo

tanto,

lth lth lth

0% + 01 =470, 0% + 6L =46° y 0% + 6l =T,

En resumen, se puede concluir que la asi llamada relacién de complementariedad de quarks y
leptones dada en ec. (6.58) es mas que una coincidencia numérica, ésta es el resultado del efecto
combinado de dos factores:

1. La jerarquia pronunciada en el espectro de masas de los fermiones de Dirac produce
razones de masa pequenas o muy pequenas para los leptones cargados, quarks tipo-u y
-d. La jerarquia de masa de los quarks se refleja en una jerarquia similar de los angulos
de mezcla pequenos o muy pequenos.

2. El mecanismo del subibaja tipo I que da la masa muy pequena a los neutrinos izquierdos
de Majorana, con valores de las razones de masa de los neutrinos relativamente grandes
m,, /m,,, y permite valores grandes para los dngulos de mezclas 6%, y 65, .

Los dos factores que se acaban de mencionar contribuyen al numerador de A% con dos térmi-
nos de casi igual magnitud pero signo opuesto. Por lo tanto, el valor numérico pequefio de Al
ocurren por la cancelacién parcial de estos dos términos.

Finalmente para las masas efectivas de Majorana, al sustituir el valor numérico de las masas
leptonicas el cuadrado de las magnitudes de las masas efectivas de Majorana, con las fases (3,
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y [ como parametros libres son:

[(mee)]® = {9.41 + 8.29 cos(1° — 261) + 4.3 cos(1° — 2w,s) + 4.31 cos 2(B1 — wes)} x 1076 eV?

donde
015 tan ﬁg — 00]_3
We3 = arctan .
0.15+ 0.013 tan 3,
Ademas,
[(m)|? ~ {4.8 4 0.17 cos 2(44° — wyy) + 1.8 cos 2(w,y — wys)} x 1074 eV?
donde

arcta 0.65tan B; + 0.13 arcta tan Gy — 0.13
w ~ ar 11 w ~ ar 11 .
"2 0.65—0.13tang, = 7 s 1+ 0.13tan 3,

Para hacer una estimacion numérica de las masas efectivas de los neutrinos de Majorana,
[(mee)| v [(my,u)], se usaron los siguientes valores para las fases de Majorana $; = —1.4° y
(B2 = T7° obtenidos por maximizar los invariantes de refasamiento S; y S;. Entonces, los valores
numéricos de las masas efectivas de los neutrinos de Majorana son:

[(Mee)| = 4.6 x 107 eV, |(m,,)] = 2.1 x 1072 eV. (7.1)

Estos valores numéricos son consistentes con un dngulo de mezcla 6!, pequefio. Ademas, el valor
numérico de |(m..)|, obtenido en este esquema teérico, estd al menos dos ordenes de magnitud
por abajo de los valores experimentales actualmente (ver Cuadro 2.3). Por consiguiente, en
los experimentos terrestres, en curso y futuros, del proceso de desintegraciéon doble beta sin
neutrinos, resultara muy complicado poder medir con precision la masa efectiva de los neutrinos
de Majorana, ya que el valor de dicha masa podria ser del orden de magnitud de las barras de
error de la matriz nuclear |[M% |,



Apéndice

Matrices de masas de 3 x 3

La forma mas general de una matriz 3 x 3 es:

Mll M12 M13
M = M21 M22 M23 s (A].)
MSl M32 M33

donde todos los elementos son complejos.
Por otro lado, los cofactores de los elementos de una matriz A de n x m se definen como:

X = (—1)"™ det {2} (A.2)

donde A se construye al eliminar el renglén n y la columna m. Por lo tanto, los cofactores de
los elementos de una matriz de la forma de ec. (A.1) son:

Mgg Mgg M21 M23
X1 = = Moo Mss — MagMso, X129 = — = MosMs; — Moy Mss,
11 My Mas 22 M33 23M32 12 My Mas 23 M31 21M33
Moy Mao Mo Mis
Xi3 = = Moy M3y — Moo M3y, Xo1 = — = Mi3Mss — M5 M3s3,
13 My, M 21 M32 22 M31 21 My M 13M32 12M33
M1 Mis My Mo
X9 = = M1 M3z — MisM31, Xoz = — = MioMs; — M1 Mso,
22 M, Mas 11M33 13M31 23 My, My 12M31 11M32
Mo Mis My Mis
X3 = = MioMo3 — Mi3Mso, X390 = — = Mi3Ms; — M1 Mas,
31 My Moy 12M23 13M22 32 My, Moy 13M21 11Ma3
My Mo
Xa3 = = M1 Moy — MioMoq.
33 My Mo 11Ma22 12Ma1
(A.3)
Asi, la matriz adjunta de la matriz M es:
B X1 X2 X3
adJ {M} = X21 X22 X23 s (A4)
X31 X3 X3

149
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donde X, (m,n =1,2,3) estdn dados en las ecs. (A.3).

El determinante de la matriz (A.1) es:

Mll M12 M13
det {M} = M21 M22 M23 s (A5)
M31 M32 M33

det {M} = M11M22M33 - M11M23M32 - M21M12M33

A6
+ Moy My Mszg + Msy Mio Mas — Mz Mg Mag, (4.6)

en su forma mds desarrollada. Pero el determinante de una matriz A es una combinacion del
renglén ¢ con los cofactores del mismo, es decir,

donde los X, estdn definidos en las ecs. (A.2). Por lo tanto, el determinante de M en términos
de los cofactores de sus elementos, en forma explicita, es:

det {M} = M1 Xy1 + M2 Xo1 + M3 X31. Desarrollado por la primera columna
det {M} = M1 Xy1 + M2 X192 + M13X13. Desarrollado por el primer renglon.

det {M} = M5 X15 + MasXo9 + M3 X35. Desarrollado por la segunda columna

det {M} = My Xo1 + Moo Xoo + Moz Xa3. Desarrollado por el segundo renglén. -
det {M} = M13X13 + Ma3Xo3 + M33X33. Desarrollado por la tercera columna
det {M} = M3 X31 + M3 X35 + M33X33. Desarrollado por el tercer renglén.
La traza de la matriz M es:
Tr{M} = My + May + Mss. (A.9)
El cuadrado traza ec. (A.9) es:
Tr {M}* = M? + M2, + M2 + 2My; Myy + 2Myy Mg + 2Myy Mss. (A.10)
La traza de M? es:
Tr {M}* = M? + M2, + M2, + 2M5 My + 2My3Msy + 2Mo3 Mss. (A.11)
Al definir al invariante . 2 ;
Xzi(Tr{M}—Tr{M}). (A.12)
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A partir de las ecs. (A.10) y (A.11) se obtiene:
X = Mo Moy + MygMzy + MagMzy — My Mag — My Mzg — Moo Mss (A.13)
Asi, de las ecs. (A.3) el invariante y se reescribe como:
X = —X11 — Xoo — Xs3. (A.14)
A partir de la matriz adjunta de la matriz M, ec. (A.4), se concluye:
x = —Tr{adj{M}}. (A.15)

El polinomio caracteristico de la matriz M se determina a partir de la ecuacién de eigenva-
lores

ANi— My =DMy, — M3
det {)\Z’H3x3 — M} = —Mgl /\Z — MQQ —Mgg = O, (A16)
—M31 _M32 )\z - M33
i (N = Mix) (N — Mag) — Mg (N — M) (N — Mag) — (A — Miq) MagMso— (A7)
—NiMa1 Mg + Moy Mio Mz — Moy MygMsy — May Mio Moz — MigMsy (A, — Mas) =0 '
A3 — (M + Moy + M33) \?
— (Mo Moy + MizMszy + Moz Msy — My Moy — My Msz — Moy Mss) X; (A.18)
— (M1 Moy M3z — My Moz Mgy — Moy Mo Mss 4+ Moy Mig Mg + Mgy Mo Moz — '
— M3 M3 M, ) = 0.
con ayuda de las ecs. (A.6), (A.9) y (A.13) obtenemos el resultado
N —Tr {M} A} — x\; —det {M} =0 (A.19)

Esta forma del polinomio caracteristico esta dada en términos de los invariantes de la matriz.
Por lo tanto, los eigenvalores de la matriz M tienen la forma:

Tr{M}

/\1251+SQ+T

Ao = =1 (Sy+Sy) + M 4 VB (g, — S (A.20)

A =—3(S1 4 S) + T — i3 (5 — Gy)

donde

1 1
Slz[q+\/p3+q2]3, Sy = [q—\/p3+q2]3, (A.21)
con
p= —%X — éTr{M}2, q= %XTr{M} + %det {M}+ %Tr {M}3 (A.22)
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Los eigenvalores de la matriz M, ecs. (A.20), cumplen con las siguientes propiedades:

)\1 +)\2+)\3 :TI'{M}
/\1)\2 + )\1/\3 + /\2/\3 = —X (A23)

)\1)\2)\3 = det {M}

Los eigenvectores de la matriz M tienen la forma

a; (AN — Mao) My + Mg Mo
IMi) = b | = (N — My)Mag+ My Mg , (A.24)
& (/\z‘ - M22)(/\z‘ - Mu) — My My

donde \; son los eigenvalores de ec. (A.1). Para verificar que los ec. (A.24) realmente son
eigenvectores de la matriz ec. (A.1), se debe ver que se cumpla la ecuacién de eigenvalores:

M|M;) = Ni| M;), (A.25)

la cual en forma explicita se escribe como:

My My M3 a; a;
M21 MQQ Mgg bz = )\z bz . (A26)
Mz Mszy  Msg C; C;

Es mas sencillo mostrar por separado que se cumple cada una de las tres ecuaciones resultantes
de ec. (A.26). Entonces:

» Para el primer renglén de (A.26) se tiene:

Miya; + Misb; + Myge; = My [(Ni — Mag) Mg + Mo Mos]+
+Mia[(N; — Myy) Mas + Moy M)
+Mis[( N — Mag)(N; — Myy) — Mia Moy,

Miya; + Myob; + Mige; = (A — Mag) MysMyy + Mg Mog My + Moy My M
+(N; — My ) Mag Mg + (Ni — Mag)(Ni — Myy) M
_M21M13M127 (A27)
Miya; + Myob; + Mige; = (N — Mag) MysMyy + (N — My ) Mag Mo
+Mia Mog My + Ni(Ni — Mag) M
— My (N — Mag) Mg,

Miya; + Myob; + Myge; = Mo Mas My 4 NiMog Mg — My Moz My
+ i (A — Mao) M3,

asi que:
Myya; + Miob; + Miyge; = Ni[(Ai — Mao) Mys + Moz Mis] = Na;. (A.28)
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» Para el segundo renglén de (A.26) se tiene:

Moya; + Mosb; + Mage; = Moy [(Ni — Mag) Mg + Mo Mog]
+ Moo (N — Myy) Moz + Moy M)
Mos[(Ni — Mag)(N; — My1) — MyoMoy],

Moya; + Magb; + Moge; = (Ni — Mag) Moy My + Moy My Moz + Mag Moy My
+ (A — Myy) Mag Moz + (Ni — Mao)(Ni — My1) Mo

— M3 Mo Moy, (A.29)
Maya; + Magb; + Moge; = (N — Mag) Mys Moy + (N; — Myy) Mag Moy
+ Moo Moy Mz + N (Ni — My1) Mas
— Moo (N; — Myy)Mas,
Myya; + Magb; + Masc; = Moo Moy Myg 4 N Moy My — Mog Moy My
+ i (Ai — Myy) Mo,
asi que:
Mglai + Mggbi -+ MQgCi = )\Z[()\Z — MH)Mgg + M21M13] = )\zbz (A30)
» Para el tercer renglén de (A.26) se tiene:
Msya; + Magb; + Mszc; = Msy[(N; — Mag) Mg + Mo Mo
+ Mo (N — Myy) Moz + Moy M)
+Mss[( N — Mao) (N — Myy) — Mo Moy,
(A.31)

Msya; + Msab; + Msge; = (N — Mag) Msy My + Masy Myo Moz + Msa Moy Mg
+ (A — Myy) MsaMog + (Ni — Mao)(N; — My1) Mss
— M35 M9 Moy, .

Con ayuda del polinomio caracteristico ec. (A.17) se puede comprobar que

(Ai = Mag) Mg Msy + Mz MiaMas + (Ni — May) Mag My + Mo My Mo
+Mzz(Ni — M) (Ni — Mag) — MigMay Mz = Ni[(Ai — Maz)(Ai — My1) — Myp My .
(A.32)
De la ec. (A.32) se puede reescribir a la ec. (A.31) como:

Msya; + Msob; + Mszc; = N[(N — mag) (N — Miy) — Mo Ma] = N (A.33)

Al observar las ecs. (A.28), (A.30) y (A.33), se puede constatar que los vectores |M;) sa-
tisfacen la ecuacién de eigenvalores ec. (A.25). Por lo tanto, son eigenvectores de la matriz
M.

Los eigenvectores |M;), ec. (A.24), no estan normalizados, por ello es necesario reescribirlos

en la forma:

(Ai = Mag) Mys + Mia Mo

| Mi) = — | (A — Mu1)Mas + Mo Mg : (A.34)
(Ni = Mayo)(N; — Myy) — Mg Moy
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donde N; es la constante de normalizacién. La cual se determina por medio de

NP = (M; | My) = [(A} — M3y) M + My Mis] (A — Mag) Mys + My Mag]
+ [(A] — M3, ) Mgz + My Mis] [(Ni — My1) Moz + Moy M)
+ [N = M3y)(Af — My) — My Mgy [(Ni — Mag)(Ni — M) — Mo My

N2 = [N+ [N (|Mas]” + | Mas|” + [ Mg |* + | Mao|?) + [ Mao|” | M
| Myof? [Mas|* + | My | | Mas|* + | Mo |* [ Mas|* + [ Mg |* | Mao|* + [ M |* | My |
—2R e {\ Moy} | Mys|* + 2R e {(\F — M) M Mo Mo} — 2R e {\: My} | Mos|”
+2R e {(A\] — Myy) M5z Moy Mz} — 2 (‘)‘i|2 + ‘M11|2) R e{\iMy}
=2 (A + | Maa*) R e {N M} + 4R e {N M1} R e {0\ Moo}
—2R e {(Af — My;) (\} — M3y) Mip Mo }

(A.35)

La matriz que tiene a los eigenvectores de M como sus columnas es:

U = (|My), |My), [ Ms)) (A.36)

(A1 —Ma2)My3+Mi2Ma3 (Ao—Mo2) Mi3+Mi2Moa3 (A3—Ma2) M13+Mi2Ma3
Ny No N3

_ (A1 —My1)Ma3+May M3 (Ao—My1) Mo3+Ma1 M3 (A3—My1)Ma3+Ma1 M3 A .37
U= (A.37)
Ny No N3

(A1 —=Ma22)( A1 —My1)—MiaMa1  (Aa—Mag)(Ao—Mi11)—MiaMa1  (A3—Ma2)(A3—M11)—Mi2M2
Ny No N3

A.1. Matriz Simétrica Singular y No Singular

En el caso particular de pedir que la matriz M sea singular, es decir, el det {M} = 0, el
polinomio caracteristico ec. (A.19) toma la forma:

NN — T {1} A~ x) = 0. (A.38)

En consecuencia uno de los eigenvalores es igual a cero, Ay = 0. Mientras que las otras dos se
determinan al resolver la ecuacién cuadratica

N-—Tr{M}Xx—x=0. (A.39)

Las raices de la ecuacién anterior son:

e — Te{ 81}/ Te{ 51} +ax
2,3 — 2 )

s\, = b ey (A.40)

Moy = ’I‘r{M}i\/QTr{ZMQ}fTr{M}2'
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Sin embargo, normalmente la matriz M debe ser no singular, para poder garantizar que tenga
inversa. Por lo tanto, el determinante de M debe ser diferente de cero.
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Apéndice

Factorizacion de Fases

En esta seccion se considera el caso cuando la matriz general de 3x3, e
o simétrica, es decir, tiene la forma:

c. (A.1), es hermitiana

M3
Mo
M

(B.1)

Y

- My My M © My Mo
M = Ml*g May Mo o M = My My
Miy Mss Mss Mz Mo
respectivamente. Al escribir en forma polar a cada uno de los elementos de las matrices ec. (B.1)
se obtiene:
g a ei(z)a e eid)e g 6Z¢g a ei(z)a
H . . S . .
M = [ aeie b c e o M® = | aet beit
ece e ceTite (g e e ¢ el
donde, sin perdida de generalidad, se define:
a=|Myal|, b=[My|, c=]|My],
d=|Ms|, e=|[Ms|, g=[Mul

o = arg{]\/[lg}, Oy = arg{]\/[gg}, Ge = al"g{M23},
Ga = al"g{M33}, Ge = al"g{Mw}, ¢g = arg{]\/[n}.

e eife
c el (B.2)
d e“z)d
(B.3)
(B.4)

De la ec. (B.3) se concluye facilmente que a, b, ¢, d, e y g, son reales y positivos.

Ahora se discuten las condiciones bajo las cuales se factorizan los
elementos de las matrices ec. (B.2). Entonces, a partir del hecho que
deben ser escrita en la forma:

a ei¢a e ei(z)e 6“71

g €0 0 0 g a e
a ei[_l}‘i’a b ei[0]¢b IS ei(bc — 0 6“72 0 a b c
e ei[_1]¢e I ei[_1]¢c d ei[o}éd O O 6“73 e IS d

157

términos fases de los
las matrices ec. (B.2)

em 0
0 e 0 |,
0 0 e
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g eil0l¢g q e'a e eide g ei2[0lm a el[=lUm+n2) o pi([=1m+n3)
aeil=lea  peillles o pite — | g eitm+-1n2) b ei2(0In2 c eill=tmtms) | (B.5)
e 6i[_1}¢e c 62[_1}¢C d 62[0]¢d e 6i(771+[_1]773) C ei(n2+[_1]773) d 612[0]773

La cantidad entre corchetes cuadrados corresponde al factor por el cual se debe multiplicar a la
respectiva fase, ¢ 0 7, cuando la matriz es Hermitiana. De las matrices ec. (B.5), comparando
los argumentos de las exponenciales, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Matriz Simétrica Matriz Hermitiana

2m = ¢g, M+ 102 = Pa, N2 =M = Pa,
(B.6)

200 = Qp, M2+ 13 = e, N3 — M = Pe,

203 = ¢a, M+ N3 = Pe. N3 — 12 = Ge.

Asi, para la matriz simétrica inmediatamente se puede concluir que:
m = %7 e = %a N3 = % (B7)

Por lo tanto, de (B.6) y (B.7) se tiene:

Gg+ &b = 204, Db+ Gd =20, Qg+ Pa = 2¢. (B.8)

Ahora, para la matriz Hermitiana se considera sin perdida de generalidad que 7, = 0, asi se
obtiene:

T = ¢a> N3 = ¢e> (Bg)

ademas, se debe cumplir que

d)a = ¢e - ¢c' (BlO)

Con ayuda de la identidad trigonométrica

tan ‘91 + tan ‘92

tan (6; +05) = . B.11
an( ! 2) 1 :Ftan«91 tanQQ ( )
Las expresiones (B.8) se pueden escribir como:
tan (¢, + ¢p) = tan2¢, = liiif(‘;a,
tan (¢, + ¢a) = tan 2, = {2i2nge (B.12)
tan (6, + 6a) = tan 2, = 22
Mientras que la expresion ec. (B.10) se escribe como:
t e — L c
tan ¢, = tan (¢ — ¢.) = an g — tan ¢ (B.13)

1 + tan ¢, tan ¢,
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Ademas, de la definicién del argumento principal de un ntimero complejo se obtiene
¢, = arg{a} = arctan { 3¢}  —  tang, = S,
Sm e (B.14)

tan ¢, = Fe o

¢. = arg{e} = arctan { 3¢} =

Sm c

Smel —  tang. = 2L

¢. = arg{c} = arctan {

Entonces, con ayuda de las expresiones (B.14), las ecuaciones (B.8) toman la forma

2Re a Sm a

tan ((bg + ¢b) = W,

_ M
tan (¢b + ¢d) T (Re )’ —(Sm )’ (B15)

2Re e Sm e

tan (¢g + de) - (Re €)?—(Im e)?”

Mientras que la expresion ec. (B.10) toma la forma
Recme—ReeImc
tan ¢, = .
RecRee+ ImcJme

(B.16)

Si se satisfacen las condiciones ec. (B.15), la matriz simétrica ec. (B.1) se puede reescribir
como:
M =QMQ (B.17)

donde @ es una matriz diagonal de fases

€T 0 0
Q= 0 &% 0 (B.18)
by
0 ez
y M es una matriz simétrica real con los elementos positivos
(B.19)

~S DO

Por otro lado, se satisfacen las condicién ec. (B.16), la matriz hermitiana ec. (B.1) se puede

reescribir como:
M = P'MP (B.20)
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donde P es una matriz diagonal de fases

1 0 0
P=|0 % o0 (B.21)
0 0 ¢

y M es una matriz simétrica real con los elementos positivos

a b c
M=|b d e |. (B.22)
c e f

Finalmente, en los cuadros B.1-B.17 se muestra que forma adquieren la matriz diagonal de

fases y simétrica real, para cada una de las clases de equivalencia mostradas en los cuadros 5.1-
5.4.

Clase Textura Matriz de fases | Condicién Invariantes

S 0 la| 0 1 0 0
I la] 0 0 0 € 0 N
M 0 0 |d 0 0 e I
E d| 0 0 A% 0 0 N Tr = |d|

I T 0 0 laf 0 eibe 0 G det = —|a*|d|
R 0 la] 0 0 0 1 U X = |af?
I 0 0 |la 1 0 0 N
C 0 |d o 0 &% 0 A
A la] 0 0 0 0 g%
H 0 la| 0 1 0 0
E la] 0 0 0 e%a 0 N
R 0 0 d 0O 0 1 I
M d 0 0 1 0 0 N Tr =d

I I 0 0 |al 0 e%a 0 G det = —|al*d
T 0 la| © 0 0 1 U X = |af?
I 0 0 |af 10 0 N
C 0 d 0 01 O A
A la] 0 0 0 0 ¢

Cuadro B.1: Matriz con cuatro ceros de textura

B.1. Reparametrizacion de las Matrices de Masas

La reparametrizacion de la matriz simétrica real M, ec. (B.19) o ec. (B.22), en términos
de sus eigenvalores se hace con ayuda de los invariantes de la matriz, para esto se tiene en
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Clase Textura Matriz de fases Condicion Invariantes
la] 0 e 00
o] 0 0 S S
0 |dl 0 0 e
d 0 0 i’ 0 0
0 |6 |af 0 7 0
0 Jal O 0 0 i2%a—%h
S 72¢>a*¢}, N
I 0 0 Ja el 2 0 0 I Tr = |b| + |d]
I M 0 |d © 0 % 0 N det = —|al?|d]
E la| 0 [b] 0 0 % a x = la]* — [b]|d]
T o U
R b lal 0 e 0 0 N
: al 0 0 0 T N
A ,
d 0 0 s 0
0 0 ld 0 Hazie
0 la| 0] 0 0 i
- ¢
b 0 lal ¢F 00
0 |d o0 0 e 0

Cuadro B.2: Matriz simétrica con tres ceros de textura clase I

cuenta que la matriz M puede ser diagonalizada por una matriz ortogonal real Q, a través de
la transformacién de similitud:

0" MO = diag { m1, ma, ms }, (B.23)

donde m; con j = 1,2, 3 son los eigenvalores de M. Asf se obtienen los siguientes invariantes
de la matriz :
TI{M} = my +m2+m3, (B24)

det {M} = myimeams, (B'25)
It {lui } Ix {l ji}
;
Por lo tanto, se obtiene que

= —1M1Mo — M11N3 — M2N3. (B26)
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
,(ﬁg

z gl 0 0 ez 0 0 Tr = [g| + |b] + |d]
SIME- i% det = |g|[b]|d]|
1 | TRICA ( o Bo 0 e 0 NINGUNA |\ — Jdlg
|d| 0 0 e —10llg| — [b]ld]
lgl 0 O 100 Tr=g+b+d
H%Pél\ﬁl 0 b O 01 0 NINGUNA det = gbd
0 0 |d 00 1 X = —dg —bg —bd

Cuadro B.3: Matriz con tres ceros de textura clase II1

*  Matriz con cuatro ceros de textura clase I

0 a; 0
a; 0 0
0 0 d;

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma

d; = my; + mjs + mys

. M1 M21M3

Z‘ - .
My + Mo + M3

Hay que cambiar el signo a uno de los eigenvalores:

(B.27)

(B.28)

(B.29)

e Para una jerarquia normal de los eigenvalores, m;; < m;s < m;3, solamente se pueden

cambiar de signo los eigenvalores m;; y mys.

e Para una jerarquia invertida de los eigenvalores, m;z < m;; < myo,
pueden cambiar de signo los eigenvalores m;; y m;s.

Matriz con tres ceros de textura clase I

0 a; 0
a; bZ 0
0 0 d;

solamente se

(B.30)

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma:

d; = mys,
b; = m;; + myo,
2 _
a; = —My;1My2.

Hay que cambiar el signo a uno de los eigenvalores:

(B.31)

(B.32)
(B.33)
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Clase Textura Matriz de fases | Condicién Invariantes
0 e"®a 0 0
0 0 1 0
d 0 0 1
d 0 0 1 0 0
0 b |al 01 0
0 0 0 0 e
H ‘ N
E 0 0 |af e 0 0 I Tr=b+d
I R 0 d 0 0 10 N det = —|al*d
la] 0 b 0 0 1 X = |al? — bd
M G
1 U
T b a 0 1 0 0 N
I |al 0 0 % 0 A
0 d 0 0 1
C
A
d 0 0 1 0 0
0 0 |al 0 e i 0
0 b 0 0 1
lal 10 0
0 0 1 0
|a| 0 0 0 eite

Cuadro B.4: Matriz Hermitiana con tres ceros de textura clase 1

e Para una jerarquia normal de los eigenvalores, m;; < m;s < m;3, solamente se pueden
cambiar de signo a el eigenvalor m;;.

e Para una jerarquia invertida de los eigenvalores, m;3 < m;; < m;s, solamente se
pueden cambiar de signo a el eigenvalor m;;.

*  Matriz con tres ceros de textura clase 11

0 a; 0
a; 0 C;
0 C; d,

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma:

bi

= M1 + Mjz + My3,

(B.34)

(B.35)



164 APENDICE B. FACTORIZACION DE FASES

Clase Textura Matriz de fases Condiciéon Invariantes
. 0 Ja| e e 0 0
SIME- )
|CL| 0 |C| 0 el¢c 0 ¢e + ¢c - ¢a, Tr=0
v TRICA ( le| le| 0 0 0 1 det = 2al|c]|e]
HERMI- 0 laf el e O X = laf?
Hea |IZI| |2| |S| 8 "o (1) P = e = el + [ef?

Cuadro B.5: Matriz con tres ceros de textura clase IV

o = M1 MmM;3 (B.36)

7 - 5
M1 + Mo + My3

c? _ (a1 + mys) (Mg 4+ mya) (M2 + mis)7 (B.37)
M1 + Mo + M3

Hay que cambiar el signo a uno de los eigenvalores:

e Para una jerarquia normal de los eigenvalores, m;; < m;» < m;3, solamente se pueden
cambiar de signo a el eigenvalor m;s.

e Para una jerarquia invertida de los eigenvalores, m;3 < m;; < m;o, solamente se
pueden cambiar de signo a el eigenvalor my;.

* Matriz con tres ceros de textura clase III

0 b 0 (B.38)
0 0 d;

Como la matriz anterior es una matriz diagonal, sin perdida de generalidad, se puede
hacer la siguiente asignacion:

e Para una jerarquia normal de los eigenvalores, m;; < m;s < m;3, ¢; = M1, b; = My
y di = my3.

e Para una jerarquia invertida de los eigenvalores, m;3 < m;; < myo, g; = my3, b; = mj;
y di = mys.

* Matriz con tres ceros de textura clase IV

0 a; €;
€ G 0
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
- 2¢a —2¢ct+dg
0 la| © e’ 2 0 0
( a0 | 0 S
0 e[ [d] 0 0 i
0 la| | el T 0 0
la|] 0 0 0 e S
le| 0 |d 0 0 ei st
S e N Tr = |d|
I ld| e[ O ez ) 0 0 I
II M lef 0 |af 0 ettt 0 N det = —al?|d]
0 Ja| 0 0 0 gida=2getea
B G X = la]? + [cf?
T - 2¢a —2¢c+dg U
R 0 0 I e 0 0 N
I 0 [d] I 0 et's 0 A
C la| e[ O 0 0 i20etd
A 0 |l lal ¢ T 0 0
e[ |d] 0 0 el 0
jal 00 0 0 eiteyeth
d 0 | e 0 0
0 0 |af 0 el 0
le| la] 0O 0 0 i 2oy td

Cuadro B.6: Matriz simétrica con tres ceros de textura clase 11

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma, con e; como
parametro libre:

m;1 + mio + m;3 = 0, (B40)
11213 ' (B.41)

2 2
(Clz‘ + Ci) = =M1 My — M1z — M3 — €; + o
(A

e Para una jerarquia normal de los eigenvalores, m;; < m;s < mys,

€;

(a; £ ;)2 = (mis F &) {(m,»3 te;) - m“m"?} . (B.42)

e Para una jerarquia invertida de los eigenvalores, m;3 < m;; < myo,

(a; £ ¢;)? = (e; £ man) {(mi2 Fei)— m“m"?’} . (B.43)

€;
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Clase Textura Matriz de fases Condiciéon Invariantes
S 0 la| e ci20a—0)/2 0
| la| |b] O 0 eion/2 0 Tr = |b| + |d]
M le] 0 |d] 0 0  ei%a/2
E [/ Jaf 0 EER 0 .

| T la] 0 el 0 sz g be ~ ba = det = —[al*|d]

R 0 le| |d 0 0 ¢ibal? =S —e[*[0]
I ld| 0 e ei®a/2 0 a2 2
C 0 | |af 0 eitn/? 0 X = Ia\b?CI
A le| |a| 0 0 0 el —[olld]

Cuadro B.7: Matriz simétrica con dos ceros de textura clase 11

* Matriz con dos ceros de textura clase II

0 a; €;
€; 0 dZ

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma, con d; como
parametro libre:
bi = mi1 +mgs + mz — d;, (B.45)

o2 = (d; — mir — mu2) (Mg + mus — d;) (ma + mys — di)’ (B.46)
mi + Mmig +miz — 2d;

o2 — (77%3 - di) (mi2 - di) (di - mil) (B 47)
’ mi1 + Mg + mys — 2d,; ' .

e Para una jerarquia normal de los eigenvalores, m;; < m;s < mys,

mys > d; > my. (B48)

e Para una jerarquia invertida de los eigenvalores, m;3 < m;; < myo,

My > d; > ma. (B49)

*  Matriz con dos ceros de textura clase III

0 a; €;

€ G dZ
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
la| 0 ei(datac)
0 I 7¢"
le] d
0 la] |c] e
la] 0 O ’(¢"
lef] 0 d
H N Tr=d
d | 0
II k le] 0 |d ! det = —|a|?d
R 0 |a] © z(¢a+¢> ) N
M G X = laf? + [cf?
| U
Cln ey ( ) :
0 d |
! jal 1l 0 A
C
A
0 e |af e e
lef] d 0
la] 0 0O 1(4)“
0 |cf
0 0 |a 1(¢ —¢a)
e[ fa| 0O

Cuadro B.8: Matriz hermitiana con tres ceros de textura clase 11

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma, con a; como
parametro libre:

2
(Ci + ai) = =M1 My — M1z — M3 —

d; = m;; + mgo + mys,

*  Matriz con dos ceros de textura clase IV

a; +

2
a;d; + m;miom;s

(B.51)

a;

(B.52)

(B.53)
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Clase Textura Matriz de fases Condicion Invariantes
H 0 J|a| e 1 0 0
E la] b 0 0 €% 0 N Tr=b+d
R lef] 0 d 0 0 e I
M b la| 0 e=ie 0 0 N 2
m | 1 al 0 el 0 1 0 ¢ det = |§‘b a
T 0 le| d 0 0 e U —lel
I d 0 e e 0 0 N 12 2
C 0 b g 0 e 0 ) A X |f‘bd+ l
A el la| 0 0 o 1
Cuadro B.9: Matriz hermitiana con dos ceros de textura clase II
En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma, con g; como
parametro libre:
bi = mi1 + mya, (B.55)
a? = (gi —ma1) (M2 — i), (B.56)
con
*  Matriz con un cero de textura clase I
0 a; €;
e ¢ d;
En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma, con g; como
parametro libre:
* Matriz con un cero de textura clase II
gi a; 0
0 C; dl

En términos de sus eigenvalores los elementos de la matriz toman la forma, con g; como
parametro libre:
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
0 la 0 e S
lal 6] || 0 6% 0
0 e |d| 0 0 %
bl lal el e 00
la] 0 0 0 et 0 .
0 0 0 o §
Tr = |b| + |d
g Y ) b + |d]
etz
I || || 0O 9 det = —|al?|d|
I e[ [b] |al 0 e 0
M 0 la| 0 200z, +
E 0 0 e X = laf? + [c]?
—|blld]|
T ‘d)lli‘)
R 0 0 |af it 00
: 0 1d| e 0 @ 0 -
b| ;4o <
c lal || | 0 0 i
A ”
bl el |al ¢ 0 0
e[ | 0 0 &% 0
|
al 0 0 0 0 et >
&
dl 0 | ¥ 00
0 0 |af 0 T
e[ lal 0] 0 0 e
Cuadro B.10: Matriz simétrica con dos ceros de textura clase I
Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
S 0 la| Je| e 0
I la] 0 | 0 e Tr = [d]
M le[ [l I|d] 0 0 cita/?
E jd| el el etz 0 0
be—P = — = — 2
11 T e[ 0 lal 0 e 0 fﬂqﬁ f;ﬁ ie;|e||a|||s|| .
R lel lal 0 0 0 et e
I 0 le] la e 0 0 = |a|? + |c[2
C le| |d| | 0 eital? 0 X=la o
A la| | o 0 0 eilert +el

Cuadro B.11: Matriz simétrica con dos ceros de textura clase 111
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
0 Ja 0 e=ita
al b
0 e d
b lal I
lal 0 0 wu
el 0 d
H N Tr=d+b
d e 0 e~ 0
I E le] b |a 1 lil det = —|al?d
0 Ja] O 0
M G X = laf? + |c[2 — db
I al ” U
0 0 Ja e "Pa 0
? 0 d | —“b 0 i
la] |c| b 1
C
A
b e Jal 1 0 0
le] d 0 0 e 0
la| 0 0 0 0 e
d 0 | e i¢e 0 0
0 0 |a 0 e 0
le| la| b 0 0 1
Cuadro B.12: Matriz hermitiana con dos ceros de textura clase 1
Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
H 0 la| el 1 0 0
E la] 0 | 0 ei% 0 Tr=d
R le|] le| d 0 0 e
M d e el e~ 00 )
m | 1 il 0 ld 0 e-ite be = o — b ‘i‘; :II ‘|||“|| d
T le| Ja] 0 0 0 1 eliafie
I 0 el |al 1 0 0 2 g
C [l a I 0 et 0 sl
A la| |e| 0 0 0 eive ¢

Cuadro B.13: Matriz hermitiana con dos ceros de textura clase 111
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
S Ifl 0 0 /2 0
I 0 bl | 0 ez g $r|d:|—f|—f||l;i_
M 0 e |d 0 0 ePa/?
E b 0 | eitv/2 0 dot = |21
R | \ld 0 I 0 0 it
I jd| | 0 eiwal2 0 0 X = e~
C le| |b] O 0 e/ 0 —|d[[b| — |dI| |
A 0 0 |f 0 0 eibs/2 —[b[|f]
H f 0 0 10 0
E 0 b | 01 0 N ?:d:j;:
R 0 e d 0 0 ei% I
M b 0 | 10 0 N det = _|ef2f
v I 0 f 0 01 0 G . f;b
T lef 0 d 0 0 eide U
I d e 0 e 0 0 N X = |c*~
C lf b 0 0 10 A —db— df
A 0 0 f 0 0 1 “bf
Cuadro B.14: Matriz con dos ceros de textura clase IV
Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
S0 (0 | e ST 00
I la| || ] 0 eit/2 0 2¢c = ¢ + ¢a Tr = [b] + |d|
M le[ [l I|d] 0 0 ei%a/2
E B la| || £i%n/2 0 0 26y = o det = —|al?|d|
I T la| 0 le] 0 =R _(g 1(; —lef*[b]
R e[ lel |d] 0 0 eida/2 ¢ +2lel|al|c|
I jd| el el ¢ival2 0 0
. _ 2 2
C | { fel ol o 0 enr 0 RN
A le| la| © 0 e ‘

Cuadro B.15: Matriz simétrica con un cero de textura clase |
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Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
S Ifl 0 el eits/2 0
I 0 b | 0 ei%6/2 0 20 = ¢f + ¢a $r|d:|-||-f||lj|_
M le| e[ |d| 0 0  eta/2
E jd| el el N (N det = —[c]?|f|
11 T le| |b] 0 0 e/ 0 2¢c = b + P —le|?|d]|
R le[ 0 |f] 0 0 eids/2 +1£1]d][b]
I £l lel 0 et/ 0 0 X = e = lef?
C le[ [ |c| 0 2 0 —|d|[b| — |dI| |
A 0 e[ [b] 0 0 eits/2 —|b[|f]
H —ide
f 0 e e 1 70, 0 Tr =1+
E 0 b | 0 e~ 0 N cd4b
R le[ le| d 0 0 1 I
M d e el 1 0 0 N
_ 2
m | 1 b 0 0 et 0 G et 0 el
T el 0 f 0 0 et U
I el 0 e~ 0 0 N X = e el
C le] d | 0 1 0 A —db—df
A 0 o b 0 0 e —bf
Cuadro B.16: Matriz con un cero de textura clase 11
Clase Textura Matriz de fases Condicién Invariantes
H 0 Ja| el 1 0 0
E la| b | 0 €% 0 Tr=0b+d
R le|] |e| d 0 0 e
E b la| || eiva 0 0 det = —|a|2d
I T la] 0 e 0 1 0 be = Pe — Pa ~le[*b
R el el d 0 0 e +2lel|allc|
I d e el e~ite 00
_ 2 2
C el b al 0 e 0 2<|—|;|2|a—| bZ .
A le] la] O 0 0 1

Cuadro B.17:

Matriz hermitiana con un cero de textura clase I
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The S35 symmetry: Flavour and texture zeroes
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Abstract. We use the permutational symmetry group S3 as a symmetry of flavour, which
leads to a unified treatment of masses and mixings of the quarks and leptons. In this framework
all mass matrices of the fermions in the theory have the same form with four texture zeroes of
class I. Also, with the help of six elements of real matrix representation of S3 as transformation
matrices of similarity classes, we make a classification of the sets of mass matrices with texture
zeroes in equivalence classes. This classification reduce the number of phenomenologically viable
textures for the non-singulars mass matrices of 3 x 3, from thirty three down to only eleven
independent sets of matrices . Each of these sets of matrices has exactly the same physical
content.

1. Introduction
The Standard Model (SM) can be extended by adding of three right-handed neutrino states,
which would be singlets of the gauge group of SM, but coupled to matter just through the
neutrino masses [1]. But in minimal extensions of the Standard Model, considering a mass term
for left-handed neutrinos purely of Dirac is not theoretically favored, because it can not explain
easily why neutrinos are much lighter than the charged leptons. Thus, we assume that neutrinos
have Majorana masses and acquire their small masses through of the type I seesaw mechanism.
In both lepton and quark sectors of the extended Standard Model, analogous fermions in
different generations, say u,c and ¢ or d,s and b, have completely identical couplings to all
gauge bosons of the strong, electroweak interactions. Prior to the introduction of the Higgs
boson and mass terms, the Lagrangian is chiral and invariant with respect to any permutation
of the left and right quark fields. The introduction of a Higgs boson and the Yukawa couplings
give mass to the quarks and leptons when the gauge symmetry is spontaneously broken. The
mass term in the Lagrangian, obtained by taking the vacuum expectation value of the Higgs
field in the quark and lepton Higgs couplings, gives rise to mass matrices Mg , My, M and
M,; B
Ly = §4,.Myqq g + Qu,zMuQu,r + LLMLR + 7L M, (v,) + h.c. (1)

Therefore, we propose, as well as many other authors [2, 3, 4, 5, 6], that the texture zeroes of
the mass matrices of the quarks and leptons, are the result of a flavour permutational symmetry
S3 and its spontaneous or explicit breaking.

On the other hand, in the last ten years, important theoretical advances have been made
in the understanding of the mechanisms for the mass fermion generation and flavour mixing.
Phenomenologically, some striking progress has been made with the help of the texture zeroes
and flavour symmetries in specifying the quantitative relationship between flavour mixing angles
and quark or lepton mass ratios [3, 4, 7, 5] with a minimum of free parameters. In fact it, can be
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noted that different mass matrices with texture zeroes located in different positions may have
exactly the same physical content. Therefore the question arises, is there any relation between
these matrices?. We find an answer to this question through the similarity clases, recently pro-
posed by Branco [8].

In this paper, we use the permutational symmetry S3 as a flavour symmetry, in a unified
treatment of masses and mixings of quarks and leptons. Also, with the help of a real matrix
representation of the group Ss, as a basis for the transformation matrices of the similarity classes,
we make a classification of the set of mass matrices with texture zeroes.

2. Flavour permutational symmetry S3

A phenomenologically and theoretically meaningful approach for reducing the number of free
parameters in the Standard Model is the imposition of texture zeroes [5, 7] or flavour symmetries.
Recent flavour symmetry models are reviewed in [9]. Also, certain texture zeroes may be
obtained from a flavour symmetry. In particular, a permutational S3 flavour symmetry and
its sequential explicit breaking justifies taking the same generic form for the mass matrices of all
Dirac fermions, conventionally called a four texture zeroes form [3, 4]. Some reasons to propose
the validity of a matrix with four texture zeroes as a universal form for the mass matrices of all
Dirac fermions in the theory are the following:

(i) The idea of S5 flavour symmetry and its explicit breaking has been succesfully realized as
a mass matrix with four texture zeroes in the quark sector to interpret the strong mass
hierarchy of up and down type quarks [2, 3]. Also, the numerical values of mixing matrices
of the quarks determined in this framework are in good agreement with the experimental
data [3].

(ii) Since the mass spectrum of the charged leptons exhibits a hierarchy similar to the quark’s
one, it would be natural to consider the same S3 symmetry and its explicit breaking to
justify the use of the same generic form with four texture zeroes for the charged lepton
mass matrix.

(iii) As for the Dirac neutrinos, we have no direct information about the absolute values or
the relative values of the Dirac neutrino masses, but the mass matrix with four texture
zeroes can be obtained from an grand unified theory SO(10) which describes well the data
on masses and mixings of Majorana neutrinos [10]. Furthermore, from supersymmetry
arguments, it would be sensible to assume that the Dirac neutrinos have a mass hierarchy
similar to that of the u-quarks and it would be natural to take for the Dirac neutrino mass
matrix also a matrix with four texture zeroes.

2.1. Mass matrices from the breaking of Ssp ® Ssp

Some authors have pointed out that realistic Dirac fermion mass matrices results from the flavour
permutational symmetry S7.(3) ® Sg(3) and its spontaneous or explicit breaking [2, 3, 4, 5, 6].
The group Ss treats three treats three objects symmetrically, while its 3 x 3 representation
structure 1 @ 2 treats the generations differently and adapts itself readily to the hierarchical
nature of the mass spectrum. Under exact S3; ® S3p symmetry, the mass spectrum for either
quark sector (up or down quarks) or leptonic sector (charged leptons or Dirac neutrinos) consists
of one massive particle in a singlet irreducible representation and a pair of massless particles
in a doublet irreducible representation, the corresponding quark mass matrix with the exact
S3r, ® S3r symmetry will be denoted by M;3 with ¢ = u,d,l,v,,. Here, u, d, I and v,, denote
the up quarks, down quarks, charged leptons and Dirac neutrinos, respectively. Assuming that
there is only one Higgs boson in the theory, this SU(2);, doublet can be accommodated in a
singlet representation of Ss.In order to generate masses for the first and second families, we add
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the terms M5 and M;; to M;3. The term M;o breaks the permutational symmetry S3; ® S3r
down to So;, ® Soi and mixes the singlet and doublet representation of S3. M;; transforms as
the mixed symmetry term in the doublet complex tensorial representation of ngg C S31,® S3R.
Putting the first family in a complex representation will allow us to have a CP violating phase
in the mixing matrix. Then, in a symmetry adapted basis, M; takes the form

0 |A;le 0 0 0 0 0 0 0
M; =mg3 || |Aile™ ™ 0 ol+[0 =2+ C; +(0 o 0
0 0 0 0 C; D — 6 0 0 1-—2
0 4 0
0 C; D

where A; = |A;|e?, B; = —/\; + 6; and D; = 1 — 6;. From the strong hierarchy in the masses
of the Dirac fermions, m;3 >> m;o > m;1, we expect 1 — d; to be very close to unity. The small
parameter ¢; is a function of the flavour symmetry breaking parameter Z;\? [3, 4]. In other
words, each possible symmetry breaking pattern is now characterized by the flavour symmetry
breaking parameter z;V 2 which is defined as the ratio z;'/? = (M)2s - This ratio measures the

(M;),,

mixing of singlet and doublet irreducible representations of S3. The mass matrix (2) may be
written as M; = PiT]VL-Pi, where M; is a real symmetric matrix and P; = diag [1, eidi, ei¢i],

3. Classification of texture zeroes in equivalence classes

In this section we make a classification of mass matrices with texture zeroes in terms of the
similarity clases. The similarity classes are defined as follows: Two matrices M and M’ are
similar if there exists an invertible matrix 7" such that

M =TMT™' or M =T"'MT. (3)

The equivalence classes associated with a similarity transformation are called similarity classes.
Another way to see the similarity classes is that the matrices that satisfy the similarity
transformation, eq. (3), have the same invariants; Trace, determinant and y:

N2
Tr{M} = Te{M'}, det{M}=det{M'} and y =y= SOCETON )

In this paper we will count the texture zeroes in a matrix as follows: two texture zeroes off-
diagonal counts as one zero, while one on the diagonal counts as one zero [5]. But in the literature
we find that a mass matrix has double number of texture zeroes than the number that we obtain
with our rule. This is so, because in the literature the total number of texture zeroes counted in
a mass matrix is the sum of the texture zeroes coming from the two mass matrices in the sector
of quarks (up and down quarks) or leptons (charged leptons and left-handed neutrinos). Hence,
to avoid confusion in the nomenclature of the matrices, we count the number of texture zeroes
in a matrix with the rule previously enunciated, but when referring to this matrix we will follow
the literature’s rule and name it with the double of texture zeroes it actually has.

Now, from the most general form of the mass matrices of 3 x 3, symmetric and Hermitian:
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we can see that only six of the nine elements of these matrices are independent of each other.
Therefore, in a certain sense the similarity transformation, eq. (3), realized the permutation of
the six independent elements in the nine entries of the mass matrices. But if we want to preserve
the invariants (4), the elements on the diagonal can only exchanged positions on the diagonal,
while the off-diagonal elements can only exchange positions outside of the diagonal. Thus we
have that all these operations reduce to the permutations of three objects. So it is natural
propose to as transformation matrices T' in the similarity clases, see eq.(3), the six elements of
the real representation of the group of permutations S3, which are:

100 010 00 1
TA)=[010|,7A)=|100],7A)=[01 0],

00 1 001 100 ©)

100 010 001
TAs)=[00 1|, TA)=[001]|,TA)=[1 0 0

010 100 010

Then, applying the transformations (3) and taking the matrices (6) as matrices of
transformation, we get the classification of mass matrices with texture zeroes, which is shown
in the tables 1, 2, 3 and 4. In this tables, the ”+” and ” x” denote an arbitrary non-vanishing
matrix element on the diagonal and off-diagonal entries, respectively.

Invariants
Class Textures Symmetric Hermitian
0 x 0 * 0 0 0 0 x Tr=d Tr=d
I ( x 0 0 > < 0 0 x > < 0 0 > det = —a’d det = —|a|*d
0 0 «x 0 x 0 x 0 0 X =a’ X = laf?

Table 1. Matrix with eight texture zeroes.

4. Seesaw mechanism

The left-handed Majorana neutrinos acquire their small masses through the type I seesaw
mechanism M,, = M,, M, M} where M,, and M,, denote the Dirac and right handed
Majorana neutrino mass matrices, respectively. The form of M, is given in eq. (2); which is
a matrix with four texture zeroes class I, Hermitian, and from our conjecture of a universal Ss
flavour symmetry in a unified treatment of all fermions, it is natural to take for M, , also a matrix
with four texture zeroes of class I, but symmetric. Let us further assume that the phases in

the entries of the M, may be factorized out as ]VI,,R = RM,,R R, where R = diag [e*”’", et 1]
with ¢, = arg {c,,R} and

0 Qu,, 0
AL/R = vy, |buR| ‘CI/R ‘ 5 (7)
0 e, | du,

Then, the type I seesaw mechanism takes the form M, = Pl M,,D P, RTM;Rl RTP, M”D Pl and
the mass matrix of the left-handed Majorana neutrinos has the following form, with four texture
zeroes of class I:

0 ay, 0
J\/I,,L = a, b,,L e, |, (8)
0 C, d,,L
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Invariants
Class Textures Symmetric Hermitian
* 0 0 0 0 x * X 0
(00 x><0*0>(><00> Tr=d+g Tr=d+g
0 x x x 0 % 0 0 =% 3 )
I det = —c’g det = —|c|g
* 0 0 0 x 0 * 0 x P 2
(0 * X)(X * 0)(0 * O) x=c —gd X =" —gd
0 x 0 0 0 = x 0 0
0 x 0 0 x X * x 0
OG0 g o
1 .o - * - det = —a®d det = —|af*d
0 0 x 0 x x * 0 x 2 2 2 2
<0 * ><><>< * 0)(0 0 x) x=a te X =lal"+
x x 0 x 0 0 x x 0
s 0 0 Tr=g+b+d Tr=g+b+d
det = gbd det = gbd
11 0 = 0
(0 0 *> X=—gb—ygd x=—gb—gd
—bd —bd
Tr=0 Tr=0 .
0 x X det = a*c’e
det = 2ace "
v x 0 x 2 P +ace
(x x o) xTeTe X = laf? + [ef?
i +|cf?
Table 2. Matrix with six texture zeroes.
Class Textures Invariants
Symmetric Hermitian
0 x 0 0 0 x * 0 X
(x*x)(O*x)(OOX) Tr=b+d Tr=b+d
1 0 x * X X ok X X ok det = —a’d det = —|a|®d
x X X x x 0 x X X x=a’+c x = |a]® + |e]
(XOO)(X*X)(X*O) —bd —bd
x 0 % 0 x 0 x 0 0
Tr=b+d Tr=b+d
0 x x x x 0 x* 0 x det = —a’d det = —|a|®d
i (x * O>(>< 0 ><>(0 * ><> —e%b —le|*b
x 0 * 0 x * x x 0 x =a*+¢é? x = laf* + |e|?
—bd —bd
Tr = d Tr=d .
0 x X 0 x X * X X 2 det = a*c’e
det = 2ace — a“d M 2
111 x 0 x X x X x 0 x 5 2 +ace* — |al*d
<>< X *><>< X 0>(>< X O> x=arte x = la® + ¢
te +le|?
* 00 x 00X * x 0 g:t =g—+gg2++dgbd Elert =g—+g|ch i gbd
v 0 % X 0 ~ 0 X x 0 Y =c— gb X:|C\2*gb
0 x * x 0 * 0 0 «* —gd—bd —gd—bd
Table 3. Matrix with four texture zeroes.
where
las , 12 dy evpdv,  lavyl i levldvy, i(go
v, = a'i ’ d"L = d,,i’ Cvy, = g,,RD \ayz\ (c”De oo — R,/R 2 el ¢VD)>
c’2’D ‘C”R‘27|b”R‘d”H |“"D|2 12(¢’ —up) lavy, | —ig, Cvp levgl L(<1> - ) (9)
bVL - q + ' d”R ' O‘ER ¢ Cot 2'“"3' (bVDe o d”R e ) '
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Invariants
Class Textures Symmetric Hermitian
Tr=b+d Tr=b+d
0 x x * X X * X X det = 2ace — a*d det = —|a|?d — ble|?
1 <>< * ><><>< 0 ><><>< * ><> —be? +ace* +a*c'e
XX XX x x 0 x=a*+c? x = lal® + |e]* + |e]?
+e* — bd —bd
Tr=b+d+g Tr=b+d+g
* 0 x * X X * x 0 det = gbd det = gbd
11 (0 * ><><>< * 0><>< * ><> —c?g — €% —lc|?g — le|*b
XX x 0 * 0 x * x=e>+c*—gb x = le* +c|*> — gb
—gd —bd —gd —bd

Table 4. Matrix with two texture zeroes.

The elements ay, and d,,L are real , while b,,J and ¢y, are complex. It may also be noticed
that ]\I,,L may also have four texture zeroes of class I when M, has four texture zeroes of class
I, six texture zeroes of class 11, six texture zeroes of class I and eight texture zeroes of class I.
From ecs. (9) we conclude that the information of the number of texture zeroes in M, is found
in elements (2,2) and (2,3) of the matrix M, . In this case, without loss of generality, 2we may

choose arg {bVL} = 2arg {CVL} = 2¢p, the analysis simplifies since the phases in M, may be
factorized as M,, = QM,,L Q, where @ is a diagonal matrix of phases Q = diag [e=,¢??,1] and
M,,L is a real symetric matrix.

5. Mass matrix with four texture zeroes as function of the fermion masses

Now, computing the invariants (4) of the real symetric matrix ]L_L,L, we may express the
parameters A;, B;, C; and D; occuring in (2) in terms of the mass eigenvalues. In this way, we
get the M; matrix (i = u,d, [, v, ), reparametrized in terms of its eigenvalues and the parameter
6i is

0 '7%1777“2 0

i

M; = T g — Mg + 6 \/ﬁfnfm ) (10)
0 \/7<1§i5i)fi1fi2 1-46;

, fit = 1—myj1—0; and f;2 = 1+m2—0;. The small parameters ¢; are

<

ma o |mael
oo Mg = m;

where mj; = e
i

also functions of the mass ratios and the flavour symmetry breaking parameter Zz'l /2. The small
parameter §; is obtained as the solution of the cubic equation (1—8;) (M1 —Mi2+6;)2Z —38; fi1 fiz = 0,
and may be written as

Zp (g —ma)” (11)
CZi+1 Wi(2)

where W; (Z) is the product of the two roots that do not vanish when Z; vanishes

0;

1 1
g 3 P P 3
Wi (Z) = [p?+2q? +2q+/p} +q3] = Ipi| + {p? +2q¢7 — 2qi/P} + @2 +

L 1
+1(Z: 2 (M2 — Mar) + 1) + (M2 — ar) +2)° — 1 <[qz+ p§+q3] S+ [ql— \/p?+q3] 3) X
(

X (Zi (2 (Maz — M) + 1) + (Mg — mar) + 2)

~ o~ ~ o~ 2 ~ o~ i~ o~ ~ ~
with = _%Zi(Zz(2(m127m11zgii)+mizfmi1+2) 4 [Zl(mwfmﬂ)(mﬂ*;iijrfz)(lerzQ)(l*mﬂ)}7 and ¢ =

[Zi (rnn*;hl)(?";Lu*?’7111+2)(1+7ﬂi2)(1*;111)] (Zz (2(77112*%11)+1)+77lr12 —ma +2) 1 (ZL (2(7’212*7’;11)+1)+’~n12*7m1 Jr2):i

1 1
6 (Z;+1)? 27 (Zi+1)?
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Also, the values allowed for the parameters d; are in the following range 0 < §; < 1 — M.
Now, the entries in the real orthogonal matrix O that diagonalize the matrix M;, may also be

expressed as
1 1

- 1 ~ 1 - 1
{mlzfu} 2 _ [muflz] 2 [mmniz&] 2

Dix Di2 Dis
~ 1 ~ 1 1
0; mi(1=8:)fi1 | mi2(1=8i) fiz | 2 (1-8:)8; 3 (12)
! Di1 Di2 Dis ’
~ 1 ~ 1 L
_ |:77‘L11fz25@:| 2 _ |:m12f«15@:| 2 {f;lfiZ] 2
Di1 D2 Dis

where, Din = (1 — &)(ma + mi2)(1 — mi1), Diz = (1 — 6;)(mi1 + mae)(1 + mye) and

6. Mixing Matrices as Functions of the Fermion Masses
The quark mixing matrix V., = UuU; takes the form

th

T —d
Vo, =0, P90, (13)
where P(#=9) = diag [1, e, eid’] with ¢ = ¢, —pg, and O, 4 are the real orthogonal matrices (12)
that diagonalize the real symmetric mass matrices Mmd. In a similar way, the lepton mixing
matrix U, v = UITU,, may be written as

vl =0fPv0,K, (14)
where P10 = diag [17 el eiq’z] is the diagonal matrix of the Dirac phases, with ®; = 2¢p — ¢;
and ®3 = ¢ — ¢;. The real orthogonal matrices O,; are defined in eq. (12). Exact explicit
expressions for the unitary matices (13) and (14) are given by J. Barranco, F. Gonzalez Canales
and A. Mondragon [4].

6.1. The x2 fit for the Quark Mizing Matriz

We made a x? fit of the theoretical expressions for the modulii of the entries of the quark mixing
matrix |(V;;L(M)ij|7 eq.(13) to the experimental values |(V../ )i;| [11]. We computed the modulii
of the entries of the quark mixing matrix and the inner angles of the unitarity triangle from the
theoretical expresion (13) with the following numerical values of the quark mass ratios [11]:

iy = 2.5469 x 1075, e = 3.9918 x 1073, g = 1.5261 x 1073, i, = 3.2319 x 102, (15)

The resulting best values of the parameters §, = 3.829 x 1073, §; = 4.08 x 104 and the Dirac
CP violating phase is ¢ = 90°. The best values for the moduli of the entries of the C K M mixing
matrix are given in the following expresion

. 0.97421  0.22560 0.003369
Virw| = | 022545 007335 0.041736 (16)
0.008754 0.04094 0.99912

t

and the inner angles of the unitary triangle "= 91.24°, g " =20.41° and ’yth = 68.33°. The
Jarlskog invariant takes the value J;h =2.9x107%. All these results are in very good agreement
with the experimental values. The minimum value of x? obtained in this fit is 4.6 and the
resulting value of x2 for degree of freedom is C’l‘i—f = 0.77. In this way, we obtain the following

th th th
numerical values for the mixing angles: 0%, = 13°, 0%, = 2.38° and 6%, = 0.19°. Which are
also in very good agreement with the latest analysis of the experimental data [11].
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6.2. The x? fit for the Lepton Mizing Matriz

In the case of the lepton mixing matrix, we made a x? fit of the theoretical expressions for
the modulii of the entries of the lepton mixing matrix \(U:;u vs)ij| to the values extracted from
experiment as given by Gonzalez-Garcia [12].The computation was made using the following

values for the charged lepton masses [11]:
me = 0.5109 MeV, m,, = 105.685 MeV, m, = 1776.99 MeV. (17)

We took for the masses of the left-handed Majorana neutrinos a normal hierarchy. From the
best values obtained for m,, and the experimental values of the Am%, and Am%;, we obtained
the following best values for the neutrino masses

my, =2.7x107%V, my,, =9.1 x 1073V, m,, = 4.7 x 1072eV. (18)

The resulting best values of the parameters §; = 0.06, §, = 0.522 and the Dirac CP violating
phases are ®; = m and @3 = 37/2. The best values for the modulii of the entries of the
PM NS mixing matrix are given in the following expresion

0.385027 0.613436 0.689529
0.422689 0.548277 0.721615

th
PMNS|

0.820421 0.568408 0.061817
= , (19)

The value of the rephasing invariant related to the Dirac phase is Jlth = 8.8 x 1073, In this
numerical analysis, the minimum value of the x2, corresponding to the best fit, is x> = 0.288

and the resulting value of x? degree of freedom is (’1‘%7; = 0.075. All numerical results of the fit

are in very good agreement with the values of the moduli of the entries in the matrix U:\Z N 38

given in Gonzalez-Garcia [12]. We obtain the following numerical values for the mixing angles:
lth lth lth

019 = 34.7°, 053 = 43.6° and 073 = 3.5°. Which are also in very good agreement with the latest
experimental data [12].

7. Conclusions

In this work we have shown that, starting from the flavour permutational symmetry Ss, a
simple and explicit ansatz about the pattern of symmetry breaking leads to a unified treatment
of masses of quarks and leptons, in which the left-handed Majorana neutrinos acquire their
masses via the type I seesaw mechanism. The mass matrices of all Dirac fermions have a similar
form with four texture zeroes of class I and a normal hierarchy of masses. Then, the mass
matrix of the left-handed Majorana neutrinos also has a four texture zeroes class I and a normal
hierarchy of masses. In this scheme, we have a parametrization of the CKM (PMNS) mixing
matrix in terms of four quark (lepton) mass ratios and one (two) C'P violating phase in very
good agreement with all available experimental data. Also, with help of the symmetry group
S3 we made a classification of mass matrices with texture zeroes in equivalence classes. In this
classification we use the similarity transformation M’ = TMT~' or M’ = T-'MT, in which
we take the transformation matrices T' as six elements of real representation of S3. With this
classification we reduce the number of phenomenologically viable textures for non-singulars mass
matrices of 3 X 3, from thirty three down to only eleven independent sets of matrices . Each of
these sets of matrices has exactly the same physical content.
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Universal mass matrix for quarks and leptons and CP violation
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The measurements of the neutrino and quark mixing angles satisfy the empirical relations called quark-
lepton complementarity. These empirical relations suggest the existence of a correlation between the
mixing matrices of leptons and quarks. In this work, we examine the possibility that this correlation
between the mixing angles of quarks and leptons originates in the similar hierarchy of quarks and charged
lepton masses and the seesaw mechanism type I, that gives mass to the Majorana neutrinos. We assume
that the similar mass hierarchies of charged lepton and quark masses allows us to represent all the mass
matrices of Dirac fermions in terms of a universal form with four texture zeroes.

DOI: 10.1103/PhysRevD.82.073010

I. INTRODUCTION

The neutrino oscillations between different flavour
states were measured in a series of experiments with
atmospheric neutrinos [1], solar neutrinos [2], and neutri-
nos produced in nuclear reactors [3] and accelerators [4].

PACS numbers: 12.15.Ff, 14.60.Pq, 12.15.Hh, 14.60.St

As a result of the global combined analysis including all
dominant and subdominant oscillation effects, the differ-
ence of the squared neutrino masses and the mixing angles
in the lepton mixing matrix, Upyys, wWere determined at
1o (30) confidence level [5]:

+0.67 —2.37 £ 0.15(*2%8) X 1073 eV?, (m,,, > m, >m,).
Amj, = 7.67t3§§( ) X 1075 eV2,  Amj, ={ s : ' : )
““I\—0.61 ; +2.46 + O.IS(fgzg) X107 eV, (m,, > m,, >m,).
+4.8 +11.3 +12.9
0, =34.5° + 1.4(74'0), 0y = 42.3”,531( a9 ) 03 = 0.00,;70»9( 0.0 ) )

Thus, values of the magnitudes of all nine elements of the lepton mixing matrix, Upyys, at 90% C.L., are

0.80 — 0.84 0.53— 0.60 0.00— 0.17
Uppins = (0.29 —0.52 051—0.69 0.61— 0.76). 3)
0.26 — 0.50 0.46 — 0.66 0.64 — 0.79

The CHOOZ experiment determined an upper bound for
the 6, mixing angle [6]. The latest analyses give the
following best values [7,8]:

iy = —0.07751% @

and [at 1o (30)]

*jbarranc @aei.mpg.de
"ffelix @fisica.unam.mx
*mondra@fisica.unam.mx

1550-7998/2010/82(7)/073010(14)

073010-1

0, =5.6%3%=125)°, 0, =5173U=12.0)°; (5
see also [9]. On the other hand, in the last years extensive
research has been done in the precise determination of the
values of the Vx,, quark mixing matrix elements. The most
precise fit results for the values of the magnitudes of all nine
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) elements are [10]

© 2010 The American Physical Society
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0.974 19 = .00022

Vekm = 0.2256 = .0010
0.008 74700039
and the Jarlskog invariant is
J = (3.057513) X 1075. @)

We also have the three angles of the unitarity triangle with
the following reported best values [10]:

a=(88%%)°, B=(2146=0.71)°, y=(7779)".

®

Each of the elements of the Vg, matrix can be extracted
from a large number of decays and, for the purpose of our
analysis, will be considered as independent. Hence, current
knowledge of the mixing angles for the quark sector can be
summarized at 1o as [10]

sinf?, = 0.2257 + 0.001,
sing%, = 0.0415+9091 ©)
sinf?; = 0.00359 * 0.000 16.

The solar mixing angle ), and the corresponding mixing
angle in the quark sector, the Cabibbo angle 67,, satisfy an
interesting and intriguing numerical relation (at 90%
confidence level) [11],

0, + 67, = 45° +2.5° + 1.5°; (10)

see also [12]. Equation (10) relates the 1-2 mixing angles
in the quark and lepton sectors, it is commonly known as
quark-lepton complementarity relation (QLC) and, if not
accidental, it could imply a quark-lepton symmetry. A
second QLC relation between the atmospheric and 2-3
mixing angles is also satisfied [13],

04 + 0%, = (44.67131)°. (11)

However, this is not as interesting as (10) because 033 is
only about 2°, and the corresponding QLC relation would
be satisfied, within the errors, even if the angle 6%, had
been zero, as long as 6, is close to the maximal value /4.
A third possible QLC relation is not realized at all, or
at least not realized in the same way, since it is less than
10° [13]:

04, + 01, <8.1°. (12

Equations (10)—(12) are known as the extended
quark-lepton complementarity; for a review see [14]. The
extended QLC relations could imply a quark-lepton sym-
metry [14] or a quark-lepton unification [15]. A systematic
numerical exploration of all CP conserving textures of the
neutrino mass matrix compatible to the QLC relations and
the experimental information on neutrino mixings is given
in [16].

0.2257 = .0010
0.97334 = .00023

0.0407 = .0010
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0.00359 =.000 16
0.0415%5010 (6)

0.999 133000044

\

The neutrino oscillations do not provide information
about either the absolute mass scale or if neutrinos are
Dirac or Majorana particles [17]. Thus, one of the most
fundamental problems of the neutrinos physics is the ques-
tion of the nature of massive neutrinos. A direct way to
reveal the nature of massive neutrinos is to investigate
processes in which the total lepton number is not conserved
[18]. The matrix elements for these processes are propor-
tional to the effective Majorana neutrino masses, which are
defined as

3
(my) = Z m,,leZj, l=emr, (13)
=

where m, are the neutrino Majorana masses and U,; are
the elements of the lepton mixing matrix.

In this work, we will focus our attention on understand-
ing the nature of the QLC relation and finding possible
values for the effective Majorana neutrino masses. Thus,
we made a unified treatment of quarks and leptons, where
we assumed that the charged lepton and quark mass ma-
trices have the same generic form with four texture zeroes
from a universal S; flavor symmetry and its sequential
explicit breaking.

II. UNIVERSAL MASS MATRIX WITH
A FOUR ZEROES TEXTURE

In particle physics, the imposition of a flavor symmetry
has been successful in reducing the number of parameters
of the standard model. Recent flavor symmetry models are
reviewed in [19]; see also the references therein. In par-
ticular, a permutational S5 flavor symmetry and its sequen-
tial explicit breaking allows us to take the same generic
form for the mass matrices of all Dirac fermions, conven-
tionally called the generalized Fritzsch ansatz with four
texture zeroes [20,21]:

( 0 A O )
M;=\|A7 B, C;| i=udl vp, (14)
0 C; D

where B;, C;, and D; are real, while A; = |A;|e!® with
¢; = arg{A;}.

In the most general case, all entries in the Hermitian
mass matrix M; are complex and nonvanishing. However,
without loss of generality, by means of a common unitary
transformation of the Dirac fields W, , and W, it is
always possible to change to a new flavor basis where the
off-diagonal elements (M;);3 = (M;)3; vanish [21]. The
vanishing of the diagonal elements (M, ,,);; and (M,);;,
constrains the physics and allows for the predictions of the

073010-2
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Cabibbo angle as function of the u and d-type quark masses
in the quark sector and the solar angle as function of the
charged leptons and Majorana neutrinos masses in the
leptonic sector in good agreement with the experimental
values.

Then, in the quark sector, M, and M, totally have four
texture zeroes and, in the leptonic sector, M, and M,,
totally have four texture zeroes (here a pair of off-diagonal
texture zeroes are counted as one zero, due to the
Hermiticity of M;) [21]. Hence, following a common con-
vention we will refer to M; as a generalized Fritzsch ansatz
with four texture zeros.

Some reasons to propose the validity of a generalized
Fritzsch ansatz with four texture zeros as a universal form
for the mass matrix of all Dirac fermions in the theory are
the following:

(1) The idea of S3 flavor symmetry and its explicit
breaking has been successfully realized as a mass
matrix with four texture zeroes in the quark sector to
interpret the strong mass hierarchy of up and down
type quarks [22].

The quark mixing angles and the CP violating
phase, appearing in the Vg, mixing matrix, were
computed as explicit, exact functions of the four
quark mass ratios (m,/m,, m./m, mg/my, my/my),
one symmetry breaking parameter defined as
72 = g—’{, and one CP violating phase ¢, 4=
¢, — bq. Assuming that Z, = Z, = Z, a x? fit of
the theoretical expression for Vi, to the experi-
mentally determined V¢, gave Z!/2 = (81)!1/2 and
¢,—q =90°, in good agreement with the experi-
mental data [20]. This agreement has improved as
the precision of the experimental data has improved
and, now, it is very good [10].

Since the mass spectrum of the charged leptons
exhibits a hierarchy similar to the quark’s one, it
would be natural to consider the same S5 symmetry
and its explicit breaking to justify the use of the
same generic form with four texture zeroes for the
charged lepton mass matrix.

As for the Dirac neutrinos, we have no direct infor-
mation about the absolute values or the relative
values of the neutrino masses, but the mass matrix
with four texture zeroes can be obtained from
an SO(10) neutrino model which describes the
data on neutrino masses and mixings well [23].
Furthermore, from supersymmetry arguments, it
would be sensible to assume that the Dirac neutrinos
have a mass hierarchy similar to that of the u-quarks
and it would be natural to take for the Dirac neutrino
mass matrix also a matrix with four texture zeroes.

2

3)

“)

The Hermitian mass matrix (14) may be written in terms of
areal symmetric matrix M; and a diagonal matrix of phases
P; = diag[1, e'?, e'®i] as follows:

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)

M; = Pim,Pp. (15)
The real symmetric matrix M; may be brought to diagonal
form by means of an orthogonal transformation,

M ; = Oydiag{m;;, mp, m3}0], (16)
where the m;’s are the eigenvalues of M; and O; is a real
orthogonal matrix. Now computing the invariants of the
real symmetric matrix M;, t{M,}, t{M?}, and det{M}, we
may express the parameters A;, B;, C;, and D; occurring in
(14) in terms of the mass eigenvalues. In this way, we get
that the M; matrix (i = u, d, I, vp), reparametrized in
terms of its eigenvalues and the parameter D; = 1 — §; is

i
0 =5, 0
Mi = )7:,-!2;,;2 }’;l“ — ﬁ”liz + 8,‘ ﬂ(]f—iﬁ’)filfl? ) (17)
%,
0 '\,“_—(s’)filfiz 1=
where 7, = "L jit,, = [my| ,

fu=1-my =36, fo=1+my—36;. (18)

The small parameters §; are also functions of the mass
ratios and the flavor symmetry breaking parameter Z}/ 2
[20]. The flavor symmetry breaking parameter Z ll / 2, which
measures the mixing of singlet and doublet irreducible
representations of S3, is defined as the ratio

712 _ (M;)3
! (M)

It is related with the parameters &; by the following cubic
equation [20]:

19)

5 -

P T 1(2 + fity — iy + (1 + 200 — m;y))Z,)6?

+ (Z;(my — iy )2 + iy — 1iyy)

Z +1
Zi(my — imy)* _

+ (1 + )1 — 1)) 8; +
( mzZ)( mll))l Zi+1

0. (20)
Thus, the small parameter J; is obtained as the solution of
the cubic equation (20), which vanishes when Z; vanishes.
The last term in the left-hand side of (20) is equal to the

product of the three roots of (20). Therefore, the root that
vanishes when Z; vanishes may be written as

Zi (i = 1)
wi(z)

Tz

@n

where W;(Z) is the product of the two roots of (20) which
do not vanish when Z; vanishes. The explicit form of W;(Z)
is [20]

073010-3
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where M, and M, denote the Dirac and right-handed
Wi(2) = [p} + 24} + 2P} + 4217 = Il + [} + 24} P atrino 1 :

Majorana neutrino mass matrices, respectively. The sym-

1 . - try of the mass matrix of the left-handed Majorana
—2g[p} + q21'3 + = (Z:(2(my, — i) + metry 4
2api + ai] 9(2’(2("1'2 i) 1) neutrinos, M, = MY , and the seesaw mechanism of
5 5 1 type I, Eq. (27), fix the form of the right-handed
. 2_ Y, / 3, ,271/3 - - ) .
+ (i = i) +2) 3([% Typi T qi] Majorana neutrinos mass matrix, M,,, which has to be
nonsingular and symmetric. Further restrictions on M,
_ / 34 271/3 5 ®
+lai =ypi + 7177 X (Zi20mn = ) + 1) follow from requiring that M, also has a texture with
+ (i, — ) +2) (22) four zeroes, as will be shown below. With this purpose in
) mind, the seesaw mechanism, Eq. (27), may be written in a
with more explicit form as
1 Z 1
i = — == (Z;2(y — ) + 1) + iy — iy + 2)? = ; T
Pi=T37% [ (220w = ity ) + 1) + iy = ity +2) M, =+ (MVR)M,,”adJ(M,,R)M,,“, (28)
1
+ﬁ[Z,-(rh,~2 — 1y ) (g — iy +2) where det(M,,,) and adj(M,,) are the determinant and
i adjugate matrix of M, , respectively. Now, if we consider
X (14 mp) (1= )], (23)  the more general form of a complex symmetric matrix
of 3 X3
1 1 - . .
9= "5 m(zi(z(’"iz — i) + 1) + iy B 8wy fbluR [
1 1 MVR =\ v Cug (29)
— iy + 2P+~ 5 [Zi(gy — ) o Cop

6z, +1)
. ~ s to represent the right-handed Majorana neutrinos mass
X g = i+ 2)(1+ i) (1= 7y )] matrix, we may write Eq. (28) in a more explicit form if
X(Z;2(m; — myy) + 1) + iy — gy + 2). (24)  weexpress det(M,, ) and adj(M,,) in terms of the cofactors

of the elements of the matrix M, . Then,
Also, the values allowed for the parameters §; are in the VR

following range: 0 < §; <1 — ;. det(M,,) = g, X11 — a,, Xi» + ¢, X13 (30)
Now, the entries in the real orthogonal matrix O,

Eq. (16), may also be expressed in terms of the eigenvalues and
of the mass matrix (14) as | G, A, E,
L L L
R 1Y) R 177 I Y M, =———|A4, B, C, | 3D
mpfi _| mufi 1y i 8, L det M, L L L
[ Zill:l [ 1122] |: : :32 ] ( R) EVL CVL DVL
Oi — [’311(1*5,')/:1]1/2 I:Vh,z(lfﬁl)fiz:ll/z [(1*5,')5,']1/2 , where
il i2 i3
G,, = XnA;,,
_| mifid; 1/2 _| mafudi 12 fifio 172 t i
Dy Di Dy A, = —X12|A,,D|2 + XA, B,, — X»4,,C,,,
(25) B, =X A2 + XpB% + X53C —2X,A% B,
where, +2X34;5,C,, — 2X»B,, C,,, 32)
_ _ _ (
Dy = (1 =8y + 1)1 = yy), E, =X»A,,C, —X»nA, D,
DiZ - (1 - 51-)(”71,'1 + ﬁl'Z)(l + ﬁliz)’ (26) Cw_ = X13AT’»DV’J - X12A>;/)C”n + X2ZB”IICVIJ
Dis = (1 = 86)(1 — )1 + 1mp). _ 2
i = ( D= m) (1 + 1) X53(B,,D,, + C2,) + X33C,, D,

D, = X22C,2,D —2X»3C,, D, + X33D,2,D.

III. SEESAW MECHANISM AND PHASES OF THE

In these expressions, the X, (m, n =1, 2, 3) are the
LEFT-HANDED NEUTRINO MASS MATRIX

cofactors of the corresponding elements of the adj(M,,)
The left-handed Majorana neutrinos naturally acquire matrix.'

their small masses through an effective type-I seesaw

mechanism of the form !The cofactors of the elements of M, matrix, are defined as

- Xy = (= 1)""" det(H,,,), where H,, is obtained by deleting
— 1 T nm nm/s nm
MVL - MVDMVR MVD’ 27 the n row and the m column of M,, matrix.

073010-4
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From Egs. (31) and (32), when conditions X,, =
X,3 = 0 are satisfied, the mass matrix of the left-handed
Majorana neutrinos will have the same universal form with
four texture zeroes as the Dirac mass matrices. These
conditions are equivalent to

gVRdI/R = eIZIR’ gVRCVR = aVReI/R‘ (33)
Thus, we obtain the relation
aVR eVR
— = . 34
ch d,, (34)

For nonvanishing det(M,,), these conditions (33) are
satisfied, if

8, =0 and ¢, =0

R

(35)

If we extend the meaning of a mass matrix with four
texture zeroes, defined in (14), to include the symmetric
mass matrix of the right-handed Majorana neutrinos, M,
[24], which is non-Hermitian, we could say that the matrix
with four zeroes texture is invariant under the action of the
seesaw mechanism of type I [13,21,24]. It may also be
noticed that, if we set b, = 0 or/and c,,, = 0, the resulting
expression for M, still has four texture zeroes. Therefore,
M, may also have four texture zeroes when M,, has four,
three, or two texture zeroes (the two last cases are called
Fritzsch textures).

Let us further assume that the phases in the entries of the
M, may be factorized out as

M, = RM,,RR, (36)
where
0 a,,
M, =a, bl le,l| 37)
0 |CI/R| VR

and R = diag[e /%<, ¢/¢<, 1] with ¢, = arg{c,,}. Then, the
type-I seesaw mechanism takes the form

M, = PhiM, P,RTM;,'R1P,M, P},

YL

(38)

and the mass matrix of the left-handed neutrinos has the
following form with four texture zeroes™:

0 a, O
M, =\|a, b, c, | (39)
0 ¢, 4,

where

The seesaw invariance of the four zeroes mass matrix of the
Majorana neutrino is also derived in [24]. However, these
authors ignored the phases in the elements of mass matrices in
their discussion.

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)

&, ey P —1b,.1d,, la,,|

2
VR d VR a VR

2
02—,

—idh,,,

_ S |c”R l PuC —¢VD))

VR

yDl (C,,Deiid)”f) . |CVR|dVD ei("&t*q&"n))’

VR

d, 2 (40)

LT d
The elements a,, and d,, are real, while b, and c,, are
complex. Notice that the phase factors appearing in
Eqgs. (38) and (40) are fully determined by the seesaw
mechanism and our choice of a generalized Fritzsch ansatz
with four texture zeroes for the mass matrices of all Dirac
fermions and the complex symmetric, but non-Hermitian,
mass matrix of the right-handed Majorana neutrinos.

Now, to diagonalize the left-handed Majorana neutrino
mass matrix M, by means of a unitary matrix, we need to
construct the Hermitian matrices M,,LM,JEL and MILMVL,
which can be diagonalized with unitary matrices through
the following transformations:

ULMI, M, Uy = diag[|m}, |2, |m3, %, [m5, 7], an
Uim, M} U, = diag[|m}, |2 |m3, 1%, lm, 7]

where the m;, (j = 1, 2, 3) are the singular values of the
M,, matrix. Thus, with the help of the symmetry of the
matrix (39) and the transformations (41), the left-handed
Majorana neutrino mass matrix, M o is diagonalized by a
unitary matrix

UM, Uy = diagllms, |, lms, |, Im3, 11 42)
where U, = U, K and K = diag[e/m/?, eim/2, ¢in:/2] is
the diagonal matrix of the Majorana phases. From the
previous analysis, the matrix M,, has two nonignorable
phases which are

¢y =arg{b, } and ¢, =arg{c, }.

However, to describe the phenomenology of neutrino
masses and mixing, only one phase in M,, is required.
Therefore, without loss of generality, we may chose ¢; =
2¢p, = 2¢ and the following relationship is fulfilled’:

43)

23mc,, Nec,,
(Mec,,)* — (Sme,,)?

tang, = (44)

The general case, when ¢ # 24, is slightly more compli-
cated. This case will be treated in detail in a later paper.

073010-5
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In this case, the analysis simplifies since the phases in M,,
may be factorized out as

M, =0M, 0, (45)

where Q is a diagonal matrix of phases Q = diag[e ¢,
e'?,1] and M, is a real symmetric matrix. Then, the
matrix M, , can be diagonalized by a unitary matrix
through the transformation

U,JfM,,LU',ﬁ = diag[m,,, m,,, m,.J; (46)

where m, (j =1, 2, 3) are the eigenvalues of the matrix
M, , and the unitary matrix is U, = Q0, XK where O, is
the orthogonal real matrix (25), that diagonalizes the real
symmetric matrix M, .

It is also important to mention that when the Hermitian
matrix with four texture zeroes defined in Eq. (14) is taken
as a universal mass matrix for all Dirac fermions and right-
handed Majorana neutrinos [13], the phases of all entries in
the right-handed Majorana neutrino mass matrix are fixed
at the numerical value of ¢, = nm. Thus, the right-
handed Majorana neutrino mass matrix is real and sym-
metric and has the form with four texture zeroes shown in
(14). In the more general case in which the Dirac fermions
and right-handed neutrino mass matrices are represented
by Hermitian matrices, that can be written in polar form as
A = PYAP, where P is a diagonal matrix of phases and A is
a real symmetric matrix; the symmetry of the left-handed
Majorana neutrino mass matrix also fixes all phases in the
mass matrix of the right-handed neutrinos at the numerical
value ¢, = n. Hence, the only undetermined phases in
the mass matrix of the left-handed Majorana neutrinos M,
are the phases ¢, , coming from the mass matrix of the
Dirac neutrinos.

IV. MIXING MATRICES

The quark and lepton flavor mixing matrices, Upy,ys and
V ek, arise from the mismatch between diagonalization of
the mass matrices of u and d type quarks [10] and the
diagonalization of the mass matrices of charged leptons
and left-handed neutrinos [25], respectively,

Upnns = UfU,, Ve = U UL (@7

Therefore, in order to obtain the unitary matrices appearing
in (47) and get predictions for the flavor mixing angles and
CP violating phases, we should specify the mass matrices.
In the quark sector, the unitarity of Vg, leads to the
relations 3, V;; Vi, = & and 3;V;;Vy; = 8. The vanish-
ing combinations can be represented as triangles in a
complex plane. The area of all triangles is equal to half
of the Jarlskog invariant, J, [26], which is a rephasing
invariant measure of CP violation. The term unitarity
triangle is usually reserved for the triangle obtained from

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)

the relation V,,V;, + V. V., + V,,V;, = 0. In this case
the Jarlskog invariant is

Jy = SmV, ViV, V], (48)
and the inner angles of the unitarity triangle are
ViV
a= arg(— Ltd ib, )
Vud Vub
VeaViy
B= arg(— Vv )
VaVi, (49)
V.V
y = arg<f —ud _ub ‘;b>.
Vea Vc"b

For the lepton sector, when the left-handed neutrinos are
Majorana particles, the mixing matrix is defined as [27]
Upyns = U U, K where K = diag[1, e’#1, e'2] is the di-
agonal matrix of the Majorana CP violating phases. Also
in the case of three neutrino mixing there are three CP
violation rephasing invariants [25], associated with the
three CP violating phases present in the Upyyg matrix.
The rephasing invariant related to the Dirac phase,
analogous to the Jarlskog invariant in the quark sector, is
given by

]] = ‘Nsm[UZIU:LZ%UL‘}U/.Ll] (50)

The rephasing invariant J; controls the magnitude of CP
violation effects in neutrino oscillations and is a directly
observable quantity. The other two rephasing invariants
associated with the two Majorana phases in the Upyys
matrix can be chosen as

S, =3mU, U] S, =3mUsUS) (1)

These rephasing invariants are not uniquely defined, but
the ones shown in Eqgs. (50) and (51) are relevant for the
definition of the effective Majorana neutrino mass, m,,, in
the neutrinoless double beta decay.

A. Mixing matrices as functions
of the fermion masses

The unitary matrices U, ; occurring in the definition of
Vekm, Eq. (47), may be written in polar form as U, ; =
Og,dPu,w In this expression, P, ,; is the diagonal matrix of
phases appearing in the four texture zeroes mass matrix
(15). Then, from (47), the quark mixing matrix takes the
form

Vi, = OTP=D0,, (52)

where PU~9 = diag[1, ¢, ¢/*] with ¢ = ¢, — ¢, and
O, 4, are the real orthogonal matrices (25) that diagonalize
the real symmetric mass matrices M;. A similar analysis
shows that Up,,yg may also be written as Upyyg = U;r uU,,
with U,; = P,,0,,;. This matrix takes the form

Upyns = O P10k, (53)

073010-6
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where P7~) = diag[1, e'®1, ¢'®2] is the diagonal matrix of

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)

expressions given by Mondragén and Rodriguez-Jauregui

the Dirac phases, with @, =2¢ — ¢, and ®, = ¢ — ¢,.  [20]:
The real orthogonal matrices O,,; are defined in Eq. (25).
Substitution of the expressions (18) and (26) in the unitary yihyho oyl
matrices (52) and (53) allows us to express the mixing Vi, =1 ve vh oyl (54)
matrices Vi, and UY,,\s as explicit functions of the yhooylhy
masses of quarks and leptons. For the elements of the
Vi ., mixing matrix, we obtained the same theoretical ~ where
S RN Y I e avrm /55 "
ud D, D, DuIDdl\\/( Ml Dfufa WSafafamle
vih = —fReabul ey | (S 0= 80 fuitan + NEuSaT e,
“ Dul DdZ Dul Dch ! ! “ !
iooaly , [
yth = MemgMms0q) uy u 1 — 5 \/—- 14’)
ub D, Dy VDul DdS \/( )0af i = Noufuafafa)e
h — Imumsfﬂfdl _ it
Ve = D,.D,, DuZDdl \/(1 31 =8 fiafar + VO, Safurfa)e',
vih = Pl ot 1-8)1-8 +/5,6 (55)
cs Duz Ddz Duz Ddz J( )( d)fqudZ u dfulfdl)
T i ging Sy f, )
Vth — _ Imumdmg d. 142 1 - — 58 _J3 ld),
cb D.»D.s VDuz-’Dd% \/( D0afia = Noufurfarfale
g6, f a1
Vth — u'te!Mts @y 5 (-5 1— 5 qu
1d DD, D,,;Ddl \/ ul W ) fa1 = Noafufuafa)e
Ve = MuheMaduf o + s (\/5 (1 =8,)0 = 8)fa = Voafurfuafa)e,
’ DDy DDy V" “ S
V;]b-l _ muﬁlcrhdmséuad + ( fulfqudlde + ,6u8d(1 6u)(1 - 6d))ei¢
Du3 Dd3 Du3 Dd3 V Du3Dd3

Here, the m’s, f’s, and D’s are defined in (18) and (26),
respectively. These take the form

~ _ My(a)
mu(d) 7mt(b) »
~ m L
M) = —m:}: ’
Jutan = (1 = Tiya) = dua),
- 56
fu(d)Z = (l + Me(s) — 5u(¢1))’ (56)

Dyan = (1= 8@ Uity + 1itee))(1 = 1)),
Dy = (1 = 8,a) Uty + 1)1 + 1ityq)),
Dz = (1 = 8a) (1 = sty @) (1 + Fie(y)).

Now, with the help of Egs. (25) and (53), we obtain the
theoretical expression of the elements of the lepton
mixing matrix, U, . This expression has the following
form:

Uh Ubelf Ui

Upyns = U‘hl Unefr Uie'h (57)
,u i i
o e v

where
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m mlljf fV v i i
U ="D. D \/17,. (1= 8)(1 = 8,)fuf e’ + V8,5, Tn e )
my i, fifn 1,1 ; ;
yUth = — Jod 1 ey o (1 -3 )(l V) ; e,rDl + /5 51/ B e’qu),
5 oD D,]D -3 fiufre® + V88, Faf
ity iy, i, Bufn _ _
Ulh _ ey oy, Cp, 5.(1 — -5 iy _ S i®, )
e3 DyD,s VDH s \/ W Dfne Véofifiifie®)
’;lerhu lefVl m mu i i
U= "pop, ’DZ’DI W= 8)(1 = 8,)fnfne™ + VB8, ufre'™)
m mV f fV ll : .
Uy, = T : { = 8)(1 = 8,)fnf e + 8,5, fi1f 1€’ (58)
DpD DIZ
h — _ ’/hemV ”~1V25uf12 I rh,u. _ _ id, _ iD
Uys = DI,ZD + VDuDﬂ(\/ay(l )1 = 8,)fpe® = o ifufufne™)
i, i, 8, f, _ .
U =D D ‘/DBD” (W81 = 8)(1 = 8,)f e’ ~ B, Fnfnfie®)
i, 1, 81f, "
Ul = - =t J 5ol = 8)( = 8,) 2™ — VB, Tufnf e ™)
fDn DD
—— ‘/mmm.mpzs,«sp . \/6,6V<1 —0)(1=0,) o, . [fufefute i,
B DiD,s DiD,s DiD.s
In these expressions the 7it’s, f’s, and D’s are defined in i, = 2.5469 X 1072, . =3.9918 X 1073,
(18) and (26), respectively. These take the form 60)

~ _ ny, (e)
My, (e) = m I( )’
3T,
n — Myy(p)
va(p) My ’

foan = (1 =1y, (o) = 8,0),

foap = L+ it — 8,0)),

Dy = (1 = 8,4) iy, (o) + 1y, () (1 — 12y, (),
Dy = (1 = 8,0) iy, (o) + 1ty ) (1 + 1),
Dy = (1= 8,¢)(1 = 1it,, ()1 + 7ty ().

(59)

B. The x? fit for the quark mixing matrix

We made a y? fit of the exact theoretical expressions for
the moduli of the entries of the quark mixing matrix
[(Vih))ijl and the inner angles of the unitarity triangle
a®, Bt and y" to the experimental values given by
Amsler [10]. In this fit, we computed the moduli of the
entries of the quark mixing matrix and the inner angles of
the unitarity triangle from the theoretical expression (55)
with the following numerical values of the quark mass
ratios [10]:

g = 1.5261 X 1073, jit; = 3.2319 X 1072,

The numerical values of the mass ratios were left fixed at
the values given in Eq. (60) and the parameters 6, and 6,
were left as free parameters to be varied. Hence, in the x?
fit we have 6 degrees of freedom, namely, the nine observ-
able moduli of the entries in the Vg;, matrix less the three
free parameters to be varied. Once the best values of the
parameters 8, 6,4, and ¢ were determined, we computed
the three inner angles of the unitary triangle from Eq. (49)
and the Jarlskog invariant from Eq. (48).

The resulting best values of the parameters 6, and 8, are

5, =3820%1073,  85,=408x10"*  (61)

and the Dirac CP violating phase is ¢ = 90°. The best
values for the moduli of the entries of the CKM mixing
matrix are given in the following expression:

) (62)

0.97421 0.22560 0.003369
| KMl = (
yih = 68.33°,

0.22545 0.97335 0.041736
0.008754 0.04094 0.999 12

and inner angles of the unitary triangle
a™ =91.24°,

Bh =20.41°, (63)
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The Jarlskog invariant takes the value

Jh=29x1075. (64)
All these results are in good agreement with the experi-
mental values. The minimum value of y? obtained in this
fit is 4.6 and the resulting value of y? for degree of freedom

2
1o Amin —
is Jue = 0.77.

C. The y? fit for the lepton mixing matrix

In the case of the lepton mixing matrix, we made a y?
fit of the theoretical expressions for the moduli of the
entries of the lepton mixing matrix [(U,ys);;1 given in
Eq. (58) to the values extracted from experiment as given
by Gonzalez-Garcia [5] and quoted in Eq. (3). The com-
putation was made using the following values for the
charged lepton masses [10]:

m, = 0.5109 MeV,
m,, = 105.685 MeV,
m, = 1776.99 MeV.

(65)

We took for the masses of the left-handed Majorana
neutrinos a normal hierarchy. This allows us to write the
left-handed Majorana neutrino mass ratios in terms of the
neutrino squared mass differences and the neutrino mass
m,, in the following form:

o (Am3, + Am2)) . Am3,
My, =\l - 5y, =I5
I’I’l,,3 mv;

(66)

The neutrino squared mass differences were obtained from
the experimental data on neutrino oscillations given in
Gonzalez-Garcia [5] and we left the mass m,, as a free
parameter of the y? fit. Also, the parameters §&,, §,, @,
and ®, were left as free parameters to be varied. Hence, in
this y? fit we have 4 degrees of freedom. From the best
values obtained for m, and the experimental values of
Am3, and Am3,, we obtained the following best values for
the neutrino masses:

m, =27X1073 eV,
m, =9.1X1073 eV,
m,, = 47X 1072 eV.

(67)

The resulting best values of the parameters 6, and &, are
6; = 0.06, 5, = 0.522, (68)

and the best values of the Dirac CP violating phases are
®, = 7and @, = 377/2. The best values for the moduli
of the entries of the PMNS mixing matrix are given in the
following expression:

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)

0.820421 0.568408 0.061817
US|l = (0.385 027 0.613436 0.689 529). (69)
0.422689 0.548277 0.721615

The value of the rephasing invariant related to the Dirac
phase is

Jh=88x1073 (70)
In the absence of experimental information about the
Majorana phases ; and f3,, the two rephasing invariants
S, and S,, Eq. (51), associated with the two Majorana
phases in the Upyys matrix, could not be determined
from experimental values. Therefore, in order to make a
numerical estimate of Majorana phases, we maximized the
rephasing invariants S; and S, thus obtaining a numerical
value for the Majorana phases B, and [,. Then, the
maximum values of the rephasing invariants, Eq. (51), are

Srlnax = —49X% 10’2’ S'Z"""X =34 X 1072, (71)

with B8, = —1.4° and B, = 77°. In this numerical analy-
sis, the minimum value of the y?, corresponding to the best
fit, is x> = 0.288 and the resulting value of x> for degree

of freedom is % = 0.075. All numerical results of the fit
are in very good agreement with the values of the moduli of
the entries in the matrix Upyys as given in Gonzalez-
Garcia [5].

V. THE MIXING ANGLES

In the standard Particle Data Group parametrization, the
entries in the quark and lepton mixing matrices are pa-
rametrized in terms of the mixing angles and phases. Thus,
the mixing angles are related to the observable moduli of
quark (lepton) Vg (Upyws) through the relations:

sin2g9) = WU
2 =V, (ULP
2
sin269%) = [Ver(U )l )

1 - |Vub(Ue3)|2 ’
sin20%) = |V, (U,3)I2.

Then, theoretical expression for the quark mixing angles as
functions of the quark mass ratios are readily obtained
when the theoretical expressions for the moduli of the
entries in the CKM mixing matrix, given in Egs. (55) and
(26), are substituted for |V;;| in the right-hand side of
Egs. (72). In this way, and keeping only the leading order
terms, we get

B}

d

M M T g
sin20% ~ MM e e SO
12 iy iy ’
(1 + 5901+ 39

B
=

(73)
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_ (B~

) th
sin26%, UTm (74)
i @(\/g‘ —4/0 )2
sin26%; ~ # (75)
1+ g)

Now, the numerical values of the quark mixing angles may
be computed from Eq. (55) and the numerical values of the
parameters 8, and 6,4, Eq. (61), and the CP violating phase
¢ = 90° obtained from the y? fit of |V%,,| to the experi-
mentally determined values IVE’}EMI. In this way we obtain

09 =13°, 0% =238, 6% =0.19°, (76)
in very good agreement with the latest analysis of the
experimental data [28], see (9). The numerical values of
the leptonic mixing angles are computed in a similar fash-
ion. The theoretical expressions for the lepton mixing
angles as function of the charged lepton and neutrino
mass ratios are obtained from Eqs. (72) when the theoreti-
cal expressions for the moduli of the entries in the PMNS
mixing matrix, given in Eqs. (58) and (26), are substituted
for |U;;| in the right-hand side of Egs. (72). If we keep only
the leading-orders terms, we obtain

. 2 1+’/711/275u rhlll
sin“6, = - T P
1+ m,,)(1 — 8,)(1 + =91 + z<) U,
) ©
F 215+ 22 B = 5, cosd |
" 1y, i,
an
s 2t 61/ + 6efv2 B V5V6Efllzcos((bl B (1)2)
sin265; = = — , (78)
1 +2z9)(1 +m,,)
) m i, m
sin20! = —— {~—e o
B+, b, (1-6,)
e MMy, } 79
i, (1 —5,,)COS 't (79)

From Egs. (59) we have that f,, =1+ 7, — J,. The
expressions quoted above are written in terms of the ratios
of the lepton masses. When the well-known values of the
charged lepton masses, the values of the neutrino masses,
Eq. (67), the values of the delta parameters Eq. (68), and
the values of the Dirac CP violating phases obtained from
the y? fit in the lepton sector are inserted in Eqs. (77)—(79),

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)
we obtain the following numerical values for the mixing

angles:

0l =34.7°, 64 =43.6°, 6 =35° (80)

which are in very good agreement with the latest experi-
mental data [5,8].

VI. QUARK-LEPTON COMPLEMENTARITY

The relations between mixing angles and the moduli of
the entries of the mixing matrices given in Eqs. (72) allow
us to write the following identities:

tan(0], + 0')) = 1 + A, 8D
where
Ap = Vil (Uil + U D) = IV, (1U | = |U92|), 82)
Ui lIVial = [Ue 11Vl
and
tan(09; + 05;) = 1+ Aps, (83)
where
Ay = Vel (Ul + 11U 5D = 1V [(1U 51 - |UH3|)’ (84)
U1Vl = 1U w3l V|
and

|Vub|V1 - |Ue3|2 + |U63|V1 B |Vuh|2

VTV PNT = TU S = [Usl1V,]
(85)

tan(09, + 64;) =

We notice that numerical values of A, and A,; obtained
from the experimentally determined |Vgy| and |Upyysl
are much smaller than 1,
Apb <1l and Ap K1,

for this reason, the identities (81)—(85) are sometimes
called quark-lepton complementarity relations.

The substitution of expressions (55) and (58) for the
moduli of the elements of the mixing matrices V¥, and
UM, vs» allows us to express the small terms A, and A as

functions of the mass ratios of quarks and leptons. Then,
Eqgs. (81)—(85) take the following form:

oo (1, g i,
(" + o1 = 1 + A52(~—,~—,

me mg m,,

lme

), (86)

>

=

w

where
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o % [\/m”'fuz(l + ’"—'"”2(1 -8 ))+J(1 +i1,,,)(1

ni1-0,))]

o[V a1+

)00, T (1 figza-0,)

Here, rather than writing a lengthy but not very illuminat-
ing exact expression, we give an approximate expression
for Al whose numerical value differs from the one
obtained using the exact expression by 12%. In the
derivation of Eq. (87) from (82) we used the following
approximations:

[Vih|
(vl

which differs from the exact value in less than 1%, and

M 0.23152,

mg i,

(83)

W |
uhl _ | . \/1+m,,, 6{1+

wa \1+m,\1—m, -3,
~0.688,

i, 1,

(1—5)}

mﬂ mV}

(89)

which differs from the exact value in less than 1%. The
identity (86) that defines AU (%« 7a u ) is frequently

T
me’ g i,

([(1 +,’,~%)(1 +’ﬁuz) u gf 2]]/2+m(J1 +m"_(\/3;_m)2+(\/5—u_\/8_d))

(87)

written in terms of the angle &' that measures the devia-
tion of (9‘{2 +613) from 7 Then Eq. (86) may also be
written as

tan(6%, + 015) = tan(4 + stlhz) =14+A%  (90)
From this expression, we get

th = arct Aty leh| < 91

slz—arcan2+A[1}12, Eh 5 o1)

which gives &'} as function of the mass ratios of quarks and
leptons. Slmllarly,

an(02" + 0’2‘;)—1+A‘2“3(Z—,—. ) o

where

Al ~ = (93)
[(1+ 290 +1,,) = 8, = 8.f0] 1+ 5 = (8, = V8,7 = (VB = 8IS, T T
Also,
V(B = VB[ (1 + 2+ ) - m( s - =) ]
tan(G‘{ +615) =
m, _ i, \/— \/_2 L m( i -5 mV|mV2 1, 1/2
+ o~ ) [ v \/1_
+¢57( RN — 5. —vour
— . : 94)
—\/Zua— VeI (Viss i)
|
AfFer substitution of the nqmerical values of the mass 0;‘3" + egg =45° + 1°, 97)
ratios of quarks and leptons in Eqs. (87)—(94), we obtain
Ab =01, AR =323x1072 0% + 0l = 3.7°. (98)
95)
tan((}‘23 + 0’“‘) =6.53 X 1072 Equations (86) and (87) are obtamed from an exact ana-
lytical expression for tan(012 + 6% as a function of the
Hence, absolute values of the entries in the mixing matrices Vi,
n N . . and U, vs, Eqs. (81) and (82). In Egs. (55) and (58), the
o, + 01, =45° +2.7°, (96)  clements of the mixing matrices Vi, and Ut . are
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given as exact, explicit analytical functions of the quark
and lepton mass ratios. Let us stress that these expressions
are exact and valid for any possible values of the quark and
lepton mass ratios. From (87), it becomes evident that the
small numerical value of A} is due to the partial cancella-
tion of two large terms of almost the same magnitude but
opposite sign appearing in the numerator of the expression
in the right-hand side of Eq. (87), namely,
,)

3@+ﬁ{f@vn@+J@?ﬁuf
mg  m L\, 1y, i,
+ 0T (1 - 5,)] — 0287, (99)

and

(I +7,,)f 0 — ‘/@fﬂ(l +\/m m (1- 5V)) =0.22.
my, my, My,
(100)

The approximate numerical equality of these two expres-
sions has its origin in the combined effect of the strong
hierarchy of charged leptons and u- and d-type quarks
which yields small and very small mass ratios, and the
seesaw mechanism type I which gives very small neutrino
masses but relatively large neutrino mass ratios.

We may conclude that the so-called quark-lepton com-
plementarity as expressed in (86) and (87) is more than a
numerical coincidence—it is the result of the combined
effect of two factors:

(1) The strong mass hierarchy of the Dirac fermions

which produces small and very small mass ratios of

APENDICE C. ARTICULOS PUBLICADOS
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u- and d-type quarks and charged leptons. The quark
mass hierarchy is then reflected in a similar hier-
archy of small and very small quark mixing angles.

(2) The normal seesaw mechanism type I which gives
very small masses to the left-handed Majorana neu-
trinos with relatively large values of the neutrino
mass ratio m,, /m,, and allows for large 6/, and 6},
mixing angles [see Eqs. (77)—-(79)].

The two factors just mentioned contribute to the numerator
th
of A7, with two terms of almost equal magnitude but

h
opposite sign. Hence, the small numerical value of A‘flz
occurring by partial cancellation of these two terms.

VII. THE EFFECTIVE MAJORANA MASSES

The square of the magnitudes of the effective Majorana
neutrino masses, Eq. (13), are

[Kmy)I* = z my, |U1* + 2 Z my, M,

j<k

X |U1j|2|U]k|2C052(W[j - W[k), (101)

where w;; = arg{U;}; this term includes phases of both
types, Dirac and Majorana.

The theoretical expression for the squared magnitude of
the effective Majorana neutrino mass of electron neutrino,
written in terms of the ratios of the lepton masses, is

2 2

1 m, m m m m m, m
Kmo)P ~ {m% (1—4 Me ”(1—3)) TR R— N”'(~”l+4 e Moy 5,)
(L+ 2221 + 52 U y, (7, )2 (1= 8,)% iy, \itty, Yy, i,
”2
m my, n, 51/ m, n, fV2
C1-6,)) 22221 e ® x 2w, — to_ MwMnln
iy ¢ 0) 2 m>( \/ cos2er =) 2 N T 5,
X (m”' + 2(1 1y ) Moy T —<(1-35 )) 2(Wep — Wep) + 2 My, My 120 (1 + m”‘)(r i
i, m, N, m, e (T = (0 o S A
e (1= 8,) ) cos2n — ) (102)
mI-L sz
where w,, = B; and

5,

=

2

Ja=5,)+

700, 1 }

W = arctan{ -

8
iy g,
R

(103)

VoSl = 8,0+
_‘V%BerZ(l - 61/) tanBZJ’_
+J—JT ‘/';‘— 1-34,) )tan,Bz}

+\/_\/——— m 1_ F) )) ’

W3 =~ arctan{

(104)
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In a similar way, the theoretical expression for the squared magnitude of the effective Majorana neutrino mass of the muon

neutrino is

1 m? m, \2 m?
[(m, )7 =~ - - { “ (1+~”‘)(5 +26 V)++(1—5
e (1 + 221 4 202(1 + g, ) LA+, )\ iy, ) S Ty i, )(1 = 8,) Y
iy, i, 2
— e =8 T g T ¢ 2o, (2= 5,0 + 247 B 1= 5, (1= 22)
/L H sz sz Vz m# sz
X c0s2(w, = Wya) + 2m,,lm,,3(1 + 'f’”l)(za, X ’"f Me (| 5y + T~ 5,5, + 5efﬂ))
1, 1, 1, 1,
X cos2(w,1 — w,s) + 2M<1 + )((1 8,08, + 8.f.0) — 28, | ))
(L +7m,,)(1—8,) i, i, mM
X cos2(w Wu3)]” (105)
T
where In order to make a numerical estimate of the effective
_ Majorana neutrinos masses [(m,.)| and [(m,,)], we used
- 5 0,f2 the following values for the Majorana phases 8, = —1.4°
W, = arctan , (106) and B, = 77° obtained by maximizing the rephasing in-
’Zl(l o)+ ’f’»l(l -5, variants S| and S,, Eq. (71). Then, the numerical value of
M v ” g the effective Majorana neutrino masses are
and o)l = 4.6 X 1073 eV, [(m,, ) = 2.1 X 1072 eV
\/ t +
Wy = aIctan{ Jo tanpy } (107) (114)
\/fVZ - Jaeavtanﬂl . . .
These numerical values are consistent with the very small
tanB, — +/fr2 experimentally determined upper bounds for the reactor
Wy3 = arctany— ———_""— . (108)  neutrino mixing angle 6!, [29].
1+ /f,,tanB, g angle b3

From these expressions and the numerical values of the
neutrinos masses given in Eq. (67), we obtain the following
expressions for effective Majorana masses with the phases
as free parameters:

[(m, )> = {9.41 + 8.29 cos(1° — 28;) + 4.3 cos(1°
— 2w,3) + 4.31cos2(B; — w,3)} X 1076 eV?,

(109)
where
0.15tanB, — 0.013}
= arctan{————— L. 110
Wes = are an{o.ls +0.013tang, (110)
Similarly,
m )P = {4.8 + 017 cos2(44° — w,2)
+ 1.8cos2(w,, — w,3)} X 1074 eV?  (111)
where
B 0.65tang, + 0.13
W2 = arcmn{o.ﬁs - 0.13tan,81}’ (112)
_ tanB, — 0.13 }
W3 arctan{1 T 013 @B, (113)

VIII. CONCLUSIONS

In this communication, we outlined a unified treatment
of masses and mixings of quarks and leptons in which the
left-handed Majorana neutrinos acquire their masses via
the type-I seesaw mechanism, and the mass matrices of all
Dirac fermions have a similar form with four texture zeroes
and a normal hierarchy. Then, the mass matrix of the left-
handed Majorana neutrinos also has a texture with four
zeros. In this scheme, we derived exact, explicit expres-
sions for the Cabibbo (67 12) and solar ) |») mixing angles as
functions of the quark and lepton masses, respectively. The
so-called quark-lepton complementarity relation takes the
form

th
01, +

015 = 45° + &t (115)

The correction term, &}, is an explicit function of the

ratios of quark and lepton masses, given in Eq. (91), which
reproduces the experimentally determined value,
£ ~2.7°, (116)

when the numerical values of the quark and lepton masses
are substituted in (91).
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Three essential ingredients are needed to explain the

correlations

implicit in the small numerical value

of &ll:

()]

(€3]

(1]

[10]

(11]
[12]
[13]

[14]
[15]

The strong hierarchy in the mass spectra of the
quarks and charged leptons, realized in our scheme
through the explicit breaking of the S3 flavor sym-
metry in the mass matrices with four texture zeroes,
explains the resulting small or very small quark
mixing angles; the very small charged lepton mass
ratios explain the very small value of 6.

The normal seesaw mechanism that gives very small
masses to the left-handed Majorana neutrinos with
relatively large values of the neutrino mass ratio

PHYSICAL REVIEW D 82, 073010 (2010)

m,, /m,, and allows for large 6%, and 6}; mixing
angles.

The assumption of a normal hierarchy for the masses of the
Majorana neutrinos.
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Abstract. Recent measurements of the neutrino and quark mixing angles satisfy the empirical
relations called quark-lepton complementarity. This empirical data suggests the existence of a
correlation between the mixing matrices of leptons and quarks. In this work, we examine the
possibility that this correlation between the mixing angles of quarks and leptons originates in
the similar hierarchy of quarks and charged lepton masses and the seesaw mechanism type I
that gives mass to the Majorana neutrinos. We asssume that the similar mass hierarchies of
charged lepton masses and quark masses allows one to represent all the mass matrices of Dirac
fermions in terms of a four zeros Fritzsch texture.

1. Introduction

In the last few years, the neutrino oscillations between different flavour states were measured in
a series of experiments with atmospheric neutrinos [1], solar neutrinos [2,3], neutrinos produced
in nuclear reactors [4] and accelerators [5]. As a result of the global combined analysis including
all dominat and sub dominat oscillation effects, the difference of the squared neutrino masses
and the mixing angles in the lepton mixing matrix, Uparys, were determined:

Am3, = 7671057 x 107%eV?, 0%, = 34.5° £ 1.4°
—2.374+0.15 x 1073eV2,  (my, > my, > my;)
Am3, = (1)
+2.46 £ 0.15 x 1073eV?,  (my, > m,, >m,,)

oy = (123733)", ol <79

at 90% confidence level [6-8]. The CHOOZ experiment [9]determined an upper bound for the
613 mixing angle. Tt was soon realized [10] that the solar mixing angle #}, and the Cabibbo angle
6%,, which is the corresponding angle in the quark sector, satisfy an interesting and intriguing
numerical relation,

6%y + 69, = 45° + 1.5° + 1.45°, (2)

with 67, = 13° £ 0.05°. Equation (2) relates the 1-2 mixing angles in the quark and lepton
sectors, it is commonly called the quark-lepton complementarity relation (QLC) and, if not
accidental, it could imply a quark-lepton symmetry (for a recent review see [11]) or a quark-
lepton unification [12-15].

(© 2009 IOP Publishing Ltd 1
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A second QLC relation that relates the atmospheric and 2-3 mixing angles, is also satisfied.
Oy + 03, = (44677542 (3)

However, this is not as interesting as (2) because 64, is only about two degrees, and the
corresponding QLC relation would be satisfied, within the errors, even if the angle 64, had
been zero, as long as 024VSP is close to the maximal value 7/4.
A third possible QLC relation is not realized at all, or at least not realized in the same way,
since is less than ten degrees.
0Ly + 07, < 8.8°. (4)

In this short note we will focus our attention on understanding the nature of the QLC relation.

2. Universal Fritzsch texture of quarks and leptons

The quark and lepton flavour mixing matrices, Upyns and Vogas, arise from the mismatch
between diagonalization of the mass matrices of u and d type quarks and the mismatch in the
diagonalization of the mass matrices of charged leptons and left handed neutrinos,

Uunse = UUS, Vogu = UUUJ. (5)

Therefore, to get predictions for the flavour mixing angles and CP violating phases, we should
specify the mass matrices.

In this work, we propose a unified treatment of quarks and leptons. Lepton and quark
mass matrices could have the same mass texture from a universal flavour symmetry (exact at a
certain energy scale). Imposing a flavour symmetry has been successful in reducing the number
of parameters of the Standard Model. In particular, a permutational S3 flavour symmetry and
its sequential explicit breaking, allows us to represent the mass matrices as a modified Fritzsch

texture:
0 A 0
M = 4 B ¢ | i=udlwv (6)
0 C D

Some reasons to propose the validity of the modified Fritzsch texture as a universal mass texture
for all fermions in the theory are the following;:

(i) The idea of S3 flavour symmetry and its explicit breaking has been realized as a modified
Fritzsch texture in the quark sector to interpret the strong mass hierarchy of up and down
type quarks [16].

(ii) The quark mixing angles and the CP violating phase appearing in the Vigp mixing
matrix were computed as explicit, exact functions of the four quark mass ratios

(my /g, me/my, ma/my, ms/mp), one symmetry breaking parameter ZY? = % 2 and
one CP violating phase ¢,,_q = 90°, in very good agreement with experiment [17].

(iii) Since the mass spectrum of the charged leptons exhibits a similar hierarchy to the quark’s
one, it would be natural to consider the same S3 symmetry and its explicit breaking for the

charged lepton mass matrix.

(iv) As for the Dirac neutrinos, we have no direct information about the absolute values or
the relative values of the neutrino masses, but the Fritzsch texture can be incorporated in
a SO(10) neutrino model [18]. Therefore it would be sensible to assume that the Dirac
neutrinos have a mass hierarchy similar to that of the u-quarks and it would be natural to
take for the Dirac neutrino mass matrix also a modified Fritzsch texture.
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3. Invariace of the Fritzsch Texture
The left handed Majorana neutrinos naturally acquire their mass through an effective seesaw
mechanism type I of the form
M, =M, , MM}, (7)

where M), and Mp denote the Dirac and right handed Majorana neutrino mass matrices. From
our conjecture of a universal Ss flavour symmetry it follows that Mg could have the same texture
as that of M, and M;. Then, it is straightforward to show that M, has also the same modified
Fritzsch texture [19].

The hermitian mass matrix (6) may be written in terms of a real symetric matrix M) and
a diagonal matrix of phases P as follows

ME) = ptarp, (8)
Then the seesaw mechanism type I takes the form
_ _ L -1 _ T
M) = M (M) MO = pEO P, (PP, ) (PRSP, (9)

The symmetry of My, , M, = ]W,,TL , fixes the right handed Majorana neutrino phases, ¢, = n.
Thus the mass matrix of right handed Majorana neutrino is real and symmetric and has a Fritzsch
texture.

From (9), it also follows that the Fritzsch mass texture is invariant under the operation of
see-saw mechanism type I.

0 a0
_ inm
M, =| ae by, e, | (10)
0 Cu, d”L
lav |2
ay, = )
L lavp, |
2 2 2
b, = +M‘QVD‘ 20vp 4+ 9 ( evplrp \ gl (¢, + n)
v T 4, T g, 12 ¢ Vo T Tduy, ) Taw,| O3\ Pvp T,
o = php gl _ egp | ilguptnm)
vy dy lawp | Yp dypy ’
d2
d, = 2D
YL du

Since b,, and ¢, are complex, in general, the left handed Majorana neutrino mass matrix, M, ,
is complex symmetric but not hermitian.

4. Mixing Matrices as Functions of the Fermion Masses
When the unitary matrices that diagonalize the mass matrices Mi<F) (i = u,dv,e) are written
in polar form, U; = O P; and ]V[l-(m = P,L-T]VI P, the expressions (5) for the mixing matrices take
the form

Upvuns = OZHP(liu)OeK, Voky = Ogﬂp(uid)od, (11)

where O;, are the orthogonal matrices that diagonalize the real symmetric mass matrices M;F)
and P=9) — diag [1, ¢4, ¢], (=) = diag [1,¢?,'®], where ¢ = 6, — ¢4, and & = &, — @,
are the matrices of the Dirac phases and K is the diagonal matrix of the Majorana phases.
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We reparametrized the matrices M; in terms of their eigenvalues. The orthogonal matrices
are then expressed in terms of the mass eigenvalues of M;:

[’;ﬁm 111] 2 _ [77%1101,2} 2 {;ﬁzl’;ﬁmfm] 3
Dy . Di2 . Di3 .
0; = [mn(lijwt)fn] 2 [miz(gjz)fm] 2 [ (1-3:) f,s} A (12)
~ 1 ~ 1 i
_ {mn fio fiS} 2 {mm fi1 sz} 2 [fL 1fio ] 2
i1 i2 Di3
fio=1—mpn =6, fio=1+min—0d fiz=7d, (13)
D = (1 — (Si)(ﬁlﬂ + ﬁlig)(l — ﬁlﬂ), (14)
Dig = (1= 6;) (i1 + miz) (1 + Miz), (15)
D3 = (1 — 51)(1 — ’FfL,l)(l + ﬁlig), (16)
Mi1,2 = _m1~1127 (17)
mi3

the small parameters d; are also functions of the mass ratios and the symmetry breaking
parameter Z1/2.

Substitution of the expressions (12) and (13)-(16) in (11) allows us to express the mixing
matrices Upyns and Vog s as explicit functions of the masses of quark and lepton masses.

5. Quark-Lepton Complementarity
The resulting theoretical expression for the quark mixing angles written to first order in m,,/m.

and mg/ms, is
1/ ; cos ¢
sin? 0%, ~ ( mu) (1 N md) ) (18)
tan 04, ~ (\/@ - \/E) , (19)
tan 0%, ~ \/% (\/6—(17 @) . (20)

Taking for the quark masses the values m, = 2.75MeV, m. = 1310MeV, my = 6.0MeV,
ms = 120MeV [20] and maximal CP violation, ¢ = 90° [17], we reproduce the numerical value
of the quark mixing angles

09, =12.8°, 0% =14°, 0% =007, (21)

in very good agreement with the latest analysis of the experimental data [21].
The theoretical expression for the lepton mixing angles are derived in a similar way. We

obtain
m"1 ,/ Ty me co% P
tan2oth = Ty T (22)
1+m”1 m*’+2 ”1 me cos‘1>
My My m,,2 my
tan 6, ~ (\/(51, - \/E) , (23)
tan 0% ~ ﬁ \/51, (24)
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In the absence of experimental information, we assumed that CP violation is also maximal in
the lepton sector i.e. ® = 90°. Taking for the masses of the left handed Majorana neutrinos a
normal hierarchy with the numerical values m,, = 4.4 x 1073 eV and m,, = 9 x 1073 eV,
my, = 5 x 1072 eV and for the charged lepton masses the values m. = 0.5109 MeV,
my = 105.685 MeV and m, = 1776.99 GeV [20], we obtain the following numerical values
for the lepton mixing angles

01y~ 33.9°, 0y ~41.5%, 0, ~ 3.58° (25)

We may now address the question of the meaning of the quark-lepton complementarity
relationes, as expressed in eq(2). The previous theoretical analysed allows us to calculate,

tan (0%, +01) =1+ Al (26)

1

~ o~ 2
14 2 me
S

1 1

At A PR Rt A
(~d+y) Moy me ) 414 e +(1+yy) Moy ome )T
oo~ 2 ~ ~ \i ~ ~ N3 /= ~ 3
<1+~717> (1+’Lfdfu) 7(TJ+N> <b+7>
My My ms me ms  me muy My

(27)
tan (933 + eég) =1+A (28)
ath _ 1= (V8 = voe) [(Voa = VBu) +1] = (va = V) (29)
5 T (VB — V) (VBi— Vo) |
VBV VD[22 (v - V)
tan (9;13 + 9113) = (30)

1 BB (- V)V V)

After substitution of the numerical value of the mass ratios of quarks and leptons in (27), we
obtain,

0%, + 01y = 45° 4 1.7°. (31)
03, + O = 45° — 0.8, (32)
05 + 015 ~ 4°. (33)

in very good agreement with the experimental values.
According with the previous analysis, quark-lepton complementarity arises from the combined
effect of two factors:

(i) The strong mass hierarchy of the Dirac fermions produces in small and very small mass
ratios of u and d-type quarks and charged leptons. The quark mass hierarchy is reflected
in a similar hierarchy of small and very small quark mixing angles.

(ii) The normal seesaw mechanism gives very small masses to the left handed Majorana
neutrinos with relatively large values of the neutrino mass ratio m,, /m,, and allows for
large 0}, and 65, mixing angles.
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6. The effective Majorana mass

One of the most fundamental problems of the physics of neutrinos is the question of the nature
of masive neutrinos. A direct way to reveal the nature of massive neutrinos is to investigate
processes in which the total lepton number is not conserved [22]. The matrix element of this
processes are proportional to the effective Majorana neutrino masses, which are defined as

mll Zml/] Ul]7 l =€ U, T, (34)

where m,,; is the neutrino Majorana mass and Uj; are the elements of lepton mixing matrix

Upmns.
The magnitudes square of the effective Majorana neutrino masses ec(34) are

3 3
|<mll>\2 = Z m,Q,J ‘Ulj|4 +2 Z m,,Jml,k |U]j|2 |Ulk|2 cos 2 (wlj — wlk) s (35)
j=1 j<k
where
wy; = arg {Ulj} . (36)

The theoretical expression for the squared magnitudes of effective Majorana neutrino masses of
electron and muon neutrinos are:

m -om m
2m?2 LMLy My < Yl _9, [me M1 <17 =L > cos <I>> €08 2(We1 —We2)

myy my Mg Mg

~ \2 ~ 2
(1+g) 1400
- s

[(mee) |2

- (37)
My Mug < (11L Zu ) > (V3 —V/6e)? cos 2(we1 —we3)
g
9 ~ 2
(1+T_6> (1+T”1>
o Ty
with |, wez = @ +ﬁ2,
gn TLZE sin ® — % sin 81 + gc sin
v \ ™. u
We1 = arctan + ,  Weo = arctan 2 = . (38)
m, m,
1+ /=2 Ze cos —/ ==L cos By + 1/ Ze cos P
Myy My My my

Mygy

() ~
(2223 ~
L
(42 )( 2a)
Mg Mg <::1 +4 :;‘1 :’:Z cos (I>> o8 2(wy1 —wy2)
. s Vs ) (39)
(1+1£) 1424
mu musy

My Mg (VO,— V3e)? (1+m,,1 > <1+2 vy me cos<1>> cos 2(wu2—wu3)

Mg myg mpy

~ 2 ~ 2
(1+T—€> 1424
o g

amg, <0052 <I>+~ cos <I>> +m7, <1+4 myl Ze cos <I>>
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with , wy3 = D+ 62,

Myy . Moy e e .

=L sin =~ e gin By + sin(® + F)

Mugy Muy My

= = ,  wyg = arctan —

—me 4 [ o5 P =L e cos By cos(P + F)
my My Myy My

(40)
Since we have no information about Majorana phases 31 and (32, in first aproximation we consider
this phases equal to zero. Also, we made the assumption of maximal C'P violation in the leptonic

sector (& = 90°). Then, we obtain the following numerical value of the effective Majorana
neutrino masses

wy1 = arctan

[(mee)| = 4.8 x 1073V, [(myu)| = 4.6 x 10~ %eV. (41)

These numerical values are consistent with the vary small experimentally determined upper
bounds for the reactor neutrino mixing angle 6}, [23]- [24].

7. Conclusions

In this short communication, we outlined a unified treatment of masses and mixing of quarks
and leptons in which the left handed Majorana neutrinos acquire their masses via the seesaw
mechanism type I, and the mass matrices of all Dirac fermions have a similar Fritzsch texture
and a normal hierarchy. Then the mass matrix of the left handed Majorana neutrino has also
a Fritzsch texture of four zeros. In this scheme, we derived exact, explicit expressions for the
Cabibbo (#Y,) and solar (#},) mixing angles as functions of the quark and lepton masses. The
quark-lepton complementarity relation takes the form,

0%y + 0%y = 45° 4 9. (42)

The correction term, d12, is an explicit function of the ratios of quark and lepton masses, given in
eq.(27), which reproduces the experimentally determined value, d12 &~ 1.7°, when the numerical
values of the quark and lepton masses are substituted in (27) and maximal violation of CP in
the lepton sector is assumed.

Three essential ingredients are needed to explain the correlations implicit in the small
numerical value of d12:

(i) The strong hierarchy in the mass spectra of the quarks and charged leptons, realized
in our scheme through the explicit breaking of the S3 flavour symmetry in the Fritzsch
mass texture, explains the resulting small or very small quark mixing angles, the very
small charged lepton mass ratios explain the very small O%N SP which, in our scheme, is
independent of the neutrino masses.

(ii) The normal seesaw mechanism that gives very small masses to the left handed Majorana

neutrinos with relatively large values of the neutrino mass ratio m,, /m,, and allows for

large 0¥NSP and Q%NSP mixing angles.

(iii) The assumption of maximal CP violation in the lepton sector.
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Abstract. Recent measurements of the neutrino solar mixing angleren@abibbo angle satisfy
the empirical relatiorfso + 6c ~ 7. This relation suggests the existence of a correlation éerw
the mixing matrices of leptons and quarks, the so calledkglegaton complementarity. Here, we
examine the possibility that this correlation originateshie strong hierarchy in the mass spectra of
quarks and charged leptons, and the seesaw mechanismvbsngass to the Majorana neutrinos.
In a unified treatment of quarks and leptons in which the mazsices of all fermions have a similar
Fritzsch texture, we calculate the mixing matrivegyv andUunspas functions of quark and lepton
masses and only two free parameters, in very good agreenitbnthe latest experimental values
on masses and mixings. Three essential ingredients toiexplka quark-lepton complementarity
relation are identified: the strong hierarchy in the masstspef quarks and charged leptons, the
normal seesaw mechanism and the assumption of maximal GRiefoin the lepton sector.

Keywords: Quark and lepton masses and mixings, Neutrino masses amgsi€KM matrix
PACS: 12.15.Ff, 14.60.Pq, 12.15.Hh, 14.60.St

INTRODUCTION

In the last few years, the neutrino oscillations betweefediht flavour states were
measured in a series of experiments with atmospheric nesf(], solar neutrinos[2][3],
neutrinos produced in nuclear reactors [4] and accelexrfBhrAs a result, the difference
of the squared neutrino masses and the mixing angles in gtenlenixing matrix,
Umnsp were determined:

0.34<sif6,3<068  14x10 V)Y <Am;<3.0x103V)?, (1)

0.29<sirf 0, <040,  7.1x10 °(eVy’ <Amé,<89x 10 °(eV)?, (2)
sir? 613 < 0.046, 3)

at 90% confidence level [6]-[7]. The CHOOZ experiment [8]atatined an upper bound
for the 13 mixing angle. It was soon realized [9] that the solar mixingla 6}4VSPand
the Cabibbo angl@SKM, which is the corresponding angle in the quark sector, fgatis
an interesting and intriguing numerical relation,

015VSP+ 0 = 45° 4+ 1°4:2.4°, (4)

with OMNSP=33.9°4-2.4° (10) and6KM = 12.8°£ 0.15°. Equation (4) relates the 1-2
mixing angles in the quark and lepton sectors, it is commaalled the quark-lepton
complementarity relation (QLC) and, if not accidental, autd imply a quark-lepton

symmetry (for a recent review see [10]) or a quark-leptorication [11]-[14].
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A second QLC relationghiNSP+ 65KM ~ T s also satisfied. However, this is not as
interesting as (4) becau§§3'<"" is only about two degrees, and the corresponding QLC
relation would be satisfied, within the errors, even if thglarﬂggK'V' had been zero, as
long asoMNSPis close to the maximal valug/4. A third possible QLC relation is not
realized at all, or at least not realized in the same Way&i@@'\" + Q%Nspis less than
ten degrees. In this short note we will focus our attentiomiderstanding the nature of
the QLC relation shown in equation (4).

UNIVERSAL FRITZSCH TEXTURE OF QUARKS AND LEPTONS

The quark and lepton flavour mixing matricésynsp andVekwm, arise from the mis-
match between diagonalization of the mass matriceg ahdd type quarks and the
diagonalization of the mass matrices of charged leptonsanttinos,

Umnsp=UUy, Vekm = UJUq. (5)

Therefore, to get predictions for the flavour mixing angled €P violating phases, we
should specify the mass matrices.

In this work, we propose a unified treatment of quarks andleptLepton and quark
mass matrices could have the same mass texture from a wliflersour symmetry
(exact at a certain energy scale). Imposing a flavour synyniiets been successful in
reducing the number of parameters of the Standard Modehrticplar, a permutational
S; flavour symmetry and its sequential explicit breaking,aHas to represent the mass
matrices as a modified Fritzsch texture:

0 ADO
ME=| A B C i=ud,l,v. (6)

0 CD

Some reasons to propose the validity of the modified Fritisdure as a universal mass
texture for all fermions in the theory are the following:

1. The idea ofS; flavour symmetry and its explicit breaking has been realaed
modified Fritzsch texture in the quark sector to interpretdtrong mass hierarchy
of up and down type quarks [15].

2. The quark mixing angles and the CP violating phase appgaritheVicku mixing
matrix were computed as explicit, exact functions of therfquark mass ratios

(my/my, mg/my, Mg/ My, Ms/My, ), one symmetry breaking paramefér? = (%)1/2
and one CP violating phasg_q = 90°, in very good agreement with experiment
[16].

3. Since the mass spectrum of the charged leptons exhibitsilarshierarchy to the
quark’s one, it would be natural to consider the s&nsymmetry and its explicit
breaking for the charged lepton mass matrix.

4. As for the Dirac neutrinos, we have no direct informatidoat the absolute
values or the relative values of the neutrino masses, buftitesch texture can



be incorporated in Q(10) neutrino model [17]. Therefore it would be sensible
to assume that the Dirac neutrinos have a mass hierarchiastmithat of the u-
quarks and it would be natural to take for the Dirac neutrirmssnmatrix also a
modified Fritzsch texture.

5. The left handed Majorana neutrinos naturally acquire thass through an effec-
tive seesaw mechanism of the form

My, =My, Mg*M;_, (7

whereM,, and Mg denote the Dirac and right handed Majorana neutrino mass
matrices. From our conjecture of a univerSglflavour symmetry it follows that

Mg could have the same texture as thaMaf, andM,. Then, it is straightforward

to show that,, has the same modified Fritzsch texture [18].

MIXING MATRICESASFUNCTIONS OF THE FERMION
MASSES

When the unitary matrices that diagonalize the mass malMé@ are written in polar
form,U; = RO; andMi<F) = Pﬁl\ﬁP., the expressions (5) for the mixing matrices take the
form

Uwnsp= O P!"YOuK,  Vekm = O PU-9 0y, (8)
whereQ;, i = u,d, v,l, are the orthogonal matrices that diagonalize the real sgftmicn
mass matriceMi<F) and P9 = diag[1,€%,€?], PU~V) = diag[1,e®,&®], where
0= @,— @, andd = d, — d,, are the matrices of the Dirac phases Knid the diagonal
matrix of the Majorana phases.

We reparametrized the matricéd4 in terms of their eigenvalues. The orthogonal
matrices are then expressed in terms of the mass eigenwdlvis

. 1 - 1 o 1
[mzfil}z _ [mlfiZ}z [mﬂmfia}z

Di1 Di2 Dis
0 = [mluDila)fuf [mz(lbif)fiz]f [0ca]? |, ©)
_{mlDf:ifis}é _[mz{;:;fia}é [fs—fj]z
fi=1-m1—§, fo=1+m2—-§, fiz=4, (10)
Di1 = (1— &) (M1 +Mg2)(1—My), (11)
Di2 = (1— &) (M1 +M2)(1+Mmy), (12)
Diz= (1—&)(1— M) (1+ M), (13)

the small parameteid are also functions of the mass ratios and the symmetry brgaki
parameteZ!/? = (81/32)/2,

Substitution of the expressions (9) and (10)-(13) in (&wd us to express the mixing
matricedpynspandVckm as explicit functions of the quark and lepton masses.
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QUARK-LEPTON COMPLEMENTARITY

The resulting theoretical expression for the Cabibbo awglten to first order imm, /m¢
andmy/m, is

My Mo /MMy
e T m —2\/ m e COSP

My My
(1 R) (1)
Taking for the quark masses the valugs= 2.75MeV, m. = 1310MeV,my = 6.0MeV,

ms = 120MeV and maximal CP violatiorgp = 9C° [16], we reproduce the numerical
value of the Cabibbo angle

sir? 8" = viD 12~ (14)

sing"=0.225 or 6.=128" (15)

in very good agreement with the latest analysis of the erpatal data [19].
The theoretical expression for the solar mixing angle is/@drin a similar way. From

| (Uunsp)12 |2/ | (UmnsP)11 |2: tar? 9}9, we obtain

My | e /My e
14 e 2 / _“17%cosd
tarpolh — 2 ™ Sl (16)
12 - r'ﬁ ~ r'ﬁ ~ :
- n’b . n'b
l-l—m—\;m—“-&-Zum—ém—”COSqD

In the absence of experimental information, we assumedXRatiolation is also max-
imal in the lepton sectare. ® = 90°. Taking for the masses of the left handed Majo-
rana neutrinos a normal hierarchy with the numerical vatogs= 4.4 x 10~V and
my, = 1.0 x 102eV, and for the charged lepton masses the vaines- 0.5109MeV,
m, = 105685MeV andm; = 177699GeV, we obtain the following numerical value for
the solar mixing angle

tar?0 =045 or o =339°. 17)

We may now address the question of the meaning of the qupteHeomplementar-
ity relation as expressed in eq(4). The previous theolatitalysed allows us to calcu-
late,

tan(egh + 9}9) =1+ath (18)
xon)' (R e2) s (k)] oean) (R +8)'- 0o
CER AR’

After substitution of the numerical value of the mass ratbgjuarks and leptons in
(19), we obtain,

Ah—0061 and o+ 0 =451 1.7° (20)
in very good agreement with the experimental value.



CONCLUSIONS

In this short communication, we outlined a unified treatn@&nnasses and mixing of
quarks and leptons in which the left handed Majorana neagréicquire their masses via
the seesaw mechanism, and the mass matrices of all fermawesahsimilar Fritzsch
texture and a normal hierarchy. In this scheme, we derivedterxplicit expressions
for the Cabibbo and solar mixing angles as functions of therkjand lepton masses.
The quark-lepton complementarity relation takes the form,

oCKM | gMNSP _ 450, 5, (1)

The correction termd;», is an explicit function of the ratios of quark and lepton sess
given in eq.(19), which reproduces the experimentally meitged value,d,, ~ 1.7°,
when the numerical values of the quark and lepton massesibstitsited in (19) and
maximal violation of CP in the lepton sector is assumed.

Three essential ingredients are needed to explain thelatores implicit in the small
numerical value ob;:

1. The strong hierarchy in the mass spectra of the quarkstearded leptons, realized
in our scheme through the explicit breaking of tBgflavour symmetry in the
Fritzsch mass texture, explains the resulting small or \&nall quark mixing
angles, the very small charged lepton mass ratios explaiveny smallgMNSP
which, in our scheme, is independent of the neutrino masses.

2. The normal seesaw mechanism that gives very small masdés feft handed
Majorana neutrinos with relatively large values of the ni@otmass ration,, /my,

and allows for Iargé?l'\élNSP and G%NSP mixing angles.
3. The assumption of maximal CP violation in the lepton secto

A more complete and detailed version of this work will be preed in a forthcoming
publication [20]
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