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Introduccion

Los funtores de Mackey fueron introducidos a principios de la década de 1970 por Green
[14] y Dress [12] como una generalizacién de los procesos de induccién y restriccién, presentes
en la teorfa de representaciones de grupos finitos. Existen varias definiciones equivalentes,
como puede verse por ejemplo en Bouc [6] y Webb [21]. La idea central en todas ellas es
que dado un grupo finito G y un anillo conmutativo R, un funtor de Mackey M para G
sobre R es una funcién que asigna a cada H en la familia de subgrupos de G un R-médulo
M (H), y que satisface ciertos axiomas. Estos axiomas se refieren a la existencia de morfismos
M(H) - M(K)y M(K) — M(H) si K < H, que se comportan como la restriccién y la
induccion. Entre otras cosas, deben satisfacer la férmula de Mackey, que relaciona estos dos
morfismos.

En diferentes areas de las matematicas es posible encontrar ejemplos de funtores de
Mackey. Es por eso que al estudiarlos como una estructura independiente, se espera obtener
resultados generales, que nos provean de nueva informacion al aplicarlos a dichos ejemplos.
En este sentido podemos mencionar la clasificacién de los funtores de Mackey simples, que
tiene aplicaciones a la cohomologia de grupos, véase por ejemplo Webb [20]. Otras dreas
donde pueden encontrarse aplicaciones son: Homologia equivariante, en topologia algebraica
(Aguilar y Prieto [1]); categorias monoidales (Panchadcharam [16]); y mayormente en la
teoria de induccién (Boltje [4], Coskun [10]).

Nuestros objetos de estudio tienen su origen en los funtores de biconjuntos, introducidos
en la década antepasada por Serge Bouc [7]. Estos funtores pueden verse como una gener-
alizacion de los funtores de Mackey mencionados arriba, ya que la mayoria de los funtores
de Mackey conocidos pueden definirse como funtores de biconjutos. Por este motivo, en
este trabajo continuamos llamandolos funtores de Mackey, sin embargo, esta nueva defi-
nicién ofrece varias ventajas sobre su antecesora, algunas de ellas son: Estos funtores estan
definidos para familias de grupos mas grandes, no sélo para los subgrupos de un grupo G;
pueden definirse flechas asociadas a otros morfismos de grupos, no sélo a la inclusion de
subgrupos, algo que se habia observado ya en varios funtores de Mackey. Ademas, los ax-
iomas que satisfacian en la antigua definicién son el resultado de la estructura intrinseca que
provee la categoria de biconjuntos. Esta tltima caracteristica permite simplificar algunas
pruebas de resultados conocidos, y permite expresar con sencillez varios conceptos.
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Aunque nuestra definicién de funtor de Mackey es esencialmente la de funtor de bicon-
juntos dada por Bouc, existe una diferencia importante entre ellas, ademas del nombre. Los
funtores de biconjuntos estan definidos en subcategorias plenas de la categoria de bicon-
juntos (Definicién 3.1.1 en Bouc [9]), la cual tiene por objetos grupos finitos, y por morfismos
de G a H el grupo de Grothendieck de (H, G)-biconjuntos finitos. En nuestra definicién los
morfismos de G a H estan en un subgrupo del grupo de Grothendieck de (G, H)-biconjuntos
finitos, en el cual imponemos ciertas restricciones a los estabilizadores con respecto a G y a
H de los biconjuntos transitivos. La intencion de estas restricciones es incluir algunos casos
de funtores de Mackey cuya definicién no se extiende a la categoria de biconjuntos. Una
segunda diferencia se deriva de la inversién en los morfismos, los funtores de biconjuntos
son covariantes y nuestros funtores son contravariantes. Sin embargo, en muchos casos esta-
remos trabajando en la categoria de biconjuntos, asi que, salvo esta segunda diferencia,
estos funtores de Mackey coinciden con los funtores de biconjuntos.

Este trabajo estd dividido en tres partes. En la primera describimos la clasificacién de
los funtores de Mackey simples con respecto a dos pardmetros, un grupo H y un ROut(H)-
modulo simple V', y damos una descripcién muy sencilla de cada funtor simple en términos de
V. La segunda parte trata sobre la Teoria de Induccién. Definimos la restriccion, la induccién
y la coinduccién de funtores de Mackey y probamos que la induccién y la coinduccién son
adjuntos, izquierdo y derecho respectivamente, de la restricciéon. Esto nos lleva al estudio
de los teoremas de induccién, y de los funtores de Green. Probamos entonces el Teorema de
Dress para el anillo de Burnside y para funtores de Mackey, y finalmente, la ultima seccién
estd dedicada a la induccion en el anillo de Green. El ultimo capitulo continua el estudio de
los funtores de Green que Bouc comienza en el capitulo 8 de [9]. En este capitulo estaremos
trabajando siempre sobre la categoria de biconjuntos. Los resultados mas importantes son
sobre tres ejemplos de funtores de Green para los cuales podemos parametrizar sus médulos
simples de una manera similar a como lo hicimos con los funtores de Mackey simples. Estos
casos son: El funtor de Burnside trasladado por un grupo C, para ciertos casos de C; el
funtor de representaciones complejas con coeficientes en C y el funtor de representaciones
racionales con coeficientes en un campo de caracteristica 0.



Capitulo 1

Biconjuntos y funtores de Mackey

Comenzamos estudiando algunas propiedades de los biconjuntos que nos permitirdan dar
la definicion de funtor de Mackey.

Definicién 1.1. Dados G'y H dos grupos, un (G, H)-biconjunto es un conjunto X con una
accion de G por la izquierda y una acciéon de H por la derecha de tal forma que las acciones
conmutan, es decir g(zh) = (gx)h para todas g € G, h € H y x € X. Lo denotaremos por
aXp.

Decimos que el biconjunto ¢ X es transitivo si dado x € X, todo elemento en X puede
escribirse como gxh para algunos g € Gy h € H.

Dado un (G, H)-biconjunto ¢ X, el conjunto X tiene una estructura de G x H-conjunto
dada por (g, h)r = grh™! paratodas g € G,h € Hy x € X. Asf que, si gXg es transitivo,
entonces es isomorfo (como G x H-conjunto) a (G x H)/D para algin D subgrupo de G x H.
Bajo este isomorfismo consideraremos a los biconjuntos transitivos en el futuro.

Ejemplo 1.2. Dado o : G — H morfismo de grupos, H es un (G, H)-biconjunto con la
accién a(g)xh y un (H, G)-biconjunto con hxa(g) si z,h € H y g € G. Los denotamos
por ge Hy v gHag respectivamente, aunque frecuentemente, si es claro a través de que
morfismo estd dada la accién, no escribiremos la letra c.

Si K es otro grupo, podemos definir una multiplicaciéon entre los biconjuntos ¢ Xp y

uYk:
X xY

~

GXH OHYK =

donde (z, y) ~ (xzh,h~'y) para toda h € H. Si [z, y] es una clase de equivalencia, las
acciones de Gy K

g, yl=lgz, y] y [z, ylk:= [z, yk], VgeGyVkeK,

hacen a ¢ X o Yk un (G, K)-biconjunto.
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Lema 1.3. Sean G, H, K y L grupos, tenemos un isomorfismo de (G, L)-biconjuntos
(¢XHonYk)okZy = ¢Xuo(uYkokZL),
para todos ¢ Xm, gYrx y kZr biconjuntos. Ambos son isomorfos a X xY x Z/ ~ donde
(x, y, 2) ~ (zh, h"'yk, k='2) para todas h € H y k € K.
Prueba. El isomorfismo estd dado por
¢ : (¢XgouYk)orxZy — aXuo (HYk o kZ1)

[z, yl, 2] — [, [y, 2]].
O

Lema 1.4. Sean f : G — H un morfismo de grupos y cHy y g Hg los biconjuntos definidos
en el primer ejemplo. Sea ¢Hg el (G, G)-biconjunto obtenido al multiplicar por la imagen
de f en ambos lados, entonces cHy o yHa = oHg.

Prueba. El isomorfismo es
¢:¢HyopgHe — ¢Ha
[a, b] — ab.
O

Notacién 1.5. Sea X = (G x H)/D un (G, H)-biconjunto transitivo. Si pg y pm son las
proyecciones de G x H en GG y H respectivamente, definimos entonces

A=pe(D) <G, C=pu(D)<H;
Ai={9€G|(g,1)eD}<A Ci={heH|(1,h)eD}dC.
Lema 1.6. Con esta notacion tenemos AJ/A; = C/C.

Prueba. Dado a en A, existe algin ¢ en H tal que (a, ¢) estd en D, luego c esta en C.
Definimos entonces f : A/A; — C/C como f(aA;) = cCy, veamos que f estd bien definida.

SiaA; = a' Ay, entonces f(aA1) = cCyy f(a'Ar1) = dCq,donde (a, ¢) € Dy (d/, ) € D.
Ahora, a~ta’ € Ay, asi que (a~'d’, 1) € D luego,

(1, cd™Y) = (a, ¢)(atd/, 1)(dt, ) € D.

Por lo tanto, cC = ¢'C}.

Si tomamos a = d’, esto prueba que la definicién de f no depende de ¢ y por tanto, que
f esta bien definida.

Un argumento similar prueba que f es inyectiva y claramente es suprayectiva.

Para ver que es un morfismo de grupos, sean aA;, a’A; € A/A;, entonces existen ¢y
d en C tales que (a, ¢) y (d/, ¢) estén en D, luego (ad’, c¢c’) € D, asi que f(aA; -ad' A1) =
fladAr)f(a'Ay). O
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Denotemos por B a C/C, tenemos entonces morfismos suprayectivos 7 : C — By
p: A — B, donde p es la proyeccién A — A/A; compuesta con la funcién f definida en el
lema anterior.

Lema 1.7 (3 en Bouc [7]). Sean H y G grupos y D subgrupo de G x H. Con la notacion
anterior tenemos el siguiente isomorfismo de (G, H)-biconjuntos

(Gx H)/D = Gp0 40BpopBrcocHy.
Prueba. Definimos
0:(GxH)/D— ¢Ga0 aeBpopBrcocHpy
(g, ) D+ [g, 1, 1, h™1]

veamos que estd bien definida.
Supongamos (g, h)D = (g1, h1)D, entonces (g, h) = (g1, h1)(a, ¢) para alguna pareja
(a, ¢) en D, asf que g = g1a y h = hyc, luego ¢((g, h)D) = [g1a, 1, 1, ¢ 'h{'] y tenemos

[gla, 1,1, Cilhl_l] = [91; a- 10/01, 10/01 . Cil, hl_l]
= g1, f(adr), ¢7'Cy, AT,

Como vimos en la demostracién del lema anterior, f(aA;) = ¢C1, ya que (a, ¢) pertenece
a D, asi que esta clase es igual a [g1, 1, 1, hfl]. Por lo tanto, ¢ esta bien definida.

Veamos que ¢ es de G x H-conjuntos. Sean (a, b) € G x Hy (g, h)D € (G x H)/D,
entonces

(P((a7 b) ’ (gv h)D> = [aga L1, h_lb_l]
=alg, 1,1, b = (a, b) - [g, 1,1, b7}

y esto es igual a (a, b) - ©((g, h)D).
Ahora ¢ es suprayectiva, sea [g, C1, yCi, h] en ¢G40 4eBp o pBrc o ¢ Hp, como f es
suprayectiva, tenemos:

[g, «7»'017 ycla h] = [gv f(aAl)v yClv h]
= [gv a- 17 1 Y, h] = [gaa 17 17 yh]7

para alguna a € A, luego esta clase es la imagen de (ga, h~'y~1)D.
Finalmente, si ¢((g, h)D) = ¢((g1, h1)D), entonces

(g1, 1, 1, hfl) = (ga, a l xCy, 2710y - e, c_lh_l)

para algunos a € A, y x, ¢ € C, Entonces g1 = ga, hy = hc y si f(aA;) = wC1, entonces
(a, w) € D. De la igualdad de arriba tenemos que w™'x y z~'c pertenecen a Cj, luego
(1, w™lx) y (1, 27¢) pertenecen a D, de aqui obtenemos (a, ¢) € D. Por lo tanto, (g, h)D =
(g1, h1)D, es decir ¢ es inyectiva. O
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Si A< Gy C < H, alos biconjuntos ¢G4 v ¢Hp los llamamos de tipo de induc-
cién y restriccién respectivamente. Andlogamente 40 Bg y pBr¢ son de tipo de inflacién y
deflacion.

Para biconjuntos tenemos propiedades andlogas a las que tienen la induccion y la res-
triccion en la teoria de representaciones, como la transitividad y la férmula de Mackey.

Lema 1.8. Sean G, H y K grupos y f : H - G y g : K — H morfismos de grupos,
entonces

a) ¢GrgorHox = qGrogy,
b) koHp o grGa = groeGa.

¢) (Mackey) Si H y K son subgrupos de G y cq : K — 9K es la conjugacion por g,
entonces

HGeocGr = |J H9K= |J wHun o grok'Kark,
9€lH\G/K] 9€lH\G/K]

donde [H \ G /K] es un sistema de representantes de las clases dobles de H y K en
G.

Prueba. Las pruebas de los incisos @ y b son similares a la del Lema 1.4. De la misma forma,
para c¢ tenemos gGg o oG = Gk y claramente

uGr = |J HgK
g€[H\G/K]
Por otro lado, si g es un representante de las clases dobles de H y K en GG, entonces
HgK = gHpnok © grok Ko g
bajo el morfismo
fmHpnok o prax’Ka g — HgK  tal que  [h, gkg_l] — hgk.
O

Observemos que de ¢) obtenemos, para cualesquiera morfismos f: H - Gyt: K — G,

ntGgoaGiy = U B (H) fmyne i) © fayne i) T et i
z€[f(H)\G/t(K)]
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va que pgrGa = gf(H)pm) o pnGas ast como ¢Gig = oGk © (i)t (K) i, por lo que
grGa o oG es isomorfo a

U af(H) gy o o f(H) pmnenr) © pneer) tE ey i) © () ) i
z€[f(H)\G/t(K)]

que es isomorfo a lo de arriba.
Como resultado de los dos lemas anteriores, tenemos la siguiente formula para la compo-
sicién de dos biconjuntos transitivos.

Proposicién 1.9 (1 en Bouc [7]). Sean L subgrupo de G x H y M subgrupo de H x K,
entonces

(Gx H)/Lo(H x K)/M = U (G x K)/Lx "
he€lpu (L\H /pu (M)

donde py (L) es la proyeccién de L en H, pg(M) es la proyeccion de M en H y Lx "D M
es el conjunto {(g, k) EGx K |t cHt q (g9,t) €L, (t, k)eBDM}

Prueba. Sean X = (G x H)/LyY = (H x K)/M. Del Lema 1.7, tenemos la siguiente
descomposicion para X

aGa, 04, B1p o Bic, o, Hy

con Bj un cociente de C1, isomorfo a un cociente de A;. También tenemos la de Y
HHa, 0 4,Bap, 0 B,Bac, © 0, KK

con By un cociente de Cq, isomorfo a un cociente de Az. Obsérvese que C; = py(L) y
A2 = PH (M)
Aplicando el inciso ¢ del lema anterior a ¢, Hy o g H 4,, tenemos entonces que X oY es

isomorfo a
[ ]

U 6Ga 0 aBicyrna, © cymia, Bacsy © 0, K.
hE[C1\H/A2]

Cada uno de los biconjuntos de esta unién es transitivo, ya que si [g, b1, b2, k] es un elemento
en alguno de ellos, entonces by = fi(a1) con f1 : A1 — By y by = f(c2) con fo : Co — Ba,
asi que

[g, bl, bg, k‘] = gal[l, 1, 1, 1]Cgk.

No es dificil observar que el estabilizador de [1, 1, 1, 1] es precisamente L (1) pf.
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Definicién 1.10. Denotaremos por A(G, H) al grupo de Grothendieck de los (G, H )-bicon-
juntos finitos. Es decir, las sumas algebraicas finitas de (G, H)-biconjuntos finitos donde la
unién disjunta de dos de ellos X UY se identifica con X 4+ Y. Escribiremos Ar(G, H) para
R® A(G, H), si R es un anillo conmutativo.

Sean X y Y dos clases de grupos finitos no vacias y cerradas bajo subgrupos, cocientes
y extensiones. Definimos A;;’y (G, H) como el subgrupo de Agr(G, H) generado por los
biconjuntos ¢ X g tales que para toda a en X se tiene Stabg(a) € X y Stabg(a) € ).

Noétese que todo elemento en A(G, H) es una combinacién lineal de biconjuntos transi-
tivos.

Lema 1.11. Si ¢ Xpg pertenece a Ag’y(G,H) y gYk pertenece a A;g’y(H7 K), entonces
cXpgogYk pertenece a Ag’y(G, K).

Prueba. Sea [z, y] € ¢ Xg o gYk,

Stabe([z, y]) ={9 € G | glz, y] = [z, y]}.
Luego, g € Stabg([r, y]) si y s6lo si existe h en H tal que (gz, y) = (xh™!, hy), es decir:
Stabg([z, y]) = {g € G | existe h € Staby(y) t.q. grh = x}

Es fécil observar que Stabg(z) es un subgrupo normal de Stabg([x, y]) y el primero estd en
X, luego tenemos la sucesiéon exacta

1 — Stabg(x) — Stabg([x, y]) — Stabg(|z, y])/Stabg(x) — 1

por lo que basta probar Stabg([z, y])/Stabg(x) € X y tendremos Stabg([x, y]) € X.
Sean

L = Staby(y) N Stabp(z) < Stabu(y) v N = Ngiaby, () (L) < Staby(y),

como Staby(y) € X, entonces L y N pertenecen también a X.
Ahora definimos ¢ : Stabg([x, y]) = N/L. Dada g € Stabg([x, y]), existe h en Staby (y)
tal que gzh = =, veamos que h € N. Si | € L,entonces

zhih ™t =g lalh ™t =g tah™ =z,

asi que hlh~! € Staby (x) y claramente hih~—! € Staby(y), luego hlh=* € Ly h € N.

Definimos ¢(g) = hL.

Veamos que estd bien definida, supongamos que existen h y h' en Staby(y) tales que
grh = x = gzh', entonces xh = xh/, asi que xh’/h™' = z y por lo tanto, K’h~! estd en L. Para
ver que ¢ es un morfismo de grupos, sean g y ¢ en Staby|(z, y]) y supongamos gxh = z,
g'zh = 2’ con h 'y h/ en Staby(y), entonces gg'xhh’ = x y por lo tanto ¢(gg’) = hh'L.
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Finalmente, determinaremos el nicleo de este morfismo. Si ¢(g) = L, entonces existe
h € L tal que gxh = x, asi que gz = z y por lo tanto, g € Stabg(x). Entonces el nicleo es
Stabg(z).

Esto prueba que Stabg([z, y])/Stabg(x) es isomorfo a un subgrupo de N/L y por lo
tanto, Stabg([x, y])/Staba(z) € X.

Con una prueba andloga obtenemos Staby ([z, y|) € V. O

Lema 1.12.

1. Sean oo : G — K y B: H — K dos morfismos de grupos, entonces ge Ksp pertenece a
Ag’y(G, H) siy solo si Kera € X y Kerp € ).

2. Sea (G x H)/D biconjunto transitivo, sabemos que (G x H)/D es isomorfo a ¢G4 o
ABpopBcocHp donde B = C/Cy es isomorfo a A/A;, entonces (G x H)/D estd en
Ag’y(G,H) sty solosi Ay e X yCp €.

Prueba. 1. Si x € K, entonces Stabg(x) = Kera'y Staby(x) = Kerp.
La prueba de 2 se sigue de 1 y del lema anterior. O

Definicion 1.13. Dadas & y ) clases de grupos como las anteriores, el Lema 1.11 nos
. . L AXY . .
permite construir una categoria (%’ cuyos objetos son los grupos finitos y las flechas entre

G y H es el grupo aditivo Ag’y(G, H).
En cada Aﬁ’y (G, G) la identidad es el biconjunto ¢Gg.

Esta nueva categoria no es esencialmente mas o menos complicada que la categoria Grp
de grupos finitos con los morfismos conocidos, es decir:

Lema 1.14. Dos grupos finitos G y H son isomorfos en Grp si y sélo si lo son en Qg’y.

Prueba. Si tenemos un isomorfismo de grupos ¢ : H — G, podemos obtener los biconjuntos
GG(lH oigGag=2aGg v mpGgo GGClH = gHy.
. x,Y X,y
Ahora supongamos que existen X € AR"7 (G, H) y Y € AR~ (H, G) tales que

XoYZ2aGg v YoX X yHy.

SiX=3%.m; GgiH yY = Zj n; ngG, entonces por la Proposiciéon 1.9

G x G
XoY =3 mmn; > Smp
ij z€lprr(Di)\H/pu(E})] " J
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donde D; * ®VE; = {(a,b) € G x G |3h € H con (a, h) € D; y (x*hx, b) € E;}, ¥

Hx H
YOXZZminj Z 7E'*(y’1)Di
i\j yelpc(E;)\G/pc (D)) 7

donde E; * WYD; = {(a,b) € Hx H | 3g € G con (a,9) € E; v (y"'gy, b) € D;}.
Esto implica la existencia de grupos A < G x H, B < H x G tales que A* B = A(G) y
U<HXxG, V<G x H tales que U x V = A(H). Luego, para todo g en G, existe h en H
tal que (g, h) € Ay (h, g) € B, en particular pg(A) = G. Ahora consideremos

ka(A)={g9€ G| (g, 1) € A}.

Dado que (1, 1) € B, entonces (g, 1) € A implica (g, 1) € A * B, luego g = 1, es decir
ka(A) = 1. Pero recordemos del Lema 1.6 que pg(A)/kc(A) es isomorfo a un subcociente
de H. Asi que G es isomorfo a un subcociente de H. Anédlogamente, utilizando UxV = A(H),
obtenemos que H es isomorfo a un subcociente de G. Luego G y H son isomorfos. O

Para muchos aspectos del estudio de los funtores de Mackey resulta 1til considerar una
subcategoria de Qg’y: Sea Z una familia de grupos cerrada bajo subgrupos y cocientes,

definimos Qg%) como la subcategoria plena de Qg,y cuyos objetos son los grupos de Z.

Obsérvese que, si G, H € Z y X es un (G, H)-biconjunto transitivo en A“}g’y(G, H),
entonces todos los grupos involucrados en la descomposicién de Bouc (Lema 1.7) de X
pertenecen a Z.

Definicion 1.15. Sea R un anillo conmutativo. La categoria de funtores de Mackey para
Z sobre R tiene por objetos los funtores aditivos contravariantes de Q;g a R— Mod y por

. X :
flechas las transformaciones naturales entre ellos. La denotaremos por Macy’ %j .51 Zesla

clase de todos los grupos finitos, escribiremos simplemente M acg’y .

No es dificil probar que la categoria Qgg es aditiva y que M acg’ %] es abeliana.

El motivo por el cual debemos restringir los grupos en Z con X y Y es el hecho de que
no todos los funtores de Mackey pueden definirse para todos los morfismos de grupos. Un
caso en el que se puede es el funtor que a cada grupo G asocia su anillo de Burnside B(G).

Para cada grupo G, B(G) se define como el Z-mddulo con generadores las clases de
isomorfismo [X] de G-conjuntos izquierdos transitivos con relaciones [X]| + [Y] = [XUY] y
[X][Y] = [X x Y]. El elemento identidad es el conjunto con un punto. Si R es un anillo
conmutativo, denotaremos por RB al funtor que asigna R ® B(G) a G.

Sean G'y H son dos grupos en Z y gUg un biconjunto. Para X un G-conjunto, definimos
RB(gUg)(X) como gUg o ¢ X, que es un H-conjunto. Esto induce un homomorfismo de
grupos

RB(gUg): RB(G) — RB(H).
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De esta forma, RB puede definirse en Qz’ g para X, ) y Z cualesquiera clases de grupos
que satisfagan las hipétesis.

Otro ejemplo que puede definirse para cualquier Qgg es el anillo de Green a(k_). Si
k es un campo, el anillo de Green de la categoria de kG-médulos finitamente generados,
denotado por a(kG) es, por definicién, generado sobre Z por elementos [M], uno por cada
clase de isomorfismo de kG-mdédulos y con estructuras dadas por [M]+ [N] = [M & N] y
[M][N] = [M ® N]. Para un (G, H)-biconjunto ¢ X definimos

a(¢Xp): a(kH) — a(kG)

[M] — [kX Qm M],

y extendemos linealmente para definirlo en cualquier flecha.
Como veremos en el capitulo 3, estos dos funtores son también funtores de Green.
Nuestro siguiente ejemplo son los grupos de cohomologia. Si R es un anillo conmutativo,
para G € Z queremos asociar M(G) = H"(G, R) a G. Entonces, de acuerdo al Lema 1.7,
basta definir los siguientes morfismos

e M(cG4) para A < G, que definimos como el transfer, es decir

M(¢Ga): H'(A, R) = H"G,R) f— > g-f
g€lG/A]

donde g - f(z) = gf(g~'x) para f representante de una sucesién de longitud n.
o M(cHp) para C < H como la restriccién.

e M(aBp) para a: A — B morfismo suprayectivo con Kera € X, que definimos como
la inflacién, es decir, consideramos a H" (B, R) como A-médulo en el que Kera actia
trivialmente.

e M(pB¢) para B : C — B morfismo suprayectivo con Kerf € ) que discutimos a
continuacién.

Para definir M (pB¢), observemos el caso n = 0. Los primeros tres morfismos quedan de la
siguiente manera:
G
M(cGa) = “A;lR, M(cHu)=1r y M(aBg) = 1g.
Tomemos A = B =1y C = H = G, trataremos de definir M (;1¢). Ahora, 11gocG1 =114
ya que cualquier elemento del lado izquierdo es igual a [1, 1], asi que |G|M (11g) = 1. Atn
si 1/|G| € R, claramente 11g o g11 = 11y, asi que M (11G) = 1g, por lo que debemos tener
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|G| = 1. De aqui concluimos que este morfismo sélo se puede definir para ) = 1. Por lo
tanto los grupos de cohomologia se definen en Qgé

Continuamos con Gy(k_), que asocia el grupé de Grothendieck de la categoria de kG-
moédulos finitamente generados con k£ un campo. Tenemos dos posibilidades, si k£ es un campo
de caracteristica 0, entonces Go(kG) coincide con el anillo de Green a(kG). Por otro lado,
observemos que si k es un campo de caracteristica p distinta de cero, entonces en general
deberemos tomar ) = 1. Sea M = Gy(k _). Consideremos H un grupo de orden divisible
por p y tratemos de definir M (¢Gg). El campo k no es un kH-médulo proyectivo; de serlo,
el morfismo aumentacion

e:kH — k
Z ahh — Z Qp,
heH heH

se dividirfa. Luego, dado 7 € k, un elemento ), aph en la preimagen de r tendria que
satisfacer ay = ay, para todos g, h en H, pero entonces su imagen bajo € es |H |« para algin
a € k, y esto es igual a 0 en k. Luego, como k es finitamente generado como kH-modulo,
entonces no es plano. Asi, el producto tensorial sobre KH no puede extenderse al grupo
de Grothendieck. Es por esto que en general, el grupo de Grothendieck estard definido en
Qg’ )1( El resto de los morfismos pueden definirse de la misma forma que en el anillo de
Green.

Los funtores definidos en Qgé, es decir con ) = 1, seran llamados funtores de Mackey
con inflacién. 7

Otros ejemplos de funtores de Mackey con inflacién son: K1(Z_) que asigna a cada
grupo G la K-teoria K1(ZG) y Wh que asigna el grupo de Whitehead de G, denotado por
Wh(G).

Mencionamos otros ejemplos que apareceran a lo largo de este trabajo.

El funtor representable Ar(_, L) con L en Z. Se define para cada H en Z como
Ag’y(H, L), y en flechas

Ar(aXp, L): ApY (B, L) = A% Y(A, L) como pgYy+ aXpopYr.

. . . X,y
Por el Lema 1.11, éste es un funtor de Mackey que puede definirse en cualquier 2 Rz



Capitulo 2

Funtores de Mackey simples

2.1. Clasificacion

En este capitulo X y )V seran clases de grupos cerradas bajo subcocientes y extensiones,
y Z serd una clase de grupos cerrada bajo subcocientes.

Definicién 2.1.1. Decimos que un funtor S distinto de 0 en M acg’%j es simple si para todo

T subfuntor de S se tiene T =06 T = S.

Lema 2.1.2. Sea M en Mac;;’%}. Si H estd en Z, entonces M (H) es un ROut(H)-mddulo,

)

donde Out(H) = Aut(H)/Inn(H) e Inn(H) son los automorfismos interiores de H.

Prueba. Sea o un automorfismo de H, escribiremos X, := g Hog. Si m € M (H), definimos
a-m = M(X,)(m). Como X, € Ag’ Y(H, H), entonces M(X,) es un endomorfismo de
modulos de M (H).

Si a 'y [ pertenecen a Aut(H) y m € M(H), entonces

Blam) = M(X;p)(M(Xa)(m)) = M(Xp o Xa)(m),

ya que M es un funtor contravariante. Por otro lado (Ba)m = M (Xgs)(m). Pero no es
dificil observar que Xg o X, = Xgq, bajo el morfismo que manda [a, b] en af(b). Asi que
M(H) es un RAut(H )-médulo.

Ahora sea C, la conjugacién por a € H, es decir un automorfismo interior de H. En
este caso tenemos X¢, = g Hpy bajo el morfismo que manda b € X¢, en ba, luego Coym =
M(Xc,)(m) =m.

Por lo tanto, M (H) es un ROut(H )-médulo. O

Definicién 2.1.3. Dado M en Macg’%), decimos que H € Z es un grupo minimal para M
si M(H) # 0y H satisface:
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e Para todo K subgrupo propio de H se tiene M(K) = 0.

e Para todo morfismo suprayectivo o : H — K tal que {1} # Kera € X, se tiene
M(K) =0.

Teorema 2.1.4. Sea S en Mac/’},‘;;’Z simple. Si H es un grupo minimal para S, entonces
S(H) es un ROut(H)-modulo simple. Ademds H es unico salvo isomorfismo y puede es-
cogerse como un grupo de orden minimo en Z tal que S(H) # 0.

Prueba. Como S # 0, existe H € Z de orden minimo con S(H) # 0 y claramente H es un
grupo minimal para S. Probemos que S(H) es un ROut(H)-médulo simple.
Sea W un ROut(H )-submddulo de S(H). Dado G un grupo en Z, definimos

T(G) = {me S(K)| VX € Ay Y(H, G), S(X)(m) e W},

recordemos que S es un funtor contravariante, asi que S(X) : S(G) — S(H). Probemos que
T es un subfuntor de S.

(i) Claramente T'(G) es un R-submdédulo de S(G).

(ii) Sea Y € Ag’ Y(G, Z) y tomemos t € T(Z), veamos S(Y)(t) € T(G). Sea X €
A% Y (H, G), entonces S(X)(S(Y)(t)) = S(Y X)(t). Como Y X estd en A% (H, Z)
yt € T(Z), entonces S(YX)(t) € W, es decir S(Y)(t) estd en T(G).

Asi que tenemos T'=0 6 T = S. Probaremos que T'(H) = W. Luego si T = 0, entonces
W=0ysiT =29, tendremos W = S(H).

Veamos que T(H) C W. Si X = gHp, entonces X € A;’ y(H, H),asiquesit e T(H),
tenemos t = S(X)(t) € W.

Ahora W CT(H);seanw € Wy X € Ag’ Y(H, H), basta tomar X transitivo, es decir
X = (H x H)/D. Por el Lema 1.7 tenemos

X =pyHpoaBpopBcocHy
y existen morfismos suprayectivos a: A — B, 8 : C' — B, asi que
S(X) = S(uHa) o S(aBg) o S(pBc)o S(cHu).

Si A C H, entonces S(A) = 0, asi que S(gH4) = 0. Andlogamente, si C C H entonces
S(cHp) = 0 luego, A = C = H. Por otro lado, @ : H — B es suprayectivo y por el Lema
1.12, Kera € X, asi que debemos tener Kera = {1}, esto implica Kerf = 1. Asi que a y
son automorfismos de H, ademads es ficil observar que para cualquier automorfismo de H,
7, se tiene gy Hvy = ,,—1 Hy bajo el morfismo que manda a en v~ 1(a), luego

X = HO’HH OHHﬁH = HHQ—1H OHH,(-}H = HHa—lﬂH
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en el grupo de Grothendieck. Asf que S(X)(w) = S(X,-15)(w) = a™ B - w, que pertenece
a W ya que éste es un submédulo de S(H), es decir W C T'(H).

Probemos que H es tnico salvo isomorfismo. Sea K € Z minimal para S y supongamos
que K 2 H, probaremos que para todo X € Ag’ Y(K, H) se tiene S(X) = 0. Sea X en
Ag’ Y(K, H), supongamos X = (K x H)/D, y S(X) # 0. Nuevamente, por el Lema de
Bouc tenemos

X = gKaoaBpopBcoocHH,

con morfismos suprayectivos a: A - By g : C — B, luego
S(X) = S(kKa)oS(aBg)oS(Bc)oS(cHn).

Como S(X) # 0, tenemos como antes A = K, C = H,y Keraw = 1, asi que B = K y
podemos suponer que « es un automorfismo de K, luego tenemos 8 : H — K suprayec-
tivo. Ahora, como K no es isomorfo a H, tenemos Ker( # {1}, luego el orden de K es
estrictamente menor que el de H, pero esto implicaria S(K) = 0, una contradiccion, asi que
S(X)=0.

Ahora consideremos el subfuntor () construido como el funtor T, pero esta vez para K
y con W = 0, es decir:

Q(G)={m e S(G) | vX € Ay Y(K, G), S(X)(m) = 0}.

Sabemos que Q(K) = W = 0, asi que S = @ implicaria S(K) = 0, lo que no ocurre,
luego debemos tener Q = 0. Por otro lado, como S(X) = 0 para todo X € Aﬁ’ y(K, H),
entonces S(H) = Q(H), asi que S(H) = 0 lo que contradice la minimalidad de H. Por lo
tanto concluimos K = H. O

Ahora probaremos que si S es un funtor de Mackey simple y H es un grupo minimal para
S, entonces S es isomorfo a un funtor que se puede obtener a partir del ROut(H )-mddulo
S(H), de esta forma obtendremos una clasificacién de los funtores de Mackey simples. Para
este fin, dado H € Z un grupo fijo construiremos dos funtores: F' de ROut(H) — Mod en
Macgv’%) y G de Macﬁ:%} en ROut(H) — Mod que seran adjuntos.

A continuacién construiremos el funtor G.

Si H esun grupoen Zy M € Macé’%], sea M(H) el R-médulo M (H)/M'(H) donde

M'(H)= > MuHg)(ME)+ > M(gaKg)(M(K)).
KsH K

Este cociente puede considerarse como una generalizacion del cociente de Brauer. Veamos
que es un ROut(H )-médulo. Sabemos que M(H) es un ROut(H )-médulo, ahora sea [
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un automorfismo de H y verifiquemos que 3 fija a M'(H); sea a € M(K) y supongamos
K < H, entonces

B-M(gHr)(a) = M(gHsyg)M(nHr)(a) = M(gHsy o nHi)(a).

Ahora, yHsp o yHi = gHpsp, donde en este ultimo en realidad tenemos la restriccion de
B a K. El morfismo es el que manda [a, b] en af(b), asi que 5+ M(gHg)(M(K)) vuelve a
estar en el primer sumando.

Si tenemos « : H — K suprayectivo con 1 # Kera € X, entonces

B+ M(gaKk)(a) = M(gHsp)M(geKk)(a) = M(nHspy o meKr)(a),

pero en este caso tenemos g Hpp o e K = Hop~1 K bajo el morfismo que manda [a, b]
en aff~1(a)b, ademés KeraB~! = BKera € X, asi que M (yHpp o goa K )M (K) estd en el
segundo sumando. Esto prueba que M (H) es un RAut(H)-médulo y vimos en la prueba del
ultimo teorema que Inn(H) actia trivialmente en M (H) asi que M(H) es un ROut(H)-
moédulo.

Observemos que si H es minimal para M, entonces M (H) = M (H).

Por otro lado, si M y N estan en M acgg y f: M — N es una transformacion natural,
tenemos f : M(H) — N(H) morfismo de R-médulos, veamos que es de ROut(H)-médulos.

Sean a € M(H) y a € Aut(H), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M(H) M(gHag) M(H)
le J{fH
N(H) N(gHeapg) N(H)

es decir
fula-a) = fg(M(gHop)(a)) = N(gHop)(fu(a)) = a- (fu(a)),

asi que fy es un morfismo de ROut(H )-médulos. Finalmente, probemos que puede exten-
derse al cociente M (H).

Dado K $ H, tenemos fr y frx morfismos de mddulos con el siguiente diagrama con-
mutativo

M(K) M(gHg) M(H)
le lfH
N(K) N(gHxk) N(H)

asi que
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Andlogamente, si « : H — K es un morfismo suprayectivo con 1 # Kera € X tenemos
conmutativo

M(K) M(gaKK) M(H)
le fu
N(K) N(gaKk) N(H)

asi que fg(M(geKg))(M(K)) C N(goKg)N(K).
Entonces f(M'(H)) € N'(H), luego fy puede extenderse a un morfismo de ROut(H )-
moédulos

fu:M(H) — N(H)
y tenemos el siguiente

Lema 2.1.5. Dado H un grupo en Z, st M, N € Macg’%) y f: M — N esuna transforma-

cion natural, entonces las asignaciones anteriores M(H) y fr definen un funtor covariante
G: Macﬁg — ROut(H) — Mod.

Prueba. No es diffcil ver que G(fg) = G(f)G(g9) si f: M — Ny g: N — P son transfor-
maciones naturales, ya que si t = fg, entonces tg = fpgm, asi que tg = fygn. Claramente

Procedemos ahora a construir el funtor F.

Lema 2.1.6. Sean H y L grupos en Z y A(H, L) = Aﬁ’y(H, L)/A'(H, L), donde

AH, L)=Y pHgoARY(K, L) + Y peKgoARY(K, L),

KsH a:H—-K
1#£KeraeX

entonces A(H, L) es un ROut(H)-mddulo.
Prueba. Como Ag(_, L) es un funtor de Mackey para Z, entonces, por el Lema 2.1.2, para
H en Z, Ag’y(H, L) es un ROut(H )-mdédulo.
Veamos que Aut(H) fijaa A'(H, L). Sean K S H y o un automorfismo de H, sabemos
que
o -gHg =pgHoegopygHr = gHox = pHy (k).

Por otro lado, si tenemos o : H — K con 1 # Kera € X, entonces
HHop o go KK = o1 Kk

y Keraoc™! = cKera € X.
Asf que A(H, L) es un ROut(H )-médulo. O
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Ahora, si H es un grupo fijo en Z y V es un ROut(H)-médulo, definimos Fy v :
Qg’%} — R — Mod por

F,v(L) = Hompowm) (A(H, L),V),
en objetos.

Notacién 2.1.7. Para el resto del capitulo, si M y N son ROut(H )-médulos, abreviaremos
HomROut(H)(M7 N) por (Mv N)

Para las flechas, definimos F, 1y en un biconjunto ;X y extendemos linealmente a los
morfismos de L en K. Tenemos

FH,V(LXK) : (Z(Hv K),V) — (Z(Hv L)7V)7

asi que si f € (A(H, K),V), entonces definimos
Fr,v (e Xk)(f)(uYe) = f(aYL o LXk)
si gYr es un biconjunto y extendemos linealmente.

Lema 2.1.8. Si L y K son grupos en Z y 1 Xi es un (L, K)-biconjunto, entonces las
asignaciones Fr v(L) y Fu,v(LXk) definen un funtor de Mackey.

Prueba. Del Lema 1.3 obtenemos que Fpg v abre la composicién de flechas en Q“E%j y
claramente Fp v(11) = 1p, (1) para todo grupo L.

Con este lema podemos definir el funtor F' en objetos (F(V) = Fp, v ), para definirlo en
flechas sean V' 'y W ROut(H )-médulos y a € (V, W). Sea L un grupo en Qg’g, definimos

fa,r : Fa,v(L) — Fgw(L)

a—r aa.

Afirmamos que fo, = {fa, | L € Ob(Qgﬂ’%})} es una transformacion natural de Fg v en
Fp w. Para cada L, claramente f, ; es un morfismo de R-mddulos, ademas, si K es otro
grupo vy  Xx es un biconjunto transitivo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

_ fa, _
(A(H, K), V) = (A(H, K), W)
FH,V(LXK)\L lFH,W(LXK)
fa L
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ya que si a € (A(H, K), V), entonces
fo, 1(Fr,v(1XK)(a)) : A(H, L) = W
es tal que si Y7, es un (H, L)-biconjunto transitivo, entonces

fo,t(Frv(tXK)(@)(5Yr) = aa(nYyorXk)
= Fuw(tXk)(fa k(@) (aYL).

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.9. Dado un grupo H en Z, si V.y W son ROut(H)-mddulos y o : V — W es
un morfismo de ROut(H)-modulos, entonces las asignaciones anteriores F(V) = Fr v y
F(a) = fa, definen un funtor covariante

F: ROut(H) — Mod — Macy'y.
0

Antes de probar que G es adjunto izquierdo de F', probaremos algunos resultados sobre
los cocientes A(H, L).

Cuatro lemas sobre A(H, L)
Lema 2.1.10. Para H un grupo, A(H, H) = ROut(H) como anillos.

Prueba. Definimos

¢ : ROut(H) — A(H, H) por ©(¢)= pgHog,

estd bien definida ya que si o es un automorfismo interior, entonces g Hop = g Hy.
Para ver que es inyectiva, supongamos que

o X Ao)= S AuHon =0,

oeOut(H) o€Out(H)

entonces Yy AopgHop € A'(H, H), es decir:

Z Ao Hog = Z ai(iHk o k Xig) + Z bj (o KK o kYjpy).
oc€Out(H) KsH a:H—K
1#KeracX
En ambos sumandos podemos suponer x X;y y rYj transitivos, ya que cualquier (K, H)-
biconjunto es suma de éstos. Fijaremos ¢ y j y los omitiremos en lo que sigue. Observemos
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quesi K S H oexiste « : H - K con Keraw # 1y xkXg y xYm son transitivos, entonces
tanto g Hg o g X como fo Kk o Yy son transitivos. En el primer caso, si [k, z] y [h1, 1]
pertenecen a g Hpg o g X, entonces

[h, x] = [h, kxyB') = [hE™Y, 21h') = bk A e, )R,

para algunos k € K y h/ € H.
En el segundo caso, si [k, y| y [k1, y1] pertenecen a pgo Kk o Yy, entonces

[k, y] = [k, K'y1h] = [kK'™", y1h] = (kK k7 k1, yih] = o(B) [k, 1]l

para algunos k' € K y h, b’ € H con a(h') = kk'~ 'k '

Por otro lado, g Hopy es transitivo, ya que si x, y € H, entonces = o(a) para algun
a € H, asf que x = y~'yo(a) = y~' -y - a. Los biconjuntos transitivos forman una base,
asi que debemos tener, para cada o € Out(H), gHoy igual a alguno de los sumandos.
Supongamos primero que para algin K S H tenemos

gHog & gHg o gk Xg.
Ahora, para g Hopy, sea E = Stabp« (1) y para pHgog X, sea F' = Stabg (1), entonces

E = {(a,b) € Hx H|ao(b)=1}
{(e()™', ) c Hx H|bec H}.

Por otro lado x Xy = (K x H)/D para algin D < K x H, asi que

F = Stabuxnu([l, (1, 1)D])
{(a,b) e Hx H |a-[1,(1,1)D]-b=1, (1, 1)D]}
{(a,b) e Hx H|3c € K t. q. (ac™t, (¢, b1)D) = (1, (1, 1)D)}
= {(a,b)e HxH|aecKy(a,b')e D}
Para que (H x H)/E y (H x H)/F sean isomorfos debemos tener F y F' conjugados. En
E, b recorre todos los elementos de H, por lo tanto o(h)~! también. Sin embargo, en F los
elementos de la primera coordenada estan en K, asi que esto implicarfa uHu "' contenido

propiamente en H para algin v € H, lo que no puede ocurrir.
Supongamos ahora que para algin o : H — K con 1 # Kera € X tenemos

HHopg = go K o gYy.
Como gYy = (K x H)/G para algin G < K x H, si C = Staby«u([1, (1, 1)G]), entonces

C = {(a,b)e HxHla-[1, (1, 1)G]-b=1[1, (1, 1)G]}
= {(a,b) e HxH|3kecKt. q (ala)k™ !, (k, bHG) = (1, (1, 1)G)}
= {(a,b) € Hx H|(afa), b ') € G}.
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Como (1, 1) € G y Kera # 1, podemos encontrar a # 1 tal que (a, 1) € C, esto prueba
que C' y E no pueden ser conjugados y por lo tanto, que ¢ es inyectiva.

Para la suprayectividad tomemos, sin pérdida de generalidad, (H x H)/D # 0 la clase
de un biconjunto transitivo en A(H, H). Por el Lema 1.7 tenemos

(HxH)/D=ygHpo sBgopgBcocHgy,

donde A, C < H y B es un cociente de C' isomorfo a un cociente de A. Si A fuese un subgrupo
propio de H o B fuese isomorfo a un subcociente propio de H tendriamos (H x H)/D €
A'(H, H) lo que no ocurre. Asf que debemos tener A = H y H = B, por lo tanto

(H X H)/D gHHCOCHH-

Nuevamente, debemos tener C' = H, asi que (H x H)/D = g H~y con 7 un automorfismo
de H.
Finalmente, hemos visto que si a y 7 son automorfismos de H, entonces

HHO'H (] HHTH & HHO'TH
lo que prueba que el morfismo es de anillos. O

Lema 2.1.11. Sean H y L grupos, entonces A(H, L) # 0 si y sélo si evisten C < L y
a: C — H morfismo suprayectivo tal que Kera € ).

Prueba. Supongamos que existen un grupo C' y un morfismo « como los del enunciado,
entonces gHecocoLy, € Ag’y(H, L) y es transitivo ya que si [a, b] € gHac oo Lr, entonces
[a, b] = a[l, 1]b. Ahora, si E = Stabgxm([1, 1]), tenemos
E = {(a,b)) e HxL|3ceCt.q (a,b )= (1-¢,c ! 1)}
{(a(c),c) e HXx L|ceC}

vy wHac o cLy, = (H x L)/E. Tomemos su clase en A(H, L) y supongamos que es igual a
0, entonces, tal como en la proposicién anterior,

(H X L)/E = HHKOKXL o (H X L)/E = H5KKOKYL
para algin K < H o algin § : H - K con 1 # Kerd € X. En el primer caso tenemos
F := Staby (1, (1, 1)D]) = {(a, b)) e Hx L|a € K y (a, b ") € D}

donde X1 = (K x L)/D. Como « es suprayectiva, si F'y E fueran conjugados H seria
conjugado a un subgrupo propio, lo que no ocurre. Para el segundo caso, si xYy = (K X
H)/Gy C = Stabuxr([1, (1, 1)G]), entonces la prueba de que suponer C'y E conjugados
nos lleva a una contradiccién es analoga a la de la proposicién anterior.
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Ahora supongamos A(H, L) # 0. Como Ag’y (H, L) esta generado por biconjuntos
transitivos, entonces existe uno cuya clase es distinta de 0, es decir, existe D < H x L tal
que (H x L)/D # 0 y por el Lema 1.7 tenemos

(H X L)/D%HHAOABBOBBcOCLL.

Si A fuera un subgrupo propio de H, entonces s Hyo(4BpopgBcocLy) estarfaen A'(H, L),
una contradiccién, asi que A = H. Sabemos que B es isomorfo a un cociente de H, si este
cociente fuese propio tendriamos gBpo (pBcocLy) € A'(H, L) lo que no ocurre. Asi que
H = B y tenemos

(H X L)/D = ygHoocoLyp,

por el Lema 1.6 tenemos C < Ly m: C' — H, ademas por el Lema 1.12 Kerm € ). O

Lema 2.1.12. Sean H y L grupos. Supongamos que existen ¢ : C' — H y¢v : D —» H
con C, D < L y Kerp, Kerm € Y, entonces gHeo o oLy, y gHp o pLp son iguales en
Ag’y(H, L) si y solo si existen h € H y 1 € L tales que D = 'C y cj,p = ¢ donde ¢,
denota la conjugacion por un elemento x.

Prueba. Tenemos pHo o oL y pHp o pLy transitivos. Sean E el estabilizador en H x L
de ([1, 1]) con respecto a la accién de ¢ y F' con respecto a la accién de 1), entonces

E={(¢lc)yc)e HxL|ceC} y F={(¢(d),d e HxL|de D}

y estos son conjugados si y sélo si existen h € H y | € L que satisfacen las condiciones del
enunciado. O

Para el siguiente lema, definimos
U={(C,¢)|C<Lyp:C—Ht q Kerpe)}

con H y L grupos.
Observemos que H x L actia en U bajo

(h‘v l) ) (07 90) = (lCﬂ Ch(tpcl_l)'

yva que K erchcpcl_l = !Kery que estd en ). Escribiremos U/ ~ para las érbitas de esta
actuacion.

Lema 2.1.13. Sean H y L grupos y V un ROut(H )-mddulo, tenemos

AH,L)= @ RgHcocLr.
(C,p)eU/~
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Prueba. De los lemas 2.1.11 y 2.1.12, tenemos que si A(H, L) # 0, entonces U # 0 y
A(H,L)= > RgHgocLy.
[(C,p)leut/~
Para ver que es suma directa supongamos
> AmHe o0,LL =0,
[(Ci, i)

es decir >, \igH¢, o, L1, € A'/(H, L). Cada sumando es un biconjunto transitivo, asi que,
como hemos visto anteriormente, esto implica que cada uno de ellos estd en A’'(H, L), es
decir gHc, o ¢, L1, = 0 para toda i. ]

Proposicion 2.1.14. Sea H € Z. Para los funtores definidos anteriormente
G: Macﬁ’%; — ROut(H) — Mod y F:ROut(H)— Mod — Macﬁ’%},
tenemos que G es adjunto izquierdo de F'.

Prueba. Sean M un funtor de Mackey y V un ROut(H)-mdédulo, tenemos que probar la
existencia de una biyeccion

a: Hom %;(M, F(V)) — Hompowm)(G(M), V)

X
Mach

natural en V' y M. Utilizaremos la abreviatura Homz (M, Fy, v) para las flechas entre M
y Fu,v y seguimos usando la de arriba para los morfismo de ROut(H )-médulos. Definimos

(73 Homg(M, FH,V) — (M(H)7 V),

para f : M — Fp v una transformacién natural, como

a(f): M(H) =V, tal que o(f)(@) = fu(a)(aHn)
paraa € M(H), donde fyg : M(H) — Fu v(H).
Probemos que a(f) estd bien definida. Tenemos Fy v (H) = (A(H, H), V), luego por

el Lema 2.1.10 esto es isomorfo a V' y como sabemos, el isomorfismo esta dado por enviar
t:A(H, H) — V en t(gHp) asi que la composicién con fg

M(H) — FH7v(H) —V

manda a € M(H) en fy(a)(gwHpg) € V, observemos que anula a M'(H).
Supongamos a = M (g Hg)(c) para algin ¢ € M(K) con K subgrupo propio de H,
tenemos el diagrama conmutativo
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le lfH
Fy v(K) i v i) Fy v(H)

pero por el Lema 2.1.11, A(H, K) = 0, luego F v (K) = 0, asi que fy(a) = 0. Para el
caso a = M(gJy)(c), donde existe 5 : H — J con 0 # Kerf € X, la prueba es andloga.
Obtenemos asi que «(f) estd bien definida.

Ahora veamos que a(f) es un morfismo de ROut(H)-médulos. Sean = € Out(H) y
a € M(H), entonces

T-a=%-a=M(gH=p)(a)

luego
a(f)@-a) = fu(M(gHen)(a)(nHp)

pero tenemos el diagrama conmutativo

M(gHzp)

M(H) M(H)
le lfH
Fyr v (H) Fy,v(gHeg) Fy.v(H)

asi que

fa(M(gH=p)(a)) = Fu,v(mHe)(fr(a))

y este ultimo es T - fy(a) en Fy v(H). Ahora, el isomorfismo entre Fy v(H) y V es de
ROut(H)-médulos, luego

@ fu(a))(uHp) =7 (fu(a)(uHp))
asi que
a(f)@-a) =7 (fula)(nHu)) =7 - a(f)(@).

Por lo tanto, o estd bien definida.
Ahora definiremos una funcién inversa

ﬂ : (M(H), V) — Homg(M, FH7\/).

Sea h : M(H) — V un morfismo de ROut(H )-médulos y tomemos L un grupo en Z,

definimos S(h)r : M(L) — (A(H, L), V) para b € M (L) como

B(h)L(b) : A(H, L) » V tal que Xz, — h(M(nX1)(0)).
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Afirmamos que B(h) = {B(h)r | L € Ob(Qg’g)} es una transformacién natural. Primero
veamos que (B(h)r(b) estd bien definida. Supongamos gy X; = gHgi o Y7 para algin K
subgrupo propio de H, entonces

M(gXr)(b) = M(pHr)M(kYr)(b)

que se encuentra en el primer sumando de M'(H) luego M (yX1)(b) = 0. El otro caso es
andlogo. Ahora probemos que S(h)r, es de ROut(H)-médulos, sea a € Aut(H), entonces

Bh)Lb)(a-uXr) = h(M(gHapgonXr)(b))

h(M (g Hap)M (Y1) (D))

h(a- M(uY1)(b))

= a-h(M(ugYr)(b)) porque h es de ROut(H)-médulos
= a-B(h)L()(aYL).

Finalmente, Veamos que 3(h) es natural. Sean L y K dos grupos en Z y  Xg un (L, K)-
biconjunto en Or R, %), debemos probar la conmutatividad del siguiente diagrama

M(K) (A(H, K), V)
M(LXK)l iFH v(LXkK)
B(h)L —

M(L) (A(H, L), V).

Sea a € M(K), veamos que B(h)(M(LXk)(a)) y Fu V(LXK)( (h)k(a)) definen la misma
funcién, Sea gY7 la clase de un biconjunto en A(H, L) tenemos

Bh) (M (L Xk)(@)(rYr) = h(M(gYr)M(LXK)(a))

y por otro lado

Fuav(tXk)(B(M)k(a)) = B(h)k(a)(aYL o Xk)
= h(M(gYporXk)(a)).

Ahora veamos que 8y « son inversas. Sea h : M(H) — V un morfismo de ROut(H )-médulos
y @ € M(H) tenemos

a(B(h)(@) = B(h)u(a)(nHu) = h(M(nHp)(a)) = h(@).

Por otro lado, si f : M — Fp v es una transformacién natural y L es un grupo en Qg’ %j ,

veamos que B(a(f))r es igual a fr; para esto tomemos a € M(L) y g X, € A(H, L),
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entonces

Bla(f))e@)(aXr) = a(f)(M(aXL)(a))
= fu(M(#X1)(a))(nHp)
= (Fgv(uXr)fr(a))(wHy) porque f es transformacién natural
—  fo@)(Hr o 1 X2) = fu(a)(XL).

Para terminar debemos probar que esta biyeccion es natural en M y en V.
Sean M, N funtores de Mackey y f: M — N una transformacién natural, recordemos
que G(f) = fg: M(H) — N(H), tenemos que probar la conmutatividad del diagrama

Homz(N, Fy,v) —~~ (N(H
o
Homz(M, Fy,v) — (M(H), V).

Sean a € (N, Fy,v) y m € M(H) tenemos

an(a)fi : M(H) - N(H) =V tal que 7 fr(m) = ag(fr(m)) (s Hr),

por otro lado ajs(af) manda m en (af)g(m)(gHu), pero (af)p(m) = ag fu(m).
La prueba de la naturalidad en V' es anéloga. O

Continuando con H un grupo fijo, consideremos ahora el funtor
E:Macyy — AgY(H, H)— Mod ~ M +— M(H).
F tiene un adjunto izquierdo
L:Ay”(H, H)— Mod — Macyy Vi Ly

donde Ly v(G) = Agy(G, H)®pV 'y ®pu es el producto tensorial sobre Ag’y(H, H). En
flechas se define de manera obvia.

El Lema 1 en Bouc [7] dice que dados H un grupo y V un Ag,y (H, H)-médulo simple,
Ly, v tiene un tnico cociente simple, denotado por Sy, . De hecho, este cociente satisface
Su,v(H) =V y para cualquier grupo G es igual a Ly, v(G)/Ju,v(G) donde

n

JH7v(G) = {Zﬁpz XKn; € LH7v(G) | Z(zpo%)‘ni =0 \V/”L/J € AR(H, G)}

i=1 =1
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Observacion 2.1.15. Sean S un funtor de Mackey simple y H un grupo tal que S(H) # 0.
Si V = S(H), entonces S es isomorfo a Sy, v ya que

Homz(Lg,v, S) = Homg(V, V).

Ademés, si H es minimal para S, entonces S = Sy, v es un subfuntor simple de Fp . Esto
gracias a que V' es un ROut(H )-médulo simple y S(H) = S(H), luego

1

Homz(Su,v, Fu,v) = (V, V).

Veamos que Sy, v es precisamente el soclo de Fiy v .

Definicién 2.1.16. Sean M € Macg’%] y X(H) un subconjunto de M(H) para cada
H € Z. El subfuntor de M generado por X es la intersecciéon de todos los subfuntores F' de
M tales que X(H) C F(H). Lo denotaremos por < X >.

Lema 2.1.17. Sean H un grupo en Z y V un ROut(H)-mddulo simple. El subfuntor de
Fr v generado por V' es isomorfo a Sy, v .

Prueba. Sea 0 # N < Fg,v subfuntor, entonces

O#HOmz(N, FH,V) %( (H), V)

Luego, existe o : N(H) — V un morfismo de ROut(H)-médulos distinto de 0. Como V es
simple, entonces « es suprayectiva, por lo tanto N(H) # 0, pero N(H) C Fy v(H) = V.
Asi que N(H) =V.

Por lo tanto <V >< N, asi que < V' > es simple e isomorfo a Sy v . O

Si Hy y Hs son dos grupos, V' es un ROut(Hsz)-méduloy ¢ : Hi — Hs es un isomorfismo,
denotamos por ¥V al ROut(H;)-médulo que tiene por conjunto subyacente el de V' y la
multiplicacién por @ € Out(H;) se define a través del isomorfismo entre Out(H;) y Out(Hs),
es decir

a-m = (pap=t)-m

para todo m € V.

Proposicion 2.1.18. Sean S1 y Sy dos funtores de Mackey simples, Hy y Ho grupos min-
imales para Sy y Sy respectivamente, Vi = S1(H1) y Vo = So(Hz). Entonces, S1 = Sa, si y
solo si existe un isomorfismo ¢ entre Hy y Ho tal que Vi = P V.

Prueba. Supongamos S; = So. Tenemos que H; es un grupo de orden minimo tal que
Si(H;) # 0 para i = 1,2 pero por otro lado, S1(H1) = Sa(H1) v S1(H2) = Sa(Hz). Luego,
| Hi |=| Ha |, pero los grupos minimales son unicos hasta isomorfismo, entonces tenemos
H; =2 H, bajo algin isomorfismo ¢ : H; — Hy, luego V1 = ¥V5.
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Ahora supongamos que existe un isomorfismo ¢ : H; — H» tal que V; = ?V5. Dado que
Vi y V4 son isomorfos como ROut(H7), entonces

(Z(Hlv L)? Vl) = (Z<H17 L): <pv2)’

para todo grupo L en Z y es un isomorfismo natural, es decir Fy, v, = Fp, «v,. Veamos
ahora que Fp, ¢y, = Fp, v,. Sea L € Z, definimos

pnr - (Z(Hl’ L)v wVYZ) — (Z(H% L)’ V?)a

si f € (A(Hy, L), ¥Va), entonces definimos ur(f) : A(Hz, L) — Va2 en la clase de un
(Ha, L)-biconjunto p, X1, y extendemos linealmente

pr(f) (e Xe) = fla Hip-1 g, © 5, X1)-

Como ¢ es un isomorfismo, no es dificil ver que ur(f) estd bien definida.
Ahora veamos que es de ROut(Hz)-médulos, sea @ € Out(Hs) la clase de un automor-
fismo «, tenemos

pr ()@ 1, Xr) = f(a Hip=1 g, © HyHoop, © 1, X1)

por otro lado g, Hoepy, © g, Hi,-1,, es isomorfo a g, Hop,, asi que la igualdad de arriba es

Ho
igual a
f(H1H199_1H2 © HQHQO‘HQ © (HQHQWHl o H1H1¢_1H2) © HzXL)
luego
pr(f)@- m,Xe) = fle~tap  mHi-1y, 0 mXr)

= ¢ lap- f(Hlﬂlgple2 om,Xr) fesde ROut(Hp)-médulos

= af(g, Hip-1p, © 1,X1)
= apn(f) (X))

Definimos p = {ur | L € Ob(Qg’%})} y afirmamos que es una transformacién natural.

Sean K y L grupos en Z, Xy un (K, L)-biconjunto y f € (A(Hi, L), ¥V3), tenemos que
probar la conmutatividad del siguiente diagrama

_ 1753 N

(A(Hl, L), ¢V2) *>( (HQ, L), VQ)

FHl,WVQ(KXL)l \LFHQ,VQ(KXL)

22:¢ —

(A(Hy, K), ¥Vo) — (A(H>, K), V3).
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Tomamos f, Y € A(Hs, K), por definicién de Fy, «y, tenemos

pr (Fry, ova (K X1) () (5, YE) = f(o Hug-1py, © 5, Yi © £ X1),

que es precisamente Fip, v, (i X1) (11 (f)) (i, Yic).
Finalmente, es claro que cada py, es biyectiva y por lo tanto tenemos Fy, v, = Fy, v,
asi que sus soclos son isomorfos, de donde obtenemos el resultado. O

2.2. Descripcion

En esta seccién supondremos que Z y W son clases de grupos cerradas bajo subcocientes
de tal forma que W sea subclase de Z.

Lema 2.2.1. Sean M € Macg’%) yN € Mac;f’% tal que N es subfuntor de M|yy, entonces

X7
el funtor en MacR,Z generado por N es

<N>(H)= > M(gHao 4~Bp)N(B)

a:A—»B, A<H
KeraceX, BeW

para H un grupo en Z.

Prueba. Veamos que T definido por

T(H)= Y M(uHao aBp)N(B)
a:A—+»B, A<H
KeracX, BEW

para H en Z, es un subfuntor de M.

Si H es un grupo en Z, claramente T(H) C M (H).

Ahora sean H y L dos grupos en Z y X € A;f’y(H, L). Dado a en T'(L) debemos
demostrar que M (X)a estd en T'(H). Ahora, a = M(Lg o gaFp)m con m € N(F) para
algin £ < Ly a: E — F suprayectiva con F' € Wy Kera € X, asi que si suponemos X
transitivo, entonces

X=pgHyoaBpopBcocly,

por lo que M(X)a es igual a
M(HHA OABB OBBC’ OCLL OLLE e} Ean)m

Iremos obteniendo el resultado para cada uno de los términos en la descomposicién de Bouc
de X. Para ¢Lj, usando la férmula de Mackey en ¢ Ly, o 1L, obtenemos

M(¢LyopLpopeFrym= Y M(cConop o crop’Eg o pFr)m,
9elZIE]
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demostraremos que cada sumando es isomorfo a M(cCp o psQg)n, donde Q € W, n €
N(Q), D < C y existe f : D — @ suprayectivo con Kerf3 € X, con esto obtendremos
que cada sumando estd en T'(C). Basta tomar D = CNYIE y Q = «(DY), ya que entonces
Q < F, asi que Q € W. Ademés el nicleo del morfismo suprayectivo § = acy : D — Q es
Kera? N D, que es isomorfo a un subgrupo de Kera y, por lo tanto, estd en X. Por otro
lado
cniEQq o QFr = crvp?Er o gFr

por medio del morfismo que manda [g, f] en [1, ¢f], luego, si n = M (oQr)m, entonces cada
sumando es de la forma deseada.

Ahora consideremos g B¢ para el cual existe 7w : C' — B con 7 suprayectivoy Kerm € ),
demostraremos

M(pBrc o cCp o psQq)n = M(pBr © rePp)l

para algin [ € N(P), Pe W, R< By p: R — P con Kerp € X. Tomamos R = 7(D) y
P = 3(D)/B(DNCy) donde C; es el nicleo de w. Observemos que P es isomorfo a

D/Kerp -~ D/DnC
(DN Cy)KerB)/KerB — (DNCy)KerB)/DNCy
por lo que P es un cociente tanto de ) como de R. Como cociente de @, el nicleo es
(DNCy)/(KerBNCh) que, por ser cociente de un subgrupo de C1, estd en ) y por lo tanto
P estd en W. Como cociente de R, el niicleo es Ker(/(KerBNC1) que es cociente de Kerf,
asi que estd en X'. Ademads, observemos que pBc o cCp £ gBp y

BBpopQqg = pBrorPpopPg

por medio del morfismo que manda [b, ¢] en [b, 1, u(q)], donde p es el paso al cociente de @
a P.Porloquesil= M(pPg)ny p es el paso al cociente de R a P, obtenemos el resultado.

Continuamos con 4B con ¢ : A — B suprayectivoy Keryp € X. Como R < B, entonces
se corresponde con un subgrupo A; < L < A donde A; es el ntcleo de ¢, igualmente Kerp
se corresponde con A; < Hy < L. Tomaremos L < A, observemos que L/H; = Py como
Hy es una extensién de Kerp, entonces Hy estd en X'. Ahora 4B o pBr = osBry

AAp o Pp = gBrogPp

bajo el morfismo que manda [a, p] en [p(a), p|, asi obtenemos la forma deseada.
Finalmente tomemos g H 4 para A < H, este caso es el més sencillo, ya que L es subgrupo
de Hy gHp o 4Ar & gHy, por lo que podemos tomar ;Hy o 1 Pp. Asi obtenemos que
M(X)a esta en T(H).
Ahora, si H € W, entonces N(H) es un sumando de T(H), tomando A = H = B,
asi que tenemos < N >< T. Por otro lado para H € W tenemos T(H) C< N > (H) ya
que para cualquier a: A — B con B € Wy Kera € X tenemos

M(gHao0 40Bp) < N > (B) C< N > (H)
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pero si B € W, entonces N(B) =< N > (B). Luego T =< N >. O

Corolario 2.2.2. Sean W y Z como en el lema anterior. Si S € Macg’%) es simple,

entonces S|y =0 ¢ S|y es simple.

Prueba. Si S|y # 0, entonces para cualquier N # 0 subfuntor de S|yy, tenemos 0#< N ><
S, entonces < N >= 5. Asi que S|yy =< N > |,y = N. O

Recordemos del Lema 2.1.13 que para H y L grupos, definimos
U={(C,¢)|C<Lyp:C—»Ht q KerpeY}.

y H x L actia en U bajo
(ha l) : (Ca 90) = (lc’ Chgpcfl)‘

Ademas, si W := U/~ es el conjunto de drbitas de U bajo esta accién, entonces Out(H)
actia en él. Sean [C, ¢] € W la 6rbita de (C, ¢) y 8 € Aut(H), entonces [C, By| define una
accién de Aut(H) en W, ya que si (C, chgocl_l) es otro representante de la érbita, entonces

ﬁchgocfl = cﬂ(h)ﬁgpcfl, asi que

[C, Be] = ['C, Benpe; -

Ahora, si o € Inn(H) entonces (C, ¢) vy (C, ap) pertenecen a la misma dérbita en U, por
lo que tenemos una accién de Out(H) en W.

Continuamos trabajando con Z familia de grupos cerrada bajo subgrupos y cocientes
y para un grupo H € Z tomamos W la clase de grupos isomorfos a subgrupos o cocientes
de H, que es una subclase de Z. Observemos que, si V' es un ROut(H)-médulo simple,
entonces por el Teorema 2.1.4 Sy v|w(K) = 0 para todo K € W no isomorfo a H, donde
Su,v como subfuntor de Fpy,y estd definido en todo Z.

Proposicién 2.2.3. Sean H € Z yV un ROut(H )-mddulo simple, entonces para cualquier
grupo L € Z

i)
FH7v(L) = @ VS[C» ©]
[[C, ellew/~

donde W/ ~ son las drbitas de W bajo la accion de Out(H) y

Sic,¢) = Stabouym) ([C; ¢]) = {7 € Out(H) | 7[C; ¢] = [C, ¢]}-



40 Funtores de Mackey simples

Su,v(L) = E Fuv(rLao 4sHpy)V.
B:A—H, A<L
KerpeX

yparav enV, Fg v(rLao ss Hiy)v se puede escribir en términos de i) de la siguiente
forma: Si para x € [C'\ L/A], definimos ¢, = ¢|cnea ¥ B = Bloena, entonces

Fuy(cLaoasHuv= > f3,0) con f5 o(0)= > Tapg-v
[[C,ellew/~ €T (¢, B)

donde
T(p, B) ={xz € [C\ L/A]| ¢z Bs son epimorfismos y Kerp, = “*Kerf;}
Ytoop: H—H, t, , 5(h) =¢("a) para a alguna preimagen de h bajo 3.

Prueba. Para i) tenemos, por el Lema 2.1.13

[[(C, p)lew/~ ae[gL(H)}
[C, ¢l

descomponiendo en las érbitas de U/ ~ bajo Out(H).
Ahora

gHeecocLly =a-gHecocLy
y RyHec o oL es un RS|c, ,)-médulo isomorfo a R, asi que
- ~ Out(H)
AH L= & R Moo
[[(C,o)]lew/~

Por otro lado

Out(H)>

Out(H ~
Hompouw)(R1ge" ), V) = Homgs, (R, V 1§

Sie,

~ Out(H) Sie, )
= HomR(R, Vis[c,w] ) (2
y este tltimo es isomorfo a V¢l
Para ii), por el Lema 2.2.1, tenemos
Suv(L)= Y Fuv(tLao 4sKk)Suv(K),

B:A-K, A<L
Kew, KerpeX
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pero Sy v (K) =0si K 2 H. Ahora, siv € V, entonces Fy v (Lo 46 Hi)v es una funcién
en Sy v(L) C (A(H, L), V) que en un bésico g Hec o ¢ Ly, con [C, ¢] € U estd dada por

aHecocLpopLao gsHpy v,
utilizando la férmula de Mackey obtenemos gHec o oLy o 1 Lg o 4sHp igual a
> wHecocCorpaocrra®Aao 4o Ha.
z€[&|A]
Cada sumando es transitivo y si D = Stabg«g([1, 1, 1, 1]), entonces

D = {(a,))eHxH|(a,1,1,b)=0-¢c,ct-1-d,dt-1-f f1-1)}
{(a,b) € Hx H | (a, 1, 1,b7") = (¢p(c), ¢ 'd, dH(*f), B(/)7)}
{(p(c), B(c™) e Hx H | c€ CNTA}
y por el Lema 1.7 tenemos

Hx H
D

donde A" = p(CNTA), C"=p3(C*NA)y B es isomorfo a

=puyHp o pBpogBerocHy

p(CNn*A) _ B(C*NA)
e(CNn*KerB) B(Kerp* N A)’

Para que algtin sumando tenga clase distinta de 0 en A(H, H), es decir, no esté en A’'(H, H),
necesitamos A’ = H, por lo que la descomposicién de Bouc queda g BgogBcroc: Hy. Nueva-
mente debemos tener B & H, obteniendo g H¢r o o Hy por lo que H = C’, sin embargo, el
resultado final no es necesariamente la identidad, observemos cual fue el automorfismo que
obtuvimos; como x debe satisfacer H = p(CN*A) y H = (C* N A), entonces tenemos los
isomorfismos usuales de H en (CN*A)/(CN*ANKery)yde H en (C*NA)/(C*NANKerp).
Por otro lado, B = H, asi que o(C N*KerfB) =1 = f(Kerp® N A), por lo que

"(C*NKerp)=KerpN*Kerf ="AN Kery,

asi que el automorfismo de H es

0 CnNn*A N C*NA .
KerpnN®Kerp Kerp® N Kerp

h+— c¢(KereN*Kerf) — c*(Kery® N Kerp) — p(c*)

para c alguna preimagen de h bajo ¢.
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Es decir

B -t _
gHecocLp — Z thv%ﬁHH-’U: Z te, o, 8" V-
z€T(p, B) =T (¢, B)

Para terminar la prueba, siguiendo los isomorfismo de i), observamos que el sumando
f8,0(v) correspondiente a [[C, ¢]] € W/ ~ es precisamente la imagen de g Hec o ¢ Ly, bajo
FH}V(LLAOABHH)U- O]

Con esta proposiciéon podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 (2.6 en Webb [20]). Sean H, L en Z y V un ROut(H)-mddulo simple.
i) Si X =Y =1, entonces

Suvl)= @ eIy,
p:C=H,C<L
Cmod.L

donde Cmod.L significa C hasta L-conjugacion.
51 Y =1yX esla clase de todos los grupos finitos:

ii)

Fuv(l)= @ (M@
p:C=H,C<L
Cmod.L
iii)
Suv(L)= Y. Fuv(Lao ssHu)V
B:A—~H, A<L

B escindible

Yy Frav(rLao asHp)(v) en términos de la descomposicion en it) se ve como

Fuv(tLaowHm) )= > fao) y foo)= > 6l

p:C=H,C<L z€[A\T(C, A)]
Cmod.L KerfnC®=1

donde T(C, A) ={x € L | C* C A}, y 0, es la composicién

20— cr AL
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Prueba. i) Tenemos

Spv(L)= Y Fuv(iLooc-Hp)V.
C<L, p:O~H

Observemos primero que Fy, v (1 Lc o ce Hi)v segin la descripcién de ¢) del lema anterior,
estd contenido en el sumando correspondiente a [[C, ¢]], es decir en VZI©.¢l; ya que de la
prueba de ii) obtenemos, para otra pareja A < L, §: A = H, que el sumando f, g(v) es
distinto de 0 si para algin z € T'(¢, ) tenemos C = CNATy A= AN*C, asi que A =*C
y

[C, @)l = [FC, (Beap™ Ve D]l = (14, B])

1 s un automorfismo de H.

ya que ez

Tomando entonces el sumando correspondiente a [[C, ¢]], los x € [C'\ L/C] que hacen
el sumando distinto de 0 son aquellos en N (C), asi que el conjunto T'(¢, ¢) es igual a
[NL(C)/C] y el automorfismo de H, t;,, , = pcup™ T, es decir

Fuv(pLo o oo Hy)V = trir O (#v).

Finalmente, si ‘C' = C} con [ € L, podemos tomar ¢ = gocl_l como isomorfismo de Cy en H
y entonces Fy v(rLcoceHi)V esigual a Fy v(rLc, o o Hpy)V. Por otro lado, si no son
conjugados y ambos son isomorfos a H, entonces por el primer parrafo, estan contenidos en
sumandos diferentes, lo que prueba que la suma es directa si se hace C'mod.L.

i1)Como hicimos arriba, si '{C' = Cy para | € L y tenemos ¢ y ¢; isomorfismos de C' y

C respectivamente en H, entonces [[C, ¢]] = [[C1, ¢1]], asi que
Fgv(l)= @ Vsl
p:C=H,C<L,
Cmod.L

Bastard probar entonces Sz, oy = {wcep™! | 2 € Np(C)}.
Dado 2 € NL(C), tenemos pc, 0~ o = @c, v [C, @] = [C, pcg], ast que pcpp—1 € SiL, -
Por otro lado, si @ € S|¢, ], entonces oy = cppc, para algunos h € H y x € N(C), luego

;o= eyt Asf que T = eyt

i7i) Tenemos

Sav(L)= Y Fuyv(tLao seHp)V.
A<L, BA-H

y tomando Fp v (L) como arriba, para C < L, ¢ : C = H y x € [C\ L/A], definimos
Yz = ¢lcnza ¥ Bz = Blc=na, luego Fr v(rLa o 46 Hp)v se puede escribir como

Z fa, p(v) con  fg ,(v) = Z to, 8"V

C<L,p:C~H z€T (@, B)
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donde
T(p, B) ={xz € [C\ L/A] | ¢z By son isomorfismos}

Ytz op:H—H, ty,p(h)=¢(*a) para a alguna preimagen de h bajo /3.
Observemos que esta descripcién de T'(p, f) sedasi ¥ =10y = 1.
Ahora, si ANC? es isomorfo a H bajo (3, entonces tenemos la siguiente sucesién exacta
que se divide
1—Kerf—A—ANC* — 1

y por lo tanto § se escinde.
Por otro lado, x € [C'\ L/A] pertenece a T'(¢, B) siy sélosi C* C Ay KerfNC* =
KerB, =1, ademas, C* C A si sélosi Cx™'A =27 1A, por lo que

T(p, ) ={z e [A\T(C, A)] | KerfNC* =1}.

Finalmente, es claro que 0, ! = tz, 0,8 Y con esto obtenemos el resultado. ]



Capitulo 3

Teoria de induccion

3.1. Induccién y restriccion de funtores de Mackey

En este capitulo supondremos que Z y Z’ son dos clases de grupos cerradas bajo sub-
grupos y cocientes. Los resultados de esta seccion son una generalizacién del Capitulo 1 en
Bouc [8].

Si Z es subclase de 2’ y M es un funtor de Mackey en Z’, podemos hablar de la
restriccién de M a Z, simplemente restringiendo la evaluaciéon de M a grupos en Z. Fue
introducida en el capitulo anterior con la notaciéon M|z, pero utilizaremos M L? para
especificar ambas clases.

A continuacién definiremos la induccién y la coinduccién de funtores de Mackey. Para
comenzar, consideraremos la categoria de funtores aditivos contravariantes de Qg’%}, X Qg’go
en R — mod, la o superior denota la categoria opuesta. Denotaremos esta ca‘&egoria i)or
Fung(Z', Z). Para la induccién pediremos que Z sea subclase de Z’ y el elemento de
Fungr(2', Z) que nos serd de mayor interés es z' Az, que a cada pareja de grupos (G, H)
asigna Aﬁ’y(G, H) y a cada pareja de biconjuntos (xYs, gXr) el morfismo

Aif’y(G, H) — Aﬁ’y(K, L) cWh — kYgocWhouXr.

SiT € Fung(Z2', Z) y K es fijo en Z, entonces podemos definir un funtor 7(_, K) en
Q;’g, que manda a cada grupo G a T(G, K). Este es un funtor de Mackey para Z'. Asi, si

M e Macﬁ’%},, tenemos otro funtor de Mackey

(T, M): QyY = R—mod K~ Homz(T(_, K), M),

donde Homz/ es una abreviatura para Hom XY Para una flecha g Xk y un elemento

Ma Rz

fen Homz (T(_, K), M), definimos la transformacién natural (T, M)(gXx)(f) =t por
tr, : T(L, H) — M(L) a+—r fL(T(idL, HXK)((I))
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Para la naturalidad de ¢, debemos probar que para todo 4 X¢ el siguiente diagrama conmuta

T(C, H) —<~ M(C)
T(aXc,idm) M(aXc)

T(A, H) -4~ M(A)

pero éste se obtiene de la siguiente composicion

7(c, H) 210 X) oo M(C)
T(AXC’yidH)l T(AXchK)i M(AXC)l/
T(A, H) T %) T(A, K) - M(A)

Como los dos cuadrados internos conmutan, el exterior también. Por otro lado, no es dificil
probar que (7, M) abre la composicién de flechas, esto se obtiene de que T' lo hace. Asi,
tenemos que (T, M) es un funtor de Mackey para Z.

Definicién 3.1.1. Supongamos Z subclase de Z’. Si M es un funtor de Mackey para Z,
entonces M ﬂ?:: (zAz/, M) serd llamada la coinduccién de M a Z'.
Observemos que en este caso z Az estd en Fung(Z, Z').

Para un T fijo, (T, —) es un funtor de Macgg, en Mac;f,’%): A una flecha f: M — N
de funtores de Mackey en Z’ y un elemento a en (T, M)(H) asigna la transformacién fo
que estd en (7, N)(H). Este funtor tiene adjunto izquierdo, esto puede probarse usando
el Teorema de la Adjuncién (ver Borceux [5] o Freyd [13]), ya que, tanto las categorias
de funtores de Mackey como este funtor, satisfacen las hipotesis necesarias. A este adjunto
podemos llamarlo el producto tensorial con 7', mas alld del nombre, construiremos este
funtor como cociente de un producto tensorial sobre R. Primero introducimos el concepto
de transformacién bilineal y balanceada.

Observemos que si T' € Fung(Z', Z), N € Macﬁ’g y H € Z, entonces podemos definir
el funtor T(_, H) x N(H), que a cada grupo K € 2’ asigna el R-médulo T(K, H) x N(H)
y en flechas actia a través de T'(_, H). Dado que este ultimo es un funtor de Mackey,
entonces el primero lo es también. Luego, podemos tomar la suma

P 7(~,H) x N(H)

HeZz

donde Z es el conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de objetos en Q/;:’ %; .
Es claro que éste es también un funtor de Mackey, que denotaremos por 7' x N.
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Definicién 3.1.2. Sean T € Fungr(Z2', Z), N € Macg’%} y M e Macg’%},. Diremos que
r: @@ T(~,H) x N(H) — M
Hez

es una transformacién bilineal y balanceada de T x N en M, si es un morfismo de funtores
de Mackey tal que para K € 2’y H e Z

ric.ir s T(K, H) x N(H) — M(K)

es un morfismo de R-mdédulos bilineal, y balanceado en el siguiente sentido: Para toda L en

Z y todo biconjunto g Xy, en Qg’g se tiene

’I”K7H(a, N(HXL)(b)) = TK7L(T(7;dK, HXL)(Q), b)

para todos a € T(K, H), b€ N(L).
Denotaremos por Bil(T x N, M) a la coleccién de dichas transformaciones.

Noétese que Bil(T x N, M) es un R-submédulo de Homz(T x N, M).
Definimos ahora T®N para K € Z’ como
( P 1T(K, H) o N(H))/I
HeZ
donde 7 es el submodulo generado por los elementos de la forma
meQr N(HXL)(TL) — T(id}(, HXL)(m) Rrn

conmeT(K,H),ne N(L)y gXr en Qgg En flechas se define a través de T'(—, H), es
decir, si oYk € Qg’%}, entonces

n

(Z m; @pn;) + 7 — (Z T(cYk, idm,)(m;) ®rn;) + T
i—1 i=1

sim; € T(K, H;),n; € N(H;) y
T&N(G) = ( P 16, H)er N(H)) /7.
HeZ
Para probar que estd bien definida, sea m ®r N(gXr)(n) — T(idx, g X1)(m) ®g n un
elemento generador de Z, su imagen es

T(¢Yk, idg)(m) @r N(gXr)(n) — T(cYk, idr)T(idi, g Xr)(m) @rn+7T
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pero

T(cYk, idr)T(idx, pX1) = T(¢Yx, aXr)
— Tlide, nX0)T(cYi, idi).

Asi, este representante estd en J.
Probar que es un funtor, se obtiene nuevamente de que T'(_—, H) lo es.
T& _ satisface la siguiente propiedad universal.

Lema 3.1.3. Eziste un elemento r en Bil(T x N, TQN) tal que si M es un funtor de
Mackey para Z'y f estd en Bil(T x N, M) entonces existe un unico morfismo de funtores
de Mackey f de TON en M tal que f = fr Inversamente, si f es un morfismo de funtores
de Mackey de T®QN en M, entonces esta férmula define un elemento en Bil(T x N, M) y
esta correspondencia induce un isomorfismo de R-mddulos

Bil(T x N, M) = Homz (T®N, M)
que es natural en N y M.

Prueba. Definimos r en un sumando, correspondiente a H, y extendemos
ri.p:T(K, H — TQN(K) como (m,n)r (m®gn)+7Z

Claramente, r estd en Bil(T x N, T®N). Ahora sean M funtor de Mackey para Z’y f en
Bil(T x N, M). Veamos que f de T®N en M definida en K € Z’ como

n

(Zmi ®rni) + I — f(Z(mi, n;))

i=1 i=1

para m; € T(K, H;) y n; € N(H;), es un morfismo de funtores de Mackey. Como f es
bilineal y balanceada, estd claramente bien definida. Para ver que es natural, sea xXg,
veamos que conmuta

T&N(G) M(G)
T®N(KYG)l ) lM(KYG)
T&N(K) —*— M(K)

La conmutatividad de este diagrama se obtiene de la definicién de T&ON (xYg) y de que f
es natural.

Estas asignaciones inducen un isomorfismo de R-médulos. Dada f € le(T x N, M),
claramente, f satisface f = fr, v si existe § € Homz (T®N, M) tal que gr = fr, entonces,
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como 1 es epimorfismo, § debe estar definida como f Ademsds esta biyeccion es de R-
modulos.

Finalmente, veamos que es natural en M y N. Sea f : N — N2 morfismo de funtores
de Mackey para Z. Para ver que

Bil(T x No, M) — Homz (T&Ny, M)

r| |o

Bil(T X Nl, M) HHomZ/(T(gNl, M)

conmuta, sea t € Bil(T x Na, M). La imagen de t bajo el isomorfismo es la transformacién
natural que en K se define por

n

(Zmz QR nz) +7+— t(Z(mi, nl))

i=1 =1

sim; € T(K, H;) y n; € No(H;), y al aplicarle G, obtenemos una transformacién que manda
(Xr m; @pn) +Z en t( > (mi, fr,(ns))). Esta es justamente la imagen de Ft bajo
el isomorfismo, por lo tanto, el diagrama conmuta.

La prueba de la naturalidad de M es bastante sencilla y la omitiremos. O

Ahora, T& _ es un funtor de Macg’z en Macﬁ’%;,, ya que para una flecha f: Ny — No

en M acﬁ’ %] , podemos definir para K € Z,

(B T(K, H) x Ni(H)) — (D T(K, H) @ No(H)) /T
Hez HezZ

como
n

(D (ma, na)) — (D _mi ®p fulni)) + T

i=1 i=1

No es dificil observar que esta asignacién estd en Bil(T x N1, T®N3).

Proposicién 3.1.4. Sean T € Fungr(Z', Z), M € Mac;f’%}, y N € Mac;;’%}, entonces
existe un isomorfismo de R-modulos

Bil(T x N, M) = Homz(N, (T, M))

natural en M y N.
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Prueba. Sea f € Bil(T x N, M), definimos ¢ de N en (T, M) como

CHN(H) — Homgr(T(,,H),M)
m = (g pg:T(K, H) = M(K) con a fr u(a, m)

para H € Z, K € Z' y a € T(K, H). Para ver que (}} es una transformacién natural, sea

K Ya un biconjunto en Qg; %],, debemos probar que conmuta

Cm
(G, H) —"— M(G)
T(KYGJdH)l/ \LM(KYG)
C’Vﬂ
T(K, H) ——"—~ M(K)

Es decir, debemos probar

fr,v(T(kYe, idr)(a),m) = M(xYe)(f, m(a, m)),

pero f es una transformacion natural de T x N en M, por lo que el siguiente diagrama es

conmutativo
fa, 1

T(G, H) x N(H) M(G)
T(KYG,idH)l iM(KYG)
T(K, H) x N(H) —""_ M(K)

asi obtenemos el resultado. Ahora veamos que ( es transformacién natural, sea Xy un
3 3 X7y
biconjunto en Q3’7 , debemos probar que conmuta

N(L) —*~ Homz(T(_, L), M)

N(HXL)\L J{(T» M)(aXL)
N(H) -~ Homz(T(_, H), M).
Es decir, que la transformacién natural
07 = (T, M)(aX1)((Z)

es igual a ¢}y conn = N(gXp)(m)y m € N(L). Por definicién, para a € T'(K, H), tenemos
que 0% ;(a) es

(k. (T(idk, nX1)(a)) = fx, (T (idk, nXL)(a), m)
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y Ck,m(a) es
fr, m(a, n) = fr, mla, N(gXr)(m)).
Como f es balanceada, tenemos la igualdad.

Ahora sea ( € Homz(N, (T, M)), definimos f de T'x N en M en un sumando, corres-
pondiente a H,

frap:T(K,H) x N(H) — M(K)

(@, m) — (¥ ula)

donde (7} es la transformacién natural correspondiente a m. Como ¢ y (7} son morfismos
de funtores de Mackey, entonces fx, g es un morfismo de R-mddulos bilineal. Probar que es
balanceada se obtiene de que ( es transformacion natural, regresando sobre la prueba del
reciproco en los péarrafos de arriba. De la misma forma, probar que f es natural se obtiene
de que (7} lo es.

Por la manera en que se definieron  y f, es facil probar que tenemos una biyeccién que
es un morfismo de R-mddulos.

Finalmente, veamos que es natural en M y N. Sea f : Ny = Ny en M acg’%}, veamos
que el diagrama ’

Bil(T x Ny, M) —— Homz(Na, (T, M))

Fi ie
Bil(T x Ny, M) —> Homz(Ny, (T, M))

conmuta. Sea t € Bil(T x No, M), y (2 su imagen bajo el isomorfismo, entonces G(a = (a2 f
y tenemos

(CQf)H Nl(H) — HomZ/(T(f, H), M)
n o — (Cg)fgg?) :T(K, H) - M(K) con a — tx g(a, fu(n)).
Por otro lado, si (; es la imagen de F't bajo el isomorfismo, entonces

(C1)g : Ni(H) — Homz/(T(_, H), M)
n +— (Q)g g:T(K, H) = M(K) con a (Ft)k n(a, n),

pero (Ft)i, m(a, n) es justamente tx g (a, fr(n)).
La prueba de la naturalidad en M es andloga. O

Los tltimos dos resultados prueban que T@_ es adjunto izquierdo de (T, _).

Definicién 3.1.5. Supongamos Z subclase de Z’. Si M es un funtor de Mackey para Z,
definimos la induccién de M a Z’ como M T?:: 2 Az&QM.
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Corolario 3.1.6. La restriccion de funtores de Mackey tiene adjuntos izquierdo y derecho:
El primero es la induccion y el sequndo es la coinduccion.

Prueba. Sean Z subclase de Z/, N € M acg’ %} yMeM acg’g,. Veamos que existen biyec-
ciones naturales

Homz (21 Az&N, M) +— Homz(N, Mizl)

Homz (M, (zAz, N)) < Homz(M 2, N).
Para la adjunciéon izquierda tenemos las siguientes biyecciones naturales
Homgz(g/Ag®N, M) — Homg(N, (Z/AZ, M))
«— Homz(N,M\|Z).

La tltima biyeccién se obtienen del lema de Yoneda, ya que para todo grupo G en Z’,
tenemos

Homz (Agr(—, G), M) = M(G),

isomorfismo de R-mdédulos natural en G. Asi que los funtores (z/ Az, M) y M son isomorfos,
en particular (z Az, M) = M|Z"
Igualmente, para la adjuncién derecha tenemos

HomZ/(M, (ZAZ/,N)) — HOmZ(ZAZ/®M, N))
«— Homz(M\Z N).

No es dificil ver que para cualquier G en Z’, existe un isomorfismo natural en G

( @D Ar(G, H)r M(H)) + T2 M(G)
HeZ'
definido en A(G, H) x M (H) a través de
(GXHa m) — M(GXH)m.

Por lo tanto, z7 Az @M =2 M y en particular z Az &M = Mizl. O

Si Z es subclase de Z' y M estd en M acg’ %j,, de lo anterior, obtenemos dos morfismos
de funtores de Mackey:

(z: M —MIZ4% v &z:MIE15— M.
El primero se define para K en Z’ como

(z:M(K) — Homz(An”Y(_, K), M)
m v (P AV (H, K) — M(H)
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donde CQ’K manda g X en M(gXg)m
El segundo, en K € Z’ se define por

< D ApY(K, H) x M(H)) s M(K)

Hez
Z KXzH y mz — ZM(KXiHi)mz
=0 =0

para g X;p, biconjunto transitivo y extendemos por linealidad. Llamaremos £z al morfismo
que induce éste de zr Az®M en M.
Este ultimo morfismo nos serd de utilidad en la teoria de induccién.

3.2. Teoremas de Induccion

Lema 3.2.1. Sea M en Mac y . Denotemos por P(M) a la cerradura bajo subgrupos y
cocientes de T ={H € Z' | M( )/M/( ) # 0}, donde

M'(H)= ) M(gHg)(M(K)+ Y MuKg)(M(K)).

K—H a:H-»K
K#®H 1#KeracX

Entonces §pary es un epimorfismo en MacR % De hecho, para cualquier clase Z cerrada
bajo subcoczentes £z es un epimorfismo si y s6lo si P(M) es subclase de Z.

Prueba. Durante la prueba, escribiremos sélo &, en lugar de {p(pr). Como & es una transfor-
macién natural, basta ver que el subfuntor imagen Imé& < M es igual a M. Es decir, basta
ver que para todo grupo G en Z’ tenemos M (G) C Imég.

Si G estd en T, entonces existe algun representante de él en P(M), digamos F'. Luego,
existe un isomorfismo ¢ Xp en A;’y(G, F), y por lo tanto M (G) C Imé&g.

Supongamos ahora que G no estd en T'. Entonces para todo m en M(G) tenemos

D M@EGr)@)+ Y, MK )y):
K;—G a:G—+K;
K;2G 1#KeracX

con z; en M(K;)y y; en M(K;). Como los érdenes de K y K; son estrictamente menores
que el de G, entonces, utilizando induccién en el orden del grupo, podemos suponer que
para todos j e ¢

n n
N STV SRS SIS
r=0 s=0
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para algunos H, y Hs en P(M), con m, en M(H,) y ns en M(H,). Componiendo con la
igualdad anterior, obtenemos que m esta en Imég.

Si P(M) es subclase de Z, entonces de la definicién de £z es claro que éste es un
epimorfismo.

Ahora supongamos que Z es una clase que hace a £z un epimorfismo. Probemos que T’
es subclase de Z. Sea H en T, entonces para todo m en M (H) tenemos

n
m = ZM(HXiHi)mz‘a

i=0
para algunos H; en Z. Podemos suponer que los biconjuntos zX; H; son transitivos no
necesariamente distintos, y tenemos m; en M (H;). De acuerdo a la descomposicién de Bouc
tenemos

HXin, = gHa; 0 4,Bip, o B,Bic, © ¢, Hig,

donde A; es un subgrupo de H, C; es un subgrupo de H;, y B; es una imagen homomérfica

tanto de C; como de A;. Como H esta en T, en alguno de estos biconjuntos debemos tener
A; = H. Asi que podemos separar la suma de arriba como

m= Z M(HHAi © A1W74Hz)(ml) + Z M(HBiBi © BzTZHz)(mZ)
Ai<H; A;=H

Nuevamente, como H estd en T', en alguno de los sumandos de la derecha debemos tener
B; =2 H. Como B; es un subcociente de H;, entonces H estd en Z. ]

De hecho, si para todo G en Z’ tomamos los subcocientes H < G, o : H —» B tales que
Kera€ X y B € P(M), entonces

M(G) = ZM(GGH o gBp)(m).
B

La prueba es similar a la de arriba. Si G esta en T, el resultado es obvio, si no, entonces
M(G)/M'(G) = 0 y podemos suponer que para todo subgrupo propio K y todo cociente
propio L con nicleo G1 en X se satisface el resultado. Observemos que en el primer caso

¢GrkoxKpgouBp = cGuouBp

si H es un subgrupo de K con cociente B como arriba. Para el segundo caso, si H es un
subgrupo de L con cociente B como arriba, entonces H es isomorfo a H; /G para algin H;
subgrupo de G, y tenemos

cLlrorLgouBp = ¢GH, o yyHy o B = ¢GH, © H,BB.

La prueba de que ésta es la clase mas chica cerrada bajo subcocientes que satisface esta
condicién es igual a la del lema.
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Definicién 3.2.2. Un grupo H en Z’ se llama primordial para el funtor de Mackey M en
M ac/]‘;’ g, si el cociente de Brauer M(H)/M'(H) es distinto de 0, donde

M'(H)= 3" M(yHg)M(K).
K<H
KAH

La clase de grupos primordiales para M serd denotada por Prim(M).
Escribiremos (M) para la cerradura bajo subgrupos y cocientes de Prim(M).

Observacion 3.2.3. Sobre (M) tenemos las siguientes observaciones:

i) Si para un grupo H el cociente de Brauer es 0, entonces el cociente definido en el lema
anterior es 0. Asi que P(M) es subclase de Z(M) y {5 (ar) es un epimorfismo.

ii) Si X =1, entonces P(M) = Z(M).

Lema 3.2.4. Sean M en Macg’%}, y Z una subclase de Z' cerrada bajo subcocientes. En

1,1 ,
Macg 5, consideremos los morfismos
K

7 1 £Z CZ / /
M|Z1% —M—M |Z 1% .
Entonces para todo K € Z' tenemos

Iméz(K)= Y ImM(xKg) y Ker(z(K)= (| KerM(aKx).
G<K,GeZ G<K,GeZ

Prueba. Sean {H,...,H,} representantes de las clases de isomorfismo de subgrupos de K
que estan en Z. Entonces los biconjuntos

c¢Hig,omHic 'y cGa
son isomorfos si G < K y G = H;. Luego,
n
Y M(kKg)me =Y > M(xKqoaHu)(M(mHig)me),

G<K,GeZ =0 GKK,

que se encuentra en Iméz(K). Por otro lado, un elemento en Im&z(K) se ve de la forma

.

> M(gKa, o A i )mj = > M(kKg,)n;

j=0 Jj=0
K
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donde A; — K, H; con Hj en Z. Si A;j es isomorfo a un subgrupo K; de K, entonces
K estd en Z por ser isomorfo a un subgrupo de H; y los biconjuntos xKa; y x Kk, son
isomorfos. Luego, si escribimos M (x, H; Hj)mj como n;, tenemos la igualdad deseada. Por
lo tanto, M1 (K) = Iméz(K).

Probemos ahora que y € (g<k, KerM (¢ Kk ) implica y € Ker(z(K).
HeZz
Esto significa probar que para todo H en Z, la funcién C}’{ 5 €s cero, es decir que si A

es un subgrupo tanto de H como de K, entonces
M(HHA e} AKK)(y) = 0.

Pero esto es claro, ya que H en Z implica A en Z y por lo tanto M (4G¢)(y) =0

Por otro lado, si m estd en Ker(z(K), entonces para todo H € Z y para todo (H, K)-
biconjunto yYx, se tiene M(Y)(m) = 0. En particular, para todo G < K que pertenezca a
Z, se tiene M (¢Kk)(m) = 0. O

3.2.1. Induccién en el anillo de Burnside

Enunciamos el Teorema de Induccién de Dress para el funtor de Mackey B,. Recordemos
que si 7 es un conjunto de nimeros primos, denotamos por Z, al conjunto

{% €Q|besun ﬂ’—nﬁmero}.
Podemos tomar X = )Y = Z’ como la clase de todos los grupos finitos y definir B, en
Mac;:’g = Macg;?}z, para un grupo G por Z, ®z B(G). Escribiremos By si 7 es el conjunto
vacio.

Recordemos también que O™ (G) se define como el mas pequeno subgrupo normal N de
G tal que G/N es un m-grupo soluble. En particular, si 7 consta de un solo primo p, OP(G)
es el menor grupo normal N tal que G/N es un p-grupo.

Definicién 3.2.5. Para cualesquiera X', Y y Z’ con las hipétesis usuales, Z una subclase
de Z’ y m un conjunto de primos, definimos la siguiente subclase de grupos

H(Z)={HeZ'|Ipent.q OP(H)e Z}.
Si 7 es el conjunto de todos los primos, escribiremos H(Z).

Observemos que si H € H,(Z) y K es un subgrupo de H, entonces K € H,(Z2) ya
que OP(K) es un subgrupo de OP(H) y Z es cerrada bajo subgrupos. Igualmente, para
un cociente H/T, tenemos que OP(H/T) es isomorfo a OP(H)/(T N OP(H)), por lo tanto
OP(H/T) estd en Z. De hecho, si T estd en X 6 en ), entonces T'NOP(H) también lo esta.

Asi que, si M es un funtor de Mackey definido en Qg’%],, entonces también esta definido

X,y
en QR,HW(Z)'
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Lema 3.2.6 (Dress). Sean Z una clase de grupos cerrada bajo subgrupos y cocientes, Z'

. . . . , 1,1
la clase de todos los grupos finitos y m un conjunto de primos. Si en la categoria Mac,
consideramos los morfismos

Ern(2)

/ / C ! !
Bx 13, (2T, (2) — = Br —> Bx 1'%
entonces

Bﬂ— = ImﬁHW(Z) + KeTCg.

Prueba. Para G un grupo finito, el Teorema de Induccién de Dress, tomado por ejemplo de
Yoshida [22], dice lo siguiente

Br(G)= Y Br(eGu)Bz(H)+ (| KerB(uGaq).
H<G, H<G,
HeHr(Z2) HeZz

Funtores de Green e induccion

En el siguiente capitulo estudiaremos los funtores de Green con la definiciéon que intro-
duce Bouc en [9]. Como veremos, bajo las hipdtesis adecuadas en las clases X', V) y Z, esta
definicién es equivalente a la siguiente.

Definicién 3.2.7. Un funtor de Mackey A : Q;%} — R — mod es un funtor de Green si
A(H) es una R-élgebra para todo H € Z, el morfismo A(xLz) es de anillos para todo
f + K — L morfismo de grupos con Kerf € X y para todo morfismo o : H — G con
Kera € X NY se satisfacen las relaciones de Frobenius:

A(cGr)(a) - b= A(cGu)(a- A(aGa) (b)) ¥y

b-A(eGr(a)) = A(cGu)(A(uGa) (D) - a)
para todos b € A(G) y a € A(H).

Definicién 3.2.8. Sean A y C funtores de Green. Un morfismo de funtores de Green
f+ A — C es un morfismo de funtores de Mackey tal que fyg : A(H) — C(H) es un
morfismo de R-dlgebras unitarias para todo H € Z.

Como ejemplo, tomemos Qp = Q;g con X, Yy Z iguales a la clase de todos los grupos
finitos y RB : Qp — R—mod el funtor que asigna a cada grupo G su anillo de Burnside con
coeficientes en R, RB(G). En el capitulo 1 definimos RB en las flechas de 2p para hacer
de éste un funtor de Mackey, veamos que es también un funtor de Green.
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Para f : K — L, claramente RB(xLy,) es de anillos.
Tomemos « : H — G, probaremos la segunda relacién de Frobenius, la prueba de la
primera es andloga. Sean b € RB(G) y a € RB(H), entonces

b- RB(cGy(a)) = b x (G o a)

RB(cGr)(RB(5Ge)(b) - a) = ¢Gr o (b x a)

donde bx a es un H-conjunto con la accién en b a través de «, es decir h-(r, t) = (a(h)r, ht).
para h € Hy (r, t) € b x a. El isomorfismo de G-conjuntos es

bx (gGroa)— gGro(bxa) (r]s t])—[s, (s71r, 1)

Est4 bien definido, ya que si [sa(h), h™t] es otro representante de [s, t] entonces la imagen
de (r, [sa(h), ht]) es

[sa(h), ((sa(h))~'r, h711)] = [sa(h), (a(h™")s™ 7, h™'t)]
= [s-h, Rt (5_17‘, t)]
= s, (8_17“, t)].

Claramente es suprayectiva. Para ver que es inyectiva, supongamos [s, (s71r, t)] =
[0, (5070, to)], entonces existe h € H tal que so = sa(h) v (sg 70, to) = (a(h™1)s™'r, h=1¢),
asi que r =1 y [s, t] = [so, to]-

Otros ejemplos de funtores de Green son el grupo de Grothendieck y el anillo de Green de
la categoria de kG-médulos finitamente generados, para k un campo. En ambos, el producto
esta dado por el producto tensorial sobre k.

Definicion 3.2.9. Sean M un funtor de Mackey y A un funtor de Green. Decimos que M
es un médulo sobre A si M (H) es un A(H )-médulo para todo H € Z, y satisface

e Paratodo f: H— G con Kerf € X, me M(G) y a € A(G), se tiene
M(uGg)(a-m) = A(aGa)(a) - M(aGa)(m).

e (Frobenius) Para todo o : H — G con Kera € X NY, m € M(G), n € M(H),
ac€ A(H) ybe A(G) se tiene

A(cGr)(a)-m=M(cGn)(a- M(nGa)m)

b- M(cGr)(n) = M(cGu)(A(aGa)b-n).
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Naturalmente, si M es un funtor de Mackey y G estéd en Z, entonces M (G) es un médulo
sobre Ag’y(G, G) con la multiplicacién o-m = M (a)m. Veremos a continuacién que existe

un morfismo de anillos ~: RB(G) — Aﬁ’y(G, G) que hace a M(G) un RB(G)-médulo
y mds aun, hace a M un RB-médulo. Esta funcién fue introducida por Bouc en [7] y se
define de la siguiente forma: Si X es un G-conjunto izquierdo, denotamos por X al conjunto
X X G, que es un (G, G)-biconjunto con la siguiente accién

g1 (2, 9) - 92 = (917, 91992),
con (z, g) en X x Gy g1, g2 en G. Para definir la funcién, extendemos linealmente sobre R.
Lema 3.2.10 (13 en Bouc [7]). La aplicacion ~ es un morfismo de R-dlgebras.

Prueba. Basta demostrar que si X y Y son G-conjuntos, entonces

XoY =X xY.

Definimos la funcion

XoY —XxY
[(z, 9) (y, )] — (x, gy, gh).

No es dificil verificar que estd bien definida y es un morfismo de (G, G)-biconjuntos. Igual-
mente

—~—

XxY —XoY

(x, ¥, 9) — (2, 1), (y, 9)]-

También es facil probar que ésta es inversa de la primera. O

Nétese que si X = G//U, entonces X es igual a oGy oyGg, asi que si X es G-transitivo,
entonces, X es G x G-transitivo.

Lema 3.2.11. Todo funtor de Mackey M en Macg’%] es un modulo sobre RB.

Prueba. Para la primera condicién, sean f : H — G con Kerf € X, m € M(G) y a €
RB(G). Supongamos a = G/ K, tenemos

M(gGg)(a-m) = M(uGa)M(gGk o xkGg)(m)
= M(gGgogGkorxGg)(m)

utilizando la observacién al Lema 1.8, tenemos

HGgoaGi = Z wf(H)pmynok © jnnox? Kie
gEIf(H\G/ K]
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por lo que

M(uGe)(a-m) = > M(uf(H) ok © pmnox? Ki o kGa)(m)
g€[f(H)\G/K]

= Z M(af(H) sk © f(ynoxGa)(m).
gElf(H\G/K]

Por otro lado

H
RB(nGe)(a)= TI0K)
gelf(H)\G/K]

va que gGa = g f(H) sy o p()Ga vy RB(5)Ga)(a) es la restricciéon de G a f(H) en a,
asi que

RB(uGg)(a) = Z RB(Hf(H)f(H))%
gE[f(H)\G/K]
_ J(H)
= 2 FmaE

gelf(H)\G/K]

con la accién de H a través de f, ahora si L = f(H) N9K, entonces L = f(f~1(9K)) por
lo que
f(H) H
LK)

f(R)L — hf 1K)
es un isomorfismo de H-conjuntos. Asi que

RB(#Gg)(a) - M(gGa)(m) = > M(uHp-vox) 0 j-10m)Hi © 1Ga)(m)
gE[f(H)\G/K]
= Y. MuHpx) 0 p1er0Ga)(m)
gE[f(H)\G/K]

pero la funcién que manda [h, g] en [f(h), ¢g] es un isomorfismo entre
vHp-19x) 0 190G — vf(H) pannok © punnox Ga-

Para la segunda condicién demostraremos sélo la primera igualdad, la otra tiene una
prueba andloga. Sean o : H — G con Kera € X NY, b € RB(G) y n € M(H), de-

mostraremos

b- M(Gir)(n) = M(cG)(RB(5Ge)(b) - ).
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Supongamos b = G/ K, entonces por el Lema 1.8

b-M(cGu)(n) = M(cGkokGgoaGu)(n)
= > M(aGk o kKgrogam © kro g’ (H)u)(n)
g€[K\G/ f(H)]

= > M(eGrrogam © ko g’ (H)u)(n).
g€[K\G/ f(H)]

Ahora,
RB(gGg)(b) = A
(HGa)(b) = Z W’
gE[K\G/ f(H)]
asi que
M(cGu)(RB(1Ga)(b) -n) = Y. M(GuonH; (140 pa o Hi)(n)

9elK\G £ (1)
= 2 MGpapg© g Hn)m),
0el\G £ (1)

y tenemos un isomorfismo
GGprgtgy © por—t gy Hie —6 Grropiy © knogon’f(H)u

[z, h] — [z, 7 f(R)].

O]

También podemos encontrar moédulos sobre funtores con inflacion. El grupo de White-
head Wh y la K-teoria Kj(Z _) son funtores de Mackey sobre el funtor de Green Go(Z _).

Una consecuencia de este lema y del Lema 3.2.6 es la siguiente férmula de induccién
para funtores de Mackey.

Lema 3.2.12 (Dress). Sean Z' y Z clases de grupos cerradas bajo subgrupos y cocientes
y M € Macg’%),. Supongamos que Z es subclase de Z'. En Mac}élz, consideremos los
morfismos

/ Sz ¢ e
M 1z z) — =M ——> M |Z1% .

Entonces M = Imé&yz)+ KerCz .
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Prueba. Sea m en M(G). Por el Lema 3.2.6 tenemos que 1zp(g) se puede escribir como
Yoo RB(cGk,)zi +y donde K; < G estd en H(Z) y y en (\r<a KerB(Gg). Luego
LeZ

m = ZRB(GGKZ.)QH m4+y-m
i=0

= ZM(GGK,-)(% -M(x,Gg)m)+y-m,
=0

la dltima igualdad se debe a las relaciones de Frobenius. Ahora, como M (;G¢) conmuta

con la accién de RB, entonces y - m pertenece a (\r<g KerM (.Ggq). O
LeZ

A continuacién probamos algunas propiedades de los primordiales para funtores de
Green.

Lema 3.2.13. Sean M y N funtores de Green en Macg’%), tenemos:
i) Si f: M — N es un morfismo de funtores de Green, entonces

Prim(N) C Prim(M).

it) Si N es subfuntor de M, entonces

P(M) € Z(N) C H(Z(M)).

Prueba. i) Sea H primordial para N y supongamos que 1,5y € M(H) puede ser escrito
como una combinacién lineal de elementos de la forma M (yHg)m con K un subgrupo
propio de H y m € M(K). Como fyg : M(H) — N(H) es un morfismo de R-algebras
unitarias que conmuta con biconjuntos, entonces fr(1 M( H)) = ly(m) también puede ser
escrito de esta forma en N(H ), una contradiccién. Por lo tanto, H es primordial para M.

i7) Siendo N subfuntor de M, por i) tenemos & (M) C F(N).

Por otro lado, por el Lema 3.2.12, en Mac}%’ylz tenemos N = Imé&y () + KerCor-
Probaremos que Ker(g(yr) = 0. Esto, de acuerdo al Lema 3.2.1 y a la Observacién 3.2.3,
implicard Z(N) C H(ZP(M)).

Nuevamente por el Lema 3.2.1 y la Observacion 3.2.3, para cualquier G € Z tenemos

Lue = Ine) = Z M(cGx)my,
K<G
KeP(M)
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donde 1,/ representa la unidad de M(G) y my es un elemento de M(K). Ahora, si m
es un elemento de Ker(xp () (G), entonces

m=1lye-m = Y,  MGk)(mg) m

K<G
KeP (M)

= Y M(¢Gk)(mx - M(kGg)m)
K<G
KeP (M)

= ) M(cGx)(mK - N(xGg)m)
K<G
KeP(M)

= Y M(cGk)(mg-0)=0.

K<G
Ke2 (M)

3.2.2. Induccion en el anillo de Green

A partir de ahora supondremos que k es un campo de caracteristica p > 0. Todos los
moédulos que utilicemos seran finitamente generados.

Si G es un grupo y r es un primo, el subgrupo O"(G) de G se definié al principio de la
seccién 3.2.1, es el subgrupo normal de G més chico tal que G/O"(G) es un r-grupo. Por
otro lado O,(G) es el r-subgrupo normal més grande de G.

Definicién 3.2.14. Si ¢ y r son primos, un grupo H se llama g¢-hiperelemental si O4(H)
es ciclico, y r-hipoelemental si H/O,(H) es ciclico.

Notese que H es g-hiperelemental si y sélo si H = C' x @ con () un g-grupo y C' un
grupo ciclico de orden primo a ¢, y es r-hipoelemental si y sélo si H = D x C' donde D es
un r-grupo y C es ciclico de orden primo a r. No es dificil probar que las clases de grupos
g-hiperelementales y r-hipoelementales son cerradas bajo subgrupos y cocientes.

Notacién 3.2.15. Escribiremos Z7, para los representantes no negativos més pequenos del
grupo multiplicativo de unidades médulo m (el cual denotamos por (Z/mZ)*).

Definicion 3.2.16. Sea H = C' x (Q un grupo g-hiperelemental con C' =< x > de orden m
primo a p. El grupo H es llamado k-elemental si la acciéon de cada y € @ en x esta dada
por yxy~! = 2% con a € I,(k), donde I,,(k) C Z}, es el conjunto de representantes no
negativos mas pequenos de la imagen de Gal(k(w)/k) bajo el morfismo inyectivo

Gal(k(w)/k) — (Z/mZ)*
o — a
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sio(w)=w?con 1<a<m-—1, (a,m) =1y w una raiz m-ésima primitiva de la unidad.
Escribimos & para la clase de grupos k-elementales.

En esta definicién, podemos remplazar I,,,(k) por I, (k) con n cualquier miltiplo de m.

Definicién 3.2.17. Para un primo ¢, un grupo H se llama ¢-Dress si O%(H) es p-hipo-
elemental.

No es dificil observar que O%(H) es p-hipoelemental si y sélo si H/O,(H) es g-hiper-
elemental. Si ademds de ser ¢-Dress, H/O,(H) es k-elemental, entonces H se llama k-Dress
para q.

La clase de grupos ¢-Dress es cerrada bajo subgrupos y cocientes, la denotaremos por
Dr,. Analogamente, la clase de grupos k-Dress para algun primo serd denotada por Dry.
Finalmente, escribiremos Drj para la clase de grupos k-Dress tales que p divide al orden
de H/Op(H); es decir, aquellos para los que H/Op(H) = C x D es k-elemental con D un
p-grupo no trivial.

El Teorema de Induccién de Conlon (81.41 en Curtis y Reiner [11]) establece que
Prim(Q ® a(k -)) estd contenida en la clase de grupos p-hipoelementales. En 1988, Jaques
Thévenaz prueba en [19] que la contencién inversa es también cierta. En este mismo articulo,
Thévenaz conjetura que para a(k _) algo similar al Teorema de Witt-Berman debe ocurrir.
Esta conjetura fue traducida por Raggi de la siguiente forma:

Conjetura 3.2.18. Prim(a(k-)) es la clase Dry.

En las Proposiciontes 3.2.25 y 3.2.27 probamos resultados muy cercanos a esta conjetura.

Los siguientes resultados sobre médulos de fuente trivial pueden encontrarse en Benson
[3] y en Curtis y Reiner [11].

Recordemos que para un kG-mdédulo es equivalente ser (G, H)-proyectivo y ser un
sumando directo de L Tg para algin kH-médulo L. Si M es un kG-moédulo inescindible,
entonces existe un subgrupo D para el cual M es (G, D)-proyectivo y D <g H para
cualquier subgrupo H para el cual M sea (G, H)-proyectivo, dicho grupo D es llamado un
vértice de M. En este caso, si L es un kD-mddulo inescindible tal que M es un sumando
directo de LT%, entonces L es llamado una fuente de M.

Definicion 3.2.19. Se dice que un moédulo M tiene fuente trivial si el campo k es una
fuente de M.

No es dificil probar que M tiene fuente trivial si y sélo si M es un sumando directo de
un modulo de permutaciones.

Puede probarse que cualesquiera dos vértices de M son conjugados en GG, y que cuales-
quiera dos fuentes de M son conjugadas por un elemento en Ng(D). Como estamos supo-
niendo que k es un campo de caracteristica p, un vértice de M es un p-subgrupo de G.

Probamos la siguiente propiedad de los médulos de fuente trivial, la cual serd usada
después.
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Lema 3.2.20. La induccion tensorial de un mddulo de fuente trivial es nuevamente un
mddulo de fuente trivial.

Prueba. Denotaremos la induccion tensorial de H a G por Tg®. Si B es un kH-modulo de
fuente trivial, entonces es un sumando directo de un moédulo de permutaciones, digamos
@acia/k)k = B @ A. En la prueba de la Proposicién 3.15.2 44i) en Benson [3], es facil
observar que la induccion tensorial de un médulo de permutaciones es un médulo de permu-
taciones. Por esta misma proposicién, en el lado derecho de la igualdad anterior tenemos
BT§® @ AT%® @ X, donde X es suma de moédulos inducidos desde subgrupos propios de
G. O

El siguiente corolario al Teorema de Inescindibilidad de Green, 19.22 en Curtis y Reiner
[11], sera utilizado en lo sucesivo, asi como el siguiente lema.

Corolario 3.2.21 (19.23 in Curtis y Reiner [11]). Supongamos que G es un p-grupo y H es
un subgrupo arbitrario. Si L es un kH-mddulo absolutamente inescindible (es decir k' @ L
es inscindible para toda k' extension de campos de k), entonces L T% es un kG-mddulo
absolutamente inescindible.

Lema 3.2.22. Sean H un grupo y M un kG-mddulo inescindible para G < H. Supongamos
que existe un kH-mddulo inescindible de fuente trivial U que es sumando directo de MTg.
Supongamos también que si |H/O,(H)| es divisible por p, entonces M es de fuente trivial.
Entonces

i) Op(H) estd contenido en un vértice de M y actia trivialmente en M.

ii) Cualquier sumando inescindible V de M 1H es de fuente trivial, O,(H) estd contenido
en un vértice de V' y actua trivialmente en V.

Prueba. Sea D un vértice de U que contiene O,(H). Si Dy y S son un vértice y una fuente
de M, respectivamente, entonces O,(H) C D; C G (ya que U es un sumando directo de
STgl). Si |H/Op(H)| es un p’-nimero, entonces O,(H) = U = Dy, ya que U y D; son
p-grupos. Esto implica que S es una fuente de U y por lo tanto, que M tiene fuente trivial.
De esto obtenemos que V' tiene fuente trivial.

Como M es un sumando de kTgl, entonces M. Lgp (/) €8 UD sumando de k‘Tgligp( ") Por
la férmula de Mackey, este tltimo es isomorfo a @, k, con a € [G/D1], luego M igp( iy €S
isomorfo a una suma de k. Con esto hemos probado i), y por el mismo argumento tenemos
que Op(H) actia trivialmente en V.

Finalmente, si A es un vértice de V, entonces Vigp( H)%’ @k es un sumando de
k Tgigp(H)’ que es isomorfo a @bk;ngEg;m‘. Pero por el Corolario 3.2.21, tenemos que

k’TgZ Eggﬂ 4 es inescindible, luego para algin b debemos tener k = kTgZ Eg;m 4> ast que Op(H)

estd contenido en A. O
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No es dificil probar que si consideramos el grupo abeliano libre con base las clases de
isomorfismo de kG-mddulos inescindibles de fuente trivial, éste es un subanillo del anillo
de Green a(kG). Denotaremos a este subanillo por a(kG, triv). De hecho a(k _, triv) es un
funtor de Green y un subfuntor de a(k ).

Lema 3.2.23.
i) Prim(a(k-)) y Prim(a(k -, triv)) son clases de grupos cerradas bajo subcocientes.
i) & C Prim(a(k -)) C Prim(a(k -, triv)) C |, Drq.

Prueba. i) La prueba es la misma para ambos funtores, asi que A representard cualquiera
de los dos.

Primero, sean G un grupo primordial para A y H un subgrupo de G. Por el Lema 3.2.20,
la induccién tensorial es un morfismo de R-médulos de M (H) a M (G), y claramente manda
la clase del campo k en si misma. Supongamos que k puede escribirse como combinacién
lineal de médulos inducidos desde subgrupos propios de H, entonces, por iii) y iv) de la
Proposicién 3.15.2 en Benson [3], su imagen es también una combinacién lineal de médulos
inducidos desde subgrupos propios de GG. Esto contradice que G sea primordial para M.

Ahora tomemos G/K, un cociente G, y consideremos el morfismo inflaciéon que va de
M(G/K) a M(G). Nuevamente, la clase del campo k es invariante bajo la inflacién, asi que
si puede escribirse como una combinacién lineal de mddulos inducidos desde subgrupos
propios de G/K, entonces, estos pueden verse como médulos inducidos desde subgrupos
propios de G, lo que es una contradiccién.

i1)En la categoria M ac}é}z tenemos los morfismos

a(k_) — Go(k_) v a(k_, triv) — a(k_),

el primero manda la clase [T] en a(kH) a la clase de T en Go(kH). Son morfismos en esta
categoria ya que conmutan con la induccién y la restriccién de mdédulos. Asi que, por el
Lema 3.2.13, tenemos

Prim(Go(k-)) C Prim(a(k -)) C Prim(a(k _, triv))

y de acuerdo al articulo de Raggi [17], Prim(Go(k -)) = &.

Por otro lado, también tenemos un morfismo a(k _, triv) < Q ® a(k_). Ahora, de
acuerdo a la Seccién 10 en Thévenaz [19], tenemos que Prim(Q ® a(k _)) es la clase p-Hypo.
Luego, por el Lema 3.2.13, tenemos

Prim(a(k _, triv)) € H(p-Hypo)

y no es diffcil probar que H(p-Hypo) =, Drq. O
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Teorema 3.2.24 (3.2 en [18]). Prim(a(k -, triv)) = Dry.

La prueba estd dada por las Proposiciones 3.2.25 y 3.2.27.

Con la Proposicién 3.2.27 concluiremos que todo grupo primordial para a(k ) es k-Dress
para algin primo. Por otro lado, la siguiente proposiciéon muestra que todo grupo k-Dress
para algin primo distinto de p es primordial para a(k_). Con respecto al caso general,
la dificultad radica en que si p divide a [H : O,(H)], entonces las técnicas que utilizamos
(especificamente el Lema 3.2.22) no son efectivas para médulos que no sean de fuente trivial.

Proposiciéon 3.2.25.
i) Dry, ~ Dry C Prim(a(k -)).
ii) Dry C Prim(a(k -, triv)).

Prueba. Probaremos ambos enunciados simultaneamente por contradiccion. Sea H un grupo
k-Dress. Tenemos dos casos:

» H/Op(H) no es divisible por p: En este caso suponemos que H no es primordial para
a(k _), para probar 7).

= H/O,(H) es divisible por p: Suponemos que H no es primordial para a(k -, triv), para
probar 7).

En ambos casos, k puede escribirse como combinacién lineal de mdédulos inducidos desde
subgrupos propios de H
b (@t ) = @ N
( J

Como el k es un médulo de fuente trivial y vértice conteniendo O,(H), buscamos en este
isomorfismo aquellos sumandos inescindibles que sean de esta forma. En el primer caso,
por el Lema 3.2.22, la existencia de un sumando de este tipo en M; Tg (o Nj T%) nos
asegura que M; (o Nj) tiene fuente trivial. Como en el segundo caso estamos suponiendo
yva que son modulos de fuente trivial, los argumentos siguiente son validos para ambos
casos. Nuevamente, por el Lema 3.2.22, la existencia de un sumando de esta forma en
M; Tfi (o Nj T%, ), implica que todos sus sumandos inescindibles tienen fuente trivial y
vértice conteniendo O,(H). Luego, por el Teorema de Krull-Schmidt, podemos cancelar
todos aquellos sumandos que no satisfagan esta hipdtesis, y suponer finalmente que todo
M; y Nj tiene fuente trivial, vértice conteniendo a Op(H) y que éste actia trivialmente en
M; y Nj. Tomamos entonces los cocientes

ke (DMALG 0 ) = NG
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Pero este isomorfismo es un igualdad en a(k(H/O,(H)), triv), el cual estd contenido en
a(k(H/Op(H))). Como H/O,(H) es k-elemental, el Lema 3.2.23 nos da una contradiccién.
O

Lema 3.2.26. Si H es un grupo de orden minimo que es q-Dress y no es k-Dress, entonces
H es de la forma

H=<z>x<y> where |<z>|=r, |<y>|=¢"
con v y q primos diferentes y yry =t = 2 con a € Z} ~\ I.(k).

Prueba. Como H es ¢-Dress, entonces H/Op,(H) es ¢g-Dress, pero como no es k-elemental
y Op(H/Op(H)) = 1, entonces H/O,(H) no es k-Dress. Luego, la minimalidad en el orden
implica Op(H) = 1. Asi que H = C x @ con C =< s > ciclico de orden m y @ un ¢-grupo
tal que m no es divisible por p ni por ¢q. Ahora, como H no es k-elemental, existe y € Q tal
que ysy~ ' = s% con a € Z}, \ I, (k), asi que H = C x Cyn, con Cyn ciclico de orden ¢" y
generado por y.

Ahora, C' = [], C,,, donde C,, es el r;i-Sylow subgrupo de C'y los r; son los primos
divisores de m, asi que

C % Cyn = [J(Cr, x Cgn).

7

Ademsds, si w es una raiz m-ésima primitiva de la unidad, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Gal(k(w)/k)——(Z/mZ)*

| lN

[T, Gal(k(w™") k) —T1,(Z/r{"Z)*

donde «; es el entero positivo mas grande tal que ;" divide a m. Luego, existe ¢ tal que
Cy; X Cgn no es k-elemental. Escribimos ahora C,, = Cja, y tenemos H = Cra x Cyn, donde
Cra =< 20>, Cpn =<y >y yzoy L = 2% con a € Zka ~\ La(k).

Finalmente, tomamos ( una r“-ésima raiz primitiva de la unidad. Tenemos entonces

Gal(k(C)/k) = Gal(k(C) /(")) x Gal(k(C™ ") /k)

1

y (Z)r*Z)* =2 A,a—1 X Ap_1, estos grupos tienen 6rdenes 7+ y r — 1 respectivamente. El

morfismo
Gal(k(C)/k)—— (Z/r*Z)*
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manda Gal(k(¢)/k(C™ ")) en Ava—1 y Gal(k(C™ ') /k) en A,_1, que es isomorfo a (Z/rZ)*,

asi que tenemos los diagramas conmutativos

Gal(k(C)/k)——(Z/r"L)"

| |

Gal(k(¢™ ) /k) = (Z/rZ)".

Ahora, tenemos a?" = 1 mod 7%, asf que r no divide al orden de a médulo %, y por lo tanto
a € Zr. Como a no esta en Io(k), tenemos a € ZF ~\ I,(k). Tomando = = :BZWI obtenemos
el resultado.

O

Proposicién 3.2.27. Prim(a(k _, triv)) C Dry.

Prueba. Procedemos por contradiccién. Sea H en Prim(a(k -, triv)) que no sea k-Dress de
orden minimo. Nétese que el lema anterior es también vélido si H satisface una propiedad
que se preserva bajo subgrupos y cocientes y que implica ser g-Dress. Como esto ocurre para
los primordiales de a(k _, triv), del lema anterior obtenemos H = C x @ con C =< z > de
orden r y Q =< y > de orden ¢" con r y q primos distintos y yxy = = 2% con a € Z*\I,(k).

Escribiremos 1y para identificar el campo k como kH-médulo. Probaremos que 1y es
suma de modulos inducidos desde subgrupos propios de H, contradiciendo la hipdtesis de
primordialidad.

La imagen de 1 bajo el morfismo de induccién 16275 es isomorfa, como espacio vectorial,
a @)~ kr'®g1g. Siw es una rafz r-ésima primitiva de la unidad, entonces el k(w) H-médulo
kE(w) ® 1¢ Tg como k(w)-espacio vectorial tiene la siguiente base

{$i®Q1Q’i:0,...,T—1}.
r—1

Podemos definir otra base y; := Y g w™"(2'®q 1g) para t = 0,...,7r — 1. Para probar que
es base, observemos que la matriz

1 1 .. 1 .. 1
1 wl o w™I e Gt
1 w =1 il (1)

tiene determinante igual a [], » j(w*i —w™7), el cual es distinto de 0 ya que w es una raiz

r-ésima primitiva de la unidad.
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H actia en esta base de la siguiente forma:

r—1 ) .
zy = Y w i@t @glg) sij=i+1,
S
=> w_t(J_l)(xj ®g lg) = whyy
i=0
g’—l ) ) r—1 ) )
yye =y w M (yr' g lg) = Y w M (a ®q 1g)
i=0

=N S,
(Nl
—o

wftbi(xi ®Q 1Q) = yp
0

-
I

donde b € Z* es tal que ba = 1 en (Z/rZ)*,y 0 <t < r—1 satisface ¢ = tb mod r. De estas
relaciones vemos que yo queda fijo bajo la accién de H, asi que k(w)yo es k(w)H-isomorfo
a k(w) y tenemos

r—1
k(w) ® 1g Tg% k(w) ® (Z k(w)yt> :
t=1

Es claro que G = Gal(k(w)/k) actia en k(w) ® 1¢ Tg. Tomando los puntos fijos de esta
accion en el isomorfismo de arriba obtenemos

r—1 g
gt 1 (zk«u)yt) |
t=1

Sea o en G, escribimos b, € I,.(k) para el entero a través del cual o estd definido.
Tenemos

r—1 r—1
oy = Zo_(wfti)(xi ® 1) _ watbgi(xi ® 1) =y,
1=0 =0

donde 0 < s < 7—1y s =thy mod r.Siu=Y—| Ay estden (37| k(w)y)Y, entonces para
cada t € Z} debemos tener o(\;) = A5, donde s € ZF y s = tb, mod r. De aqui definimos
los espacios vectoriales

M = { ZU()‘Z)ys

oceg

s =1b, mod r, \; € k(w)}

para cada [ € Zy. Claramente M;, = M), siy s6lo si [1 = lab, mod r para algin o € G, esto
implica que

r—1 g
(zuw)%) 9 m
t=1

1€2/I,.(k)
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Probaremos ahora que el lado derecho de esta igualdad es suma de médulos inducidos desde
subgrupos propios de H. Tenemos xM; = M; y yM; = My conl’ € Z} y I’ = lb mod r. Como
a no pertenece a I,.(k), entonces b tampoco, asi que M; nunca queda fijo bajo la accién de
y. Es decir M; no es un kH-moédulo. Tomando las érbitas bajo la accién de y tenemos

(:izk(w)yt>g - D ( & M)

1%/ Ir(k)  2€[H/A]

= @ (M)

1 B e (k)

~

donde A = Staby (M), y ~ representa la accién de y. Es claro que A es un subgrupo propio
H. Finalmente, notemos que M es un kA-médulo de fuente trivial. Si A = Cpx < y? >,
entonces M; es un sumando directo de (deg k:ys) Téyd>, donde s € Z! y s = lb, mod .
Como kys = k, entonces M, tiene fuente trivial. O






Capitulo 4

Funtores de Green

En este capitulo supondremos que X y ) son iguales a la clase de todos los grupos
finitos. Ademds, supondremos que Z es una clase cerrada bajo subcocientes y bajo productos
directos, es decir, si H y K estan en Z, entonces H x K también estd en Z. Escribiremos
Qg z para Qgg y Macp, z para los funtores de Mackey definidos en Qp =.

Si U es un (H, G)-biconjunto finito y U’ es un (H’, G')-biconjunto finito, entonces el
producto cartesiano U x U’ tiene una estructura natural de (H x H', G x G')-biconjunto
finito, dada por

(h, h)(u, W')(g, ¢') = (hug, W'u'g").
Por linealidad, esta construccién nos da una funcién

AR(H, G) X AR(HI, G/) — AR(H X H/, G x G/)

denotada igualmente por («, 8) — a x f.

Si H estd en Z y M estd definido en Qp, z, entonces podemos definir el funtor My que
a cada grupo G asigna M (G x H). En flechas se define de la siguiente forma: Si Y es un
elemento en Ar(K, G), entonces Y x H pertenece a Ar(K x H, G x H), luego

My(Y): M(G x H) — M(K x H) m— M(Y x H)(m).

Veamos que es un funtor de Mackey, esto significa probar que preserva la composicién.
Supongamos que Y € Ap(K, G) y X € Ar(D, K) son biconjuntos, hay que probar

M(X x H)Y(M(Y x H)(m))=M({(X oY) x H)(m)
para toda m en M (K x G x H). Bastara entonces probar que

pxHX X Hgxm o kxgY X Haxn = (p Xk o kYe) X nHHa,
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son isomorfos como (D x H, K x H)-biconjuntos, pero es claro que la funcién

[(:U? hl)v (y7 hQ)] — ([xa y]7 hlh?)

nos da el isomorfismo requerido.

De hecho, si f : M — N es una transformacién natural entre dos funtores de Mackey,
entonces ésta induce una transformacion natural f : My — Npg. Si G es un grupo,
claramente

foxa : M(Gx H) - N(G x H)

es natural en G.
Ahora, si M y N son objetos en Macg, z, denotaremos por H(M, N) al siguiente funtor:
En un grupo H € Z se define como H(M, N)(H) = Homz(M, Ng). Si a € Ar(K, H),
entonces
H(M, N)(«o) : Homz(M, Nig) — Homz(M, Ni)

en un elemento f € Homz(M, Ng) y en un grupo G € Z se define como N (G x «) o fq.

Para ver que H(M, N) es un funtor de Mackey, basta probar que preserva la compo-
sicién. Sean X € Ar(K, H), Y € Agr(H, D) y supongamos que son biconjuntos. Entonces
H(M, N)(X oY) manda f € Homz(M, Np) en el morfismo

Gr— M(Gx (XoY))o fa.
Por otro lado, H(M, N)(X) o H(M, N)(Y) manda f en
G— M(GxX)o(M(GxY)o fa).
De manera analoga a como hicimos arriba, tenemos
Gx(XoY)=Z(GxX)o(GXxY),

lo que prueba que H(M, N) es un funtor de Mackey.

El producto tensorial de funtores de Mackey, que definimos a continuacion, sera adjunto
izquierdo de H (M, N).

Un estudio més detallado sobre My y H(M, N) puede encontrarse en el Capitulo 8 de
Bouc [9].

4.1. Producto tensorial
Definicion 4.1.1. Sean L y T dos grupos en Z, definimos

AR(,, L) ®AR(,, T) = AR(,, L x T)
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Lema 4.1.2. Para cualquier funtor P en Macg, z, tenemos

Homz(Ar(-, T), H(Agr(-, L), P)) 2 Homz(ARr(-, L) ® Ar(-, T), P)
como R-modulos. Este isomorfismo es natural en P.
Prueba. Dado un grupo H en Z tenemos

’H(AR<,, L), P)(H) = Homg(AR(,, L), PH)

I

por el Lema de Yoneda. De aqui obtenemos
Homz(Ag(-, T), H(Agr(-, L), P)) = H(Ar(-, L), P)(T)
~ P(LxT).
Por otro lado, P(L x T) es isomorfo a Homz(Ag(-, L) ® Ar(-, T), P).

Como todos los isomorfismos estan dados por el Lema de Yoneda, este isomorfismo es
natural in P. O

Ahora consideremos el dlgebra de Mackey definida por Webb en [20]:

Hz = @ AR(G) H)
G,HEZ

Si para cada funtor de Mackey M, definimos M como D nez M (H), entonces M es un
pz-modulo.
Los siguientes definicién y lema siguen las ideas del Capitulo 1 en Bouc [§].

Definicién 4.1.3. Sea H un grupo en Z. Si M y N son funtores de Mackey, entonces
M ®1 N se define en H como M ®,,, Ny.

Como gz es isomorfa a ;% , estd definicién tiene sentido. No es diffcil verificar que esta
asignacién en Z define un funtor: Si ¢ Xy es un biconjunto en Q, -, entonces M ®; N(X)
se define a través de Ny.

Lema 4.1.4.
a) Para cualquier par de funtores de Mackey M y N tenemos
M®,, N= ( P M(K)@nr N(K))/z
KeZ
donde I es el R-submddulo generado por elementos de la forma
M(cX°k)(m) ®rn —m &r N(xXa)(n)

donde m estd en M(K), n estd en N(G) y X° denota el (G, K)-biconjunto X con la
accion opuesta de (K, G).
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b) En el caso de M ®,,, Ny, el isomorfismo anterior es natural en H.

Prueba. a) Denotemos por P al lado derecho del isomorfismo y por 7 a la proyeccién de
Drez M(K) @ N(K) en P. Como M(K) C M y N(K) C N, podemos definir 6 de
Drez M(K) ®r N(K) en M®Mg N que manda m ®z n en m ®uz n. Este morfismo se
extiende a P ya que (M (X k)(m) ®rn —m @r N(kXa)(n)) es igual a

M(GXOK)(m) Quzn—m N(KXg)(n) = m-KX(;®uZn—m®Mz kXa-'n
0.

Ahora definimos 6’ de ]/\Z®#ZN en P. Sean m en My nen N, entonces m = Z§:1 K; KjKj ‘m
yn=>_ 1, Lir, -n con Kj, L; € Z, asi que

mQuzn = E:KjKjKj‘m@)MzLiLiLi'n
i,

= E:m'KjKjKj ®Ouz L, Lir; -1
i,

= E m'KjKjKj Quz L;Lir, -1

1,7 t.q.
K;=L;

luego, utilizando esta expresién, ' manda m ®,,, n en W(Z}(J tf' K; KJ'K]- “m®Rp r,Lig, - n).
i=Li
Este morfismo estd bien definido ya que

0'(m-cXL®uzn) = 0(1LX%G m&yu;n)
W(LLLOLXog~m®RLLL-n)

y por otro lado
0'(m®u; ¢Xr-n) = m(cGa -m®gcGaoaXyL n).

Ahora,
Lo X°c - m®p Ly -n—gGg-m®prcGgoaXL-n

es igual a
M(LX°G)(m1) @rniy —my Qg N(eX1)(n1)

donde m; = ¢gGg-my n1 = L - n, y esta diferencia esta en Z por lo que

Hl(m GXL Qug n) = 9'(m Quz ¢ XL - n).
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Para verificar que 6 y 6’ son inversas, sean m en M(H) y n en N(H)

0/9(71'(771@]:{71)) = W(HHH -m QR HHHn)

= m(m®pgrn)

Por otro lado, sean m en M y n en N, entonces

00'(m ®,, n) = 99/<ZL1L1L2~ "M @z 1, Lir, - n)
i=1

.
= HW(ZLiLiLi M Ry L Lir, n>

=1

,

= E LiLlir, m®uz p,Lir, - n
i=1

= MQuzn.

b) Definimos el funtor T' como

T(H) = ( P M(K) ©r N(K x H))/I
KeZ
7 = <M(GXOK)(m) RprnN —mOR N(KXHX X HGXH)(n))
donde m estd en M(K), n estd en N(G x H) y g X¢ es un biconjunto. En flechas se define
a través de Ny, es decir dado 1Yy, se define extendiendo la funcién que manda m ®g n en
mOr (N(kxr.K X Yixm)(n)), simestd en M(K) y n estd en N(K x H).
Debemos probar la conmutatividad del siguiente diagrama

IR

M ®,, Ng

M@qul 7(Y)

M®MZ ]f\}z o T(L)

Sea m ®,, n en M ®,, Ny, entonces

T
Mm@z =) KKik,-m®u; kK, -n
i=1
asi que 0'(m ®,, n) = W(E:Zl K Kik, - m Qg k, Kk, n) Aplicar T(Y') a esto nos da

T
W(ZKiKz’K,- M @R (kLK X Y g i © kox K X Hg, g - n)).
=1
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Por otro lado, (M Quz Y)(m ®,, n) es igual a
T
ZKiKiKi M @y (kxtKi X Ym0 kyxa i X Hieopr - 1)
i=1

Asi que claramente 6’ es natural en H.
Ahora sea m ®pn en M(K) ®p N(K x H), entonces (m ®rn) = m ®,, n 'y aplicar
M@’uz Y a esto nos da
m @uz (N(kxo K X Yixm)(n)).

Por otro lado
T(Y)(m®@grn)=m®g (N(xkxrK XY gxm)(n)).

Luego, 6 es natural en H. O
Lema 4.1.5. AR(,, L) & AR(,, T) = AR(,, L) &1 AR(,, T)
Prueba. Del lema anterior tenemos que (Agr(-, L) ®1 Ar(-, T))(H) es isomorfo a
(€D Ar(k. L) @r Ap(K x H,T)) /T
KeZ
donde Z esta generado por elementos de la forma
Yk o kX1 ®r axuZr — kXL @R kxa (Y’ X H) oy 7 © GxHZT

con X en Ar(K, L), Z en Ar(G x H,T) y oYk un biconjunto. Ahora, dado cualquier
grupo K y cualquier elemento en el producto tensorial, kWi ®r g« g ST, podemos obtener
un elemento

KWrorLp ®p kxaST — 1L Or xa (W X H) je iy © KxHST

que estd en Z. Asi que este cociente es igual a Ry Ly ®p Ar(L x H, T'), suponiendo que L
estd en Z. Ahora,

AR(Lx H, T) = Ap(H x L, T) = Ag(H, L x T)

como R-médulos.
Claramente, esto define un isomorfismo de funtores de Mackey. O

Ahora sustituimos el simbolo ®; por ®.

Proposicion 4.1.6. Para cualesquiera funtores de Mackey M, N y P, tenemos
Homz(M @ N, P) =2 Homz(N,H(M, P))

como R-mddulos.
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Prueba. Si M es un funtor de Mackey y L es un grupo en Z, entonces por el Lema de
Yoneda, para cada m en M (L) existe una transformacién natural f™ de Ag(-, L) en M.
Esto permite definir una transformacién natural

P ArC

meM (L)

que en cada sumando se define a través de f™. Claramente fr, es un morfismo suprayectivo
de R-médulos, por lo tanto existe un epimorfismo

D D 4l

LeZmeM(L)

donde Z es un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de grupos en Z.
Noétese que el modulo de la izquierda es proyectivo, por el Lema de Yoneda. Si para el
ntcleo de este morfismo hacemos lo mismo, entonces tenemos una sucesion exacta de la

forma
@AR ) — EBAR )— M —0
jedJ el

donde I y J son conjuntos de indices. Luego

@AR(,, j —)@AR — 1 —)M—>0

jedJ el

es también exacta. Asi que, para cualquier pareja de grupos By H

@AR -, ] ®MZAR H%@AR ., L ®M2AR( B)H—>M®MZAR(,,B)H—>O
jeJ i€l

es exacta. Con esto obtenemos la exactitud de

@AR ®AR %@AR i) @ Ag(_., B) - M ® Ag(_, B) — 0.
ieJ i€l

Asi que, para cualquier funtor P, tenemos la sucesién exacta

0— Homz(M ® Ag(_, B), P) = [[ Homz(Agr(-, Li) ® Ar(-, B), P) —
el

[[ Homz(Ar(, Tj) ® Ar(-, B), P).
Jj€J
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Aplicando los funtores H( -, P) y luego Homz(Agr(-, B), -) a la primera sucesion, obte-
nemos

0 — Homz(Ag(-, B), H(M, P)) — | [ Homz(Ar(-, B), H(Ar(-, Li), P)) —
el
[1 Homz(Ar(-, B), H(Ar(-, T)), P)).
jeJ
Por lo tanto

Homz(M ® Agr(-, B), P) = Homz(Agr(-, B), H(M, P)).

Con este isomorfismo, aplicamos un argumento similar para N y obtenemos el resultado. [

4.2. Los funtores de Green como monoides

La similitud entre la construccién del producto tensorial y la inducciéon de funtores
de Mackey, introducida en el capitulo anterior, se debe a que ambos pueden definirse en
términos de un objeto categérico conocido como cofin (Mac Lane [15]). Es a través de este
objeto que son definidos por Bouc en [9], la expresién para el producto tensorial que damos
en el Lema 4.1.4 puede encontrarse en la Notacién 8.4.9. En el mismo capitulo, Bouc prueba
que el producto tensorial da a la categoria de funtores de Mackey Macg, z una estructura
monoidal simétrica, concretamente:

Proposicién 4.2.1 (8.4.6 en [9]).
1. El funtor M — RB ® M es isomorfo al funtor identidad en Macpg, z.

2. Los funtores (M, N)— M ®@N y (N, M)+— N ® M definidos de Macr, z x Macg, z
en Macg, z son isomorfos.

3. Los funtores (M, N, P)— (M @ N)® P y (M, N, P) — M ® (N ® P) definidos de
Macg z x Macr z X Macg, z en Macg, z son isomorfos.

Un funtor de Green se define entonces como un monoide en la categoria Macpg, z. Es
decir, es un objeto A en Macg, z junto con morfismos

w:A®A—A y e:RB— A
tales que los siguientes diagramas conmutan

Ao (AoA) 1 4g A ) RBo A% Ao Ad" Ao RB
=~ >A iu
Ao A)oAl Aga™ " A

IR
IR
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Una manera equivalente de expresar esto es la siguiente.

Definicién 4.2.2. Sea A : Q0g z — R —mod un funtor de Mackey. A es un funtor de Green
si para toda pareja G, H de grupos en Z, existe una funcién R-bilineal A(G) x A(H) —
A(G x H), denotada por (a, b) — a x b que satisface:

Asociatividad. Si G, H y K estian en Z, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

A(G) x A(H) x A(K) —292 _ A(@) x A(H x K)

(X,id}()l \LX

A(G x H) x A(K) A(G x (H x K))

aoX

donde « es un isomorfismo entre A((Gx H) x K) y A(G x (H x K)) dado por el isomorfismo
natural entre G x (H x K) y (Gx H) x K.
Es unitaria. Existe un elemento €4 en A(1) tal que

A(GG X lgxl)(a X EA) =a = A(Gl X Gle)(EA X a).

para todo G € Z.
Es natural con respecto a biconjuntos. Sean G, H, K y L grupos en Z. Si X es un
(L, G)-biconjunto y Y es un (K, H)-biconjunto, entonces

A(G) x A(H) —== A(G x H)

(A(LXa), A(KYH))\L iA(LxKXXYGxH)

A(L) x A(K) —> A(L x K)

es conmutativo.

Lema 4.2.3. Supongamos que X y Y son iguales a la clase de todos los grupos finitos y
que Z es una clase cerrada bajo subcocientes y productos cartesianos. Entonces la definicion
anterior es equivalente a la Definicion 3.2.7.

Prueba. Para probar que 4.2.2 implica 3.2.7 tenemos que definir una multiplicaciéon en cada
A(Q) y verificar que los morfismos cumplan las propiedades indicadas.
Para a, b en A(G), definimos a - b a través de la composicién

x A(edGxGaxa)

A(G) x A(G)

A(G x G)

A(Q)

donde d : G — Gx G esd(a) = (a, a). Para el resto de la prueba, abreviaremos el biconjunto
GdG X GGXG con dG x G.
Veamos que debe cumplir este producto.
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» Asociatividad. Es decir, que
(a-b)-c=AG x G)((AG x G)(a x b)) x¢) y
a-(b-c)=A>G x G)(ax (A(aG x G)(b x c)))

son iguales.
De la funtorialidad de x tenemos los siguientes diagramas conmutativos

A(G X Q) x A(G) —== A((G x G) x G)
(A(dGXG)7 ZdG)i lA(dGXGXidg)

A(G) x A(G) A(G x G)

A(G) x A(G x G) —== A(G x (G x @)
(idg, A(deG))i lA(idedeG)

A(G) x A(G) A(G % G).

De donde obtenemos
(a-b)-c=A(4G x G)A(4G x G xidg)((a xb) xc) ¥y
a-(b-c)=AHG x G)A(idg x 4G x G)(a x (b x c)).
De la asociatividad de x tenemos
a((axb) xc)=ax(bxc).

donde a = A(f) y f se obtiene del isomorfismo natural entre (G x G) x Gy G x (G x G).
Ademss, es facil observar que los biconjuntos

dGXGo(4GxGxidg) v oG xGol(idgxq GxG)of
son isomorfos a aG X G X Ggxaxa donde d: G — G x G x G es d(a) = (a, a, a).
» A(G) tiene un elemento unidad.
Sea eq = A(gl1)ea, entonces
a-eq = A(4G xG)(ax A(gli)ea)
= A(4G x Go (idg x ¢l1))(a X £4) por la naturalidad de x
= A(
= A(GG X 1G><1)(a X €A) =a.

dG X GOGng X 1G><1)(a X EA)

Andlogamente se tiene eg - a = a.
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» A(gGg) es de anillos para cualquier morfismo o : H — G.
Primero veamos que
A(HGg)(a . b) = A(HGG o dG X G)(a X b) y

A(uGe)(a) - A(nGe)(b) = A(aH x H)(A(#Ge)(a) x A(nGa)(b))

son iguales. Como d es la diagonal, utilizando la naturalidad de x, obtenemos los siguiente
dos diagramas conmutativos

X A(GxG)

A(GQ) x A(G) A(G x G) A(G)
\L(A(HGG)a A(aGa)) lA(HXHGXGGxG) lA(HGG)
A(H) x A(H) A(H x H) (H),

_—
A(dHXH)

de donde concluimos el resultado.
Ahora veamos A(gGq)(eq) = en.

A(uGg)(eq) = A(unGaocli)(ea)
= A(uli)(ea) =en.

= [gualdades de Frobenius.
Demostraremos solamente
AlcGr)(a) - b= A(cGn)(a- A(aGa)(b))
para « : H — G morfismo de grupos, a en A(H) y b en A(G). Tenemos
A(cGr)(a)-b=A(aG x G)(A(cGH)(a) X b) 'y

A(cGn)(a- A(rGe)(b)) = A(cGr)(A(H x H)(a x A(5Ge)(b))).

De la funtorialidad de x, tenemos la conmutatividad de

X

A(G) x A(G) AG x Q)
(A(GGH)vidG)T TA(GGHXidG)
A(H) x A(G) . A(H x @)
(ideA(HGG))\L lA(ideHGG)
A(H) x A(H) . A(H x H),
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luego

A(cGr)(a)

b = A(4G xGo(cGy xidg))(axb) vy
A(eGu)(a- A(#Ga)(D))

= A(GGH OdH x Ho (ZdH X HGG))(CL X b)
Como d es la diagonal, veamos que los siguientes biconjuntos son isomorfos
iG X Go (G xidg) vy

¢GroqgH x Ho(idyg x gGg).

El segundo biconjunto es transitivo e isomorfo a ¢Ggy o yrH X Ggxg, donde f(h) =
(h, a(h)) para h en H. Pero, por la formula de Mackey, el primer biconjunto es precisamente
isomorfo a éste.

Ahora veamos que la Definicién 3.2.7 implica la Definicién 4.2.2.

Para cada G y H en Z, definimos

x 1 A(G) x A(H) — A(G x H)
(a, b) — A(Gprl GG)(a) . A(GXHPQHH)(Z)).

Donde p; y po son las proyecciones de G x H en G y H respectivamente. Por simplicidad,
en lo que resta de la prueba omitiremos p; y pa.

= Bilineal
Sabemos que tanto A(gxpGa) como A(gxgHp) son morfismos de R-médulos.
= Asociativa

Debemos demostrar que el siguiente diagrama conmuta

A(G) x A(H) x A(K) —297) . 4(@) x A(H x K)

(Xﬂ:dK)\L \LX

A(G x H) x A(K) A(G x (H x K)).

aoX

Ahora
(ax b, c) = (AlexuGa)(a) - AlaxuaHm)(b), ¢,

asi que
(a X b) X c= A(GXHXKG X HGXH)(OL X b) . A(GXHXKKK)(C)'
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Por otro lado
(a, bx c) = (a, A(axx Hm) (D) - A(nxxKK)(c)),

luego
a X (b X C) = A(GXHXKGG)(GJ) . A(GXHXKH X KHXK)(b X C).

Observemos que tanto A(gxaxxG X Hoxm) como A(gxpxxH X Kgxx) son morfismos
de anillos, asi que (a x b) x ¢ es igual a

(AlgxaxxGa)(a) - AlaxaxxHi)(b)) - Alaxmxx Ki)(c).

y a X (b x c) es igual a

AlexnxxGa)(a) - (Alaxaxx Hu) () - A(Gxaxx Kk)(c)).

Lo que nos da el resultado.
» Unitaria
Definimos €4 como el elemento identidad bajo - de A(1). Si G € Z y a € A(G), entonces

A(eG x 1gxa)(axea) = A(GG x lgx1)(Alex1Ga)a - Alaxili)ea)
= A(gG x 1gx10ax1Gg)a-eqg = a,

la peniltima igualdad se debe a que tanto A(gG X 1gx1) como A(gx111) son morfismos de
anillos.

= Naturalidad con respecto a biconjuntos.

Sean X un (L, G)-biconjunto y Y un (K, H)-biconjunto, debemos probar la conmutatividad
de

A(G) x A(H) —= A(G x H)
(AL Xa), A(KYH))\L iA(LxKXXYGXH)
A(L) x A(K) —— A(L x K),

donde G x H y L x K actian en X x Y de la siguiente manera: (I, k)(z, y) = (lz, ky) y

(z, y)(g, h) = (zg, yh).
Es claro que podemos hacer esto en dos pasos: En el primero podemos suponer que Y
es la identidad en H y en el segundo que X es la identidad en G. Probaremos entonces que

A(rxuLporXeg)(a) - AlLxuHm)(b)
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es igual a
AlpxuX x Hoxn)(AlaxuGa)(a) - AlaxuaHm)(b)).

Ahora notemos que si hemos probado esta igualdad para [ Xg y para ¢Wy, entonces se
obtiene para la composicién ; Xg o ¢Wy. No es dificil probar que

(tXcoeWn) X wHy y pxaX X Hoxm o axuW x Hyxp

son biconjuntos isomorfos. Luego

AlpxaX x Hoxg o axuW X Hyxu)(A(nxuNn)(a) - A(nxaHg)(b))
es igual a
AlLxaX x Hoxn)(AlaxuGa o gWn)(a) - A(axuHu) (b))

pues el resultado es cierto para ¢Wy. Finalmente, esto es igual a
A(zxaLr o XgoaWn)(a) - A(LxaHu)(D).

Con esto y la descomposicion de Bouc, podemos probar la igualdad en dos casos: El primer
caso es para biconjuntos de la forma ;Gg con f : L — G un morfismo de grupos, y el
segundo para biconjuntos del tipo Lg con t : G — L un morfismo de grupos. En el primer
caso A(rxugG X Hgxp) es un morfismo de anillos y la igualdad es clara. En el segundo caso
A(rxuL x Hgyxpr) satisface las igualdades de Frobenius, ademds ¢x g Hp es isomorfo a

exaHL X HpxpgorxuHp.

Asi que
A(pxaL x Hoxn)(AlaxuGa)(a) - AlgxaHm) (D))

es igual a
AlxnL x Hoxn o 6xunGa)(a) - A(LxuHp)(b)

y no es dificil observar que
LxuL X HoxnoaxuGa y rLxmLipopLa
son biconjuntos isomorfos. O

Definicién 4.2.4. Sean (A, pu, e) y (4', i/, €’) funtores de Green en Macp, z. Un morfismo
de funtores de Green de A en A’ es un morfismo f : A — A’ en Macg, z tal que los
diagramas

A A—t s 4 A

f®fl lf =
A A T) A’ e\x
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son conmutativos.
En términos de la definicion 4.2.2, esto es equivalente a que f satisfaga

faxu(axb) = fa(a) x fu(b)
para cualesquiera G, H € Z,a € A(G) ybe A(H).

Los morfismos de funtores de Green pueden componerse, asi que los funtores de Green
en Macpg, z forman una categoria. Es natural preguntarse entonces cuales son los objetos
simples en esta categoria. Como veremos mas adelante, un funtor de Green A es simple si
es un A ® A°-mdbdulo simple. Aqui A° es el funtor de Mackey A con producto:

A°(G) x A°(H) — A°(G x H) (a,b) — AlexgH x Grxc) (b x a).

Por otro lado, si A y C' son funtores de Green en Macg, z, entonces A® C' € Macg, z es un
funtor de Green. En general puede probarse que si A y C' son monoides en una categoria
monoidal simétrica, entonces su producto es un monoide también. En este caso, si tenemos
(A, pa, ea)y (C, pe, ec) dos funtores de Green, definimos p como

(ARC)®(A®C)—t= (A A) o (CeC)—L2 _ 4gC

donde ¢ es el isomorfismo que existe gracias a la asociatividad y simetria de ® en Macg, z.
El morfismo e se define como

eA®ec

RB—> RB® RB A C.

En la siguiente seccién estudiaremos los mddulos sobre funtores de Green y daremos
algunos ejemplos para los cuales podemos parametrizar sus médulos simples.

4.3. Modulos sobre funtores de Green

Definicién 4.3.1. Sean A y M objetos en Macg, z tales que A es un funtor de Green.
Decimos que M es un A-mdédulo (izquierdo) si para cualesquiera grupos G, H € Z existe
una funcién producto

A(G)x M(H) — M(G x H)

denotada por (a, m) — a x m que satisface
Asociatividad. Si G, H y K estan en Z, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

A(G) x A(H) x M(K) —9) _ (@) x M(H x K)

(><77’dK)l ix

A(G x H) x M(K) M(G x (H x K))

aoX
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donde « es un isomorfismo entre M ((Gx H)x K)y M (G x (H x K)) dado por el isomorfismo
natural entre G x (H x K) y (Gx H) x K.
Es unitaria. Para todos G € Z y m en M(G)

M(gG x 1gx1)(m xeq) =m = M(gl X Gixg)(ea x m).

Es natural con respecto a biconjuntos. Sean G, H, K y L grupos en Z. Si X es un
(L, G)-biconjunto y Y es un (K, H)-biconjunto, entonces

A(G) x M(H) —> M(G x H)
(AL Xa), M(KYH))i lM(LXKXXYGxH)

A(L) x M(K) —> M(L x K)

es conmutativo.

Esta definicién es equivalente a la existencia de un morfismo de funtores de Mackey
uy AR M — M que satisface diagramas conmutativos similares a los de la definicién
de funtor de Green dada al principio de la seccién anterior. Tal como en el dltimo lema,
puede probarse que bajo las hipdtesis de este capitulo, esta definicién es equivalente a la
Definicién 3.2.9.

De manera similar se definen los A-mdédulos derechos. Si A y C' son funtores de Green,
un (A, C)-bimédulo es un funtor de Mackey que es un A-mddulo izquierdo y un C-médulo
derecho. Si M es un C-médulo derecho, entonces no es dificil ver que es también un C°-
moédulo izquierdo con la multiplicacién

Co(G) x M(H) — M(G x H) (¢, m) — M(cxaH x Gixe)(m x c).

Esto permite establecer una equivalencia entre los (A4, C')-bimédulos y los A ® C°-médulos.
Si A € Macg, z es un funtor de Green, un ideal izquierdo de A se define entonces como
un A-submédulo del A-médulo izquierdo A. Dicho de otra forma, I es un subfuntor de A
tal que
AG) x I(H) CI(G x H)

para cualesquiera grupos G, H en Z.
Anslogamente se define un ideal derecho de A. Un ideal bilateral de A es entonces un
(A, A)-submédulo de A.

Definicién 4.3.2. Decimos que un funtor de Green A es simple si sus tinicos ideales bilate-
rales son {0} y A.

Esta definicién es equivalente a que A sea un A ® A°-mddulo simple.
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Ejemplo 4.3.3. CRg es un funtor de Green simple, pues es un funtor de Mackey simple.

La siguiente proposicién es el inciso 5 de la Proposicién 8.6.1 en Bouc [9]. Sin embargo,
como se dijo en la Introduccién, hay una diferencia entre los funtores de biconjuntos y los
funtores que consideramos aqui, ésta se traduce en que Homp, (G, H) en [9] es A(H x G)
y aqui es A(G x H). Lo que finalmente implica que nuestros funtores son contravariantes y
los de [9] son covariantes.

Notacién 4.3.4. Si G es un grupo finito, 8 denotard al (G x G, 1)-biconjunto G, con
accion
(z,y) g =zgy™"

para todos z, y, g en G. Denotaremos por <(_? al (1, G x G)-biconjunto (8)01”.
Proposicion 4.3.5. Si A es un funtor de Green, sea P4 la siguiente categoria:
= Los objetos de P4 son los grupos en Z.
» Si G y H pertenecen a Z, entonces Homp, (G, H) = A(G x H).

» Sean H, G y K grupos en Z. La composicién de f € A(H x G) ya € A(G x K) en
Pa se define como

Boa=AH x G x K)(8 x ).

» Si G pertenece a Z, entonces el morfismo identidad de G en Py es A(ﬁ)(eA).

Entonces Pa es una categoria R-lineal y A-Mod es equivalente a la categoria de funtores
R-lineales contravariantes de P4 en R-Mod.

Antes de probar esta proposicién, observemos que en el caso A = RB, la composicién
en P4 coincide con la ya conocida para biconjuntos. Es decir, si § es un (H, G)-biconjunto
y a es un (G, K)-biconjunto, tenemos un isomorfismo de (H, K)-biconjuntos entre

RBHxGxK)fxa) y foa

donde 3 o « es la composicién en g, z.
%

La descomposicién de Bouc para G es
11a@) © a@)G X Gaxa:

Asi que RB(H x G x K)(B x «) es la deflaciéon de H x A(G) x K a H x K de a x 3. Ahora,
la accién de H x A(G) x K en a x [ estd dada por

(h) 9,9, k) : (x7 y) = (h‘rgila gykil)v
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luego, el cociente mas grande de a x 8 en el que 1 x A(G) x 1 actia trivialmente es
precisamente « o 3.

Asi, la categoria Prp es equivalente a la categoria €2r z, y la notacién o en la composi-
cién de biconjuntos no es confusa con la introducida en esta proposicién.

En la prueba de la proposicion, utilizaremos el siguiente lema.

Lema 4.3.6. Sean A y C funtores de Green, y f : C — A un morfismo de funtores de
Green. Si f € C(H x G) ya € C(G x K), entonces

f(Boa)=f(B)e fla)

Prueba. Ellema quedara probado una vez que demostremos la conmutatividad del cuadrado
exterior en el siguiente diagrama:

C(H x G) x C(G x K) % A(H x G) x A(G x K)

CHxGxGxK) ! AH x G x G x K)
C(ngxK)l iA(ngxK)
C(H x1xK) / A(H x 1 x K).

Como f es un morfismo de funtores de Mackey, el diagrama inferior conmuta. La conmuta-
tividad del diagrama superior se obtiene de que f es morfismo de funtores de Green. O

Volvamos a la Proposicién 4.3.5.

Prueba. Sea M un A-médulo, definimos Fys : P4 — R-Mod en un grupo G como M(G).
Para un morfismo o € A(G x H), definimos

Far(e) : M(H) — M(G) m — M(G x H)(a x m).

Veamos que F); es un funtor.
Sean o € A(H x G)y p € A(G x K). Para m en M(K) tenemos

Far(oro B)(m) = M(H x K)((o 8) x m) y
Far(@)Far(8)(m) = M(H x G)(a x M(G x K)(8 x m)).
Como M es un A-médulo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
AH X GxGx K)x M(K)—>M(H x G x Gx K x K)
(A(Hx G xK), id)l iM(ngxKxK)

A(H x1x K)x M(K) M(H x1x K x K).
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De donde obtenemos
(aoﬁ)xm:M(HxExKxK)(axﬁxm), luego
Fa(aoB)(m)=M((H x K)o (H x G x K x K))(a x 3 xm).
También tenemos la conmutatividad de
AHxG)x M(Gx K xK)—>MHxGxGxK x K)

(id, M(Gx?))i lM(HxGxGx?)
A(H x G) x M(G x 1) M(H xGxGx1).

Asi que
ax MG x K)Bxm)=MHxGxGx K)axsxm), y

Fay(a) Far(B)(m) = M((H x G) o (H x G x G x K))(a x B x m).
Pero no es dificil observar que

(Hx?)o(ngxKxK) y (ng)o(HxGxGx%)

son isomorfos a
HxHxGxGxKxK

A(H) x AG) x A(K)

Ahora, para a = A(é)eA y m en M(G) tenemos

Fula)(m) = M(Gx G)(A(G)ea x m)

M(G x Q)
MG x G)o (G x @))(ea x m).

Observacion 4.3.7. -
(G x G)o (T xG) = aaGixe.

El biconjunto de la izquierda es transitivo, ya que si a, b, ¢ y d estan en GG, entonces
[(a, b, ¢, d)] =ac[(1, 1, 1, 1)]bd.
Esto se debe a que

(1, 1,1, 1) ~ (1, D)-(cY 1,0), (¢4 1, 071 (1, 1)
= (c_l, b, c, b_l), y

(a, b, ¢, d) =ac(c™t, b, ¢, b 1)bd.
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Finalmente, no es dificil observar que el estabilizador de [(1, 1, 1, 1)] es el conjunto de los
cuartetos (g, 1, 1, g) con g en G.
Definimos entonces

S : A-Mod — Fun®” (P4 — R-Mod) M —— Fyy

en objetos. Ahora sean f: M — N una flecha de A-médulos y o € A(G x H). Como f es
un morfismo de A-médulos y por lo tanto, de funtores de Mackey, tenemos

NG x H)(ax fy(m)) = N(Gx H)(foxmxulaxm))
fe(M(G x H)(a x m)).

para cualquier grupo H y cualquier m en M(H). Lo que prueba la conmutatividad del
diagrama
M(H) - N(H)
FM(Ot)l lFN(Q)

M(G) —= N(G).

Ahora, si F' es un funtor de P4 en R-Mod, entonces es un funtor de Mackey a través
del morfismo e : RB — A. Es decir, si @ es un G x H-conjunto, entonces F(e(«)) es
un morfismo de R-mdédulos de F(H) en F(G). Més aun, e es un morfismo de funtores
de Green, asi que esta asignacién es funtorial en {lg z, gracias al Lema 4.3.6. Ademads

F(uHy)(m) = F(A(H)(ea))(m) = m.
Veamos que F' es un A-mddulo. Definimos

A(G) x F(H) — F(G x H) (a, m) — F(A(G x H)(a))(m).

Durante la prueba de que F es un A-mddulo, usaremos el siguiente resultado, facil de
probar:

Observacion 4.3.8. Si X es un (G, H)-biconjunto y K es cualquier grupo entonces
(?XG)OX%?XX.

son isomorfos como (K x K x G, H)-biconjuntos.

Asociatividad: Sean a en A(G), b en A(H) y K un grupo. Tenemos por demostrar que
las siguientes funciones, definidas en F(K) y con imagen en F(G x H x K), son iguales:

FAGx Hx E)axb) y F(AG x Hx K)a)o F(AH x K)b).
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Como F es un funtor en Py, basta demostrar que A(G x H X I_(>)(a X b) es igual a
AGxHx K x Hx K x K)(A(G x H x K)(a) x AH x K)(b)).
Para esto, es suficiente probar que los biconjuntos G x H x RZ y

(G><H><K><§xKxK)o(GxHxKxHxT())

son isomorfos.
De la observacion 4.3.8, tenemos que G x H x K x H x I_g es isomorfo a

Gx((mxHxKxK)o(Hx?)),
y éste es isomorfo a
(mexHxKxK)o(GxHxI_g).
Pero, de la observacién 4.3.7, obtenemos que
(GxHxmexK)o(mexHxKxK)

es isomorfo al biconjunto identidad G x H x K x K. Esto nos da el resultado.
Elemento neutro: Veamos que para cualquier m en F(H)
m = F(HH1><H)(6A X m)

Tenemos €4 X m = F(A(1xuxuH1)(c4))(m). Ahora, por definicién

F(gHixm) = F(A(gxixuaHi)(ga)),

asi que

F(gHixn)(eaxm) = F(A(uxixuHi)(Ea) o A(ixaxuHi)(ea))(m)
= F(e(HHleoleHH))(m)
= F(A(H)(ea))(m).

Naturalidad con respecto a biconjuntos: Sean g Xqg v Ym biconjuntos. Demostrar la
conmutatividad del diagrama

A(G) x F(H) —~F(G x H)
(A(X)7F(Y))i iF(XxY)
A(K) x F(L) — F(K x L),
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significa probar la igualdad entre
F(ianX X Yt (FIAG x H)(@)(m))

%
F(A(K x L)(A(xXa)(a)))(F(LYr)(m))
para cualesquiera a € A(G) y m € F(H). Por la funtorialidad de F', basta probar
%
AliexixaxnX x Y1)(ea) 0 AG x H)(a) = A(K x L o xXa)(a) 0 AlLxu1)(e4).

Si S es un (P, @)-biconjunto, escribiremos S* para el (P x @, 1)-biconjunto S. Con esta
notaciéon, basta probar que los biconjuntos

(KxLxGxHxH)o((XxY)*xGxﬁ) y

(KxLx%xH)o((KxfoX)xY*)

son isomorfos. Veamos que son isomorfos al (K x L x H, G)-biconjunto X x Y™*.
Para el primer biconjunto, bastara probar la siguiente afirmacién: Sean X’ un G-conjunto
y Y un H-conjunto, entonces

(25><H><H)0(X’><Y><G><ﬁ)%X'OZ’XY.
Observemos que para cualquier elemento tenemos

[((ga h, h1)7 (a’7 bv 9/7 h/))] = [((97 h7 1) (17 17 gla h/7 h1)7 (a’7 b7 17 1))]
= [((gg/’ hh/hl_17 1)7 (a7 b, 1, 1))]
[((1, 1, 1), ((99")"a, (ha(hh)~"0, 1, 1)),

y que esto es también igual a
hi(RR)7H((1, 1, 1), (a, b, 1, 1))]gg.

De estas observaciones, no es dificil concluir que la funcién

[((g’ h, hl)? (a7 b, 9/7 h/))] = ((I'(gg/), hl(hh/)il b)

nos da el isomorfismo requerido.

Para el_)segundo biconjunto, un argumento anél)ogo al de la observacién 4.3.8,%)rueba
que (K x L)oX esisomorfoa X x L. Asi ((K x L)oX)xY™*esisomorfoa X x L xY*.
Una combinacion de la pentultima oraciéon y la observacién 4.3.8, nos permite probar que

(KxfoxH)oXxY*
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_>
es isomorfo a X x L x Y*. Finalmente, por la observacion 4.3.7,
— -
(KXxLxLxH)o(KxL xLxH)

es isomorfo al biconjunto identidad K x L x H.
Definimos entonces

T : Fun®’(P4 — R-Mod) — A-Mod F —— F.

Sea t : FF — FE una flecha en la categoria de la izquierda. Por la forma en que se definié F
en biconjuntos, es claro que esta flecha es también de funtores de Mackey. Por otro lado, ¢
conmuta con los morfismos de Py, en particular

toxi (F(A(G x H)(a))(m)) = E(A(G x H)(a))(tr(m)).
para cualesquiera ¢ en A(G) y m en F(H). Por lo tanto tenemos
taxg(axm)=axtg(m).

Resta entonces probar que las asignaciones S y T' definen una equivalencia de categorias.
Sea M un A-médulo. Veamos que Fjs es isomorfo a M como A-mddulos. Si o es un
(G, H)-biconjunto, entonces como funtores de Mackey tenemos
Fy(a)(m) = Fu(e()(m) = M(G x H)(e(a) x m
—  M(G x H)(A(a*)(eA) x m)
= M(Gx H)(M(a" x H)(ea x m))
Procediendo como antes, no es dificil observar que (G x ﬁ) o (a* x H) es isomorfo a a.
Asi que lo de arriba es isomorfo a M («)(m).
Ahora sean a € A(G) y m € M(H). La accién de A en Fjs se definié como
Far(A(G x H)(a))(m) = M(Gx H x H)AG x H)(a) x m
— M(Gx Hx HM(G % H x H)(a x m).
Por la observacion 4.3.7, (G x H x E) o (G x HxH ) es isomorfo al biconjunto identidad
G x H, asi que arriba obtenemos a X m.
Ahora sea E un funtor de P4 en R-Mod. Veamos que Fg es isomorfo a E. Sea « en
A(G x H), entonces
Fg(a)(m) = GXE axm)— (A Gx% £a))(a x m)
= E(A(G x ﬁ A(G x H x ﬁ ) m)
= AGxﬁ (€a) oAGxHxﬁ (m).
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Para probar que esto es isomorfo a E(a)(m), basta probar que
(GxGxHxHxH)o((Gxﬁ)*xGxHxﬁ)

es isomorfo al biconjunto identidad GG x H. Lo cual se obtiene tal como en la prueba de la
naturalidad con respecto a biconjuntos, en la definicién de T'.
Finalmente, no es dificil probar que estos isomorfismos son naturales. ]

Observacion 4.3.9. Si G y H son isomorfos en la categoria de grupos finitos Grp, entonces
lo son también en Py4.

Supongamos que existen f1 : G — H'y fo : H — G en Grp tales que fifo = idy y
fafi = idg. Definimos oy = A(gxuG1)(ea) y aa = A(axgHi)(e4). Las acciones en los
biconjuntos gxgG1 v HxgH1 son las siguientes

(9, h)-g' =99 fo(h7Y) v (B, g)h' =hB fr(g™").
para (g, h) en G x H, ¢’ en G y h/ en H. Tenemos
ajoas = A(G x H x G)(a1 x az)
— A(G x H x GoaxmxnxcG x Hi)(ea),

y no es dificil ver que el (G x G, 1)-biconjunto en el gue se evaltia A es isomorfo a G.

)(€a).

Un argumento analogo prueba que ag o a; = A(

4.3.1. Modbdulos simples

A lo largo de esta seccion, A es un funtor de Green. Escribiremos Funé, para la categoria
de funtores R-aditivos contravariantes de P4 en R-Mod.

Definicién 4.3.10. Denotaremos por A(H) al cociente
A(H x H)/ Y A(Hx K)o A(K x H).
KeZ
|K|<|H|

Observacion 4.3.11. Si A = RB, entonces este R-mdédulo es siempre distinto de 0. De hecho,
para cualquier grupo H tenemos isomorfismos de R-dlgebras

RB(H) = Ag(H, H) = ROut(H).
Recordemos que Ag(H, H) se define como el cociente de Ag(H, H) entre

> wHioAr(K,H)+ Y uKkoAg(K, H).
K—H, H—K,
K#2H K#H
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Asf que tenemos claramente un morfismo suprayectivo de anillos de Ag(H, H) en RB (H).
Ahora tomemos o 8 en RB(H x G)o RB(G x H) para algin |G| < |H|. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que « y 8 son transitivos. Como G es de orden menor que H,
entonces de la descomposicion de Bouc para a obtenemos que ao 8 proviene de un elemento
en alguno de los dos sumandos de arriba.

Sin embargo, veremos ahora que este anillo no es siempre distinto de 0.

En el capitulo anterior, dado un funtor de Mackey M, definimos la familia de grupos
primordiales de M, denotada por Prim(M) como los H tales que el cociente M (H)/M'(H)
es distinto de 0, donde

M'(H)= Y M(yHg)M(K).
K<H,K#H
Denotamos por & (M) a la cerradura bajo subcocientes de Prim(M).
Lema 4.3.12. Sea A un funtor de Green. Si H no esti en P(A), entonces A(H) = 0.

Prueba. Sea m en A(H x H). Como sabemos

r
m = ZA(HXHH X HKi)ni
=1

donde K; < H x H estda en P(A) y n; estd en A(K;). Fijemos una i y consideremos
X =(H x Hx K)/A(K) como un (H, H x K)-biconjunto. Aplicando la descomposicién
de Bouc a X tenemos gHp o pYgxx donde D es la primera proyeccién de A(K) y por
lo tanto es isomorfo a un subgrupo de K (en particular, pertenece a #(A)), y Y es un
(D, H x K)-biconjunto. Como H no pertenece a &(A), entonces D es de orden menor a

Por otro lado, observemos que si « es un (G, C)-biconjunto cualquiera y n estd en A(C),
entonces

A(a)(n) = (A(a”)ea) on,

considerando a n como un elemento de A(C x 1). Esto se debe a que, Por la Proposicién
4.3.5, (A(a*)e) on es igual a

A(G x O)((A(a*)ea) x n)

o o
que es igual a A((G x C)o(a* xC))(ea xn). Pero no es dificil probar que (G x C')o(a* x C)
es isomorfo a .. Ahora recordemos que A(a*)(c4) = egxc(a), asi que tenemos
AlaxagH x Hi)(n) = emxaxx(X)on
eaxHxk(HHD o pYrxK)on
= euxp(uHp)oepxuxr(pYaxk)on por el Lema 4.3.6

que es un elemento en A(H x D)o A(D x H). Esto prueba la afirmacion. O
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Corolario 4.3.13. Sea k un campo de caracteristica 0. Si H no es un grupo ciclico, entonces
kRg(H) = 0.

Recordemos que si S es un funtor de Mackey simple, entonces un grupo H en Z es
minimal para S si y s6lo si H es orden minimo tal que S(H) # 0. Si A es un funtor de

Green y M es un A-mddulo, diremos que H es minimal para M si es de orden minimo tal
que M (H) # 0.

Lema 4.3.14. 57 S es un objeto simple en Fun‘}%, entonces S tiene un grupo minimal H.

Ademds A(H) # 0 y S(H) es un A(H)-mddulo simple.

Prueba. Como S # 0, entonces existe un grupo H tal que S(H) # 0.

Sea H cualquier grupo minimal para S. Si fl(H ) fuese igual a 0, entonces en particular
A(ﬁ)(sA) =Y. ,0;0p0 donde o; € A(H x K;) y ; € A(K; x H) con K; un grupo de
orden menor al de H. Pero S(«a;00;) = 0 por la minimalidad de H, luego S(A(ﬁ)(sA)) =0,
una contradiccién.

Es claro que S(H) es un A(H)-médulo. Veamos que es un A(H x H)-médulo simple.
Sea W un A(H x H)-submédulo, para cada G en Z, definimos

T(G) = {m € 8(G) | VX € A(H x G), S(X)(m) € W}.

Claramente T es un subfuntor de S. Ademéas T(H) = W. Si t estd en T(H), entonces en
particular para X = A(ﬁ)(aA) debemos tener T'(X)(t) € W, luego T(H) C W. Por otro
lado, como W es un A(H x H)-submddulo, entonces S(X)(w) estd en W para todo w en
W'y X en A(H x H), por lo tanto W C T'(H).

Luego, si T'= 0 tenemos W =0, y si T'= S entonces W = S(H). O

Notacién 4.3.15. Sea W un A(G x G)-mdédulo. Si ¢ : H — G es un isomorfismo de grupos,
denotamos por W al A(H x H)-médulo W con la accién de a € A(H x H) en w € W
dada por

a-w:= (AlgxnG1)(ea) oao AlgxcH1)(ea))w.

Las acciones en los biconjuntos gxgG1 v gxgH1 son

(9, h)-g' =gd0(h™") v (b, g)h' =hh'o  (g™")
para (g, h) en Gx H, g’ en Gy h/ en H.

Proposiciéon 4.3.16. Supongamos que A es un funtor de Green para el que los grupos
minimales de cada mddulo simple forman una sola clase de isomorfismo. Sea Sa el conjunto
de clases de equivalencia de parejas (H, V) donde A(H) # 0, V es un A(H)-mddulo simple y
(H, V) ~ (G, W) si existe un isomorfismo de grupos ¢ : H — G tal que V' = W . Entonces
las clases de isomorfismo de A-mddulos simples estdn en correspondencia biyectiva con los
elementos de Sa. Esta correspondencia asigna a la clase de isomorfismo de un A-mddulo
simple S, la clase de pareja (H, S(H)) donde H es un grupo minimal para S.
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Prueba. Si S es un A-médulo simple y H es un grupo minimal para S, entonces lo es
para cualquier A-mdédulo isomorfo a él. Ademads, como hemos visto, en este caso fl(H ) #
0y S(H) es un A(H)-médulo simple. La hipétesis sobre la clase de isomorfismo de H,
justifica que esta eleccién esté bien definida. Por otro lado, si tenemos una pareja (H, V')
que satisfaga las hipdtesis, entonces le asignaremos el médulo Sé,v que se define como el
cociente Ly, v /Ju, v, donde

Ly v(K)=AK x H) @amxm)V, Lpv(a)(z®@v)=a v

siaestden A(Gx K),y

T v(K) = {in@@ni 1S (yomi) ni=0Vy € A(H x K)}.

i=1 i=1
Como V es un A(H x H)-médulo simple, entonces por el Lema 1 en Bouc [9], Ly v tiene
un dnico cociente simple, éste es Sf}’v. Este cociente satisface SﬁV(H )=V.
Observemos que si (H, V) ~ (G, W), entonces S3 |, = S& . Sea ¢ : H — G el
isomorfismo de grupos que hace a V' y YW isomorfos como A(H x H)-médulos, entonces

Ly v = Ly, ¢w. Veamos ahora que Ly ew = Lg,w-
Sea K € Z, definimos

,uK:A(KXG) XW—)A(KXH)@A(HXH)@VV,

px(a, v) = ao o @agxm) v, donde an = A(gxuG1)(ca) es el definido en la Observacién
4.3.9. Observemos que pix se puede extender a A(K X G)®(gxq)W. Sibestd en A(G xG),
entonces

pr(a, bu) = aooq @agxm) bv
= aoqp ®A(H><H) (aloaQOboaloag)v

donde gy = A(gxcH1)(e) es el definido en la Observacién 4.3.9. De esta misma observacién
tenemos que o o ag = A(G)(e4). Luego

,LLK(CL, bv) = aoa1®A(HxH)(QQOboa1)-v
= ao(moazoboay) @xH)V

= aoboay ®amxm v = px(aob, v).

Es claro que px es natural en K. La inversa de p se define de manera andloga. Asi que
. . A A .
Ly, v es isomorfo a Lg w y por lo tanto, los cocientes S Hvy SG’W son isomorfos.
Veamos que esto define una correspondencia entre las clases de equivalencia y las clases
de isomorfismo.
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La asignacién Ly : A(H x H)-mod— Fun‘g que manda a V en Ly v es adjunto izquierdo
de la evaluacién Ey : Funs — A(H x H)-mod que manda cada funtor M en M (H). Esto
permite probar que si S es un A-médulo simple y S(H) # 0, entonces S es isomorfo a S}‘}’ v
con V= S(H), yaque V es un A(H x H)-mbdulo simple y

Hompypa(Li,v, S) = Homagym) (Vs S(H)).

Luego, S es un cociente de Ly v y por lo tanto es isomorfo a 5’[‘37‘/.

Ahora tomemos una pareja (H, V) con A(H) # 0y V un A(H)-médulo simple. Veamos
que H es minimal para Sij v- Sea K de orden menor a H. Como V es un A(H )-médulo,
entonces de la definicién de SfLV, obtenemos que SﬁV(K ) = 0. O

Lema 4.3.17. Sean A y C funtores de Green, f : A — C un morfismo de funtores de
Green y M un C-mdédulo. Entonces, M es un A-mddulo a través de la composicion

f®idn ch

AM ———CM M

)

que denotaremos por 4.
St M es un A-mddulo simple, entonces es un C-mddulo simple. Por otro lado, si f es
un epimorfismo y M es un C-mdodulo simple, entonces es un A-mddulo simple.

Prueba. La primera parte del enunciado es clara, ya que todo C-submédulo de M es también
un A-submodulo.

Ahora, si N es un A-submédulo de M, entonces su se restringe a N con los correspon-
dientes diagramas conmutativos. Luego, si f es un epimorfismo, entonces ¢ también puede
restringirse a IN con los respectivos diagramas conmutativos. [

En particular, para un epimorfismo f : A — C, los C-médulos simples son aquellos
A-médulos simples en los que Kerf actia trivialmente.

Lema 4.3.18. Supongamos que A es un funtor de Green que satisface la hipdtesis de la
Proposicion 4.3.16. Si f: A — C es un epimorfismo de funtores de Green, entonces los
C-mddulos simples son los A-mddulos simples Sﬁ, v tales que C’(H) 20y V esun C’(H)—
modulo simple. ’

Prueba. Sea S un C-mdédulo simple. Por el lema anterior, existe una pareja (H, V) en Sy
tal que S es un A-mdédulo simple Sf{,v en el que Kerf actua trivialmente. Como H es un
grupo minimal para S, entonces por el Lema 4.3.14, C(H) # 0 y V es un C(H)-médulo
simple.
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Ahora sea Sfl,v un A-médulo simple tal que C(H) es distinto de 0y V' es un C(H)-

médulo. Tomemos K y G grupos arbitrarios. Entonces S f}’ v (G) es el cociente entre Ly, v (G)
y su unico subfuntor maximal

n

T (@) = {3 @i € L v(G) | S (o) mi=0 % € A(H x Q).

i=1 i=1

Sea a en Ker(fx), probaremos que a actda trivialmente en Sy 1,(G). Sim = > ¢; ®n;
es un elemento en Ly v (G), esto significa probar que a x m pertenece a Jy v (K x G). Por

la Proposicién 4.3.5, el producto a x m esta dado por SfLV(A(K X a)a)(m), pero Ker(fx)

es un subfuntor de A, asi que A(K x a)a estd en Ker(frxaxa). Luego, si ¢ es cualquier
elemento en A(H x K x G), entonces por el Lema 4.3.6, la composicién

x; =1 o (A(K x 8)&) 0 Y;

pertenece a Ker(frxm). Como V es un A(H x H)-médulo que es también un C(H x H)-
moédulo, entonces tenemos z; - n; = 0 y por lo tanto a x m estd en Jy v (K x G).

Esto prueba que Ker(e) actia trivialmente en Sf_‘l v Y que por lo tanto, éste es un
C-médulo. O

Corolario 4.3.19. Supongamos que A es un funtor de Green tal que e : RB — A es un
epimorfismo. Entonces, los A-moddulos simples son los funtores de Mackey simples Sy v

donde H es un grupo para el cual el dlgebra A(H) es distinta de 0 y V es un A(H)-mddulo
simple.

Como primera aplicacion de la proposicién anterior, estudiaremos los RB¢c-moédulos
simples para algunos casos de C.

Lema 4.3.20. Si A es un funtor de Green, y C estd en Z, entonces Ac es un funtor de
Green. El producto en A¢ estd dado por componer la multiplicacion de A

AK xC)x A(GxC) — AK x C x G x(C),
con A(X), donde X es el biconjunto
ExaxcK x Cx G x Cgxoxaxo

en el que la accion de (k1, g1, c1) en (k, ¢, g, ) es (kik, cic, g1g, c1c). El elemento iden-
tidad de Ac esea., = A(ixcli)(ea) € Ac(1).
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Prueba. Veamos que esta composicion
Ac(K) X A0<G) — Ac(K x C x G) — Ac(K X G)

define una multiplicacion en Ac.
Asociatividad:
Debemos probar que el cuadrado exterior en el siguiente diagrama es conmutativo.

Ac(K) X Ac(G) X Ac(L) HAC(K x C' X G) X Ac(L) 4>A0(K X G) X Ac(L)

| a L

Ac(K) X Ac(GxC X L) —= Ac(K xCxGxCxL)—=Ac(K xGx C x L)

| | L

Ac(K) x Ac(G x L) Ac(K xC x G x L) Ac(K x G x L)

El cuadrado a conmuta ya que la multiplicaciéon de A es asociativa. Los cuadrados b y ¢
conmutan porque la multiplicacién de A es natural con respecto a biconjuntos. Finalmente,
consideremos T'= K XGXLXC, W =K xXGExCXxLxC,Z=KxCxGxCxLxC,
W' =K x C x G x L x C y los biconjuntos

X=rWwowZz y X' =¢WwowZy

definidos como en el enunciado del lema. Entonces el cuadrado d conmuta gracias a que X
y X’ son claramente isomorfos.

Elemento identidad:

Si a esta en Ac(G), entonces Ac(cGixa)(€4, X a) es igual a aplicar

A(excG X Cixaxc 0 1xaxcl X C x G x Cixoxaxc © 1xcoxaxcl X G x Cixaxc)

a £4 X a, donde este producto es el de A. Pero la composicién de los dos biconjuntos de la
derecha es isomorfa al biconjunto identidad 1 x G x C'. Luego, esto es igual a

A(excG x Cixaxc)(ea X a),

que es igual a a, ya que €4 es el elemento identidad de A. La otra igualdad se prueba
analogamente.

Naturalidad con respecto a biconjuntos:

Sean ¢ X1, v kYp biconjuntos. Debemos probar la conmutatividad del cuadrado exterior
en

Ac(L) x Ac(D) —— Ac(L x C x D) —— Ac(L x D)

| L

Ac(G) x Ac(K) —= Ac(G x C x K) —— Ac(G x K)
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donde f1 = (Ac(X), Ac(Y)),
fo=A(excoxrxcX x C xY x Crxcxpxc)

y f3 = Ac(axx X X Yxp). El cuadrado de la izquierda conmuta pues la multiplicacién
de A es natural con respecto a biconjuntos. Para ver la conmutatividad del cuadrado a la
derecha, sean

X = axkxcX XY X Crxpxc o Lxpxcl x C x D x Crxcxpxc
/
X' = axkxcG X C x K X CaxoxigxC ©axCxkxcX X CxXY X Crxcxpxc-
Claramente, X' es isomorfo a
axkxcX x CxY xCrxcxpxc,

donde, del lado izquierdo, C' actua diagonalmente. Por otro lado, no es dificil ver que si
[(x, y, 1), (I, c2, d, c3)] es un elemento en X, entonces, asignarle (xl, c¢ica, yd, cic3), define
un isomorfismo entre X y este ultimo biconjunto. O

Si X € RBc(G) es un (G x C)-conjunto y Y € RB¢(K) es un (K x C)-conjunto,
escribiremos x4 para el producto de X con Y en Ro(G x K). Es decir

X XdY = RB(T)(X X Y) con 1 = G><K><CG x C'x K x CGXCXKXC-

con C actuando por la izquierda diagonalmente. Luego, X x5Y es el G x K x C-conjunto
X xY con la siguiente actuacion

(9, k, o)z, y) = ((9, )z, (k, )y).

Con esta multiplicacién, la composicién en la categoria Prp., para C un grupo en Z, se ve
de la siguiente forma:

Sean X un (K x G x C)-conjunto en RBy(K x G) y Y un (G x L x C)-conjunto en
RBc(G x L), denotaremos por o4 a la composicién de X con Y en Prp,,, es decir

XogY = RBo(K x G x L)(X xqY).

%
Tal como observamos antes de probar la Proposicién 4.3.5, al aplicar RB(K x G x L x C)
a X xqY, obtenemos el (K x L x C')-conjunto

X xY/~ donde (z,y) ~ ((1, g, D)z, (9, 1, )y) Vg € G
en el que K y L actdan como antes y C' actia diagonalmente, es decir

(k, 1, o)z, y] = [(k, 1, o)z, (1, I, ¢)y].
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Otra forma de ver esto, es considerar a X como un (K, G)-biconjunto con una accién de C,
que supondremos por la derecha, y que conmuta con las de K y G. Igualmente, podemos
ver a Y como un (G, L)-biconjunto también con una accién de C' que conmuta con las de
Gy L. Luego X oz Y es el (K, L)- biconjunto X oY con una accién diagonal de C

[z, yle = [ze, yel.

que conmuta con las de K y L.
La identidad en RBc (G x G) es RBC(a)({o}), que por la descomposicién de Bouc para

es igual a
GxGxC

A(G) x C~
Es decir, es el (G, G x C)-biconjunto G con accién trivial de C.

Abusando un poco de la notacién introducida en el Lema 1.9, si E < G x L xCy
D < L x K x C, escribiremos E x D para

{(g,k,c) eGXx K xC|3leLt.q.(9,l,c)e Ey(l, k, h) € D}.

Lema 4.3.21. Sean (GxLxC)/E en Bo(GxL) y (LxK xC)/D en Bo(Lx K), entonces
tenemos un isomorfismo de G x K x C'-conjuntos

(GxLxC)/Eog(LxKxC)/D= | ] (G x K xC)/(Ex&1LMD)

(l,c) en
[PLxc(BEN\LXC/prxc(D)]

donde prwc(E) y pLxc(D) son las proyecciones en L x C de E y D respectivamente.

Prueba. Si [(g, 1, ¢)E, (I, k, ¢)D] es un elemento de (G x L x C)/E o4 (L x K x C)/D,
entonces es facil observar que su Orbita bajo la accién de G x K x C es igual a la de
(1,1, )E, (I, 1, h='h/)D]. Con esta observacién, la prueba de que hay una biyeccién
entre la 6rbitas de (G x L x C)/E o4 (L x K x C')/D bajo la acciéon de G x K x C'y
prxc(E)\LxC /prxc(D), es completamente andloga a la de la Proposicién 1 en Bouc [9].

Asimismo, el estabilizador de [(1, 1, 1)E, (I, 1, ¢)D] es igual E x b19) D, O

A continuacién probamos un resultado similar al Lema 1.7.

Notacién 4.3.22. Sea M un subgrupo de G x K x C. Escribiremos p1(M), p2(M) y
p3(M) para las proyecciones de M en G, K y C respectivamente; p; 2(M) denotara la
proyeccién sobre G x K y andlogamente se definen las deméds posibles combinaciones de
indices. Denotaremos por k1(M) a {g € p1(M) | (g, 1, 1) € M} que es un subgrupo normal
de p1 (M), andlogamente se definen ko (M), k3(M) y ki ;(M) para las posibles combinaciones
deiyj.
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Observacion 4.3.23. Una prueba analoga a la del Lema 1.6 nos da los siguientes isomorfismos
de grupos

p1(M) ., p2,3(M) p2(M) , p1,3(M)

Fi(M) ~ kps(M) 7 k(M) kp3(M)’

el primero manda aki(M) en (b, ¢)k2 3(M) si (a, b, ¢) estd en M, y el segundo manda
ka(M) en (a, C)k273(M).

Lema 4.3.24. Sea M un subgrupo de G x K x C. Entonces (Gx K xC)/M € RBo(G x K)
puede descomponerse como X1 ogq Yy donde

X1 € RBo(G x (p(M)/ki(M))) y Y € RBe((pu(M)/k(M)) x K)
y también como X5 04 Yy donde

Xy € RBo (G x (pa(M)/ka(M))) Yo € RBe((pa(M) /ka(M)) x K)
Prueba. Sean t1(M) = py(M)/ky(M) y X1 = (G x t;(M) x C)/U donde

U={(g,a(9) [ 9 €p1(M), a:pi(M)—t:(M)} xC.

Por la observacién anterior, existe un isomorfismo o de tg 3(M) := pa 3(M)/ka,3(M) en
t1(M), asi que definimos Y7 = (t1(M) x K x C)/V con

V ={(a(B(k, c), k, c) | (k, ¢) € pa,3(M), B :pa,3(M) — t2,3(M)}.
Por el Lema 4.3.21 tenemos

Xio0qY] | | (G x K x C)/(U &Ly,

(t,c) en

[p2, 3(U)\t1(M)xC/p1x3(V)]

como py 3(U) = t1(M) x C, este isomorfismo se reduce al elemento (G x K x C)/U x V.
Ahora, U * V es por definicion

{(g, k,c)| 3t ety (M) t.q. (g, t,c) €U, (t, k, c) €V},

asi que (g, k, ¢) estd en U * V siy sélo si a(g) = o(B(k, ¢)) y esto pasa si y sélo si (g, k, ¢)
estd en M.
La segunda descomposicion se obtiene de manera analoga. O

Observacion 4.3.25. Si Gy K son grupos de orden n 'y (G x K x C)/M no se factoriza bajo
o4 a través de un grupo de orden menor a n, entonces M debe satisfacer

i) pu(M) = G, po(M) = K, ki (M) = 1y ka(M) = 1.
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ii) De estas igualdades y de la Observacion 4.3.23, tenemos que existen morfismos supra-
yectivos a : py 3(M) — Gy B :p1,3(M) = K tales que

M ={(a(k, ¢), k, c) | (k, ¢) € p2,3(M)} = {(g, B(g ¢), ¢) | (g, ¢) € p1,3(M)}

Estos morfismos definen un isomorfismo entre py 3(M) y p2,3(M) de la siguiente forma
f:p1,3(M)_>p2,3(M) (gv C)H(ﬁ(g’ C), C)

1 :p2,3(M) = p13(M) (k, ¢) = (a(k, ¢), ¢,

f es inyectiva ya que f(g, ¢) = (1, 1) implica (g, 1, 1) € M, por lo tanto g = 1. Como
B es suprayectiva, entonces f lo es también, y es claramente un morfismo de grupos.

Con estas observaciones podemos encontrar algunos casos de C' para los que los grupos
minimales de un RBc-mddulo simple forman una sola clase de isomorfismo.

Supongamos que S es un RBc-mddulo simple y que H y K son grupos minimales para
S de orden n, entonces S = S% |, con A = RBe 'y V = S(H). Ademés S(K) # 0, luego
existe un elemento transitivo X en RBo(H x K ) tal que S(X) # 0. Como X no se factoriza
bajo o4 a través de un grupo de orden menor a n, entonces satisface i) y ii).

Si p1,3(M) = H x C; para algin C; < C, entonces ((h, ¢) = Bi(h)B2(c), donde By
es un morfismo de H en K. Luego, 1 es un morfismo inyectivo ya que si h € kerfi,
entonces B(h, 1) = 1, y por lo tanto h € k1(M) = 1. Tenemos entonces que H es isomorfo
a K. Sips(M)={(h,t(h))|t: H— Ci}, entonces a través de 5 podemos definir un
homomorfismo suprayectivo de H en K y por lo tanto son isomorfos. Asi, por ejemplo si C
es un grupo de orden p 6 es de orden primo a n, entonces tenemos que H y K son siempre
isomorfos.

Lema 4.3.26. Para cualesquiera G y C en Z se tiene RBC(G) £ 0.

Prueba. Sean 6 un automorfismo de G, ¢ : C' — Z(G) y n : G — C morfismos de grupos.
Definimos

Mp,c = {(0(g)C(c), g, ¢) | (9. ¢) eGxC} y
Ny, ={(0(9), 9. 1(9)) | g € G}.
Probaremos que los siguientes elementos son siempre distintos de 0 en el cociente RB(;(G):

Xoc=(GxGxC)/My,c y Yyg,=(GxGxC)/Ng,.

Nétese que Xy ¢ v Yy, ,, satisfacen i) y ii).
Como Xy ¢ es transitivo, si es 0 en el cociente, entonces existe un grupo K de orden
menor a |G| tal que My ¢ = Ax Bdonde ASGxKxCyB<KxGxC.
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Para A x B podemos definir un morfismo
Ax B — (p2(A) Np1(B))/(k2(A) NEk1(B)) (a, b, ¢) — t(ka(A) Nk1(B))

ya que (a, b, ¢) estd en A * B siy sélo si existe t en K tal que (a, t,c) € Ay (t, b, ¢) € B,
ademds claramente ¢ es unico médulo ka(A) N k1(B). El nicleo de este morfismo es el
conjunto

{(a, b,¢) eGxGxC|(a,1,¢)€ A, (1,b,c) € B}

Si A* B = My , entonces este niicleo es isomorfo a
D={ceCldge Gt .q (6(g)¢(c), 1,c) €A (1,9,c) € B} <C

ya que si (6(g)C(c), g, c) esta en el nicleo, entonces claramente ¢ estd en D. Ademads esta g
es Unica, ya que si existe otra b tal que (6(b)((c), 1,¢) € Ay (1,b,¢c) € B, entonces
(1, b9, 1) € B. Pero tomando (1, 1, 1) € A tenemos (1, bg~!, 1) € Mp ¢, luego b = g.
Asi que cada elemento en D determina un tinico elemento en el ntcleo y por lo tanto son
isomorfos.

Ahora, Mg ¢ es isomorfo a G x C, luego (G x C')/D es isomorfo a un subcociente de K,
lo cual es una contradiccién pues entonces |G|[C : D] seria menor que |K]|.

Procediendo de la misma forma para Yj ,, si éste fuera 0 en el cociente, entonces existe
un grupo K de orden a |G| y subgrupos A < G x K x C'y B < K x G x C tales que
Ny, = Ax B. Consideramos nuevamente

No,n = (p2(A) Np1(B))/(k2(A) Nk1(B))  (a, b, ¢) = t(k2(A) N k1(B)).

En este caso, si (6(g), g, n(g)) estéd en el nicleo de este morfismo, entonces nuevamente
(0(9), 1, f(9)) € Ay (1, g, n(g)) € B. Tomando (1, 1, 1) € A tenemos (1, g, n(g)) € No,y
por lo tanto g = 1. Esto implica que G es isomorfo a un subcociente de K, lo que es una
contradiccién.

O

Moé6dulos sobre funtores de representaciones

En el siguiente lema supondremos que J es un campo y que A es alguno de los funtores de
Green que a cada grupo G asignan un R-médulo de clases de isomorfismo de JG-moddulos
finitamente generados (por ejemplo, el grupo de Grothendieck o el anillo de Green con
coeficientes en R de la categoria de JG-mddulos finitamente generados).

Lema 4.3.27. Si [M] € A(H x G) y [N] € A(G x K), entonces

A(H x G x K)([M] x [N]) = [M @36 N].
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Prueba. Recordemos que el producto [M]x [N] se define como la clase del J(H x G x G x K)-
modulo M ®j N, donde G x K acttia trivialmente en M y H x G lo hace en N.

De la descomposicién de Bouc para <C—}, obtenemos que aplicar A(H X <C—;7 x K') al médulo
anterior, es la deflacién de H x A(G) x K a H x K del médulo M ®j N restringido a
H xA(G)x K. Pero esta deflacién es el cociente mas grande de M @y N en el que 1 xA(G) x 1
actia trivialmente, es decir M ®j5 N. O

Proposicion 4.3.28. CR¢ es el inico CRc-mddulo simple. En particular, es un funtor de
Green simple.

Prueba. Por el Teorema 10.33 en Curtis y Reiner [11], para cualesquiera G y K grupos
CRc(G x K) 2 CR¢(G) ®c CRe(K)
lo que, de acuerdo al lema anterior, es equivalente a
CRc(G x K) 2 CR¢(G x 1) o CRc(1 x K).

Esto implica que si M es un CRc-mdédulo distinto de 0, entonces M (1) # 0. Asi, por
la Proposicién 4.3.16, el dnico médulo simple es el correspondiente a (1, C). Ahora, si
V < CRc es un ideal izquierdo distinto de 0, como V(1) # 0, entonces ecpr. = C € V(1).
Luego V = CRg. O

En el Capitulo 7 de [9], Bouc prueba que CR¢ es semisimple como funtor de Mackey.
Sus componentes son los funtores de Mackey simples indexados por parejas (Z/mZ, V')
donde m # 0 es un natural y V' es un C(Z/mZ)*-médulo primitivo (ver definicién mas
adelante). Sabemos que CRg = Si ¢ no es un CRc-mdédulo. Esta proposicién nos dice que
de hecho, ninguna de las componentes simples es un CR¢-mdédulo. Sin embargo, veremos
en la préxima seccién que estos sumandos son todos los CRg-mdédulos simples.

4.3.2. KRg-moédulos o funtores de Mackey retdéricos

En esta seccién K y J seran campos de caracteristica 0.

La definicién de funtor de Mackey retérico proviene de Barker [2]. Se define Qx como la
categoria que tiene por objetos a los grupos finitos, y por morfismos de H a G el cociente
KB(H x G)/Ker(Kliny gxq), donde

Kling : KB — KRy

es el morfismo de linealizacién. Por el Lema 4.3.6, la composicién o puede extenderse a este
cociente. De acuerdo a la seccién tres en [2], un funtor de Mackey retérico puede definirse
como un funtor K-lineal contravariante de Qg en K-Mod.
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Observacion 4.3.29. Supongamos que J = Q. Como el morfismo de linealizacién en este caso
es suprayectivo, entonces por el Lema 4.3.17 y la Proposicién 4.3.5, los funtores de Mackey
retéricos son los KRg-mddulos. Por otro lado, por el Teorema de Ritter-Segal, (9.2.1 en
[9]), esto también es cierto si los grupos en 2k son p-grupos para algin primo p, ain si K
no es un campo de caracteristica 0.

Esta observacion es equivalente a la Proposicién 3.1 en [2], en vista del Lema 4.3.27.

Si J = Q, entonces por el Corolario 4.3.19, los funtores de Mackey retoéricos simples
son los funtores de Mackey simples Sy, v para los que KRg(H) es distinto de 0 y V' es
un KRg(H)-médulo simple. Como hemos visto, si H no es un grupo ciclico, entonces
KRq(H) = 0.

Lema 4.3.30. Para cualquier grupo H no trivial, el submédulo de KRo(H x H)

> KRg(H x K) o KRg(K x H)

K grupo
|K|<|H]

es igual a
> KRo(H x K) o KRy(K x H).

K ciclico
|K| divisor propio de |H|

Prueba. Supongamos que M y N son médulos tales que [M] o [N] estd en KRg(H x G) o
KRg(G x H), donde G es un grupo de orden menor al de H.
Por el Teorema de Induccién de Artin, M es isomorfo a

Z aclchXG

C<HxG
C' ciclico

con ac € Q. Ahora, en la descomposicién de Bouc para (H x G)/C
gHao0 4BgogBpopGg

tenemos que B es un grupo ciclico de orden un divisor propio de H. Ademads, como el
morfismo de linealizacién es un morfismo de funtores de Green, del Lema 4.3.6 obtenemos

(1o tE7C) = [1x 1% P) o [1y 187€]

si gHao aBg = (H x B)/X y pBp o pGg = (B x G)/Y.
Si para esta descomposicién denotamos por B¢ a By por [N]o = [ly T?CXG] o [N],
entonces [M] o [N] es igual a

> aclix 1Pl o [Ne,

C<HxG
C' ciclico
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que pertenece a » - KRo(H x K)o KRg(K x H) con K ciclico de orden un divisor propio
de |H|. O

Como sabemos, KB(H) es isomorfo a KOut(H). Este isomorfismo estd dado por asociar
a cada automorfismo o de H, el H x H-conjunto X, = (H x H)/A,(H), donde

Ay (H)={(a,o(a)) | a € H}.

Los automorfismos interiores se identifican todos con X;4. Observemos que si H es ciclico,
entonces Out(H) = Aut(H) y A,(H) es ciclico.

Recordemos que para un grupo abeliano G, la dimensién de KRg(G) sobre K es el
ntimero de subgrupos ciclicos de G. Adem4s, los elementos de la forma [1¢ Tg] con C ciclico
son generadores, y por lo tanto forman un base para KRg(G) sobre K. Llamaremos 3(G) a
esta base.

Lema 4.3.31. Sean H y K grupos ciclicos con |K| un divisor propio de |H|. Sea o un
automorfismo de H. Consideremos un Q(H x H)-mddulo T de la forma

lchXK ®QK1DT[5XH

conC < Hx K yD < K xH subgrupos ciclicos. Entonces el coeficiente de [1a, () TZ:(I;;)]
para [T] en términos de la base S(H x H) es distinto de 0 si y sdlo si se satisfacen

i) Ta(C)=H =7(D)
it) C =< (h, k) > <= D =< (k, o(h)) >.
En este caso, dicho coeficiente es |K|/|H|.

Prueba. Sea T el cardcter asociado a T'. Por el Teorema 15.4 en Curtis y Reinter [11], los
coeficientes de 7 en términos de la base 5(H x H) estdn dados de la siguiente forma: Para
G < H x H ciclico, tenemos

1 * *
qG = m Gg(:;* w([G™ : G)T(27)

donde {G*} corre sobre todos los subgrupos ciclicos que contienen a G, p es la funcién de
Mobius y z* es un generador de G*.

Como exp(H x H) = |H|, entonces A,(H) es un subgrupo ciclico maximal, es decir,
no estd contenido propiamente en ningin otro subgrupo ciclico. Luego, si ¢ = qa,(m),
entonces ¢, = (1/|H|)7(z) para z un generador de A,(H).
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Supongamos que H =< a >. Sean 7¢ y 7p los caracteres de 1¢ TgXK v 1p TgXH,

respectivamente, por el Lema 7.1.3 en Bouc [9], tenemos

1
7(a, o(a)) = ] Y rola, k)rp(k, o(a)).

keK

Asi que, ¢, es distinto de 0 si y sélo si existe k € K tal que (a, k) pertenece a C'y (k, o(a))
pertenece a D, y en este caso

To(a, k) =[Hx K :C] y 7p(k,o(a))=[K x H: D).

Ahora, como |K| es un divisor propio de |H|, entonces (a, k) y (k, o(a)) son elementos de
orden |H|, y debemos tener < (a, k) >= C'y < (k, o(a)) >= D. Por la misma razén, k es
el tnico elemento de K tal que (a, k) estd en C (respectivamente (k, o(a)) estd en D). De
esto obtenemos ¢, = |K|/|H|. O

En adelante, H serd un grupo ciclico de orden m > 1.
Si n es un divisor de m, sea my, , la proyeccién natural

(Z/mZ)* — (Z/nZ)™.

Tomamos los representantes positivos méas pequenos para (Z/mZ)* y denotamos por oy al
automorfismo de H correspondiente a la clase de t en (Z/mZ)*.

Si o es un automorfismo de H, escribiremos 1, en lugar de 1, (7). Componiendo con
el isomorfismo entre KB(H) y K(Z/mZ)*, podemos considerar la extensién del morfismo
de linealizacién de la siguiente forma

(y : K(Z/mZ)* — KRg(H),

HxH
que manda [t] en la clase de [1,, T A:t( H)]‘
Proposicion 4.3.32. Sea
Ty = Z [t].
[tlEKermm,n

El nicleo de Ly es el ideal generado por {x, | n divisor propio de m}.

Prueba. Sin es un divisor propio de m, veamos que x,, estd en el nicleo de £y. Sea K un
grupo ciclico de orden n y supongamos que H =< a >y K =< k >. Sean C =< (a, k) >
y D =< (k, a) >. Si [t] estd en el nicleo de mp, 5, entonces

< (k, a) >=< (k, a)t >=< (k, 0¢(a)) > .
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Asi que por el lema anterior, la clase de isomorfismo de

HxH
Yo Lo tArt

tleKermm, n

aparece con coeficiente |K|/|H| en la descomposicién de
118" ®@orln 1M

en términos de B(H x H). Claramente, este elemento es 0 en KRg(H). Ademds, si algiin

otro bésico de la forma [1,, TIA{ XI({H)] aparece en su descomposicion, entonces existe un
or

entero d tal que (k, o,(a))? = (k, a), pero es fcil ver que esto implica [r] € Kermy, ». Esto
quiere decir que el resto de los elementos que aparecen en dicha descomposiciéon provienen
de (H x H)-conjuntos que son 0 en KB(H). Por lo tanto, {g(x,) es 0 en KRg(H ).

Supongamos ahora que
d

> ailsi]

i=1
con [s;] en (Z/mZ)* y a; en K, estd en el nicleo de ¢g. Utilizando el Lema 4.3.30 y el
Teorema de Induccién de Artin, esto implica que

d
Z ai[lasi Tfff(m] (4.1)
i=1
puede escribirse como
. HxK; K;xH
Z b][lc] TC’]-X J} © [1D] TDjX ]7 (42)

j=1
con Cj, D; y K; grupos ciclicos y |K;| un divisor propio de |H|. Por el Lema 4.3.31, si algtin
(Lo, g:f( H)] aparece en la descomposicién de [l ngXKf Jo[lp, Tg; XH]
Cj =< (a, k) >y Dj =< (k, 0,(a)) > para algiin k € K;. Si n; es el orden de k, entonces,
tal como arriba, la clase de isomorfismo de

S b 1 (43)

tleKermm, nj

, debemos tener

aparece con coeficiente |K;|/|H| en esta descomposicién. Esto quiere decir que si algin
elemento de esta suma tiene coeficiente distinto de 0 en (4.2), entonces toda la suma tiene
ése mismo coeficiente. Como todos los elementos en (4.1) y (4.3) son bésicos, entonces todos
los elementos de (4.1) deben ser de la forma descrita en (4.3), lo que prueba el resultado. [
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Observemos que si Kerm, , = 1 para n divisor propio de m, entonces [1 A(H) TZ(XHA; ] es

0 en KRg(H), y por lo tanto KRQ(H) =0.

Definicién 4.3.33. Sean m en N—{0}. Un K(Z/mZ)*-médulo simple V' se llama primitivo
si para n divisor de m
z-1=1Ve € Kermy,, » = n=m.

Corolario 4.3.34. Sean H un grupo tal que KRo(H) # 0, y V un KOut(H)-mddulo
simple. Entonces V' es un KRg(H )-mddulo si y sélo si V' es primitivo.

Prueba. Sabemos que H debe ser ciclico. Supongamos que es de orden m > 1, y sea n un
divisor propio de m.
Supongamos que V' es un K(Z/mZ)*-médulo simple que es también un KRg (H )-médu-
lo. Siz-1=1 paratodo z € Kerm,, ,y 1€V, entonces z, -1 # 0, una contradiccion.
Ahora supongamos que V' es un K(Z/mZ)*-médulo simple primitivo. Si x,, - 1 = ¢ con
¢ # 0, entonces para todo x € Kerm,y, , tenemos

z-c=x-(xp-1)=zx,-1=2,-1=c¢C

ya que T, = x,. Pero esto es una contradiccion. O
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