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Introduccion

El concepto del nicleo de una digrafica fue presentado por J. von Neumann y
O. Morgenstern en 1944, como parte de la teoria de juegos. Las aplicaciones de los
nicleos alcanzan campos como la légica, inteligencia artificial, combinatoria, entre
otros.

Una grafica es perfecta si el orden de su subgrafica completa mas grande es
suficiente para colorearla. El desarrollo de estas graficas ha sido constante desde
la presentacién del Teorema Fuerte de las Graficas Perfectas en 1960, hasta su
demostracion, en 2006. Diversas propiedades han surgido con los anos, en particular
C. Berge y P. Duchet conjeturaron en 1963 que una grafica es perfecta si y sélo
si toda orientacién normal resulta en una digrafica nicleo-perfecta. Este resultado
representa un importante vinculo entre dos conceptos fundamentales de la teoria de
graficas: coloraciones y ntcleos.

La prueba de esta conjetura no aparece como tal en la literatura, pero se
sigue de los resultados de tres articulos distintos: Recent problems and results
about Kernels in directed graphs ([3], 1990), Perfect graphs are kernel solvable ([4],
1994) y The Strong Perfect Graph Theorem ([6], 2006). En esta tesis presentamos
una demostracion de esta conjetura, usando un articulo tal vez menos conocido:
Fractional Kernels in digraphs ([1],1998), en vez de [4], con lo cual facilitamos y
disminuimos la longitud de la complicada demostracion.

Comenzamos con un capitulo que ayuda al lector a introducirse a los conceptos
de gréaficas y digraficas que posteriormente seran relevantes en las demostraciones.
En el segundo capitulo presentamos el concepto de nucleo, asi como conceptos
auxiliares, para estudiar algunas familias de digraficas que son nicleo-perfectas.

En el tercer capitulo trabajamos con el concepto de coloraciones y también
mostramos algunas familias de graficas que son perfectas. Presentamos el Teorema

\%



INTRODUCCION

Fuerte de las Graficas Perfectas y demostramos el Teorema de las Graficas Perfectas,
asi como una caracterizacion de esta clase de graficas. Finalmente en el cuarto
capitulo presentamos el concepto que vincula a los dos capitulos previos, las graficas
solubles, y finalmente damos la demostracién de la conjetura.

VI



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Conceptos basicos de graficas

Sea G = (V,FE) una gréfica, donde V(G) es el conjunto de sus vértices y
E(G) CV xV es el conjunto de sus aristas. El orden de G es |V| y el tamano de
G es |E|. Una arista es una pareja no ordenada de elementos de V', de modo que
(u,v) = (v,u). Decimos que la arista e = (u,v) es incidente a uy a v,y que u y v
generan la arista e.

Una subgrdfica de G es un subconjunto U C V junto con un subconjunto
de las aristas que los vértices de U generen en E. Una subgrdfica inducida de G
es un subconjunto U C V junto con toda arista que los vértices de U generen
en E. Denotamos por G[U| a la subgrifica inducida por U C V en G. En la
figura 1.1 subrayamos las aristas que pertenecen a la subgrédfica generada por
U= {$1,£B2,ZE4,3§5,I‘6,I8}.

I ) T3 Ty Ty

Te T

xg X9 Z10

Figura 1.1 Diversos ejemplos de subgraficas.
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En este trabajo, trataremos exclusivamente el caso de graficas de orden finito y
sin lazos (aristas de la forma (u,u)). Adicionalmente, siempre que hablemos de una
subgrafica nos referimos a una subgrafica inducida. Usamos la notaciéon H C G para
cualquier subgrafica H de Gy si V(G) # V(H) decimos que H es una subgrafica
propia de Gy la denotamos por H C G. Sea U C V| denotamos por G — U a la
subgréfica G[V \ U].

Una subgrafica H C G es maximal respecto a una propiedad p si H cumple
p pero G[V(H) U {v}], con v € V(G — H), no cumple p. Del mismo modo, H
es minimal respecto a una propiedad p si H cumple p pero G[V(H) \ {v}], con
v € V(H), no cumple p.

Sea U C V, denotamos por N(U) a la vecindad de U, es decir, los vértices
v € V\ U tales que existe u € U tal que (u,v) € E. Los elementos de N(U) son
los wvecinos de U. N[U] = N(U) U U es la vecindad cerrada de U. El grado de

v € V es el nimero de aristas de G en las que v es incidente, y lo denotamos por d(v).

Un camino en G es una sucesiéon de vértices P = (xg,...,x,) tal que para
cada vértice z;, i € {0,...,n — 1}, la arista (z;,2;41) € E. Una trayectoria es
un camino 7' = (xg,...,%,) que no repite ningin vértice. Un ciclo de longitud n
en GG es una trayectoria «cerrada» C, = (zo,...,x,), es decir, una trayectoria en
la cual g = x,. La longitud de un camino es el nimero de aristas que posee, la
longitud de un ciclo es el nimero de aristas o de vértices que posee. Un camino
P = (u,...,v) y una trayectoria 7" = (u,...,v) reciben el nombre de uv-camino
y uv-trayectoria, respectivamente. A una grafica sin ciclos se le llama grdfica aciclica.

Denotamos por G = (V, E) al complemento de la gréfica G, donde (u,v) € E si
y s6lo si (u,v) ¢ E. Una grafica es completa si para todo par de vértices u, v € V la
arista (u,v) € E. Es decir, puedes transitar entre cualesquiera dos vértices en un solo
paso (usando una sola arista). Denotamos por K, a la grafica completa con n vértices.

Observemos que en la figura 1.1 la subgréfica generada por {wzs,xg, 27,29}

es completa. Adicionalmente, P = (x1, %9, z¢, 7,9, Tg,x3), T = (21, T9,xs,T3)
y C = (w¢,%9,23,76) son ejemplos de un camino, una trayectoria y un ciclo,
respectivamente.
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1.2. Graficas conexas y 2-conexas

Una grafica es coneza si entre cualesquiera dos vértices existe una trayectoria en
G vy es disconera si para algin par de sus vértices dicha trayectoria no existe. Una
componente Y de GG es una subgrafica conexa maximal. Si G es conexa, X C V y
G — X es disconexa, decimos que X desconecta a G, y llamamos a X un conjunto de
corte o separador de GG. En caso de que X consista de un solo vértice z, lo llamamos
vértice de corte de G. Si u 'y v estan en distintas componentes de G — X, decimos que
X los separa. Es claro que para que X separe a u y v, cada uv-trayectoria contiene
un vértice de X.

Proposicién 1.1. Sea X un conjunto de corte minimo de G, entonces cada vértice
de X tiene un vecino en cada componente de G — X.

Demostracion. Supongamos que existe * € X que no tiene un vecino en la
componente G; de G — X. Entonces G — (X \ {z}) separa a x y a Gy, y es por
lo tanto un conjunto de corte més pequeno que X, una contradiccion.

O

Una grafica es 2-conexa si entre cualesquiera dos vértices existen dos trayectorias
ajenas en G o, equivalentemente, todo par de vértices estan en un ciclo de G.

Proposicién 1.2. Una grdfica 2-conexa no contiene vértices de corte.

Demostracion. Supongamos que existe un vértice de corte x € V', es decir, existen
vértices u,v € N(x) tal que x los separa. Entonces, toda uv-trayectoria pasa por x,

por lo cual no pueden existir dos uv-trayectorias ajenas, una contradiccion.
[

En la figura 1.2 indicamos un conjunto de corte y las aristas que pierde la
grafica estan marcadas con lineas punteadas, ademds son claramente visibles las
componentes de G — X. Esta grafica es ademés 2-conexa, y X es un conjunto de
corte minimo de G.

1.3. Conceptos basicos de digraficas

Una digrafica D = (V, A) es un par ordenado, donde V(D) es el conjunto de
sus vértices, y A(D) C V x V es el conjunto de sus arcos. Un arco (u,v) es una
arista dirigida, es decir, una pareja ordenada de elementos de V', de modo que
(u,v) # (v,u), y lo abreviamos como u—v. Si (u,v) € Ay (v,u) ¢ A decimos

3
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Figura 1.2 X = {x5, 25} es un conjunto de corte de G.

que el arco (u,v) es un arco asimétrico de u a v. Si u—>v y u<+— v decimos que
existen arcos simétricos entre u y v, y lo abreviamos como u <— v. La cola del arco
a=u—v=(u,v)esuy la punta es v, decimos que el arco a es incidente desde u
y hacia v, y que u y v generan al arco a.

Al igual que en el caso de las graficas, en este trabajo hablaremos exclusivamente
de digraficas de orden finito y sin lazos (arcos de la forma (u,u)). Una subgrdfica
(dirigida) inducida de D es un subconjunto U C V junto con todos los arcos que
los vértices de U generen en A. Denotamos por D[U] a la subgrafica inducida por
U CV en D. Usamos la notacién H C D para cualquier subgrafica H de D y si
V(D) # V(H) o V(D) \ V(H) # 0 decimos que H es una subgrafica propia de Dy
la denotamos por H C D.

Si u — v, decimos que u es in-vecino de v y que v es ex-vecino de u. El ex-grado
de v € V es el numero de ex-vecinos de v, y lo denotamos por d*(v). El in-grado de
v € V es el numero de in-vecinos de v, y lo denotamos por d~(v). El grado total o
simplemente grado de v € V' es el nimero de arcos de D a los que v es incidente, y
lo denotamos por d(v).

En una digréfica denotamos por N~ (U) a la in-vecindad de U, el conjunto de
vértices v € V \ U para los cuales existe u € U tal que v — u. Del mismo modo
denotamos por N*(U) a la ez-vecindad de U, el conjunto de vértices v € V \ U
para los cuales existe u € U tal que v<+—wu. Asi mismo N-[U] = N~ (U)UuU y
N*[U] = NT(U) UU son respectivamente la in-vecindad cerrada y la ex-vecindad
cerrada de U. N(U) = N~ (U) U Nt(U) es la vecindad total o simplemente la
vecindad de U, es decir, el conjunto de vértices v € V \ U para los cuales existe
u € U tal que v—ru 0 v<—u. Los vértices de N(U) son los wvecinos (tanto
in-vecinos como ex-vecinos) de U.
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Observemos que cuando U consiste de un tnico vértice v, d*(v) = |[NT(v)| y
d~(v) = |N~(v)|, y que el nimero de vértices con los cuales v tiene arcos simétricos
es [NT(v) N N~ (v)]. Es evidente que

d(v) = [N(v)| = d"(v) + d"(v) = [N () "N (v)].

Un vértice v es un pozo si d(v) = d~(v) o, equivalentemente, si |N(v)| = [N~ (v)],
es decir, un pozo es un vértice que es ex-vecino de todos sus vecinos. Analogamente,
un vértice v es una fuente si d(v) = d*(v) o, equivalentemente, si |N(v)| = |[NT(v)],

es decir, una fuente es un vértice que es in-vecino de todos sus vecinos. En la figura
1.3, x7 es un pozo y x19 es una fuente.

7N\
N/ \/

Figura 1.3 Ciclos en una digrafica.

l’

1.4. Ciclos dirigidos

Un camino dirigido en D es una sucesién de vértices P = (xo, . .. x,) tal que para

cada vértice x;, i € {0,...,n — 1}, el arco (z;,x;1+1) € A. Una trayectoria dirigida es
un camino dirigido 7" = (z, ..., x,) que no repite ningin vértice. Un ciclo dirigido
de longitud n > 3 en G es una trayectoria «cerrada» C,, = (xo, ..., z,), es decir, una

trayectoria en la cual ¢y = z,. Cuando el contexto sea claro, omitiremos el adjetivo
«dirigidos».

Un camino P = (u,...,v) y una trayectoria 7' = (u, ..., v) reciben el nombre de
uv-camino y uv-trayectoria, respectivamente. La longitud de un camino es el nimero
de arcos que posee, la longitud de un ciclo es el nimero de arcos o de vértices que
posee.
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Algunos tipos de ciclos son particularmente importantes, C es un ciclo
hamiltoniano en D si cumple que V(D) = V(C), es decir, C pasa por todos los
vértices de D. Un camino es simétrico si existen arcos simétricos entre todo par de
vértices consecutivos del camino y es asimétrico si no existen arcos simétricos entre
ninguin par de vértices consecutivos del mismo, en particular estaremos interesados
en los ciclos simétricos y asimétricos.

Proposiciéon 1.3. Si existe un camino cerrado no simétrico en una digrdfica D,
entonces existe un ciclo en D.

Demostracion. Sea P un camino cerrado en D, como P no es simétrico, existe un
par de vértices u,v € V(P) tales que en P no existen arcos simétricos entre ellos. Es
decir, el arco (u,v) es asimétrico y como P es cerrado existe una vu-trayectoria de
longitud minima 7" en P. La longitud de T" es mayor o igual a dos, entonces (u,v)UT
es un ciclo.

]

A una digrafica sin ciclos se le llama digrdfica aciclica. En la digrafica de la
figura 1.3 hemos subrayado un ciclo hamiltoniano, un ejemplo de ciclo simétrico es
Dlz7, 3, x12] v (21, 29, x5, Tg, 1) €s un ciclo asimétrico. D[z, ..., x7| es una digrafica
aciclica.

Proposicién 1.4. Una digrdfica aciclica tiene al menos un pozo y al menos una
fuente

Demostracion. Sea D = (V, A) una digréafica aciclica y sea T = (x,...,2,) una
trayectoria maxima en D. Como D es aciclica, xg # x, y por la maximalidad de T
no podemos extender esa trayectoria mas alla de z,,, por lo tanto d(z,) = d™(z,) y
x, es un pozo. Andlogamente d(xg) = d*(xg) y por lo tanto x es una fuente.

[l

En ciertas digraficas aciclicas podemos definir un orden parcial estricto de la
siguiente manera:

Proposicién 1.5. Sea D = (V, A) una digrdfica aciclica y sin arcos simétricos, sea
< una relacion binaria definida sobre V', tal que para u,v € V, u < v si existe una
uv-trayectoria en D. Entonces < es un orden parcial estricto de D y < es tinico (salvo
el orden <’ definido de manera opuesta, u <" v si y sélo si existe T = (v,...,u) € D).
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Demostracion. Debemos demostrar que el orden < cumple las siguientes propiedades
para todos u,v,w € V:

1. u £ u (irreflexividad).
2. Si u < v entonces v £ u (anti-simetria).
3. Siu<wvywv<wentonces u < w (transitividad).

Como D es simple y aciclica, no existen uu-trayectorias o lazos en D, por lo
cual se cumple 1.5.1. Si u < v y v < u, entonces existe una uwv-trayectoria 1" y una
vu-trayectoria 7" en D. El camino cerrado T'U T no puede tener arcos simétricos
entre sus vértices, por lo tanto, por la proposicién 1.3 existe un ciclo en D, una
contradiccién, por lo tanto se cumple 1.5.2. Si P, = (u,...,v) y P, = (v,...,w) son
trayectorias en D, entonces P; = Py U P, = (u,...,v,...,w) es una trayectoria en
D (no puede suceder que P N P, # v pues existiria un ciclo en D), por lo tanto
u < w, lo cual implica que < es un orden parcial estricto.

Supongamos que existen <; y <, dos ordenes parciales estrictos distintos
definidos en V| y supongamos que ninguno de ellos es <’. Es decir, existen u,v € V
tales que u <1 v y v <5 u y entonces existe un camino cerrado que contiene a u y v.
Por la proposicién 1.3 existe un ciclo en ese camino cerrado, una contradiccién.

]

1.5. Digraficas fuertemente conexas

Una digrafica D = (V, A) es fuertemente coneza si para todo par de vértices
u,v € V existen una wuwv-trayectoria y una wvu-trayectoria en D). Una componente
fuertemente conexo o simplemente componente fuerte de una digrafica es una
subgrafica maximal con la propiedad de ser fuertemente conexa. En la figura 1.4
subrayamos las componentes fuertes de la digrafica.

Proposiciéon 1.6. Cada vértice de una digrdfica pertenece a una y solo una
componente fuerte.

Demostracion. Supongamos que existe un vértice u que estd en dos componentes
fuertes Y7 y Y2 de D. Descartamos el caso donde (sin perdida de generalidad) Y} = wu,
pues eso quiere decir que Y; C Y3. Si Y7, Ys # {u}, existen trayectorias T} = (v, ..., u)
v T] = (u,...,v) paraun v € V(Y]) y trayectorias To = (u,...,w) y Ty = (w,...,u)
para un w € V(Y3). Por lo tanto 7" = T} U T}, es una vw-trayectoriay 7" = T5, UT] es

7
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-

Figura 1.4 Las componentes fuertemente conexos de una digréfica.

una wv-trayectoria, es decir w pertenece a la componente fuerte Y7, lo cual contradice

la maximalidad de Y;.
O

Por lo tanto para toda digrafica existe una particion de sus vértices, de modo
que cada clase de equivalencia induce una componente fuerte. Sin embargo, no todo
arco de la digrafica pertenece a una componente fuerte, de hecho podemos decir lo
siguiente acerca de los arcos entre componentes fuertes.

Proposicién 1.7. Sean Y; y Ys componentes fuertes de una digrdfica, todos los arcos
entre vértices de Yy y Yo van (sin perdida de generalidad) de Yy a Ys.

Demostracion. Sean u,u’ € V(Y1) y v, € V(Y3), supongamos que existen los
arcos e; = (u,v),ea = (v',u') € A. Existen trayectorias 7} = (u/,...,u) en Yj y
Ty = (v,...,v") en Y;. Por lo tanto T; U ey es una u'v-trayectoria y To U e5 es una
vu/-trayectoria, lo cual contradice la maximalidad de Y;.

[]

Para toda digrafica D = (V, A) podemos construir una nueva digrafica M (D)
de modo que cada v € V(M(D)) representa una componente fuerte de Y(v) de
D,y u—v € A(M(D)) si y sblo si existen u; € Y(u) y vy € Y(v) tales que
uy —v; € A. Llamamos a M(D) la digrdfica de contraccion de D, pues M (D)
equivale a contraer cada componente fuerte a un solo vértice.

Una componente fuerte Y para el cual no existen arcos que van de Y a D —Y se
llama componente fuerte terminal (por ejemplo, Y en la figura 1.4). Andlogamente,
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una componente para el cual no existen arcos que van de D — Y a Y se llama
componente fuerte inicial (por ejemplo, Y5 en la figura 1.4). Demostramos un ultimo
resultado:

Proposiciéon 1.8. Toda digrdfica contiene una componente fuerte terminal y una
componente fuerte inicial.

Demostracion. Sea D una digrafica, consideremos M (D) y demostramos que es
aciclica. Supongamos lo contrario, entonces existe v € V(M (D)) que esté contenido
en un ciclo C' = (v,vy,...,v,,v) en M (D). Entonces C' pertenece a una componente
fuerte de M (D), y por lo tanto Y (v), Y (vy),...,Y (v,) pertenecen a una componente
fuerte de D, una contradiccién a la maximalidad de cada uno de ellos.

Como M (D) es aciclica, por la proposicién 1.4 contiene un pozo u y una fuente
v, entonces Y (u) y Y (v) son respectivamente una componente fuerte terminal y una

componente fuerte inicial de D.
[

1.6. Clanes

Una digrafica es un torneo si para todo par de vértices u,v € V existe un tnico
arco entre ellos, ya sea u — v 0 u <— v. Una digrafica es un clan si para todo par de
vértices u,v € V existe por lo menos un arco entre ellos. Los clanes también reciben
el nombre de digraficas semicompletas, pues puedes transitar entre cualquier par de
vértices en un solo paso (usando un solo arco), en por lo menos una direccién. Una
digrafica es completa si para todo par de vértices u,v € V existen arcos simétricos
entre ellos. Es decir, puedes transitar entre cualquier par de vértices en un solo paso,
en ambas direcciones.

En la figura 1.5 tenemos tres ejemplos de clanes, siendo la primera digrafica
un torneo, la tercera una digrafica completa y la segunda es un clan, pero no es
un torneo ni completa. Por definicién todo torneo y digrafica completa son clanes.
Denotamos por K, a un clan de orden n.

Dos tipos importantes de digréficas son las digraficas simétricas y las digraficas
transitivas. Una digrafica es simétrica si siempre que u —> v, entonces u <— v. Una
digrafica completa es un ejemplo de un clan simétrico. Una digrafica es transitiva si
siempre que u —» v y v — w entonces u — w.

9
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Proposicién 1.9. Todo torneo transitivo es aciclico.

Figura 1.5 Ejemplos de clanes.

Demostracion. Sea D = (V, E) un torneo transitivo y supongamos que existe un
ciclo C,, = (xq,...,2Zn,29) € D. Como xg —> x1, 21 — T, por la transitividad de
D tenemos que zg — 3. De hecho tenemos que xyg — x;, Vi € {1,...,n}. Por lo
tanto xo<— x,, una contradiccién, pues D es un torneo.

O
Podemos entonces concluir:
Proposiciéon 1.10. Todo torneo transitivo tiene un unico pozo y una unica fuente.

Demostracion. Sea D = (V, A) un torneo transitivo, por la proposicién 1.9 D es
aciclico y por la proposicion 1.4 tiene al menos un pozo u y al menos una fuente v.
Para todo vértice x € V' \ {u}, © — u, z </ u, por lo tanto u es el dnico pozo de
D. Analogamente, v es la tnica fuente de D.

m

Una propiedad p de una grafica o digrafica es hereditaria si p se cumple para toda
subgrafica (inducida).

Proposiciéon 1.11. La simetria y la transitividad son propiedades hereditarias en
digrdficas.

Demostracion. Demostramos que la simetria es hereditaria, la demostracion de la
transitividad es andloga. Sea D simétrica y supongamos que existe una subgrafica no
simétrica H C D, es decir existen u,v € V(H) C V(G) tal que (u,v) € A(H), (v,u) ¢
A(H). Por la definiciéon de H = D[V (H)], también tenemos (u,v) € A(D), (v,u) ¢

O

A(D), una contradiccion.
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Dos digréficas Dy = (Vi, A1) y Do = (Va, Ay) son isomorfas si existe una funcién
biyectiva f: V3 — V5 tal que (u,v) € Ay siy sélosi (f(u), f(v)) € As.

Proposiciéon 1.12. Para cada n € N existe un unico torneo transitivo de orden n,
salvo isomorfismo.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Para n € {1,2,3} el resultado
es evidente. Supongamos que D es el Uinico torneo transitivo con n vértices, sea
D’ = (V, A) un torneo transitivo con n+ 1 vértices. Sea u € V un pozo de D', por la
proposicién 1.11, D' — u es un torneo transitivo y por lo tanto D’ — u = D. Por lo

tanto D’ también es el tinico torneo transitivo de orden n -+ 1.
O]
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Capitulo

Digraficas nucleo-perfectas

2.1. Conceptos basicos de nucleos

Para una gréfica o digrafica, un conjunto U C V es independiente si E(G[U]) = )
o A(G[U]) = 0, respectivamente. Solamente en el caso de digraficas llamamos
conjunto absorbente a U C V si V. \ U C N~ (U), es decir, todo v € V pertenece
a U o es in-vecino de U. Andalogamente llamamos conjunto dominante a U C V si
V\U C Nt (U), es decir, todo v € V pertenece a U o es ex-vecino de U.

YAV

\/\\ <

\/

Figura 2.1 {a,b,c,d} es nicleo de la digréfica.

Un nicleo de una digrafica es un conjunto que es tanto independiente como
absorbente. Por ejemplo, en la figura 2.1, indicamos un nicleo de D. Podemos decir
un poco mas de un nucleo:

Proposicién 2.1. Un nicleo de una digrdfica es un conjunto independiente maximal
y un conjunto absorbente minimal.

13
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Demostracion. Sea U un nicleo de D = (V,A). Si x € V \ U, entonces existe
u € U tal que z — u, por lo tanto U U {z} no es independiente. Si u € U, entonces

U'=U \ {u} no es absorbente pues N[u| N U’ = 0.
[

Aclaramos que existen autores que definen un ntucleo como un conjunto
independiente y dominante (véase por ejemplo [1]).

2.2. Algunos ejemplos de nicleos

Para determinar si un conjunto dado es un nucleo, hay que verificar que todo
vértice de la digréfica estd en el nicleo o es absorbido por (es in-vecino de) el nicleo.
Es muy sencillo verificar que ciertas clases de digraficas tienen un ntcleo:

Proposicion 2.2. Un clan tiene un nicleo si y solo si tiene un pozo.

Demostracion. Todo nicleo de un clan consiste de un conjunto con un solo vértice,
por lo tanto ese vértice es un pozo.

]

Si una trayectoria T' = (zg...,x,) es de longitud par, el nicleo de T consiste de
sus vértices pares, y si es de longitud impar, el nicleo de T consiste de sus vértices
impares (véase la figura 2.2), por lo cual tenemos:

./:L?G\.

Xz X

O/ ’ 7\‘O

ZU()\ /334 T

o
wol\ /1’3
T2

Figura 2.2 La existencia de nticleos en una trayectoria par y en una impar.
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Observacion 2.3. Toda trayectoria tiene un naicleo.

Los ciclos pares tienen dos nucleos, uno consiste de sus vértices pares y el otro
de sus vértices impares. El caso contrario, un ciclo impar Cy;y1, no tiene un ntcleo
pues todo conjunto independiente U tiene orden a lo mas k y absorbe por lo tanto a
lo mas a k vértices, dejando siempre un vértice que no pertenece a U y que tampoco
es absorbido por él. En la figura 2.3 destacamos los vértices que componen uno de
los ntcleos de un ciclo par, mientras que el otro nicleo esta formado por los vértices
restantes.

Observacion 2.4. Todo ciclo par tiene un nicleo, todo ciclo impar no tiene un
nicleo.

"\ L \ /

9070\./’.41 xﬁo\ /%4

xs Ty

Figura 2.3 La existencia de ntcleos en un ciclo impar y en uno par.

2.3. Digraficas nucleo-perfectas

Una digrafica que tiene la propiedad de que toda subgrafica H C D tiene un
nucleo se le llama nicleo-perfecta. Si bien puede ser dificil determinar que vértices
pertenecen al nicleo de una subgrafica H C D cualquiera, mediante la proposicién
2.2 obtenemos un criterio muy sencillo si H es un clan:

Observacion 2.5. Todo clan de una digrdfica nicleo-perfecta tiene un pozo.

Esta condicién es necesaria, pero no suficiente, para que una digrafica sea
nucleo-perfecta, por ejemplo, todo clan de un ciclo impar de longitud mayor o igual
a b tiene un ntcleo, pero ya hemos visto que un ciclo impar no tiene nicleo. Un ciclo
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impar es un ejemplo de una digrafica nicleo-imperfecta critica, las cuales revisamos
en la siguiente seccion. En la Seccion 2.5 revisaremos diversas clases de digraficas
nucleo-perfectas.

2.4. Digraficas nucleo-imperfectas criticas

Una digrafica que no es ntcleo-perfecta pero que cualquier subgrifica H C G
es nucleo-perfecta se le llama digrafica nicleo-imperfecta critica. En la figura 2.4
tenemos un ejemplo, podemos ver que no tiene nicleo pero remover cualquier vértice
(por ejemplo z) permite la existencia de un nucleo (en ese caso, {3, zg, Tg}).

i |
T7e oT3
Ts

Figura 2.4 Una digrafica nicleo-imperfecta critica.

Proposicion 2.6. Los ciclos impares son digrdficas nicleo-imperfectas criticas.

Demostracion. Toda subgréafica propia de un ciclo impar es un conjunto de
trayectorias, pero un ciclo impar no tiene ntcleo.

]

Si bien no existe una caracterizaciéon para las digraficas nucleo-imperfectas
criticas, conocemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.7. Una digrafica nicleo-imperfecta critica es fuertemente conexa.

Demostracion. Sea D = (V, A) una digrafica nicleo-imperfecta critica y supongamos
que no es fuertemente conexa. Por la proposiciéon 1.8, existe una componente fuerte
terminal Y de D, y como D es ntcleo-imperfecta critica, ¥ tiene un nucleo Uy .
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Sea W =V \ (U U{v:veVov—uu € Up}). Como ningin vértice de YV
estd en W, W C V, por lo tanto sea Us un nicleo de D[W]. No existen arcos de Y
a W, pues Y es una componente fuerte terminal, y tampoco existen arcos de W a
Y por la construccion de W. Por lo tanto U; U Us es un conjunto independiente que

también es absorbente en D, una contradiccién.
m

2.5. Algunas clases de digraficas nucleo-perfectas

A continuacion, estudiamos algunas clases de graficas ntcleo-perfectas.
Comenzamos con algunas familias de digrafica que ya conocemos.

Proposicion 2.8. Las trayectorias son digrdficas nicleo-perfectas.

Demostracion. Toda subgrafica de una trayectoria es un conjunto de trayectorias.
O

Proposicion 2.9. Los ciclos pares son digrdficas niucleo-perfectas.

Demostracion. Toda subgrafica de un ciclo par es un conjunto de trayectorias o un

ciclo par.
O

Proposicion 2.10. Los torneos transitivos son digrdficas nicleo-perfectas.

Demostracion. Sea D un torneo transitivo, por la proposicién 1.12, todo H C D es
un torneo transitivo, y por la proposicién 1.10, H tiene un pozo v. Por lo tanto, por

la proposicién 2.2, v es un nicleo de H.
[

2.5.1. Digraficas simétricas

Proposicion 2.11. Las digrdaficas simétricas son digrdficas nicleo-perfectas.

Demostracion. Por la proposicién 1.11, la simetria es hereditaria, por lo tanto basta
demostrar que toda digrafica simétrica D = (V, A) tiene un nucleo. Sea U C V un
conjunto independiente maximo, para todo vértice v € V' \ U existe u € U tal que
v—>u 0 v<—u (y por lo tanto v — u). Entonces U es absorbente, y por lo tanto

es un nucleo de D.
O
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2.5.2. Digraficas transitivas

Proposicion 2.12. Las digrdficas transitivas son digrdficas nicleo-perfectas y todos
los nicleos de una digrdfica transitiva tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Por la proposicién 1.11, la transitividad es hereditaria, por lo tanto
basta demostrar que toda digrafica transitiva D = (V, A) tiene un nicleo. Damos un
algoritmo para encontrar tal nicleo: sea U C V un conjunto absorbente, si U no es
independiente, existen vértices ui,us € U tales que u; —> uy. Consideramos ahora
alU = U\ {w}, U es absorbente, pues N~ (u;) C N~ (uz2). Repetimos el proceso
con U’ para encontrar un conjunto absorbente e independiente.

Sean U = {uy,ug, ..., u. } y W = {wy,ws, ..., ws} dos nicleos de G y supongamos
que r < s. Como |[W\U| > |U\ W|, existen vértices u;, w; y wy, tales que w; — u; y
u; — wy, y, por la transitividad de D, w; — wy, lo cual contradice la independencia
de W.

]

2.5.3. Digraficas aciclicas

Proposicion 2.13. Las digrdficas aciclicas son digrdficas nicleo-perfectas y el nicleo
de una digrdafica aciclica es unico.

Demostracion. Claramente la propiedad de ser aciclica es hereditaria, por lo tanto
basta demostrar que toda digréfica aciclica D = (V, A) tiene un nicleo. Por la
proposicion 1.4, D tiene al menos un pozo, sea Uj el conjunto de pozos de D, Uy
es un conjunto independiente. Si Uy no es absorbente, consideremos a la subgréfica
Dy = D — N~ [Uy] y al conjunto Uy = Uy U {pozos de D;}. Repetimos el proceso
hasta dividir a V' en dos conjuntos, siendo U; independiente y todo vértice de V' \ U;
tiene un ex-vecino en Uj;, por lo tanto U; es un ntcleo.

Sean U = {uy,ug,...,u} y W = {wy,wy, ..., ws} dos nicleos de D, supongamos
que U # W. Sin pérdida de generalidad, podemos afirmar que para los vértices
up ¢ Wy w; ¢ U el arco u; —» wy € A. Necesariamente w; debe tener un ex-vecino
us € U distinto de uy y a su vez us debe tener un ex-vecino wo € W. De esta forma
vamos creando un camino P que intercala vértices de U y W. Eventualmente un
vértice u; (o w;) debe tener un ex-vecino w; (o ;) en el niicleo opuesto que ya habia
sido tocado por P, pues s < oo (0 7 < 00). Esto implica la existencia de un ciclo par
en D, una contradiccion.

O
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2.5.4. Digréaficas sin ciclos impares
Si excluimos a los ciclos pares podemos debilitar la proposicién 2.13:
Proposicion 2.14. Las digrdficas sin ciclos impares son digrdficas nicleo-perfectas.

Para la demostracion requerimos un lema que involucra una generalizacion del
concepto de nicleo. Un semi-nicleo de una digrafica es un conjunto W C V' no vacio,
independiente y tal que todo vértice de N (V) tiene un ex-vecino en W (W absorbe
a su ex-vecindad). Todo nicleo de una digréfica claramente cumple la condicién de
ser un semi-nicleo, pero si V # N (W) entonces un semi-niicleo W no es un nticleo
(véase la figura 2.5).

Vs ﬂ./g d/.

>0
-— ~— -—

TN N\

o L]
C

(&

Figura 2.5 {a,b,c,d} es un semi-niicleo que no es un nicleo por que no absorbe a
e.

Lema 2.15. Si para todo U C V no vacio, D[U] tiene un semi-nicleo, entonces D
tiene un nicleo.

Demostracion. Sea W un semi-nicleo maximal de D y consideremos a
U = V\ Nt W]. Si U = 0, entonces todo vértice de D pertenece a NT[W];
asi todo vértice de D pertenece a W o a NT(W). Como W es semi-nticleo, absorbe
a su ex-vecindad, por lo tanto W es un ntcleo.

Supongamos lo contrario, es decir U # (). Consideremos al semi-nicleo W’ de
D[U], W UW’ es independiente por definicién de U, y todo vértice de N*(W U W)
tiene un ex-vecino en W U W’. Por lo tanto, W U W’ es un semi-nicleo de D, una
contradiccion a la maximalidad de W.

m

Demostracion de la proposicion 2.14. La propiedad de no tener ciclos impares es
hereditaria, por lo tanto basta demostrar que toda digrafica sin ciclos impares
D = (V, A) tiene un ntcleo. De hecho, de acuerdo al lema 2.15, basta demostrar que
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toda digrafica sin ciclos impares tiene un semi-ntcleo.

Por la proposicion 1.8, D tiene una componente fuerte terminal Y, por definicién
de componente fuerte terminal:

N*HY)CY (2.1)

Si Y = K entonces Y es un semi-ntcleo de D y hemos terminado. Si
|[V(Y)] > 1, fijamos un vértice y € V(Y') y consideremos a todas las yy;-trayectorias
Ti;,5 € {1,...,k}, donde y; € V(Y). Por (2.1), toda T}; esta contenida en Y.
Supongamos que (sin perdida de generalidad) T;; y Tj» tienen distinta paridad,
entonces como Y es una componente fuerte, existe una y;y-trayectoria 7" en Y. Por
lo tanto T"U T}, v T'U Tj5 son ciclos de distinta paridad en D, y al menos uno de
ellos es impar, una contradiccion.

Sea W el conjunto de y; € V(YY) tal que todas los trayectorias Tj; son de
longitud par. El conjunto W U {y} es independiente, pues de existir y;,yo € W
tales que (y1,42) € A, la trayectoria (y,...,y1) U (y1,y2) es de longitud impar. Si b
es un ex-vecino de a € W U {y}, todo ¢ € N*[b] pertenece a una trayectoria par
(y,...,a,b,c), y entonces ¢ € W U {y}, por lo tanto W U {y} es un semi-nicleo de
D.

O

2.5.5. Digraficas con ciclos simétricos

Proposicién 2.16. Las digrdficas en las que todo ciclo es simétrico son digrdificas
niucleo-perfectas.

Demostracion. La propiedad de tener solamente ciclos simétricos es hereditaria,
por lo tanto basta demostrar que toda digrafica D = (V,A) en la que todo
ciclo es simétrico tiene un nucleo. Damos una enumeracién de los vértices V =
{vi,v2,...,v,}, sea D' la digréfica obtenida desde D tras eliminar todo arcos v; — v,
cuando i > j y v; —> v; pertenece a un ciclo impar (véase por ejemplo la figura 2.6).
D’ no tiene ciclos impares, por lo tanto de acuerdo a la proposicién 2.14, D’ tiene un
nucleo U que también es niicleo de D.

m
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Figura 2.6 Proposicién 2.16.

21



DIGRAFICAS NUCLEO-PERFECTAS

22



Capitulo 3

Graficas perfectas

3.1. Numero cromatico

Una coloracidn de los vértices de una grifica G = (V,FE) es una funcién
¢ : V—S5 que asigna a cada vértice un color, con la unica restricciéon de que
C(v) # €(w) siempre que (v,w) € E. El conjunto S = {1,...,k} es el conjunto
de colores disponibles. Dado un color ¢ € S denotamos al conjunto de vértices
coloreados con ¢ como &;, la clase cromdtica del color i en €. Dado v € V,
identificamos al conjunto de vértices que comparten el color de v como &,, la clase
cromdtica de v en €.

Evidentemente cada clase €,,v € V, corresponderd a una clase €;,2 € S. Si &; y
¢; son dos clases en €(G), una permutacion de los colores i y j consiste en asignar
el color ¢ a todo vértice de €; y viceversa. Es claro que sin importar el nimero de
permutaciones que se hagan en €, el nimero de colores usados no cambiara.

Si para G existe una coloracién € : V —{1,...,k}, k € N, diremos que G es
k-coloreable, y que € es una k-coloracion de GG. Dado un k aleatorio, no toda grafica
es k-coloreable, por ejemplo, no es posible colorear un triangulo con solamente dos
colores pues siempre existirian vecinos compartiendo un mismo color. El minimo
numero de colores para el cual existe una coloracién de G es el numero cromdtico
de G, denotado x(G). Es claro que G es k-coloreable si x(G) < k.

Denotamos por w(G) al numero de clan mdzimo de G, el nimero entero més
grande tal que K, € Gy por a(G) al nimero de independencia de G, el nimero
entero mds grande tal que K,y € G. El complemento de una subgréfica completa
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2 3
1

3 o 4

2 3

Figura 3.1 Una 4-coloracion de una gréfica.

es un conjunto independiente, por lo tanto:

@) (3.

a(G) =w
a(G). (3.2)

w(G) =

Podemos fijarnos en la subgréafica completa més grande de GG y usar el hecho de
que x(K,) = n para obtener una cota inferior trivial para x(G):

(@) > w(@). (3.3)

Toda clase cromatica de una x(G)-coloracién es un conjunto independiente y
puede contener a lo mas a(G) vértices, por lo tanto tenemos otra cota inferior trivial
para x(G):

(3.4)

3.2. Graficas perfectas

G es una grafica perfecta si cada subgrafica H C G tiene nimero cromatico
X(H) = w(H), es decir, la cota trivial (3.3) es suficiente para colorear H. La grafica
G de la figura 3.1 es perfecta, pues al vértice coloreado con 4 podemos asignarle el
color 2 para obtener una 3-coloracién, y evidentemente w(G) = 3. En general para
demostrar que una gréfica es perfecta basta con mostrar que se cumple la desigualdad
contraria a (3.3):

X(G) < w(G).
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Es evidente que w(K,) = n = x(K,), por lo cual toda gréfica completa es
perfecta. Ademas, la siguiente observacién también es evidente y debemos tenerla
en mente durante el desarrollo de este tema.

Observaciéon 3.1. La propiedad de perfeccion es hereditaria.

Recordemos que en esta observacién nos referimos a subgraficas inducidas,
pues pueden existir subgraficas no inducidas de una gréafica perfecta que no
conservan la perfeccion. Por ejemplo, una subgréafica que resulte de borrar una
arista no necesariamente es perfecta. También hay operaciones de graficas, como la
contraccion de aristas, que no preservan la perfeccion. Ejemplos de ambos casos se
pueden ver en la figura 3.2.

Figura 3.2 Borrar la arista (z,y) y contraer la arista (a, b) no preservan la perfecciéon
de la grafica.

En las Secciones 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.3 revisamos algunas clases particulares de
graficas perfectas.

3.2.1. Graficas bipartitas

Recordemos que G = (V, E) es una gréfica bipartita si podemos dividir a V' en
dos conjuntos ajenos Vi y V5 de modo que ambos sean independientes. Claramente
una grafica bipartita no puede contener un ciclo impar.

Proposicion 3.2. Toda grdfica bipartita es perfecta.
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Demostracion. Sea G = (V, E) bipartita, con V = Vi U V5. Si E = (), entonces
w(G) = 1 = x(G). Supongamos que E # (), una 2-coloracién de G consiste en
asignarle a todo vértice de V; el color 1 y a todo vértice de V5 el color 2. G no puede

contener a K3, pues entonces no es bipartita y por lo tanto x(G) < 2 = w(G).
[l

3.2.2. Graficas trianguladas

Una arista entre dos vértices no consecutivos de un ciclo es una cuerda. Una
grafica es triangulada si todo ciclo de longitud mayor a 3 tiene una cuerda o,
equivalentemente, si G no contiene ciclos inducidos de longitud mayor a 3. Por
ejemplo, toda grafica completa es triangulada y la grafica de la figura 3.4 también
es triangulada.

Sea GG una grafica con subgréficas G1,G2, S C G tal que G = G1UGyy S =GN
(G, decimos que G puede construirse pegando GGy y G5 sobre de S. La figura 3.3 es un
ejemplo de esta construccion, aunque se debe notar que no es una grafica triangulada.
Esta técnica para construir graficas nos ayuda a caracterizar la estructura de las

graficas trianguladas.
V 1, /N

N X /@‘X‘
L \‘K/ \/

Figura 3.3 G es obtenida pegando GGy y G2 sobre de S.

Lema 3.3. Una grdfica es triangulada si y solo si puede ser construida
recursivamente al pegar grdficas sobre de subgrdficas completas, comenzando desde
grdficas completas.

Demostracion. Demostramos primero la necesidad. Si G resulta de pegar dos
graficas trianguladas GGy y G sobre de una subgrafica completa, entonces G
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también es triangulada, pues todo ciclo inducido de G esta en un G; y es por lo
tanto de longitud 3. Como cualquier grafica completa es triangulada, toda gréfica
construida pegando graficas completas sobre de subgraficas completas es triangulada.

Demostramos ahora la necesidad por induccién. Sea G = (V, E) una grafica
triangulada. Si G es completa el lema se cumple trivialmente (podemos obtener G
pegéndola sobre si misma), en particular se cumple para K;. Sea |V(G)| > 1 (G no
completa) y supongamos que se cumple el lema para toda gréfica triangulada de
menor orden. Sean u,v € V dos vértices no adyacentes de G y sea X C V' \ {u,v}
un conjunto de corte minimo que separa a u y v. Sea Y la componente de G — X
que contiene a u y consideremos a G; = G[V(Y)U X], Go = G—-Y y S = G[X].
Claramente S es subgrafica de G y G5 y podemos construir a G pegando G y Go
sobre de S.

Como G1,G; C (G, ambas son trianguladas y es posible construirlas
recursivamente por la hipotesis de induccion, queda por demostrar que S es completa.
Supongamos que no lo es, por lo tanto existen vértices a,b € V(S) que no son
adyacentes. Por la proposicién 1.1, existen a1, b; € V(Y) tal que (a1, a), (b1,b) € E,
y como Y es conexo existe un camino de longitud minima P, = (a,ay...,b1,b) en
G1. Andlogamente, existe un camino de longitud minima P, = (a,...,b) en Gs. Por
lo tanto P; U P, es un ciclo inducido de longitud al menos 4 en GG, una contradiccion.

O

En la figura 3.4 podemos ver que G fue construida primero al pegar las
graficas completas G[zy,...,x5] y G[zxs,...,x6] sobre de Glxs, x4, x5]. Después, se
le pegd G[zy,...,x7] sobre de G|xy, x5, 16]. Finalmente se le pegd Glzs, xg, x5, To]
sobre de (x5, 76). Esta construccién por supuesto no es tunica, de hecho es posible
construirla con diferentes subgraficas o en distinto orden. Si a = x1,b = x4, de
acuerdo a la demostracién del lema 3.3 X = {3, 24, x5} y G[X]| es completa.

Proposicién 3.4. Toda grafica triangulada es perfecta.

Demostracion. Basta con demostrar que toda grafica G' construida al pegar dos
graficas perfectas GG; y G2 sobre de una subgrafica completa S es perfecta. Sea
H C G, si H es subgrafica de G o de G4, H es perfecta. Supongamos entonces que
H no es subgréfica de ninguna de ellas, sea H; = HNG; y " = HNS. Entonces
S’ C S es completa y H se puede construir pegando H; y Hj sobre de S'.

Como H; C G;, x(H;) = w(H;), supongamos que w(H;) = max{w(H;),w(Hs)}.
Sea €' una w(H;)-coloracién de H; y €* una w(Hs)-coloracién de H,. Podemos
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- m
T3 e" J { i
Ty

Figura 3.4 Una grafica triangulada.

permutar los colores de @2 del siguiente modo: sea v € S’, y sean €2 = ¢? y ¢! = (’:]1-
sus clases cromaticas correspondientes, permutamos las clases Qﬁ? y Q:?. Si j es un color
que no aparece en €, simplemente le asignamos el color j a €7 (véase la figura 3.5).
En un maximo de |S’| pasos tendremos una w(H; )-coloraciéon de Hs, la cual podemos

combinar con €' en una w(H)-coloracién de H, por lo tanto w(H) = w(H;) < x(H).
[l

3 4

— 1 1<L'\1 l/l\

3-/‘\-5 4-/.
5'\ z.l/ AN

%

o ]

3\./ \./
1 1

Figura 3.5 ¢'(H,) y €*(H,) nos rinden una w(H,)-coloracién de Hs.

3.2.3. Graficas de intervalos

Una grafica es una grdfica de intervalos si a cada vértice se le puede asignar
un intervalo cerrado en R tal que dos vértices son adyacentes si y sélo si sus
intervalos correspondientes se intersectan. Es decir, si G = (V, E), V = {vy,...,v,}
y existe un conjunto de intervalos cerrados Z = {Iy,...,I, : I; = |a;,b;] € R} tal
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que E = {(v;,v;) : i # j,I; N I; # (0}, decimos que G es la grafica de intervalos
de Z. Por ejemplo, la grafica G de la figura 3.6 es de intervalos, pero H no, pues
el intervalo 14 debe intersectar a I3 e I, pero no a I, lo cual es claramente imposible.

T1e ol5
G Il I_I I5I I
i I
Ll I
VA% > L—— L H
\ > R
Toe o Lg

X1 e H oI3 D I I I

[ ]
Xy

Figura 3.6 G es una gréfica de intervalo, pero H no.

Para demostrar que las graficas de intervalos son perfectas, primero demostramos
una propiedad que facilita la demostraciéon. Para una gréafica G = (V, E), un orden

de intervalos de G es un orden V = {vy,...,v,} tal que
sii<j<ky (v,v) € E entonces (v;,v;) € E. (3.5)
Por ejemplo, G en la figura 3.6 tiene el orden de intervalos sugerido, {x1,. .., zs}.

De hecho, demostramos que toda grafica de intervalos tiene un orden de intervalos.

Proposicién 3.5. Una grifica G = (V, E) es de intervalos si y sdlo si existe un
orden de intervalos para G.

Demostracion. Sea G = (V, E) la grafica de intervalos de Z = {Iy,..., I, : I, =
la;,b;] € R}, y ordenemos a V' como {vy,...,v,}, tal que by < by < ... < b,.
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Sabemos que si i < j < k, entonces b; < b; < by y si (v, vg) € E entonces I; NI, # (.
Por lo tanto a; < b;, y tenemos:
arp < b; < by < by
ar < b; < by.

Es decir, I; N I}, # 0 y por lo tanto (v;,v;) € E, lo cual demuestra la suficiencia.

Demostramos ahora la necesidad, supongamos que V = {vy,...,v,} es un orden
de intervalos en una grafica G. Para cada v; sea i* € {1,...,n} el indice mas
pequenio tal que v;« € N[v;], y sea I; = [i*,i].

Si (v;,v;) € E, 1 < j, entonces por definicién de j*, j* < i < j y por lo tanto
I;NI; # 0. Es decir:
E Q {(Ui,’l}j) . Z #],L ﬂIJ 7& @}
Si;NI; #0, 1< j, entonces j* < i < j. Por definicién de j*, (v;+,v;) € E'y por
(3.5), (v;,vj) € E, por lo tanto:

B2 {(wvy) i # 001 £ 0).
Por lo tanto G es la grifica de intervalos de Z = {I; : 1 <1 < n}.
O
Proposicién 3.6. Toda grifica de intervalos es perfecta.

Demostracion. Sea G = (V, E) una grafica de intervalos, claramente una subgrafica
H C G es la grafica de los intervalos de V(H), por lo tanto basta demostrar que
X(G) = w(G). Sea {vy,...,v,} un orden de intervalos de V', y vamos a crear una
coloracion €(G) empezando desde v, hacia atrés con el siguiente algoritmo:

1. Coloreamos v,, con el color 1.

2. Después de colorear v,, v, 1,...,v;11, coloreamos v; con el color del minimo
entero que no haya sido usado previamente al colorear un vecino de v;.

Por ejemplo, en la figura 3.6, tendriamos que €(zg) = 1,&(z5) = 2,&(z4) =
3,&(x3) = 1,... Claramente €(G) es una k-coloracién de G, donde k es el color
méximo usado en el algoritmo. Supongamos que v; estd coloreado con k, eso quiere
decir que v; tiene un vecino vj;, ji > j, coloreado con 7, para todo color 1 <1 < k.

Por lo tanto Gvj,v,—1,...,v;j1] es una subgrafica completa, y tenemos:
k=|V(Glvj,vjk-1, -, vj1])] Sw(G) < x(G) <k
w(G) = x(G).
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3.3. El Teorema Fuerte de las Graficas Perfectas

Hasta ahora hemos estudiado diversas familias de graficas que son perfectas,
pero en este capitulo estamos mas interesados en encontrar una manera de estudiar
a toda grafica perfecta. De acuerdo a la observacion 3.1, si G tiene una subgrafica
que no es perfecta, G no es perfecta. Por lo tanto existe un conjunto minimo H de
graficas no-perfectas tal que G es perfecta si y sélo si no contiene ninguna subgrafica
isomorfa a un elemento de H.

Una grdfica de Berge es aquella que no contiene como subgrafica a un ciclo impar
U511 0 a su complemento Cyiy1. En 1963, Berge planteo la Conjetura Fuerte de las
Grdficas Perfectas:

Proposicién 3.7 (Conjetura Fuerte de las Gréficas Perfectas). Toda grdfica de Berge
es perfecta.

Evidentemente, la Conjetura Fuerte de las Gréficas Perfectas caracteriza H, como
el conjunto de ciclos impares y sus complementos. En 2002, Maria Chudnovsky, Neil
Robertson, Paul Seymour & Robin Thomas presentaron la demostracion del Teorema
Fuerte de las Gréficas Perfectas en [6]:

Teorema 3.8 _(Teorema Fuerte de las Graficas Perfectas). Una grdfica es perfecta si
y solo si G y G no contienen como subgrdafica a un ciclo impar de longitud mayor o
wgual a 5.

La extensa prueba de este teorema no sera estudiada en este trabajo.

3.4. El Teorema de las Graficas Perfectas

Procedemos ahora a estudiar un resultado relacionado, previamente conocido
como la Conjetura Débil de las Gridficas Perfectas:

Teorema 3.9 (Teorema de las Graficas Perfectas). Una grdfica es perfecta si y sélo
st su complemento es perfecto.

Para esta demostracion seran necesarios dos lemas. Sea G = (V, E) una grafica
y v € V| y consideremos una grafica G’ construida del siguiente modo: anadimos un
vértice v’ a V' y anadimos las aristas (v, w) tal que w € Nv] a E. Decimos que G’ fue
construida desde G al expandir por dos al vértice v a una arista (v,v’). En la figura
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3.7 tenemos dos ejemplos de este tipo de construccion. Notemos que podemos realizar
la expansion de un vértice n veces, creando de este modo una subgrafica completas
K,,. Expandir un vértice cero veces significa eliminarlo de la grafica, expandirlo una
vez significa no alterar la grafica.

Figura 3.7 Graficas construidas mediante la expansién de vértices.

Lema 3.10. Sea G es una grafica perfecta, si G' fue construida desde G al expandir
un vértice entonces G' es perfecta.

Demostracion. Basta con demostrar el caso en el que expandimos un vértice dos
veces. Procedemos por induccién sobre |V(G)|. Si G = Kj, expandir su vértice
resulta en Ks, que también es perfecta. Sea G = (V,E) una gréfica perfecta,
supongamos que se cumple el lema para toda grafica de orden menor a |V(G)|, y
también supongamos que construimos una grafica G’ al expandir v € V a (v,v').
Sea H C G', si H C G C G entonces es perfecta pues G es perfecta. En caso
contrario v' € V(H) y por lo tanto H fue construida desde una subgréfica propia de
G al expandir v, y por hipétesis de induccién es perfecta. Por lo tanto, resta por
demostrar que x(G’) < w(G’).

Sabemos que w(G’) € {w(G),w(G) + 1}, puesto que sélo anadimos un vértice. Si
w(G@) =w(G)+ 1

X(G) <x(G)+1
X(&)

Veamos entonces el caso en el que w(G') = w(G). El vértice v no estd contenido
en algin K, C G, puesto que junto con v’ existiria un K, )41 € G (un ejemplo

w(G)+1=w(G)
w(@).

IN
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de esta situacion es la primera grafica de la figura 3.7). Sea € una w(G)-coloracién
de G, toda clase cromatica de € estd representada por algin vértice en cada K. q).
En particular, todo K, ) tiene un representante de &, distinto de wv.

Consideremos a la subgrafica H = G — (€, \{v}), que tiene nimero de clan
maximo w(H) < w(G). Como G es perfecta, podemos colorear H con w(G)—1 colores,
sea €' una tal coloracién. Como €, es independiente, el conjunto (€, \{v}) U {v'} =
V(G'—H) también es independiente. Podemos entonces dar una w(G)-coloracién a G’
de la siguiente manera: si v € V (H), le asignamos el color €' (u) € {1,...,w(G)—1},
y siu € V(G' — H), le asignamos un nuevo color w(G) (véase la figura 3.8). Por lo
tanto:

X(G') Sw(@) =w(¢)

/ <w

X(G) < w(@).

o0, 1 183 00,3 le

1 \
N N
N \ / N \
N \ / N \
~ \ / ~ \
4 SO / 2 ARG 2
N\ / N\ /

—— — — = oq)/ D o\———-——o\—————ov’ D 46 ° ov’ 4

\ \

\ \
\ \
\ \
\ \
\

o] Jo————— 5 Se

1

3e

Figura 3.8 Creando una coloracién de G’ en la demostracién del lema 3.10.

Lema 3.11. Para toda grdfica perfecta existe una subgrdfica completa que intersecta
a todos los conjuntos independientes de orden mdaximo.

Demostracion. Sea G = (V, E') una gréafica perfecta y sea K el conjunto de todos los
conjuntos de vértices de subgraficas completas de G. Sea Q el conjunto de todos los
conjuntos independientes @ de G tales que |Q| = a(G).

Observemos por ejemplo la gréfica de la figura 3.9. Esta grafica tiene 8 vértices,
19 aristas, 14 tridngulos y 2 Ky, por lo cual, en este caso K = {V(K;) : i = 1,2,3,4},
y K| =8+19+ 14+ 2 = 43. Como «(G) = 2, Q consiste de todos los pares de
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T1e [ Ji))
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Figura 3.9 Una grafica perfecta y su complemento.

vértices de las aristas faltantes de G.

Procedemos con la demostracién por contradiccién. Supongamos que no existe
K € K tal que K NQ # () para todo Q € Q. Entonces para todo K € K existe
Qx € 9 tal que Qg N K = (). Sea:

k(v) ={K e K:veQk}.

Es decir, k(v) es el nimero de subgréficas completas K € K que no intersectan un
conjunto independiente (de orden a(G)) @k € Q al cual v pertenece. Consideremos
a H=G[{veV:k(v)>0}],y vamos a construir una gréafica G’ desde H mediante
la repetida expansién de vértices, cada vértice se expande k(v) veces hasta formar
una subgrafica completa G,. Es decir, G' = (V', E’), donde

V= UUEVV(GU)7
E' ={(z,y):2€G,ye G, yv=wo (v,w) € E)}.

Observemos que si v no pertenece a ninguno de los (Jk, entonces el vértice no
aparecerda en GG'. Como H C G es perfecta, G’ es perfecta por el lema 3.10, y por lo
tanto

X(G') < w(G). (3.6)

Ahora calculemos explicitamente los valores de x(G') y w(G'). Por su
construccién, toda subgrafica completa maximal de G’ es de la forma G'[U,ex G,
para algin X € K. Por lo tanto:

w(G) = k(x).

zeX
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Por otro lado, por la definicién de k(z):

Ska) =Y K €K v e Qull.

reX zeX
={KeK:ze X, zeQk},
=|{(z,K):ze€ X,K e K,z € Qr}| (3.7)

Podemos entonces contar ahora sobre los K € K:

S k@) = 31X 0@kl

rzeX KeK

Ahora bien, G| X] es completa y todo Qi es independiente, asi que no pueden
intersectarse mas de una vez. Por lo tanto para toda K:

IXNQk| <1

En particular [ X N Qx| = 0, por lo tanto:

Y IXNQkl=1XNQxI+ D 1XnQkl<I|K],

Kek Kek,K#X
W@ < K| 1. (3.8)

Por otro lado, por la manera en la que construimos G, se tiene que:

V(@) =) k).

veV

Por la definicién de k(v) y (3.7):

> k) =, K):veV,K € K,veQgll,

= > 1Qxk!.
Kek
Como |Qk| = a(G):
V(G =IK]|-a(@),
V(&)

K= e
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Por la construcciéon de G’, para todo vértice v' agregado mediante la expansion
de v tenemos N[v] = N[v'], es decir a(G) > a(G’), lo cual implica que:
V&) VG
a(G@) T a(G)

Finalmente, por (3.4):

V(G| _ V(&) :
e < (@) < x(G")
K| < x(G). (3.9)

Kl =

De las ecuaciones (3.8) y (3.9) resulta que:

w(G) <=1 <K <x(G)
w(G@) < x(G).

Lo cual es una contradiccién a (3.6).

Procedemos ahora a la demostraciéon del teoremas

Demostracion del teorema 3.9. Procedemos por induccién sobre |V (G)|, si |V(G)| =
1, K, = K, es perfecta. Sea G tal que |V(G)| > 2 y supongamos que se cumple
el teorema para toda grafica de menor orden. Toda subgrafica propia de G es
el complemento de una subgrafica propia de G, y es perfecta por la hipdtesis de
induccion, por lo tanto queda por demostrar que

x(G) < w(G).

Por el lema 3.11 existe K € K tal que K N Q # () para todo Q € Q, entonces en
G — K la cardinalidad de todo conjunto independiente maximal de G se reduce en

1, y por lo tanto:
a(G - K) < aG).

Aplicando (3.1):
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Aplicando a G — K la hipétesis de induccién:
(G- K)=w(G - K).

La eliminacion de los vértices de K equivale a eliminar un conjunto independiente
en G. Si con esto eliminamos toda una clase cromatica de alguna y(G)-coloracién,
entonces:

X(G) = x(G - K) + 1.
No es posible eliminar 2 clases cromaticas, pues podriamos colorear ambas con el

mismo color para crear una (X(G) — 1)—coloracién de G. También es posible que no
eliminemos ninguna clase por completo, en cuyo caso:

x(G) = x(G - K),
X(@) < x(G - K)+1.

Considerar ambos casos nos indica que:

X(G) < x(G - K)+1.

Por lo tanto concluimos:

[]

El teorema 3.9 nos garantiza que al demostrar que cierta familia de graficas
es perfecta, también estamos demostrando que la familia de sus complementos es
perfecta. En particular queda demostrado:

Proposicion 3.12. Los complementos de las graficas bipartitas, trianguladas y de
intervalos son perfectas.

El siguiente lema también es un corolario sencillo:

Lema 3.13. Para toda grdfica perfecta existe un conjunto independiente que
intersecta a todos las subgrdficas completas de orden mdzimo.

Demostracidn. Sea G una grafica perfecta, por el teorema 3.9, G es perfecta, y
por el lema 3.11, G tiene una subgrafica completa H C G que intersecta a todos
los conjuntos independientes K de orden méximo. Por lo tanto, H es un conjunto
independiente de G que intersecta a todas las subgréaficas completas K de orden
maximo.

O
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3.5. Una caracterizacion de las graficas perfectas

Finalmente, presentamos una importante caracterizacién de las graficas perfectas.
Como antecedentes recordamos algunos conceptos de algebra. Sea M una matriz de
n x n, M es invertible si existe una matriz M de n x n tal que MM = MM = 1,
donde [ es la matriz identidad. El rango de M es el niimero de columnas linealmente
independientes rk(M) < n, en particular cuando M es invertible rk(M) = n.

Proposicién 3.14. Sean A una matriz de n x m, B de m xn y AB de n X n una
matriz invertible. Entonces rk(AB) = rk(A) = n.

Demostracion. Como AB es invertible rk(AB) = n y claramente rk(AB) = n >
rk(A). Supongamos que n > rk(A), entonces existe un renglén i de A que es
combinacion lineal de los demas renglones. El renglon i correspondiente en AB es
resultado de multiplicar al renglén ¢ de A por las columnas de B, y por lo tanto el
renglén ¢ de AB es combinacién lineal de sus demads renglones, una contradiccion.
Por lo tanto rk(AB) = rk(A) = n.

O

Teorema 3.15. Una grafica es perfecta si y solo si para toda subgrdfica H C G:
a(H)-w(H) > |V(H)|. (3.10)

Demostracion. Demostramos primero la suficiencia, sea G una grafica perfecta y
H C G, por (3.4):

(H) > V)|

Como x(H) = w(H):

a(H)-w(H) = [V(H)|.

Demostramos ahora la suficiencia por induccién sobre |V (G)|, si |[V(G)| = 1,
ésto es trivial. Sea G una grafica tal que toda subgrafica H C G cumple (3.10), y
supongamos que G misma no es perfecta. Sabemos por hipétesis de induccion que
toda subgrafica H C G es perfecta. En particular, para todo conjunto independiente
no vacio U C V(G):

X(G—-U)=w(G-U) <w(q).

De hecho afirmamos que:
X(G-U)=w(G-U)=w(G). (3.11)
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De lo contrario, supongamos que w(G — U) # w(G), entonces:
X(G =U) =w(G-U) <w(G),
X(G—=U) <w(G).

Como U es independiente:
X(G) < w(G).

Lo cual implica que G es perfecta, una contradiccion.

Sea U = {u} y sea € una w(G) coloracién de G —U. Para una subgréfica de orden
maximo K = K, ) C G se puede dar uno de dos casos:

Caso 1. Siu ¢ V(K) entonces K tiene un representante de cada clase cromatica de
C.

Caso 2. Siu € V(K), entonces K tiene un representante de todas menos una clase
cromatica de €.

Sea Qo = {v1,...,Vq)} un conjunto independiente de tamafo méximo de
G. Sean Q,...,Qu@) las clases cromdticas de una w(G)-coloracién de G — vy,
sean Qu(G)+1s - - - » Qaw(q) las clases cromdticas de una w(G)-coloracién de G — vo,

..., hasta vy(@). De este modo tenemos a(G)w(G) + 1 conjuntos independientes
Qo, @1, .-, Qaw() en Gy, por (3.11), para cada uno de ellos existe una subgrafica
completa J; = K,y € G — Q;,1 € {0,...,a(G)w(G)}.

Sea J = K, € Gy supongamos que J N Qo = 0, es decir, v; ¢ V(J) para todo
v; € Qp. Entonces todo Q;,7 # 0, cumple el caso 1 y por lo tanto J N Q; # () para
todo 7 # 0.

Supongamos ahora que J N Qg # 0, ésto implica que existe un nico v; € Qo tal
que JNQo = {v;}. Por lo tanto para todo vértice v; € Q, ¢ # j, tenemos v; ¢ V(J),
es decir (); cumple el caso 1y por lo tanto J N Q; # 0. Ademas, v; ¢ V(J) implica
que @; cumple el caso 2 y por lo tanto J N Q; = 0. Por lo tanto, hemos mostrado
que para todo J:

J N Q; = 0 para exactamente un i € {0,...,a(G)w(G)}. (3.12)

Sea J la matriz de (a(G)w(G)+1) X (a(G)w(G)+1) con 0 en toda entrada de la
diagonal principal y 1 en todas las deméds entradas. Sea A la matriz de (a(G)w(G) +
1) x |[V(G)| cuyos renglones son los vectores de incidencia de cada @; en V(G). Sea B
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la matriz de |V(G)| x (a(G)w(G) + 1) cuyas columnas son los vectores de incidencia
de cada K; en V(G). Ahora bien, para todo i tenemos por definicion:

| N Qi = 0. (3.13)

También, por (3.12):
KimQj 7é®727£‘%
KN Qyl =10 £, (3.14)

Por (3.13), multiplicar el renglén i de A por la columna i de B da como resultado
0, y por (3.14), multiplicar el renglén i de A por la columna j de B da como resultado
1, 1 # 7. Por lo tanto:
A-B=J

Sea J la matriz de (a(G)w(G) + 1) x (a(G)w(G) + 1) con m — 1 en toda

entrada de la diagonal principal y W en todas las demds entradas, es facil

- w(@)
comprobar que J es la inversa de J. Por lo tanto rk(J) = a(G)w(G) + 1 y, por la
proposicién 3.14, rk(A) = a(G)w(G) + 1. Por lo tanto rk(A) = a(G)w(G) + 1 < n,
lo cual es una contradiccién pues habiamos supuesto que G cumplia (3.10).

O
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Capitulo 4

Graficas solubles

4.1. Orientaciones

Una orientacion G de una grafica G = (V, E) consiste en reemplazar cada arista
(u,v) € E con un arco u —» v, v — u 0 ambos. La digréfica que resulta al orientar
una grafica tiene el mismo conjunto de vértices y un niimero de arcos mayor o igual
que el numero de aristas. La grafica que resulta de remover la orientacién (y juntar
las posibles aristas dobles) de una digrafica D es la grdfica subyacente de D. Hay
que hacer notar que para algunos autores una orientacion consiste en reemplazar
(u,v) con s6lo uno de los arcos u — v 0 v —> u.

Algunos tipos de orientaciones pueden surgir de los conceptos béasicos de
digréaficas, por ejemplo en una orientacion simétrica se reemplaza la arista (u,v)
con ambos arcos u —» v y v —> u. Para una orientacion transitiva, cada vez que
reemplazamos dos aristas (u,v) y (v,w) con los arcos u — v y v — w, también
debemos tener el arco u — w, si la arista (u,w) no estd presente en la gréfica no
podemos orientar (u,v) y (v, w) de ese modo.

El tipo de orientacion con la cual trabajaremos es la orientacion normal, también
conocida como orientacion por pozos, aquella en la que toda subgréfica completa de
G queda orientada en G como un clan con un pozo (véase por ejemplo la figura 4.1).
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N A
& =N

v

Figura 4.1 Una orientacién normal de una grafica.

4.2. Graficas solubles

Una grafica es soluble (o nicleo-soluble) si toda orientacién normal de sus aristas
resulta en una digrafica niucleo-perfecta. La siguiente observacion es evidente:

Observacién 4.1. Toda grdfica completa es soluble.

Maés aun, podemos caracterizar todas las orientaciones normales de una grafica
completa:

Proposicién 4.2. Un clan estd orientado normalmente st y sélo si todo ciclo tiene
arcos simétricos entre por lo menos un par de vértices consecutivos.

Demostracion. Sea D = (V;A) un clan orientado normalmente, sea
C = (vg,...,v, = vg) un ciclo de D, y consideremos a D[C] C D que también
es un clan. Sin perdida de generalidad, vy es un pozo de D[C] y por lo tanto
v; — Vg, Vi # 0. En particular vg — vy, v1 $— vg, y queda demostrada la suficiencia.

Demostramos la necesidad, supongamos que D es un clan que cumple la hipdtesis,
y supongamos que su orientacion no es normal. Es decir, existe un clan K C D que
no tiene un pozo. Sea k; € V(K), existe ko € V(K) tal que ki — ko, k1 </ ko,
también existe ks tal que ko — k3, ko </ k3... De hecho existe en K un camino
de vértices distintos (ky, ..., k,) tal que k; — k; 1 pero k; </ kiy1,Vi y como K es
finito, para un m < n, k, — ky,, k, </ k.. Por lo tanto no existen arcos simétricos
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entre ningtn par de vértices del ciclo (k, . .., kn, k), una contradiccion.

4.3. Graficas no-solubles minimales

En la figura 4.2 podemos ver que existen orientaciones normales de C7 y C7 que
no son nucleo-perfectas pues ambas digraficas no tienen nicleo. Vamos a revisar que
de hecho, para todo ciclo impar (de longitud mayor o igual a 5) o su complemento
existe una orientaciéon normal que no es nucleo-perfecta.

N\

~_/ |

Figura 4.2 Un ciclo impar y su complemento no son solubles.

Proposicion 4.3. Un ciclo impar Co,i 1, k > 2, no es soluble.

Demostracion. Consideremos la orientacién Cyryq de Coy; como un ciclo dirigido,
sus clanes son los arcos x; — x;,1, para los cuales x;1; es un pozo. Por lo tanto
U511 es una orientacion normal pero, por la observacién 2.4, no tiene ntcleo, y por

lo tanto C;41 no es soluble.
O

Proposicién 4.4. El complemento de un ciclo impar Copy1, k > 2, no es soluble.

Demostracion. Para k = 2, C5 = (5 no es soluble por la proposicion 4.3. Sea
Coky1 = (21, .., Topy1, 1), k > 3, consideremos la siguiente orientacion C de Copiq:

reemplazamos toda arista (x;, z;12) por x; — ;49, vy todas las demds aristas por
arcos simétricos. En la figura 4.3 se puede apreciar una muestra de esta orientacion
en (1, donde las aristas punteadas representan a los arcos simétricos.
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Veamos la estructura de una subgrafica completa de C.Si U esun subconjunto
de k+ 1 vértices de Cypy1, entonces hay dos vértices consecutivos del ciclo en U, por
lo cual C [U] no puede ser completa. Es decir, Coxy 1 contiene subgréficas completas
K, para n < k. Ahora bien, cualquier subgrafica inducida por un conjunto de n
vértices contiene a lo mas n — 1 arcos asimétricos, por lo tanto ningin K, contiene
ciclos compuestos enteramente por estos arcos (véase la figura 4.3).

€3

°
I\
/o
£ _ L\
I5o\\ - ol

/ \ 2
/

Figura 4.3 ('|; con una muestra de la orientacion de la proposicion 4.4 y uno de
sus clanes maximos.

Si K, contiene un vértice x incidente exclusivamente a arcos simétricos, entonces
x es un pozo de K,. De lo contrario, todo los vértices pertenecen a un camino de
arcos asimétricos en K,,. Este camino es de longitud n — 1, y por lo tanto podemos
considerar a su vértice final x. Todos los demas vértices de K, son adyacentes a
x mediante arcos simétricos, por lo tanto =z es un pozo de K,. Con esto queda
demostrado que C es una orientacién normal.

Como a(Cy,y1) = 2, un niucleo de C solamente puede consistir de un vértice
o de dos vértices consecutivos. El conjunto {z;} no es un nicleo pues x; 1 —> x;,
{z;, z;11} tampoco es un nicleo pues x; 1o — x;41. Por lo tanto C' es una orientacién

normal que no es nucleo-perfecta, es decir, Cy1 no es soluble.
O
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4.4. Toda grafica soluble es perfecta

Ahora que sabemos que los ciclos impares y sus complementos no son gréficas
solubles, solo necesitamos un resultado mas para probar que toda gréfica solubles es
perfecta, que la propiedad de ser soluble es hereditaria.

Proposicion 4.5. Cualquier subgrdfica de una grdfica soluble es también soluble.

Demostracion. Sea G = (V, E) una grafica soluble y consideremos una subgréfica
U CV,G[U] C G. Sea G[U] una orientacién normal, basta con demostrar que G[U]
tiene un nicleo. Consideremos la siguiente orientacion G-

1. Siz,y € U, orientamos a la arista (z,y) como en G[U].
2. Siz,y € V\ U, orientamos a la arista (z,y) como = <— y.
3. Siz e Uy e V\U, orientamos a la arista (z,y) como x <—y.

En la figura 4.4 tenemos un ejemplo de este tipo de orientacién, las lineas
punteadas representan arcos simétricos y G[U| esté subrayado.

Figura 4.4 La orientacion G en la proposicion 4.5.

Veamos que G es normal, sea K un clan de G. Si V(K) C U, entonces K
estd orientado como en G[U], es decir, normalmente, y por lo tanto tiene un pozo
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(por ejemplo, en la figura 4.4, a en G[{a,b,c}]). Si V(K) C V \ U, entonces
K esta orientado simétricamente y por lo tanto todo v € V(K) es un pozo
de K (por ejemplo, en la figura 4.4, f en G[{d,e, f,g}]). Finalmente, si V(K)
contiene elementos tanto de V' \ U como de U, consideremos a W = V(K) N U.
Asi G[W] € G[U] es un clan y tiene un pozo w, ademés todo vértice de V(K)\ W
es in-vecino de w, por lo tanto w es pozo de K (por ejemplo, en la figura 4.4, ¢ en
Gle.b,d, g}]). Entonces G efectivamente es una orientacién normal.

Sea U’ un nticleo de G, U’ NU es un conjunto independiente también en G [U].
Ademas, por la construcciéon de G, todos los ex-vecinos de un vértice de G[U] son
vértices de G[U]. Es asi que U' N U es nicleo de G[U].

O

El siguiente resultado es consecuencia directa de las proposiciones 4.3, 4.4 y 4.5:

Proposicién 4.6. Toda grdfica soluble no puede contener a Cory1 0 a Cory1 como
subgraficas.

Finalmente, la demostracion del siguiente teorema es muy sencilla.
Teorema 4.7. Toda grafica soluble es perfecta.

Demostracion. Sea G una grafica soluble y £ > 2, por la proposicién 4.6, una grafica
soluble no contiene a Cy;y1 0 a Cyiy1 como subgréaficas. Ademas G contiene a Clopiq
si y solo si G contiene a Cy;, 1. Por lo tanto G es perfecta por el teorema 3.8.

O

4.5. Nnucleos fraccionales

Procedemos a demostrar que toda grafica perfecta es ntcleo-perfecta,
comenzamos generalizando el concepto de nicleo, al introducir el de
nucleo-fraccional. De ahora en adelante trabajaremos con funciones cuyas imagenes
estdn contenidas en Ry = {z € R : x > 0}, las llamadas funciones no-negativas.
Una funcion de peso en una grafica o digrafica es una funcién f: V — R,.

La funcién f es fraccionalmente absorbente si para todo v € V(D):

> flw) =1 (4.1)

uENT[v]
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La funcion f es fuertemente absorbente si fortalecemos este requisito: si para todo
v € V(D) existe un clan K contenido en N*[v] tal que:

> flu)>1. (4.2)

ueK

Finalmente, la funcion f es fraccionalmente independiente si para todo clan K

de D:
> flu) <1 (4.3)

ueK

Naturalmente estas definiciones dan pie a un nuevo concepto, f es un nicleo
fraccional si cumple (4.1) y (4.3), es decir, si es fraccionalmente independiente y
fraccionalmente absorbente. Si f cumple (4.2) en vez de (4.1), entonces es un nicleo
fraccional fuerte.

a(0.3) .)<—b<T) ¢(0.3) a(1) .)(—MT) c(0.7)

d(0.4)e e(().,Q) £(0.6) d(0.4)e 6(00'5) e f(0.4)
a(l)o)<—b((‘)o'3) c(0.7) a(1) 0)<—b<‘00 ec(1)

d(0.4)e @(().‘5) £(0.5) d(0)e (o * f(0)

Figura 4.5 Funciones fraccionales de una digrafica.

En la figura 4.5 tenemos una digrafica con cuatro funciones de peso diferentes. La
funcion f; es fraccionalmente independiente, pero no es fraccionalmente absorbente
pues para ¢ tenemos

Y. Alw) = file)+ fi(f) =09 <1.

ueENT[c|
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La funciéon fy es fraccionalmente absorbente, pero no es fraccionalmente
independiente pues para K = (a,b) tenemos

Z fa(u) = fola) + fo(b) = 1.3 > 1.

La funcion fy tampoco es fuertemente absorbente pues para e no existe un clan
K C N7le] tal que >, x fo(u) > 1. f3 es fuertemente absorbente, pero no es
fraccionalmente independiente pues para K = (a,b) tenemos

fa(a) + f3(b) = 1.3 > 1.

La funcién f; es un ntcleo fraccional fuerte. Diremos que una digrafica D tiene
un nicleo fraccional (o un nicleo fraccional fuerte), si existe una funcién de peso
que sea nucleo fraccional (o nicleo fraccional fuerte).

4.6. Funciéon caracteristica

El ejemplo mas béasico de un ntcleo fraccional fuerte es la funcion caracteristica
del nicleo de la digrafica. Esta funcién estd definida para cualquier U C V(D) de

este modo:
1 velU
F(“)_{ 0 veV(D)\U
Proposicién 4.8. La funcion caracteristica F' de un nicleo U es un nicleo fraccional

fuerte.

Demostracion. Sea K un clan de D = (V, A), existe a lo més un vértice v € V(K)
que pertenece también a U, entonces F' es fraccionalmente independiente pues:

> F(u)=F(v) <1.
ueK
Sea v € V. Si v € U entonces el clan K = v € N*[v] cumple que:
> flw=Fv)=1
ue K

Siv ¢ U, existe w € N*[v] tal que w € U. Entonces el clan K = (v,w) C NT[v]
cumple que:

S fw) = F(v) + F(w) = F(w) > 1.
uekK
Por lo tanto F' es fuertemente absorbente.
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4.7. Ciclos hamiltonianos

Para determinar qué digraficas no tienen un nicleo fraccional, primero estudiamos
qué impide que un clan tenga un ntcleo fraccional.

Proposicion 4.9. Un clan que contiene un ciclo hamiltoniano asimétrico no tiene
un niucleo fraccional.

Demostracion. Sea D = (V,;A) un clan con un ciclo hamiltoniano asimétrico y
supongamos por contradiccién que f es un nucleo fraccional de D. Entonces para

todo clan K de D:
> fw) <1

ueK

En particular, al ser D mismo un clan:

> flw) <L

ueV

Como D contiene un ciclo hamiltoniano asimétrico |[N*[v]| < |V| — 1, para todo
v € V, y por lo tanto existen x,v € V tales que f(x) > 0 (f no puede ser la funcién
0, pues no se cumpliria (4.1)) y ¢ NT[v]. Es decir:

> flu)<1.
]

ueN+[v

Una contradiccién pues f entonces no es fraccionalmente absorbente.
O

Si bien todo clan que contiene un ciclo hamiltoniano asimétrico no esté orientado
normalmente la afirmacién reciproca no es cierta, por ejemplo, el clan de la figura 4.6
no esta orientado normalmente pero tampoco tiene un ciclo hamiltoniano asimétrico.
Sin embargo, el clan generado por g, . . ., x5 si tiene un ciclo hamiltoniano asimétrico,
esto sugiere que todo clan de una digrafica debe de prescindir de ciclos hamiltonianos
asimétricos para que la digrafica este orientada normalmente.

Una digrafica en la que ningin clan contiene un ciclo hamiltoniano asimétrico es
llamada clan-aciclica. El objetivo serd demostrar el inico impedimento para que una
digrafica tenga un ntcleo fraccional es que sea clan-aciclica. Por lo tanto, primero
verificamos el siguiente resultado:
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N

0 —— O
T4 T3

Figura 4.6 Una digrafica sin un ciclo hamiltoniano asimétrico.

Proposicién 4.10. Son equivalentes:
(a) D estd orientada normalmente
(b) Todo clan de D no contiene un ciclo hamiltoniano asimétrico.

Demostracion. Demostramos primero que (a)=-(b). Sea K, C D, V(K,) =
{v1,...,v,} y sea v; su pozo. Si C = (vy,...,0;,...,v,) es un ciclo hamiltoniano de
K, entonces v; —» v;11 Y COMO v; €s pozo, v; <— v; 1. Por lo tanto C no es asimétrico.

Para demostrar que (b)=(a), supongamos K, C D con un ciclo hamiltoniano
asimétrico C, entonces para todo v € V(K) existe w € V(K) tal que v — w pero
v </ w. Por lo tanto K, no tiene un pozo.

[l

4.8. Teorema de Scarf

Enunciamos dos teoremas de algebra que seran necesarios para proceder.

Teorema 4.11 (Teorema de Scarf). Sea m < n. Sea B una matriz real de tamano
m X n tal que las primeras m columnas de B forman la matriz identidad. Sea
ﬁ € R™ un vector no-negativo, tal que el conjunto {a € R’ : Ba = 5} estd acotado.
Sea C una matriz real de tamano m x n tal que ¢; < ¢, < ¢;; siempre que ,J < m,
1# 7 yk>m.

Entonces existe un subconjunto J C {1,...,n} de tamanio m tal que:
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-

(a) Bd = B para algin d € R, tal que o; =0 sij & J.

(b) Para cada columna k € {1,...,n} existe un renglon i € {1,...,m} tal que
cik < ¢ij para todo j € J.

No demostraremos el teorema 4.11 pues excede los objetivos de este trabajo, la
demostracién puede ser encontrada en [1] o en [11].

Teorema 4.12. Sea B una matriz de m xn con b;; € Ry, tal que B no contiene una

columna de ceros. Sean a € R} y g e R, Entonces el conjunto {& > 0 : Ba = 5}
estd acotado.

Demostracion. Escribamos Ba = [ como:

biio; + bppas + bisaz + oo+ biay, B
boyo;  + by + basaz + -+ beyay B
bsion  + by 4+ bz A+ -0+ bzpan | = | B

bmlal + bm2042 + bm3a3 + - + bmnan ﬂm

Como B no contiene alguna columna de ceros entonces para todo j € {1,...,n}
existe un b;; # 0 para algin 7. Como todos los valores b;; y ; son no-negativos

tenemos:
bijaj < bilOél + ... —|—bijCYj + ...+ bman = Bia

Por lo tanto «; estd acotado por:

a; Sméx{bﬁ—i},bij#(),ié {i,...,m}.

]

Entonces el conjunto {& > 0: Bd = } estd acotado.

4.9. Creando nucleos fraccionales fuertes

Veremos un ejemplo de como encontrar un nucleo fraccional fuerte de una
digrafica usando los teoremas de la Seccién 4.8. Trabajaremos con la digrafica
D = (V,FE) de la figura 4.7, esta digrafica esta orientada normalmente, y usaremos
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Figura 4.7 Construcciéon un ntcleo fraccional de una digrafica.

este ejemplo como la base para demostrar que toda digrafica orientada normalmente
tiene un nucleo fraccional fuerte.

Vamos a identificar los clanes maximales K, Ky, K3 de D, y agregamos
un nuevo vértice z; por cada uno de ellos, ademéas de agregar los arcos
zi—v,v € K; i € {1,2,3} para obtener una nueva digrifica D’. Para esta
nueva digrafica, sus clanes maximales seran K| = D'[K; U z;] (véase la figura 4.8).

Figura 4.8 Construccion de los K.

A continuacién consideramos los nuevos clanes maximales K, Kj y K3, pero sin
tomar en cuenta todos sus pares de arcos simétricos, como puede ser visto en la figura
4.9. Usamos la proposicion 1.5 para construir en cada uno de ellos un orden parcial
estricto >;, y podemos ordenar los vértices de cada clan maximal de acuerdo a este
orden. Es decir, tenemos tres 6rdenes >y, >5 y >3, los cuales podemos representar
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mediante n-adas de modo que las entradas estan ordenadas de mayor a menor:

>1 - (b7 a, d? Zl)
>9 = (d7 c, b7 €, ZZ)
>3 = (67 fa 23)

Para cada orden, definimos la altura de un vértice del siguiente modo: la altura
de z; es 0, la del vértice que le sigue en el orden es 1, etc. También en la figura 4.9
asociamos cada vértice a su altura de acuerdo a cada orden. Observemos que en el
caso de K7 tenemos dos vértices con la misma altura (e y f), pues no hay manera
de compararlos bajo >3 usando solamente arcos asimétricos de D’.

.ZQ(O)
a2 w3 be) / \g<3>
023(0)
“ (0) ’ [ [ ° ° °
d(1) d(4) e(1) e(1) f(1)

Figura 4.9 Los clanes maximales K{, K} y K} de D’ sin considerar los pares de
arcos simétricos.

Damos una enumeracion de los vértices de D’, de modo que los primeros vértices

enumerados sean los z;, de la siguiente manera: w; = zy,...,wW3 = 23,Wy =
a,...,wg = f. Definimos una matriz B como la matriz de incidencia de los K:
100110100
B={0 10011110
001 0O0O0O0T1T1

Donde cada renglén representa a un clan maximal (en orden descendente)
K|, i € {1,2,3}, y cada columna a uno de los vértices (en orden ascendente) wj,
i € {1,...,9}. Nétese como las primeras 3 columnas forman la matriz identidad

de 3 x 3 y que B no tiene columnas de ceros. Sea E = (1 1 1)T, el conjunto
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{@>0: Ba = [} esté acotado de acuerdo al teorema 4.12.

Definimos ahora una matriz C' asociada a las alturas de los vértices, analoga a
B, cada columna representa un vértice w; y cada renglén a un clan maximal K;. Si
w; € K; la entrada C; es la altura de w; en >; y si w; ¢ K, elegimos un ndmero
M > |V|, en este caso 8, para ser la entrada Cj;.

0 88 23812838
C=1(8 08 8 234138
8§ 8 0 8 8 8 811

Al comparar B y C podemos ver que a cada entrada b;; con valor 0, corresponde
una entrada ¢;; con valor M = 8. Ademas ¢; =0,i € {1,2,3} y¢;; =8,1 € {1,2,3},
Jj € {1,2,3}, i # j. Podemos apreciar claramente que 1 < ¢; < 8, k > 3, por lo
tanto ¢;; = 0 < ¢, < 8 =¢;; siempre que 7,7 < 3,1 # jy k> 3.

De este modo hemos mostrado que se cumplen las condiciones del teorema 4.11.
El teorema nos garantiza que existen J y & que cumplen su conclusiéon aunque no
nos da una manera de encontrarlos, en este caso una solucién es:

J = 1{4,6,9)
a=000101001)"

keln] i€lm] ci < ci,cisCio
1 1 0 < 2,88
2 2 0 < 8,3,8
3 3 0 < 8§31
4 1 2 < 2,88
5 2 2 < 8,3,8
6 2 3 < 8,3,8
7 1 1 < 288
8 2 1< 8328
9 3 1< 881

Figura 4.10 Comprobando la condicién 4.11.(b).

La figura 4.10 comprueba que J cumple la condicién 4.11.(b). Observemos que
para esta soluciéon particular todas las entradas de @ son enteras, pero en general
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podemos esperar entradas fraccionales en la solucién. Efectivamente a; = 0si j ¢ J,
y es trivial comprobar que Ba = 5.

Proponemos ahora un ntcleo fraccional fuerte de D, f(w;) = «;, es decir, la

funcion: X ( 7
v € 4a,c,
1) :{ 0 ve{bdel

En la figura 4.11 podemos comprobar que se trata de un nicleo fraccional fuerte.

a(1) b(0) (1)
d(0) (O F()

Figura 4.11 Un nucleo fraccional fuerte de D'.

4.10. Nncleos fraccionales fuertes
Generalizamos ahora el método de la Seccion 4.9, mediante el siguiente teorema:

Teorema 4.13. Toda digrdfica orientada normalmente tiene un nicleo fraccional
fuerte.

Demostracion. Sea D = (V, A) una digréfica orientada normalmente. Enumeramos
los clanes maximales de D como K7, ..., K,,. Construimos una nueva digrafica D' =
(V' A’) del siguiente modo:

1. Anadimos m vértices z1,..., 2, a V, de modo que V' =V U{z,..., 2}
2. Anadimos los arcos z; — v a A, de modo que A’ = AU {z; — v :v € K;}.

Claramente los clanes maximales de D' son K| = D'[K; U z;]. Sea Ky C K; un
clan cualquiera de D, tiene un pozo vy por la orientacién normal de D. Consideremos
en D' el clan K| = D'[Ky U 2], como z; — vy, v es pozo de K. Por lo tanto D’
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estd orientada normalmente.

Nos fijamos ahora en cada K], sin considerar todos sus arcos simétricos. Por
la proposicién 4.10, D’ es clan-aciclica, y por lo tanto cada K; es aciclico. Por la
proposicién 1.5, existe un orden parcial estricto <; en cada Kj;, y claramente el
elemento minimo del orden es z;.

Sea wy = 21, Wy = 22, .., Wy, = Zm, Wint1,- - -, Wy, Una enumeracion de V'. Sea B
la matriz de incidencia de V' en los K7, es decir

1 w; € K]
B = (bi), bi; :{ 0 wj, ¢ K

Sea ﬁ =1 e R™, el vector columna con 1 en todas las entradas. Claramente B es
de m x n y toda b;; € R*. Como cada z; pertenece exclusivamente a K/ las primeras
m columnas de B forman la matriz identidad y, como todo vértice pertenece a por
lo menos un clan, B no tiene columnas de ceros. Por lo tanto, de acuerdo al teorema
4.12 el conjunto {@ > 0 : Ba = [} esté acotado.

Sea M € R, M > |V/|. Sea C una matriz definida de la siguiente manera:

La altura de w; en el orden >; w; € K]

CZ(Cz’j),sz:{ M w; ¢ K

La matriz C' claramente es de m x n y tenemos ¢; = 0, Vi. Sea j < m, j # 1,
como cada z; pertenece exclusivamente a K/ tenemos ¢;; = M > |V|. Para k > m
tenemos c¢;; = M o ¢ es igual a la altura de wy que es a lo mas |V|. Por lo tanto
ci =0 < ¢y <M=¢;siempre que i, <m,i#jyk>m.

Por lo tanto B, C'y ﬁ cumplen las condiciones del teorema 4.11, y podemos

aplicarlo para obtener un conjunto J C {1,...,n} de tamafio m y un vector
a = (ai,...,a,) que cumple la condicién 4.11.(a).
Definimos una funcién f en V como f(w;) = o, para j € {m+1,...,n}y

demostramos que f es un ntcleo fraccional fuerte de D. Como «; > 0, para todo 7,
claramente f es no-negativa. Ba = 1 implica que:

Zaj:]_.

’LU]'GK,Z
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Por lo tanto para todo clan maximal K; de D:
D flw)= ) o< )y =1
ijKi ’ijK,' ijKZ{

Como cualquier clan K de D esta contenido en algin K; entonces:

S ) =Y f) <1

veEK veK;

Por lo tanto f cumple (4.3) y es fraccionalmente independiente.

Sea wy € V, k > m. De acuerdo a la condicién 4.11.(b) existe un renglén
i€ {1,...,m} tal que ¢, < ¢;; para todo j € J. Sea K/ = {w; € K/ : j € J} la
restriccién de K a elementos de J. Notese que la ex-vecindad de wy, es la misma en
D que en D'.

Demostramos que K7 C NT[wy], supongamos por el contrario que existe w; en
K/, pero no en N*[wy]. Como w; € K/, tenemos que ¢;; < M. Ademés por 4.11.(b):

Cir, < Cij-

Por lo tanto ¢;; < M y entonces wy € K. Como w;,wy, € K], debe existir por
lo menos un arco entre ellos. Entonces wy, <— w; pero wy —~ w; pues w; ¢ N T [wy].
Por lo tanto wy >; w;, lo cudl implica

Cik > Cij.

Una contradiccién. Concluimos que K7 C M™(wy,), y tenemos que:

1:Zajzzaj§ Z f<u>

’ijK,L{ ijKZf] uGM"’(wk)
Entonces f cumple (4.1). Como K7 es un clan, f de hecho cumple (4.2). Por lo
tanto f es un nucleo fraccional fuerte.
[
4.11. Toda grafica perfecta es soluble

El hecho de que una digrafica tenga un nucleo fraccional fuerte no implica que
tenga un nucleo, por ejemplo, las digraficas de la figura 4.12 no tienen nicleo, pero
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las funciones asignadas a sus vértices son ntcleos fraccionales fuertes. Sin embargo
sabemos por el teorema 3.8 que ambas graficas subyacentes son ejemplos minimales
de graficas no perfectas, y por lo tanto una grafica que no sea de Berge (es decir,
una gréfica que no es perfecta) tampoco es soluble.

0.5e lo
/ \°05 5 o%
0.5 \ e
e().5 s)‘ol
Z
0.5-\ / 3
0.5 ol
03e— 5 ’

Figura 4.12 Digraficas con nticleo fraccional fuerte pero sin ntcleo.

Probaremos la afirmacién contrapuesta, es decir, que toda gréafica perfecta es
soluble. Con este objetivo en mente, demostramos un par de resultados necesarios.

Lema 4.14. Dada una grdfica perfecta con una funcion de peso f : V- — R, asociada
a sus vértices, f # 0, existe un conjunto independiente de la grdfica que intersecta a
toda subgrdfica completa de peso mazimal.

Demostracion. Sea G = (V, E) una grafica perfecta con una funcién de peso no
negativa, f # 0. Primero observamos que si K es una subgrafica completa de G,

V(K)={v1,...,0j,...,0,}, y U1,...,v; tienen peso 0, entonces:
D= 3 S+ > fl) =0+ f(w)
ueK v; €V (K) v; €V (K) v, EK
z<g i>7 i>j
Por lo tanto K — {vy,...,v;} es una subgrafica completa de peso maximal,

véase por ejemplo la figura 4.13. Consideremos entonces a (G — W) C G donde
W ={v e V: f(v) = 0}. Toda subgrafica completa de orden maximal en G — W
es entonces también de peso maximal en GG, por lo tanto basta con demostrar que
existe un conjunto independiente U que intersecta a toda subgrafica completa de
orden maximal de G — W
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$2.(2) $3(0)
ZL’l(?)]_)v -5134(04)
\ 7
xGZO) x5(1)

Figura 4.13 Un clan de peso maximal.

Por el lema 3.13 existe un conjunto independiente U; que intersecta a todas las
subgréficas completas de orden maximo de G —W. Consideramos ahora a ((G—W)—
N[U,)) C G, existe un conjunto independiente Us que intersecta a toda subgrafica de
orden maximo de (G—W)—N|U;|. Como G es finita, a 1o mas en m pasos encontramos
un conjunto U = U; U ... U U, que intersecta a toda subgrafica completa de orden
maximal de G — W y U es independiente por construccion.

m

Teorema 4.15. Sea G una grdfica perfecta, D = G tiene un nicleo si y solo si D
tiene un nicleo fraccional fuerte.

Demostracion. La suficiencia es resultado de la proposicion 4.8. Demostramos la
necesidad, sea D = G = (V, E) una orientacién de G y f un nicleo fraccional fuerte
de D. Como f es fraccionalmente independiente, el peso maximal de todo clan de D es
1. Como f es fuertemente absorbente, para todo v € V existe un clan K(v) C N*[v]
de peso 1. Por el lema 4.14 existe un conjunto independiente U C V' que intersecta a
todo clan de peso 1. Entonces U intersecta a K (v) y por lo tanto, para todo v € V,
UNNT[v] # 0. Es decir, U es absorbente en D y es un niticleo.

O

Con este tltimo teorema, la siguiente demostraciéon es simple:
Teorema 4.16. Toda grifica perfecta es soluble.

Demostracion. Sea G una grafica perfecta, por los teoremas 4.13 y 4.15, G tiene un
nucleo si esta orientada normalmente.

]
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Conclusion

Como resultado de los teoremas 4.7 y 4.16 hemos demostrado:

Teorema 4.17. Sea G una grdfica simple, son equivalentes:

(a) X(G) = w(G).
(b) Toda orientacion normal de G es nicleo-perfecta.

La afortunada substitucién de [4] por [1] permite evitar la complicada
demostracion de aproximadamente 15 paginas, que requiere familiaridad con
conceptos de la teoria de juegos y la combinatoria. Pensamos que el concepto
de nucleo fraccional fuerte es mucho mas sencillo de comprender tras adquirir
familiaridad con el concepto de ntcleo.

La importancia del teorema 4.17 consiste en facilitar el trabajo sobre familias

sospechosas de ser digraficas nucleo-perfectas, al considerar la familias de graficas
subyacentes y verificar su perfeccion.
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