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Capitulo 1
Resumen

NX NX X X NN o@@

En este trabajo se estudia el transporte activo de vesiculas u otros organelos por
medio de proteinas motoras como la cinesina. En particular, se propone un modelo
que representa la participacion de las cinesinas en el transporte de neurotransmisores
contenidos en vesiculas. Dicho modelo se formula sobre las bases de la termodinamica
irreversible lineal y conlleva herramientas tanto biofisicas como bioquimicas.

El objetivo central de la modelacién consiste en obtener una expresion para la
velocidad de desplazamiento de la cinesina en funcién de fuerzas mecanoquimicas que
participan en el movimiento de esta proteina motora y la descripcion de como este
proceso modula el desplazamiento de vesiculas en células nerviosas. Para modelar el
avance de la cinesina a lo largo de los microtubulos se opt6 por utilizar como base dos
modelos bioquimicos previamente desarrollados de forma independiente. Cada uno
de estos modelos predicen y ajustan a los datos experimentales correspondientes.

Estos modelos describen la cinética quimica de la reaccién llevada a cabo entre
las cinesinas y las moléculas de ATP sin tener en cuenta la autoinhibicién debida al
aumento en la concentraciéon de ADP que es consecuencia del propio movimiento de
la cinesina. El propdsito de mi trabajo fue la recreacién de dichos modelos y su ge-
neralizacion al caso de los mencionados procesos autoinhibitorios por ADP. Ademas,
en el presente trabajo se obtuvieron dos expresiones para la velocidad de desplaza-
miento en funcién del tiempo y moduladas por distancias y tiempos caracteristicos
propios del sistema y calculados con base en relaciones quimicas.

Los modelos bioquimicos usados no solo permitieron establecer una expresién
para la velocidad de desplazamiento con las condiciones requeridas por el modelo
fisico que describe el movimiento de vesiculas dentro de las células, sino que también
permitio sentar las bases para reconstruir el paisaje energético del proceso realizado
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por el sistema compuesto: microtubulo-cinesina-ATP. La reconstruccién del paisa-
je energético correspondiente a la reaccion autocatalitica realizada por la proteina
motora constituye la contribucion original méas importante del trabajo, ya que esta
clase de reconstruccion tedrica de potenciales energéticos han sido poco desrrollada
en la literatura.
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Introduccion
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La célula es la estructura precursora de la vida. Debido a esto, es parte fundamen-
tal del estudio de la biologia y otras ciencias tales como la quimica y recientemente
también de la fisica. Actualmente el origen de esta maravilla es aiin desconocido. Sin
embargo los avances de la biologia nos han permitido identificar un tipo en particular
de células como las mas primitivas y simples en el mundo. Estas son las denomina-
das células procariontes. La gran mayoria de los organismo unicelulares, como las
bacterias y algunas algas son individuos constituidos por un tipo especifico de estas
células procariontes.

Aunque las células procariontes son las mas simples, tienen una estructura propia
bastante compleja. Estas células, que varfan en tamano entre 1 y 10um constan de una
membrana plasmatica que esta formada por una doble capa lipidica. Esta estructura
delimita a todas las células vivas, tanto a las procariontes como las eucariontes. Ella
establece el limite entre el medio intracelular (el citoplasma) y el medio extracelular
(ambiente u otras células). La membrana esta rodeada por una pared celular. La
pared celular protege los contenidos de la célula, da rigidez a la estructura celular,
media en todas las relaciones de la célula con el entorno y actia como compartimiento
celular.

En el interior de la célula encontramos: vacuolas, ribosomas y material genético.
Las vacuolas son compartimientos cerrados que albergan diferentes sustancias como
enzimas, sales, azucares, algunas proteinas en disolucion y fluidos tales como agua.
La mayoria de las vacuolas se forman a través de la fusién de multiples vesiculas con
la membrana. Su funcién es la de la desintegraciéon de macromoléculas y el reciclaje
de sus componentes dentro de la célula asi como la hidratacién de la célula.

Los ribosomas son organelos encargados de sintetizar proteinas a partir de la

3
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informacion genética que les llega del ADN, transcrita en forma de ARN mensajero
(ARNm), esta es su principal funcién. El material genético o nucloide el ADN, que
en el caso de este tipo celular se encuentra disperso en el citoplasma y carece de
proteinas.

El siguiente tipo celular es el de las células eucariontes. Estas células cuentan
con todos los constituyentes de las procariontes mas otros organelos como: plastos,
mitocondrias, aparato de Golgi , un ntucleo celular y un citoesqueleto. Varios de estos
organelos tiene la peculiaridad de poseer su propio material genético. El origen de
los mismos es dudoso, mas la gran majoria de los investigadores apoyan la teoria
endosimbidtica de Cajal [1]', como la explicacién mds plausible para dicho origen.
Las funciones de estos organelos son esenciales para mantener viva a la célula y a los
organismos pluricelulares constituidos de este tipo de células.

Los plastos sélo estan presentes en células vegetales(células encontradas en plan-
tas y algas). Su principal funcién es la produccién y almacenamiento de importantes
compuestos quimicos usados por la célula. Usualmente, contienen pigmentos utili-
zados en la fotosintesis. El tipo de pigmento es variable en los distintos tipos de
células y determina el color de las mismas. Las mitocondrias son organelos provistos
de una doble membrana y se encuentran en la mayoria de las células eucariontas. Su
principal funcién es la oxidacién de metabdlitos (ciclo de Krebs, beta-oxidacién de
dcidos grasos) y la obtencién de ATP? mediante la fosforilacién oxidativa. E1 ATP
se utiliza como fuente de energia quimica y la mayor parte del mismo es producido
por las mitocondrias. Ademas de proporcionar energia a la célula, las mitocondrias
estan implicadas en otros procesos, como la senalizacion celular, diferenciacion celu-
lar, muerte celular programada, asi como el control del ciclo celular y el crecimiento
celular.

El aparato de Golgi es otro organelo presente en todas las células eucariontes
excepto los glébulos rojos y células epidérmicas. Pertenece al sistema de endomem-
branas del citoplasma celular. Esta formado por unos 4-8 dictiosomas, que son saculos
aplanados rodeados de membrana y apilados unos encima de otros, y cuya funcion es
completar la fabricacién de algunas proteinas. Funciona como una planta empaqueta-
dora, modificando vesiculas del reticulo endoplasmatico rugoso. El material nuevo de
las membranas se forma en varios compartimientos del Golgi. Dentro de las funciones
que posee el aparato de Golgi se encuentran la glicosilacién® de protefnas y lipidos,

!Esta teorfa establece que algunos de los organelos (que presentan su propio ADN) en las célu-
las deben su origen a una previa simbiosis entre algunas células primitivas y que con el tiempo
evolucionaron conjuntamente para formar células mas complejas.

2 Adenosin trifosfato, formado por Adenina y una ribosa, enlazada a tres grupos fosfato.

3La glicosilacién o glucosilacién es un proceso quimico en el que se adiciona un glicido a otra
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seleccion, destinaciéon, almacenamiento y distribucion de lisosomas y la sintesis de
polisacaridos de la matriz extracelular.

El ntcleo celular es un organulo membranoso que se encuentra en las células
eucariontas. Contiene la mayor parte del material genético celular. Las principales
estructuras que constituyen el nicleo son la envoltura nuclear, una doble membrana
lipidica que rodea completamente al organulo y separa su contenido del citoplasma, y
la lamina nuclear, una trama por debajo de ella que le proporciona soporte mecanico.

Por 1ltimo el, citoesqueleto es un entramado tridimensional de proteinas que
provee el soporte interno a las células, ancla las estructuras internas de la misma e
interviene en los fendmenos de movimiento celular y en su division. Es una estructura
dindmica que mantiene la forma de la célula, facilita la movilidad celular (usando
estructuras como los cilios y los flagelos), y desempena un importante papel tanto
en el transporte intracelular (por ejemplo, los movimientos de vesiculas y orgéanulos)
y en la divisién celular. Los detalles de la morfologia y constitucion del citoesqueleto
asi como su papel en el transporte intracelular sera descrito con mas profundidad en
la siguiente seccion.

2.1. El citoesqueleto

Como su nombre lo indica, esta estructura celular conforma una clase de esqueleto
celular, el cual da soporte y forma al citoplasma. Su composiciéon esta basada en 3
clases de filamentos: filamentos de actina, microtibulos y filamentos intermedios [1].
Estos componentes estan distribuidos en el citoplasma de tal modo que entretejen
una compleja red, como se esquematiza en la figura 2.1.

Como apreciamos en la figura 2.1, los filamentos de actina son los elementos mas
finos de esta red y se distribuyen principalmente cerca de la membrana plasmatica.
Mientras que los filamentos intermedios y microtibulos se encuentran en todo el
citoplasma, siendo los microtibulos los filamentos méas robustos de los tres. A conti-
nuacion se discutiran las funciones y conformacion de los tres tipos de filamentos.

Filamentos de actina

Estos filamentos son abundantes en células musculares y estan constituidas por
2 proteinas globulares enrolladas como una hélice. En este estado, la proteina se
llama actina F o polimerizada mientras que en estado disgregado se le denomina

molécula. Esta molécula se denomina aceptor. La molécula aceptora puede ser de muchos tipos, por
ejemplo de naturaleza proteica o lipidica.
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Filamentos de
Actina

Microtabulos

Centrosoma
Lamina
Filamentos Nuclear
Intermedios

Nucleo Celular

Figura 2.1: Disposicién de los elementos del citoesqueleto en una célula.

actina G. Debido a que estos filamentos presentan polaridad, su principal funcién
es la de la motilidad (movimiento celular) mediante cilios o flagelos.

Filamentos intermedios

Las proteinas que conforman estos filamentos, la citoqueratina, vimentina, neu-
rofilamentos, desmina y la proteina fibrilar acidica de la glia, dependen del tejido en
el que se hallen. Son filamentos de proteina fibrosa de unos 12nm de didmetro y son
los componentes heterogéneos mas estables del citoesqueleto [2], dando soporte a los
organulos (por sus fuertes enlaces). Su funcién principal es la organizacién de la es-
tructura tridimensional interna de la célula. También participan en algunas uniones
intercelulares.

Microtibulos

Estos son el principal componente citoesquelético de las células eucariontas y se
encuentran tanto dispersos como formando cilios, flagelos y centriolos. Estan forma-
dos por dos unidades basicas. Un par de monémeros llamados « y 3. Estos mondéme-
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ros se agrupan en un heterodimero? llamado tubulina, aunque también se pueden
asociar en un homodimero °. Dicha tubulina construye cadenas de varios micréme-
tros de longitud llamados protofilamentos. Al agruparse varios de estos filamentos
se forma un cilindro de unos 25nm de seccién transversal y hueco. Estos cilindros
son los microtibulos y comtinmente tienen entre 9 y 14 protofilamentos dependiendo
del tipo celular en cuestion. El hecho de que los microtubulos estén constituidos por
un heterodimero hace que este posea una polaridad definida y es comin denotar sus
extremos como «mdas» (plus end) y «menos»(minus end). En figura 2.2 se muestra
un esquema del microtubulo y sus constituyentes.

:] Protofilamento . ' i
. Monomero « Heterodimero

. Monomero 3 de tubulina

Figura 2.2: Estructura de un microtibulo.

Las funciones asociadas a los microtibulos son varias. Por ejemplo, tienen funcio-
nes mecanicas al ser el componente mas abundante del citoesqueleto; en el transporte
intracelular ya que sirven como sistema microcirculatorio de vesiculas y otras macro-
moléculas. En la morfologia de la célula , ya que estos dan su forma final a cada célula
durante la morfogénesis. También son fundamentales para dar motilidad y polaridad
a las células asi como para influir en la disposicion de los demés elementos del cito-
esqueleto, como los filamentos de actina e intermedios. Su papel como mediadores
del transporte intracelular es interesante ya que cierto tipo de moléculas conocidas
como motores celulares usan estos filamentos como si fueran un camino para guiar
la carga que transportan a su destino final.

4Un heterodimero es un dimero formado por 2 unidades distintas
5Dimero cuyas 2 unidades son iguales.
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2.2. Los motores moleculares

Existe una gran variedad de proteinas macromoleculares que actiian como mo-
tores moleculares. Estudios recientes han identificado 3 tipos de moléculas como las
principales protagonistas en el transporte intracelular [3]. Estas tres moléculas son la
Miosina, la Dineina y la Cinesina. Cada una de estas moléculas en realidad confor-
man una familia, habiendo una gran gama de ellas dependiendo del organismo o el
tipo de tejido al cual pertenezca la célula en cuestién. Los 3 tipos son proteinas con-
sideradas ATPasas, es decir son capaces de efectuar la hidrélisis del ATP (reaccién
quimica que libera un fosfato del ATP conviritiendose en un ADP y una molécula
de fosforo inorganico P;)

ATP — ADP + P,. (2.1)

Esta reaccién es ademds exotérmica®. La funcién de dichos motores es variada ya que
regulan el trafico de moléculas hacia dentro de la célula y hacia afuera de la misma. El
traslado de moléculas hacia el interior celular es llamado endocitosis. En este proceso
se introducen moléculas que serviran a la célula como nutrientes y combustible para
que la célula crezca, se reconstruya o se reproduzca.

El proceso de transporte de moléculas hacia el exterior de la célula es llamado
exocitosis. En la exocitosis las moléculas transportadas son desechos del metabolismo
celular, moléculas mensajeras que sirven como senales para comunicarse con otras
células o simplemente ttiles para activar funciones necesarias del metabolismo de la
célula. En los proceso de endocitosis se han identificado la actividad de Dineina y
Miosina, mientras que en los de exocitosis a la Cinesina y Miosina [3].

Como se menciond con anterioridad, cada uno de estos tres tipos de proteinas
constituyen por si mismos una familia. En el caso de la familia de las miosinas, la
miosina de tipo V, sera la mas significativa, ya que en conjunto con los filamentos
de actina participa activamente en el transporte intracelular [3]. De las tres es la
unica que realiza transporte en ambas direcciones. Esto lo hace a lo largo de los
filamentos de actina y principalmente transporta vesiculas.

La dineina es, junto con la cinesina, la proteina motora mas importante asociada
a los microtiibulos. Esta se mueve hacia al extremo «menos» (Minus End) del mi-
crotibulo (movimiento retrégrado) [3]. La dineina es clave en el transporte inverso
de sustancias en la célula. Este hecho reviste gran importancia en el axén neuronal,
y en el movimiento de Cilios y Flagelos.

La cinesina o kinesina es un dimero cuya funcién en la célula es la de mediar
el transporte de vesiculas y algunos organelos a lo largo de los microtibulos. Dicho

6Reaccién quimica la cual libera energia.
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dimero, como se puede apreciar en la figura 2.3 consta de tres secciones. La seccion
superior se denomina cabeza y posee dos, la seccion media se llama tallo, y la inferior
cola de cual nuevamente posee dos. Los dominios cabeza son los que interactian
directamente con los microtubulos y el ATP, mientras que el dominio cola se encarga
de interactuar con las vesiculas a transportar.

|
1
Dominio Tallo |

Dominio ¢ > Dominio
Cabeza . Cola
-~ -

Figura 2.3: Estructura de la cinesina con ATP(rojo).

2.2.1. El sistema cinesina microtubulo

La forma en que esta proteina transporta sus carga por los microtibulos ha sido
descrita como una caminata sobre el microtubulo. Este supuesto caminar es originado
por reacciones bioquimicas entre la cinesina, el microtibulo y moléculas de ATP.

Dado que la cinesina es una ATPasa, la energia liberada por la hidrélisis del ATP
es la que permite que los dominios cabeza de esta se muevan y unan a ciertos sitios en
el microtibulo, permitiendo que ésta vaya avanzando sobre el microtibulo simulando
asi un caminar bipedo. Durante la hidrolisis del ATP se ha notado que aun para el
transporte de cargas considerables el consumo de ATP es de un ATP por cada paso
de la cinesina el cual es de 8nm [4], y cada cinesina se mantiene activa por a lo
mas unos cientos de nanométros 400 ~ 800 nm lo cual promedia una procesividad
méaxima de unos 100 pasos para las cinesinas saludables en condiciones estandar de
concentracion de ATP [5]. El movimiento del motor se mantiene siempre y cuando
el suministro de ATP (combustible) sea suficiente para completar su trayecto, es
decir que la concentracion de ATP en la célula debe estar por encima de un cierto
umbral y ademas este solo se activa cuando una senal especifica es enviada a la
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célula, cominmente una molécula de calcio mensajero. El ATP utilizado en este
y otros proceso celulares es sintetizado dentro de las mitocondrias como parte del
metabolismo celular ver Apéndice A. La descripciéon de esta complicada dinamica
ha impuesto un reto para cientificos en el mundo entero que tratan de encontrar
los posibles mecanismos de reacciones quimicas que impulsan este motor, asi como
entender las fuerzas asociadas a dicho movimiento, ambas asociadas al consumo de
ATP.

En nuestro trabajo usaremos dos descripciones, una bioquimica y otra biofisica,
para estudiar el problema de la procesividad de la cinesina asi como del desplaza-
miento de su carga a lo largo de los microtiibulos. Ambas descripciones tienen como
base general la Termodindmica Irreversible Lineal, la cual ha mostrado ser una he-
rramienta eficaz y relativamente sencilla para la modelacién de sistemas bioldgicos
pequenos.



Capitulo 3

La termodinamica irreversible
lineal una herramienta para la
modelacion en biofisica quimica
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En este capitulo se dara una breve introduccion a la Termodindmica Irreversible
Lineal (TIL), su fundamentacién y sus aplicaciones en el tema especifico que nos
interesa y que constituyen la base tedrica de los modelos descritos en los siguientes
capitulos. Esta teoria se formulé originalmente para estudiar procesos termodinami-
cos fuera del equilibrio (irreversibles) y como una extensién de la termodindmica de
procesos reversibles.

Al igual que la termodinamica de equilibrio, la TIL se fundamenta en los princi-
pios de conservacion de la energia y el aumento de la entropia. Pero a diferencia de
su contraparte reversible, la TIL admite que las variables de estado, y en particular
los potenciales termodinamicos, dependan del tiempo y la posicién, teniendo como
hipotesis principal la idea del equilibrio local.

3.1. El equilibrio local

Supongamos que un sistema macroscopico se encuentra fuera del equilibrio ter-
modindmico! y que podemos dividirlo en varios subsistemas de dimensiones muy
menores a las del sistema original, pero lo suficientemente grandes para poder definir
cantidades termodindamicas en cada uno de ellos. Es decir si L es la dimension del

1Sus variables de estado varian en posicién y tiempo.

11
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sistema macroscopico, y la dimensién de cada subsistema es [ debe cumplirse
14 <<1<<L.

Donde A es una medida de escala microscépica. El tamafio de [ es tal que localmente
se puede dar un tratamiento macroscépico a cada uno de los subsistemas, ademas
el seccionamiento es tal que cada uno de los subsistemas por separado se supone en
equilibrio, y para cada subsistema respecto a los subsistemas vecinos sus correspon-
dientes estados de equilibrio alcanzados no varian mucho entre si. Es decir, si nuestro
sistema total denotado por Q% , esta constituido por el conjunto de subsistemas s;,
entonces cada subsistema tiene una temperatura de equilibrio local Ty T; ~ T} con
i # j, de igual manera con las demas variables de estado que caracterizan los subsis-
temas, es decir los gradientes de las variables termodinamicas no son muy grandes,
la figura 3.1 muestra esquematicamente la idea.

El nivel de descripcién comprendido entre A y [ corresponde a una escala me-
soscopica, en la cual las cantidades termodinamicas fluctiian, en tal caso la TIL
debé ser completada con una teoria de fluctuaciones termodinamicas, teoria llamada
Termodindmica de no-equilibrio Mesoscdpica (NEMT) si se desea una descripcién de
sistemas de dicha escala.

a) b)
- L . l

i I N
o \(

( %5, 15 \
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L i

\\_//

Figura 3.1: (a) Sistema total fuera de equilibrio, (b) Subsistemas cada uno en equi-
librio local.

El concepto del equilibrio local (l-eql.) junto con la validez de la segunda ley
de la termodinamica localmente nos permitiran aplicar el concepto de entropia a



3.2. PRODUCCION Y BALANCE DE ENTROPIA 13

sistemas alejados del equilibrio mediante ecuaciones de balance para las cantidades
termodinamicas e hidrodindamicas, las cuales en forma local dependeran de la posicion
y el tiempo.

3.2. Produccién y balance de entropia

Antes de discutir el concepto de entropia fuera de equilibrio y de introducir la
ecuacion de balance para la entropia, serd conveniente recordar que el cambio de la
entropia total de un sistema tiene dos contribuciones

dS =d.S+d;S, (3.1)

donde el término d.S es debido al intercambio de entropia del sistema con el exterior
y d;S es la produccion de entropia debida a procesos irreversibles originados en el
sistema.

La variacién temporal de la entropia total del sistema en un volumen V arbitrario
es

ds 0
= /V (v, (3.2)

donde s es la entropia especifica del sistema definida como la entropia S por unidad
de masa.
El intercambio de entropia con los exteriores mediante el flujo de entropia Jg [6].

d.S .
- ——/‘/V-Jsdv. (3.3)

La produccién interna de entropia, en términos de la densidad de produccion de
entropia ¢ la cual por hipdtesis debe cumplir con la segunda ley de la termodinamica
d;S

dt

= / odV,con o >0 por segunda ley. (3.4)
1%

Al sumar las ecuaciones (3.3) y (3.4) e igualarlas con (3.2) obtenemos la siguiente

expresion
0 -
/ —(ps)dV = —/ V. JSdV+/ odV, (3.5)
v ot 1% v

que es valida para cualquier volumen arbitrario, de modo que

5 B}
E(PS) =-V-J,+o, (3.6)
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que es en esencia una ecuacién de balance para la entropia especifica y vemos que
tiene dos contribuciones una debida a un flujo de entropia y otra debida a la produc-
cién interna de entropia. Por otra parte para todo sistema macroscopico podemos
introducir la entropia especifica“s” como una funcién del tiempo y la posicién s(7, t),
estd entropia especifica es la entropia“S” por unidad de masa. De la termodinamica
sabemos que la entropia es funcién de las variables extensivas:

s(7, 1) = s(u(r,t), v(r, t), ns), (3.7)
donde“u”es la densidad de energia interna,“v’es el volumen especifico y n; es la
fraccion masica de la sustancia 7, que en equilibrio satisface la ecuacién de Gibbs,

du = Tds — pdv + Z widn; . (3.8)

=1

Para encontrar el balance de entropia nos valdremos de dos hipdtesis.

Hipétesis (1): Aunque el sistema global no esta en equilibrio, en el elemento de
volumen existe el estado de [-eql., para el cual la entropia s(u, v, n;) es la misma que
en equilibrio.

Hipdtesis (2): La ecuacién de Gibbs, continua siendo valida en ese elemento de
volumen seguido a lo largo del movimiento de su centro de gravedad.

n

Ds_Du+ Dv Dny;
Dt~ Dt P T 2 HMpre

=1

(3.9)

D
Donde i denota la derivada material o baricéntrica definida como

D 0
—=—+4v-V.
Dt Ot
La forma explicita de la ecuacién de Gibbs se obtiene al sustituir las ecuaciones
de balance para“u”, ¥y p; [7, 6] en el Apéndice B también se muestra de manera
sencilla estos calculos. El resultado en forma de una ecuacién de balance es

J _Z,uz %

T

1 — 1 chem

j=1

Ds
= ——V
Dt

R ORY
= (3.10)
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con A; la afinidad de la jésima reaccién quimica definida por A; = Zyiui, la
i=1

afinidad quimica es descrita como la fuerza que conduce a las reacciones quimicas,
en la seccion 3.4 se explicara con mas detalle esta variable. En la ecuacion anterior
se pueden identificar los siguientes términos, el flujo de entropia

- 1 (- & -
Js,tot:T Jq_;mji ) (3-11)

y la densidad de produccion de entropia

n T

o= —%fq VT — % S P [TV(%) - ﬁ] - %H VT — %Z Jhem A, (3.12)
i=1 Jj=1

En la expresion anterior cada término debe ser mayor o igual a cero para que
cumpla con la segunda ley y ademas la suma de los términos cumple también con la
segunda ley, también debemos notar en la ecuacién (3.11) los términos de la suma
tiene el mismo cardcter tensorial, de igual manera los términos en (3.12) esto de
acuerdo al principio de simetria de Curie, el cual nos dice que para un material
isotropo sdlo se acoplan fuerzas y flujos del mismo cardacter tensorial. Las cantidades
Jsiot v 0 definidas por (3.11) y (3.12) respectivamente son exactamente las mismas
que aparecen en la ecuacién (3.6). La forma de la ecuacién (3.12) permite identificar
los flujos? y fuerzas termodindmicas que acttian sobre el sistema.

Asi en el caso de las reacciones quimicas, el flujo termodindmico asociado es
Jf’wm, mientras que la fuerza termodinamica esta dada por el cociente de la afinidad
A;j sobre la temperatura 7. En el caso de procesos difusivos el flujo asociado es J:D y
tiene como fuerza al gradiente del potencial quimico p; dividido por la temperatura.
Los dos ejemplos anteriores seran tratados con mas detalle posteriormente en el inciso
3.4 y el Capitulo 4. En general todo flujo termodindamico J; tiene asociado una fuerza
termodinamica ﬁ¢, de modo que la densidad de produccion de entropia puede ser
escrita como una suma de los productos entre un flujo y su correspondiente fuerza

o= Fyl,. (3.13)
¢

2Debemos aclarar que usamos la letra J para denotar a todos los flujos, y un subindice para
especificar el tipo de flujo que se trata, pero en el caso de flujos en el que intervienen més de una
especie quimica como en flujos difusivos y quimicos usamos el subindice para denotar que especie
produce el flujo y un superindice para el tipo de flujo.
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3.3. Relaciones lineales

En sistemas cercanos al equilibrio, se puede hacer una teoria general, que suponga
que la relacién entre las fuerzas termodindmicas y los flujos es lineal [8], es decir que
los flujos son proporcionales de cierta manera a las fuerzas

Jy o Fy, (3.14)

como es usual esta proporcionalidad es convertida en igualdad mediante la introduc-
cién de un coeficiente de proporcionalidad y en un esquema mas general el flujo tiene
la forma

Jo == Lok, (3.15)
%)

donde la matriz L4, es llamada matriz de coeficientes fenomenolégicos o coeficientes
de Onsager y donde el doble subindice indica que fuerzas del tipo ¢ generan flu-
jos del tipo ¢. Tales fenémenos son conocidos como efectos cruzados tales como la
termodifusion, el efecto Peltier, efecto Zebeck, etc. Pero para el fin de este trabajo
nos enfocaremos a flujos producidos por una sola fuerza, del tipo J; = —L¢ﬁ¢, tales
como el flujo de calor

—

J, = —KVT, (3.16)
que es mejor conocida como ley de Fourier para la conduccién térmica y muy espe-
cialmente en el flujo por difusién

JP = —DVn, (3.17)

conocida como ley de Fick, y los flujos de reacciones quimicas

J = kA, (3.18)

3.4. Cinética quimica

En la ecuacién (3.12) podemos identificar cuatro términos asociados a la produc-
cion de entropia, el intercambio de calor, los flujos viscosos, los procesos difusivos y
un cuarto debido a las reacciones quimicas. Este tltimo de serd de particular interés
en nuestro trabajo. Suponiendo que la tinica contribucién no nula a la produccion de
entropia es la que proviene de las reacciones quimicas entonces tenemos

m

1
Ochem — ? Z J;hemAj Z 0. (319)

=1
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El hecho que esta cantidad sea mayor o igual a cero se sigue de que pen, cumple
con la segunda ley de la termodinamica. Partiendo de esta condiciéon y suponiendo
que los flujos son proporcionales a las fuerzas se encuentra que el flujo Jj‘f’hem puede
escribirse como J;hem = k;A; lo cual garantiza se cumpla la desigualdad siempre
que k sea positivo.

Para comprender mejor qué representa la afinidad A; recordemos que en un
esquema general de reaccion tenemos

r r/
/
i=1 i=1

con v;; los coeficientes estequiométricos de la reacciéon y por convencién definimos
que el lado izquierdo de la reaccién corresponde a los reactivos y el lado derecho a los
productos. Para una reaccién quimica en equilibrio las fuerzas y los flujos se anulan
es decir J]-Chem = 0, esto implica que la afinidad de la reaccién es cero A; = 0,
es decir en equilibrio la tasa de produccién y consumo de las especies quimicas se
compensan de modo que no hay una reacciéon neta como tal, fuera de equilibrio hay
una reaccion neta hacia alguno de los lados de la ecuacién (3.20) en tal caso el valor
de A; es distinto de cero. Est6 quiere decir que la afinidad como su nombre lo indica
nos indica que tan afin es cierto reactivo a reaccionar.

Por otra parte de la relaciéon de Gibbs-Duhem a temperatura y presion constante,
sabemos que en equilibrio G se minimiza, segin

T aG T
— Zdn. — dn; = 21
dG o, dn; ;:1 widn; =0, (3.21)

i=1

donde p; es el potencial quimico por unidad de masa por unidad de mol y n; es la
fraccion molar.
Introduciremos ahora una nueva variable, el grado de avance de una reacciéon &;,
definido como
dn; = —v;;dg;. (3.22)

Esta nueva variable nos indica como disminuye la concentracion de la #-ésima
especie quimica en proporcién con su estequiometria® para la jésima reaccién. Al
sustituir (3.22) en (3.21) obtenemos

> pivigdé; =0,
=1

3La definicién de & en (3.22) solo es vélida en sistemas homogéneos.
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y puesto que las variaciones de d§; son arbitrarias se sigue que

i=1

siguiendo la estructura de (3.20) al distinguir entre reactivos (lado izquierdo de una
reaccién) mediante los coeficientes v;; y productos (lado derecho) con coeficientes

. / “7 . 4
primados v;;, tenemos que en equilibrio
T

> (i — Vi =0,

i=1
la expresion anterior es la definicién formal de la afinidad de una reaccién [9]

T

A= (v — v (3.24)

i=1
Al sustituir (3.24) en la definicién del flujo (3.18), tenemos

T

chhem = K Z(Vij — Vz/j):ul , (325)

=1

suponiendo que las sustancias involucradas en la reaccién se comportan de manera
ideal, es decir como un gas ideal o una solucion diluida, el potencial quimico se puede
expresar como

n;
i = RT In (W) s (326)

de manera que al sustituir (3.26) en (3.25) y utilizando las propiedades de la funcién
logaritmo obtenemos

Jehem _ o RT {m {H (%)] —In [H (%)] } . (3.27)

Aproximando la funcién logaritmo por In(z) ~ x — 1 mediante la serie de Taylor

tenemos )
n; Vij n; Yij
) -mE) ] e

4El signo (-) para el coeficiente estequimétrico v’ esta dado por convencién y puede verse la
justificacién en cualquier libro de quimica general o fisico-quimica.

Jhm = 1, RT
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la aproximacién anterior esta justificada ya que las n;’s estan debidamente normali-
zadas. En este punto notemos que el coproducto de las n;? es una cantidad constante
asi como RT', de modo que sera ttil absorberlas en unas nuevas constantes, definidas
como

kj = RT [ [(ns) ™y

o (3.29)
k’_j :HjRT H(?’L:q)_wij .
Al realizar el cociente de k; y k_; encontramos la siguiente relacion
r!
[Ty
k; ;
— = 3.30
k—j r ) ( )

[0

i
que no es mas que la definiciéon de la constante de equilibrio de una reaccién quimica

r!

K(T,p)=-—+— (3.31)

A partir de aqui las nuevas constantes k; y k_; seran nuestra definicién de
constante de velocidad o ritmo de la reaccién. Al sustituir (3.29) en (3.28) tenemos.

r T/
chhem _ kj H(nz>VzJ _ k—j (nz)’/z/g , (332)

i

recordando lo expuesto en las secciones previas podemos identificar el flujo quimico
Jf’wm, como them = d¢;/dt°. Esta definicién conduce a la ley de accién de masas
formulada por primera vez entre 1864 y 1879 de forma empirica por Guldberg y
Waage. Esta ley nos da una relacién explicita entre la velocidad de reaccién, las

®Nuevamente esto solo ocurre en sistemas homogéneos, por lo que el término Dn;/Dt en (3.9)
es solamente On; /0t .



20 3. LA TIL UNA HERRAMIENTA PARA LA BIOFISICA QUIMICA

concentraciones de las especies quimicas involucradas en la reaccion y las constantes
de ritmo de dicha reaccion

r r/
chem __ _ _ Vij _ ) ' V’L{j
= T T 1:[(7%) k- i () (3.33)

La ecuacion (3.33) es la base de la toda la cinética quimica de reacciones elementales
y serd fundamental para el desarrollo del Capitulo 5 y el Apéndice C .

3.4.1. Técnicas basicas de cinética quimica

Profundicemos un poco més en el uso de la ecuacién (3.33), su significado, resolu-
cién y aplicaciones. Como se dijo anteriormente la ecuacion (3.33) nos da una relacién
para la velocidad de la reaccién w; en términos de las concentraciones molares de las
especies quimicas. También serd de gran conveniencia expresar la ecuacién (3.33) en
términos de las concentraciones de las especies quimicas y no solo de las fracciones
molares de éstas como se habia hecho anteriormente, es decir darle dimensiones a la
ecuacion de velocidad de la reaccién. Asi la ecuacion de velocidad toma el aspecto

r!

1 d[Ni] _ - vij . Vi
wj=———— —kjliI[Nz-] — ko [V, (3.34)

Vij

(2

donde los [N;] denotan unidades de concentracién para cada especie, por ejemplo
moles por unidad de volumen, mol dm 3. Esta definicién, junto con la de w; hacen que
w; tenga unidades de mol dm > s™!, este uso de unidades aplica sobre las constante
de ritmo k;, aunque en su caso las unidades explicitas dependeran del tipo de reaccion
que se tenga, esto se conoce como orden de reaccion.

Antes de considerar los distintos ordenes de reaccién, debemos hacer una dis-
tincion entre dos tipos principales de reacciones. Las reacciones elementales, son
aquellas que se llevan a cabo en un solo paso y sin la presencia de intermediarios y
las reacciones no-elementales, en las cuales existen intermediarios aunque estos no
aparecen en la reaccién total balanceada. A continuacién se esquematizan estds ideas.

Reaccion elemental

Paso tnico A—B

Reaccién total balanceada A — B
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Reaccion no-elemental

Paso 1 A—1
Paso 2 I, — 1,
Paso 3 I, — 1
Paso (n-1) IL,,—1 4
Paso n I, ,—B
Reaccion total balanceada A—B

El orden de reaccién

Permite conocer la dependencia de la velocidad de la reaccion con las concentra-
ciones de los reactivos. La ecuacién (3.33) proporciona esta informaciéon de manera
explicita, pero solo para reacciones elementales. A continuacién desarrollaremos la
cinética de reacciones elementales asi como sus implicaciones.

Comencemos con la reaccién mas simple posible, una reaccion elemental uni-
molécular

AL B, (3.35)

en tal caso la ecuacién de velocidad de la reaccion en funcion de la concentracion del
reactivo A serd sencillamente w = k[A], aqui para que ambos lados de la ecuacién
tengan las mismas unidades k debe tener unidades de s~*. De modo que la reaccién
(3.35) es de primer orden y la constante k es una constante de velocidad de primer
orden.

Ademas de (3.35) podemos plantear directamente una ecuacién diferencial para
hallar la concentracién de A en funcion del tiempo dada por

— ), (3.36)

cuya solucién es una funcién exponencial decreciente [A]; = [A],e ™. Esté es el com-
portamiento tipico de una cinetica de primer orden y dado que esta rama de la
fisico-quimica es en gran parte experimental, siempre que se observe un comporta-
miento de este tipo en una reaccion se puede suponer de primera instancia que sigue
una cinética de primer orden, a no ser que halla evidencia experimental que indique
otro orden de reaccion.
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El siguiente caso posible de reaccién segin su complejidad es tener una reaccién
dimolécular, en tal caso tenemos en realidad dos posibilidades

A+4 5 ¢ (3.37-a)
A+rB B ¢ (3.37-b)

en el primero de los casos posibles la ecuacién de velocidad serd w = k[A]?, y para el
segundo caso w’ = k’[A][B], en ambos la constante de velocidad debe tener unidades
de mol=tdm? s~1.

Analicemos primero la ecuacion diferencial que plantea el primer caso, para el
cual

Ld[A] 0
— 5 = k[A]%, (3.38)

esta ecuacién tiene por solucién [A]; = 1/(2kt + [A];1), que describe un comporta-
miento hiperbdlico de la concentraciéon de A como funcién del tiempo. El siguiente
caso plantea la siguiente ecuacion diferencial

d[A]
dt

— = k'[A][B], (3.39)
aqui tenemos una sola ecuacion diferencial y dos incégnitas, se requiere conocer otra
ecuacion para resolver el problema, estd ecuacion ya la conocemos y hemos utilizado,
es la relacion que existe entre el grado de avance de la reacciéon y la concentraciéon
de las especies involucradas en la reaccion, ecuacién (3.22). Dicha ecuacién permite
plantear una relacion segin la estequiometria de la reaccion entre las concentraciones
de Ay B.

Si consideramos que inicialmente cada especie quimica involucrada tiene una
concentracion inicial [N], podemos establecer la siguiente tabla

Concentracién de reactivos
Tiempo  [A4] |B]
=0 [A]o [B ]o
t=17 [Al,—x [Blo—=

Tabla 3.1: Razon estequiométrica de las especies quimicas a un tiempo dado segin
el grado de avance de la reaccion.
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Donde x no es mas que el grado de avance expresado en unidades de concentra-
cién mol dm ™3, asi la ecuacién diferencial se convierte en

dx ,
E =k ([A]o - w)([B]o - :B), (3'40)

la cual es resoluble mediante métodos de integracion de fracciones parciales, teniendo

por solucién
[Alo([Blo —2) | _ _ /
1Il { [B]o([A]o _ ZL‘) } - ([B]O [A]O)k t7 (341)

Otro caso importante es el de las reacciones termoléculares, de las que hay tres
casos

A+A+A 5 D, (3.42-a)
A+A+B 5 D, (3.42-b)
A+B+C & D, (3.42-)

Este tipo de reacciones son ya en si mismas muy poco probables y no hay evidencia
experimental de que haya reacciones elementales con molecularidad superior a tres.
Aunque esto no implica que en una reaccién no elemental su orden de reaccion este
limitado a tres, de hecho; en este tipo de reacciones se pueden tener no solo ordenes
superiores a tres sino también 6rdenes fraccionarios.

En este caso el primer tipo de reaccién termolécular nos plantea la siguiente
ecuacion

d[A]

- = k[A]?, (3.43)
el segundo caso n
d[A / 2
— g = AP (3.44)
y el tercer caso
— M = k"[A][B][C], (3.45)

dt
en los tres la constante de velocidad debe tener unidades de mol=2dm®s~!, para
ejemplificar el comportamiento de estas reacciones bastara con resolver el primer
caso, el cual tiene por solucién [A]; = 1/1/6kt + [A];2, notemos que tanto la ecuacién
(3.42-a) como (3.37-a) tienen la forma general d[A]/[A]? = kdt, el cual tiene como
solucion

- = kt, (3.46)
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se puede ver que para valores de ¢ = 0 se tiene como resultado una expresion del
tipo
([A], — =) = —kt, (3.47)

estd es una ecuacién de orden cero, y su constante de velocidad debera tener unidades
de mol dm~=3 s71. El manejo de las reacciones anteriores es suficiente para desarrollar
la cinética de reacciones no-elementales que es mas compleja, pero primero compa-
remos sus comportamientos generales comenzando con sus distintas constantes de
velocidad.

Orden de reaccién Unidades de la constante
de velocidad

orden cero  moldm ™3 st

primer orden s7!
segundo orden  mol~tdm? s~
tercer orden  mol =2 dmb s~

1
1

Tabla 3.2: Dependencia con el orden de reaccién de las unidades de la constante de
velocidad.

Mecanismos de reacciones

Un mecanismo es la secuencia de pasos elementales en la transformaciéon de reac-
tivos a productos. Es una descripciéon molecular de coémo los reactivos se convierten
en productos durante la reaccion.

Todo mecanismo involucra la presencia de un intermediario el cual se forma en
un paso y se consume en otro. Como ejemplo tomemos una reaccién de 2 pasos con
un solo intermediario

AT

) (3.48)
I1%B

este tipo de reacciones se conoce como consecutivas. Veamos que pasa con la cinéti-
ca del reactivo A siguiendo el mecanismo antes mencionado y comparemos con la

cinética de la reaccién total balanceada A — B, en el supuesto que se diera en solo
paso elemental. En el caso del mecanismo la ecuacién de velocidad para A es

d[A]

= —ki|A
dt 1[ ]7
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—Orden Cero
—Primer Orden

—Segundo Orden
—Tercer Orden

Figura 3.2: Comportamiento grafico [A];, para distintos 6rdenes de reaccién. En todos
los casos los valores de k y de [A], son los mismos.

mientras que en el segundo caso la ecuacién de velocidad es (3.36), ambas tienen
por solucién una exponencial decreciente. De primer instancia uno deduciria que
la reaccién (3.48) es simplemente una reaccién unimolécular elemental, pero ahora
veamos que ocurre con la cinética del intermediario I y el producto B

] _ dB] _
I —kl[A] _kZ[I] y dt —k2[1]7 (349>
la ecuacién para [I] tiene por solucién
—[A ky —kit _ _—kot
[]e = [Al, (e e k) | (3.50)
ko — Ky

este resultado se sustituye en la ecuacién plateada para [B] y se obtiene el resultado

[B], = [A], [1+ (kie ™" — kpe™M4) | . (3.51)

ko — Ky
En el caso se la reaccion unimolécular elemental el resultado seria

[Bl: = [A], (1 — ke ™) , (3.52)
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vemos que el comportamiento ha cambiado notoriamente, debido a la presencia de
un solo intermediario. También que para realizar un correcto estudio cinético de una
reaccién no basta con conocer el comportamiento alguna de las especies involucradas
en la reaccion si no por el contrario en ocasiones para diferenciar entre una reaccion
elemental y una no-elemental y poder proponer un mecanismo en caso de ser necesario
hay que conocer el comportamiento de todas las especies quimicas involucradas. Las
implicaciones de un mecanismo van ain mas lejos de lo que se ha mostrado arriba,
ya que estos inclusive cambian el orden cinético de las reacciones y en tales casos no
hay una correlacion entre el coeficiente estequiométrico y el orden de reaccion. Todo
esto hace que la proposicién de mecanismos a partir de una reaccion neta balanceada
sea un asunto no trivial®.

La gama de reacciones no-elementales es muy amplia y entre ellas encontramos
las reacciones en equilibrio o reversibles

las reacciones en paralelo
A— B

A—C,

reacciones en cadena y reacciones cataliticas. Estas 1ltimas son en verdad interesantes
y como se menciona en el capitulo introductorio la reacciones cataliticas mediadas por
enzimas seran una herramienta poderosa para la modelacién de nuestro problema.
A continuacién explicaremos algunos métodos usados para analizar la cinética de
esté tipo de reacciones cataliticas cuyos mecanismos, en gran parte de las ocasiones,
son realmente complicados.

El estado estacionario

Se dice que un sistema cualquiera es estacionario si esté no cambia en el tiempo,
es decir su derivada temporal es nula. En el caso de la cinética quimica dicho estado
surge cuando en un mecanismo de reacciones la concentracion de alguno de los inter-
mediarios involucrados en la reaccién se mantiene constante en el tiempo que dura
dicha reaccién en completarse.

Supongamos que tenemos un mecanismo como el mostrado a continuacién con (j+
1) intermediarios y que el intermediario [; se encuentre en un estado estacionario o

6 Aveces aparte de experimentos hay que tener mucha intuicién y pericia para proponer un
mecanismo.
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muy cercano a este

I

i1 — B,

el intermediario I; participa en dos reacciones y su ecuacion de velocidad es

= kj[L;] — kj[;] =0,

tomando la igualdad a cero obtenemos una ecuacién algebréica para [[;] en vez de
una ecuacién diferencial, esto nos facilitara la resolucion de las demaés ecuaciones de
velocidad que plantea el mecanismo en las que pueda estar involucrada la concentra-
cion de [;.

Esta aproximacién sucede debido a que el intermediario es extremadamente reac-
tivo y por eso su concentracion nunca se incrementara a concentraciones significativas
durante el curso de la reaccion, es decir la velocidad total de produccion del interme-
diario estd balanceada con la velocidad de su consumo, en la figura 3.3 se muestra
graficamente esta idea.

Aproximacioén al equilibrio

Esta aproximacién se da cuando una reaccion esta en equilibrio o muy cerca
del estado de equilibrio, en tal caso como se mencion6 en al inicio de la secciéon la
afinidad de la reaccion es cero, y la relacién entre las concentraciones de las especies
involucradas en la reaccién estan determinadas por la constante de equilibrio de la
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B
|
=

r

concentracion

0 ' ' W@m

Figura 3.3: Concentraciones de las especies A, B e I; como funcién del tiempo, donde
la concentracién de I; en el tiempo alcanza un estado estacionario.

reaccién (3.31), asi para un mecanismo del tipo

Al

Kj
lin =1

I; %2 B,
suponiendo que el paso entre [;_; e I; esta en equilibrio estacionario, se puede
expresar [[;] como funcién de [[;_4] como [[;] = K;[I;_1], y esta expresion puede

ser usada en cualquier otra ecuacién de velocidad en la que aparezca el término [/;]
como la ecuacién de velocidad para B que seria

—— = kpll] = kpK;[I;_1].
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3.4.2. Catalisis, enzimas e inhibidores

Con las técnicas previamente descritas podemos estudiar el problema particular
de reacciones cataliticas mediadas por enzimas, que como hemos dicho anteriormente,
constituyen una poderosa herramienta en la modelacion bioquimica de los motores
moleculares.

En condiciones naturales ciertas reacciones quimicas ocurren en lapsos de tiempo
muy prolongados, es decir su velocidad de reaccién es baja. Sin embargo existen cier-
tos agentes quimicos llamados catalizadores que aceleran este proceso y que al final
de la reaccién se recuperan su concentracion inicial, como si no hubieran participado
en la reaccién. Esta es la definicion de un catalizador.

Existen una gran variedad de catalizadores y son muchos los mecanismos de
reaccion a los que dan lugar. Sin embargo, para nuestro fin solo seran de interés
los catalizadores conocidos como enzimas, moléculas bioldgicas sintetizadas por las
mismas células y que sirven para regular los multiples procesos que se llevan a cabo
dentro de los organismos vivos.

L4

Velocidad de la reaccion

T

Reaccion con enzima

Reaccion sin enzima

!

Concentracion de reactivo

Figura 3.4: Comparacién entre una reaccion catalizada por enzimas y sin catalizador.



30 3. LA TIL UNA HERRAMIENTA PARA LA BIOFISICA QUIMICA

Enzimas

Las enzimas son biomoléculas presentes en todos los seres vivos y permiten la
transformacion de otros compuestos (sustratos) en productos ttiles para el meta-
bolismo de los seres vivos, replicacién de cadenas de ARN, ADN, entre otros. Los
sustratos en su mayoria solo son afines a un tipo especifico de enzimas, por el con-
trario las enzimas pueden ser afines a mas de un sustrato. La unién de la enzima
con sus sustrato afin se lleva acabo en un sitio especifico de la enzima llamado sitio
activo en el cual la transformacién del sustrato a producto es llevada a cabo. Si la
enzima es afin a méas de un sustrato puede ser que la enzima posea mas de un sitio
activo o que ambos sustratos compitan por el mismo sitio activo, se cual sea el ca-
so desde el punto de vista de uno de los sustratos el otro u otros sustratos actian
como inhibidores de la reaccion del primero. Los motores moleculares son enzimas
que pueden catalizar las reacciones asociadas al movimiento del motor con base en
al menos dos sustratos, uno de ATP y otro de ADP. Mas adelante mostraremos que
el ADP juega el papel de inhibidor del movimiento del motor molecular basado en
la reacciéon con ATP como sustrato.

Ley de Michaelis-Menten

La manera mas sencilla de modelar la catalisis enzimética es mediante un meca-
nismo conocido como mecanismo de Michaelis-Menten(M-M), el cual se muestra a
continuacion

E+S%2E&£E+P, (3.53)

-1

donde la enzima E actua como catalizador en el proceso que permite la transforma-
cién del sustrato S a producto P, en un paso intermedio del proceso la enzima y el
sustrato reaccionan reversiblemente para formar un complejo llamado enzima sustra-
to E'S. Siguiendo las leyes de la cinética quimica [10] podemos obtener la ecuacién
de velocidad para cualquiera de los reactivos y productos de la ecuacién (3.53). En
nuestro caso nos interesan tanto el complejo ES como el producto P. La ecuaciones
de evolucién para sus respectivas concentraciones [ES] y [P] son:

%[ES] o[BS 4+ k[E][S] — k1 [ES], (3.54)
d
w= 2 [P) = kol ES] . (3.55)

Si ahora se considera que la concentracién de E'S en toda la reaccién es casi constante,
es decir su variacién en el tiempo es aproximadamente cero, entonces podemos usar el
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método de aproximacién al estado estacionario [10] para encontrar la concentracién
de ES en términos de la [E], [S] y la constante de equilibrio quimico

%[ES] ~ 0 = —ky[ES] + k1[E][S] — k_1[ES] =

(ko + k_1)[ES] = k1 [E][S].

En este paso se podria despejar ya el valor de [ES], sin embargo es conveniente
introducir un término nuevo antes. En cada instante de tiempo la concentracion
total de enzima es la cantidad [E] 4+ [ES] llamémosla, [E],. De aqui tenemos que

[E] = [E], — [ES]
y con esto obtenemos finalmente la concentraciéon de ES como

(k2 + k1)[ES] = ka([E] — [ES])[S]

B ki [Eo[S]
[BS] = (k_1 + ko) + k1[S]

(k_1+ ko) /Fy + [S]

Si definimos ahora los parametros conocidos como parametros de M-M:
Ky = (k_1 + ko) /K, (3.56)

Umaz = k2 [E]o; (357)

con estos 2 parametros la ecuacién (3.55) queda expresada finalmente del siguiente

modo y g

= _[P] = 'Umax#-
dt Ky +[S5]

Esta ecuacién tiene una forma hiperbdlica al graficar [S] v.s. w, sin embargo en
estd forma la interpretacion de los parametros K y Upmaes €8 en ocasiones dificil
de apreciar. Existe una representacién andloga de la ecuacién (3.58) conocida como
representacion de Lineweaver-Burk(L-B), la cual consiste en tomar el reciproco de
(3.58), de modo que la nueva ecuacién queda como

w

(3.58)

1 1 Ky 1
— = 3.59
W Vmaz [S] * Vmaz (3:59)
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que es lineal al graficar — v.s — y el parametro v,,,, se convierte en la ordenada

w S
al origen de la recta con pendie[nt]e K /Vmaz- Usando directamente con la ecuacion
(3.58) el papel que juegan estos pardmetros es diferente, siendo vy, la asintota
de la hipérbola descrita por (3.58) y K, el valor de [S] cuando w = vpe,/2. En
la figura 3.5 se muestran el comportamiento tipico y la identificacién de v,a. v Kpr
en ambas representaciones.

| o
| — K]w = ]_3 P \\\N\‘ — K]\/[ = ]_3
0.501/1 1 _ \‘\,
I — Ky =050 | 7 — Ky =05
N — Ky =26 0 — Ky =26
00.51‘.3 2'.6 5 1‘0 1‘5 2‘0 -10 g 1 0 5

[5] o

Figura 3.5: (a) Representacion [S] v.s. w de una cinética M-M ideal (b) representacion
de Lineweaver-Burk de los mismos datos. En ambos casos se modificé el valor de K,
y se uso el mismo valor de v,4;.

Inhibicién competitiva

Cuando el sustrato .S, como el inhibidor I, compiten por el mismo sitio activo.
En inhibidor competitivo reacciona reversiblemente con la enzima para formar un
complejo enzima-inhibidor E1, analogo al complejo enzima sustrato. Como se ve en
la figura 3.6 el sitio activo es aquel donde se lleva acabo el acoplamiento de la enzima
con el sustrato o el inhibidor. El mecanismo propuesto en este caso es uno de tipo
M-M solo que ahora existe una reaccién reversible en paralelo de la enzima con el
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+7 B

Productos

ES E
Bl

Figura 3.6: Esquema de un mecanismo con inhibicién competitiva.

inhibidor
EF+5— SLIEN ES kB + P,
k 1
_l’_
I (3.60)
IK;
El

donde K es la constante de equilibrio asociada a la reaccién de la enzima con el
inhibidor definida como

K, =+ (3.61)

De manera similar a como se hizo para el mecanismo de M-M se pueden escribir las
ecuaciones de velocidad de las especies involucradas y en cuanto al efecto que causa
el inhibidor al ser de tipo reversible este no experimenta reacciones quimicas al unirse
con la enzima y tras disociarse de la enzima esta recupera su actividad con el sustrato
tal disociacion ocurre por aumentos en la concentracién del sustrato o disminucién
del inhibidor. De ahi que su efecto en la cinética pueda ser estudiado usando la
aproximacién al equilibrio para [E1] y teniendo en cuenta que ahora la concentracion
total enzima [E], debe incluir el término de [EI], es decir [E], = [E] + [ES] + [E1].
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Se obtiene una expresion para la velocidad muy semejante a la de M-M
B Umaz|S]

- K (L+ [I]/Kp) +[S]

El efecto del inhibidor en la representacion de Lineweaver-Burk es ficil de apreciar
ya que modifica el valor de la pendiente

w

(3.62)

Figura 3.7: Representacion de Lineweaver-Burk para una inhibicién competitiva.

Debido a que la interaccién del inhibidor con la enzima es reversible: Una dismi-
nucién en la concentracion del inhibidor desplazara el equilibrio hacia la regeneracion
de la enzima libre. Dado que tanto el inhibidor como el sustrato compiten por el mis-
mo sitio de unién, un aumento en la concentracién de sustrato, provee una segunda
manera de revertir la inhibicién competitiva. Mientras mayor sea la concentracion
de sustrato mayor serd la cantidad de complejo ES.

Inhibicién no-competitiva

En este caso el inhibidor no compite por el mismo sitio activo del sustrato, ya que
la enzima posee un sito activo para el sustrato y otro para el inhibidor lo que permite
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que las dos tanto el sustrato como el inhibidor se unan a la enzima, a continuacién
se bosqueja esta idea. En este caso el mecanismo propuesto es el siguiente

EST

LN
—

¥

— N\
—

o
e

El

Figura 3.8: Esquema de un mecanismo con inhibicién no-competitiva.

E+S—=~ Eskpyp

k_1
+ +
| ; (3.63)
I, K,

ElI+S— FESI

aqui la concentracién total de enzima [FE], es [E], = [E]|+[ES]+[EI|+[ESI] y como
se ve en el mecanismo de arriba, en ambos casos los equilibrios en los que participa 1
se aproximan con el mismo valor de K, es decir

_ el [ES)
Ki= 50 = msr (3.64)
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Usando la aproximacién al equilibrio en ambos caso se obtiene la siguiente ecuacién

de velocidad S1(1 4 11/ FN-1
Umam a
Ky + [9]
Notemos que la ecuacion de velocidad se modifica por el mismo factor que en el caso
anterior, solo que ahora multiplica por completo a la expresion de M-M, mientras

que en el caso anterior rescala la constante K.

YT VTS

Figura 3.9: Representacion de Lineweaver-Burk para una inhibicién no-competitiva.

Debido a que el sustrato y el inhibidor no compiten por el mismo sitio de unién,
un incremento en la concentracion de sustrato no puede revertir la unién porque
también se incrementaria el nimero de complejos que contienen inhibidor £SI. Por
lo tanto, el efecto de un inhibidor no competitivo es reducir la concentraciéon de
complejos ES que pueden dar lugar a producto. Puesto que v, = k2[E], v la
concentracion de enzima total disminuye debido a la formacion de ESI, se espera
que un inhibidor no competitivo disminuya a v,q.

Inhibicion acompetitiva

Un inhibidor acompetitivo no se une a la enzima libre, sino al complejo enzima-
sustrato, £/S. La unién del sustrato modifica la estructura de la enzima, de tal manera
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que la union del inhibidor es posible, la siguiente figura ilustra el proceso:

eiéég

Figura 3.10: Ezquema de un mecanismo con inhibicién acompetitiva.

Asi que el mecanismo propuesto es el siguiente

F+Stpsk pip.
k_1

_|_
I (3.66)
I,
ESIT
De igual manera que en los casos anteriores, la ecuacién cinética queda modificada por

el mismo factor solo que ahora aparece tanto en el numerador como en el denominador
de la expresion para la velocidad:

_ Umaa[S](L + 1)/ K
Ky (1+[1)/Kp) +[S]

(3.67)

En resumen, las tres inhibiciones y sus efectos se pueden sintetizar en la tabla 3.3:
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—1/Ky

Figura 3.11: Representacion de Lineweaver-Burk para una inhibiciéon acompetitiva.

Tipo de Inhibicion Efecto en la grafica de L-B  Efecto cinético

Competitiva La pendiente incrementa Umaz NO cambia
cuando [/] aumenta y la y K incrementa
ordenada permanece. con [I].
No-Competitiva Ambas la pendiente y la Umaz disminuye con
ordenada incrementa si con [I] mientras que
[I] aumenta. Ky permanece.
Acompetitiva La pendiente se mantiene Umaz ¥ K ambas
y la ordenada aumenta disminuyen.
con [I].

Tabla 3.3: Comparacion de los distintos efectos inhibidores.



Capitulo 4
Movimiento Browniano y procesos
estocasticos
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Se dice que un proceso es estocastico, si presenta un comportamiento aleatorio
(azaroso). A los fisicos del siglo XVIII les parecia ridiculo que en un sistema fisico
presentase esta clase de comportamiento. Sin embargo, el posterior desarrollo de la
fisica de ese siglo y del siguiente demostrarian que dichos comportamientos eran
usuales en muchos fenoémenos fisicos y que una de las claves para el desarrollo y
comprension de la teoria atémica de la materia.

Ya a finales del siglo XIX se habian obtenido algunos resultados que indicaban
una conformacion molecular de la materia. Sin embargo en ese entonces no habia
estimaciones del nimero de Avogadro o de la constante de Boltzmann, y nadie habia
podido observar una molécula por medios épticos [11]. Suponer un tamano para
las moléculas no mejoraba el panorama, ya que plantear el sistema de ecuaciones
diferenciales para tales particulas diminutas, y tratarlas de forma determinista era
incomputable en esa época.

Algunos cientificos de la época se darian cuenta que en sistemas de particulas di-
minutas y con un gran nimero de las mismas, el conocer las trayectorias individuales
de cada una era imposible e innecesario, y que por otra parte era de mas utilidad
el conocer el comportamiento colectivo del sistema, comportamiento representado
en buena medida por las leyes de la termodinamica. Esta nueva forma de pensar
pronto sentaria las bases para el desarrollo de la Mecdnica Fstadistica, y quizé uno
de los fenémenos fisicos mas importante que dieron luz a esta controversia, sea el

LAun hoy en dia con las modernas supercomputadoras disponibles, tratar de simular sistemas
con un numero grande de particulas es una tarea dificil.

39



40 4. MOVIMIENTO BROWNIANO Y PROCESOS ESTOCASTICOS

movimiento Browniano?, ya que el estudio de este fenémeno no solo demostré que la
materia puede comportarse de manera aleatoria a escalas pequenas, sino que también
permitié estimar por primera vez la constante de Boltzmann asi como el niimero de
Avogadro y con esto estimar el tamano de las moléculas.

4.1. Movimiento Browniano

La descripcion de este fenémeno se originé al tratar de resolver el problema del
movimiento de una particula de polen en el agua. Este desplazamiento era ciertamen-
te aleatorio ya que la particula de polen no parecia seguir una trayectoria especifica,
véase la figura 4.1. Las primeras hipdtesis planteadas alrededor de 1860 suponian
que el extrano comportamiento de las particulas Brownianas se debia a colisiones
de moléculas de agua con la particula, y que dichas colisiones eran debidas al mo-
vimiento térmico. Sin embargo estas primeras explicaciones eran cualitativas y no

Figura 4.1: Desplazamiento en dos dimensiones de una particula Browniana.

habia experimentos cuantitativos. La primera explicacion cuantitativa del fenémeno
fue dada por Einstein 3.

2Estudiado por primera vez por el botdnico Robert Brown.
3Hubo trabajos anteriores de igual importancia que el de Einstein sobre las particulas Brow-
nianas, como el realizado por Thorvald N. Thiele en 1880 y el de Louis Bachelier en 1900, pero el
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En esa época la naturaleza atémica de la materia ain era una idea controver-
tida. Einstein y Marian Von Smoluchowski dedujeron que si la teoria cinética de
Boltzmann para los gases diluidos era correcta, entonces las moléculas de agua ma-
nifestarian movimientos aleatorios. Por lo tanto, las particulas pequenas podrian
recibir un nimero aleatorio de impactos, de fuerza y direccién aleatorias, en cortos
periodos de tiempo. Este bombardeo aleatorio por las moléculas del fluido podria ser
suficiente para que las particulas pequenas se moviesen de la manera en que Brown
habia descrito. La idea esencial planteada por Einstein fue que, aunque los impac-
tos eran en direcciones aleatorias, habia una pequena posibilidad que una cantidad
suficiente de ellos fueran en una direccién definida (tal como la posibilidad de tirar
100 pares seguidos en un juego de dados) produciendo un desplazamiento neto y
observable por los métodos épticos de la época.

Afortunadamente, las matematicas necesarias para describir el problema fisico,
el calculo de probabilidades, ya habian sido ampliamente desarrolladas por los ma-
tematicos. Solé habia que dar una adecuada interpretacion fisica a los pardametros
probabilisticos. En lo siguiente presentaremos de manera sucinta las ideas basicas
detras de la descripcion matematica del movimiento Browniano.

Pensemos en una particula Browniana suspendida en cierto fluido de viscosidad
7, restringida a moverse en una sola dimension, si registramos de manera discreta la
posicion de la particula a distintos tiempos, de modo tal que tenemos N mediciones,
20(0),z1(t1), ..., zn(ty) de la posicién. Estds mediciones forman lo que en mecénica
estadistica se conoce como ensamble y debido a la naturaleza estocastica del problema
las mediciones no seran reproducibles. Repitiendo el muestreo un niimero suficiente
de veces, en principio deberiamos ser capaces de encontrar la distribucion seguida
por las x;(t) [12].

El ensamble de las z; puede ser representado por un vector Z(t) cuyas entradas
son las x;. La pregunta es, como podemos interpretar & en términos probabilisticos

o(Z,1). (4.1)

Este camino es largo y en ocasiones demasiado complicado. En vez de eso pen-
semos que ocurre si en lugar de tratar de hallar la distribuciéon de probabilidad de
una sola particula, lo que requiere un gran tiempo, realizamos una sola medicién en
el tiempo de la posicion para un sistema con n particulas brownianas, en un siste-
ma ergodico este camino es equivalente y es el modelo mas simple del movimiento
Browniano.

resultado obtenido por Einstein fue decisivo para aceptar la teoria atéomica, de ahi que se reconozca
maés su obra.
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4.2. Difusion

La difusion es un proceso fisico irreversible, en el que particulas materiales se
introducen en un medio que inicialmente estaba ausente, aumentando la entropia del
sistema conjunto formado por las particulas difundidas o soluto y el medio donde
se difunden o disolvente [6]. Cada una de las particulas del soluto se comportan
como una particula Browniana y podemos suponer por su pequeno tamano y baja
saturacion que no interactuan entre ellas.

En este caso nos interesa determinar como cambia la concentracién de particulas
en funcién de la posicién y el tiempo. Para esto analizaremos al flujo de particulas J
por unidad de tiempo en un area de control A. Si imponemos que las particulas de
soluto solo se desplazan en una dimension de acuerdo a lo estudiado en capitulo an-
terior, el flujo J debera ser proporcional al cambio de la concentracién de particulas
n en esa direccién, en la forma

dn

Jp=—-D I (4.2)
La ecuacion (4.2) se conoce como la Ley de Fick de la difusion, formulada por el
fisi6logo aleman Adolf Eugen Fick en 1855. No es de sorprender que el coeficiente de
difusién D aparezca en la expresion como parametro de proporcionalidad, lo que nos
indica que el flujo de particulas por drea por tiempo es directamente proporcional
al valor de D. Notemos ademas que para una distribucion original de particulas de
soluto que se encuentren distribuidas no homogéneamente en el disolvente, la Ley
de Fick nos indica que esta distribucién tendera a homogeneizarse con el paso del
tiempo. Esto quiere decir que n no sold varia en x sino que de hecho también varia
en el tiempo, y lo hace en la forma

dn d

— = ——Jp, 4.3

at — dx"” (4.3)
que no es mas que la ecuacién de continuidad[6]. Si derivamos a la ecuacién (4.2)
respecto a x y usamos el resultado anterior obtenemos

dn D d*n

que es la ecuacién de difusién. Debemos notar que (4.2) y (4.4) son ecuaciones de-
terministas surgidas de un problema estocdstico, y que (4.4) es andloga al la Ley de
Fourier para la transmision de calor, por lo que aceptara las mismas técnicas usadas
para su resolucion.
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En un caso més general, tanto (4.2) como (4.4) pueden ser tratadas permitiendo
que las particulas soluto se difundan en cualquier direccién e incluso teniendo mas
de una especie de soluto, en tal caso la ley de Fick y de difusion tendran una forma
vectorial [6].

Si las particulas estan en presencia de un campo externo ®, este campo creara un
flujo uniforme extra determinado tanto por ® como por la fuerza de friccion del fluido
que contiene las particulas

(4.5)

donde £ es el coeficiente de friccién por unidad de masa del medio § = 67n/m. Asi el

flujo total serd
nd dn

J=Js+Jp mi I (4.6)
y la ecuacion de difusién tomara la forma

dn d (nd d*n

B it —. 4.

di dx<6>+Ddx2 (4.7)

Para cualquier distribucion inicial de la densidad de particulas, a un tiempo sufi-
cientemente largo, estas alcanzaran el estado de equilibrio en presencia de un campo
externo. Por ejemplo, en presencia de un campo gravitatorio surgira un efecto de sedi-
mentacién en el equilibrio, con lo que la solucién de (4.7) para el estado de equilibrio
(no dependiente del tiempo) serd [12]

n(z) = nyet®/ksT (4.8)

con T la temperatura del fluido y kp la constante de Boltzmann. Si sobre el sistema
no se aplican fuerzas externas y el sistema es de extensién infinita, la distribucion
correspondiente se ensanchard indefinidamente.

Una relacién importante que debe cumplirse para que el movimiento de las
particulas ocurra de conformidad con las condiciones macroscopicas impuestas sobre
el sistema es la siguiente:

p_kaT
mp
que es conocida como la relacidn de Stokes-FEinstein para la difusion [13]. Esta rela-
cién es de suma importancia ya que tanto D como 3y T son cantidades medibles y
permiten dar un valor a la constante de Boltzmann k. Ademas, D y (3 son distintas
para cada tipo de particula y fluido, por lo que también caracterizan el experimento.
Para ver una derivaciéon més detallada y completa de (4.9) ver [13].

(4.9)
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La importancia de estos dos parametros se vera reflejado en todos los problemas
cuyo tratamiento involucre en el fondo un comportamiento de particula Browniana,
tal como en fenémenos difusivos, de osmosis, de particulas coloidales y en suspension.
Y apareceran como parametros de importancia en las ecuaciones usadas para des-
cribirlos. En particular, en el siguiente inciso discutimos el movimiento Browniano
a tiempos largos en el seno de un fluido estacionario el cual es bien descrito por un
tipo de ecuaciones conocidas como ecuacion de Langevin, asi como por ecuaciones de
tipo Fokker-Planck y de Smoluchowski [14], las cuales serdn el fundamento tedrico
del modelo fisico planteado en el Capitulo 7.

4.3. Ecuacion de Langevin

En fisica estadistica, la ecuacién de Langevin es una ecuacion diferencial estocasti-
ca que describe el movimiento browniano en un potencial. Esta ecuacién es fenome-
nolégica? y newtoniana®. Las primeras ecuaciones de Langevin que fueron estudiadas
fueron aquellas en las que el potencial es constante, de forma tal que la aceleracién a
de una particula browniana de masa m se expresa como la suma de la fuerza viscosa
f¢(t) que es proporcional a la velocidad de la particula (ley de Stokes)

fr(t) = —=Po(t), (4.10)

donde [ es el coeficiente de friccién por unidad de masa del fluido 8 = 67na/m [15],
y un término de ruitdo fr. Esta cantidad representa el efecto de la serie continua de
choques con los atomos del fluido que forma el medio, y al ser una fuerza de caracter
aleatorio debemos esperar que cumpla las siguientes condiciones probabilisticas [14]

< fr(t) >=0, (4.11)

< frR@)fr(t") >= Bo(t —t). (4.12)

La ecuacion (4.11) nos indica que el promedio de esta fuerza aleatoria es cero, mien-
tras que (4.12) nos indica que aunque la fuerza promedia a cero, el ruido térmico tiene
una magnitud no nula. El resultado (4.12) es conocido como Teorema de Fluctuacion
Disipacion [14].

Dicho teorema enuncia que la magnitud de la fuerza aleatoria es proporcional a
la temperatura del bano térmico. Como la correlacién es proporcional a una funcién

4Una ecuacién fenomenoldgica es aquella cuyos parametros de dependencia son ajustados direc-
tamente en base al experimento.
>Cumple la segunda ley de Newton.
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Delta de Dirac, §(t—t'). Esto implica que la dependencia en la temperatura debe estar
asociada al pardmetro B = B(T). Finalmente usando el hecho de que la ecuacién de
Langevin es de tipo newtoniano podemos escribirla como

du(t

W o) + alt) (4.13)

Para encontrar la dependencia especifica de B(T) en la temperatura debere-

mos resolver la ecuacién diferencial (4.13). La forma en que se resolvera la ecuacion
serd mediante la aplicacion de la transformada de Laplace la cual nos permitira trans-
formar la ecuacién diferencial (4.13) con dominio en el tiempo a una ecuacién alge-
braica en el dominio de frecuencia temporal:

e {8 — ot + falt) . (4.14)

donde L es el operador de la transformada de Laplace [16]. Si ademads fijamos condi-
ciones iniciales para v(t), segin las propiedades de la transformada de Laplace para
derivadas de funciones obtenemos:

L{=po(t)} = =P0(s),
L {dil—gft)} = s0(s) — v(0),

L{fr(t)} = fr(s),

donde las funciones #(s) y f(s) son las respectivas transformadas de las funciones v(t)
y fr(t), y v(0) la velocidad inicial impuesta por las condiciones iniciales del problema.
Asi podemos rescribir (4.14) de la siguiente manera

si(s) — v(0) = —0(s) + fa(s).

Reordenando los términos tenemos

(s + B)o(s) = v(0) + fr(s),
finalmente podemos despejar 0(s)

v(0) + fr(s)
s+06

0(s) =
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Ahora podemos aplicar la transformada inversa de Laplace £~! para encontrar una
expresion para v(t)
| v(0) + fr(s)
v(t)= L7 —L—0 4.15
( ) { s+ ( )

para aplicar la anti-transformada en el lado izquierdo de la ecuacién solo hay que
utilizar el teorema de traslacién y convolucién para transformadas [17], obtenemos
entonces

v(t) = v(0)e P + /t fr)e PEdt, (4.16)
0

donde el factor de la integral es la convolucién de las funciones fr(t) y e ™ y el
término v(0)e~?* representa el decaimiento exponencial de v debido a la friccién,
mientras que el término de la convolucién nos indica cuanto contribuye el ruido
térmico a la velocidad.

Calculemos ahora el segundo momento de la velocidad, para esto primero debemos
multiplicar por ella misma la ecuacién (4.16)

v(t)? = v(0)%e~2 + 20(0)e " [ fr A=) gy +
+ Jo Ir Se=qy [ fr(t")elt=at",
promediemos ahora sobre el ensamble de realizaciones del ruido
<v(t)? >=<v(0)2e 2 > + < 20(0)e P! fot frt)e PE=1at > +
< [y [y e P e =Bt fo (41 fp(t")dt At >=>
< v(t)? >=v(0)%e 20 4 20(0)e 7 fg e A=) < fr(t) > d'+

+f0 fo e AU =BT < fr(t') fR(t") > d'dt”.

Usemos ahora las propiedades antes mencionadas para fr, tenemos asi
< U(t)2 >—= U(0)2672Bt _|_ J“Ot f(]t efﬁ(tft/)e*ﬁ(tftu)Bé(t’ o t")dt/dt”.

Realizando la primer integral para dt” y usando las propiedades de la funcién Delta
de Dirac [17] obtenemos

<(t)? >=0(0)% 2 + B [ e Pt="ay'.
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Realizando la tltima integral obtenemos finalmente

< v(t)? >=v(0)%e 2 4 g(l — e, (4.17)

La ecuacién (4.17) es conocida como el segundo momento de la velocidad [6], si ahora
tomamos el limite ¢ — oo para el cual el sistema alcanza el estado de equilibrio
tenemos

B
limy oo < V() >=< 0® > = 3 (4.18)

La ecuacién (4.18) no es mds que el teorema de equiparticién [12], el cual nos dice
que

kT
<V >e= — (4.19)

Combinando estas 2 ultimas ecuaciones obtenemos la forma explicita de la depen-

dencia de Ben T T
B=-23 (4.20)
m

El método utilizado para obtener (4.16) solé es 1til para la ecuacién de Langevin
con potencial constante, en general cuando el potencial no es constante la expresion
(4.13) tendra un término extra debido al potencial y no sera tan facil de resolver.

4.4. Ecuacion de Fokker-Planck

Otra forma de describir el problema de movimiento Browniano es mediante la
ecuacion de Fokker-Planck, que presenta una ecuacion deterministica que es satisfe-
cha por la densidad de probabilidad dependiente del tiempo. La ecuacién de Fokker-
Planck, denominada asi por Adriaan Fokker y Max Planck, y también conocida como
ecuacién avanzada de Kolmogérov (por Andréi Kolmogérov), describe la evolucién
temporal de la funcién de densidad de probabilidad que depende de la posicién y la
velocidad de una particula.

La ecuacién se aplica a sistemas que pueden ser descritos por un pequeno ntimero
de "macrovariables”, donde otros parametros que varian rapidamente con el tiempo
pueden ser tratados como ruido.

El primer uso de la ecuacién de Fokker-Planck fue la descripciéon estadistica del
movimiento browniano de una particula en el seno de un fluido. El movimiento brow-
niano sigue la ecuacion de Langevin, que puede resolverse para diferentes perturbacio-
nes estocasticas, mediante resultados promediados. Sin embargo, como alternativa a
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este procedimiento, puede usarse la ecuacién de Fokker-Planck y considerar una den-
sidad de probabilidad en la velocidad y el tiempo. Esta distribucién de probabilidad
dependiente del tiempo puede ademas depender de un conjunto de N macrovariables,

de tal manera que el movimiento browniano en cuestién puede ser representado por
una ecuacion de Fokker-Planck (F-P) de la forma [14]

L
ot

d(vo) d%0
5 5o (4.21)

=

Aqui, p es la densidad de probabilidad y es una funcién de la velocidad y el tiempo
0 = o(v,1). Esta es una forma particular de la ecuacién de F-P, que en forma general
la ecuacién de F-P se escribe como

0?

00 0 2
%0 -2 poe)+ Z po(a) ot (1.22)

con DW(z) el llamado el coeficiente de friccion y D®)(z) es el coeficiente de difusién.
Ambos dependen de x (variable generalizada) y de t. Viendo la forma de (4.22)
notaremos que es una ecuacién de difusién® con un término extra proporcional a
una derivada de primer orden en x. En el caso en que p dependa de N variables
arbitrarias la ecuacién (4.22) tendra la siguiente forma

[ Z o, DY () + Z 32 mjDﬁ)({x})] o({z}). (4.23)

En este caso D ({:c}) es un vector y Dw ({z}) es un tensor. En general ambas
cantidades dependen del conjunto de las N variables {x} = x4, x, ..., xy. La expre-
sion (4.23) es la forma mas general de una ecuacién F-P. Soluciones analiticas para
(4.23) son posibles de encontrar en casos especiales tales como:

» Coeficiente de friccion lineal y tensor de difusién constante.

= Si el coeficiente de friccion y el tensor de difusion cumplen ciertas condiciones
llamadas de balance, entonces una solucién por cuadraturas se puede obtener
en el caso estacionario.

= Par el caso de una ecuacion de F-P de una variable, también por cuadraturas
se obtiene una solucion en el caso estacionario.

6La ecuacién de difusion es también conocida como 2% ley de Fick.
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Veamos este ultimo caso, que significa que la densidad de probabilidad p es constante
en el tiempo por lo que 0p/0t = 0, y en el caso F-P de una variable tendremos

0 0?
|9 iy 9 po
0 { 8:6D <x>+8x2D (3:)] 0st () (4.24)
0 0?
%D(l)(l’)gst(%) = @D(Q)(m)gst(@
/ "0 p e gu@d = [ DO ) o (V! —
0 ax Qst - 0 8:[72 Qst
M _ 9 e
DO (2)gu(x) = - D(x)oulx)
A © DMz
0si(@) = D@ (z) [/0 D(z)(x’)dx} (4:25)

En nuestro estudio sol6 discutiremos la solucion de un caso muy particular de
(4.23) conocido como FEcuacion de Smoluchowski, la cual serd expuesta en el Apéndi-
ce B. La ecuacion de Fokker-Planck en el dominio de posicién y tiempo resulta de
gran utilidad cuando se modela el transporte activo de vesiculas en el medio celular.
Esto sera presentado con detalle mas adelante.






Capitulo 5
El modelo bioquimico

— NN NX NN «—r&(g

A continuacion desde la éptica bioquimica, modelaremos a los motores molecula-
res como la cinesina o la miosina en términos de reacciones quimicas autocataliticas
mediadas por enzimas. Ademads, mostraremos que los ritmos de reaccién dependen
de la carga es decir, por la fuerza ejercida por el peso de las particulas transportadas.

Al ser una reaccién catalitica, la primera impresién es que su cinética podria
modelarse de una forma sencilla mediante la ley de Michaelis-Menten [10]. Sin em-
bargo, la evidencia experimental no se ajusta adecuadamente con este modelo tan
simple [18], debido a la dependencia en la carga de la velocidad méxima v,,,, de la
reaccién a niveles saturados de AT'P y la constante de Michaelis Ky, ver Apéndi-
ce C seccion C.1, por lo cual se usara un modelo un poco diferente al M-M baésico.
En la figura 5.1 se muestran algunos de estos resultados experimentales.

A continuacién se analizard un posible mecanismo de avance del motor propues-
to por Visscher y Schnitzer [11]. Este mecanismo establece un ciclo que modela la
velocidad de avance de la cinesina sobre el microtubulo suponiendo, con base en expe-
rimentos, que el doble dominio cabeza de la cinesina no sélo es aceptor de moléculas
de ATP (que a partir de ahora denominaremos 7" por comodidad) sino también de
moléculas de ADP (D) [18]. Estos experimentos muestran también que el estado K
(cinesina) y el estado K'T' (cinesina unida a un AT P) estan fuertemente ligados al mi-
crotibulo (M), mientras el estado ligado K D esta débilmente ligado al microttibulo.
Ambos orientan la cabeza en un sentido especifico respecto al microtibulo; ademés
las cabezas de cinesina s6lo se acoplan en sitios activos del microtibulo asociados
con los monomeros que lo constituyen'!. Puesto que los protofilamentos formados por

'La resolucién de los métodos utilizados para el estudio del fenémeno no permiten identificar en
cual de los dos monomeros sucede el acoplamiento.

o1
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Figura 5.1: (a) Representacién log-log de la velocidad de desplazamiento de la cine-
sina en funcién de la concentracién de ATP. (b) representacién de Lineweaver-Burk

de los mismos datos (Datos obtenidos por Visscher et al., 1999. Puntos datos expe-

rimentales, lineas ajuste con modelo tedrico) [19]. El modelo usado para ajustar los
valores experimentales, a diferencia del mecanismo de M-M supone la existencia de
un paso de isomerizacién del complejo enzima sustrato previo al paso de liberaciéon
del producto con lo que se da un grado de libertad més a la ley de velocidad de la

reaccién que permite ajustar las sutilesas observadas en el valor de la constante de
Michaelis.
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los dimeros tiene un orden especifico y polaridad definida, esto hace que el avance de
la cinesina a lo largo del microtibulo sea en esa direccion especifica, impidiendo el
retroceso del motor. Esta direccion de avance es en el sentido del extremo (+) del mi-
crotibulo?. Antes de describir el mecanismo, introduciremos una pequefia notacién
para entender mejor las ecuaciones que se presentaran.

Dado que las cabezas de K son equivalentes pero ambas interactiian de manera
distinta con los monémeros del microtiibulo, en algunos de los pasos del mecanismo,
usaremos los subindices los a y 3 para distinguirlas, y para enfatizar que moléculas
estdn acopladas en cada momento a ellas®.

3
\
6@

Figura 5.2: Esquema del una cinesina bicéfala desplazandose en un microtibulo, con
etiquetas o y [ para diferenciar las cabezas.

El primer paso en este mecanismo es la fijacion de la cabeza o de la cinesina
al microtibulo, dando lugar al estado M K que serda tomado como nuestra enzima
(E). Este primer acoplamiento entre Ky M debe ser fuerte, por lo cual si la cabeza
de la cinesina tiene una molécula de ADP debera liberase de ella si desea enlazarse
de manera eficaz al microtibulo. Supondremos que en nuestro caso las 2 cabezas
llevan una molécula de AD P respectivamente, asi nuestro estado inicial sera KD y
debera reaccionar del siguiente modo.

KD+ M — MK,, (5.1)
\.D

2El extremo més o ( plus end ) es siempre el extremo del microtiibulo cercano a la membrana
celular.

3Existen otros mecanismos que proponen que solo una de las cabezas de la cinesina es recep-
tora de ATP en tal caso la cinesina no presenta el llamado caminar [20], en nuestro trabajo no
estudiaremos tal caso.
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donde el subindice « indica que la cabeza o de la cinesina se uni6 al microtibulo,
mientras la cabeza (3 aun esta libre.

El segundo paso de este mecanismo de reacciones sera el acoplamiento de un AT P
al estado M K. Aqui la molécula de AT P jugara el papel de el sustrato.

MK, +T == MKT,, (5.2)

k_y

con kj el ritmo de la reaccion directay k_; el ritmo de la reaccién en sentido inverso
Hasta este punto el mecanismo no es diferente de un mecanismo M-M clasico con el
complejo MK como enzima y el ATP (T) como sustrato.

Sin embargo, Visscher y Schnitzer [18] propusieron que el estado K MT se isome-
riza a un estado K MT’ mediante un equilibrio quimico. Esta isomerizacion corres-
ponde al avance de la cabeza libre § hacia la posicion activa siguiente a lo largo del
microtibulo. Estas dos conformaciones son el ingrediente clave para que la cinesina
avance o no

T
MKT, 2= MKT, (5.3)

donde KT es la constante de equilibrio de la reaccién®. En condiciones adecuadas,
la reaccién completa debe estar balanceada a la derecha (la reaccién en el sentido
hacia M KT’ es favorecida sobre la reaccién inversa) por lo que ocurre un cuarto
paso. En este paso la cabeza libre 3 de la cinesina se une débilmente al siguiente sitio
activo mediante un ADP, formando un estado M K'T,Dg

MKT, 2 MKT,D;. (5.4)

Dado que la cabeza 3 esta débilmente ligada a M también libera su ADP para
formar un estado mas ligado

MKT.Ds 2 MKT. (5.5)
\.D

Este estado que esta fuertemente ligado tanto en la cabeza 3 como en la . Y permite
la hidrélisis del AT P sin correr el riesgo de que la cinesina se separe del microtibulo:

MKT % MKDo P. (5.6)

Por ultimo, la cabeza que hidroliza el AT P libera el fosfato y regresa al estado K M.
Con la diferencia que ahora es la cabeza ( la que halla unida al microtibulo y que

4En lo consiguiente cada k; que aparezca en una ecuacién serd la constante de ritmo de su
correspondiente reaccién y las K; serdn constantes de equilibrio.
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se encuentra un sitio activo adelante de donde inicio la reaccion

MKDo P % MEKs+ D. (5.7)

El producto final de las reacciones es el estado M Kpg que es equivalente en sentido
quimico al estado MK, obtenido en (5.1). Ya que los subindices o y /3 son sélo
etiquetas para diferenciar las cabezas de la cinesina, podemos observar que se ha
cumplido un ciclo de la reaccion y que se recupera el estado KM que establecimos
como nuestra enzima en estado inicial.

Con suficiente suministro de AT P, este ciclo puede transcurrir hasta que la ci-
nesina halla migrado a lo largo del microtibulo, hasta agotar su ciclo 1til® siempre
en un mismo sentido. Los pasos (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7) pueden ser tratados como
uno s6lo sin pérdida de generalidad, simplemente teniendo en cuenta los subproduc-
tos producidos entre dichos pasos [18]. Lo verdaderamente significativo ocurre en el
equilibrio M KT, = MKT!, Schintzer propuso que este paso sucede muy cerca del
equilibrio, esto implica que ocurre mucho més rapido que el resto [10]. En términos
bioquimicos esto implica que el tiempo transcurrido en el estado M KT, disminu-
ye ko sin afectar k_;, mientras que el tiempo transcurrido en M KT reduce kT_I
dejando intacto el valor de k. Esto hace que el modelo se comporte de manera cua-
litativamente similar a los resultados experimentales, ver Apéndice C seccion C.2.
En la figura 5.3 se esquematiza el mecanismo completo.

La ley de velocidad que se obtiene como resultado del mecanismo propuesto se
muestra en la subseccién C.2 ecuacién (C.14) de modo general para cualesquiera en-
zimas y sustrato. A diferencia de la ley de velocidad del mecanismo M-M la ecuacion
(C.14) no sélo depende de la concentracién del sustrato sino también de la carga, y
en nuestro problema especifico quedara expresada como

Uhaa (/) AT P]

w(f, [ATP]) = ===

~ Ky () + TP 58)

donde Ve (f) = KS[E), v K1, (f) = (k' + k) /ky, véase el Apéndice C, ecuaciones
(C.16) y (C.15) respectivamente.

Realizando el anélisis dimensional de la ecuacién (5.8) notaremos que efectiva-
mente w(f,[AT P]) tiene unidades de concentracién por unidad de tiempo mol s,
pero en los datos expuestos en la figura 5.1 el valor de la velocidad esta expresado
en unidades de distancia por unidad de tiempo nmm s—!, hay una clara correspon-

dencia entre la distancia que recorre la cinesina sobre el microtibulo y el consumo

5La cinesina sélo puede realizar alrededor de unos 100 pasos, después de dichos pasos su carga
es pasada a otra cinesina que continuara el recorrido y asi sucesivamente.
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KD+M — MK, (1)
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Figura 5.3: Esquema del mecanismo bioquimico asociado al movimiento de la cinesina
a lo largo de un microtibulo.

de ATP. Usando esta correspondencia, podemos definir la funcién de velocidad de
desplazamiento asociada al modelo de Visscher [19] como

¥
o, [ATP]) = (s [T = Loac VAT
[MK], Kl,(f) +[ATP]
donde d = 8nm es la distancia caracteristica de un paso de la cinesina en el mi-
crotubulo [5] y [MK], se supone constante de acuerdo con las hipdtesis del meca-
nismo de Michaelis-Menten. Tenemos entonces que la ecuacion (5.9) estd expresada
en unidades nms~! y v} es la nueva velocidad mdzima de la reacciéon definida

como vl = dx ki que tiene unidades de nm s~*.

max
La expresion anterior esta basada por completo en un modelo tedérico. Sin em-
bargo, es dificil medir el valor de la pseudo constante de primer orden k; de forma

experimental, por lo que resulta més facil medir el valor del ntimero de recambio ke’ .

(5.9)

SA partir de aqui puede ser complicado y confuso distinguir entre las constantes usadas, en
especial el recordar las dimensiones de las mismas, con fin de facilitar la fluidez de la lectura, en
la pagina 112 se incluye una tabla con las dimensiones de dichas constantes.

"El numero de recambio o constante catalitica es una constante de ritmo que cuantifica la
velocidad maxima de la reaccién cuando todos los sitios activos de la enzima estan ocupados por
sustrato, en otras palabras cuantifica la eficiencia de la reaccién a niveles de saturacién.
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Mediante los anélisis hechos en las secciones C.1 y C.2 por medio de la figura 5.1,
podemos diferenciar dos comportamientos esenciales del mecanismo. El primero de
estos mecanismos esta asociado puramente al efecto catalitico mientras que otro al
acoplamiento de la cinesina con el microtibulo [21]. Esta diferenciacion nos permite
expresar (5.9) en la siguiente forma

d * kcat(f)[ATP]
[AT P] + kear (f) /Ko (f)

o(f, ATP) = (5.10)

donde ky, = kear/ K]Tw es la constante asociada a la ligadura de la cinesina con el
microtibulo. Estas dos constantes también dependen de la fuerza y lo hacen en
forma Boltzmaniana [19]:

kgat
kcat(f) - Peat + qcatef(s/KBT, (511)

_ kg
ot e TKET

ko (f)

En estas dos expresiones se introdujeron p y ¢, que son las probabilidades de
ocupacion del estado correspondiente siendo p la probabilidad de estar en el estado
deavance y ¢ del estar en el estado de retroceso [22]. k° es el valor de referencia
de la correspondiente constante que puede expresarse en términos de las constantes
originales ky, k_; y k. La forma de encontrar dicha correspondencia sera mediante
una comparacion directa de las constantes asi como su relaciéon con el proceso de
catalisis o de acoplamiento de la cinesina.

Primero compararemos £k.,; con k; ya que esta ultima esta directamente rela-
cionada con la catélisis y es este proceso el cual permite que la cinesina alterne sus
cabezas produciendo el movimiento del motor

(5.12)

ke koK,
kcat — cat _ 2 _ ;

Deat + Geare?/EBT K, + ef0/KsT

-1
— k?athat _ k;Ko
Peat/Gear + e/ EBT K, + ef0/KBT"

Suponiendo que  peai/qear = K, encontramos que

o ,,—1 __ —1
kcat Aeat = k 9Pcatlcat
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400 ‘

— kege = 100571, f = IpN |
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>
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Figura 5.4: a) grafica de la ecuacién (5.10) para un mismo valor de ky = 1,3uM ! s~
y dos valores de fuerza aplicada, en el primer caso f = 1p/N en todos los demas f =
8pN. b) el valor de ks = 40s™! en todos los caso y f = 6pN. Los valores usados se

tomaron de [19].
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y asi obtenemos
ke = Fabeat- (5.13)

Este resultado nos indica que el valor de £2, es proporcional al valor de ks y a
la probabilidad de estar en dicho estado. En el caso de k;, compararemos contra el
cociente kg /K }/[ teniendo

kg kcat o k2 kl

ky = — —
po + qelkET gt gt g

Desarrollando adecuadamente ambos miembros de la ecuacién y recurriendo a las
expresiones encontradas en el Apéndice C para k‘il y k; obtendremos

kg, K,

po/ay + eksT T Ky 4 (k_y [ky)el0/ksT"

Suponiendo ahora que el cociente py/q, = K,(ky/k_;) encontramos

- Py
kgt = k1=,
b ! b
para finalmente obtener
]{?g = k‘lpb. (514)

Estos comportamientos limite, el catalitico y el acoplamiento tomaran mayor sentido
en el Capitulo 6, donde apreciaremos como el cambio de estos afectara directamente
la procesividad de la reaccion.

5.1. El efecto auto-inhibidor

Retomando el mecanismo propuesto en la primera parte del capitulo, sabemos
que el complejo MK es afin tanto a las moléculas de AT P como a las moléculas de
ADP. La afinidad asociada al complejo activado M KT es mayor que la correspon-
diente asociada al complejo MK D. Como consecuencia de esto el estado MKD
estda débilmente ligado en comparacién con el estado M KT. Ademas en la reaccion
final del mecanismo ecuacién (5.7) tenemos que como resultado de la hidrdlisis del
ATP se liberan una molécula de ADP y un P,;, tomando en cuenta esto y con
la idea del ciclo autocatalitico como base, después de un gran ntmero de ciclos la
concentracion de  ADP aumentara considerablemente. Este hecho hace que la pro-
babilidad de tener estados MK D se incremente con el tiempo, lo cual afectara la
velocidad de avance de la reaccién y ya que las moléculas de ADP compiten por el
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mismo sitio activo que el AT P, es decir el ADP es un inhibidor competitivo. Dado
que no produce ningin subproducto. Aun mas, ya que el ADP es un producto de la
reaccién completa, ocurre que la reaccién se auto-inhibe [20].

Esta observacion sobre la naturaleza inhibidora del ADP nos permite proponer
un nuevo mecanismo que generaliza el mecanismo propuesto al inicio del capitulo.
Agregando el efecto auto-inhibidor, tenemos el siguiente mecanismo con inhibicion
competitiva

f 5
MKQ+T’$MKT&éMKT;---MKDoP%;MKWLD.
k_1
_l’_
D

1Ky
MKD,

(5.15)

La forma en que la presencia de un inhibidor competitivo afecta la ecuacién de
velocidad ya fue expuesta en la subseccién 3.4.2 y en nuestro caso la ecuacién (5.10)
serd modificada de igual manera, asi obtenemos que

Vhaa[AT P

w(f, ATP,ADP) = = (5.16)
[ATP] + (1 + [D]/K,) Ky,
donde K esta definida como
[MK][D]
K, =—FF—. 5.17
Tomando las reacciones en las que interviene el ADP tenemos
K
MK +D = MKD (5.18)
MKDo P % KMs+ D. (5.19)

Al realizar la ecuacién de velocidad para [D] la parte del equilibrio con K, se

anula y solo queda
D
% ks MEDo P (5.20)

Experimentalmente se sabe que el cambio temporal de [D] sigue una cinética de
primer orden con respecto al sustrato AT'P, de tal modo que la ecuacién anterior
queda expresada como

d[D]

Tl ks([AT P),e ™", (5.21)
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resolviendo tenemos

(D], = [D], + [ATP,(1 — e~5st). (5.22)

Esta ecuacién indica que el la concentracion de ADP aumenta con el tiempo, lo
cual es concordante con el mecanismo y los experimentos [20]. Al sustituir la ecua-
cién (5.22) en (5.16) obtenemos una expresiéon para la velocidad como funcién de la
concentracion de AT Py del tiempo w(f, ATP,t).

5.2. Comparacion entre los mecanismos con y sin
inhibicion

En este inciso haremos un andlisis breve sobre el efecto cuantitativo de la auto-
inhibicién por produccion de ADP en los resultados del modelo original.
A partir de la ecuacién (5.8) es posible encontrar una expresién para [ATP);
tomando en cuenta que
d[ATP] ol _(f)[ATP]

max

_ _ : 5.23
dt K}, + [ATP] (5.23)

se sigue que

K]TM In([ATP],/[ATP),) + [ATP], — [ATP], = —v] _.t, (5.24)
si se desea obtener la expresién explicita de [AT P]; a partir de la ecuacién anterior se
debé hacer en términos de la funcién W de Lambert [23], aunque experimentalmente
se obtiene con muy buena aproximacién que [AT P]; es lineal en ¢ véase figura 5.6,
si en la ecuaciéon anterior despreciamos el término logaritmico se tiene que

[ATP); = — (v}t — [ATP],), (5.25)
resolviendo numéricamente la ecuacién (5.23) la grafica resultante se comporta lineal
en un buen medida, para valores estandar de v vy K ]TW

Considerando la expresién de [D]; en la ecuacién (5.22) la ecuacién resultante es

d[ATP] Vhao (f)[ATP]
dt Kl(1+[D+Tl(1—e*)/K;)+ [ATP]’

(5.26)

esta ecuacion no es resoluble analiticamente, por lo que se debé proceder directamente
numéricamente para hallar [AT P];, en la figura 5.5 se muestra esta solucién
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a) b)
6 6
5 5t
= a4t =4}
3 3
ol =3
&~ &~
< 2t <2t
1 1
0 T2 3 20 T2 3 4
tiempo s tiempo s
Figura 5.5: a) Solucién numérica de (5.23) con un valore de vl = = 26uM s~
y Ky = 0,043uM. b) solucién numérica de (5.26) con un valore de vl = =

2,6uM s~ Ky = 0,043uM y K; = 0,2uM. Este comportamiento se puede ale-
jar de la linearidad cambiando los valores de K,y K; drésticamente, pero estos
valores no reflejan el comportamiento experimental del sistema especifico a estudiar.

—[£]
5]

—~|—LES]
g e —|[P]

t

Concentracion

Figura 5.6: Seguimiento experimental de las concentraciones en el tiempo enzima,
sustrato, complejo enzima-sustrato y producto que siguen una cinética de tipo M-M.
Imagen original tomada de www.Arizona.edu (©).
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Las relaciones anteriores sugieren que la concentracion de ATP sigue una ley lineal
de la forma: [ATP];, = —vpast’ + [ATP],. De este modo, estd justificado proponer
dos velocidades distintas de la reacciéon como funcién del tiempo

—vt (vl t—[ATP],)

v(t) = K;rwmfﬁ (U}Z”;t TIATPL) (5.27-a)
U(t)] _vinax<vjna:pt — [ATP]O> (527—b)

T KL+ D+ T)o(l — e ) /K(] — (vhast — [ATP],)

La primera de estas velocidades representa el proceso sin inhibicién mientras que la
segunda contiene el efecto de la inhibicién. En las expresiones (5.27), el tiempo juega
el papel de variable independiente. Si analizamos el termino v} .t — [ATP], sigue
teniendo unidades de concentracion y también el denominador de ambas ecuaciones.
El resultado anterior es importante ya que da la expresiéon para la velocidad de
desplazamiento de los motores moleculares controlados por cinéticas autocataliticas
como las consideradas en este capitulo. Adicionalmente, permite establecer un criterio
bioquimico sobre las condiciones necesarias para que dicha velocidad sea constante
con buena aproximacion. Esto permite, en principio, justificar el modelo biofisico
inicial considerado en el Capitulo 7 de esta tesis, [24]. Para poder implementarlas
en el modelo biofisico del capitulo siguiente, las ecuaciones (5.27) deberdn estar
expresadas en términos de tiempos y distancias caracteristicas. Para conseguir esto,
hemos propuesto multiplicarlas por los factores que tienen en cuenta la longitud de
cada paso y la concentracion inicial de enzima M K, esto es

v(t); = (d/[MK],)v(t) (5.28-a)
v(t)s, = (d/[MK],)v(t)r, (5.28-b)
asi obtenemos
o _v'}nax(t B tf)
v(t)y = K Tobe — (1)) (5.29-a)
u(t) s, T Gl (5.29-b)

"KL LD+ T]o(1— e k) /7] /vhan — (¢ —t7)

donde definimos dos nuevas constantes caracteristicas

d[ATP],

MK, et 0
d

K, =K, (5.31)

[MK], "
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La figura 5.7 muestra el comportamiento temporal de la velocidad de la reaccién con
y sin el término debido a la inhibicion.

200 400
* I§ i
3¢
2
S
S
3
=
2| — Sin Inhibicion
S| — & =30uM
0 tiempo s ty

Figura 5.7: Comportamiento caracteristico de wv(t); y wv(t);, en todos los

casos el valor de vi vy K]iw es el mismo. Los valores usados fueron:

[ATP], = 1mM, [ADP], = 0, v} = 900nms~", K, = 28 uM, ke = 113571

v ks = 5,600 57! todos tomados de [20] también los valores de la constante de inhi-
bicién.

En el pie de la figura se muestran los valores usados para las constantes de las
ecuaciones (5.29). Aunque no son todos los valores involucrados, conviene mencionar
que el criterio usado para definir la concentracién de microtibulos y cinesinas con los
que se establece el valor de la concentracién de enzima total [M K],, consiste en tener
en cuenta que la longitud promedio de los microtibulos es de 5pum. Tomando como
sistema un total de 10 a 50 microtibulos, se estimé la concentracion de tubulina
polimerizada obteniéndose: [M] = 32nM. De manera similar, la concentraciéon de
cinesinas se estimé en [K] ~ 10 — 100nM [20] de modo que si cada cinesina unida
a un monémero de tubulina se considera un estado MK tenemos que [M K], ~
10 — 100nM v K%, = 2,24 um®.

En el desarrollo del capitulo se estudiaron dos mecanismos quimicos para la des-
cripcion del proceso de avance de las cinesinas a lo largo de los microtibulos, estos

8El papel de la pseudo constante de Michaelis wa es una distancia caracteristica a la cual la
velocidad se reduce a la mitad y esta dentro de la escala de la longitud de los microtibulos.
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mecanismo permiten establecer la velocidad de la reacciéon mediante ecuaciones del
tipo Michaelis-Menten. La eleccion de estos mecanismos permitié el desarrollo de
dos ecuaciones (5.29) para el avance de la cinesina en funcién del tiempo modula-
da por constantes de caracter mecanico: velocidades de desplazamiento, distancias y
tiempo caracteristicos obtenidos mediante relaciones bioquimicas del sistema y da-
tos experimentales, estas expresiones complementaran el desarrollo del Capitulo 7
ya que estas seran utilizadas como la funciéon de velocidad asociada al movimien-
to del motor. Ademas el primer mecanismo como veremos en el capitulo siguiente
permitird modelar el avance y procesion del motor en términos energéticos.






Capitulo 6
El perfil de energia

——\X NX X X NN o@@

El mecanismo propuesto para correlacionar la velocidad de desplazamiento del
motor molecular con la velocidad del proceso autocatalitico asociado al consumo de
ATP, puede representarse en términos de un perfil de energia cuasi-periddico debido
a que el proceso de avance ocurre en ciclos practicamente idénticos que, como se
observa en la figura 6.1, realmente favorece el desplazamiento de la cinesina en sentido
anterogrado y hace energéticamente desfavorable el avance en sentido retrogrado.

Utilizaremos el grado de avance de la reaccion & para deducir la forma de la energia
libre de Gibbs, es decir G = G(£). Usando los resultados de la teorfa termoquimica
expuesta en la seccién 3.4, recurriremos a la relacion

dG
(d_f>T7p = ; Valla, (6.1)

donde pu, es el potencial quimico de la a-ésima especie quimica involucrada en la
reaccién. Sabemos que en la aproximacién ideal p, = RT In(n,/n%), de manera tal
que la ecuacion anterior se rescribe como

dG 0
<d_f>T7p = —RT;VQ In(n,) + RT;VQ In(n?), (6.2)

en este caso n, es la fracciéon molar de la especie quimica correspondiente y n¢ el
valor en equilibrio.

Por definicién, existe un grado de avance ¢ para cada uno de los pasos del meca-
nismo de reaccion mostrado en la figura 5.3. En nuestro caso, dadas las suposiciones
ya mencionadas y la evidencia experimental [18, 19], consideraremos que el grado de

67
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avance de las ecuaciones (5.2) y (5.3) es el mismo debido a la existencia de un equi-
librio répido en el proceso de isomerizacién de la proteina motora, ecuacién (4.3).

Utilizando la ecuacién (6.2) tenemos que el diferencial de energfa libre para la
ecuacién (5.2) es

dG = —RT |:VMK In <noﬂ) + VMKT In (ni\/[KT) “+ v In (Z—Z):| df, (63)

Ny Ny KT T

mediante la suposicién de que (5.2) y (5.3) tiene el mismo grado de avance el signo
de los coeficientes estequiométricos en (5.3) se intercambian de modo que el estado
MKT' actua como reactivo en lugar de producto, esto lo podemos entender como
invertir el sentido de la reaccién

MK+ ATP — MKT,

MKT = MKT.

Asi segtn la definicion del grado de avance de una reaccién tenemos que d§, =
—1,;dn; v considerando que inicialmente cada especie quimica involucrada tiene una
concentracion inicial n¢ podemos establecer la siguiente tabla:

Concentracion de reactivos y productos
Tiempo [MK] (T] [MKT) [MKT']

J— (o) (0] (o] o
=0 nyg np NvKT v KT

t=17 nyx—§& ny—§ nyxr+& niyxr—¢§

Tabla 6.1: Razon estequiométrica de las especies quimicas a un tiempo dado segin
el grado de avance de la reaccion.

El hecho de que en la tabla 6.1 los valores iniciales de [MKT] [MKT'] sean
distintos de cero, se debe a que en la célula medimos estos valores sobre un gran
numero de microtubulos, los cuales contienen mas de una cinesina adherida a ellos al
iniciarse el proceso, también estas se encuentran en diferentes estados del mecanismo

1Est4s dos ecuaciones han sido las esenciales en todo el andlisis cinético expuesto en el trabajo,
ademas el equilibrio rdpido en (5.3) apoya el hecho de considerar un solo grado de avance para estas
dos reacciones.
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propuesto. Utilizando ahora la condicién de equilibrio entre M KT y M KT sabemos

que
NMKT

Kt~
con los datos expuestos en la tabla 6.1, usando (6.2) podemos establecer que al
tiempo 7 el diferencial de energia libre de la reacciéon en conjunto es

dG = —RT [111 (”MK—_f) +1n (KT(”MKT’ - 5)> +1n (”T — 5)} e, (6.4)

(0] o
Nk K TnMKT/

NyMKT =

nr
y simplificando la ecuacién tenemos

dG o o o
RT ~ {In[(nyc — ) (np = O(narery — &) — n(nfxengntyger) t - (6.5)

Para proseguir, es conveniente aproximar la funcién logaritmo de la forma In(z) ~
x— 1, que es valida ya que 0 < ¢ <1y las n{ estdn debidamente normalizadas [25].
Con estd aproximacién podemos rescribir (6.5) como

dG = —RT [(nyric — &) (np — &) (nagrery — &) — (370 k)] dS - (6.6)

Desarrollando esta expresién se obtiene un polinomio de grado tres para &. Rea-
lizando la integracién se obtiene el polinomio de grado cuatro?.

G&) = A + BE + 08+ E, (6.7)

donde los coeficientes estan definidos como

RT

A — T (6.8-a)
B= RT [”MK il ”g i ”MKT’} , (6.8-b)
C— RT [”MK”T + nMKné\/[KT/ + nTnMKT/:| ’ (6.8-¢)
o Gla). (6.8-d)

Es importante hacer notar que al hacer la integracién de la ecuacion (6.5) el término
linea de la energia libre desaparece. La asimetria del potencial es debida exclusiva-
mente al término de tercer orden. La figura 6.2, en la ecuacién (6.7) el grado de de

2el correspondiente desarrollo del polinomio se encuentran en el Apéndice C seccién C.3, asi como
el calculo de la integral.
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>

Energia libre

| 1 m— I I -'
nS+kP (n-D)SHk+DP  (n-2)S+(k+2)P
Coordenada de reaccion

Figura 6.1: Paisaje energético de una reaccién catalitica de varios ciclos.
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=~ AG(k — k+1)
N AG (critico)
© -0,002 Ga(hidréliSiS ATP)
Go(KT)
-0,004
-0,006

Figura 6.2: Modelo tedrico del perfil energético ecuacién (6.7). Los valores de los
parametros usados en la figura fueron tomados con base en resultados experimentales.
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avance £ el cual va de 0 a 1 indica el cambio entre el estado M KT y el estado M KT’
siendo los minimos del potencial las posiciones correspondientes a estos estados, este
grado de avance local esta asociado con la isomerizacién de la enzima mas que con la
hidrolisis de AT P. Considerando que el mecanismo propuesto se realiza sucesivamen-
te en tanto la concentracion de AT P sea la adecuada y debido también a que cada
cinesina tiene una progresividad maxima de 100 pasos [4], esté perfil energético se
repetird a partir del punto final mostrado en la figura 6.2. Sin embargo, es importante
notar que al inicio de cada nuevo ciclo la concentracion de ATP se vera disminuida
debido al consumo de una molécula de AT P en el paso precedente. De este modo en
un esquema de coordenada de reaccion generalizada para este proceso el paisaje de
energia libre se vera como el mostrado en la figura 6.3.

Basados en la consideracién de que al transcurrir cada ciclo la forma del perfil
energético descrito por la ecuacién (6.7) debe en cierto modo repetir el comportamien-
to de una forma cuasi-periddica®, encontramos que una manera sencilla de reproducir
un comportamiento de este tipo mediante un desarrollo en series de Fourier de la
ecuacién (6.7). La inclinacion del potencial se reproduce anadiendo un término lineal
en &, cuyo coeficiente depende del producto de concentraciones iniciales, que siempre
es menor al inicio de cada ciclo. Es decir, la forma general del potencial catalitico es

G (&g)cictico = ? + Z Ay, cos(2mné,) + Z B, sin(2mné,) — DE,. (6.9)
i=1

i=1

donde la variable &4 es el grado de avance global asociado a la transformaciéon de AT'P
en ADP + P; por accién de la cinesina y este no esta limitado a solo tomar valores
entre cero y uno, ya que esta variable modela el comportamiento a tiempo largos. La
forma propuesta para el potencial ciclico tiene una justificacién sencilla, retomemos
por un momento la ecuacién (6.5) que tiene dos términos de orden cero que se anulan
entre ellos. Estos términos estan dados como el producto de las n{ que aparece con
signo positivo y negativo. Del analisis de Fourier sabemos que para toda funcién
g(x) que se desarrolla mediante una serie de Fourier infinita se tiene

g(x) = Ao + Z A, cos(2mnw,z) + Z B, sin(2mnw,) ,
=1

2 :
=1

donde los A, y B, son los coeficientes de Fourier [17], de modo que si a la funcién

3La forma general del paisaje energético es asimétrico, sin embargo conserva la forma de un
polinomio de grado cuatro en cada paso y este se repite en intervalos que se pueden considerar casi
como periodos en una onda periddica.
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g(x) se le suma cualquier otra funcién h(z) se sigue cumpliendo que

g(x) + h(z) = % + Z A, cos(2mnw,z) + Z B, sin(2rnw,x) + h(x) .
i=1 -

De este modo, si durante el desarrollo e integracién de (6.6) evitamos simplificar
los términos que llevan el producto de las n{, tenemos que podemos expresar a la
ecuacién (6.7) como

G(&) = A¢* + BE + 0¢* + E + D¢ — D¢, (6.10)

donde el coeficiente D es simplemente el producto de las n?. Aplicando la propiedad
antes mencionada de las series de Fourier para la parte A&* + BE + C&2 + E + D€
podemos expresar a la energia libre del proceso ciclico como

G = i + ZA cos(2mnw,€) + ZB sin(2mnw,€) — DE,

=1

y al tomar una serie de Fourier finita la igualdad se convierte en una aproximacion tal
como aparece en (6.9). Los coeficientes de Fourier se obtienen mediante las relaciones

A, / &) + DE] cos(2mn&)dg, (6.11-a)
B, — /0 [G(€) + DE] sin(2mné)de. (6.11-h)

El resultado de este proceso genera una onda periddica con la forma de la figu-
ra 6.2, mientras que el término lineal inclina dicha onda. Hasta este punto, la forma
de G(&)eicico dada por la ecuacién (6.9) solo modela la inclinacién del potencial y
la repeticion de la forma de polinomio cuartico en cada periodo. Sin embargo, no
contiene la informacion del cambio absoluto en los valores de las n, al inicio de cada
nuevo paso, esto se logra considerando que los valores de las n,; son en realidad una
funcion del tiempo, es decir n,(t) lo cual afecta directamente a los coeficientes de
Fourier de modo que estos también serdan funciones del tiempo. En vista de esto, la
ecuacion (6.9) sera ahora un funcién de dos variables

G(&gy ) cictico = — (1) + Z A, (t) cos(2mné,) + Z B, (t)sin(2mn&,) — DE,. (6.12)

=1
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Dicha dependencia temporal se obtiene directamente de la ecuacién de velocidad
de la reaccion, esto genera en si una superficie de potencial, pero se puede modelar
nuevamente con una sola variable si se logra colapsar la dimension temporal. Esto es
posible gracias a la correspondencia que existe entre el tiempo y el grado de avance

de la reaccién ecuacién (3.33)

£ g,

—1
¢ h=1(8) "

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se obtiene que el modelo final de G(&;)cictico
sera,

(6.13)

GE i~ S2(E) + D AuEy) con(2mney) + 3 B(€,) sin(2ene,) — DE,. (6.14)
=1 =1

Tomando en cuenta los resultados expuestos en el capitulo anterior sabemos que
la concentracion de enzima total se conserva en el proceso por lo que el valor de ny, g
no se vera afectado tras cada nuevo ciclo, en cambio los valores de ny y nax7 Si,
la forma de estd dependencia en &, se propone lineal, para el primero: np(§,) =
ng — k2,&,, esto en similitud con el caso [ATP]; = [ATP], — v}, ..t y el segundo
nart(&) = nSyrr — Koy, esto debido a que el valor efectivo KT se ve afectado
por el aumento de moléculas de ADP y complejo M KD conforme aumenta &,. La
tarea de realizar la expansiéon en series de Fourier es en si laboriosa, considerando
una dependencia funcional en el tiempo de los coeficientes de la misma complica aun
mas esta tarea de manera analitica, Por esta razon, se procedio a crear el codigo C.1
expuesto en el Apéndice C para realizar esta tarea.

Interpretando de manera cualitativa lo que nos indica el modelo, analicemos
qué sucede con dos ciclos subsecuentes cuando los valores de AT'P son cercanos
al valor de saturacion, es decir, a tiempos cortos después de haber iniciado el movi-
miento del motor. De manera similar, analizaremos lo que sucede a tiempos largos
con dos en los que los efectos de inhibicién debidos a la presencia del ADP han
afectado considerablemente la dindmica del sistema.

En cada paso individual tenemos tres puntos criticos de la energia libre dos esta-
bles y un tercero inestable. La diferencia de energia entre estos puntos y los puntos
del siguiente paso, representan la energia que absorbe y libera el sistema durante el
proceso de avance de un paso. En la figura 6.4 se indican estos puntos y sus diferen-
cias de energia libre entre ellos en forma de energias de activacion y diferencias de
energia.

La curva azul muestra dos energias de activacion y dos diferencias de energia. La
primera de ellas es la G,(KT), la cual es la energia necesaria para pasar la barrera
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Figura 6.3: Modelo ajustado mediante modelo series de Fourier ecuacién (6.14)
para la reacciéon en varios ciclos subsecuentes. Con los correspondientes valores
iniciales n, 7, = 0,02, n = 0,78 y n%;x = 0,2. a) los primeros cinco pasos y
correspondencia en nm avanzados. b) del paso 90 al 95. ¢) del paso 116 al 121.
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Figura 6.4: La curva azul corresponde a una escala de tiempo de unos cuantos segun-
dos. La curva roja en rojo corresponde a una escala temporal de varias decenas de
segundos después del arranque del sistema. A tiempos largos la barrera de potencial
que separa ambos pozos se ha incrementado. En los estados finales del movimiento
ambos pozos tienen la misma energia y posteriormente la inclinacion se invierte. Esto
sugiere que el motor se ha detenido. Este mecanismo inhibitorio podria explicar la
procesividad de los motores observada en los experimentos.
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que separa el estado M KT del estado MKT’'. En los primeros pasos esta barrera
es pequena y la cinesina obtiene la energia necesaria para pasar la barrera de las
fluctuaciones del baiio térmico. El siguiente valor es el de AG(KT), estd diferencia
de energias es negativa e indica que el sistema favorece al estado M KT’ sobre su
antecesor. Después tenemos que la G, (hidrdlisis AT P) corresponde al punto donde
se efectia la hidrdlisis del AT P, la cual libera una cantidad considerable de energia
suficiente para librar la barrera entre el paso n y el paso n+1, estd barrera es mas
grande que la primera, lo que indica que sin la presencia de AT P le seria imposible
a la cinesina dar un paso. Por ultimo se muestra el AG(n — n + 1), esta diferencia
de energias vuelve a ser negativa lo que indica que el sistema favorece el avance de
paso a paso.

La forma del perfil mostrado en la curva roja ha cambiado considerablemente ya
que, aunque el valor de G,(KT) sigue siendo relativamente pequefio en comparacién
con G, (hidrdlisis AT P), en comparacién con su valor en los primeros pasos ha creci-
do un 40 %. Esto repercute en la cinética del sistema haciendo que le sea més dificil
pasar del estado M KT al estado M KT’, ademaés este paso se escogi6é de manera que
muestra un punto crucial del perfil en el que el valor de AG(KT) se anula, es decir,
si bien el sistema logra superar la primer barrera ambos estados son igualmente pro-
bables. En términos del modelo bioquimico, ecuaciones (5.10) y (5.11), esto significa
que los valores de Peat ¥ Gear €stén equilibrados KT = K, = 1. Sin embargo el valor
de AG(k — k + 1) sigue favoreciendo el avance por lo cual aun es posible que la
cinesina avance. En el paso k+1 sucede también un hecho crucial, el valor de AG(KT)
cambia de signo es decir el sistema favorece la permanencia en el estado M KT y a
partir de este paso la probabilidad de tener estos estados crece cada vez mas hasta
que el andar de la cinesina es detenido por este efecto originado en el consumo total
de ATP.

Como hemos notado este modelo sirve para modelar el paisaje energético de
la reacciéon autocatalitica en varios ciclos, asi como permite explicar la procesivi-
dad del motor en términos energéticos debidos a una competencia entre moléculas
de ATP y ADP que cambia la altura relativa entre los minimos correspondientes a
los estados M KT y MKT' que repercute en cambios de los valores efectivos de los
ritmos de reaccién asociados al proceso catalitico y acoplamiento de la cinesina al
motor utilizados en el capitulo anterior.



Capitulo 7
E1l modelo fisico

=SS Pl

En esta seccién discutiremos como puede usarse la fisica en la modelacion de la
actividad de la cinesina como maquina térmica, es decir una méaquina que consume
un suministro externo de energia el cual convierte en trabajo tutil. En el caso de la
cinesina, es claro que la fuente de energia externa sera energia quimica en forma de
moléculas de ATP, mientras que el trabajo producido servira para desplazar a la
cinesina a lo largo de los microtibulos como se ilustra en la figura 7.1.

ATP LW

=

Figura 7.1: Cinesina desplazéndose sobre microtibulo.

Como mencionamos en la introduccion, los datos experimentales muestran que el
desplazamiento de la cinesina es siempre en direccién hacia la membrana plasmaética

7
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[3]. Este hecho hace pensar que el motor debe tener una conformacién estructural
que impida el movimiento en sentido contrario, previniendo asi un uso ineficaz del
ATP.

Conviene hacer notar que por su tamano y la escala en la cual actia, el motor
puede ser afectado por las fluctuaciones térmicas del medio [24]. Para motivar mejor
la presentacién del modelo fisico, haremos uso de recientes resultados experimentales
y teodricos obtenidos en el estudio de la exocitosis de serotonina mediada por motores
moleculares en neuronas de sanguijuela [24]. En dicho modelo se analiza la dindmica
de la exocitosis siguiendo un modelo muy sencillo de comportamiento de los motores.

Nuestro trabajo consiste en parte en proponer los fundamentos bioquimicos de
dicho modelo que representa fielmente los datos experimentales [24]. En dichos ex-
perimentos se analiza la migracién de vesiculas que contienen serotonina mediante
motores de cinesina, a través de la cinética de fluorescencia del colorante FM1-43.
Algunos de estos resultados se muestran en la figura 7.2. Mediante dichos resulta-
dos , los experimentos determinaron que la intensidad de la fluorescencia F'(t) es
proporcional al nimero de vesiculas por unidad de tiempo, en el area medida, en la
forma:

F(t)=F,+ A/t J(d,t")dt’, (7.1)

donde F}, es el valor basal de la fluorescencia y J es la densidad de corriente de
vesiculas J = pv.

Sin ahondar en detalles, el modelo supone que el motor que mantiene unida a
la carga con el microtubulo mientras avanza de manera que puede ser modelado en
términos de 4 fuerzas de naturaleza mecédnica [24].

Una de ellas es responsable del acoplamiento de las vesiculas u organelos a la
cinesina, y puede ser modelada por una fuerza elastica f; (Hook) [24] debida a los
enlaces moleculares entre la cinesina y la carga [24] y por tanto puede se planteada
como: f; = w?(t), donde w es la frecuencia caracteristica y 7(t) es la posicién de la
carga como funcion del tiempo. La segunda fuerza es responsable del desplazamiento
de la cinesina sobre el microtibulo y esta relacionada con la velocidad media v
del motor. Como ambas fuerzas actiian de manera simultanea, la fuerza resultante
estd dada por la suma de fuerzas

F = fonor + fu = w20t — 7(t)). (7.2)

La tercer fuerza involucrada en el movimiento del motor con la carga es una fuerza
de cardcter hidrodindmico; la fuerza de friccion f;(t) = —pu(t). Dicha friccién es
ejercida por el medio celular principalmente sobre la carga. Aqui wu(t) es la velocidad
instantanea de la carga y (3 el coeficiente de fricciéon por unidad de masa del medio
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B = 6mna/m donde a es el radio de las vesiculas, m la masa y 7 la viscosidad del
fluido [15]. La otra fuerza afiadida es una fuerza aleatoria fr que es debida a las
fluctuaciones térmicas del medio, que a esta escala juegan un papel importante en el
desplazamiento de particulas.

La friccién y la fuerza aleatoria modelan el movimiento Browniano confinado
(difusién confinada), que es efectuado por vesiculas y organelos de forma natural
en el citoplasma [24]. Con estas cuatro fuerzas queda en principio determinado el
movimiento de la carga de la cinesina dentro de la célula. La suma total de las
cuatro fuerzas

> fi = —Bit) + [t — 7)) + fr., (7.3)

modela entonces de manera simple el desplazamiento de la cinesina y su carga por el
microtibulo, mas no explican como es que la carga llega en primer instancia a situarse
lo suficientemente cerca de la cinesina para caer dentro del intervalo de accién de f,;.

b)

160
4m_
140¢
X X 300}
S S |
1201
R 200+ /
100F S 100+
AAAAA . AAAAA L
0 1200 0 1200

400 800 a0 80
(s) ()
Figura 7.2: (a) Cinética de fluorescencia producida por estimulacién eléctrica a 20Hz
cada 2min. (b) Cinética de fluorescencia de un grupo de neuronas en las misma

condiciones. Imagen original tomada de [24].

La manera que se propone para hallar la expresién explicita de J(d,t) en la ecua-
ci6n (7.1) es usando una ecuacién de Langevin. El planteamiento parte de considerar
la segunda ley de Newton

d _ .
—i(t) = > filh). (7.4)

Aqui nuevamente (t) es la velocidad instantanea de las vesiculas y el lado derecho
representa la suma de fuerzas, que puede ser sustituida por (7.3) obteniendo de esta
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manera J
() = —pi(t) + W2[ot — 7F(t)] + fr. (7.5)
Como la velocidad promedio de la carga es casi constante y la viscosidad del

medio es muy alta, se puede aproximar a cero el cambio en el tiempo de (t) es decir
d
—U
dt ’ . . . ., . -
estd manera se obtiene la siguiente expresion aproximada para (t)

() ~ 5 {w2 (5t — 7(t)] + fR} . (7.6)

La ecuacién (7.6) se conoce como ecuacion de Langevin y es equivalente a la ecuacién
de Smoluchowski o difusién [14]:

0 1 t

527t = DY20(70) + 5V o) - [ ) (77)
ot B 0

donde D es el coeficiente de difusién,o(7,t) es la densidad de probabilidad de hallar

a una particula en 7 al tiempo t, y cuya solucién considerando a ¢’ constante es':

(t) &~ 0, este régimen dindmico se conoce como régimen sobreamortiguado. De

~ B B P — Ot — Tg) — (7 + U7 )e /™)

— drD(1 — 2t/7s 3/2 _[7’ U( . .
o) = golAmD(L = &) Feap 27,D(1 — e[-2t/7,) (78)
Usando (7.7) y la ecuacién de continuidad

0 -
—o(rt)y=-V-J 7.9
520t ==V J, (7.9)
se puede obtener la siguiente expresién para la corriente J [24].
2
J(r.t) = —DVo(F,t) — %Q(F, £)(F — ). (7.10)

La expresion obtenida para la corriente es de gran importancia en el modelo teori-
co, ya que con ella se puede cuantificar la cinética de la fluorescencia. Mediante la
implementacién de las variables adimensionales 7 = d~'r, t = Dd?t, o = dD v y
p = n"'p podemos reescribir (7.10) como

J(r,t) = =V — apd(F — ot), (7.11)

donde J es la densidad de corriente adimensional, V es el operador gradiente adi-
mensional y & = w?d?/(8D) es un pardmetro adimensional que permite comparar
el trabajo realizado por la fuerza elastica y la energia térmica. En la figura 7.3 se
muestran algunos de los resultados obtenidos con este modelo tedrico para la cinética
de fluorescencia.

'El procedimiento completo para la resolucién de la ecuacién puede verse en [26].
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Figura 7.3: Comportamientos
caracteristicos de la fluores-
cencia predichos por el mode-
lo tedrico con actividad de los
motores de cinesina y varia-
ciones del parametro « asi co-
mo distintas velocidades pro-
medio. Imagen original toma-

da de [?].

Una velocidad no constante

En la primera seccién de esté capitulo hemos discutido las bases de un modelo
para describir el incremento de la fluorescencia como funcién del tiempo. Dicho in-
cremento ocurre por la fusién de las vesiculas que contienen a la serotonina con la
membrana plasméatica. Para estimar el ritmo con que la serotonina llega a la mem-
brana se calcul6 la corriente de vesiculas por unidad de tiempo que son transportadas
por cinesinas dentro de células nerviosas. Este modelo establece que la carga de las
cinesinas se mueve con una velocidad constante v durante todo el proceso de exoci-
tosis. Esta idea funciona y permite describir los datos experimentales es en realidad
lejana a lo que realmente sucede, ya que el flujo de vesiculas en las neuronas es cier-
tamente no constante ni ininterrumpido. En particular, dicho modelo no considera
el arranque y frenado de los motores dictado por los requerimientos de las mismas
células. En el Capitulo 5 mostramos que la reaccién llevada acabo por el sistema
microtubulo-cinesina-ATP es lo que permite el avance de la cinesina a lo largo del
microtibulo y se encontré una expresién para la velocidad de la reacciéon en fun-
cién del tiempo en la ecuacién (5.29), ahora de manera natural podemos establecer
que esta velocidad es la misma con la que se desplazan las vesiculas dentro de las
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células al estar unidas a las cinesinas de manera rigida. También en el Capitulo 2
establecimos que para que el motor arranque es necesario superar cierto umbral en
la concentracién de ATP, de hecho este umbral se alcanza a niveles de saturacién
de ATP y en correlacién con calcios mensajeros Caj se indica a las cinesinas que se
condensen en el microtibulo y comiencen su avance. De esta forma, el proceso de
arranque puede ser modelado en términos de un impulso unitario que sucede cuando
se conjuntan las condiciones fisicoquimicas apropiadas, de modo que la expresion
total de la velocidad que usaremos es?

_Ufnam(t —1 )
o)y, =00t —t;) | — — - , (7.12)
Ky (1+ e/ Kp) [maz — (E = ty)
donde la funcién ©(t — t;) esta definida por
0 sit<t;
oit—t)= { | sit>t (7.13)

Aqui t; es el instante en que el motor inicia su movimiento y ¢; es el instante en
que se detiene. Este iltimo esta definido por las condiciones iniciales y la ecuacién
(5.30), segun la cual t; = [ATP],(v},,.)"" es el tiempo al cual se agota el suministro
de ATP y ha sido transformado por completo en ADP.

Usando la expresion para v(t) ;, de la ecuacién (7.12) en el modelo de la ecuacién
(7.7) obtenemos la siguiente ecuacién de Fokker-Planck

aQ(F, t) = DV?o(7,t) + lwzv [o(7 t) (7 — /t v(t); ydt)]. (7.14)

g

Para resolver la ecuacién, en esté punto se debé proceder forzosamente usando un
método numérico ya que la integral de v(t) ;, no se puede obtener en forma analitica.
La forma obtenida para un caso particular p(z,t) se presenta en la figura 7.5.

Usando este resultado es posible calcular la cinética de la fluorescencia de acuerdo
con la ecuacién (7.1). El resultado se muestra en la figura 7.6.

2En el Capitulo 5 la ecuacién (5.29) nos permite establecer dos velocidades, pero la primera de
ellas no toma en cuenta el efecto del inhibidor y ademas este comportamiento se puede replicar con
la segunda en el caso limite K; muy grande.
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Figura 7.4: Gréfica de la velocidad de transporte de carga en un motor de cinesina
con inhibicién por ADP. En todos los casos KL = 247um, v} = 400nm sty
ks = 5,600 s7L.
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de tipo sigmoidal caracteristica del proceso.



Capitulo 8
Conclusiones
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Los principales resultados obtenidos en este trabajo estan relacionados con la
modelacién bioquimica de la velocidad de desplazamiento de un motor molecular
(cinesina) a lo largo de los microtiibulos que conforman parte del citoesqueleto celu-
lar. El modelo propuesto se basa en una modificacién del modelo de Visscher et al
en el que puede estimarse, ademas de la dependencia de la velocidad en la carga, el
efecto de la autoinhibicién por produccién de ADP. Dicho modelo nos ha permitido
reconstruir el paisaje energético de la reaccion catalitica y mostrar que dicho pai-
saje es, ademas de asimétrico, inclinado. Los resultados obtenidos fueron usados en
modelos biofisicos adecuados que a su vez permiten describir procesos de exocitosis
en los que la cuantificacion de la secrecion de substancias contenidas en vesiculas es
de primordial interés. De esta forma el modelo propuesto en esta tesis establece un
puente entre dos escalas de tiempo y longitud diferentes asociadas tanto a los proce-
sos de exocitosis como a su dependencia en la bioquimica de reacciones enzimaticas
asociadas al consumo de ATP por el motor molecular.

El mecanismo propuesto por Visscher et al fue modificado al anadir un término
debido al inhibidor competitivo ADP. Ademads de este mecanismo anadido, nuestro
modelo es relevante porque va mas alla de los anédlisis cinéticos previos en los que solo
se establece la dependencia de la velocidad de la reaccién en funcién de las distintas
concentraciones de reactivos involucrados. En nuestro caso conjuntamos soluciones
numéricas y evidencia experimental sobre la ley de velocidad de la reaccion con el
objeto de establecer una velocidad de la reaccién solo en funcién del tiempo. Este
resultado es relevante porque permitié encontrar una velocidad de desplazamiento
del motor que, a su vez, fue implementada en el Capitulo 5 para la modelacion de
la corriente de vesiculas movilizadas por los motores y que participan en el proceso
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de exocitosis de substancias. El modelo obtenido en esta tesis describe de forma mas
realista el desplazamiento de las cargas y también permite estimar en con bastante
precision, en principio, el peso de las mismas usando las expresiones correspondientes
para v} . (f) v kg( f). Aunque este calculo no se realizé de forma explicita, queda
pendiente como una de las perspectivas del trabajo.

Una conclusion interesante de nuestro modelo con inhibicién es que, para valores
grandes de K7, la velocidad v;, se comporta como el modelo sin inhibicién, el cual
describe una hipérbola rectangular que se comporta de manera muy similar al mo-
delo biofisico original en el que la velocidad de desplazamiento del motor se supuso
constante. Un valor de K grande implica que la reaccion de inhibicion esta balancea-
da hacia el lado de los reactivos, por lo que el complejo M K D se encuentra a bajas
concentraciones en comparacion con M KT por lo que la reacciéon ocurre en niveles
muy cercanos a los de saturacién de ATP para los cuales v(t);, se puede aproximar
muy bien por su valor de saturacién v(t) = v}, . Por el contrario, para valores pe-
quenos de K; la concentracion del complejo MK D es grande, es decir la cinesina
esta ocupada por con moléculas de ADP por mas tiempo que con AT P. Esto hace
que la velocidad del motor decrezca considerablemente en lapsos cortos de tiempo ya
que el término exponencial decreciente domina el comportamiento de v(t),,. Lo que
afecta directamente en el comportamiento de la fluorescencia, que aunque conserva
un comportamiento sigmoidal, este se satura a un nivel mas bajo que en el caso
original o con valores altos de la constante de inhibicion.

El desarrollo de una expresién para el gasto energético de la reaccién a lo largo
de ciclos subsecuentes es sin duda un resultado importante, ya que mediante un
analisis termodinamico es posible entender el funcionamiento de este y otros motores
moleculares similares. Ademas, en el caso del sistema de cinesina microtubulo hay
una clara correspondencia entre el grado de avance local de la reaccion & |, el grado de
avance total de la reaccion &, y el avance espacial del motor ya que cada periodo del
potencial corresponde a un desplazamiento neto de 8nm. El modelo nos indica que,
por que una vez iniciado el movimiento del motor, se favorece el avance de la cinesina
en el sentido esperado mientras que el retroceso resulta energéticamente desfavorable.
Esto tiene lugar tanto a nivel local como a nivel global, pero ha medida que se agota
el combustible o la competencia con el AD P inhibidor es comparable con el sustrato,
vemos que localmente el avance se desfavorece hasta que se suprime por completo, ya
que se vuelve energéticamente desfavorable. Observamos que en ningin momento ni
bajo ninguna condicion entre sustrato y producto inhibidor se revierte el sentido de
avance global del motor lo cual concuerda ampliamente con todos los experimentos
realizados los cuales reportan que la probabilidad de un avance en sentido contrario
es del 0.1 % [20].
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Como parte complementaria del presente trabajo se debe realizar una compa-
racion experimental con el nuevo modelo de velocidad de desplazamiento de las
vesiculas y tratar de estimar de forma experimental la masa de las mismas para
asi comparar con las predicciones de velocidad y consumo energético del modelo. Es-
tas caracterizaciones permitiran establecer uncontrol involucrado en la modelacién
de G(&)eicico Para hacer una estimaciéon mas precisa de la energia consumida y libe-
rada en el proceso. Por supuesto, dichos resultados deben de ser congruentes con las
energias de activacion y los saltos energéticos entre los distintos puntos estables del
potencial tedrico.

Estas estimaciones permitirdn, en principio determinar la procesividad (numero
de pasos) del motor. Asi estimar que porcién de la energia liberada por la hidrdlisis
de ATP es transformada en la energia mecédnica responsable de la fuerza asociada
al motor y utilizada en la movilizacion de las vesiculas, como lo describe el modelo
fisico.

También debemos notar que el modelo presentado para la descripcion del flujo
de serotonina y la medicion de la fluorescencia son aun modelos preliminares, ya que
la presencia del termino fuente en la ecuacién (7.14) relacionado con v(t);, hizo que
el calculo numérico de las soluciones no sea una tarea trivial usando los métodos
estandar de solucion de ecuaciones diferenciales, por los que se debera trabajar aun
mas en el método numérico a emplear.






Apéndice A

Transduccién de energia quimica y
metabolismo

NX NX NX NX Mo@/ag

Todos los organismos vivos requieren de energia para seguir viviendo, en los
organismos macroscopicos es facil ver que dicha energia la obtienen de sus alimentos,
ya sea por ingesta o por absorcion si se trata de organismo heterétrofos o autétrofos.
Sin embargo, no es tan claro como esta energia llega a las células individuales de los
organismo pluricelulares y unicelulares, esto es posible gracias a un proceso que todos
los seres vivos tienen, el metabolismo. En este proceso, pequenas moléculas absorbidas
por las células son guiadas por enzimas a través de mecanismos de reacciones los
cuales, mediante pequenos cambios en las estructuras de estas moléculas, liberan y
almacenan energia en forma de moléculas especializadas como ATP y GTP, entre
otras. La energia almacenada en estas moléculas es usada para sintetizar componentes
celulares y generar movimiento en las células [27]. En el capitulo introductorio se
mencioné la forma en la que las moléculas entran y salen del medio celular median
los procesos de endocitosis y exocitosis, y los usos que se les dan a estas moléculas,
en este apéndice se describirda de manera sencilla lo que sucede con los hidrocarburos
ingresados a las células mediante la endocitosis.

Una vez que las moléculas energéticas entran a la célula son dirigidas a las mito-
condrias celulares las cuales son los organelos encargados de llevar a cabo la respira-
cion celular. En el interior de la mitocondria es donde se llevan a cabo los procesos
méas importantes del metabolismo, podemos separar en dos grandes grupos estos
procesos el anabolismo y el catabolismo.

89



90 A. TRANSDUCCION DE ENERGIA QUIMICA Y METABOLISMO

Anabolismo

Son todos los procesos del metabolismo que tienen como fin la sintesis de molécu-
las complejas a partir de otras mas sencillas. Mediante los procesos anabdlicos se
obtiene componentes celulares, se sintetiza ARN, se duplica o replica ADN, pro-
teina, glicidos, lipidos, tejidos y deméas biomoléculas necesarias para el desarrollo de
los organismos.

Catabolismo

Son todos aquellos procesos metabdlicos que implican las descomposicion de
moléculas energéticas en moléculas mas sencillas. En estos proceso grandes cantida-
des de energia son liberadas a consecuencia de la ruptura de los enlaces moleculares,
como ejemplo de un proceso catabdlico tenemos la ruptura de moléculas grasas o
cadenas de azucares como lactosas y sacarosas en glucosa y fructosa que son las
azucares mas sencillas de la naturaleza. Durante estas rupturas la energia liberada
es usada para la sintesis de ATP a partir de moléculas de ADP y fosfatos, todo esto
sucede mediante ciclos que oxidan las moléculas de combustible.

A.1. Oxidacion

La transduccion de energia esta fuertemente ligada a la oxidacién de moléculas
energéticas carbohidratos como glucosas y acidos grasos, que son la fuente primordial
de energia en los animales. Para liberar la energia de estds moléculas se recurre a la
combustion de las mismas, para ello es requerido oxigeno (obtenido de la respiracién)
y en consecuencia de la combustién de las moléculas se producen didxido de carbono
y agua. Esta combustion es en esencial equivalente a la realizada por los motores de
combustion a gasolina o diesel que usamos cotidianamente, solo que en las células
esté proceso ocurre de una forma menos violenta, en procesos mas largos, complejos
y con ayuda de un gran ntmero de enzimas y proteinas altamente especializadas.

La combustion es conducida por la oxidacién en la forma de remocién de electro-
nes y/o agregaciéon de protones (HT) en ciclos presentes en las células, tales como el
ciclo de Krebs o la cadena de transporte de electrones ETC [28]. La forma en que es-
tos procesos y ciclos se llevan a cabo es tal que las cantidades de energia transferida,
usada o liberada son similares a la liberada durante la hidrélisis del ATP.
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A.2. El ATP como fuente de energia en sistemas
biolégicos

La energia liberada durante los procesos catabdlicos es capturada en moléculas
que después son usadas para la realizacion de proceso anabdlicos, los cuales son reac-
ciones endotérmicas. Muchas son las moléculas disponibles para liberar su energia y
permitir que estas reacciones ocurran, pero la mayoria de ellas requieren una can-
tidad de energia similar a la que proporciona la hidrélisis del ATP, de ahi que sea
la molécula mas utilizada durante estos procesos. Durante la hidrélisis del ATP se
rompe el enlace del ultimo grupo fosfato de esta y se obtiene una molécula de ADP
(adenosin difosfato) y un fosfato inorgénico. En la figura A.1 se muestra la estructura
del ATP y la localizacién del enlace mencionado.

NH,

Ultimo fosfato N N

A\
MN/ N>
O- O 0O~

| | |
HO—P—0—p—0—P—0—CH,
O O O O

OH OH

Figura A.1: Estructura quimica de la molécula de ATP.

El ADP resultante puede hidrolizarse nuevamente obteniendo asi una molécula de
AMP (adenosin monofosfato) y otro fosfato inorganico, sin embargo la cantidad de
energia liberada en esta reaccion es menor al energia liberada en la primer reaccion,
y para las células resulta més eficiente conservar las moléculas de ADP para después
sintetizar ATP mediante la reaccién inversa.
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A.2.1. Generacion de ATP

El proceso para producir AT P a partir de ADP y fosfatos se conoce como fosfo-
rilacion del ADP. Este proceso sucede en el espacio intermembranal de las mitocon-
drias donde reside un fascinante complejo molecular, la F F; ATPasa que en conjunto
con la ETC realizan un proceso llamado fosforilacion oxidativa.

La F,F;ATPasa

Interior de la membrana mitocondrial

ATPsintetasa

ATP:ADPtranslocasa

ATP ADP

\ )

Figura A.2: Esquema de la F F;ATPasa.

La F,F{ATPasa es también un motor molecular que funciona como una especie
de revolver. En lugar de balas, carga con moléculas de ADP y fosfatos P;, y me-
diante la rotacién del revolver se cataliza la formacion de AT P. La fuerza que genera
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esta rotacion es de caracter electromotriz debida a la entrada de protones a la matriz
mitocondrial mediante un bombeo de los mismos. Pero esta entrada es posible sélo
si la F F1ATPasa genera AT P, es decir la F,F1ATPasa solo funciona si hay un flujo
de H*' al interior de la mitocondria. Pero el flujo de protones es debido a su vez
por la sintesis de ATP lo que implica que ambos procesos estan acoplados formando
parte del mismo ciclo. Una vez concluida la sintesis de AT P, éste es expulsado de
la mitocondria mediante otra enzima llamada ATP:ADPtranslocasa y el bombeo de
protones y absorcién de ADP y fosfatos comienza nuevamente.

El bombeo es llevado a cabo por la seccién F, de la sintetasa que es descrita
como un canal por el cual pasan los protones y generan la rotacion la seccion Fy que
es la que se encarga de la sintesis de AT P. en esta seccion se hayan 3 subunidades
que actuan como sitios activos para el ADP y los P;’s, asi en cada rotacion de la
seccién F; son generados tres ATP’s con el bombeo de 10 protones. Este modelo
para la F F{ATPasa fue propuesto por Paul Boyer y es una pieza clave de su trabajo
acreedor al premio Nobel de quimica de 1997. En la figura A.3 se muestra un esquema
de este modelo.

F 1 Rotacmn\\

ADP + P Energla ATP + H2

LYY

Figura A.3: Esquema del modelo de Boyer para las secciones F, y Fj.

o

El bombeo de HT, también llamado (transporte vectorial) [28] esta a su vez
acoplado a la ETC, ya que el gradiente de protones generado durante el bombeo
impulsa el movimiento de electrones de la ETC.
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La ETC

La ETC consiste en cuatro largas cadenas protéicas contenidas en el interior de
la membrana mitocondrial, de las cuales tres de ellas interactuan tanto con el nticleo
de la mitocondria como con la membrana misma mientras que la otra solo con el
nicleo de la mitocondria. Esta interaccion se da de manera sincronizada debido a
dos pequenas moléculas presentes en la membrana mitocondrial, una de ella es la
ubiquinona [28] la cual es hidrofébica. Su contraparte es una proteina hidrofilica!
llamada citocroma c, estas moléculas generan las fuerzas que permiten la transfe-
rencia de protones y electrones de un lado a otro de la membrana mitocondrial. El
la figura A.4 se muestran las componentes de la ETC.

Espacio intermembranal

H* H* H*

Interior de la ™~ ” /O
membrana o — e ° Q/ —

mitocondrial __ °Ie

C__ D I
NADHE, |, -:

1A%
NAD* Nucelo de la I I
Mitocondria @

Figura A.4: Esquema de la ETC.

La ATP:ADPtranslocasa

La expulsién de AT'P de las mitocondrias y el ingreso de ADP a las mismas, es
un proceso catalizado por una misma membrana protéica la ATP:ADPtranslocasa,

!Soluble en agua.
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la inhibicién de este proceso de transporte impide la sintesis de AT P, que a su vez
frena el bombeo de protones y detiene la ETC y los ciclos subsecuentes anidados.
Esto ocurre cuando las necesidades energéticas del organismo estan satisfechas.

En la figura A.5 se muestra la interconexién de los procesos metabdlicos antes
mencionados que sirven en la generaciéon de ATP y el mecanismo de movilizacion de
vesiculas.

EEVETETEYEYE

Trabajo

ADP (= ATP

Combustible
(hidrocarburos)

!

Ciclo de Krebs
[ | [ ]
NAD* S I I
@ @ QNADH

Co, CO,

.
O,

HT HTf

Figura A.5: Esquema simplificado de la oxidacién de carbohidratos y ciclo sinte-
sis/consumo del ATP y su uso en procesos celulares.






Apéndice B
Las herramientas fisicas
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B.1. Ecuaciones de balance

En esta seccién se mostrara de manera simplificada la deduccion de las ecuaciones
de balance de masa, momento y energia, cantidades heredadas de la hidrodinamica
clasica a partir de las cuales y con la hipétesis de equilibrio local. Obtendremos el
equivalente a la ecuacién de Gibbs para la termodinamica en la formulacion de la
TIL.

B.1.1. Balance de masa y flujo de difusién

Comencemos con el balance de masa del sistema. Supongamos que nuestro sistema
se puede dividir en n elementos de volumen. La tasa de cambio de masa del #-ésimo
elemento en un volumen V sera

d i
& pav = [ Lav (B.1)
dt J,, v ot

donde p; es la densidad parcial del ésimo elemento de volumen, p; es una funcién
de la posicién y del tiempo, p; = p;(7,t). Ademads la densidad parcial cumple

b
p=> pi (B.2)
i=1
En la ecuacién (B.1), el cambio temporal de la densidad en un volumen debé ser
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igual al flujo de materia a través de la frontera del volumen [15], es decir

Ipi
v Ot

Q

donde 7;(7, t) es la velocidad del #-ésimo elemento de volumen. Mediante la aplicacién
del teorema de Gauss en (B.3) obtenemos la ecuacion de balance para la especie i
ésima

Opi

=V - (7). B.4
o=V () (B.4)
Sumando la ecuacién (eq-cont-i) sobre los b elementos del sistema obtenemos
dp
= V- (o0 B.5
2=V (p0), (5.5)

donde ¥(7, t) es la llamada velocidad del centro de masa o baricéntrica definida como

S a Pi;
i=1

La ecuacién (B.5) es conocida como ecuacién de continuidad [15], y mediante la
expansion del término de V - (pv) se puede rescribir, es decir

V- (p¥) =7-V(p) + pV - U,
con lo que (B.5) se convierte en

dp B .
E+U-V(p)——pv v.

Si utilizamos la derivada material obtenemos finalmente

Dp
L _ V.7 B.
Dt V.u (B.7)

Respecto al movimiento baricéntrico del sistema se puede definir una cantidad rele-
vante en el transporte de masa, el flujo de difusién de la sustancia i-ésima como

—

Ji = pi(U; — 1), (B.8)

que satisface la relacién

Z Ji=>_ pild — ) =0, (B.9)
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la ecuacion anterior indica que no todas las corrientes de difusion son independientes
entre si.

Cuando tenemos produccién de masa de alguna de las componentes(especie quimi-
ca) debido a r reacciones quimicas en el sistema, deberemos agregar a la ecuacion
de balance un término debido a estas reacciones

p; -
ot

-V - (,01171) + Z l/iijChem s (BlO)

Jj=1

con v;; el coeficiente estequiométrico de la #-ésima componente en la j-ésima reaccién
y J"™ es el flujo o velocidad de la reaccién [6, 10, 9].

B.1.2. Balance de momento

Al igual que en la seccion anterior partiremos suponiendo que tenemos b elemen-
tos de volumen en nuestro sistema. Nos interesa establecer conocer la relacién entre
la aceleracion de los elementos y las fuerzas que actian sobre cada uno de ellos. Po-
demos facilmente diferenciar dos tipos de fuerzas que actiian en nuestro sistema, las
fuerzas de cuerpo, tal como la gravedad, y las fuerzas de superficie como los esfuerzos
viscosos [29]. De forma general el balance de momento seguird el esquema

Cambio de impetu=Fuerza de superficie + Fuerza de cuerpo.

De manera formal el balance de momento esta dado por

. b
p& :—V-]P)—i—Zpiﬁi, (B.ll)
Dt :
=1

donde P es el tensor de esfuerzos y F; es la fuerza ejercida por un campo sobre
el ésimo componente del sistema [29]. Desde un punto de vista microscépico, el
término P es el resultado de las fuerzas de interaccion de corto alcance entre las
particulas que conforman al sistema, mientras que F. es debida a las fuerzas externas
y contribuciones posibles de interacciones de largo alcance, es decir, es resultado de
los distintos potenciales a los que este sujeto el sistema, gravitacional, confinamiento
en un volumen, etcétera [7].

Suponiendo que el sistema se encuentra inmerso en un campo conservativo, ten-
dremos que las fuerzas F. serdn debidas a la accién de un potencial conservativo, es

decir
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Usando la siguiente relacion
Df 8/ = .
A . i B.12
P Dy 8t<pf>+V (pfv>, (B.12)
vélida para todo vector [30] y el hecho de que las fuerzas son conservativas, podemos
rescribir (B.11) como [25]

Opv S
W:—V-(]P>+pvv)—X:Piv‘lfi- (B.13)

B.1.3. Balance de energia

Aqui expondremos el balance de energia mecanica (cinética+potencial), asi co-
mo el balance de energia interna. La importancia de obtener una expresion para el
balance de energia mecanica radica en que nos permitira obtener a partir de ella el
balance de energia interna, la cual realmente es importante en el desarrollo de la
TIL. A partir de las dos secciones anteriores resulta natural comenzar con el balance
de la energia cinética. Multiplicando por ¢ la ecuacién (B.11) y usando la identidad
(B.12) se obtiene el balance de energia cinética

b
0 (1 1 -
5 <§pv2> =-V- [5,00217—#]}”-17} +P:VU+;Piﬂ-l7. (B.14)

Para hallar el balance de energia potencial no solo basta con tener en cuenta el
balance de momento (B.11), sino que hay que considerar la conservacién de energia

potencial en una reaccién quimica E U,v;; = 0[31], obtenemos la siguiente expresién
i=1
para el balance de energia potencial

0
&(Pq’):—v'

b b
S pFo-Y0F. (B15)
=1 =1

Sumando (B.11) y (B.15) inmediatamente encontramos la expresion de balance
de la energia mecénical

pUT + Z U, J;
i=1

1
€= 51;2 + U, (B.16)

LAl solo sumar Ex y FEp, encontramos que la ecuacién de balance de energfa mecanica tiene
términos fuente, lo que harfa pensar que no se conserva la energia, pero esto pasa por no tomar en
cuenta el balance de energia interna.
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mas cabe recordar que esta no es la energia total del sistema, la cual debe incluir la
energia interna

1
e:§v2+\If—i—u, (B.17)

donde“u”es la energia interna por unidad de masa o energia interna especifica. Su-
poniendo ahora que e satisface una ecuacion de continuidad y realizando el dlgebra
correspondiente tenemos que el balance de energia interna esta dado por

D - ..
pﬁ(u):—V~Jq—pV~U—H:17+ZJ-~Fi, (B.18)

=1

=

B.2. Ecuacion de Smoluchowski

En la seccién 4.4 mostramos que las ecuaciones de Langevin son equivalentes a
ecuaciones de tipo F-P. Y dado que la ecuacion de Smoluchowski es un caso particular
de F-P, la solucién hallada para la ecuacién de Smoluchowski serda equivalente a
resolver la ecuacion de Langevin correspondiente.

Comencemos por establecer la ecuacién de Smoluchowski

do 1 0 0?

la ecuacién (B.19) es equivalente a la ecuacién diferencial estocastica

de  F(x) T(t)
Tt (B.20)

que no es mas que una ecuaciéon de Langevin. Notemos que (B.19) no es méas que
F-P en el limite de alta friccion [14], donde

DW(z) = (mB) " F(x), (B.21)

D@ = (mB3)kpT. (B.22)

La solucién que hallaremos es para el caso estacionario en el cual p es constante en
el tiempo, tenemos entonces que

1 0 0?

Reordenando términos en la ecuacion anterior obtenemos
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0 0?
a—xF(x)Qst = k:BT@Qsta

integrando una vez respecto a x’ tenemos

x 8 x 62
F / s /d ,:k' T s /d /
/0 B (") ost(2")dx B i _(‘?x’QQ (2" dr' =

F(r)oule) = koT - 0u(z).

despejando F'(x) e integrando una vez més obtenemos

[ F(2!)da' = kgTin(os(x)/A).

0

Aplicando ahora antilogaritmo a la expresién anterior obtenemos
1 ¢ / /
ost(x) = Axexp |—— [ F(2')dx'|, (B.24)

con A la constante de normalizacién necesaria para cumplir que [ o(z)dz = 1.
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C.1. Mas de la ley de Michaelis-Menten

Ahora interpretaremos los resultados mostrados en la figura 5.1. Para ello recu-
rriremos a los expuesto en la subseccién 3.4.2. En nuestro caso particular como se
menciond en el Capitulo 5, el papel de E lo tomara el complejo M K, mientras que .S
serd el AT P, de este modo las ecuaciones de M-M quedaran expresadas como:

[ATP]

W= e g AT (C.1)
1 Ky 1 1
I . 2
W Umas [ATP] * VUrnaz (C2)

Con este conocimiento es posible ahora analizar los datos reportados en la figu-
ra 5.1. Notaremos que al incrementar el valor de la carga f aplicadal sobre el motor
el valor de v,,4, decrece, este es un resultado esperado ya que mientras mayor sea la
carga, mayor sera la resistencia que se opondra al movimiento del motor, por lo cual
la velocidad méxima (ritmo méximo de catalizacién del sustrato) disminuira. Esta
disminucién puede deberse a dos posibilidades: un decremento en ks o la reducciéon
de la concentraciéon total de enzima M K. En nuestro caso para todo fin practico
la concentracién total de enzima dentro de la célula sera constante, por lo que la
disminucién de v,,4, s6lo puede deberse a un decremento en ks.

'En el caso del experimento del cual se tomaron los datos para las grificas presentadas en
la figura 5.1 la fuerza que ejerce la carga es debida a una trampa 6ptica.
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El otro efecto que produce un incremento en la carga es el aumento en el valor
de Ky, lo que implica que la afinidad entre el sustrato y la enzima se ve reducida
[10]. Dado que tanto v,,4, como Kj; dependen del valor de ko, esto implica que sélo
un aumento sustancial en el valor de k_; aumentaria el valor de K;, lo cual a su vez
no permitiria el avance de la cinesina sobre el microtibulo [18]. Este efecto es el que
hace descartar el modelo béasico de Michaelis-Menten.

C.2. Soluciéon del modelo de Visscher y Schnitzer

Para encontrar la ley cinética que rige el mecanismo propuesto por las ecuacio-
nes (5.1)-(5.7), Primero prescindiremos de (5.1) y asumiremos que la cinesina ya se
encuentra acoplada al microtibulo en el estado M K, tal como se muestra en (5.2).
También por simplicidad supondremos que el paso lento del mecanismo es (5.4), asi la
ley cinética serd regida por (5.4) y los pasos (5.5)-(5.7) no afectaran la expresién de
velocidad [10].

De esta manera, el mecanismo completo se reducird a los siguientes tres pasos.

Forma general Forma especifica sistema M-K-T
E+58 <% ps MK + ATP 2% MKT,  (C.3)
k_, k_y
T T
ES &= ES' MKT, &= MKT! (C.4)
ES t g MKT ™ MKT,D; (C.5)

Donde como se menciono con anterioridad E es el estado MK, S son las molécu-
las de ATP y E” el estado en que ambas cabezas de la cinesina estan unidas al
microtubulo. Como en la secciéon C.1 las leyes de evolucién en el tiempo para las
concentraciones de los complejos ES, ES" y E” son

%[ES] — W [B][S] = k_,[ES] — KL[ES] + K [ES, (C.6)

%[ES'] = —ky[ES| + KL [ES] - K [ES, (C.7)
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d
w = %[E"] = ky|ES']. (C.8)
Usando ahora el hecho del equilibrio rdpido en (5.3) y (C.7) y recordando la definicion
de la constante de equilibrio quimico KT

K [ES
Kh= 2+ — C.9
G o
entonces encontramos que [ES'] = KT[ES]. Sustituyendo esta expresién en (C.8)
obtenemos
w = k,K'[ES]. (C.10)

El siguiente paso es aplicar aproximacién al estado estacionario en las ecuaciones
(C.6) y (C.7) y sumarlas, es decir,

%[ES] ~ 0 = by [E][S] — k_,[ES] — KL[ES] + kL [ES]
_|_
i[Es’] ~0=—k|ES) + kL [ES] — k' [ES]

dt
— 0 = k1 [E][S] — k_[ES] — ky[ES’).
De igual modo que en el tratamiento de las ecuaciones de M-M, la concentracion

total de la enzima, que en este caso es [E], = [E] + [ES] + [ES’], puede usarse de
modo tal que

ki ([Elo = [ES] = [EST)[S] = b [ES] = k[EST =0
= k1 [E]o[S] = [ES](k1[S] + k_y) + [ES] (k1 [S] + k).

Aplicando de nuevo la aproximacién de equilibrio obtenemos

1) = B2 019 + k) + (B0 18] + £,

ki[S]+ k

= k[Elo[S] = [ES')(— Lk [S] 4 k).
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Ahora podemos ya despejar una expresién para la concentracion de ES’ que sélo
depende de constantes de ritmo y de la concentracién del sustrato y de enzima total.

kr[Elo[S]

(k1 [S]+k_, :

5] =
T alS] + k)

La expresién anterior podria ser ya sustituida en (C.10), sin embargo es conveniente
presentarla de una forma mdas familiar mediante un reordenamiento de términos
adecuado. Dicho reordenamiento es
ka[E]o[S]
STtk KT[S] | R atkoKT
Kt KT

BS) = -

Multipliquemos y dividamos ahora por KT/(K' + 1)k, para finalmente expresar la
concentracion de FES’ como

(R [ELolS)

(k_,+h,KT) :
w1

[ES'] = (C.11)

En esta ecuacién el término 1/(KT + 1) es comin a k_, y a ky, asi que podemos
definir convenientemente dos nuevas constantes de velocidad como

Kt
T

k
e N 1
KT+ (C-13)

Con estas dos nuevas constantes y sustituyendo (C.11) en (C.10) obtenemos la
siguiente expresion que es muy parecida a la del caso MM

i
v v;n_[SJ (C.14)
Ky +[9]
donde el término K, es
Kt KL+ ky ko kKT (©.15)
M=k ky(KT+1) '
y v} . esta dada por
KT
Vhas = K3 Elo = Ky [Eo- (C.16)
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La ecuacién (C.14) a diferencia de (3.58) da un grado mas de libertad a los pseudo-
pardmetros de Michaelis-Menten v} v KX/[. Dicho grado de libertad es debido al
equilibrio rapido de la isomerizacién del estado ES y también permite un correcto
ajuste de los datos experimentales [19], ya que la constante de equilibrio KT tiene una
dependencia en la fuerza aplicada por la carga sobre el motor. Dicha dependencia se
obtiene al aplicar la Teoria del estado de transicién [10] para definir KT, segin la

cual
T: ZEQ(ES) (C 17)
Zeq(ES")’ '
donde z., es la funcién de particién [9] correspondiente a cada sub-estado del equili-
brio. En general esta funcién se expresa como

2(V,T) = e F/keT, (C.18)

donde F es la energfa libre de Helmholtz. Con esta definicién de z(V,T’) podemos
expresar (42) de la siguiente manera

e~ Fes/ksT

Kh= e Koe AF/ksT (C.19)
Aqui K, es el valor de referencia de la constante de equilibrio. Recurramos ahora a la
definicién del potencial de Helmholtz FF = U—T'S y supongamos que el proceso ocurre
a temperatura constante. En este caso el diferencial de la energfa libre es (dF)r =
—pdV + ¢dA+7dL, con ¢ la tensién superficial y 7 la tensién lineal [6]. Dado que
el sistema en cuestion se puede suponer unidimensional en primera aproximacion,
entonces s6lo contribuird a F el término de la tension lineal y la diferencial de longitud
TdL. En nuestro caso esta cantidad sera proporcional a la fuerza ejercida por la carga
[ v la distancia media del paso de la cinesina sobre el microtibulo [19]

rdl ~ £5/2, (C.20)

donde ¢ = 4nm es la distancia entre los monémeros componentes del microtibulo.
De esta forma, asi el cambio total en la energia libre se puede aproximar como

AF = Fgs — Frgy =~ f0/2 — (—f3/2) = fo. (C.21)
Con esta aproximacién podemos expresar (C.19) del siguiente modo
KT(f) = Ky /o/ksT (C.22)

la figura C.1 muestra graficamente esta dependencia en la fuerza para KT. Como
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Free energy

Reaction
coordinate

K =K je-Fo/kT
T T
COLOLL = LV

Figura C.1: Isomerizacién con dependencia en la carga. Arriba: esquema de la energia
libre, con dos pozos de potencial estables separados una distancia  por una barre-
ra. Linea punteada: sin carga aplicada. Linea continua: con carga aplicada. Abajo:
representacion del equilibrio répido sobre el microtibulo, imagen tomada de [19].
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consecuencia de ésta dependencia de KT en f v, encontramos que las constantes k_;
y ko también dependeran del factor (C.22) en la forma

kT—l kT_lefé/kBT
koi(f) = TRl = Ky o (C.23)
kTKoe—fd/kBT k.TKO
ka(f) = 22 : (C.24)

T Kye Jo/kst 41 K, + elo/knt
Esta dependencia en la fuerza de ky y k_; permite recuperar el comportamiento

observado de los pseudo-pardmetros de M-M v} v K ]TW y deja intactas las constantes

originales k; y kil que no dependen de la fuerza y asi la afinidad entre la enzima y el
sustrato queda intacta. Las relaciones (C.23) y (C.24) fueron propuestas inicialmente
en la referencia [22] y fueron usadas para describir el mecanismo de transcripcién del
RNAm mediante la enzima RNA-polimerasa.

C.3. Energias libres y coordenadas de reacciéon

Retomando la ecuacién (6.6) y desarrollandola explicitamente obtenemos el si-
guiente resultado

dG(S) =—RT [_53 + (nMKT/ +nyr + nT)SQ 4+ .-

+ (nypxrmr — N narT — Naurnr)E]

(C.25)

que al integrar

3
G =— RT/ (=% + (nyrrs + nuk +nre)x® + -+ (C.26)

+ (npgTmT — DMKV KT — M) X X,

obtenemos la siguiente expresién para G(§)

B 1 (N + Ny +nr)
G(§) =RT [154 - 5

(nMKT/nT —NMKNMMKT! — nMKnT) gg
2

§3+...

(C.27)

+ G(a).

A continuacién se muestra el cédigo “Autocatal.m”usado para obtener las graficas G(&):



110 C. LAS HERRAMIENTAS QUIMICAS

Autocatal.m

% La funcién calcula todo apartir del modelo diferencial:

% dG=-RT[(nMK-x) (nT-x) (nMKT-x) +nMK*nT*nMKT] dx

function [out,outl,out2] = Autocatal(nl,n2,n3,x,n,t) % defino la
funcién y sus argumentos

% nl fraccién molar de MK, n2 fraccién molar de T

% n3 fraccién molar de MKT, x t variables de calculo simbolico
% n numero de modos de Fourier usados en la expansidn

e=nl1#*n2*n3Y% e coeficiente del término lineal extra

N2=n2-0.0051x*t;

N3=n3-0.0017%t;

dG=(n1-x)*(n2-x)*(n3-x); % expresion que define el modelo diferencial
G=-int(dG,x,1,x); % se integra suponiendo RT=1 y de 1 a x

dGl=(n1-x)* (N2-x)* (N3-x) ;

Gl1=-int(dG1l,x,1,x);

funl=matlabFunction(G-e*x); J,convierte G-e*x en una funcién del
sistema

y=0:0.009:50; Yvariable discreta

out= y; %guarda el valor en archivo

outl= funl(y); %discretiza el valor de G-e*x y guarda

figure;

plot(out,outl,’linewidth’,2.5);

x1im([0 11);

% Cada coeficiente de Fourier A y B es declarado como entrada de un
vector

A(1,1)=int(G1,0,1); % define el primer coeficiente Ao
B(1,1)=0%*int(G1,x,0,1); % impone el termino Bo como cero
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for i=2:n

A(1,i)=int (Gl*cos(2*pi*ixx),0,1); %usa la forma recursiva de los An
B(1,i)=int(Gl*sin(2*pi*i*x),0,1); %usa la forma recursiva de los Bn
end

P=A(1,1); %P(x) es la suma de los An*Cos(2n*pi*x)+Bn*Sin(2n*pi*x)

for j=2:n
P=P+A(1,j)*cos(2*pi*j*t)+B(1, j)*sin(2*pix*j*t);
end

fun2=matlabFunction(P-ex*t);
out2=fun2(y);

figure;

subplot(3,6,1:6);
plot(out,out2,’linewidth’,2.5);
x1im([0 5]);

y1lim([-0.03 0.04]1);
subplot(3,6,7:12);
plot(out,out2,’linewidth’,2.5);
x1im([90 95]);

ylim([-0.43 -0.35]);
subplot(3,6,13:8);
plot(out,out2,’linewidth’,2.5);
x1im([116 121]);

ylim([-0.56 -0.46]);

Codigo C.1: Funcién de Matlab(©) Autocatal.m usada para modelar G(&).

La secuencia de comandos para utilizar el codigo se muestra a continuacion:
1. > syms x t;

2. > [out,outl,out2]=Autocatal(nl,n2,n3,x,n,t);



Constantes usadas y sus dimensiones

Constante  Unidades Descripcion
ky s Constante de primer orden del mecanismo original de
Michaelis Menten.
k; s~ Pseudo constante de primer orden del mecanismo
modificado de M-M, con dependencia en la carga.
ki mol~'s™! Constante de segundo orden del mecanismo
de Michaelis Menten.
k’I mol~'s™1  Pseudo constante de segundo orden
con dependencia en la carga.
K, mol Constante de Michaelis.
K]TW mol Pseudo constante de Michaelis depende de la carga.
K ]i\/[ nm Segunda pseudo constante de Michaelis.
ol mol s~'  Velocidad méxima de la reacciéon depende de la carga.
v} nms~!  Segunda velocidad maxima de la reaccién.
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